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Introduccién

La K-Teoria Algebraica tiene su origen en la década de los 50’s del siglo
XX, aunque debemos ser mas precisos ya que la K-Teoria Algebraica tiene
fundamentados sus conceptos y propiedades en la Topologia Algebraica.

A finales del siglo XIX, estudios de Riemann (1857), Betti (1871) y
Poincaré (1895), establecieron los cimientos de lo que ahora se conoce como
Algebra Homoldgica en el trabajo “Homology Numbers” escrito por los dos
primeros cuya notacién fué desarrollada con més rigor por Poincaré. En
1925, observaciones hechas por Emmy Noether permitieron aplicar técnicas
algebraicas para calcular los “grupos de homologia” de un espacio topolégico.
Aun asi, la Homologia se mantuvo como rama de la Topologia hasta 1945.

En el periodo 1945-1955, las técnicas algebraicas, motivadas por la to-
pologia, fueron aplicadas para definir conceptos algebraicos como la “Homo-
logia de Grupos”. Cartan y Eilenberg, cristalizaron estos conceptos comple-
tamente: usaron las “resoluciones proyectivas” e “inyectivas” de “mddulos”
para redefinir conceptos de la topologia Algebraica. La busqueda de gene-
ralizar este escenario llevo a la nocién de categoria abeliana mientras que
la busqueda de ejemplos no triviales para “mddulos proyectivos” llevo a la
K-Teoria Algebraica clasica.

El primer articulo en el cual se habla de K-Teoria Algebraica es “Classes
de faisceaux et Theoréme de Riemann-Roch”, completado de varias cartas
de Grothendieck a Serre en 1957, en este articulo Grothendieck define por
primera vez lo que en esta tesis denotaremos por Ky(C), un grupo asociado
a una categoria exacta pequena C, en donde también aparece la letra K.
En relacion a la eleccién de la letra K, Grothendieck en su carta del 9 de
febrero de 1985 a Bruce Magurn dice:

“The way first visualized a K-group was as a group of ‘classes of objects’
of an abelian (or more generally, additive) category, such as coherent sheaves
on an algebraic variety, or vector bundles, etc. I would presumably have
called this group C(X) (X being a variety or any other kind of ‘space’),
C the initial letter of ‘class’, but my past in functional analysis may have
prevented this, as C'(X) designates also the space of continuous functions
on X (when X is an topological space). Thus, I reverted to K instead of C,
since my mother tongue is German, Class = Klasse (in German), and the
sounds corresponding to C' and K are the same.”

La nota anterior fué tomada textualmente de [1]. Alexandre Grothen-
dieck se hizo merecedor de la medalla Fields en 1966.
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Basandose en la equivalencia estructural entre la categoria de haces vec-
toriales topoldgicos sobre un espacio compacto Hausdorff X y la categoria
de médulos proyectivos sobre el anillo C'(X) se intentaron construir andlogos
a los K-grupos K7"(X) de la K-Teoria Topolégica, para un anillo A. En un
principio sélo se logré la construccion de dos “funtores” Ky y K1, los cuales
se denominaron K-Teoria Algebraica. La definicién de K esta relacionada
con el problema de Serre en el que se pregunta si todo “mddulo proyectivo”
sobre el anillo de polinomios (sobre un campo) es libre. Después de esto, uno
de los principales problemas fue encontrar los K,,, es decir, construir K, (A)
para toda n > 0.

En 1966, Milnor logré la correcta definicién de Ks y con ello llegaron mas
e importantes aplicaciones. Por ejemplo las hechas a las formas cuadraticas y
hermitianas, que a su vez fueron el origen de la K-Teorfa de formas. (Tal vez
sea relevante para el lector saber que existen diferentes tipos de K-Teorfia,
aqui ya mencionamos dos, K-Teoria Topolégica, K-Teoria Algebraica, pero
existen otras como la K-Teorfa Analitica, KK-Teorfa, entre otras. Se tie-
nen algunas relaciones entre los diferentes tipos, pero en general son muy
distintas).

La generalizacion de la K-Teoria Algebraica cldsica fué hecha por Daniel
Gray Quillen en la década los 70’s. Quillen generalizé los grupos Koy, K y
K5 pero, ademés, en 1972, generaliz6 el grupo Ky(C) dado por Grothen-
dieck, formulando la K-Teoria Algebraica de una categoria exacta pequena
C denotada por K,,(C) para n > 0. Por estos trabajos y sus muchas apor-
taciones a la matemaética, Quillen se hizo merecedor a la medalla Fields la
cual obtuvo en 1978. A partir de entonces y con relativa rapidez, la K-Teoria
Algebraica ha tenido multiples e importantes aplicaciones en la solucién de
problemas que hasta entonces no se habian resuelto. En [1] se mencionan
algunos de ellos. Ademas, la K-Teoria Algebraica, por si sola, es un campo
de estudio actual, en el que muchos matemaéticos estan trabajando y en el
que hay mucho por hacer.

La K-Teoria Algebraica analiza los “objetos” de estudio de algunas areas
de la matematica asociandoles a dichos “objetos” un grupo al que se analizan
sus propiedades algebraicas y luego se busca su interpretacién en el area de la
que procede. En otras palabras la K-Teoria Algebraica consiste de establecer
un “funtor” entre una “categoria abeliana” y la “categoria de grupos”. Una
categoria consiste de una coleccién de objetos y un conjunto de morfismos los
cuales satisfacen una ley de composicion: cada vez que se tengan morfismos
f:A— Byg: B — C entre los objetos A, B y C se tiene un morfismo
h=gf: A— C; cada objeto tiene asociado al menos el morfismo identidad
14: A — A. Un funtor entre dos categorias es un manera de asociar a cada
objeto de la primera categoria uno de la segunda y a cada morfismo entre dos
objetos uno en sus respectivas “iméagenes”. Estas nociones permiten estudiar
un objeto desde diferentes perspectivas.

La K-Teoria Algebraica empezé estudiando una de las categorias abe-
lianas mas importantes, la categoria de mddulos proyectivos, como ya se
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mencioné. Pero, ;Qué es un médulo proyectivo? En primer lugar, dado un
anillo A, un A-médulo es una pareja (M, p), donde M es un grupo abeliano
aditivo y p: A x M — M es una funcién escrita (o, z) — ax tal que los
siguientes axiomas se cumplen:

L az+y)=ar+ay
1. (a+ f)r =ax+ fz
L. (af)z = (afx)
. lz =z.

De estos A-médulos, tenemos dos tipos particulares, los A-mddulos li-
bres y los A-mdédulos proyectivos, los primeros son andlogos a los espacios
vectoriales, es decir, los A-mdédulos libres son los A-médulos que tienen una
base, y por lo tanto se pueden escribir como sumas directas del anillo A, los
sumandos de estos A-mdédulos son los llamados A-mddulos proyectivos.

Un concepto més que juega un papel importante en la K-Teoria Alge-
braica es el grupo general lineal estable definido como sigue: Sea A una
matriz en el grupo general lineal GL, (A), identifiquemos a A con la matriz

A0
0 1
obtenemos inclusiones GL; C GLy C - -, denotamos como GL(A) a

(o]
GL = | GL.(A),
n=1
llamado grupo general estable o infinito.
De este grupo tenemos un subgrupo normal importante que es el grupo
elemental lineal estable o infinito definido como

E= | B.A),
n=1

donde E,,(A) es el subgrupo de GL,(A) que consta de matrices elementales
ef‘j, i # j, es decir, matrices que difieren de la identidad por un elemento
A € A fuera de la diagonal y que corresponde a operaciones elementales por
renglén o por columna a alguna matriz.

Los médulos y el grupo general lineal son los elementos bésicos para
poder asociar a cada anillo A los grupos Ko(A), K1(A) y K2(A) alo quese le
denomina K-Teoria Algebraica clasica. El propésito de esta tesis es entender
las construcciones hechas por Quillen para los grupos de K-Teoria Algebraica
superior K, para anillos y para categorias exactas y mostrar la relaciéon
que tiene esta construccién con los trabajos previos de la llamada K-Teoria
Algebraica clasica. Para ello, en los dos primeros capitulos, introduciremos
la herramienta elemental necesaria como: la Teoria de Categorias, Mdédulos,
Algebra Homolégica y Homologia de Grupos, esto concerniente al Algebra;
Homologia Singular, Homotopia y Espacios Clasificantes concernientes a la
Topologia.
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Los funtores de K-Teoria Algebraica clasica fueron definidos de manera
netamente algebraica, por ejemplo Ky(A) es el llamado grupo de Grothen-
dieck del monoide de clases de isomorfismo de A-mdédulos proyectivos fini-
tamente generados, K7 se puede ver como H;(GL(A),Z), el primer grupo
de homologia del grupo GL(A) y K5 lo podemos ver como Hs(E(A),Z). Es-
tos funtores y su relacién con la Homologia de Grupos los abordaremos con
detalle en el capitulo III.

Los funtores Ky, Ky, K5 y hasta K3 tienen una definicién netamente
algebraica pero intentos por generalizar la K-Teoria de esta manera siguen
hasta la actualidad sin mucho éxito. Fue Quillen quien, utilizando herra-
mienta fuerte de la Topologia Algebraica, logré la generalizacién. Quillen
tomo el espacio clasificante B GL(A) de GL(A) (un espacio topolégico cuyo
grupo fundamental es GL(A) y es el tnico grupo de homotopia no trivial).
A partir de este espacio, construyé otro espacio topolégico B GL(A)' ad-
juntdndole celdas de dimensién 2 y 3 a B GL(A). El espacio B GL(A)™ tiene
la misma homologia que B GL(A) y grupo fundamental GL(A)/ E(A). Qui-
llen definié K,,(A) = 7, (B GL(A)*) para n > 1. A esta manera de obtener
B GL(A)' a partir de BGL(A) se le conoce como “construccién +7. Qui-
llen probé que para n = 1,2 su construccion coincidia de manera natural
con los funtores de la K-Teoria Algebraica cldsica, ademads el mismo Quillen
probé6 que K3(A) = H3(St(A),Z) donde St(A) es cierto grupo relacionado
con E(A), una razén més por lo que muchos han intentado generalizar la K-
Teoria de manera algebraica. Ademas, dado que Ky(A) habia sido definido
también para categorias exactas, Quillen generalizé la K-Teoria Algebraica
para categorias exactas mediante un proceso llamado “construccién Q” el
cual también involucra fuertemente a la Topologia Algebraica. Estos hechos
estan a detalle en el capitulo IV.

En el dltimo capitulo daremos una probadita del tipo de investigacién
que se realiza en K-Teoria Algebraica. Siguiendo los resultados de Jones y
Westbury [11] , daremos elementos explicitos en el subgrupo de torsién de
K3(C). En dicho articulo Jones y Westbury observan que representaciones
(homomorfismos de grupos) del grupo fundamental de n-esferas homol6gi-
cas (variedades topolégicas que tienen los mismos grupos de homologia que
S™) en GL(A), dan lugar a elementos en los grupos de K-Teoria Algebrai-
ca K, (A). Se afirma que, considerando 3-esferas homoldgicas de Brieskorn
denotadas por X(p, q,r), los elementos obtenidos mediante representaciones
a: m(X(p,q,7)) — SLy(C) son elementos de torsién y, cada elemento de
torsién se puede ver con esta construccion.

Las esferas homoldgicas de Brieskorn estan dadas por

Y(p,q,7) = {(21, 22, 23)|2) + 28 + 25 =0} NS° C C°.
El grupo fundamental 71 (X(p, q,r)) tiene una presentacién de la forma

—-b —b —b —b
(h,x1, w9, 23|[xi, B] = 1,28 = h™"" 28 = h™"2 2} = b7 xymoxg = h™°),
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donde
—pqrbo + qrby + prbs + pgbs = 1.

Jones y Westbury ademds, dieron un elemento explicito, un generador
del subgrupo de torsién de K3(Q((y)), donde Q((y) es la extensién de Q
por (4 la d-ésima raiz primitiva de la unidad, utilizando una representacion
a: X(2,3,d) — SLo(C), dicha representacién esta dada por

o) = (50 %)

alzr) = (=D Ha(zz)a(zs)),

a(x2) = (_01 1)

_ ¢ 0
afzs) = <<d1 _Cd1>-

Por otra parte Cisneros-Molina [6] utiliz6 las representaciones
Uup: GL,(R) — GL,(C),
vp: GLy(C) — GLg, (R),
donde u,, es la inclusién y, si A € GL,(C), entonces A = Re(A) +iIm(A) y

Re(A) —Im(A)
”"(A):<Im(,4) Re(A) >

Se afirma que las representaciones vy o a: 71(3(p,q,7)) — SLo(C) —
SL4(R), dan lugar a elementos de torsién en K3(R). Cisneros-Molina deja
abierto el problema de encontrar un elemento generador del subgrupo de
torsién de K3(Q(¢y)™), donde Q(¢y)™ es el méximo subcampo real de Q(¢y).

En este capitulo daremos un primer paso para encontrar la respuesta
al problema planteado por Cisneros-Molina. Para ello, se observé que si F
es un campo y [F(z) : F] = 2 entonces todo elemento en F'(z) se pue-
de escribir de manera tnica como a + bz. De esta manera tenemos dos
funciones R,I: F(z) — F dadas por R(a + bz) = a e I(a + bz) = b.
Estas funciones generalizan a las funciones Re,Im: C — R, parte real y
parte imaginaria. Con estas funciones damos origen a una representacion
Vp: GLy(F(2)) — GLay(F') dada de la siguiente manera, si A = (a;;) es
una matriz en GL, (F(z)) entonces definimos dicha representacién por

- R(A) 2’I(A
= (1w )
donde R(A) = (R(aij)) e I(A) = (L(aij)).
En particular, Q(¢;) es una extensién cuadritica de Q(¢y4)™ por el ele-

mento zo = /(3 + Cd_Q — 2. Asi la representacion

V5 oa: m(X(p,q, 7)) — GL2(Q(¢q)) — GL4(Q(¢a)™)
da un elemento del subgrupo de torsién de K3(Q(¢q)™).






CAPITULO I

PRELIMINARES ALGEBRAICOS

En este capitulo estudiaremos los conceptos algebraicos necesarios en el
estudio de la K-Teoria Algebraica. Introduciremos el lenguaje de la Teoria de
Categorias y el del Algebm Homoldgica. Este lenguaje es bastante general,
tanto que se ha utilizado en el estudio del Algebra y de otras areas como la
Topologia, la Geometria y el Andlisis, entre otras. Esto nos permitira desa-
rrollar este trabajo con la terminologia introducida en este capitulo.

También introduciremos los “objetos” de estudio, los mddulos, una ca-
tegoria que ha tenido su auge con la aparicién del la K-Teoria Algebraica.

1. Categorias y funtores

En esta primera secciéon veremos, como ya se menciond, la terminologia
de la Teoria de Categorias. En cada concepto veremos algunos ejemplos, la
mayoria de ellos se suponen conocidos para el lector, y serd a partir de ellos
que comience el desarrollo del trabajo.

Empezaremos con la definicién de categoria y funtor, conceptos que es-
tardn apareciendo continuamente, ya que el propésito de este trabajo es
estudiar funtores entre categorias, por ejemplo, el funtor de homologia, el
funtor de homotopfia y, claro esta, los funtores de K-Teoria Algebraica.

Las categorias representan a los “objetos” de estudio de diferentes dreas
de las matematicas, como por ejemplo, en Topologia los espacios topolégicos
y las funciones continuas y en Algebra los grupos y los homomorfismos de
grupos, etc. Los funtores son relaciones entre estos objetos de estudio, que
permiten estudiar problemas de un area en términos de otra, por ejemplo,
el funtor del grupo fundamental que nos permite decir cuando dos espa-
cios topoldgicos no son homeomorfos estudiando los grupos asociados por el
funtor.

También definiremos algunas propiedades importantes que, de manera
particular, la categoria de modulos satisface. Terminaremos los ejemplos con
categorias que serdn parte de nuestro estudio, como la categoria A, que nos
permitird definir los objetos simpliciales (ver Subseccién 1.5).

1.1. Categorias

DEFINICION 1.1. Una categoria C consta de:
I. Una clase de objetos A, B, C, que denotaremos también como C

1



2 I. PRELIMINARES ALGEBRAICOS

1. para cada par de objetos A, B € C un conjunto C(A, B) cuyos elemen-
tos se llaman morfismos de A en B, si f € C(A, B) lo denotaremos
como f: A — B,

I11. para cada terna de objetos A, B,C € C, una ley de composicién de
morfismos o: C(A, B) x C(B,C) — C(A,(C) dada por (f,g) —> go f,
en ocasiones g o f se denota también por gf. La ley de composicién
satisface los siguientes axiomas:

a) C(A,B)=C(D,E) si,ysélosi, A=D, B=F,

b) si f: A— B, g: B— C, h: C — D, entonces h(gf) = (hg)f,

c) para todo objeto A € C existe un morfismo 14: A — A tal que
para cualesquiera f: A — By g: C — A, se tiene que flq = fy
lag=yg.

Una categoria cuyos objetos forman un conjunto se dice que es una
categoria pequena. En ocasiones se usa el simbolo “€” para indicar que algin
objeto “pertenece” a una categoria aunque no necesariamente se hable de
un conjunto, no se tiene ningin problema cuando la categoria es pequena.

EJEmMPLO 1.2. Una categoria que consta de un sélo objeto se llama mo-
noide. Por el contexto no habrd confusién con la palabra monoide como
categoria y monoide como conjunto con una operacién binaria asociativa.

EsempLo 1.3. Es facil demostrar que: si consideramos a los conjuntos
como objetos y a las funciones entre conjuntos como morfismos, estos forman
una categoria, denotada por Conj. También son categorias:

I. Los Monoides junto con los homomorfismos entre monoides denotada
por Mon,
I1. los grupos junto con los homomorfismos de grupos denotada por Grp,
I1I. los grupos abelianos junto con los homomorfismos de grupos denotada
por Ab,
1v. los anillos con 1 junto con los homomorfismos de anillos denotada por
An,
V. los anillos conmutativos con 1 junto con los homomorfismos de anillos
denotada por AC,
VI. los espacios vectoriales sobre un campo F'y las transformaciones lineales
denotada por Vec(F') y
VII. los espacios topolégicos y aplicaciones continuas denotada por Top.

Ahora, veamos ejemplos de categorias menos conocidas y que usaremos
en este trabajo.

EJEMPLO 1.4. Tenemos la categoia Topp definida como sigue: los ob-
jetos son parejas (X, A) donde X es un espacio topoldgico y A C X, llama-
remos a (X, A) pareja de espacios topoldgicos. Los morfismos f: (X, A) —
(Y, B) son aplicaciénes continuas f: X — Y tales que f(A) C B a las que
llamaremos aplicaciones continuas de parejas.

Las categorias Top y Topp definen a su vez otras categorias, Top,
y Topp,. En la primera los objetos son parejas de la forma (X, zo) con
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xo € X llamados espacios punteados y los morfismos entre espacios puntea-
dos (X, z0) y (Y, yo) son funciones continuas f: X — Y tales que f(xo) =
yo llamadas aplicaciones punteadas, denotadas como f: (X, zo) — (Y, y0).
Mientras que Topp, sus objetos son ternas (X, A, zg) tales que zg € A C X,
llamadas parejas punteadas y los morfismos entre las ternas (X, A, xzg) y
(Y, B,yo) son aplicaciones punteadas de parejas f: (X,A4) — (Y,B), es
decir, tales que f(A) C By f(xg) = vo, las cuales denotaremos como
f: (X, A,I‘Q) — (Y,B,yo).

EseEMPLO 1.5. También tenemos Topy, la categoria cuyos objetos son
los espacios topdlogicos y cuyos morfismos son las clases de homotopia de
aplicaciones continuas f: X — Y que denotaremos por [f].

Por dltimo definiremos la siguiente categoria que serd importante en el
momento de realizar la construccién “Q” de Quillen (ver Teorema IV.2.2).

EJEMPLO 1.6. Sea A la siguiente categoria: para cada entero no nega-
tivo n, sean = {0 < 1 < --- < n} el conjunto ordenado que consiste de
0,1,--- ,n; los objetos de A son los conjuntos ordenados n, y los morfismos
son aplicaciones monétonas (es decir, f: m — n es tal que f(i) < f(j) para
i<j).

Para cada entero positivo n, tenemos n+1 aplicacionesen A, 9;': n — 1 —
n las cuales son inyectivas, dadas por

. J sij<i
(1) 7 (4) {j+1 67>
1

Estas son llamadas caras. Enseguida, tenemos n aplicaciones o] ":n —
n — 1 sobreyectivas, dadas por

{0 1
j—1 sijg>1

éstas son llamadas degeneraciones. Las caras y las degeneraciones satisfacen
las siguientes relaciones:

aj(?i = 8i8j71, 1<
0j0; = 0i0j41, 1 < J
81‘0']'71 1<
0,0 = { id i=jj+1
3i_10j t>7+ 1.

Cualquier morfismo en A se puede escribir como una composicién de
caras y degeneraciones (ver pagina 254 de [25]).



I. PRELIMINARES ALGEBRAICOS

1.2. Funtores y transformaciones naturales

DEFINICION 1.7. Sean C y C’ dos categorfas. Un funtor covariante o

simplemente funtor F': C — C’ es una regla que asocia

I.
II.

III.
IV.

II.

III.

IV.

a cada objeto A € C un objeto F(A) € C’

a cada morfismo f: A — B en C(A, B) un morfismo F(f): F(A) —
F(B) en C'(F(A), F(B)) que satisface las siguientes condiciones
F(fg) = F(f)F(9): ¥

F(1a) = 1p(a).

EJEMPLO 1.8. Veamos los siguientes ejemplos.

. Tenemos un funtor gracioso, el funtor olvidadizo F,, que va de cualquie-

ra de las categorias: Mon, Grp, Ab, Vec(F'), Top a la categoria Conyj,
el cual manda al monoide, grupo, espacio vectorial o espacio topoldgico
en si mismo pero visto sin su estructura, es decir, s6lo como conjunto, y
cada morfismo de la respectiva categoria sélo visto como funcién entre
conjuntos.

Definimos el siguiente funtor (-)*: An — Grp que manda a cada anillo
A en el grupo A* de unidades del anillo y cada morfismo de anillos
f: A — A’ al morfismo inducido de grupos f*: A* — A™. Otro ejemplo
de funtor olvidadizo.

Denotaremos con M, (A) el anillo de matrices de n x n con elemen-
tos en un anillo con 1. Sea GL,(A) el grupo de unidades de M, (A),
es decir, GL,(A) es el grupo de matrices invertibles de M, (A). Lla-
maremos a GLy(A) grupo general lineal. Asociemos a cada anillo A el
grupo de matrices GL,(A) y, a cada morfismo f: A — A’, un morfismo
GLy(f): GLy(A) — GL,(A), el inducido por f, que manda la matriz
(Ai,j) en la matriz (f(X;;)). En estos términos, GL,(-) es un funtor de
la categoria An a la categoria Grp.

Sabemos que 71(:): Top, — Grp es un funtor, llamado funtor gru-
po fundamental, que manda cada espacio punteado (X,z) al grupo
m1(X,x) y cada aplicacién punteada f: (X,z) — (Y,y) al homomor-
fismo m1(f): m (X, z) — m(Y, ) dada por m(f)([a]) = [f o l.

. Dada una categoria C siempre podemos construir el siguiente funtor:

sea A € C, definimos C(4,-): C — Conj que asocia a cada objeto
X € C el conjunto C(A4, X) y a cada morfismo ¢: X — Y le asocia la
funcién C(A,¢): C(A4,X) — C(A,Y) dada por la composicién ¢ o f,
donde f es una morfismo de A a X. El conjunto C(A4,-) puede tener
estructura de grupo, anillo, etc.; veremos ejemplos de esto méas adelante.

DEFINICION 1.9. Dada una categoria C podemos definir una nueva cate-

goria C°P, llamada categoria opuesta, como sigue: los objetos de C°? son los
mismos que en C y por cada morfismo f: A — B en C(A, B) diremos que
tenemos un morfismo f’: B — A en C?(B, A), para cualesquiera dos obje-
tos A, B € C. La composicién de dos morfismos en C°?(B, A) estd definida
por la composicién en C(A, B).
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DEFINICION 1.10. Un funtor contravariante F: C — C’ entre dos cate-
gorfas C y C’ es un funtor covariante entre la categoria C° y C’, es decir:

I. a cada objeto A € C le asocia un objeto F(A) € C'y
1. a cada morfismo f: A — B en C(A, B) un morfismo F(f): F(B) —
F(A) en C'(F(B), F(A)) que satisface las siguientes condiciones:
ur. F(fg) =F(g9)F(f),y
v. F(ly) = 1peay-

Observemos que 1I nos dice que un funtor contravariante cambia el sen-
tido de las flechas.

EJeEMPLO 1.11. Andlogo a el Ejemplo 1.8.v tenemos que, para una ca-
tegoria C, siempre podemos construir el siguiente funtor contravariante: sea
X € C, definimos C(-, X): C — Conj que asocia a cada objeto A € C
el conjunto C(A,X) y a cada morfismo ¢: A — B le asocia la funcién
C(p,X): C(B,X) — C(A, X) dada por la composicién g o ¢, donde g es
un morfismo de A a X. Nuevamente, el conjunto C(A, X) puede tener otra
estructura como veremos en el siguiente ejemplo.

En ocasiones denotaremos a los funtores C(4,-) y C(+, X') como Hom(A4,-)
y Hom(-, X') respectivamente.

EJemMPLO 1.12. Consideremos el grupo R/Z, es decir los niimeros reales
modulo 1. Siguiendo el Ejemplo 1.11 construyamos un funtor entre las cate-
gorias Ab y Conj como sigue: a cada objeto G € Ab le asociamos el conjun-
to Hom(G,R/Z) y a cada morfismo f € Ab(G, G’) podemos asociar una fun-
ciéon Hom(f,R/Z): Hom(G',R/Z) — (G,R/Z) dada por Hom(f,R/Z)(g) =
g o f en direccién opuesta a la que se tenia. Es decir, Hom(-,R/Z) es un
funtor contravariante.

Esto lo podemos ver en un diagrama como sigue:

Hom(-,R/Z):

Conj

G+—— Hom(G,R/7Z)
‘/f THom(f,]R/Z)
G/ ——— > Hom(G',R/Z)

PROPOSICION 1.13. La composicién de dos funtores covariantes es de
nuevo un funtor covariante y la composicion es asociativa.

DEMOSTRACION. Sean C, Dy E categorfasysean F': C - Dy G: D —
E funtores. Consideremos A, B,C € C con morfismos f € C(A4,B) y
g € C(B,C) entonces
I. H(-) = (G o F)(+) asocia al objeto A € C el objeto G(F(A)) €
1. H(-) = (G o F)(+) asocia a cada morfismo f € C(A,B) el morﬁsmo
G(F(f)): G(F(A)) — G(F(B)) en E(G(F(A)),G(F(B))).
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H(gf)

IV. Si 14 es la identidad en C entonces

H(14) =

G(1pa))
LiGor)
= lg)

(GoF)(1a)
G(F(14))

O

NotA 1.14. Anilogamente podemos verificar las composiciénes del si-

guiente cuadro.

CuaDRO 1. Composicién de funtores
F G FoQG
covariante covariante covariante
covariante contravariante | contravariante
contravariante | covariante contravariante
contravariante | contravariante | covariante

Se puede ver facilmente que podemos definir una nueva categoria si con-
sideramos a las categorias pequenas como objetos y a los funtores entre ellos
como morfismos, la cual llamaremos “la categoria de categorias pequenas”.

DEFINICION 1.15. Sean C y D dos categorfas. Un funtor F: C — D es

pleno si para todo par de objetos A y B de C y todo morfismo g: F(A) —
F(B) de D hay un morfismo f: A — B de C con g = F(f).

EJeEMPLO 1.16. Consideremos el funtor F': C — Conj que manda cual-

quier objeto C' en el conjunto vacio () y, cualquier morfismo en la funcidn

vacia, es decir, la funcién f: () — (). Este funtor es pleno.

DEFINICION 1.17. Sean C y D dos categorias y F,G: C — D dos fun-
tores, una transformacion natural t de F' a G, t: F — G, es una coleccién
de morfismos t4: F(A) — G(A) en D, uno para cada objeto A € C, tal que,
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para cualquier morfismo f: A — B en C(A, B), G(f)ta =tgF(f), es decir,
el siguiente diagrama conmuta

Lf F(f) J{G(f)
t
B F(B) —2> G(B).
EjempLO 1.18. Consideremos los funtores GL,(-),(:)*: An — Grp
que vimos en el Ejemplo 1.8. El determinante de una matriz cuadrada

Det(.y: GLy(-) — (-)* es una transformacién natural entre estos funtores,
puesto que tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

A GLn(A) 2 g
lf GLn(f)l lf*
A GLn(AI)%)A/*

1.3. Tipos de objetos y morfismos

DEFINICION 1.19. Un morfismo f: A — B es invertible o isomorfismo
si existe un morfismo g: B — A tal que gf = 14 v fg = 1. Dos objetos
Ay B son isomorfos en una categoria C si existe un morfismo de A en B
invertible.

PROPOSICION 1.20. El morfismo g de la definicion anterior, si existe,
es unico.

DEMOSTRACION. Supongamos que existen dos morfismos g,¢': B — A
tales que gf = 14, fg = 1g; vy ¢'f = 14, f¢’ = 1. Entonces tenemos

gf =9 fy fg= fg'. Asi tenemos
9="(9(f9)) = ((g'fg) = (¢'(fd)) =4
|

EJEmMPLO 1.21. En las categorias del Ejemplo 1.3; las funciones biyec-
tivas; los isomorfismos de monoides, grupos y anillos; las transformaciones
lineales biyectivas y los homeomorfismos, son todos isomorfismos cada uno
en su respectiva categoria.

DEFINICION 1.22. Un morfismo f: B — C en una categoria C es un
monomorfismo (o simplemente mono) si para cualesquiera dos morfismos
g1,92: A — B tales que fg1 = fgo entonces g1 = go; un morfismo h: A —
B en C es un epimorfismo (o simplemente epi) si para cualesquiera dos
morfismos g1, gs: B — C tales que g1h = goh entonces g1 = go.

En ocasiones utilizaremos la flecha ( > ) para denotar a los mono-
morfismos y la flecha ( ——== ) para denotar a los epimorfismos.
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EJEMPLO 1.23. En las categorias Conj, Grp, y Vec(F'), los morfismos
que son inyectivos son los monomorfismos y los morfismos que son sobre-
yectivos son los epimorfismos. Dado que en estas categorias, los morfismos
que son inyectivos y sobreyectivos son biyectivos y por lo tanto invertibles,
entonces los monomorfismos que son epimorfismos son isomorfismos. Esta
ultima afirmacién, en general no es cierta, veamos el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 1.24. Sea C la categoria con sélo dos objetos A y By s6lo un
morfismo f: A — B. En esta categoria, f es monomorfismo y epimorfismo
a la vez pero no es isomorfismo, ya que no hay un morfismo de B a A.

DEFINICION 1.25. Un objeto B se llama inicial en C si, para cada objeto
A, existe inicamente un morfismo de B en A; y un objeto C se llama terminal
si, para cada objeto A en C, existe un tinico morfismo de A en C. Un objeto
que es terminal e inicial a la vez se llama objeto cero denotado con 0 (inico
salvo isomorfismo). El morfismo A — 0 — B es llamado morfismo cero de
A a B denotado también como 0.

EJEMPLO 1.26. En la categoria Conj el conjunto vacio es un objeto
inicial y un conjunto con un solo elemento es un objeto terminal. En la
categoria Grp el grupo trivial {0} es un objeto terminal e inicial, es decir,
un objeto cero.

EsempLo 1.27. En Grp el morfismo G — H que manda todo G en el
elemento identidad de H es el morfismo cero.

DEFINICION 1.28. Sea C una categoria con objeto cero. El nicleo de un
morfismo f: A — B es un morfismo x: U — A tal que
L. fk=0
1. Si fq = 0 para q: U’ — A, entonces existe h: U’ — U tal que ¢ = kh
con h unico.

EjemMPLO 1.29. En Grp, el nicleo de cualquier morfismo f: G — H es
la inclusién del nicleo (visto como los elementos de G que van al elemento

identidad de H bajo f) del homomorfismo f.

DEFINICION 1.30. Sea C una categoria con objeto cero. El coniicleo de
un morfismo f: A — B es un morfismo x’': B — C tal que
L &f=0
1. Si gf = 0 para q: B — (', entonces existe h: C' — C’ tal que q = hx'
con h unico.

EsempPLO 1.31. En la categoria Ab el conticleo de un morfismo f: G —
H es la proyeccion H — H/Im f.

DEFINICION 1.32. Sea C una categoria. El producto de dos objetos A y
B es un objeto A x B del que se tienen los morfismos m4: AXx B — Ay
mp: Ax B — B, con la propiedad de que si hay otro objeto C' con morfismos
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C — Ay C — B entonces existe un tinico morfismo C' — A x B que hace
conmutar el siguiente diagrama

A B

B-E.
Esta propiedad es llamada propiedad universal del producto y es la que define
el producto de dos objetos.

/!

Q-——-=X

EJeEMPLO 1.33. En la categoria Grp tenemos definido el producto entre
grupos como sigue: Sean (G,x) y (H,-) grupos, consideremos el producto
cartesiano G x H de los conjuntos subyacentes de G y H, definimos una
operaciéon en G X H como sigue: Dados z1,22 € Gy y1,y2 € H entonces
(x1,91)(x2,y2) = (x1 * x2,Y1 - y2), la cual le da estructura de grupo a G x H
llamado producto directo y que se denota como GG& H. Este producto cumple
la propiedad universal, es decir, dados dos homomorfismos de grupos f: C' —
Gy g: C — H entonces existe un inico homomorfismo ¢: C' — G @ H que
hace conmutar el diagrama

G >
A

TG e
@
\

|
C ;

N

donde mg y wpy son las proyecciones naturales. Dicho homomorfismo ¢
estd dado por ¢(c) = (f(c), g(c)).

DEFINICION 1.34. Sea C una categoria y A, B, C objetos de C, si tene-

mos morfismos A N B~<2—C definimos el producto fibrado de Ay C
como el objeto Ax gC' de C y los morfismos p: AxgpC — Byq: AxgC — C
tal que

(2) AxpCLt—(C
l lg
A——B

conmuta y tiene la siguiente propiedad universal: Si se tiene D objeto de
C y morfismos k: D — C y h: D — A que también hagan conmutar el
diagrama entonces existe un tnico morfismo u: D — A x g C' tal que
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conmuta.
EJEMPLO 1.35. En la categoria Conj consideremos X, Y, y Z conjuntos

y X N 7 <2y funciones entre conjuntos, el conjunto X xzY =
{(z,y) € X XY : f(x) = g(y)} junto con las restricciones de las respectivas
proyecciones de X XY en sus factores, es el producto fibrado. En el diagrama

Xx,V %y

le lg

X A

el conjunto X Xz Y cumple con la propiedad universal, ya que si existe otro
conjunto W y funciones h: W — X y k: W — Y que hacen conmutar el
diagrama

entonces existe u: W — X Xz Y la cual estd dada por u(w) = (h(w), k(w)).

TEOREMA 1.36. Sea C wuna categoria y A,B,C € Cy f: A — B,
g: C — B consideremos el producto fibrado A xg C dado por el diagrama
(2). Entonces, si f es monomorfismo implica que q es monomorfismo, si
ademds C es abeliana y g es epimorfismo implica que p es epimorfismo.

DEMOSTRACION. Observemos el diagrama (3). Supongamos que se tie-
nen morfismos ui,us: D — A xpg C tales que qui; = qus, esto implica que
gqui = gquo y como el cuadrado conmuta, fpu; = fpus pero por hipdtesis
f es mono por lo que pu; = pusg, asi tenemos una flecha de D a A y otra
de D a C que hacen conmutar al diagrama y por la propiedad universal del
producto fibrado u; = us.

Para la demostracién del epimorfismo ver [16, Prop. VII1.4.2]. U
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1.4. Categorias aditivas, abelianas y exactas

DEFINICION 1.37. Sea C y C’ dos categorias. El producto cartesiano
C x C' consiste en las parejas (4,A"), A€ C, A’ € C' y los morfismos

CxC/((A,4),(B,B")) = C(A,B) x C'(4,B".
La composicién esta dada coordenada por coordenada

DEFINICION 1.38. C se llamaré subcategoria de D si

. CcD.
11. C(A, B) C D(A, B) para toda pareja (A4, B) € C x C.
1I. La composicién de cualesquiera dos morfismos en C es la misma que su
composicién en D, y
V. 14 es la misma en C que en D.

DEFINICION 1.39. La inclusién de una subcategoria en su respectiva
categoria es un funtor, llamado funtor inclusion. Una subcategoria se llama
plena si el funtor inclusién es pleno.

EJEMPLO 1.40. En la categoria Conj los conjuntos finitos forman una
subcategoria plena.

DEFINICION 1.41. Una categoria aditiva A es una categoria con objeto
cero en la cual, cualesquiera dos objetos poseen un producto y el conjunto de
morfismos A(X,Y) es un grupo abeliano tal que la composicién es bilineal.

DEFINICION 1.42. Una categoria abeliana es una categoria aditiva que
ademas satisface las siguientes propiedades:

I. Todo morfismo posee un nicleo y un contcleo.
11. Todo monomorfismo es un niucleo y todo epimorfismo es un concleo.

EJEMPLO 1.43. Por los ejemplos que hemos visto, es evidente que la
categoria Ab es una categoria abeliana y por lo tanto aditiva.

PROPOSICION 1.44. En una categoria abeliana A todo morfismo f tiene
una factorizacion f = me, con m monomorfismo y e epimorfismo, mds aun
m es el nicleo del conicleo de f y e es el conicleo del nicleo de f.

Para su demostracién ver [16, Prop. VIII.2.1].

DEFINICION 1.45. Definimos la imagen de un morfismo f como el mor-
fismo m de la proposicién anterior y, andlogamente, la coimagen de f como
el morfismo e.

EJeEMPLO 1.46. Observemos que en la categoria Ab los conceptos imagen
y coimagen de un homomorfismo, coinciden con los conceptos de imagen y
coimagen vistos como morfismos de la categoria, es decir, dado el morfismo
f: G — H la imagen es el morfismo inclusién de la imagen (en el sentido
usual) de f en H; y el morfismo coimagen es el morfismo proyeccién de G
en el cociente G/N donde N es el nicleo (en el sentido usual) de f.
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DEFINICION 1.47. Una composicién de morfismos

f g

es ezacta en B cuando el morfismo imagen de f es igual al morfismo nicleo
de g.
DEFINICION 1.48. El diagrama (con 0 como objeto cero)

0—=A—top—2toc—sy

es una sucesion exacta corta si es exacta en A, By C.

EJEMPLO 1.49. Sea f: G — H homomorfismo de grupos, i y j son la
inclusién y la proyeccién respectivamente, donde ker(f) es el nicleo usual
del homomorfismo. Es claro que si consideramos la sucesion

0 —= ker(f) = G — G/ker(f) —>0
es una sucesién exacta corta en la categoria Ab.

Del ejemplo anterior podemos ver que las sucesiones exactas en cate-
gorias se trabajan en la forma usual (se da por hecho que el lector conoce a
las sucesiones exactas).

Veamos ahora el concepto de categoria exacta que introdujo Quillen. En
una categoria exacta se extraen las propiedades de una sucesién exacta en
una categoria abeliana. De esta manera, se puede definir sucesién exacta sin
pedir que los morfismos tengan nicleo y contcleo, los cuales son necesarios
para la definicién usual de sucesién exacta. Para nuestros propdsitos tenemos
la siguiente definicion.

DEFINICION 1.50. Una categoria ezacta es una categoria aditiva C enca-
jada como tal (aditiva) en una subcategoria plena de una categoria abeliana
A, tal que si

M'>—— M —= M"
es una sucesién exacta en A con M', M" € C, entonces M es isomorfo a un
objeto en C.
De esta manera una sucesién
M—M —=M"
en una categoria exacta C es una sucesion exracta si

0 M M M 0

es exacta en su respectiva categoria abeliana A.

DEFINICION 1.51. En una categoria pequena exacta C, un monomorfis-
mo admisible es un morfismo X>——=Y en C que pueda completar una
sucesion exacta corta

0 X Y A 0,
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y un epimorfismo admisible es un morfismo Y —s= 7 en C que puede
completar la sucesiéon exacta corta

0 X Y VA 0.

DEFINICION 1.52. Un funtor F: C — C’ entre categorias exactas se
dice que es exacto si para cada sucesién exacta corta

0 A A A" 0

de objetos en C, la sucesién
0 — F(A) —= F(A) —= F(A") —=0
es exacta en C'.

1.5. Objetos (co)simpliciales Terminaremos la seccién reforzando
la importancia de la categoria A (ver Ejemplo 1.6), definiendo los objetos
simpliciales y los objetos cosimpliciales, veremos ejemplos de estos objetos
en las categorias Conj y Top. Las aplicaciones de estos ejemplos los veremos
cuando definamos el espacio clasificante de un grupo y el espacio clasificante
de una categorfa en la construccién “Q” de Quillen (ver Seccién 1.12.2).

DEFINICION 1.53. Un objeto simplicial en una categoria C es un funtor
contravariante A — C, donde A es la categoria definida en el Ejemplo 1.6,
es decir, un funtor A°? — C. Los objetos simpliciales forman una categoria
donde los objetos son los objetos simpliciales y un morfismo entre dos objetos
simpliciales en C es una transformacién natural entre ellos. La categoria de
objetos simpliciales en la categoria C la denotaremos por S C.

NotA 1.54. Supdngase que F': A°? — Conj es un conjunto simplicial.
Entonces para cada entero n, F(n) es un conjunto, llamado el conjunto
de n-simplejos de F. Las aplicaciones 0" dan lugar a n + 1 aplicaciones
de conjuntos F(n) — F(n—1), las cuales asocian a cada n-simplejo en
F(n) una coleccién de (n — 1)-simplejos en F(n — 1) llamadas caras. De
igual manera las n aplicaciones 7! dan lugar a aplicaciones F(n —1) —
F(n), asociados a cada (n — 1)-simplejo llamadas degeneraciones. De esta
manera, para cada 6 € F(n) , llamaremos a F(0!')(6) la i-ésima cara de J y

F(o1)(8) la i-ésima degeneracién de 6.

Dual a la Definicién 1.53 tenemos la definicién de objeto cosimplicial

DEFINICION 1.55. Un objeto cosimplicial en una categoria C es un funtor
covariante A — C, donde A es la categoria definida en el Ejemplo 1.6.
Los objetos cosimpliciales forman una categoria donde los objetos son los
objetos simpliciales y un morfismo entre objetos simpliciales en C es una
transformacién natural entre ellos.
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DEFINICION 1.56. Definimos un “tridngulo” en cualquier dimensién, el
llamado n-simplejo estandar que corresponde al siguiente conjunto

A" = {(to, - 1 ta) €R™ It 20,3t =1},
el cual tiene la topologfa inducida de R™*1.

EJEMPLO 1.57. Para cada n natural definimos S,(-): Top — Conj
como el funtor Top(A™,-) (ver Ejemplo 1.8.v). Al conjunto S, (X) lo llama-
remos el conjunto de n-simplejos singulares de X.

EJEMPLO 1.58. A continuacién definiremos una serie de funtores, que
nos permitirdan definir conceptos y hacer calculos mas simples mas adelante.
En este ejemplo nuestro objetivo sera definir un funtor S,: Top — S Conj.
Procedamos como sigue:

I. Un espacio cosimplicial es un funtor de la categoria A a la categoria
Top. Por ejemplo, un espacio cosimplicial F': A — Top es dado como
sigue: Denotemos por vy = (1,0,---,0),--- ,v, = (0,--+ ,1) a los vérti-
ces de un n-simplejo estdndar. Si identificamos los elementos de n con
los vértices vg, - -, v,, entonces F'(-) asocia al objeto n € A el objeto
F(n) = A™ € Top y, a cada morfismo f € A(m,n) le asocia la fun-
cién continua F(f) = f: A™ — A" que manda los vértices de A™ en
los vértices de A™ mediante f (v;) = v 7(i) ¥ que se extiende de manera
lineal.

Es claro que la identidad en A induce la identidad en Top y que

dados f:l—>my g: m — n tenemos que go f =go f.

1. Sea X un espacio topoldgico fijo. Definimos el funtor S.y(X): A% —
Conj como la composicién del funtor F' de arriba y el funtor Top(+, X),
es decir, S¢,) (X) = Top(F'(n), X) (ver Ejemplo 1.11), el funtor S(.)(X)
es un conjunto simplicial, ya que es contravariante. Observemos que
Sy (X) = Sp(X), donde S, (X) es el funtor del Ejemplo 1.57 y por lo
tanto lo denotaremos de esta manera.

1. Construyamos ahora nuestro funtor S,: Top — S Conj. El funtor S, (")
asocia a cada espacio topolégico X el funtor S(.)(X) y a cada aplicacién
continua ¢: X — Y una transformacion natural de la siguiente manera:

n Sp(X) ——= S, (Y)
Lf S(f)(X)T TSU)(Y)
m G (X) —2 5, (V)

Donde t,, = Sy(¢) y lo denotaremos simplemente por ¢,.

Asi pues, definimos nuestro funtor S,: Top — S Conj como S, (X) =
S(X) y Si(@) = {on}-

Es fécil, probar que en efecto S,(-) satisface las propiedades de un
funtor.
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DEFINICION 1.59. La realizacién geométrica |F| de un conjunto simpli-
cial F': A°? — Conj (ver Ejemplo 1.57), es el espacio topoldgico definido
como el cociente

HF(E)XAn /N'

n>0

donde para cada n > 0, F(n) es considerado como un espacio discreto. La
relacién de equivalencia ~ es definida como sigue: dado f: m — n en A, sea
f: A™ — A" como en el Ejemplo 1.58.1. Entonces para algin § € F(n) se
tiene que

(8, f(y) ~ (F()(0),y)
para toda y € A™ donde (3, f(y)) € F(n)x A",y (F(f)(8),y) € F(m)xA™.

Asi |F| es el espacio cociente, con la topologia cociente.

NotaA 1.60. La realizaciéon geométrica, asocia a un conjunto simplicial
F: A% — Conj el espacio topoldgico |F| y, a una transformacién natural
t: F — G entre los conjuntos simpliciales, F' y G, la aplicacién continua
entre los espacios topoldgicos [t|: |F| — |G| dada de la siguiente manera:

Sea t una trasformacion natural, es decir, una coleccién de morfismos
tales que el siguiente diagrama conmuta:

(n) —> G(n)

(4) n F
Lf F(f)J/ J{G(f)
m F( o

consideremos |t,|: Fi(n) x A" — G(n) x A™ dada por |t,|(d,y) = (t.(9),y)
la cual podemos extender a la unién disjunta

[[r@ =A™ - | [] G@) x A

n>0 n>0

Ademas desciende al cociente puesto que, por la conmutatividad del diagra-
ma (4), si (3, /() ~ (F(£)(6),y) entonces (t(5), f(4)) ~ (tn(F(£)(6)). ) ¥
por lo tanto tenemos una aplicacion: |t|: |F'| — |G| bien definida, claramente
continua (recordemos que F'(n) tiene la topologia discreta).

De esta manera se puede ver que la realizacién geométrica | - | satisface
las propiedades de un funtor de la categoria de conjuntos simpliciales a la
categoria de espacios topolégicos. Por su definicién, la realizacién geométrica
es de hecho un funtor de la categoria de conjuntos simpliciales a la categoria
de complejos CW (ver Capitulo I1.1.1)

EJEMPLO 1.61. Sea GG un grupo. Consideremos ahora el siguiente con-
junto simplicial NG: A°? — Conj dado por NG(0) = {e} donde e es el
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elemento identidad de G y
NG@n) =G"=]]G
i=1

donde G; = G para todo i € {1,--- ,n}. Denotaremos a los elementos de G"

como [g1 g2 - - |gn]-
Las caras y degeneraciones estan dadas por

NG(of')lg1] - lgn] = lg1] -+, gilelgit1] - - |gn)

[92] -+ |gn] sit=0
NG9t - 1gn) = { 1] |9igit1] -+ lgn] siO<i<n
[91] - - - |gn—1] si i =n.

Observemos que esto nos da un funtor N: Grp — S Conj al cual llamare-
mos el nervio de G.

DEFINICION 1.62. La realizacion geométrica del conjunto simplicial N G
lo llamaremos el espacio clasificante del grupo G y lo denotaremos por B(G).

2. Moébdulos

Ahora veamos un ejemplo de una categoria muy importante en el desa-
rrollo de esta tesis, la categoria de mdédulos.

Esta categoria y sus propiedades bien pudieron ser incluidos como parte
de los ejemplos de cada uno de los conceptos definidos en la seccién anterior
pero, es tal su importancia en el estudio del Algebra Homolégica y de la
K-Teoria Algebraica que merece un estudio aparte.

Empezaremos definiendo los objetos de estudio, los médulos y proba-
remos que en efecto forman una categoria, luego definiremos los funtores
Hom(-, N) y Hom(M,-) y, paso a paso, refinaremos esta categoria hasta
llegar a la subcategoria de médulos libres (médulos con base, similar a es-
pacios vectoriales) y la subcategoria de médulos proyectivos (médulos que
son sumandos directos de libres), probaremos que satisface las condiciones
que exigen las definiciones de los conceptos de la seccién anterior.

Como lo menciona Emilio Lluis-Puebla en la introduccién de su libro
[15]: “Asf como el Algebra Homolégica comienza con el hecho “lamentable”
de que no todos los médulos son proyectivos la K-Teoria Algebraica empie-
za con el hecho “lamentable” de que no todos los médulos proyectivos son
libres”. En esta seccion veremos que los mdédulos libres son proyectivos pero
no todos los médulos proyectivos son libres.

Sea A un anillo conmutativo con 1 # 0.

DEFINICION 2.1. Un A-mddulo izquierdo o mddulo izquierdo sobre A es
una pareja (M, ), donde M es un grupo abeliano aditivoy pu: A x M — M
es una funcién escrita (o, ) — ax tal que los siguientes axiomas se cumplen:

L alz+y)=ar+ay
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. (a+ f)r =ax+ fz
L. (af)z = a(fx)

. lx = x.

Un A-médulo derecho se define andlogamente multiplicando los elemen-
tos del anillo por la derecha. En adelante nos referiremos a los A-mddulos
izquierdos como A-mddulos.

EJEMPLO 2.2. Tomemos A = Z el anillo de los nimeros enteros. Para
cualquier grupo abeliano G, la funcién u: Z x G — G dada por p(n,x) = nx
paratodan € Zy para toda x € G, satisface los axiomas de la Definicién 2.1.
De esta manera todo grupo abeliano puede considerarse como un Z-médulo.

EJEMPLO 2.3. Si A es un campo F, entonces un F-mdédulo es un espacio
vectorial sobre F'.

NOTA 2.4. De manera alterna podemos definir los A-médulos como si-
gue: sea M un grupo abeliano. Los homomorfismos f: M — M llamados
endomorfismos forman un anillo no necesariamente conmutativo, denota-
do como End(M), con la suma y la composicién de homomorfismos. Sea
A un anillo no necesariamente conmutativo con 1 # 0. Un A-médulo iz-
quierdo es un grupo abeliano M junto con un homomorfismo de anillos
n: A — End(M) que manda el 1 € A en el 1 € End(M). Si escribimos ax
en lugar de (n(a))(x), = € M, a € A, entonces esta operacién cumple los
axiomas de la Definicién 2.1. Reciprocamente si tenemos una operacién que
satisfaga los axiomas de la Definicién 2.1, entonces se tiene un endomorfismo
n: A — End(M) definido como n(a) = n4(x) = ax que manda el 1 € A en
el 1 € End(M). Por lo tanto las definiciones son equivalentes.

DEFINICION 2.5. Sea M y N dos A-médulos. Una funcién f: M — N
se llama homomorfismo de A-mddulos si f es un homomorfismo de grupos
abelianos tal que f(ax) = af(x) para toda o € A y para toda z € M.

Tenemos la categoria mas importante en el desarrollo de la K-Teoria
Algebraica.

PROPOSICION 2.6. Consideremos a los mddulos como objetos y a los
homomorfismos de A-mddulos como morfismos. Entonces estos forman una
categoria que denotaremos como Mod(A).

DEMOSTRACION. La composicién de dos homorfismos es de nuevo un
homomorfismos ya que dados f: M — N y g: N — K homomorfismos de
A-médulos, a € Ay € M, entonces go f: M — K es un homomorfismos

de grupos y ahora, (g o f)(azx) = g(f(az)) = glaf(z)) = a(g(f(z))) =
a(go f)(z). Ademds la composicién de homomorfismos es asociativa pues,
(feg)oh)(z) = (fog)(h(z))
= [flg(h(2)))
f((goh)(z))
= (fo(goh))(z).
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Observemos que la identidad 13;: M — M es la identidad en esta categoria,
ya que dados cualesquiera otros homomorfismos f: M — Ny g: N' — M
se tiene que (foly)(z) = f(x)y (a0 g)(z) = g(x) para todax € M. O

DEFINICION 2.7. Un subconjunto N de un A-mdédulo M se llama submddu-
lo del A-médulo M si N es un subgrupo de M y para toda o € A, aN =
{ax 2z € N} CN.

Nota 2.8. El A-mddulo trivial {0} siempre es un submédulo de cualquier
A-médulo, por lo que siempre podemos incluir este submddulo en cualquier
otro A-médulo. Ademds, dado cualquier A-médulo M, podemos definir el
homomorfimo trivial h: M — {0} que manda cualquier elemento = € M al
elemento identidad del A-mdédulo trivial. En términos de categorias {0} es
objeto cero y h es morfismo cero.

DEFINICION 2.9. Sea N un submédulo de un A-médulo M, entonces el
mddulo cociente M /N es el grupo abeliano cociente M /N provisto de una
multiplicacién escalar p: Ax M/N — M/N dada por u(o,x+N) = ax+ N,
acANyx+NeM/N.

DEFINICION 2.10. Sea f: M — N homomorfismo de A-médulos. Defini-
mos el nicleo de f como el conjunto ker f = {z € M : f(x) = 0} y imagen
de f como el conjunto Im f = {f(z) e N:z € M}

PROPOSICION 2.11. Sea f: M — N un homomorfismo de A-mddulos.
Entonces, si M’ es un submddulo de M, f(M') es un submddulo de N y si
N es un submddulo de N, f~1(N'), la preimagen de N', es un submddulo
de M.

DEMOSTRACION. Veamos que f(M') = {f(z) : x € M'} es un submé6du-
lo de N. Sean u,v € f(M’), entonces existen x,y € M’ tales que f(z) =uy
f(y) = v. Como M’ es un submédulo de M, z+y € M’ y ax € M’'. Como
f es un homomorfismo, tenemos que

utv=f(z)+ fly) = flz+y) € f(M)

au = af(z) = f(ax) € f(M").
Por lo tanto, f(M’) es un submédulo de N.
Veamos que f~Y(N') = {x € M : f(x) € N'} es un submédulo de M.
Sean z,y € f~Y(N'), f(x)y f(y) estdn en N’. Como N’ es un submédulo
de N y f es un homomorfismo,

flz+y) = f(z)+ fly) e N
flaz) = af(z) € N
Asi, (z + ), (ax) € f7HN). O

COROLARIO 2.12. Sea f: M — N wun homomorfismo. Entonces, los
conjuntos nicleo e imagen de f son submddulos de M y N respectivamente.

DEMOSTRACION. Del teorema anterior considerando M’ = M y N’ =
0. O
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DEFINICION 2.13. Llamaremos coimagen y coniicleo a los cocientes
coim f = M/ ker f,
coker f = N/Im f.

NotA 2.14. Observemos que para un morfismo f: M — N de A-médu-
los, la inclusién del nicleo de f en M es el morfismo ntcleo de f y la
proyeccion de N en el contucleo de f es el morfismo conticleo del morfismo

f.

DEFINICION 2.15. Denotemos con Homy (M, N) el conjunto de homo-
morfismos de M a N, es decir, Homp (M, N) = Mod(A)(M,N). Sean
f,g: M — N homomorfismos de este estilo. Definamos f + g: M — N
mediante (f 4+ g)(x) = f(x) +g(x) y af : M — N como (af)(x) = a(f(z)).

PROPOSICION 2.16. Utilizando la conmutatividad de A y las operaciones
anteriores Homp (M, N) es un A-mddulo.

DEMOSTRACION. El conjunto Homy (M, N) es un grupo abeliano con la
suma y, dado f € Hompy (M, N) y a,a’ € A, se tiene que

(af)(dz) = a(f(dz))
a(a'f(z))
= d(af(z))
= o(af)(z),
por la conmutatividad de A, es decir, af es un homomorfismo de A-médulos.

Es facil probar que Homp (M, N) satisface las propiedades de un A-médulo.
O

DEFINICION 2.17. Recordemos que un morfismo f: M — N es un iso-
morfismo si existe un morfismo tnico g: N — M tal que go f = 17 y
fog =1y (ver Definicién 1.19). Ademas, diremos que si f: M — N es un
isomorfismo entonces M y N son isomorfos y lo denotaremos como M = N.

PROPOSICION 2.18. Un homomorfismo f: M — N es isomorfismo si, y
solo si, es inyectivo y suprayectivo.

DEMOSTRACION. La condicién: “existe un homomorfismo g: N — M
tal que go f = 1y v fog = 157 es equivalente a: “g es la inversa de
f7. Ademas, “g es la inversa de f” es equivalente a decir: “f es inyectiva y
sobreyectiva”. O

PROPOSICION 2.19. Para A-mddulos, un morfismo f: M — N es inyec-
tivo si y sélo si es monomorfismo y es suprayectivo si y solo si es epimor-
fismo.

DEMOSTRACION. Supongamos que f: M — N es inyectivo. Considere-
mos gi,92: M’ — M tales que fog, = fogs y sea x € M cualquiera,
entonces tenemos que (f o g1)(z) = (f 0 g2)(z), como f es inyectiva g (z) =
g2(x), como z es arbitraria, entonces g; = go.
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Ahora supongamos que si f o g = f o gy entonces gy = go para cua-
lesquiera ¢q,g2: M’ — M. Supongamos que para x1,rs € M se tiene que
f(z1) = f(x2). Consideremos el A-médulo libre A y sea x su generador,
entonces definamos g1,g2: A — M como ¢1(z) = 1 y g2(z) = x2, entonces
yva que fog; = f ogo se tiene que g1 = gs, es decir, x1 = .

Para la segunda afirmaciéon supongamos primero que f: M — N es
sobre y que dados dos homomorfismos g1, g2: N — N’ se tiene que g o f =
g20 f. Sean € N entonces por hipétesis existe m € M tal que f(m) = n,
asi (g1 0 f)(m) = (g2 0 f)(m), es decir, g1(n) = g2(n) para toda n.

Por otro lado si f: M — N es epimorfismo y consideramos las aplica-
ciones g1,¢g2: N — N/Im f dadas por g1(n) = e donde e es la identidad del
grupo N/Im f y g2(n) = n + Im f la aplicacién cociente, entonces tenemos
que g1 o f = g9 o f. Por hipotesis tenemos que g1 = g9, lo que es lo mismo
N/Im f = {Im f} por lo tanto N = Im f, es decir, f es sobre. O

NotA 2.20. Por lo anterior tenemos que en la categoria Mod(A) los
morfismos que son monomorfismos y epimorfismos son isomorfismos y vice-
versa.

Al igual que en la Teoria de Grupos, en la Teoria de A-Mddulos tenemos
teoremas de isomorfismo, que en esencia son los mismos que en grupos.
Enunciaremos el mas importante de ellos por sus aplicaciones.

TEOREMA 2.21. Sea N un submddulo del A-mdédulo M y f: M — M’
un homomorfismo de A-mddulos tal que N C ker f. Entonces existe un
homomorfismo tunico h: M/N — M’ tal que hop = f

M —2= M/N

N

M/
donde p es la proyeccion. Ademds Imh =1Im f y ker h = (ker f)/N.
DEMOSTRACION. Por hipétesis, f(N) = 0, por lo que f manda los ele-
mentos de cualquier clase lateral x+ N en un solo elemento f(x+N) = f(x).

Esto es, existe una unica funcién h de M/N en M’ tal que hop = f. Ademads
h es homomorfismo de grupos pues

he+N)+h(y+N) = flz)+[(y)
= flz+y)
= Mz +y)+N),
y también es un homomorfismo de A-médulos, pues
ah(x + N) = af(x) = f(ax) = h(ax + N).
Como h(p(z)) = f(z), y p es sobreyectiva, se tiene que Imh = Im f, y

como h(z + N) = 0 si y sélo si, f(x) = 0, es decir = € ker f tenemos que
x+ N € (ker f)/N. Por lo tanto ker h = (ker f)/N. O
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COROLARIO 2.22. f(M) = M/ker f

DEMOSTRACION. Si en el teorema precedente tenemos que N = ker f,
entonces h es un monomorfismo. Asi que f(M) =Im f = M/ker f = M/N.
O

PROPOSICION 2.23. En la categoria de A-mddulos,

1. Si f: M — N un homomorfismo inyectivo (monomorfismo), entonces
f es el nicleo de la proyeccion de N en N/Im f

1. Si g: M — N homomorfismo sobreyectivo (epimorfismo), entonces g
es contcleo a la inclusion del nicleo de g en M.

DEMOSTRACION. Veamos cada caso:

1. Para probar que f es un nicleo, supongamos que existe g tal que pg = 0.
Probaremos que existe un tnico h tal que el siguiente diagrama conmuta

M-t NP N/Imf

A

I h

A

M/

Como pq = 0, tenemos que Im ¢ C Im f, entonces dado m’ € M’ existe
m € M tal que g(m') = f(m), definimos h(m’) = m. De esta manera h
es un homomorfismo como se queria. Este homomorfismo h es Unico ya
que f es monomorfismo.

11. Para probar que g es un contcleo observemos que N = M/kerg ya
que g es sobreyectivo (ver el Teorema 2.21). Supongamos que existe
q: M — M’ tal que compuesto con la inclusién i: ker g — M es cero,
entonces por el mismo Teorema 2.21 tenemos el siguiente diagrama

conmutativo
kergl—>M—g>M/kerg
|
x \h
v
Ml
Donde h es el inico homomorfismo que hace conmutativo el diagrama.

O

Sean M y N A-médulos. Queremos definir una estructura de A-médulo
en M x N. Definimos +: (M x N) x (M x N) — (M x N) mediante
(5) (m,n) + (m',n') = (m+m/,n+n')

Es inmediato que “+” hace a M x N un grupo abeliano cuyo elemento
identidad es (0p7,0n) donde 0ps representa el elemento identidad de M y
0 N el de N.

Definimos p: A x (M x N) — (M x N) mediante

(6) a(m,n) = (am,an)
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DEFINICION 2.24. Las operaciones definidas en (5) y (6) le dan a M x N
estructura de A-moédulo, llamado producto directo de M y N.

DEFINICION 2.25. mpr: M x N — M definida como my(m,n) = m es
un homomorfismo llamado homomorfismo proyeccion.

PROPOSICION 2.26. El producto directo junto con las proyecciones myy
y N tiene la propiedad universal, es decir, si hay otro objeto P con ho-
momorfismos f: P — M y g: P — N entonces existe un unico morfismo
P — M x N tal que el siguiente diagrama conmuta

M2 M x NN
\Tﬂ/
f g

P .

Es decir, la categoria Mod(A) tiene definido un producto para cada par
de objetos (ver Definicién 1.32).

DEMOSTRACION. Definimos h: P — M X N como h(z) = (f(z), g(x)).
Este es un homomorfismo tinico y por construccion hace conmutar el dia-
grama. ]

2.1. Los funtores Homp (-, N) y Homa (M, ) Definiremos dos funto-
res de la categoria Mod(A) en si misma. Dado un A-médulo N fijo, podemos
asociar a cada A-médulo M el A-médulo Homp (M, N). De manera dual, da-
do un A-médulo M fijo, podemos asociar a cada A-médulo N el A-médulo
Hom(M, N).

En esta subseccién veremos que Homy (-, N) y Hom(M, -) son funtores.

Primero tenemos que Homy (M, -) es un funtor: sea M fijo. Como ya
vimos a cada A-médulo N le podemos asociar el A-médulo Homy (M, N).
Ahora, sea ¢v: N — N’ un homomorfismo de A-médulos y f: M — N un
elemento de Homp (M, N). Asociamos a f un homomorfismo M — N’ en
Homy (M, N') mediante un homomorfismo

¥, = Hom(M,): Homp(M, N) — Homy (M, N")
dado por ¥, (f) = ¢of. El homomorfismo v, lo llamaremos el homomorfismo
inducido por 1.
De esta manera, Homy (M, -) satisface las propiedades de funtor:
I. Sily: N — N es la identidad, entonces
1n4: Homp (M, N) — Homp (M, N)
es la identidad ya que 1n,(f) =1nyof=f,y
1. Si: N — N, ¢': N' — N” son homomorfismos de A-médulos y M
es un A-médulo, entonces (¢’ 0 1)), = 1, o 1), puesto que
W ov)(f) = @or)of
= Po(Pof)
= (YL op)(f)-



I. MODULOS 23

De manera dual, Hom(-, N) es un funtor contravariante: sea N fijo. A
cada M le podemos asociar el A-médulo Homy (M, N). Sea p: M' — M un
homomorfismo de A-médulos y g: M — N un elemento de Homp (M, N).
Asociamos a g un homomorfismo M’ — N en Homp(M’, N) mediante un
homomorfismo

¢* = Hom(yp, N): Homy (M, N) — Homp(M’', N)

dada por ¢*(g) = g o ¢. Este homomorfismo de A-médulos, es llamado el
homomorfismo inducido por .

Ahora bien,
I. Si1lpr: M — M es la identidad, entonces

1a": Homyp (M, N) — Homy (M, N)

es la identidad ya que 1p/*(g) = goly =g,y
1. Sip: M — M, ¢': M" — M’ son homomorfismos de A-médulos y N
es un A-modulo, entonces (p o ¢')* = p™* o * puesto que

(¥ op)(9) = go(poy)
= (gop)oy
¢ (" (9))
= (¥"op")(9)-
2.2. Moddulos libres y proyectivos

DEFINICION 2.27. Un A-médulo L es libre si tiene una base, es decir
existe un subconjunto X = {x;};c; de L tal que todo elemento z € L se
puede escribir de manera unica como r = ZjeJ Ajxj para todo j € Jy
donde solo un numero finito de los A\; € A son distintos de cero. Diremos
que un A-médulo L es libre con base X si X es una base para L. Llamaremos
a X un conjunto de generadores de L.

DEFINICION 2.28. Si un A-médulo posee un conjunto finito de genera-
dores, diremos que es finitamente generado.

Hemos construido una subcategoria de Mod(A) cuyos objetos son médu-
los libres y los morfismos se toman de la categoria Mod(A). Denotaremos
a esta subcategoria con L(A).

PROPOSICION 2.29. Sea L un A-mddulo libre con base el conjunto X.
Dado M A-mddulo y una funcion p: X — M, entonces existe un unico
homomorfismo v: L — M que hace conmutar el diagrama

X——1L
|
I
XV
M

DEMOSTRACION. Definimos ¢ como el homomorfismo ¥(} ", Aiz;) =
> icr Aiw(x;), el cual es el tinico que hace conmutar el diagrama. (]
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A esta propiedad se le conoce como propiedad universal del médulo libre.

Nota 2.30. Podemos pensar lo anterior de forma mas general. De-
finimos un nuevo funtor Ly: Conj — Mod(A), el cual asocia a cada
conjunto X el A-médulo libre La(X) generado por X, definido como el
conjunto de sumas formales finitas ) jesAjTj con z; € Xy, a cada fun-
cién entre conjuntos f: X — Y le asocia el homomorfismo de A-mddulos

LA(f): La(X) — La(Y) dado por La(f) (X ey i) = Die s Aif (x5).
PROPOSICION 2.31. Todo A-médulo M es cociente de un A-mddulo libre.

DEMOSTRACION. Sea X un subconjunto de M tal que genere a M. En
particular, podemos tomar X = M. Consideremos el A-médulo libre genera-
do por X y denotémoslo con L. Entonces la inclusién f: X — M se extiende
a un homomorfismo ¢: L — M (ver Proposicién 2.29). Como X = f(X) C
¢(L) C M,y como X genera a M, tenemos que ¢(L) = M. por lo que ¢ es
epimorfismo, y por el Teorema 2.21, tenemos que M = L/ker ¢ O

DEFINICION 2.32. Un A-médulo P se llama proyectivo si para todo ho-
momorfismo f: P — N” y para todo epimorfismo ¢': N — N” de A-md6du-
los, existe un homomorfismo h: P — N tal que ¢’ o h = f.

P

o)

N ——N"——0.

De la categoria de médulos, tomemos los proyectivos y sus morfismos,
entonces, de la definicién de la categoria Mod(A), se sigue que estos definen
una subcategoria, a la que denotaremos por P(A). Més atin, por definicién
esta categorfa es plena (ver Definicién 1.39).

PROPOSICION 2.33. El producto de dos A-mddulos Py y P es proyectivo
sty solo st Py y Py lo son.

Para su demostracién ver [15, Prop. 1.6.11]

PROPOSICION 2.34. Si L es un mddulo libre,entonces para todo homo-
morfismo f: L — N" y para todo epimorfismo v)': N — N"existe un homo-
morfismo h: L — N tal que f =’ oh. Es decir, si L es libre entonces L es
proyectivo.

DEMOSTRACION. Sea L un médulo libre con base el conjunto X. Como
Y’ es epimorfismo, podemos definir g: X — N como g(x;) = y;, para toda
x; € X, tal que y; es una preimagen de f(x;). Como X es la base de L
podemos extender g a todo L (ver Proposicén 2.29). Sea h: L — N dicha
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extensién. Luego, si x = Y " | \iz; € L, \; € A, z; € X, tenemos que

(@) = ¢ (RO Aiwi)
i=1
= > v (g(w)
i=1
= > Aif(x)
i=1

= O )
=1

= flx)
Por lo tanto, 1 o h = f.
O

LEMA 2.35. Sean f: M' — M y g: M — M" tales que go f es un
isomorfismo. Entonces M = Im f x ker g.

Para su demostracién ver [15, Cor. 1.4.10]
TEOREMA 2.36. Sea P un A-mddulo. Entonces los siguientes son equi-
valentes
1. P es proyectivo.
1I. Toda sucesion exacta corta 0 N N P 0 se es-

cinde.
1. P es un sumando directo de un A-mddulo libre.

DEMOSTRACION. (I = 1I): Supongamos que P es un A-médulo proyec-
tivo. Entonces para toda g: N — P sobrey 1p: P — P existe h: P — N
tal que el siguiente diagrama conmuta

P
|
0 N N—2L-p 0,

esto es, 1p = g o h. Es decir la sucesién se escinde.

(11 = 11): Por la Proposicién 2.31, P es isomorfo al cociente de un A-
modulo libre L y existe un epimorfismo g: L — P. Entonces consideremos
la sucesién exacta corta

0 ker g L g P 0.

Por hipoétesis, existe h: P — L tal que 1p = g o h, es decir la sucesion se
escinde, por lo tanto L = ker g & P.

(1m = 1): Como todo A-médulo libre es proyectivo y todo sumando
de un proyectivo es proyectivo (ver la Proposicién 2.33), es inmediata la
equivalencia. O
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NoTaA 2.37. Por lo expuesto anteriormente, la categoria Mod(A) es abe-
liana y la subcategoria P(A) es aditiva. Ademds P(A) es una categoria exacta
ya que, en una sucesion exacta corta de A-moédulos

0 M’ M M 0,

si la suceson se escinde entonces M = M’ x M", por lo que en una sucesién
exacta de A-mdédulos proyectivos tenemos que M = M’ x M"” y por la
Proposicién 2.33 M = M’ x M" es proyectivo. Por lo tanto, la categoria
P(A) es una categoria exacta.

2.3. Producto Tensorial Antes de terminar esta seccién veamos un
concepto mas, el producto tensorial, que nos ayudard mas adelante para la
definicién de la Homologia de Grupos. No daremos los detalles de las de-
mostraciones de todos los resultados, para ello ver [15, I].

Sea A un anillo conmutativo con 1 # 0.
Sean M y N A-médulos. Consideremos el A-médulo libre L con base M x
N, es decir, los elementos de L son combinaciones lineales con coeficientes
en A de las parejas ordenadas (z,y); € M y y € N. Sea K un submédulo
de L generado por los elementos de la forma
L (@ +ay) - (z,y) - (@)
1. (CE,y + y/) - (CE,y) - (CE,y/)
1. (Az,y) — (z,\y), A € A.
Definimos M @y N = L/K. Denotamos con = ® y a la clase lateral
(z,y) + K. Es inmediato comprobar que f: M x N — M ®, N dado por
f(z,y) =z ®y, es bilineal.

PROPOSICION 2.38. Para toda g: M x N — U homomorfismo de A-
mddulos bilineal, entonces existe h: M @y N — U nico tal que el siguiente
diagrama conmuta

M><N—f>M®AN
\lh
g
U.

DEMOSTRACION. Supongamos que tenemos el siguiente diagrama

Mfo—>L

N

U,

donde f’ es la funcién que manda (z,y) € M x N en el generador (z,y) € L
y ¢ un homomorfismo bilineal, como L es libre con base M x N, existe un
homomorfismo h': L — U tal que g = h' o f. Como g es bilineal entonces
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h se anula en los elementos de la forma (1,11,111), por lo que K C ker b/, e
induce un homomorfismo h: L/K — U como se queria. (]

DEFINICION 2.39. Alternativamente podemos definir M ® N como el
A-médulo generado por los simbolos z ® y, © € M, y € N, sujeto a las
relaciones.

L(r+2)@y=20y+2' ®y
Lz @y+y)=2zy+azy
M. MQ@y= @Ay, A € A

Sean o: M — M y 1: N' — N homomorfismos de A-mddulos y ¢ x
: M'x N — M x N dado por (¢ x ¥)(z,y) = (p(x),¥(y)). Sean f: M’ x
N — M'@\N'yg: M x N — M®j N las funciones bilineales respectivas.
Consideremos la funcién bilineal go (p x ¢): M’ x N' — M ® N. Como el
M ®a N es el producto tensorial, existe un homomorfismo tinico

h: M' @y N' — M @\ N

que denotaremos con ¢ ® 1 tal que el siguiente diagrama conmuta

M’xN’—f>M’®AN'

vxwl leo@w

MXN—Q>M®AN

Es decir, (¢ @ ¢) o f(z,y) = go (¢ x ¥)(z,y), (z,y) € M’ x N'. Luego
(P V) (z®y) =pr) ©Y(y).

En particular tenemos que M ® (+) y () ® N son funtores de la categoria
de A-médulos en si misma, ya que se tienen las siguientes proposiciones
cuyas demostraciénes se siguen del parrafo anterior:

PROPOSICION 2.40. Sea M un A-mddulo fijo. Entonces M & (-) satisface
que
Lsily:M — M yly: N — N son los homomorfismos identidad,
entonces 1y @a 1y es la identidad de M @z N, y
. si p: N — N y ' N' — N" son homomorfismos de A-mddulos,
entonces (1py @ ¢') o (1yr @ ) = 1y @ (Y 0 9).
PROPOSICION 2.41. Sea N un A-mddulo fijo. Entonces (-) @ N satisface
que
I.st 1pyp: M — M y 1y: N — N son los homomorfismos identidad,
entonces 1y @p 1n es la identidad de M @z N, y
. si o: M' — M y ¢': M" — M’ son homomorfismos de A-mddulos,
entonces (p @ 1y)o (¢ @ 1n) =(po¢') @ 1.
PROPOSICION 2.42. 1. 8i 0 N’ i N v N 0 esuna
sucesion exacta de A-mdodulos , entonces

1 1 /
Moy N2 ar o0 N 22 o0 N ——
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es una sucesion exacta.

. ® ¢’ .,
. S7 0 M’ M M 0 es una sucesion exacta de A-

maodulos, entonces

PR1n P'R1N
M/®AN—>M®AN—>M”®AN—>O
es una sucesién exacta.

En el caso de que N es proyectivo, el funtor () ® N preserva sucesiones
exactas cortas.

Para el caso en el que A sea un anillo no necesariamente conmutativo
tenemos la ligera variacién del producto tensorial.

DEFINICION 2.43. El producto tensorial M @ N del A-médulo derecho
M y el A-médulo izquierdo N sobre A anillo con 1 (no necesariamente
conmutativo), es el grupo abeliano generado por los simbolo x ® y, € M,
y € N, sujeto a las relaciones.

L (z+2)Qyu=2y+2'®y
L2Ry+y)=r0y+ry
. 2AQYy =@ Ay, A € A.

3. Algebra Homolégica

En esta seccion estudiaremos algunos resultados de la teoria del Alge—
bra Homolodgica necesarios para nuestros propositos. El Algebra Homoldégica
aparece al final de la década de los 50’s del siglo XX. Al igual que el len-
guaje de categorias, en la actualidad el estudio del Algebra Homoldgica ha
sorprendido por la generalizacion de muchos conceptos que sélo se tenian
en la Topologia Algebraica (tal es el caso de la Homologia) y que ahora se
estan aplicando en diferentes areas de la matematica.

Empezaremos la seccién definiendo Homologia, que serd de mucha im-
portancia, primero para obtener la homologia de grupos, que presentaremos
al final de la seccion; después, para la homologia de espacios topolégicos,
la cual se explicara en el siguiente capitulo. La Homologia de Grupos tiene
una bonita relacion con la Homologia de espacios topoldgicos que veremos
cuando definamos el espacio clasificante de un grupo.

Formularemos los preliminares necesarios para la definicién de la Homo-
logia de Grupos tales como el concepto de resolucién proyectiva, resolucion
libre y el funtor Tor?.

3.1. Homologia Empecemos definiendo una categoria més que faci-
litara la notacién.

PROPOSICION 3.1. Consideremos como objetos a las familias de A-mddu-
los M, = {M;}icz, con morfismos p: M, — N, de grado j entre objetos M,
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y N, dados como familias de homomorfismos
{pi: M; — Niyjtiez.

Estas familias de A-mddulos y estos morfismos forman una categoria, lla-
mada categoria de A-médulos graduados denotada por MG(A).

DEMOSTRACION. Las identidades {17,: M; — M,};ez definen el mor-
fismos identidad 1,7, de cada A-mddulo graduado, este morfismo es de grado
0.

Sean p: M, — M. y p': M. — M morfismos entre A-médulos gradua-
dos, de grado j y j' respectivamente, entonces los morfismos {p} jopis M; —

"
Mi+j+j
de grado j + j'. La asociatividad del morfismo se hereda de la asociatividad
de los homomorfismos. O

,} definen una composicién p'op: M, — M de A-médulos graduados

DEFINICION 3.2. Sea {C),}nez una familia de A-médulos y {0,,: C,, —
Cp—1}nez una familia de homomorfismos de A-médulos tales que 9,00, 11 =
0. Llamaremos complejo de cadenas sobre A o simplemente complejo de
cadenas a la pareja C, = {Cy, O }nez y lo escribiremos

8n«ﬁ»l 0,
Cy : o ——> Oy —=C, —=Cy g =

Dicho de otra manera, un complejo de cadenas, es una sucesién semi-
exacta decreciente con indices en Z. Se dice que es semiexacta decreciente
por que la condicién 9, o 9,41 = 0 implica que Im 9,1 C ker 0,,.

DEFINICION 3.3. Sean Cy = {C),,0,} y D = {Dy,, 0,,} dos complejos de
cadenas. Un morfismo de cadenas ¢: Cy — D, es una familia de homomor-
fismos de A-médulos {¢,,: C,, — D,,} tales que los cuadrados en el siguiente
diagrama conmutan

8n«‘fl 0,
C* : /> U4l Cn - Cn—l
llp lipn-ﬁ—l ltpn l@n—l
Ol ol
D, : "'—>Dn+1—>Dn—n>Dn—1—>"'

PROPOSICION 3.4. Los complejos de cadenas Cy = {Cy, 0y} y los mor-
fismos arriba mencionados forman una categoria, llamada la categoria de
complejos de cadenas que denotaremos por CC(A).

DEMOSTRACION. Es claro que 1¢, : Cy — C,, definido con las identida-
des {1¢, : C,, — Ch}nez, es el morfismo identidad en las cadenas.
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La composiciéon de cadenas viene dada en el siguiente diagrama:

C* : o —>=Upaa Bt Cn On Cn—l
le@ l%l lwn l«:

D, : "'—>Dn+1an—+l>Dnﬂ>Dn—l—>"'
l%’/ J{‘PZH l%’% l#’%l

E, : e n+18n—+1>Eni>En71—>“'

La asociatividad del morfismo se hereda de la asociatividad de los homo-
morfismos ¢, y ¢),. O

DEFINICION 3.5. Sea C, = {Cy,d,} un complejo de cadenas sobre A.
El grupo de homologia de grado (o dimensién) n de C, denotado H,,(C\) se
define como el cociente

H,(Cy) =kerd,/Im 1.

Los elementos de C), se conocen como cadenas de grado n, y los homo-
morfismos 0, se llaman aplicaciones (u operadores) frontera. Los elementos
del nticleo de 9, se denominan ciclos de grado n, los denotaremos con Z,(C)
y los elementos de la imagen de 0,41 se llaman fronteras de grado n, deno-
tadas con B, (Cy). Asi, H,(Cy) = Z,(Cy)/Bn(Cy) y H.(Cy) = {H,(C)} se
denomina homologia de la cadena C..

NotA 3.6. La homologia H.(-) es un funtor de la categoria de com-
plejos de cadenas a la categoria de A-mddulos graduados: hemos asociado
a cada cadena C, un A-médulo graduado H,(C,). Para cada morfismo de
cadenas ¢: C, — D, tenemos un morfismo bien definido de grado cero,
H,.(p) = pu: H(Cy) — Hy(D,), dado por los homomorfismos bien defini-
dos ¢, 1 Hy(Cy) — Hy(Dy,) que vienen de asociar [z] — [p(z)]. El morfismo
H,(¢) cumple con las propiedades de funtor, es decir:

L. 1¢,: Cyx — C es la identidad entonces
H,(1.): Ho(C) — HL(C.)

es la identidad en homologia y
1. dados p: Cy — D, y ¢': D, — E, morfismos de complejos de cadenas,
entonces H, (¢’ o @) = Hi(¢') o Hy(p).

La primera afirmacién es clara. Ahora, dado [z] € H,(C)), entonces
Hp(on): Hp(Cy) — Hy(Dy) manda a [2] en [pn(2)] y Hn(eh,): Ho(Dy) —
H,(E,) mandaa [p,(z)] en [(¢), 00, )(2)]. Por otra parte, H, (¢ op,): Hp(Cy) —
H,(D.) — H,(E,) manda a [z] en [(¢}, o pn)(2)].

Ast, Ha(¢" 0 ) = Hu(¢') o Hn(p).

DEFINICION 3.7. El homomorfismo ¢, : H,(Cyx) — H,(D,) se llama el
homomorfismo inducido en el n-ésimo grupo de homologia y el morfismo
o: H(Cy) — Hi(D,) es llamada el morfismo inducido en homologia.
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Miés ain, también hemos visto que H,,(+) es un funtor de la categoria de
complejos de cadenas CC(A) en la categoria de A-médulos Mod(A).

DEFINICION 3.8. Sean Cy = {C),,0,} y D = {Dy,, 0,,} dos complejos de
cadenas y ¢, ¢’ : Cy — D, dos morfismos de complejos de cadenas. Diremos
que @ es homotdpico a ¢ si existe una familia de homomorfismos de A-
modulos

h={hy,: C, — Dpi1|n € Z}

tales que 0}, 1 0 hy + hp—1 00y = ¢, — ¢, para toda n € Z en el siguiente
diagrama:

an+ 1 Bn

Cy: /= Untl Cn Cn—l
hn hn—l
eo;ﬂuwy/«:; uvn/élu%l
Oy on,
D, : cii Dyt — Dy — Dy — -

La familia h = {h,} se llama homotopia de cadenas. En simbolos h: ¢ ~
o' Cy — D,.

PROPOSICION 3.9. La relacién de homotopia de cadenas es una relacion
de equivalencia.

Ver [15, Prop. 1.8] para su demostracion.

TEOREMA 3.10. Sip ~ ¢': Cy — D, entonces
H,(p) = Hu(¢') : Ho(Cy) — Hi(Dy).

DEMOSTRACION. Sea h : ¢ ~ ¢ la homotopfa. Sea z € H,(C,) ar-
bitraria, z € Z,(Cy), un representante, es decir tal que p(z) = z, donde
p: Zn(Cy) — Hp(Cy) es la proyeccién en el cociente. Entonces

en(z) — %Dln(z) = a1I1+1 0 hp(2) + hp_100n(2) = a1I1+1 o hn(2),

pues 9p(z) = 0. Como 0,1 0 hyp(2) € Bp(Ds), p(2) y ¢'(2) son homdélogos,
es decir, H,(¢)(z) = Hp(¢')(z), por lo que H,(¢) = H,(¢') para toda
n e Z. (]

TEOREMA 3.11 (Teorema fundamental del Algebra Homolégica). Sea

/
© ® iy .
A,>—— B, — C, una sucesion exacta corta complejos de cadenas. En-

tonces existe un homomorfismo ky: H,(Cy) — Hy—1(Ax) paran € Z tal que
la siguiente sucesion es exacta

= Ho(A) 2~ H,(B,) — 2

Kn

H,(C)

s O s _
_fbn_ n—l(A*)%—1> n—1(B*)"—1> n_l(C*)L;...

Para su demostracién ver [15, Tma. 1.1.10].
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Nota 3.12. Siempre que tengamos un funtor de una categoria C a la
categoria de complejos de cadenas de A-médulos CC(A), componiendo con
el funtor homologia H,, podemos definir la homologia de los objetos de C.
Veremos ejemplos de esto més adelante.

En el caso de la categoria S Mod(A) de A-mé6dulos simpliciales (ver Defi-
nicién 1.5 y ejemplos sucesivos), siempre se tiene un funtor C, : S Mod(A) —
CC(A) que manda a cada A-mdédulo simplicial F': A? — SMod(A) en la
cadena Cy(F) = {F(n),d,)}, con 9, = > (1) F (") donde 7 es una cara
como en el Ejemplo 1.6. El hecho de que C,(F) sea un complejo de cadenas
se sigue del siguiente lema:

LEMA 3.13. La composicion Opy1 0 9y, = 0.

DEMOSTRACION. Dado que los morfismos cara de la categorfa A (ver
Ejemplo 1.6) satisfacen la ecuacién 8;”‘1 odl =9 o 9} 4 y como 0, =

S o(=1)'F(0") entonces

OnoOny1 = Y (~D)Y(=1)JF(@})oF(a]")

i<t

+ D (D)H(=1TFOF) o F(9))
J>1

= Z(—l)"(—l)jF@?“ 0 0;)
i<t

+ D (D=1 TR@ T 0 07 y)
J>1

= Z(—l)"(—l)jF@?“ 0 0;)
i<t

+ Y (D=1 TTE@ 0 o).

Los términos en los dos sumandos son los mismos y se cancelan unos con
otros pues los de la segunda suma son negativos de los primeros. Asi 0, o
On+1(0) = 0. Observemos que si ¢ = j entonces 827‘“ 00 = 8;‘_?11 o0 O

Por otro lado, dada una transformacién natural ¢ = {p,: F(n) —
F'(n)} entre dos A-médulos simpliciales F(-) y F'(-) tenemos un morfis-
mo de complejos de cadenas de A-médulos ¢, = Ci(p): Ci(F) — Ci(F")
dado por

On

Fln—1)—> -

ltp* llpn-kl llpn l@n—l
o! o’
: . n
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3.2. Tor}(M,N)

DEFINICION 3.14. Sea M un A-médulo. Una resolucion proyectiva de M
es una cadena exacta P, de la forma

On—
PPy 2P I 2P —— M 0

donde P, es proyectivo para todo n > 0.

DEFINICION 3.15. En particular si P, es libre para todo n > 0, diremos
que P, es una resolucion libre de M.

PROPOSICION 3.16. Sea M un A-mddulo. Entonces existe una resolucion
libre L, de M.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 2.31, todo A-mdédulo M es cociente
de un A-médulo libre. Luego, existe una sucesién exacta corta

Ho Yo

0 My Ly M 0

donde Lg es un A-mdédulo libre. Como My es un A-mddulo, es cociente de
un A-mddulo libre; entonces existe una sucesién exacta corta

M1 vi

0 My Ly My 0

con L libre. Por induccién, obtenemos una sucesién exacta corta

(7) 0 — My, —> L, —> M1 —0
para cada n con L, libre. Definimos la sucesion
On On
Ly:- Lps1 =2~ L, L1

dada por

M sin=-1 ) sin=-—1

L,=<L, sin>0 Op =19 n_10V, sin>0
0 sin< -1 0 sin<—1

Como v,41 es un epimorfismo entonces Im 9,11 = Im pp,, por (7) Im p,, =
ker v, y por ser u,_1 monomorfismo, tenemos que ker v, = ker 0,,. Luego
Im 9,41 = ker 9,

Por lo tanto L, es exacta. O

LEMA 3.17. Sean Cy = {Ch,0n}tnez y Ds = {D, 0}, }nez dos complejos
de cadenas. Sea ¢ = {p;: C; — D;}i<p una familia de homomorfismos de
A-mddulos tales que 0 o ¢; = pi—1 0 0; para i < n. Supongamos que C; es
proyectivo para i > n y que H;(Dy) = 0 para i > n. Entonces {¢;}i<n Se
extiende a un morfismo de cadenas p: Cy — D, y es unico salvo homotopia.

Para su demostracién ver [15, Lema. I11.2.4]
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TEOREMA 3.18. Sean P, y P! resoluciones proyectivas de un A-mddulo
M. Entonces existe un morfismo de cadenas p: Py — P. tal que €' p = e.
Donde € corresponde al dltimo morfismo de la resolucion proyectiva Py, es
decir, e: Py — M y de manera andloga para € : Pj — M. Mds ain, ¢ es

unico, salvo homotopia y es una equivalencia homotopica.
Para su demostracién ver [15, Tma. I11.2.7]

DEFINICION 3.19. Sea P, una resolucién proyectiva de M, una resolucion
proyectiva reducida Py de M es la resolucién proyectiva P, donde M se ha
suprimido, es decir, tenemos la siguiente sucesion

O
PM:"'—>Pni>Pn—1 LI P, 0 P, 0

Sea P una resolucién proyectiva reducida del A-médulo M. Sea N un
A-médulo y consideremos el producto tensorial P, ® N para todo n > 0,
que define la sucesion:

On 1 On—1®a1
Py @y N —= P, @y N 2P | @y N AN

o 1
Py N2 proy N —— 0

Resulta que Py ®A N es una sucesién semiexacta, pues para todo n > 0
(Op—1 @A 1IN) 0 (On @A 1IN) = (Op—100,) OA 1IN =0@7 1y =0
Entonces podemos formar el A-médulo graduado
H.(Pyy @A N) = {H,(Py @5 N)}

DEFINICION 3.20. Para toda n > 0, denotaremos a H,(Py ®x N) con
Torﬁ(M ,N) y lo llamaremos funtor de torsion de grado n sobre A de M y
N

Tor?(-, N) es un funtor ya que en la Nota 3.6 se prueba que H,(-) es un
funtor.

PROPOSICION 3.21. Tor (M, N) depende esencialmente de n, M y N,
y no de la resolucion escogida.

DEMOSTRACION. Supongamos que

28 91 01
Qum i —=Qp—>Qn1 Q1 Qo 0
es otra resolucién proyectiva reducida de M. Por el Teorema 3.18 existen
morfismos de cadenas ¢: Py — Quar vy ¢ Qar — Pay tales que ¢’ op ~ 1p,,
y poy ~1g,,.Sealy: N — N laidentidad en N. Entonces los morfismos
eR1ny ¢ ®1x son morfismos de complejos de cadenas que, como se vié en
la Definicién 3.7 inducen morfismos

0wt Hy(Pyy@AN) — Hpy(Qu@AN) y @t Hy(Qrr ©AN) — Hy,(Pyy@a N)
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para cada n > 0. Es claro que

(¢ ®@1n)o(p®@1n) ~ 1pyen y que (¢ ® 1x) o (¢ @ 1n) ~ 1, eN.

Por lo tanto, ¢, 0 . y ¢« 0 ¢}, son los morfismos identidad de H,(Py ® N)
y Hp(Qr @ N), respectivamente (ver el Teorema 3.10). Entonces ¢, y ¢,
son isomorfos. Por tltimo es claro que H,(Py ® N) = 0 para n < 0. U

PROPOSICION 3.22. Sea P un A-mddulo proyectivo. Entonces, para los
A-médulos M y N,
Tor®(P,N) =0 para n>1
Tor)(M,P) =0 para n> 1.
DEMOSTRACION. Sea (Q, una resolucién proyectiva de P. Como P es

€

proyectivo, Q. es de la forma 0 P P 0, donde € =

1p. Luego, QRN esexacta, esdecir, ) —= PR\ N —= Py N —=0
es exacta y, por lo tanto, Torﬁ(P, N) = 0. Para el otro caso, dado que P

es proyectivo se tiene que 0 —= M ®p P —— M ®p P —— (0 es exac-
ta. O

TEOREMA 3.23. Sea M'>—— M — M" wuna sucesion exacta corta
de A-maodulos y N un A-mdédulo. Entonces existe una sucesion exacta larga

-+ — Tor}(M', N) — TorX (M, N) — Tor’}(M",N) —

— Tor} ,(M',N) e Tor?
Para su demostracién ver [15, I11.3.4].

4. Homologia de Grupos

Al final de la secciéon de Homologia dijimos que podiamos calcular la
homologia de los objetos de una categoria, dando un funtor de dicha ca-
tegoria a la categoria de complejos de cadenas y luego aplicando el funtor
homologia. Veamos un ejemplo: la homologia de grupos.

Terminaremos la seccién con tres resultados de los grupos de homologia
Hy(G,N), Hi(G,Z) y Hs(G,Z), que seran utiles en capitulos posteriores.

4.1. G-médulos

DEFINICION 4.1. Sea G un grupo. El anillo entero Z|G] del grupo G es
el conjunto de sumas formales 3, ; A\igi, 9i € G, A; € Z, donde, excepto un
nimero finito de las \; son cero, junto con las operaciones binarias

+:Z[G] X Z|G] = Z|G] vy -:Z[G] x Z|G] — Z|G]
dadas por
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LY ier Nidi + 2ier Hidi = 2oier(Ni + 1) gi
L (D ier Aigi) - (Dier 1igi) = ZiEI(Zngk:gi Ajhik) i

Estas operaciones dan a Z[G] estructura de anillo.

TEOREMA 4.2. Sea A un anillo con 15, G un grupo con identidad 1 y
¢: G — A una funcion tal que p(1) = 15 y ©(9i9;) = v(9:)¢(g;). Entonces
existe un homomorfismo de anillos unico v: Z|G] — A tal que el siguiente
diagrama conmuta

G —=7[G]

RN

A

)

donde © es la inclusion.

DEMOSTRACION. Definimos (3,7 Aigi) = Y;e7 Aiw(9i), Ni € Z, g; €
G. Este homomorfismo es tinico y por construcciéon hace conmutar el dia-
grama. ]

Consideremos la funcién trivial ¢ de un grupo G en los enteros Z que
manda cualquier elemento g € G en 1 € Z. Por el Teorema 4.2, ¢ da lu-
gar a un homomorfismo tnico de anillos Z[G] — Z y tenemos la siguiente
definicién.

DEFINICION 4.3. Denotaremos por €: Z[G] — Z al homomorfismo arriba
mencionado el cual se llama homomorfismo de aumentacion.

DEFINICION 4.4. El nicleo del homomorfismo e: Z[G] — Z se llama
ideal de aumentacion de G y lo denotaremos con IG.

PROPOSICION 4.5. Los elementos {g —1: g € G} forman una base para
1G.

DEMOSTRACION. Observemos que los elementos de la forma g — 1 pa-
ra g € G estdn en IG. Ahora sea Zie 7 Aig; un elemento de IG, entonces

Doier Nidi = Dier Nidi — Dier Ni = Dier Ailgi — 1) .
DEFINICION 4.6. Sea (M, +) un grupo abeliano y G' un grupo. Diremos
que M es un G-mddulo izquierdo si existe k: Gx M — M dado por k(g, ) =
gx, tal que
L. lz =2
1. (g9¢")x = g(¢'x); para todas g, € Gyz e M

1. g(zp + z2) = gr1 + gae para todas g € Gy x1,x9 € M .

Es decir, G opera en el grupo abeliano M por la izquierda. La funcién &
se llama accion de G en M. De otra manera, podemos decir que un G-médulo
M consiste de un grupo abeliano M junto con un homomorfismo

k: G — Aut(M),
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dado por asociar a g € G el automorfismo ¢4 (z) = gz que viene de la accién
de G en M. Aqui Aut(M) es el grupo de isomorfismos de M es si{ mismo.

DEFINICION 4.7. Sea M un grupo abeliano aditivo y G un grupo (mul-
tiplicativo). Diremos que M es un G-mddulo trivial si gr = z para toda
gelGyxe M.

EJEMPLO 4.8. Claramente Z es un G-médulo trivial al definir gz = z
para todo z € Z.

Sea M un G-médulo, entonces por el Teorema 4.2 k: G — Aut C
End(M) determina un homomorfismo tinico de anillos ¢: Z[G] — End(M)
que le da a M estructura de Z[G]-médulo como en la Nota 2.4. Ahora
bien, si M tiene estructura de Z[G]-médulo a través de un homomorfismo
V' Z|G] — End(M), como cualquier homomorfismo de anillos envia ele-
mentos invertibles en elementos invertibles, ¢ tiene su imagen en Aut(M).
Entonces le podemos dar a M estructura de G-moédulo mediante la compo-
sicién de la inclusién i: G — Z[G] con ¢'. Asi, hablaremos indistintamente
de un Z[G]-médulo M o de un G-médulo M.

EJEMPLO 4.9. Z|G] es claramente un Z[G]-mdédulo.

Es claro que, al igual que los A-mddulos, los G-mddulos son una categoria
cuyos morfismos son los homomorfismos de G-médulos a la que llamaremos
MG.

Tenemos que Z(-): Grp — An es un funtor, que asocia a cada grupo G
el anillo Z[G] y a cada morfismo f: G — H de grupos el morfismo inducido
Z[f]: Z]G] — Z[H] definido como Z[f](> Xigi) = > Aif(gi)-

DEFINICION 4.10. Una resolucién proyectiva donde cada elemento de la
cadena es un G-modulo proyectivo es llamada G-resolucion proyectiva.

4.2. Homologia de Grupos Consideremos el anillo entero Z[G] de
un grupo GG, Pz una G-resolucién proyectiva reducida del G-mdédulo trivial
Z y N un G-médulo izquierdo. Entones se tiene

PZ T P’I’L e PO O
y consideremos Pz ®zq N:

PZ®Z[G]N:"'—>Pn®Z[G}N—>“‘—>PO®Z[G]N—>0

que es un complejo de cadenas (ver Definicién 3.19) y, por lo tanto, podemos
tomar H, (P ®zg) N) y por la Definicién 3.20,

H,(Pg ®z6) N) = Tor 1z, N)

DEFINICION 4.11. El grupo de homologia de grado n de un grupo G con
coeficientes en un G-médulo N es

H,(G,N) = Tor’l¢(z, N).
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4.3. Resolucién candnica Observemos que por el Teorema 3.18, la
homologia de un grupo no depende de la resolucén proyectiva ya que la
homologia sélo depende de la clase de homotopia del complejo de cadenas.
Daremos ahora una resoluciéon proyectiva reducida de Z.

PROPOSICION 4.12. Sea G un grupo, consideremos Z[G*1], tenemos que

dn do

Z|G] 0

e Z[GnJrl]

es una Z-resolucion libre reducida del Z-mdodulo trivial Z donde

(2
di(gO7”' 7gl) = Z(_l)j(907 7gj7"' 792)
=0
y g; significa que g; ha sido omitido. El homomorfismo de aumentacion
€: Z|G] — Z estd dado por g — 1.

Para mas detalles consultar “Homologia de Grupos” en [21] y [25].

Para calcular la homologia de un grupo G, nos gustaria ver a esta Z-
resolucién como una Z[G]-resolucién proyectiva, para esto, introduciremos
la motacion barra, dada por las siguientes formulas:

lg1lg2| - |gn) = (1, 91,9192, -+ , G192 Gn)
(9091, +Gn) = Golgo "91197 " g2] -+ 19,21 9n]

Ahora bien, G actiia en los generadores de Z[G" 1] como g(go, 91, , gn) =
(990,991, - ,9gn), Por lo que podemos tomar el espacio de érbitas Z[G" 1] /G,
el cual es isomorfo a Z[G"], la accién de G le da estructura de Z[G]-médulo
libre en base

(Lg1,9192:- 9192~ gn)
o utilizando la notacién barra en generadores [g1]g2] - - - [gn]. Sin = 0 el dnico

elemento de la base se denota como [ |.
Definimos 9, : Z[G" '] — Z[G"] como

donde d; es el Z|G]-homomorfismo dado por

gilg2] - 94 sii=0
dilgr] - |gi] = S lo1] -+ - l95=11959541 19542 1gs] si0<j<i
[91] -+ |gi-1] sij =i

Observemos que este Z[G]-homomorfismo d; es el Z-homomorfismo d; de
la Proposicién 4.12 pero expresado en términos de la notacién barra.

DEFINICION 4.13. La Z|[G]-resolucién proyectiva reducida de la Propo-
sicién 4.12 se llama la Z-resolucién canénica de Z, donde los Z[G'] tienen
estructura de Z[G]-médulos.



I. HOMOLOGIA DE GRUPOS 39

NoTA 4.14. Si consideramos la resolucién canénica de Z:

Py — Z[G"] yael 0.

y dado un G-mddulo izquierdo N obtenemos

Py ®Z[G] N: 5 Z[Gn] ®Z[G] N

Z[G] ®Z[G] N —» 0,

podemos definir la homologia del grupo G como la homologia del complejo
de cadenas anterior.

NotA 4.15. Veamos a la homologia de grupos en terminos de la Nota
3.12: sea G un objeto el la categoria Grp y N un Z[G]-mdédulo izquierdo, la
homologia del grupo G esta dada por la composicién de los funtores: nervio
N del Ejemplo 1.61, Lyg)(-) de la Nota 2.30, (-) ®zig N de la Proposi-
cién 2.41, C,(-) de la Nota 3.12 y H,(-) de la Nota 3.6. Es decir, primero
N asocia al grupo G el conjunto simplicial N G(n) = G", luego tomamos
el Z[G]-médulo libre Lz (N G(n)) = Z[G"], y posteriormente el producto
tensorial Lzig) (N G(n)) ®ziq) N = Z[G"] @zi¢) N, que es un objeto en la
categoria S Mod(Z[G]), al cual asociamos mediante C,(-) el complejo de
cadenas

{Lz(NG(n)) @zjq N, On} = {Z[G"],0n},
que es precisamente el complejo de cadenas de la Nota 4.14 que define la
homologia del grupo G. Por lo tanto la homologia de dicho complejo es la
homologia del grupo G.

DEFINICION 4.16. Sea G un grupo y N un G-médulo. El grupo de coin-
variantes de N, denotado con Ng, es el cociente de N por el subgrupo
aditivo generado por los elementos de la forma gy —y, g € G, y € N. Es
decir, Ng¢ = N/T, donde T es el generado por los elementos gy — y.

TEOREMA 4.17. Sea G un grupo y N un G-mddulo. Entonces
Hy(G,N) = Ng.

DEMOSTRACION. Por definicién, Hy(G, N) = Tory(Z, N) = Z @y
N. Por otro lado, como gy —y = (g — 1)y y los elementos (g — 1) € Z[G]
generan a IG (ver Proposicién 4.5). Escribiremos T' = (IG)N. Si aplicamos
el funtor (-) ®z; IV a la sucesion exacta corta

0 IG Z|G] 7 0
obtenemos la sucesion exacta

1G ®z[a] N ——= Z|G] ®z[q] N—7Z ®z[q] N —s

(Ver Definicién 3.20).
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Por lo que Z[G] @z N = Ny, bajo este isomorfismo, Im(/G ®z;5 N)
va a (IG)N. Entonces, Z[G] @z N = N/((IG)N) = N/T = Ng. Por lo
tanto Ho(G, N) = Ng O

DEFINICION 4.18. Sea G un grupo, el subgrupo generado por los ele-
mentos de la forma ghg~'h~!, con g,h € G, se llama subgrupo conmutador
de G y lo denotaremos por [G, G].

LEMA 4.19. Sea G un grupo, IG su ideal de aumentacion. Entonces el
grupo aditivo IG/(IG)? es isomorfo al grupo multiplicativo G/|G, G].

Para su demostracién ver [15, Lema IV.3.1].

DEFINICION 4.20. Una presentacion proyectiva de M es una sucesion
exacta corta de A-médulos

0 K P M 0
Tal que P es proyectivo.

TeEOREMA 4.21. H (G, Z) = G/|G,G].

DEMOSTRACION. Por definicién Hq(G,Z) = Tor?[G} (Z,7Z). Considere-
mos la presentacién proyectiva de Z

IG Z[G| 7 .

Apliquemos el funtor Z ®zq (1) y obtenemos por el Teorema 3.23, la
siguiente sucesién exacta

K

- Tor %z, 1G) — Tor™ (7, 7/G)) — Tor™\(z,7) —>

Z ®Z[G} 1G hids 7, ®Z[G’} Z[G] 20 Z ®Z[G] 77—~
Como Z[G] es proyectivo, Hyo(G,Z|G]) = Torg[G] (Z,Z|G]) = 0 (ver Propo-
sicién 3.22) y como Z es un G-médulo trivial,
Ho(G, Z[G]) = Z ®zc) Z|G] = Z
y
Ho(G,Z) = Tory NZ,2) = Z@ye 22 7
yvaque z®@h=h"12®1 =2 ® 1. Asf el homomorfismo
Do, - HQ(G, Z[G]) — HQ(G, Z)

es sobreyectivo y, por lo tanto, @, # 0. Ademaés, cualquier endomorfismo
7Z — 7 es, o monomorfismo o trivial. Pero como el inducido g, es diferente
de 0, es monomorfismo. Ahora, tenemos que Im ¢ = ker o9 = 0 por lo que
Im k= ker p1 = Z Qg IG. Asi,

Ko Tor?[G] (2,7) — Torg[G} (Z,1G) =7 @z/q) 1G
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es un isomorfismo. Pero por el Teorema 4.17 y el lema anterior,

Hi(G,Z) = Hy(G,IG) = (IG)¢ = IG/(IG)(IG) = G/[G, G].

4.4. Extensiones centrales

DEFINICION 4.22. Una extensién central de un grupo G es una sucesiéon
exacta de grupos

1 K E G 1
tal que K C Z(FE), donde Z(FE) es el centro de E.

DEFINICION 4.23. Dos extensiones centrales

1 K E G 1

1 K E' G 1

son equivalentes si existe un isomorfismo v¢: E — E’ tal que el siguiente
diagrama conmuta

1 K E G 1
.
1 K E’ G 1

DEFINICION 4.24. Una extension universal de un grupo G es una exten-
sién central

1 N U G 1
tal que, dada cualquier extensién central
1 K E G 1

existe un Unico homomorfismo h: U — FE tal que el siguiente diagrama
conmuta.

1 N U G 1
L
1 K E G 1

Notemos que si existe una extensiéon central universal, ésta es tinica salvo
isomorfismo.

DEFINICION 4.25. Diremos que un grupo es perfecto si G = [G, G| donde
[G, G] es el subgrupo conmutador de G.

Enunciaremos el siguiente resultado sin demostracién, para ello ver [15,
VI14.3].
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LEMA 4.26. Sea G un grupo perfecto y escojamos un homomorfismo
sobre ' ——= @G donde F es un grupo libre. Sea R = ker( F —= G ),
entonces

Hy(G,Z) = RN |[F, F|/[R, F],
donde [R, F) es el subgrupo generado por los elementos de la forma rfr=1f
conr€e Ry fekF.

-1

DEFINICION 4.27. Una extensién central

1 K E G 1

es trivial si se escinde o, en otras palabras, si F = K x G.

TEOREMA 4.28. Una extension central
1 N U G 1

es universal si y solo si U es perfecto y toda extension central de U es trivial.

Para su demostracién ver [21, Tma. 4.1.3]. Veamos ahora que para un
grupo perfecto G podemos encontrar una extensiéon central universal

1 N U G 1.
Para ello tenemos el siguiente lema:
LEMA 4.29. St
1 N U G 1.
Yy
1 K E G 1.

son extensiones centrales y U es perfecto, hay a lo sumo un homomorfismo
f: U — E que hace conmutar el diagrama

1 N U G 1.
1 K E G 1

Para su demostracién ver [25, Lema 6.9.6].

TEOREMA 4.30. Sea G un grupo perfecto, entonces G tiene una exten-
sion universal de la forma

DEMOSTRACION. Escojamos un homomorfismo sobre F —s= G donde

F es un grupo libre. Sea R = ker( F — G ). Entonces R es un subgrupo
normal de F' lo que implica que [R, F| es un subgrupo normal de F, ya que,
dado x € F, se tiene que:

x(rfrilffl)xfl

or(z ) fza ™ )r Haa 1t
(zrz Nz fr(ztrle)e !

—1 -1
- Tlflrl f1 )
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donde 11 = zrz=! € Ry fi1 = zfr € F. Como G = F/R, existe un
epimorfismo ¢': F/[R, F| — G tal que ker ¢/ C Z(F/[R, F]), como se ilustra
en el siguiente diagrama:

1%

G F/R

-
N

N

o 7

F/[R, F)

donde ¢ es la proyecciéon natural. En efecto, ya que, dado = € F, se tiene
que:

¢(z[R, F]) =1 < zR=R
<~ =z €R.

€ ker ¢, entonces para cualquier a € F' se tiene que

por lo que si z[R, F]
F] y asf za[R, F] = ax[R, F], es decir ker ¢ = kerv)’ C

rax~ta”! € [R,
Z(F/[R, FY).
Observemos que z[R, Fly[R, Flo~[R, Fly~![R, F| = zyx— 'y ![R, F],
por lo que
[F/[R, Fl, F/[R, F]| = [F, F]/[R, F].

Ahora bien si G es perfecto, tenemos un homomorfismo sobre de [F, F]
en G y por lo tanto un homomorfismo sobreyectivo : [F, F]/[R, F] cuyo
nicleo es RN [F, F]/[R, F]. De esta manera tenemos una extensiéon central

de G:

1 ker ¢ F, F]/[R, F] —> G ——1.
Veamos que esta extension es universal. Sea
1 N U G 1

cualquier otra extension central de G. Como F es libre, existe un homomor-
fismo h: F' — U tal que el siguiente diagrama conmuta:

F—>a
U—=a.
Dado rfr=1f~! € [R, F] se tiene que ¢(rfr='f=1) =1, por lo que
G(h(rfrtf ) =elrfr if ) =1
es decir, h(rfr=1f=!) viene de N y como

1 N U G 1,

es una extension central,

h(rfr=f7) = h(r)R(HREHR(FH) = h(r)a(r AR =1
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ya que los elementos de N conmutan con los de U, por lo tanto h([R, F]) = 1.
Luego, h induce un homomorfismo de F'/[R, F| — U y, si lo restringimos a
[F, F]/[R, F], tendremos un homomorfismo de [F, F]/[R,F] — U.

El grupo [F, F]/[R, F] es perfecto ya que tanto [F, F] como F se aplican
de manera sobreyectiva en G, los elementos x € F' pueden ser escritos como
x=2a'r con 2’ € [F,F|yr € R: en efecto, la imagen de x en G es un conmu-
tador g = [g1, g2] el cual viene de un conmutador [f1, f2] € [F, F], entonces
como ambos van a dar al mismo g, entonces x = [f1, fo]r. Escribiendo y € F
como y's con y' € [F,F|y s € R, en F/[R, F| tenemos que

[2,9] = (2'r)(y's) (") " (y's) ™" = [, 9],
Entonces los generadores de [F, F|/[R, F] son un conmutador de elementos
' yy en [F,F]/[R, F].

De esta manera el homomorfismo h es tinico tal que el siguiente diagrama

conmuta (ver Lema 4.29):

1 ker 1) IF,F|/[R, F] —> G ——1

1 N U G 1.
Por lo tanto,

1 — > kerd) [F, FI/[R, F] —> G —— 1

es una extension central universal de G.
Por otro lado, kervy es RN [F, F|/[R, F] y por el Lema 4.26, kerty =
H>(G,Z). Entonces Hy(G,Z) es el nicleo de la extensién central universal

| —— Hy(G,7) — [F, F|/[R, F] — = G —— 1.
O



CAPITULO II

PRELIMINARES TOPOLOGICOS

En este capitulo veremos los conceptos topoldgicos necesarios para la
construccién “+” y la construcciéon “Q” de Quillen.

Estudiaremos dichos conceptos desde el punto de vista de la terminologia
de las categorias introducida en el capitulo I.

En particular veremos dos funtores de la Topologia Algebraica, el funtor
homotopia y el funtor homologia. Este dltimo es un caso particular de la ho-
mologia de complejos de cadenas. Mencionaremos dos resultados importan-
tes: los teoremas de Whitehead y Hurewicz, necesarios para le demostracion
del teorema de Quillen (ver Teorema IV.1.1). Para finalizar, definiremos el
espacio clasificante de un grupo y estudiaremos su homologia como espacio
topolégico y la compararemos con la homologia de grupos, jes la mismal.

1. Complejos CW

En esta seccién estudiaremos espacios topoldgicos importantes en el
desarrollo de la Topologia Algebraica, los complejos CW. Estos espacios
tienen propiedades que los hacen faciles de manejar desde el punto de vista
de la Topologia Algebraica, y que muchos espacios poseen.

DEFINICION 1.1. Veamos la siguiente construccién de espacios topoldgi-
cos a los cuales llamaremos complejos CW,

1. Comencemos con un conjunto discreto de puntos X° llamados 0-celdas,
X0 se llama el 0-esqueleto.

11. Inductivamente formemos el n-esqueleto X™ a partir del X" ! ad-
juntandole discos D" de dimensién n usando aplicaciones

Oo: SPL=0D" — XL

Esto significa que X™ es el espacio cociente de la unién disjunta X"~ I,
D? de X"~ ! y una coleccién de discos D? bajo las identificaciones = ~
wo(z) con xz € OD?. Las aplicaciones ¢, se llaman aplicaciones de
adjuncion.
Al interior del disco D™ lo llamaremos celda de dimensién n y lo
denotaremos con e™.
111. Podemos detener este proceso inductivo en una etapa finita haciendo
X = X" para alguna n < oo o podemos continuar indefinidamente

haciendo X = (77 ,(X™).

45
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Un complejo CW es un espacio topoldgico, cuya topologia es la topologia
débil, es decir, U C X es un abierto si UN X" es abierto en cada n-esqueleto
X" para todo n.

Si X = X" diremos que X es de dimension finita y n es la dimensién de
X, la dimensién méaxima de celdas de X.

EjeMpPLO 1.2. Un complejo CW de dimensiéon 1 es una grafica. Las
graficas constan de vértices (O-esqueleto) y aristas (1-esqueleto). Un 1-disco
D' puede adjuntarse mediante una aplicacién constante por lo que la grafica
puede tener lazos.

EJeEMPLO 1.3. La esfera S™ tiene estructura de complejo CW con sélo dos
celdas €? y €. La n-celda se adjunta con la aplicacién constante S*~1 — €Y.

Esto es equivalente a ver S” como el cociente D™ /0D".

EjempLO 1.4. El plano proyectivo RP™ es definido como el espacio de
todas las rectas que pasan por el origen en R"*!. Cada recta pasa por
un par de puntos antipodas en la esfera S” que la representan de manera
Unica. Asi que podemos ver a RP"™ como la esfera S™ con puntos antipodas
identificados, es decir, como el cociente S"/(s ~ —s). Esto es equivalente a
decir que RP" es el cociente de un hemisferio D™ con los puntos antipodas de
su frontera 0D identificados. Ya que dD™ con puntos antipodas identificados
es RP"~!, podemos ver que RP" es obtenido de RP"~! agregando una celda
de dimensién n con la aplicacién cociente S*~! — RP"~! como aplicacién
de adjuncién.

Se sigue por inducciéon que RP™ tiene una estructura de complejo CW
O Uel U---Ue™ con una celda e* en cada dimensién i < n.

DEFINICION 1.5. Sea X un complejo CW. Un subcomplejo de X es un
subespacio cerrado A C X que es la unién de celdas de X.

Ya que A es cerrado, la aplicacién de adjuncién de cada celda de A tiene
su imagen contenida en A, en particular cada celda de A tiene su imagen
contenida en A, asi A es un complejo CW por si mismo.

DEFINICION 1.6. Una pareja (X, A) donde X es complejo CW y A es
un subcomplejo es llamada pareja CW.

DEFINICION 1.7. Una aplicacién f: X — Y entre complejos CW que
satisface f(X™) C Y" para cada n, es llamada aplicacion celular.

TEOREMA 1.8. Toda aplicacion f: X — Y de complejos CW es ho-
motdpica a una aplicacion celular. St f es ya una aplicacion celular en un
subcomplejo A C X la homotopia puede ser tomada estacionaria en A.

Para su demostracién ver [9, Tma. 4.8].

Toda aplicacién f: (X, A) — (Y, B) de parejas CW puede ser deformada
a una aplicacion celular, esto se sigue del teorema ya que primero se deforma
la restriccién f: A — B a una celular y luego se extiende esta homotopia a
una homotopia de f en todo X.
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2. Homologia Singular

Ahora veamos el funtor homologia, con una definicién “dificil” de com-
prender en comparacién con el grupo fundamental 71 (X), pero que es mas
“facil” de calcular y que vino a revolucionar a las matemadticas a principios
del siglo XX.

Terminamos la Subseccién 1.3.1 diciendo que podiamos calcular la homo-
logia de los objetos de una categoria. Veamos ahora la Homologia Singular
de un espacio topolégico. Nuevamente, la Homologia Singular es para dar
respuesta a la pregunta: ; Como saber si dos espacios topolégicos son homeo-
morfos o no? La respuesta a esta pregunta se encuentra en muchas ocasiones
comparando los grupos de homologia de los espacios en cuestion.

Sea X un espacio topolégico y sea Cp(X) = Lz(S,(X)) el grupo abe-
liano libre con base en el conjunto de n-simplejos singulares en X (ver Ejem-
plo1.1.57 y la Nota 1.2.30). Un elemento o € C,,(X) es llamado una n-cadena
singular y consiste de sumas formales

> nioy; n; € 7, ot A" — X .
Definimos 0, : Cp(X) — Cp—1(X), como
0n(0) = D (= 1)0ljug, - 1, ]

donde v,, significa que hemos prescindido del vértice v,.

Observemos que al quitar el vértice v, obtenemos un (n — 1)-simplejo
A" 1 con el orden de los vértices inducido por el n-simplejo, por lo que
podemos ver a oy ... 4,.... v,] COMO una aplicacién continua A" 5 X es
decir, como un (n — 1)-simplejo singular.

LEMA 2.1. La composicion Opiq 0 0, = 0.

DEMOSTRACION. Como 9y (0) = Y (—=1)'0 (g, 55,0 wp] ¥ 8SE

an+1 © an(o-) = Z(_l)z(_l)]a|[vov7{”]776177'0”]
Jj<i
+ Z(_]‘)Z(_l)]ila‘[z)077/[}2776]77”71]
7>
Los términos en los dos sumandos son los mismos y se cancelan unos con

otros pues los de la segunda suma son negativos de los primeros. Asi 0,41 ©
On(0) = 0. O

DEFINICION 2.2. Por lo anterior {C,(X),d,} es un complejo de cadenas
de Z-médulos al que denotaremos por C.(X) y lo llamaremos el complejo
de cadenas singular de X.

La condiciéon 0,41 0 0, = 0 implica que Im 9,41 C ker d,, por lo que
tenemos la siguiente definicién.
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DEFINICION 2.3. Definimos el n-ésimo grupo de homologia singular del
espacio topolégico X, como el cociente:

H,(X) =ker0,/Im0p41.
para toda n > 0.
Una aplicacién continua f: X — Y de espacios topolégicos induce un

homomorfismo de grupos abelianos libres C,(f): Cp(X) — Cn(Y') dada en
los generadores por Cy,(f)(0) = foo:

A, 2. x _f>. vy .
Maés ain, si Cy(X) = {Ch(X),0n} vy Cu(Y) = {C(Y), 0., }} son complejos

de cadenas, entonces una aplicacion f: X — Y induce un morfismo de
complejos de cadenas

Cu(f): Cu(X) — Ci(Y),

pues en los generadores ocurre que
0p(Cn(f)(0) = 0Op(foo0)
= D DU 0|y e 00l

= £ (D Ol o)
= fo(0n(0))
= Cn1(f)(0n(0)).
Lo cual es suficiente para ver que C,(f) sea un morfismo de cadenas.

PROPOSICION 2.4. Las aplicaciénes Cy,(-) para todo n satisfacen:
I. Silx: X — X es la identidad en X, entonces

Cn(1x) = 1c,(x)
m si f: X =Y |, g:Y — Z son aplicaciones continuas entre espacios

topoldgicos, entonces Cp(go f) = Cpn(g) o Cpn(f).

DEMOSTRACION. La primera afirmacién es inmediata.
Ahora bien, sea ¢ € C,, cualquiera, entonces

Cn(go f)lo) = (gof)oo
= go(foo)
= Culg)(foo)
= (Cn(g) o Cu(f))(0).
O
Lo anterior se puede ver con mas generalidad desde el punto de vista de
las categorias:

Recordemos que en el Ejemplo 1.58 tenemos un funtor S.: Top —
S Conj, que asocia a cada espacio topolégico X un conjunto simplicial
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S)(X): A% — Conj y a cada funcién continua entre espacios topolégicos,
una transformacién natural entre conjuntos simpliciales Si(¢): S()(X) —
Su(Y).

Construyamos un grupo abeliano simplicial mediante la siguiete compo-
sicion:

Cy(X): A"pm Top N Ab,

es decir, C()(X) = Lz(S@) (X)), o més preciso C(,)(X) es el grupo abe-
liano libre con generadores en S(,)(X) (ver Nota 1.2.30). Si denotamos por
S Ab a la categoria de grupos abelianos simpliciales, entonces por la No-
ta [.3.12, podemos asociar a C.)(X) un complejo de cadenas de Z-médulos
(recordemos que todo grupo abeliano es un Z-mdédulo) aplicando el funtor
C4: SAb — CC. Este complejo de cadenas es precisamente el complejo de
cadenas singular de X de la Definicién 2.2.

Por lo anterior también podemos ver los grupos de homologia de espacios
topolégicos como en la Definicion 1.3.5:

H.(X) = {Hn(C:(X))}-

Tenemos dos funtores H,: Top — Ab y H,: Top — MG(Z). Si X
y Y son espacios topolégicos y f: X — Y una aplicacién continua, el
primer funtor asocia a X el grupo abeliano H,(X) y a f el homomorfis-
mo H,(f): H,(X) — H,(Y). Mientras que el segundo asocia a X el Z-
médulo graduado H.(X) = {H,(Ci«(X))} v f el morfismo de grado cero
H.(f) = {Hn(f)}nez-

También tenemos homologia singular para la categoria Topp (Ver 1.1.4).

DEFINICION 2.5. Dada una pareja (X, A), definimos C,, (X, A) por el co-
ciente C,,(X)/Cp(A), ya que la aplicacién frontera manda C),(A) en Cy,—1(A),
ésta induce una aplicacién frontera 9: Cp (X, A) — Cp—1(X, A) que define
el complejo de cadenas {C),(X, A),0,}.

DEFINICION 2.6. La homologia del complejo de cadenas {C, (X, A), 0, }
definido arriba es llamado homologia singular relativa y denotaremos los
grupos de homologia de dimensién n como H, (X, A).

PROPOSICION 2.7. La siguiente sucesion es exacta

 Hy(A) —— Hp(X) —— Hp(X, A) — Hp1(A) ——

Hy 1 (X) 3 Ho(X, A) —0.

DEMOSTRACION. Lainclusiéni: Cy,(A4) — C,(X) y la proyeccién canéni-
ca de j: Cp(X) — Cnh(X,A), inducen morfismos de complejos de cadenas
en la siguiente sucesién exacta corta

00— Ch(4) ——= Cp(X) —=C(X,A) —=0
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Entonces por el Teorema 1.3.11, se tiene lo que se queria. O

PROPOSICION 2.8. Si X es un punto, Hy(X) = 0 para todan > 1y
Ho(X) = Z.

DEMOSTRACION. En este caso existe un dnico n-simplejo o, para cada
n,y 8(oy) = > ;(=1)iop_1, una suma de n + 1 términos, los cuales son 0
para n impar y o, paran par, n # 0. Entonces tenemos el siguiente complejo
de cadenas:

R
R

o 0 = 0

7 7 7 7 7 0
con aplicaciones frontera alternando isomorfismos y aplicaciones triviales,
excepto en el Ultimo Z. La homologia singular para este complejo es trivial
excepto para Hy = Z. O

TEOREMA 2.9. Si dos aplicaciones f,g: X — Y son homotdpicas, en-
tonces los homomorfismos Hy,(f) y Hyp(g) son iguales en homologia singular,
para toda n > 0.

DEMOSTRACION. Si f y g son aplicaciones homotépicas entonces indu-
cen morfismos en complejos de cadenas Cy(f) y Ci(g) homotdpicos (ver [9,
Tma. 2.2.10]). Por el Teorema 3.10 estos morfismos son iguales en homo-
logia. O

2.1. Homologia con coeficientes locales.

DEFINICION 2.10. Sea (X, () un espacio topolégico punteado. Un es-
pacio cubriente (X, o) con aplicacién cubriente p: X — X es normal si
p«(m1(X, Tp)) es normal en 71 (X, g).

DEFINICION 2.11. Una accién del grupo G en un espacio topolégico X
es propiamente discontinua si para todo x € X, existe una vecindad U, de
x tal que (¢-Uz)NU, # 0 siysdlosig=1.

PROPOSICION 2.12. Si G actiia de manera propiamente discontinua en
un espacio Y, entonces
I. La aplicacion cociente p:' Y — Y/G, p(y) = yG, donde Y/G es el
espacio de orbitas de la accion y yG denota la orbita de y, es un espacio
cubriente normal.
1. Si Y es arco conexo, entonces G es el grupo de transformaciones cu-
brientes del espacio cubriente Y — Y/G.
1. Si'Y es arco conexo y localmente arco conexo, entonces G es isomorfo

a T (Y/G)/ps(m(Y)).

Para su demostracién ver [9, Prop. 1.40].

Sea (X, x() espacio punteado arco conexo con cubriente universal X. El
grupo fundamental 71 (X, ) actia en X como sigue: sean [y] € w1 (X, x)
y & € X. Sea # el levantamiento de v que empieza en &, dado que lazos ho-
motépicos se levantan a caminos homotépicos podemos definir [y]-Z = 7(1).
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Entonces la accién estd dada por z +— [v] - Z. Esta accién es libre y propia-
mente discontinua, (X, zg) es el grupo de transformaciones cubrientes y
por lo tanto X = X /m (X, xg) (ver por ejemplo [9, Seccién 1.3, Capitulo
1]).

La accién de 71 (X, o) en X induce una accién de (X, zq) en el grupo
C,(X) de n-cadenas singulares en X para toda n > 0, dada por mandar un
n-simplejo o: A™ — X a la composicién

A—J>XL>X-

En adelante denotaremos al anillo entero Z[m (X, zg)] como Z[m].
Se tiene que:

1. La accién de (X, zo) en Cy,(X) le da estructura de Z[m;]-médulo.
1I. Si M es un mdédulo arbitrario sobre Z[m;], definimos C,, (X, M) como

Cr(X) ®z(xy) M, estos grupos forman un complejo de cadenas con apli-
caciones frontera d, ® 1,7, ya que

3n+1®1M03n®1M:3n+103n®1]\/[=0®1:0

DEFINICION 2.13. A los grupos de homologia H, (X, M) del complejo
de cadenas antes mencionado los llamaremos grupos de homologia con coe-
ficientes locales.

3. Homotopia

Construiremos un funtor més entre Top, y Grp, que al igual que el de
homologia ha trascendido en las matematicas por sus multiples aplicaciones,
el funtor homotopia 7,(-). Este funtor es la generalizacién del grupo funda-
mental introducido por Poincaré, la gran sorpresa es que para n > 2, m,(X)
es un grupo abeliano, lo cual no necesariamente pasa con m(X).

Uno de los objetivos de esta seccién, es estudiar los teoremas de Whi-
tehead y Hurewicz. Hurewicz encontré una muy bonita relacién entre los
grupos de homotopia y homologia de un espacio topoldgico que tiene apli-
caciones en la clasificacién de variedades y en el cdlculo de homologia y
homotopia.

En esta seccién denotaremos al intervalo unitario con I, es decir, I =

[0,1].
DEFINICION 3.1. El cilindro de una aplicacion f: X — Y es el cociente
My de la unién disjunta de X x I y Y bajo las identificaciones (z,1) ~ f(z).
f
DEFINICION 3.2. Sean (X, z9) y (Y, yo) espacios punteados, definimos el
producto cunia X V'Y como el cociente
(X HY)/I‘Q ~ Yo-

El producto cuna de parejas punteadas se define como el producto cuna de
sus espacios punteados asociados, es decir, (X, A)V (Y,B) = (X VY, AV B).
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Andlogo a la definicién de (X, ) como el conjunto de clases homo-
topfa de aplicaciones (S!,so) — (X, z0), definimos 7, (X, A, 2¢) como sigue.

DEFINICION 3.3. Si n > 1, el n-ésimo grupo de homotopia relativo,
(X, A, z9) de la pareja punteada (X, A,xg) es el conjunto de clases de
homotopia [a] de aplicaciones de parejas punteadas «: (D", S" 1 s0) —
(X, A, x). El producto de dos clases de homotopia esta definida por la clase
de homotopia de la composicién

axao: (Dn,Snfl, 50) _c . (]D)n V. Dn’Snfl V Snfl, 50) a_\/a)’ (X’ A,xo)

donde ¢ colapsa el didmetro geométrico D"~ ! de D" a un punto sy y

a(s) si s viene del hemisferio norte de D",
(aVva')(s) =< d/(s) si s viene del hemisferio sur de D",

a(so) = o/(s0) = o.

Sean [a],[@/] € (X, A, z0). Denotaremos por [« % /] a la operacién en
(X, A, x0).

Observemos que podemos definir 71 (X, A, z¢) pero no es un grupo. Si
consideramos espacios puntados entonces tenemos el n-ésimo grupo de ho-
motopia 7, (X, zg) del espacio punteado (X, xg), por lo que 71 (X, zg) es un
caso particular de esta definicién.

PROPOSICION 3.4. El grupo m,(X, A, xq) es abeliano para n > 3 y el
grupo m,(X,zq) es abeliano para n > 2.

Para su demostracién ver [9, Pag. 341]
Una aplicacién f: (X, A,z9) — (Y, B,yo), induce un homomorfismo de
grupos

Tn(f): T (X, A, x0) — T (Y, B, x0)

dado por 7, (f)([a]) = [f o @]. Primero probaremos que 7, (f) esta bien defi-
nido, para ello sean a y o representantes de la misma clase en m, (X, A4, zg).
Sea F': S™ x I — X una homotopia entre a y o/, entonces es claro que foF
es una homotopia que hace [f o a] = [f o d/].

Ahora probemos que 7, (f) es un homomorfismo: Si consideramos s € S™,
entonces

fla(s)) si s viene del
hemisferio norte,
f(lax 0/])(3) =4 f(d(s)) si s viene del

hemisferio sur,
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Por lo que

() ([lo]) = mn(f)([or* o])
= fo(axd)
— [(foa)(fod)]
— [fodllfoa]
= mu(f)([a])mn(f) ().
Ahora bien, m,(-) es un funtor de la categoria Topp, a la categoria Grp

(o a la categoria de grupos abelianos si n > 3) ya que m,(-) satisface las
propiedades de un funtor:

I si 1x: X — X es la identidad, entonces m,(1x)(a) =lx ca=ay
1. dadas f: (X, A,z0) — (Y,B,y) v g: (Y,B,y9) — (Z,C, z) aplicacio-
nes de parejas punteadas, entonces m,(go f) = m,(g) o T (f). En efecto
m(go f)l@) = (gof)oa
= go(foa)
= m(9)(foa)
= mu(g) omn(f)

Andlogamente se tiene un funtor entre la categoria Top, y la categoria
Grp.

TEOREMA 3.5. La siguiente sucesion es exacta:

- —— 1 (A, x0) e (X, o) i> (X, A, x0) _9.

— e 1(A, m) mo(X, o)

donde iy y jx son los homomorfismos inducidos por la inclusiones A — X y
(X, z0,20) — (X, A, zg) respectivamente, y O es la aplicacion que viene de
restringir la aplicacién (D", S" 1 s0) — (X, A,20) a S"~L. La aplicacion 0,
es llamada la aplicacién frontera y es un homomorfismo para n > 1.

Para su demostracién ver [9, Tma. 4.3].

DEFINICION 3.6. Un espacio X con punto base zg es llamado n-conezo
si m;(X,x0) = 0 para i < n. 0-conexo es conexo por caminos y 1-conexo es
simplemente conexo. En el caso relativo, diremos que una pareja (X, A) es
n-conexa si m; (X, A,z9) =0 parai <n,i>1y m(X,z9) =0.

Supongamos que X es un espacio arco conexo y sean xg,r; € X. En-
tonces podemos dar un isomorfismo de 7, (X, A, zg) a m,(X, A, z1) (Ver [2,
Tma. 4.4.8]). Si X es ademds n-conexo, como n-conexo implica 0-conexo en-
tonces el punto base es irrelevante y podemos abreviar la notacién m, (X, 4, z)
escribiendo m, (X, A) o m,(X) en el caso de espacios punteados.
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DEFINICION 3.7. Una aplicacién f: X — Y es llamada equivalencia
homotdpica débil si induce isomorfismos m, (X, xg) — m,(Y, f(z¢)) para toda
n > 0y toda eleccién de xg.

LEMA 3.8. Sea (X, A) una pareja CW y sea (Y, B) alguna pareja con B #
(. Para cada n tal que X — A tiene celdas de dimension n, supongamos que
(Y, B,yo) = 0 para toda yo € B. Entonces toda aplicacion f: (X, A) —
(Y, B) es homotdpica a una aplicacion X — B relativa a A.

Para su demostracién ver [9, Lema. 4.6].

TEOREMA 3.9 (Whitehead). Si una aplicacion f: X — Y entre com-
plejos CW conexos induce isomorfismos fy: mp(X) — 7, (Y) para toda n,
entonces f es una equivalencia homotopica. En el caso que f sea la inclusion
de un subcomplejo X — Y, X es un retracto por deformacion de Y .

DEMOSTRACION. En el caso especial en el que f es la inclusién de un
subcomplejo, consideremos la sucesion exacta de homotopia (ver el Teore-
ma 3.15) de la pareja (Y, X). Ya que f induce isomorfismos en todos los
grupos de homotopia, los grupos relativos m, (Y, X) son cero. Aplicando el
Lema 3.8 a la identidad (Y, X) — (Y, X) entonces tendremos un retracto
por deformacién de Y en X.

El caso general puede ser probado aplicando el cilindro de la aplicacion f,
M (ver Definicién 3.1). El cilindro My contiene a X = X x {0} y a Y como
subespacios. Es claro que M} se retrae por deformacién a Y. La aplicacién f
viene de la composicién de la inclusién X — My con la retracciéon My — Y.
Ya que esta retraccién es una equivalencia homotdépica, es suficiente probar
que My se puede retraer por deformacién a X si f induce isomorfismos en los
grupos de homotopfia, o equivalentemente, si los grupos relativos m,(My, X)
son todos cero.

Si la aplicacion f es celular, tomando el n-esqueleto de X en el n-
esqueleto de Y para toda n, entonces (My, X) es una pareja CW y por
lo tanto el teorema queda demostrado por el caso particular en el primer
parrafo de esta prueba. Si f no es celular, podemos aplicar el Teorema 1.8
por el cual tenemos que f es homotdpica a una aplicacién celular. O

DEFINICION 3.10. Pensando m,(X, A, zg) para n > 1 como las clases de
homotopia de aplicaciones f: (D", D", sg) — (X, A, Xo), podemos definir
aplicaciones h: 7, (X, A, x9) — Hy,(X, A) dadas por h([f]) = f«(a) donde «
es un generador fijo de H,(D",0D") 2 Zy f.: Hy(D",0D") — Hp(X, A)
es la aplicacién inducida por f, es decir, f, = H,(f). Estas aplicaciones son
llamadas aplicaciones de Hurewicz.

TEOREMA 3.11 (Hurewicz). Si X es (n — 1)-conexo, n > 2, entonces
Hi(X) =0para 0 < i <nym(X) = H,(X). Si una pareja (X, A) es
(n — 1)-conexa, n > 2, entonces Hi(X,A) =0 para 0 <i<n ym,(X,A) =
H,(X,A).

Para su demostracién ver [9, Tma. 4.32]
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3.1. Fibraciones

DEFINICION 3.12. Una aplicacién continua de espacios topoldgicos p: E —
B es llamada fibracion si tiene la propiedad del levantamiento de homotopias,
esto es, dada una homotopia h: I x X — B (que podemos escribir como
hi: X — B) y una aplicacién continua Hy: X — E tal que hg = po Hy, es
decir, el siguiente diagrama conmuta

i

Xt

entonces existe una aplicacién continua H: I x X — E con H(0,z) = Hy(x)

y tal que el diagrama conmuta
|
P

IXXh—>B

es decir, po H = h. Llamaremos a Hy y H los levantamientos de hg y h
respectivamente.

EJEMPLO 3.13. Los siguientes son ejemplos de fibraciones:

I. La proyeccion p: E X F' — FE en el primer factor en el producto de espa-
cios (con la topologia producto). La fibra sobre un punto es homeomorfa
a F' en este caso.

11. Un espacio cubriente FF — B. En este caso, la fibra es un espacio dis-
creto.

Para més detalles ver [2, Ejemplo 4.5.2],[2, Ejemplo 4.5.3] y [2, Lema 4.5.4].
PROPOSICION 3.14. Sea p: E — B una fibracién, y supongamos que B es

arco conexo. Para cualquier par de puntos by y by en B, las correspondientes
fibras Foy = p~Y(bo) y F1 = p~1(b1) tienen el mismo tipo de homotopia.

Una demostracién de esta propiedad se puede ver en [21, Prop. 5.1.23].

TEOREMA 3.15. Sea p: E — B una fibracion con B arco conexo, y sea
bp € B, F = pil(bo) y xg € F. Existe una sucesion exacta llamada la
sucesién exacta larga de homotopia de la fibracion

e T 1 (B, ) =2 o (F ) — (B, )

70 (B, bo) —2> w1 (F, x0)

Ver la demostracién en [21, Tma. 5.1.24].
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COROLARIO 3.16. Sip: E'— B es un espacio cubriente, entonces mp(E) —
mn(B) son isomorfismos para toda n > 1.

DEMOSTRACION. Ya que un espacio cubriente tiene fibra discreta tene-
mos que 1, (F,xg) = 0, entonces para n > 0 tenemos sucesiones

0 —— mn(E,z9) — m,(B,by) —=0 .

4. Espacio clasificante de un grupo

Terminaremos este capitulo construyendo un tipo de espacios topolégi-
cos conocidos como espacios de Eilenberg-Mac Lane K (G, 1). En realidad ya
lo conocemos, probaremos que un espacio clasificante (Definicién 1.1.61) es
un K (G, 1), estos espacios sélo tienen grupos de homotopia no triviales en
dimension 1, por lo que son auxiliares en la demostracién de teoremas que
involucran el céalculo de grupos de homotopia u homologia por su simpleza.

También, como ya se menciond, calcularemos la homologia de estos es-
pacios, que muestran una vez mas como un mismo concepto se puede ver
algebraica o topolégicamante.

PROPOSICION 4.1. Sea G un grupo. Entonces existe un complejo CW
contraible X con una accion propiamente discontinua, tal que el cociente es
también un complejo CW.

Para su demostracién ver [21, Teo. 5.1.15]

COROLARIO 4.2. Sea G un grupo discreto (con la topologia discreta).
Eziste X complejo CW tal que m(X) = G.

DEMOSTRACION. Se sigue de las Proposiciones 2.12 y 4.1. O

DEFINICION 4.3. Un espacio X que tiene sélo un grupo de homotopia
no trivial 7, (X) = G es llamado Espacio de FEilenberg-Mac Lane K(G,n).

TEOREMA 4.4. Si K(G,1) es un complejo CW, entonces el tipo de ho-
motopia de K(G,1) es unicamente determinado por G.

Para su demostracién ver [9, Prop. 1B.9].

PROPOSICION 4.5. El espacio clasificante B(G) de un grupo G de la
Definicion 1.1.61 es un K(G,1).

DEMOSTRACION. Sea G un grupo. Definimos el siguiente conjunto sim-
plicial dado por el funtor NG: A? — Conj que asocia a cada objeto

n € A el conjunto
n

H Gi7

i=0
donde G; = G para todo ¢ € {0,1,--- ,n}, es decir, el conjunto de (n + 1)-
adas (9o, - - ,gn) de elementos del grupo G a las que llamaremos n-simplejos.
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Dado un morfismo f: m — n, el correspondiente morfismo NG(f): NG (n) —
NG(m) trasforma el n-simplejo []}_, G; en el m-simplejo [[/*, G f(i)> par-
ticularmente cada punto (go,- - ,gn—1) es mandado en (g, - ,¢,,_;) en
el cual g} = gy(i)- Los morfismos caras ;' se corresponden con los morfis-
mos que mandan (907 T agn) € H:‘L:O Gl en (g(]a T ,gia T ,gn) € H?;OI Gi?
donde g; significa que g; no aparece y los morfismos degeneraciones o',
se corresponden con los morfismos que mandan (go, -+ ,gn) € [[1-,Gi a
(g(]a 590y Giy ,gn) € H?iol Gl

La realizacién geométrica de este conjunto simplicial lo denotaremos con
E(G).

El grupo G actia por la izquierda en E(G) como sigue: un elemento
g € G manda el n-simplejo (go,- - ,gn) en el n-simplejo (ggo, - - , ggn). S6lo
la identidad e manda un n-simplejo en si mismo. Esta accién se extiende
de manera natural a E(G) y esta accién es propiamente discontinua, por
lo que la accién de G en E(G) es una accién de espacios cubrientes. Asi la
aplicacién cociente E(G) — E(G) /G es un espacio cubriente.

Veamos que el espacio de orbitas E(G) /G es el espacio clasificante B(G)
del Ejemplo I.1.61. Observemos que (go, - ,9n) ~ (€,95 91, » 9y "In)-
Utilizando la notacién barra vista en (8) de la Subseccién 1.4.3 podemos
escribir al n-simplejo (e, g5 g1, , 9 "gn) como [gy *g1| - |9, 19n] O con-
siderando g/ = g;"',g; podemos escribir [g}|---|g,] para dicho n-simplejo.
De esta manera podemos ver que E(G) /G es B(G) mandando la érbita de
un n-simplejo (go, -+ ,9n) € E(G) al n-simplejo [¢}|---|g,] € B(G). Esta
aplicacion manda caras en caras y degeneraciones en degeneraciones.

Denotaremos por [go, - , gn] al n-simplejo geométrico en E(G) corres-
pondiente a n-simplejo (go, - ,gn). El espacio E(G) es contraible ya que
podemos mandar a x € [go, - ,gn] & [e] a través de ay: [0,1] — E(G) el
segmento de linea de x a e en [e, go, - , gn]. Hacer esto, estd bien definido
en E(G) ya que si «, estd en la cara [go, - Gi, " ,9n], @z €s el segmento
de linea de = a e en [e,go, "+ ,§i, - gn), POr lo tanto, tenemos una homo-

topia H: E(G) x[0,1] — E(G) entre la identidad en E(G) y la aplicacién
constante en e dada por H(x,t) = a(t). Por lo tanto E(G) es contraible.
La proyeccién E(G) — B(G) es el cubriente universal.

Entonces tenemos que, por el Corolario 3.16 7,(B(G)) = m,(E(G)) =0
para n > 2y por el Teorema 2.12, m(B(G)) = G. O

Por lo anterior tenemos un nuevo funtor B(-) entre las categorias Grp
y Top: sean G,H € Grp y ¢: G — H un homomorfismo entre ellos, cada
grupo da lugar a un conjunto simplicial NG,NH: A — Conj dados por
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NG(n) =]];,Gi y NH(n) = [[;, H;. Entonces, f induce una transfor-
macién natural entre los simplejos dados como se ilustra a continuacion

N G(n) —=> N H(n)

n
ft J{NG(f) J/NH(f)
m NG(m)—2~N H(m)

donde

estd dado por tn(g1, -+ ,9n) = (¢(g1), -+ ,¢(gn)) y como la realizacion
geométrica es un funtor, tenemos una aplicacién continua

B(f): B(G) — B(H)

TEOREMA 4.6. Sea X un complejo CW y sea' Y un K(G,1). Entonces
todo homomorfismo w1 (X) — w1 (Y)es inducido por una aplicacion (X, zg) —
(Y,y0) que es inica salvo homotopia.

Para su demostracién ver [9, Prop. 1B.9].

LEMA 4.7. Sea G un grupo. Si G actia de manera libre y propiamente
discontinua en X, el complejo de cadenas Cy(X) de X es un complejo de
cadenas de Z|G]-mddulos, y si Cp,(X)q denota el espacio de orbitas de la
accion por G, entonces C(X)a = {Cn(X)a} es el complejo de cadenas de
X/G.

DEMOSTRACION. Consideremos a S,(X), el conjunto de aplicaciones
o: A" — X. La accién de G induce traslaciones g: X — X para cada
g € G. El grupo G actia en S, (X), mediante go la composicién de o con
la traslacién por g € G. Puesto que C,,(X) es el Z-mddulo libre con base
Sn(X), entonces Cp,(X) es un G-médulo. Como la traslacién por g manda
las caras de ¢ en caras de go, la aplicacién frontera 0,,: Cp(X) — C,—1(X)
es una aplicacién de G-médulos. Asi C,(X) es un complejo de cadenas de
G-modulos.

Ahora consideremos a S, (X/G) el conjunto de aplicaciones continuas
o': A" — X/G. Entonces, por el criterio del levantamiento dnico de un
espacio cubriente, tenemos que todo o’: A" — X/G puede ser levantado a
una unica aplicacién o: A™ — X y que cualquier otro levantamiento es una
traslacién go para algin g € G. Como los go son distintos, esto prueba que
Sp(X) 2 GxS,(X/G) como un G-conjunto. La eleccién de un levantamiento
para cada ¢’ nos da una aplicacién S, (X/G) — S,(X), por lo tanto una
base para C),(X) como un Z-médulo. Esto prueba que la aplicacién natural
Cr(X) — Cp(X/G) induce un isomorfismo Cp,(X)a = Cp(X/G). O

TEOREMA 4.8. H,(B(G);Z) = H.(G;Z).
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DEMOSTRACION. Ya que H,(E(G)) = H,(zp) = 0 para toda n > 0
y Ho(E(G)) = Z, entonces la cadena de complejos C,(E(G)) es una G-
resolucién libre de Z. Ademas la aplicacién
f: C.(E(G)) ®ziq) Z — C.(E(Q))q,
dada por f(o ® n) = [no] es un isomorfismo bien definido. Por lo tanto
H.(G,Z) = H.(C.(E(G)) @z Z)
= H.(C.(E(G))a)
= H.(C.(B(G)))
= H.(B(G);Z).

(of
C



CAPITULO III

K-TEORIA ALGEBRAICA CLASICA

Fn este capitulo estudiaremos los funtores Ky, K1, K2, que fueron los
primeros en definirse en K-Teor{a Algebraica.

Aplicaremos los conceptos algebraicos del Capitulo I para construir estos
funtores y también definiremos K para categorias, que es el punto de partida
para definir K,, para categorias que estudiaremos en el siguiente capftulo.

Ademds de usar la terminologia del capitulo I, utilizaremos algunos de
los resultados de Homologia para ver la relacidén de ésta con la K-Teoria
Algebraica clésica.

1. Ko(A)

El primer paso para la definicién de los grupos de K-Teorfa Algebrai-
ca fueron los trabajos de Grothendieck, retomados por matemadticos de la
década de los 60’s (como Serre, Milnor, Whitehead, Quillen, entre muchos
otros), para calcular el grupo de Grothendieck de clases de isomorfismo de
A-mdédulos proyectivos finitamente generados que forman un monoide con
la operacién “x” producto directo de dos A-mddulos.

1.1. Grupo Universal Sea I un monoide abeliano. Entonces existe
un grupo abeliano I* (inico salvo isomorfismo) llamado el grupo universal de
I o grupo de Grothendieck y un homomorfismo de monoides ¢: I — I'* que
tiene la siguiente propiedad universal: dado un homomorfismo de monoides
h: I — G de I a un grupo abeliano arbitrario G hay un tinico homomorfismo
de grupos abelianos k': I* — G tal que el siguiente diagrama conmuta

¢

N

Daremos dos construcciones de I*.

I

I*

1. I* es el grupo abeliano libre con generadores [o] con a € I bajo las
relaciénes [a + §] = [a] + [5]-
i1. Considerar la relacién ~ en I x I dada por

(o, 8) ~ (&, B) <= Fy e I tal que
at+B +y=d+B+1.

61
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Esta es una relacién de equivalencia. Entonces I* = I X I/ ~ y la
operacién es definida por

(@,8) + (o, ) = (a+ 8,0/ + )
con identidad (0,0) e inverso —(a, 8) = (6, @)
BEstos dos grupos cumplen la propiedad universal requerida, en el primer caso

¢ manda el elemento a en su clase [a]. En el segundo caso, ¢(a) = [(«,0)]
donde 0 es el elemento neutro de 1.

EJjeMPLO 1.1. Consideremos los niimeros naturales N junto con la ope-
racién suma “+”. Es claro que (N, +) es un monoide. El grupo universal de
Nes Z.

Debemos tener un poco de cuidado con el grupo universal, ya que pueden
ocurrir cosas que van en contra de la intuicién, veamos el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 1.2. Sea M el conjunto potencia de un conjunto X, tenemos
una operacién en M, la unién “U” que le da estructura de monoide a M.
El grupo universal de este monoide es {0}, es decir, su grupo universal es
trivial. Lo cual muestra que no necesariamente el monoide estd incluido en
su grupo universal.

1.2. El grupo Ky(A)

DEFINICION 1.3. Sea A un anillo con 1 y sea P(A) la categorfa de A-
* médulos izquierdos proyectivos finitamente generados. Las clases de isomor-
fismos de los objetos de esta categorfa forman un monoide con. el producto.
Definimos Kp(A) €omo el grupo de Grothendieck del monoide.

EJEMPLO 1.4. Sea F' un campo, entonces todo F-mddulo finitamente
generado es un espacio vectorial que tiene una base que define su dimensién.
La dimensién es un invariante salvo isomorfismo de espacios vectoriales, por
lo que tenemos un isomorfismo entre el monoide N y el monoide de clases de
isomorfismo de F-espacios vectoriales. Como se observé en el Ejemplo 1.1,
tenemos que el grupo de Grothendieck de N es Z, por lo que Ky(F) = Z.

Nota 1.5. Consideremos el grupo abeliano libre F' cuyos generadores
[P] son las clases de isomorfismos de A-mddulos proyectivos finitamente
generados y R es el subgrupo de F generado por todas las clases [M] —[P] —
[@] una por cada sucesién exacta corta

P>———>M—»Q,

puesto que P y @ son proyectivos, la sucesién se escinde y por lo tanto
M = P x Q. Asi tenemos una correspondencia entre sucesiones exactas
cortas de médulos y la relacion

[Pl +1Q] =[P x Q]
por lo que el grupo F/R es el grupo Grothendieck de la construccién 1.

Esta relacién entre los grupos motiva a una definicién més general para
categorias del grupo de Grothendieck que veremos en la Seccién 2.

R
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Con la multiplicacién entre A-mdédulos proyectivos definida arriba pode-
mos probar que Ky(:) es un funtor entre las categorias An y Grp.

Sea f: A — A’ un homomorfismo de anillos con 1, f induce un homomor-
fismo en Kjy: dado un A’-médulo M podemos definir en M una estructura
de A-médulo como sigue:

AxM—M;, (\z)— f(N)z

o en notacién multiplicativa Az = f(A)z. Asi podemos dar estructura de
A-médulo al anillo A’ y, por lo tanto, podemos tomar el producto tensorial
A @p P de los A-médulos A’ y P,

El producto tensorial A’ @4 P tiene estructura de A’-mdédulo tomando
la siguiente multiplicacién por escalares en A/,

N @) = (M) @ 2.

A cada anillo A le asociamos el grupo Ko(A) y un homomorfismo f: A —
A’ de anillos con 1 induce un homomorfismo de grupos Ko(f): Ko(A) —
Ko(A) definido como Ko(f)([P]) = [N &4 P).
Ahora bien, observemos que si P es proyectivo, entonces A’ @ P es
proyectivo y si
0 P P p" 0
es una sucesién exacta corta, entonces

00— AN @A P —= AN @y P——=AN @y P —0

también es exacta. Por lo tanto el homomorfismo Ko(f): Ko(A) — Ko(A'),
con Ko(f)([P]) = [A' @ P] esta bien definido.

Para probar que Ko(f) es un homomorfismo, primero observemos que
la sucesién

0——>A'®AP~——>A/®A(PXQ)—>A'®AQ——~*>O

es exacta por lo que [AQ P|+[A® Q] =[A® (P x Q)].
Entonces [P], [Q] € Ko(A), tenemos que

i

Ko(f)([P]+[Q) Ko(f)([P x Q)

[A"@a (P x Q)]

= [N @x Pl +[A @4 Q]

= Ko(f)([P]) + Ko(£)([Q))-

Se puede ver que Kjy(-) satisface las propiedades de funtor.

Il

2. Kjy(-) para categorias

En vista de la Nota 1.4, veamos una generalizacién para categorfas del
grupo de Grothendieck, hecha por él mismo y que es uno de los origenes de
la K-Teorfa Algebraica clasica como se menciond en la introduccién de este
documento.
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DEFINICION 2.1. Si C es una categoria exacta pequena definimos F
como el grupo abeliano libre en las calses de isomorfismo [A] con A € C,
el grupo de Grothendieck Ko(C) es F//R, donde R es el subgrupo generado
por las clases [A] — [A/] — [A"] para cada sucesién exacta

Al —— A —— A"
en C.

PROPOSICION 2.2. En Ko(C) tenemos que

L [0]=0
1. Si A es isomorfo a B, entonces [A] = [B]
. [A x B] =[A] +[B]

DEMOSTRACION. Se sigue del hecho de que las siguientes sucesiones son
exactas:
L 0 0 0 0 0,
. 0 0 A B 0,
nm. 0 — A—AxB—>B——=10.

O

Si consideramos dos categorfas exactas pequeiias C y C' y un funtor
exacto entre ellas F': C — C' (ver Definicién 1.52), entonces el funtor
induce un homomorfismo de grupos Ko(F): Ko(C) — Ko(C') dado por
Ko(F)([A]) = [F(A)]. El homomorfismo Ko(F)([A]) = [F(A)] estd bien
definido, ya que el funtor F' manda la sucesién exacta

0 Al A A 0
en la sucesién exacta

0 —— F(A') —> F(A) —> F(A") —>0

y por lo tanto, la clase de A va a dar a la clase de F'(A) bajo el homomorfismo
Ko(F). Es decir Ko(F') estd bien definido.

Ahora bien,

Ko(F)([A] +[B]) = Ko(F)([Ax B])
[FF(A x B)]
= [FA)]+[F(A")]
| — Ko(F)(4) + Ko(F)(0).
Por otra parte,

I. Si lg: C — C es el funtor identidad, entonces
Kg(lc): Ko(C) — KQ(C)

es el homomorfismo identidad en grupos.
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M Si F: ¢ — C y G: C — C” son funtores exactos de las categorias
exactas pequefias C, C' y C”, entonces
Ko(Go F)([A]) = [G(F(A))]
Ko(G)([F(A))

Ko(G)(Ko(F)([A]))
= Ko(G) o Ko(F).

i

i

Asi, Ky(-) satisface las propiedades de funtor de la categoria de las ca-
tegorias exactas pequenas cuyos morfismos son los funtores exactos. Este
funtor generaliza al funtor K(-) para anillos como vimos en la Nota 1.5 o,
alternativamente, tenemos el siguiente teorema.

TEOREMA 2.3. Si A es un anillo y P(A) es la categoria de A-mddulos
proyectivos finitamente generados, entonces Ko(A) puede ser identificado
naturalmente con Ko(P(A)).

DEMOSTRACION. Por definicién Ko(P(A)) es un grupo abeliano con ge-
neradores [P] uno por cada clase de isomorfismos de A-médulos proyectivos
finitamente generados y, como vimos en la Nota 1.5, Ky(A) también. La
operacién en ambos grupos es la misma ya que [P]+[Q] = [P x Q] en Ky(A)
y en Ko(P(A)) (ver Proposicién 2.2).

Sélo falta ver que las relaciones que satisface un grupo las satisface el
otro. Ko(A) es el grupo libre generado por [P] bajo las relaciones [P] = [Q)]
si P = @, las cuales son satisfechas por Kg(P(A)). Puesto que una sucesién
exacta corta

0 P N @ 0

de objetos en P(A) se escinde y por lo tanto N = P x @ (ver Teorema
1.2.36), es decir, Ko(A) satisface las relaciones de Ko(P(A)). O

EJEMPLO 2.4. Sea Vec(F) la categoria de espacios vectoriales de dimen-
sién finita sobre un campo F. Entonces Ky(Vec(F)) = Z.

En efecto, si V es un espacio vectorial de dimensién n sobre un campo F,
entonces V = F™ y por tanto [V]| = n[F] (ver Proposicién 2.2). Asf, [F] ge-
nera el grupo Ko(Vec(F)). Consideremos la aplicacién Dim: Vec(F) — Z,
que asigna a cada espacio vectorial V' su dimensién. Recordemos de Algebra
Lineal que

Dim(V) = Dim(V") + Dim(V")

Para cada sucesién exacta corta

0—>V/ —>V —>y" —>0
de espacios vectoriales. Entonces, hay un isomorfismo Ky(Vec(F')) — Z.

EJEMPLO 2.5. Sea Ab la categoria de grupos abelianos finitamente ge-
nerados, entonces Ko(Ab) = Z
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En efecto, si A es un grupo abeliano finitamente generado, entonces A
es isomorfo a Z" @ Z/d1Z & - -- ® Z/d,Z. Asi en el grupo Ko(Ab) tenemos

[A] =nlz) + > [Z/d:Z).
=1

Consideremos la sucesién exacta

0 747 2/dZ — 0

donde d es la multiplicacién por d, esto implica que [Z] = [Z] +[Z/dZ] por lo
que [Z/dZ] = 0. Asi [A] = n[Z]. Consideremos la aplicacién Rang: Ab — Z
definida como el rango de un grupo abeliano A. Por cada sucesién exacta
corta

0 Al A A" 0
en la categoria Ab, de la Teorfa de Grupos tenemos que Rang(A4) = Rang(A’)+
Rang(A”). Por lo que Rang: Ko(Ab) — Z es un isomorfismo.

3. Ki(A)

Recordemos la terminologia empleada en el Ejemplo 1.1.8 inciso 111, don-
de definimos M,(A) como el anillo de matrices de n x n con elementos en
un anillo conmutativo con 1 y GLy(A) el grupo de unidades de M, (A), es
decir, GLy(A) es el grupo de matrices invertibles de M,(A), lamado grupo
general lineal.

En esta seccién estudiaremos propiedades del grupo general lineal y las
utilizaremos para definir Ky(A).

DEFINICION 3.1. Una matriz ef‘j, i # j es elemental si difiere de la matriz
identidad por un elemento A € A fuera de la diagonal.

Como ef‘j € GLy(A) entonces (ez’-\j)‘1 = e[j)‘ y se comprueba facilmente
que multiplicar por la izquierda o por la derecha por una matriz elemental
corresponde a hacer operaciones elementales por rengldén o por columna a

dicha matriz. También se tiene el siguiente resultado.

PROPOSICION 3.2. Paran > 3,

1 sijAkitl
(8) e eyl = < et sij =il
e sijAki=1

DEFINICION 3.3. Sea E,(A) el subgrupo de GL,(A) generado por todas

las matrices e}, A € A, 1 <14 # j < n, llamado grupo elemental lineal de A.

(7

DEFINICION 3.4. Siidentificamos cada matriz A € GL,(A) con la matriz

A0
(0 1>€GLn+1a
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obtenemos inciusipnes GL1(A) C GLa(A) C - -+, denotamos como GL(A) a
GL(A) = | J GLa(A)
n=1

al que lamaremos grupo general lineal estable o infinito. De igual manera al
restringirnos a E,(A) tenemos inclusiones Fq(A) C Fo(A) C -+ y definimos

E(A) = | Ea(d)
n=1

el cual es llamado grupo elemental estable o infinito de A.
PROPOSICION 3.5. E,(A) es perfecto para n > 3.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 3.2, tenemos que cada matriz ele-
mental puede expresarse como el conmutador de otras dos matrices elemen-
tales para n > 3; entonces [Ey(A), En(A)] = En(A). O

LEMA 3.6. Para toda matriz X € GLy,(A), la matriz
X 0
0 x1!
DEMOSTRACION. Observemos que
X o\ (I X I oN/I xX\[0 —I
0 Xt /) \o I -x-1 I 0 I I 0

y como
I X\ I 0
o1 /)Y \=x17

Pueden reducirse a I, mediante operaciones elementales por renglén, mien-

tras que
0 -7 I -1\ (10
I o /J7\I o oI )"

LEMA 3.7 (Whitehead). E(A) = [GL(A), GL(A)].

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 3.5, [Eq(A),Ex(A)] = E,(A) C
GL(A).

Veamos ahora que [GL(A), GL(A)] € E(A). Para esto, sean A, B €
GL(A); entonces, en GLg,(A) se tiene que

(P57 8) = (2 ) (382 &)

Veamos que el conmutador ABA~1B~! puede expresarse como producto de
matrices elementales de GLo,(A). Basta ver que cada una de las matrices

estd en Eq,(A).

O
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de arriba se puede reducir a Io, (la matriz identidad) mediante operaciones
elementales, pero esto nos lo da el Lema 3.6. Por lo tanto,

[GL(A), GL(A)] € B(A).
0

DEFINICION 3.8. K1(A) = GL(A)g = GL(A)/ E(A), es decir, la abelia-
nizacién de GL(A).

EJEMPLO 3.9. Denotemos por SL,(A) a las matices de GL,(A) que tie-
nen determinante 1.

Sea ' un campo, entonces K1(F) = F* = F — {0}. En efecto, dada
A € GL,(F) entonces una entrada en la primera columna es distinta de
cero, ya que de lo contrario A no podria ser invertible. Asf que a;; # 0. Si
i = 1 seguimos. Si no, tomemos

0 1
e%ie;lle}i = __:1 (1) 0

para permutar a A, es decir, multiplicar a A por e%iei_lle_:}i, podemos suponer
que aj; # 0. Sumando —ailal“ll veces el primer renglén al i-ésimo renglén,
para ¢ # 1 podemos ahora eliminar las otras entradas de la primera columna.
Esto reduce a A a la forma
a1 *
(% &)

con A’ una matriz (n — 1) x (n — 1), y claro Det(A) = a1 Det(A’).
Podemos repetir el mismo procedimiento para A’, cambiando A’ por
operaciones elementales a la forma

a1 * *
0 ag9 *
0o o A

con A” una matriz (n — 2) x (n — 2). Continuando por induccién, podemos
ver que A puede ser remplazada por una matriz triangular superior via
operaciones elementales por renglén.

Ahora podemos suponer que A es una matriz triangular superior. Su-
mando multiplos del dltimo renglén a los otros renglones, podemos eliminar
todas las entradas en la dltima columna excepto an,. Entonces sumando
multiplos del (n — 1)-ésimo renglén, a los otros renglones, eliminamos todas
las entradas de la » — 1 columna excepto ap—1,-1. Continuando por in-
duccién, podemos reducir a A en una matriz diagonal invertible D = (d;;).
Ya que las operaciones elementales por renglén no cambian el determinan-
te, esta matriz diagonal D tiene el mismo determinante que nuestra matriz
original A.
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Finalmente, tenemos que transformar a D en una matriz diagonal con
a lo més un elemento en la diagonal diferente de 1. Usando el Lema 3.6,
tenemos que las matrices de la forma

diag(l,--- ,1,0,,0,_1,1,"- 71)

son elementales. Multiplicando a D por alguna de estas matrices, transfor-
mamos a D en una matriz diagonal con a lo més un elemento en la diagonal,
digamos el elemento a11, diferente de 1. Observemos que podemos transfor-
mar con operaciones elementales por renglén en la matriz identidad. En
otras palabras, SL,,(F) = E,(F).

Por lo tanto, el determinante Det: GL,(F') — F induce un isomorfismo
K 1 (F ) — F*,

Recordemos que un homomorfismo de anillos f: A — A’ define una
aplicacién fi: GL,(A) — GL,(A') (ver Ejemplo 1.1.8). Sea p: GL(A) —
GL(A)/ E(A). Un homomorfismo de anillos f induce un homomorfismo de
grupos K1(f): K1(A) — K1(A') definido como K1(f)(A) = (po fi)(A).

Ya que si (¢}}) € E(A), entonces fu(e) = (V) € E(). Ast, Ki(f)
estd bien definido.

K1(f) es un homomorfismo, en efecto, sean (a}}), (b)) € GL(A) repre-
sentantes de dos clases en Kj(A), entonces

K1(£) () 0 E(A)) = (afM) 6P BW) = Ky () (@) K (F) ()

Ademds, K;(-) satisface las propiedades de un funtor entre las categorfas
An y Grp, es decir,

I. Sila: A — A es el morfismo identidad, entonces
Kl(lA)Z Kl(A) — Kl(A)

es el morfismo identidad en Grp.
i Si f: A — Ay g: NN — A" son homomorfismos de anillos, entonces

Ki(go [) = Ki(g) o K1(f).

Norta 3.10. Como vimos en la Proposicién 1.4.21, H1(G, Z) = G/[G, G,
en este caso, K1(A) = GL /[GL, GL] = H1(GL, Z).

4. Ky(A)

Ahora veremos el funtor K2(A), que fue el primer intento satisfactorio
para generalizar los grupos de K-Teorfa Algebraica. Fué introducido por
Milnor a finales de la década de los 60’s.

DEFINICION 4.1. Sea n > 2, el grupo de Steinberg es el grupo libre con
generadores z7, denotado como Sty(A), con 1 <i#j<ny X€ A sujeto a

51
las relaciones

A A
Lijlis = Tyj
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1 sijAkyi#£l
[z, 24| = x?l“ sij=kyi#l

oM sijAkyi=1

DEFINICION 4.2. Andlogamente a la construccién de E(A) podemos de-

finir St(A) como la unién infinita de los grupos en la sucesién encajada de
St1(A) C Ste(A) C -+, es decir

St(A) = G St (A).
n=1

Hay un epimorfismo canénico

St(A) 22> B(A)

dado por
A A
¢>A(33ij) = €5

DEFINICION 4.3. El grupo K3(A) del anillo A es definido como el ntcleo
de ¢p: St(A) — E(A), es decir, Ko(A) = ker ¢p.

Un homomorfismo de anillos f: A — A’ da lugar a un homomorfismo
de grupos fi: St(A) — St(A’), definido en los generadores como f*(mf‘J) =

a:z’;.(’\). A la vez f, define un homomorfismo Ks(f): Ko(A) — Ky(A'): el

)

homomorfismo f*(:cf‘]) = z;;” es compatible con el siguiente diagrama

0 ——> ker pa St(A) —A > B(A) —— 0

| E

0 — ker dpr —— St(A) Ao B(N) —> 0

es decir, el diagrama conmuta. Ahora bien, sea y € ker ¢, entonces por
la exactitud del primer renglén y la conmutatividad del diagrama tenemos

que da(fu(y)) = f'(¢a(y)) = 0, por lo que fu(y) € kerdys. Definimos
Ko(f): Ka(A) — Ka(A'), como Ko(f)(y) = f«(y) construido como arriba.
Ko(f) es homomorfismo de grupos bien definido.

Es fécil probar que Ks(-) tiene las propiedades de un funtor, es decir,
podemos verificar que:

I. Si1p: A — A es el morfismo identidad, entonces
Ka(1a): Ka(A) — Ka(A)

es el morfismo identidad en Grp.
i. Si f: A— N yg: AN — A” son homomorfismos de anillos,Kz(g o f) =
Ka(g) o Ka(f)-

LEMA 4.4. Sea Z(E(A)) el centro de E(A), entonces Z(E(A)) =1 .
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DEMOSTRACION. Sea A en el centro de E(A) y n suficientemente grande
para que A € E,(A), as en Eg,(A) tenemos que

A AN (AoN(TI T\ (T IN{AO\ [AI
0 I J \0 I 0I) \01I 0 I/ \\o0 I

y por lo tanto A =1y Z(E(A)) = 1. O
PROPOSICION 4.5. ker ¢pp = Z(St(A))

Para su demostracién ver [20, Prop. 5|.

COROLARIO 4.6. El grupo de Steinberg St(A) completa una extensidn
central de E(A).

DEMOSTRACION. De la definicién de St(A) se tiene que es perfecto. Por
la proposicién anterior ker oo = Z(St(A)). Por lo que tenemos la siguiente
extensién central

a

El siguiente Teorema nos muestra que la anterior es la extensién central
universal de E(A)

TEOREMA 4.7. Sea p: G — E(A) una extensién central. Entonces existe
un homomorfismo : St(A) — G tal que el siguiente diagrama conmuta

0 —> K3(A) — St(A) ——=E(A) 0
0——>kerp a—2~ E(A) 0

Para su demostracién ver [15, Tma. V.3.4].
COROLARIO 4.8. Ko(A) = Hy(E(A),Z).

DEMOSTRACION. La demostracién se sigue del teorema anterior y los
resultados de la Subseccién 1.4.4. a

En el caso de un campo F' se puede expresar a Ko(F') en términos de
generadores y relaciones.

TEOREMA 4.9 (Matsumoto). Si F' es un campo, entonces Ko(F) es el
grupo abeliano libre en generadores {x,y}, x,y € F*, sujeto a las siguientes
relaciones

L {xlw%y} = {33173/}{372’3/}7
II. {xaylyQ} = {x’yl}{mayZ} para z,Yy,Z1,%2,Y1,Y2 € F~
ii. {z,1 —x} =1 para toda z # 0, 1.

Para su demostracén ver [21, Tma. 4.3.15]



CAPITULO 1V

K-TEORIA ALGEBRAICA SUPERIOR

En este capitulo daremos la generalizacién de los funtores Ky, K1 y Ko
que vimos en el capitulo anterior. Dicha generalizaciéon fue introducida por
Quillen y lo hizo acreedor a la medalla Fields.

Quillen retomé los trabajos sobre los funtores de la K-Teoria Algebraica
clasica y, a partir de ellos, probé importantes resultados que le permitieron
la generalizacion pero, no conforme, logré también generalizar al funtor K
para categorias, introduciendo con ello la K-Teoria Algebraica en varias
categorias, es decir, en varias ramas de la matematica entre que las destacan
la Teoria de Nimeros, Teoria de Anillos y M6dulos (nuestro caso), Geometria
Algebraica, Algebra v Topologia Algebraica.

1. Construccién “+” de Quillen

Empezaremos este capitulo con la construccion “+”: a partir de un com-
plejo CW X construye otro compejo CW denotado por X+ que sélo difiere
de X en su grupo fundamental pero no cambia su homologia.

Para este propédsito emplearemos los conceptos y resultados del Capitu-
lo II, tales como el teorema de Hurewicz, el funtor homotopia, el funtor
homologia y el espacio clasificante de un grupo.

Ademads usaremos los resultados de los Capitulos I y III referentes a la
homologia y su relacién con los funtores de la K-Teoria Algebraica clasica
para probar que en realidad K, (-) es la generalizacién de la K-Teor{a Alge-
braica clésica.

TEOREMA 1.1 (Quillen). Sea X un complejo CW arco conexo con punto
base xo y N un subgrupo normal perfecto de w1 (X, xo). Entonces existe un
complejo CW X que se obtiene adjuntando sélo 2-celdas y 3-celdas a X y
una funcién continua ix: (X,z0) — (X1,27) tal que:

1. Eziste una sucesion ezracta
ix,

0——=N—m(X,z0) —>m (X, 2") —=0,
1. para algin sistema local de coeficientes L en X,
ix.: Ho(X,ix, (L)) — Ho(X", L)
es un isomorfismo para n > 0,

73
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DEMOSTRACION. Construyamos X agregando 2-celdas y 3-celdas a X
en los siguientes pasos:

Paso 1

Paso 2

Paso 3

9)

Primero consideremos una clase [y,] € 71 (X, z¢), para « corriendo
en un conjunto de indices A, tal que [y,] sea un generador de N
como un subgrupo normal. Para cada o € A, consideremos el lazo
7o representante de [7y,], y adjuntemos una 2-celda a, a X usando v,
en la frontera. Sea X el espacio resultante. Entonces por el teorema
de Seifert-van Kampen, m1 (X7, z0) es el cociente m1 (X, zg)/N.

Al agregar las celdas de dimensién 2, hemos aniquilado a N como
queriamos, pero también hemos modificado la homologia de X, en
los siguientes pasos compensaremos esta situaciéon agregando celdas
de dimension 3, las cuales ya no afectaran al grupo fundamental.
Sea p: X; — X el cubriente universal, y sea X — X el cubriente
inducido que tenemos del producto fibrado:

X—X 1

L

X —X
Entonces X; es obtenido de X por adjuntar 2-celdas; ya que X; es
conexo, también lo es X. Entonces X — X es el espacio cubriente
correspondiente al subgrupo N C 71(X,zp) y es normal con grupo
de transformaciones 71 (X, z9)/N. El grupo m (X, o) actia transiti-
vamente en las 2-celdas de 7! (a,) con grupo de isotropia N por lo
que Hy(X, X;Z) es un Z[m1 (X, zo)/N]-médulo libre en generadores
[ao) donde G, es una 2-celda en 71 (ag).

Tenemos el siguiente diagrama, donde las funciones verticales son las
aplicaciones de Hurewicz (Definicién I1.3.10):

(X) ma(X1) mo(X1, X) m(X
| | | |
X,

Hy(X,Z) —= Hy(X1,2) 5 Hy(X1,X,2) —= H\(X,Z).

2

)

Tenemos que H; (X, 7)) =m (X)ab = Ny = 0 ya que N es perfecto.
Ademas, como 7(X;) = 0 entonces mo(X;) = Ho(X;,7Z) por el
Teorema de Hurewicz 3.11. Ya que j es sobre, entonces podemos
encontrar funciones f,: S — X tal que la clase de homotopia [f,] €
mo(X1) se aplica a [d,] € Hy(X, X, Z) bajo la composicién

- j - .
7T2(X1) D HQ(Xl,Z) D HQ(Xl,X,Z)
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Sea fo:S? — X; la composicién p o fo y sea Xt el espacio
obtenido por adjuntar 3-celdas b, a X; usando f, a lo largo de la
frontera de b,, para cada « € A.

Por construccién, (X', X7) es un complejo CW relativo con sélo
3-celdas, asi que m1(X1,70) = m(XT,20) = m(X,20)/N lo que
prueba (1) del teorema.

Dado que H, (X, X) se concentra en dimensién 2 y 3, entonces
por la sucesién exacta de la homologia de la pareja (ver Proposicién
2.7), tenemos que H,(X*1) = H,(X) para n # 1,2,3. Entonces,
basta probar que Hy(X 1, X) = H3(X™,X) = 0 para tener el iso-
morfismo en los casos n = 1,2, 3.

Para probar que en efecto Ho(X 1, X) = H3(X™, X) = 0 obser-
vemos que dado L un mdédulo sobre Z(71 (X, z)/N) visto como un
sistema local de coeficientes. Entonces H,, (X1, X; L) esta concentra-
do en dimensién 2 por lo que es @ e 4 Llaa] y Ho(XT, X1;L) en
dimensién 3 y en este caso es @, 4 L[ba]. Ademds, por construc-
cién d[by| = [as] por lo que H3(X ™+, X1) = Ho(X;, X) en la sucesién
exacta de homologia de la tripleta (X, X7, X)

0= H3(Xy, X) —= Hy(X+, X) —— Hy(X*, X;) —

Hy(X1, X) — > Ho(X+, X) — Ho(X+,X;) =0,

por exactitud los morfismos &k y [ son los homomorfismos cero y por
lo tanto Ho(X ™, X) = H3(X ™, X) =0 como se querfa.

O

Dado un espacio topolégico X, hemos construido otro X a partir del
primero con la misma homologia y diferente homotopia, diremos que X es
la construccion “+” de X.

TEOREMA 1.2. El espacio topélogico X de la construccién del Teorema
1.1, es tunico en el sentido de que dado Y+ otro complejo CW que contie-
ne a X como subcomplejo y satisface las mismas condiciones, existe una
equivalencia homotépica X+ — Y la cual se restringe a la identidad en X .

DEMOSTRACION. Supongamos que tenemos (X1, X) y (Y1, X) parejas
CW que satisfacen las propiedades 1 y 11 del Teorema 1.1. Sea i: X — YT
la inclusién. Extenderemos 7 a las 2-celdas y a las 3-celdas que adjuntamos
a X para construir X', y probaremos que podemos hacer esto para obte-
ner una equivalencia homotépica h: X — YT que sea la identidad en X.
Primero necesitamos extender i a una aplicacién g: X; — Y. Ya que X;
fue obtenido de X adjuntando 2-celdas usando las aplicaciénes de adjuncién
gi: 81 — X, i puede ser extendida a la aplicacién g: X; — Y puesto que
cada 7 o g; es nulhomotdpica. Notemos que g induce un isomorfismo en el
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grupo fundamental y que hay una aplicacién inducida ¢: )?1 — YT de cu-
brientes universales. Ya que X fue obtenido de X por adjuntar celdas de
dimensién 3, usando las aplicaciones de adjuncién h;: S? — X, g puede ser
extendida a una aplicacién h: XT — Y si cada g o h; es nulhomotépica.
Para ver esto primero notemos que

m(Y ) 2 my(Y) & Hy(Y 5 Z) = Hy (Y Z).
Por lo que goh; son nulhomotépicas si corresponden a clases triviales en
la homologfa Hy(Y;Z). Pero la imagen de h; en homologfa es la clase [¢?] de

las 2-celdas adjuntadas a Y™ por construccién, las cuales son las fronteras

8[6?], asi g o h; es nulhomotépica por lo que podemos extender a g a una

aplicacién h: Xt — YT,

Para probar que h es una equivalencia homotdpica, por el Teorema de
Whitehead 11.3.9, basta probar que h induce isomorfismos hy: m,(XT) —
Tn(YT). Sea h: X X+ — Y+ la aplicacién que extiende a g inducida en es-
pacios cubrientes universales y sean px: X Xt - X vy py: Y+ = Y las
aplicaciones cubrientes respectivamente, como h, es un isomorfismo en el
grupo fundamental, es suﬁc1ente probar que h es equivalencia homotodpica
puesto que h, = py, o h o pX en m, va que px, y Py, inducen isomor-
fismo para n > 2. Para ello consideremos Z el cilindro de la aplicacion h,
por la sucesién exacta en homotopia (Teorema 3.15), es suficiente probar
que la pareja (Z,F ) es m-conexa para toda n. Por el Teorema de Hure-
wicz 3.11, el que (Z, X+ ) sea n-conexo para toda n es equivalente a decir que
Hn(Z,E(\:L ;Z) = 0 para toda n. Esto ultimo esta garantizado por el hecho
de que H,(Z;Z) = Hn(ﬁ, 7) = Hn()/(:IZ) para toda n y de la sucesion
exacta

H,(Z, X+ Z) —

H,(X+;7) H,(Z;2)

anl(%§z) — H,1(Z;2).
|

PROPOSICION 1.3. La construccion “+” es funtorial, es decir, (-)* es
un funtor de la categoria Top, en si misma.

DEMOSTRACION. Sean X y Y dos complejos CW cuyos grupos funda-
mentales tienen a Nx y Ny como subgrupos perfectos y f: X — Y una
aplicacion continua entre ellos. Entonces podemos asociar a cada complejo
CW su costruccién “+” X* y YT respectivamente respectivamente. Si con-
sideramos que 71 (f)(Nx) C Ny entonces f induce una aplicacién continua
fT: Xt —= YT como sigue:

Sea iy es la inclusién de Y en Y. Necesitamos probar que iy o f se
extiende sobre las 2-celdas y las 3-celdas que adjuntamos a X para obtener
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a X . Primero notemos que iy o f induce la composicién
T (X) —=m(Y) — m (X)/Ny

en grupos fundamentales. Ya que 71 (f)(Nx) C Ny, el subgrupo Nx esta en
el nicleo de esta aplicacién, lo cual significa que para cada 2-celda 6? adjunta
a X con aplicacién de adjuncién g, la composicién iy o f og es nulhomotépica.
Entonces podemos extender iy o f sobre las dos celdas de X para obtener
una aplicacién

fl
XU, e ——=y+.

Ahora necesitamos extender f’ a las 3-celdas de X . La condicién para
poder hacer esto es que cada f’ o h; sea nulhomotépica, donde h; son las
aplicaciones de adjuncién de e3. Y como antes, usaremos el hecho de que
mo(Y1) = Hy(Y;Z), donde Y es el cubriente de Y con grupo fundamental
Ny y grupo de trasformaciones cubrientes m1(Y)/Ny. Ya que cada h; es
frontera en homologia, también lo son f’ o h;, y entonces podemos extender
sobre las 3-celdas para obtener nuestra aplicacién deseada fT: X+ — Y.

Por tltimo necesitamos probar que fT estd bien definida salvo homo-
topia. Supongamos que tenemos f, f1+ : Xt — YT aplicaciones que extien-
den a f. Para construir una homotopia entre ellas, sea p1: X x [0,1] — X la
proyeccién en el primer factor y usaremos a f, f1+ y iy o f opy para definir

(X % {0}) Usx oy (X x 0,1]) Uxqy (X x {1}) = Y

Podemos extender esta aplicacién a X x [0, 1] para obtener una homo-
topfa de f* a f;7, pues solo necesitamos extender sobre €? x [0, 1] y €2 x [0, 1],
lo que podemos hacer extendiendo como antes. O

DEFINICION 1.4. Definimos los grupos de K-Teoria Algebraica de A como

NoTA 1.5. Observemos que si en el Teorema 1.1 consideramos a X =
B GL(A) y aplicamos la construccién “+” sobre N = E(A) subgrupo perfec-
to de GL(A) entonces tenemos que 71 (B GL(A)1) = GL(A)/ E(A) =: Ky (A).

Sea GG un grupo y sea N un subgrupo normal perfecto de G. El espa-
cio B(N) es un cubriente normal de B(G) con grupo de transformaciones
cubrientes G/N. En efecto, la afirmacién se sigue del hecho de que el sub-
grupo N actia en E(G) de manera libre y propiamente discontinua, proce-
diendo como en la Proposicién I1.4.5 tenemos que B(N) es E(G) /N. Ahora
bien, como vimos en la demostraciéon del Teorema 1.2, se puede levantar
al cubriente normal B(G) — B(N) adjuntando 2-celdas y 3-celdas a B(V)
anulando al grupo normal perfecto y preservando la homologia para obte-
ner B(N)t — B(G), el cual resulta ser un cubriente normal con grupo de
trasformaciones G/N.

PROPOSICION 1.6. El grupo Ko(A) dado por la construccién “+”es iso-
morfo al grupo Ko(A) de la K-Teoria Algebraica cldsica.
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DEMOSTRACION. Por lo observado arriba, BE(A)' es el espacio cu-
briente universal de B GL(A), entonces por el Corolario 11.3.16,

(B GL(A)T) = m(BE(A)™).

Por otra parte, el espacio BE(A)T es simplemente conexo y aplicando el
Teorema de Hurewicz 11.3.11 tenemos que

m(BE(A)T) = Hy(BE(A)T;Z) =2 Hy(BE(A)).
Miés atin, por el Teorema I1.4.8 y el Teorema 1.1 tenemos que
Hy(BE(A); Z) = Ha(E(A); Z)
y por el Corolario 111.4.8, Hao(E(A); Z) = Ka(A). O

1.1. El grupo K3(A) En esta subseccién probaremos que K3(A) =
Hs3(St(A),Z). Este resultado ha sido el intento mas exitoso por definir K-
Teoria Algebraica de manera algebraica. Desde su aparicién y ain después
de la generalizacién hecha por Quillen, los algebristas, y en general muchos
matematicos, no han estado conformes y siguen intentando definir K, (A)
con solo Algebra.

TEOREMA 1.7. K3(A) = H3(St(A);Z)

DEMOSTRACION. Consideremos la extension central universal de E(A)

0 — ker p —— St(A) E(A) 0

como los grupos St(A) y E(A) son perfectos obtenemos una fibracién (ver
[10, Tma. I11.2.17)):

B(ker ) —> B(St(A))* — B(E(A)*
Consideremos la sucesién exacta de homotopia

- —— m3(B(ker ¢)) — m3(B(St(A))") — 7m3(B(E(A))7)

mo(B(ker ¢))

Como B(ker ¢) es un K (ker ¢, 1), entonces m3(B(ker ¢)) = ma(B(ker ¢)) =
0, por lo que obtenemos un isomorfismo
m3(B(St(A))") = m3(B(E(A))T)

Por otro lado, sabemos que H;(St(A;Z)) = Ha(St(A;Z)) = 0, ya que
St(A) es perfecto y toda extencién central de St(A) se escinde (ver Teore-
ma 1.4.28). Si aplicamos el Teorema II.1.1 y el Teorema de Hurewicz 3.11,
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obtenemos isomorfismos

K3(A)

Il
3
w

1%

1
=]
/_\go_\/_\
AE/—\
=
=
=

1%

12

2. Construcciéon “Q” de Quillen

Ahora veamos la construccién “Q”: Consideremos una categoria exacta
C, nuevamente Quillen construyé otra categoria a partir de ella, luego le
asocié a la nueva categoria un espacio topolégico X llamado el espacio cla-
sificante de una categoria (una generalizacién del espacio clasificante de un
grupo, ver Ejemplo 2.1). Quillen observé que Ky(C) = 71 (X) donde Ky(+)
se toma como en la Definicién 2.1, luego Quillen definié los funtores K, (+)
de K-Teorfa Algebraica superior de una categoria como K, (C) = m,41(X).
Quillen probé también que si consideramos a C como la categoria de A-
moédulos finitamente generados P(A), entonces K, (A) y K, (P(A)) son iso-
morfos.

2.1. El espacio clasificante de una categoria Sea C una categoria
pequena. El nervio de C es el conjunto simplicial N C: A°? — Conj definido
como sigue: un n-simplejo N C(n) es una sucesién

A fi A f2 Ay fs  fn A,

con A; € Cy con f; en los morfismos de C. Dada una aplicacién f: m — n
en A, la correspondiente aplicacién N C(n) — N C(m) manda el n-simplejo
anterior en el m-simplejo

g3 gm

By By,

donde Bj = Ay(jy, y Bj — Bji1 es la composicion Ay — Apgyr) v si
f(@) = f(G+1), Agj) — Agj+1) es la identidad. En particular la i-ésima
cara es el (n — 1)-simplejo

fiv10f;

(10)  Ag— Ay —> - —— A A 4,

y la i-ésima degeneracién es el (n + 1)-simplejo

(11)

A A, fi

fi
Ay ——> A= Ay — - — 4,
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El espacio clasificante de una categoria C es definido como la realizacién
geométrica de N C y es denotada por BC, es decir,

BC =|NC]|.

El nervio es un funtor de la categoria de categorias pequenas a la ca-
tegoria de conjuntos simpliciales: sean C y D dos categorias pequenas y
F: C — D un funtor entre ellas. A cada categoria le podemos asociar su
nervio y el funtor F': C — D da lugar a una transformacién natural vista
en el diagrama siguiente

N C(n) —*> ND(n)
lND(f)
ND(m).

tm

n
lf NC(f)
m NC

Los morfismos ¢,, estdn dados por mandar el n-simplejo

fi fo f3 fn

Ao Ay Ao Ap,
en el n-simplejo
F(4o) F(f1) F(A1) F(f2) F(AQ)F(fS) F(fn)F(An) ‘

De esta manera el espacio clasificante de una categoria B(-) también tiene las
propiedades de un funtor ya que es la realizacién geométrica de un conjunto
simplicial (Ver la Nota 1.1.60).

EJEMPLO 2.1. Sea G un grupo. Si consideramos a C como la categoria
de un sélo objeto * y el conjunto de morfismos C(x,*) = G, entonces B C
tiene una O-celda, una l-celda para cada g € G y una n-celda por cada
n-ada de elementos en GG. Esta construccién corresponde a la construccién
de la Nota I.1.61 ya que, en particular las caras y las degeneraciénes de los
diagramas (10) y (11), son las mismas que las caras y degeneraciones en
dicha nota.

EJEMPLO 2.2. Sea C una categoria pequena, podemos definir la Homo-
logia de la Categoria C componiendo algunos funtores: Primero, Ly N C(+)
es un A-médulo simplicial (ver Nota 1.2.30), que son funtores de la cate-
gorfa SMod(A) y procediendo como en la Nota 1.3.12 podemos obtener la
Homologia de la Categoria C. La Homologia de Grupos es un ejemplo de
esto.

2.2. Construccion “Q” Ahora recordemos que una categoria C es
exacta si estd encajada como tal (aditiva) en una subcategoria plena de una
categoria Abeliana A, tal que si

M'>— M ——= M
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es una sucesién exacta en A con M', M" € C, entonces M es isomorfo a un
objeto en C. Decimos que una sucesién es exacta en C si es una sucesion
exacta en A con términos dados en C.

Un funtor exacto F': C — D entre dos categorias exactas C, D es un
funtor aditivo tal que si M’'>——= M — M" es exacto en C entonces

F(M')—= F(M) —s= F(M")

es exacto en D.

Si C es una categoria exacta, formamos una nueva categoria QC definida
como sigue: QC tiene los mismos objetos que C, pero un morfismo X — Y
es dado por una clase de isomorfismos de diagramas

donde ¢ es un monomorfismo admisible y ¢ un epimorfismo admisible en C,
por definicién, esto significa que hay sucesiones exactas

i

0 A Y Y’ 0

0 X' A X 0.

Otro diagrama

da el mismo morfismo (en tal caso diremos que los diagramas son isomorfos)
si existe un isomorfismo Z — Z’ que hace conmutar el diagrama

Z

RN
N

Z/
La composicién de las flechas en QC se define como sigue: dados

Y <~—V>->=T

)
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forman el diagrama (en la categoria A)

!
|

Y

|

I Xy Vo0——sV>>—->T
Ya que C es cerrada bajo extensiones, y por el Teorema 1.1.36,

ZXyV—>>X
Z Xy V>——>=T

son epi y mono admisibles respectivamente. Asi el diagrama
X=—/7XxXyV>——=T
define una flecha en QC de X a T'. Observemos que la clase de isomorfismo de

este diagrama depende sélo de la clase de isomorfismos de X <— Z7>——=Y

y Y =<— V> T, asi tenemos una regla de composicién para morfismos
bien definida, la cual es asociativa. De esta manera, si C es una categoria
pequena, entonces QC estd bien definida, y es una categoria pequena. Sea
0 € QC el objeto cero. Tenemos que {0} es un 0-simplejo de BQC. El
primer resultado de Quillen en este contexto es:

TEOREMA 2.3. Hay un isomorfismo natural
¥ Ko(C) —=m(BQC, {0}.)

DEMOSTRACION. El isomorfismo 1) es dado por ¢)[M] = [rj], donde 7,
es cierto lazo basado en 0. Veamos como es r);.

Siempre se tiene un monomorfismo candénico admisible iyr: 0> M
y un epimorfismo qy;: M —= (0 asociado a cada objeto M € C. Ademds,
dado un monomorfismo i: M;>—= M, , hay una flecha i,: My — M> en

QC, correspondiente a el diagrama M < My —t My . Similarmente,

dado un epimorfismo admisible g: M; —> M, , hay una flecha ¢': My —

M7 en QC, correspondiente al diagrama Moy <L My ~1. My . De esta

manera podemos construir iy, qk/[: 0— M.

Las dos flechas 0 — M in QC dadas por iy y q!M dan dos caminos {0} —
{M} en BQC, denotados por (inn1) y (¢4)- Sea rar = (ian) * (¢h,) " donde
la multiplicacién * y los inversos son las operaciones usuales de caminos;
entonces 7 es el lazo orientado obtenido de seguir primero a (iysn) y luego
(¢);) en sentido contrario.

Para ver que [M] +— [rys] define un homomorfismo Ky(C) — 71 (BQC, {0}),
tenemos que demostrar que si
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(12) M/>L>M—q»M”

es una sucesién exacta corta en C, entonces [ras] = [rar]-[rar] en 71 (BQC, {0})
donde - denota la operacién en 7 y que 71 (BQC, {0}) es abeliano.
De las sucesiones exactas

M’H M/ X M/l s M/l

M == M’ x M" — M’
Se observa que [rar]lrae] = [rorsrny] = [rur]lrae], es decir, las clases
[rarr], [rare] conmutan. Ademds, si tenemos que N’ y N” son isomorfos,
entonces tenemos la siguiente sucesién exacta

0 0 N’ N" 0
Por lo que [ry/] = [rn~], entonces, el homomorfismo ¢: Ky(C) — m1(BQC, {0})

estaria bien definido.
Notemos que de la forma de la sucesién (12) y del hecho de que iy =

. . . . . | | |
ioin, gu = qur o qen G, dan iy = 4 oiyny gy = qym o q en QC,
tenemos un diagrama donde los tridngulos sombreados conmutan:

] q
M —M~<—M"

Los tridngulos sombreados dan un 2-simplejo en BQC. En el diagrama,
tenemos dos flechas mas 0 — M en QC, éstas son i o q!M, y q' o iy
Afirmamos que 4 o q!M, = ¢' o ippm. Por definicién de la composicién i, o q}w
corresponde al diagrama

5vd

en C representa una flecha u: 0 — M en QC. Por otra parte, la ley de
composicion nos da el diagrama

Pero, como jpf/>——= M ——= M" es exacta, tenemos que
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es decir, hay un isomorfismo 0 Xz M =, M’ tal que

OXMNM

an

M’

. | | . .
conmuta. Entonces v = i1 0 ¢y, y ¢ o iprn son representados por diagramas
isomorfos , y dan flechas iguales en QC. Entonces en el diagrama anterior con
dos tridngulos sombreados, podemos insertar una tercera flecha u: 0 — M

e insertar dos tridngulos sombreados (que corresponden a 2-simplejos en
BQC), de el diagrama

, ] q¢
M ——M~<—M"

! w y
Qo (Ve
0

Esto da una estructura de CW complejo, el cual es homeomorfo a una
esfera menos tres discos, en el cual se observa que el lazo rp; - rpv es ho-
motopico al lazo 7y, es decir [rap][rasm] = [ra].

O
Esto motivé a Quillen la generalizacion del funtor Ky para categorias.
DEFINICION 2.4. K;(C) = m;11(BQC,{0}),i > 0..

Quillen también probd que sus dos definiciones son equivalentes, es decir
tenemos el siguiente

TEOREMA 2.5. K, (P(A)) = K, (A)
Para los detalles de la demostracién ver [21, Tma. 5.3.20] y [23, Tma. 7.7].



CAPITULO V

ELEMENTOS DE TORSION EN Kj;

Como la definicién de los grupos de K-Teoria Algebraica es muy abs-
tracta, se han buscado maneras mas concretas para representar elementos
en dichos grupos. Por ejemplo Jones y Westbury construyeron elementos en
K-Teoria Algebraica usando esferas homoldgicas dotadas de una representa-
cién de su grupo fundamental en GL(A) como veremos en este capitulo.

1. Esferas homolégicas y elementos en K,,(A)

DEFINICION 1.1. Una k-esfera homoldgica X, es una k variedad que tiene
la misma homologia que una k-esfera, es decir:

7 sii—0k
Hi(E):{ sit =0,

0 en otro caso.

DEFINICION 1.2. Sea G un grupo, una representacion de G en GL,(A)
es un homomorfismo de grupos a: G — GL,(A).

Sea ¥ una k-esfera homoldgica; ya que
0= Hy (%) = m(X)/[m(X), 7 (Z)],
entonces 71 (X) = [m1(X), m1(2)], es decir, 71 (X) es perfecto.
Dada una representaciéon a: m1(X) — GLj(A), sea f: ¥ — BGL,(A) la
aplicacién que induce a « (ver Proposicién 11.4.6). Si componemos esta apli-

cacién con la inclusién B GL,(A) — B GL(A) y aplicando la construccién
“+” de Quillen obtenemos

sF w2t - BGL(A)T,

donde “-” denota equivalencia homotépica. Lo anterior es porque la cons-
truccién “+4” es funtorial (ver Proposicién IV.1.3). De esta manera, la clase
de homotopia de esta aplicaciéon ¥t — BGL(A)" nos da elementos en
K,,(A) que denotaremos como

[E,a] S Kk(A) = 7Tk(B GL(A)Jr)

El objetivo de este capitulo es dar explicitamente elementos de torsién
de K3(C) y K3(R), para ello consideremos un tipo especial de 3-esferas ho-
molégicas, las 3-esferas homoldgicas de Brieskorn.

Las 3-esferas homoldgicas de Brieskorn son un caso particular de las
3-esferas homoldgicas de Seifert denotadas como (ay,- - ,ay). El grupo

85
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fundamental de las 3-esferas homoldgicas de Seifert, tiene una presentacion
de la forma

7TI(E(ala e ,am)) =
(hyx1, - [z h] = 1,28 = R0 g0 = p70m gy g, = BT00)
Las b; satisfacen la siguiente relaciéon
b b
1

DEFINICION 1.3. Una 8-esfera homoldgica de Brieskorn que denotare-
mos con X(p,q,r), es el conjunto

Y(p,q,7) = {(21, 22, 23) |2} + 28 4+ 25 =0} NS®  C3.

PROPOSICION 1.4. El grupo fundamental 71 (X(p, q, 1)) tiene una presen-

tacion de la forma
(h,x1, a2, 23|[Ti, W] = 1,2} = hibl,:cg = hibQ,xg = h5 pimoxs = hib()),
donde
—pqrbo + grby + prba + pgbsz = 1.

Para mas informacion al respecto de las variedades de Saifert y en par-
ticular de las 3-esferas homoldgicas y su grupo fundamental ver [19].

Para nuestro propésito enunciaremos las propiedades de una aplicacién

llamada el regulador definido independientemente por Beilison [4] y Karoubi
[12].

PROPOSICION 1.5. Eziste un homomorfismo
c: K2n+1((C) - C/Z,

que tiene las siguientes propiedades:

1. es un isomorfismo en K;(C) = C* — C/Z,
1. el homomorfismo e da un isomorfismo del subgrupo de torsion de Koy 1(C)

con Q/Z,

II. se anula en productos.

Para su definicién y demostracién ver [11] o [12].

2. Elementos de torsién en K3(C)

Se conocen varios resultados de grupos de K-Teoria Algebraica para
campos, en particular tenemos el siguiente teorema.

TEOREMA 2.1. Sean V y W espacios vectoriales sobre Q. Entonces te-
nemos que

2
=
1%

Q/zZeV,
Q/Z & W.

2
a
12
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Para su demostracién ver [24].

Sea a: m(X(ay -+ ,am)) — GL,(C) una representacion, ya que el gru-
po m1(X(a1 -+ ,anm)) es perfecto, toda representacién compleja debe tener
su imagen en SL,(C). Nos restringiremos a representaciones en las que el
elemento h actia como un multiplo escalar de la identidad.

Asumiendo que a(h) = ApI donde A, es un escalar, entonces, ya que
a(h) € SL,,(C), se sigue que

Ap =
es una n-ésima raiz de la unidad. Usaremos la notaciéon (4 = e para

la d-ésima raiz primitiva estdndar de la unidad. Ahora considerando las
matrices

2mi/d

a(zj), j=1,---,m.
En vista de las relaciones x?j =h7% en m(X(a1--- ,am)), se sigue que los
autovalores \1(j),- -, An(j) de a(x;) deben satisfacer la ecuacion

Ae(f)% = A7
Hay a; raices de esta ecuacién y definimos s (j) como
Ae(G) = gg;(j)*bﬂh
DEFINICION 2.2. Nos referiremos a los nimeros
sp(d), 1<j<m, 1<k<n
como el tipo de la representacion .
Con lo expuesto arriba, Jones y Westbury probaron el siguiente teorema.

TEOREMA 2.3. Sea a: m1(X(ay, - ,am)) — SLy(C) una representacion
del grupo fundamental de una esfera homoldgica de Seifert Y(aq, -« ,am)
en el cual el elemento del centro h actia como un mailtiplo escalar de la
identidad. Sea

sp(7), 1<j<m, 1<k<n,
el tipo de la representacion «; entonces la parte real de e[(X(aq,- - ,am), ]
estd dada por
2

2nRe(e[(X(a1, - ,am),a]) = _Z a2
j=1k=11=1 J

3

E": a(sk(j)2 — s1(4))?

donde a = aqy - -+ Q.

Para su demostracién ver [11, Tma. CJ.

Para nuestro caso la parte imaginaria de €[> (a1, -, ay), ] es cero.

Para el caso n = 2 y 3-esferas de Brieskorn, tenemos el siguiente andli-
sis: consideremos una representacién «: 71 (X(p,q,7r)) — SL2(C); ya que
m1(2(p,q,7)) es perfecto, una representacién de este tipo es irreducible y,
mas aun, el elemento h actiia como un multiplo escalar de I, la matriz iden-
tidad de 2 x 2. Entonces a(h) = (—I)/ y, en vista de la presentacién de la
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Proposicién 1.4 de m1(3(p,q,r)), la representacién « es dada por las ma-
trices A = a(x1), B = a(xz) y C = a(zs) en SLy(C) que satisfacen las
ecuaciones

AP = (1) B? = (-I)/,C" = (-1), ABC = (—1'%).

Entonces los respectivos autovalores de las matrices A, B y C estan
dados por

e G 0 <k <p,
(grCag 0<1<q,
Cory Gy O<m <,

tal que Kk =1 = m = f mod 2. Si alguna de las matrices A, B o C es
+7 entonces la representacién es trivial (ver [11, Lema. 6.1]), pero como el
grupo fundamental es perfecto, tenemos el siguiente resultado:

TEOREMA 2.4 (Jones y Wetsbury). La funcion a — (k,l, m) define una
correspondencia uno a uno entre clases de conjugacion de representaciones
no triviales de w1 (X(p,q,7)) en SLa(C) y tripletas (k,l,m) con 0 < k < p,
O0<li<qg,0<m<ryk=I0=m mod 2.

Para su demostracién ver [11, Tma. 6.2].

Con esta caracterizacién de las representaciones no triviales del grupo
m1(2(p,q,7)) en SLy(C) y las propiedades del regulador de la Proposicién
1.5, Jones y Westbury en [11] probaron que,

LEMA 2.5 (Jones y Wetsbury). Para una 3-esfera homoldgica de Bries-
korn X(p,q,r) y una representacion a: m (X(p,q,r)) — SLo(C), se tiene
que

(qrk)* + (pri)* + (pgm)?
(S (p.4.7).0]) = fror .
Donde los numeros k, | y m son los correspondientes a la representacion o
del Teorema 2.4.

La demostracién a lo anterior se encuentra en [11, Tma. DJ.
Ahora veamos ejemplos donde se ilustra explicitamente la teoria desa-
rrollada por Jones y Westbury.

DEFINICION 2.6. Una extensién Q(¢y) de los racionales Q, donde (4 es
una raiz d-ésima primitiva de la unidad, se llama campo ciclotémico.

DEFINICION 2.7. Sea F una extensién de grado n de los ntimeros racio-
nales Q. Observemos el siguiente diagrama

I

—C.
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Existen n extensiones o: F' — C de o: Q — C, que estdn determinados por
las raices de un polindmio irreducible p con coeficientes en Q (ver [13]).

Diremos que @ es una inmersion real de F' si ¢(F) C Ry diremos que
es una inmersion compleja si 7(F) ¢ R.

Al numero de inmersiones reales r; lo llamaremos lugares reales y al
numero de inmersiones complejas ro lo llamaremos lugares complejos.

El polinomio irreducible p tiene n raices en F', las raices conjugadas z y
7z dan lugar a la misma extensién @ por lo que r1 + 2ry = n.

Para mas informacién de los lugares reales y complejos ver [7] y [26].
Combinando los resultados de Borel [5], Merkurjev y Suslin [17], y Le-
vine [14] tenemos que

K3(Q(Ca)) = Z/wa(d) & Z
donde
wa(d) = mem(24, 2d)
y 72 es el nimero de lugares complejos de Q((y).

En particular si (6,d) = 1, we(d) = 24d. Utilizando estos hechos, tene-
mos los siguientes resultados.

TEOREMA 2.8 (Jones y Westbury). Todo elemento en K3(C) de or-
den finito puede ser escrito como [X(p,q,r),q] para alguna representacion

Qo Wl(z(p’q’r)) - SLQ((C)
El cual se sigue del Lema 2.5.

TEOREMA 2.9 (Jones y Westbury). Si (6,d) = 1 entonces hay una repre-
sentacion a: w1 (2(2,3,d)) — SLa(Q(¢y)) tal que el elemento [2(2,3,d),a] €
K3(Q(¢yq)) es un generador del subgrupo de torsion.

Dicha representacién « estd dada por:

ot = (5 %)

alzr) = (=D""(a(zz)a(zs)),

o) = (5 1),

) = ()

Para mas detalles de la demostracién de lo anterior ver [11, Tma. EJ].

La representacién del Teorema 2.9 corresponde a la tripleta (1,1,2 — d)
del Teorema 2.4. Estas matrices satisfacen las relaciones de la presentacién
de m1(X(p,q,7)), por lo tanto [X(p,q,r),a] € K3(C) tiene orden 24d.
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3. Elementos de torsién en K3(R)

En [6], Cisneros-Molina, siguiendo los resultados de Jones y Westbury,
demostré que elementos de torsién en K3(R) pueden representarse por ele-
mentos [X(p, ¢, 7), a] para alguna representacién a: m (X(p,q,7)) — SLg(R).
En esta seccién veremos los resultados obtenidos por Cisneros-Molina.

NotA 3.1. Tenemos dos representaciones naturales:
tup: GL,(R) — GL,(C),
v GLy(C) — GLg, (R),
donde u, es la inclusién y, si A € GL,(C), entonces
o= (8 )
donde A = Re(A) + ilm(A).

Estas representaciones son compatibles con la estabilizacién y mds atn
inducen homomorfismos

ix: K3(R) — K3(C)
donde el primer homomorfismo corresponde a el inducido por la inclusién
i: R — C y el otro es llamado homomorfismo transfer. Tenemos que el

. N e 2
homomorfismo i, restringido al subgrupo de torsién i,: Q/Z BaL Q/zZ
estd dado por la multiplicacién por 2 y ¢* restringido al subgrupo de torsiéon

i*: Q/Z = Q/Z es un isomorfismo [22].

TEOREMA 3.2 (Cisneros-Molina). Todo elemento en Ks(R) de orden
finito puede ser escrito como [X(p,q,1), 3] para alguna representacion

B: m(X(p,q,7)) — SLa(R).

DEMOSTRACION. Por el Teorema 2.8 un elemento de torsién en K3(C)
es de la forma [X(p, q,r), a] con a: w1 ([X(p,q,7),]) — SLa(C). Ya que i* es
un isomorfismo en la parte de torsién, un elemento de torsién en K3(R) es
de la forma i*([X(p,q,7),a]) = [E(p,q,7),v2()]. Por lo tanto, si tomamos
B = vy o « el teorema queda casi demostrado, solo falta probar que ( tiene
imagen en SL4(R). Para ello, observemos que ug, o v,(A) es conjugado a

A0 T
o a) P ir 1
en GL,(C). Por lo que

Det B(A) = Det(us o B)(A) = Det ( ol4) a(OA) ) _1

ya que a: 71(X(p, q,7)) — SLa(C). O
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3.1. K-Teoria de Milnor para campos Siguiendo la idea de Mat-
sumoto (ver Teorema II1.4), Milnor defini6 una K-Teorfa para campos como
sigue:

DEFINICION 3.3. Dado un campo F, definimos el dlgebra tensorial del
grupo F* como

TF)=Z&FeF QF)e(FQF QF)&---.

DEFINICION 3.4. El anillo graduado KM es definido como el cociente de
T(F*) por el ideal generado por los elementos homogéneos I(z) ® I(1 — x)
con x # 0,1. El K-grupo de Milnor KM (F) es definido como el subgrupo
de elementos de orden n.

Se sigue que K} (F) = Z y KM (F) = F* (con la operacién del grupo
escrita aditivamente). Por el Teorema II1.4 de Matsumoto , tenemos que
KM (F) = K2(F), excepto que la operacién es escrita aditivamente.

Tenemos un homomorfismo de anillos canénico KM (F) — K,,(F), para
toda n. Para n < 2 dicho homomorfismo es biyectiva.

- DEFINICION 3.5. Definimos la parte indescomponible de K3(F) como
Kird = K3(F)/KM, donde K (F) es el K-grupo de Milnor.

Denotaremos la imagen de [%(p, q,7), 8] € K3(R)tr en Ki"(R),. por

(3(p,q,r), 5). Al respecto tenemos el siguiente teorema.

TEOREMA 3.6 (Cisneros-Molina). Todo elemento en Ki"'(R) de orden
finito puede ser escrito como (X(p,q,r),3) para alguna representacion

B: m(E(p, ;7)) — SLa(R).
Para su demostracién ver [6, Tma. 4.3].

PROPOSICION 3.7 (Cisneros-Molina). El siguiente diagrama es conmu-

tativo:
i

K3 (Q(Cd)Jr)tor — K3 (Q(Cd))tor

KPUQ(Ca)  tor —— K UQ(Ca))tor

donde p es la proyeccion natural.

IR

Para su demostracién ver [6, 4.5].

4. Elementos de torsion en K3 de extensiones cuadraticas
También en [6] Cisneros-Molina planteé el siguiente problema:

PROBLEMA 4.1. Encontrar alguna 3-esfera homolégica de Brieskorn 3(p, g, r)
y una representacién explicita 3(d): m1(X(p,q,7)) — SLn(Q(¢y)T) tal que
el elemento [X(p,q,7),0] € K3(Q({y)") sea un generador del subgrupo de
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torsién de K3(Q(¢y)™) para el subcampo Q(¢;)* de C. Andlogamente, en-
contrar una representaciéon 3'(d): w1 (2(p,q,7)) — SL,(Q(¢y) ™) tal que el
elemento (X(p,q,7),3") € Ki"*(Q(¢4)") sea un generador del subgrupo de
torsion de Ki(Q(¢y)™T).

En esta seccion daremos un primer paso para la respuesta a este proble-
ma, generalizando lo expuesto por Cisneros-Molina para extensiones cuadrati-
cas.

TEOREMA 4.2. Sea E una extension simple F(z) de un campo F tal que
z es algebraico sobre F. Sea n > 1 el grado de el polinomio irreducible en
F[z] que satisface z que denotaremos por irr(z, F'). Entonces, todo elemento
w de E = F(z) se puede expresar de manera unica de la forma

w=by+biz+ -+ bn_lzn_l
donde los b; estdn en F'.
Para su demostracién ver [8].

NotA 4.3 (Extensiones cuadraticas). Sea F' un campo y w € F. Si w
no es cuadrado de un elemento en F, entonces el polinomio f(z) = 22 — w
no tiene raices en F y, mas aun, es irreducible. De esta manera, si z es
una raiz de f(z) y la caracteristica de F' es distinta de 2, entonces F'(z) es
una extension de F' de grado dos. Llamaremos a F'(z) extension cuadrdtica
de F'. Reciprocamente, dada una extensiéon E de F' de grado 2, entonces
existe z € F tal que F = F(z). Esto se sigue de completar el cuadrado y de
la formula general para ecuaciones cuadraticas que es valida en campos de
caracteristica distinta de 2. Se sigue del Teorema 4.2 que los elementos de
F(2) se escriben de manera tnica de la forma a + bz.

El polinomio f(x) = x? — w tiene sélo dos raices z = +/w. Entonces
tenemos dos automorfismos F'(z) — F(z): la identidad y el dado por mandar
Vw — —y/w, este dltimo automorfismo manda un elemento de la forma
a+ bz a a—bz. Llamaremos a a — bz conjugado de a + bz.

EJEMPLO 4.4. Los numeros complejos C, son una extensiéon cuadratica
de los nimeros reales R al agregarle la unidad imaginaria 3.

EJEMPLO 4.5. Recordemos que Q({y) es una extensién de los raciona-
les Q, donde (4 es una raiz d-ésima primitiva de la unidad la cual hemos
llamado campo ciclotémico. Estos campos son extensiones cuadraticas ya
que se obtienen del campo Q((y)T = Q(¢y4 + Cd_l) al adjuntarle la raiz de
Cfl +¢,;2—2, el cual es un niimero estrictamente negativo. El campo Q(¢y)*
también se conoce como la parte real del campo ciclotomico Q((y) v es el
maximo subcampo real de Q((y).

DEFINICION 4.6. Consideremos las siguientes dos funciones R, I: F(z) —
F dadas como sigue: R(a+bz) =ay I(a+ bz) =b.
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Observemos que estas dos funciones generalizan a las funciones parte real
y parte imaginaria de un nimero complejo Re, I'm: C — R respectivamente,
considerando z = i. Ademas, tal y como sucede con los complejos, podemos
definir andlogos a las funciones R,I: F(z) — F para el grupo GL,(F(z))
como sigue: sea A € GL,(F(z)), entonces A = (a;;) se puede escribir como
A= R(A)+zI(A) donde R(A) = (R(a;j)) e I(A) = (I(ai;)). Esto generaliza,
para extensiones cuadréticas, lo expuesto por Cisneros-Molina en [6] como
veremos a continuacion.

TEOREMA 4.7. La funcion v:: GL,(F(2)) — GLay(F') dada por
sy o [ B(A) 22I(A)
i = (1) “ath
es una representacion.
DEMOSTRACION. Sean A = (a;;) y B = (bi;j) en GL,(F(2)), donde
a;j = i +7j2 Y bij = Bij + 0552 con ayj, Bij,7ij, 05 € F'. Entonces tenemos
que

. R(AB) 22I(AB
va(AB) = (I((AB)) R((AB))>

R (Y jey airbry) 22T (35— airbry)

I (O h—y airbry) RO h—; airbry)
Pero

n

R (Z az‘kbkj> = R(Z(Oéikﬁkj + YikOk;2%) + (VikBrj + iklj)2)
k=1 k=1

= R((ikBrj + Yirdrj2>) + (YinBrj + indr;)z)

ol

3l

—_

= (i Brj + VikOkj22),

b
Il
—

(§]

n

I (Z aikbkj> = I(Z(aikﬁkj + YikOkj2%) + (VikBrj + k) 2)
k=1 k=1

= Z I((cinBrj + Yindrjz) + (VinBrj + indrj)2)
=1

= Z(%’kﬁkj + ;).

k=1
Por lo que
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S oh @ik 22 Yy YikOks) 22 (et YikBrs + Dopy ikOkj)

Y ohe1 VikBrj + D p—1 XikOk; ey @ikBrj + 22> p 1 YikOkj

Vi(AB) = (
( R(A)R(B) + 22I(A)I[(B) 2z*(R(A)I(B) + I(A)R(B))

I(A)R(B)+ R(A)I(B) R(A)R(B) + 22I(A)I(B)

R(A) 22I(A) > ( R(B) 2%I(B) >

I(A)  R(A) I(B) R(B)

= va(A) oy (B)
O

Esta representacién es inyectiva, ya que dadas A, B € GLy(F(2)) y
supongamos que

es decir,
( R(A) 22I(A) > _ ( R(B) 2%I(B) >
I(A) R(A) I(B) R(B) )’
Entonces R(A) = R(B) e I(A) = I(B)
se tiene que A = B.

Por lo anterior se tiene que v} es un isomorfismo con su imagen.
Ademas, observemos que la matriz ug, o v2(A) es conjugada a

1
A0 I 31
. por
0 A -ir 1

. Por la unicidad en el Teorema 4.2,

en GL,(F(z)), donde A significa conjugar las entradas de A. Por lo tanto,
si suponemos que una matriz A tiene determinante 1, entonces v (A) tiene
determinante 1.

De esta manera, si empezamos con una representacion

a: m(3(p, ¢, 1)) — SLy(F(2))
y la componemos con v} obtenemos una representacion

B =v;oa: m(E(p,q,r)) — SLon(F).

Con lo anterior, estamos en condiciones de dar el primer paso para la
respuesta al problema planteado en la introduccién de esta seccién, daremos
elementos explicitos en K3(Q((y)™).

Sea Q(¢4)™ la parte real del campo ciclotémico Q(¢y). Por los resultados
de Borel [5], Merkurjev y Suslin [17], y Levine [14] tenemos que

K3(Q(Cd)+) = Z/sz(d) e (Z/z)m—l
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donde
wa(d) = mem(24, 2d)
y r1 es el nimero de lugares reales de Q(¢y)™.
En particular si (6,d) = 1, entonces wy(d) = 24d.
En [3], Bass y Tate probaron que para un campo de nimeros F', la parte
de torsién del K-grupo de Milnor [18] es KM (F) = (Z/2)"* donde 71 es el
numero de lugares reales de F'. De esta manera tenemos que

K5"UQ(Ca) ior = K3(Q(Ca) ™) /(2/2)" = Z/ws(d)

Consideremos la 3-esfera homolégica de Brieskorn (2,3, d), hemos en-
contrado una representacién 3(d): m1(3(2,3,d)) — SLs(Q(¢q)™) tal que el
elemento [X(2,3,d), 3(d)] € K3(Q(4)™) tiene orden 24d y (X(2,3,d), 3(d)) €
Ki(Q(¢y)") tiene orden 12d:

La representacion « del Teorema 2.9 tiene entradas en el campo ci-
clotémico Q(¢y) el cual, como ya se mencioné es una extensiéon cuadrética
de Q(¢4)™ al agregarle la raiz cuadrada de zg = Cfl + C;2 — 2, ademés obser-

Vemos que
Gt VGt -2

=" 5
R ER TR A bk
2 2 ’

Asi que, 5(d) = 13" o a es una representacién del grupo fundamental de
la 3-esfera homoldgica 3(2,3,d) en SL4(Q(¢y)™) y por lo tanto nos da un
elemento [X(2,3,d),8(d)] € K3(Q(¢q)™).

Veamos que es de orden 24d. Explicitamente tenemos

-1 0 0 0
0 -1 0 0
wma®) = | o o -1 o |
0o 0 0 -1
vala(zr)) = (=) a(za)a(zs)),
0 1 0 0
-11 0 0
w(a(e)) = | o o o 1 |
0 0 —1 1
Cat¢y ! 0 (3+¢; %2 0
Cat¢y? Cat¢y'  GBH¢P-2 B¢ P2
va(a(z3)) = 21 2 e 2
-5 0 2d 0
_1 1 Gt Catgg!
2 2 2 2
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El tipo de la representacién de 3(d) (ver el Teorema 2.3) estd dado por
tomar n =4, rp, = 2y los sx(j) son:

si1) =1, s1(2)=0, s1(3)=(d—3)/2,
s2(1) =1, s2(2) =0, s2(3)=(d—3)/2,
s3(1) =0, s3(2) =2, s3(3)=(d+1)/2,
s4(1) =0, s4(2) =2, s4(3)=(d+1)/2.

Para calcular el orden del elemento [¥(2,3,d), 84], tenemos que ver a
([ como una representacion compleja. De esta manera tenemos que, por el
Teorema 2.3

25d2% + 144
e[¥X(2,3,d), 8] = ST

Por la Proposicién 3.7, el elemento [£(2,3,d), 8] € Ki"(Q(¢y)T)] tiene
orden 24d y (X(2,3,d), 3) € Ki"(Q(¢y)T) tiene orden 12d.

Ahora veremos cémo usar la representacién v de manera recursiva.

Daremos una representacién 3'(d): m1(X(3,4,d)) — SLg(Q(¢4)™) que in-
duce un elemento [3(3,4,d), 5’ (d)] del subgrupo de torsién Z/48d de K3(Q(¢y)™).

Para este caso necesitamos un poco mas de trabajo. Primero observemos
que si tenemos una representaciéon o’'(d): m1(2(3,4,d)) — SL2(C) que co-
rresponda a la tripleta (1, 1,2—d) y la 3-esfera homoldgica (3,4, d) tenemos
que

) (4d)* + (3d)* + (12(2 — d))?
e([2(3,4,d),a']) = 150 .

Entonces el elemento [3(3,4,d), o/ (d)] tiene orden 48d.

Ahora bien, la representacién o que corresponde a la tripleta (1,1,2—d)

esta dada por

o(x1) = (=DP(d(z2)a (23)) 7",
/ o 0 Cd+\/§
)= <_<d+1\/§ V2 )

0/(333) = <Ed—gfl _?d—1>-

La cual se puede ver como o (d): m1(2(3,4,d)) — SL2(Q(¢4)(v2)) pues-
to que las matrices tienen entradas en el campo Q(¢q)(v/2). Este campo se
puede ver como una extensién cuadratica de Q({g) que a su vez es extension
cuadritica de Q(¢4)". Por lo que, si consideramos 29 = (7 + Cq 2_92 la
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sucesion
V2 zQ

1Z

m1(3(3,4, d)) —> SLa(Q(C) (VD) —= SLa(Q(()) — = SLs(Q(Ca)),
nos da una representacion
§(d) = v o 13/ 0 o/(d): m(S(3,4.d)) — SLs(QG) ).

El tipo de la representacién '(d) (ver el Teorema 2.3) estd dado por
tomar n =8, r, =4 y los si(j) son:

81(1) = O, 81(2) = 0, 81(3) = (d — 3)/2,
82(1) = O, 82(2) = 0, 82(3) = (d — 3)/2,
83(1) = O, 83(2) = 1, 83(3) = (d — 3)/2,
s1(1) =0, s4(2) =1, s4(3) = (d—3)/2,
55(1) =2, 85(2) =2, 55(3) = (d + 1)/2’
56(1) =2, 86(2) =2, 56(3) = (d + 1)/2’
57(1) =2, 87(2) =3, 57(3) = (d + 1)/2’
58(1) =2, 88(2) =3, 58(3) = (d + 1)/2

Nuevamente veremos esta representacién como compleja. De esta manera
por el Teorema 2.3

_ 119d? + 48
- 12d

NotaA 4.8. En resumen, a partir de las representaciones estudiadas por
Jones y Westbury, la representaion v del Teorema 4.7 nos ha permitido
encontrar elementos en K3(Q(¢4)"). Podemos calcular el orden de dichos
elementos pero vistos en K3(C). De esta manera, queda pendiente encontrar
un generador para K3(Q(¢z)") dentro de los elementos que hemos construi-
do, pues [X(2,3,d), 3(d)] no tiene el orden requerido y no sabemos el orden
de [2(3,4,d), 5 (d)] en K3(Q(¢q)T). Para ello, serfa suficiente probar que
el homomorfismo v induce isomorfismo en K-Teoria, ya que, en particular
vl = v, induce isomorfismo. También serfa bueno probar que el homomorfis-
mo inclusién p,: GL,(F) — GL,(F(z)) induce multiplicacién por 2 como
el homomorfismo u,,: GL,(R) — GL,(C).

e[X(3,4,d), 5'(d)]






i)

S

JENCD

w

]

Bibliografia

Editorial. K-Theory, (1):1-4, 1987.

Marcelo Aguilar, Samuel Gitler, and Carlos Prieto. Algebraic topology from a homo-
topical viewpoint. Universitext. Springer-Verlag, New York, 2002.

H. Bass and J. Tate. The Milnor ring of a global field. In 842, 1973.

A. A. Beilinson. Higher regulators and values of L-functions of curves. Funct. Anal.
Appl., 14:116-117, 1980.

A. Borel. Stable real cohomology of arithmetic groups. 7:235-272, 1974.

José Luis Cisneros-Molina. A note on torsion in K3 of the real numbers. Bol. Soc.
Mat. Mezicana (3), 10(Special Issue):117-128, 2004.

Otto Endler. Teoria dos nimeros algébricos, volume 15 of Projeto Euclides [Euclid
Project]. Instituto de Matemética Pura e Aplicada (IMPA), Rio de Janeiro, 1986.
John B. Fraleigh. A first course in abstract algebra. Addison-Wesley Publishing Co.,
Reading, Mass.-London-Don Mills, Ont., 1967.

Allen Hatcher. Algebraic Topology. Cambridge University Press, 2001.

Hvedri Inassaridze. Algebraic K-Theory, volume 311 of Matematics and Its Aplica-
tions. Kluwer Academic, Thilisi, Georgia.

J. D. S. Jones and B. W. Westbury. Algebraic K-theory, homology spheres, and the
n-invariant. 34(4):929-957, 1994.

Max Karoubi. Homologie Cyclique et K-Théorie. 1987.

Serge Lang. Algebra. Springer-Verlag, New York, third edition edition, 2002.

Marc Levine. The indecomposable K3 of fields. 22:255-344, 1989.

Emilio Lluis-Puebla. Algebm homolégica, Cohomologia de Grupos y K-Teoria Alge-
braica Cldsica. Iberoamericana, segunda edition, 2005.

Saunders Mac Lane. Categories for the working mathematician, volume 5 of Graduate
Texts in Mathematics. Springer-Verlag, New York, second edition, 1998.

A. S. Merkurjev and A. A. Suslin. The group K3 for a field. Math. USSR Izvestiya,
36(3):541-565, 1991.

John Milnor. Algebraic K-theory and quadratic forms. Invent. Math., 1970.

Peter Orlik. Seifert manifolds. Springer-Verlag, Berlin, 1972. Lecture Notes in Mat-
hematics, Vol. 291.

Daniel Quillen. Algebraic K-Theory. Lecture notes of a course given at the LMS-
EPSRC Instructional Conference on K-Theory, Lancaster University, 9-5 July, 1995.
Based on lecture notes by J. L. Cisneros-Molina, 1995.

Jonathan Rosenberg. Algebraic K-Theory and Its Applications. 147. 1994.

Chih-Han Sah. Homology of classical lie groups made discrete III. 56:269-312, 1989.
V. Srinivas. Algebraic K-Theory, volume 90 of Progress in Mathematics. Birkh&user,
Boston-Basel-berlin, second edition, 1993.

A. A. Suslin. On the K-theory of local fields. 34:301-318, 1984.

Charles A. Weibel. An Introduction to Homological Algebra. 1994.

André Weil. Basic number theory. Classics in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin,
1995. Reprint of the second (1973) edition.

99






Indice alfabético

A
Accidn ... 36
propiamente discontinua........... 50
Anilloentero ........................ 35
Aplicacién
continua de parejas................. 2
de Hurewicz.............ooooiuu... 54
punteada............. ... ol 3
celular ...... ... o 46
de adjuncién ........... .. ... 45
frontera ........... ... il 30, 53
C
Cadenas..........covviiiiniiinnn 30
Campo ciclotémico.................. 88
Caras. ..o vt 3, 13
Categorfa..................oo oL 1
abeliana............... ... ... ... 11
aditiva......oooooiii 11
de categorias pequenas ............. 6
exacta. ...l 12
opuesta ... 4
PEQUENA. ..t viite e 2
Celda ..o 45
CicloS .o oo 30
Cilindro de la aplicacién . ............ 51
Coimagen........................ 11, 18
Complejo CW ..ot 45
Complejo de cadenas ................ 29
Complejo de cadenas singular. ....... 47
Conucleo. ......oovviii . 8, 18
Conjugado ...l 92
Conjunto de n-simplejos singulares .. 13
Conjunto de generadores............. 23
Conjunto simplicial . ................. 14
D
Degeneraciones...................... 13
Degeneraciones....................... 3

101

E
El regulador......................... 86
Endomorfismo....................... 17
Epimorfismo................. .. ... 7
Equivalencia homotépica débil....... 54
Esfera homoldgica................ ... 85
de Brieskorn ............ ... ... 86
de Seifert ............. ...l 85
Espacio clasificante
deun grupo.......... ... 16
de una categoria .................. 80
Espacio cosimplicial ................. 14
Espacio de Eilenberg-Mac Lane...... 56
Espacios punteados................... 3
Esqueleto. ...l 45
Extencién central.................... 41
Extencién universal.................. 41
Extension cuadrética ................ 92
F
Fibracion.................ooooo 55
Fronteras........... ... ... ol 30
Funtor......... ... il 4
contravariante...................... 5
covariante............... .. oL 4
exacto........ .. ..ol 12, 81
inclusién . ......... ... 11
pleno............o i 6
BOrSiON ..t 34
olvidadizo . .......cooviii i 4
G
G-médulo izquierdo. ................. 36
G-resolucién proyectiva.............. 37
Grupo
de coinvariantes................... 39
de Grothendieck................... 61
de homologia . ................. 30, 51
de Homotopia Singular relativa....52
de Steinberg ........... ... .. ... 69



102 INDICE ALFABETICO

elemental estable............... ... 67
elemental lineal ................... 66
general lineal ................... 4, 66
general lineal estable.............. 67
universal . ... 61
fundamental.................... ..., 4
Grothendieck...................... 64
perfecto. ...l 41
Grupo abeliano simplicial............ 49
Grupos de K-Teoria Algebraica...... 77
H
Homologia
de una cadena de complejos . . ..... 30
Singular..............c.cooa 48
Singular relativa................... 49
Homomorfismo
de A-médulos ................... 17
de aumentacién ................... 36
inducido en médulos. .......... 22, 23
transfer ............ ... o ol 90
Homotopia de Cadenas.............. 31
1
Ideal de aumentacién................ 36
Imagen........... ... 11, 18
Isomorfismo....................... 7,19
K
K-grupo de Milnor .................. 91
L
Lugares reales y complejos........... 89
M
Médulo
cociente. ... 18
izquierdo......... ... 16
finitamente generado.............. 23
libre ... 23
Proyectivo..... ..., 24
Moédulo Graduado ................... 29
Monoide . .....ovveiiii i 2
Monomorfismo. .................o... 7
Morfismo........oovviiiiiiii .. 2
(755 o TN 8
decadenas........................ 29
invertible........... ... ... o 7
morfismo
inducido en homologia............. 30
N
Nicleo......cooiviiiii i, 8, 18

n-cadena singular.................... 47

TE-COMEXO v vvoeeeee et eieaaenes 53

Nervio....ooovviiiiiiiiiiii 15, 79

Notacién barra...................... 38

(0]

Objeto ... 1
(155 o T 8
cosimplicial .......... .. .. ... 13
inicial . ... o 8
terminal.......... ... . ool 8
simplicial. ........ ... ... oL 13

P

Pareja
CW 46
de espacios topolégicos ............. 2
punteada............. ... ol 3

Parte indescomponible............... 91

Parte real del campo ciclotémico. . ... 92

Plano proyectivo..................... 46

Presentacion proyectiva.............. 40

Producto.......... ...l 8
CUTIA « « v eveeee e ee e eeaa 51
directo......oovviiiiiii 21
fibrado...........ooiiiiii 9

Propiedad del levantamiento......... 55

Propiedad universal del médulo libre 23

Propiedad universal del producto..... 9

R

Realizacién geométrica .............. 14

Representacion ...................... 85

Resolucién
libre ....oovii 33
proyectiva.................oooll 33
proyectiva reducida. ............... 34

S

Simplejo. ... 13

Simplejo estdndar ................... 13

Subcategoria ............ ... .. L 11

Subcomplejo. ...l 46

Subgrupo conmutador............... 40

submédulo . ... 17

Sucesién exacta de objetos........... 12

Sucesién exacta en homotopia ....... 55

T
Tipo de representaciéon .............. 87
Transformacién natural ............... 6
Z
Z-resolucién candnica................ 38



	Portada

	Índice General

	Introducción

	Capítulo I. Preliminares Algebraicos 
	Capítulo II. Preliminares Topológicos

	Capítulo III. K-Teoría Algebraica Clásica

	Capítulo IV. K-Teoría Algebraica Superior

	Capítulo V. Elementos de Torsión en K3

	Bibliografía

	Índice Alfabético 



