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Introduccion

En un curso basico de Procesos Estocasticos se estudian las propiedades de
las Cadenas de Markov {X,} en un espacio de estados discreto £ que estdn
caracterizadas por la estructura de dependencia

P[Xn = xn‘Xn—l =Tp—1,...,X0 = 330] = P[Xn = xn|Xn—1 = xn—l]a
P[Xn = xn‘anl = xnfl] = P[Xl = xn|X0 = xnfl]a

conocida como la propiedad de Markov. A la asignacién

p(z,y) = P[X; = y|Xo = z], para todas z,y € &;

se le conoce como la funcidn de transicion. Dada una distribucién mg = {mo(z),x €
&} para el estado inicial X; como corolario de la propiedad de Markov, podemos
caracterizar a las distribuciones finito dimensionales del Proceso { X, } mediante
una ecuacion conocida como la regla del producto: para cualquier ntimero nat-
ural n

P[X, =2n,..., X0 =x0] = I P[X;41 = 2j41|X; = x;]m0(20).

De dicha ecuacién podemos ver que las propiedades del Proceso Estocéstico
{X,} quedan resumidas en dos objetos: la distribucién inicial 7y y la funcién
de transicién p; simplificindose su estudio notablemente.

El principal objeto de estudio de {X,, } es la estabilidad del mismo, clasifican-
do a los estados en recurrentes (estables) y transitorios (inestables), dependiendo
si el Proceso regresa a ellos o no. Especificamente, un estado x es recurrente si

Plinf X, =z|Xg=2z] = 1;

y x es transitorio si no es recurrente. Podemos extender la clasificaciéon al Pro-
ceso de la manera natural, es decir, {X,} es recurrente si todos los elementos
de £ son recurrentes; y es transitoria si no es recurrente.

Es en este punto donde la nocién de comunicacion entre estados se vuelve
vital, ya que la propiedad de Markov hace de dicha comunicaciéon un medio para
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heredar propiedades de estabilidad.

En las aplicaciones, la propiedad de Markov es verdaderamente til en mo-
delos poblacionales, modelar el nimero de particulas en un medio liquido o la
ganancia en unidades monetarias de un apostador. Desgraciadamente, la estruc-
tura discreta del espacio de estados nos limita en muchas otras aplicaciones: la
entrada y salida de flujo en en un medio, la posicién de una particula en el
espacio a través del tiempo, el precio de una accion.

En este trabajo extendemos el andlisis de estabilidad para Procesos Es-
tocdsticos {¢,} con una estructura de dependencia Markoviana y homogénea,
pero en algtin espacio de estados no numerable X, aprovechando las propiedades
de la integral de Lebesgue. Dotamos a X con la o-dlgebra B(X). A la funcién

P(x,A) = Pl¢p1 € A|po = z], para cualesquiera z € X y A € B(X)

le llamamos Nicleo de Probabilidad de transicion. Dada una distribucién p para
el estado ¢,, tenemos el andlogo a la regla del producto,

Py(¢o € Ag, 01 € Ay,...,¢0p € Ay)

=/ / / P(Yn-1,An)P(Yn—2, dyn—1)...P(yo, dy1 )dp(yo)
A() A1 An71

del cual podemos concluir, al igual que en el caso discreto, que el estudio de
{¢n} recae en los objetos uy P(x,-).

Aunque {¢,} es una extensién natural del caso discreto, hay claras diferen-
cias. La mds notoria es que en la segunda entrada de P(zx,-) ya no tomamos
puntos, si no conjuntos medibles, ya que si P(x, -) tiene densidad, P(z, {y}) = 0.

Al querer extender los conceptos de comunicacién, tenemos el mismo prob-
lema: no puede ser de punto a punto o de conjunto a punto; si no, de conjunto a
conjunto. Las Cadenas irreducibles {¢,} ahora son las que cumplen que todos
los conjuntos de tamano razonable son alcanzados con Probabilidad positiva,
desde cualquier estado inicial.

El trabajar con conjuntos finitos de puntos en {X,} facilita su estudio.
Queremos hacer un anglisis andlogo para {¢,}, y tenemos un acercamiento si
X cuenta con ciertos conjuntos accesibles que de alguna manera se comporten
como conjuntos finitos puntos: dtomos. Ademads, la existencia de algin dtomo
accesible hace mas faciles las nociones de comunicacién. El problema es que
incluso en Cadenas muy simples no existen.
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Bajo ciertas condiciones, podemos construir una Cadena artificial que con-
tenga un atomo y luego pasar sus propiedades a la Cadena original. La condi-
ciones bajo las cuales lo podemos hacer es bédsicamente pedir la existencia de
otros conjuntos: los pequenos. Para ello, sélo tenemos que pedir que la Cadena
sea irreducible.

El Teorema de existencia de conjuntos pequenios es el Teorema principal de
este trabajo. Como es de esperarse, su prueba estd muy alejada de lo trivial, y
hace evidente el uso de la nueva herramienta con la que se trabaja.

Al igual que en el caso discreto, nuestro estudio de {¢,,} se centra en hacer
un analisis de estabilidad. Damos un criterio de clasificacién de estados, cuya
finalidad es dar una clasificacién dicotémica de Cadenas de Markov. En térmi-
nos generales, una Cadena de Markov es recurrente si al comenzar en cualquier
conjunto accesible, regresa una infinidad de veces a el; y es transitoria si no
es recurrente. Para que esta definicién sea consistente, solo debemos pedir que
{én} sea irreducible.

Los criterios de estabilidad estaran basados en el estudio de una familia de
Ntcleos de transicién. De modo que damos criterios que solo impliquen el es-
tudio de un solo Nicleo, basados en la existencia de funciones para las cuales
el Proceso Estocéstico {f(¢,)} se comporte como una supermartingala o sub-
martingala sobre cierto conjunto.

Analogamente al caso discreto, la base de la clasificacion estd en la nocién
de comunicacién entre estados, ya que la propiedad de Markov hace de dicha
comunicacion un para heredar propiedades de estabilidad, de modo que es cru-
cial el haber dado una definicién de comunicacién entre conjuntos consistente
con la nueva estructura del espacio.



Simbologia

Sea (X, Tx) un espacio topoldgico; ox una o-algebra sobre X; p y n dos
Medidas sobre ox; f,g: X — R dos funciones y Y : (X,0x) — R una variable
aleatoria.

1.

A" Medida de Lebesgue en R™

Si X =R" y ox es la o-dlgebra de Lebesgue, A" es la unica Medida que
le asocia a las n-celdas su volumen.

2. N, los naturales union el cero

N =Nu {0}

R*, los ntimeros reales positivos y el cero

Rt ={z e Rjlz >0}

=<, Medidas absolutamente continuas.

Decimos que p es absolutamente continua con respecto a 7, y lo denotamos
<, si, y sélo si, para todo A € ox tal que n(A) = 0, entonces u(A) =0

. Z—’;, derivada de Radon-Nikodym.

Si existe b : (X, B(X)) — (R, B(R)) medible tal que la Medida p tenga la

representacién integral

u(A) = / hdn, para todo A € ox,
A

decimos que h es la derivada de Radon-Nikodym de p con respecto de 7,

y lo denotamos h = fl—‘;

. p-cdq, propiedades validas casi donde quiera, relativo a .
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Decimos que la propiedad P es vélida p-cdq si, y sélo si, existe A € ox
tal que p(A) =0y P se cumple para todo = € A°.

(™), las combinaciones de n en m.

Sean n y m dos ntimeros naturales con m < n, el nimero de subconjuntos

de tamano m tomados de un conjunto de tamano n esta dado por (:L) =

n!
(n—m)!m!

o . re .
n W s convergencia débil.

Decimos que la sucesién de Medidas de Probabilidad {u, }nen converge
debilmente a la Medida de Probabilidad e, y lo denotamos ju, w poo,
si, y sélo si, para toda funcién continua y acotada f,

lim fdun:/ fdpso

*, convolucién.

Si X = R"™, la convolucion entre p y 1 es una Medida definida mediante

(nxn)(A) = / w(A — z)n(dz), para todo A € ogn

n

donde A —z = {y € R"|ly = a — x, para algun a € A}. Para cualquier
ndmero natural n, 4™* denota la convolucién de p consigo misma n veces.

Si f y g son medibles, la convolucién entre ellas es la funcién medible dada
por

(fxg)(z) = . f(y)g(z — y)A\(dy), para toda x € R"

Para cualquier niimero natural n, f™* denota a la convolucién de f consigo
misma n veces.

Si X =N, la convolucién entre f y g estd dada por

(f*g)(n) = f(m)g(n—m), para todan € N
m=0

6z, la Medida de dirac concentrada en z.

Sea z € X. A la Medida de Probabilidad . : ox — [0,00], definida
mediante
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

1 51 A
8. (A) = {0 : : i Z 4 Pera todo A € ox

se conoce como la Medida de dirac concentrada en x.

~, la Distribucién de una variable aleatoria.

Decimos que la variable aleatoria Y se Distribuye I', y lo denotamos Y ~ T"
si, y sélo si,

PlY <z] =T(z)

C>(R™), el espacio de las funciones infinitamente diferenciables.

C*(R™) = {h : R"™ — R|h tiene derivadas de todos los érdenes en cualquier x €
R™}

M (n x m), el espacio de las matrices de n x m

M(n xm)={A:R" - R™|A es una funcién lineal}
[]7, funcién maximo.
Definimos la funcién maximo [ |* : R — [0, oo] tal que [|*(z) = méx{0, z}.

f/c, la restriccién de f al conjunto C.

Sea C' C X, definimos la restricciéon de f al conjunto C, f/c : C' — R tal
que f/c(x) = f(z), para toda z € C.

Im, imagen de una funcién.

Im(f) ={y € R| existe x € X tal que f(z)=1y}

k¢, Medida restringida al conjunto C'.
Sea C' € ox, definimos la medida p /¢ : ox — [0, 00] dada por

tc(A) = p(ANC), para todo A € ox

m.c.d., maximo comun divisor.

Sea A C N, denotamos al maximo comun divisor de A (el divisor comiin
més grande de todos los elementos de A) como m.c.d.(A)
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20.

21.

22.

23.

24.

INDICE GENERAL
. 1, Medidas ortogonales.

Decimos que p y 1 son ortogonales, y lo denotamos p L 7, si, y sélo si,
existen A, B € ox disjuntos, tal que u(A4) =n(B) =0.

2% la potencia de X.
2X = {A C X}, el conjunto de todos los subconjuntos de X.

o(+), sigma algebra generada por una familia de subconjuntos.

Sea 3 C 2%, una familia de subconjuntos de X,

o(B) = ﬂ{0|0 es o-algebray 5 C o}

o(Y), sigma algebra generada por la variable aleatoria Y.

Sea 8 = {Y1(A)|A € B(R)}, decimos que o(Y) es la o-algebra generada
por Y si, y sélo si, o(Y) = o(8). Es decir, o(Y) es la minima o-dlgebra
que hace a Y variable aleatoria.

Sigma algebra numerablemente generada.
Decimos que o es numerablemente generada si, y sélo si, existe

B ={Bili € N}

un conjunto de particiones finitas de X tal que B;;1 es un refinamiento
de B; y o = a(B).

Supongamos que, para cada i € N,
B; ={B;,...,Bl"}, para algiin n; € N
fijando ¢ € N, entonces
B;(z) := {B! € Bj|lz € B]}

supp, el soporte de una funcion.

supp(f) = {x € X|f(z) > 0}, donde A denota la cerradura topoldgica del
conjunto A.



Capitulo 1

Procesos de Markov y
Probabilidades de
transicion

En este primer Capitulo introducimos las nociones béasicas de una Cadena
de Markov homogénea, para lo cual es necesario describir en que espacio estan
definidas, que operadores las caracterizan y dar un Teorema de existencia.

Luego hacemos un analisis andlogo al de Cadenas de Markov en espacio
de estados discreto, como las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov, tiempos de
paro, funciones relacionadas con las Cadenas, etcétera.

Por dltimo, introducimos a las Cadenas Muestreadas, subcadenas de una
Cadena de Markov que amplian y facilitan el estudio de la original.

1.1. El espacio de estados

De ahora en adelante, trabajamos con Procesos Estocéasticos de la forma
® = {¢,|n € N}, donde cada variable aleatoria ®,, tiene un rango comiin X,
llamado el espacio de estados del Proceso. Denotamos por B(X) a la o-dlgebra
del espacio X.

Tomamos a X"t = []'_, Xj, donde cada (X, B(Xj)) es una copia de
(X,B(X)); y a cada X" lo equipamos con la o-dlgebra F" = \/}'_, B(X}).
Sea Q =112 ) X,,, lo equipamos con la o-dlgebra F = \/"_j F,.

Por ultimo, dado el Proceso Estocastico ® : (Q,F) — (£, F), definimos
'7:7? = 0(¢07 B an)

11
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En la teoria de Cadenas de Markov en espacio de estados discreto, se consid-
era que X es a lo mas numerable, comtiinmente X = N 6 X = Z. En este trabajo
se presenta teoria de cadenas de Markov en espacios de estados mas generales.

Definicién 1. Sea X el espacio de estados del Proceso Estocdstico ®, decimos
que X es lesH si, y sdlo si, (X,7x) es un espacio topologico de Haussdorf,
localmente compacto y separable, y tomamos a B(X) como la o-dlgebra de Borel.

Si X es un lecsH, entonces es un espacio topoldgico regular, ya que es de
Haussdorf y localmente compacto; al ser separable y localmente compacto, es
segundo numerable. El Teorema 35 nos asegura que (X, 7x) es metrizable.

Proposicion 1. Si X es un espacio de estados lcsH, entonces X estd dotado
con una o-dlgebra numerablemente generada, es decir, existe

B ={Bnln € N}

conjunto de particiones finitas de X, tal que B,+1 es un refinamiento de B,
para cada n € N, tal que B(X) = o(f).

Demostracion. Como (X, Tx ) es metrizable y separable, existe una base numer-
able de 7x, digamos U = {U,|n € N}. Definamos la sucesién de particiones
como sigue:

By ={U;, X\ Ui}
By = {Ul NUy, Uy \UQ,UQ \ U1,X\(U1 UUQ)}

y B, sera la particion de X generada por Uy, Us,...,U,.

Byp41 es un refinamiento de B,,, es decir, cualquier elemento de B,, se escribe
como una unién finita de elementos de By, 1.

Sea 8 = {B,|n € N}, por construccién tenemos que

1. Sea n € N, a U,, lo podemos escribir como una unién finita de elementos
de elementos de B, es decir, la familia 3 genera la base de la topologia
TX.

2. Sea n € N, a todo elemento de B,, lo podemos ver como unién finita de
intersecciones finitas de U, unién finita de restas finitas de elementos de
{U, X}, es decir, la base de Tx genera a la familia £.

Por lo tanto, B(X) = o(0).



1.2. NUCLEOS DE PROBABILIDAD DE TRANSICION 13

Una primera observacion es que, si X es un espacio de estados lcsH, entonces
tiene propiedades muy parecidas a la de los espacios euclidianos R™. De hecho,
los ejemplos a desarrollar tienen como espacio de estados a R™.

Otra observacion muy importante es que si X es numerable, podemos tomar
a 7x = 2%, la cual es metrizable (la topologia generada por la métrica discre-
ta coincide con la potencia); ademds, X es separable, pues es numerable; y es
localmente compacto, ya que todos sus subconjuntos son abiertos, entonces, un
subconjunto es compacto si, y solo si es finito. Por lo tanto, X es un espacio de
estados lcsH, con B(X) = 2%. Asi, la teorfa conocida de Cadenas de Markov en
espacio de estados discretos es un caso particular.

1.2. Ntcleos de Probabilidad de transicion

Para motivar un poco la idea de una Cadena de Markov y sus Probabilidades
de transicién, veamos un ejemplo sencillo e ilustrativo: la caminata aleatoria en
R. Aunque todavia no se ha dado la definicién formal de Cadena de Markov,
podemos dar una definicién intuitiva: es un Proceso Estocdstico que cumple que
el futuro es independiente del pasado, dado el presente.

Definicién 2. Sean {W,, |n € N} una sucesidn variables aleatorias independi-
entes e identicamente distribuidas en R con funcion distribucion comun I, y
una distribucion inicial en B(R), independiente de T, decimos que el Proceso
Estocdstico ® = {¢,|n € N} es una Caminata Aleatoria en R si, y sélo si,

$o ~
¢n = ¢pn_1+ W, paran € N.

A W le llamamos la variable de incremento

Ya que cada ¢,, estd en funcién de ¢,_1 y W, dado el presente ¢,_1, ¢y,
es independiente del pasado; es decir, la Caminata Aleatoria es una Cadena de
Markov.

Dado que ¢g = x, jcudl es la Probabilidad de que al siguiente paso la Cadena
alcanze el conjunto A? Definiendo

Py(A) = P[®; € A®, = 1],

vemos que

Py(A) = P[®o+ W, € A|dg =] = Pla+W, € A| = P[W, € A—z] = T(A—2)

Definicién 3. Sea P: X x B(X) — [0,1] tal que
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1. Para cada A € B(X), P(-,A) es una funcidn medible no negativa,

2. Para cada xz € X, P(z,-) es una Probabilidad en B(X),

decimos que P es un Nicleo de Probabilidad de transicion.

La caminata aleatoria tiene asociado el Nicleo de transicién P(z, A) =
I'A—x).

Dado un Nucleo de Transicién P, fijo, es posible definir operaciones.

Definicién 4. Sean © = {y: B(X) — R|u es medida de Probabilidad } y A :=
{f : (X,B(X)) — (R,Bg)|f es medible y f > 0 }. Definimos los operadores
r-0©—0ylIll:A— A tales que

I.(A) = /X P(y, A)u(dy), para todo A € B(X);

IIy(x) = /X fly)P(x,dy), para toda x € X

Veamos que las imdgenes de los operadores I' y II realmente caen en © y A,
respectivamente.

Proposicién 2. Sean pn € © y f € A. Entonces ', € © y Ily € A.

Demostracion. Primero veamos que I'), € ©, es decir que es medida de Proba-
bilidad.

Dado que P(y,-) > 0, paratoday € X y p >0, T, > 0. Ademss,

000 = [ P Xontdn) = [ty = n(x) =1

Resta ver unicamente que es o-aditiva. Sea {A,}n,ey € B(X) una sucesién
disjunta,

L (UnZi4n)

> Py, An) | u(dy)

n=1

= [ Pz autan = [

3 /X Py, An)u(dy) = S T(A,)

n=1
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Por lo tanto I', es una medida de Probabilidad, es decir, I', € ©.
Veamos ahora que II; € A.
Sea Ae B(X),1la €Ay
Iy, (z /X 14(y)P(z,dy) = P(x, A), para toda x € X;
de modo que Iy , (1) = P(-, A) € A.

Sea s € A una funcién simple y medible, existen n € N, ay,...,a, € RT y
Ay,...,A, € B(X) tales que s =Y " | ala,, . Ahora,

Hs(x)=/X8( )P(z,dy) = /[ZamlA y)
:,nzi:lam/)clAM( Pla, dy) — Zam (@, An

es decir, II; es combinacién lineal positiva de func1ones medibles, es decir,
II, € A.

P(z,dy)

Sea f € A, al ser f es medible y positiva, existe {s, }nen sucesién creciente
de funciones simples, medibles y positivas tal que

f= lim s,

n—oo

Por el Teorema de convergencia mondtona,
/ () P(a,dy) = lim [ s(y)P(x,dy) = lim 10, (2);
n—oo X n—oo

al ser cada s, simple, medible y positiva, II;  es medible y positiva, de modo
que Il es limite de una sucesién de funciones medibles y positivas, por lo tanto
Il es medible y positiva, es decir, II; € A.

O

Dada la linealidad de la integral tanto en el integrador como en el integrando,
el siguiente resultado es inmediato.

Proposicién 3. Seann € N, py,...un €T, ay,...,an,01,... 0, € RTU{0}
tal que > _, auy = 1, entonces

Fan#1+~»-+ﬁénun = alfm + ...+ anfﬂn

Ug, fit48uf0 = Billy + .o+ Bally,
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Necesitaremos trabajar con el siguiente operador.

Definicién 5. Sea & := {f : (X,B(X)) — (R, B(R))| f medible y acotada }.
Definimos el operador A : £ — £ que cumple que

Agp(x) = /X f(y)P(z,dy) — f(z), para toda x € X

Proposicién 4. Sea f € &, entonces Ay € £

Demostracion. Como f es acotada, existe M € N tal que |f| < M, por lo cual
|Af ()|

_ ’/X Fy) Pz, dy) — f(x)

< /X F@) P, dy) + |£(z)] < /X MP(z, dy) + M

= MP(z,X)+ M =2M, para toda z € X,
asi, Ay es acotada.

Procediendo andlogamente a la Proposicién 2, tenemos que ©f es medible.
O

Al igual que con los operadores I' y II, dada la linealidad de la integral,
tenemos la siguiente implicacién.

Proposicién 5. Seann €N, f1,...,fn €& yay,...,a, € R, entonces

®a1f1+...+anfn = Oél®f1 + ...+ Ozn@fn,
es decir, © es un operador lineal.

Como Corolario inmediato de la Proposicion 2 se obtiene el siguiente Teore-
ma.

Teorema 1. Sean P y @ dos Nucleos de Transicion, entonces la funcion R :
(X,B(X)) — R dada por

R(x, A) = / P(y, A)Q(z,dy), para toda © € X y para todo A € B(X)
b's

es un Nicleo de Probabilidad de transicion
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1.3. Cadenas de Markov homogéneas y sus Pro-
babilidades de transicién

Definicién 6. Sea ® : (Q, F) — (Q,F) un Proceso Estocdstico con distribucion
inicial o y P, una Probabilidad en (0, F) tal que ® ~ P,. Decimos que ® es una

Cadena de Markov si, y sélo si, para toda n € N y cualesquiera Ag, ..., Apy1 €
B(X),

Pu(¢n+1 € An+1|¢n =Yny-- ¢O € AO)
(1.1)
= PM(¢n+1 € An+1|¢n = yn)

Ademds, decimos que es homogénea si, y sélo si

RL(¢R+1 S An+1|¢n = yn) = PM(¢1 S An+1|¢0 = yn)a para todan € N

Como lo habiamos afirmado, una Cadena de Markov es un Proceso Estocésti-
co en el cual el futuro y el presente son independientes, dado el pasado. Ademsés,
si la Cadena es homogénea, la Probabilidad condicional de alcanzar cierto con-
junto al paso n+1 dado que que al paso n esté en cierto estado fijo, no depende
del valor de n; sino del estado inicial y del conjunto que se quiere alcanzar al
siguiente paso.

De la ecuacién (1.1) tememos que para todan € Ny B € B(X),

P(¢n+1 € Blon, ..., ¢0) = P(dn+1 € Blon) (1.2)

y, si la Cadena es homogénea, la ecuaciéon anterior se transforma en

P(¢ny1 € Bldn, ..., 00) = P(¢1 € Blgo) (1.3)

Sea ® un Proceso Estocastico con distribucién inicial p y distribuciéon P,,
gracias al Teorema de la Probabilidad total,

(@0 € Ao, 61 € A) = / Pu(¢1 € Algo = 2)pu(dz),

Ap

Definiendo

P(z,A) = P,(¢1 € A|¢pg = ), para cualesquiera z € X y A € B(X),

notamos que P es un Nucleo de transicién asociado a ®; es decir, todo Proceso
Estocéastico tiene asociado un Nicleo de transicién. En caso de que ® sea una
Cadena de Markov, el Nicleo cumplira con la propiedad descrita en la ecuacion

(1.1).
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Lo siguiente que hacemos es caracterizar la distribucién finito dimensional
de una Cadenas de Markov, que en cursos bésicos de Procesos Estocasticos lo
conocemos como la regla del producto.

Teorema 2. Sea ® una Cadena de Markov con distribucion inicial p, distribu-
cion P, y Nicleo de Transicion P. Entonces, para todan € N y para cualesquiera
Ag,..., A, € B(X)

P,(¢o € Ao, 1 € A1,..., 0, € Ap)

- / / / Pty AP (s, dyn1) - .. Py, dyn dp(yo)
Ag J A An_1
(1.4)

Demostracion. Para n = 1, tomamos Ay, Ay € B(X). Por el Teorema de la
Probabilidad total,

P((bo S Ao,gbl S Al) :/ P(m,Al),u(dx)

Ay

Supongamos que es véalido para n € N, es decir, para cualesquiera Ag,..., A, €
B(X),

Py(¢o € Ag, 1 € Ar,..., 00 € Ay)

:/ / / P(yn—1,An)P(yn—2,dyn—1) - .. P(yo, dy1)dp(yo),
A() A1 An71

Sea A,+1 € B(X), por el Teorema de la Probabilidad total, dado que ® es
Cadena de Markov y por hipétesis de induccién

PM(¢0 S A07¢1 c Ala .- '7¢n S Ana(bn-i-l € An+1)

:/ P(¢n € An+1|¢n = yn7¢n71 € Anfla .. ~7¢0 S AO)P(¢n = dyna(bnfl S Anfla .. '7¢O S AO)

An

:/ P(yn7An+1)P(¢n = dyn7 ¢n—1 S An—la ) ¢0 c AO)
An

=/ / / P(yn, Ans1) P(Yn—1,dyn) - .. P(yo, dy1) u(dyo)
Ao J A, A

De modo que ® cumple con la ecuacién (1.4). O



1.3. CADENAS DE MARKOV HOMOGENEAS Y SUS PROBABILIDADES DE TRANSICION19

Auxilidandonos con el Teorema anterior, el siguiente paso es construir una
extensa gama de Cadenas de Markov, caracterizadas por un Nticleo de Proba-
bilidad de transicién y una Distribucién inicial.

Teorema 3. Sea P un Nucleo de transicion y u una Distribucion inicial sobre
B(X). Entonces eviste una Proceso Estocdstico ® = {¢,|n € N} en (Q,F) y
existe una Probabilidad P,, sobre F tales que ¢g ~ p, ® ~ P, y sus Distribu-
ciones finito-dimensionales estdin caracterizadas por la ecuacion (1.4), es decir,
® es una Cadena de Markov.

Demostracion. Construimos el Proceso Estocéstico dando las distribuciones cor-
respondientes a los vectores aleatorios ®" = (¢g,...,¢,) en (X" F,) de la
siguiente manera:

(bONlj/a

P(¢o € Ao, p1A1) :/A P(yo, A1) p(dyo),

P(¢o € Ao, 1 € A1, ¢2 € Ag) Z/A /A P(y1, A2)P(yo, dy1)p(dyo),

P(¢po € Ag, 1 € A1, 2 € Az, p3 € A3) :/ / P(y2, A3)P(y1, dy2) P(x, dy, ),
Al J Ao

P(po € Ag, 1 € A1,... ¢ € Ap) =

/ / .. / P(yn—1,An)P(yn—a,dyn — 1) ... P(yo, dy1)u(dyo)
A J A, An—1

Ahora,
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Pn+1(¢0 S A07¢1 S Ala"'7¢n S A7m¢n+1 € X)

=/ / / /P(ymX)P(yn—l,dyn)P(yn-zdyn_l)---P(yo,dyl)u(dyo)
Ap J A An_1 JA,

- / / / / 1 P(yn_1, dyn) P (g2, dyn_1) .- P(yos dys ) a(dyo)
Ap J A An_1 A,

- / / / Pty AP (s, dyn_1) - . Py, dys)ya(dyo)
Ao Al An—l

=P"(¢o € Ao, 1 € A1,...,0n € Ay)

que es la construccién por basicos de la Distribuciéon de ®", de modo que
el vector aleatorio ®” es vector marginal del vector aleatorio ®"*1!, es decir,
Ot = (9" ¢,,41). Asi, la familia de distribuciones finito-dimensionales antes
expresadas son consistentes en el sentido de Kolmogorov. Por el Teorema de
existencia de Procesos Estocasticos de Kolmogorov, tenemos el resultado.

O

Teorema 4. Sea ® una Cadena de Markov con Nucleo de transicion P y con
Distribucion inicial p. Entonces, para toda

f:(Q,F) — (R, B(R))

integrable y para toda n € N, sucede que

E\[f(ént1, Ong2s-- b0, -y n] = By, [f(d1, P2, ...)], (1.5)

Demostracion. Sean f : (Q,F) — (R, B(R) integrable y n € N. Como toda
funcién integrable es aproximable por una sucesién creciente y convergente al
médulo a | f| de funciones simples y medibles, por linealidad de la integral y por

el Teorema de convergencia dominada, basta hacerlo para f = 14, para algin
AeF.

Sean B = II°,B;, donde By,...,B, € B(X) y B; = X, para toda i €
{n+1,n+2...} y A=12,A;, donde Ag,..., A, € B(X)y A; = X, para
todai € {n+1,n+2,...}. Sin pérdida de generalidad, supongamos que k < m,
entonces la ecuacién (1.5) se transforma en las ecuaciones (1.2) y (1.3).

Como F2 estd generado por B = {lI,B;| By,...,Br € B(X), B; =
X, k> n+1, para alguna k € N} y B es un 7-sistema, por el Lema de Dynkin,
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basta demostrarlo para elementos de B5.

_ Andlogamente, como F estd generado por el conjunto A = {II32 ;A | existe m €
N tal que Ag,...,Am € B(X),Ar = X, k > m+ 1}, y A es un 7-sistema, es
suficiente demostrarlo para elementos de A.

O

1.4. EIl Ntcleo de transicion a n pasos y las ecua-
ciones de Chapman-Kolmogorov

De ahora en adelante, ® es una Cadena de Markov homogénea con Ntcleo
de Probabilidad de transicién P.

Volvamos al ejemplo de la Caminata Aleatoria ® con Ntucleo de transiciéon
P(z,A) = T'(A — z). Supéngamos que I' tiene densidad ~y, con respecto a la
medida de Lebesgue en R, A; lo que nos interesa obtener es la Probabilidad de

que la Cadena alcance un conjunto A € B(X) en su segundo paso, dado que
empezd en x, es decir,

PZ(J?,A) = P[qbg S A|¢0 = 37]

=Pl¢1 + W € Aldo = z] =Pl + W1 + Wy € A|dg = z]

:IP[W1—|—W2GA—x]:F*F(A—x):/RF(A—x—y)dF(dy)

= /RF(A —z—y)y(y)dy = /RF(A —2)v(z —x)dz = / I'(A - 2)dl'(z — x)

R

:/P(Z,A)P(x,dz),
R
de modo que

P?(z, A) Z/RP(.’L‘,A)P(.’L‘,dy) (1.6)

La ecuacién (1.6) no solo se cumple para la Caminata Aleatoria, sino para
cualquiera Cadena de Markov, en una forma mas general.
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Sean z € X, A€ B(X) y n € N, definimos
P2, A) = 6,(A)

P"(z,A) = P[¢p" € Alpo = 2] = P[pp € A, 1 € X,...,¢1 € X|pg = 7]

Teorema 5 (Chapman-Kolmogorov). Para cualesquiera n,m € N con m < n
sucede

P"(x,A):/XP”_m(y,A)Pm(:E,dy)

Demostracion. Sea n,m € N con m < n, en (1.4) tomemos Ay = z; A; = X,
paral <i<mn-—1; An:Ayu(~):1E’{),

P,u(¢0 :I’7¢1 S X7"‘7¢n—1 S XvQSn S A)

=/ / / / P(yn—1,A)PYn—2,dYn—1) -« - P(Ym—1,dYm)P(Ym—2, Ym-1) - - - P(x,dy1)
X X JX X
- / / PP (ot AP (s Y1) - .. P, i)
X X
- / P (s AP (2, din 1)
X

- / PP (g1, A)P™ (&, dy1)
X

O

Las ecuaciones de Chapman Kolmogorov son una herramienta que utilizamos
a lo largo de todo este trabajo. Observamos que es el andlogo al caso discreto.

Como caso particular de las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov, tenemos
que

PPz, A) = /X Py, A)P(z, dy)

Dada m € N, gracias al Teorema 1 y a la ecuaciéon anterior, P™ es un Nucleo
de transicién, ya que P lo es. Si ® = {¢g, ¢1, ...} es la Cadena asociada a P,
entonces ®™ = {¢nm },,cx s la Cadena de Markov asociada a P™

Definicién 7. Liamamos a @™, la Cadena asociada a P™, el m-esqueleto de
.
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1.5. Ocupacién, llegadas y tiempos de paro
Definicién 8. Una funcion & : Q — NU {oo} es un tiempo de paro para la

Cadena ®, con respecto a la Distribucion inicial p y al Niicleo de transicion P
si, y sélo si, el evento {& =n} € FX, para toda n € N.

Definicién 9. Sea A € B(X).

1. El tiempo de ocupacion de A, na, es el numero de visitas de ® a A, después
del tiempo 0,

o0
na=Y ly.ea
n=1

2. las variables aleatorias

T4 = min{n € N|¢,, € A},

oa =min{n € NU{0}|¢, € A}

el primer regreso a A de la Cadena, y la primera llegada a A de la Cadena,
respectivamente.

Proposicién 6. Para toda A € B(X), T4 y 04 son tiempos de paro para P.

Demostracion. Sean A € B(X) yn € N, {4 = n} si, y sélosi, ¢, € Ay
¢07 ) (Z)n—l ¢ A, es decir,

{TA = n} = (QZ;11{¢m € AC}) n {‘j)n € A}
Pero {¢g € A%}, ..., {dn—1 € A}, {¢,, € A} € F,, es decir,

{ra=n}= (mrnl;:ll{(bm € Ac}) N{¢n € A} € Fy.

Anélogamente

{oa=n} = (M Zo{om € A%Y}) N {n € A}

Concluimos que 74 y 04 son tiempos de paro.

Proposicién 7. Sean A € B(X), z € X. Entonces, para toda n € N.

1. Pi(ta=1)=P(z,A) y

P.(t4=n) = /C Py(ta =n—1)P(z,dy)



24CAPITULO 1. PROCESOS DE MARKOV' Y PROBABILIDADES DE TRANSICION
2. Py(oa=0)=1%, y para x € A°
P.(cpx =n) = Py(t4 =n)
Demostracion. 1. Paran =1, {74 = 1} si, y sélo si, {¢1 € A}; entonces
P.(tA =1) = Py(¢1 € A) = P(z, A)

Para n =2, {74 = 2} si, y sblo si, {¢1 € A, ¢o € A}; entonces

Py(14 =2) = P2(A°xA) = / P(y, A)P(z,dy) = / P,(ta = 2—1)P(x,dy)

c c

Supéngamo valido para n = k, es decir,

P.(ta=k)= Py(ta = k—1)P(z,dy) = / / P(yg—1,A)P(yr—2,dyk—1) ... P(x,dy1),
AC c c

{ra =k+1}si, y s6losi, {1 € A%, ..., ¢ € A% dp11 € A}; de modo que

Pw(TAZk'—f—l)

=P, (¢1 € A°, ... ¢ € A, dp11 € A)

:/C/C.../CP(yk,A)P(yk—hdyk)...P(yl,dyg)P(x,dyl)

= Pyl (TA = k)P($7dy)
AC

2. {04 =0} si, y sélo si, {¢g € A}, y con ello,

Py(0a=0) = Py(do € A) =Plpy € Alpo = x] = 13

Ahora, si n € N, entonces {04 =n} = {r4 = n}, ya que z ¢ A; de modo
que Py(04 =n) = Py(1a4 =n).
0

Nos interesa estudiar las Probabilidades de alcanzar en n pasos el conjunto
B, evitando el conjunto A en los primeros n — 1 pasos.
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Definicién 10. Sea A € B(X). Definimos las Probabilidades taboo como
Pi(x,B) = Py(¢n, € B, 74 > n), para toda x € X

Proposicién 8. Sea A € B(X). Entonces, para toda n € N,

Pj(xz,B) = P(z, B)

Pi(z, B) = / Py (y, B)P(x. dy)

Demostracion. Para n = 1 tenemos que {74 > 1} = Q, y asf
{¢1 € B,7a > 1} = {¢1 € B},
de modo que P}(z, B) = P(z, B).

Sea n > 2,

Pt (2, B) = Po(¢ps1 € B,Ta >n+1) = Po(¢1 € A°, ..., b, € A®, ¢iq € B)

:/ P(¢1:y7¢2€Aca"'a¢neAc7¢n+lGB)P(xady)
Ac

/C P(dpo =y, 1 € A°, ..., pp_1 € A, ¢y, € B)P(x,dy)

— [ P)(6n € Bira > n)Pla, dy) = / Pi(y, B)P(z, dy)
Ac c
O

Las siguientes funciones que sirven para el estudio de estabilidad de Cadenas

de Markov.
Definicién 11. Sean z € X y A € B(X).

1. Uz, A) == Eg[nal =Y .2, P"(z, A)

2. L(z, A) = Py(t4 < 0)
Proposicién 9. Sean z € X y A € B(X). Entonces

L@, A) =Y Pi(x, A)
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Demostracion.

{14 < o0} ={¢, € A, para alguna n € N} = U {on € A}

n=1

Queremos demostrar que

U{¢n € A} = J{dn € 4,74 = n}

n=1 n=1

Claramente,

U{¢n €A Ta Zn} - U{¢n EA}
n=1 n=1

Tomemos w € {w € Qlo,(w) € A}; sea m = min{k € N|op(w) € A},
asi ¢ (w) € Ay 74(w) = m, de modo que

w € {w € Qom(w) € A, 74(w) > m};

por lo tanto

U{dn €4} € [ J{dn € 472 >0}

n=1 n=1

Teniendo la igualdad de los conjuntos,

L(x,A) = P,(14 < 0) = P, (U {pn € AT > n}> : (1.7)
n=1

Dadon € N, {¢, € A,74 > n} = {¢, € A, 74 = n}, de modo que la sucesién
{n € A;7a > nlnen = {dn € A, T4 = n}pen es disjunta, y por (1.7) tenemos
que

L(z,A) = > Pi(z,A)
n=1

Definicién 12. Sean z € X y A, B € B(X). Definimos

Ua(z,B) := Z P} (x, B)

Por la Proposicion 9,

L(z, A) = Us(z, A).

Proposicién 10. Sean x € X y A € B(X). Entonces
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Puta=n+1)= / P,(t4 = n)P(z,dy), para todan € N;

c

2.
P.(tha >n+1)=P(z,A) + P,(t > n)P(x,dy), para toda n € N;
AC
3.
L(z,A) = P(x, A) —|—/ L(y, A)P(x,dy), para toda n € N
Demostracion. 1. Sean €N,
P.(ta=n+1)

=P.(¢1 € A®, ... ¢y € A% ppy1 € A)

= P(¢1:y,¢2€Ac,...,¢n€Ac,¢n+1 EA)P(JZ,dy)
Ae

:/ Py(¢1 EAC7"'7¢’I’L71 EAC,(bn EA)P(.TJ,dy)
Ac

~ [ Pea=m)P(a.dy)

2. Veamos paran =1,

P.(r <2)

=P,({ra=1}U{ra =2}) = Po(ta = 1) + P(x,74 = 2)

= P(x,A) + P.(¢1 € A°, ¢o € A) = P(z, A) +/ P(¢1 =y, ¢2 € A)P(z,dy)

c

P, (61 € A)P(a,dy) = P(x, A) + / Py, A)P(z, dy)

c c

= P(x,A) +/

= P(z, A) +/ Py(ta = 1)P(z,dy)

c
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Supongamos vélido para n = k, es decir,

Py(ra < k+1) = Pz, A) +/ Py(ra < k) P(z, dy)

c

Ahora,

PI(TA <k + 2)

=P,({ra<k+1}U{ra=k+2})=P.(ra<k+1)+P.(ta=k+2)

c c

=P(z,A) +/ P,(t < k)P(z,dy) —|—/ P,(1q = k+1)P(x,dy)

=P(z,A) +/ [Py(Ta < k)+ Py(1a =k + 1)|P(z,dy)

c

=P(z,A) + /AC P,({ra <k}U{ra =k +1})P(z,dy)

=P(z,A) + P,(t4 <k+1)P(z,dy)
Ac

3. Del inciso 2 tenemos que

P.(t4a <n+1)=P(z,A) +/ Py(t < n)P(z,dy)

c

{74 < n+ 1},en es una sucesién monétona decreciente a {7, < 0o},

lim P,(74 <n)= P,(T4 < 00), para toda z € X

n—oo

Por el Teorema de convergencia mondtona tenemos que

lim P,(14 <n)= / P,(T4 < 00)P(x,dy)

n—oo [ ¢

Por lo tanto,

P,(t4 < ) = P(x, A) —|—/ P,(T4 < 00)P(z,dy)

c
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1.6. Cadenas muestreadas

De ahora en adelante, a, b, ¢, . .. denotardn distribuciones en N. Consideremos
un tiempo aleatorio 7 : 2 — N tal que 7 ~ a y 7 es independiente de ®. Por el
Teorema de Probabilidad total

P.(®, € A) = P,(®, € A, 7 =n, para algin n € N)
=P, (U{‘I)T € A,Tzn}) = ZPQ,(QST €A T=n)
n=0 n=0

:pr(ﬁb‘r EA|T:’I7,)PI(T:TL):pr(qﬁnEA)P(T:TZ)
n=0 n=0

= Z P*(x, A)a(n)
n=0
Es decir, tomando aleatorio al tiempo, la Cadena de Markov ®. tiene a la

distrubucion descrita arriba.

Proposicién 11. Para cualquier Distribucion a en N, la funcion
Ko(x,A) =Y P"(z,A)a(n), € X y A€ B(X)
n=0

es un Nicleo de Probabilidad de transicion.

Demostracion. Sea A € B(X) fijo, y sea Sy (x, A) = > P"(x, A)a(n), Sp (-, A)
es una funciéon medible, para toda m y

lim S, (z, A) = K,(x, A), para toda z € X,

n—oo

por lo tanto K, (-, A) es medible.

Sea x € X, fijo, por ser K,(x,-) una suma lineal numerable con coheficientes
positivos, es una medida. Ademas,

K,(z,X) = ZP”(@X)@(n) = Za(n) =1;
n=0 n=0

por lo tanto K,(z,-) es una medida de Probabilidad sobre B(X).

Por lo tanto K, es un Nucleo de Probabilidad de transicion.
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Al ser K, un Ntcleo de transicién, el Teorema 3 nos asegura que existe una
Cadena ®, con Ntcleo de Probabilidad K.

Definicion 13. Decimos que K, dado por

Kq(x,A) = i P*(z,A)a(n),z € X y A e B(X);
n=0

es el Niucleo de Probabilidad de transicion de la Cadena muestreada bajo la
Distribucion a. @, es conocida como la Cadena muestreada bajo la Distribucion
a.

Una Cadena muestreada que ya mencionamos es el m-esqueleto:

Sea a(n) = dp,(n),

Ks, (2, A) =Y P"(x, A)om(n) = P™(x, A).

Por lo tanto ®5_ es el m-esqueleto de la Cadena .

m

Una Cadena que usaremos frecuentemente es la muestreada bajo la Distribu-
cién geométrica.

Definicién 14. Sea € € (0,1) y a.(n) = (1 — €)€™, entonces la Cadena @, es
la resolvente de ®.

El siguiente Lema nos da una generalizacién de la ecuaciones de Chapman-
Kolmogorov, para tiempos aleatorios.

Lema 1. Sean A,B,C € B(X). Entonces las Cadenas muestreadas ®, y @y
cumplen con la generalizacion de la ecuaciones de Chapman-Kolmogorov:

Ko, A) = /X Ky(y, A) K (. dy)
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Demostracion.

Ka*b(x» A)

oo

:ZP”(an*b ZP"QUA Xn:a(mbn—
n=0 m=0

n=0

oo n

= Z Z P"*(x, A)b(n —m)a(m) = Z Z P"(x, A)b(n — m)a(m)

n=0m=0 m=0n=m

= Z ZP”*’” x, A)b Z Zb / Py, A)P™(z,dy)

m=0n=0 m=0n=0

—ZZ/ [P"(y, AYb(n)] [P™ (x, dy)a(m)

m=0n=0

> Py A)b(n) | [P™(x,dy)a(m)]

/ e
X [n=0

> Py, A)b(n)

Z P (x, dy)a(m)]

/ Ky(y, A)Kq(x,dy)

O

1.7. Ejemplos de Cadenas de Markov y sus Nicleos
de transicién

1.7.1. La caminata aleatoria en R

Ya que es uno de los ejemplos mas sencillos e ilustrativos en Cadenas de
Markov en Espacio de estados generales, lo hemos trabajado desde el inicio de
este capitulo. Veamos ahora con toda formalidad que la caminata aleatoria en
R es una Cadena de Markov homogénea.

Proposicion 12. La caminata aleatoria en R es una Cadena de Markov con
espacio de estados R y Nicleo de Probabilidad en n pasos
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P (x,A) =T""(A — x),
Demostracion. Sean n € N y Ag,...,Apt1 € B(X), al ser {W,,} variables
aleatorias independientes e identicamente distribuidas,
P(¢ni1 € Anyildn € An,y ..., do € Ag)
= P(d)n + Wn+1 € An+1|¢n € An7~ . ~a¢0 S AO)
- P(¢n + Wn+1 S An+1|¢n S An)

= P(¢o + Wi € Apia|do € A,)

= P(¢1 € An+1|¢0 € An)7

asi, la Caminata Aleatoria es una Cadena de Markov.

Sea z € R, dado que Wy + ...+ W, tiene Distribucién I'"™*,
P (x,A) = P.(¢, € A)
=P(¢p € Alpg=2)=PW,,+...+ Wi +z €A

=PW,+...4W1€A—2)=T"(A—1),

por lo tanto

P"(x,A) =T"" (A — x), para todan € N,

Si T tiene densidad -, también los Nucleos de transicién a n pasos.

Proposicion 13. Sea @ la caminata aleatoria en R y supongamos que I' tiene
densidad vy, entonces

P"(x,A):/A(/R.../R’y(xl—a:—a:2—...—xn)’y(mg)...’y(xn)dxn...da:2> dz1,

es decir, P™(x,-) tiene densidad

yn(ml):/R.../R'y(:nl—:E—gcg—...—mn)'y(xg)...'y(a:n)da:n...dxg
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Demostracion. Dado que \ es o-finita, podemos usar los Teoremas de Tonelli y
de Cambio de Variable, vélidos en R™. Ahora,

P%(z, A)

= A-a) = [Ta—a=—gra) = [ [ swinee

= /]R/A'y(y —x — 2)y(z)dydz = /A/Rv(y —x —2)7y(2)dzdy

Anélogamente al paso n = 2 y procediendo inductivamente,

Pz, A) = / / .. / / V(@1 —r—2o—. . =Xy —Tpy1)dTy 1 1dTy, . . . dradry,
AJr R JR
O

Podemos dar una extensa gamma de Cadenas de Markov, imitando la con-
struccion de la Caminata Aleatoria.

Lema 2. Sea p Distribucion inicial en B(X), f : X x X — X, medible, y
{Wh},en una sucesion de variables aleatorias independientes e identicametne
distribuidas en (X, B(X)). Entonces el Proceso Estocdstico definido por

¢o ~ Wo,
On = f(pn—1,Wy), paran € N

es una Cadena de Markov.

Demostracion. Sean n € N, Ag,...,Any1 € B(X) y z € X, al ser {W,,} una
sucesion de variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas

P(¢nt1 € Antilpn € Apypno1 € Ap1,..., 0 € Ao)
= P(f(¢n,Wni1) € Api1ldn € Ap, o1 € Ap_1,...,00 € Ap)
= P(f(¢n, Wnt1) € Ant1|n € An)
= P(f(¢0, W1) € Apt1|do € An)

= P(¢1 S An+1|¢0 € An)
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1.7.2. Caminata aleatoria en la semi-recta.

Sean {W,}, . sucesién de v.a.ii.d. en R con Distribucién I'. Decimos que
® es una caminata aleatoria en la semi-recta si

¢0 = [WO]+7
Pr1 = [¢n + Wiia] T, para todan € N

Dado que [ ]T y la funcién suma son medibles, por el Teorema 2, ® es una Ca-
dena de Markov. Por construccién, su espacio de estados es RT.

Sean A € B(R') tal que A C (0,00) y = € RT
P(z, A)
= P(¢1 € Algo = z) = P([¢o + W1]* € Al = z)
=P([Wy + 2]t € A) = P(méx{0,W; +2} € A) = P(W, € A —x)

mientras que

P(z,{0})
= P(¢1 = 0l = ) = P([po + W1]" = 0]¢pp = z)
= P([W; + 2]t =0) = P(max{0,W; + x} € A) = P(W; —x > 0)
= T'((—00,0])

Modelos de almacenamiento

FEl siguiente es un modelo de almacenamiento simple, que utiliza como base
a la caminata aleatoria en la semi-recta.

Supongamos que
1. Tenemos otra {Sy},, i sucesién de variables aleatorias independientes e

identicamente distribuidas en R tales que S,, ~ H. A la n-ésima llegada,
llega una cantidad de flujo S,,.
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2. Tenemos {7}, una sucesién de variables aleatorias independientes e
identicamente distribuidas en Rt que funcionan como los tiempos de in-
terarribo de cierta cantidad de flujo que sale del sistema, tal que 79 ~ G,
independientes de la sucesién {S,,}.

3. Entre cada entrada, hay retiradas fijas del sistema a una tasa r.

Decimos que ® es un modelo de almacenamiento simple si, y sélo si,

¢o = So — Jo,
¢n+1 - [d)n + Sn+1 - Jn+1]+;

donde J,, ~ r7,.

® representa el contenido de un sistema de almacenamiento a los tiempos
{7}, inmediatamente antes de cada entrada. Dado que es una caminata aleato-
ria en la semirecta variable de incremento W,, = S,, — J,,, en la seccién anterior
vimos que para encontrar su Nucleo de transicion, basta encontrar Distribucién
de S, — Jy.

P(-J, € A)=P(—rr, € A) = P(r, € —A/r) = G(—A/r);
Dado que S, es independiente de —.J,,,

['(A)=P(Sn—Jn€ A) = (=(A—y)/r)H(dy) = /]R+ G(y/r—A/r)H (dy)

R+

1.7.3. Procesos de Renovacion y la Cadena hacia adelante
en el tiempo

Sean {a}, i una sucesién de variables aleatorias independientes identica-
mente distribuidas en R tales que ag ~ T, los tiempos interearribo en un Proceso
de Conteo. Definimos la sucesién de Renovacién S,, = anzo Q-

Nétese que S,, ~ T +D* Ademas, S, 41 = Sy +, 11, de modo que S = {S,,}
es una caminata aleatoria con Niicleo de Probabilidad de transicién P(z, A) =
I'(A — ). El problema con la sucesién de renovacién es que puede crecer al
infinito rdpidamente, dependiendo de a,.

Introducimos una Cadena de Markov que nos permite estudiar la sucesién
de renovacion, y que presenta un comportamiento un poco més inestable (puede
crecer, y luego decrecer, y luego crecer, etc.), pero que no va hacia el infinito
con Probabilidad 1.

Sea V*(t) = inf{S, — t|S, > t, para alguna n € N}, para toda t < 0. Sea
6 > 0, definimos la Cadena hacia adelante en el tiempo con d-esqueleto dada
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por Vst = {V*(nd)|n € N}.

Veamos que V(;+ es una Cadena de Markov. Sea n € N, por propiedades de
infimos

V*(nd) = inf{S,, — nd|S,, > nd, para algin m € N}
= inf{S,, — (n — 1)d — 6|0y, > (n — 1) + 4, para algin m € N}
= nf{S,, — (n — 1)0|d,n, > (n — 1)d, para algin m € N} — ¢

=VH(n—-1)8) -5

como las funciones infimo y resta son continuas, del Lema 2 tenemos que {V*(nd)}
es una Cadena de Markov homogénea.

neN

Veamos ahora como es su Nicleo de transicién. Sean n € Ny x € RT.

Siz>dyxz=S5,—(n—1)0 =5, —nd + 9, entonces S,,, —nd =z — 3 > 0;
de modo que, si VT ((n —1)d) = z, entonces V*(nd) = z — 4, por lo que

P(V;' (n) € {a—8}|V; (n—1) = 2) = P(V*(nd) € {e—6}|V* ((n—1)5) = 2) = 1

Siz <d,sea A€ B(RT), entonces

PV (n) € A[V; (n—1) = 2) = P(V* (n8) € A[V* ((n — 1)5) = x)

Sie =8,-(n—-106=5,—-—nd+9, S, —nd =z — 06 <0. Dejando esa m
fija, y fijando y € A. Si queremos que V1 (nd) = y, dado que S,, —néd =z — 4,
entonces, el siguiente salto en el tiempo es de tamano y — (6 — x) o da primero
k saltos de tamano t € [0, — z] y luego da un paso de tamatno y — (§ — ) — t,
para alguna k € N.

De lo anterior,

VT (nd) € AlVt((n—1)8) = x siy sélo si, apys € A— (6 — )

k+m+1 k4m+1
Z ar €0 —x] y ak+m+2€A((5z)< Z ar>, para alguna k € N,
r=m+1 r=m-41
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es decir,
P(Vt(nd) € AlVT((n—1)0) =z) = i/ (A — (6 —x) 4+ t)T**(dt)
k—o [0,0—1]

= / NA—(6—z)+1) <Z F’”(dt)) , para todan € N,
[0,6—z] k=0

por lo tanto,

1 x>0y A={x— 4}
Pz, A) =
f[O,é—m] T(A—(6—z)+1t) (2, T¥(dt) ;2<9

1.7.4. Modelo Autorregresivo de promedios méviles y Mo-
delo lineal de Espacio de estados

Sea {Wn},,cxy una sucesién de variables aleatorias independientes e identica-
mente distribuidas en R. Decimos que el Proceso Y = {Y},}, .y es un Modelo Au-
torregresivo de promedios méviles de orden (k, 1) si existen vy, ..., g, B1, -« -, Bnei €
R tales que

YO = W07
Y=Y g +aY, o+ oY o +Wo +5iWoa + .+ BiWaa

Sik > 1, el futuro Y,,+1 depende no solo del presente Y;,, sino también del
pasado Y;,_a,...,Y,_k; de modo que no es una Cadena de Markov.

Definimos

Xn = (Ym ceey le—k+17 an LR Wn—l+1)T7

asi,
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a] Qg ap_1 ar 0 0
1 0 0 0 O 0
Xn+1 = : Xn—1+
0 0 1 0 0 0
0
0 01 B3 Bi—1 B
0 01 0 0 0 0
s ‘ W
0 0 0 O 1 0 :
Wh—i41

El Teorema 2 nos asegura que X = {X,}, . es una Cadena de Markov con
espacio de estados R¥T1 x R!. Asi que podemos explotar las propiedades Marko-
vianas de X y luego tratar de regresar informacion til al Proceso Y.

Podemos generalizar la construccién antes hecha de la siguiente manera

Definiciéon 15. Decimos que el Proceso X es un Modelo lineal de Espacio de
estados si existen m,p € N, F € M(nxn), G € M(nxp) yW una sucesion de
variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas en RP tales que

Xo = Wy,
Xy =FX, 1 +GWy

Por el Teorema 2, todo Modelo lineal de Espacios de estados es una Cadena
de Markov.

Dado un modelo de Espacio Lineales, tenemos un modelo determinista definido
por la dupla (F, Q)
o € R", xpq1 = Fap + Gupga,
para cualquiera sucesién {uy }neny € R?, al que denotaremos por LM (F, G).

Definicién 16. Decimos que el LM(F,G) es controlable si, y sélo si, para
todos xg,z* € R™ existe m € N tal y ui,...,u;, € RP tal que x,,, = =¥, cuando

up =uj,..., Uy = u,. Lo denotaremos por LCM (F,G).

La definicién anterior es claramente un concepto de comunicacién entre es-
tados para el modelo determinista.

Definicion 17. Sea m € N.
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Cm = [F™1G)...|FG|G] € M(n x n™)

son las matrices de controlabilidad asociada a (F,G). Decimos que (F,Q) es
controlable si C,, tiene rango n.

Proposicién 14. La dupla (F,G) es controlable si, y sdlo si, Cy, tiene rango
mdzimo, para alguna m € N

Demostracion. Supongamos que (F,G) es controlable, entonces C, tiene rango
n, por definicién.

Supongamos que existe m € N tal que C,, tienen rango n. Si m = n, por
definicién, (F,G) es controlable.

Sim < n, entonces C,, tiene n columnas linealmente independientes. Como

Cn,=[F"'G|...|F"G|F™'G|...|FG|F] = [F" ... |F™G|Cyp],
C), tiene n columnas linealmente independientes.

Si m > n, por el Teorema de Caley-Hamilton, existen polinomios de grado
n—1,p1,...,Pm-n41 tales que F™ = pp_p i1 (F), ..., F" = pp 1 (F). Asi,

Cm = [pm—n+l(F)G| ce ‘pl(F)G|Cn]a
de modo que C), tiene n columnas linealmente independientes.

Por lo tanto (F,G) es controlable.

Proposicién 15. Si (F,G) es controlable, entonces LM (F,G) es controlable,
es decir, tenemos un LCM(F, Q)

Demostracion. Sea g € y U, ...,u, € R™,
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1 = Fzg + Grug,

$2:FI1+GW2:F(F:Z?0+GU1)+G’LL2:F2$0+FGU1+G’LL2,

Ty = F, 1+ Gu, = F(F" 'z + F"2Guy + ...+ FGuy_o + Guy—1) + Guy,

= Fn.’E() +Fn_1G'LL1 + ... +FGU}€71 +GWu

Uq Ui
=F"xo+ [F"'G|...|FG|G]| * | =F"2+0C,
Un—1 Un—1
Un Un
Al tener C,, rango n, para toda x* € R", existen uj,...,u; € R" tales que
xp(uf,...,ul) =z*. Por lo tanto el Modelo Lineal es controlable. O

Teorema 6. Sea X un Modelo de Espacios lineal tal que W tiene una Dis-
tribucion Gaussiana estandar y el modelo determinista asociado es controlable,
entonces, para todo x € R™ y P™(x, A) tiene densidad Gaussiana con soporte
en todo R"™ y de clase C*°(R"™).

Demostracion. Sean ¢ € R™ vy Xy = x,
X1 = Fx+ GWq,

Xy = FX| +GWy = F(Fz + GWy) + GWy = F2x 4+ FGW, + GWa,

X, =FX, 1 +GWy=F(F" a2+ F"2GW, + ... + FGW,_5 + GW,_1) + GW,,

=Fz+F" W, + ...+ FGW,_1 + GW,,;

Al ser X,, combinacién lineal de variables aleatorias Gaussianas independientes,
X, es una variable aleatoria Gaussiana, por lo tanto tiene densidad Gaussiana.
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Ahora, P™(z,-) estd concentrada en todo R™ si, y sélo si, la matriz de co-
varianzas de P"(x,-) es de rango maximo.

Dado que

X, =F'z+F" YW, +...4+ FGW,_1 + GW,,

y que Wy tiene una Distribucién Gaussiana estandar

My = E.[X,] = F"z

Y
n—1
afa = Vary[X,] = B [(Xn — pz) (X — N;)T)] = Z FmGGT(Fm)Ta
m=0

como el modelo determinista asociado es controlable, C,, tiene rango maximo,
en particular, o¥ tiene rango maximo. Por lo tanto P"(z, -) tiene densidad Gaus-
siana, con soporte en todo R" y de clase C*°(R").

O



Capitulo 2

Irreducibilidad

Puestos en claro los conceptos generales de una Cadena de Markov, ahora
nos interesa estudiar la Probabilidad de llegar a cierto conjunto, partiendo de
un estado inicial. En espacio de estados discreto, dada una Cadena ®, decimos
que es irreducible si L(z,y) > 0, para todos z,y € X. Esto facilita el estudio de
la Cadena, aprovechando la estructura discreta del espacio de estados.

Se vuelve probleméatico querer generalizar este concepto, cuando el espacio
de estados es mas general, pues en muchos casos las probabilidades asociadas
tendran densidades, o los puntos donde se acumula masa seran muy pocos. De
modo que, al querer calcular la Probabilidad de llegar a cierto punto, segura-
mente es cero.

En este Capitulo abordaremos estos topicos de comunicacién imitando las
construcciones de teoria en espacios discretos, aprovechando la estructura gene-
ral que le damos al espacio de estados.

2.1. Irreducibilidad

Definicién 18. Se dise que la Cadena de Markov ® es p-irreducible si, y solo
si, existe una medida ¢ en B(X) tal que

para toda © € X, sucede que L(xz, A) > 0, siempre que p(A) > 0.

Si X es discreto y tenemos una Cadena de Markov irreducible @, entonces,
para todo x € X, existe una medida trivial de irreducibilidad, la medida de
dirac en z, dada por

5, (A) = 1, sized
’ B 0; sixe A

Teorema 7. Sea 0 < € < 1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

43
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1. ® es p-irreducible.

2. Para toda x € X, siempre que p(A) > 0, existe n € N, tal que P"(x, A) >
0.

3. Para toda x € X, siempre que p(A) >0, U(zx,A) >0
4. Para toda x € X, siempre que @(A) > 0,
K, (z,A) >0

Demostracion. Sea A € B(X) tal que p(A4) > 0.

L(z,A) = Py(1a < 0) = Py(¢,, € A, para algin n € N) = <U {¢n € A})

n=1

De modo que, para todam e N,z € X y A € B(X)
P™(z, A) < L(z, A) ZP” z, A) (2.1)

De aqui concluimos la equivalencia entre 1,2 y 3.

Sea n € N, entonces a(n) = (1 — €)™ > 0; entonces P"(z, A) > 0 si, y sélo
si, a(n)P™(z, A) > 0, para toda n € N. Por lo tanto 2 implica 4.

Por 1ltimo, veamos que 4 implica 1.

Supongamos que K, (z,A) > 0, para toda € X. Ahora,

Koz, 4) = ZP"OEA = P’(z,A)a +ZP“:EA
220:1 P"(z, A)a(n) , six e A€

1—e)+> .., P"(z,A)a(n) ,sizeA
Como para toda z € A, K, (x,A) = >.07 P"(z,A)a(n) > 0, de modo que

n=1
U(z,A) = Y2 P"(x,A) > 0, para toda z € A°. Dado que 3 implica 1,
L(xz, A) > 0, para toda z € A°.

Sea x € A, por la Proposicién 10

L(z,A) = P(x,A) + /L L(y, A)P(z, dy),
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como

1=P(z,X)=P(z,AU A°) = P(z, A) + P(x, A°)
max{P(z,A) > 0, P(z, A%} > 0.

Si P(xz,A) > 0, entonces L(x, A) > 0.

Si P(x, A°) > 0, como L(y, A) > 0, para toda y € A°, entonces [,. L(y, A)P(x,dy) >
0.

Es decir, L(z, A) > 0, para toda = € A.

Por lo tanto, si K, (z,A) > 0, entonces L(z, A) > 0, para toda x € X, es
decir, la Cadena es @-irreducible.
O]

Corolario 1. Si algin m-esqueleto de la Cadena ® es p-irreducible, entonces
D es p-irreducible

Demostracion. Sea A € B(X) tal que ¢(A) > 0,

ZP”(:U,A) > Z P (z, A) > 0, para toda z € X.
n=1

n=0
Por el Teorema anterior, ® es p-irreducible.
O

El reciproco es falso, como lo muestra la Cadena ® en {0,1} con Nucleo de

transicion
0 1
= (1 o)

El 2-esqueleto tiene como Nucleo de transicién a la matriz

> (10
P<o 1).

La Cadena es irreducible, por lo que &g es medida de irreducibilidad y d(0) =
1 > 0, pero P?"(1,0) = 0, para toda n € N. Por lo tanto ®2, no es dy-irreducible.

2.2. Medida de irreducibilidad maximal

Supongamos que tenemos una Cadena de Markov irreducible en los natu-
rales, entonces L(n, A) > 0, para todon € Ny A € 2N\ (. Dado n € N, §,, es
una medida de irreducibilidad.
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Si tomamos como 3 a la medida de contar en N, entonces

B(A) = 6a(A),

es decir, 1 tiene acumulada toda la informaciéon que nos proporcionaba cada
dn, por lo que podriamos decir que la medida de contar es una medida de irre-
ducibilidad “maximal”para todas las Cadenas irreducibles en los naturales.

Queremos hacer lo mismo, pero ahora en cualquier Cadena de Markov con
alguna medida de irreducibilidad, es decir, encontrar una medida que acumule
toda la informacién de todas las medidas de irreducibilidad.

Damos primero un Lema que es 1til en lo que sigue de la Tesis.
Lema 3. Sean ® una Cadena de Markov p-irreducible, A, B € B(X),

k
A(k) = {yGBZP"(y,A) > ,16}

n=1

A(c0) = {y € B| i P (y,A) > 0}

n=1

FEntonces:

1. {A(k)}ren es una cubierta creciente de A(oo);

2. si p(A) >0, entonces {A(k)}ren es una cubierta creciente de B.

Demostracion. 1. Sea x € A(c0); como >, P"(z,A) > 0, existe m € N
tal que >, P"(x, A) > 0, y existe r € N tal que Y./ | P"(z, A) > L.

Si r > m, entonces Y. _, P"(z,A) > > P"(z,A) > 1, es decir,
x € A(r).

Sir<m, > 2L entonces > "  P"(z,A) > L, es decir, z € A(m).

m’

De lo anterior, € |J-_; A(m), para toda z € A(oc0), por lo tanto,
A(00) € UrZy A(R).-

Sea x € A(m), Y00, P"(z,A) > > P"(z,A) > 1/m > 0; por lo que

n=1

x € A(0), para toda x € A(m) y para toda m € N.

Entonces | Jp—; A(k) C A(c0).
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De todo lo anterior concluimos que A(oo) = (Jp—, A(k).

Sea k € Ny sea x € A(k), Zk

n=1

P*(x, A) > % > k—}rl

Dado que Zf;i P(z,A) > 2221 P (x,A) >
A(k + 1), para toda z € A(k).

1
ot tenemos que x €

Es decir, A(k) C A(k + 1), para toda k € N, por lo tanto {A(k)}ren es
una cubierta creciente de A(o0).

. Si p(A) > 0, entonces L(x, A) > 0, para toda € X, en particular para

toda x € B. Por el Teorema 7,

Z P"(x,A) > 0, para toda z € X,

n=1
es decir, B C A(co) ={y € By, P"(y,A) >0} C B.

Concluimos que B = {y € B| Y.~ P"(y, A) > 0}.

Por la parte 1 tenemos que {A(k)}ren es una cubierta creciente de B.
O

Teorema 8. Sean ® una Cadena de Markov p-irreducible, para alguna medida
en B(X), y0 < e < 1. Entonces eziste una medida, ¥, sobre B(X) tal que:

1.

2.

P es yP-irreducible;

para cualquier otra medida ¢’ sobre B(X), la Cadena es ¢ -irreducible si,
y sélo si, ' < ;

sip(A) =0, entonces Y({y € X|L(y,A) > 0}) =0;

. la medida de Probabilidad i es equivalente a

(4) = /X K, (v, A)g'(dy)

para toda medida de irreducibilidad finita ¢’

Demostracion. Antes de comenzar la prueba, hagamos unas observaciones para
hacer menos pesada la demostracién.

Sea < ¢ y supongamos que 1(A) > 0, entonces p(A4) > 0, por lo cual
L(z,A) > 0, para toda x € X, por lo tanto 1 es una medida de irreducibilidad
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para ®.

De lo anterior, podemos suponer que ¢(X) = 1; si no, tomamos cualquier
[ € Li(X,B(X), ) tal que [y fdp > 0, y definimos ¢'(A) = f“fd@, que
X fx fde
cumple o' (X) =1y ¢ > ¢'.

Definimos ¢ : B(X) — R como

$(4) = /X Ko (y, A)g(dy)

Dado que K, (y,X) =1y ¢ es una medida de Probabilidad, % también es una
medida de Probabilidad.

1. Supongamos que Y (A) = [ Ka (y,A)p(dy) > 0y sea a(n) = (1 — €)e",
para toda n € N,

K, (y,A) =0 si, y sdlo si, Z P"(y,A)a(n) =0

n=1

X={yeX|> Py, A) >0} HyeX|> P'(y,A) =0}
n=1

n=1

De lo anterior,

/ Ko, (y, A)p(dy)
X

Ko (5. A)o(dy) + /

/{yEXIZJ’fl P (y,A)>0} {yeX|130%, P(y,A)=0}

=/ Ko, (y, A)p(dy) >0
{(yeX| Y52, Pr(y,A)>0}

n=1

Por el Lema 3, tomando a B = X,

k
{A(k)}ren = {y € X| Y P"(y. A) > 1/k}ren

n=1

es una cubierta creciente de

Ko, (y, A)p(dy)
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{ye X|> _ P"(y,A) > 0} = A(0).
n=1

/ Ko, (4, A)p(dy) > 0
ugozlA(k) 2

De modo que existe k € N tal que fA(k) K., (y,A)p(dy) > 0, y con ello
2
A(A(K)) > 0.

Sea x € X, dado que ¢ es medida de irreducibilidad, existe m € N tal que
P™(x, A(k)) > 0. Por las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov,

k k k
S P A) =Y /X P (y, A)P™(x, dy) = /X (Z P”(y,m) Pz, dy)

n=

k
n m l m(
=/ (Zij (y,A>>P )z [ ey

/ P (a, dy) = %Pm(x,A(k)) >0
A(k)

| =

Es decir, Zszl prrm(g A) > 0.

Dadoque Y o2 | P"(z,A) > E:Zl Prtm(z, A) > 0, sucede que Yo | P (x, A) >
0, para toda x € X, siempre que ¥(A) > 0. Por lo tanto la Cadena es -
irredudible.

2. Sea ¢’ una medida sobre B(X).

Supongamos ¢’ es una medida de irreducibilidad. Si ¢’(A) > 0, K,_(y, A) >
0, para toda y € X. Entonces ¢(A) = [ Kq, (y, A)p(dy) > 0. Por lo tan-
2

to 1 = .

Supongamos ¥ > ¢'. Si ¢'(A) > 0, entonces ¥(A) > 0. Al ser 1) una me-
dida de irreducibilidad, L(xz, A) > 0, para toda z € X. Asi, si ¢'(A) > 0,
entonces L(z, A) > 0, para toda x € X, es decir, ¢’ es una medida de
irreducibilidad.
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3. Sea m € N, por las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov,

_ /X S P, A)a(n)p(dz) > /X
[ S [ P AP dn)(1 - e | )
L5 |

Py, A)e™ (P (x, dy) (1 — 6)6”)] p(dx)

p(dz)

Z P (g, A)a(n +m)
n=1

oo

Z (, dy)(1 — €)e ] ¢ (dy)

//Pm y, A) K, (2, dy)p(dz)
e [ | /X Ko, (o)) |
_em /X P™(y, A)(dy)

Asi,

(4)

/ P, Ap(de) <
X

Dado que P} (z, A) < P™(z, A),

/ P} (@, A)ilde) < [ P, Apilde) < w(a)/e”
{yeX|L(y,A)>0} X

Sumando sobre todo N la igualdad anterior y dado que % > 1,
oo

m=1

P (2, A)b(dz) :/{ Z P (2, A)

/{yGXL(y A)>0} yEX|L(y,A)>0} =1

L(z, A)i(dz) <Z¢A):{0 i p(A) =

0
AyEXlL(y,A)>0} - " oo, siy(A)>0

V

Si ¢(A) = 0, entonces



2.2. MEDIDA DE IRREDUCIBILIDAD MAXIMAL 51

/ Lz, Ayp(dz) =0,
{yeX|L(y,A)>0}

por lo tanto ¥ ({y € X|L(y, A) > 0}) = 0.

4. Sea ¢’ una medida de irreducibilidad finita para la Cadena y ¢'(A) =
Jx Ka, (y, A)'(dy).

Al igual que en las partes 1 y 2, tenemos que 7’ es una medida de irre-
ducibilidad para la Cadena y 1’ = 1. Por 2 ¢ es absolutamente continua
con respecto a cualquier medida de irreducibilidad, en particular, 1 = 1)’.

Por lo tanto 1 y v’ son equivalentes.

2.2.1. Conjuntos absorbentes y llenos

Definicién 19. Sea ® una Cadena Y-irreducible, con v alguna medida mazimal
de irreducibilidad.

1. BY(X) = {A € B(X)[¥(A) > 0} es el conjunto de los medibles 1)-
positivos.

2. Decimos que un conjunto A € B(X) es lleno si, y sdlo si, Y(A°) = 0.

3. Decimos que un conjunto A € B(X) es absorbente si, y sélo si, P(x, A) =
1, para toda x € A.

El Teorema 8 nos asegura que BT (X) estd bien definido, es decir, que para
cualquier otra medida maximal de irreducibilidad ', es el mismo, ya que ¥ y
1)’ son equivalentes.

Lema 4. Sea A € B(X) absorbente. Entonces P™(x, A) = 1, para toda x € A
yneN.

Demostracion. El caso n = 1 es obvio de la definicién de absorbente.

Supéngamos vélido para n = k, es decir, P¥(z, A) = 1, para toda x € A.
Sea y € A, por las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov,
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PF(y, A)

- / PX(x, A)P(y, dx) > / PX(x, A)P(y, dr) = / 1P(y,dx) = P(y, 4)
X A A

=1
De modo que, P**1(y, A) > 1, y al ser P**1(z,-) una medida de Probabilidad,
PFL(y, A) =1, para toda y € A.
Concluimos que P"(x,A) =1, para todaz € Ay n € N.
O

Proposicion 16. Sea ® una Cadena de Markov con medida maximal de irre-
ducibilidad 1. Entonces

1. Todo conjunto absorbente no vacio es lleno.
2. Todo conjunto lleno contiene un conjunto absorbente no vacio.

Demostracion. 1. Sea A € B(X) absorbente. Supongamos 1 (A¢) > 0, en-
tonces, Y o~ , P"(z, A°) > 0, para toda x € X, en particular, para toda
x € A. Sea x € A, existe m € N tal que P™(z, A¢) > 0.

Por el Lema 4, P™(x, A) = 1,y, al ser P™(x, -) una Probabilidad, P™(z, A¢) =
0. Esto es una contradicién que vino de suponer que ¥ (A€) > 0.

Concluimos que (A°) = 0, es decir, A es lleno.

2. Supongamos que A € B(X) es lleno. Sean

B={yeX|Y P'(y,A°)=0},B°={yeX|) P'(y,A°) >0} € B(X)
n=0 n=0

Sea y € X,
> P'(y,A)
n=0

o0 S Py, A9)  siye A
= Py, A%) + ) PM(y. A%) =
et 14+ 300, Py, A°) |, siye A°
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si y € A°, entonces > oo P"(y, A°) > P°(y, A°) = 1 > 0; mientras que si
y € B°\ A°, entonces Y >, P™(y, A°) > 0. Por lo tanto

oo
B*=A°U{ye X|> P"(y,A°) >0}
n=1
Como (A°) = 0, por el Teorema 8, Y({y € X|Y .o, P"(y,A°) > 0} =
v({y € X|L(y, A°) > 0} = 0; es decir, B¢ es unién de dos conjuntos -
nulos, de modo que ¥(B) > 0, en particular, B es no vacio.

Ademids, A° C B¢, por lo tanto B C A.

Veamos que B es absorbente. Supongamos que existe x € B tal que
P(z,B¢) > 0. Usando las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov,

iP"(x,Ac)
n=0
i (g, A°) i/ P"(y, A°)P(x,dy)

-/ 3Py APl ) 2 / 3P APy

Sea y € B¢, de modo que Y .~ P"(y, A°) > 0y, dado que P(z, B) > 0,

/ ZP" y, A)P(z,dy) >
B¢ =0

De lo anterior, " P™(x, A°) > 0. Peroz € B, de modo que .-, P"(x, A°) =
0. Esto es una contradiccion, que vino de suponer que existe x € B tal

que P(z, B¢) > 0. Por lo tanto, P(z, B¢) = 0, para toda « € B; y al ser
P(z,-) una medida de Probabilidad, P(z, B) = 1, para toda x € B.

Concluimos que B es absorbente y B C A.
O

Teorema 9. Sean ® una Cadena de Markov, A € B(X) un conjunto absorbente
y Pa el Nicleo de transicion P restringido a A. Entonces existe una Cadena de
Markov ® 4 cuyo espacio de estados es A y cuyo Nicleo de transicion es Pa.
Mds aun, si ® es p-irreducible, con ¢ alguna medida maximal de irreducibilidad,
y denotamos a 14 la restriccion de v sobre A, entonces ® o es 4 -irreducible.
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Demostracion. Dado que Pa(x, A) = 1, para todo z € A, P4 es un Nucleo de
transicion. Asi, la existencia de la Cadena ® 4 con espacio de estados en A y
Ntcleo de transicion P4 estd garantizada por el Teorema 3.

Al ser v una medida maximal de irreducibilidad y A absorbente, la Proposi-
cién 16 garantiza que A es lleno, es decir, 1¥(A¢) = 0. De modo que los conjuntos
y-positivos de B(X) coinciden con los 1 4-positivos de B(A). Por lo tanto la
irreducibilidad de ® se preserva en ® 4

O

2.3. Accesibilidad, accesibilidad uniforme y ac-
cesibilidad uniforme en Cadenas muestreadas
Definicién 20. Sean A, B € B(X).

1. Decimos que B es accesible desde A si, y sdlo si,

L(z,B) > 0, para toda x € A.

2. Decimos que B es uniformemente accesible desde A, y lo denotamos por
A~ B, si, y sdlo si, existe § > 0 tal que

inf L(xz,B) >0
TEA

En espacio de estados discreto se define la relacién — de la siguiente manera:
x — y si, y sblo si, L(z,y) > 0. Dado que en espacio de estados mds generales
L(z,-) puede tener densidad, no tiene mucho sentido extender la definicién tal
cual, ya que en la mayorfa de los L(z,-) le asociard a los puntos medida cero.
Ademas, si queremos definir comunicacién entre conjuntos més generales que
puntos, digamos A y B, en la practica no basta pedir que

L(z,B) > 0, para toda = € A,
ya que

;relgL(m, B) podria ser 0

En cambio, la relacién ~~ nos es mas til.
La relacién ~~ no es reflexiva: basta tomar a X = {0,1} y
0 1
r=( )
como L(0,1) =1, 0 ~ 1; pero L(1,0) = 0, de modo que 1 + 0.

Veamos que si es transitiva.
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Proposicién 17. Sean A,B,C € B(X) tal que A ~ B y B ~ C. Entonces
A~ C.

Demostracion. Sean 1,92 > 0 tales que

) > I >
;IelgL(va) = 61 y ;ggL(x,C) = 52

L(z,C) = Py(¢, € C, para algin n € N) > P,(¢,, € B, ¢, € C, para algunos m < n)

> P, U U{¢51 €EBC ... om1€BOn €EB, i1 €C ... 0, €C, ..., bnim-1 € C Onim eCC}>

n=1m=1

=Y Y Pu¢1 €B% ... dm-1 € B o € B,dmi1 €C... 00 €C, . bnim1 € C°, nym € C°)

P((bm =Y, ¢7n+1 S CC; s (Z)n € 07 R ¢7n+n—1 S Cca ¢m+n € C)Pg(% dy)

M
hE

J,
:ZZ/BP(%:y,.--,aslecc,...,qbn_leCC,qsnGC)P,gn(x,dy)
/ Py(¢1 S Ccv"°7¢n71 € Cc’¢n S C)Pg(x,dy)

B

> P"(yyC)l

Z P™(x, dy)]

I
(¢
[]e
S
2
a
o
®
QU
S
i
T

L(z,C) > / L(y,C)L(x,dy), para todo z € X, en particular para todo z € A.

/L(y,C’)L(x,dy)z/ nf L(y,C)L(x,dy):/ 0oLz, dy) = 6L.(x, B),
B B

BYEB

para toda x € A, de modo que
{ > .
(52 ;gijL(%B) = (5251
De lo anterior L(x,C) > §102, para toda x € A, es decir,
inf L > .
Inf (2,C) > 6162 >0

Concluimos que A ~~ C.
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Definicién 21. Sea A € B(X).

1. A= {z € X|L(z,A) > 0}, el conjunto de los puntos desde los cuales A
es accestble.

2. A(m) :={z e X| X P"(z,A) > L}

3. A% := (A)° = {z € X|L(x,A) = 0} el conjunto de los puntos desde los
cuales A no es accesible.

Proposicién 18. Sea A € B(X). Entonces A = |J;7_, A(m) y A(m) ~ A,
para toda m € N.

Demostracion. Por el Lema 3, A =J;-_; A(m).

Sea m € N, veamos que A(m) ~~ A.

Ya que Yo' P"(z,A) > m, méx{P'(z, A),..., P"(z,A)} > L1 = L
De modo que
L(z,A)
m
= Py(14 < 00) > Py(T4 <m) > P, (U{% € A}>
n=1
1
> méx{P!(x, A),...,P"(x,A)} > —, para toda x € A(m)
m
Tomando infimo por ambos lados de la desigualdad, obtenemos que
, 1
inf L(z,A) > —
z€A(m) m
es decir, A(m) ~ A.
O

Si @ tiene como medida maximal de irreducibilidad a ¢, el Lema 3 y la
Proposicién anterior nos aseguran que para cualquier A € BT(X), X = A =
U _; A(m) y A(m) ~ A, para toda m € N.

Ademsds, por ser {A(m)},en sucesién creciente, existe una M € N tal que
A(m) € BT(X), para toda m > M. Es decir, podemos cubrir al espacio con
una sucesién de elementos en BT (X), desde cada uno de los cuales A es uni-
formemente accesible.
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Definicién 22. Sean A,B € B(X) y b: Q — N. Decimos que B es uniforme-

mente accesible desde A con respecto a b, y lo denotamos como A 2, B, si, y
solo si, existe 6 > 0 tal que

{ >
;rengb(x,B) >0

Proposicién 19. Sean A, B € B(X) ya:Q — N. Si A% B, entonces A ~» B.
Demostracion. Sea § > 0 tal que

inf K,(z,B) > ¢

z€A

Por un lado

Pp(®q € A) = P"(x,A)a(n),

n=0

y por otro

L(z,A) = Py(¢n, € A, para alguna n € N) > P, (D, € A)),

de modo que

L(z,A) > Z P"(z,A)a(n), para toda z € A.
n=0
De lo anterior

inf L(z,B) > inf K,(z,B) > 6.
€A z€A

Por lo tanto A ~ B
O

e . . a
La Proposicién anterior nos asegura que ~~ generaliza a ~», y dado que ~~
. a . . ol a
no es reflexiba, ~» tampoco lo es. Pero, al igual que ~, si es transitiva, en algun
sentido.

Proposicién 20. Sean a,b: Q2 — N y A, B,C € B(X). Entonces:

1. SiAS B val)»C, entonces A %2 C

Uz, A) > /X Ka(y, AU (2, dy)
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Demostracion. 1. Sean 61,92 > 0 tales que

inf K,(x,B)> 6, y f Ky(y,C) > oo,
inf (z, B) 1y inf »(y, C) > b2

por el Lema 1, para toda = € A,

Kou(2,C) = / Ky(y, O) Koz, dy) > / Ky, C) Kol dy) > / fuf Ko(y,C)
X B ByEB

_ / 5K, dy) = 62K, (¢, B) > 8 fuf K, (. B) > 8162,
B xT
es decir,
{ >
;Ielg Ka*b('ra O) > 0102

Por lo tanto, A @ e,

2. Sean n € N,

U(z,A)a(n)
=Y P™(x,A)a(n) > Y P"(x,A)a(n) =Y _ a(n)P""(x, A)
m=1 m=n m=0

= a(n)P"(y, A)P™(x,dy) = [ a(n)P"(y, A P (z,dy)
mZO/X( (y y)/)y)mzo(y]
De lo anterior,
Uz, A)a(n) > / a(n)P"(y, A) Z Pm(:mdy)] , para todan € N
X m=0

y para toda z € X, de modo que
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Uz, A)

o0

=U(z, A) ia ZUIA
>Z/ n)P"(y, A
/ [ia )P (y, A

n=0

/K y, A)U (z,dy)

mexdy]

z P (x, dy)]

m=0

O

2.4. Medidas de irreducibilidad para algunos mo-
delos especificos

2.4.1. Caminata aleatoria en la semirecta

Proposicién 21. Sea ® la caminata aleatoria en la semirecta con variable
de incremento W = {W,} tales que Wi ~ T'; y sea ¢ : B(R) — R tal que
¢({0}) =1 y »((0,00)) = 0.

Entonces ® es p-irreducible si, y sélo si,
P(W; < 0) =T(—00,0) > 0.
En este caso, si C' es compacto, tenemos que C' ~ {0}.

Demostracion. Supongamos P(W; < 0) = 0.

SeaneN, P(W; +...4+ W, >0)=1. Dado que

¢n = maz{0,¢0 + W1 + ...+ W, },
P(gn =B+ Wi+ ...+ Wy) =1

Sea x > 0,
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P™(z, [z, 00))
=P, (P, >z)=Pla+Wr+...+ W, >z

=PW+...4+4W,>0)=1
Por lo tanto P"(z,{0}) = 0, para toda n € N; en particular, > -, P"(z,{0}) =

0, para toda z > 0. Como ¢({0}) = 1, ¢ no puede ser una medida de irreducibil-
idad.

Supongamos que P(W; < 0) > 0.

{Wh <0} = U o{W1 < —21}; asi, existe ng € N tal que P(W; < —nio) > 0.
Sea ¢ = =, como P(W; < —¢) > 0, existe § > 0 tal que P(W; < —e¢) > 4.

no’

Sea = € [0,00), existe n € N tal que z/e < n.Sea

w e ({w € QWi(w) < —e},
=1

entonces

r+Wi(w)+ ...+ Wh(w)<w—€e—...—e=x —ne <0.

Si ¢g = x, entonces ¢, (w) = mazx{0,r + Wi(w) + ...+ Wy(w)} = 0. De modo
que ¢, (w) = 0, para toda w € ;_,{w € QW;(w) < —e}.

Dado todo lo anterior,

P (x,{0})

=46">0,
es decir, para toda z € [0,00), existe n € N tal que P"(z,{0}) > 0.

Como que el tnico conjunto con medida ¢ positiva es {0}, ¢ es una medida
de irreducibilidad para .
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Supongamos C' C [0, c] es compacto. Sea x € C, tomamos n = [£], y proce-
diendo andlogamente, tenemos que P™(z,{0}) > 6" > 0.

Ahora,

L(z,{0}) = Py(19 < 00) > Py(19 < n) > P"(z,{0}) > 0", para toda z € C.

Concluimos que, C ~ {0}.
O

Supongamos que P(W; < 0) > 0, el Teorema 8 nos asegura que existe una
medida maximal de irreducibilidad ¢ que tiene la forma

y, A)
o(dy) = / / —ldy
/0 o) Z 2n+1 (0} 4 Z 2n+1 0,00) 221 2n+1 ( )

n=1

Dado que ¢({0}) =1y ¢((0,00)) = 0, concluimos que

vy =y 20D

n=1

Modelos de almacenamiento

Los modelos de almacenamiento son un caso particular de las caminatas
aleatorias en la semirecta, donde la variable de incremento es W = {S,, — J,, },
con S, el numero de entradas al sistema al tiempo n, y J, las salidas. Por
la proposicién anterior, podemos dar una medida de irreducibilidad simple si
P(S, — J, <0) >0, es decir, si el modelo nos permite que a cualquier tiempo
n la Probabilidad de que las entradas sean menores que las salidas es positiva.

2.4.2. Caminatas aleatorias

Supongamos que la variable de incremento tiene una parte absolutamente
continua con respecto a A en R, con densidad -y positiva y acotada inferiormente
en una vecindad compacta del origen, es decir,

PW,eA)> / Y(y)A(dy), v v(z) > § > 0, para toda x € [—f3, 3].
A

Sean C = [2,2]BCCtomemosa:ECyzeBesdemr —ﬁ<z<ﬁy

—ﬂ <z< ﬁ,entonces -0 < z—1x < (; de modo que 8 > y > 3, para toda
yeB—x
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Por hipétesis
P(x,B) = P(¢1 € Blpg=2) = P(W,+x € B)=P(W, € B—x)

2 / Y(Y)A(dy) > SAN(B — z) = SA\(B)
B—x
Asi, P(z, B) > §\(B), para toda x € C.

Sean z >0, D = [—g,—% yn=2[z/p]+1,

P(Wi € D)= [ 2(w)Ady) 2 5A(D) =8 >0
O 4
Sea w € J;_,{w € QW;(w) € D},
x—g—...—ggx—l—Wl(w)—&—...—&—Wn(w)gx—g— —g,
es decir,

fr<a—"T <o) <o " <2
Por lo tanto ¢, (w) € C.

Andlogamente, si * < 0, tomamos D = [3/4,3/2], n = 2[z/8]+ 1y w €
Nz {w € Q/W;(w) € D}, entonces ¢, (w) € C.

Sean ¢ = A/, la medida de Lebesgue restringida a C'y A € B(R) tal
que A(ANC) > 0. Tomamos z € Ry n = 2[z/F] + 1, dado todo lo anterior,
P(y,ANC) > dNANC) >0y para toda y € C, P"(y,C) > 0.

Por las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov

P”Jrl(ac7 A)

> prtl(p ANC) :/P(y,AﬂO)P”(x,dy) > / Ply, AN C)P™(z, dy) > 0
R C

Por lo tanto ¢ = A, es medida de irreducibilidad.

Si los Nucleos de transicién tienen densidad con soporte en todo R, por
ejemplo Gaussiana, la medida de Lebesgue es una medida de irreducibilidad
maximal.
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Proposicién 22. Sea ® la caminata aleatoria en R y supongamos que T' tiene

densidad v con soporte en todo R. Entonces \ es medida maximal de irreducibil-
idad.

Demostracion. Veamos primero que A es medida de irreducibilidad.
Sean n € Ny x € R. En el Capitulo anterior demostramos que si I' tiene
densidad, P™(z,-) tiene densidad v* dada por

%f(xn):/R.../Rv(xl—x—ajg—...—mn)fy(xg)...7(mn)dxn...dx27

Como 7 tiene soporte en todo R, también ~* tiene soporte soporte en todo R.
Supongamos que A(A) > 0, entonces

P, 4) = [ 22wy > 0
A
de modo que, por el Teorema 7, A es medida de irreducibilidad.

Ahora,

ZP"(;@B) = Z/ Yo (y)dy = / Zyﬁ(y)dy, para todo B € B(R)
n=1 n=1"B B =1

es decir, > | P"(z,-) tiene densidad dada por v% (y) = > -, 7Z(y), por lo

n=1

tanto 2 P™(z,) < \.

Sea ¢ medida de irreducibilidad,

¢(A) > 0= para toda z € X, ZP"(QC,A) >0,

n=1

6, equivalentemente,

o0
si existe z € X tal quez P*(x,A) =0,= p(A) =0,

n=1
es decir, o < >0 | P"(z,+), para algin z € X.

Dado que > o2, P™(z,-) < A, por transitividad, ¢ < X, para toda ¢ medida
de irreducibilidad.

Como A\ es una medida de irreducibilidad, por el Teorema 8, A es una medi-
da maximal de irreducibilidad.
O
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2.4.3. Modelo lineal de Espacio de estados

Con los Modelos Autoregresivos de promedios moviles

Yo=Y 1+ oY+ W,
no es siempre suficiente que Wj tenga densidad solo en una vecindad del origen,
como con la caminata aleatoria. Por ejemplo, para k =1y |o| < 1,
Y, =a Yo+l Wi+ oWy + W,

Sean Wy ~ Ulla] — 1,1 — |a]), ¢ = [LL22 0t 4 € ¢y y € C; y sea

z € A — ay, entonces z € [|a| — 1, |a] + 1], por lo tanto

P(y,A)=P(Y1 € AlYy =y) = P(W1 € A —ay) = A(A — ay)

Sea x € R, supongamos Yy =z. Seann € y

we Ut e < =% = (e e o |2 2500,

entonces
Yo (w)]
="z + "Wy (w) + ...+ aW, g (w) + Wy (w)]
< of"|z] + a]"THWi(w)] + ..+ [ [Wiei (w)] + [W (w))

1 - |«
< lof"fa] + Jap 1D )

(L—fa)) (A =laf)
7 +

4 4

(1= Ja)) 1= |a"
4 1—|a

n—1

_ n (1 B ‘Gfl) m o __ n

= laf*fa| + —1— > la™ =lal"|z] +
m=1

(1ol

< n
< faf"fe] + =

Como z estd fija y |a| < 1, existe k € N tal que |a|F < ZLO“I. Asf,

l—|a| 1—Jaf _1-—laf
Y, (w)| < + <
‘ (w)| _| 4 4 - 2

es decir, |Y,,(w)| € C; de modo que
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fﬂam=PmﬂemSPMm”JMe[“‘l1*“}

8 ' 8

k
_ ok [l =1 1—Jaf] _ [(1—]q
—Hi_1P(Wz€[ 3 '8 = 1 >0

Por lo tanto podemos llegar a C' desde cualquier punto con Probabilidad posi-
tiva.

Sea ¢ = A\ /o, tomamos A € Bg tal que A(ANC) > 0, por Chapman-Kolmogorov
¥ /
y por invarianza bajo traslaciones de A

Pk+1(a:,A) > Pk'H(y,A = /RP(y,A)Pk(J:,dy) > /CP(y,A)Pk(x,dy)

:/ MA — o) P*(z, dy) :/ MA)P*(z, dy) = M(A)P*(2,0) > 0
C C

Por lo tanto ¢ = A /¢ es medida de irreducibilidad.
En cambio, si |a| > 1; sean W ~ U[-1,1] y z € R

Yo

=la"z + AW 4+ aW, g + Wl > la|™|x] — (\a|”*1|W1| + o ][ Wt |[Wa])

n—1
> [af"|z| = (Ja|" " + ...+ lal + (1) = |a|"|z| = Y o™
m

| ‘n‘ | ‘aln 1
= || |T
|O‘| 1

Si |x| > 2/]a| — 1, entonces

Yol

o' =1\ _ 2al" _ (Ja"=1Y _ 2o~ ol +1
> fallel - (P21 2 -

1) Jaj—1 \a|—1 la| —1

_ " +1

= >1
lal =1
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Sea ¢ = A/[_1,1], para cualquier A € B(R) tal que ¢(A) >0, P"(z,A) =0,
es decir, la Cadena no es ¢-irreducible.

Proposicién 23. Si el modelo lineal LCM(F,G) es Gaussinano y (F,G) es
controlable, entonces cualquier medida de irreducibilidad ¢ que tenga densidad
en R™ es medida de irreducibilidad, y \ es medida maximal de irreducibilidad.

Demostracion. Sea x € R™. Como Wi es Gauusiano, en el Capitulo 1 vimos
que P™(z,-) tiene una densidad diferenciable p™(z,-) con soporte en todo R™.
Veamos A" es medida de irreducibilidad.

Sea C' € Bg» tal que A(C) > 0, entonces P™(z,C) = [ p™(x,y)A(dy) > 0,
pues p™(x, ) tiene soporte en todo R™. Por lo tanto A es medida de irreducibil-
idad.

Si ¢ es cualquier medidada de irreducibilidad con densidad, entonces ¢ < .
Por lo tanto A\ es medida de irreducibilidad maximal.



Capitulo 3

Atomos, conjuntos
pequenos y descomposicion
ciclica

En este Capitulo comenzamos buscando ciertos conjuntos en el espacio de
estados que facilitan el estudio de la Cadena: dtomos. Al no existir 4tomos que
tengan medida de irreducibilidad maximal positiva en todas las Cadenas ¢-
irreducibles, construimos uno artificial y luego pasamos sus propiedades atémi-
cas a la Cadena. Para asegurar la existencia de dicho “4tomo”, tenemos que
mostrar que existen ciertos conjuntos en el espacio de etados dentro de los cuales
el Nicleo de transicién quede acotado uniformemente. Finalmente, damos una
descomposicion ciclica del espacio de estados para Cadenas @p-irreducibles anélo-
ga al caso discreto.

3.1. Atomos

Al igual que en el caso discreto, queremos trabajar con Probabilidades res-
tringidas a conjuntos finitos de puntos. En espacios més generales podemos
generalizar la idea de la siguiente manera.

Definicién 23. Se dice que & € B(X) es un dtomo para ® si, y sdlo si,

P(z,A) = P(y, A), para todas z,y € .

Si tenemos que Y es una medida de irreducibilidad mazximal, decimos que T es
un dtomo accesible si, y sdlo si, P(T) > 0.

Denotaremos P(Z,-) = P(x,-), para toda v € X

Podemos notar lo siguiente:

67
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1. En cualquier Cadena de Markov &, los puntos son dtomos

2. Si X es numerable y la Cadena es irreducible, entonces todos los puntos
son atomos accesibles, ya que una medida maximal de irreducibilidad es
la medida de contar en X.

En la caminata aleatoria de la semirecta, demostramos que si I'(—00,0) > 0,
entonces ® tiene como medida de irreducibilidad a

= {4

¥y, por la observacién anterior, {0} es un dtomo accesible. Este ejemplo ilustra
otra ventaja de los dtomos, por lo menos en esta Cadena: con tan solo pedir que
I'(—00,0) > 0, tenemos una medida de irreducibilidad muy simple, y gracias a
ello, construimos facilmente la medida de irreducibilidad maximal ).

Podemos generalizar el hecho anterior.

Proposicién 24. Supongamos que ® tiene un dtomo & tal que y - | P™(x, 1) >
0, para toda x € X. Entonces ® es P(Z,-)-irreducible, & es un dtomo accesible
y una medida de irreducibilidad maximal estd dada por

P (y,
/Z 27311 ’dy)

Demostracion. Seanz € X yn € N. Por las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov,

P (g, 4) = / Py, A)P" (x, dy) = / P(y, AP (z,dy) + | Py, A)P" (. dy)
X & X\

> / Py, A)P" (., dy) = / P(i, APz, dy) = P(3, A)P"(z, 7)

Sumando sobre todo N

S P, A) = > PN (w,A) > Y PM(x,8)P(#, A) = P(&,A) Y P"(z,4);

y, dado que Y07, P"(z,2) > 0,

si P(&,A) > 0, entonces Z P"(xz,A) > 0, para toda z € X

n=1
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Por lo tanto P(Z,-), es medida de irreducibilidad para la Cadena.

Ya que P(Z,-) es medida de irreducibilidad, el Teorema 7 nos asegura que
una medida maximal de irreducibilidad esta dada por

= [ 3 P52 b, ay)

y, como Y o2, P"(z,2&) > 0, tenemos que ¢ (Z) > 0, es decir, & es un dtomo
accesible.
O]

La relacién de comunicacién ~» queda simplificada si la Cadena tiene un
atomo: no hay més que pedir que haya algin camino de Z a A con Probabilidad
positiva.

Proposicién 25. Supongamos que & es un dtomo para ® tal que L(z, A) > 0,
para algin x € &. Entonces T ~ A.

Demostracion. Sea y € &,

P(y,B) = P(Z, B), no depende de y

Para n > 2, por la Proposicién 8 y lo anterior,

P" Yz, B)P(y,dz) = / P"" (2, B)P(&,dz), que no depende de y.

c

Py B) = [

c

Asi, PE(y, B) no depende de y, para toda y € &, para toda n € N y para todo
B € B(X).

Por la Proposicién 9, L(z, A) = >>° | Pi(z, A), de modo que L(z, A) =
L(y, A), para toda y € &. Por lo tanto L(y, A) = L(x, A) > 0, para toda y € &.

Sea § = L(&, A) > 0, entonces

inf L(y,A) = inf L(Z,A) = L(£,A) =6 >0

yeT YyeT

Concluimos que & ~ A

3.2. Pseudo atomos

Los atomos accesibles simplifican el estudio de la Cadena. Desgraciadamente,
no siempre se puede obtener que algin punto de la Cadena sea un dtomo acce-
sible, como en la Caminata aleatoria en la semirecta; es més, hay Cadenas sin
atomos accesibles.
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Proposicién 26. Sea ® la camitana aleatoria en R y supongamos que T tiene
densidad. Entonces no existen dtomos accesibles para ningin m-esqueleto de ®.

Demostracion. Sea m € N. Por la Proposicién 12, P™(z, A) = I'*(A — x),
y por la Proposicién 13 P"(x, A) tiene densidad. Como a ¢™ lo podemos ver
como una caminata aleatoria con variable de incremento W = W; + ... + W,,,
la Proposicién 22 nos asegura que A es medida maximal de irreducibilidad para
®™. Al \ asociarles medida cero a los puntos, ningiin punto puede ser dtomo ac-
cesible, de modo que si existe un atomo accesible, debe de tener méas de un punto.

Supongamos que & es un atomo accesible, entonces existen x,y € & distintos
tales que

I'A—z)=P"(x,A) = P"(y,A) =T"(A — y), para todo A € B(X),
es decir,

I'(A—2z)=T"(A—-y), para todo A € B(X),

pero esto es imposible, ya que x y y son distintos. Esta contradiccién vino
de suponer que ®™ tiene un atomo accesible. Por lo tanto, no existen atomos

accesibles para ningin m-esqueleto.
O

El resultado anterior es un poco decepcionante, ya que una Cadena de
Markov tan simple como la caminata aleatoria y con Distribuciéon I' tan usual
como la Gaussina o la Gamma no tienen dtomos ni ella ni ninguno de sus m-
esqueletos.

Esto no quiere decir que no se puedan explotar las propiedades de algin
“4tomo”: en los tultimos 40 anos se descubrieron dos maneras de construir un
atomo artificial para cualquier Cadena de Markov que tenga alguna medida
de irreducibilidad. Este es una de las mayores inovaciones en el estudio de las
Cadenas de Markov en las iltimas cuatro décadas.

Definicién 24. Decimos que la Cadena de Markov ® cumple con la condicion
de minorizacion si, y sélo si, existen 6 > 0, algin C € B(X) y una medida de
Probabilidad v en B(X) tales que n(C°) =0y

P(z,A) > 6u(A)lc(x), para todo A € B(X) y para todo x € X

La condicién de minorizacién parece ser un poco restrictiva, y en un principio
no se tiene idea de cuales Cadenas de Markov la cumpen o si de hecho alguna
la cumple. El siguiente Teorema nos habla de esto.

Teorema 10. Sea ® una Cadena p-irreducible. Entonces la condicion de mi-
norizacion se cumple para algin m-esqueleto.
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La demostracién del Teorema se deja hasta el final del Capitulo, ya que es
muy larga y técnica, y usa muchisima herramienta matematica pesada que sobra
en lo que resta del trabajo. El lector puede seguir con el resto del material sin
problema alguno, o leerla con mucho detenimiento y cuidado, aunque esta es-
crita con el mayor detalle posible.

Para no hacer engorrosa la notacién y no meternos con los m esqueletos, en
lo que sigue supondremos que tenemos una Cadena de Markov que cumple con
la condicién de minorizacién.

Hagamos una ruptura del espacio de estados: sean

Xo = X x {0}
X1 =X x {1}
X=X x{0,1} = (X x {0}) U(X x {1}) = Xo U X,

donde (Xo, B(Xy)) v (X1, B(X1)) son copias de (X, B(X)). Denotaremos a los
elementos de B(Xo) y B(X1) como Ag y Ai, respectivamente. Andlogamente,

a los elementos de X se los denotara como xy 6 x1, dependiendo si estdn en X
6 X1, respectivamente.

X estd dotado por la o-algebra de los borelianos, pero dado que X7 y Xo
son espacios métricos separables,
B(X) = a({Ag U A1]4g € B(Xy), A, € B(X1)})
Al hacer esta ruptura del espacio de estados, lo que se pretende es construir
un atomo en el nuevo espacio de estados y luego pasar sus propiedades al es-

pacio de estados original. Consideraremos a Xy como una copia de X, y a los
elementos de B(X() como copias de B(X).

Ya establecido el espacio medible (X, B(X)), necesitamos definir el siguiente
operador

Definicién 25. Si ¢ := {v: B(X) — Rlv medida } y (:={p:B(X)—
R|> medida }, definimos el operador ruptura x : { — ¢

vk (Ag) =v(ANC)1=64+v(ANC®) vy v(4) =v(ANC)d,
donde C y § son los que da la definicion de la condicion de minorizacion.

Proposicién 27. Para todas v,\, Mo € € ya € R, vk € € y (ad; + \o)* =
aXi + N5, Ademds, si v es medida de Probabilidad sobre B(X), v* es medida de

Probabilidad sobre B(X).
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Demostracion. Sea v € £, dado que B(X;) y B(X2) son o-algebrés, en particu-
lar son 7-sistemas; como B(X) estd generada por B(X1) U B(X3), por el Lema
de Dynkin basta probar que v+ sea una medida sobre B(X;)U B(X3); pero, por
construccién, lo es.

Sean Ai, A2 € £ y a € RT. Sea Ay € B(X)),
(a1 + A2)"(Ag) = (ah1 + M) (AN C)(1 = ) + (ahy + A2) (AN CC)
=[a i (ANC)+X(ANC))(1—=0) +a i (ANC) + M(ANC)
=aM(ANC) 1 =0)+MANC) ]+ X(ANC)1 =056+ M(ANC)

= aAj(Ao) + A5(Ao)
Sea A1 € B(X3),

(a/\1 + )\2)*(141) = (0)\1 + )\2)(/1 n 0)5 = O)\l(A N 0)5 + /\2(A n 0)5
Asi, (ad + A2)* = aXi 4+ X5 en B(X;) U B(X3), que es el generador de B(X),

y por el Lema de Dynkin (aA; + A2)* = aA] + A3 en todo B(X).

Supongamos que v es medida de Probabilidad sobre B(X), es decir, v(X) =

1; por lo anterior, solo falta ver que v*(X) = 1.
v (X)
=" (X1)+ v (X)) =v(XNC)1 -0 +v(XNC)+v(XNC)
=(C)(1 = 8) + v(C) + v(C)§ = v(C) + v(C°) =1

Es importante observar que:

1.
v (AgUA) =vx(Ao)+v*(41)=v(ANC)1 -6 4+v(ANC%) +v(ANC)s

=v(ANC)+v(ANC° =v(4);

de modo que, v* (AgU A;) = v(A), para todo A € B(X), es decir, v es la
medida marginal inducida por vx.
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2. Si ACCe,

v (Ag) = V(AN CO)1 = 8] + (AN C°) = v(AN C°) = v(A);
ce.

de modo que v * (4g) = v(A), para todo A C Dado que estamos
pensando a X como Xy, los subconjuntos de C no son afectados en v-
medida por el operador .

El tercer paso en la ruptura es definir una Cadena de Markov sobre (X, B(X))
Sea P: X x B(X) — R definido mediante

A~

P(zg,) = P(x,)*; xo € Xo \ Co

P(,-) =1 P(xy,") = w; 20 € Cy

P(z1,+) = px (), T € Xy

donde C, § y p son el conjunto, la constante y la medida en la condicién de
minorizacién, respectivamente.

Proposicion 28. La funcion P es un Niucleo de transicion.

Demostracion. Sea z € X,

1. Z:{E()EX()\CO

P(zg,) = P(z,-)*, que es una medida de Probabilidad en B(X), por
la Proposicién 27.

2. z=1x9 € Cy

P(xg,-) = w. Si A € B(X), por la condicién de minorizacién
sucede que

P(x9, Ag) * —0u(Ag)*
=Pz, ANC)[1=0]+ P(z,ANC°) — u(ANC)[1 =6]0 — u(ANC°)d
>u(ANC) 1 =088+ pu(ANC)s — u(ANC)1 -6 — n(ANC)§ =0,

es decir, 15(5130, Ap)* > 0. Ademss,

xo, A1)x—op(Ar)*x = Pz, ANC)o—pu(AN > p(AN —p(AN =0,
P(xg, A Su(A P(z, ANC)d—p(ANC) 52 ANC) 6% —pu(ANC) 62
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y asi, P(xo, A1)* > 0. Por lo tanto, P(xo, ) >0.

Gracias a la Proposicién 27, P(x, -)A* y v(-)* son medidas de Probabili-
dad sobre B(X), y por lo anterior, P(z,,-) es una medida.

Ya que P(z,X) % —6u(X)x = 1 — 8, concluimos que P(zo,-) es medi-
da de Probabilidad.

z=x1 € Xq

P(x1,-) = p(-)*, que es una medida de Probabilidad sobre B(X), ya que
1 lo es sobre B(X).

Por lo tanto P(z, -) es una medida de Probabilidad, para toda z € X.

Para ver que P(-, A) es una funcién medible, es mucho més sencillo, ya que

P(?)

* son combinaciones lineales finitas de funciones medibles.

Concluimos que P es un Nucleo de transicién.

O

Ya que P es un Niicleo de transicién sobre B(X ), el Teorema 3 nos asegura

que existe una Cadena de Markov $ asociada a P.

Dada la forma de P, afuera de Cy @ se comporta igual a ®, moviéndose solo
dentro de Xy. Ya que llega a Cj, con Probabilidad 1 — § permanece en X, y

con P

robabilidad § cae en C7. Comprobémoslo: sea o € Cy.

P(z0,C1)
_ P(x,Cy)* = ou(Ch)*  P(x,0)é — pu(C)s?
B 1—-6 B -6
_ 6(P(z,C) =9)
B 1-6 ’
ya que x € C,

y asi,

Como

P(z,C) > u(C) =1, es decir, P(z,C) =1,
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P(.’,E(),XO)
=1- P(xo,Xl) =1- P(JZQ,Cl) — P(xo,Xl \ Cl)

=1—P(z,C1)=1—(1—6) =34,
se tiene el resultado.

Podemos pensar este proceso de ruptura de la siguiente manera: ya que
caigamos en Cjp, lanzamos una moneda J-cargada para decidir en que nivel, Xg
6 X1, permanecerd .

Teorema 11. Seq & la Cadena de ruptura de la Cadena de Markov ®. Entonces
Cy es un dtomo para .

Demostracion. (i>(:c1, )= p()x = P(y1,~), para todas x1,y1 € Ci, que por la
Proposicién 27 tenemos que u()* es una medida no trivial (ya que pu(X)* =
wu(X) > 0) sobre B(X). Por lo tanto, Cy es un atomo para ®.

O

Ahora explotemos las propiedades de o para ®.

Teorema 12. Sea ® una Cadena de Markov sobre (X, B(X)). Entonces:

1. ® es la Cadena marginal de fi), es decir, para cualesquiera Distribucion
inicial p sobre B(X) y k € N sucede que

/ P*(z, A)pu(dx) = / Py, Ag U A p*(dys), para todo A € B(X);
X b'e

en particular, tomando p = d,, para algin x € X,
/A P*(y;, Ag U A1), (dy;)* = P*(z, A), para todo A € B(X).
b'e

2. Si & es p*-irreducible, para alguna medida ¢ en B(X), entonces ® es
p-irreducible.; y si ® es p-irreducible, con gpA(C) > 0, entonces ® es vx-

irreducible, y C1 es un dtomo accesible para .

Demostracion. 1. Sea © el espacio de todas las medidas de Probabilidad
sobre B(X); como X es lesH, en particular es métrico y separable, de
modo que el Teorema 36 nos asegura que las combinaciones convexas de
medidas de dirac son densas en O, con la métrica de Prohorov; ademas,
por el Teorema 37, la convergencia con la métrica de Prohorov implica la
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convergencia débil. Por todo lo anterior, y dada la linealidad del operador
x, es suficiente verificar que la ecuacién se cumple para u = J,, para toda
rzeX.

Como P es un Nucleo de transicién,

]5”+1(£L‘i714) = /X]AD(ywA)f?”(x“dyj),

por lo que es suficiente demostrarlo para k =1 .

Sea x € X,

0 (ANC)1 = 6]+ 06,(ANC°); A; = Ag
0:(ANC)d; A=A

es necesario considerar 2 casos:

a) ©eC*

/A Ply;, Ao U A1)y (dy;)
X

:/ P(yonUAl)éx(dyO)*—i-/ P(y;, Ao U Ay 6, (dyy )+
Xo X3

= / p(y(),AQ U Al)éxo(dyo) = P(ZIJ(),AO U Al) = P(Hj‘,AO U Al)*
Xo
= P(z, A)

b) zeC



3.2. PSEUDO ATOMOS 7

/A Plyys Ao U A1), (dy;)
X

= P(yo, Ao U A1)d, (dyo) * + P(yi, Ao U A7)0, (dyr )
XO Xl

— [ Blye, Ao U AD[(L = 5)u, (dyo)] + / Pla, Ay U A1) (66, (dy)
Xo X1

= (1 —6)P(z0, Ag U Ay) + 6P (1, Ag N Ay)

P(I,AO U Al) * 75,[14(140 U Al)
1-46

=(1-9) +6u(Ag U Ay)

= P(iC,A() @] Al) * +5[1,(A0 U Al) - 5u(A0 @] Al)

= P(z,Ag U Ay)x = P(z, A)

Por lo tanto,

/A P(y;, AgUA,)d,(dy;)* = P(z, A), para todo A € B(X) y para toda 4,
X

2. Supongamos que P es px-irreducible.
Sea A € B(X) tal que p(A) = p(AgUA )x >0, yseax € X, existen € N

tal que P™(zq, Ag U A1) > 0.
Tomando en (1) A = &,

P”(m,A) = /A Pn(l‘i7A0 U A1)5x(dyz)>k > O,
X
es decir, P"(x, A) > 0, por lo tanto ® es p-irreducible.

Supongamos ® es p-irreducible y ¢(C) > 0, entonces Y - | P"(z,C) > 0,
para toda x € X.

Por la construccién del operador x, P(mi, X1\ C1) =0, para toda x; € )2',
de modo que P"(z;,X; \ C1) = 0, para cualesquiera z; € X y n € N,



78CAPITULO 3. ATOMOS, CONJUNTOS PEQUENOS Y DESCOMPOSICION CICLICA

es decir, el dtomo C es la tnica parte del nivel X; que se alcanza con
Probabilidad positiva. Y dado que Y .2, P"(x,C) > 0, para toda z € C,
la construccion del Ncleo de transicion de la Cadena de ruptura nos ase-

gura que y_, P"(x;,C1) > 0, para toda x; € X.

De la Proposicién 24 tenemos que P(Cy,-) = v*(-) es medida de irre-
ducibilidad para la Cadena y C; es un atomo accesible.
O

3.3. Conjuntos pequenos y ejemplos en modelos
especificos

Los conjuntos pequefios son la clave en la construccién de la Cadena de
Ruptura, son los que nos permiten romper al espacio, al menos para algtin m-
esqueleto. En esta seccién los definimos y daremos ejemplos para modelos, como
la caminata aleatoria.

Definicién 26. Sea C € B(X) tal que existe m € N, una medida no trivial vy,
sobre B(X) que cumple con que

P™(z,B) > vy (B), para toda x € C y para todo B € B(X),

decimos que C' es vy, -pequeno.
Al final de este Capitulo demostraremos el siguiente Teorema:

Teorema 13. Sea ® una Cadena de Markov.

1. Si es una medida mazimal de irreducibilidad, entonces existe un conjun-
to pequeno C € B(X) en la Cadena. Ademds, existe m € N y v, medida
sobre B(X) tales que C' es vy, -pequeno, vy (C) > 0 y v/o es una medida
de irreducibilidad.

2. Sean C, D € B(X) tales que C € B(X) es vp,-pequeno y D ~» C. Entonces
D es Uy, -pequenio, para U otra medida no trivial sobre B(X).

Veamos ejemplos concretos de estos conjuntos, para tener una idea més
clara de como funcionan. Ademsds, la Cadena no tiene que ser necesariamente
irreducible.

3.3.1. Caminata aleatoria en la semirecta

El conjunto {0} es P(0,-)-pequeno. En la Proposicién 21 mostramos que si
I'(—00,0) > 0, entonces, para toda 0 < ¢ < 0o, [0,¢] ~ {0}; y por el Teorema
13, [0, ¢] es T-pequetio. Es decir, todo compacto es pequetio, cuando se cumple
que I'(—00,0) > 0.
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3.3.2. Caminatas aleatorias dispersas

En el Capitulo dos vimos que cuando una caminata aleatoria cumple que I'
tiene densidad ~y positiva y acotada en el origen, es decir, existen 3, > 0 tales
que

POW, € A) > /A 5 (@)A\(dz),

y v(z) > 4, para toda = € (—0, 3); de modo que C = [—3/2,3/2] cumple con
que

P(z,B) > d\(B), para toda z € C,
es decir, C' es §\1-pequeno.
El ejemplo arriba descrito tiene que ver con un cierto tipo de caminatas

aleatorias llamadas “dispersas”, en las cuales I' o alguna de sus convoluciones
son no singulares con respecto a A en una vecindad del origen.

Definicién 27. Sea ® una caminata aleatoria en R. Decimos que @ es dispersa
(6 T dispersa) si, y sélo si, T™ es no singular con respecto a A, para alguna
n € N.

Para las Caminatas aleatorias dispersas es facil dar un conjunto pequeno.

Teorema 14. Si ® es una caminata aleatoria dispersa, con I'™ no singular con

respecto a X. Entonces existen 8> 0,5 >0 y s,t € R tales que Cs = [-3, 5] es
)
1

Van -pequeno, con vaon(+) = IA(+) (5.4]"

Demostracion. Dado que I'™ es no singular con respecto a A, existen v € Ly (\)
y X, medida sobre B(R) que cumplen que vy > 0, [, y(x)A(dz) > 0,

"™ (A) = x(4) +/ v(x)A(dx), para todo A € B(R)
A

y x(-) L [ v(x)A(dz). En particular,

I"*(A) > /AW(J:))\(da:), para todo A € B(R).

Por la Proposicion 12

P"(x,A) =T""(A—x), paratodos x € X, m € Ny A € B(R);

en particular,

P10, A) = I (4) > /A A(2)A\(da).

Sea A € B(X),
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P?(0,A) =T?"(A) = (T™) % (T™)(A) = /R ™ (A — )™ (dx)

//A . Aldy)l™ (dx) // d(x(:v)Jr/xv(z)A(dz))
2 [ oo ( / W)Md@) = [ [ o= oranm@i)
// y—7) (dy)A(dI):/A/Rv(y*x)v(fv)/\(dxu(dy)

=/7*7(x)/\(dx)
A

Sea v, = min{vy,n}, el n-ésimo truncamiento de . Dado que

IN
N
2

lim v, =7, Asupp(y)) >0 y 0<y <y <93

n—00

existe m € N tal que A(supp(vm)) > 0. Ademds,

/ 7 % 4(2)A(dz)
A

/ / y — ) (2)A(dy)\(dz) / / iy — ) ()N (dy)\(d)

- / o ()N (d)
A

P?™(0,A) > / Ym * y(z)A(dz), para todo A € B(R).
A

Al ser v, acotada (0 < ~,, <m)y v € L1(\), por el Teorema 38, 7, *~y es una
funcién continua.

Supongamos v,, * v = 0, entonces, para toda = € R,

/ Yy — 2y (@) \(dy) = 0
R
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Como A(supp(7y)) > 0, entonces el interior de supp(y) es diferente de vacio. Sea
x en el interior de supp(y), como v, (y — z)y(z) > 0, para toda y € R e integra
0, Yym(y — x)y(z) = 0, para toda y € R A-cdq; dado que y(x) > 0, tenemos
que Y, (y — ) = 0, para toda y € R A-cdq. Pero A(sup(v,,)) > 0, esto es una
contradiccién que obtuvimos al suponer que 7, *y = 0.

De modo que existe z € R tal que v, * y(z) > 0.
Al ser ~,, * v continua, existe una vecindad de x en la cual v, x v > 0; asi,
existe un compacto [a,b] en esa vecindad y existe § > 0 tales que = € (a,b) y

Ym *7(y) > 0, para toda y € [a, D).

Seanﬁ:bfTa,s:a—&—ﬁyt:b—B

o % ()N () > /A N

P20 A) > /A Yo+ (@A (d2) > /A

N[s,t]
:5/ A(dz) = GA(AN [s,1]) = 6A(A)11L,
AN[s,t]
Y asi,

P?™(0,A) > 5)\(A)1f2’t], para todo A € B(X).

Veamos que [—f, 3] es pequenio, y dado que ya tenemos un candidato para
medida cota (5)\(~)1E;),ﬂ), tenemos que demostrar que todo |z| < 8 = 222 cumple

Sean x € [—3,0] y z € [s,1], —‘IT_I’ < —x< —%“ya—i—aT_b Sng—aT_b,
entonces
-b -b b— b—
a=at2 29 <ra < bbb a:b7 para todos z € [-3,0] v z € [s,1].
4 4 a 4
es decir, [s,t] — [0, 0] C [a,b], por lo que v, xy(z — x) > §, para toda z — x €

[s,t] — [=3,5]. Sea x € [, (]. Ahora,



82CAPITULO 3. ATOMOS, CONJUNTOS PEQUENOS Y DESCOMPOSICION CICLICA

P*(1,A)

=T?"(A—z)=T"*T"(

/ / z—x —y)y(yA(dz)\(dy) = / / z—x —y)v(y)A(dy)A(dz)

_ / Y%y (z — 2)A(dz) > / o # 12 — 2)A(d2)
A A

2/ ym*y(z—x))\(dz)z/ SA(d=)
AN[s,t] AN[s,t]

_5 — SAAN[s,1])
AN(s, t]

- 6>‘( ) [s,¢]

En conclusién,

P*(z, A) > 6A(A)1§7t] para toda z € [, ] y para todo A € B(X),

es decir, [—3, 8] es un conjunto va,-pequeno, donde va,(.) = dA(. )lfs)t]

3.3.3. Modelos lineales de Espacio de estados

En el Capitulo anterior vimos que si LSM (F,G, W) es controlable; donde
F € Myxn(R), G € Mypxp, W ~ N(0,I) y O,I € M,x,; entonces P™(-,-)
es absolutamente continua con respecto a A y su densidad p, : R?® — R es
continua (de hecho de clase C°°(R?")) y positiva en todo su dominio. Aquf es
mucho mas fécil identificar a los conjuntos pequenos.

Proposicion 29. Si C es un compacto en R™, entonces C' es v, -pequeno, con
v () = 50/\(-)1(0'), para alguna ¢ > 0.

Demostracion. Sea C un compacto no vacio en R™, entonces, C' x C' es compacto
2n
en R“",

Dado que p,, es continua y positiva en R?", existe § > 0 tal que p(x,y) > 4,
para todo (z,y) € C x C. Sea x € C,

A—a)= [TA—a—yran = [ [ IRCIG
~ [ [ aG=s—wraarn = [ 26— - (X(dy) /dyv<w>x<dy>)

/ / (z —x —y)A(dz) (/ dw) / / (z —x —y)A(d2)y(y)A(dy)

)T (dy)
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P (z,A)

_ / pale, y)dy > / pale, y)dy > / Sdy = SA(ANC)
A ANC ANC

= oN(A)14
Sea vy (-) = OA()1Y),

P"(x,A) > v,(A), para toda z € C' y para todo A € B(R"),

es decir, C' es pequeno.

3.4. Comportamiento ciclico

Si @ es la Cadena de Markov con espacio de estados X = {1,2,...,d} defini-
da por el Nicleo de transiciéon P(z,z + 1) = 1, para toda z € {1,...,d -1} y
P(d,1) = 1.

Claramente P"(z,x) > 0 si, y sélo si, n € dN := {dn|n € N}. De alguna
manera, podriamos decir que la Cadena se cicla, o que tiene un d-ciclo.

En esta seccién daremos una estructura ciclica, como la descrita arraba, a
todas las Cadenas con alguna medida de irreducibilidadal.

Sea ® una Cadena de Markov con medida de irreducibilidad maximal 1, con
el conjunto v,,-pequenio C' y v,,(C) > 0 (que gracias al Teorema 13, podemos
garantizarlo). De ahora en adelante, quitaremos la dependencia de v,, = v,
siempre recordando que P™(z,-) > v(-), para toda x € C.

Definicion 28. Sea

Ec ={n € N|C es u,-pequerio, con p, = é,v, para alguna 6, > 0},

el conjunto de los tiempos para los cuales C' es pequerio, con una medida mi-
norizacion maltiplo de v.

Proposicion 30. El conjunto Ec C N es cerrado bajo adicion.

Demostracion. Sean n,m € Ec y x € C,
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n+mm — n mm n mx nV mx’
P (s, B) /XP (s, B)P™( ,dy>z/cp (v, B)P <,dy>z/ca (B)P™(z, dy)

> 0,v(B) /C P™(z,dy) = 6, P (x,C)v(B) > [0,0mv(C)v(B),

para toda x € C.
Sea Oman = 0p0mV(C) >0V tptm = OntmV,

P™(z, B) > u(C), para toda z € C,

es decir, C' es pp4m-pequeno, con fi,+.,, un muliplo de v; y asi, n +m € Eg¢,
para todos n,m € E¢; por lo tanto, F¢ es cerrado bajo adicién.
O

Sea d = m.c.d.(E¢). Al ser E¢ cerrado bajo adicién, el Teorema 39 nos
asegura que si d = m.c.d.(E¢), existe N € N tal que para todan > N, nd € F¢.
De algin modo, E¢ se esta ciclando.

Definiciéon 29. Sea ® wuna Cadena de Markov que contiene un conjunto C
v-pequeno tal que v(C) > 0. Definimos el ciclo de Ec como d = m.c.d(E¢)

Teorema 15. Sea ® Cadena de Markov con medida mazimal de irreducibilidad
Y. Sean C' € BY(X) cualquier conjunto pequenio y d = m.c.d(E¢) el ciclo de
Ec. Entonces existen Dy,...,Dg € B(X), disjuntos (un “d-ciclo”) tal que

1. para toda x € D; sucede que P(x,D;y1) =1,1€{0,...,d—1} (mod d)

2. N = [UleDi}c es -nulo.

Ademds, el “d-ciclo” {Ds,...,Dq} es mazimal, en el sentido de que para
cualquiera coleccion {d’', DY, ..., D)} que cumpla (1) y (2) se tiene que d'/d; y
sid=d', entonces D, = D;, para toda i € {1,...,d}, salvo reordenamientos de
{D},...,D,}.

Demostracion. 1. Veamos primero la existencia del ciclo.

Dado que C € BY(X), >.,°, P"(2,C) > 0, para toda z € X. Por el
algoritmo de la divisién, m € N si, y s6lo si, existenn e Ny 0 <k <d—1
tal que m = nd — k; de modo que

oo d—1

i P (z,C) = z ZP"dik(x, C) > 0, para toda = € X.
n=1

n=1 k=0
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Sean Ay, = {z € X|>_07, P"~F(x,C) > 0}, para toda 0 < k < d— 1, por
lo anterior tenemos que X = Uz;(l)Ak.

Los conjuntos { Ao, . . ., Ag—1} no son necesariamente disjuntos, pero veamos
que su interseccién es -nula.

A ={z € X| ZP"dik(x,C') >0} = U {z € X|P"F(z,C) >0}
n=1

n=1

oo oo 1
= U U {z e X|P"k(z,C) > E} para toda 0 < k <d—1.

n=1m=1

Sean Bf , = {x € X|P"~*(z,C) > L1},

Ay = U U Bfl"m, para toda 0 < k <d—1. (3.1)

n=1m=1

Supongamos que existen 0 < ¢,j < d — 1 diferentes tales que el conjunto
A; N Aj no es ¢-nulo, es decir, (A4, N A;) > 0. Por (3.1),

ana= (U U s N0 U] = U (@hans),
n=1m=1 p=1g=1 m,n,p,qeN

Dado que 1p(A NA;) > 0, existen my, no,Po,qo0 € N tales que el conjunto
B! N B2 . no es Y-nulo, es decir, (B, N BJ > 0.

mo,no Po,qo0 mo,no Po, qO)

Sea A = Bt N BJ

mo,no Po,q0?

entonces (A) >0y

. 1
Pod=i(y C) > —; paratodaz € A
mo

. 1
PPod=i(z C) > —;para todaz € A
do

Por el Teorema 13, v, es una medida de irreducibilidad y por el Teorema
7, una medida maximal de irreducibilidad estda dada por

/Z i1 ”/C (dz) /Z 2n+1 dz)

Ya que ¢(A4) > 0,
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W= [ 3 T = [ L >0

de modo que existe r € N tal que

/ P’ (z, A)v(dx) = ¢ >0
C

Sean B € B(X) y z € C, al ser C v,,-pequeiio,

P2m+n0d_i+T(1‘7B) — / Pm(w,B)Pm+n0d_i+T($,dw)
X

:/Xpm(w,B) UX P”Od—i(z,B)Pm”(x,dz)}

:/ P (w, B) [/ PnOd_i(Z’B) (/X Pnod_i(y,B)Pm(x,dy)>}
/ / / (w, BYP™ (2, dw) P’ (y,dz) P™ (x, dy)

/ P (w, B)P™4 (=, dw) P" (y, d=) P™ (z, dy)
C

Y

>\

Y

T34

v(B)P™ (2, dw)P" (y, dz) P™ (x, dy)

hS
S~

Il
N
—
S
S~—

P4 (2, dw) P" (y, d2) P™ (z, dy)

|
X
Z
Q

=3[ E[s—
Q\Q\Q\b\:b\:b\

P"Od_i(z7 C)P"(y,dz)P™(x,dy)

Y
=
5

—P"(y,dz)P™(x,d
—P(y.dz) Pz, dy)

(B) P"(y,dz)P™ (z, dy)

A

P (y, A)P™ (x, dy)

=V
=V

(B)

Y
=
=5

3

Py, A)(dy) = u(B)mioac

Sean a = 2m +ngd — i + r, 5,1:ﬂ%ﬂéc>Oy,ua=<5au7

P%(z,B) > pq(B), para toda z € C'y para todo B € B(X),

es decir, C' es ug-pequenio, con g, un multiplo de v, por lo cual a =
2m+nod — i1+ 1 € E¢.
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Andlogamente 2m + pod — j +r € E¢.
Al ser d = m.c.d.E¢, de modo que

2m +nod — i+ 1 = 2m+ pod — j + r(mod d) = nod — i = pg — j(mod d),

y como nod = pod = 0(mod ), tenemos que

1 = j(mod d).
Lo cual es absurdo, ya que 0 <1i,j <d—1 e i # j. La contradiccién vino
de suponer que ¥(A; N A;) > 0, para algunos 0 <i,j <d — 1.

Por lo tanto ¥(A4; N A;) =0, para todo 0 <4,j <d—1.

Sea
N = U (A; N A;), por lo anterior, sucede que ¥(N) =0 (3.2)
i Je{q;é.‘,d—l}
i#]

Ya que X = U?;&Ai, el conjunto

d—1
\N = U(Ai\N) es lleno .

=0

X\N=

d—1
Ja
1=0

Al ser X \ N lleno, la Proposicién 16 nos asegura que existe D C X \ N,
D € B(X) absorbente no vacio. Sean

D;=Dn(A;_1\N), para toda 1 <i <d.

Por la ecuacién (3.2) tenemos que {Dy,...,Dq} C B(X) son disjuntos 2
a 2. Ademas

d d d—1
:UDQ(AiA\N):Dm U(Ail)\Nl =D() U(Ai)\N] =DnX

=D

Veamos que P(z,D;y1) = 1, para toda ¢ € D; y para toda 1 < i < d,
modulo d.
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a) Sean B; = {z € D|P(z, D;+1) > 0}, entonces B; = D;, para toda i.

Seaz € D; = DN (A1 \ N), Y00, Prd=(=D (3 C) > 0, es decir,
existe n € N tal que P4~ (g C) > 0.

Por las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov,
P 0, C) = [P0y 0Py
X

- / Pi(y, C)P(x, dy) + / Pi(y, C)P(z, dy) > 0
X\D;t1 Dit1
(3.3)

Ahora,

X\ Diy1 =[XU(X\ D]\ Dit1 = (D\ Diz1) U[(X\ D)\ Diy1]

X\D \DZ+1 X\D]

U b;|u

JjFi+1

U b;

JjF#i+1

Si

Pnd=i(y,C) > 0si, y sélo si, j # i. Por lo que P"¥~(y,C) = 0, para
toda y € Ujeq,...ar Dj-
i+

- / Py, C)P(a,dy) + | Py, C)P(x, dy)
U X\D
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Ademds, x € D; C D, y D es absorbente, de modo que P(z,D) =1,
es decir, P(z, X \ D) =0, y con ello

/ P~ (g, CYP(z,dy) = 0.
X\D
De la ecuacién (3.3) deducimos que
| P oPed) >0
D1
que pasa si, y sélo si, P(x, D;1) > 0, para toda x € D;,.

Por lo tanto D; C B;.

Sea x € B; C D, entonces P(z, D; 1) > 0. Lo tinico que resta por es
ver que Y00 | Prd=(=D(z C) > 0.

Anélogamente a lo anterior,

i Pndf(ifi) (JJ, C)

n=1
— - nd—1 T _ = nd—i 2
_T;/XP (y, C)P(z,dy) /X (;P (yvc)> P(z,dy)
:/D_ (Z P"di(y,C)> P(x, dy)

Por hipétesis, P(x, D;11) > 0,y paratodoy € D11, oo P" i (y,C) >
0; de modo que

iP”d‘(i‘l)(m,C') - / (i P”d_i(y,0)> P(z,dy) > 0,

n=1 Dit1 \p=1

es decir, z € D; para toda = € B;.
Por lo tanto B; C D;.

Concluimos que B; = D;, para toda i € {1,...,d}, (médulo d).
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b) P(xz,D;t1) =1, para toda z € D;.

Seax € D; C D, dado que D es absorvente P(z, D) = 1. {D1,...,Dg}
son disjuntos y de (a) tenemos que

d
1 =P(x,D) = P(z,U,D;) = Y _ P(x,D;)

=1

d
=Y P(z,B;) = P(z,D;11), (mod d),
i=1

es decir, P(z,D;+1) = 1, para toda x € D;, médulo d.

Concluimos que {D1,...,Dg} es un d-ciclo.

2. Veamos ahora la unicidad y maximalidad.

, C
Sea {D1,...,D/,} otro ciclo con periodo d’, con N’ = [UleDg} y tal que
B(N') = 0.

a) Para toda 1 <i < d}, existe 1 < j; < d' tal que D; C D’ .
El Teorema 13 asegura que v¢ es una medida maximal de irreducibil-

idad para la Cadena, y, por el Teorema 7, v/ < 1. Como ¢(N') = 0,
vic(N') =0.

Dado que v,c(C) >0y X = (U‘leDg) U N/,

ve(C) = vjo (CNIUL DY) = vye (UlCn D)) >0,
de modo que existe 1 <k < d’ tal que v,(C' N Dy) > 0.
Al ser C v-pequerio,

P™(x,D;,NC) > v(CNDy) =v/c(CNDy) >0, para toda = € C.

(3.4)
Como {Dj,..., D} es un d'-ciclo, para toda = € Dy, P"(z, Dy) =1
si, y sélo si, n = hd’, para algin h € N. De hecho, P"(z,D; NC) >0
si, y s6lo si, n = hd', para algtin h € N. De esto y de la ecuacién (3.4)
tenemos que m = hd’, es decir, d’/m.

Sean € E¢,
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P"(z,D,NC) > 6,0(D,NC) >0,

de modo que d'/n, para toda n € Ec.

Al ser d = m.c.d(E¢), d'/d.

Veamos que C N D, = &, para toda 1 <i <d, i # k.

Supongamos lo contrario, es decir, existe 1 < k < d', 1 # k, tal

que C'N D} # @, en particular, existe z € C'N Dj. De lo anterior,
P™(z,C N D}) =P (2,CND,) =0, por ser un d' — ciclo;

pero x € C'N D;- C C; asi, por la ecuacién (3.4)

P™(z,CN D) >v(cnD'k) > 0.
Lo cual es una contradiccion, que vino de suponer que C' N D;- #+ O,
para toda j # k; por lo tanto CﬂD;- #+ @ s, y s6lo si, j = k, es decir,
C CD,UN".
Seap =d/d'. Paraalgin 1 < j < d’ sucede que D1ND’j # &, es mds,
podemos afirmar que ¢(Dy N D) > 0, si no, Dy € N’ = [UL, Dj]°,
por lo que 0 = 9(N') = (D).
Supongamos Dy N D} # @, para alguna [ # j, en particular, exis-
te « € D1 N D] que cumple con que

P"d(x,D; N D) = PP (z. D1 N D'j) =0, para todan € N (3.5)

ya que x € D} y por ser {Dj,..., D/} un d'-ciclo.
Como ¢(D1 N D;) >0,
oo
Z P"(z,D1NDj) >0, para toda z € X;
n=1

en particular,

(oo}
ZP"(m,Dl N D;) > 0, para toda z € D; N D;

n=1

Dado que « € Dy y {D1,..., D4} es un d-ciclo,
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o0 o)
Z P”d(a:,DlﬂD;-) >0= Z P (g, DiND’) > 0, para toda x € D;NDy,
n=1 n=1

de modo que existe n € N tal que P"pd'(x,Dl N D) > 0; pero por
la ecuacién (3.5) esto es absurdo. Esta contradiccién vino de supon-
er que 1(D1ND}) > 0, para algiin [ # j; por lo tanto D1 C DY, ¢-cdq.

Andlogamente para los demds, sucede que D; C D;-i, 1)-casi segu-
ramente, para algin 1 < j; < d' y para toda 1 <1 <d.

b) N'=N

/ c
N' = (UleDZ/.) y N = (UL ,D;)°. Por la parte (a), para to-
da 1 < i < d, existe 1 < j; < d tal que D; C D;-i; y como
Y(N) = (N') = 0, podemos suponer que N’ = N y seguimos
teniendo el mismo resultado.

c) Paracadal <j<d, D; es unién de p = d/d’ conjuntos D}s.

Por las partes (a) y (b), existen ny,...,ng € Ny existen iy,...,4,, €
{1,...,d} tales que i1 < ... < in,, jk # ir, para todos k y 1, si j # i,
y

Dy = Dy U...UDy,

D), = Dy U...U Dy,

Dii/ = Dd'IU”-UDd’n
d/

Al ser {D,...,Dl,} y {D1,...,Dq} d-ciclo y d-ciclo, respectiva-
mente, cada elemento de la particién de D; estd relacionado con un
Unico elemento de la particién de Dy, de modo que n; < ns; y con

el mismo razonamiento, ny < n; < ... < ng < np. Por lo tanto
ny =...=nNy.
Dado lo anterior, concluimos que si tenemos que {Dj,..., D)} es un d-

ciclo, entonces D} = Dj, salvo reordenaciones.
O

De la demostracion del Teorema anterior tenemos las siguientes observa-
ciones:

1. El ciclo no depende del conjunto pequeno C que elijamos, a excepcién de
los conjuntos t-nulos.
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2. Todo conjunto pequeno estd contenido en un tunico elemento del ciclo,
digamos D;.

Definicién 30. Sea ® una Cadena de Markov con medida mazimal de irre-
ducibilidad . Tomemos a d como el natural mds grande tal que podemos des-
componer a (¢, X) en un d-ciclo.

1. Decimos que d es el ciclo de la Cadena;
2. sid=1, decimos que la Cadena es aperiddica;

3. cuando existe C € BT(X) pi-pequeno tal que p1(C) > 0, decimos que la
Cadena es fuertemente aperiddica.

Proposicion 31. Si © es fuertemente aperiddica, entonces es aperiodica.

Demostracion. Dado que ® es fuertemente aperiddica, existe C' p1-pequeno,
entonces 1 € E¢. Por lo que 1 = m.c.d.E¢. En la demostracién del Teorema
anterior vimos que para cualquier d’-ciclo en la Cadena, d'/m.c.d.Ec = 1, por lo
tanto todo ciclo en la Cadena tiene longitud 1, es decir, la Cadena es aperiddica.

O

Proposicion 32. Sea ® una Cadena de Markov con medida de irreducibilidad
mazimal 1. Entonces:

1. Si ® es fuertemente aperiddica, entonces la condicion de minorizacion se
cumple;

2. La resolvente K, es fuertemente aperiddica, para toda 0 < e < 1;

3. Si ® es aperiddica, entonces, todo m-esqueleto es V-irreducible y es aperiodi-
co. Ademds, algin mq- esqueleto es fuertemente aperiddico.

Demostracion. 1. Condicién de minorizacién: existen § > 0, D € B(X) y u
medida en B(X) tal que v(D) =1 tales que

P(x,A) > éu(A), para toda z € D y para todo A € B(X).

Como @ es fuertemente aperiddica, existe C € B(X) pi-pequetio tal que
r(C) >0y

P(z,A) > 11(A), para toda x € C'y para todo A € B(X). (3.6)

Sea p = v1/v1(C), entonces v(C) = 1. Tomamos § = v1(C) y D = C.
Substituyendo en (3.6),

P(x,A) > 0u(A), para toda = € D y para todo A € B(X),

es decir, ® cumple la condicién de minorizacién.
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2.

3.

Sea 0 < e < 1. Como & es -irreducible, existe un conjunto pequeno en la
Cadena, es decir, existe m € N, C € BT (X) y v, tales que

P™(x,A) > vn(A), para toda x € C'y para todo A € B(X).
Ahora,

K, (z,A) = Z(l—e)e”P”(%A) >(1—€)emP™(x,A) > (1—€)e™vm(A),

n=0

Sea 71 = (1 — €)€™ vy, entonces

K, (z,A) > 171(A), para toda x € C'y para todo A € B(X),

€

es decir, C' es U1-pequeno en K, .

Por lo tanto K, es fuertemente aperiddica, para toda 0 < e < 1.

a) Algin mg-esqueleto es fuertemente aperiédico.
Como @ es t-irreducible, existe C' € BT(X), mg € Ny v,,, medida

en B(X) tal que v,,,(C) >0y

P (x, A) > vy, (A), para toda z € C'y para todo A € B(X),
es decir, el mg-esqueleto ®™° es fuertemente aperiédico.
b) Todo m-esqueleto es i-irreducible y aperiddico.
Sea m € N. Sean Ec = E} y EZ los conjuntos de los tiempos bajo
los cuales C' es pequeno, con una medida de Probabilidad multiplo

de v en ® y ®™ respectivamente.

Sea k € F¢, dado que E¢ es cerrado bajo adicién, mk € E¢, para
toda m € N, es decir, existe §,, > 0 tal que

P™F (2, A) > 6,,v(A), para toda z € C'y para todo A € B(X),

es decir, k € EfY, para toda k € Ef¥. Por lo tanto Ec C EfY.

Como la Cadena original es aperiédica, 1 = m.c.d.(E¢), ya que la
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longitud de todos los ciclos que pueden darse a la Cadena debe de
dividir al m.c.d.(E¢).

Como Ec C Ef, 1 =m.c.dEF y lalongitud de todo ciclo dado en la
Cadena ®™ debe dividir al m.c.d.E% = 1, todo ciclo tiene, a lo mas,
longitud 1, es decir, ®™ es aperiédica.

Sean A € BY(X) y ¢ € X. Por Teorema 7, podemos tomar a )
como

00 =3 [ Gt via

y por el Teorema 13, podemos suponer que v(C) > 0.

Como

existe r € N tal que [, P"(y, A)v(dy) > 0.
Dado que 9(C) > 0, existe k € N tal que P*(z,C) > 0.

Sean z € C, B € B(X) y n € N, por las ecuaciones de Chapman-
Kolmogorov, P"(z, B) > v(B)(v(C))" .

Usando todo lo anterior,
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Pr+n+k(x7A) :/ P7"<y’A>Pn+k(q:,dy)
X

:/XP“(y,A) /XP"(z,dy)Pk(x,dz)]

> /X Py, A)

_ /C P (2, dy) P*(x, dz)}

[ o)) Pr(, )
A }

> /X P (y, A)

- /X Py, A) [v(dy) (#(C))" " P*(z, C)]

— (W(C))" P (z,C) /X Py, A)v(dy)

v

(W(C)" 1Pz, C) /C P (y, Ay(dy) > 0

Por lo tanto P™t"*%(x, A) > 0, para toda n € N, de modo que exis-
te n € N tal que r +n + k = ms, para algin s € N. Por lo tanto
P (x, A) > 0, es decir, Y7 | P"™(z, A) > 0, para toda z € X.

Concluimos que @™ es 1-irreducible.
O

Si tenemos una Cadena fuertemente aperiédica, entonces se cumple la condi-
cién de minorizacién para la Cadena, y asi, podemos construir un dtomo artificial
y explotar sus propiedades; es decir, es més deseable trabajar con este tipo de
Cadenas. Pero muchas Cadenas, incluso las més simples, como las caminatas
aleatorias, no la cumplen.

La Proposicién anterior nos dice que cualquier resolvente la cumple. En el
siguiente Capitulo veremos como pasar estas propiedades de la resolvente a la
Cadena original.

Proposicion 33. Sea ® una Cadena de Markov con medida mazimal de ir-
reducibilidad ¢, con periodo d y un d-ciclo {D1,...,Dq}. Entonces, para cada
1 <i<d, D; es absorbente para el d-esqueleto ®¢. Ademds, @‘;Di es aperiodica.
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Demostracion. Sea 1 < i < d. Dado que {D1,...,Dg} es un d-ciclo,

Pd(ac,Di) =1, para toda x € D;;

y como el Niicleo de transisién asociado a ®¢ es P, D; es absorbente en ®¢.

Al ser D; absorbente para el d-esqueleto, por el Teorema 9, <I>C/l D, esta bn defini-
da. Como d es el natural méas grande con el cudl podemos encontrar un ciclo
de esa longitud; si <I>dDi no fuera aperiédica, prodriamos partir a D; en un ci-
clo mayor a 1 para la Cadena @%ﬂ entonces podriamos construir un ciclo de

longitud mayor a d para ®. Por lo tanto @%i es aperiddica.
O

3.5. Teorema de existencia de conjuntos pequenos

Esta seccién estd destinada a probar que en todas las Cadenas -irreducibles,
el espacio de estados contiene un conjunto pequeno, y asi asegurar que la condi-
ciéon de minorizacién se cumple, al menos para un m-esqueleto.

Definicién 31. Sean C € B(X), m € N y v,,,, medida no trivial sobre B(X),
que cumplen con que

P™(z,B) > vy (B), para toda x € C' y para todo B € B(X)

entonces decimos que C es vy, -pequeno.

De ahora en adelantes tomamos a ¢ una medida o-finita sobre B(X), fija.
Sean n € Ny z € X, dado que P"(z,-) es finita, usando el Teorema 40, existen
p"(z,-) : (X,B(X)) — (R, B(R)), medible ; y Q™(x,), medida sobre B(X)
ortogonal a ¢; tales que

P"(z,B) = /Bp”(ac,y)¢(dy) + Q" (z, B), para todo B € B(X) (3.7

Lema 5. La funcion p™(z,y) es oxxx medible
Demostracion.

Observacion 1. Como X es un espacio métrico separable,
oxxx =0({Ax B|A,B € B(X)})
Comenzemos con el caso n = 1.

Sea i € N, definimos
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0 ;s ¢(Bi(y)) =0
pi(z,y) =
S ¢ coc
Sea
0 st @(Bi(y) =0
gi(x,y) =
m , e.0.C.
entonces,

pi(x,y) = 9! (x,y)P(z, Bi(y))

Para que p}(-,-) es oxxx medible, es suficiente ver que g} (-,-) y P(-, Bi(-)) son
o xxx medibles.

Veamos primero que P(-, B;(-)) es oxxx medible. Como P es un Nucleo de
transicién, P(-, B;(y)) es B(X) medible, y, por la observacién 1, solamente fal-
ta mostrar que P(x, B;(-)) es B(X) medible. Sea x € X, fija, y sea o € R,
queremos demostrar que

Ao ={y € X|P(z,Bi(y) > a} € B(X)
Dado que Im[P(z,-)] = [0,1], para o € (—00,0], A, = X € B(X); y para
a€[l,x], A, =0 € B(X).Seana € (0,1) yy € A,, entonces P(z, B;(y)) > a,
de modo que, para toda z € B;(y), P(x, B;(z)) > a. Asi, B;(y) C Aa, para toda
y € A,. Alser B; = {B},..., Bl''} una particién de X, y por lo anterior, existen
1<m<n;y{ji, - dmt C{1,...,n;} tales que

Ao =Bl'U...UB/™ ¢ B(X),

es decir, P(z, B;(+)) es medible, para toda z € X. Por lo tanto, P(-, B;()) es
oxxx medible.

Veamos ahora que g;(+,-) es medible. Por la observacién 1, basta probar que
g; es B(X) medible en cada entrada. Sea y € X, fija, ¢;(-,y) = m no

depende de la primera entrada, es decir, es una funcién constante, por lo tanto,
B(X) medible. Sea z € X, fija, y sea « € R, definimos

Ba = {y € X|gz($7y) > Oé};

queremos demostrar que B, € B(X). Como g(z,:) > 0, para a € (—o0,0],
B, =X € B(X). Para a =0, g;(x,y) > 0 si, y s6lo si, ¢(B;(y)) > 0, es decir,

Bo = U{B"|¢(B]") > 0} € B(X)),
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pues es unién finita de elemento de B(X). Sean o > 0 y y € B,, entonces
g(z,y) > 0, es decir, ¢(B;(y)) > 0; de modo que

Bo = {u ae.9) > 0} = {y |5 > 0} = 1y [6(Biw) < 1)

Por un razonamiento anlo al caso de los conjuntos A,, tenemos que B, € B(X).
Por lo tanto, p}(-,-) es una funcién medible, para toda i € N.
Sea

pho(z,y) = lim pi(z,y)
1— 00

que es una funcién medible, ya que es limite puntual de una sucesién de fun-
ciones reales medibles. Por el Teorema 41, pl_(-,-) es una versién de p*(-, ), por
lo tanto, p!(-,-) es medible.

Para n > 2, hacemos el mismo prodecidimento, y obtenemos el resultado.
O

Lema 6. Seann,m € N y x,z € X, entonces

Pz, 2) > / D" (2, )p™ (3, 2)6(dy)
X

Demostracion. Sean € N
n . .n ¢ n—k k
q"(z,y) poo(x,y)\/Kglggl{/Xq (w,y) P (ﬂc,dw)}
donde

Pho(x,y) = lim pjf(z,y)
1— 00
es la versién de p™(x,y) que encontramos en el Lema anterior.

1. Para toda n € N, ¢"(,-) es version de p"(,-).

Paran=1

q(z,y) = p(x,y), que ya demostramos que es versién de p'(z,y)

Para n = 2,

q2($7y) ngo(a?,y)\//xq(w,y)P(x,dw),
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Por las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov y por la descomposicién de
Lebesgue de P? con respecto a ¢

o) = [ P aran = [ ([ o0 + o) Pe.a

_ /X /A ply, 2)8(d=) Pz, dy) + /X Qy, A)P(x, dy)
// p(y, 2) P(x,dy)¢(dz) + /Qy, P(z,dy),

de modo que

*(x, A) // p(y, 2) P(z, dy)p(dz) /Qy, P(z, dy)

Definiendo las medidas 71,6 : B(X) — RT mediante

/ / p(y, 2)P(z,dy)$(dz), para todo A € B(X),

/ Q(y, A)P(x,dy), para todo A € B(X),

sucede que 7 < ¢; y al ser Q(y,:) L ¢, para toda y € X, 6 L ¢; es decir

P*(z, A) = n(A) +0(A), conn < ¢y 0 Lo,

es decir, tenemos otra descomposicién de Lebesgue de P?(z, -) con respecto
a ¢, pero el Teorema 40 nos asegura que la descomposicién es unica, es
decir,

o) = [ ([ o orean)

¢(dz) = /Apz(x, z)¢(dz), para todo A € B(X),

Ademss, la unicidad de la derivada de Radon-Nikodym nos asegura que
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p?(x, 2) es una versién de / p(y, 2) P(z, dy)
X

Por el caso n =1, ¢(x, 2) = p(x, z), y con ello

/ q(y, 2)P(x, dy) es versién de p*(z, 2), que es lo que buscamos.
X

De modo que ¢?(+,-) es méximo de 2 versiones de p?(-,-); esto, sumado al
hecho de que, para todo espacio medible (Y,oy)y f,9: Y — R, fun-
ciones medibles, f V g es medible; nos dice ¢2(-,-) es versién de p?(-,-).

Para n > 2, supongamos vélido este hecho para k € {1,...,n — 1}, y sea

q"(w,y) = plo(z,y) \/ 1 < ];ngxn -1 {/X q”"“(my)P’“(xadw)} :

P (-, ) es versién de p™ (-, -); veamos que las demds también. Por hipédtesis
de induccién, ¢" (-, -) es versién de p"~*(-,-), paratoda k € {1,...,n—1}.
Tomando k € {1,...,n — 1}, y procediendo anédlogamente al caso n = 2,
llegamos al resultado deseado.

2. Para todo x,z € X y para todo n,m € N, tenemos que

gz, 2) Z/ q"(z,9)q™ (y, 2)p(dy).

X

Como ¢"(+,+) es un méximo finito de versiones de una misma funcién,
basta probar que una de ellas cumple la propiedad. Dado que

max
¢ (@, 2) = pl (@ 2) \ 1<k <n+m—1 {/ q"+mk(y,Z)Pk(x,dy)} :
X

tomamos la version corrrespondiente a k = m,
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/X Ry, 2) P, dy)

- /X ¢"(y, 2)P™ (s, dy)

- /X (. 2) ( /(dy) q”(x,w>¢<dw>+c;“<x7dy>> > /X (4, 2) ( /(dy) q”(sc,ww(dw))

- / 4™, )" (&, 9)dldy) = / (& 9)g™ (. 2)B(dy).
X X

de modo que, ¢"(-,-) cumple con (2).

De las partes 1 y 2 deducimos que p™(-,-) cumple con (6).

Para simplificar la notacién, definimos
¢t (X) = {A € B(X)|¢(4) > 0}
la familia de conjuntos ¢-positivos.

Teorema 16 (Existencia de conjuntos pequenos). Sea ® una Cadena de Markov
sobre B(X) y supongamos ¢ cumple que

eziste A € ¢ (X), tal que si B€ BT(X) y BC A, ZPk(m,B) >0, para toda x € A
k=1

Entonces, existen C C A, M € N y e > 0 tal que ¢(C) > 0 y pM(x,2) > ¢, para
todo x,z € C.

Demostracion. Sea B € BT(X) tal que B C A, por hipStesis

Z P*(z,B) > 0, para toda = € A,
k=1

y, por la descomposiciéon de Lebesgue de P™ con respecto a ¢,

Z/ p"(z,y)p(dy) + Q" (z, B) > 0, para toda z € A (3.8)
n=17B

Como ¢ L Q"(x,-), existen AT, A} € B(X) tales que
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X =ATUAy; ATNA; =0 ¢(A7) = Q"(x, A7) =0

vy o(AT) y Q" (x, AY) tienen medida total.

Dado que ¢(A4) > 0, A C A}, en particular, Q™ (x, A) = 0. Asi, de la ecuacién
(3.8) tenemos que

Z/ ¢(dy) > 0, para toda z € A
oo
/ Z ¢(dy) > 0, para toda = € A

= ¢({zeA| ) p"(z,y)>0}) >0
De modo que existen n, m € N (puede ser que n = m), tales que

/ P (@, )P (4, 2)$(d) o(dy) p(d=) > 0 (3.9)
AXAXA

Sean
Ak(’l’]) = {(.’E,y) € AQ‘ pk(xVy) Z 77} €E0XxX, ke n,m,

veamos que existe 7 > 0 tal que

?*({(2,y.2) € A%| (,y) € An(n), (y,2) € Am(n)}) >0

Supongamos lo contrario, es decir, para toda n > 0,

¢*({(2,y,2) € %] (,y) € Au(0), (y,2) € Am(n)}) =0

Para i fija {A;(n)},>0 es una familia decreciente a {(x,y) € As| p*(x,y) > 0} =
A2 asi

¢*({(z,y.2) € 4| (2,y) € A% (y,2) € A%}) = 0, es decir, ¢°(A4%) =0

de modo que

[ 2otdeoldn)o(dz) = 0

que contradice a la ecuacién (3.9); por lo tanto, existe 71 > 0 tal que

O*({(z,y,2) € A% (z,y) € An(m), (v, 2) € A (m1)}) >0
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Por un razonamiento andlogo, existen 12 > 0y 13 > 0 tales que ¢?(A,(1n2)) >
0y (A (1)) > 0. Sea 1 = mdx{ny, 1, 713}, entonces

*({(x,y,2) € A%| (2,y) € An(n), (y,2) € Am(0)}), 6*(An(n)) ¥ ¢2(Am(77)() > (;

3.10
Ya fijada 7, suprimiremos la dependencia de A,,(n) con respecto de 7, es decir,
An(n) = A, Sean z,y € X, definimos B;(z,y) := B;(z)xB;(y) € B(X)xB(X),
donde B;(x) es el elemento de la particién B; a la que z pertenece. Fijemos
k € {n,m}, y definimos la medida ¢y : B(X) x B(X) — [0, 00] mediante
¢r(B) = ¢*(Ay N B).

Observemos que

or(B) = ¢*(Ay N B) = /X NAnpdd® = /X Y, xpdd? = /B oy A

y asi, L’l{% = Xa4,, en particular ¢, < ¢?. Tomemos B € B(X) x B(X) tal que
©r(B) = 0, por el Teorema 41, existe Nj, € B(X) x B(X) ¢? nullo tal que, para
toda (x,y) € Ag\Ng

 o(Biey) L R(ANBix.y))
M 2By Sl T e By

Sea (u,v,w) € {(z,y,2) € A°| (z,y) € A\My, (y,2) € Apn\M,}, por (3.11),
existe j € N tal que

=1 (3.11)

¢*(An 0 Bj(u,v)) > (3/4)¢*(B;(u,v)) (3.12)

¢*(Am N Bj(v,w)) > (3/4)¢% (B (v, w)) (3.13)
Sea A,(-) : A— B(X)

A (z) = 0 ; sl para toda y € A p™(z,y) <n
T vedl @y €A} seoc

su dominio estd bien definido, pues, para cada z € A, A, (z) define una seccién
de A, (que puede ser vacia), y las secciones son medibles. Adem4s,

An = [J{(@,y) € A% y € An(2)}

r€EA

Anélogamente, A,,(x) N Bj(v) son las secciones de A,, N B;(u,v) y
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A, N Bj(u,v) = U {(z,y) € A%| y € A, (z) N B;(v)}
Sea

En = {z € Bj(u) N A| ¢(An(x) N B;(v)) > (3/4)¢(B;(v))},

veamos que F, € B(X) y que ¢(F,) > 0. Por el Teorema 42,

62(An 1 B (u,0)) = / 6(An(2) N B; (v)(z)

AﬁBj (u)

y
(3/4)¢°(Bj(u, v)) = (3/4)¢*(B;(u) x Bj(v)) = (3/4)p(B;(u))¢(B;(v))

— (3/4)6(B; (1) / | Lotda) = /B BB, )o@

B; j

> /B oy BB )0l

De lo anterior y de la ecuacién (3.12)

/ ¢(An(z) N Bj(v))p(dx) > / (3/4)0(B;(v))d(dw)
Bj(u)NA

J B; (w)NA

= [6(An(z) N B;(v)) = (3/4)6(B;(v))] (dx) >0
Bj(u)nA
Sea g : X — [0, 00] tal que
_ ) o(An(2) N B;(v)) = (3/4)6(B;(v)) x € Bj(u)n A
9(e) = 0 e.o.c.

g es medible, por ser convinacién lineal de funciones medibles (esto nos lo ase-
gura el Teorema 42). Por como g estd definida

/ gdo = gd¢ >0
b'e Bj(u)NA

Sea H, = {z € Bj(u) N A| g(z) > 0}, entonces H, € B(X) y ¢(H,) > 0. Por
definicién de H,
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Hy ={z € B;(u) N A ¢(An(x)) N B;(v) — (3/4)¢(B;(v)) > 0}
={z € Bj(u) N A ¢(An(z) N B;(v)) > (3/4)¢(B;(v))}
=E,

Por lo tanto, E,, es medible y ®(FE,,) > 0.
Sea A () : A — B(X) tal que

A% (2) = 0 ; si para todo y € A; p™(y,2) <7
™ M {y € 4] (y,2) € A} eowc.

y sea

Dy = {z € Bj(w) N A] ¢(A;,(2) 0 Bj(v)) > ¢(B;(v))};

procediendo andlogamente, obtenemos que D,, es medible y que ¢(D,,) > 0.

Sea (z,2) € By, X Dy,

P(An(x) N A7 (2))
= ¢((An(z) N B;j(v)) N (A7, (2) N B;(v))) (3.14)
= ¢(An(z) N B;(v)) + ¢(A45,(2) N B;(v)) — ¢(A77)
donde

A = [An(@) N Bj(0)] U [45,(2) 0 B (0)] € By(v);

de modo que

P(AL5) < 6(Bj(v), esdecir  —@(AL7) > —d(B;(v))
Dadoque x € E,, y z € Dy,

¢(An(z) 0 Bj(v)) > (3/4)6(B;(v))

¢(4;,(2) N Bj(v)) > (3/4)¢(B;(v))

Subsituyendo todo lo anterior en la ecuacién (3.14),
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D(An(2) N A7, (2))
> ¢(An(2) N Bj(v)) + ¢(A7,(2) N Bj(v)) — ¢(Bj(v))
> (3/4)0(B;(v)) + (3/4)6(B;(v)) = ¢(B;(v)) > 0

= (1/2)¢(B;(v)) > 0,

por lo tanto

o(An(x) N AL (2) > (1/2)¢(Bj(v)) > 0, para toda (z,z) € E, X D,, (3.15)

Por el Lema 6, para cualquier vector (z,2) € E,, X Dy,

p " (w,2)
> / " (z,y)p" (y, 2)p(dy) > / " (z,y)p" (y, 2)p(dy)
% An(2)NA, (2)
> / me(dy) =1 / o(dy) = 12(An(x) 1 A% (2))
Ap(2)NAZ, (2) An(z)NA7, (2)

> 1%(1/2)¢(B;(v)) > 0

Sea €1 = n%(1/2)¢(B;(v)) > 0, entonces

p"t™(x,2) > €1, para todo vector (z,2) € E, x D, (3.16)

Como ¢(E,) >0y E,,D,, C A, por hipétesis,

o0
Z P*(z,E,) >0, paratoda z € A, en particular, para toda z € D,,
k=1

Sean

. 1
Ci={x€Cy| P*(2,E,) > =
2

= Cen{o € X| P, Ba) > 7} € B(Y),
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D, = Uf;NkeN C’;; y ya que ¥(Dy,) > 0, existen i,k € N tales que ¢(C}) > 0.
Sean C:=C} y €3 := 1,

P*(x,E,) > e; para toda z € C (3.17)

Para finalizar, ya que p'(-,-) son versiones de las densidades ¢'(-,-), construidas
como sigue

l n Dflé,X n—j J
¢'(z,y) =pl(my)\/1<i<n—13 [ ¢ (w,y)P(z,dw);,
X
para todo x, z € C, por las ecuaciones (3.16) y (3.17)

P (2,2)

2/ p"*m(yvz)Pk(x,dy)Z/ Py, 2) PF (2, dy)
X E.

n

> / L P* (2, dy) = e / P¥(z,dy) = &1 P (e, E,)
E. E

n n

> €160 >0
Sea M =k+n+mye=e€eg,

pM(z,2) =€ >0, para todo z,z € C.

O
Lema 7. Sea ® una Cadena de Markov con v una medida de irreducibilidad

mazimal. Entonces, para todo A € BY(X), ® cumple con las hipdtesis del Teo-
rema 16, con ¢ = .

Demostracion. Sea A € BT(X)y B € BT (X) tal que A C B; como ® es
y-irreducible,

o0
Z P*(z,B) > 0 para todo 2 € X, en particular, para todo x € A.
k=1

Tomamos ¢ = ¥ y hemos acabado.
O

Corolario 1. .- Sea ® una Cadena -irreducible. Entonces, para todo A €
BT(X), existe M € N, y C C A, vpr-pequerio tal que C € BY(X) y vy (C) > 0.
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Demostracion. Sea A € BT(X), por el Lema 7, tomando ¢ = 1), se cumplen las
hipétesis del Teorema 16, de modo que existen C C A, C € BT (X); M € N, y
§ > 0 tales que pM(x,z) > §, para todo z,z € C. Sea Vi : B(X) — [0, 0]
definida mediante

vy (D) = 0v(DNC), para todo D € B(X),

como C' € BY(X) y § > 0, Vi es no trivial y vp(C') = §¢(C) > 0. Sea x € C
y D € B(X), usando la descomposicién de Lebesgue de PM (x,-) con respecto

a1,

PM(2,D)

:/ pM(z, y)v(dy) + QY (x, D) Z/LDM(I,y)z/f(dy)
D D

> /D M)ty > / 5ib(dy) = 56(D N C)

DNnC

= I/M(D)
O

Teorema 17. Sea ® una Cadena de Markov con medida maximal de irreducibil-
idad 1. Entonces la condicion de minorizacion se cumple para algun M-esqueleto

Demostracion. Por Teorema 7, existe una medida maximal de irreducibilidad
finita. Andlogamente al Corolario 1, existen C € B*(X), M € Ny § > 0 tales
que

PM(x,D) > §p(DNC) = 51&(0)%, para toda z € C
Sean € = §¢(C) y v : B(X) — [0, 00] definida por v(D) = %, entonces

PM(z,D) > e1Zv(D), para todo D € B(X),

es decir, se cumple la condicién de minorizacién.

Teorema 18. Sea ® una Cadena de Markov.

1. Sean C,D € B(X) tales que C es v,-pequeno y existen € > 0 y m € N
que cumplen que P™(x,C) > €, para toda © € D, entonces D es Vpipm-
pequeno, donde vy, es un multiplo de vy,.
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2. Supongamos que Y es una medida de irreducibilidad mazximal para ®. En-
tonces X es una union numerable de conjuntos pequenos.

3. Supongamos que ¥ es una medida de irreducibilidad mazimal para ®. Sea
C € B*(X) un conjunto vy,-pequerio, siempre podemos encontrar M € N y
una medida vy sobre B(X) tal que C' es vy pr-pequenio, y vpiar(C) >
0. Ademas, VntM /o €5 una medida de irreducibilidad.

Demostracion. 1. Por las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov y la pequeniez
de C,

P (2,B)

- / P"(y, B)P™ (x, dy) > / P"(y, B)P™(z, dy)
X C

> [ 0Py = () [ Pa.dy) = 0,(B)P".C)

> v, (B)e

Tomando vy, = €v,, concluimos la demostracién.

2. Como la Cadena es -irreducible, entonces, por el Corolario 1, existe C' €
BT (X), va-pequeiio. Sean

1
C(n,m) = {y€X| P*(y,C) > }, n,m €N
m

como ® es ¢ irreducible, X = ;2 U,ennen C(n,m). Sea z € C(n,m),
P (z,C) > % > 0, para toda z € X, en particular, para toda x € C. Por
la parte 1, C'(n,m) es pequeio, para toda n,m € N.

3. Como C € BT(X), Ka% (z,C) > 0, para toda € X. Dado que v,, es no
trivial,
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[ Koy . Counta) > 0
X a
; 5 Unldy
=1

— [ P(y,0)
=>Z/X o vn(dy) >0
j=1

De modo que existe M € N tal que

PM(y,0)

o vy (dy) > 0, es decir / PM(y, CYv,(dy) > 0,

X X

6, en notacién de operador, v, PM(C) > 0.

Sea vniar @ B(X) — [0,00] dada por v,y (D) = v, PM(D), por lo
anterior, v, 7(C) > 0. Veamos C' es v,1p pequenio. Sea x € C, por las
ecuaciones de Chapman-Kolmogorov,

M (g = M(x "(x Mg "(z
P B) = [ PV By > | PV @B )
> [ PYaBldy) = 0PV (B) = v (B)
X

Por lo tanto, C es v, pequeno.

Ahora veamos que v, 4 es una medida de irreducibilidad. Sean z € X,

A € B(X) y m €N, por las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov,
Pm+n+M (l‘ A)

=/ P”+M(y7A)Pm(w,dy)2/P”J“M(%A)Pm(w,dy)
X C

> Untm(A)P" (2, C)
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sumando sobre toda m € N,

o0

SO P, A) 2 S P (2, A) 2 v (4) Y P e, C),
m=1 m=1

m=1

es decir,

P(z,C), para toda x € X y para todo A € B(X)

NE

S P a, A) > v (4)

m=1 1

3
Il

Sea A € B(X) tal que vy, ar(A) > 0, como C € BY(X),> °_, P™(x,C) >
0, para toda x € X, y asi

Z P"(z,A) > 0, para toda z € X,

m=1

es decir, la Cadena es v, pr-irreducible.



Capitulo 4

Dicotomia en Cadenas de
Markov

A lo largo de este trabajo, hemos construido resultados estructurales para
Cadenas de Markov, en particular para las ¢-irreducibles. En este tltimo Capitu-
lo desarrollamos algunos resultados de estabilidad estocastica para Cadenas de
Markov.

De muchas maneras, es mas facil decir cuando una Cadena es inestable: no
regresa a su estado inicial; deja eventualmente cualquier conjunto “acotado” con
Probabilidad 1; regresa solo un nimero finito de veces a un conjunto de medida
“razonablemente grande”, etc. De modo que las Cadenas estables son aquellas
que vuelven a su estado inicial, en alguna de las maneras antes mencionadas.

Como una introduccién a la estabilidad estocéstica en Cadenas de Markov,
damos criterios de clasificacién de estados, cuya finalidad es dar una dicotomia
en el espacio de estados.

4.1. Conjuntos petite

Que una Cadena tenga un conjunto pequeno nos facilita su estudio, por
ejemplo la descomposicién de la Cadena de ruptura. Para comenzar el iltimo
Capitulo, damos una generalizacion de los conjuntos pequenos, los cuales fa-
cilitan aun mas el estudio de las Cadenas en lo que concierne a criterios de
recurrencia y transitoriedad.

Definicién 32. Sean C € B(X), a una Distribucion en N y v, una medida no
trivial en B(X) que cumplen con que

113
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Kq(z,A) = ZP”(m,B)a(n) > vg(A) para toda x € C' y para toda A € B(X),

n=0
entonces decimos que C' es vq-petite.

Si tenemos un conjunto petite, ligado a la Distribucién a, en la Cadena de
Markov @, entonces la Cadena muestreada ®, tiene un conjunto 1-pequeno, ya
que su Ntcleo de transicién estd dado por K, ; es decir, la Cadena muestreada
ligada a la Distribucién a cumple con la condicién de minorizacién.

Proposicion 34. Todo conjunto pequerio es petite.

Demostracion. Sea C € B(X) con conjunto vg-pequeno, en el Capitulo 1 vimos
que a cualquier m-esqueleto lo podemos ver como una Cadena muestreada con la
Distribucién de dirak conentrada en m, é,,, y K5, = P™. Como C' es pequeno,

Ks, (x, A) = P*(x, A) > 14 (A), para toda = € C' y para todo A € B(X);

es decir, C' es v-petite.
O

Algunas propiedades de los conjuntos pequenos se mantienen para los con-
juntos petites.

Proposicién 35. Sea ® una Cadena de Markov y sea A € B(X) un conjunto
Vg -petite.

1. Si B € B(X) es tal que B 2, A, para alguna Distribucion b; entonces B
€S Vpsq-petite, con Vpsq maltiplo de v,.

2. Si ® tiene a 1 como medida mazimal de irreducibilidad y A € B(X)*;
entonces v, es medida de irreducibilidad para ®.

Demostracion. Por hipétesis,
K,(y,D) > v,(A), para toda y € Ay para todo D € B(X); y

{ >
nf, Ky(z, A) > 0,

para alguna § > 0

1. Sean x € By D € B(X), por el Lema 1,
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Ka*b(an)

:/ Ka(yaD)Kb(x’dy)Z/Ka(va)Kb(xvdy)
X A

> [ Dy a,dy) = vD) [ Kifady) = (DK, )

> dvq(D),

para toda x € B y para todo D € B(X).

Sea Vg4 = O, entonces B es Vgp-pequeno, con Vg, un multiplo de
Vg.

2. Sean A(n,m) = {y € X|P"(x, A) > 1/m}, para n,m € N. Dado que ® es
y-irreducible y A € B¥(X), X = U, nen A(n,m).

Sea D € B(X) tal que v,(D) > 0, y sea z € X, existen n,m € N tales que
x € A(n,m). Ahora,

P"K,(x,D)

- / Ko (y, D)P™(z, dy) > / K. (y, D)P" (z, dy)
X A

v (D)

> / Vo(D)P"(z,dy) = vo(D)P"(z,A) > >0,
A

es decir, P"K,(x, D) > 0, de modo que P"(x, D) > 0. Por lo tanto, v, es
medida de irreducibilidad para ®.

O

La siguiente Proposicién nos da propiedades que distinguen a los petites de
los pequenos.

Proposicion 36. Sea & con medida mazximal de irreducibilidad 1.

1. Si A es v,-petite, entonces existe Distribucion de muestra c tal que A es
también 1.-petite, con V. medida de irreducibilidad mazimal.
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2. La union de dos conjuntos petite es petite.

3. Eziste una Distribucion de muestra ¢, una funcion medible estrictamente

positiva s : X — R y una medida de irreducibilidad mazimal 1. tales que

K.(z,B) > s(x)¢.(B), para toda x € X para todo B € B(X).

Ademds, existe una sucesion creciente {Cy}nen de conjuntos .-petite,
con la misma Distribucion de muestra ¢ y medida minorizante equivalente
a1 tal que X =, cn Cn-

Demostracion. 1. Veamos primero que v, es también medida de irreducibil-

idad, incluso si (A) = 0.

Por el Teorema 13, existe C € BT (X) v}, petite (de hecho, pequefio) tal
que 1,(C) > 0. Como C € BT (X),

o) P(y.C
Ka,,,(y,C) = Z % > 0, para toda y € C.

n=0

Sea z € A, dado que v, es no trivial y por lo anterior,
Ka*a1/z (x,C)

- /X Kay o (4. C) Koz, dy) > /X Koy (5, C)valdy) > 0,

para toda x € A.

Sea d = [y Ka, ,,(y,C)va(dy) > 0, entonces Koua, ,,(2,C) > 4, para toda

3 axay /oy
x € A, es decir, A C.

De la Proposicién anterior deducimos que A es Vguq, p+b-petite, donde
Vaxay pxb = 0Vp. Como C' € BT(X) y es v, pequeino, con v, medida de
irreducibilidad para ®, de modo que cualquier multiplo de v, también lo
es, en particular, Vaxay yxb-

Dado todo lo anterior, podemos suponer que v, es una medida de irre-
ducibilidad para ®.

Sean z € Ay B € B(X),
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Kaxay ), (2,B)

_ /X Ky o (4 B Ko (2, dy) > /X Kay o (0 B)va(dy)

para toda x € A y para todo B € B(X).
Sean ¢ = axayjy y Ye(B) = [y Ka, ,,(y, B)va(dy),

K.(z,B) > ¢.(B), para toda € A y para todo B € B(X),
es decir, A es 1 -petite, y por la forma de 1., el Teorema 7 nos asegura

que es una medida maximal de irreducibilidad.

2. Sean A € B(X) y B € B(X) ,-petite y 1,-petite, respectivamente, con
¥, v ¥, medidas maximales de irreducibilidad, construidas en la parte 1.

Sean C' € B*(X) un conjunto petite fijo, existente gracias al Teorema
13; ¢ = %"b yz € AUB,

K (z,C)
=S cmpe0) =3 () o)
n=0 n=0
:% (;a )P (z, C) +Z n) P (z (;> %(Ka(x,C)+Kb($7C))

> 5 ($a(C) + Ky(2,0)) = 3¢a(C); € A

> 5 (Ko(z,C) +9(C)) = 31(C); z€B

> min {;wa(c), ;wb(C)}

Al ser v, ¥ 9 son medidas de irreducibilidad maximales y C' € BT (X),
sucede que min{31q(C), 1¢,(C)} > 0.
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Sea 6 = min{31q(C), 2¢5(C)} > 0,

K.(z,C) > 6, paratoda z € AU B, es decir AU B ~ C.

Por la Proposicién anterior, AU B es petite.

Como 1 es una medida maximal de irreducibilidad, el Teorema 13 nos
dice que existe B € B*(X) v-pequeio, es decir,

Ky(z, A) > 1% (A), para toda = € X y para todo A € B(X).

Por la parte 1, podemos tomar a 1, como medida maximal de irreducibil-
idad, y como B € BT (X),

— P"(z,B
Ko, ), (2, B) = Z% > 0, para toda z € X

n=0

Sean z € X y A € B(X),

Kb*lh/z (l‘,A)

=/mwAmwmww;/mmmmwm@>
X B

zémwmmzmmémmmm

= ¢b(A)Ka1/2 (xﬂ B)

Sean s(z) = Kq, , (v, B), c=bx*ay3 y ¥ = p, entonces

K.(z,A) > s(x)y.(A), para toda z € X y para todo A € B(X),
que es el resultado deseado.

Sea C,, = {z € X|s(z) > 1/n}, para todan € N, {C,, } ,en es una susecién
creciente de elementos de B(X).

Como B € B*(X) y s(x) = K, ,,(2,B) = ZZO:O%, sucede que
X =Upen Cn-
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SeaneN, zeC,y Ae B(X),

Ko, B) 2 s(2)e(4) 2 0u(4),

Sea 7 = %wc, que, al ser multiplo de una medida maximal de irreducibil-
idad, también es medida maximal de maximal irreducibilidad, y con ello,

K (x,A) > ¢ (A), para toda x € C,, y para todo A € B(X),

es decir, C), es ?-petite.

El siguiente Teorema es sorprendente: a cualquier petite lo podemos consi-
derar con una Distribuciéon de muestra uniforme o geométrica. Esto es 1til en
el andlisis de conjuntos petites, al ser estas Distribuciones més trabajables, ya
que tienen momentos de todos los érdenes, entre otras cosas.

Teorema 19. Sean ® una Cadena con medida mazimal de irreducibilidad v y
C € B(X) ve-petite, con . una medida de irreducibilidad mazimal. Sin pérdida
de generalidad, podemos tomar a ¢ como uniforme; o, para toda 0 < € < 1, como
geométrica de pardmetro €.

Demostracion. Sea A € B(X)" v,-petite,

K.(z,A) = Z ce(m)P™(x, A) > ¢.(A) > 0, para toda z € C,

m=0

entonces existe N € N tal que ZZZO c(n)P™(z,A) > 11p.(A), para toda z € C.
Dado que P™(z, A) > ¢(m)P™(x, A), para toda m,

N
1
Z P™(x,A) > 51/)6(/1)7 para toda z € C.

m=0

Sean z € C, B € B(X),
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n+N n+N

ZmeB +ZmeB > P™(x,B)

de modo que

n+N
ZP’":EB > wc( Jun(B), para toda x € C'y para todo B € B(X)

m=1

1. Para la Distribucion uniforme.

Sean b(m) = ﬁ, para toda m € {1,...,n 4+ N} y cero en otro caso;
x€CyBeB(X),

Kb(l‘,B)
%) n+N
- w;]b(m)pm(x,B) = 221 ol (@ B)
1 n+N 1
=—% > P™x,B) > 2(n+]\,)z/JC(A)vn(B)



4.1. CONJUNTOS PETITE 121
Sea vp(-) = m%(fl)yn(-), claramente una medida no trivial,
Ky(x, B) > vp(B), para toda x € C'y para todo B € B(X),
es decir, C' es v,-petite.

2. Para la Distribucién geométrica.

Sean 0 < € < 1y k = n+ N, definimos ax(m) = 1/k, para toda 1 < m < k.
Sea ¢ = min{ac(1),...,ac(k)}, entonces ac(m) > ¢ > 0, y dado que
1> ax(m) > 0, sucede que a.(m) > cax(m), para toda 1 < m < k.

Sea ai(m) = 0, para toda m > k + 1, entonces, por esto y por lo anterior,
ac(m) > cai(m), para toda m € N.

Tomemos z € C'y B € B(X),

K, (z,B)
=Y ac(n)P™(x,B) > Y acl(m)P™(z, B)
m=0 m=1
> Y cag(m)P™(x,B) =c > ag(m)P™(x, B)
k c n+N
> —P™x,B) = — > P'(x,B)

Sea v,, = 2(nier)wc(A)yn(B), medida no trivial, entonces

K, (z,B) > v, (B), para toda z € C'y para todo B € B(X),

€

es decir, C' es v, _-petite.
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4.1.1. Aperiodicidad y conjuntos petite

Los petites son una generalizacién de los conjuntos pequenos. Pero, jciando
un conjunto petite es pequeno? Si la Cadena es aperiddica y tiene alguna medida
de irreducibilidad, podemos garantizarlo, es decir, los conjuntos petites coinciden
con los pequenos.

Teorema 20. Sea ® con medida de irreducibilidad mazximal ¢p. Si la Cadena es
aperiddica, entonces todo petite es pequeno.

Demostracion. Sean A € B(X) 1,-petite, con ¢, medida de irreducibilidad
maximal; C € BT (X) vy-pequeno, tal que vp (C) > 0y
Ec = {n € N| C es v, pequeno , con v, = d,vp, para algtin 6, > 0}

Al ser la Cadena aperiddica, 1 = m.c.d.(E¢). Dado que E¢ es cerrado bajo

adicién y que 9,(C) > 0, existe N € N par, tal que, para toda n > % -1,

sucede que n € Ec y ZZO:%H a(n) < 394(C).

Ya que n € E¢, para todo % —1<n <N, existe 6, > 0 tal que

P"(x,B) > 6,vpm(B), para toda € C' y para todo B € B(X).

Sea § = min{é,|5 —1<n <N} >0,

N
P"(x,B) > évp(B), para toda x € C, para todo B € B(X) y para toda 5—1 <n<N.

Sean z € Ay B € B(X),

PN (z,B)
N/2 N/2 N/2
> PN(z, B) Z a(n) = Z a(n)PN(x,B) = Z a(n) / PN="(y, B)P"(x, dy)
n=0 n=0 n=0 X
N/2 N/2
a(n N—n "(x a(n v "(x
znZOU/CP <y,B>P<,dy>z;)<>/C<5M<B>P<,dy>
N/2 N/2
= Z da(n)vp (B)P™(z,C) = dvp(B) Z a(n)P"(xz,C)
n=0 n=0

Como A es 1,-petite,
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K. (z,C)
0o N/2
= > amP"(z,C)+ Y _an)P"(z,C) > ¢u(C);
n=N/2+1 n=0
de modo que
N/2
Z a(n)P™(z,C)
n=0
>$a(C) = D a(mP(x,C) =4 (C)~ D aln)
n=N/2+1 n=N/2+1
1 1
> %(C) - 51/}(1(0) = 577[}@(0)

Sea vy = %&l)a(C)VM, dado que

N/2
PN (z,B) > évp(B) Z a(n)P"(z,C), para toda x € A,
n=0

sucede que

PN (x,B) > vn(B), para toda x € Ay para todo B € B(X),

es decir, A es vy-pequeno.

4.2. Clasificacion de estados

Primero damos una clasificacién de estados. Lo més natural es estudiar la
variable aleatoria 74, el nimero esperado de visitas al estado A.

Definicién 33. (Transitoriedad uniforme y recurrencia) Sea A € B(X).

1. Decimos que A es uniformemente transitorio si, y solo si, existe M € N
tal que E,(na) < M, para toda x € A.

2. Decimos que A es recurrente si, y solo si, E,(na) = 0o, para toda x € A.
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Damos dos descomposiciones de las Probabilidades de transicién en n pasos,
que usamos en lo que resta de este Capitulo. Para esto, recuerdese que las
Probabilidades taboo estan dadas por

Pz(xaB):PI((ﬁneB,TAzn) y Pg(iL’,B):O
Proposicién 37. Sean A, B € B(X) y n € N. Entonces:

1. Descomposicion de la primera entrada

n—1

P"(z,B) = Pi(z,B)+ Y _ /AP”_m(y,B)PXL(:U,dy)
m=1

2. Descomposicion de la ultima salida

n—1
P"a.B) = Pi(w.B)+ 3 | PA (0 B)P o)
m=1
Demostracion.
{¢n € B}

:{(bn € B,7a Zn}u{(bn € B,Ta <n}

:{¢HEB’7—A Zn}U<U{¢n EBaTA:m}>a

de modo que

n—1
Pn(m>B) = PX(.%‘,B)—FPI <U {(bn € B, 14 :m}>
m=1

n—1

= PX(I’,B) + Z Pz(¢n € B,7a = m)

m=1

1. Intuitivamente, la ecuacién de la primera entrada es muy clara: llegamos
en n pasos a B evadiendo a A en esos n pasos, o llegamos primero a A en
algin paso anterior a n.

Seal<m<n—1,74 =msi, ysblosi, ¢1,...,0m_1 € A°y ¢, € A; asi
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P.(¢n € B,74 =m)

:P(¢1EAC?"'?QSm—lEAC>¢m€Aa"'a¢n€B)

- /A PP (y, B)PY (. dy),

para toda 1 < m < n — 1. Substituyendo lo anterior en la ecuacién (4.1)
tenemos que

n—1
P, B) = PR(.B)+ 3 [ P" iy B)P(w.dy)
m=1 A
2. Para 1 <1 <n —1, definimos

B={p1€X,....00-1€X, 0 €A 41 € A° ... pp_1 € A°},

por demostrar

n—1 n—1
U {Ta=m}= U B
m=1 =1
Sea w € {14 = m}, entonces ¢1(w),...,dm-1(w) € A, Pp(w) €

Y Omr1(w), ..., dp—1(w) € X, en particular, ¢;(w),...,¢om_1(w) € X.
Tenemos los siguientes casos

(1) pm(w) € Ay pmi1(w),. .., Ppn_1 € A°, es decir, w € By,;

(2) ¢m(w)7¢m+1(w) € Av y ¢m+2(w),...,¢n,1 € Acu €s decir, w €
Berl;

(n-m-1) @ (w),...,dop—1(w) € A, es decir, w € By,_1;

asi, w € U?;ll By, para toda w € {T4 = m} y para toda 1 <m <n —1;
por lo tanto

n—1 n—1
U{ra=myc B
m=1 =1
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Sea w € By, en particular, ¢;(w) € A, es decir, 1 < 74(w) < I, de modo
que w € U;;;ll{TA = m}, para toda w € B y para toda 1 <1 <n —1;
por lo tanto

n—1 n—1
UBc J{ra=m}
=1 m=1

Concluimos que

n—1 n—1
LJ{TAZZWH': LJ Bl
m=1 =1

Por lo anterior y por la ecuacién (4.1),

P"(z, B)

= P)(z,B)+ P,

n—1
(U Bl> b €B

=1

n—1

= PX(&J,B) + ZPx(Bl7¢n S B);
=1

Seale{l,...,n—1},

P:L’(Bl,¢n S B)

:Px(¢1 EX?"'7¢l—1 EX,¢Z eAv(bl-‘rl EAC7"'7¢7L—1 EAC)QS?L EB)

=/ Py (y, B)P!(x, dy)
A

Por lo tanto

n—1
PPz, B) = Pi(z, B)+ 3 /A Pr(y, B)P™ (2, dy)
=1

La clasificacién de estados se hace mediante la funcién
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E.(np) =U(z,B) = ) P"(z,B),

de modo que nos auxiliaremos con la funcién generadora de las suseciones
n n
{P"}nen y {PA}n€N7

U*(z,B) = ZP”(m,B)z" y Ui(z,B) = ZPZ(QE,B)Z", para toda |z| < 1,
n=1 n=1

respectivamente. Ademads, tienen la propiedad limite
— K 2 — K 2
U(z, B) Zl/HiU (x,B) 'y Ua(z,B) lim Ui(z, B)
Por la Proposicién 9, L(z, A) = P,(14 < o0) satisface
Lz, A) = ;PA(:E, A) = lim Ui(z, A) = lim L (z, A).

Proposicién 38. Sean x € X y A, B € B(X). Entonces

1.
U (0. B) = Ui(o.B) + [ U0 YU (o)
A
Ue.B) = Ua(w. B) + [ Uty B)Ualzd)
A
2.
U*(z,B) =Uji(z,B) +/ Uiy, B)U?(z,dy)
A
Ue.B) = Ua(w.B) + [ Ua(y. BV (e, dy)
A
Demostracion. 1. multiplicando por 2" la ecuacion de la descomposicion de

la primera entrada,

n—1
P"(z,B)z" = PX(;B,B)Z”JrZ / P ™(y, B)z" P} (z,dy), para toda n,
A

m=1

y sumando sobre todo N

co n—1

U B) = Vi@ B) + 30 Y [ (P B P ey (42)

n=1m=1
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Ahora,

co n—1

ZZ/any, 2P (x,dy) = Z Z/P”mxB MYPY (x, dy)

nlmlA m=1n=m-+1

o

) meu@=ZZJWWBMwmmwm
=1

=1n=174

m=

—

n

/ (ZP" y, B ) (Z Py (z, dy) m) :/AUZ(% B)U;(x, dy).

Substituyendo lo anterior en la ecuacién (4.2),

Wmmzmmm+AW@mmm@x

ademsds, haciendo z " 1, por el Teorema de Convergencia mondtona,
sucede que

U(z,B) =Ux(z, B) —l—/AU(y,B)UA(:mdy);

2. Usando la descomposicién de la ultima salida y procediendo andlogamente
a lo anterior, obtenemos el resultado.
O

4.3. Dicotomia en Cadenas con atomos

Antes de saltar a Cadenas generales, comenzaremos a dar criterios de di-
cotomia para Cadenas con dtomos y aprovechar las propiedades de este . Si la
Cadena admite un dtomo & y « € &, P"(x, B), L(x, A) y U(z, A) no dependen
de z, y los denotamos como P" (%, B), L(%, B) y U(&, B).

Teorema 21. Sea ® una Cadena de Markov con medida mazximal de irreducibil-
idad 1, y supongamos que admite un dtomo accesible &. Entonces:

1. Si 2 es recurrente, todo BT (X) lo es.

2. Si T es transitorio, existe una cubierta numerable de X de conjuntos uni-
formemente transitorios.
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Demostracion. 1. Supongamos que & es recurrente, es decir,
Eiln:] = U(#,2) = o0

Sean A € BT(X), y # € A; como & € BT(X), existen m,k € N tales que
P™(3,A) >0y P*(z,#) > 0. Ahora,

E[nal
=U(z,A) =Y _ P"(z,4) > Y P"H"(z, A) Z/ P™(z, A)P*+" (2, dz)
n=1 n=1 n=1

> i/iPm(z,A)Pk*"(x,dz) = i/jpm(:ﬁ,A)PH"(x,dz)

n=1

= ipm(jaA)PkJrn( &) = P™( A)iPkJrn(xa‘i)
= P (&, A) 3 P"(y, &) P*(x,dy) > P™(&, A) 3 P"(y, &) P*(x, dy)
:Pm(fc,A)Z/P"(:%,a})P (z, dy)

=P"(&,A) Y (P"(&,2)P"(x,2)) = P™ (&, A)P*(2,2) Y P"(#,4)

= P™(&, A)P*(z,2)U (%, 2)

Por hlpote81s U(z,#) = oo, y como P™ (%, A), P*(z,#) > 0, sucede que
P™ (3, A)P*(z,2)U(#,2) = oo. Por lo tanto, E,[na] = oo, para toda
x € A, es decir, A es recurrente, y A fue un conjunto arbitrario en BT (X).

2. Supongamos Z es uniformemente transitorio, es decir, E;[n:] < co. Por la
Proposicién 38, con A = B = Z,

Uz, &) =Uz(2,2) + / Uy, 2)Uz(Z,dy) = L(&, &) + / U(z,2)Usz(2,dy)

T
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y factorizando

U3,8)[1 - L(#,4)] = L(# 3) (43)
Ya que & € BT (X), L(#,%) > 0; sumado esto a la ecuacién (4.3) sucede
que U(#,%)[1 — L(Z,2)] > 0, de modo que 1 — L(%,%) > 0, es decir,
1 — L(#,&) # 0.

Sea x € X, por la Proposicién (38), tomando A = B = &, y procediendo
andlogamente a lo que hicimos para obtener la ecuacién (4.3), sucede que
U(z,2)[1 — L(&,2)] = L(z, &) = Py(1: < 00) <1,

y como 1 — L(&,%) # 0,
Uz, z) < _
DY =11, 9)

Sea &, = {y € X|>_, P*(y,2) > 1/n}, dado que & € B(X), X =
UZ, &,. Veamos que esta cubierta es la requerida. Sean z € X y i,j € N,

€ R, para todo z € X, (4.4)

Ulz, #)
- gpn(x,x) > gpnﬂ’(x@) = g:l /X P(y, &) P" (x, dy)
> ni/m PI(y, 2)P"(x, dy) = /Ik Pi(y, &) (i P"(Ldy))
= [ P s )

es decir,

U(x,z) > / Pi(y,#)U(z,dy), para toda z € X y para todos j, k € N.
T

Tomamos = € X y k € N, fijas, y substituyendo en la ecuédcién anterior,
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k k ,
Uz, ) > Z/ P (y,2)U(z, dy)

j=1

k .
:/ ZP](y,a?) U(m,dy)Z/ 1/kU (x, dy)

= 1/kU(z, &);

asi, kU(x,2) > 1/kU(x,%%), es decir, U(z,2) > 1/k*U(x,2). Como

Uz, ) < #(mm) < 00, entonces
Uz, 3y) < L < toda z € &
z, &) < 55— < 00, para toda T € Zy;
W= P L) P g

de modo que Zj es uniformemente transitorio, para toda k € N. Por lo
tanto X tiene una cubierta numerable de conjuntos uniformemente tran-
sitorios.

O

4.4. Dicotomia en Cadenas irreducibles

Frecuentemente encontramos conjuntos que no son uniformemente transo-
torios, pero que pueden ser cubiertos por una familia numerable de conjuntos
uniformemente transitorios, como sucede con el espacio de estados en las Cade-
nas con atomos.

Definicién 34. Sea A € B(X). Decimos que A es transitorio si, y sdlo si, puede
ser cubierto por una familia numerable de conjuntos uniformemente transitorios.

La definicién anterior no es tan restrictiva como pedir que un conjunto sea
uniformemente transitorio, y nos da una idea clara de como se comporta la Ca-
dena en estos conjuntos: si comienza en un transitorio, se mueve erraticamente
en él, visitando sélo un niimero finito de veces cada elemento de la cubierta.

Nuestro objetivo no es soélo clasificar conjuntos en una Cadena de Markov,
sino a ella misma. Nos limitares a Cadenas con las que nos es ficil trabajar: las
irreducibles.

Definicién 35. Supongamos que ® es una Cadena de Markov con medida ma-
ximal de irreducibilidad 1.
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1. Decimos que ® es recurrente si, y sélo si, para todo A € BT (X), y para
toda x € X, Ez[na] = co.

2. Decimos que ® es transitoria si X es transitorio.

El primer paso es ver que, si la Cadena es fuertemente aperiédica, entonces
la Cadena original y la de ruptura tienen clasificacién mutuamente consistente.

Proposicién 39. Sea ® una Cadena de Markov, fuertemente aperiddica y con
medida mazximal de irreducibilidad ). Entonces ® y ® son ambas recurrentes o
transitorias.

Demostracion. Como @ es fuertemente aperiddica, existe la Cadena de ruptura
®. Del Teorema 12 sabemos que para cualesquiera A € B(X),z € Ayn €N

;/XP”(yi,AouAl)é;i(dyi) an:l/XP"(y,A)éw(dy) :;P"(x,A). (4.5)

Como @ es fuertemente aperiédica, se cumple la condicién de minorizacién para
alguna medida p, algin C € B(X) tal que u(C) = 1 y algin nimero 6 > 0.
Dado que ;¢ es una medida de irreducilibilidad, tenemos que (C) > 0. De
nuevo, gracias al Teorema 12, tenemos que P es *-irreducible.

Supongamos ® recurrente. Tomamos B € BT(X), entonces v x (Bg) = Y(BN
C)1 =8+ (B NC) > 0. Al ser & y*-irreducible, By es recurrente en d; es
decir,

o}

U(xo, B Z (z0, Bg) = oo, para toda xg € By.

Ahora,

05 (Bo) = (BN CO)[1 = 6]+ 6.(BNCY),

de modo que

/ﬁ P (s, Bo)S* (dy)
X

> / P" (g0, Bo) 5 (dyo)] = / P (yo, Bo) 5 (dy N C)[1 - 8] + ba(dy 1 C°)]
By By

= [1 - 6]?”(:50, Bo)éc(l') + P"(xo, Bo)(SCc (1‘)
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o0

P™(yi, Bo U B1) (dy;) > Z (40, Bo)dz * (dyo)

M8
S~

3
I
-

Z [ .’L‘o, By)oc(z ) + 15"(:100, B())(Scc (:17)} = 00,
para toda x € B. De la ecuacién (4.5)
= Z P"(z, B) = oo, para toda x € B,

es decir, B es recurrente, para todo B € B*(X). Por lo tanto ® es recurrente.

Supongamos ® es transitoria, entonces existe {A"},eny € B1(X) cubierta
de uniformemente transitorios para X. Tomamos los conjuntos Ay, cubierta de
Xo y partiendo de la ecuacién (4.5), tenemos el resultado.

O

Tenemos un Lema que conecta a todas las Cadenas con su resolvente, K,

Lema 8. Sea 0 < € < 1. Entonces
DK
n=1

Demostracion. Para la prueba, utilizaremos los siguientes dos hechos: sean n €
Ny k € N, entonces:

1.

Card({(k1, ..., kn) € N)"|ky + ...+ ky = k} = (" +: N 1) (4.6)

Z(nJr:l)(nZk) )

r=1

Sean x € X y A € B(X), por la definicién de los Nicleos de transicién y las
ecuaciones generalizadas de Chapman-Kolmogorov (Lema 1)

ng (.Z', A) = Ka?’* (.17, A>7

asi,
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i K (v,A)
n=1

:ZKam x, A) = ZZ@ " (k)P*(z, A) = ZZa?*(lﬂ)Pk(w,A)
n=1

n=1 n=1k=0 k=0

(Za”* > P¥(z, A),

para cualesquiera z € X y A € B(X). Sea

b:{b(k)keN, y b(k):ia?*(k)}7

entonces
Z Z (k)P*. (4.8)
k=0

Nos auxiliamos con las funciones generadoras de las sucesiones b y a., B(z) =
S b(k)zR y A(2) = 35, ac(k)z", respectivamente. Ahora,

A(z) = Z ac(k)z* = Z(l — )" (1—¢ Z €2) 11__;
k=0 k=0 k=0
de modo que
ey = (125 (19

Por otro lado, sea n € N,
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(A(2)"
= (Z(l —e)( )‘f) =(1-9" (Z(@’f)
k=0 k=0
1 _ 6 ( k1+ Akn )
..... kn)e(N)
(1—¢e)" (Z (ez)k)
k=0 {(k1,....kn)E(N /k1+.u+kn k}
=1 =" (Card({(k1, ... kn) € (N})"[ky + ...+ kn = k})(e2)¥)

I
o

p

=(1-¢" Z (n +Z B 1) (e2)*, para toda n € N;
k=

[=)

Y, con ello,

por lo tanto
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A=Y (Z (1~ e)”(“ i ,’j - 1)) (4.10)

Sea k € N, veamos que a™ (k) = €¥(1 — e)"("ﬂ’z*l), para toda n € N.

Paran=1

ag*(k) = ac(k) = €*(1—¢) = " (1 - >W =c"(1-0) (1 ) Z ) 1)

€

Supongamos valido para 1,...,n, es decir,

k—1
ar*(k:):ek(l—e)”(n—i—k ), para toda r € {1,...,n};

€

para n + 1, por la ecuacién (4.7)

k
—r—1
aH* (1) Zae — e ( Zekrl_e (1— o (n r )
r
r=1

Por lo tanto

k—1 —
a™ (k) = (1 —e)" <n + >, para cualesquieran € Ny k € N.

¢ k

Substituyendo lo anterior en la ecuacién (4.10),

asi,



4.4. DICOTOMIA EN CADENAS IRREDUCIBLES 137

B(z) =Y (A(2))". (4.11)

n=1

Por otro lado, de la ecuacién (4.9),

_i 1—c¢ "_ 1—¢ i 1—¢ n_ 1—c¢ 1
h 1—ez T \1l—ez 1—ez T \1l—ez 1— 1=
1 0 l—ez

n=

- <(11—_:z)> <(—1e;fz> - 6(11__2) - (1;6> = <1Z€> >

k=0
oo 1 _
()
€
k=0
Finalmente, substituyendo en la ecuacién (4.11)
B(z) — k_ k
(2)= 3 blk)z Z( : ) ,
k=0 k=0
por unicidad de las series de potencia tenemos que b(k) = (1;6), para toda

k € N. De la ecuacién (4.8) concluimos que

ye-x ()

n=0

O

Lema 9. Sean 0 < € <1 y ® una Cadena de Markov con medida mazimal de
irreducibilidad . Entonces BT (X) C BF (X).

Demostracion. Veamos que ¢ es medida de irreducibilidad para ®,, . Sea A €
B(X) tal que (A) > 0, por hipdtesis

Z P"(z,A) > 0, para toda z € X.

n=1

Sea x € X, por el Lema 8

iK;LE(x,A) = (1 - 6) iP"(x,A) > (1 j) nij:lP"(a:,A) >0,

n=1 n=0
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es decir, 1 es medida de irreducibilidad para ®,_; por lo tanto B*(X) C BF(X).
O

Teorema 22. Sea ® una Cadena de Markov con medida maximal de irreducibil-
idad 1. Entonces ® es recurrente o transitoria

Demostracion. Supongamos P,  es transitoria, entonces existen {A.,}men v
{M,,}men C N tales que X =2, A y

(oo}
Z K} (v, Apn) < My, para toda m € Ny para toda x € A,,
n=1

Seam € Ny x € A, por el Lema 8

es decir, ® es transitoria.

Supongamos ®@,,_ es recurrente. Sea A € BT (X), por el Lema 9, A € BF (X);
al ser ®,_recurrente, sucede que

ZK;Z(I,A) = o0, para toda z € X;
n=1
Sea x € X, por el Lema 8

gP”<x,A> = <1j6> (2@6@,,4)_13) = o0,

por lo tanto ® es recurrente.

Por la Proposicién 32, ®,, es fuertemente aperiédica, y la Proposicién 39 nos
asegura que K, _es transitoria o recurrente.

Si @ no es transitoria, entonces, ®,, no es transitoria, es decir, es recurrente.
Como @, es recurrente, lo anterior implica que ® es recurrente.
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Si @ no es recurrente, entonces, ®,, no es recurrente, es decir, es transitoria.
Como @, es transitoria, lo anterior implica que ® es transitoria.

O

Teorema 23. Sea ® una Cadena de Markov con medida mazimal de irreducibil-
idad ) y aperiodica.

1. ® es transitoria si, y solo si, uno, y entonces cualquier m-esqueleto es
transitorio.

2. ® es recurrente si, y solo si, uno, y entonces cualquier m-esqueleto es
recurrente.

Demostracion. 1. Supongamos ® es transitoria, entonces existen {Aytren ¥y
{Mj}ren C N tales que X = Jpo, Ar y

oo

Z (z, Ar) < My, para toda x € Ay

Sean m € Ny z € Ay, entonces

Zanl‘Ak Si :Z?Ak <Mk,
n=1 n=1

tomando la misma cubierta y las mismas cotas, " es transitoria.

Supongamos existe que m € N tal que @™ es transitoria, entonces existen
{Ak}keN y {Mk}keN tales que X = Uzozl Ak y

Z P (x, Ag) < My, para toda k € Ny para toda « € Ay,

n=1

Sea x € Ay. Por el algoritmo de la divisién, n € N si, y sélo si, existen
j €Ny 1l<r<m, dnicos, tales que n = jm + r, de modo que
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> P(z, Ay)

n=1

=22 P A ZZ/P"”“k " dy)
r=1j=0

r=13j=0

Z/ ZPymyAk "(z, dy) < /MkP (z,dy) = MkZP (z,X)

r=1

= ka

Por lo tanto

ZP"(m,Ak) < mMy, para toda k € N y para toda x € Ay,

n=1

es decir, ® es transitoria.

2. Dado que ® es aperiddica, la Proposicién 32 nos asegura que ¢ es medida
de irreducibilidad maximal para cualquier m-esqueleto.

Supongamos que ® es recurrente. Sea m € N, por el Teorema 22, ®™ es
recurrente o transitoria. Si ®™ es transitoria, por la parte 1, ® es transi-
toria; por lo tanto ®™ es recurrente.

Supongamos que ®™ es recurrente, para algiin m € N. Por el Teorema 22,
® es recurrente o transitoria. Si ® es transitoria, por la parte 1, ®™ es
transitoria; por lo tanto ® es recurrente.

O

4.5. Relaciones entre recurrencia y transitoriedad

En esta seccién comenzando dando condiciones sobre los tiempos de paro
que aseguren cuando un conjunto es uniformemente transitorio o recurrente.

Proposicion 40. Sea ¢ una Cadena de Markov.

1. Si A € B(X) es uniformemente transitorio, con U(xz, A) < M, para toda
x € A; entonces U(x, A) <1+ M, para toda x € A.
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2. St A € B(X) satisface que L(x,A) = 1, para toda x € A, entonces A
es recurrente. Ademds, si ¢ es una medida mazimal de irreducibilidad,
entonces A € BY(X) y U(x, A) = oo, para toda z € X.

3. Si A € B(X) satisface L(x,A) < € < 1, para toda x € A, entonces
Uz, A) < %_6, para toda x € X, en particular A es uniformemente tran-
sitorio.

4. Si Py(Ta(m) < 00) <€ <1, para toda x € A, entonces U(z, A) < 1+ 1=,
en particular, A es uniformemente transitorio.

Demostracion. 1. Seax € X,
Uz, A)

— Uz, A) + /A Uy, AUn(z,dy) = L(x, A) + /A Uy, A)L(z, dy)

<1 +/ Uy, A)L(z,dy) < 1 +/ ML(z,dy) =1+ ML(x, A)
A A

<1+M

Por lo tanto U(z, A) < 1+ M, para toda z € X

2. Seaxrc A
Uz, A)

:UA(x,A)-i-/

Unly, AUz dy) = Lz, 4) + / L(y, AU (z, dy)
A

A

:1+/ Ur,dy) = 1+ Uz, A),
A

es decir, U(z, A) =1+ U(z, A), y esto pasa si, y sblo si, U(z, A) = oo.

Supongamos 1 es medida maximal de irreducibilidad. Sea A* = {z €
X|L(z, A) = 1}, por hipétesis, A C A*°. Ahora,
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/ Ly, A)P(x, dy)
X

=/AL(%A)P(%dy)+/CL(y7A)P(w7dy)Z/AP(%dy)Jr/ L(y, A)P(z, dy)

c

P A)+ / L(y, AP dy)

Por otro lado, por la Proposicién 8

[ o APy

zécipg(y, xdy:i/ )P, dy)

> Pt A),
n=1

De modo que

/ Ly, A)P(x, dy)
X

+ ZPA”l(x,A Py(z, A) ZP”JFI xz, A)

=Y Pi(x,A) = L(z, A),
n=1

por lo tanto

/ L(y, A)P(z,dy) = L(x, A), para toda z € X
X

Sea x € X, desarrollando la ecuacién anterior,

/ L(y,A)P(z,dy) = L(z,A) = L(x, A)P(z,X) = / L(z, A)P(x,dy),
X X
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es decir,

/ (L(y, A) — L(x, A))P(x,dy) = 0, para toda xz € X, y asi
b

/M(L(y7 A) — L(z, A))P(x,dy) + /(AOO)C(L(y, A) — L(xz, A))P(x,dy) = 0, para toda z € X.

Sea x € A*, entonces L(z,A) =1y

J A e AP+ [ (0 A) L )Py

- / (1 - 1)P(x,dy) + / (L(y, 4) — 1) P(x, dy)
oo (oo)(,
= A =Py =0

Para toda y € (A*®)¢, L(y, A) — 1 < 0, pero

[, B~ 0P <o

de modo que P(z, (A>)¢) = 0, para toda z € A, por lo tanto P(x, A>®) =
1, para toda x € A, es decir, A*° es absorbente.

Al ser A absorbente, la Proposicién 16 nos asegura que A es lleno.
Supongamos ¥ (A) = 0, por maximalidad de v,

¥({y € X|L(y,A) > 0}) =0

Ademés, dado que A* C {y € X|L(y, A) > 0}, sucede que p(A>®) = 0,
pero A es lleno. Esto es una contradiccién que vino de suponer que
P(A) =0, por lo tanto ¢(A) > 0. Por la Proposicién 20,

Uz, A) > / Uly,A)Ka, ,,(z,dy), para toda z € X;
A

por irreducibilidad, dado que ¢(A) > 0, K,, ,(z, A) > 0, para toda z € X;
y, como U (y, A) = oo, para toda y € A, de la ecuacién anterior concluimos
que

U(x,A) = 0o, para toda z € X
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3. Supongamos que L(z, A) < e < 1, para toda x € A.

Seaz € X,

U(x,A):UA(x,A)+AUA(y,A)U(x,dy):L(a:,A)Jr/AL(x,A)U(m,dy)

< 1+/ eU(z,dy) =1+ eU(z, A),
A
es decir, U(z, A)(1 —€) < 1, por lo que U(z, A) < i, para toda z € X
Supongamos P, (74(m) < 00) < € < 1, para toda = € A.
Dado que {ra(m) < oo} = {na > m}, Py(na > m) < e. Veamos que

P.(na > mn) < €, para toda n € N.

Para n =1 ya lo tenemos.

n

Supongamos que P,(na > mn) < e”,

= Py(na > mn+m) = / Py(na = m)P™0"™) (. dy)
A

< / ePTA M) (3 dy) = P (2, dy) = €Py(¢ry (mn) € A)
A

Dado que {¢+, (mn) € A} = {7a(mn) < oo}, y por hipétesis de induccion,

Py(na >m(n+1)) < ePy(ta(mn) < 00) = €Pyp(na > mn) = ee” = "1

Por lo tanto P,(n4 > mn) < €", para toda n € N. Ahora,
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Seanm e Ny2<r<m-—1, {na >nm+r} C {na > nm},; entonces
P.(na > nm+r) < Py(na > mn), para todan € N. Sea z € A,

U(z,A)
00 co m—1
=> Pu(na=nm)+ Y Y Pulna>mn+r)
n=1 n=1 r=2
00 co m—1 ') m—1
<> Puna=nm)+ Y > Pu(na=mn)=>_ <P:E(77A > nm) + Y Pu(na > nm)
n=1 n=1 r=2 n=1 r=2

n=1 n=1
:(m—l)ZPI(nA >nm) < (m—l)Ze” §mZe"
n=1 n=1 n=0
_m
I

de modo que U(x, A) < ™, para toda x € A. Para concluir, por la parte
1 tenemos que

Uz, A) §1+1£, para toda x € X
—€
O

Si hay un conjunto uniformemente transitorio, es facil identificar otros, in-
cluso sin irreducibilidad.
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o o s . . . . a
Proposiciéon 41. Si A es uniformemente transitorio y B ~~ A, entonces B
es uniformemente transitorio. Ademds, eziste una cubierta numerable de A de
conjuntos uniformemente transitorios

Demostracion. Supongamos U(xz, A) < M, para toda xz € A. Por la Proposicién
anterior, U(z, A) < 1+ M, para toda € X. Como B 5 A, existe § > 0 tal
que K,(y,A) > 0, para toda y € B. Sea z € B, por la Proposicién 20

Uz, A)

> /X Ko(y, AU (z, dy) > /B Koy, AU (x, dy) > /B 5Tz, dy)

= 6U(x, B),
y asi

1
< <
= 5U(x, A) ~ (1 + M)

es decir, B es uniformemente transitorio.

U(z,B) < o0, para toda x € B,

Por Proposicién 18, A = |J°_, A(m) y A(m) %% A. De lo anterior, 4 tiene
una cubierta numerable de uniformemente transitorios.

O
Lema 10. Si A C B. Entonces na < np

Demostracion. Como A C B, lﬁ" < 1%", para toda n € N. Sumando sobre todo
N

oo oo
na = Z 19 < Z 15 =g
n=1 n=1

Proposicién 42. Si D es abosrbente, entonces D¢ es transitorio.

Demostracion. Dado que D es absorbente, D es lleno, en particular, (D) > 0,
de modo que L(z, D) > 0, para toda € X, en particular para toda x € D°.
Sea B,, = {y € D¢|P™(y, D) > 1/m}, veamos que D¢ =J°_, B

m=1"-"n

Como B,, C D¢, para toda m, ,-_, B, C D°.
Sea x € D¢, entonces L(z, D) > 0, y asi, existe n € N tal que P"(z,D) > 0, de

modo que existe k € N tal que P"(x, D) > 1/k. Si n > k, entonces 1/k > 1/n,
entonces P"(x, D) > 1/n, es decir, x € B,,. Si n < k, entonces 1/k < 1/n.
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Al ser D absorbente, P"(y, D) = 1, para toda y € D. Ahora,

P?*(z,D)
- / P"(y, D)P"(x, dy) > / P"(y, D)P" (x, dy) = / 1P"(z,dy) = P"(z, D)
X D D

>1/k

Supongamos P™™(z, D) > 1/k,

P(r+1)n(x’ D)

— Pty D) = / P"(y, D)P" (z, dy)
X

2/ P"(y,D)P"’“(w,dy)Z/ 1P (z,dy) = P""(x, D)
D D

>1/k

de modo que P" (z, D) > 1/k, para toda r € N. Como k esta fija, existe r € N
tal que rn > k, de modo que 1/k > 1/rn, y asi, P""(x, D) > 1/rn, es decir,
x € By,,. Por lo tanto = € | J)-_; By, para toda z € D.

Concluimos que D = | J°_ | By,.

Seay € By,, entonces 1 — P™(y, D) < 1—1/m, pero 1—P™(y, D) = P™(y, D°),
de modo que Py(¢,, € D) < 1—-1/m.Comoy € B,, C D¢, por el Lema anterior,
nB,, < Npe, de modo que P,(np, > m) < Py(npe > m). Al ser D absorbente,

Py(nDC >m) < Py(¢m e D) <1-— % Ademés, {an < m} = {TBm < OO}
De lo anterior,

Py(1B,, <0o0) <1—1/m, para toda y € B,,.

Por la Proposicion 40,
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<1+ m 14—
- 1—(1—-1/m) m=m+1

:1+£:1+m2<oo, para toda y € By,

1/m

es decir, B,, es uniformemente transitorio, para toda m € N. Dado que D =

Uf:;:l B,,, concluimos que D es transitorio. O

4.6. Identificando conjuntos transitorios en Ca-
denas irreducibles

El siguiente resultado es una prueba alternativa de la existencia de una dico-
tomia recurrencia/transitoriedad para Cadenas de Markov irreducibles andloga
al caso discreto. La diferencia radica en que no necesitamos un atomo artificial.

Teorema 24. Sea ® una Cadena de Markov con medida mazximal de irreducibil-
idad . Entonces ® es recurrente o transitoria.

Demostracién. Supongamos ® no es recurrente, es decir, existen A € BT (X) y
z € X tales que U(z, A) < 00. Sea A’ = {y € X|U(y, A) = oo}, supongamos que
P(A") > 0, de modo que existe m € N tal que P™(z, A’) > 0. Por las ecuaciones
de Chapman-Kolmogorov,

U(z,A)

=3 P 4) > S P (s ) = Z/ P (y, A)P™ (2, dy)
n=1 n=1 n=1 X

- [ X rwarea = [ ve P

> [ Uly,A)P"(z dy)
A/

Como para toda y € A’ sucede que P™(z,A’) > 0y U(y, A) = oo, sucede que

/ Uy, AP, dy) = o0
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Asi, U(z,A) = o0, que es una contradicién a la hipdtesis que vino de suponer
que (A") > 0. Por lo tanto 9(A’) = 0.

Sean A,, = {y € A|U(y, A) < n}, entonces AN (A) =~ Ay. Ahora,

Y(A) = (AN A) U (AN (A))) = (AN A) + (AN (A)7) = (AN (4)),

por hipétesis, 1(A) > 0, de modo que (AN (A)) > 0. Como AN (A"
U, A, existe n € N tal que ¢(4,) > 0. Dado que 4, C A, U(z,A,)
U(z, A), para toda © € X, de modo que, si y € A, entonces Ul(y, 4,)

U(y, A) < n. Por lo tanto U(y, A,) < n, para toda y € A,.

INIA I

De la Proposicién 40 tenemos que U(y, A,) < 1+ n, para toda y € X. Sean
An(m) ={y € X|> I, P¥(y, A,)) > 1/m}, para toda m € N. Ya que ¥(A,) >
0, por el Lema 3, X =J,°_, A,,(m). Sea z € X,

m(l+n)

>mU(z, Ayp) mZkaA Z y,An):iiPk(ﬂv,An)

k=1 k=1r=1
iikaA ZiikaA :iiPk'H"xA
r=1k=1 r=1k=m r=1 k=0

P*(x, dy)

I
NE
gk

S~

Hg
g
E
2*3
é?
M
H\gE
\

PT (y, Ap) P (z, dy) >Z/ ZPT (y, Ap) P (z, dy)

Anmr 1

)
—
[ANGE

> m‘/ A—kacw = wAlfm > 1 PF(z, A, (
2 2 mZ

n(m) M
)
= Ul An(m
por lo tanto U(x, A,(m)) < (1 + n)m?, para toda z € X, es decir, A,(m) es

uniformemente transitorio. Como X = J.°_, A,(m), tenemos que @ es transi-
toria.
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Todo comenzd suponiendo que ® no es recurrente. Concluimos que ® es
recurrente o transitoria.
O

La particién de X en conjuntos uniformemente transitorios como en el Teo-
rema anterior da inmediatamente el siguiente resultado.

Teorema 25. Sea ® una Cadena de Markov transitoria con medida de irre-
ducibilidad mazimal 1. Entonces todo conjunto petite es uniformemente transi-
torio.

Demostracion. Sea D petite. Como X es transitorio, existe {A, }nen, cubierta
numerable de X, tal que cada A,, es uniformemente transitorio. Ademas, existe
N; € N tal que A, € BT(X), para toda n > Nj.

Al ser la Cadena v-irreducible, por la Proposicién 36, existe {C,,}, cubierta
creciente y numerable de X tal que C), es ¢ -petite, con ¥ medida maximal
de irreducibilidad. Ademés, existe N; € N tal que C, € BT (X), para toda
n > Ny. Dado que X = |J;; A, = U2, Cr v {Cr}nen es creciente, existe

n=1

N > mé,X{Nl,NQ} tal que Ay NCy € B+(X).

Sean B = Ay NCx y ¥y = YN, Al ser Ay un conjunto uniformemente tran-
sitorio Ay, B también es uniformemente transitorio. Y al ser Cy un conjunto
Yp-petite, B también es -petite.

Como D es petite, por la Proposicién 36, existen una Distribuciéon de mues-
tra d y 14 medida maximal de irreducibilidad tal que

Kq(x, A) > ¢4(A), para cualesquiera z € Dy A € B(X)
Al ser B -petite,

Ky(x, A) > ¢p(A), para cualesquiera z € By A € B(X).

Al igual que en la demostracién de la Proposicién 36, existe una Distribucién
de muestra e tal que

Ke(z,A) > ¢p(A)Kq, ,(z, B), para cualesquiera v € X y A € B(X).
Al igual que en la demostracién del Teorema 19, existe una € > 0 con la cual

podemos tomar a D como petite de la siguiente manera

K

ai/2

(z,A) > ep(A)pq(B), para cualesquiera z € C'y A € B(X).

Tomando A = B y sea « € D, de todo lo anterior deducimos que

Ke(z, B) > ¢y(B)Ka, , (%, B) > ¢y (B)a(B)Ys(B)e,
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Ya que ¢y, y ¥4 son medidas maximales de irreducibilidad, (¢ (B))?*tq(B)e > 0.
Sea & = (¢p(B))*a(B)e > 0, entonces

inf K.(z,D) >0,
zeD

. d . .
es decir, D ~ B. Pero B es uniformemente transitorio, de modo que, por la
Proposicién 41, D es uniformemente transitorio. O

Teorema 26. Sea ® una Cadena de Markov con medida maximal de irreducibil-
idad .

1. Si existe un conjunto C petite absorbente, entonces ® es recurrente.

2. La Cadena ® es transitoria si, y sélo si, exvisten C, D € BT (X) tal que
L(z,C) < 1, para toda x € D

Demostracion. 1. Sea C petite y absorbente. Sea « € C, al ser C absorbente,
1= P(z,C) < L(z,C) <1,y asi, L(z,C) = 1, para toda = € C. Por la
Proposicion 40, C' es recurrente. Por el Teorema anterior, ® no es transi-
toria, es decir, ® es recurrente.

2. Supongamos que existen C, D € BT (X) tales que L(z,C) < 1, para toda
z e D.

Sean D, = {x € D|L(z,C) < 1 - (1/n)} € B(X); claramente D =

U,—, Dy, ademss,

DNC = (G Dn>mC: G(Dnﬂ(])
n=1 n=1

Tenemos los dos siguientes casos

a) Y(DNC)>0

Como ¢ (U2, (D, NC)) > 0, existe n € N tal que (D, N C) > 0.
Sea x € Dy, dado que L(z,D, NC) < L(z,C) y L(z,C) <1—1/n,
tenemos que L(z,D, N C) < 1 — 1/n, para toda z € D,. Por la
Proposicion 40, D,, N C es uniformemente transitorio y dado que
D, NC € BY(X), ® no es recurrente.

b) Y(DNC)=0
Como (D N C) = 0, en particular, ¥(D, N C) = 0. La maxi-

malidad de ¢ implica que v({y € X|L(y,D, N C) > 0}) = 0,
en particular, ¥({y € C|L(y,D, N C) > 0}) = 0. De modo que
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¢({y € C|L(y, D, N C¢) > 0,7¢ < o0}) = 0.

Como ¢(D) > 0, existe n € N tal que ¥(D,,NC*°) > 0; asi, L(x, D, N
C*) > 0, para toda = € X, en particular, para toda x € C, de modo
que, C = {z € C|L(z, D,, N C¢) > 0}. Ahora,

0 <y(0)
=y{z € C|L(z,D, N C°) > 0,7¢ < oo}) + Y({z € C|L(z,D,, N C°) > 0,7¢ = 0})
=¢{z € C|L(z,D, NC°) > 0,7¢ = c0}),

de modo que ¥({z € C|L(x, D, N C¢) > 0,7c = o0}) > 0. Ademds,

{z € C|L(z,D,NC%) > 0,7c = o0} = | J{z € C|P¥(x,D, N C*) > 0,7¢ = o0}
k=1

{z € C|P*(z, D, NC°) > 0,7¢ > k} = | J{z € C|Pk(z, D, N C°) > 0}
1 k=1

(@

-
k

- U {z € C|PE(x,D,, N C) >
k,meN

|2

1
m
asi, existen k,m € N tales que ¢ ({z € C|P&(z, D, NC¢) > L}) > 0.
Sean H]" = {z € C|Pf(z, D, NC) > L}y x € X, como H" C C,

1— L(z, H") = P.(¢,, € H}", para toda n € N)

Px(¢1 € CC»"')¢]€71 S Ccv¢k € -Dn mcca¢k+1 € (H]?L)C,st%»Q € (H]"cn)ca)

/ P(é =y, dus1 € (HP), bya € (HI), .. PE(x, dy)
D, NCe¢

/ P00 =01 € ()"0 € (HP)2... )P . )
D, NCe

/ L(y, H") P& (x, dy);
nﬁCC
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de modo que

1—L(x,H) > / (1 — L(y, H™))PE(x,dy), para toda x € X
D,NCe

Sea y € D, NC, entoces L(y,C) < 1—(1/n), y como H C C,
L(y,H") < 1—(1/n), y asi, 1 — L(y, H}*) > 1/n, para toda y €
D, NC. Sea x € H}*, de lo anterior,

/ (1 — Liy, H) P& (x, dy)
D,NCe

> / 1/nPk(x,dy) = (1/n)P*(z, D,, N C°)
D,NCe

> (1/n)(1/m),

porloque 1—L(z, H"—k) > 1/mn, es decir, L(z, H}") < 1—-1/mn <
1, para toda x € H}". Por la Proposicién 40 tenemos que H;" es uni-
formemente transitorio. Como H* € B*(X) y es uniformemente
transitorio, concluimos que ® no es recurrente, por lo tanto es tran-
sitoria.

Supongamos P es transitoria. Si existe un conjunto petite absorbente, por
la parte 1 ® es recurrente. Por lo tanto, todo petite es no absorbente. Sea
C € BT (X) pequetio (por lo tanto petite), por irreducibilidad, L(z, C) >
0, para toda © € X. Sea D = {y € C°|L(z,C) < 1}, supongamos
(D) = 0, entonces D¢ es lleno, y por Proposicién 16, contiene a un
absorbente F'.

Seaxe F\C=FnNC° Comozx e Cyxe D L(z,C) =1, para toda
xe F\C.

Sea x € FNC. Como F es absorbente, x € Fy C\F = CnFe,

P(z,C\ F)=0. Como, C°= (C°NF)U(C°NF°) =(F\C)U(C\F),
P(z,C¢) = P(z, F\ O).

De todo lo anterior,
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L(z,C)

:mﬁm+/ﬁu%mﬂaw)

c

=ﬂ%@+/ Lwcwu@w+/ L(y, C)P(x. dy)

F\C C\F

:HL®+/ mewu@wzmmm+/’1mm@>
F\C F\C

= P(z,C)+ P(z, F\ C) = P(z,C) + P(z,C°) = P(x, X)

=1

)

es decir, L(z,C) = 1, para toda € FNC y para toda x € F' \ C, por lo
tanto L(x,C) = 1, para toda z € F.

Més aun, sea Cy = FNC, veamos que L(z,Cp) = 1, para toda x € F. Sea
€ F,

L(z,C)
=Lz, FNC)U(CNF))=L(x,CNF)+ L(z,CNF°)

= L(z,Cy) + L(xz,C N F°)

Como F es absorbente, L(z, F¢) = 0, en particular, L(z,C N F¢) = 0.
Con esto y la ecuacién anterior, sucede que L(z,C) = L(x, Cp), pero como
z € F, L(z,C) = 1. Por lo tanto L(z,Cp) = 1, para toda = € F.

Veamos que Cy € BT(X). Dado que F C {y € X|L(y,Cp) > 0}, ¢(F) <
v({y € X|L(y,Cp) > 0}). Y como F es absorbente, F' es lleno, en particu-
lar, ¥(F) > 0, entonces, ¥({y € X|L(y,Cy) > 0}) > 0. Por maximalidad
de v, 9(Cy) > 0, es decir, Cy € BT(X).

Cy C F, entonces L(x,Cy) = 1, para toda z € Cy y Cq € BT(X), por la
Proposicién 40 tenemos que Cj es recurrente. Ademads, dado que Cy C C
y C es petite, por lo tanto Cy también es petite. En conclusién, ® tiene
un petite recurrente en BT (X) no vacio. El Teorema anterior nos asegura



4.7. CLASIFICACION DE ESTADOS USANDO UN CRITERIO DE DERIVA155

que ® es recurrente, pero esto es una contradiccién, pues la Cadena es
transitoria, y vino de suponer que (D) > 0. Por lo tanto ¢(D) > 0, es
decir, D" (X), que es lo que nos faltaba mostrar.

O

Se espera que los conjuntos ¥-nulos tengan alguna propiedad de transito-
riedad, dada la maximalidad de 2.

Teorema 27. Sea ® una Cadena de Markov con medida maximal de irreducibil-
idad . Entonces todo -nulo es transitorio.

Demostracion. Sea B un -nulo, entonces B€ es lleno, por lo tanto existe D C
B¢ que es absorbente. Por la Proposicion 42, D¢ es transitorio, es decir, existe
{ A, }nen, sucesion de uniformemente transitorios, tal que D¢ C Ufle A,,. Dado

que D C B¢, BC D® C |J;2_, A, por lo tanto B es transitorio. O

Una aplicacién directa e inmediata del Teorema anterior y del Teorema 15
es la extensién de la descomposicién ciclica para las Cadenas -irreducibles.

Proposicion 43. Sea ® una Cadena de Markov con medima mazximal de ir-
reducibilidad . Entonces existe d € N y Dy,...,Dy € B(X), disjuntos, tales
que

1. Para toda x € D;, P(x,D;11)=1,i=0,...,d—1 (mod d).

2. FEl conjunto N = [ngl DZ} es Y-nulo y transitorio.

4.7. Clasificacion de estados usando un Criterio
de Deriva

Clasificar estados como lo hemos estado haciendo es bastante dificil, ya que
involucra un anélisis extenso del operador U, que es suma de todas las potencias
del Nicleo de transicién P. Es una herramienta tedrica muy poderosa, pero hay
Modelos especificos que nos interesa clasificar. Afortunadamente hay criterios
para transitoriedad y recurrencia que solo involucra el estudio de P sobre ciertos
conjuntos petite.

4.7.1. Un criterio de deriva para la transitoriedad

Primero construimos un criterio de transitoriedad que recae en encontrar las
soluciones minimas de una clase de desigualdades.

Proposicién 44. Sea C € B(X). La solucién minima puntual no negativa del
conjunto de desigualdades
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[ mP.dy) < hie), siv e
X
h(z) >1, sizeC

(4.12)

estd dada por h*(z) = P,(o¢ < ), para toda x € X, y h* satisface la igualdad.

Demostracion. Sea © € C, Py(oc = 0) = 1; y, sea x € C¢, Py(oc < 00) =
P,.(t¢ < 00). En particular, para toda « € C, h*(x) = P,(0¢c < o0) = 1. Sea
x e C°

h*(xz) = Py(oc < 00) = Py(10 < >0) = P(x,C) + Py(tc < 00)P(x,dy)
CC
Ahora,

/ B (y) P, dy) = / W) Pl dy) + | 0 @) P, dy),

CC

y dado que h*(y) = 1, para toda y € C, [, h*(y)P(z,dy) = P(z,C), de modo
que

h*(z) = /Xh*(y)P(x,dy) zeC*
h'(zx)=1 xe€C

Sea h una solucién del sistema de desigualdades, y sea z € C, h(z) > 1 = h*(z),
por lo tanto h,c > h“;c.

Sea x € C°,
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> [ npG.dn) = [ nPdn + [ PG

z/ch(y) x, dy) + / /h P(y,dz)P(x,dy)
:/Ch(y) 2, dy) + / (/ h(z)P(y, dz) + / h(z y,dz> P(z, dy)
:/Ch(y) z, dy) + / / P(y,dz)P(z,dy) + / / h(2)P(y, dz)P(z,dy)

- / h(y) Pz, dy) + / h(=)Py (61 € C°, s = dy) + / h(=)Py (61 € CF, 65 = dy)
C C Cec

— [ nwPedy + [ P2y + [ b)) >
C C Ce
>Z/ P]a:dy /h PC:vdy>Z/ P]xdy
por lo tanto,

) > Z/ PC z,dy), para toda N € Ny para toda z € C°

Ahora, dado que para toda y € C sucede que h(y) > 1,

i/ ijdy>2/1ijdy ZP(Q:C)
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por lo que

h(z) > Py(t¢ < 00).
Como z € C°, P,(1c < o0) = h*(x), para toda x € C, es decir, hjce > hjcc.
Por lo tanto h > h*, para toda solucién del sistema de desigualdades.
O
Definicién 36. Sea & = {f : (X,B(X)) — (R,Bgr)|f medible y acotada },

definimos el operador deriva A : £ — & tal que

Af(@) = | fo)PG.dy) - f(a)
X
Por la Proposicién , para toda f € £, Af € €.

El primer criterio recae en que Af(¢,);c < 0, para toda n € N y algiin
conjunto C' y alguna funciéon f, lo que resulta lo menos intuitivo. Sélo basta
darse cuenta de lo que es el operador deriva: P, al ser un Ntcleo de transicion,
es una Probabilidad condicional, P(z,A) = P(¢1 € Alpy = z) = P(¢p, €
Alpn_1 = z), para toda n € N. Si existen C € B(X) y f medible y acotada
tales que Af(x) < 0, entonces, para toda = € C,

Elf (én) s = a] = /X F(y)P(x.dy) < f(x) = f(éu_1), para toda n € N,

es decir, {f(én)}nen es una submartingala sobre C.

Definicién 37. Sean f : (X, B(X)) — R medible y r > 0, definimos el subnivel
de f enr como
Cr(r) ={z € X|f(z) <r}

Teorema 28. Sea ® una Cadena de Markov con medida mazimal de irre-
ducibilidad . ® es transitoria si existen f: (X, B(X)) — (RT, B(R")) medible
y acotada, y r > 0 tales que

1. C4(r), (Cy(r))® € BT (X)

2. Sixze (Cp(r)e, Af(x) >0

Demostracion. Supongamos existen f : (X, B(X)) — (RT, B(RT")) medible y
acotada y r > 0 tales que ocurren (1) y (2).

Sea M la cota de f, entonces {x € X|f(x) > M} = (); ademds, por (1)
Ch(r), (Cr(r))¢ € BY(X), por lo tanto M >r. Sean C = Cp(r) y h: X - Rla
funcién definida mediante
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h(z) = =S s sizedl
1 ,sizeC

Sea x € C°, por hipdtesis, Af(x) > 0, de modo que

/MPmdy /f P(z,dy) > f(z) =
0</Mdey /f P(z,dy) < M — f(z) =

o< [ M=IW pi gy < M=1@)

x M-—r M—-r

por lo tanto

/h P(z,dy) < h(x), para toda x € C°.

Dado que h(z) = 1, para toda z € C, y por lo anterior, h es una solucién del
sistema 4.12 en la Proposicién 44, y asi, h(z) > h*(z) = Py(0¢c < o), para
toda x € X. Ahora, para € C¢, f(x) > r, de modo que M — f(z) < M —r,
por lo tanto

M—f(xr) M-r

h(z) = T < U =1, para toda z € C°¢
Ademads, como para toda z € C° Pyloc < o0) < h(x) < 1, sucede que
L(z,C) = Py(t¢ < ) = Py(c¢ < ) < 1, para toda x € C°. Por hipétesis,

C,C¢e BT (X) y L(z,C) < 1, para toda z € C°. Por el Teorema 26 concluimos
que P es transitoria.
O

4.7.2. Un criterio de deriva para la recurrencia

Definicién 38 (Criterio de deriva para recurrencia). (V1) Ezisten f : (X, B(X)) —
(R, B(R)) medible y C € B(X) tales que Af(x) <0, para toda x € C°

Frecuentemente necesitamos considerar funciones f : (X, B(X)) — (R, B(R))
tales que los conjuntos C'y(M) sean petites, para cada M. Necesitamos definir
una clase de funciones con esta propiedad, dando un significado més hondo a
los conjuntos petite.

Definicién 39. Sea f : (X,B(X)) — (R,B(R)). Decimos que es no acotada
fuera de petites si, y sélo si, para toda M € N, el subnivel C¢(M) es petite.



160 CAPITULO 4. DICOTOMIA EN CADENAS DE MARKOV

Proposicién 45. Si existe {Cy,}neny € B(X) tal que, para toda M € N existe
N € N que cumple con que

N
Cf(M) c U Ch,

entonces [ es no acotada fuera de petites.

Demostracion. Sea M € N, por hipétesis existe N € N tal que Cp(M) C
Ui:/:l C,,. Por la Proposicién 36, Uﬁ[:l C,, es petite. Dado que cualquier subcon-

junto de un petite es petite, tenemos que Cy (M) es petite, para toda M € N.
O

Teorema 29. Sea ® una Cadena de Markov con medida mazximal de irreducibil-
idad 1. Si existen C C X, petite, y f : X — RT, no acotada fuera de petites, y
sucede (V1), entonces L(z,C) =1, para toda x € C y ® es recurrente.

Demostracion. Dado que X = |J,°_, C¢(m), existe M € N tal que para toda
m > M Cy(m) € B*(X). Por la Proposicién 36, tenemos que C' U Cy(m) €
BT(X) es petite, para toda m > M, de modo que podemos pedir que C €
BT(X). Ademss, por el Teorema 25, todo conjunto petite es uniformemente
transitorio, en particular, Cy(m), para toda m € N.

Suponga mos P es transitoria. Por el Teorema 26 C no es absorbente. Al
igual que en la demostracién del Teorema 26, D = {y € C¢|L(z,C) <1} # 0y
D e BT (X).

Sea z* € D C C° como L(z*,C) < 1y f(z*) € Rt existe m* > M tal
que

m* > % > f(a"),

en particular, z* € Cj(m*). Sea P: X x B(X) — [0,1] el Niicleo de transicién
definido mediante

5 _JP(z,A) , sizeCe
Pz, 4) = {P(x, (@)=1 ,sizeC

Por hipétesis, Af(z) <0, para toda x € C€, es decir

/f P(z,dy) < f(z), para toda z € C°.

Como P(x,A) = P(x, A), para toda z € C°, entonces

/f P(x,dy) = /f P(x,dy) < f(z), para toda z € C°¢
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Sea z € C,

/f Ple.dy) = [ S dy) = 1) Pl ) = )

Por lo tanto

/f P(z,dy) < f(x), para toda x € X

Sea x € O, veamos que P"(x,C) = P,(1¢ < n).
Paran =1,

P(x,C) = P(x,C) = Py(1c = 1) = Py(1¢ < 1).

Supongamos valido para n = k, es decir P*(z,C) = P,(r¢ < k). Ahora,
Pz, 0)
= [ Pw.0PH ey = [ PO @)+ [ P.COP Gedy)
c ce

c

- / 1P (a2, dy) + / Py, C)P*(a,dy) = P(a,C) + / Py, C)P* (. dy)
C’ c

:PI(TCSI{/’)"_P((ZBI EX?"W(ZASkfl EXaqgk 6007(;5]6‘%1 GO)

Ya que ¢ € C¢y C es absorbente, en ®, ¢1, ..., ¢p_1 € C°. Pero ® se comporta
igual que ¢ en C¢, de modo que

pk+1($,0)
= Px(TC < k) +Pw(¢1 eC°,.. .y Op—1 € C o € CC,(bk_H S C)
= PE(TC < k) +ch(7_C =k+ ].) = Pm(’rc <k+ 1),

por lo tanto,

P"(x,C) = P.(1¢ < n), para toda & € C® y para toda n € N.

Veamos que para cualesquiera A C C¢, A€ B(X),z€ CyneN, P*(z,A) <
P(x, A).
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Sea x € C¢y A C C° tal que A € B(X), el caso n = 1 es trivial, ya que
P(z,A) = P(x, A).

Supongamos valido para n = k, es decir, P¥(x, A) < P¥(x, A). Ahora,

PF(z,A4)

- / Py, A)P(z, dy) = / Ply, A)P*(z, dy) + / Py, A)P*(x, dy)
X C

c

=/0Pk(x7dy)+ P(y, A)P*(z,dy) = [ Py, A)P*(z,dy)
C Ce Ce

< [ Py, A)P*(x,dy) = Po(dr € X,...,¢p_1 € X, € C*, $p11 € A)
Cc

Pw(¢1 €X7"'a¢k—1 6X,¢k 6Xa¢k+l EA)

= PFl(z, A)
por lo tanto P"(x, A) < P*(z, A), para cualesquiera x € C¢; AC C°yneN.

Ahora, [ f( )P(x,dy) > f(x), para toda z € X. Tomemos z € C°,

Vix)

/f P(x,dy) > //f P(y,dz)P(z,dy) = /f (2)P?(z,dz) >

> / F) Pz, dy) > / )Pz, dy) > / m* P (z dy)
X Cen[Cy(m*)]e Cen[Cy(m*)]e

— m* P"(2, C° N [Cp(m*)]%) = m* P (@, [C U Cp(m")]°)

=m*(1— P(x, CuUCy(m")),
y asi,

flz) >m*(1 - P(m,C U Cr(m")), para toda z € C°.
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Dado que C°NCy(m*)° C C°ya* € D C C°,

P"(m*, C°NCr(m*)) < P*(z*,C°NCr(m"))

El conjunto Cf(m*) es petite, por lo que C°N Cy(m*) es petite. Dado que ® es
transitoria, C° N Cf(m*) es uniformemente transitorio, de modo que

lim P"(z,C°NC¢(m*)) =0, para toda x € C°NC¢(m").
n—oo
Como z* € C°N Cy(m*), de la ecuacién anterior obtenemos que
lim P"(z*,C°NCf(m*)) =0,

por lo tanto

lim P"(z*,0°N Cy(m*)) =0

Ahora,
1— P"(a*,Cf(m*) UC)
=1 (", [Cy(m) \ C] U C]
= P"(a*,Cy(m*) \ C) + P" (2", C)]
Dado que
P (z*,Cp(m*)\ C) = P (z*,[C;(m*) N C°]n =00 0
y
If’n(x*70) = Py (1¢ < n) n = oo L(z*,0),
sucede que

lim [1 — P"(z*,Cy(m*)UC)] =1— L(z*,0)

n—00

Como para toda n € N sucede que f(z*) > m*(1—P"(z*,Cs(m*)UC)), tenemos
que

: f(z")
z*) > m*(1 — L(z*,C), es decir m* < ———-——
F@) 2 m (1= Lz, C) <
lo cudl es una contradiccién, ya que m* > %, y vino de suponer que

C no es absorbente. Por lo tanto C' € BT (X) es un petite absorbente, y del
Teorema 26 tenemos que ® es recurrente.
O
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Las condiciones del Teorema pasado implican que sabemos donde viven los
petites de ®, y sabemos identificar funciones no actoadas fuera de petites.
Clasificacién de estados para la Caminata Aleatoria en la semirecta

Los siguientes resultados son para ilustrar una variedad de acercamientos
para los criterios de recurrencia, donde diferentes funciones de prueba son uti-
lizadas.

Recordemos que la Caminata Aleatoria en la semirecta es la Cadena de
Markov definida por la sucesién de variables aleatorias independientes e identi-
camente Distribuidas {W,, }en tal que Wp ~ T

(bO = [WO]+v¢n+1 = [(bn + Wn+1]+

Supongamos que E['] € R, sea 3 = E[I'], esperamos que si 8 < 0, esta sea una
condicién suficiente para la recurrencia de ®.

Teorema 30. Si = [, w'(dw) < 0, entonces ® es recurrente.

Demostracién. Dado que f = [ wI'(dw) < 0, T'(=00,0] > 0, en particular
tenemos que la medida sobre B(R) definida mediante

o(4) = {1; A=

0; e.o.c

es una medida de irreducibilidad y todos los compactos son petite.

Sea F': R — R tal que

F(x) :/(_- ]wF(dw),

por el Teorema 43, F es continua, ademds, F(—oo) = 0y F(oco) = 8; de modo
que existe zp > 0 tal que F(zg) = f( wl'(dw) < /2 < 0.

—x(,00]

Sean C' = [0,z0] y f : (RT,B(RT)) — (RT, B(R")) dada por f(z) = z. Sea
n € N, entonces

Cr(n) ={y e R*[f(y) <n} =1[0,n]

de modo que, para toda n € N, C¢(n) es compacto, en particular, petite. Por lo
tanto f es libre de petites.

Ahora veamos que

Af(x) <0, para toda x € C°¢
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Sea x € C¢,

Ag(x)

- / (F(y) — (2))P(z,dy) = / (F(y) — f(2))P(z. dy)
R+

[0,00]

< /(Om] vy —a)= [ wl(dw)

(—.’E,OO]

< / wl(dw) > B/2 < 0,
(75170’ ]

es decir, Af(z) <0, para toda z € C°.

Del Teorema 29 concluimos que ® es recurrente.
O

Para el caso 8 = 0 no podemos elegir una funcién de prueba tan sencilla
como la identidad, es mas, tenemos que pedirle condiciones sobre el segundo
momento de la variable aleatoria W; para poder asegurar la recurrencia. Un
par de Lemas técnicos nos ayudaran.

Lema 11. Sean W wuna variable aleatoria tal que W ~ T', t € R y s > 0.
Entonces, para cualquier A C {w € R|s + tw > 0} tal que A € B(X),

t 2
Ellog(s +tW)lwea] <T(A)log(s) + ;E[Wl{WeA}] - @E[Wzl{WeA,tW@}]

Demostracion. Para la prueba, usaremos la siguiente desigualdad
para toda z > —1, log(l1+z) <z — (g)Ql{W@}
Por propiedades de logaritmo y por la desigualdad anterior
log(s +tW)lgweay

= [log(s) +log(1 +tW/s)|[1iweay

tW)?
< [log(s) + tW/S]l{WeA} - %1{tW<O,WeA}

Aplicando esperanza a la desigualdad anterior, y por la linealidad de esta,
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t2
Ellog(s+tW)Liweay] < Ellog(s)1(weay|+E(t/$)W]= 55 EIW 1w <oweay]

O

Lema 12. Sea W una variable aleatoria tal que W ~T y E[W?] € R. Sis >0
yteR, entonces

lim 7IE[W1{W<,5_S$}} = lim :L'E[Wlw>t+51} =0

Demostracion. Al ser s y t fijas, para x suficientemente grande

0 (t+ OB W Lwscron] = (4 50) [ wl(dw)

(t+sxz,00)

(t+sx,00)

Dado que
/ w?T(dw) = E[W?] € R,
R
por el Teorema de la convergencia dominada

lfim w?T (dw) = 0,

L0 J(t4sx,00)
por lo tanto
lim (t + s2) EW 1w 4s0y] = 0,
r— 00
en particular
t m BWliwsiyey] = (=5) I 2EWliws i),

Como W tiene segundo momento finito, W tiene primer momento finito, de
modo que

zlingo E[Wl{W>t+sm}] =0
Al ser s > 0,
lim zE[Wl{W>t+sa:}} =0

Para el segundo limite, existe x suficientemente grande tal que
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02> (t—s2)EWliwet—say] = (t—sm)/ wI'(dw) = / (t—sz)wl (dw)
(—o0,t—sz) (—o0,t—sz)

> / wT (dw).
(—o0,t—sx)

Dado que,

/ w?T(dw) = E[W?] € R,

por el Teorema de la convergencia dominada

lfim w?T(dw) = 0,

T J(—oo,t—sx)
y asi,
lim (t — s2) E[W 1w <4—say] = 0,
Tr— 00
es decir,
t zlinolo E[Wl{W<t—sm}] = (_8) wlingo(_x)E[Wl{W<t—sm}]

Como W tiene segundo momento finito, W tiene primer momento finito, de
modo que

t lim E[Wl{W<t—sm}] =0

xr—00

Al ser s >0

lim (—2) EWliwci—spy] =0

r— 00

O

Teorema 31. Si W es una variable de incremento en R con § =0 y 0 <
E[W?] < oo, entonces ® es recurrente

Demostracion. Sea f:RT — RT tal que

log(1+x); >R
f(x)={0.( A
; <z <R.

donde R una constante a elegir.

Analogamente al Teorema anterior, al ser 3 = 0y E[W?] > 0, entonces I'(—o0, 0) >
0, por lo que todos los compactos son petite. Sea n € N,
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[0,R] n<R
0,n] m>R

Ci(n) ={y e RT|f(y) <n} = {
de modo que f es libre de petites.

Sean x > Rtalque s =14z, t =1y A={weRz+w > R} C {w €
R|1 +z+ W > 0}, por el Lema 11

E[f(61)]

1
< I'((—o0, R — x])log(1 + x) + mE[Wl{WZsz}] 3 EW?*1{r_s<w<o}]

1
(14 2)?

1 1
<log(1l+ )+ TE[Wl{WzR—z}] BT EW?1{p_z<w<o}]

1+ 14 x)2

Por el Lema 12,

2

J T EW L wzr-n] = (Ji“éo 1 i 1:> (xlil& xE[Wl{WZR—r}]) =10=0,
es decir,
1+ xE[Wl{WZsz}] = 0(3372)
Ahora,
1'3 2 xg 9 Z‘S 5
mE[W 1{R71<W<O}] = mE[W 1{W2<O}]+WE[W 1{W§Rf{1}}}

y, como E[W?] < oo

3

3
P z 2 , z , 2
A Sy P i sra] = (JLH;O 2<1+>> (M, EIV1gv<nn]) =00 =0,

de modo que

1 1 _
2+ o S Loy + o(a™)

EW?1 -
[W {R71<W<O}] 2(1+1’)
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De todo lo anterior
E.[f(¢1)]

1 1
<log(1 —FE[W1 | —=—=F 21 =z
<log(l + )+ T+ (Wliw>Rr-a}] L (W=l r—wo<w<o0}]

$2

=log(1 +x) + o(z™2) — ]

EW?1w2<0y] — o(z™?)

< log(1+x) +o(z™?) — o(z™?)
Si tomamos R suficientemente grande, entonces, para toda z > R,

o(z7%) —o(z™3) <0

Por lo tanto

E.[f(¢1)] <log(l+z) = f(z), para toda > R.
Sea C'= [0, R],

Ay(z) <0, para toda z € C°

Por el Teorema 29, tenemos que ¢ es recurrente.
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Conclusiones generales

En los Capitulos 1 y 2, no son mas que generalizaciones de lo hecho en el
caso discreto; las ideas para las demostraciones son las mismas, sélo que la for-
ma de trabajar cambia, dada la nueva estructura del espacio. En cambio, las
Cadenas muestreadas son una herramienta que no es necesaria para el estudio
de Cadenas de Markov en espacio de estados discreto, pero que en este trabajo
se vuelven insdispensables.

El Capitulo 3 es central en la Tesis, en donde la diferencia entre lo discreto
y lo general es més que evidente: si una Cadena no tiene un atomo accesible, no
podemos trabajar andlogamente al caso discreto. Si construimos uno artificial,
es posible. De modo que el Teorema de existencia de conjuntos pequenos es el
Teorema mas imporante de este trabajo, ya que nos dan la posibilidad de cons-
truir la Cadena de ruptura.

En el Capitulo 4, hacemos uso de toda la informacién concentrada en los
capitulos anteriores para dar una clasificacién dicotémica consistente en Cadenas
p-irreducibles de dos maneras: la primera, clasificando las Cadenas con dtomos y
para las que no tengan, construir uno artificial y extender el criterio a la Cadena
original; y la segunda identificando los conjuntos uniformemente transitorios.
Ambas formas son totalmente andlogas a como se trabaja en el caso discreto;
sblo que la primera forma es mas elegante y matematicamente sélida.
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Apéndice

La primera parte del Apéndice son una serie de Teoremas que son utilizados
en toda la tesis, que no vale la pena citarlos cada vez que son usados, ya que
son utilizados un sinniimero de veces, ademés de ser bastante conocidos. Pero
si es importante recordarlos.

Teorema 32. Sean {a, nen una sucesion en R* U{oo} y ¢ = {n1,na,...} una
reordenacion de N. Entonces

o o
g an = g n,
n=1 7j=1

Teorema 33. Sea (D, d) un espacio métrico y o4 la o-algebra de los Borelianos.
Si {fn : X — D}nen es una sucesion de funciones medibles, entonces f: X —
D definida mediante

fa) = 1im fa(2)

es una funcion medible.

Teorema 34. Sea {f, : X — Rt },en, una sucesidn de funciones medibles y

@)= fula).

FEntonces

/deMZ/ngndﬂzg/andﬂ

La siguiente lista de Teoremas no es tan bésica y las veces que son usados,
son citados.

Teorema 35 (De metrizabilidad de Uryshon). Si (X, 7x) es regular y sequndo
numerable, entonces existe una métrica d para X cuya topologia coincide con

TX -
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En los dos siguientes Teoremas, (S, d) un espacio métrico separable, og la o-
algebra de los borelianos de S, © el espacio de todas las medidas de probabilidad
sobre g y D la métrica de Prohovorov sobre O.

Teorema 36. Sea

n n
f@':{ZaméajmneN, ar,...,an, €ERTy Zamzl, xl,...,mneX}.

m=1 m=1
Entonces k es denso en (©,D)

Teorema 37. Sea {y,|n € N} C © que converge en (©,D) a la medida de
probabilidad 11, entonces {pn|n € N} converge debilmente a

Teorema 38. Sean f : (X,0x) — (R, B(R)) medible y acotada y g € L* (R, B(R), \).
Entonces f * g es continua

Teorema 39. Sean A C N cerrado bajo adicion y d = m.c.d.(A). Entonces
eriste N € N tal que, para todan > N, nd € A

Teorema 40 (De descomposicién de Lebesgue). Sea (X, ox) un espacio medible

y sean 1 y p dos medidas o-finitas sobre ox. Entonces existe v, medida sobre
ox, tal que v1lpu; y existe f: X — R, ox medible, tales que

n(A4) = / fdu+v(A), para todo A € ox
A

Teorema 41 (De Diferenciacién Bésico de Lebesgue). Sea X un espacio LesH.
Sean n y p son medidas sobre ox tal que n es reqular y p o-finita. Si

n(A) = / fdu+v(A), para toda A € ox,
A
es la descomposicion de Lebesgue de n, entonces

. n(Bi(x))
f(a) = lim L2
i—oe p(Bi(x))
Teorema 42 (De la medida producto). Sean (X,o0x,u) y (Y, 0y,v) dos espacio

de medida o-finita. Entonces, la funcién conjuntista 7 : cx @ oy — R, dada
por

W(F)z/XU(Fm)d,u:/Y(Fy)dv

es una medida o-finita sobre ox ® oy tal que (A x B) = u(A)v(B), para todo
Ax Be ox X Oy.
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Teorema 43 (Continuidad absoluta de la integral). Sean I' una Medida sobre
BR) y f € L1(R, B(R,T). Entonces la funcidn F : R — R definida mediante

Fw = [ swr)

es absolutamente continua.
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