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RESUMEN

SIMULACIONES NUMERICAS DE COLUMNAS GRANULARES
FORMADAS POR PARTICULAS ALARGADAS.

Horacio Tapia McClung
Instituto de Fisica, Universidad Nacional Auténoma de México

Maestro en Ciencias

Este trabajo presenta los resultados numéricos de simulaciones en dos dimen-
siones del colapso de columnas granulares formadas por granos alargados, usan-
do el Método del Elemento Discreto. Se encontré que la distancia final recorrida
por los depositos al término del colapso sigue una relacién monoténica de la for-
ma ~ a? con el pardmetro a = g—g, donde Hy, R son la altura y el radio inicial de la
columna, similar al caso de columnas formadas por granos circulares. Para los gra-
nos alargados con una razén entre el largo y el ancho de 1:5 (formados de N; = 5
granos circulares constrefiidos a una geometria lineal), se encontré p ~ 0.50 & 0.04,
comparado con p ~ 0.57 £ 0.02 para los granos simples. Concluimos que existe
una diferencia cualitativa entre los colapsos de columnas granulares debido a la

forma alargada de los granos de los que estan hechas.



ABSTRACT

NUMERICAL SIMULATIONS OF GRANULAR COLUMNS MADE
OF ELONGATED PARTICLES.

Horacio Tapia McClung
Instituto de Fisica, Universidad Nacional Auténoma de México

Maestro en Ciencias

This work presents the results of numerical simulations in two dimensions of the
collapse of granular columns made of elongated particles using the Discrete El-
ement Method. The results show that the final distance travelled by the grains
at the end of the collapse follow a monotonic relation of the form ~ a”, where
a= Ig_g is the relevant parameter, and Hy, R are the initial height and radius of
the column respectively. For elongated particleswith a length-to-width ratio of 1:5
(made of N; = 5 circular grains constrained to a linear geometry), the exponent for
the scaling law was found to be p ~ 0.50 &= 0.04, compared with p ~ 0.57 £ 0.02
for the single grain columns. We conclude that there is a qualitative difference be-
tween the collapses of granular columns due to the elongation of the grains that

comprise them.
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CAPITULO 1

Introduccién

Los medios granulares son ubicuos y fundamentales en una gran cantidad de fené-
menos naturales y en procesos antropogénicos. Muchos de éstos involucran pilas
estaticas de material acumulados o el flujo colectivo de particulas en escalas espa-

ciales que van desde milimetros hasta varios kilémetros (figura|l.1(a)).

Estas dos caracteristicas de los medios granulares, la tendencia a permanecer es-
taticos o en movimiento son importantes en procesos naturales como la erosién
o la sedimentacién, o eventos catastréficos como las avalanchas o erupciones vol-

canicas [12].

A pesar de ser tan comunes, el comportamiento de estos sistemas, formados prin-
cipalmente por colecciones de muchas particulas individuales, esta lejos de ser
simple y completamente entendido. Desde el sencillo, pero importante problema

de la distribucién de la presion en una pila estdtica de material granular, hasta los



INTRODUCCION

(a) Diversidad de escalas

(b) Fenémenos a gran escala.

Figura 1.1: Algunos ejemplos de medios granulares.



complejos flujos que se observan en sistemas en movimiento, las explicaciones y
teorfas no describen de manera completa ni satisfactoriamente las observaciones

y en muchas ocasiones las predicciones siguen siendo un reto [7, |8].

Debido a la falta de un modelo teérico similiar al de los fluidos newtonianos o los
solidos hookeanos, el trabajo en medios granulares se ha enfocado en el analisis
de flujos simples que permitan acercarse a un entendimiento basico. Uno de ellos,
que ha recibido mucha atencién en afios recientes debido a su sencillez y a la rica
dindmica que se observa [3, (10} 12, 13} [15, 21], es el colapso de una columna gran-
ular. Este sencillo experimento en parte estd inspirado por flujos de masa en los
que domina la fase granular, por ejemplo en eventos geofisicos como avalanchas
o deslaves de rocas, o en derrumbes de un acantilado, en el que la roca se desplo-
ma y una parte del material que cae constituye un flujo granular que se dispersa
por su propio peso (figura[L.1(b)). De este modo, este experimento sirve como un
paradigma para el estudio de los procesos que se pueden observar en estos fen6-
menos a grandes escalas y forma parte de los retos en el desarrollo de modelos de

medios granulares.

El experimento consiste en liberar una columna, generalmente cilindrica, formada
por algtin material granular simple como arena, semillas, balines, o formas simi-
lares, sobre una superficie horizontal y estudiar el proceso que lleva al depésito
final. Se ha encontrado que el estado final de los depésitos, por ejemplo la distan-
cia total recorrida sobre la superficie horizontal, la altura y forma final o el tiempo
total del colapso, depende tinicamente del cociente entre la altura (Hp) y el radio
(Rp) inicial de la columna. A dicho cociente se le denota pardmetro a en la literatura
[3,9,10], 12,113} 15, 21], y se define como a = 1;_8 (tigura . Estas variables usadas
para caracterizar el estado final de los depdsitos proporcionan informacién estati-

ca del colapso; sin embargo, también es posible realizar mediciones que permiten
3



INTRODUCCION

estudiar la dinamica del proceso.

Los estudios experimentales parecen indicar que la distancia final recorrida por el
depdsito, que denotaremos por R, asi como la altura final, para la cual usaremos
Hs,, dependen tinicamente del pardmetro a y no de las propiedades fisicas o de las
caracteristicas particulares de los granos utilizados [3, 9,10} 12} 13]. Incluso se ha
reportado que las mediciones de los depésitos finales son independientes del tipo
de substrato empleado para la superficie horizontal sobre la que ocurre el colapso
o del tamafio de los granos empleados [10], asi como de la forma de los mismos.
Las mediciones sugieren que las propiedades finales de los depdsitos siguen leyes
de escalamiento de acuerdo a una ley de potencias con el pardmetro a de la forma

IT ~ a?, donde I1 es la propiedad que se estd considerando.

Entre los distintos trabajos en el tema no hay un acuerdo claro acerca de si el pro-
ceso depende tinicamente de la geometria inicial o si existen otros pardmetros que
afectan los resultados observados. Algunos estudios [10, 12] indican que el tipo
de material empleado es irrelevante y que el colapso no depende de la friccién en-
tre particulas y contenedores, debido a que el efecto de la friccién sélo se observa
durante la fase final del proceso y no durante la fase donde dominan las avalan-
chas. Asi mismo, los trabajos indican que el colapso no depende del tamafio de
los granos usados ya que los datos de los depdsitos finales para distintos granos,

debidamente reescalados, se colapsan en la misma curva.

Llama la atencién que los trabajos que usaron granos con una estructura alargada
no reportan diferencias observables en los colapsos, tal vez porque los estudios no
buscaban establecer la existencia de diferencias con esta variable. Lo cierto es que
en otros sistemas y configuraciones que involucran medios granulares si puede
establecerse una clara diferencia dependiendo de la estructura de los granos em-

pleados. Por ejemplo, en experimentos en los cuales se colocan barras dentro de
4



un tambor cilindrico horizontal en rotacién, puede observarse una transicién de
fase de un estado desordenado a uno ordenado en una direccién preferencial de-
terminada por la velocidad de rotacién y la longitud de las barras [4, 20]. En esta
configuracién es evidente que el comportamiento del sistema es exclusivo del uso
de granos alargados (barras). Otro sistema interesante en el cual el resultado de-
pende de la estructura de los granos es en la criticalidad auto-organizada o SOC por
sus siglas en inglés (Self-Organized Criticality) en avalanchas. Los fenémenos de
SOC se presentan en sistemas forzados que suelen alcanzar un estado critico in-
dependientemente del valor de pardmetros de control. En un estudio detallado se
comprobd que las avalanchas que se generan en una pila de arroz exhiben SOC

Unicamente para granos suficientemente largos [6].

Lo anterior nos orilla a pensar que el efecto de la estructura de los granos se obser-
va en el proceso dindmico mds que en las configuraciones estaticas iniciales y fi-
nales. Como hemos mencionado, los resultados experimentales estan restringidos
a las observaciones iniciales y finales del proceso (lo mismo en el caso de los fené-
menos naturales que han inspirado estos estudios) y en algunos casos, haciendo
uso de la tecnologia y técnicas experimentales, es posible observar lo que sucede
durante el proceso del colapso y estudiarlo a detalle. Sin embargo no es posible
tener un conocimiento preciso del estado completo del sistema (en términos de la
informacioén de las posiciones y velocidades de las particulas involucradas en el
fenémeno) y es aqui donde el uso de técnicas computacionales ha sido una her-

ramienta importante para el avance en el estudio de este tipo de problemas.

Haciendo uso de simulaciones que numéricamente integran las ecuaciones de
movimiento (dadas por la Segunda Ley de Newton) de cada particula en un sis-
tema que interactia por medio de fuerzas prescritas, es posible reproducir el com-

portamiento general del colapso y obtener resultados similares a los de los ex-
5



INTRODUCCION

perimentos [9]. Una ventaja indiscutible de realizar simulaciones numéricas es, a
diferencia de los experimentos, el acceso directo a toda la informacién del sistema

en cada instante del intervalo temporal en el que se simula el proceso.

Asi como en los trabajos experimentales, la mayoria de los estudios numéricos han
omitido los efectos de la estructura de los granos utilizados. Tipicamente las sim-
ulaciones de medios granulares por estos métodos emplean discos (esferas en tres
dimensiones) para representar granos ideales, haciendo que los algoritmos y los
célculos sean simples y eficientes. En el caso de simulaciones de granos alargados,
se requiere una mayor capacidad computacional y el desarrollo de técnicas y algo-
ritmos adecuados ha sido lento. Algunos estudios emplean cuboides y elipsoides
pero el costo computacional es demasiado elevado [5], obligando a usar pocas
particulas para las simulaciones. Otros estudios han incorporado potenciales del
tipo molecular con variaciones espaciales en las distintas direcciones radiales que
efectivamente simulan elipsoides; sin embargo, este tipo de potenciales pueden

introducir vibraciones espurias que alteran los resultados si no se es cuidadoso.

En esta investigacion se presentan resultados de simulaciones numéricas del co-
lapso de columnas granulares que muestran diferencias cuantificables entre los
colapsos de columnas formadas por granos circulares (discos) y granos alarga-
dos. En el primer capitulo después de la Introduccién, se hace una revision del
problema del colapso de columnas granulares remarcando los resultados mds im-
portantes y los relevantes para esta exposiciéon. En el segundo capitulo se pre-
senta el método numérico empleado para realizar las simulaciones, discutiendo
las fuerzas de contacto y los algoritmos para la integracién de las ecuaciones de

movimiento.

El tercer capitulo contiene los resultados obtenidos de las simulaciones numéricas.

Este capitulo esta divido en tres partes: la primer seccién contiene los resultados
6



de colapsos de columnas formadas por granos circulares (discos), la segunda de
columnas formadas por granos alargados, y la tercera puntualiza las diferencias
que se han observado entre los colapsos en ambos casos. Finalmente en el cuar-
to capitulo se discuten los resultados obtenidos y se plantean perspectivas para

futuras investigaciones.



CAPITULO 2

El Colapso de una Columna Granular

Una de las configuraciones mads simples en las que puede desarrollarse un flujo
granular en ausencia de otras fuerzas externas (ademads de la aceleracién debido
a la gravedad cerca de la superficie terrestre), es el colapso de una columna gran-
ular. Este experimento puede verse como un paradigma de fenémenos como sedi-
mentacion, erosién o situaciones catastréficas como avalanchas y deslaves. Detras
de la sencillez del experimento se oculta una compleja y rica dindmica que, como
muchos otros fenémenos que involucran medios granulares, da lugar a resultados

que atn no estdn bien entendidos.

Las primeras investigaciones que se llevaron a cabo con estos experimentos se en-
focaron primordialmente en describir detalladamente el esparcimiento y las carac-
teriticas del estado final del depésito partiendo de una configuracién inicial con-

trolada, en la cual se vari6 el material empleado (tipo de grano), la altura y el



EL COLAPSO DE UNA COLUMNA GRANULAR

radio inicial de la columna y el tipo de superficie sobre la que ocurre el colapso.
Los resultados mas importantes y relevantes de los experimentos y la descripcion
general del proceso del colapso se resumen en este capitulo. Asi mismo, se intro-

duce la notacién que serd empleada en el resto de este trabajo.

2.1. Experimentos del Colapso de Columnas Granu-

lares

Los experimentos originales [10} 12], que consisten en un contenedor cilindrico de
radio Ry, lleno de material granular (arena, sal, arroz, etc.) hasta una altura inicial
Hy, se muestra en las figuras 2.1/ y 2.2l Al inicio del experimento el cilindro se quita
rapidamente (por medio de un mecanismo que garantiza que la velocidad a la
cual se quita el contenedor es siempre la misma) causando asf el flujo del material
granular en direccion radial (figura 2.2). Cuando el material alcanza el reposo se
determinan la distancia final recorrida en direccién radial, Re, y la altura final del

depésito, He.

En una variante del experimento original en que se usan contenedores rectangu-
lares [3}9] 13]], el proceso es similar pero la distancia final del depésito se mide a
partir de la posicién original de la pared. En este caso una compuerta se levanta
lo cual permite que el material fluya en una direccion (figura 2.3). En ambos ex-
perimentos se encontré que las cantidades que caracterizan el estado final de los
depésitos, R y Heo, no dependen del tipo de material granular empleado y por

lo tanto son independientes del coeficiente de friccion del sistema.

De hecho se encontré que estas cantidades dependen solamente de la razén entre

la altura y el radio inicial de las columnas, el pardmetro a, a = g—g, por medio
10



EXPERIMENTOS DEL COLAPSO DE COLUMNAS GRANULARES

Figura 2.1: Estado inicial del experimento original del colapso de una columna granular ([12]]).

Figura 2.2: Estado final del experimento original del colapso de una columna granular ([12]]).

de una ley de potencias, ~ a?, en la que el exponente p varia dependiendo del
intervalo de valores de a como veremos mds adelante. Esto indica que existe una
ley de escalamiento distinta para distintos valores de a; en otras palabras, la ley

de escalamiento es distinta para distintas geometrias iniciales.

A partir de este momento nos enfocaremos tinicamente en colapsos de colum-
11



EL COLAPSO DE UNA COLUMNA GRANULAR

Figura 2.3: Colapso cuasi-bidimensional de una columna rectangular ([13]).

nas granulares basados en experimentos cuasi bidimensionales y en simulaciones
bidimensionales , sin olvidar que a pesar de las evidentes diferencias con el caso
axisimétrico, el resultado fundamental para nuestro trabajo es que en ambos casos
los resultados dependen tinicamente de a y la dependencia es del tipo de ley de

potencias.

El proceso general del colapso difiere dependiendo del pardametro a = Hy/Ro.
Para columnas muy anchas y de poca altura (a2 < 1), el colapso ocurre sobre un
plano de deslizamiento bien definido y s6lo los granos que se encuentran en las
orillas de la columna participan en el colapso. Conforme se incrementa el valor
de g, el &ngulo, con respecto a la horizontal, del plano sobre el que ocurre el co-
lapso aumenta y se hace cada vez menos definido, al tiempo que més particulas
de la columna participan del colapso. Para valores intermedios de 4, el colapso
ocurre sobre los planos, creando una pila cénica con un grupo de particulas que

permanecen inméviles durante el proceso; la forma del cono estd relacionada con
12



EXPERIMENTOS DEL COLAPSO DE COLUMNAS GRANULARES

las propiedades de friccién del material empleado [10].

2.1.1. Resumen de los resultados experimentales

La observacion de que los valores que caracterizan el estado final de los depésitos
dependen solamente del pardmetro a se ha comprobado por diversos grupos ex-
perimentales y a continuacién indicaremos las relaciones que se han encontrado.
En todos los casos, la relacion entre las cantidades de interés y a siguen una ley
de potencias de la forma ~ a”. Uno de los experimentos originales con columnas
cilindricas[12] reporta que, independientemente del material usado (arena, sal, ar-

roz, couscous y azucar),

Reo — Ry 1242 a <17

Ro | 16472 4>17
Otro de los experimentos originales, también con columnas cilindricas [10] for-
madas con cuentas de vidrio de 350 y 1150um de didmetro, encontré una depen-

dencia similar para el cociente 1;—"; con a:

R — Ry a a<0.74

X
Ro al’2 4> 074

En uno de los experimentos en una configuracién rectangular, en la que también

se estudia el efecto de la profundidad variando la separacion entre las paredes, [3]

se reporta que

Re — Ry Aa%®  canal estrecho (cuasi bidimensional)

Ro Aa%?  canal ancho

13



EL COLAPSO DE UNA COLUMNA GRANULAR

en donde el valor del parametro A depende de las propiedades del material usado.

Otro experimento cuasi bidimensional [13] reporta que

Reo — Ry _ 1.2a a<23

Ro 19223 a>23

Finalmente, [9] confirma que en un sistema cuasi-bidimensional se observan to-
dos los detalles de colapsos cilindricos, en particular la dependencia en a de la

distancia final recorrida por la columna sigue una ley de potencias:

Reo — R a a<22

a%72 g >202

Como puede verse de los resultados presentados, hay una diferencia en las leyes
de escalamiento para la distancia final que se esparce la columna entre configu-
raciones cuasi-bidimensionales y axisimétricas (3 dimensiones), pero en todos los
casos se distinguen al menos dos formas diferentes de escalamiento como funcién

de a.

2.1.2. Resumen de los resultados numéricos

También se han obtenido resultados importantes y comparables con los experi-
mentales por medio de simulaciones numéricas. Aunque existen diversas técni-
cas numeéricas ttiles para el problema, nos enfocaremos en aquellos trabajos que
utilizan modelos similares a los que se usaron en este trabajo. Estos métodos se
conocen genéricamente como Método del Elemento Discreto (MED). El método sera

discutido a detalle en el capitulo siguiente. En particular, uno de los trabajos mas
14



EXPERIMENTOS DEL COLAPSO DE COLUMNAS GRANULARES

relevantes [15] encontré que las leyes de escalamiento son acordes a los resultados

experimentales:

)

Reo — Ry 2.5a a<2
Ro 32500705 > 2

Los prefactores difieren entre los obtenidos en [3] debido, entre otras razones, a
propiedades como la friccion, el uso de granos circulares en las simulaciones y
el hecho que los experimentos cuasi bidimensionales son en tres dimensiones[15].
Este trabajo numérico sugiere que la existencia de dos leyes de escalamiento dis-
tintas para la distancia final recorrida puede explicarse por la presencia de una
fase de caida libre durante el colapso de la columna, dependiendo del valor de
a. Asi mismo, durante el colapso, hay una eyeccién de masa, que puede obser-
varse mejor para valores altos de a4, que contribuye de manera significativa al
esparcimiento de la columna. Este mecanismo puede ser el responsable de las
diferencias entre leyes de escalamiento en configuraciones cuasi-bidimensionales

y axisimétricas [15].

Finalmente, [21] encontr6, usando un modelo numérico diferente, que la distan-
cia final recorrida por los granos aumenta de manera monétona con 4, acorde a
los resultados experimentales y numéricos mencionados. Aunque no observa una
transicion en la ley de escalamiento tan evidente, sfindica que existe una depende-

cia para valores diferentes de la friccién entre los granos.

15



CAPITULO 3

Modelo Numérico

Existen diversos métodos numéricos para realizar simulaciones de medios gran-
ulares (vedse por ejemplo [19] para una revision muy completa de los métodos
mas comunes) y cada uno de ellos tiene sus ventajas y desventajas. Ya que los
medios granulares consisten en colecciones de muchas particulas individuales con
tamafios que varian desde micrémetros hasta centimetros, un método adecuado
para realizar simulaciones de este tipo es el Método del Elemento Discreto (MED),
también conocido como Dindmica Molecular. Este método consiste en resolver de
forma numérica las ecuaciones de movimiento dadas por las leyes de Newton
para cada una de las particulas que conforman el medio granular. Esta técnica es
una de las mas empleadas en la literatura de simulaciones de medios granulares

[19] y es el tema de este capitulo.

Comenzaremos exponiendo la idea general el Método del Elemento Discreto y
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el algoritmo numérico empleado para integrar las ecuaciones de movimiento. En
general, la dindmica dei = 1, ..., N particulas localizadas en las posiciones deter-
minadas por los vectores r; estd regida por las 3N ecuaciones, en general dependi-

entes del tiempo, dadas por la Segunda Ley de Newton:

9%r;

atzl - ml,-fi(ri' Vi 9jswj)

82 . .

atqu = 10i(r;,vj, 9, wj), (j=1,.,N)

en donde la fuerza f; y el torque @; actuando sobre la particula i de masa m; y
momento de inercia J; son funciones de las posiciones de las particulas r;, sus ori-
entaciones angulares ¢; y las correspondientes velocidades, v; y w;. En sistemas
bidimensionales, la orientacion angular y el momento de inercia son cantidades es-
calares. En general, el sistema de ecuaciones acopladas no lineales no puede resol-
verse analiticamente y deben buscarse soluciones numéricas. Al método numéri-
co que calcula las fuerzas y torques para integrar las ecuaciones y obtener las
trayectorias de todas y cada una de las particulas en el sistema se le conoce como
Dindmica Molecular o Método del Elemento Discreto (MED). A diferencia de los
calculos de Dindmica Molecular clédsicos, en medios granulares las interacciones
son de corto alcance y se dan solamente cuando las particulas se encuentran en
contacto mecanico; por lo tanto, la fuerza f; y el torque o; estan dados por la suma
de todas las interacciones en pares de la i-ésima particula con el resto de las que

componen el sistema:

N N
fi =) i B 0 =) 14 Tii
18



Si se conocen las fuerzas f;; y los torques T;; entre las particulas como funciones de
las coordenadas de cada particula que interactda, (1, ¢;) y (rj, ;) y sus derivadas
temporales, es posible incorporarlas en las ecuaciones de movimiento y resolver-
las numéricamente. Las leyes de interaccién entre particulas dependen del mode-
lo de contacto; més adelante se discutird el modelo que fue usado en este trabajo.

Antes se presenta el algoritmo de integracién numérica implementado.

3.0.3. Algoritmo de integracion

La ecuacion de movimiento para el grado de libertad traslacional de un grano de

masa m; puede escribirse, de manera general, como

m;t; + a;f; = f; (3.1)

El término proporcional a la velocidad del grano, a;¥;, llamado el término vis-
coso, se incluye para tomar en cuenta disipacion debido al medio en el que se
encuentran las particulas (vacio, aire, etc.) y proporciona una forma rapida de que
el sistema alcance relajacion al equilibro. En el término del lado derecho, f;, se
incluyen todas las fuerzas que acttian sobre la particula, incluyendo las fuerzas
externas (por ejemplo la gravedad cerca de la superficie terrestre, campos elec-
tromagnéticos, etc.). Dada la naturaleza del problema que estamos estudiando, la
Unica fuerza externa considerada es la de la gravedad, m;g. Las contribuciones de

otras interacciones que se incluyen en el término f; serdn discutidas mas adelante.

Para integrar numéricamente la ecuacién de movimiento 3.1y encontrar la evolu-
cién temporal de cada grano en el sistema, usamos el llamado algoritmo de Verlet
[1},2], el cual aproxima la solucién de la ecuacién diferencial (de segundo orden)

al tiempo t,.1 = (n + 1)dt usando un paso del tiempo no nulo, df con la informa-
19
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cién que se tiene del estado al tiempo anterior ¢, = ndt, de acuerdo a las siguientes

expresiones:

n+1 o a;dt n_ di? en
1 le-dt
n+1 T~ 2m; 1 dt n+1
Vi =|—=& | Vit —7 W(f? + £ ) (3.3)
4 i 14 it £
2m; 2m;

en donde hemos hecho uso de la notacion X = X;(t,) = X;(n - dt) para el n-
ésimo paso entero del tiempo y v; = f;. Notese que los valores al tiempo t,, 11 =
(n + 1)dt se calculan usando la informacién obtenida al tiempo inmediato anterior,
t, = ndt, de modo que la evaluacién de la fuerza al tiempo t,;1 es posible ya
que para calcularla se requiere la informacién del estado del sistema al tiempo t,:

n+1 __
£ = £i(ef, 2}, VLV 9l 9l Wl W),

El algoritmo se implementa suponiendo que se conocen las condiciones del sis-
tema al tiempo t, = ndt, es decir, 17, v}, ¢!, w! y f! para todos los granos que
lo conforman. El estado del sistema al tiempo t,11 = (n + 1)dt se actualiza de

acuerdo a los siguientes pasos:

1. Se obtiene la nueva posicién, r?“, usando la ecuaci(’)n

2. Se calcula f?“ usando la forma funcional de la fuerza:

n+1 __ n.n .n_n N _n n n
fl' _fi(ri/rjlvilvj/([)i/q)jrwi/w]')

n+1

3. Se obtiene la velocidad \/ usando la ecuaciéon con las fuerzas f? y f;‘“.

Para los grados de libertad rotacionales, las ecuaciones similares a[3.2)y [3.3)con los

reemplazos r; — ¢;, v; — w; y f; — @; para cada uno de los granos del sistema.
20



La implementacion del algoritmo de integracién para cada particula es relativa-
mente simple, pero para poderlo utilizar es necesario conocer la forma funcional
de la fuerza, f;, que se obtiene del modelo de contacto y claramente depende de
la eleccion de éste. A continuacion se discute el modelo de contacto que se ha

empleado en este trabajo.

3.0.4. Modelo de contacto

Los medios granulares son sistemas con un alto grado de complejidad, resultado
de las maltiples interacciones entre todos los componentes (particulas que lo for-
man y alrededores), y no existe modelo teérico que describa por completo todas
las caracteristicas del comportamiento y dindmica para una configuracién partic-
ular. Debido a esto, nos vemos obligados a construir modelos, de preferencia sim-
ples, que capturen los principales componentes de un sistema. En general, los
modelos de medios granulares comtinmente usados en simulaciones con el MED
suponen, como ya hemos mencionado, que cada grano puede ser representado
por una particula circular (en dos dimensiones) o esférica (en 3 dimensiones) y
que las interacciones entre particulas son de corto alcance y se dan tinicamente
cuando las particulas estdn en contacto. Estas hipétesis son suficientes para con-
truir modelos adecuados para el estudio de muchos tipos de configuraciones y se

usan como base para desarrollar modelos mas complejos.

EI MED se ubica dentro de la categoria de los llamados métodos de dindmica suave,
debido a que una contribucién fundamental a las interacciones entre particulas se
obtiene a partir de un potencial expresado por una funcién continua y derivable

(de clase C') de las posiciones de los granos.

Diremos que dos granos con radios R; y R; respectivamente, se encuentran en con-
21
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tacto (o en contacto mecanico) si la suma de sus radios R; + R; excede la distancia
entre sus centros de masa r;; (figura[3.1). Si denotamos a la diferencia entre la suma
de los radios y la distancia relativa entre los centros de masa de las particulas por
Gij, es decir si

éjl-]-ERi+Rj—|ri—rj| :Ri—|-R]-—ri]-,

entonces la condicion para que exista contacto mecénico se expresa como
éi]' > 0.

Cuando esto ocurre (es decir cuando existe un contacto mecénico), la fuerza en-
tre ambas particulas es no nula y acttia causando el rompimiento del contacto, es
decir, esta fuerza es repulsiva. La cantidad ¢;;, que es una medida del desplaza-
miento mutuo, se conoce como compresion, y la magnitud de la fuerza repulsiva
depende explicitamente de ésta. Esta fuerza modela el efecto fisico de dos particu-
las que al contacto sufren una ligera deformacion eléstica (alrededor del punto de
contacto sobre ambas superficies) causando una restituciéon que tiende romper el
contacto mecdnico. La fuerza total sobre el i-ésimo grano es la suma de las inter-

acciones de éste con todos los demds granos en el sistema, de modo que

N
fi =) i 10 fij — mig:

Dada la complejidad de las interacciones, lo mejor que podemos hacer al intentar
modelar medios granulares, es proporcionar una expresion para la fuerza (en tér-
minos de la compresion §;; y otras cantidades) sencilla y que sea numéricamente
tratable, es decir que pueda implementarse de manera eficiente en un esquema

de simulacién numérico. Para esto, es comtn, cuando se simulan medios granu-
22



Figura 3.1: Esquema del contacto mecdnico.

lares, separar las fuerzas de contacto que contribuyen a f; en una componente nor-
mal, en la direccién que une los centros de masa de los granos en contacto, y una
componente tangencial, perpendicular a la direccion normal (figura[3.1)). De esta
manera, la fuerza que acttia entre particulas que se encuentran en contacto puede
expresarse como (ignorando el término debido a la aceleracion de la gravedad en

la superficie de la Tierra):

£ + ffj sig; >0

fii =
]
0 cualquier otro caso

En la expresién anterior, ff] es la componente de la fuerza sobre el grano i debido
a su interaccién con el grano j en la direccién normal f, y ff]. es la componente

de la misma en la direccion tangencial . Cuando existe contacto entre granos, una
23
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fuerza en la direccién normal causa un cambio en el grado de libertad traslacional,
mientras que una fuerza tangencial provoca un cambio en el movimiento rota-
cional (y posiblemente en el traslacional). Las componentes normal y tangencial

de la fuerza pueden entonces escribirse como

A~

no_ (g P sz,
fl-]- = fi'nl]/ fi]' = fi]'tljl

con los vectores unitarios en dos dimensiones

R r— 1 o 0 —1 .
njj = / tij = - Nj,
i — 1 1 0
y las magnitudes
fii = £1(Gij. Gif) (3.4)
fi = (i, Gi) (3.5)

son funciones que dependen, entre otras cantidades, explicitamente de la compre-
sién. Estas expresiones son de vital importancia para el método de simulacién,
ya que de su eleccién dependera que los resultados obtenidos sean conforme a
las observaciones y resultados experimentales. En lo que resta de éste capitulo
presentaremos las formas explicitas para las expresiones funcionales de las mag-

nitudes de la fuerza normal y tangencial que se usaron en este trabajo.
24



Fuerzas Normales

En la direccién normal, definida por el vector unitario (independientemente de si

existe contacto o no)
r, — 1']'

l‘li]' =

7

la fuerza que actta entre particulas en contacto mecanico consiste en dos partes:
una fuerza eldstica de restitucién, determinada por la compresién, y un térmi-
no viscoso, proporcional a la velocidad relativa de los granos, que disipa energia
cinética en el grado de libertad traslacional, modelando asi colisiones inelasticas.
Escribimos la magnitud de la fuerza en la direccién normal como la suma de dos

términos:

ff} =/, i?,ez +f ir},vis (36)

El término eldéstico, fl’]1 o = f;} .1(Gij), es una fuerza conservativa derivable de un

potencial de interaccion ¢;j, de modo que

fi?,el (Gij) = —Vigij,

donde ¢;; = ¢;;(g;) es una funcién explicita de la compresién y estd dada por la

suma de las interacciones del grano i con los demads granos en el sistema:

¢ij = Zi# uii(Gij)-

siendo u;;(¢;;) el potencial de interaccion del grano i con el grano j. En este trabajo

se ha elegido para este potencial de interaccion la siguiente forma expliicita:
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12 6
0'1']'

Uij
Mi]'(ri]') = 46’1']' — + €jj. (3.7)
Gij Gij
Este potencial es un legado de los primeros estudios de Dindmica Molecular [1]
y a pesar de que fue originalmente introducido para estudios de gases nobles y
fluidos, ha sido utilizado en multiples trabajos numéricos de medios granulares

[11},14] con éxito obteniéndose resultados acordes a las observaciones experimen-

tales.

El potencial dado por la ecuacién 3.7 tiene dos pardmetros que determinan la in-
teraccion: €;; es la energia potencial entre dos granos con una compresiéon mutua
gij igual a 0;;, es decir uij((rij) = €jj. Recordemos que una de las hip6tesis para un
modelo de interacciones de medios granulares es que éstos tinicamente interac-
tdan cuando existe contacto mecédnico entre pares de granos. Si las superficies de
los granos no se encuentran en contacto mecanico, entonces la fuerza entre ellos
es nula. Con este modelo de interaccion para la fuerza elastica, si la compresiéon
mutua es igual a ij = 21/ 6(7ij, entonces la interaccion es nula, es decir, no hay
contacto mecanico. En términos mecénicos, la fuerza normal no acttia de manera
inmediata cuando la compresién mutua es Ci]- > 0, si no que, en este modelo,
existe una region alrededor de la superficie de los granos sobre la que no existe
contacto mecédnico. La magnitud de esta regién puede controlarse por medio del
parametro o;; del potencial de interaccién y puede verse como una propiedad
de “suavidad” de la superficie de los granos que modela la deformacién sobre la
superficie de cada grano. Si los granos son muy “suaves” (¢;; >> 1), entonces
se deforman mucho al contacto, si son menos “suaves” (¢;; << 1), entonces son

menos deformables y més rigidos.

Cuando la condicién de contacto mecdnico, determinada por el potencial de in-
26



teraccion (3.7} se satisface entre dos granos, la magnitud de la fuerza elastica en la

direccion normal, 1’]1 o7 €8
. 60 120,72
Fia@ip) = =Vigiy = =} izi4ei | 57 — rgi3
1 1]

Notese que esta fuerza elastica es una fuerza no lineal. Su magnitud depende
de la compresion mutua y de los pardmetros oj; y €, el primero una longitud
caracteristica de las particulas y el segundo la intensidad de la interaccién entre

los granos.

El segundo término en la ecuacién 3.6| de la magnitud de la fuerza en la direc-

l

cién normal, f; i vis? corresponde a un término viscoso de interaccién que se elige

simplemente proporcional a la velocidad relativa entre los granos:
fl _ iz
fij,vis - ﬁ gi]'/

donde B" es el pardmetro que controla la magnitud de la viscosidad en la direc-
cién normal. Este término viscoso se incluye para modelar el efecto fisico de la
disipacién de energia en el grado traslacional en cada colisién entre granos. El val-
or del pardmetro " dependera de las caracteristicas del sistema que desea mode-

larse.

Para concluir esta seccién, en el modelo que se usa en este trabajo, la fuerza de

interaccién en la direccién normal sobre un grano estd dada por:

fii = = Lagidei | =7 = —z5 | TBGi (38)
1] ]
El primer término es una fuerza elastica no lineal que acttia de manera repulsi-

va Unicamente cuando existe contacto mecanico (determinado por la condicién
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0 <G < 21/ 6(71~]-), mientras que el segundo término es una fuerza de arrastre
proporcional a la velocidad relativa de los granos. Los parametros de esta compo-
nente de la fuerza son la intensidad de la interaccién €;;, la longitud caracteristica
0;j y la intensidad de la viscosidad, ,3’17] La eleccién de los valores de estos pardmet-

ros usados en este trabajo se discutirdn mds adelante en el capitulo.

A continuacién presentamos las fuerzas que acttian sobre los granos en la direc-
cién tangencial cuando existe contacto mecénico. Estas fuerzas son causadas por
la friccién entre las superficies y causan un cambio en el grado de libertad rota-
cional de los granos que interactian y, como veremos, posiblemente, sobre los

grados traslacionales.

Fuerzas Tangenciales

Las fuerzas tangenciales acttian en direccién de un plano tangencial al punto de
contacto de la superficie de los granos. En dos dimensiones este plano se local-
iza en direccion perpendicular a la direccién normal, de acuerdo a los vectores
unitarios arriba mencionados. En tres dimensiones este plano no esté definido de
manera inequivoca debido a la direccién espacial adicional que no existe en el
caso bidimensional. Un problema que se presenta al intentar modelar las fuerzas
tangenciales es que la interaccion no se da sobre un punto tinicamente, sino sobre
toda una region alrededor de la superficie de contacto. De esta manera, el plano
de contacto ni siquiera esta bien definido. Por razones como ésta, los modelos de
fuerzas tangenciales pueden ser sumamente complicados, ademads que los efectos
causados por estas fuerzas no son sencillos ni estan bien entendidos. En nuestro
modelo dejaremos a un lado estas complicaciones y trataremos las fuerzas tan-

genciales como si ocurrieran sobre un plano en la direccién perpendicular a la
28



direccién normal con un modelo sencillo que captura algunas de las propiedades

basicas observadas en flujos granulares.

El modelo de fuerza tangencial que se ha empleado en este trabajo corresponde
a un término dependiente del desplazamiento relativo acumulado en la direccién
tangencial. Al igual que las fuerzas en la direcciéon normal, la fuerza tangencial
solamente acttia cuando existe contacto mecédnico entre dos granos. En ese mo-
mento, el desplazamiento total en la direccién tangencial depende de la veloci-
it
]
locidad relativa tangencial incluye la velocidad relativa de rotacion de los granos,

dad relativa (tangencial) y el tiempo que dura el contacto: c:,‘fj = (.- Tc. La ve-

wij = Ri - @i = R; - @;

La fuerza eléstica tangencial sobre el grano i debida a la interaccién con el grano
j es la acumulacion de este desplazamiento tangencial multiplicado por una con-
stante elastica «;. Esta fuerza, sin embargo, estd constrefiida por la condiciéon de
Coulomb: si Kt{;’fj > ul Z-’;?|, es decir si la fuerza elastica tangencial es mayor que
la magnitud de la fuerza en la direccién normal amplificada por el coeficiente de

friccion entre los granos, entonces la fuerza tangencial es el minimo entre ellas:

o = min(&h, ul £)) (3.9)

Esta fuerza en la direccién tangencial modifica el grado de libertad rotacional de
los granos produciendo un torque sobre ellos. En este modelo no se considera,
pero podria ocurrir que si la magnitud de la fuerza tangencial es muy grande, se
observe un proceso conocido como “stick and slip” en el cual el grado rotacional
no se modifica sino que los granos adquieren un momento extra en la direccién
tangencial que modifica el estado traslacional. También podria ocurrir que uno de

los granos solamente se deslice sobre la superficie del otro sin cambios al grado
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Figura 3.2: Esquema de la composicion de granos alargados a partir de granos circulares.

rotacional. Sin embargo el modelo que aqui presentamos no incluye estas posibil-
idades, que solamente lo hacen més complejo tanto analiticamente como numéri-

camente.

Los pardmetros que controlan la fuerza en la direccién tangencial son la constante
elastica x; y el coeficiente de friccién entre los granos, u. La elecciéon de los valores

de estos pardmetros se discutirdn més adelante.

En este trabajo estamos interesados en estudiar el colapso de columnas usando
granos alargados. Los granos alargados estdn compuestos por granos circulares
constrefiidos por medio de fuerzas a moverse como un objeto rigido en una direc-
cion. En otras palabras, los N; granos circulares que forman cada grano alargado

se mantienen sobre una misma linea (figura3.2).

De este modo, es posible simular granos que aproximan barras con una razon de
ancho/largo deseadas. A continuacién daremos una breve descripcion del méto-

do numérico implementado para constrefiir los granos a una geometrfa lineal.

Fuerzas de constriccion para particulas no esféricas.

Para modelar los granos alargados, utilizamos el método desarrollado en [17] que
esbozaremos a continuacion. El algoritmo consiste en un cdlculo exacto de las

fuerzas necesarias para mantener a dos o mas particulas (circulares) constrefiidas
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Figura 3.3: Esquema de la constriccién de N particulas sobre una linea.

a moverse sobre una linea mientras evolucionan de acuerdo a otras fuerzas de
interaccion. De este modo es posible modelar granos alargados de manera aproxi-
mada, fijando un ntiimero N; de granos individuales a una geometria lineal, como

se muestra en la figura

Para tal efecto, se evaltian numéricamente los multiplicadores de Lagrange nece-
sarios para mantener a las particulas sobre una linea (figura[3.3), y haciendo uso
de los principios de conservacién y de la ambigiiedad en la distribucién de las
fuerzas en la direccion longitudinal del ensamble de particulas, es posible obtener
los multiplicadores en dicha direccién como solucién de un polinomio de segundo
orden. Los detalles y la implementacién de este método en el algoritmo de Verlet,

discutido anteriormente, se encuentran en [17].
31



MODELO NUMERICO
Parametros del modelo

Una vez descritas las fuerzas que acttian sobre los granos en el modelo que us-
amos en este trabajo, es necesario elegir los pardmetros que usaremos en las sim-
ulaciones. Junto a los pardmetros que ya hemos mencionado que determinan las
fuerzas normales y tangenciales, debemos de tomar en cuenta los pardmetros que
caracterizan las propiedades de cada grano. Estos son la densidad y el tamarfio.
Recordando que cada grano se modela como si fuera un disco (esfera en 3 dimen-
siones), el radio se determina a partir del didmetro. La masa y el momento de iner-
cia (que aparecen en las ecuaciones de movimiento) de cada particula se calculan
como si fueran esferas (con las implicaciones que esto produce): dado el didmetro
de cada grano, elegido aleatoriamente de una distribucién normal alrededor de
un didmetro promedio y una desviaciéon dada, se obtiene el radio y el volumen
del grano (como si fuera una esfera). Con esto podemos obtener el momento de
inercia y dada la densidad de cada grano, el correspondiente valor de su masa.
Los otros pardmetros que deben especificarse para la simulacién se encuentran en
la tabla en donde también se indican los valores numéricos usados en todas
las simulaciones. Algunos valores, como por ejemplo €; = 1.0 para la intensidad
de la interaccién en la direccién normal, han sido elegidos puramente por una con-
veniencia numérica. Las unidades estan determinadas por el valor de la gravedad
que se ha elegido como g = 9.81m/s? y como unidad de distancia usaremos el
didmetro promedio del grano d; (indicado en la tabla[3.I), de modo que todas las
distancias se miden con respecto a esta unidad. De este modo una columna con

radio inicial de Ry = 60.0 equivale a una columna de radio Rg = %.

Los ultimos dos pardmetros que aparecen en la tabla merecen atencién, en par-
ticular el coeficiente (de restitucién) eldstico normal, x,, que no se ha mencionado

en el texto. El coeficiente eldstico normal se obtiene del desarrollo en serie de Tay-
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g Constante de gravedad 9.81 [m/s?]

N;  Razén ancho/largo de granos alargados 1,3,5
Qi Densidad del grano 8.0

d; Didmetro promedio del grano 0.6 £0.1
m; Masa de granos circulares m; = @
i Momento de inercia del grano  J; = zn?rlz
o Viscosidad del medio 1.0

€; Intensidad de interaccion elastica normal 1.0

of Traslapamiento normal 0.1

ph Viscosidad normal 0.5

U Coeficiente de friccion entre granos 0.5

Ky Coeficiente elastico normal

Kt Coeficiente eldstico tangencial

Tabla 3.1: Valores de los pardmetros del modelo empleados en las simulaciones.

lor del potencial de interaccién [3.7|alrededor de Cf] El coeficiente del primer tér-
mino de la serie que no se anula es la aproximacién lineal de la interaccién eldstica
y lo denotamos por «,,. Su forma explicita es:

6- 22/361‘]‘

2

Kn:

El valor del coeficiente eldstico tangencial «;, se elige idéntico al valor de «;,.

Con estos valores de los parametros del modelo presentado en este capitulo lle-
vamos a cabo una serie de simulaciones del colapso de columnas granulares for-
madas por granos alargados con N; = 1,5. Los resultados de estas simulaciones

son el contenido del siguiente capitulo.
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CAPITULO 4

Resultados

Con los métodos descritos en el capitulo anterior, se han realizado simulaciones
del colapso de columnas granulares en dos dimensiones, con granos formados
por particulas circulares (discos), los cuales se identifican por N; = 1 y con gra-
nos alargados, identificados por N; = 5. En todos los casos, el didmetro de cada
particula individual se elije al azar de una distribucién normal centrada en 0.6 y
con una desviacion de 0.1 (ver tabla [3.I), es decir, las particulas que forman los
granos tienen un didmetro aleatorio entre 0.5 y 0.7. Con esta forma de elegir las
particulas se obtiene una polidispersién suficiente para obtener un empacamiento

maés aleatorio y evitar un estado de cristalizacion.

El sistema se prepara colocando N = 2000 granos del tipo N; en posiciones aleato-
rias dentro de una regién determinada por una separacién que corresponde al

ancho de la columna (figura [.I). El radio de la columna, Ry, es entonces la mi-
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tad de esta separacion. Para este estudio hemos variado Ry, entre [16.6,166.6] en
unidades de d; = 0.6 que como se muestra en la tabla 4.1, corresponden a valores

numéricos de Ry en el intervalo [10, 100].

Figura 4.1: Preparacion tipica de una columna. Ry = 35d;, N; =1

Una vez colocados los granos dentro de la regién que determina la columna, su
dindmica evoluciona de acuerdo a las interacciones descritas en el capitulo an-
terior hasta que se depositan completamente formando la columna. Cuando se
relajan al equilibrio se obtiene la posicién horizontal méxima, que corresponde a
la altura inicial de la columna Hp, como se muestra en la figura Con esta téc-
nica de preparacién de las columnas hemos obtenido los valores del pardmetro

a = Hp/Rp que se muestran también en la tabla

Cuando se tiene lista la columna, al tiempo ¢t = 0 iniciamos la simulacién del co-
lapso removiendo instantdneamente las interacciones con las paredes laterales, de
manera que los granos empiezan a fluir hacia ambos lados en la direcciéon hori-

zontal convirtiendo la energia potencial en cinética y causando que la columna se
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Ry 4= Hoy/Ro
N
BN
20.0 || 3.33 || 8.28
25.0 || 210 || 541
30.0 || 1.47 -
35.0 || 1.10 -
40.0 || 0.85 || 2.11
45.0 || 0.67 -
500 055 || 1.37
55.0 || 047 -
60.0 || 0.42 || 0.97
65.0 || 0.36 -
70.0 || 0.31 || 0.77
75.0 || 0.30 -
80.0 || 0.27 || 0.57
85.0 - 0.52
90.0 - 0.49
100.0 - 0.40

Tabla 4.1: Propiedades geométricas de las columnas simuladas para los casos N estudiados. En el
caso | = 1 hay un total de N = 2000 particulas, mientras que en el caso | = 5 hay un total de
N = 5 x 2000 = 10° particulas.
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Figura 4.2: Ejemplo tipico de un estado inicial.

colapse. La figura 4.3l muestra la instantdnea de una simulacién tipica luego que
se han quitado las interacciones con las paredes y los granos han comenzado a
moverse. La simulacion se detiene cuando la diferencia en la energia cinética total

del sistema entre dos tiempos consecutivos de la integracion, t; y t; 1 satisface

S
E._—El

K <107
E,

Cuando esto ocurre, se determina la distancia final recorrida por el dep6sito, Reo,
con el valor de la coordenada horizontal de la posicién del grano que se encuentra

mas alejado del centro de la columna.

Antes de continuar, es importante aclarar un punto sobre cémo se determina el
estado final del colapso. En el caso ideal, la energia cinética de las particulas se
ha disipado por completo resultando en un estado estético (todos los granos en
reposo); sin embargo, debido a consideraciones numéricas, alcanzar un estado

estatico es practicamente imposible. Es por eso que imponemos las condicién an-
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Figura 4.3: Inicio del colapso en una simulacién tipica con granos circulares.

terior en la energia cinética.

De los datos mostrados en la tabla4.1/se puede determinar una primera diferencia
entre las columnas formadas por granos simples y granos alargados. Si se observa
el valor del pardmetro a para los mismos valores del radio inicial de la columna,
puede verse una diferencia marcada entre ellos. Por ejemplo, para Rg = 20, el
parametro a tiene un valor de 3.33 para una columna hecha con granos simples,
mientras que si la columna esta formada por granos alargados con N; = 5, el valor
de a es de 8.28, jcasi 3 veces mas que si la columna fuera hecha de granos simples!
Esta marcada diferencia es general para todos los valores del radio inicial de las
columnas que se han estudiado. De la definicién de g, es posible concluir a partir
de esta observacién que las columnas formadas por granos alargados son, inicial-
mente, mds altas que las columnas formadas por granos simples, aunque hay que
tener en cuenta que en el caso de columnas con granos alargados las simulaciones
se llevan a cabo con un nimero mayor de particulas que en el caso de columnas

con granos circulares. Una observacién pertinente es que los granos alargados,
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por su geometria ocupan una mayor regién y su fracciéon de empacamiento es
mucho menor y también podria influir en que las columnas formadas por granos

alargados tienden a ser mas altas.

En lo que resta del capitulo presentaremos los resultados para cada uno de los
casos de N; estudiados haciendo la comparacién entre los casos Ny =1y N; =5
con el fin de determinar y cuantificar las diferencias observables en los colapsos de

columnas granulares formadas por particulas simples y por particulas alargadas.

4.1. Resultados para granos con N; =1

Las propiedades geométricas mostradas en la tabla4.1/para N; = 1 se obtuvieron
como se describié en la seccién anterior con un total de Ny = 2000 granos en
cada simulacién. Los resultados de las distancias finales recorridas por los depdsi-
tos se muestran en la tabla Estos resultados se muestran graficamente en la
tigura 4.4/ en donde también se muestran los resultados publicados en [21] y un
ajuste por minimos cuadrados de donde se obtiene que los valores siguen la ley de
potencias ~ a%%7*092_ A] comparar la dependencia de la distancia final recorrida
en la direccién horizontal con el pardmetro a entre los resultados de ambas simu-
laciones, se encontré una buena concordancia que sirve para establecer la validez
del modelo empleado. Para propdsitos de este trabajo, esta similitud es suficiente;
sin embargo, queda pendiente para el futuro establecer este parecido de manera
formal comparando estadisticamente los resultados de ambas simulaciones. Mds

adelante se comentardn las posibles causas de esta discrepancia.

El comportamiento general observado es que la distancia final recorrida por la
columna tiene un crecimiento monoténico con el parametro a [21]], lo cual también

concuerda con las observaciones experimentales y numéricas realizadas por [3,9,
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RESULTADOS PARA GRANOS CON Ny =1

a Reo

0.27 | 1.97
0.30 | 2.10
0.31 | 2.27
0.36 | 2.37
042 | 249
047 | 2.70
0.55 | 2.99
0.67 | 3.31
0.85 | 3.84
1.10 | 4.40
1.47 | 5.23
2.10 | 6.45
3.33 | 8.38

Tabla 4.2: Valores de a y de la distancia final recorrida en la direccion horizontal para Ny = 1
(Ntor = 2000 granos).

10,112}, 13,115} 16, [18]. Asi mismo, el flujo que se observa durante el colapso en las
simulaciones es similar a los que se decriben en los experimentos citados para un
intervalo amplio de valores de 4, se observa un plano de deslizamiento al inicio
del colapso con un dngulo definido con respecto a la base horizontal de la columna

que, se sospecha, esta relacionado con la friccion efectiva del sistema.

Para valores suficientemente grandes de 4, este plano de deslizamiento deja de
estar bien definido y el colapso ocurre con otros mecanismos, incluidos el de caida
libre [16]. En nuestras simulaciones, para valores de a < a5 ~ 0.42, solamente
los granos que se encuentran en las orillas de la columna participan del flujo del
colapso mientras que los granos que se encuentran en la regién central tienen un

desplazamiento horizontal despreciable durante el colapso.

Dada la existencia de este plano bien definido, s6lo los granos que se encuentran
por encima de él participan en el colapso, mientras que los que se encuentran por

debajo tienen un desplazamiento horizontal casi nulo. Conforme el &ngulo del
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Distancia horizantal recorrida vs a

1
@ :
1o Granos Circulares z_l ?ma.mﬁg.amu

* Referencia [21]

(R.-R R,

Figura 4.4: Distancia final recorrida en la direccion horizontal como funcion del pardmetro a para granos circulares.
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RESULTADOS PARA GRANOS CON Ny =1

plano aumenta, la regién geométrica que ocupan los granos inmoéviles cambia de
un semicono a un cono (cuando los planos de ambos extremos se intersectan) cuya

altura disminuye. Estas observaciones son muy similares a las reportadas en [16].

Para valores mayores de a, cuando ya no se pueden definir claramente los planos
de desplazamiento, el colapso es distinto. En estos casos todos los granos par-
ticipan en el flujo del colapso de alguna forma o de otra; en general, los granos
pueden desplazarse en direcciones verticales y horizontales mientras ocurre el co-
lapso. El estudio detallado del proceso del colapso no es el objetivo de este trabajo,

pero, nuevamente, las observaciones son similiares a las reportadas en [16].

En los dos conjuntos de datos mostrados en la figura 4.4/ puede observarse, co-
mo ya se comentd, un crecimiento monétono de la distancia final recorrida con
el parametro a. Las diferencias entre ambas simulaciones pueden ser por varios
factores, entre ellos el modelo numérico empleado, los valores de los pardmetros
usados, etc. En particular, el valor del pardmetro de friccién que se ha usado en
este trabajo (u = 0.5) difiere con el de [21] donde se emple6 un valor de u = 0.57.
La discrepancia entre estos valores de la friccién refuerza la conclusién de [21]
en cuanto a que existe una diferencia, aunque pequefia, para valores desiguales
de la fricciéon (resultado que parece no coincidir con las conclusiones experimen-
tales) en el colapso de columnas granulares ([21]]). De la figura podria decirse
que para columnas con una mayor friccién, se espera que la distancia horizontal

recorrida por el material sea menor.

La figura 4.5 muestra los perfiles de las columnas durante el colapso. En negro
se muestra una aproximacion al estado inicial de la columna (el ruido se debe al
algoritmo usado para obtener los perfiles) y el estado final del depésito al término
del colapso. Es importante notar las distintas escalas, en particular en la direccién

vertical. En los perfiles puede observarse la estructura cénica aproximada que se
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ha discutido para algunos valores de a. Estos perfiles nos ayudan a visualizar
el proceso del colapso en sus distintas etapas y compararlos directamente para

distintos valores del pardmetro a.

De las simulaciones realizadas en este trabajo no es posible determinar si existe un
valor critico de a para el cual la ley de escalamiento sea diferente, como reportan
los experimentos. En las simulaciones aqui presentadas, solamente encontramos
un valor para el exponente de la distancia final recorrida como funcién de a, de
p ~ 0.57 £ 0.02. Comparando este exponente con el valor de 0.65 reportado por
[3] para canales estrechos (colapso cuasibidimensional) o con el valor del 2/3 re-
portado por [9] para un sistema plano, nuestras simulaciones capturan los detalles
generales del proceso de manera satisfactoria. Sin embargo, la existencia de distin-
tas leyes de escalamiento no es el objetivo; este tema se tratara en investigaciones

futuras.
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RESULTADOS PARA GRANOS CON Ny =1

3=0775 3= 30667

3= 0.3148 8= 035385

R R 1 R | 0 il 100 150 450 W 5 i 5 10 150

A3 00 -0 I il moo

Figura 4.5: Figura que muestra la curvatura sobre la superficie en el perfil del colapso de columnas
con Ny = 1.
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4.2. Resultados para granos con N; =5

Los valores de Ry y a que se presentan en la tabla[4.T|para N; = 5 se obtuvieron de
simulaciones usando N = 2000 granos, cada uno de ellos compuesto por N; = 5
granos individuales, es decir un total de N = 10000 granos por cada simulacién.
Todos los deméds pardmetros del modelo son los mismos que los usados en las
simulaciones con las que se obtuvieron los resultados presentados en el capitulo

anterior y que se muestran en la tabla

El proceso del colapso de columnas formadas por granos alargados ocurre de for-
ma similar al de columnas hechas de granos circulares: existe un plano de desliza-
miento sobre el cual los granos comienzan a colapsarse; sin embargo, a diferencia
del caso de granos circulares, las avalanchas ocurren de otra manera. En el caso
circular y para valores pequefios de g, las avalanchas se dan sobre la superficie del
plano de desplazamiento, mientras que en el caso de granos alargados, las avalan-
chas son més “masivas”, es decir, involucran una mayor cantidad de granos y no
hay un plano bien definido. Asi mismo, el perfil del colapso no forma una ge-
ometria del tipo conica (figurad.5), sino que se observa una ligera curvatura que
da al colapso un perfil circular (figuras .6y 4.7), terminando con un perfil que
asemeja una geometria coénica; es decir, durante el colapso de granos alargados,
ocurre una transicién en la columna antes de generarse una geometria cénica, lo
cual no se observa en el caso de granos circulares. También, el depésito final no es

tan disperso como en el caso de granos circulares (figura 4.5).

Para columnas muy altas (y mas delgadas), el colapso tampoco ocurre igual que
en el caso de granos circulares. En ambos casos el primer mecanismo del colapso
es el de caida libre; sin embargo, mientras que para los granos circulares puede

observarse que al principio del colapso, durante la caida se conserva la forma
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RESULTADOS PARA GRANOS CON N =5

3=039 3=048853

Figura 4.6: Figura que muestra la curvatura sobre la superficie en el perfil del colapso de una
columna con N) = 5.
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Figura 4.7: Figura que muestra la curvatura sobre la superficie del depdsito en el perfil del colapso
de columnas con N; = 5.

de la columna hasta que los granos colisionan entre ellos cuando estan cerca de
la superficie horizontal, en el caso de granos alargados, como consecuencia de
su geometria, se desprenden de la columna casi inmediatamente después de que
ésta empieza a colapsarse (figura[4.8), perdiéndose la estructura geométrica de la

columna.

Cuando los granos llegan a la superficie horizontal, comienzan a apilarse de man-
era regular formando una estructura cénica sobre la que se dan las avalanchas. En
este caso, el perfil sobre la superficie conserva la forma cénica y no se observa un
perfil curvo como en el caso de a pequefio. Para columnas altas y delgadas, la dis-
tancia final que recorren los granos es mayor; sin embargo, el depdsito tampoco
alcanza una dispersion final tan extensa como en el caso de granos circulares, sino

que mantiene una estructura (figura[.7).

Para valores pequefios de a no se observa un plano de deslizamiento tan bien
definido y el &ngulo con respecto a la horizontal de dicho plano es mucho menor
que en el caso circular. El colapso también se inicia en las orillas de la columna
pero con un niimero mayor de granos participando en el flujo, el cual comienza a

ocurrir con granos que se encuentran dentro de la columna, desde la base.
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Figura 4.8: Colapso de una columna con Ny = 5y a grande donde se observa el desprendimiento
de los granos al principio del colapso durante la caida libre.
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Conforme se incrementa el valor de 4, més granos participan en el colapso y puede
observarse un plano de deslizamiento sobre el cual hay una capa muy ancha de
granos participando de las avalanchas. De hecho esta capa parece aumentar con-
forme se incrementa a. Para valores mas grandes de a, se observa un colapso en el
que algunos de los granos que forman la columna se desplazan horizontalmente

mientras que la gran mayoria de ellos cae dentro de la estructura de la columna.

Dado que en los granos alargados las rotaciones individuales de cada grano se
ven suprimidas ya que, a diferencia de los granos circulares, no pueden rotar més
que alrededor de un eje perpendicular a la linea sobre la que se encuentran con-
strefiidos, y que poseen mds superficie efectiva sobre la que el efecto de la friccién
es mayor que en los granos circulares, su movimiento se ve frustrado provocan-
do que el reacomodo de granos ocurra en varias direcciones creando un perfil
maés redondo durante el flujo y avalanchas méas masivas que alcanzan distancias

menores.

Resultados de la distancia final

La tabla 4.3|contiene los valores de las distancias finales recorridas por las colum-
nas formadas por granos con N; = 5y los correspondientes valores de a. Estos
resultados se muestran graficamente en la figura De esta gréfica podemos
concluir que para los granos alargados con N; = 5 la distancia final recorrida tam-
bién, como en el caso de granos con N; = 1, presenta un incremento monétono
con el valor de a. En las simulaciones realizadas, el exponente del escalamien-
to ~ a” del colapso se redujo en comparacion al caso circular, obteniéndose, del
ajuste que se muestra en la figura4.9|el valor de p5 ~ 0.50 &= 0.04, donde el error es

igual a la desviacion estdndar de los residuos obtenidos del ajsute. Comparando
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a Reo

039 | 1.71
049 | 1.87
0.52 | 1.87
0.57 | 1.98
0.77 | 2.20
097 | 2.72
1.37 | 3.07
211 | 4.16
541 | 6.46
8.28 | 7.05

Tabla 4.3: Valores de a y de la distancia final recorrida en la direccion horizontal para N; = 5
(Ntor = 10000 granos).

este exponente con el valor resultado de las simulaciones con granos circulares,
p1 ~ 0.57 £ 0.02, nos permite cuantificar una primera diferencia importante entre

los colapsos de columnas formadas por granos diferentes.

También en la figura 4.9|se muestran los resultados de la distancia final recorrida
presentado en la seccion anterior (figura4.4). Puede observarse que la distancia
final que recorre el grueso de la masa granular formada por granos alargados
es siempre menor que la distancia que recorren los depésitos de granos circulares.
Esta es la conclusién principal de este estudio: la distancia final recorrida debida al
colapso de columnas granulares es distinto si la columna estd formada por granos
alargados. Sin embargo es importante notar que la relacién funcional se preserva:
la distancia final es proporcional a una potencia de a cuyo valor es cercano al

encontrado para los granos circulares.

Esta afirmacién también puede determinarse de observar los perfiles de los de-
positos de columnas (figuras 4.5y 4.6). Como se puede observar, los perfiles de
los dep6sitos de granos circulares suelen ser mucho mads alargados en la direccion

horizontal, lo cual es congruente con que las distancias finales recorridas sean
51



RESULTADOS

(R.-R R,

Distancia horizontal recorrida vg a
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Figura 4.9: Distancia final recorrida en la direccion horizontal como funcién del pardmetro a para granos alargados con N; = 5
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mayores. También puede observarse que la altura final de los depésitos, en la di-
reccion vertical, es menor para los granos circulares; es decir recorren una mayor

distancia en esta direccion, que los granos alargados.
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CAPITULO 5

Discusion y conclusiones

Se han presentado una serie de simulaciones numéricas de columnas granulares
formadas por granos de diversas elongaciones, utilizando un modelo numérico
sencillo basado en el Método del Elemento Discreto. El objetivo primordial de este
trabajo ha sido establecer una posible diferencia entre los colapsos de columnas
hechas de material con distintas caracteristicas geométricas (elongaciones). Para
tal efecto, se ha creado un modelo numérico que permite generar granos de forma
alargada a partir de granos individuales simples, para investigar la dependencia
de la distancia final recorrida por los depésitos al término del colapso como fun-
cién del parametro a, definido como el cociente entre el radio y la altura inicial de

la columna.

Después de realizar simulaciones con granos simples, con lo que se estableci6 la

validez del modelo, toda vez que los resultados obtenidos son comparables con



DISCUSION Y CONCLUSIONES

otros ya publicados y es posible reproducir el comportamiento cuantitativo obser-
vado en experimentos (numéricos y de laboratorio), se concluye que el método

numérico utilizado es apropiado para estudiar el sistema de interés.

Como simulacién control se muestran los resultados de la distancia final recorrida
por el colapso de columnas hechas por los granos simples, encontrando que esta

distancia escala con el pardmetro a de acuerdo a Re, ~ a%%7+0:02

. El exponente
encontrado es cercano a los que se obtienen en algunos experimentos bidimen-
sionales ([3 9]). De las simulaciones realizadas no es posible determinar si existe
una ley de escalamiento distinta para valores del pardmetro 4, como se sugiere
en la literatura. Sin embargo, sipuede observarse que la distancias finales recorri-

da por el colapso cambian con el coeficiente de friccién entre los granos, como se

sugiere en [21].

Para columnas formadas por granos alargados, se han elegido granos con una
razén de 1:5 de ancho/largo, a los cuales se les denota como N; = 5. En este
caso, la primera observacién pertinente es que las columnas, antes del colapso, ya
presentan marcadas diferencias de las formadas por granos simples (con N; = 1):
para el mismo radio inicial de la columna, debido a la geometria de los granos
individuales, aquéllas formadas por los granos con N; = 5 tienden a ser mds
altas (tabla[4.1), de donde se concluye que los granos alargados ocupan un mayor
espacio y tienen una fraccion de empacamiento menor. En otras palabras, hay
mucho més huecos dentro de las columnas formadas por los granos alargados que
en las formadas por granos simples. Esto indudablemente tiene una consecuencia

en el colapso, sobre todo en la parte dindmica del proceso.

La conclusién mds importante de este estudio es que se observan diferencias entre
los colapsos de columnas formadas por distintos granos y éstas pueden cuantifi-

carse y ser comparadas. Para esto, determinamos las distancias finales que recor-
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ren los granos al colapsarse y encontramos que los granos alargados tienden a
recorrer distancias menores que los granos simples (figura#.9). La explicacion de
esta observacion puede encontrarse en que los granos alargados poseen una su-
perficie efectiva mucho mayor sobre la que el efecto de la friccién es mayor que en
granos simples. También, las rotaciones individuales de cada grano se ven suprim-
idas cuando los granos son alargados y es claro que la rotacién de los granos es
importante para el proceso del colapso, ya que durante las avalanchas, aquellos
granos que pueden rotar podrian alcanzar distancias mayores. No es el caso de
los granos alargados, ya que no pueden rotar més que alrededor de un eje perpen-
dicular a la linea sobre la que se encuentran constrefiidos y su movimiento se ve

frustrado, provocando que alcancen distancias menores.

En comparacién con el caso de granos circulares, el exponente conforme al cual
varia la distancia final recorrida con a4 para granos alargados se encontr6 que tiene
el valor de p; ~ 0.50 £ 0.04. Es decir, para granos alargados, con N; = 5, R, ~
a%30£0.04; este valor es menor que el encontrado para granos simples, para los
que se obtuvo un valor de ps ~ 0.57 £ 0.02 y, hasta donde sabemos, no existe un
resultado numérico o experimental con el cual compararlo, por lo que con este

trabajo se hace una contribucién novedosa al estudio del colapso de columnas

granulares.

La observacion de una diferencia cuantitativa en el colapso de columnas gran-
ulares formadas por granos simples o alargados es acorde a las observaciones
realizadas con granos alargados en distintas configuraciones. Es posible que du-
rante el colapso de las columnas exista una direccion preferencial de los granos
alargados que no se observa en el colapso de granos simples. También es nece-
sario investigar a fondo el efecto de la friccién individual entre granos y el efecto

colectivo de ésta en los granos alargados, ya que debido a que cuentan con una
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mayor superficie de interaccion, la fricciéon efectiva durante la interaccion sera
muy distinta y el efecto de ésta puede ser en parte responsable de que las distan-
cias finales del material colapsado sean consistentemente menores que en el caso

de granos simples.

Encontrar las causas por las que las columnas hechas de granos alargados pre-
sentan diferencias en sus estados finales no sélo debe de hacerse a partir de los
estados iniciales y finales. La enorme ventaja de realizar simulaciones numéricas
es, como hemos mencionado, el acceso total a todas las cantidades dindmicas del
sistema de interés, por lo que es posible un estudio a detalle del proceso a cada
instante. En particular nos interesa estudiar las avalanchas sobre la superficie de
las columnas mientras estas ocurren, con el fin de caracterizar estados de mezclas
y, cuando la columna estd formada por granos de distintas caracteristicas (por

ejemplo diferentes tamarios), estados de segregacion.

Finalmente, otra pregunta interesante es la existencia de una ley de escalamiento
del colapso. Como hemos mencionado, varios experimentos y otras simulaciones
(incluyendo las nuestras) han establecido la existencia de distintos exponentes
para la dependencia de la distancia final recorrida con el pardmetro a para el ca-
so de granos simples. En este trabajo no se llev6 a cabo dicho analisis més alld de
obtener el exponente que mejor describe todos los resultados que obtuvimos y que
mencionamos en el capitulo 3. Es importante investigar un intervalo mds amplio
de valores de a para establecer si existe alguna diferencia en la ley de escalamiento
para granos alargados y tambien estudiar como cambia esta ley en funcién de la

razén ancho/largo de los granos.
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