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Resumen

El crecimiento de los peces puede representarse matematicamente a través de
varias funciones asintéticas como la Logistica, Gompertz y von Bertalanffy. Se desarrollé
un paquete de computo que calcula los parametros de dichas funciones, y compara una
funcién entre varios grupos de peces.

Para el célculo de los parametros de las funciones de crecimiento, el programa
incluye procedimientos lineales (Ford-Walford, Gulland, Gulland-Holt y Beverton y Holt
para el caso de von Bertalanffy) asi como no lineales (por algoritmo de Levenberg-
Marquardt para la Logistica, Gompertz y von Bertalanffy) para valores de longitud por
grupo de edad. Este ultimo procedimiento de regresion constituye un enfoque actual y
mas completo para la estimacion de los parametros que ademas permite ponderar los
datos por la frecuencia de cada grupo de edad. Entre los resultados mas importantes de
la rutina de regresién no lineal se incluyen la suma de residuales al cuadrado y la matriz
de varianza-covarianza, entidades numéricas que se utilizan en pruebas estadisticas
multivariadas y de razén de verosimilitud para la comparacion de curvas de crecimiento.

Una vez que se ha elegido la funcién conveniente, es necesario compararla entre
varios grupos de peces (definidos por sexo o localidad). Se desarrollaron una serie de
rutinas para probar estadisticamente diferencias en los parametros de dos grupos con las
funciones de crecimiento de von Bertalanffy, Gompertz y Logistica. Los procedimientos de
prueba son: a) La T? de Hotelling, la cual es un estadistico basado en un vector de valores
de parametros y sus matrices de varianza-covarianza suponiendo una distribucion de
probabilidad conjunta multivariada normal y b) pruebas de razén de verosimilitud que
establecen la ocurrencia de hipétesis de dos 6 mas curvas independientes como un caso
base, contra la cual comparar todas las hipétesis alternativas. Esta prueba se lleva a cabo
calculando una serie de cocientes de la suma de residuos cuadrados derivados del caso
base contra aquéllos obtenidos de los otros casos de interés.

Estos procedimientos se aplicaron a datos publicados en la literatura. ElI paquete
rene en un solo ambiente, los procedimientos mas importantes para estimar los
parametros de las diferentes funciones de crecimiento, ademas de comparar de forma
multivariada las diferentes curvas obtenidas de una misma funcién. Este paquete de
coémputo representa una herramienta muy util para el estudio del crecimiento de especies
icticas y otros organismos acuaticos, explotados o no.



Abstract

The fish growth can be represented mathematically through various asymptotic
functions such as von Bertalanffy, Gompertz and Logistic. A software package that
calculates the parameters of such functions and compares a function among various
groups of fish was developed.

To calculate the parameters of growth functions, the program includes linear (Ford-
Walford, Gulland, Gulland-Holt and Beverton-Holt in case of von Bertalanffy) and nonlinear
processes for length values per age group. This last regression procedure is a current and
more complete approach for the estimation of the parameters that also allows to weight
the data by frequency of each age group. Among the most important results of the
nonlinear regression routine are included the sum of squared residuals and the variance-
covariance matrix, numeric entities used in multivariate statistical tests and likelihood ratio
test for the comparison of growth curves.

Once chosen convenient function, it is necessary to compare among various
groups of fish (defined by gender or location). A set of routines was developed to test
statistically differences in the parameters of two groups with the growth functions of von
Bertalanffy, Gompertz and Logistic. Test procedures are: a) The Hotelling’s T-square,
which is a statistic based on a vector of values of parameters and their variance-
covariance matrices assuming a joint multivariate normal probability distribution; and b)
likelihood ratio tests, which establish the occurrence of a hypothesis of two or more
independent curves as a base case against which to compare all alternative hypotheses.
This test is performed by calculating a series of ratios of the sum of squared residuals from
the base case against those obtained from other cases of interest.

These procedures were applied to data published in literature. The package
combines in a single environment, the most important procedures for estimating the
parameters of the different functions of growth, as well as multivariate comparison of the
different curves obtained for the same function. This software package represents a very
useful tool for studying the fish growth and other aquatic organisms, exploited or not.



Introduccidén

1. Edad

La determinacion de la edad en los peces es la asignacion de un tiempo de vida a
un pez que cuenta con una talla (o peso) determinada. Es la medicién del tiempo desde
gue el pez nacié hasta el momento en que se estudia. Saber cudl es la edad de cualquier
organismo y en especial de los peces permite abordar estudios sobre crecimiento,
dinAmica de poblaciones, manejo y gestién de pesquerias (Tesch, 1978). La importancia
de la determinacién de la edad radica en permite definir: la longevidad de las especies, las
clases anuales que componen un efectivo, la edad de primera madurez y/o la tasa de
reclutamiento (Gulland, 1971; Everhart y Youngs, 1981).

El crecimiento o cambio en tamafio del pez se puede evaluar mediante el analisis
de las tasas de desarrollo. Si la edad de un pez es desconocida, como en los estudios de
peces en ambientes naturales, la determinacién de la edad es un prerrequisito importante
y necesario. La importancia de su estudio es la aplicabilidad que tiene el conocerla para
poder calcular el ritmo de crecimiento y asi realizar una adecuada administracion de los
recursos pesqueros.

Respecto a los métodos de determinacion o estimacion existen muchos y variados,
pero lo mas importante es que todos apuntan al mismo objetivo y es la correspondencia
entre el tiempo de vida de un pez y la talla (o peso) que tiene el pez en ese momento.

Tres aproximaciones basicas estan involucradas para la determinacion de edades.

1) Una aproximacion empirica basada en observaciones directas de peces
individuales encerrados o marcados y recapturados. Es el mejor método para determinar
la edad y se basa en la liberacion y posterior recuperacion de peces con marcas de edad
y talla conocida. Analizando los peces recapturados, no es posible que exista la menor
duda, comparado con los datos anteriores respecto a la edad del ejemplar en estudio.

Sin embargo, hay que tener en cuenta que algunos métodos de marcacién tienen
la desventaja de que los peces pueden crecer mas lentamente que los que no tienen
marca. El principal valor de la marcacion, es que sirve para comprobar el método de
interpretacion de las partes duras como otolitos y escamas, pues es cara 'y muy lenta si se
tiene en cuenta el pequefio nimero de ejemplares que normalmente se recuperan.

2) Una aproximacion estadistica basada en distribuciones de frecuencias de
longitudes. Tiene su origen en 1892, cuando John Petersen (1892) trabajando con la
especie Zoarces viviparus mostré6 que cuando una gran muestra de peces es separada
por clases de tallas y se elabora un grafico del nimero de peces de cada tamafio,
aparecen diferentes picos. Se basa en el andlisis de agrupamientos de individuos de
tamafos aproximadamente similares, que estarian reuniendo a grupos anuales o
cohortes. Estas modas son especialmente conspicuas durante los primeros afios de vida,
lo cual indica la presencia de varios grupos de edad.



La muestra debe de incluir un intervalo de talla amplio y contener un adecuado
namero de peces jovenes en la poblacion. Asi, cada moda reflejard el flujo anual de
nuevos reclutas y por lo tanto esta progresion modal en diferentes tiempos de muestreo
puede ayudar a confirmar la edad relativa y el crecimiento de los peces de varios
tamanos.

Este método se utiliza si los peces son jovenes (hasta aproximadamente cuatro
afios de edad), el periodo de desove es corto y el flujo de nuevos reclutas es sobre un
periodo de tiempo corto. Si la época de desove es amplia como ocurre con muchas
especies tropicales y aln subtropicales y templadas, el procedimiento es de poca utilidad;
asimismo, cualquier factor que incremente la variabilidad del crecimiento entre los
individuos, reducira su efectividad. La aplicabilidad de este método disminuye conforme
incrementa la edad de los peces.

A partir del trabajo de Petersen (1982), se han generado muchas otras técnicas y
métodos:

. Método de Petersen. Inspeccion simple de modas. Estimaciones
rdpidas y con mucho ruido, una clase de edad pequefia puede ser omitida
totalmente (Petersen, 1892).

" Papel probabilistico. Una distribucion normal se convierte en lineal
cuando se representa graficamente en papel de probabilidad. Tiene cierto grado
de subjetividad, asume una distribucion normal de talla-edad. Las distribuciones
normales se pueden extraer una a una (Harding, 1949; Cassie, 1950; Cassie,
1954).

. Método de la pardbola. Transforma una distribucién normal en una
pardbola empleando logaritmos. Es un poco subjetivo. Asume una distribucion
normal de la tallas para cada edad. Tiene una fuerte dependencia del disefio de
muestreo. Es necesario un conocimiento previo de la biologia poblacional (Tanaka,
1962).

" Bhattacharya. Transformacion de una distribucién normal en una
linea recta. Separa las distribuciones normales, cada una de las cuales
representa una cohorte de peces, de la distribucion de frecuencias total
comenzando por el lado izquierdo de la misma. Asume una distribucién normal por
talla para cada edad. La seleccion de puntos que se ajustan a la linea recta es
subjetiva. Hay un sesgo muy grande por la seleccion del arte de pesca y por el
reclutamiento. No toma en cuenta las migraciones (Bhattacharya, 1967).

. Andlisis de progresion modal. Se obtiene la estimacion al seguir las
clases modales de izquierda a derecha de la distribucién de tallas graficadas.
Considera que se tienen varias frecuencias de tallas de muchos meses. Asume
solamente una distribucion simétrica de talla por edad. Puede introducir sesgo en
las tallas medias por edad. No provee datos estadisticos de abundancia de las
cohortes (Gheno y Le Guen, 1968, citados en Garcia, S. y Le Reste, 1986).



" Método de maxima verosimilitud NORMSEP. Provee una media de
talla por edad y desviaciones estadisticas para cada moda. Usa la suma
ponderada de los cuadrados de las desviaciones entre el modelo y las
observaciones. La medida de bondad de ajuste se relaciona estrechamente con el
llamado criterio de chi cuadrado. Requiere una estimacién inicial del nimero de
grupos de talla. Asume una distribucion normal de las tallas por clase de edad
(Hasselblad, 1966).

. Méaxima verosimilitud por métodos iterativos. Determina L., Kk, to y
namero de individuos. Requiere del nimero de cohortes de la muestra. Funciona
como un proceso iterativo, hay que proporcionarle una hipétesis inicial de la
solucion esperada, esta solucién se puede obtener, por ejemplo, del andlisis de
progresion modal y de Bhattacharya. También requiere de un estimado inicial del
namero de grupos de talla y el nimero de cohortes de la muestra, ya que en
muchos casos no se conoce y lo que se introduce es una estimacién razonable de
dicho numero (Mac Donald y Pitcher, 1979; Schnute y Fournier, 1980).

. ELEFAN. Este programa realiza estimaciones de parametros de
crecimiento mediante el andlisis de frecuencias de tallas. Para el ajuste es
preferible tener una serie de muestras en el tiempo, el problema se puede obviar
simulandola, lo que se logra repitiendo simplemente la muestra para un recorrido
adecuado de afos, en el supuesto de que todas las cohortes siguen la misma
curva de crecimiento (Pauly y Caddy, 1985; Pauly, 1987).

El objetivo de estos métodos es separar una distribucién de frecuencia de
tallas compleja en cohortes y, a la vez, asignar una edad arbitraria a cada una de
estas cohortes. Estos métodos alternativos de determinacion de edad suponen
gue los picos en las distribuciones de frecuencias representan las modas de las
clases anuales. Los peces capturados en el mismo afio tienden a ocupar el mismo
rango de longitudes, en la mayoria de los peces cerca de la talla promedio. Esta
tiende a ser una distribucion estadistica normal de tallas alrededor de una moda
(més frecuente) de talla. Este es un buen método para peces menores de 4 6 5
afios. Los componentes modales son dificiles de definir en especies longevas o en
aguellas con desove y reclutamiento continuo o prolongado en el afio. No hay
escala de tiempo real, las edades son relativas (Sparre y Venema, 1997)

3) Una aproximacion anatomica basada en datos de peces individuales a
partir de sus estructuras duras como son escamas, otolitos, vértebras, huesos
operculares, radios duros de las aletas y espinas. La determinacién de edad esta
relacionada con la observaciéon directa de discontinuidades del crecimiento en dichas
estructuras, como producto de cambios en la tasa de crecimiento o metabolismo de los
individuos durante ciertos periodos y su correlacion con el tiempo en que ocurrieron. Las
estructuras mas utilizadas son las escamas y los otolitos.

Las escamas son estructuras exoesqueléticas de los peces, que resultan
en el caso de los Telebsteos, de un ensanchamiento de la placa basal 6sea y una



reduccién del denticulo dérmico, presentdndose como una lamina delgada, que se
incrementa en tamafio por oposicion de circulos concéntricos de osificacion.

Las escamas son muy resistentes, flexibles y estan dispuestas
oblicuamente en el sentido dorsoventral, siguiendo la disposicion de la musculatura
lateral. La superficie externa presenta, en forma alternada, crestas y depresiones,
semejantes a valles. A las crestas se les llama también circulos. Los cambios en el patrén
de crecimiento de los individuos pueden reflejarse en los caracteres y distribucion de los
circulos.

Uno de los mejores y seguros caracteres para localizar un anillo 6 marca,
es la presencia de cutting over o Crossing over. Con el cese del crecimiento, muchos
circulos quedan incompletos, no rodean enteramente al foco, cuando se reinicia el
crecimiento, los nuevos circulos cortan a los incompletos, produciendo el cutting over 6
crossing over, que se observa en la parte dorsolateral o ventrolateral (Beamish, 1973).

Los otolitos estan presentes en las tres bolsas que son las cavidades del
oido interno (utriculo, saculo y lagena) y son estructuras calcadreas que a menudo
muestran zonas de crecimiento (anillos anuales). Los del utriculo son los lapillus, los del
saculo son los sagitas y los de la lagena los asteriscus (Beamish, 1973).

El nimero de otolitos y su individualidad en los teledsteos, hacen que sean
de suma utilidad para determinar la edad, utilizandose generalmente los sagitas, que son
denominados comunmente como otolitos.

Hay considerables diferencias en el tamafio y forma de los otolitos entre las
especies. La forma bésica es determinada en el tiempo de formaciéon del nucleo. La
deposicion del nuevo material no es uniforme y las conchas concéntricas varian de grosor
en las diferentes partes del otolito. Es asi como se forman las zonas hialinas y las opacas.

En la actualidad ha aumentado considerablemente el interés por los métodos
basados en la talla para evaluar las poblaciones de peces. Esto impulsado por al menos
tres factores: los crecientes problemas que plantea la aplicacion de los métodos mas
conocidos basados en la edad, especialmente en las zonas tropicales, donde los peces
no llevan marcas de nacimiento faciles de descifrar en sus estructuras esqueléticas; el
desarrollo de métodos mejorados para analizar los datos de talla; y la mayor
disponibilidad de computadoras, que ponen al alcance de todos la capacidad de calculo
necesaria para aprovechar algunos de los nuevos métodos (Gulland y Rosenberg, 1992).
Sparre y Venema (1997) sugieren que el mejor compromiso en la determinacion de la
edad de especies tropicales es el andlisis de un gran niumero de datos de frecuencia de
longitud combinado con un nimero pequefio de lectura de anillos con base en estructuras
duras.

2. Crecimiento

El andlisis del crecimiento individual es fundamental para la aplicacion de los
modelos analiticos. Si bien el crecimiento se observa rapido y es facil de medir, es una de



las mas complejas actividades del organismo. Constituye el resultado neto de una serie
de procesos fisiol6gicos y de comportamiento que se inician cuando el alimento se
consume y termina en la deposicion de sustancia animal. Los procesos de digestion,
absorcion, asimilacion, gasto metabdlico y excrecién, todos interrelacionados afectan el
producto final (Wootton, 1990).

El crecimiento es un parametro fundamental para el analisis de las pesquerias, ya
que implica un aumento de la biomasa de la poblacion y su evaluacion es esencial para
establecer la edad de los organismos. El crecimiento significa un cambio en magnitud, y la
variable de cambio puede ser la longitud u otra variable de dimensiones fisicas, como el
volumen, peso o masa del organismo completo o partes de los tejidos del cuerpo; puede
estar relacionado con el contenido de proteinas, lipidos o constituyentes quimicos del
cuerpo, o puede estar vinculado con el contenido calérico del cuerpo o de alguna parte de
él (Weatherley y Gill, 1987).

El crecimiento de una poblacion que presenta una estructura de talla y edad
simple, es muy facil de administrar, este es el caso de peces cultivados. Sin embargo, en
la mayoria de poblaciones de peces, en su medio natural, se tienen representados
individuos de ambos sexos, peces recién nacidos y muy viejos, ademas la estructura de
edad y talla de la poblacion puede ser muy compleja, como resultado de la dindmica de
una serie de factores, incluyendo alimento, tipo de desove, espacio, mortalidad, entre
otros.

Estudiar el crecimiento consiste en estimar la relacién que existe entre la talla de
los peces y su edad teniendo como objetivos fundamentales:

a) Estimar el numero de ejemplares de cada clase de edad en la captura 'y
b) Estimar la talla media de los peces de cada edad.

En general, salvo para la fase mas temprana del ciclo vital, el crecimiento de los
individuos de las especies explotadas se va haciendo progresivamente mas lento al
aumentar la edad, sin embargo, pueden apuntarse dos excepciones a esta regla: la
diferencia de crecimiento de una estacion a otra dentro de un afio y el crecimiento brusco
gue sufren las especies de crustaceos tras la muda; estos hechos deben ser mantenidos
en cuenta en cada caso especifico, ya que pueden modificar sensiblemente los resultados
de una evaluacién. Sin embargo, no contradice el principio general de un crecimiento que
se hace cada vez mas lento con la edad (Pereiro, 1982).

El crecimiento de aproximadamente todos los recursos acuticos es asintotico,
este tipo de crecimiento es comun en todos los vertebrados de sangre fria y, en cualquier
animal es acompanado e influido por muchos factores, incluidos los sucesos enddégenos
(desde el desarrollo del embrién hasta la madurez y la senilidad) y cambios exégenos en
su entorno (Royce, 1972; Wootton, 1990).



De acuerdo a Salgado-Ugarte et al. (2005), el crecimiento, como una actividad,
puede estar siempre dentro de los limites del factor ambiental considerado y Fry (1971;
citado en Brett, 1979) menciona cuatro categorias:

1. Factores controladores, los cuales gobiernan las tasas de reaccion por influenciar el
estado de activacién molecular de los metabolitos (temperatura, pH).

2. Factores limitantes, restringen el suministro o remocion de metabolitos, como
conectores en la cadena de metabolismo (oxigeno, luz).

3. Factores enmascaradores, quienes modifican o previenen el efecto de un factor
ambiental por medio de dispositivos reguladores (humedad influenciando Ila
temperatura corporal por afectar la pérdida de calor, o por regular la temperatura por
flujo de calor en contracorriente como en los peces de sangre caliente).

4. Factores directrices, los cuales indican o sefialan al animal para seleccionar o
responder a caracteristicas particulares del ambiente (temperatura preferida,
fotoperiodo).

La mayoria de estos factores operan libremente y varios afectan el cambio en
tamafio de todo el animal en tanto que otros en la forma del mismo. Entre los factores
MAas comunes se encuentran la cantidad, calidad y tamafio del alimento disponible, el
namero de peces usando la misma fuente de alimento; la temperatura, el oxigeno y otros
factores de calidad del agua; el tamafio, edad y madurez sexual del pez (Everhart y
Youngs, 1981).

Para el estudio de crecimiento de una poblacién, dicho crecimiento se debe
expresar como una funcibn matemética, de tal forma que se obtenga una expresion que
proporcione el tamafio (en longitud o peso) de un organismo a una edad determinada,
esta funcién debe ser coherente con los datos observados y debe tener una forma
matematica que se pueda incorporar facilmente en las ecuaciones utilizadas en el analisis
de poblaciones. Otra de las caracteristicas deseables de una ecuacién de crecimiento es
que el namero de constantes utilizadas no sea excesivo, que en la medida de los posible
estas constantes tengan un significado biolégico y que si se extrapola mas alla de las
edades observadas, conduzca a resultados razonables (Gulland, 1971).

Cuando el crecimiento es descrito en términos de longitud (L) y peso (P) y de
acuerdo a Ricker (1975) se tiene:

IL=L,—Ly;; IP=P,-P Incremento Periddico absoluto (1)

TrL = (LZL_Ll); TrP = (%) Tasa de incremento relativa (Tr)

1 1

TiL = Ln(L,) — Ln(L,); TiP = Ln(P,) —Ln(P;) Tasa de incremento instantanea (Ti)

La tasa de incremento relativa se expresa usualmente como porcentaje y junto con
la tasa de incremento instantanea principalmente con peso, es utilizada con mas
frecuencia. La tasa de crecimiento instantanea (Gulland, 1971) es similar a la ecuacion del



incremento periédico absoluto, salvo que este ultimo autor divide el resultado de esa
ecuacion entre el tiempo (t; — ty).

3. Curvade crecimiento

El crecimiento a lo largo de la vida de los animales se ha estudiado teniendo en
cuenta la relacion edad-peso, en los Ultimos afios los estudios han hecho uso de los
modelos no lineales, generandose diferentes modelos de crecimiento (Beltran et al.,
1992). Las funciones no lineales han sido usadas para describir el crecimiento en peces,
aves, y mamiferos (Kiviste et al., 2002, Pinheiro y Bates, 2000). Los modelos se han
evaluado segun su bondad de ajuste, la interpretacion biolégica de los parametros, la
dificultad de aplicacion informatica y la evaluacion de los parametros ambientales sobre la
curva de crecimiento (Brown et al., 1976).

Un modelo apropiado de crecimiento debe suministrar informacion sobre
parametros que pueden ser interpretados biolégicamente; ademas, si se hace un buen
uso del modelo se pueden obtener caracteristicas que son de importancia en el
crecimiento animal (Lépez et al., 2000, Pinheiro y Bates, 2000). A pesar de que la mayoria
de las funciones de crecimiento usadas explican las curvas de crecimiento, no logran
realizar una explicacién clara sobre las tasas medias de crecimiento en la curva, pues en
muchos casos el comportamiento del crecimiento varia de acuerdo con la etapa fisioldgica
en que se encuentre el animal viéndose afectada, entre otros aspectos, la ganancia diaria
de peso; por lo anterior se hace necesario obtener funciones que se ajusten a todos los
datos observados (Lopez et al., 2000, Oliveira et al., 1994).

Las funciones que normalmente se usan para evaluar el crecimiento se eligen en
forma empirica y su eleccién se hace con base a la habilidad de la funcion de ajustarse a
los datos, y en ocasiones los parametros obtenidos en dichas funciones no tienen una
interpretacion biologica. Sin embargo, las funciones de crecimiento se pueden caracterizar
mediante el conocimiento de algunos delineamientos fisioldgicos 0 mecanismos biolégicos
segun lo propuesto por von Bertalanffy, permitiendo que los parametros obtenidos puedan
ser analizados desde el punto de vista productivo (L6pez et al., 2000, Nobre et al., 2003).

Las curvas de crecimiento permiten calcular parametros biolégicamente
importantes, como es la dimension del animal, evaluada como el peso o la talla al
alcanzar la madurez sexual; otro es la relacion entre la tasa de crecimiento con respecto a
la tasa de maduracion sexual. Estos pardmetros sélo se pueden ser medir una vez se
haya completado el crecimiento. La estimacion temprana de los factores puede servir para
proponer programas de seleccidon y mejoramiento pues se asocian a otras caracteristicas
de importancia econémica (Gémez, 1997, Nobre et al., 2003).

En una curva de crecimiento tipo sigmoideo (figura 1), el eje de las abscisas
representa el tiempo, mientras que la ordenada representa el crecimiento y puede ser
descrito en términos de niumero de células, el tamafio o peso de un animal. Esta curva se
divide en tres partes:
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Figura 1. Curva de crecimiento

» El periodo de fase inicial (lag), durante el cual el organismo se prepara para
crecer.

« El periodo de crecimiento o de fase exponencial o logaritmica.
« El periodo en el cual el crecimiento se detiene y entra en una fase estacionaria.

La fase inicial es un periodo de lento crecimiento, el organismo debe disponer de
los nutrientes necesarios. Si el aporte de nutrientes es suficiente la fase lag ser& corta,
pero si el aporte de nutrientes es bajo el crecimiento sera mas dificil y la fase lag mas
larga.

La fase exponencial tiene un crecimiento activo que da el efecto sigmoideo a la
grafica del crecimiento. Si el tamafio se dibuja contra el tiempo, se tiene una gréfica
(figura 1) para todo el crecimiento y la fase exponencial corresponde a la primera parte de
la curva sigmoidea.

Cuando el periodo de crecimiento activo disminuye, crece lentamente y ocurre la
segunda parte de la curva sigmoidea. En la fase estacionaria la tasa de crecimiento
disminuye (parte final de la figura 1).

4. Modelos de crecimiento

De manera general, se puede decir que un modelo es una descripcibn matematica de
un proceso fisico, quimico o biolégico. Es una representacion conceptual a escala de un
fendbmeno con el fin de analizar su naturaleza, desarrollar o comprobar hipétesis o
supuestos y permitir una mejor comprensioén del fenbmeno real al cual el modelo
representa. Utilizar un modelo puede ayudar a especular sobre estos procesos y sus
mecanismos, lo que permite disefiar mejores experimentos y comprender los resultados
(Salgado et al., 2005).

Todos los métodos de evaluacién de poblaciones de peces trabajan esencialmente
con datos de composicion por edades. En general, estos datos se pueden obtener
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mediante el recuento de los anillos que representan edad en las partes duras, como
escamas, vértebras, hueso opercular, otolitos, espinas o radios. Estos anillos se forman
por las fuertes fluctuaciones que ocurren en las condiciones ambientales de verano a
invierno y viceversa. En las zonas tropicales no se producen estos cambios drasticos y en
consecuencia es muy dificil, si no imposible, utilizar este tipo de anillos estacionales para
determinar la edad. Lo més conveniente para evaluar poblaciones de especies tropicales
es, por lo tanto, el andlisis de un gran numero de datos de frecuencias de tallas,
combinado con un numero pequefo de lecturas de edad, basadas en los anillos diarios
(Sparre y Venema, 1997).

Por otro lado, el desarrollo inicial de los huevos de los peces asi como de los
juveniles ha sido estudiado a temperatura constante bajo condiciones de laboratorio por
varios autores usualmente en términos de peso. Para periodos cortos de tiempo, el
crecimiento puede expresarse por la curva exponencial: w=ae® y puede utilizarse para
describir cualquier secuencia de crecimiento, al dividir este dltimo en pequefios
segmentos. Este asume que el pez crece exponencialmente durante un intervalo de
tiempo definido, aunque el patron real de crecimiento dentro de dicho intervalo es
desconocido (Wootton, 1990). El incremento exponencial representa lo esencialmente no
limitado, incremento multiplicativo que es caracteristico de cambios en tamafio o nimero
durante algun periodo cuando la fuente de nutrientes, espacio en el cual crecen,
acumulacion de metabolitos, entre otros factores, no estan limitados (Weatherley y Gill,
1987).

El crecimiento de un pez se puede expresar por medio de funciones matematicas
que describen el aumento del tamafio al aumentar la edad. El crecimiento en longitud
describe normalmente una curva de tipo exponencial, suele ser muy rapido al principio,
cuando el pez es muy joven, pero se va haciendo mas y mas lento a medida que aumenta
la edad y a medida que éste alcanza el tamafio o la longitud méaxima promedio que cada
individuo puede alcanzar.

La forma mas conveniente para modelar el crecimiento de un pez, es registrar la
tasa de crecimiento instantanea mediante sucesivos intervalos de tiempo. De esta forma
la tasa de crecimiento puede ser comparada directamente con la tasa de mortalidad a
través de simple sustraccion. Una desventaja en utilizar la tasa de crecimiento absoluta,
es gque depende fuertemente del tamafio que el pez haya alcanzado (Salgado et al.,
2005).

Las curvas de crecimiento en la naturaleza son usualmente ajustadas a datos
sobre el tamafio a intervalos de tiempo. La longitud y el peso también pueden ser
ajustados, pero la longitud es mas facil porque el punto de inflexién para esta variable ha
sido pasado por la edad 1.

Todas las curvas en uso pueden ser escritas con una variedad de diferentes
pardmetros y en diferentes formas y las relaciones entre los diferentes paradmetros seran
indicadas y su derivacion debera ser de la forma diferencial basica. En el analisis de
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crecimiento de poblaciones pesqueras se han desarrollado diversos modelos de
crecimiento, entre ellos se tienen los siguientes (Salgado et al., 2005):

4.1 Modelo de Brody

Brody (citado en Ricker, 1975), observé en animales de granja que al trazar una
gréfica de la talla del animal con respecto a su edad, obtenia una curva de crecimiento
con una parte ascendente y una descendente separadas ambas por un punto de inflexion.
Para su analisis matematico las consideré como separadas:

Lt=aek? 4.1.1
Lt=b-cet 4.1.2

en donde Lt es longitud a la edad t; b es la longitud asintética (L..); a, y ¢ son parametros
iguales a la diferencia entre b y el valor de Lt cuando t = 0; k y k' son constantes que
gobiernan la tasa a la cual incrementa o disminuye la longitud y se conoce como
coeficiente de crecimiento de Brody el cual tiene las dimensiones de l/tiempo. Una
expresion de forma idéntica en quimica es conocida como ecuacion de reacciones
monomoleculares.

4.2 Modelo de crecimiento de von Bertalanffy

Putter (1920) elaboré un modelo de crecimiento que se puede considerar la base
de la mayoria de los otros modelos de crecimiento, incluido el desarrollado por von
Bertalanffy (1938) que es un modelo matematico para el crecimiento individual, que ha
demostrado ser ajustable al crecimiento observado en la mayoria de las especies de
peces. Este modelo considera la talla del cuerpo como una funcién de la edad y se ha
convertido en una de las piedras angulares de la biologia pesquera, ya que se ha usado
como submodelo en modelos mas complejos que describen la dinAmica de poblaciones
de peces (King, 1995; Sparre y Venema, 1997).

Si la ecuacion 4.1.2 se extrapola hasta el eje de tiempo y a ese tiempo se le llama
to, la expresion puede reordenarse algebraicamente en la forma utilizada por von
Bertalanffy para longitud y peso respectivamente:

L= L. (1 - eft-t0 42.1

— _ alk(t-to)b 4.2.2
P=P.(l-e )

donde (L) y (Py) son la longitud y el peso en la edad (t); L. y P. se interpretan
biol6gicamente como "el peso o la talla media de un pez muy viejo (en sentido estricto:
Infinitamente viejo)", parametro que también es denominado como "peso asintético" y
"longitud asintética" respectivamente; (k) es el "parametro de curvatura" que determina la
rapidez con la que el pez alcanza L.. 0 P.. y esta relacionado con la tasa metabdlica. El
parametro (to) a veces llamado "parametro de condicion inicial”, es el tiempo teérico en el
cual el organismo inicia su crecimiento y carece de significado biolégico, ya que el
crecimiento comienza a nivel larval, pero se puede hablar de L, cuando se establece que t
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es igual a 0 el dia del nacimiento; (b) es una constante y representa la potencia a la cual
el crecimiento en longitud es proporcional al crecimiento en peso y proviene de la relacién
peso-longitud (Gulland, 1971; Everhart y Youngs, 1981; Pereiro, 1982; Sparre y Venema,
1997).

Este modelo también es conocido por el nombre de modelo de Brody-Bertalanffy.
El cambio de la ecuacién 4.1.2 a la 4.2.1 es una transformacién puramente algebraica, en
la cual el pardmetro (c) es sustituido por el nuevo parametro (to), estableciéndose la
siguiente relacion: SiL; =0yt =t, entonces:

c
In (E)
to = k
El parametro (t,) es considerado como el tiempo tedrico en el cual el organismo

inicia su crecimiento y los valores pueden ser positivos 0 negativos, su significado
biolégico no es facil de interpretar (Ricker, 1975).

Varios modelos han sido utilizados para expresar el crecimiento por medio de
ecuaciones matematicas (Allen, 1966), pero la ecuacién de crecimiento de von Bertalanffy
ha sido la mas comunmente utilizada en estudios de especies marinas, posiblemente
porque ha sido incorporada dentro de la ecuacion de rendimiento pesquero por Beverton y
Holt (1957) (King, 1995).

Existen varias maneras de obtener datos de entrada para los métodos que sirven
para estimar los pardmetros de crecimiento L., ky to, y se pueden clasificar en tres grupos
generales:

1) Determinacion de la edad y mediciones de tallas combinadas.
2) Medicion de tallas solamente.

3) Experimentos de recuperacion de ejemplares marcados, donde se obtienen
dos o0 mas medidas de talla.

Los datos para la estimacion de los pardmetros de crecimiento se pueden obtener
también de muestras de capturas comerciales. Los principios basicos del analisis de
muestras de desembarques comerciales son los mismos que los que se aplican a los
datos provenientes de investigaciones. La principal diferencia estd en los problemas de
sesgo. Las embarcaciones comerciales nunca intentan tomar muestras al azar del stock,
ya que siempre buscan los individuos de tamafio comercial y tratan de encontrar las
zonas de mayores concentraciones. No obstante, si se tienen en cuenta las fuentes de
sesgo Yy se procura estratificar la muestra para reducir al minimo este problema, los datos
obtenidos de muestras de la pesca comercial se pueden utilizar de forma parecida a la de
los datos que proceden de cruceros de investigacion (Salgado et al., 2005).

La principal ventaja del muestreo de capturas comerciales es que resulta mucho
mas barato, por lo que se pueden tomar muestras con mucha mayor frecuencia que en el
caso de los cruceros de investigacion (Sparre y Venema, 1997).
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De acuerdo a Salgado et al. (2005) estas son las conclusiones y limitantes del modelo de
crecimiento de von Bertalanffy

0 Se asume que el peso es proporcional a una potencia cubica de su longitud. Carlander
(1969) ha demostrado que los valores de estos exponentes que difieren ampliamente
de tres (en un intervalo de 2.5 a 3.5) son generalmente cuestionables, ya que estan
tomados dentro de un pequefio intervalo de variacion.

o En la ecuacion de crecimiento se considera que practicamente todo el oxigeno que los
peces utilizan es capturado por las branquias durante la respiracion. Por lo tanto, los
peces que utilizan otros métodos para capturar el oxigeno disponible en el ambiente
(por ejemplo la respiracion cutdnea 6 a través de 6rganos auxiliares) son excluidos.

0 La ecuacion describe el crecimiento de los peces Unicamente después de que éstos
han pasado sus primeras etapas, esto es la metamorfosis durante el desarrollo de las
larvas.

o Los aspectos de variacion estacional en el crecimiento de peces no son considerados.
Criticas al modelo de von Bertalanffy
Las principales criticas pueden resumirse en los siguientes aspectos:

¢ Respecto a una de las consideraciones basicas relativas a que los procesos
anabdlicos en el metabolismo, son proporcionales a la superficie efectiva de absorcion
de oxigeno, Ricker (1958) menciona que esto es razonable si siempre hubiera
alimento disponible en exceso en el ambiente, de tal suerte que la superficie de
absorcion seria un factor limitante para el crecimiento, lo cual ocurria con los guppies
con los cuales von Bertalanffy experimentd. Sin embargo, en la naturaleza los peces
no son tan afortunados y cita como evidencia que casi siempre los peces presentan un
pequefio volumen de alimento en sus estdmagos, si es que existe, lo cual explicaria
ademés la gran variedad de tasas de crecimiento al comparar poblaciones de
diferentes ambientes. Asimismo, este autor critica también el que se tome la superficie
de absorcion del sistema digestivo como un factor limitante del crecimiento de los
peces.

¢ Pauly (1981) menciona: von Bertalanffy establece que una superficie limita los
procesos de anabolismo y que éste es proporcional a la segunda potencia de la
longitud del pez. Aparentemente el término “superficie” debe ser mas explicito, ya que
en su sentido geométrico esto equivale a delimitar proporciones lineales entre la
longitud, superficie y peso del pez, expresados en términos de proporcionalidad a la
primera, segunda y tercer potencia respectivamente (crecimiento isométrico). Sin
embargo, el hecho es que en la naturaleza se presenta el crecimiento alométrico en
muchos animales, lo cual muestra que las reglas d = (2/3) y m = 1 no son de validez
generalizada, pero es evidente que en el crecimiento se guarda una proporcionalidad
entre superficie y peso.
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¢ Ursin (1967, 1979) profundiza en los conceptos derivados de los planteamientos de
von Bertalanffy, especialmente al referirse a los términos de “degradacién” de las
sustancias del cuerpo y el “catabolismo”. Dicho autor menciona que la “completa
degradacién” de las sustancias corporales implica una larga serie de etapas que
pueden ser agrupadas en dos fases: a) preoxidativa: con reacciones medianamente
exergonicas que no requieren de oxigeno. b) oxidativa: con reacciones fuertemente
exergonicas (produccion de ATP que requiere de oxigeno).

Cuando von Bertalanffy establece que el catabolismo en peces es proporcional a
la masa de su cuerpo, se esta refiriendo expresamente a la fase preoxidativa, ya que la
cantidad de proteinas corporales que pueden ser degradadas e hidrolizadas en sus
aminodcidos componentes durante esta fase, s6lo pueden ser proporcionales a la masa
de su cuerpo. Por otra parte, durante la degradacién del alimento ingerido se obtiene
energia la cual requiere de oxigeno y, en consecuencia la “energia metabdlica” esta
limitada por la disponibilidad de oxigeno, el cual es proporcional a una potencia del peso
marcadamente menor a la unidad, esto es los procesos catabdlicos generalmente no
pueden ser proporcionales al peso (Salgado et al., 2005).

El punto en concreto es: la primera fase del proceso catabdlico la cual no requiere de
oxigeno, es suficiente para degradar proteina nativa. Esto es necesario en el cuerpo para
resintetizar las proteinas perdidas si se quiere mantener el equilibrio con respecto a los
requerimientos de disponibilidad y uso de proteinas por el cuerpo y para sintetizar
proteinas en exceso de esas pérdidas, si el crecimiento ocurre. La ecuacion (4.1.1)
implica que la tasa de anabolismo es la tasa de sintesis de proteina nueva, mientras que
la tasa de catabolismo es la tasa a la cual las proteinas son desnaturalizadas y/o
hidrolizadas. Por lo tanto, “k” representa verdaderamente un factor proporcional a la
masa, inhibidor del crecimiento (Salgado et al., 2005).

4.3 Modelo de crecimiento de Gompertz

Ademas de la variacidon estacional, la tasa de incremento en biomasa de un pez
tipicamente disminuye a través de su vida o a cualquier tasa en su ultimo estadio (stanza)
de crecimiento. Si la tasa instantanea de disminucién en la tasa instantanea de
incremento es constante, esto conduce a un tipo de curva la cual fue originalmente
propuesta por Gompertz (1825) para describir una porcion de la distribucién de edades en
poblaciones humanas (Ricker, 1979).

Varios investigadores han interpretado a esta curva como el reflejo de dos
diferentes tipos de factores reguladores durante el crecimiento.

La forma diferencial de la curva de Gompertz es del siguiente tipo:

dy
Y —ay-f
o y— f(y)

con f(y) = by (In y); con relacion al peso, esto es:
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dp

——=ap-bp(In

at ap—bp(Inp)

Sig=byP.=e?, estotoma la forma de:
dp

——=gp(InP, —In

gt gp(InP, p)

En esta expresion la tasa instantanea de crecimiento es proporcional a la
diferencia entre los logaritmos de la talla asintética y la talla actual.

P, = Pyek—<™" 43.1
P, = Pye ke 4.3.2
P, = Pe—¢ ¢ 4.3.3

donde P; es el peso a la edad (t), P, la biomasa hipotética cuando el tiempo t = 0; P. es el
peso asintético; g es la tasa instantanea de crecimiento cuando t = tp; k un pardmetro de
crecimiento y g un parametro de decrecimiento, tal que el producto de k y g es la tasa
instantédnea de crecimiento para una talla especifica cuando t = 0; t; es el tiempo al cual la
tasa de crecimiento (absoluta) comienza a decrecer, esto es, el punto de inflexion de la
curva. La expresion (4.3.2) puede ser derivada de la (4.3.1) si se utiliza la expresion P.. =
Po,eX. De manera similar, la expresion 4.3.3 puede ser derivada de la 4.3.2 si se utiliza k =
e%°. El modelo de Gompertz es una curva de forma sigmoidea, presentando un punto de
inflexion (Pi) dado por (Ricker, 1979):

Pi=1/2.718 =0.368 H

donde (H) es la distancia vertical desde la base de la curva hasta su parte superior (altura
del intervalo). En estudios de dinamica de poblaciones, la curva de Gompertz ha sido
utilizada para describir el crecimiento en organismos acuaticos, principalmente peces
realizado por Silliman (1967; citado en Ricker, 1979).

Asimismo, cuando se grafican los incrementos como variable dependiente contra
el promedio de las longitudes, si el grafico es una linea recta se debe utilizar la ecuacion
de von Bertalanffy, pero si el resultado es una curva se emplea la ecuacién de Gompertz.
El modelo de Gompertz se ajusta mejor para el crecimiento de algunos moluscos cémo
Siliqua patula de acuerdo a Weymouth et al. (1931), cuya expresion en longitud utilizada
fue:

l, = eb—ce‘kt

Comparacion entre el modelo de von Bertalanffy y Gompertz (Salgado et al., 2005)

Las expresiones matematicas de las dos curvas expresadas en peso (ambas
pueden ser derivadas a partir de la ecuacion diferencial general para crecimiento dada por
Chapman (1960)) son:

W, = Wye ke ™ Gompertz
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W, = W, (1 — ek=t))*  yon Bertalanffy

1) La curva de von Bertalanffy (aplicada por la forma propuesta por Beverton y Holt) fue
primero aplicada en longitud y el peso se asume con relacion al cubo (valor que ha sido
muy discutido por diversos investigadores, debido a que el valor difiere de tres en
muchos peces)

2) La curva de Gompertz puede, en algunas situaciones, ser simple para combinarse con
otras expresiones exponenciales (como las de mortalidad) que la curva de von
Bertalanffy.

3) Ambas curvas requieren el célculo de tres constantes (k, g y W.. para la de Gompertz;
k, t, y W.. para la de von Bertalanffy), asi que la complejidad del ajuste es similar.

Para el calculo de la curva de Gompertz se utiliza la técnica analdgica
computarizada de Silliman (1967) y para la curva de von Bertalanffy el método de
Beverton y Holt (1957).

En resumen, se tiene que:
1) Para cada tipo de curva se requiere del calculo de tres constantes.

2) El uso del cubo en la relacion peso-longitud en la aplicacion de Beverton y Holt para el
modelo de von Bertalanffy, puede ser objetado, no asi para la de Gompertz.

3) Ambas curvas proveen de excelentes graficas para edad-peso y

4) El valor de la asintota es mayor para la curva de von Bertalanffy que para la de
Gompertz.

4.4 Modelo de crecimiento Logistico

La funcién Logistica proporciona una representacion matematica de la ley
autocatalitica fisiolégica y quimica. Esta funcion plantea que la talla evoluciona con el
tiempo de acuerdo con la expresion:

W
donde la constante g define la tasa de crecimiento y W. es la capacidad, que esta
asociada a la talla méxima promedio. Esta curva sigmoidal tiene un punto de inflexién
donde W es igual a W.J2 y delimita dos mitades antisimétricas. t, es el tiempo al cual la
tasa de crecimiento es maxima; es también la abscisa del punto de inflexion de la curva
(Salgado et al., 2005).

De acuerdo a Moreau (1987), la curva logistica ha sido ocasionalmente usada para
describir el crecimiento individual de un pez. Aunque por la disponibilidad de programas
de ajuste no lineal, la funcién logistica se usa cada vez mas. Un ejemplo es el estudio de
Chale-Matsau et al. (2001), quien ajusté la curva logistica a datos de edad-talla de
Polysteganus undulosus capturados entre 1962 y 1963.
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Para que resulten funcionales, los modelos de crecimiento deben poseer ciertas
caracteristicas: tener un punto de inflexion, presentar una asintota horizontal, tener un
comportamiento logico y no permitir valores anormales desde el punto de vista biologico;
tener una base biol6gica, es decir, que la ecuacion debe derivarse del conocimiento
tedrico que se tenga de la variable dependiente que se analiza, lo que permite que, al
incorporar esta base tedrica en el desarrollo de la ecuacion, se obtengan resultados mas
exactos (Kiviste et al.,, 2002). Ademas, otra caracteristica deseable es la flexibilidad,
entendida como la capacidad de ajuste con precisién a diferentes conjuntos de datos
(Salgado et al., 2005).

5. Estimacion de parametros

5.1 Métodos para determinar los parametros de crecimiento de la funcion de
crecimiento de von Bertalanffy.

El modelo de von Bertalanffy, es el mas utilizado para la determinacion del
crecimiento en poblaciones pesqueras, debido a que satisface los dos mas importantes
criterios: se ajusta facilmente a los datos observados de crecimiento y puede integrarse a
los modelos de evaluacion de poblaciones (Everhart y Young, 1981).

Inicialmente se debera contar con pares de observaciones de datos de edad y
talla, derivados ya sea de la lectura de los anillos de las partes duras o de los analisis de
frecuencias de tallas. Los parametros de crecimiento se pueden derivar de esos datos
mediante métodos graficos que siempre se basan en una conversion a una ecuacion de
tipo lineal (Sparre y Venema, 1997).

Los métodos de estimacion de los pardmetros de las ecuaciones de crecimiento
consisten en ajustar dichas expresiones a los valores observados mediante una seleccién
de parametros, los cuales hacen que la curva expresada por la funcién de crecimiento
pase tan proxima como sea posible a la mayoria de los puntos.

Los siguientes métodos explican la forma de obtener los parametros L., k y to
(Haddon, 2001; King, 1995; Salgado—Ugarte et al., 2000; Gomez, 1994; Sparre y Venema,
1997).

5.1.1 Método de Ford—Walford.

Usando el método de una sola muestra, se puede estimar una curva de
crecimiento por medio del seguimiento de la posicién relativa de las medias en un
histograma de tallas (Método de Petersen). El principal supuesto es que las medias tienen
intervalos de tiempo iguales, de tipicamente un afio. Una de las formas mas simples para
la estimacion de parametros de la funcién de crecimiento de von Bertalanffy para la
representacion de datos a intervalos iguales de tiempo es mediante el Método de Ford—
Walford.

18



Este método consiste en graficar las medias (o modas) correspondientes a la edad
t en el eje de las x, y las mismas medias, pero de la edad t+1, en el eje de las y. De este
modo se genera una linea recta donde esta linea corta a la recta de 45° se determina el
valor de L..

Analiticamente la curva de crecimiento se puede obtener mediante la diferencia de
medias que corresponda a los tiempos t+1 y t. De esta manera se tiene que:

liy1— 1l = Loo(l — e—k(t+1—to)) — Loo(_e—k(t—to))

liy1 =l = Loo(e‘k(f-to) — e—k(t+1—t0))

livi— 1, = Loo(e—ktekto _ e—kte—kekto)

lisr — lp = Lo Ftekto(1 — e7F)

Leyq — lp = Lge ¥t (1 — 7k Ec5.1
de la ecuacion original de von Bertalanffy se tiene:

Lo — lp = Loe %t Ec 5.2
sustituyendo 5.2 en 5.1:

Liv1 =l = (Lo — l)(1 —e7%) Ec5.3
lyi =l =Loo(1—e™®) = I, + Le™*

suprimiendo el término |; se tiene:

liy1 = Lo(1—e7%) + e

Esto es una ecuacion lineal y sugiere que la talla a edad t, |, puede ser graficada
contra la talla a edad t + 1, l..1. ESto genera una linea recta, donde esta recta corta a la
linea de 45° (pendiente igual a 1) define el valor de L., puesto que en este punto | = lu, ¥
esto ocurre cuando la curva ha alcanzado la asintota en el infinito.

En esta forma es posible estimar L. y k como:

a= Lo(1—e) > Lp=—

T 1-ek

h=ek > k=-In®)
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Figura 2. Gréfico de Ford-Walford.

5.1.2 Método de Gulland

Este método es una variacion del de Ford—Waford y fue propuesto por Chapman
en 1961 y después por Gulland en 1969. Se basa en el uso de un intervalo de tiempo
constante (At).

Se reordena la ecuacion 5.3 y se tiene:
lep1 =l =Lo(1—e™) = L,(1-e7)

Si se define I — |k = At, esto es, el incremento en tamafio ocurrido durante el
periodo (t + 1) — t, se tendra otra relacion lineal obtenida de la gréfica de los puntos (Al)
contra |, y la ecuacién sera como sigue:

At =Lo(1—e®)—1,(1—-e7%

en donde:

_ _ -k __4a
a= Loo(l e ) - Loo T ek
b=—-(1-e% > k=—-In(b+1)

Una deficiencia de este método, es la autocorrelacion que pueda existir entre Al, y
l, puesto que dicha longitud a edad t, se encuentra tanto en la variable independiente
como en la dependiente.
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Figura 3. Grafico de Gulland

5.1.3 Método de Gulland—Holt

Este procedimiento, propuesto por Gulland y Holt en 1959, toma en cuenta que el
pez incrementa su talla conforme envejece, pero esta tasa de crecimiento (incremento de
la talla por unidad de tiempo) decrece con la edad aproximandose a cero en peces muy
viejos. Si se toma en cuenta la definicién de la tasa de crecimiento:

AL Lejpr + Ly
At At

y considerando que la relacibn matematica entre la talla de un pez y su tasa de
crecimiento a un tiempo dado es una funcion lineal, se tiene que:

L + bl

— =

At t

y usando la funcién de crecimiento de von Bertalanffy se tiene que

A k.-

y rescribiendo la ecuacion anterior se tiene:

AL,

= kLo, — kL,
At t

— L +L
donde L, =t

2

Cuando At es pequefia, L, puede ser una aproximacion razonable de la talla
media. La ventaja que tiene este método sobre los deméas es que At no necesita ser una
constante. Usando L, como variable independiente y AL /At como la variable de respuesta,
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la ecuacién se vuelve una relacién lineal permitiendo que la estimaciéon de los parametros

se realice por regresion.

ALy _ kT Ale _ 17
At_kLOO kL, > L= a bL;
donde
b=—-k > k=—-b
a:_bLoo 9 Loo:_%
12 o
ol
10 4
- g4 ©
&
a
= 87
=
d
=] 4 4
2 4
0 : : :
35 40 45 50

Tamarfo medio por Delta t

Figura 4. Grafico de Gulland—Holt

5.1.4 Método de Beverton—Holt

Este método propuesto por Beverton y Holt en 1957, se usa para estimar k y to
para una L. dada, la cual puede obtenerse por cualquiera de los métodos anteriores. De

la ecuacion de von Bertalanffy se obtiene lo siguiente:

lp = Lop (1 — e7K(E=t0))

l; = Loy — Loye K(t=t0)

In(Le, — ;) =In(Ly) — kt + kt,
reordenando, finalmente se tiene:

In(Le, — ;) =In(Ly) + kty — kt

la cual es una funcion lineal de t contra In(L--l}) y los parametros se obtienen de la

siguiente manera:
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b=—k > k=-b
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Figura 5. Gréfico de Beverton—Holt
5.2 Estimacién por regresion no lineal

Es frecuente que los modelos matematicos que describen el crecimiento sean
llamados modelos de regresién no lineales debido a que son funciones no lineales en los
pardmetros. La forma basica de un modelo de regresién no lineal es

yi=f(x,0)+e Ec.5.2.1

donde x;,y; son los datos observados, f(x;, 8) es la funcion no lineal que involucra a x; y
al vector de parametros 0, y e es un error aleatorio. El método de estimacion se define
como:
n 2
s@) = Zi=1[yl- — f(x;,0)] Ec.5.2.2

donde S$(@) es la suma de cuadrados no lineales de los errores. Aqui el problema es
encontrar el vector 8 que hace minima la suma en la ecuacién 5.2.2, es decir, encontrar el
vector @ que minimiza la funcién f(S;, @). Para resolverlo se requiere de un acercamiento
iterativo, que consta de los siguientes pasos:

1. Comienza con un valor inicial estimado para cada parametro de la
ecuacion.
2. Genera una curva definida por los valores iniciales y calcula la suma de
cuadrados
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3. Ajusta los valores de los parametros para hacer la curva pase mas cerca de
los datos y compara la actual suma de cuadrados con la anterior. Existen varios
métodos para hacer este ajuste.

4, Nuevamente ajusta los valores de los parametros a fin de la curva se
acerque lo mas posible de los datos.

5. Se repite desde el paso 3

6. Se detienen los calculos cuando los ajustes de los valores de los

pardmetros no hagan una diferencia significativa en la suma de cuadrados.

Se han desarrollado varios algoritmos para realizar estos pasos, siendo tres los
mas usados.

El método de gradiente descendiente sigue un procedimiento simple. Comienza
con la estimacion inicial de los parametros para evaluar la funcion y asi poder calcular la
suma de cuadrados. Esto corresponde a un punto en la gréfica de la figura 6, y a partir de
ese punto calcula la direccion, a intervalos constantes, hacia donde la funcion decrezca
con mayor rapidez, la cual es la opuesta al gradiente. Este es un método bastante
estable; si el punto minimo existe, el método garantiza localizarlos al menos después de n
iteraciones.

Figura 6. Suma de cuadrados de un parametro

Una desventaja de este método es su convergencia lenta. Esto significa que si el
intervalo constante (step size) es muy grande, debemos reducirlo, repetir las iteraciones y
eventualmente alcanzar el minimo. Otra desventaja es que este algoritmo no asegura que
el minimo encontrado sea el global, una vez que se encuentra un minimo cesa la
busqueda.
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Aunque el algoritmo de gradiente descendiente es facil de implementar, flexible a
la hora de aproximar cualquier funcién y es potente, se han desarrollado otros algoritmos
que tratan de superar las limitaciones que presenta. Ente ellos destaca el algoritmo de
Levenberg-Marquardt. A continuacion se va a describir de manera resumida (una
descripcion matematica mas detallada de este algoritmo se puede encontrar en el
método). El algoritmo de Levenberg-Marquardt se disefi6 como un algoritmo de
optimizacion intermedio entre el método de Gauss-Newton y el algoritmo de gradiente
descendiente, intentando superar las limitaciones de cada uno de ellos.

El algoritmo de Gauss-Newton tiene excelentes propiedades de convergencia, sin
embargo estas propiedades dependen fuertemente de los valores iniciales de los
parametros. Si los valores iniciales no se escogen adecuadamente, este algoritmo diverge
con facilidad, lo que supone una gran desventaja pues no es facil escoger un conjunto
apropiado de valores iniciales. Ademas, la precision del algoritmo disminuye muchisimo
una vez que se encuentra en las proximidades de un minimo. Por otra parte, aunque el
algoritmo de gradiente descendiente esta limitado por una velocidad de convergencia
pequefia, muestra un excelente comportamiento en las proximidades del minimo.

El algoritmo de Levenberg-Marquardt presenta las ventajas de los dos métodos
mencionados anteriormente. Asi este método usa el gradiente descendiente para eliminar
el problema de la seleccion de los valores iniciales de los parametros y se transforma en
el método de Gauss-Newton para aproximarse al minimo. Finalmente, cuando esta muy
préximo al minimo, se vuelve a transformar en el algoritmo de gradiente descendiente
para mejorar la exactitud.

6. Comparacién de funciones de crecimiento

Para escoger objetivamente una funcién de crecimiento se podria comparar los
valores correspondientes de los coeficientes de regresién, la menor suma de cuadrados
del error, mayor coeficiente de determinacion, menor dificultad para alcanzar la
convergencia y menor numero de iteraciones, sin embargo, pueden existir otras razones
como la disponibilidad de programas de cdmputo o el significado biol6gico de los
parametros (Salgado et al., 2005).

Una vez que la funcidén de crecimiento se ha escogido, puede surgir la necesidad
de comparar aquellas pertenecientes a grupos de peces (definidos por sexo, por sitio de
muestreo, etc.). Es frecuente que machos y hembras de una especie muestren diferencias
en el crecimiento 6 bien que el crecimiento difiera dependiendo de la regién geogréfica
donde los peces fueron capturados. Se han propuesto varios procedimientos estadisticos
para comparar los parametros de las funciones de crecimiento (Salgado et al., 2005).

6.1 Prueba de la T2 de Hotelling:

De acuerdo con Bernard (1981) se puede considerar lo siguiente:
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Los parametros L., k, y t; de la funcidon de crecimiento de von Bertalanffy estan,
por lo general, correlacionados y no debieran ser estimados independientemente. Cuando
se comparan dos grupos de peces, las pruebas estadisticas univariadas no son
apropiadas debido a las covarianzas de los pardmetros cuando estos Ultimos estan
correlacionados significativamente. Cuando las correlaciones entre los valores de los
pardmetros son significativas, puede utilizarse el procedimiento multivariado de la T? de
Hotelling para probar las diferencias entre dos grupos. En este método, todas las
diferencias entre los valores paramétricos se prueban simultaneamente considerando las
covarianzas entre los parametros.

El estadistico T? de Hotelling se basa en los vectores de los valores paramétricos y
sus matrices de covarianza suponiendo una distribucion de probabilidad multivariada
conjunta.

Para establecer la comparacién se calcula el estadistico:

T2 =2 (B = Py)'Sy (Pa — Py) Ec6.1.1
donde:

P,y P, son los vectores de parametros de dos grupos de peces
Na Y Np son el nimero de peces de cada grupo

S, es la matriz de varianza-covarianza conjunta, que se calcula mediante la ecuacion:

— (ng—1)Sa+(np—1)Sp
Ng+tnp—2

Sp Ec6.1.2

Sa ¥ Sp son las matrices varianza-covarianza de cada grupo

Para efectos de tomar una decision, el valor del estadistico T? se debe comparar
con un valor tedrico generalmente obtenido mediante:

p(ng+np—-2)
TZiricg = —P"F. e Ec6.1.3
Tebrico ng+np—-p—1 PMatnp—p-1

donde:
p es el nUmero de parametros.

Fo.png+n,-p—1 €S €l valor critico de la funcion de densidad F con py na+ n, —p — 1 grados

de libertad y que deja por encima una probabilidad «, siendo este Ultimo valor el nivel de
significancia.

La hipétesis nula de igualdad de vectores H,: P, = P, se rechaza si el estadistico
T? es mayor que el valor de T2, ;co-

Cuando se rechaza Hy, es posible calcular intervalos de confianza simultdneos de
Roy-Bose alrededor de las diferencias de los valores de los pardmetros para encontrar
cudles contribuyeron en mayor proporcion para la significancia. El intervalo es simétrico
alrededor de cada diferencia (Morrison, 1978).
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Ng+tnp

(Paj — Pyj) £ SiiT¢ Ec6.1.4

Ngnp

Para evaluar la significancia relativa entre los parAmetros se obtienen los valores
de F necesarios para causar que los intervalos de confianza contengan al cero por medio
de un re-arreglo de las ecuaciones 6.1.3y 6.1.4:

- - 2
Fo= ngnp(ng+np—p—1)(Pgaj—Pp;)
0 p(ng+np)(ng+np—2)Sj;

Ec6.1.5

donde F, es el valor critico de F. Las diferencias en crecimiento entre los dos grupos de
peces se hacen manifiestos por altos valores de F, para cada parametro; mientras mas
alto, mayor serd la significancia en la explicacién de la diferencia.

Headrick y Margraf (1982) comentan que los intervalos de confianza simultdneos
de Roy-Bose son muy amplios ya que el nimero de comparaciones es pequefo. En este
caso se recomienda la desigualdad de Bonferroni debido a que proporciona intervalos de
confianza méas pequefios y precisos, y este procedimiento debe ser usado en vez de Roy-
Bose si:

2
< TTeérico

treérico
donde tresrico = taj2km,+n,—2 Y K €S €l nUmero de comparaciones de interés (en este caso
3).
La ecuacién para los intervalos de confianza basados en la desigualdad de
Bonferroni es:

(P —Pyj) £ty [~ Ec6.1.6

NgNnp 1]

Cerrato (1990) propone modificaciones al procedimiento de prueba. De tal forma
que las ecuaciones quedan:

para el estadistico de prueba

7% = (B, - P,)'S; (P, — Py) Ec 6.1.7
para la matriz de varianza-covarianza conjunta

Sy =Sa+Sp Ec6.1.8

y el valor tedrico de T?

Tfetrico = oyyy Facpm-p+1 EC6.1.9
donde

m=f"yp=3

y
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l _ l ((ﬁa‘ﬁb)'sﬁl Sa Sﬁl(ﬁa—ﬁb))z i ((ﬁa‘ﬁb)'sﬁl Sb Sgl(ﬁa_ﬁb))z EC 6 1 10
f* fa (ﬁa_ﬁb)'s;;l(ﬁa_ﬁb) fb (ﬁa_ﬁb)'s;;l(ﬁa_ﬁb) o

siendo f; =n; —3,i=a,b.

La hipétesis nula de igualdad de vectores Ho:ﬁa = ﬁb se rechaza si el estadistico
T? es mayor que el valor de T2, i.o-

La prueba T? también puede ser usada para comparaciones bivariadas (solo L.. 0
W.. y k 0 g) y univariadas. Para hacer esto se eliminan las filas en FL gue correspondan a
los parametros que no deseados, y se eliminan filas y columnas en S;, también para los
pardmetros no deseados, ademas, el valor de p en la ecuacion 6.1.9 se reduce a la
dimensién de la prueba.

Para las pruebas univariadas las ecuaciones 6.1.7 y 6.1.10 se reducen a:

- - N2
72 = Pa=Ps) Ec6.1.11
Pya—Pp
1oL (S )2 L (e )2 Ec 6.1.12
" fa \Saiit Spii fb \ Saiit Spii o

donde m = f*

y el valor tedrico de T? se reduce a:

2
T’Igeérico = Fa:l,m = (ta'/z,m)
6.2 Prueba de Razon de Verosimilitud

Otro enfoque para analizar las diferencias en crecimiento son las pruebas de razon
de verosimilitud. Estos procedimientos establecen el resultado de la hip6tesis de dos 6
mas curvas independientes como un caso base contra el cual comparar todas las
hipbtesis alternativas. Para las funciones de crecimiento las hipétesis alternativas seran
(Kimura, 1980; Salgado et al., 2005):

a) coincidencia de todas las curvas
b) valores iguales de L..

c) valores iguales de ko g

d) valores iguales de t,

Si la hipétesis a) (coincidencia de curvas) no se rechaza, no es necesario proceder
con las siguientes hipotesis alternativas. Si a) es rechazada, serd necesario entonces
llevar a cabo comparaciones por pares para encontrar cuales son los parametros de las
curvas que difieren (Haddon, 2001).

La prueba calcula un estadistico que es comparado con la distribucién % con
grados de libertad iguales al numero de restricciones, (el nimero de parametros que se
suponen iguales) de acuerdo a la siguiente ecuacion:
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Xk = —ngln (%)

donde:

k son los grados de libertad

n; es el nimero total de observaciones combinado de las dos curvas

SCRy; es la suma total del cuadrado de los residuos obtenida de ajustar ambas curvas por
separado

SCR,, es la suma total de residuos cuadrados derivados de ajustar a las curvas con
alguna de las restricciones supuestas.

La suma de residuales cuadrados mas pequefa siempre sera la provista por el
caso base (SCRy) al tener el valor mas grande de parametros independientes
(supuestos).

Los pasos para realizar estas pruebas son los siguientes (Kimura, 1980; Salgado
et al., 2005):

- Se estima el caso base sin restricciones (grupos separados):

- Luego se usa una sola ecuacion para describir el crecimiento de los peces
(ignorando el grupo).

- Se calcula el valor de % correspondiente a la prueba de razén de verosimilitud y
se determina su significancia.

- Si la prueba indica diferencias significativas por grupo, se procede a estimar las
diferencias por parametro.

- Primero, se estiman las funciones de crecimiento con L.'s iguales y los residuos
cuadrados se comparan con los del caso base para obtener el valor del
estadigrafo y>.

- Se estima el crecimiento con k’s iguales (y se contrasta con el caso base para
determinar el valor de ¥?)

- Se estima el crecimiento con t,’s iguales (y se obtiene el valor de x?)
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Objetivos

Objetivo general

Elaborar una serie de programas para el ajuste de datos de edad y talla de peces

a las funciones de crecimiento de von Bertalanffy, Gompertz y Logistica por regresion no
lineal, y de von Bertalanffy por regresion lineal, y que permitan la comparacion de las
curvas obtenidas por medio de las pruebas T? de Hotelling y de Razén de Verosimilitud
para aplicarlos a datos biolégico-pesqueros.

Objetivos especificos

Crear una serie de rutinas de algebra matricial que realicen las operaciones de:
multiplicacién de dos matrices y de matriz por escalar, suma de dos matrices y
transpuesta e inversa de una matriz. También realizar programas que calculen el
inverso de las distribuciones F y t de Student, que se usaran para devolver valores
criticos de dichas distribuciones, ademas de la distribucion .

Realizar un algoritmo de regresion lineal por minimos cuadrados para estimar los
pardmetros de la funcién de von Bertalanffy por medio de los métodos de Ford—
Walford, Gulland, Gulland—Holt y Beverton—Holt.

Desarrollar el algoritmo de Levenberg-Marquardt en el método de regresiéon no
lineal para estimar los parametros que expresen el crecimiento por medio del las
funciones de von Bertalanffy, Gompertz y Logistica

Elaborar una serie de programas que evallen la semejanza de dos grupos para
cada una de las distintas curvas de crecimiento a través de pruebas estadisticas
multivariadas T? de Hotelling (método de Bernard (1981) y método de Cerrato
(1990)) y de Razoén de Verosimilitud

Aplicar estos programas a datos biolégico-pesqueros provenientes de literatura o
de investigaciones biolégico pesqueras.

30



Métodos.

Estimacion de los parametros de la funcién de von Bertalanffy por métodos

lineales

Se cred una rutina de regresion lineal para obtener los valores de a, b, el
coeficiente de determinacion (r’) y r? ajustada partir de pares de datos x,y por el método
de minimos cuadrados de la siguiente manera

a=Yyi—bYx Ordenada al origen
_ 2(xix yi)—nxx=y :
b= R Pendiente
bz*z(xi_f)z
2= —n-1 Coeficiente de determinacion r?
2(vi-y)
n-1
g = (1 —(1—7?%)« Z—:;) r* ajustada
Método de Ford—Walford.
Teniendo la ecuacion lineal
lt+1 = Loo(l—e_k) + lte_k 9 lt+1 =a+ ltb

Se toman como valores de x, y

X =leqy, Yi = liaen)

Se estiman ay b, y se despejan L.. y k:

a= Lo(1—e7¥) >
b=e* >

Método de Gulland
Aly=Lo(1—e )=l (1-e® >
Se toman como valores de X, y

X =lay  Yi = by — k@

Se estiman ay b, y se despejan L. y k:

a=Le(1—e") >
b=—-(1-e" >
Método de Gulland—Holt

ALy LT

Se toman como valores de X, y

a

Lo =

T 1-ek
k =—In(b)
Alt =a-— lt
_a
Leo = 1-ek
k=-In(b+1)
A =g — bL,

At
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Lciany + Lo
x; = t(L+1)2 t(i) ’

_ by — b

i

tiv1 — &

Se estiman ay b, y se despejan L. y k:

b=—k

a=—bL

Método de Beverton—Holt

Se toman como valores de X, y

Xi = tb

yi =In(Le — L))

Se estiman ay b, y se despejan k y to:

b=—k

In(Ly) + kt,

>  k=-b
> Le=-=
b
> k=-b
_a-In(Ly)
> ty = —

El disefio visual del programa quedoé de la siguiente manera:

Métodos

{* Ford-w' alford
(" Gulland

" Gulland-Holt

™ Bewerton-Halt

—

Realizar

" Métodos Lineales (von Bertalanffy)

| Estimacién

valores de

L inf ¥

k por el Método de

Ford-Walford

Ordenada
R cuadrada
L inf

Pendiente
R cuadrada
k

Ordenada
R cuadrada
L inf

Pendiente
R cuadrada
k

Ordenada
R cuadrada
L inf

Pendiente
R cuadrada
k

Ordenada
E cuadrada
k

Pendiente
B cuadrada
t_0

m

Figura 7. Métodos por regresion lineal
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Donde se puede elegir el método lineal para la determinacién de parametros de la
funcién de crecimiento de von Bertalanffy, y en el método de Beverton-Holt se puede
establecer el valor de L. necesario para los calculos. En un cuadro de texto se muestran
los resultados de la regresioén, es decir, los valores de a, k, I’ y rza,-. Ademas se genera el
grafico correspondiente a cada método y se puede guardar en formato de imagen.

Estimacion por regresion no lineal

Cualquiera de las tres ecuaciones de interés se pueden representar por la forma
basica de un modelo de regresién no lineal, que esta dado por:

Yi = f(x,-, 9) + e; Ec. 1

donde x;,y; son los datos observados, f(x;, 8) es la funcion no lineal que involucra a x; y
al vector de parametros 0, y e es un error aleatorio. El método de estimacion se define
como:

$©0) = Y ,[yi— f(x;,0)] Ec. 2

donde $(@) es la suma de cuadrados no lineales de los errores. Aqui el problema es
encontrar el vector 8 que hace minima la diferencia de la ecuacién 2, es decir, encontrar
el vector @ que minimiza la funcién f(S;,0).

Se utilizé el método de Levenberg-Marquardt que ejecuta los siguientes pasos:

Se asignan valores iniciales a los parametros para la estimacion inicial de f(S;, 0).
Para el caso de la funcion de von Bertalanffy se pueden utilizar los estimados de los
métodos lineales.

Tenemos que:

Aest = 01, best = 03 Cest = 03

Xi, Vi valores observados

ng namero de individuos

Niters = 100 namero maximo de iteraciones

iters =0 iteracion actual

ssa,sse =0 valores de suma de cuadrados

A =10.001 valor inicial del factor amortiguacion (damping factor)
update; = 1 Variable de control

Mientras se cumpla que iters < njers 0 Abs(ssa — sse)/(ssa + 1.4901E — 08) > 0.0001)

Siupdate; = 1

Se construye la matriz jacobiana de n; * 3 con los parametros actuales
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Aesty Dests Cest

Of (x1,@est,best Cest) Of (x1,@est,best Cest) Of (x1,@est,Pest,Cest)
0dest Obest Ocest

laf(xntvaest'besbcest) af(xntraest'bestrcest) af(xntraestvbestrcest)J
0aest Obest Ocest

donde la matriz jacobiana esta formada por las derivadas parciales de primer orden de la
funcion y la aproxima linealmente en un punto.

Se evallia la suma de cuadrados con los parametros actuales
Vest = Z f(Xi, Qests best) Cest)

d= Z(yi - :Vest)z

ssa=d

H=]x] Calcula la matriz H al multiplicar la matriz jacobiana
por su transpuesta

DiagH=(H;) Matriz diagonal de H

Siupdate; = o
Hy, = H+ (A% DiagH) se aplica el factor de amortiguacion a la matriz H
Se actualizan los parametros basandose en la matriz dp que contiene los cambios
dp = —inv(H;,) * (J' * d)
A = Qege +dp(1)
bym = bese + dp(2)
Cim = Cest +dp(3)

Evalla la suma de cuadrados con los pardmetros actualizados

Yestym = Z f(xil At b, Clm)
3 2
dim = Z(yl - yestlm)

sse = dyny

Si la suma de cuadrados sse es menor que ssa se acepta la actualizacion de los
pardmetros y se reduce el factor de decrecimiento

Si sse < ssa

A=2/10
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Aest = Aim

best = byn
Cest = Cim
update] =1

Si sse = ssa , se incrementa el valor del factor de decrecimiento
A=1%10
update] =0

El algoritmo se detiene por dos motivos: cuando se alcanza el nUmero maximo de
iteraciones o cuando no hay una diferencia significativa en la suma de cuadrados, es decir
ssh = ssa. En este Ultimo caso se dice que se ha convergido en la solucién y se obtienen
el vector de parametros 6 = (@.g, bege, Cese) Que minimiza la funcion £(S;, 8), el valor de
S = sse que corresponde a la suma de cuadrados no lineales de los errores y la matriz
jacobiana J, que se utiliza para calcular la matriz de varianza-covarianza y de
correlaciones.

Cuando hay convergencia se procede a calcular una serie de valores que se
muestran en forma de tablas en el programa.

sem = (f(x,0))" Suma de cuadrados del Modelo
glr=n, -3 Grados de libertad residuales
sct = scm + sse Suma de cuadrados Totales
mcm = sse/3 Media de cuadrados del modelo
mcer = sse/glr Media de cuadrados residuales
mct = (mcm + sse) /n; Media de cuadrados totales
F(3,g1ry = mem/mcr Valor F del modelo

m”F’fn—cc’fs,gzr Probabilidad de F

r2=1-=

sct

ri=(1-01-r}))*X 1’ Ajustada

glr
rmer = \Jmcer Raiz de la media de cuadrados residuales
rd =ng * (1 + Ln(2m * S;f—e) — mnilnwt Desviacion Residual (Residual Deviance)
t

Para rd, si la regresion se pondera con la frecuencia de individuos se tiene que
calcular mninwt (ponderacién normalizada media logaritmica) de la siguiente forma:
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media = Frecuencia/Nygres de datos

mnl = Y Ln(wnl;/media)
frecuencia.

mninwt

[ =1..Npgres de datos » donde wnl; es

mnl / npares de datos

Si no se usa la ponderacion, mnlnwt = 0.

Para calcular la matriz de covarianza:

H=]x]
InvH = H™1

MVC = InvH * mcr

Para el error estandar de los pardmetros

eHL- = w/MVCii

Para los intervalos de confianza de los parametros al 95%

0;
e@i

t = abs(

)

tinv = invtygs2,gir

ic; =0; ¥ tinv * eb;

Para la matriz de correlaciones

Ianij

MC;; =
Y JInvH;; « InvH;;

El disefio visual del programa quedoé de la siguiente manera:

la ponderacion por

" Método por Regresién no Lineal

Funcién de Crecimienta
& vonBettslanfy ¢ Gompertz

¢ Logistica

e Cuadrades
Iteracién -

& Datos no Panderados 1 sc al ue
¢ Datos Ponderados Modelo |
Residuo |
Total -
Valores Iniciales orel |
i——'“' i‘ﬂg i—D Barémetros
*
Realizar - - I
Grafica Ling keog P
Linf | —————-———
ko gl —————-mmm e
£ 0l
Matriz de Correlacicnes
Ling xog 0

Figura 8. Método por regresion no lineal
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Donde se puede elegir la funcion de crecimiento, la ponderacién o no con la
frecuencia, y se pueden establecer los valores iniciales de los pardmetros. En un cuadro
de texto se muestra el nimero de iteracion y la suma de cuadrados correspondiente.
Ademas se generan tablas que muestran los parametros con sus intervalos de confianza,
los errores estandar, los valores de t y probabilidad de t, la matriz de varianza-covarianza
y de correlaciones, etc.

Ademas se genera una ventana que contiene la grafica del modelo con los valores
ajustados a los pardmetros y se puede guardar en formato de imagen.

Figura 9. Despliegue del grafico con opcién de guardado

También, en el menu Archivo, se puede guardar la matriz de varianza-covarianza
para utilizarla en el procedimiento de la T? de Hotelling.

T? de Hotelling

Se programaron rutinas que calculan el inverso de las distribuciones F y t de
student, ya que se usan para devolver valores criticos de dichas distribuciones.
También se programaron rutinas que realizan las operaciones matriciales de:
multiplicaciébn de dos matrices y de matriz por escalar, suma de dos matrices y
transpuesta e inversa de una matriz.

Se obtienen los parametros y sus respectivas matrices de varianza-covarianza de
dos grupos (a y b) a través del método de regresion no lineal antes mencionado, de tal
forma que se tiene:
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Vectores de parametros

fa o7
ﬁa = |67 y ﬁb = 95

o3 62
donde
0 = Lug 0 Waq y 00 = L., 0 W
03 =kq09q y 6% = ky 0 gp
03 = to, y 6% = to,

Las matrices de varianza-covarianza de la forma

2 2 2 SZ SZ SZ
[See, Seg, Seg | o, ol el
_ 2 2 2 _ 2 2 2
Sa = ngz 59;2 5952 Sp = Sefz Seé)z Sgé)z
2 2 2 2 2 2
Sog, Sos, Seg, |Sgn,  Sgz, Sar. |

y los valores escalares n, y n, que corresponden al numero de individuos de cada grupo.

Método de Bernard

Para el método propuesto por Bernard (1981) se calcula S, y T? con las rutinas de
algebra matricial

a=(~P)

dp=d

templ1Sp = (n, — 1)S,

temp2Sp = (n, — 1)S,

temp3Sp = templSp + temp2Sp

t S . . . .
= PP > Matriz de varianza-covarianza conjunta
Ng+np—2
Spi =Sp~1

NgNp
naﬁ‘nb

templT =

temp2T = templT * Spi
T=t<mp2T*d > Valor de T?
Y calculamos T?esrico Fesolviendo

3(ng +np —2)

t 1TT =
emp Ng +ny, —4

temp2TT = Fa:3,na+nb—4
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TT = templTT * temp2TT Valor de T?esrico

siT > TT se rechaza Hy: ﬁa = ﬁb y se construyen los intervalos de confianza

Se calcula ts = tq/6:n, +n,-2 Valor de tiegrico

si ts <TT se construyen los intervalos de confianza basados en la desigualdad de
Bonferroni:

(6f —02) +ts = (((na +np)/(ngny)) * 32’11)0'5
(6 —0%) tts = (((na +np)/(ngny)) * szz)o.s

(0 —02) tts = (((na +np)/(ngnp)) * 5P33)0.5

si ts > TT se construyen los intervalos de confianza basados en Roy-Bose:

0.5

(0 = 02) + (((ng + 1)/ (many)) = Spay * TT)
(951 - 95’) + (((na + nb)/(nanb)) * SPog * TT)O.S

0.5
(9?? - 9?) + (((Tla + nb)/(nanb)) * Spaz * TT)
Para los valores criticos Fo:

2
_ ngny(ng +ny — 4)(0¢ —0?)
3(ng + np)(ng + np — 2)Sp1s

Fo‘91

2
_ My (g + 1y — 4)(6g —07?)
2 3(ng +np)(ng + np — 2)Sp2;

Og

2
_ ngny(ng +ny, — 4)(6¢ —0?)
3 3(ng +np)(ng +np — 2)Sp33

0p

El procedimiento qued6 como se ve en la figura 10, en el primer cuadro de texto se
muestran las matrices y los parametros de ambos grupos. En el segundo cuadro de texto
se muestran la matriz de varianza-covarianza conjunta y su inversa, el vector transpuesto
de la diferencia de los pardmetros, el valor de T2, T?eorica y el inverso de F, los intervalos
de confianza de Roy-Bose y Bonferroni, y los valores criticos Fo.
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" T*2 de Hotelling (Bernard) (==

Matrices  [Matziz 1 T
————— +-——-—-Matriz de Varianza-Covarianza----+-Parimetros-
| ——-————-- | ——-————--
| —mmmmmmmm e | ———————m-
| mmm=mmmmm mmmmmmeme oo | —mmmmmm-
Probabilidad Matriz 2
————— +-——-—-Matriz de Varianza-Covarianza----+-Parimetros-
997 - [ —— [ ——
| mmmmmmmmm mmmmemeee | —mmmmmm-
| —=m=m=m== mmmmmmmem —mmeeeeo | ——-————--
o [
Resultados v
T2 = ———————— I~2 _0.99: 3,-—— = ———————— F 0.89: 3,—— = ————————
La=s Funciones de Crecimiento —-----—- Diferentes

con un Nivel de confianza del 93%%

tD=——-——- TO=—————
5i t_0 «=T_0 se recomienda considerar los intervalos
de confianza basados en las desigualdades de Bonferroni

m

Intervalos de Confianza (Roy-Bose) del 99 % F Critica
————————— <=L infl - L inf2 <= ——————--- —_—————

————————— «= kl ogl - kZ2 0 g2 <= ———————- ————————

————————— <= tol - toZ €= ———————— —_——————
Caluley Intervalos de Confianza (Bonferroni) del 99 %

————————— <=L infl - L inf2 <= ——————---

4 1114 (3

Figura 10. Método de la T? de Hotelling (Bernard, 1981)

Método de Cerrato

Para la modificacion propuesta por Cerrato (1990) se calculan U, y T2 con las
rutinas de algebra matricial

d= (ﬁa - ﬁb)

dp=d

Up=U, + U,y Matriz de varianza-covarianza conjunta
Upi = Up~?
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templT = dp * Upi

T = templT = d Valor de T2

Y para calcular el valor T teérico

templa = templT * U,

temp2a = templa * Upi

scalara = temp2a * d Matriz 1x1, se toma como valor escalar

scalarT =T Matriz 1x1, se toma como valor escalar

] 1 (scalara)2
ainv =

ng —3 - scalarT

templb = templT * U,

temp2b = templb * Upi

scalarb = temp2t * d Matriz 1x1, se toma como valor escalar

p=3 namero de comparaciones

] 1 scalarby?
binv = ( )

ny, —p i scalarT
m=—=>__ Grados de libertad
ainv+binv
t 1TT = pm
emp pl——

temp2TT = Fy3pm_
TT = templTT * temp2TT Valor de TZ.srico

Para la prueba bivariada se sigue el procedimiento arriba expuesto, con la

diferencia de que se van a eliminar las filas en F{ que correspondan a los parametros no
deseados, se eliminan filas y columnas en S;, también para dichos parametros y el valor
de p se establece a 2.

Para las pruebas univariadas se tiene

= - 2
Tu = % Valor de T?
ai~Tbi

Uaii )2

scalarua = (—
Ugii + Upii

scalarub = (
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] scalarua
uainy = ———

ng,—1
scalarub
ubiny = ——
ny — 1
m=—— Grados de libertad

uainv+ubinv

TTu= Fpim Valor de TZ.srico

El procedimiento qued6 como se ve en la figura 11, en el primer cuadro de texto se
muestran las matrices y los pardmetros. En el segundo cuadro de texto se muestran la
matriz de varianza-covarianza conjunta y su inversa, el vector transpuesto de la diferencia
de los parametros, el valor de T2, T?eorica y el inverso de F, y finalmente la prueba
bivariada y las univariadas.
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Figura 11. Método de la T* de Hotelling (Cerrato, 1990)

Razo6n de Verosimilitud

En este procedimiento se utiliza la rutina de regresion no lineal y se programo la
distribucion *
Caso base

Para el caso base sin restricciones se establece que las curvas son
independientes, de tal forma que la funcién que estima la suma de cuadrados residuales
se representa:

5(016,0360 050) = Z:;l[}’i — f(x;,0,0,05)]%, six,y; pertenecen al grupo a

5(0,0,030,050,) = Z;Ll[yi — f(x;,0,050,)]%, six,yipertenecen al grupo b
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Al utilizar el procedimiento de regresion no lineal para encontrar los parametros
gue minimicen la funcién f(S;, 0:0,0360,050,), se obtiene la suma de cuadrados
residuales y los valores de los seis parametros.

S0cb = suma de cuadrados residuales

Pcbl =06, Pcb4d =6,
Pcb2 =0, Pcb5 = 054
Pcb3 =05 Pcb6 = 6

Para el caso de curvas iguales
$(010,03) = Y.\ [yi — f(x;,010,03)]%,  noimporta el grupo
Se evalla por regresion no lineal la funcion f(S;, 0,0,603) y se obtiene:

SOci = suma de cuadrados residuales

Pcil =64

Pci2 = 6,

Pci3 = 065

rvci = —n, * n?;ccll’ Razon de verosimilitud
testci = X3 ryei Estadigrafo x*

Para el caso de L..'s iguales

5(0,60,030,05) = Z;;l[y,- — f(x;,0,0,05)]?, si x;, y; pertenecen al grupo a
5(0,60,030,05) = Z?zl[y,- — f(x;,0,0405)]?, si x;, y; pertenecen al grupo b
Se evalla por regresiéon no lineal la funcion f(S(0102030405)) y se obtiene:

SOli = suma de cuadrados residuales

Pli1 = 6,

Pli2 = 6, Pli4=6,

Pli3 = 03 PIi5 = 05

rvli = —n; * ln% Razon de verosimilitud
testli = X7 i Estadigrafo x*
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Para el caso de k ‘s iguales

5(0,60,050,605) = Z:;l[y,- — f(x;,0,60,05)]?, si x;, y; pertenecen al grupo a
5(0,60,050,65) = Z:;l[y,- — f(x;,0,0,05)]?, si xi, y; pertenecen al grupo b
Se evalta por regresion no lineal la funcion £($(6160,636,05)) y se obtiene:

SOki = suma de cuadrados residuales

Pki1 = 6, Pki4 = 0,

Pki2 = 6,

Pki3 = 0, PKi5 = 05

rvki = —n, * In i?;j Razén de verosimilitud
testki = X% i Estadigrafo *

Para el caso de to's iguales

5(0,60,030,605) = Z:;l[y,- — f(x;,0,60,05)]?, si x;, y; pertenecen al grupo a
5(0,60,050,65) = Z:;l[y,- — f(x;,0,6505)]?, si xi, y; pertenecen al grupo b
Se evaltia por regresion no lineal la funcion £($(6160,636,05)) y se obtiene:

SO0ti = suma de cuadrados residuales

Ptil = 6, Pti4 = 6,

Pti2 = 0, Pti5 = 05

Pti3 = 0,

roti = —n, * In 2 Razon de verosimilitud

soti

testti = Y%,y Estadigrafo x*

El programa qued6 como se ve en la figura 12, en el cual se puede elegir la
funcién de crecimiento, la ponderacién o no con la frecuencia, los grupos a comparar y se
pueden establecer los valores iniciales de los parametros para la regresion no lineal.

En un cuadro de texto se muestran las sumas de cuadrados de cada caso, asi
como el nimero de iteraciones realizadas para alcanzarlas. Ademas se genera una tabla
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de comparaciéon en la cual se muestran los parametros, la razén de verosimilitud, los
grados de libertad y el valor del estadigrafo x? para cada caso.

También se genera una ventana que contiene la grafica del modelo con los valores
ajustados a los pardmetros y se puede guardar en formato de imagen.

Figura 12. Método de Razén de Verosimilitud
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% Gréfico 2 grupos

T

Talla

Comparacidn de |a Ecuacidn de von Bertalanffy

— Grupeo 1 — Grupo 2 -8 Puntes 1

- Puntos 2

Edad

Figura 13. Gréfico del mMétodo de Razén de Verosimilitud
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Resultados

El programa se escribié y se compilé en el lenguaje de programacion Visual

Basic 6 y se ejecuta en el sistema operativo Windows 95 y posteriores.

El programa consta una serie de procedimientos para analizar el crecimiento: la
estimacion de los parametros de las funciones de crecimiento de von Bertalanffy,
Gompertz y logistica a través de regresién no lineal por el método de Levenberg-
Marquardt, la estimacion de los parametros por regresion lineal para la funcién de von
Bertalanffy, y la comparacion de dos curvas por el método de la T? de Hotelling y por

Razén de Verosimilitud

Para su ejecucion se requiere de la instalacion en disco duro. Una vez instalado se
localiza en el menu Inicio>Programas>PAC->PAC V. 1.0, y al ejecutarlo se abre una
ventana de presentacion que puede cerrarse al oprimir el botdn Aceptar. Enseguida

aparece la pantalla principal del programa con los siguientes menus:

Archivo
Nuevo
Estimacion de Parametros
T2 de Hotelling
Razén de Verosimilitud
Abrir

Estimacion de Parametros
T2 de Hotelling
Razo6n de Verosimilitud
Guardar Matriz V-C
Salir
Estimacion de Parametros
Regresion Lineal
Regresion no Lineal
Comparacion de Curvas
T2 de Hotelling
Método de Bernard
Método de Cerrato
Razén de Verosimilitud
Ayuda
Contenido
Acerca de

En el menu archivo se encuentran las opciones nuevo y abrir, que permiten
realizar esa accién para cada método, ademas de la opcion de guardar la matriz de

varianza-covarianza, disponible solo en la regresién no lineal.

Al abrir un archivo, se abre una ventana con una tabla que contiene la informacion
estadistica basica de los datos que se cargaron, y con los datos en la memoria es posible

aplicar los diferentes métodos.
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Figura 14. Ventana con informacién estadistica basica de los datos cargados

Para mostrar visualmente la salida de informacion del programa se usaron los
datos de Gomez-Méarquez (1994) para la regresion lineal y no lineal, los datos de Bernard
(1981) para la T? de Hotelling y los datos de Kimura (1980) para la razén de verosimilitud.
Los valores se encuentran en el Apéndice A.

Para los métodos lineales y no lineales, los datos se pueden cargar desde un
archivo de texto (.txt) donde en una linea por muestra se colocan los valores de edad,
talla y nimero de individuos (si existe la informacién) separando los valores por una
coma, un espacio o una tabulacién y se deja una linea en blanco al final del archivo, o
desde un archivo de valores separados por coma (.csv), que se puede generar en una
hoja de calculo colocando en columnas primero la edad, la talla y al final el nUmero de
individuos; en ambos casos las columnas no deben de llevar nombres.

También se cred una rutina que permite la entrada directa de los datos, como se
ve en la figura 15. Si no se contara con el numero de individuos (frecuencia) se debe
colocar el valor de 1.

Figura 15. Ventana de entrada de datos para el célculo de parametros
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Para los métodos lineales, se despliega una ventana en la cual se puede elegir el
método para calcular los parametros (figura 16), se puede visualizar el resultado y se
despliega el grafico correspondiente (figuras 17-20). Ademas, en el método de Beverton-
Holt se también se despliega el grafico de von Bertalanffy.

£ Métodos Lineales (von Bertalanffy) @

Estimacién de valores de L inf y k por el Método de Ford-Walford -

Métodos ————— | T T T T T
Ordenada = 23.325191 Pendiente = 0.6306843
R cuadrada = 0.97965&8 B cuadrada Aj= 0.9593136

' K

focgialcd L _inf - £3.168706 k = 0.45094397

T
Estimacién de wvalores de L inf v k por el Método de Gulland

< Guland-Het |\
Ordenada = 23.3291%91 Pendiente = -0.369315

&+ Beverton-Halt E cuadrada = 0.942899¢ B cuadrada Aj= 0.8857932

,837 L inf = 63.168706 k = 0.46094397

el Ordenada = 28.261343 Pendiente - -0.445362
R cuadrada = 0. 727 B cuadrada Aj= 0.8287454
L inf = & 1 E = 0.4453620

Ordenada = 3.8939573 Pendiente = -0.470837
R cuadrada = 0.99681830 R cuadrada Aj= 0.9942745
k = 0.4708370 t_0 = -0.529447

Figura 16. Ventana con los métodos lineales para la funcién de crecimiento de von Bertalanffy

A Gréfico ==

Grafico de Ford-Walford, L_inf=63.1687, k=04609

Talla a Edad t+1

0 t t t t t t i
0 10 20 30 40 50 60 70
Talla a Edad t

Figura 17. Ventana con el grafico de Ford-Walford
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A Grafico (=3
Grafico de Gulland, L_inf=83.1687, k= 04609
25 4
=
o
=
w
m
m
&
70
Delta It
Figura 18. Ventana con el grafico de Gulland
- Grafico (=3
Grafico de Gulland-Holt, L_inf=63.4570, k=0.4454
12
10 +
+~ 8 4 o
3
&
= 87
]
=
&
47 [+
2 -
0 t t t u u |
35 40 45 50 55 B0 65

Tamaifio medio por Delta t

Figura 19. Ventana con el grafico de Gulland-Holt

51



A Grafico (=3

Grafico de Beverton-Holt, k= 04706, to =-0.5294

Ln{L_inf -1

Edad

Figura 20. Ventana con el grafico de Beverton-Holt

En el método no lineal, la ventana (figura 21) cuenta con un cuadro de texto con
informacién referente a los calculos realizados y tres tablas con los valores de los
parametros calculados, la matriz de varianza-covarianza y la matriz de correlaciones.
También se cuenta con la opcién de realizar la regresién no lineal con o sin
ponderacion, dependiendo de si se cuenta con el valor de niumero de individuos;
ademas, se puede visualizar el grafico de la funcién de crecimiento seleccionada
(figura 22).

2 Método por Regresion no Lineal ==
Funcién de Crecimiento Ioeraeién g -
Suma de Cuadrades = 0.£9304
% von Bertalanffy " Gompertz
" Logistica 1 sC gl MC Nimeroc de Obs = 4
(o3, 1) = 41g0.828
Modelo | 8650.4373 3 2883.4393 Prob > T = 0.011336
Residuo | 0.8930441 1 0.8330441 R - Cuadrada = 0.99%313
¢ Datos no Ponderados R-Cuadrada Aj = 0.393&79
Total | 8651.1509 1 21627977 Raiz MCR = 0.832492
o Deswv. Res. = 4.33%&84
Parimetros
Walores Iniciales | Coeficiente Zrror Esténdar T B>t Intervalo de Confiznza 35%
L_inf kog Lo L inf| 42879114 1476 0.043
[500 [1 01 % o gl 0.1163070 3.337 0.158

0.2763236 -1.96 0.300

t_al

Matriz de Varianza-Covarianza
L inf kog 5.0

i Realizar

L_inf| 18.472043
Graf k o g| -0.4%0370 0.0136872
rafico ©_0l -1.05340z  0.031087¢ 0.0763580
Matriz de Correlaciomes
1 L ing xaoag o

m

L_inf| 1
% o gl -0.975947
t_0| -0.832022 0.3€23208 1

Figura 21. Ventana con el método de regresién no lineal para las funciones de crecimiento de von
Bertalanffy, Logistica y Gompertz

52



2 Funcién de Crecimiento

Ecuacidn de von Bertalanffy

L_Inf |53.446597
-2~ Puntos Experimentales  — L_inf

kog |0.4603762 — Curva Calculada
ta -0.541952
70T

Talla

1.0 15 20 25 3.0
Edad

Figura 22.Ventana con el grafico de los datos ajustados con la regresion no lineal

La entrada de datos en el método de la T? de Hotelling se hace abriendo los

archivos generados en el procedimiento de la regresiéon no lineal, que contienen la matriz
de varianza-covarianza, los parametros estimados y el nimero de individuos, ademas se

cuenta con una rutina de entrada de datos como se ve en la figura 23.

Figura 23. Ventana de entrada de datos para el célculo de la T? de Hotelling

Para el método de la T? de Hotelling en cualquiera de sus dos procedimientos se
despliega una ventana en donde se pueden visualizar las matrices de varianza-covarianza
y los resultados de la comparacion. Ademas se puede seleccionar el nivel de significancia
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para la comparacion. De manera preestablecida se usa un nivel del 99% de confianza

(figuras 24 y 25).

Matrices

Probabilidad

99% v

Resultados

A T2 de Hotelling (Bernard)

Matriz 1
————— +-----Matriz de Varianza-Covarianza----+-Paridmetros-
| 1596.1804 | 505.97
| -1.1885 0.0009 | 0.09
| -91.0468 0.0713 5.7613 | -4.57
Matriz 2
————— +-----Matriz de Varianza-Covarianza----+-Paridmetros-
| 294,7427 ] 441,16
| -0.6018 0.0013 | 0.13
| -32.5704 0.073 4.2296 | -3.386

m

Las Funciones de Crecimiento son Diferentes
con un Nivel de confianza del 99%

t 0 = 2.98168 T 0 = 3.44872
5i £t 0 <= T_0 se recomienda considerar los intervalos
de confianza basados en las desigualdades de Bonferroni

Intervalos de Confianza (Roy-Bose) del 299 3
47.829576 <= L infl - L inf2 <= 81.790423
-0.058315 <= k1 o gl - k2 o g2 <= -0.0216384

—2.444280 <= tol - toZ <= 0.0242805

F Critica

57.004138

18.663518

3.7606450

Intervalos de Confianza (Bonferroni) del 99 %
50.129150 <= L infl - L inf2 <= 79.490849
—-0.055835 <= k1 o gl - k2 o g2 <= -0.024164

tol - toZ <= -0.142871

4 1

m

Figura 24. Ventana con el método de la T? de Hotelling (Bernard, 1981)
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A T2 de Hotelling (Cerrato)

1

Matrices | 1596.1804 | 505.97 -
| -1.1885 0.0009 | 0.09
| -91.0468 0.0713 5.7613 | -4.57
Matriz 2
————— +-----Matriz de Varianza-Covarianza----+-Paridmetros-
Probabilidad | 294,7427 | 441.16 -
| -0.6018 0.0013 | 0.13 3
99% - | -32.5704 0.073 4.2296 | -3.386
el
Resultados || 1890.9231 -1.7913 -123.6172 | | 0.0027692 0.1405253 0.0322339 =
| 0.0022 0.1443 11 8638.6526 -123.0305
] 9.9309 | | 2.2758694
| (P2 - P1)' = 64,81 -0.04 -1.21
I~2 = 11.0%21 T"2_0.01: 3,139.8469 = 11.9427
Las Funciones de Crecimiento no son Diferentes =
con un Nivel de confianza del 1%
Prueba Bivariada L_infl=L inf2 ; k1l = k2
I"2 c =4.86753 I~2_0.01: 2, B83.8737 = 9.85114
Pruebas Univariadas
"2 =2.22131 T~2_0.01: 1, 105.856 = 6.88051
I~2 =0.72727 T~2_0.01: 1, 151.008 = &.80572
T~2 =0.14654 T~2_0.01: 1, 152.417 = €.80411

Figura 25. Ventana con el método de la T? de Hotelling (Cerrato, 1990)

La entrada de datos para el método de razdn de verosimilitud es similar al del
célculo de parametros, con la diferencia de que se agrega una columna que identifique
numéricamente los diferentes grupos de organismos. Se puede ver que cuenta también
con una ventana de entrada de datos (figura 26).
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Figura 23. Ventana de entrada de datos para el método de razén de verosimilitud

Para el método de razdn de verosimilitud, la ventana (figura 27) cuenta con un
cuadro de texto con los valores de las sumas de cuadrados de cada caso, asi como el
namero de iteraciones realizadas. También cuenta con una tabla de comparacion en la
que muestra los parametros, la razén de verosimilitud, los grados de libertad y el valor
del estadigrafo x? para cada caso. Ademas se despliega una ventana que contiene los
datos graficados de los grupos comparados (figura 28).
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£ Método de Razén de Verosimilitud

Funcién de Crecimisnto
(% von Bertalantty " Gompertz

¢ Logistica

(¥ Datos no Ponderados

" Datos Ponderados

Grupos a
Comparar

M=

Walores Iniciales

Czso-Bzse sin restriccicmes

Mimere de Iteraciocnes = &

Sumz de cusdrados Residuzles = 43.

Todos los pardmetzos son iguales
Nimero de Iteraciones = 7

Suma de cuadrados Residuales = T73.

BV = 12.0774427

L_inf's iguales
Mimero de Iteraciones = 3

Sums de cusdrados Residuzles = 71.

oV = 95_42654413

k's iguales
Nimerc de Iteracicnes = 7

Sums de cusdrados Residuales = 56

RV = 3.73183774

to's iguales
Nimerc de Iteracicnes = 7

Suma de cuadrados Residuales = 50.

BV = 1.22309534

Tzblz de Comparacién de la Prueba

de Razdn de

Vercsimilitud

Grupo a
L_inf koag (1]
[500 1 [0
Grupo b
L_inf kog (21)
[500 1 [o1

| 1 1
o gzl tol | toZ

|Restriccionas IL_infl |L_infZ |kl o gllk2 : | RdeV |gl| B |
| Ninguna | 55.978| §1.233| 0.3855| 0.2962| 0.1713| -0.057| 1 1 1
| L_infl = L_inf2 | | | | I | | I I I
Ikl o gl = kZ o gZ| 59.294| 53.234| 0.3204| 0.3204| 0.0103| 0.01031 12.0771 3 [0.007]
| tol = toZ | | I | | | | | | |
| L_infl = L_infZ | 59.404| 53.404| 0.2367| 0.3374| -0.111| 0.0873| 9.4865| 1 |0.002]
¥l o gl = kZ o gZ| S7.435| §0.1401 0.3304| 0.3304| -0.020| 0.094%] 3.73181 1 [0.053]
1 tol = tol | S56.453| &0.7671 0.3608| 0.3132| 0.05701 0.05701 1.22301 1 |0.268]

Figura 27. Ventana con el método de Raz6n de verosimilitud

A Gréfico 2 grupos

Talla

Comparacidn de |a Ecuacion de von Bertalanffy

— Grupo 1

— Grupo 2

—& Puntos 1

& Puntos 2

Edad

de Verosimilitud

Figura 28.Ventana con el grafico de los datos de los grupos comparados en el método de Razon
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En la figura 29 se observa el programa principal que contiene los métodos antes
descritos.

Figura 29. Ventana principal del programa

El programa cuenta también con un archivo de ayuda en el cual se puede consultar
informacién acerca de su uso. Se puede acceder a la ayuda en el Menl Ayuda >
Contenido o al pulsar la tecla F1 cuando el programa se encuentre en ejecucion. También
se encuentra la opcién Acerca de..., que abre un cuadro de didlogo con informacion del
programa. Este cuadro tiene dos botones: Aceptar, que cierra el cuadro de informacién e
Informacion..., que proporciona informacién del sistema de computo utilizado.

La funcionalidad del sistema se prob6 y validé al comparar los valores obtenidos por los
autores con los obtenidos por el programa PAC. Las tablas se generaron con el programa
PAC.

Para los datos publicados por Kimura (1980; Apendice A, Tabla A2) se tiene que para las
hembras, el resultado de la regresién no lineal es:

| SC gl MS NUmero de Obs = 13
————————————— R et FC s, 10) = 3824.077
Modelo | 33040.461 3 11013.487 Prob > F = 0.000000
Residuo | 28.800378 10 2.8800378 R - Cuadrada = 0.999127
————————————— e R-Cuadrada Aj = 0.998865
Total | 33069.261 13 2543.7893 Raiz MSE = 1.697067

Res. dev. = 47.23311
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Parametros

______ A e
| Coeficiente Error Estandar t P>|t] Intervalo de Confianza 95%
______ e
L. | 61.233534 1.2145957 50.41 0.000 58.527247 63.939822
k | 0.2962466 0.0287427 10.30 0.000 0.2322037 0.3602895
to | -0.057297 0.1753370 -0.32 0.751 -0.447972 0.3333778

L. k to
L. | 1.4752428
k | -0.029441  0.0008261
to | -0.115805  0.0041351  0.0307430

Matriz de Correlaciones

L. k to
______ o
L. 1
k | -0.843346 1
to | -0.543779  0.8205200 1

y por el método de regresion lineal (Ford-Walford)

Estimacion de valores de L. y k por el Método de Ford-Walford

Ordenada = 18.041122 Pendiente = 0.7022750
r? = 0.9730823 Ajustada = 0.9703905
L. = 60.596609 k = 0.3534301

y para los machos, (Kimura, 1980; Apendice A, Tabla A3):

| SC gl MS Numero de Obs = 11
————————————— et T FC 3, 8) = 3305.986
Modelo | 24080.047 3 8026.6824 Prob > F 0.000000
Residuo | 19.423387 8 2.4279234 R - Cuadrada 0.999192
————————————— o R-Cuadrada Aj 0.998890
Total | 24099.470 11 2190.8609 Raiz MSE = 1.558179
Res. dev. 37.47105
Parametros
______ A e e
| Coeficiente Error Estandar t P>]t]| Intervalo de Confianza 95%
______ A e e e
L. | 55.978175 1.0837997 51.64 0.000 53.478928 58.477421
k | 0.3855772 0.0390059 9.885 0.000 0.2956293 0.4755250
to | 0.1713175 0.1417627 1.208 0.261 -0.155588 0.4982230

I L. k to
______ e
L. | 1.1746219

k | -0.034486  0.0015214

to | -0.078483 0.0044796 0.0200966
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Matriz de Correlaciones

| L. k to
______ PP
L. 1 1
k | -0.815777 1
to | -0.510816  0.8101314 1

y por el método de regresion lineal (Ford-Walford)

Estimacion de valores de L. y k por el Método de Ford-Walford

Ordenada = 19.380828 Pendiente = 0.6529895
r2 = 0.9363618 pjustada = 0.9284070
L. = 55.850852 k = 0.4261941

Para la comparacién con la T? de Hotelling por medio del procedimiento propuesto por
Bernard (1981), se usaron los datos publicados por Bernard (1981; Tabla A4 yA5), y:

Machos

————— +-----Matriz de Varianza-Covarianza----+-Parametros-
| 1596.1804 |505.97
| -1.1895 0.0009 | 0.09
| -91.0468 0.0713 5.7613 | -4.57
Hembras
————— +-----Matriz de Varianza-Covarianza----+-Parametros-
| 294.7427 |441.16
| -0.6018 0.0013 | 0.13
| -32.5704 0.073 4.2296 | -3.36
Resultados
Matriz S conjunta Matriz S conjunta inversa
| 945.46155 -0.89565 -61.8086 | | 0.0055384 0.2810506 0.0644679 |
| 0.0011 0.07215 | | 17277.305 -246.0611 |
| 4.99545 | | 4.5517388 |
| (P2 - PL)" = 64.81 -0.04 -1.21

T2 = 865.1831 Tzo_gg; 3,152 = 11.8937 Fo_gg; 3,152 = 3.9131

Las Funciones de Crecimiento son Diferentes
con un Nivel de confianza del 99%

Intervalos de Confianza del 99 % F Critica
47.829576 <= L.1 - L.2 <= 81.790423 57.004139
-0.058315 <= k1 - k2 <= -0.021684 18.663518
-2.444280 <= tol - to2 <= 0.024280 3.760645
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Los resultados reportados por Bernard (1981)
Matriz S conjunta

Matriz S conjunta inversa

| 945.4640 -0.8957 -61.8086 | | 0.0035 0.2897 0.0643 |
| 0.0011 0.0721 | | 16054 .4 -228.213 |
| 4.9955 | | 4.2914 |
| (P2 - P = 64.81 -0.04 -1.21

T2 = 928 T%.99: 3,152 = 11.85 Fo.99: 3,152 = 3.9

Las Funciones de Crecimiento son Diferentes

con un Nivel de confianza del 99%

Intervalos de Confianza del 99 % F Critica
47.86 <= L.1 - L.2 <= 81.76 57.00
-0.06 <= k1 - k2 <= -0.02 18.66
-2.44 <= toel - to2 <= 0.02 3.76

Y para el procedimiento propuesto por Cerrato (1990) usando los datos de Bernard (1981;

Tabla A4 yAb)
Machos
————— +--—---Matriz de Varianza-Covarianza----+-Parametros-
| 1596.1804 |505.97
| -1.1895 0.0009 | 0.09
| -91.0468 0.0713 5.7613 | -4.57
Hembras
————— +-----Matriz de Varianza-Covarianza----+-Parametros-
| 294.7427 |441.16
| -0.6018 0.0013 | 0.13
| -32.5704 0.073 4.2296 | -3.36
Matriz U Matriz U inversa
| 1890.9231 -1.7913 -123.6172 | | 0.0027692 0.1405253 0.0322339
| 0.0022 0.1443 | | 8638.6526 -123.0305
| 9.9909 | | 2.2758694
| (P2 - PL)" = 64.81 -0.04 -1.21

T2 = 11.0921 Tzo_ol; 3, 139.8469 — 11.9427
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Las Funciones de Crecimiento no son Diferentes
con un Nivel de confianza del 1%

Prueba Bivariada L.1 = L.2 ; k1 = k2

T2. =4.86753 T?.01: 2, 8s.e7a7 = 9.85114

Pruebas Univariadas

T2 = 2.22131 T20_01; 1, 105.856 — 6.88051
T2 = 0.72727 T20_01; 1, 151.008 = 6.80572
T2 = 0.14654 T2 01- 1, 152.417 = 6.80411

En la comparacién de curvas por el método de razén de verosimilitud para los datos
publicados por Kimura (1980; Apendice A, Tabla A2) el programa reporta:

Caso-Base sin restricciones
Suma de cuadrados Residuales = 48.223

Todos los paréametros son iguales
Suma de cuadrados Residuales = 79.764
RV = 12.0774427

L."s iguales
Suma de cuadrados Residuales = 71.602
RV = 9.48654413

k*"s iguales

Suma de cuadrados Residuales = 56.336
RV = 3.73189774

to"s iguales

Suma de cuadrados Residuales = 50.757
RV = 1.22909534

Tabla de Comparacion del Test de Razén de Verosimilitud

o R Fom Fom e Fom e
| | | | |
|Restricciones |L.1 |L.2 |k1 1k2
o R R T Fom e
INinguna |55.978 ]61.233 |0.3855 |0.2962
Fom e Fomm—— Fomm—— T — T ——
IL-1 = L2 | | | |

Ik1 k2 |59.294 |]59.294 |0.3204 ]0.3204
Itol = t02 I I I I
o R T e T T
L. = L.2 |59.404 |]59.404 |0.2967 ]0.3374
Fom e Fomm—— Fomm—— —— T — T ——
Ik1 = k2 |57.435 ]60.140 ]0.3304 ]0.3304
e Fom—_—— Fmm o Fmm—— e ——
[tol = to2 |56.453 |60.767 ]0.3608 ]0.3132
o R Fom Fom e Fom e

Fomm oo +
[ I
lgl |P |
oo +
1 |
e +
11 |
I3 ]0.007]
11 |
oo +
I1 ]0.002]
e +
|1 ]0.053]
[ S, +
|1 ]0.268]
Fomm o +



Kimura (1980) reporta:
Caso-Base sin restricciones
Suma de cuadrados Residuales = 48.22

Todos los parametros son iguales
Suma de cuadrados Residuales = 79.76
RV = 12.08

L_inf"s iguales
Suma de cuadrados Residuales = 71.60
RV = 9.49

k®"s iguales
Suma de cuadrados Residuales = 56.34
RV = 3.74

to"s iguales
Suma de cuadrados Residuales = 50.76
RV = 1.23

O —— R S — R T — S S —
| I | |
|Restricciones |L.1 |L.2 |k1

Fom e Fomm—— Fomm—— —— T ———
INinguna |55.98 ]161.23 ]0.386
e Fem—_—— Fom—_—— Fmm—
IL-1 = 1L.2 | | |

[lk1 = k2 [59.29 ]59.29 ]0.320
Itol = t02 I I I
S R - R
L. = L.2 [59.40 ]59.40 |0.297

Fom e Fomm—— Fomm—— —— T —
Ikl = k2 |57.44 ]60.14 ]0.330
e Fom—_—— Fmm o Fmm——
J[tol = to2 |56.45 ]60.77 ]0.361
O —— L S — R S — R S —

e
|

Itol
e
]0.171
B,
|

]0.010

|
o
1-0.111
e
|-0.021
B,
10.057
e

Fomm oo +
[ I
lgl |P |
e +
1 |
[ S, +
11 |
I3 10.007]
11 |
oo +
|1 ]0.002]
e +
|1 ]0.053]
[ S, +
|1 ]0.268]
Fomm o +
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Analisis de Resultados.

Para los datos de Merluccius productus tomados de Kimura (1980; Apendice A,
Tabla A2), al comparar los resultados obtenidos con el programa PAC con los resultados
obtenidos por el autor a través del método lineal de Ford-Walford y el método de regresién
no lineal, se tiene que:

Para las hembras:

Ford-Walford Regresion no Lineal Error Estandar

Kimura L. 60.60 61.23 1.214
(1980) k 0.35 0.296 0.029
t - -0.057 0.175

L. 60.596609 61.233534 1.2145957

Programa |k 0.3534301 0.2962466 0.0287427

PAC to - -0.057297 0.1753370

y para los machos:

Ford-Walford

Regresién no Lineal

Error Estandar

Kimura L. 55.63 55.98 1.083
(1980) k 0.43 0.386 0.039
t - 0.171 0.142

L., 55.850852 55.978175 1.0837997

Programa |k 0.4261941 0.3855772 0.0390059

PAC to - 0.1713175 0.1417627

En ambas tablas se observa que no hay diferencias.

Los resultados obtenidos con el programa PAC por los métodos lineales
tradicionales, ademéas de compararse con los reportados por los autores, se contrastaron
con el programa Stata (que también aplica los mismos meétodos) y no resultaron
diferencias significativas; con relacion al método no lineal, se comparé con los programas
Stata y LFSA, llegando a los mismos resultados, a pesar del método numérico utilizado,
ya que los programas Stata y LFSA usan el método de Gauss-Newton y el programa PAC
utiliza el método de Levenberg-Marquardt, que presume de ser un método superior.

Los métodos lineales son faciles de utilizar y dan valores aproximados bastante
buenos, ademas los datos que se requieren se pueden obtener de diversas fuentes lo que
facilita su utilizacién. Sin embargo, por diversas causas es posible que no se cuente con
una completa determinacion de los grupos de edad, por lo que dichos métodos pierden su
utilidad, pues es necesario que las edades que se incluyan en el analisis sean
consecutivas y el intervalo de tiempo en que se tomaron sea el mismo.

También cabe mencionar que la regresion no lineal con ponderacion ajusta mejor
los datos que la no ponderada, debido a que se usa el nimero de individuos o frecuencia
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de cada componente como factor de peso, por lo que considera la representacion de cada
grupo, a diferencia de los métodos tradicionales, en donde todos los componentes tienen
el mismo peso.

La ventaja del método de regresion no lineal es que permite la estimacion de los
tres parametros de manera simultdnea, ademas de que se obtiene la matriz de varianza-
covarianza y la suma de cuadrados residuales, que se toman como base para los
siguientes andlisis estadisticos multivariados.

En el caso de la T? de Hotelling por el procedimiento de Bernard (1981), para los
datos de Sebastes alutus tomados de Bernard (1981; Tabla A4 yA5) se obtuvo:

Matriz S conjunta Matriz S conjunta inversa
Bernard 945.4640 -0.8957 -61.8086 0.0035 0.2897 0.0643
(1981) 0.0011 0.0721 16054.4 -228.213
4.9955 4.2914
Programa 945.46155 -0.89565 -61.8086 | 0.0055384 | 0.2810506 | 0.0644679
PAC 0.0011 0.07215 17277.305 -246.0611
4.99545 4.5517388

Con respecto a los valores de T? el autor reporta

T2 =928 T20,99; 3,152 = 11.85

Mientras que con el programa se tiene que

T? = 865.1831 T?0.00: 3152 = 11.8937

En el caso de los intervalos de confianza de Roy Bose y los valores criticos de F,
no hubo diferencia significativa

Se observa una diferencia en los valores de la matriz de varianza-covarianza
conjunta y su inversa, probablemente porque el autor no reportdé una mayor precision
numérica que permitiera mayor rigor en los célculos, por lo que el valor de T? también se
vio afectado, sin embargo, la conclusion sigue siendo la misma, el andlisis multivariado
muestra que los machos y las hembras crecen de manera diferente, ya que la T?
calculada es considerablemente superior que el valor de T? critica. Los intervalos de
confianza simultaneos de las diferencias en los parametros que no contienen al cero
corresponden a L. y k, por lo que estos son los que afectan de manera importante la
diferencia entre los dos grupos de peces. Cuando se ordenan los valores de F critica
(57.00>18.66>3.76> L.>k>ty), el pardmetro que corresponde al mayor, es el mas
significativo.
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Con los mismos valores aplicados al procedimiento de Cerrato (1990) se obtuvo:

Matriz S conjunta

Matriz S conjunta inversa

Programa
PAC

1890.9231 -1.7913 -123.6172 | 0.0027692 | 0.1405253 | 0.0322339
0.0022 0.1443 8638.6526 -123.0305
9.9909 2.2758694

Y los valores de T?

T2 =11.0921 Tzo_gg; 3, 139.8469 — 11.9427

Lo que indica que, a diferencia del método de Bernard (1981), las funciones de
crecimiento no son diferentes.

Una posible explicacién de estas diferencias son los supuestos sobre los que
trabajan ambos métodos. De acuerdo con Cerrato (1990) se deben de tomar algunas
consideraciones con respecto al método de Bernard (1981). Primero, Bernard (1981) basa
su prueba en n-1 en vez de n-3 grados de libertad. Al igual que en cualquier problema de
regresion, los grados de libertad deberian decrecer conforme al nUmero de parametros
estimados. En segundo lugar, en el proceso de combinacion de las matrices de
covarianza y el célculo de T? Bernard (1981) basicamente reduce la matriz de varianza
covarianza conjunta por un factor proporcional al tamafio de muestra, las matrices de
covarianza asintoticas se calculan de los productos cruzados de los errores estandar, de
tal forma que las reducciones no son apropiadas. Finalmente Bernard (1981) asume una
estructura de covarianza comun, esto es, asume que las varianzas y los tamafos
muestrales son iguales y combina las dos matrices, a diferencia de Cerrato (1990), que
asume el equivalente multivariado de la prueba t para el caso de varianzas desconocidas
y diferentes.

Para el método de Razdon de Verosimilitud se reporto:

Restricciones Razén de P
Verosimilitud

Kimura (1980) L.l =L.2 12.08 0.007
k1l =k2
tol =2

L.l =L.2 9.49 0.002

k1 =k2 3.74 0.053

tol =2 1.23 0.268

Programa L.l =L.2 12.077 0.007
PAC k1 =k2
ol =12

L.l =L.2 9.4865 0.002

k1 =k2 3.7318 0.053

ol =12 1.2290 0.268
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Se puede ver que los resultados son practicamente iguales.

Los resultados indican que entre sexos hay una diferencia significativa en L.
(P=0.002), una dudosa diferencia en k (P=0.05) y diferencia no significativa en tq
(P=0.268). En general se puede decir que ambas curvas presentan una diferencia
significativa (P=0.007).
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Conclusiones

En el presente trabajo se deja ver la importancia de la implementacién de una
serie de programas que, en su conjunto, permiten realizar de manera rapida y eficiente el
estudio del crecimiento de especies icticas. Estos métodos, hasta hace no mucho tiempo
poco utilizados por la comunidad cientifica dedicada al trabajo bioldgico-pesquero,
suponen una alternativa interesante a los paquetes estadisticos existentes, ya que
permiten el célculo de parametros y la comparacién de grupos de peces de una manera
relativamente sencilla, lo que se traduce en un ahorro de tiempo y permite al investigador
Unicamente avocarse a la interpretacion de los datos.

En este trabajo de tesis se tom6 como base en primer lugar, la programacion del
algoritmo iterativo de Levenberg-Marquardt para disefar la estructura de estimacion de
los parametros de las funciones de crecimiento no lineales, ya que dicho algoritmo ha
demostrado su habilidad para evitar quedar atrapado en minimos locales, lo que lo hace
ideal para la resolucion de problemas de regresion. En segundo lugar, la programacion de
las rutinas de algebra matricial para realizar las pruebas de la T? de Hotelling, de tal forma
que al integrar estos elementos con la programacion de distribuciones de probabilidad dan
como consecuencia una serie de resultados con informacién estadistica muy completa.

El estudio realizado durante este trabajo de tesis permite, por tanto, realizar las
siguientes conclusiones:

El paquete desarrollado en el lenguaje de programacion de Visual Basic estima los
pardmetros de las funciones de crecimiento de von Bertalanffy, Gompertz y Logistica a
través de la lectura de archivos de datos de edad-talla o edad-talla-nimero de individuos,
por medio del algoritmo de Levenberg-Marquardt, un procedimiento de regresion no lineal
que permite obtener de manera simultanea los tres parametros de las funciones, ademas
de la matriz de varianza-covarianza, la matriz de correlaciones, los errores estandar de los
parametros, el coeficiente de determinacion y la suma cuadrada de los residuos,
asimismo, para la estimacion de los parametros de las funciones de crecimiento de von
Bertalanffy contiene los métodos lineales de determinacién mas usados. También permite
comparar entre curvas de crecimiento de un mismo tipo por medio del método estadistico
multivariado de la T? de Hotelling, con base en las matrices de varianza-covarianza
derivadas del calculo de los pardmetros por regresion no lineal; y la comparacién por el
método de razén de verosimilitud de propuesto por Kimura (1980), en el cual se realizan
varios procesos de regresion no lineal para calcular la suma cuadrada de los residuos.

La ventaja del programa es que relne los métodos mas cominmente usados en la
Biologia Pesquera para el estudio del crecimiento, y cabe destacar que el programa tiene
la posibilidad de sufrir agregados en un futuro, ya que la modularizacion del cédigo del
programa permite realizarlo de una manera relativamente sencilla.

Se eligi6 el lenguaje de programacion Visual Basic ya que proporciona
herramientas para el disefio visual de la aplicacién, lo que permite enfocarse solo en el
cbdigo de los métodos; se prefirié sobre otros lenguajes ya que esta disefiado tanto para
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programadores como para no programadores, aunque cabe mencionar que otros
lenguajes como FORTRAN o C++ son mas poderosos, pero mas complicados si no se es
programador. No obstante, con respecto a la regresién no lineal, la programacion fue
ardua debido a que al consultar la bibliografia relacionada no se encontrd informacién
acerca de métodos numéricos (la base del método de Levenberg-Marquardt) en dicho
lenguaje, por lo que se recurri6 a informacion de rutinas similares dispuestas en los
lenguajes C++, Fortran y Turbo Pascal, y traducirla a cédigo de Visual Basic.

Estos procedimientos se probaron y contrastaron con datos publicados y en todos
los casos, a excepcion del método de la T? de Hotelling propuesto por Bernard (1981), los
resultados fueron esencialmente los mismos a los reportados por los autores, quienes
utilizaron diversos programas computarizados.

El programa tiene como finalidad ser una herramienta en los estudios de dinamica
poblacional de especies icticas y otros organismos acuaticos, ya que uno de los
parametros poblacionales que mas informacion produce es el de crecimiento. Los
estudios relacionados con la determinacién de la edad y su velocidad de crecimiento
proporcionan datos de biologia de la especie y en forma directa permiten medir:
disponibilidad y composicion de la poblacién en una zona determinada, efectos del
crecimiento sobre la variacién de densidad de la poblacion, grados 6ptimos de captura y
conocimiento sobre el efecto de las condiciones ambientales en la poblacion, también
pueden servir para establecer fendmenos de densodependencia, stress y disminucién de
la talla debido a la densidad. En algunos casos se utilizan estudios de crecimiento para
dar una medida cuantitativa en trabajos cuyo objetivo es determinar la cantidad y calidad
del alimento (Gonzélez, 1986), ya que un aumento en la disponibilidad éste ultimo
produce aceleracion en la tasa de crecimiento, desarrollo temprano de la madurez y
aumento en la fecundidad de los individuos. El paquete que se desarrolld es una
contribucién para los investigadores de pesquerias y retne en un solo ambiente, los
procedimientos mas importantes para estimar y comparar los pardmetros de las funciones
de crecimiento de von Bertalanffy, Gompertz y Logistica.
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Apéndice A

Los siguientes datos se tomaron de Gomez—Marquez (1994) que corresponden a la
poblacidn del charal (Chirstoma jordani Woolman) de la presa Taxhimay, Edo de México.

Tabla Al. Edad y talla media de la poblacion de charal

Edad Talla Media (mm)
1 32.36
2 43.30
3 51.65
4 55.33

Datos tomados de Kimura (1980).correspondientes a hembras de Merluccius productus,
capturadas en California, Oregon y Washington de 1965 a 1969.

Tabla A2. Edad, talla media y tamafio de muestra de la poblacion de hembras de Merluccius

productus
Edad (afos) Talla Media (cm) Tamafio de muestra
1 154 385
2 28.03 36
3.3 41.18 17
4.3 46.2 135
5.3 48.23 750
6.3 50.26 1073
7.3 51.82 1459
8.3 54.27 626
9.3 56.98 199
10.3 58.93 97
11.3 59 44
12.3 60.91 11
13.3 61.83 6
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Datos tomados de Kimura (1980) correspondientes a machos de Merluccius productus,
capturados en California, Oregon y Washington de 1965 a 1969.

Tabla A3. Edad, talla media y tamafio de muestra de la poblacién de machos de Merluccius
productus

Edad (afios) Talla Media (cm) Tamafo de muestra
1 154 385
2 26.93 28

3.3 42.23 13
4.3 44.59 83
5.3 47.63 628
6.3 49.67 1134
7.3 50.87 1761
8.3 52.3 432
9.3 54.77 93
10.3 56.43 21
11.3 55.88 8

Datos tomados de Bernard (1981) correspondientes a hembras de Sebastes alutus,
capturados en Columbia River en 1977.

Tabla A4. Matriz de varianza-covarianza y parametros de la poblacién de hembras de Sebastes
alutus

Matriz de Varianza-Covarianza Parametros
L. 294.7427 441.16
k -0.6018 0.0013 0.13
to -32.5704 0.073 4.2296 -3.36

Datos tomados de Bernard (1981).correspondientes a machos de Sebastes alutus,
capturados en Columbia River en 1977.

Tabla A5. Matriz de varianza-covarianza y parametros de la poblacién de machos de Sebastes

alutus
Matriz de Varianza-Covarianza Parametros
L. 1596.1804 505.97
k -1.1895 0.0009 0.09
to -91.0468 0.0713 5.7613 -4.57
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