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PROLOGO

En la actualidad los actuarios regularmente tienen la necesidad de calcu-
lar la probabilidad de que, dado un conjunto de eventos de caracter fortuito,
como son la muerte, invalidez o desempleo, una persona se vea afectada por
cualquiera de ellos -el que ocurra primero-, y como consecuencia se origina
una obligaciéon que puede ser el pago de un beneficio. Considerando que a
una persona le puede afectar mas de un evento durante el tiempo de ex-
posicion, se produce un efecto de dependencia en el efecto de dichos eventos
sobre la persona, lo que da origen a la necesidad de aplicar técnicas espe-
ciales para el calculo de probabilidades de que a la persona le ocurra un
evento determinado. A tales probabilidades se les llama probabilidades de
decrementos miltiples. El problema principal radica en que deben construir-
se a partir de las probabilidades de salidas independientes llamadas en este
ambito, probabilidades de salidas simples, independientes o absolutas. Lo
anterior genera una serie de técnicas conocidas en conjunto como teoria de
decrementos multiples.

El modelo de decrementos miltiples no considera sélo la defuncién como

estado final, sino que también tiene en cuenta otros estados de vida que se
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pueden tomar como definitivos, es decir, eventos que constituyen la salida
del grupo de estudio y el pago de un beneficio. En este sentido, dependien-
do del tipo de fendmeno que se esté estudiando, pueden definirse diferentes
decrementos.

Este modelo es utilizado por actuarios y companias de seguros para cal-
cular primas, pensiones (rentas) e indemnizaciones a pagar al llegar al estado
de beneficiario, es decir, jubilado, incapacitado, viudo, etc.; sin embargo, el
objetivo de este trabajo es mostrar que el modelo de decrementos multiples
tiene distintas aplicaciones que no estan relacionadas directamente con los
seguros y pensiones.

En el Capitulo 1 se estudia el modelo de un solo decremento, esto es,
en el que el pago del beneficio depende del fallecimiento de la persona y a
partir de este modelo hacemos la generalizacion al modelo de decrementos
multiples. También planteamos un problema con el cual podemos observar
que las probabilidades de las causas de salida dependen unas de otras, por
lo que las probabilidades de decremento son vistas como dependientes.

Para poder resolver problemas en los que se involucren varios decrementos
es necesario realizar un ajuste en las probabilidades individuales de salida,
yva que corremos el riesgo de llegar a resultados erroneos de ser utilizadas
asi. Los métodos para ajustar estas probabilidades las desarrollamos en el
Capitulo 2.

En el Capitulo 3 estudiamos el conjunto de técnicas que permiten estudiar

la variable “tiempo hasta que ocurre un evento "y su dependencia con otras
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posibles variables. Por ejemplo, en el estudio de enfermedades cronicas o
tratamientos muy agresivos, el tiempo hasta que ocurre la muerte del enfermo
(tiempo de supervivencia) y su dependencia con la aplicacion de distintos
tratamientos, pero en otras enfermedades, el tiempo hasta la curacién, o
el tiempo hasta la aparicién de la enfermedad. En procesos de control de
calidad se estudia el tiempo hasta que un cierto producto falla (tiempo de
fallo), o el tiempo de espera hasta recibir un servicio (tiempo de espera), etc.
A esto se le llama analisis de supervivencia y es una aplicacion del modelo
de decrementos multiples.

Finalmente en el Capitulo 4 abordamos las aplicaciones practicas del mo-

delo de decrementos miiltiples.



1. INTRODUCCION AL MODELO DE DECREMENTOS
MULTIPLES

Un Modelo de decrementos multiples es un modelo matemético que con-
sidera a un grupo de estudio sujeto a diversas contingencias (también lla-
madas decrementos) que operan en forma continua sobre él y por las cuales
cada integrante puede salir del grupo. Por ejemplo, en el plan de pensiones de
una compania se pueden tomar en cuenta diversos decrementos como son la
invalidez, la jubilacion, la rotaciéon y la muerte. En algunos casos el pago de
un seguro puede estar condicionado a un accidente o enfermedad. En otros
casos una persona puede dejar de ser asegurado si muere, se incapacita o
alcanza una edad limite.

Sin embargo, dicho grupo de estudio no se limita sélo a personas o seres
vivos, también se puede tomar como sujeto de estudio cualquier objeto que
sea susceptible de salir de un grupo de estudio determinado, o del cual se
quiera saber su comportamiento bajo ciertas condiciones. Por ejemplo, en
un proceso industrial la calidad de cierto producto es determinado por el
control de calidad; el tiempo de vida de vida de una computadora puede ser

afectada por distintos factores; o el pago del seguro de un automoévil puede
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estar condicionado a ciertos eventos contingentes.

Tomemos en cuenta que ahora hablaremos de “salida de una persona del
grupo’pues no es necesario que la persona fallezca para que salga del grupo
inicial, nétese, que en caso de un plan de pensiones, una persona puede
salir del grupo inicial si se invalida, jubila, rota, muere o se ve afectada por
cualquier otro decremento incluido en el plan de pensiones; ademas de que en
algunos casos no necesariamente estaremos hablando de personas, también
podemos estar tratando con “objetos”.

Por el momento, no daremos una lista especifica de las causas por las que
una persona u objeto puede salir de nuestro grupo de estudio, ya que éstas
dependen del fenomeno que se esté estudiando, pero asumiremos que la causa

“muerte” se encuentra en nuestra lista de n decrementos.

1.1. EIl modelo de decremento simple

Como ya se menciond, en un Modelo de decrementos multiples hay n
causas de eliminacion; sin embargo, antes de empezar el estudio de tal mo-
delo, introduciremos un modelo més sencillo, un modelo en el que s6lo hay
una forma de salida, el fallecimiento, llamaremos a este modelo el Modelo de
Decremento Simple o Modelo Bdsico de Supervivencia; queda claro que cada
miembro de un grupo de personas sujeto a este modelo saldra del grupo de
estudio si fallece.

A continuacion estudiaremos cémo se comporta este modelo, y para ello seré
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necesario introducir algunos términos.

T(z) : variable aleatoria continua que denotara el tiempo restante de
existencia de una persona de edad x.
Claramente el rango de T'(z) es [0,00) si no existe una edad limite. En otro

caso, serd [0,w — x) donde w representa la edad limite.

Fig. 1.1: Rango de la variable T'(z)

Para la funcion de distribucion acumulada de T'(x), tenemos que

Fr(z)(t) = P[T(z) <{]

= Plel tiempo que le resta de vida a (x) sea menor a t anos|

= P[(z) fallezca entre las edades x y x + t]

'(m)

= 4z
(1.1)
"(m) '(m)

El complemento de ;q. ~ es (ps ’ , que representa la probabilidad de que
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Fig. 1.2:

(x) no fallezca entre las edades z y = + ¢.

(M, g™

= P[(z) fallezca después de la edad x + t] 1.2)
= P[(z) se encuentre con vida a la edad x + t]

= P[T(z)>{]

Fig. 1.3:

tp;c(m) representa la probabilidad de que una persona de edad x llegue a

edad = +t, pero esto significa que primero debe llegar con vida a edad x + 1,

después debe conseguir llegar a edad x + 2, y asi sucesivamente hasta llegar
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a edad = + t. Vea la siguiente ilustracion.

Fig. 1.4:

El analisis anterior se reduce en la siguiente proposicion.

Proposiciéon 1.1.1: Sit € N,con t > 1, se tiene que

" = e p e e p T

Demostracion. Sea A; el evento (x) llega con vida a edad = + i, o en

otras palabras, que el tiempo que le queda de vida a (z) sea mayor que i

P[A;] = ip™ = P[T(x) > i

Veamos que ﬂi:l A = A,
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Fig. 1.5:

= P[A]

= PlANAN...NA)
= P[Ay)] * P[Ag| A1) * P[As| Ay 0 Ag] % .. % P[AJA N Asn ..
= P[A)] % P[As| Ay % P[As]Ag] % ... % P[A|A,_1]

= p™ % P[T(2) > 2|T(x) > 1] P[T(z) > 3|T(z) > 2]+

x P[T(z) > t|T(x) >t — 1]
Supongamos que la distribucion de T'(z + t)

es la misma que la de T'(z) dado que T'(z) > t, para t > 1

= p™ %« P[T(x+1)> 1% P[T(x+2) > 1]%...% P[T(x +t

‘(m) (m)  (m) '(m)

= Pz HPpy1 ¥Ppy2 ¥ ¥ Do)

S e w T

N Ai_q]

—1)>1]
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Usando la formula anterior con ¢t = 2,3 y 4, tenemos:

(m)  _(m)  (m)

2Pz = Pz " *Pry1
o = pd™ xp e p = op™ e p Ty
w = ™ ap Y xpy = e xpy

Analizando las ecuaciones anteriores encontramos una forma recursiva que

enunciaremos de la siguiente manera:

Corolario 1.1.2: Sea t € N tal que t > 2, entonces

tp;c(m) = t—1p;(m) * px(f()t_l)

Para la probabilidad de fallecimiento tenemos otra variante, denotaremos
POT 44z , la probabilidad de que (z) fallezca entre las edades v+t y x +t+wu,

siguiendo este razonamiento tenemos que

'(m)

e = Pt <T(x) <t+u
= PT(z) <t+u|—P[T(z) <t
= e =g (1.3)

= (1 —pu p™) = (1p™)

'(m) '(m)

= s —truls
Cuando u = 1, s6lo escribiremos th;(m)'
En otras palabras t|uqlx(m) representa la probabilidad de que una persona de
edad z llegue con vida a edad x + ¢, pero no sobreviva a edad x + ¢t + u. Vea

la Figura 1.6.

El razonamiento anterior lo podemos resumir en la siguiente proposicion.
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Fig. 1.6:

Proposiciéon 1.1.3: Sity u € N, se tiene que

Demostracion.
t|uqac(m) = tpz(m) “ttu pz(m)
= tpx(m)<1 “u px(ﬁ)
t‘uq’x(m) =, p;(m) %y qx(ﬁ)

1.1.1. Fuerza de Mortalidad

Segiin se ha visto,

(r) (™

l;S;T) l:(tT)

(1.4)
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denota la probabilidad de que una persona de edad z salga de un grupo de
estudio, entre las edades x y  + 1 debido al fallecimiento, por lo tanto pode-

!
mos referirnos a qx(m) como una tasa de mortalidad anual.

Si en lugar de calcular esa tasa por un periodo de un ano, se considera un
periodo menor por ejemplo un semestre, un mes, un dia, y se multiplicara,
luego, el resultado por dos, por doce, por trescientos sesenta y cinco, respec-
tivamente, y tomando en cuenta la hipotesis de que la mortalidad conserva
la misma intensidad durante todo el ano, se obtendria una probabilidad de

muerte anual.

Asi si 1/n es el sub-periodo anual adoptado, la tasa correspondiente al

sub-periodo es:
lg(gT) _ l(T)

"(m) _ z+1/n
1/nq1 - lgj)
y la correspondiente al ano es:
) lg(gT) _ l(T)
qx(m)(n) — e etl/n

1)

Sin embargo eso no es exacto. En las primeras edades, la intensidad es
menor a manera de que transcurre el tiempo. En el resto de la vida, por lo
general, crece con los anos. Si se considera la intensidad de la mortalidad
con relacién a un tiempo infinitamente pequeno, al instante mismo en que se
llega a determinada edad, se tiene lo que se conoce como tasa instantdnea de

mortalidad, o fuerza de mortalidad.
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Se define, pues, la fuerza de mortalidad para una edad z, u,, como la
relacion entre el nimero de muertes que deberia haber en el ano con respec-
to al de personas que tiene exactamente la edad x, si durante todo el ano
la intensidad de la mortalidad permaneciera constante, de tal modo que el
nimero de personas en observacion fuera siempre igual siendo inmediata-

mente reemplazadas las vidas extinguidas por otras de idéntica edad.

Ya se ha visto que al calcular la tasa anual de mortalidad en funcién de
la correspondiente a un periodo 1/n de afo, se llega a la expresion
Zg(cT) _ l(T)

"(m)(n) _ z+1/n
4z kL l;E;T)

asi, la fuerza de mortalidad, p1,, no es sino el limite hacia el cual tiende

q;(m)(n) cuando n crece infinitamente, dicho de otro modo, cuando 1/n tiende

a hacerse infinitamente pequefio.
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Mg

(g (m)(n)

= limgq,
n—oo
ZSUT)_Z(T)
= lim n—7p5—"
n—00 P
(1) (1)
1 l.’c+1/n_lx

1/n—0 l/n lg(gT)

L1l
= lim —-

1/n—0 lg(c_T) 1/n

(1) (1)
1 ; la:+1/n_lw

= 1m
l;EcT) 1/n—0 l/n

_ o a
- 1 dx
o al

Pero la derivada de una funcion, dividida por dicha funcion, es la derivada

del logaritmo natural de dicha funcién, asi,

Mientras que para i, ¢,

dIn(if)

Ha = dx

tenemos:
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Hett =

'(m)(n)

lim
n—»ooqx+t
[ )
1/ z+t “z++4tl/n
1m TZT
n—00 4t

(1) (1)
1 lertl/n_lIth

1/n—0 1/n lg;zt

(7) (7)
lz++t1/n_lz+t

1/n

11 1
G
1/n—0  lygy

l(T) 71(7')
L gy mbtl/n et

l.i:zt 1/n—0 1/n
1 dlg;)t

l(T) dt

T+t
o dl), 1

(0 Tdt

T4t T

_ 1 d(lg:‘;)t/lgr))
RNTSIC

/
1 d(pd™)

U m
tpw( ) dt

1L d m)

oMt = T8 7 tPx
tpw( ) dt

Manipulando la féormula anterior obtenemos un resultado de mucha ayuda

para desarrollos posteriores.

/ t
Proposiciéon 1.1.4: tpx(m) — e Jo Hatndn

Demostracién. Sabemos que ji,1, = —% In (np;(m))
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)‘t

= In npx(m 0

= In tp;;m) —1In Op;;(m)

= In tp;(m)
Asi,

t
- / Jon dn = Ing p™
0

- ft Pa+ndn ('m)
e JO = P

xT

Pensemos ahora como se comporta la probabilidad de que (z) fallezca
entre las edades x+t y z+t+ At dado que (z) llega con vida a edad x +t.

En términos de la variable T'(x), eso significa:

P[T(x)<t+At]—P[T(z)<t])
P[T(x)>1]

Fra)(t+A8)—Fr)(t)
1—Frpg (1)

1—Frp)(t)

Plt <T(z) <t+AtT(x) > 1] =

(1.5)

12

En la expresion (1.5) fr(g)(t) representa la funcion de densidad de probabil-
idad (f.d.p.) de la variable aleatoria T'.

La funcion
Jr()(t)
1= Fre(t)
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tiene una interpretacion de densidad de probabilidad condicional, pues nos da
el valor de la funcion de densidad de probabilidad condicional de la variable
T(z) a edad exacta x + t, dado que sobrevivio hasta esa edad y esto es
denotado por pi,(t).

Ahora tenemos otra forma de expresar la fuerza de mortalidad,

s Jr@(t)
ety = Fr)(t)

De donde se tiene que,

Jr(@) () = pa(O)[1 — Fre)(t)]
pero
Fra(t) = g™
asi,

frw)(t) = pa(t)ps™

1.2.  El modelo de decrementos miiltiples

1.2.1. Definiciones

Para empezar definiremos los conceptos de Probabilidad independiente y

Probabilidad dependiente:

1. Probabilidad independiente: También llamada Probabilidad Neta de
Decremento es la probabilidad que tiene una persona de salir del grupo

por una determinada causa que no se ve afectada por otras.

? pa(t) = oyt
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2. Probabilidad dependiente: También llamada Probabilidad de Decremen-
tos Miltiples, es la probabilidad que tiene una persona de salir del grupo

por la causa 7, estando sujeta a todas las causas de salida.

De esta forma, hablaremos de la probabilidad de que una persona salga
del grupo por la causa I, sabiendo que existe la causa IT (por ejemplo si una
persona se invalida -causa I-, estamos alterando la probabilidad de fallecer
-causa I[- puesto que esta persona es méas susceptible a la muerte).

En términos de notacién, también es importante diferenciar las probabili-
dades independientes de las dependientes, asi que las primeras estaran de-

notadas por tq;(k) y tp;;(k) , mientras que las segundas seran de tqg(;k) y tpg,;k)

1.2.2.  Generalizacién del modelo basico de supervivencia

En esta seccion ampliaremos el modelo basico, descrito en la secciéon 1.1,
introduciendo una segunda variable aleatoria, que se representaré mediante
J(z) = J.

Supondremos que J es una variable aleatoria discreta a la cual podremos
asignarle los valores 1,2, 3,...,n cada uno de los cuales indica una causa por
la que (z) sale de un grupo sujeto a n posibles causas de salida. Por ejem-
plo, si (z) es miembro de un grupo en el que se tienen 4 modos de partida
(decrementos), los nimeros 1,2,3,4, indican que cada miembro del grupo
puede salir por incapacidad, muerte, retiro o rotacion, respectivamente. De-

pendiendo de los decrementos que manejemos para un grupo determinado,
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la cantidad de valores asignados a J variard, supongamos que tenemos n

decrementos.

Nuestro proposito es describir la distribucion conjunta de T, el tiempo
que le resta a una persona antes de salir del grupo y J, un nimero que
indica el modo de decremento, asi como las distribuciones condicionales y
marginales relacionadas. Representaremos la f.d.p. (funciéon de densidad de
probabilidad) conjunta de 7'y J mediante fr s, y la f.d.p. marginal de T" con
fr.

El punto de partida es una lista de n variables de tiempo de espera, indepen-
dientes y continuas T}, 75,...,T,.

T; es el tiempo de espera hasta que el decremento (i) afecte a (z). La ocu-
rrencia de estos eventos es independiente uno de otro. Entonces T'y J son

descritas de la siguiente forma
T = min{T;}
J=7, 81T =1T;
Con variables aleatorias continuas e independientes
PTy=T]=0

es decir la probabilidad de empate es cero, asi J esta bien definida (simple-

mente fingimos que los empates no ocurren).
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En un modelo de decrementos multiples se estudia la distribucién con-
junta de T'y J, mientras que en un modelo de un inico decremento (como
el de el capitulo anterior) se estudia la distribucion de una de las T;, asi ca-
da modelo de “supervivencia” puede ser especificado con una tasa de riesgo

(fuerza de decremento) que es denotada por

A continuaciéon introduciremos la notacién estandar y las relaciones de un

modelo de decrementos multiples.

La f.d.a. (funci6n de distribucion acumulada) F(r ;) puede utilizarse en la
forma acostumbrada para calcular las probabilidades de los eventos definidos
por Ty J. Por ejemplo,

fr(t,j)dt =Pt <T <t+dt)n(J =j)] (1.6)
expresa la probabilidad de decremento debido a la causa j entre el tiempo ¢
y t+ dt,

t
[ frats.ids = PO <T < 01 (7 =) (1.7)
0
expresa la probabilidad de decremento debido a la causa j antes del tiempo
b,y

i/bfT,J(f,j)dt:P[a<T§b] (1.8)

expresa la probabilidad de decremento debido a todas las causas entre el

tiempo a y b.
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La probabilidad de decremento antes del tiempo ¢ debido a la causa j,

descrita anteriormente, tiene un simbolo especial

t
tqg(cj) = / fr.a(s,5)ds t>07=L2...,n (1.9)
0

que ilustra el uso del indice para representar la causa del decremento.

Para fr y Fr, se tiene que

) =2 fra(tJ) (1.10)

- [ 565 (111)

Las notaciones introducidas en la seccion 1.1, pueden extenderse para
acomodar la variable aleatoria T'. Se utilizara el indice (7) para indicar que

una funcién se refiere a todas las causas, o fuerza total del decremento, asi

obtenemos
tqg(f)—P[T<t /fT
w7 =P[T>t]=1—,¢{"
(1) _ _fr@®)
pa (t) = 1—Fr(t)
_ 1 . d (n
- poattde
_ 1 d <1 _ ))
tpg) dt t Pz
_ 1 d ()
- (1) dt tlzx
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Y por otro lado,

t (1)
7 = ¢~ Jona (s)ds

En sentido estrictamente matematico, estas funciones para 7' son idénticas
a las descritas en el capitulo anterior; la diferencia esta en la interpretacion
que se les da en las aplicaciones.

Por ejemplo, probabilidad de decremento debido a la causa j antes del tiempo
t dada por la ecuacion 1.6 puede analizarse condicionando la supervivencia

en el estatus al tiempo ¢, de esta forma tenemos
fr(t,j)dt = P[T > t|P[(t <T <t+dt)n(J =j)|T >t (1.12)

La férmula de fuerza total de decremento, nos sugiere definir la fuerza de

decremento debido a la causa j como,

| g
P9 = %%%%
() (1.13)
s

La fuerza de decremento a edad z + ¢ debido a la causa j tiene una
interpretacion de probabilidad condicional. Es el valor de la f.d.p. condicional
conjunta de T'y J en x + t, dada la sobrevivencia en x + t.

Entonces la expresién 1.12 puede reescribirse como
fr(t, 5)dt =, pi7 uld (t)dt t>0,j=1,2,....n (1.14)

En palabras
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permanezca en el grupo, de que el decremento X ocurra
entre el tiempo t y t+ dt
debido a la causa j

entre el tiempo t y t+ dt

/La probabilidad de decremenzo’\ [ la probabilidad de que x| [ la probabilidad condicional, i (¢).
debido a le cousa j ) ( )

. hasta el tiempo t..piF. |

Por otro lado, al diferenciar

() — t
tdy /OfT(S)

obtenemos,

. d
Jra(t,j) = T g

pero segln la ecuaciéon 1.13

i fT,J t?j
() = I187)
tPx
. 1 d .
@) — — =2 ()
= 15’ (1) O 145 (1.15)

Por otro lado, también se tiene que la fuerza total de decremento, es la

suma de las fuerzas de decremento debido a las m causas, esto es,
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, d ,
p () = —2npl)
_ 1 d o)
— tlx
wi7) dt
1 d ( ()
= (1 — ips )
i) dt
_ 1 d =
- p(r) dt td=
the (1.16)
1 dic-m ()
= pn Z': tqx
tpgpdt( = >
_ 1 m i (4)
tPx
_oxm 1 d (J))
2321 <tp§f) aitdz

= 2721 Mgcj)(t)

Podemos resumir las definiciones presentadas hasta aqui expresando las f.d.p.,

conjuntas marginales y condicionales en notacién actuarial:

fra(t.g) = o ud(t) (1.17)
fr(t) = D ulD(t) (1.18)

Recordemos que al principio de la seccion, la ecuaciéon 1.9 dice que

t
9 = / Fros(s,)ds
0

usando la ecuaciéon 1.17 se tiene que

t
g = / 200 (5)ds (1.19)
0
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1.3. Planteamiento de un problema

Suponga que se tiene un grupo de 100 personas, sujetas a dos posibles
causas de salida, y a dichas personas se les pagara $10,000 si en el plazo de
un ano mueren o se invalidan. La probabilidad de muerte es q;;(m) = 0,6 en
tanto que la probabilidad de invalidez es q;;(i) = 0,4. Se quiere saber cudl es
el nimero y monto de los pagos que se haran.

A simple vista parece algo trivial, lo primero que se ocurre es calcular por

separado el niimero de personas que se invalidaron y el niimero de personas

que fallecieron sumar las cantidades y obtener lo que se pide, esto es

& 104 = (100)06) = 60

d? =17¢ = (100)(0,4) = 40
Ntmero de pagos:100

Monto de los pagos: $1, 000, 000

Sin embargo este resultado no nos convence, por el simple hecho de que
se le estaria pagando al 100 % de nuestro grupo. Esto nos invita a pensar que
tal vez, este problema no es tan sencillo como creimos al principio; dada la
poca fiabilidad de nuestro primer resultado buscamos otras opciones.

Un razonamiento mas acertado seria primero calcular el niimero de per-
sonas que fallecieron, una vez descartadas del grupo, calcular de los restantes

los que se invalidaron, esto es

A& =104 = (100)(06) = 60
& =060 = @04 = 16
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Niamero de pagos:76
Monto de los pagos: $760, 000

Este resultado ya suena convincente, pero qué pasa si primero calculamos
las personas que se invalidan, las descartamos del grupo y luego calculamos

los fallecimientos, obtendriamos lo siguiente

4 =10¢ = (100)(04) = 40
d™ =17¢™ = (60)(0,6) = 36

Ntmero de pagos:76
Monto de los pagos: $760, 000

. Qué esta pasando?, ;Cual resultado es el correcto?, suponiendo que el
resultado correcto sea 76 pagos con un monto de $760,000, ;Cual procedi-
miento es el correcto?

Comparemos las tres opciones usando la Tabla 1.1

Vayamos descartando las opciones por medio de los errores que podamos
encontrar. En el primer procedimiento el error consiste en que en e | segundo

paso no podemos tomar 1\

= 100 ya que nuestro grupo original ha tenido
60 salidas, de modo que para el segundo paso hay que considerar lg) = 40,
por lo tanto la primera opcién queda descartada.

Para la segunda opcién ya se toma en cuenta las salidas del grupo por
la causa de muerte, pero ;qué pasa si algunas de las personas que estamos
contando dentro del grupo de ’las salidas por muerte’se invalidaron antes de

morir? Con este modo de calcular las salidas del grupo, estamos pensando

que ninguna persona que salié por la causa de muerte estaba invalida.
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Opcion Segundo Numero | Monto
paso pase de pagos | los pagos

1"‘] :mJ dm 1"‘] ru-J 100 31.000000

—1[)[)1:[)6 —IﬂDtD:l-

2 d(m} _ EI:*r}' r(m} d':'} _ EI:*r}' r(:} 76 $760,000

—‘lDD*Dﬁ —4[}*[}4-

G _ @, D ) _ @ itm)
I I TR e 76 $760,000

x

=100 = 0.4 = 60 + 0.6
=40 = 36

Tab. 1.1: Tabla comparativa

Analogamente para la tercera opcién, tomando en cuenta el grupo original
de personas sujetas a las causas de salida, se esta pensando que para calcular
las saldas por invalidez no ha ocurrido ninguna salida por muerte.

Esto significa que para la opcién 2, estamos condicionando a que primero
tendrian que ocurrir todos los fallecimientos, y en el grupo restante de-
berian ocurrir las salidas por invalidez; mientras que en la opcién 3 condi-
cionamos a que primero ocurran todas las salidas por invalidez, y en el grupo
restante ocurran solamente fallecimientos. Pero claramente esto no ocurre en
un grupo, las salidas por invalidez o muerte no siguen estos patrones, se dan
aleatoriamente’.

Las causas de salida, muerte e invalidez, son dos fenémenos que estan
actuando simultaneamente sobre el grupo, el error en la opcién 2 y 3 consiste

en que los estamos tratando como si primero actuara uno y luego el otro.
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Asi es que tenemos que encontrar el modo en que se considere este ‘efec-

/

to covarianza ’, en otras palabras, la tasa de salidas por muerte q,r(m) debe
considerar el ‘efecto de salida por invalidez’, mientras que la tasa de salida
por invalidez q;(i) , debe considerar el ‘efecto de salida por muerte’, a este

fenémeno se le llama ajustamiento de tasas.



2. METODOS DE AJUSTAMIENTO DE TASAS

En innumerables ocasiones, el estudio de un cierto fendémeno involucra
la observacion simultanea de dos o mas variables aleatorias y es de interés
conocer cOmo varian conjuntamente. Tal es el caso del problema del capi-
tulo anterior; considerando un grupo de personas sometido a 2 causas de
eliminacién, hemos notado que se produce un efecto de dependencia entre
dichas causas, lo que afecta el calculo de las probabilidades de salida. En este
capitulo estudiaremos distintos métodos para calcular las probabilidades de

salida en un grupo cuando se tienen n posibles causas de eliminacion.

2.1. Método 1

Establezcamos dos hipotesis de partida:
1. Utilizaremos so6lo dos posibles causas de salidas, causa ¢ y causa j.

2. Cada una de las causas de salida afectarad a la mitad del colectivo no

afectado por la otra causa de eliminacion

Ahora, mediante la siguiente representacion geométrica se ejemplifica la relacion

entre las probabilidades, incorporando las hipotesis. Cada una de las areas
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puede interpretarse de la siguiente forma:

= P indica la probabilidad de que el individuo de edad x no se vea afec-
tado por ninguna de las causas de salida del grupo, siendo la superficie

correspondiente:

P=(1-¢"M(1-q)

» S/ indica la probabilidad de que el individuo salga del grupo por la

causa 1, de forma que:

S =g, (1 —q,")
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= 5% indica la probabilidad de salir por la causa j, de forma que:

5 =490 - )

T

Finalmente, en el cuadrante superior derecho tenemos la probabilidad de que
el individuo salga del grupo por cualquiera de las dos causas. En funcion de
la hipotesis considerada, en la mitad de los casos la salida se producira por

la causa i, y la otra mitad por la causa j, de forma que:

g _ qx(i) qx(j)
’ 2
g _ qx(i)qw(j)
g 2

La probabilidad independiente de eliminacién por la causa ¢ es, en funcién

de la representacion grafica dada, igual a
¢\ = S!+S; + 5,

de manera que,

— ¢ M- = 54 S
— O (1-340) = s,
Por tanto la probabilidad dependiente de eliminacién por la causa ¢, denotada

por qg(f), podré calcularse a partir de las probabilidades independientes q;(i)

y q;(j ) , de la siguiente forma:
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. (i 1.
{qg@ 0 (1 _ éqx(3)>] (2.1)

De forma analoga para la segunda causa de salida, q;(j) =S+ 5+ S

= ¢ -5 = S/ +5;

— g Si+S;

. 1(a 1 (s
99 (1-349) -

Este método resulta muy intuitivo, sin embargo, si tenemos mas de dos decre-
mentos, dificilmente podriamos generalizarlo, asi que tendremos que recurrir

a un método que no tenga esta limitante.

2.2. Método 2
Foérmula de ajuste bajo el supuesto de distribucién uniforme de
decrementos miiltiples.
Como hipoétesis tenemos que la probabilidad de cada decremento se dis-
tribuye uniformemente durante el ano, esto es
@B = tq Viel<t<l1
lo que implica que

) =1 —tq Vieo<t<l1



2. Métodos de ajustamiento de tasas 38

También usaremos que

! k‘ d ! /
tp;z(k)l’b:s:—ztl = E <_tpz(k)> = qz(k)Q

1
0.(k) = / 2O, de
0

Primero daremos el desarrollo del modelo, cuando se tienen s6lo dos posi-

bles causas de salida la causa 1 y la causa 2. Entonces para qg(cl) se tiene:

! ugﬁtes la fuerza de decremento de la causa k de una persona de edad = + ¢

ug;k)(t) es la fuerza de decremento de la causa kde una persona de edad x en el tiempo ¢

k
ol = @)

2 Esta igualdad es valida pues,
d ’ d ’ ’
7__w0:7twplz (k)
dt( tPe dt(ql ) @

Por otro lado
® _ Jr@)@)

u®, = _JT@0 (k) )
ot 1-— FT(m) (t)

= fr@ () = 0" tais

pero

d d d /
DL A (5 . B (5 W ()
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= fo s’

1 T
f() tpg? ):ugcl-l)—t dt

(1)

2
Mm+t tp( )dt

= f0<1—tx )dt

EE [

2 /(2
tqz()]

Del mismo modo, se obtiene qg(f).

Asi que

! 1 !
¢V = ¢V (1 - 5%52))

¢ =

o

1,
1— —g M
2%)

(2.3)

(2.4)

Supongamos ahora, que tenemos tres causas de salida denotadas por los

nimeros 1, 2 y 3. El desarrollo de ¢,

qg) = fo tp(T):ux-i-tdt

(1) g

= i i i, o Pt
= fol qx(l) fol <1 - tq;(2)> (1 - th ) dt
= RO (1=t (¢ 4 ) e (¢

O (4 g

(q()+q(3)> —l—%(q( )qx(3)

'(3)

qx

)

I( )) —l—% <q;( ) ;(3)”0

)
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De modo que

’ [ 1 ’ ’ 1 / / |

Siguiendo el procedimiento anterior para las causas 2 y 3 obtenemos,

/ [ ]. ! / 1 / / T
0@ =P |1-5 (a2 + ) + 3 (¢0) (2.6)
y
/ [ 1 ! ! 1 ! ’ T

Ahora, usando este método, daremos una generalizacion de la formula de
ajustamiento, es decir suponiendo n causas de salida. Al existir n causas de
eliminacion y tomando la causa 1, la féormula de desarrolla de la siguiente

manera:

1 T
) = fy o)t

1 (1 1 (2 (3 "(n—1 "(n
=/ a1, P i ™M dt

= fol Qz(l)tpr(z)tpm(g) o ~tpac(n_1)tpm(n)dt

=V fy (1= 1a?) (1= (1) (1= ) e

= ¢V [T 1 —tC + 2Co + ..+ (1) Oy + (— 1))

’ q n n 1
= ¢! [ B %01 + §C2 +o ()T (_1)7“;1: Cn}o

= Qw(l) [1 - %01 + %CQ +...+ (_1)71_1%0”*1 + (_1)nn+k10”]

Donde C}, denota la suma de los productos de probabilidades q/zo asoci-

adas a k causas de salida simples -distintas unas de otras-, formando dichos
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productos, a partir las probabilidades asociadas a cada uno de los elementos
de los conjuntos que se pueden formar al seleccionar k causas (distintas) de
entre un conjunto de n — 1 causas posibles.

De este modo,

C7 denota la suma del producto de n — 1 elementos tomados de 1 en 1.
C5 denota la suma del producto de n — 1 elementos tomados de 2 en 2.
C5 denota la suma del producto de n — 1 elementos tomados de 3 en 3. :

C,,—1 denota la suma del producto de n-1 elementos tomados de n — 1 en

n — 1.

C _ n—1\~n "(4) '(5)
2 D ia Zj:i-‘,—l 4z Gz
n—2 x—~n—1 n ") () "k
Cs = Yis j=i+1 Zk:j+1 qrv( )qw(])qa:( : (2.8)

De este modo, se tiene que la féormula general para el ajuste de tasas es:

/ 1 1 1
¢t =gV |1~ 501 + 302 +.ooF (‘Un_lg w1+ (=1)" Cn| (29)

n+1
Anélogamente para qg(f), coni=2,3,...,n.

Cuando las probabilidades independientes son pequenas, la formula puede

prescindir de los términos que contemplan productos de dos o mas elementos
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sin que haya un error importante, pudiendo en ese caso aplicarse la formula

COmo:

: 1=
¢ = ¢ [1 —52 4! )] (2.10)
1=2

2.3. Método 3
Formula de ajuste bajo el supuesto de fuerza de decrementos
miiltiples constante
Tomemos como hipoétesis que para cada ano de edad se cumple que la

fuerza de decremento para la causa k y para el decremento total 7 es cons-

tante, esto significa que:

k k

uly = ud telo,1)

Tenemos lo siguiente:

k 1 (1) (k
0’ = Jo ot

WD e (7 (k)
Z;T) o tPz "M dt

(k)

1 T T
= 5 Jo 7 i7dt

P ()
= mdz
Hx

Pero por otro lado, bajo nuestra hipotesis, sabemos que en el transcurso de
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cada ano
ngk) = = lnp;”(k) 3
M;T) _ lnp;(;)
Asi,
k —1 ;(k) T
qé ) HP(T) 3(0 )
—Inpy
(k) /
= qu) lnpg) = lnpx(k)
gz
(k) , (1)
4z /‘h ’
(k) , (1)
4z /Qz ’
L ()
(k) ; (1)
qx /qz ’
= (1-47) — (1-4)
(k) ; (1)
qx /QI ’
- kl ) ] ~1=—a"
(k) , (1)
’ qx /Qz
= M =1- [(1 - qéT)) ]
Finalmente,

. *) /()
g® =1 {(1 gy } (2.11)

es otra formula de ajustamiento, que resulta aplicable ya que relaciona las

probabilidades independientes de salida con las probabilidades dependientes.

2.4. Método 4

3 Este método no es aplicable si px(k) o pgf) son iguales a cero, en cuyo caso resulta

conveniente buscar otro método.
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Formula de ajuste bajo el supuesto de distribucién uniforme de

decremento absoluto.

Ahora tomemos como hipotesis que la probabilidad de salida dependiente
para la causa k, asi como la probabilidad total de salida tienen una distribu-

cion uniforme en el intervalo (z,z + 1), esto es:
tq;f) = tq;,(T) Viteld<t<1

Por otro lado, recordemos que

(k) 1 d (k)
Bote = —7 In tqz
i) dt
1 d (k)
= ———Intg
) dt (2.12)
k
_ g
e

) (k
= ¢® = PO,

y también

(k) _ g
oy tt 1 g
_ ¢
1-tq”)

Recordando que

1
/ k
P = exp [— / M:(v—ztdt:|
0
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Se sigue que,

" = [exp( Jy Tt

ow |1 (1= )]}

{ [ ( ) qg;k)/qgvﬂ]}
= exp 1 — Qx )

k) (7)

/
= 1- [(1—q(T)) N ]

Y de esta manera, nuevamente llegamos a la formula deducida bajo el supuesto

de fuerza de mortalidad constante.

2.5.  Algunas propiedades de las tasas ajustadas.

Las tasas de decrementos ajustadas cumplen algunas propiedades, bési-

camente son relaciones entre las tasas ajustadas y las tasas brutas.

Propiedad 2.5.1: La probabilidad total de permanencia en el grupo es igual
al producto de las probabilidades simples de permanencia. Para que (z) per-

manezca en el grupo, necesita “superar’cada causa de eliminaciéon. Esto es,

tp(zT) = H tp;(i)
=1
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Demostracién.

) = el @]

= ¢ {_ o (2211 u&”(s))ds}

oS (g ) ()ds) |

(2.13)

_ e{— Ju&”(s)ds}e[— Jy 12 (s)ds) ...e[_ ™ (s)ds

e tpx(l)tpx(Q) . tp;c(m)

= H;il tpx(i)

Propiedad 2.5.2: La probabilidad total de salida en el grupo es igual a la

suma de las probabilidades ajustadas de salida. Esto es,

m

a7 =g

=1

Demostracion.
) = [y fr(s)ds
Jo (00 fr.a(s, 9)) ds
= 30 (fo fro(s.d)ds)

= 221 tqﬂ(ﬁi)
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Propiedad 2.5.3: La probabilidad de permanencia total en el grupo es menor
que la probabilidad simple de permanencia.

Es logico pensar que la probabilidad de permanencia en un grupo sujeto a
n causas de eliminacién serd menor que en un grupo sujeto tnicamente a 1
causa de eliminacién.

o <ipl)

Demostraciéon. Sabemos que

Htp/x(i) <t p;;(i)
i=1
pero
2 =T
=1

= pg) < p;;(i)

Propiedad 2.5.4: Para cada decremento, la probabilidad ajustada de elimi-

naciéon es menor que la probabilidad bruta de eliminacion.

()

1qb ')

St qx

Demostraciéon. Sabemos que

t
1 :/ fr(s,5)ds

0

t
V) = / Fol(s)ds
0
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pero,
fra(s.g) = 0 ud(s)
fr(s) = sp;c(j)lux(s)

y usando la propiedad anterior

fr.a(s,5) < fr(s

:>/ij8] /fT

2.6. Solucion al problema

Una vez que hemos estudiado distintos métodos para ajustar las tasas,
retomemos el problema planteado en el capitulo anterior.

Suponga que se tiene un grupo de 100 personas, sujetas a dos posibles
causas de salida, y a dichas personas se les pagara $10, 000 en caso de muerte
o invalidez de las mismas en un ano. La probabilidad de muerte es q;(m) = 0,6
en tanto que la probabilidad de invalidez es q;c(i) = 0,4. Se quiere saber cuél
es el nimero y monto de los pagos que se haran.

El nimero de pagos esta dado por el niimero de personas que salen del

grupo debido a invalidez o muerte, esto es,

dg) = lg * q(T)

T

pero

0t = ¢ + g™
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por lo que el problema se reduce a ajustar las tasa. Asi,

Op- qlﬁz‘)( _%qﬂ;m)) dm o= g (1_%%@))
= 04(1-3(0,6)) = 0,6(1—3(0,4))
= 0,28 = 0,48
. ¢" =0,76
Entonces
a0 = 1wl
= 100%0,76
= 76

De modo que se deberan hacer 76 pagos y el monto total de éstos sera de
$760, 000.

En el capitulo anterior observamos que las causas de salida son fenémenos
que actian simultdneamente en el grupo, y obtuvimos resultados erréneos
pues los tratamos como si fueran eventos que actiian de forma independien-
te. Retomemos los resultados obtenidos en el capitulo anterior para hacer
algunas observaciones. Ver Tabla 2.1

En este ejercicio el monto de los pagos no cambio, sin embargo las opciones
2 v 3 muestran que la composicion de las salidas cambia dependiendo de la
tasa que apliquemos primero, en otras palabras, depende el fenémeno que se
observe primero; ahora sabemos que ese tipo de razonamiento es erréneo y que
las tasa ajustadas ya consideran que los fenémenos actian simultineamente;
teniendo eso en cuenta no importa el orden en que se calculen el niimero

de salidas, éste no debe modificarse, si primero calculamos por separado el
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£760,000

Tab. 2.1:

ntimero de salidas por cada evento y luego los sumamos, esto es

Por otro lado

49 =10 g
4 =10 s g
Pero las tasas ajustadas son:
¢’ =028 ¢ =048
Esto significa que el nimero de salidas del grupo debido invalidez es
df) = 28

mientras que por fallecimiento es
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Por lo tanto el niimero total de pagos es 76 y el monto de los pagos es
$760, 000.

En la dltima fila de la siguiente tabla muestra la composicion final del niimero
de pagos, que claramente cambié debido a que la tasa ajustada de muerte
considera el efecto de dependencia del evento invalidez mientras que la tasa
ajustada de invalidez considera el efecto de dependencia del evento muerte.

P el ] e
1 60 40 100

£100,000

60 16 76 $760,000
36 40 76 $760,000
48 28 76 $760,000

Tab. 2.2:



3. LOS MODELOS DE SUPERVIVENCIA

Ya sea que estemos hablando de seres vivos u objetos, el objetivo principal
de la Teoria de Decrementos Miltiples es el estudio del tiempo de permanen-

cia en el grupo, y para ello vamos a hacer uso del Andlisis de supervivencia.

3.1. El analisis de supervivencia

El objetivo del Andlisis de supervivencia es el andlisis y la prediccion
de tiempos de duracién de una determinada situacion. El término de dicha
situacion viene marcado por la ocurrencia de un determinado suceso. En
particular la vida de una persona u otro ser vivo finaliza con la ocurren-
cia del suceso “muerte”. Precisamente de aqui proviene el nombre de analisis
de supervivencia y se utiliza ampliamente en ciencias de la salud y de la
naturaleza. La duracién de una méaquina viene marcada por la ocurrencia
del “fallo”de la maquina. En este caso el analisis de supervivencia recibe el
nombre de teoria de la fiabilidad, y el anélisis estadistico toma un enfoque
ligeramente distinto. Como es obvio, las aplicaciones de este tultimo caso se
centran en la ingenieria.

Sin embargo, las aplicaciones no se reducen solamente a los casos citados.
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También las ciencias sociales y econémicas utilizan esta herramienta en es-
tudios como la permanencia de una persona en un determinado puesto de
trabajo, duracion de una empresa, tiempo que una persona tarda en realizar
una tarea en un experimento psicolégico o tiempo de vida de una generacion

de ordenadores, entre otros muchos ejemplos que podrian citarse.

3.2.  El modelo de supervivencia

Resumiendo lo mencionado en el apartado anterior, podriamos decir que

los conceptos fundamentales en el analisis de supervivencia son los siguientes:

1. Momento inicial v origen, a partir del cual se hara la observacion de

determinado fen6meno.

2. Momento terminal, en el que ocurre el suceso de interés, y que no es

necesariamente “muerte”.

Asi, podemos definir una variable aleatoria T que denote el tiempo que
transcurre entre el momento inicial (diagnostico de un cancer, operacion
quirargica, etc.) y la ocurrencia de un suceso que marque el momento ter-
minal. De esta forma podemos decir que un modelo de supervivencia es una
distribuciéon de probabilidad para una variable aleatoria, en este caso, para
T.

Suponga que una unidad de aire acondicionado esta operando en un labo-

ratorio cuya temperatura es muy elevada. La unidad empieza a funcionar en
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el tiempo t = 0, y estamos interesados en conocer la probabilidad de que la
unidad adn esté funcionando en un tiempo futuro ¢t. En este caso la variable

T denotara el tiempo que la unidad permanecera funcionando.

Como otro ejemplo, considere un estudio sobre animales inyectados con
una sustancia cancerigena. La inyeccion constituye el evento inicial que define
el tiempo t = 0. En este caso, estariamos interesados en observar el patron de
supervivencia de estos animales como una funcién de tiempo desde el evento
inicial.

En ambos casos T expresa un tiempo de fallo; en la primera situacion es
el momento en que deja de funcionar la unidad, mientras que en el segunda
es el momento en que fallece el animal. También en ambos casos estamos
interesados en la probabilidad de que el sujeto de estudio (persona o cosa)
permanezca en el estado bajo el cual se esta estudiando en el momento ¢. Tal
probabilidad la denotaremos simbdlicamente por S(t).

En los ejemplos anteriores, la edad del sujeto de estudio no es de interés
para nosotros, ademas de que puede no ser conocido. La razén de esto es que
creemos que la oportunidad de fallo, al ser una funcién del tiempo, depende
de las condiciones de estudio y no de la edad del sujeto en cuestion. Por esta
razon usamos la notacion S(t).

La mayoria de los casos donde el tiempo de fallo es visto como una fun-
cion de tiempo desde el evento inicial, y no de la edad del sujeto de estudio,

esta relacionado con objetos mecanicos o animales de laboratorio. Por otro
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lado, en casos de patrones de sobrevivencia relacionados con humanos, espe-
cialmente aquellos de interés para el estudio de los actuarios, se reconoce que
el tiempo de fallo esta relacionado con la edad del individuo. Sin embargo,
debemos reconocer que en algunas situaciones la naturaleza del grupo de es-
tudio es tal, que la edad es de menor importancia comparada con el tiempo
desde el evento inicial. Por ejemplo, considere un estudio donde nos interesa
conocer la supervivencia de personas que han sido diagnosticadas con cier-
ta enfermedad y han comenzado un tratamiento para tal enfermedad. Si el
tiempo t = 0 es la fecha del diagnoéstico, podemos interesarnos en medir la
supervivencia de tales personas como una funcién de tiempo desde ¢t = 0,
solo si creemos que las condiciones de salud (y el programa de tratamiento)
afectaria la supervivencia de una gran rango de personas, pues en tal caso la
edad es irrelevante. De modo que deberiamos adoptar de nuevo como funcion
de supervivencia a S(t).

Para cualquiera de los ejemplo anteriores nos interesara obtener medidas
como el tiempo medio de supervivencia, la variabilidad de esa medida, la
probabilidad o el riesgo de muerte cuando ha pasado un cierto tiempo después
de la operacion (en el caso de la persona) o la probabilidad de que la unidad
de aire acondicionado permanezca funcionando en un tiempo futuro z, etc.
Es decir, nos interesara el estudio de la distribucion de probabilidad de la

variable T
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3.2.1. Modelos de supervivencia actuarial

Los tres ejemplos mencionados en la seccion anterior ilustran casos que
son de interés primario para la ingenieria, la estadistica clinica y la bioes-
tadistica. Destacamos la idea que, en tales casos, la edad actual de cada
individuo en el grupo de estudio no es de importancia y puede incluso no
ser conocida. En contraste, los modelos de supervivencia actuarial, para el
uso en operaciones de seguro o esquemas de pensiones, deben reconocer en
primer lugar, la edad, dado que consideramos la funciéon de supervivencia
como una funcion de edad. Ambas versiones de los modelos de supervivencia

seran estudiados.

EI modelo selecto

Considere un modelo de supervivencia que sera usado para hacer calculos
de seguros de personas seleccionadas en la cobertura de un seguro a edad z.
Podemos notar que la emision de seguros constituye el evento inicial, definien-
do asi el tiempo t = 0, el modelo da probabilidades de atn estar vivo en un
tiempo ¢ cualquiera. Por ejemplo, pensando en términos de la funcion S(t),
tenemos entonces que S(10) da la probabilidad de supervivencia en el tiempo
t = 10 (probablemente medido en anos). Pero seguramente aceptariamos que
S(10) debe tener un valor diferente si x = 25 cuando ¢t = 0 que si z = 55
en ese tiempo. En otras palabras, en tales casos S(t) por si solo es insufi-

ciente para nuestras necesidades. Necesitamos una funcion S(t) que dependa
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de una u otra forma del valor de x cuando t = 0. En tales casos usaremos el
simbolo S(t; z). En este contexto, la edad de la seleccion, z, es llamada vari-
able relacionada. La edad x no es la tnica variable relacionada que se sabe
tiene una influencia en la supervivencia. Otra variable importante es el sexo,
que también puede estar reflejada en modelos de supervivencia para hombres
y para mujeres. Incluso otro ejemplo seria fumadores contra no fumadores.
Si un modelo de supervivencia fuera disenado para reflejar estas variables,
asi como la variable de tiempo de la seleccion, entonces usariamos el simbo-
lo S(t;z, h, f), que denota el modelo apropiado para observar el patron de
supervivencia de un grupo de hombres fumadores de edad z. Mas adelante
discutiremos acerca de este tipo de modelos. Por el momento, estamos con-
centrados en introducir la idea de que un factor distinto al evento inicial,
puede afectar la supervivencia, y que la edad alcanzada en el evento inicial

(o momento de la selecciéon) es un evidente ejemplo de esto.

El modelo agregado

Ahora consideremos es caso especial donde el evento inicial, definiendo el
tiempo t = 0, es el nacimiento de una personas cuyas probabilidades de su-
pervivencia estan dadas por S(t). Entonces, usando = como la edad cumplida,
tenemos que x = 0 cuando t = 0, asf la edad cumplida y el tiempo transcurri-
do correran juntos. En este caso, podemos usar x o t como variable principal.
Usando como variable x, las probabilidades de supervivencia estaran dadas

por una funcion llamada S(z), + > 0, con S(0) = 1y S(z) — 0 cuando
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x — 00.

En este caso, la variable X es claramente la edad de fallecimiento
o la variable que mide el tiempo futuro de vida justo como T era el
tiempo de muerte (o tiempo de fallo). Debe quedar claro que S(z) y S(t) son
realmente la misma funcién. De esta manera, podemos estudiar propiedades
matemaéticas de cualquiera de ellas. Sin embargo, usaremos ambos simbolos
y dejaremos clara la diferencia entre el uso de ¢ y el uso de =x.

Para resumir, cuando la edad de los sujetos cuyas probabilidades de su-
pervivencia estén siendo estudiadas no sea un factor importante, ya que la
supervivencia es vista so6lo como una funcién de tiempo, usaremos la funcion
S(t). En el caso especial de patrones de supervivencia de seres humanos con

fecha de nacimiento usaremos S(z).

3.3. Formas del modelo de supervivencia

Hasta este momento nos hemos referido a la funcion S(t) -o S(x)- con-
ceptualmente, sin ser especificos sobre su forma. Desde que nos referimos a T’
como una variable aleatoria de una sola variable, es razonable pensar que se
tenga una distribucion en mente, como la binomial o la exponencial, y este
es frecuentemente el caso. Cuando las probabilidad de supervivencia, S(t),
estan dadas por una formula matemaética, decimos que S(t) esta en forma
paramétrica. Este nombre se debe a que los valores de S(¢) dependeran

de uno o méas pardmetros, asi como de t. Por ejemplo, si T es una variable
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aleatoria distribuida exponencialmente, S(t) = e *, X es un parametro en
el modelo de supervivencia. Algunos modelos paramétricos seran revisados
méas adelante.

Tradicionalmente, los modelos de supervivencia actuarial no han estado
en forma paramétrica. La forma de S(z) es muy compleja como para ser
representada adecuadamente por una distribucion de un solo parametro (co-
mo la uniforme o la exponencial). Buenas representaciones son dadas por las
distribuciones de Gompertz (con dos parametros) o Weibull y mejor atin por
la distribucion de Makeham (con tres parametros).

Aunque estas distribuciones han tenido algunos usos como modelos pa-
ramétricos de supervivencia, la profesion actuarial ha tendido a favor de los
modelos tabulares sobre los paramétricos. Un modelo de supervivencia
tabular es aquel en el cual los valores de S(t) son representados por ciertos
valores de x, mas comtinmente los enteros. En otras palabras es una tabla de
nimeros, de la cual proviene su nombre.

Por otro lado, si un modelo tabular representa los valores de S(x) solo
con x =0,1,2,..., entonces el modelo es ineficiente para dar valores cuando
r no es un entero. Para superar esta deficiencia, es usual hacer supuestos
o hipotesis acerca de la forma de S(z) entre niameros cercanos. Cuando tal
hipotesis, llamado supuesto de distribucién de mortalidad, aplica al
modelo tabular, entonces S(z) es definida para todo = > 0, y cualquier
calculo que puede ser hecho en un modelo paramétrico, puede ser hecho

ahora desde el modelo tabular con supuesto de distribucion.
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El modelo tabular actuarial de supervivencia tiene muchos anos en préc-

tica y se conoce comunmente como tabla de vida o tabla de mortalidad.

3.4. Funcién de supervivencia

La variable aleatoria que estamos considerando, llamada T, es definida
para ser el tiempo de fallo, entonces la probabilidad de que el tiempo de
fallo sea mas tarde (matematicamente méas grande) que el valor de ¢, es

formalmente,

S(t) = P(T > t) (3.1)

Por la naturaleza de T, es claro que es una variable aleatoria positiva, esto
es, T'> 0, asi S(0) = 1y S(¢) es una funcién decreciente asi que tliriloS(t) =0
Ahora, si T es el tiempo de fallo de un “ente’que existe en el tiempo ¢t = 0,
entonces 1" puede interpretarse también como el tiempo futuro de vida de este
ente. Es importante notar que estamos interesados en la supervivencia del
ente o sujeto de estudio como una funcion de tiempo, desde un evento inicial
el cual ocurre en el tiempo ¢ = 0. En los casos mencionados anteriormente,
los eventos iniciales comienzan cuando la unidad es probada bajo ciertas

condiciones y cuando el paciente ha salido de la operacion.

3.5. La distribucion de T

Antes de empezar el estudio de la estimacion del modelo de supervivencia,

necesitamos desarrollar un completo entendimiento de la naturaleza de los
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modelos de supervivencia. Ya que un modelo de supervivencia es un tipo
especial de distribucion de probabilidad, la mayor parte del material de este
capitulo sera familiar si se tiene un buen conocimiento de la probabilidad.
En las secciones anteriores decidimos definir y describir un modelo de
supervivencia en términos de la funcion S(t), la cual representa P(T > t),

donde T es una variable aleatoria que denota el tiempo de fallo.

3.5.1. La funcién de densidad de probabilidad

Para comenzar el estudio de la distribuciéon de probabilidad de 7', supon-
gamos que tenemos un grupo de estudio, en el cual 7" indica el momento en
el que ocurre la salida de un integrante del grupo debido a la ocurrencia de
un determinado suceso.

T es continua ya que en principio cualquier tiempo puntual es posible,
aunque en la practica muchas veces se utilicen tiempos discretos, por ejemplo
dias o anos. Unos intervalos de tiempo seran mas probables que otros y,
asi, la correspondiente distribucién de probabilidad vendra determinada por
una funcion de densidad mas grande en los momentos mas verosimiles, por
ejemplo entorno a la media. La Figura 3.1 muestra una funcion de densidad
que podria representar una distribucién de tiempos.

Para el caso de variables aleatorias continuas, la funcidn de densidad de

probabilidad (fdp),f(t), es definida como la derivada de F'(t). Entonces,

£ = Lpe) = —%S(t), t>0. (3.2)
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Fig. 3.1: Funcién de densidad

Consecuentemente, es facil ver que

P = [ ' F)dy, (33)

S(t) = / " fy)dy. (3.4)

3.5.2. Funcién de distribuciéon acumulada

La funcidn de distribucion acumulada (fda) medira la probabilidad de
que ocurra el momento terminal antes de llegar a un determinado tiempo ¢,
en otras palabras la probabilidad de que la variable tome valores menores o
iguales a t. Esto es,

F(t)=P(T <t) (3.5)

Graficamente esta probabilidad corresponde con el area bajo la curva de

densidad desde el tiempo cero hasta el instante ¢.
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fit)

Fig. 3.2: Probabilidad como &rea: el area sombreada corresponderia a la super-

vivencia en el momento t.

Una medida mas optimista y util es la funcion de supervivencia, que
es complementaria de la fda y mide por tanto, la probabilidad de que un

integrante del grupo no salga de él hasta después del instante de tiempo ¢,
S(t)=1-F(t) (3.6)

La Figura 3.2 muestra el area rayada correspondiente a dicha probabilidad.

Evidentemente esta probabilidad decrece con el tiempo.

3.6. Distribuciones analiticas

Para la estimacion de las curvas de supervivencia tenemos fundamental-
mente dos enfoques, que como veremos dan lugar a su vez a modelos especi-
ficos. El primer enfoque es postular una distribucion de probabilidad sobre

la variable tiempo futuro de supervivencia T'. El segundo, que tiene mucha
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mas relacion con el mundo actuarial, supone la construcciéon de una tabla de

mortalidad.

3.6.1. La distribucién uniforme

La distribucion uniforme es una distribuciéon con dos parametros y una
funciéon de densidad de probabilidad constante. Los pardmetros de la dis-
tribucion son los limites del intervalo sobre el cual esta definido, y su fdp es
el reciproco del tamano del intervalo. De esta forma, si la variable aleatoria

esta definida sobre el intervalo [a, b], entonces

A a<t <
flz) =

0, en otro caso.

Para el caso en el que la variable denota el tiempo futuro de vida, a = 0. Por
lo tanto, b es el tamano del intervalo. Cuando esta distribucion es usada como
un modelo de supervivencia, la letra w es usada como parametro, entonces

la distribucién esta definida por

fx) =

1
— 0<t<w
w

Cabe mencionar que la distribucion uniforme, como modelo de supervivencia,
suele no ser apropiada en una intervalo de tiempo grande, al menos como un
modelo de supervivencia humana, aunque es de interés histérico notar que
esta fue la primera distribucién de probabilidad continua sugerida para tal

proposito, en 1724 por Abraham de Moivre.
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3.6.2. La distribucién exponencial

Esta distribucion tiene un solo parametro y es definida por su funcion de

supervivencia

St)=e™, t>0,1>0.

De donde se sigue que su fdp es

d
1) = ——S(t) = \e M
F() = =St = Ae ™,
mientras que su tasa de riesgo es
f(t)
*) S(t) ’

una constante. En el contexto actuarial, donde la tasa de riesgo es llamada
fuerza de mortalidad, la distribucién exponencial es llamada distribucién
de fuerza constante. La distribucién exponencial, con esta propiedad de
tasa de riesgo constante, es usada como modelo de supervivencia para objetos
inanimados, tales como partes de maquinas. Aunque no contemplamos la dis-
tribucion uniforme y la exponencial como modelos de supervivencia humana,
usamos 1T, més que X para expresar el tiempo de fallo. En las siguientes
distribuciones, usamos X para sugerir que son mas usadas como modelos de

supervivencia humana.

3.6.3. La distribucién de Gompertz

Esta distribucion fue sugerida como modelo de supervivencia humana

por Gompertz en 1825. La distribucion es usualmente definida por su tasa
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de riesgo como

Mz)=Bc", ©>0,B>0,c>1

Entonces la funcién de supervivencia esta dada por

S(z) = exp {— /0 ' /\(t)dy] — oxp {3(1 _ Cz}

Inc

La fdp esta dada por
Ax)S5(t)
3.6.4. La distribucién de Makeham

En 1860 Makeham modifico la distribucion de Gompertz tomando la tasa

de riesgo como
Mz)=A+Bc*, 2>0,B>0,c>1,A>-B

Makeham sugirié que parte de la tasa de riesgo a cualquier edad es indepen-
diente de la edad por si misma, de este modo, una constante fue anadida a

la tasa de riesgo de Gompertz. La funcién de supervivencia esta dada por

S(z) = exp {— /Ox(A + ch)dy} ~ exp [15(1 _ ) — Ag

nc
3.6.5. La distribucion de Weibull

Esta distribucion es definida por

MNz) =kz", 2>0,k>0,n>—1
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Su funciéon de supervivencia es

S(z) = exp {— /O ) k‘y”dy] = exp {— .

kl‘n_l

+1

|



4. APLICACIONES DEL MODELO DE DECREMENTOS

En esta seccion describiremos algunas aplicaciones del modelo de decre-

mentos multiples

4.1. Diseno de los planes privados de pensiones

Dentro del trabajo actuarial el uso de los modelos de decrementos multi-
ples en los planes de pension es una de sus importantes aplicaciones. En
esta seccion consideraremos los métodos béasicos utilizados para calcular los
valores presentes actuariales de los beneficios del participante en un plan de
pensiones asi como de sus contribuciones al mismo. Un plan de retiro, pro-
porciona pensiones por edad y servicio o por incapacidad. Para el caso en que
hay separacion del empleo puede haber ya sea, un reembolso de las contribu-
ciones acumuladas por el empleado, o bien una pension diferida. Cuando el
fallecimiento ocurre antes de las otras contingencias, puede pagarse al benefi-
ciario un ingreso o suma global tnica. A los pagos que se realizan para cubrir
los costos de los beneficios se les denomina contribuciones, no primas como
en el seguro, y son pagaderas en diversas proporciones por los participantes

y el patrocinador del plan.
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La filosofia de los planes de pensiones es ayudar a mantener el nivel de
vida de los trabajadores, que por alguna situacién tengan que retirarse de
sus labores; de esta manera un plan de pensién puede ser visto como un
sistema para comprar anualidades vitalicias diferidas (pagaderas durante el
retiro) y ciertos beneficios subsidiarios mediante alguna forma de anualidad
temporal de contribuciones durante el servicio activo. El balance entre los
valores presentes actuariales de los beneficios y los de las contribuciones puede
hacerse sobre una base individual, pero con mas frecuencia se realiza sobre
una base para todo el grupo de participantes. Los métodos para lograr este
balance constituyen el contenido de la teoria de los fondos de pensiéon. Con
respecto a un participante tipico, en este apartado estaremos preocupados
s6lo con la valuaciéon por separado de los valores presentes actuariales de
los beneficios y de las contribuciones del plan. También se presentaran las
herramientas basicas para la valuacion de los beneficios de un plan de pension
y de las contribuciones al mismo.

Para la implementacion de cualquier plan de pensiones es necesario, des-
pués de haber establecido las caracteristicas de éste, el calculo de las aporta-
ciones que seran requeridas para cubrir las obligaciones futuras. Debido a que
las aportaciones como los beneficios, estan sujetos a condiciones contingentes
es necesario realizar los calculos de ambos montos, de tal manera que estos
sean iguales.

El monto de la obligacion total del plan se determina mediante un pro-

ceso matematico de descuento a una fecha preestablecida. Dicho proceso se
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denomina comunmente “valuacion actuarial’y el resultado numérico que se
obtiene se conoce como “valor presente actuarial’que denotaremos por V PA,
ademas éste se calcula de acuerdo con un conjunto predeterminado de hipote-

sis actuariales.

4.1.1. Hipotesis actuariales

Las hipotesis actuariales son el conjunto de supuestos sobre ocurrencias y
eventos futuros que afectan los costos de un plan de pensiones. Estas hipotesis

estan divididas en
= Biométricas y
» Financieras

Las primeras corresponden a las contingencias que puede originar la no per-
manencia de una persona en un grupo de estudio; éstas son invalidez, rotacion
y muerte. Es en este punto donde podemos observar la aplicacion de la Teoria
de Decrementos Miltiples, pues serd necesario utilizar tasas ajustadas.

Por lo que respecta a las hipotesis financieras, éstas corresponden a los
supuestos de tasa de inversion de reservas, llamada tasa de interés técnico 1,
que constituye el fondo para el pago futuro de obligaciones. De forma seme-
jante los planes establecen su revaluacion del beneficio, y éste generalmente se
hace con respecto al Salario Minimo General (SMG) por lo que otra variable

a considerar va a ser la tasa de incremento salarial minima 7,,.
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A continuacion, de describen las principales hipotesis actuariales que se

utilizan en la valuaciéon actuarial.

1. Mortalidad

La valuacién actuarial de un plan de pensiones es afectada por las hipote-
sis que se asuman sobre mortalidad de los miembros activos del plan y los
jubilados. Estas hipotesis, en combinacion con las que se utilicen para es-
timar la rotacién del personal, producen el nimero de participantes que se
encontraran vivos y activos en su fecha de jubilacion. La hipotesis de mortal-
idad, aplicada a los jubilados, define el tiempo en el que deberan pagarse los
beneficios estipulados. Si el plan otorga un beneficio en caso de fallecimiento
antes del retiro, la hipotesis de mortalidad, aplicada a los participantes ac-
tivos servird para determinar el V PA de estos beneficios.

En la seleccion de la tabla de mortalidad debe tomarse en cuenta que la mor-
talidad en grupos de personas activas es mas baja que la mortalidad en la
poblacién en general, ya que en los grupos laborales se requiere un nivel min-
imo de salud para permanecer en servicio activo, mientras que la medicién
de la mortalidad de la poblacién en general incluye a personas de diversas
condiciones de salud. Por otra parte, hay que tomar en cuenta que las tasas
de mortalidad se comportan de manera distinta, dependiendo del sexo, ya

que en promedio, las mujeres viven mas que los hombres.
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2. Rotaciéon

Una parte del grupo activo de participantes en un plan de pensiones
terminara voluntariamente la relacion de trabajo antes de jubilarse y, por
lo tanto, debe estimarse el efecto que tiene. El método més comin que se
utiliza para considerar el efecto de la terminacion voluntaria del empleo de
los participantes, es el uso de una tabla conocida como tabla de experiencia y
servictos, en la que se muestra el porcentaje de participantes elegibles, edad
por edad, que se espera terminen sus servicios durante un ano.

Ya que resulta dificil observar un grupo suficientemente grande y por un
periodo de tiempo suficientemente largo para asi determinar su propia tabla
de experiencias y servicios, generalmente se hacen observaciones simultaneas
en varios grupos en periodos cortos de tiempo, posteriormente se gradian
los resultados con base en alguno de los métodos que existen para tal efecto.
Las tasas de rotacion se aplican de la misma manera que las de mortalidad a
un grupo hipotético de empleados que participan en el plan. Para calcular la
probabilidad de que un participante contintie activo dentro del plan hasta su
fecha de retiro, la tasa de rotacion se combina con la de invalidez y muerte,
obteniéndose de esta manera el total de decrementos por edad, y también
reflejando el nimero de empleados que se espera contintien activos hasta
obtener los beneficios previstos por el plan.

Las tasas de rotacion tienden a disminuir conforme aumenta el tiempo de

servicio en una empresa, algunas tablas de experiencia y servicios incluyen,
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no solo las tasas de rotacion por cada edad, sino también por tiempo de

servicio, generando asf las tablas selectas.

3. Invalidez

Es posible que un plan de pensiones otorgue algin beneficio de invalidez
distinto del que representa la opcion de retiro anticipado. En este caso, debe
tomarse en cuenta en el calculo del V PA. Para realizar la valuacién actua-
rial de los beneficios de invalidez, puede hacerse distincion entre las tasas
de invalidez propiamente dichas y las que se utilizan en el calculo de una
anualidad contingente de invalidez. La primera hipotesis es la relativa a que
un participante se invalide, de acuerdo a la definicion establecida en el plan.
La segunda hipotesis se refiere al valor presente actuarial de los beneficios

pagaderos a un participante que adquiere el derecho de recibirlos.

4. Interés

En el calculo del V PA, es necesario tomar en cuenta el interés y otros in-
gresos resultantes de las inversiones que se hacen con los fondos de pensiones.

En la seleccion de la hipotesis de interés, debe tomarse en cuenta:

» La necesidad de proteger al fondo contra una baja en los rendimientos.

= Las expectativas de liquidez.

= La acumulacién de una reserva para contingencias por baja de la tasa

de interés real.
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La seleccion de esta hipotesis se complica por la diversidad de las circunstan-
cias que afectan el rendimiento de las inversiones, por lo que su eleccion debe

basarse en la experiencia.

5. Edad

El monto de la pension que se que otorgard a los participantes del plan
estard determinado, entre otras cosas, por la edad de retiro que se considere
en el plan. Generalmente esta hipotesis considera una edad obligatoria para
jubilarse, asi se considera que los beneficios se pagaran a partir de esa fecha;
en caso de haber mas de una edad de jubilacion, se puede utilizar una edad
promedio o aplicar tasas de retiro ponderadas para las diferentes edades de

jubilacion.

6. Escala de salarios

Si los beneficios que otorga el plan no se basan en los sueldos futuros,
el calculo del V PA se realiza con base en los salarios del periodo al que
corresponda la valuacion actuarial. Sin embargo, cuando los beneficios estan
basados en los sueldos que los participantes recibiran en el futuro, es necesario
estimar el cambio que éstos pueden sufrir, de esta manera se usa una escala
prospectiva de salarios. En ocasiones, la escala de salarios se obtiene como
un cociente del salario promedio en cada edad y el promedio del salario de
los empleados que tengan la edad maxima para recibir los beneficios del

plan; otras veces la escala de salarios puede ser una progresion geométrica,
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aritmética o alguna que utilice diferentes tasas para diferentes periodos.

4.1.2. Tipos de plan

Como la pension privada descansa principalmente sobre el sueldo y la
antigiiedad de un participante, el monto de los beneficios depende del monto
de las contribuciones que se hagan al fondo de pensiones y, sobre todo, de
que tales contribuciones sean fijas o variables. Para examinar la manera en

que se calculan las pensiones, conviene agrupar los planes en dos categorias:

Costo Variable - Beneficio fijo En los planes de costo variable se establece de
antemano el monto de los beneficios que se desea otorgar, sin tomar en
consideracion lo que pueda costar. Para definir el beneficio que otorga
el plan, se utiliza un procedimiento que lleva a establecer la regla para

calcular la pension.

Costo Fijo - Beneficio Variable Fl beneficio es variable porque depende del
fondo constituido durante el periodo mientras la persona es activa, ge-
neralmente este fondo se constituye por aportaciones de un porcentaje
sobre el sueldo del trabajador, es decir, se establece anticipadamente
lo que el trabajador tendra que aportar, y al llegar a la fecha de retiro
el saldo a su favor se convierte en una pensiéon mensual vitalicia. Una
ventaja de este plan es que la empresa ejerce un control casi total sobre
el costo del plan, ademas no es necesario llevar a cabo valuaciones

actuariales periddicas; sin embargo, no hay control sobre el monto de
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los beneficios. La cantidad que se acumula a favor de cada participante
es una funcién de su sueldo y, sobre todo, del periodo que ha estado
incluido en el plan recibiendo aportaciones a su favor, por lo que los
participantes con mayor antigiiedad y mayor sueldo reciben mas que

los que tienen antigiiedades mas cortas y menor sueldo.

4.1.3. Formas de otorgar el beneficio

El objetivo de cualquier plan de pensiones consiste en proporcionar un
beneficio al participante retirado, para ello existen varias formas de condi-
cionar el pago del beneficio, puede ser sobre el pensionado, su esposa o hijos
bajo condiciones especiales; en el caso mas sencillo se habla de rentas vitali-
cias, que es un conjunto de pagos de por vida, que pueden depender del titular
Gnicamente. A continuacién se enlistan las principales formas de otorgar el

beneficio.

Pension Vitalicia Los pagos comienzan en la fecha de retiro del participante

y terminan al ocurrir su fallecimiento.

Pension Vitalicia con Garantia Los pagos comienzan en la fecha de retiro
del participante y terminan cuando se haya completado el periodo de
garantia, que generalmente es de 5, 10 o 15 anos, atin cuando ya haya
ocurrido el fallecimiento del participante, o bien cuando ocurra el falle-

cimiento del participante pensionado después del periodo de garantia.

Pension Vitalicia con Reembolso Modificado Los participantes contribuyen
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al costo de plan con el objetivo de garantizar la devolucién de sus
aportaciones. Cuando ocurre el retiro se establece una cuenta a su favor,
cuyo monto estd formado por las contribuciones hechas por él mismo,
mas los intereses correspondientes, sin considerar las cantidades apor-
tadas por la empresa. Los pagos que recibe el pensionado se cargan a
su cuenta hasta que se salde, si el fallecimiento ocurre cuando existe

saldo a favor, éste se entrega a sus beneficiarios en una sola exhibicion.

Pension sobre Vidas Conjuntas Esta modalidad tiene como objetivo princi-
pal, ademés de otorgar una pension vitalicia al pensionado, la continua-
cion del pago de la pension durante la vida de un segundo pensionista,
generalmente conocido como pensionista contingente, que es designa-
do por el participante pensionado al momento de su retiro. Esto es,
si el participante pensionado fallece antes que el pensionista contin-
gente, éste tltimo cobrara la pension designada mientras viva, en caso
contrario no hay designaciéon de un nuevo pensionista contingente ni

modificacién en el monto de la pension.

Pago Unico La pension estipulada en el plan tiene un valor actuarial que
generalmente representa, cuando menos, el valor de la indemnizacion
legal, por lo tanto es valido el cambio de una pension por el pago en

una sola exhibicién.
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4.1.4. Modelos de calculo
Funciones bésicas

Un punto de partida es una tabla de decrementos miltiples construida
para representar a un grupo de participantes sujetos, durante los anos de

servicio activo, a las probabilidades de

Rotaciéon

Muerte durante el servicio

Retiro por invalidez

Jubilacién

Las notaciones para estas probabilidades sobre una persona de edad x, son:
", ™ ¢ v 49 respectivamente.

Como se indicoé anteriormente, los principales beneficios de un plan de
pension son las anualidades para los beneficiarios elegibles. Para la valuacion
de dicha indemnizacién anual, es necesario adoptar tablas de mortalidad

apropiadas que diferirdn si el retiro es por invalidez o por anos de servicio.

Los valores de la anualidad correspondiente se indicaran por los indices

_(6) . . . .
a,,; siel retiro es por invalidez, y

di@rt si el retiro es debido a los anos de servicio.
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El valor de la anualidad continua se utiliza como un medio de aproximaciéon
conveniente a la forma real del pago de pensién que normalmente serd men-
sual, pero que puede tener condiciones particulares como pagos iniciales y
finales.

Algunos planes de pensién, especialmente aquéllos disenados para los tra-
bajadores por hora, definen las indemnizaciones como cantidades netas de
ingreso por ano de servicio. Otros planes definen a los beneficios como por-
centajes de un salario final medio. Dichas féormulas son utilizadas frecuente-
mente en los planes que involucran empleados asalariados. En estos casos, es
preciso proyectar los salarios futuros para poder evaluar las indemnizaciones.
Las contribuciones del patrocinador se expresan con frecuencia como un por-
centaje del salario, por lo que aqui también es importante la proyecciéon de
los salarios futuros. Para dicha proyeccion, definimos las siguientes funciones

de salario:

» (SR),1n es la tasa real de salario anual en la edad x + h, es decir, para
un participante que ingreso a edad z y ha alcanzado ahora la edad

x4+ h;
» (SP),init esla tasa proyectada del salario anual para la edad x + h+t.

Adicionalmente supondremos que tenemos una funciéon de escala de salarios

Sy, para usarla con estas proyecciones, tal que

Sy
(SP)atnrt = (SR)zin S+—h+t (4.1)
z+h
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La funcion del salario S, no sélo refleja los incrementos al salario debido a
méritos y antigiiedad, sino también los incrementos causados por la inflacion.
Se supone generalmente que S, es una funcién por etapas, con nivel constante
durante cualquier ano de edad dado.

Los factores requeridos para determinar los valores presentes actuariales
de las indemnizaciones de los planes de pension y de las contribuciones re-
queridas para respaldarlas son el modelo de decremento multiple, la escala de
salarios, el supuesto respecto al reembolso de la inversion, y un valor anual
apropiado para los retiros por incapacidad y por anos de servicio

En las siguientes secciones discutiremos las formulas bésicas para la va-
luacion de las contribuciones de los planes de pensién y diversos tipos de

indemnizacion.

Contribuciones

Existen dos patrones simples de contribuciones:
= una tasa neta por participante, y
= un porcentaje neto del salario por cada participante.

Para cada uno de estos patrones evaluaremos el valor presente actuarial de
las contribuciones futuras con respecto a un participante que ha alcanzado

la edad = + h.
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El valor presente actuarial de las contribuciones futuras pagadas conti-

nuamente a una tasa de c puede expresarse como

w—x—h
VPA = c/ v* tpﬁhdt (4.2)
0

Si reemplazamos en 4.2 t por k + s en donde k£ es un enteroy 0 < s < 1,

obtenemos que

w—x—h w—z—h—1 1
c/ vt tpg(;zhdt =c Z vk kpgh/ v° Spgh%ds (4.3)
0 o 0

Si aproximamos cada integral mediante la formula del punto medio, obten-

emos el valor aproximado

w—x—h—1 w—x—h—1
c Z v k:pijhU /2 1/2p(xT+)h+k =cC Z e k+1/2p§f+)h (4-4)
k=0 k=0

Notese que 4.4 puede obtenerse directamente al suponer que los pagos tienen
lugar a la mitad de los anos de edad.

Si las contribuciones se expresan como una fraccion c del salario, entonces
el valor presente actuarial de las contribuciones futuras con respecto a un par-
ticipante que esté siendo pagado corrientemente a una tasa anual de (SR),.p,

se puede expresar, usando 4.1 y 4.3, como

‘/F%4 = Cbgfwx+h+t g!w h ttpgzh

w—x—h T = t
= (SR)pin Jy " 0t ), St (4.5)

_ c(SR)zqn w—z—h—1 T)
— T;; E: v kpx+hjb spz+h+k£%+h+k+sd3
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Si se supone que la funcion S, es constante para cualquier ano de edad,
entonces también puede eliminarse las integrales. Ademés, si aproximamos

cada una de las integrales mediante la férmula del punto medio, obtenemos

como VPA
C(SP) w—x—h—1
VPA = S—:*h Z k12 kH/ngh Sk (4.6)
z+ k=0

Indemnizaciones por jubilacion

La principal indemnizaciéon de un plan de pensién es normalmente la
anualidad diferida de retiro por anos de servicio, mejor conocida como a-
nualidad por jubilacién. En los planes de contribucion definida, el VPA es
simplemente la acumulacion con interés de las contribuciones hechas por el
participante, y la indemnizacion es una anualidad que puede comprarse con
dicha acumulaciéon. En dichos planes, la determinacion del VPA se logra
mediante un proceso de acumulacién. En otros planes, el ingreso de retiro
estd definido por una féormula, y es para tales planes de beneficio definido
para los que buscamos expresar los valores presentes actuariales.

A continuaciéon introducimos la funcion R(z, h,t) para representar la tasa
de ingreso de indemnizaciéon anual para un empleado de edad = + h que
ingreso a la edad x y quien en ¢ anios a partir de ahora, a la edad = + h + ¢,
es candidato para recibir indemnizaciones de ingreso inmediato o diferido.
Suponemos que el ingreso permanece igual, y que en caso de jubilaciéon, por

ejemplo, expresamos su valor presente actuarial al tiempo del retiro median-
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te R(z,h,t)a"

a, +h .+ Podemos entonces escribir una expresion integral para

el VPA de la indemnizaciéon por jubilacién para un empleado actualmente

activo en el estatus r + h < «,

VPA= / tpx+h/~%(cJJ)rh+tR(x h, t)a x+h+tdt (4.7)

Aproximando la integral tenemos,

w—zr—h—1 1
VPA= Z vt kpi;)h /0 Spi:?h-i—k Nglh+k+sR($ h.k+ s)a gcj-i)-h—i-k—i-sd
k=a—xz—h

(4.8)
Suponiendo una distribucién uniforme de los retiros para cada ano de edad,

podemos reescribir esto como

w—x—h—1

VPA= 3w “ e q;(r—&)-h-l—k/o v R(x bk +s)a), o ds  (4.9)

k=a—x—h
y utilizando la aproximacion del punto medio para las integrales nos da

w—x—h—1

vrAz S 20 o) R b k+1/2)al), L, (410)
k=a—x—h

La formula 4.10 es la forma general mediante la cual calcularemos los valores

presentes actuariales de las indemnizaciones por jubilacion.

Indemnizaciones por invalidez

Se puede seguir un proceso similar al que se utiliza en la secci6on ante-
rior para la valuacion de las pensiones por invalidez o incapacidad. Tales
pensiones generalmente se basan sobre el salario que se devenga en la fecha

de la invalidez, podran representar una indemnizaciéon minima y podran ser
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pagaderas so6lo hasta alguna edad, como por ejemplo 65, y en ese momen-
to se cambiara la pension a una pension por jubilacion. Ejemplificaremos el
proceso mediante una pension por invalidez pagadera a la tasa de f veces
el salario del ano en que ocurre el retiro por invalidez multiplicado por el
numero de anos de servicio acreditados incluyendo cualquier crédito frac-
cionario. Se supone que el participante debe haber acreditado sus servicios al
menos durante 5 anos y ser menor de 65 anos para ser elegible para el retiro
por invalidez, pero si tal retiro ocurre durante este periodo, la indemnizaciéon
serd al menos de 10f veces el salario anual correspondiente a la fecha de
incapacidad. La funcién de la tasa de ingresos por indemnizacion para un

integrante nuevo de edad x estd dada por

0 0<t<bo0t>6>—ux;
R(x,0,t) = § 10f(SP)s1: = 10f(SR)%2 5 <t < 10;

tf(SP)pe =tf(SR)ZE 10 <t < 65—
(4.11)

El VPA para estas indemnizaciones por incapacidad, (que aqui se supo-

nen pagaderas de por vida) estan dadas por

65—z ) ]
VPA :/ vﬁpg)ui’LR(m,O,t)aiﬂtdt (4.12)
5
y se aproxima mediante
64—z ‘ ‘
VPA=Y " oM 0p0 ¢ R(z,0,k+ 1/2)al),, (4.13)
k=5

Las diferencias entre estas expresiones y 4.7 y 4.10 son el uso de la fuerza de

decremento de la invalidez, la probabilidad del retiro por invalidez y el uso
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de valores para la anualidad por invalidez, asi como los limites de integracion

y de la suma.

Indemnizaciones por rotacion

En general, existen dos tipos de indemnizaciones por rotacién, una que
aplica después de cierto numero de anos, y la otra que aplica a planes. En el
primer caso, después de un numero de anos, por ejemplo, 10 anos el partici-
pante saliente puede ser candidato a una anualidad diferida. Como ejemplo,
consideramos una indemnizacién por rotacion de una anualidad diferida que
se inicia a la edad de 60 anos. La tasa de ingreso es f veces el niimero de
anos de servicio hasta el momento de la separacion multiplicado por la tasa

de salario pagadera en el ano de la separacion. En este caso tenemos

0 h+t < 10;
R(z, h,t) = (4.14)

El VPA de esta indemnizacion se aproxima mediante

59—z—h
VPA = Z PR t1/2 kpgh qiﬁthkR(x, h,k+ 1/2)60_x_h_k_1/2d§£k+1/2
- (4.15)
donde [ es el mayor de 10 — A y 0.
El otro tipo de indemnizaciéon por rotacion se aplica a planes que incluyen
contribuciones de los participantes. Estos planes, que generalmente incluyen a

empleados puiblicos, usualmente estipulan un reembolso de las contribuciones

de los participantes, acumulados con interés, como una suma global si el
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participante sale antes de ser candidato a una pensiéon de indemnizacién.
Para valuar el reembolso de la indemnizacion de contribuciones pasadas,
representamos a éstas tltimas como (C'PA), . acumuladas con interés hasta
la fecha, con respecto a un participante con edad actual x-+h. Con el supuesto
de que las contribuciones de los participantes se acumularan en el futuro a la
tasa efectiva anual j, el tamano de la suma global de indemnizacién pagadera

a la edad de salida x + h + t esta dada por
B(z,h,t) = (CPA) n(1+5)

La suma aproximada de los valores presentes actuariales de indemnizaciéon

por reembolso con respecto a las contribuciones pasadas, es entonces,

B—x—h—1
(CPAYin=» o720, ) (L2 (a6)
k=0

Donde  es la edad a la que se establece la elegibilidad para la pension y
r + h < 3. Ademas suponemos que no se hacen reembolsos después de la

edad 3.

4.2.  Seguro educativo

Otra aplicacion de la teoria de decrementos multiples se encuentra en el
Seguro educativo, éste es un seguro de proteccion y ahorro que garantiza la
formacion de un capital para solventar la educacion universitaria.

La Comision Nacional para la Proteccion y Defensa de los Usuarios de

Servicios Financieros (Condusef) define al seguro educativo como un instru-
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mento financiero, de supervivencia del menor, en el que durante determinado
tiempo el padre, madre o tutor paga una prima (cantidad mensual, trimes-
tral, semestral o anual) y el beneficiario recibira al cumplir 15, 18 o 22 afios,
una suma asegurada para continuar sus estudios.

Los seguros educativos estan disenados para conformar un ahorro que
cubra la educaciéon de los menores a través de diversos planes que se diferen-

cian de acuerdo con lo siguiente:

Cobertura Por lo general, los seguros educativos van de la mano de una
cobertura de exencion del pago de primas por fallecimiento o invalidez
total y permanente del contratante. Ante estas eventualidades, la ase-
guradora pagara las primas hasta que se cumpla el plazo del seguro.
Dependiendo del seguro, se puede contar con la proteccién por falleci-
miento, invalidez y desempleo temporal, desde la contratacion y con la
disposicion de los recursos generados a favor de tus hijos cuando lleguen

a la edad de ingresar a la Universidad.

Prima La periodicidad del pago de la prima puede ser anual, mensual, trimes-
tral, etc., mientras que su valor se encuentra en funcién de la edad del
menor al contratar, pues entre mas anos tenga éste, las primas seran
mayores, porque el tiempo para pagar la suma es mas corto, y vice-
versa. Esta situaciéon no es aplicable en todos los seguros, pues algunos
tienen periodos especificos para cubrir la suma asegurada. Por ejemplo,

algunos establecen un limite de hasta 5 anos para el pago y un limite
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de edad del menor de 13 anos.

Edad del menor La edad del menor sobre la cual se hace el calculo del seguro
educativo regularmente sirve de plazo méximo para el pago del total,
es decir, si el seguro se contrata cuando nace el nino, significa que se
tiene un periodo de 15, 18 o 22 anos para cubrir la suma asegurada
segin el plan contratado, aunque no siempre es aplicable, como ya se

menciono en el parrafo anterior.

Suma asegurada En los seguros educativos el monto de la suma asegurada
estd en funcién de los ingresos de la familia, pero también de las ex-
pectativas académicas para el menor, pues se determina con base en la
carrera o estudios de posgrado y, principalmente, con respecto al tipo
de escuela, publica o privada. Es importante senalar que el costo de los
seguros depende de la suma asegurada, que en este caso es la cantidad
que se quiere ahorrar, y la edad del menor, por lo que, entre mas grande
sea la suma asegurada y/o méas grande la edad del menor, el seguro seré

mas caro.
Los seguros educativos tienen tres componentes:

= Ahorro: Son las aportaciones periédicas denominadas primas para al-

canzar la suma asegurada.

= Seguro: Cubre el riesgo contra invalidez, fallecimiento o desempleo de

los padres o tutores, el cual podria afectar el cumplimiento de la meta.
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= Inversion: El ahorro acumulado crece con el tiempo para que no pierda

su poder adquisitivo.

Los seguros educativos son una alternativa para hacer frente a los gastos
y las eventualidades futuras relacionadas con la educacién de los hijos, es en
este punto donde podemos observar que este tipo de seguro esta directamente
relacionado con el modelo de decrementos multiples pues dichas “eventuali-
dades "actian simultaneamente sobre todos los contratantes de este seguro,
que puede ser padre, madre o tutor; tales contratantes forman un grupo que
esta expuesto a tres diferentes decrementos que son: el fallecimiento, la in-
validez y el desempleo; en el momento en que alguno muera, se invalide o

quede sin empleo saldra del grupo en cuestion.

Los seguros educativos son una buena opcion, porque no solo constituyen
un ahorro, sino una garantia para la educaciéon del menor. Lo anterior no
sucede si el dinero se canaliza a través de instrumentos bancarios donde el
ahorro queda inconcluso si el padre -el contratante- fallece o queda invalido
o desempleado; en cambio, en el seguro educativo, el dinero que recibira el
menor asegurado, estda garantizado, ya que la institucién se compromete a
seguir pagando el seguro hasta que el menor alcance -dependiendo del plan,
la institucion y los padres- los 15, 18 6 22 anos de edad, término que indica

el momento en que la aseguradora entregara el dinero al menor.
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4.3. Presupuesto para un programa de becas

Fuera del ambito de las pensiones y los seguros la teoria de decrementos
tiene diversas aplicaciones, por ejemplo, ésta puede ser una herramienta de
apoyo para hacer el presupuesto que debe destinarse a un programa de becas.
Supongamos que tenemos un cierto nimero de alumnos que ingresan a la
universidad y que han sido seleccionados para tener una beca, tal cantidad
de alumnos serd denotada como [ly. A cada alumno se le dard una cantidad
mensual de B pesos siempre y cuando mantenga los requisitos de la beca.
Nuestro principal objetivo es calcular el nimero de alumnos que después de
determinado tiempo mantendran la beca, de esta manera podemos estimar
la cantidad de dinero que debe destinarse al programa.

Como punto de partida tenemos un grupo inicial de estudio, [y, que son
aquellos alumnos que tienen una beca al inicio del ciclo escolar. El siguiente
paso es establecer las causas por las cuales un alumno puede perder el bene-

ficio de la beca, algunas causas pueden ser:
= No mantener el promedio requerido
= Muerte del alumno
= Desercion escolar

Por otro lado, debemos notar que el costo que genera la beca estd en
funciéon de la tasa de permanencia de los alumnos, esto es, se debe estimar el

nimero de alumnos que mantendran la beca hasta que terminen sus estudios;
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para conocer el costo por ciclo escolar, entonces basta con hacer la estimacion
por ciclo.
Asi, en este caso, las tasas de salida del grupo de estudio estaran dadas

por:

¢ @ probabilidad de que un alumno con beca no mantenga el promedio min-

imo requerido
¢ ™ probabilidad de que un alumno con beca fallezca durante el ciclo escolar

q'(d) probabilidad de que un alumno con beca deserte

Aplicando algiin método de ajustamiento de tasas, podemos obtener una
tasa ¢(7 que exprese la tasa de salida de los alumnos con beca, mientras
que la tasa de permanencia, es decir la proporcion de alumnos que seguiran

teniendo el apoyo econémico, estard dado por
P =1—¢"
De este modo, del niimero inicial de alumnos con beca [, se estima que
s6lo
h = p(T)lo
seguiran con el apoyo econdémico para el siguiente ciclo. Y en términos gene-
rales para el ciclo n se tendran lg) alumnos, donde

ZT(lT) _ l(T) png)

n—1

Para ejemplificar esto, supongamos que tenemos 1,000 alumnos con beca

de la carrera de actuaria que ingresan a la facultad. Las tasas de salida son
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. q’(p) =11%
n M =0,123%

n gD =16%

0.11000
010900
010800
010700
0. 10600
0.10500
0. 10400

0.00123
0.00123
0.00123
0.00123
0.00123
0.00123
0.00123

0. 16000
0.14000

0.10114
010131
0.10146
0101329
0.10170
010179
0.10186

Tab. 4.2: Tabla de datos

000107
0.00108
0.00110
0.00111
0.00112
0.00113
0.00114

015111
0.13229
0.11345
0.09459
0.07571
0.00682
0.03790

0.25332
0.23468
0.21601
0.19729
0.17853
0.15973
0.14090

En la tabla 4.1 se encuentran los datos relacionados con el procedimiento
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de ajustamiento de tasas, mientras que en la tabla 4.2 se encuentran los datos
reacionados con las “salidas ” del grupo; en este caso los ciclos escolares son
semestres, indicados con s, que va del 1 al 8 para relacionarlos con los 8
semestres que dura el programa de becas; como mencionamos, al empezar el
primer semestre habra 1,000 alumnos con beca, sin embargo cuando empiece
el segundo semestre s6lo habra 746 expresados en la tabla como lg) que
no es mas que el nimero original de alumnos multiplicado por la tasa de

permanencia en el semestre 2, esto es

i =17y

para el semestre 3 en nimero de becas estard dado por

57 = 1570p)

y asi sucesivamente.

Una vez que tenemos el nimero de alumnos por semestre que permaneceran
con beca, podemos decir qué monto debe ser destinado para este programa.
Véase la siguiente tabla.

En este caso se presume que el monto que debe ser destinado a este programa

es de 3,883 B pesos.

4.4. FEstimacion de servicios

En esta secciéon desarrollaremos otro ejemplo en el que se puede usar el

modelo de decrementos multiples.
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Semestre Alumnos

1,000
747
o7
445
360
295
245
213
Total 3,883

Tab. 4.3: Tabla de alumnos con beca por semestre

Una agencia de mantenimiento de autos provee servicio a una compania
que tiene una flota de autos para sus empleados. La agencia de manteni-
miento estd interesada en conocer un estimado de la cantidad de servicios
que atendera por mes.

Como primera hipotesis tenemos que el servicio de mantenimiento sélo

serd requerido por cualquiera de las siguientes tres situaciones:

» Falla. El automovil sera reparado de cualquier falla que presente

= Choque. En cualquier colision en el que el auto no requiera ser reem-

plazado por uno nuevo, éste debera ser reparado.

= Robo de autopartes. Cuando una pieza del auto sea robada, la agencia

de mantenimiento debera reponer dicha pieza.

Como segunda hipotesis asumiremos que los autos que requieran el ser-

vicio se irdn "sacando"de la flota y ya no vuelven a formar parte de ésta. Es
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decir, si por ejemplo, un auto choca, se le da servicio, pero ya no forma parte

de la "flota asegurada', asi, si después falla ya no se le dara servicio.

La compania cuenta con 800 autos los cuales conforman el grupo de estu-
dio, expuestos a tres decrementos, que son falla, choque y robo de autopartes.

De acuerdo a la experiencia de la agencia, las probabilidades de ocurrencia

mensual de dichos eventos se muestran en la Tabla 4.4.

.
T

0.00065
0.00066
0.00068
0.00071
0.00075
0.00080
0.00086
0.00093
0.00102
0.00113
0.00125
0.00138

1
2
3
4
5
6
7
-
9

Tab. 4.4: Tabla de probabilidades mensuales por evento.

Donde

¢ es la probabilidad de falla

'(ch)

q es la probabilidad de choque

0.00153
0.00161
0.00171
0.00182
0.00152
0.00203
0.00215
0.00237
0.00260
0.00283
0.00306
0.00328

¢ " es la probabilidad de robo de autopartes

0.05800
0.05500
0.05100
0.04850
0.04450
0.04200
0.03950
0.03650
0.03450
0.03150
0.02950
0.02650
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Como tltima hipotesis supondremos que los datos de incidencia que se
muestran en la Tabla 4.4 son probabilidades y no frecuencias. Recordemos
que la frecuencia de un evento es el cociente del niimero de veces que ocurre
el evento y el nimero de sujetos expuestos a tal evento; en el caso de la

frecuencia de choque, tendriamos que

nimero de choques

frecuencia de choque = — :
numero de autos en la flota

Si tuvieramos por ejemplo que en un mes

2400
f > 1 d ‘h = — =
recuencla de cnoque 300

eso significaria que en promedio un carro es chocado tres veces en un mes,
pero segiin nuestro modelo, en cuanto un sujeto de nuestro grupo es afectado
por cualquiera de los eventos a los que esta expuesto, sale del grupo; asi, en
el caso de choque, no nos interesa conocer la frecuencia (nimero de veces
que choca un auto), més bien nos interesa saber si un auto choca o no en
un determinado periodo. De este modo, supondremos que las probabilidades
que usaremos consideran que el evento ocurre una sola vez, como en el caso
de las tablas de vida, en donde una persona solo puede ser afectada una sola
vez por el evento "muerte". Es importante precisar esta hipotesis, pues los
eventos choque, robo de autopartes y falla, claramente pueden ocurrir mas

de una vez, pero s6lo nos interesa conocer cuando ocurre la primera vez.

Usando el modelo de decrementos miltiples podemos estimar el nimero
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de autos que mensualmente requeriran el servicio, mas aun podemos decir
cuantos seran atendidos por cada uno de los tres decrementos.

El la Tabla 4.5 se muestra la cantidad de autos que mensualmente podria
atender la agencia de mantenimiento. La primera columna describe los meses
del ano, en la segunda aparece la cantidad de autos expuestos, que se refiere
a la cantidad de autos en la flota de la compania; de la tercera a la quinta
columna se muestran los autos que requeriran servicio por falla, choque o robo
de autopartes, respectivamente; mientras que la tltima columna muestra los

totales por mes de incidencias.

Totales

Tab. 4.5: Tabla de incidencia por mes.



5. CONCLUSIONES

En este trabajo se hace una revision del modelo de decrementos miltiples,
empezando por el modelo simple, que considera que el tinico evento que puede
afectar a una persona es el fallecimiento; en este caso solamente se admite
un decremento y la variable que se estudia es “tiempo hasta que ocurra el
fallecimiento”; sin embargo, en otros casos surge la necesidad de analizar
cuando una persona estd expuesta a mas de un evento simultaneamente y
para ello usamos el modelo de decrementos miltiples.

Este trabajo se realizé con la finalidad de que se observe que el modelo
de decrementos multiples a pesar de ser un modelo actuarial enfocado a las
pensiones, también puede ser aplicado en otras areas.

Es un modelo matematico que puede ayudar a disenar presupuestos, en este
trabajo se enfoc6 en un presupuesto de becas, pero puede ser empleado en
situaciones en que la permanencia de una persona sea determinante para una
planificaciéon financiera; también resulta util en la estimacion de la frecuencia
de ciertos eventos, por ejemplo, a una persona que piensa poner un negocio, le
resultara valioso conocer el niimero de clientes que puede tener; y por tltimo,

aunque no menos importante, en el area de seguros resulta de mucha utilidad
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al ser un modelo que considera mas de una forma (la que ocurra primero)
para otorgar un beneficio.

Con este trabajo se aprecia que es amplio el campo en el que este modelo
puede ser aplicado; espero que el presente trabajo sirva para que el modelo
de decrementos miiltiples sea utilizado con mayor frecuencia fuera del &mbito

actuarial.



APENDICE

Conceptos basicos

«  numero total de personas de edad x en un grupo de estudio sujeto a n
causas de salida.
Esta funcién claramente es decreciente, dado que con el paso del tiem-

po la cantidad de personas irda disminuyendo por consecuencia de las

distintas causas de salida.

tdgk) representa el niimero de personas de edad x que salen del grupo entre
las edades  y = 4t debido a la causa k.
Cuando hablamos del primer ano, es decir, el nimero de personas que
dejan el grupo entre las edades x y £+1, el subindice tomaria el nlimero

1, asi tendriamos 1d(x) , pero en tal caso acordaremos omitir tal sub-

indice, quedando s6lo dg(ck).

tdff) denota el nimero total de personas de edad = que salen del grupo, entre
las edades z y x + ¢, por cualquiera de las posibles causas.

Anéalogamente

dgf) denota el nimero total de personas de edad x que salen del grupo,
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entre las edades z y  + 1. Ya que esta funcién se refiere a las personas

que salen del grupo debido por cualquiera de las causas,

d) = Y dt

Es claro que para la edad z + 1, el ntimero de personas en el grupo,

esta dado por

De donde

£ 1012,

tdg_k) denota el nimero de personas de edad = que salen del grupo entre las
edades x y x 4+t debido a causas distintas a la causa k.

Para t = 1, tenemos que

—k T k
A = ¢ — ¢
dﬁf)—dé’“)

l(T)

tp;:(k) representa la probabilidad de que una persona de edad x, que de ahora
en adelante denotaremos por (z), estando sujeta Ginicamente a la causa

k, no salga del grupo entre las edades x y « + t.

tq;c(k) representa la probabilidad de que (x), salga del grupo por la causa k

entre las edades x y x + t, estando sujeta Gnicamente a la causa k.
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De acuerdo a los principios elementales del calculo de probabilidades,

la probabilidad de que ocurra un evento A, estd dado por

f 1
PLA Casos favorables

- Niamero total de casos

De modo que

tdy = _EE?S_

tqa(f) probabilidad de que (z) salga del grupo por cualquiera de las causas,

entre las edades x y x + .

d(T)
(T) _ tx
th Z;T)

tp;(;) probabilidad de que (z) permanezca en el grupo entre las edades z y

x +t.

Ahora el niimero de casos favorables esta dado por l:(c?b asi

i)
tpﬂ(vT) = Ki)f

17 —d”
l(T)

T

= 1- tqa(cT)

Notemos que para tp;;(k) y tq/x(k) se especifica que (x) solamente esta
sujeta a la causa k de permanencia y salida respectivamente, es decir, si la

causa a la que esta sujeta (x) es la muerte,
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q;(m) representa la probabilidad de que (z) fallezca entre las edades x y z+ 1.

'(m)

pz  representa la probabilidad de que (z) llegue con vida a edad x + 1.

Si la causa a la que esta sujeta (x) es la invalidez,

q;;(i) representa la probabilidad de que (z) se invalide entre las edades = y

r+ 1.
p;(i) representa la probabilidad de que (x) no se invalide entre las edades z

yva+1.

Anéalogamente para cualquier otra causa de salida.
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