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Introduccion

En diversas dreas de la ciencia surge la necesidad de optimizar. Algunos
ejemplos son las ciencias naturales, finanzas, ingenieria y economia. Ante
este hecho, se han desarrollado herramientas para abordar este problema.

Por otro lado, dentro de éstas areas hay fenémenos que se describen me-
diante una ecuacién diferencial. Por esta razon, se ha desarrollado toda una
teoria para describir el comportamiento y la existencia de soluciones a este
tipo de ecuaciones. Estas son las motivaciones de este trabajo.

El objetivo principal que deseamos cubrir es como relacionar ciertos
métodos de optimizaciéon con la existencia de soluciones a ecuaciones dife-
renciales parciales, asi como su uso para describir ciertas propiedades de
estas soluciones.

El presente trabajo esta divido en tres capitulos, los primeros dos estan
dedicados a revisar los conceptos y resultados bésicos concernientes a los
métodos variacionales, a la existencia de soluciones de ecuaciones diferen-
ciales elipticas y parabdlicas y en el iltimo, veremos ejemplos concretos
utilizando lo desarrollado en los primeros dos capitulos.

En el primer capitulo presentamos algunos conceptos y resultados fun-
damentales del calculo de variaciones. De forma més precisa, daremos los
conceptos de diferenciabilidad de un funcional, la relaciéon que existe en-
tre existencia de minimos o méaximos de un funcional con la existencia de
soluciones de las ecuaciones diferenciales parciales de tipo eliptico. Posteri-
ormente, veremos condiciones necesarias para la existencia de puntos criticos
de un funcional presentando y utilizando los métodos conocidos como direc-
tos y minimax.

En el segundo capitulo hablaremos de la existencia y unicidad de ecua-
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ciones diferenciales parabdlicas semilineales. Desarrollaremos la parte nece-
saria de la teoria de semigrupo para abordar este problema. Después, dare-
mos condiciones suficientes para caracterizar la existencia global y local de
las soluciones.

El tercer capitulo estd dedicado a desarrollar un problema de forma-
cién de patrones asociado a una ecuacion diferencial parabdlica semilineal y
dar un resultado con respecto al comportamiento de estos patrones (ver los
teoremas 3.2.3 y 3.2.4), que son nuestra aportacién. Después, veremos dos
ejemplos en el marco de la teoria de control 6ptimo. Por ultimo, discutire-
mos el problema de la controlabilidad de los patrones.

La razon principal por la cual el trabajo esta desarrollado de la manera
anterior se debe a que los primeros dos capitulos no dependen entre ellos
y por consiguiente, se pueden ver de forma aislada. En cambio, el iltimo
capitulo depende fuertemente de los anteriores, ya que utiliza tanto resulta-
dos como las ideas principales de los primeros dos, como son los conceptos
de optimizacién, la caracterizacién de soluciones, etc.



Capitulo 1

Una Introduccion al Calculo
de Variaciones

En este capitulo presentaremos los elementos necesarios para entender
qué es un problema variacional, asi como algunas herramientas que nos a-
yudaran a resolver algunos de estos problemas.

La motivacién para realizar lo anterior consiste en que los métodos varia-
cionales son utiles para mostrar la existencia de soluciones a ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDO) o parciales (EDP), o bien, resolver proble-
mas practicos de optimizacion. Este tipo de formulacion nos permite trabajar
una gran variedad de ecuaciones.

Ademads, ain cuando una ecuaciéon no tenga estructura variacional, es
decir, que no sea la ecuacién de Euler-Lagrange asociada a un funcional,
muchas ideas variacionales se han adoptado en el desarrollo de técnicas para
mostrar existencia de soluciones [E02], [St90], [102], [Ch05], [LiLo01], etc.
De hecho, haremos uso de estas técnicas en el dltimo capitulo para mostrar
que la solucién de una EDP parabdlica presenta cierto tipo de patrones y
para abordar problemas de control éptimo.

Podemos pensar en una ecuacién diferencial de forma abstracta como
(1.1) Afu] =0,

donde AJ-] es un operador diferencial no lineal y u es la incégnita. El célculo
de variaciones identifica la clase de ecuaciones tales que A es la derivada de
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un funcional J, es decir,
(1.2) Alu] = J'(u) = 0.

A (1.1) se le conoce como la ecuacién de Fuler-Lagrange (E-L) de J.
Podemos notar que las soluciones de (1.1) son puntos criticos (también lla-
mados extremos) de J y por tanto, encontrar minimos, maximos o puntos
sillas de J es equivalente a encontrar soluciones de (1.1).

1.1. Nociones Basicas

En esta seccién plantearemos de forma rigurosa un problema de opti-
mizacién y veremos que resolver éste 1ltimo es equivalente a encontrar solu-
ciones de una ecuacién diferencial. Lo que haremos es ampliar las nociones
correspondientes del cdlculo usual y posteriormente, desarrollaremos algunos
resultados para obtener condiciones necesarias y suficientes para encontrar
minimos o maximos del funcional asociado. Las ideas que mostraremos serdn
desarrolladas para el caso de minimos, pero son facilmente adaptables para
el caso de maximos.!

Sea B un espacio de Banach y E¥ : B — R un funcional. Nuestro problema
consiste en encontrar una u € B tal que

(1.3) E(u) < E(v), Y€ B,

donde a E se le conoce cominmente en la literatura como el funcional de
energia. Si encontramos una u con la caracteristica anterior, decimos que u
es un minimo global de E, es decir,

14 F(u) = min E(u).
(14) (1) = mip B(u)

En general, no es posible encontrar minimos globales y por consiguiente,
debemos restringir nuestro estudio en subconjuntos de B. Si encontramos
una u € W C B solucién de (1.4) con W abierto, decimos que u es un
minimo local.

Por otro lado, sabemos que los ceros de la derivada de una funcién son
puntos criticos, lo que motiva los siguientes conceptos:

1Si 4 es un minimo de J, entonces u es un maximo de —.J.
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Definicién 1.1.1 (Derivada de Fréchet) Sea E un funcional definido en
B yvye W C B, W abierto. Decimos que E es Fréchet diferenciable en vg
st existe un funcional lineal acotado L de B en R tal que

(1.5) [E(v) = E(vo) — L(v — vo)| = o([|lv — wol|v).-
Denotamos a L = VE(vg) como la derivada de Fréchet de E en vy.

La definicién anterior es para el caso de funcionales, pero de igual forma
se puede definir para funciones de un espacio de vectorial normado en otro.

Muchas de las consecuencias de tener derivada en un punto se pueden
deducir para este caso y son:

1. VE(vg) estd determinada de manera unica.
2. E es continua en vy.

3. Laregla de la cadena para composicion de funciones siempre y cuando
la composicién tenga sentido.

Siguiendo la analogia con el calculo diferencial, también podemos definir
el concepto de derivada direccional.

Definicién 1.1.2 (Derivada de Gateaux) Sea vg € W. Decimos que E
es Gateauz diferenciable en vy si para h € B, existe D E(vg) tal que

(1.6) |E(v) — E(vg) — tDpE(vo)| =o(t) si t—0

para todo vo+th C W. A DpE(vg) se le conoce como la derivada de Gateaux
de E en vy con direccion h.

Podemos observar que la definicién anterior coincide con la nocién de
derivada direccional usual. El concepto anterior es importante para encon-
trar puntos criticos? ya que muchos funcionales no son Fréchet diferenciables
pero si son Gateaux diferenciables.

Observacién 1.1.1 De la definicién de derivada de Gateaux se sigue que

d
DhE(Uo) = %E(UO + th) t:()'

También se suele denotar a Dy E(vg) = (VE(vg), h).

2Recordemos que la derivada direccional da la direcién de mayor o menor ascenso.
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Un resultado que relaciona la derivada de Gateaux con la derivada de
Fréchet es el siguiente:

Teorema 1.1.1 Supongamos que el funcional E es Gateaux diferenciable
para todo h € W y JA(v) funcional lineal tal que

DyE(v) = (A(v), h).

Si A(v) es continuo en vg, entonces E es Fréchet diferenciable en vy con

VE(’U()) = A(Uo).
Demostracion. Véase [Ch05], [102].
|

Ahora bien, estudiaremos una forma explicita del funcional E. Consid-
eremos ) C R™ un subconjunto abierto, acotado, con frontera 9 suave

y
L:R"xRxQ—R,

una funcién de clase C2. A L se le conoce en la literatura como lagrangiano.
Podemos pensar en L como una funcién que depende de tres variables mul-
tidimensionales, es decir,

L= L(.’L’,Z,p) = L(.Tl,. s Ty ZyPly - - 7pn)

conz € ), p € R" y z € R. De igual manera, separamos en estas variables
al gradiente de L como sigue

VL = (V4L,V.L,V,L),

donde VoL = (Ly, ..., Lg,), VoL = (Lp, ..., Lyp,) y V.L = L. De forma
explicita, la forma que consideraremos del funcional E es

B(u(@)) = [ L(e.ula), Vu(a)) da.
Q
para una funcién u(z) :  — R suave que satisface u =g en 9Q.
Supongamos que u es un minimo de E. Calculando la derivada direc-

cional de E e igualando a cero, veremos que u cumple con una ecuacion
diferencial.
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Sea ¢ € C°(2) y consideremos la funcién de variable real
e(t) = Elu+tg], teR.

Como u es minimo de F'y u +t¢ = u = g en 0%, e(t) tiene un minimo
ent=0y€0)=0,VpeCr).

A la expresion €/(t) se le conoce como la primera variacién. De forma
explicita,

e(t) = </Q L(z,u+1tp,Vu+tVe) dx> :/Q (L(z,u +tp, Vu+tVe)) d

= / L.(x,u+tp,Vu+tVeo)p+ Z Ly (z,u+tp,Vu+tVe)o,, dz.
Q

=1

El intercambio de derivada por integral en la segunda igualdad se debe
a que L es uniformemente continua en € y la composicién de funciones
continuas es continua. La tercera igualdad, se debe a la regla de la cadena
usual. Por hipétesis, u es un minimo para ¢t = 0, entonces

0=¢(0)= /QLZ(IL‘,U, Vu)p + ZLm (x,u, Vu)p,, dz.

i=1

Ahora, si integramos por partes el segundo término de la integral, como
¢ tiene soporte compacto, los términos de frontera son igual a cero y por
tanto

/Q (Lz(a;, u, Vu) + Z(Lpi (x,u, Vu))a;l> ¢pdxr =0.

i=1

Como la dltima igualdad es vélida para cualquier ¢ € C°(Q2), podemos
concluir que u satisface

(1.7) Lao(z,u, Vu) + Y (L, (2,u, V))y, =0,
i=1

la ecuacién de Euler-Lagrange (E-L) asociada a E.

Observacién 1.1.2 Como u satisface (1.7), entonces E tiene un punto
critico en u. El proceso anterior puede ser efectuado en orden inverso, es
decir, multiplicando la EDP por una funciéon de prueba, integrando sobre



6 Una Introduccién al Calculo de Variaciones

todo el dominio e integrando por partes, la funcion resultante es la derivada
de un funcional. Como consecuencia de lo anterior, basta suponer que u es
un punto critico.

Podemos mencionar que no toda EDP es la ecuacién de E-L de un fun-
cional E. Un ejemplo de lo anterior es

— Au = f(t,u, Vu).

Este hecho es el andlogo al caso de los campos gradientes, es decir, no
todo campo ¢ es tal que g = Vf para alguna f.

Ahora daremos ejemplos de ecuaciones de E-L:

Ejemplo 1.1.1 Los siguientes ejemplos son cldsicos dentro de la teoria:

1. Principio de Dirichlet Generalizado Consideremos

Lz, zp) Za )pin; — 2f (@),

con a¥ = al* para i,j = 1,...,n. Entonces L, = E?:l aijpj para
valores de j = 1,...,ny L, = —f. Por lo tanto el funcional asociado
es

/ Z a’ umzux —ufdx

i,j=1
y la ecuacién de E-L es
n ..
(1.8) — Z (aYug,)zj=f enQ.
ij=1

Por tanto, encontrar puntos criticos de E es equivalente a encontrar
soluciones de la ecuacién eliptica (1.8).

2. Ecuacion de Poisson No Lineal Sea f : R — R una funcién suave,
con primitiva F'(z fo y) dy. Consideremos el funcional

Efu] :/Q;\VuP _ F(u)da,
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entonces la ecuacion de E-L asociada es
—Au= f(u) enQ,

que es la ecuacion de Poisson no lineal. De hecho, este ejemplo serd de

nuestro interés para el caso en el que f = —Au+|u[P~!u con antideriva-
— =X, 2 1 p+1

da F' = Zu® + 5 [P O

Ejemplo 1.1.2 [Ecuacién Parabdlica Semilineal] Consideremos la ecuacién

ug + M — [uPlu=0 en Qx(0,7)
u=0 en 00 x(0,T)
u(0,x) = ugp en {t=0}xQ.

A pesar de que la ecuacién anterior no tiene estructura variacional, pode-
mos hacer uso de métodos variacionales para dar informacién acerca de sus
soluciones. Algunas razones por las cuales consideramos a la ecuacién ante-
rior son las siguientes:

(i) Si u(t,x) = wu(x), es decir, s6lo depende de x, estamos en el caso
del ejemplo anterior y por consiguiente, podemos usar métodos varia-
cionales para estudiar la existencia de soluciones. A este tipo de solu-
ciones se les conoce como soluciones estactonarias.

(ii) También podemos definir la energia de esta ecuacién y es
1
Blu(e. )] = [ 3IVu@ 0P - Flu(e.t) .
Q

ésta ultima nos da mucha informacion sobre las soluciones de la EDP
parabdlica utilizando lo que conocemos como métodos de energia. De
esto hablaremos en la siguiente seccién y en el siguiente capitulo, el
cual estd dedicado a la existencia local y global de esta ecuacién.

g

Ahora bien, otra condicién necesaria para determinar con qué tipo de
punto critico estamos trabajando es analizando el signo de la segunda deriva-
da en una vecindad de este punto. En nuestro caso le llamaremos segunda
variacion y se define como e”(0).

Recordemos que la segunda derivada nos da informacién de la geometria
de la imagen de una funciéon dependiendo del signo de esta tltima, es decir,
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mide la concavidad o convexidad local de la funcién. De igual forma podemos
calcularla directamente como se hizo anteriormente y obtendriamos que

¢'(0) = /Q > Ly, (2,1, V) oy, + 2> Ly, (2,4, V) by, ¢
] i=1

i,j=1
+ L..(z,u,Vu)¢? dz.

Si buscamos un minimo, la condicién necesaria para este caso es €”(0) >
0. A partir de esto, podemos deducir para £ € R"

> Ly (2,4, V) a0, > 0,

ij=1

conocida como la condicion de Legendre.

Podemos notar que el vinculo entre la existencia de extremos y la con-
vexidad del lagrangiano es fuerte, por consiguiente, necesitaremos de esta
hipdtesis para resolver nuestro problema principal. Para profundizar en esto
se puede consultar [102],[E02].

En general, es muy dificil mostrar la existencia de soluciones clasicas de
una EDP, es decir, hallar una solucién que cumpla la diferenciabilidad que
“la ecuacién pide ”, por ejemplo, para

—Au+ f=0,

encontrar v € C2. En las siguientes secciones veremos cémo trabajar con
la formulacién débil de las EDP y desarrollaremos métodos para encontrar
soluciones en espacios adecuados.

Para finalizar esta seccién, deseamos hacer algunas observaciones de lo
antes desarrollado:

Observaciéon 1.1.3 Por el enfoque del presente trabajo, no mencionamos
los demés casos en los cuales podemos hacer uso de la formulacion varia-
cional, estos son algunos:

1. Si Au] = 0 es un sistema de EDP.
2. Si L depende del tiempo.
3. Si L=L(t,z,a'),cont €R, z:[a,b] CR = R.

4. Si L depende de derivadas de orden mas alto.
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1.2. Métodos Directos

La idea principal de los métodos directos es cémo construir una sucesiéon
minimizante para E (véase el teorema 1.2.2) y bajo que condiciones esta
sucesién converge a un infimo.

Para empezar esta seccién, presentemos un resultado que nos da una
condicién para la existencia de minimos de un funcional.

Teorema 1.2.1 Sea M un espacio topoldgico Hausdorff® y E: M — RU
{o0} satisface la condicion de compacidad acotada, es decir, para cualquier
a € M el conjunto

Ky={ue M|E(u) < a} es compacto.

Entonces E estd acotado inferiormemente en M y alcanza su infimo. La
conclusion se mantiene vdlida si suponemos que cualquier subconjunto de
nivel K, es secuencialmente compacto.

Demostracion. Véase [St90], pag. 3.
O

A partir del resultado anterior, abordaremos espacios con una estructura
topolégica menos general para obtener condiciones mas faciles de verificar.

Para continuar, necesitamos la siguiente definicién:

Definicién 1.2.1 Decimos que E : M — R U {oco} es semicontinua infe-
riormente si para todo uw € M, para todo ¢ € R con ¢ < E(u), existe una
vecindad U de u tal que para toda v € U, ¢ < E(v). Decimos que E es
semicontinua superiormente si —E es semicontinua inferiormente (s.i.).

Ahora bien, si para toda sucesion {u}jen, u € M con u; — u, entonces
E(u) < liminf E(u;),

decimos que E es secuencialmente semicontinua inferiormente (s.s.i.). Si la
convergencia de la sucesion es en la topologia débil de M, decimos que E es
semicontinua inferiormente débil (s.i.d) o es secuencialmente semicontinua
inferiormente débil (s.s.i.d.).

3Recordemos que un espacio topolégico Hausdorff M es aquel que para cualesquiera
par de puntos distintos en M, siempre existen conjuntos abiertos disjuntos.
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Estas nociones coinciden si M es un espacio métrico (véase [Jo05] pag 158.).

Notemos que para cualquier « € R, el conjunto
M\Ky=U={ue M|E(u) > a}

es abierto y por consiguiente, E es (secuencialmente) semicontinua infe-
riormente. De igual forma, si E es (secuencialmente) semicontinua inferior-
mente para a € R, entonces para a < a, K, es (secuencialmente) compacto,
(véase [Jo05], pag. 158, 160).

Por lo anterior, podemos notar que el funcional £ no necesita ser conti-
nuo. Por otro lado, verificar las condiciones del teorema (1.2.1) no es sencillo.
Esto dltimo depende de la estructura de M. Si M tiene estructura topoldgica
mas rica, podemos encontrar condiciones necesarias mas sencillas de veri-
ficar.

Antes de dar un resultado en esta direccién, i.e., M = B, con B un
espacio de Banach reflexivo, necesitamos dar otra definicién:

Definicién 1.2.2 Sea B un espacio de Banach y E : B — R U {cc} un
funcional. Decimos que E es coercivo si E(u) — oo cuando |u]| — oo.

Si B=Ry E(z) = 22, es ficil ver que E(z) — oo si |x| — o0o. Por lo
tanto E es coerciva. Mas atin, E tiene un minimo global en z = 0.

Este ejemplo muestra que la condicién de coercividad nos garantiza que
las sucesiones minimizantes estén acotadas y nos da una nocién de la ge-
ometria de un minimo, en particular, cuando E es un funcional.

Ahora bien, decimos que un conjunto es débilmente cerrado si éste es
cerrado en la topologia débil de B. Con este hecho, podemos enunciar un
resultado que nos da condiciones mas faciles de verificar para asegurar la
existencia de minimos :

Teorema 1.2.2 Sea B un espacio de Banach reflexivo y C C B un subcon-
Junto débilmente cerrado. Si E es coercivo y s.i.d (s.s.i.d.) en C, entonces
E estd acotado inferiormente y alcanza su infimo en C.

Demostracion. Sea oy = info E y sea u, una sucesion en C tal que
E(um) — ap (a este tipo de sucesiones les llamaremos minimizantes). Por
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coercividad, la sucesién estd acotada en B, y por reflexividad, usando el
teorema de Eberlein-Smulian (véase [St90] pag. 4), podemos suponer que
la sucesién u,, — u converge débilmente para algin v € B. Como C es
débilmente cerrado, u € C'y E s.i.d tenemos que

E(u) <liminf E(u,,) = ag.

m—r0o0

g

Ejemplo 1.2.1 Si B es un espacio de Banach y ||-|| es su norma, entonces
el funcional definido por
E(u) = [[ull,

es s.s.i.d.. En particular, este hecho es de nuestro interés, ya que si conside-
ramos B = W*P(Q) el espacio de Sobolev con 1 < p < 0oy 0 < k < o0, los
funcionales pueden depender de la norma de este espacio.

Para ilustrar de forma maés detallada el resultado anterior, presentamos
el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.2.2 [Particién Minima de Hipersuperficies] Sea 2 C R™ un do-
minio. Denotamos a BV () al subespacio de funciones en L!(f2) tal que

/ |Du| = sup {/ Zquid:c | g € CHOQ;R™)Y, |g] < 1}
Q L]

sea finito, con g = (g1, - - ., gn). Definimos la norma en este espacio como

el = llull + /Q Dul.

Entonces BV (2) es un espacio de Banach con esta norma, encajado de
forma compacta en L'(Q) si Q es acotado y suave (véase la [St90]). Més
aun, se puede mostrar que fQ | Dul| es s.i. con respecto a la convergencia en
L.

Si G C R", denotamos a xg como la funcién caracteristica de G y a

L" la medida de Lebesgue n-dimensional. Deseamos mostrar que existe un
subconjunto G C 2 que cumple con

LG) = L\ G) = %c(m
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y tal que el perimetro con respecto a {2,

P(G.Q) = /Q Dxol

sea minimo entre todos los conjuntos que cumplen con la propiedad antes
mencionada sobre su volumen. Consideremos

1
M = {x¢| G es medible, L(G) = §£(Q)},

con la topologfa de L'. El funcional objetivo a minimizar es

E(u) = /Q D).

Como G C 2 es medible = ||x¢|;: = L(G) < L(R2). La propiedad de
coercividad de E que necesitamos en M con respecto a la norma de BV
se sigue de lo anteior. Por compacidad del encaje antes mencionado, los
conjuntos acotados de BV son relativamente compactos en L' y como M
es cerrado en L', por s.i. de E en L', los subconjuntos de nivel de E son
compactos.

Podemos interpretar geométricamente al soporte de la distribuciéon Dyg
como la minima hipersuperficie que bisecta €2 en dos regiones de volumen
igual.

0

Asi como en la seccién anterior, los funcionales E que consideraremos
tendran una estructura muy particular, ésto es

(1.9) E(u):/QL(a:,u,Vu) dz,

con u: Q C R* - RY. Como vimos en la seccién anterior, varias de las
condiciones necesarias y suficientes para encontrar minimos dependen de
las propiedades de L. En particular, el hecho de que E sea s.i. puede ser
obtenido a partir de L. De hecho, queremos mostrar un resultado en esta
direccién. Para ésto, necesitamos dar la siguiente definicién:

Definicién 1.2.3 Si (Q, F,u) un espacio de medida y f es una funcion
f:QxR" =R tal que
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(i) para casi toda x € Q, y — f(x,y) es continua,
(ii) para toda y € R™, x — f(x,y) es medible,

entonces decimos que f es una funcion de Carathéodory.

Observacién 1.2.1 Podemos ver que si f es una funcién de Carathéodory
y u solamente es medible, entonces f(x,u) es medible. De hecho, existe
una sucesion de funciones simples u,, tal que u,, — u casi en todas partes,
f(x,uy) es medible. Ademds, f(z,u,) — f(z,u) casi en todas partes, con
f(z,u) medible.

Recordemos que un conjunto abierto 2 estd fuertemente contenido en
Q) abierto, denotado por €' CC €, si existe V compacto con Q' C V C Q.

Teorema 1.2.3 Si Q C R"™ es un dominio y L : @ x RN x R™™ — R es una
funcion de Carathéodory que cumple las siguientes propiedades:

(i) Emiste ¢ € LY(Q) tal que L(z,u,p) > ¢(x) para casi toda x,u,p,
(i) L(x,u,-) es convera en p para casi toda x,u.

Entonces, si up,u € VVllo’Cl(Q) son tales que uy, — u fuerte en L'(SY) y
Vi, — Vu débil en L' () para todo Q' CC Q tenemos que

E(u) < h'nl}infE(um),
para E dada por (1.9)

Antes de dar una demostracién de este hecho, necesitamos los siguientes
resultados:

Lema 1.2.1 Con las hipdtesis del teorema anterior, tenemos que
L(z,um(x), Vi (x)) — L(z,u(x), Vugn(z)) =0

en medida, localmente en Q.

Demostracion. Véase [St90] pag. 11.

O

Teorema 1.2.4 Sea M un espacio localmente convexo y métrico. Si x, es
una sucesion en M tal que converge débilmente para alguna x € M, entonces
existe una sucesion y; en M tal que cada y; es una combinacion convexa de
un numero finito de x, y y; — x.
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Demostracion. Véase [Ru91] pag. 67.
O

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que L > 0, ya
que podemos reemplazar a L por L — ¢. También podemos suponer que
E(uy,) es finita y convergente. Dado Q' CC (Q, por convergencia débil lo-
cal en L' de Vu,, — Vu, para cualquier mg € N existe una sucesién de
combinaciones lineales convexa de (P!);>n,

l l
Pl:ZafﬂVum,Ogafngl, Zainzl,ZZmo,

m=m m=mgo

tal que P! — Vu fuertemente en L'(Q) y puntualmente casi donde sea
si | — oo por el teorema (1.2.4). Por convexidad, para cualquier mg, con
[ > mg y para casi toda x € '

l
L(z,u(x), Pl(z)) = L(m,u(x), Z aanum(:U)>

m=myo
l
< > obL(z,u(x), Vunm(z)).
m=mg

Si integramos la desigualdad anterior sobre todo €’ y tomamos el limite
[ — 00, por el lema de Fatou tenemos que

l—00

/,L(ac,u(x),Vu(:U))dx < h’minf//L(:U,u(w),Pl(:n))da:

< sup /,L(x,u(:n),Vum(as))dx.

m>mg

Como la desigualdad anterior es para cualquier mg, obtenemos que

m—o0

/ L(z,u(z), Vu(x))der < limsup/ L(z,u(z), Vun(z)) dz,
para cualquier ' CC Q.

Por el lema 1.2.1, tenemos que para cualquier ' CC Q, € > 0y mg € N,
existe una m > mq y un conjunto € ,, C €', con L(€2, ,,,) < € tal que

(1.10) |L(z, Um (x), Vum(z)) — L(z,u(z), Vun(x))] <€
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para toda x € '\ Qém Si consideramos € = €, con €, = 27™, y bajo
una subsucesién, si fuera necesario, podemos suponer que existe un conjun-
to Q¢ ., C Q' tal que para cada m con L(§  ,,) < €y se cumple (1.10)
para toda z € '\ Q.

€m,m*

Dada e > 0, podemos escoger mg = mo(€) > |logy €|, QL = Upy>my (2.

€m,,mM

con L(€2.) < ey con la desigualdad (1.10) cumpliéndose para toda x € '\ Q.
y toda m > myg. Por construccion, si € < 0 tenemos que x € 2, C Q.

Si cubrimos Q por conjuntos acotados y disjuntos Q*) cc Q, ke Ny
dada € > 0, podemos escoger una sucesion e®) >0, tal que

Z L) < ¢
keN

Tomando una subsucesion, si fuera necesario, para cada Q®*) y e®) pode-
mos escoger 'm(()k) y ng) c Q®) tal que E(ng)) < ek y

|L(z, um (x), Vum (z)) — Lz, w(x), Vi (z))] < )
uniformemente para Q*) \ ng), m > mg. Mas aun, podemos suponer que
ng) C Q((;k), si € < 9, Vk. Entonces para cualquier K € N, definimos el
conjunto QF = Ui(le(k), QK = Ui(zlﬂgk), tenemos que

m—00

/ L(z,u,Vu)dz < h’msup/ L(z,u, Vuy,) dx
ar\ak QE\QE

< lim sup/ L(z, U, Vuy,)de + €
m—00 QK\Qg
< limsup E(uy,) + € = liminf E(u,,) + €.
m—0oQ

m—0o0

Ahora, si € — 0, tenemos que K — oo. Como L > 0y Q¥ \ QF es
una sucesién creciente de conjuntos si € | 0 o K T oo, por el teorema de
Beppo-Levi obtenemos el resultado.

g

En general, hay problemas variacionales en los cuales no podemos aplicar
los métodos directos porque el funcional no es coercivo. Pero a pesar de
este inconveniente, existen casos en los cuales podemos reformular nuestro
problema de forma adecuada y obtener un funcional coercivo.
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Ejemplo 1.2.3 [Ecuaciones Semilineales] Consideremos la siguiente ecua-
cion semilineal eliptica

—Au+ M —ululP~?2 = 0 enQ,
u > 0 enf,
u = 0 en 09,

donde €2 C R™ es un dominio acotado y suave, A € Ry p > 2. Paran > 3
suponemos que p < p* = % Sean 0 < A1 < Ao < A3 < ... los valores
propios del operador —A en H}(Q).

Podemos mostrar que si A > —\q, este problema tiene una solucién
u € C%(Q) N C() positiva. Notemos que la ecuacién anterior es la ecuacién
de E-L del funcional

1 1
J(u)z/ §(|Vul2+Alu|2)—flu\pdw
Q b

en H&. El funcional no es acotado ni superior ni inferiormente, ya que tiene

un comportamiento polinomial del tipo bx? — 2P y para valores muy grandes
~ P

de , B(u) = [[ul,.

Por otro lado, por el teorema de encaje de Sobolev, tenemos que la in-
clusién Hg(Q) < LP(Q) es continua y compacta, para p < p* sin > 3y
p < oo si n = 2. Esta condicién serd de mucha utilidad para plantear el
siguiente problema equivalente y poder utilizar el teorema 1.2.2.

Consideremos el funcional
1
B(u) = / ~(IVul? + Aluf?) dz
Q2
en H}(Q), restringido al conjunto
M = {u € H}(Q) | / |ulP dx = 1}.
Q
Por el teorema de encaje antes mencionado, podemos concluir que M es

débilmente cerrado en H{(€2). Recordemos que por la férmula de Rayleigh
para el problema de valores propios (véase [E02] pag. 336), tenemos que

Vul? dz
A= inf JolVul®d 2‘ :
weHY(Q) fQ |u|? dx

u#0
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De lo anterior, obtenemos la siguiente desigualdad
1, A
(1.11) E(u) > -méax{1,1+ —}|ul 4,
2 A1 0
de la cual la coercividad para E se sigue inmediatamente. La s.i.d de E
se sigue del teorema de Rellich y de la s.i.d. de la norma de H}. Entonces

podemos asegurar que F alcanza su infimo para u* € M.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que u* > 0, ya que E(u) =
E(|u]). Notemos que E € C' en H} con derivada direccional

(VE(u),v) = / Vv - Vu+ Auvdz

Q

en direccién v. Ademads, si
G(u) = / |ulP dz — 1,

Q

G : H} — R también es continuamente diferenciable con
(VG(u),v) = p/ ululP~?vdz
Q

y (VG(u),u) = p # 0. Por el teorema de la funcién implicita, el conjunto
M = G71(0) es una subvariedad C! de H{.

Ahora bien, por la regla de los multiplicadores de Lagrange ([Jo05], [102]),
existe un parametro u € R tal que

(VE(u),v) + u(VG(u),v) = / Vo - Vu + Auw — pufulP2vdz = 0,
Q
Vv € H}. Si v =u* tenemos que
2E(u*) = / |Vu*|? + Mu*|* de = ,u,/ |u*|P dex.
Q Q

Como u* € M, entonces u* # 0 y por tanto, p > 0 por (1.11). Si
1

reescalamos la solucién por u = pur—2u*, entonces tendriamos

/ Vo - Vu + Muv — uluP?v dz = 0,
Q
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que es la ecuacién de E-L asociada a J.

De lo anterior, podemos notar que u > 0 en el sentido débil. Si usamos
el resultado de regularidad para ecuaciones semilineales (véase [St90]) y el
principio fuerte del méximo para operadores elipticos (véase [St90], [E02]),
obtenemos el resultado.

g

El ejemplo anterior es un caso particular de un problema restringido.
Queremos destacar que se agrega artificialmente la restriccién para mostrar
la existencia de soluciones con los resultados antes vistos. De hecho, no hay
una forma sistematica de ralizar lo anterior.

Ma3s atn, este ejemplo es de nuestro interés porque abordaremos un pro-
blema de formacién de patrones para el caso parabdlico asociado a este. En
otras palabras, queremos analizar el comportamiento de las soluciones ha-
ciendo variar p muy cerca y por debajo del exponente p*.

Por otro lado, la estructura del dominio también influye, por ejemplo, si
el dominio es simétrico o estrictamente estrellado. En las siguientes secciones
aclararemos esta situacion.

Ahora presentaremos la forma general de la ecuacién antes tratada, ésta
es

—Au = g(x,u) en Q,
(1.12) { u = U en 01},

con g: Q x R — R una funcién de Carathéodory, ug € H}(£2). Decimos que
u € H} () es una subsolucién (o supersolucién) débil del sistema anterior
si cumple con u < (>)ug c.s. en Iy

/ Vu-Vodr — / g(x,u)pdr < (>)0 para toda ¢ € C5°(2), ¢ > 0.
Q Q

Podemos interpretar una subsolucién (o supersolucién) como una aproxi-
macién de la solucién por abajo (o por arriba) de la solucién. La razén de
lo anterior, es que en general no podemos aplicar la misma técnica que en
el ejemplo 1.2.3 para todos los casos. Por esta razén, daremos el siguiente
resultado de existencia de soluciones por medio de esta aproximacion:
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Teorema 1.2.5 Supongamos que u,u € H}(Q) son una subsolucion y una
supersolucidn respectivamente de (1.12). Supongamos que existen constantes
c,c €R tal que —c0o < c<u<u<e<oo cs. en ). Entonces existe una
solucién débil u € HY(Q) de (1.12), con u < u < casi donde sea en .

Demostracion. Véase [St90] pags 17,18.
g

La idea de la demostracién es aproximar la solucién tanto por arriba co-
mo por abajo y usar una restriccion M adecuada como en el ejemplo 1.2.3.
La dificultad que tiene el trabajar directamente con el funcional asociado,
es que no se puede verificar directamente que E es coercivo en H&.

Ahora, daremos un ejemplo para ilustrar el teorema anterior. Este nos
servird para motivar un resultado que presentaremos méas adelante.

Ejemplo 1.2.4 Sea a : R®" — R una funcién continua tal que a > 0.
Ademds, supongamos que a(x) — as > 0 si |z] — co. Nuestro problema
consiste en encontrar soluciones positivas de la ecuacion

(1.13) —Au+a(z)u —uuf>=0 en R

tal que u(z) — 0si |x| — oo, donde p > 2 paran = 1,2. Sin > 3 requerimos
de la restriccién p < % La condicién anterior nos asegura que el encaje

HY(Q) — LP(Q)
sea compacto para cualquier 2 CC R".

Observacién 1.2.2 Si en particular, g(z,u) = a(x)u — ululP~2, Q un do-
minto suave y acotado de R, n >3, p= fj‘z, 1 <a(x) < A < oo uniforme-
mente en Q y ug € C1(Q) con ug > 1 en la frontera, tenemos que u = 1
es subsolucion y u = ¢ > 1 es supersolucion para ¢ suficientemente grande.

Por lo tanto, la ecuacion admite una solucion positiva mayor que uno.

El funcional asociado a la ecuacién anterior estd dado por

1
Bu) = /R Vul? + a(z)|u]? de

en H'(R™), restringido a la esfera unitaria

M= {ue H'R") /R P da = 1}
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en LP(R™). M4s aun, si a(z) = ax, E es invariate bajo traslaciones
U = Ugy () = u(z — o).

En general, para cualquier u € H!(R"), después de un cambio de variable

1 1
E(ug,) = 2/]R |Vu|2 +a(z+ 930)|u|2 dox — Q/R |Vu|2 + aoo|u]2 dz
— B®()

si |zg| — 0.
A continuacién damos el resultado correspondiente a nuestro problema:

Teorema 1.2.6 Supongamos que

(1.14) I =ifE < inf B =,
M M

entonces existe una solucién positiva u € HY(R") de la ecuacion (1.13).
De hecho, la condicion (1.14) es necesaria y suficiente para la compacidad
relativa de todas las sucesiones minimizantes de E en M.

Demostracion. Para ver que (1.14) es necesaria, notemos que si I < I
Y Up, €s sucesion minimizante para E°°, entonces Uy, = U (- + Tp,) también
lo es, para cualquier sucesion z,, € R"™. Consideremos |z,,| suficientemente
grande tal que

1
E(ty,) — Eoo(tpy)| < —
(i) ~ Boo(in)| < -

De hecho, 1, también es sucesién minimizante para F. Ademaés, se puede
mostrar que @, — 0 localmente en L? y por tanto, @, no puede ser rel-
ativamente compacta. Notemos que el argumento anterior muestra que la
desigualdad I < I*° siempre es verdadera para cualquier funcion a.

Para mostrar la existencia de una solucion positiva, se sigue de la misma
manera que en el ejemplo 1.2.3. Para mostrar la suficiencia, consideremos
Uy, una sucesién minimizante para E en M tal que E(u,,) — I. Podemos
suponer que u,, — u débilmente en LP(R™). Entonces, tenemos que

”um”Hl < CE(um) < C < o0,
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y por tanto, también podemos suponer que u,, — u débilmente en H!(R™)
y puntualmente casi donde sea. Consideremos u,, = vy, + u y observemos
que por el teorema de Vitali

'd
—/ /|um—tu|pdtdx

|ulP — |up, — ulP dz
1
(1.15) = p/ / (U — tw)|um — tuP"?udt dz
nJ0

1
jloma o p/ /u(utu)|utu|p_2udtd1: :/ |u|P dz
nJ (0 Rn

Como u € M, tenemos que

/|u|pdaz+/ |vm [P dz — 1.
R R

De forma aniloga, podemos llegar a que

1
E(um) = E(u+vm):2/ \Vul|? + 2Vu - Vo, + |Von|?

(1.16) + a(@) (Jul* + 2uv + v, |?) do

= E(u) + E(vn) + Vu - Voga(x)uvy, dz,
R

y por convergencia débil, el dltimo término converge a cero en H'(R") ya
que vy, = Uy —u — 0. Por otro lado, para cualquier € > 0, consideremos

Qe ={z e R"[|a(z) — ac| = €} CCR",
como v,, — 0 localmente en L?, la integral

/ (a() — aso)loml® < ¢ / [oral? + sup |a(2) / o
n Rn” Rn Qe

< ce+o(1).

IN

Por lo anterior, si ¢ > 0 es suficientemente pequena y consideramos
m > my(€) suficientemente grande, obtenemos

E(up) = e(u) + E«(vy) + o(1).
Por homogeneidad, si denotamos a A = [p, |u[Pdz,
E(u) = M\ E ()f%u) > APl siA>0,

E®(v) = (1_A)%E°°((1—A)—%um)2(1—A)%1°O+o(1), siA < 1.
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Entonces para A € [0, 1], tenemos que
I =E(up)+o(l) = Eu)+ E>®(vy)+o(l) >
ML+ (L=0)I%40(1) = (A +(1=A)) T+o(1).
Como p > 2, entonces A € {0,1}. Si A = 0, tenemos que
I>I1%+0(1)>1

para m suficientemente grande, y por tanto una contradiccién. Podemos
concluir que A = 1, es decir, u,, — u en LP, y u € M. Por convexidad de F

E(u) < lgri)ioréfE(um) =1,
y w minimiza F en M,y E(u;,) — E(u). Ahora, por (1.16)
= ull3p < e(B(um —u)) = e(E(um) = E(u)) + o(1)
Y Um — u en HY(R™).
U

El ejemplo anterior nos da las ideas principales para poder trabajar cier-
to tipo de problemas variacionales con restricciones. De hecho, usaremos
estimaciones similares al final del capitulo. En general, se pueden trabajar
este tipo de problemas de una forma mas sistematica usando el siguiente
resultado:

Teorema 1.2.7 (Lema de Concentracién-Compacidad) Supongamos
que Ly es una sucesion de medidas de probabilidad en R™, es decir, iy, > 0,
fR" dpm = 1. Entonces existe una subsucesion py, donde solo se da una de
las siguientes condiciones:

(i) (Compacidad) Existe una sucesion x,, C R™ tal que para cualquier
€ > 0, existe un radio R > 0 con la propiedad

/ dpgm > 1 —€
Br(zm)

para toda m.

(ii) (Desvanecimiento) Para toda R > 0, tenemos que

lim sup/ dpg | = 0.
Mm=00 \ zeR" J By (x)
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(iii) (Dicotomia) Existe un nimero A, con 0 < A < 1, tal que para cualquier
e > 0, existe un nimero R > 0 y una sucesion con la siguiente
propiedad:

Dada R' > R existen medidas no negativas pl,, p2, tales que

0< ppy + 12, < fim,

supp(fiy,) C Br(m), supp(piz,) C R™\ Br(zm),

lim sup <')\—/ dplt, ) <e
m—roo n

Demostracion. Véase [St90] pags 39-41.

+ ‘(1_)‘)_/ndﬂ'$n

g

La relacion entre el resultado y el ejemplo anterior es que podemos con-
siderar ptm;, = |um|P dz, m € N. La dicotomia fue hecha de forma explicita en
(1.15). A pesar de que no usaremos el resultado anterior de forma explicita,
es importante senalar que se utiliza para mostrar la existencia de soluciones
en el caso critico p = p*.

Otro problema de nuestro interés es el encaje de Sobolev en dominios
2 C R™. De forma mas explicita, veremos cémo se relaciona este problema
con un problema variacional.

Consideremos u € C§°(Q2), k> 1,p > 1, con kp < n y sea

fal s = 5 /Q Veul? da,

|a|=k

donde D*P(Q) es la completacion de C§°(€2) con la norma anterior. Por los
teoremas de encaje de Sobolev, D*P(Q) < L9(Q) con % = % — % y existe
una constante S(k,n,p) = S tal que

Sllullre < lull para toda u € DP(Q).

p
Dk.p

Ahora bien, queremos ver cémo encontrar S maxima usando el principio
de concentracién-compacidad. Notemos que este problema esta relacionado
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con el ejemplo anterior, via los multiplicadores de Lagrange. Por lo tanto,
lo que abordaremos a continuacién serd de gran utilidad en la siguiente sec-
cién y en el dltimo capitulo del presente trabajo. Empecemos mostrando
una propiedad del encaje:

Por invariancia de las normas en D¥?(R") y en L(R") bajo traslaciones
y escalamientos

(1.17) u— ug(z) = R~ %(z/R),

la constante de Sobolev S es independiente de 2. Para mostrar lo anterior,
notemos que para cualquier dominio €2, con u € C§°(2) y u = 0 fuera de ©,
C§°(9) es subconjunto de C§°(R™). Andlogamente, D*P(Q)) C D*P(R™).

Por tanto, tenemos que

S(Q) = if{[lull}, [u € DMP(Q), Jlull.} > SR™).

p
DFk:p

Por otro lado, si u,, € D*P(R") es una sucesién minimizante para S(R"),
por densidad de C$°(R™) en D¥P(R™) podemos suponer que u,, € C5°(R™).
Si hacemos una traslacion, podemos considerar que 0 € §2. Por el escalamien-
to antes presentado, si Ry, es suficientemente pequeno, podemos considerar
Um = (Um)R,, € C°(R™). Nuevamente, por invariancia de las normas bajo
el escalamiento tenemos que

S(9) < liminf o 2, = S(R"),

v S(Q) = S(R") = S.

Teorema 1.2.8 Sea k € N, p > 1, kp < n, % = % — % Supongamos que
{um} es una sucesion minimizante de S en D = D*P(R™) con ||um|| 1o =
1. Entonces {un} es relativamente compacta en D¥P (médulo traslacion y

dilatacion).

Demostracion. Escojamos y.,, € R™, Y,, > 0 tal que la sucesién

() = i (322

cumpla con

(1.18)  Qm(1) = sup / | U |Tda = / | U |Tda = 1
Bi(2) B1(0) 2

rER™
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Como p > 1 podemos suponer que v,, — v converge débilmente en
LY(R™)y en D*P(R"). Consideremos las familias de medidas

Hm = |vkvm|pd$a Um = |Um|qu

y apliquemos el lema de concentracién-compacidad a v,,,. Notemos que por la

normalizacién, v, # 0 y la condicién (ii) queda descartada. Si tuviéramos la

dicotomia, es decir, si existiera A € (0,1) y € > 0, estos nimeros determinan
2

una R > 0, una sucesién z,, y medidas v, v/2,, con las siguientes propiedades

0<vl +v2 <uvp,

supp(vy,) C Br(wm), supp(vyy,) C R™\ Bag(tm),

/ndy}n—k' - /ndu?n—u—A)D <e.

Escojamos una sucesién €,, — 0y R, > 0 tales que (bajo una subsuce-
sién vy, si fuera necesario)

lim sup (

m— 00

supp(vy,) C Br(zm), supp(vy,) C R\ Bag(zm),
lim sup < / dv} — A‘ + / dv? — (1 - )\)D =0.
m—0o0 n n

De hecho, por el mismo lema, podemos suponer que R,,, — 00, si m — oo.
Sea ¢ € C§°(B2(0)) tal que ¢ =1 en B1(0) y ¢dm(z) = ¢ (%) Entonces

/ ]Vkvm|pd:r:/ |Vk(vm¢m)|pd:r—|—/ V5 (0 (1 = o ))IP A + G,

ya que Uy, = Upm®m + Um(l — ¢m) v 0 puede ser estimado por

om > —C IV 0 |PIVE P daz.

1<k /B2Rm (2m)\BRyy, (Tm)

La desigualdad anterior se obtiene usando que 0 < ¢ < 1y p > 1. Si
A = Bop(2m)\Br(,), podemos realizar la estimacién |V*~!,,| < CRLF
por interpolacién y obtener la siguiente cota

<
LP(Am)

Vlvm‘

(194 0m 1956 < CRL* | Viom|
L7 (Am)

1
1.1 K H k ""‘H KR-Fy~ 70
(1.19) CK~ |V (A + CKR, v

LP(Am)
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donde v € (0,1] y K es una constante que sélo depende de k y n. Notemos
que la estimacién anterior es invariante bajo dilataciones. Ahora, por la
desigualdad de Hoélder, tenemos que

1_1
B lomlpoga,y < Bk lomlpaca,) (E(Am))? "5 = C lvmll paga,

([ ([ avh [ )]

Entonces este término tiende a 0 si m — oo, mientras que

IN

k. |P p
< o,
HV v LHLP(Am) Femliprs

se mantiene uniformemente acotado. Si escogemos 7, — 0, de (1.19) obtene-
mos que &, > o(1). Ahora, por la desigualdad de Sobolev

[omlee = [omdmllhe, + om (L = ¢m) i, + 0m
> O+ S(va(l - (Z)m)HZEQ + H’UmquHZEQ)
i p/q p/q
> S (/ de) + (/ dvm> +om
BRr,, (zm) R™\ B2R,,, (Tm)
[ p/q p/q
> S (/ du,}n) +</ du?n) + Om

> ST (1 — A)P/1) — o(1).

Pero como 0 < A < 1y p < ¢, tenemos que AP/7 + (1-— /\)p/q > 1 con-
tradiciendo la hipétesis [[vm|/}r, = [um 7, — S. En vista de lo anterior,
tenemos que A\ = 1, que es el caso (iii) del lema. Por consiguiente, existen
una sucesion x,, y una € > 0, con R = R(e) tal que

/ dvy, > 1 —e.
Br(zm)

Si e < 1/2, por (1.18) implica que Br(x,,) N B1(0) # (. Por tanto, la
conclusiéon del lema también es valida para z,, = 0, reemplazando R por
2R + 1 si fuera necesario. Entonces si v, — v débilmente, tenemos que

/ dv =1.
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Si usamos otro teorema de concentracién-compacidad (véase [St90] pag.
46), podemos suponer que

= > |[VRolPdz + Y 596,
jed
Up —V = ’U|pd$+z (5(7)
JjeJ

para ciertos puntos z9) € R”, j € J, donde J es un conjunto de indices a lo
mas numerable, () y %) nimeros positivos que cumplen con

Sple < 1,0 e .

Nuevamente, por la desigualdad de Sobolev

S+0(1)=va\|’[’)k,p=/ dpm = ol + D 1Y +0(1)
Rn
jeJ

v

S | ol + 220 ) +o() = S {fellfe + >0/ ) +o(1)

J€J JjeJ

S </ dy)p/q +o(1) =S +o(1),

donde la segunda desigualdad se da por concavidad estricta de la funcion
A — M\P/4, La igualdad se da si a lo més uno de los términos |[v[|,, vV,
j € J es distinto de cero. Notemos que por la condicién (1.18), tenemos que

Y

Entonces todas las v\9) desaparecen, ||[v||;, = 1y vy — v en LI(R™). Por
la desigualdad de Sobolev [[v]|?),, > Sy |[vm|, = vl sim — oo

d
Como consecuencia del resultado anterior, tenemos:

Corolario 1.2.1 Para cualquiera k € N y p > 1 tal que kp < n, existe una

funcion u € D¥P(R™) con ||um|l o = 1 y ||ullpre = S, donde % =1_ % Y

P
S = S(k,p,n) es la constante de Sobolev.
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Observacién 1.2.3 Para el caso k = 1, se puede consultar [St90], pag.
43. Més aun, para el caso p > 1, la constante de Sobolev no se alcanza si
Q) # R”™. Una de las razones por la cual este hecho ocurre es por la falta de
compacidad del problema. Més adelante, veremos como trabajar en un caso
en el cual no tenemos la propiedad de P-S para todo nivel de energia.

Para finalizar esta seccién, deseamos presentar el concepto de lagrangia-
no nulo y algunos resultados con respecto a este concepto. Después, daremos
una demostracion alternativa del teorema del punto fijo de Brouwer usando
lo anterior. Por ltimo, abordaremos un método conocido con el nombre de
compacidad compensada. éste da condiciones para la existencia de soluciones
débiles cuando sélo tenemos cierto nivel de convexidad.

Siendo maés precisos, decimos que L es un lagrangiano nulo si el sistema
n
-3 (Lpf(x,u, Vu))m Y L(r,u,Vu) =0 enQ (k=1,...,m)
i=1 !

es resuelto para todas la funciones suaves u : {2 — R™, donde la funcién
L :M™™ x R™ x Q) — R es suave y el conjunto M™*" es el espacio de las
matrices reales. La importancia de este concepto es que el funcional asociado

E(u):/QL(:C,u,Vu)dx

solamente depende de la condicién en la frontera.

Teorema 1.2.9 Si L es un lagrangiano nulo, u, @ € C%(Q,R™) tal que
u=u en O
Entonces E(u) = E(a).
Demostracion. Véase [E02] pags 439-440.
O

Consideremos A una matriz cuadrada (m = n) y denotemos a cof A
como la matriz de cofactor, cuyas entradas (k, ) es (cof A)¥ = (—=1)i*Fd(A)¥,
donde d(A)¥ es el determinante de la matriz de n—1xn—1 obtenida quitando
el k-ésimo renglon y la i-ésima columna de A.
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Lema 1.2.2 Sea u : R™ — R"™ una funcion suave. Entonces

n

Z(cofVu)W =0 parak=1,...,n
=1

Demostracion. [E02] pags 440-441.

Teorema 1.2.10 La funcion determinante
L(P) = |P|
es un lagrangiano nulo.

Demostracion. Esto se sigue inmediatamente del lema anterior, notando que

n

Zn:(L ’ Vu) _:Z(cofVu)f’ri =0 parak=1,...,n

i=1 i i=1
O

Ahora daremos la demostracién del teorema del punto fijo de Brouwer
usando lo anterior:

Teorema 1.2.11 Supongamos que u : B1(0) — B1(0) es una funcion con-
tinua con B1(0) C R™. Entonces u tiene un punto fijo en B1(0).

Demostracion. Supongamos que existe una funcién suave
w : Bl(O) — aBl (0)

tal que w(x) = x para toda = € 9B1(0). Como w = Id en 0B1(0), donde Id
es la funcién identidad. Por el teorema 1.2.9., como la funcién determinante
es un lagrangiano nulo, tenemos que F(w) = E(Id) = medida(B), donde
E es el funcional asociado al lagrangiano L. Por definicién de w, |w|? = 1
y derivando, obtenemos que (Vw)” - w = 0. Como |w| = 1, de la expresién
anterior podemos concluir que 0 es un valor propio de Vw? para cada z.
Por lo tanto, |Vw| = 0, lo cual es una contradiccién y esto implica que no
puede existir w con las condiciones antes mencionadas.
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Si w es una funcién como antes, pero solamente pedimos que sea conti-
nua, extendemos w de manera continua definiendo w(z) = z si € R™\ B;(0).
Notemos que w(z) # 0. Sea

n(z) = Cezxp (W%l) si|z] <1
0 silz|>1

Definimos 7. = %77 (f) para cada ¢ > 0. Sea € > 0 tal que w; = e * w
satisfaga wi(x) # 0. Como 7. es radial, wy(x) = x si € R™\ B(0) para e > 0
suficientemente pequeno. Entonces wy(x) = % seria una funcién diferen-
ciable en B3(0), como en la primera parte de la demostracién y nuevamente

llegamos a una contradiccién.

Ahora, si suponemos que u : B1(0) — B;(0) continua y sin puntos fijos,
consideremos w : B1(0) — 0B1(0), donde w(x) es el punto en la frontera
de la bola generado por el rayo que va de u(z) y pasa por z. La funcién
anterior esta bien definida, ya que u(x) # z para toda z € Bj(0). Como
w es continua y w(z) = = en 0B1(0), sabemos que una funcién con estas
propiedades no puede existir, llegamos a una contradiccion.

g

Hemos visto que la condicién de convexidad es fundamental para obte-
ner existencia de minimos. El siguiente resultado nos da condiciones para
mostrar la existencia de éstos si el lagrangiano ya no es convexo. Antes,
presentamos una nocién mas débil de convexidad:

Si L(z,z,P) = F(z,z,detP, P) cumple con (r, P) — F(x,z,7,P) con-
vexo para cada z, z fijos, decimos que L es policonvezo.

Teorema 1.2.12 Supongamos que n < q¢ < oo y up — u débilmente en
Wha(U;R™). Si L es acotado por abajo, policonvezo y cumple con la condi-
cion de coercividad

L(U,Z,P) > a’|P‘q - ba
entonces
1. detVuy — detVu en LY/™(U),

2. E(u) es semicontinua inferiormente en W14(U;R") y
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3. min E(u) eziste en un conjunto admisible no vacio.

Demostracion. Véase [E02] pags 454-457.
O

Con esto ultimo damos por concluida esta seccién. A lo largo del trabajo
regresaremos al problema de la constante de Sobolev y a la existencia de
soluciones de la EDP semilineal asociada al problema anterior, para el caso
en el que p se encuentre cerca y por debajo del exponente critico p*. También
daremos una caracterizacién geométrica de estas soluciones y abordaremos
el caso parabdlico.

1.3. Métodos Minimax

En esta seccion desarrollaremos los métodos conocidos como minimax.
Estos métodos son muy ttiles para encontrar puntos silla o minimos locales,
asi como para resolver problemas de valores propios. Los resultados mas
destac

Tenemos que mencionar que el vinculo entre la existencia de puntos
criticos y la compacidad de los conjuntos es muy fuerte. Dicho de otra forma,
necesitamos un cierto nivel de compacidad para poder mostrar la existencia
de puntos criticos. De hecho, el resultado mas conocido en esta direccion es
el de una funcién continua sobre conjuntos compactos [102], [Jo05], [St90].
La dificultad para utilizar este resultado es poder probar que un conjunto
es compacto en un espacio de dimensién infinita.

Lo anterior motiva definir la condicién de Palais-Smale sobre un fun-
cional. Esta condicién es una nocién de compacidad més facil de verificar.
Durante esta seccién vamos a suponer que E € C1(B), es decir, E continua-
mente Frechet diferenciable.

Definicién 1.3.1 (Condicién de Palais-Smale) Decimos que una suce-
sion {um} C B es una sucesion de Palais-Smale de E si |E(up)| < c,
uniforme en m, y ||[DE(uny)|| — 0 si m — oo. Si cualquier sucesion de
Palais-Smale de E tiene una subsucesion convergente, decimos que E satis-
face la condicion de Palais-Smale (P-S).

Notemos que la condicién P-S implica que el conjunto de puntos criticos
con energia uniformemente acotada es relativamente compacto o precom-
pacto (véase lemas 1.3.1 y 3.1.2 ). Para ver equivalencias, una discusién més
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profunda del concepto anterior y algunos resultados adicionales, se puede
consultar [Ja03].

Proposicion 1.3.1 Si E cumple con las siguientes propiedades:
1. Clalquier sucesion de P-S es acotada en B.

2. Para cualquier w € B tenemos la descomposicion
VE(u) = (L + K)(u),

donde L : B — B* es un operador lineal acotado e invertible, B* el dual
de B y K manda conjuntos acotados de B en conjuntos relativamente
compactos en B*, es decir, K es un operador compacto.

Entonces E cumple con (P-S).

Demostracion. Sea u,, una sucesién de P-S para F, es decir, E(u,,) es aco-
tada y VE(um) = (L + K)(tm) — 0. Por lo tanto, uy, + L™K (uy,) — 0.

Por hipétesis, sabemos que u,, es acotada y como K es compacto, la
sucesion L~ 1K (u,,) es relativamente compacta, es decir, admite una sub-
sucesién convergente y por tanto, también wu,,,.

g

Gran parte de las discusiones que tendremos cuando queramos verificar
la condicién P-S, surgen a partir de los conjuntos de nivel de E. Por consigu-
iente, a continuacién definimos estos conjuntos y damos una caracterizacion
de ellos.

Consideremos ¢ € R, §,p > 0 y sean

E. = {ueB|E(u)<c},

K. = {u€ B|E(u) =c¢, VE(u) = 0},
Nes = {u€B[[E(u) = <6, [[VE(u)| <4},
Uep = |J{veBllv—ul <p}.

UEKC

El resultado que da la relacion entre la condicién P-S y estos conjuntos
es el siguiente:
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Lema 1.3.1 Supongamos que E tiene la propiedad de P-S, entonces para
cualquier ¢ € R se tiene lo siguiente:

1. K. es compacto.
2. La familia {U.p},>0 es un sistema fundamental de vecindades de K..

3. La familia {N;s}s5>0 es un sistema fundamental de vecindades de K.

Demostracion.

1. Cualquier sucesion en K, tiene una subsucesién convergente por la
propiedad de P-S, y por continuidad de E y de VFE, cualquier punto
de acumulacion para esa sucesién pertenece a K.

2. Cualquier U., es vecindad de K.. Ahora consideremos V' vecindad
abierta de K.. Supongamos por contradiccion que para p,, — 0 ex-
iste una sucesiéon de puntos u,, € U.,,, \ V. Sea v, € K. tal que
|t — V|| < pm. Como K, es compacto, podemos suponer que vy, —
v € K,. Pero entonces u,, — v, y uy, € V para m suficientemente
grande y llegamos a una contradiccion.

3. Andlogamente al inciso anterior.
O

El resultado anterior nos da una caracterizacion de la topologia genera-
da por los niveles de energia de E en puntos criticos. De hecho, queremos
presentar un resultado conocido como el lema de deformacion. éste nos da
informacién acerca del comportamiento de E con respecto a distintos niveles
de energia.

Para conseguir el objetivo anterior, primero tenemos que dar una nocién
geométrica andloga al concepto de flujo gradiente.

Sea B = {u € B|VE(u) # 0} el conjunto de valores regulares de E.
Decimos que v : B — B es un campo pseudo-gradiente para FE, si v es un
campo vectorial localmente Lipschitz continuo que cumple con:

L lv(w)|| < 2min{[[VE(u), 1]},
2. (v(u), VE(u)) > min{|[|[VE(u)| ,1} || VE(u)|| para todo u € B.

Un resultado importante con respecto a los flujos pseudo-gradientes es:
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Teorema 1.3.1 Cualquier E € CY(B) admite un campo pseudo-gradiente.

Demostracion. Para u € B, consideremos w = w(u) tal que

(1.20) lwl < 2min{[|VE(u), 1]},
(1.21) (w,VE(w)) > min{||[VE(u)|,1}|VE(u)|.

Por continuidad, para cualquier u € B existe una vecindad W(u) tal que
(1.20) y (1.21) se cumplen para toda u’ € W (u). Como B C B es metrizable
y por tanto, paracompacto, existe un refinamiento finito local {W;};c; de la
cubierta {W(u)}, .5 de B, que consiste de vecindades W; € W ().

Consideremos una particién de la unidad {¢;} Lipschitz continua subor-
dinada por {W;}cs, es decir, una coleccién de funciones Lipschitz continuas
con soporte en Wi, 0 < ¢y <1y >, ;¢ =1en B.

St pi(u) = dist(u, B\ W) = inf{|u — o[l v ¢ Wi}y

pi(u)
di(u) = =,
Zl’e] P (u)
es facil mostrar que 0 < ¢ < 1, ¢ = 0 fuera de Wy y > ;¢ = 1. Ahora,
como {W;}er es localmente finito, para cualquier u € B existe una vecindad
W de u tal que W N Wy # () para una cantidad finita de indices I’ € I, y la

condicion de Lipschitz de ¢; en W es inmediata de la condicién de Lipschitz
de la familia {¢; }ics.

Finalmente, si

v(u) = di(u)w(w),

lel
por (1.20) y (1.21), se mantiene la relacién para cualquier combinacién lineal
convexa, y v(u) es un flujo pseudo-gradiente para E.

O

Ahora enunciaremos uno de los resultados principales del trabajo, el cual
es de los mas utiles dentro de los métodos minimax para mostrar existencia
de puntos criticos:

Teorema 1.3.2 (Teorema del Paso de Montafa) Sea E € C'(B) un
funcional que cumple con la condicion de P-S, con E(0) = 0. Si ademds
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1. 3p> 0, a >0 tal que si ||u|| =p= E(u) >ay
2. Juy € B tal que ||ul| > p y E(u1) < a.

Entonces

B = inf sup E(p(t)) > «
PEP tefo,1]

es un valor critico, donde P = {p € C([0,1]; B) |p(0) =0, p(1) = u1} .
Para poder dar una demostracién del resultado anterior, necesitamos ver

el siguiente resultado:

Teorema 1.3.3 (Lema de Deformacién) Supongamos que E € CY(B) y
cumple con la condicion de P-S. Sea B € R, € >0 y V una vecindad de Kg.
Entonces existe un niumero € € (0, €) y una familia 1-parametrizada continua
de homeomorfismos ®(-,t) de B, 0 <t < oo con las siguientes propiedades:

(i) ®(u,t) =u, sit=0, o VE(u) =0, o |E(u) — | <&
(ii) E(®(u,t)) es decreciente en t para cualquier u € B;
(”Z) (I)(Eﬁ+e \ N, 1) - Eﬁ—e Yy (I)(Eﬁ+e7 1) - Eﬁ—e UN.

Mds ain, ® : B x [0,00) — B tiene la propiedad de semigrupo, es decir,
O(-,t) o ®(+,5) = O(-,t + s) para toda s,t > 0.

Antes de dar una demostracion es conveniente comentar que no usare-
mos el resultado en toda su plenitud. Por consiguiente solo la daremos para
el caso K3z = () y B un espacio de Hilbert. Para ver la utilidad del resultado
en los demds casos se puede consultar [St90], [Ch05].

Demostracion. Primero mostraremos que existen constantes 0 < 0, < 1
tal que

(1.22) IVE(u)| > o para cada u € Egie\ Eg_e.

Realizaremos lo anterior por contradiccién. Si (1.22) es falso, entonces
para toda 0 < o, € existen sucesiones oy, € — 0 y ug tal que

(1.23) up € Egye\ Eg_¢ con
(1.24) IVE(ug)| < o

Por la condicién de P-S, existe una subsucesién u; y un elemento u € B
tal que up — u. Como E € C*(B), (1.23) y (1.24) implican que E(u) = 3,
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E’(u) = 0. Entonces Kz # () y por tanto una contradiccién.

Sea € tal que
o2
(1.25) 0 <e€<E, O<€<?.

Consideremos los conjuntos

U = {ueB|Eu)<p—€oE(u)>p+¢et}
W = {ueB|B-€e<E(u)<B+e}

Como VFE es acotada en conjuntos acotados, podemos verificar que la
funcién dist(u, U) + dist(u, W) es acotada inferiormente por una constante
positiva para cada conjunto acotado en B. Como consecuencia, la funcién
B dist(u,U)
 dist(u,U) + dist(u, W)

9(u)
satisface 0 < g <1, g=0en U y g=1en W. Sea

(1.26) ht) :{ 1/75 szt =1

Ahora definamos a la funcién
J(u) = —g(w)h([[VE(u)|[)VE(u)
y notemos que J es acotada. Consideremos para cada u € B la siguiente
EDO

o) = J(2())

(1.27) 30) — u

Como J es acotada y Lipschitz continua en conjuntos acotados existe una
tunica solucién para toda t > 0. Escribimos ® = ®(t,u) = ®;(u) para mostrar
la dependencia de u y t. Notemos que ® es diferenciable en ¢, continua en u y
cumple con la propiedad de semigrupo. Ademas se cumple la primera parte
de (i) parat = 0. Mas atin, sit =1, ® = usiu ¢ E~[3—¢ B+¢ pues g = 0.

Derivando, tenemos que

GE@) = (VE@), G00)) = (VE@ ). J@: ()

(1.28) = —g(Pe(w)h(|VE(®@:(w))[]) | VE(®(w))] .
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De este calculo obtenemos que

d

—E(® <0

4 B, (u) <

y por tanto (ii). Fijemos u € Egy.. Si ®4(u) ¢ W para alguna t € [0, 1], no
hay nada que demostrar. Entonces supongamos que ®;(u) € W para alguna
t € [0, 1], por tanto g(®;(u)) =1y por (1.28) tenemos que

(129) L B(@iw) = ~A(IVE@w)]) [VE@ )]

Si [|[VE(®(u))|| > 1, por (1.26) y(1.22) tenemos que

d
5 E(@e(u) =~ IVE(®(u)]* < 0.
De igual forma, si ||[VE(®¢(u))|| < 1 obtenemos la misma desigualdad.

Por (1.29) y la desigualdad anterior, obtenemos
E(®(u) <B(u)—oc*<pB+e—0’<B—e
por (1.25) y ésto completa la prueba.
O

Como vimos anteriormente, la ventaja de tener un funcional en un es-
pacio de Hilbert nos permite escoger un flujo explicitamente. Mas aun, si
E € C?(H), donde H es un espacio de Hilbert real, podemos definir el flujo
pseudo-gradiente de la misma manera que en el caso de dimension finita, es
decir, VE(u) : H — H como (VE(u),v) = V,E(u) para cualquier u,v € H,
o bien,

IVE@)|| = [VoE@)||, (VE(u),V,E(u)) = |VE(u)|.
Entonces tendriamos que

{gtfb(u,t) = —VE(®(u,t)),
®(u,0) = u,

ya que VE € C'. De hecho, a pesar de que no utilizaremos este resultado
mas adelante, la idea intuitiva del resultado es fundamental en el tltimo
capitulo cuando abordemos problemas de tipo parabdlico, ya que usaremos
la nocién de flujo parabdlico y herramientas variacionales.
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Ahora podemos dar una demostracién de 1.3.2:

Demostracion. Es facil mostrar que 8 > a. Supongamos que Kg = 0,
y sea 0 < € < «/2. De acuerdo con el lema de deformacién, existe una
constante 0 < § < € y un homeomorfismo con la propiedad

®(Esyo) CEs_qy ®u)=usiug¢g B0 —a,6 +al.
Por definicién de 3, existe una p € P tal que

sup E(p(t)) < B+,
t€0,1]

entonces p = ® o p también pertenece a P, pues ®(p(0)) =0y ®(p(1)) =
®(u)) = u por lo antes mencionado. Pero la desigualdad anterior implica
que

sup E(p(t)) < B — e,
te(0,1]

entonces

B = inf sup E(u(p(t))) < B —c¢,
PEP t0,1)

lo cual es una contradiccién.
O

A continuaciéon deseamos mostrar una aplicaciéon del teorema del paso
de montana para ver la existencia de soluciones no triviales a una ecuacion
eliptica semilineal:

Proposicion 1.3.2 Sea

—Au = f(u) enQ,
(1.30) { u 0 en 01,

donde [ es una funcion suave que cumple con las siguientes condiciones:

(i) Para alguna 1 < p < Z—Jjg, para toda x € R™ y C' >0

[f(@)] < CA+[zP), |f(2)] < OO+ |zP),
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(ii) 0 < F(z) < cf(x)x para alguna constante ¢ < 1/2, donde
Fo) = [ 1)
0

(iii) Para 0 <a < A
alz* < |F(2)] < Al
Entonces eziste al menos una solucion u # 0 de (1.50).

Demostracidon. Primero, definamos el funcional de energia asociado a (1.30),
que es

1
(1.31) 1) = [ 51Vuf’ - Flu)da
Q
para u € HZ (). En este caso, B = H}(Q2) con el producto interior

(u,v) :/Vu-Vvdx
Q

y ||| la norma inducida. Entonces

I0) = 5 el = [ Pla)de = Rw) — B(w).

Para ver que I € C*(B), notemos que para cada u,w € B
1 |2

L(w) = 5 [lw]

1 1 1
) = 5 flutw =l = 2l + (0 = ) + 5l =l

De la igualdad anterior es ficil ver que I; € C* con VI(u) = u. Recorde-
mos por el teorema de Lax-Milgram que para cada v* € H— (), el problema

—Av = v* en
v = 0 en 09,

tiene una unica soluciéon v € B. Sea v = Kv* de tal manera que
(1.32) K:HYQ) — B

_2n_ . .
es una isometria. Notemos que si w € L7+2 (), el funcional w* definido por

<w*,u):/wudx ueB
Q
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pertenece a H~1(f2), ya que B — Loiz ey [2 s H1 y
*
w1 < ”’LUHLR%

Ahora, observemos que

2n n+2 2n N
p < p,

n+2 n—2n+2
por lo tanto f(u) € L%(Q) CHYQ)siueB.
Queremos ver que si u € B, entonces
(1.33) Vis(u) = K(f(u)).
Para esto, podemos ver que
1
F(a+b)=F(a)+ f(a)b+ b2/ (1—s)f"(a+bs)ds.
0
Entonces para cada w € B,
I(w) = / Fw)dz = /F(u—i—w—u)da::
Q Q
/ Flu)+ flu)(w—u)de + R = Iz(u) —I—/ VK(f(u)) - V(w—u)dz+ R,
Q Q
donde R satisface por (i)

IR < c/ (14 [P + Jw — uP Y |w — uf? do <
Q

p—1 _2_
C (/ jw —u[P 4w — uf? dx) +C (/ [P+ dm) . </ |w — ulPT! dx) o
Q Q Q

Como p + 1 < p*, por las desigualdades de Sobolev ( véase [LiLo01],
[E02]) tenemos que R = o(||w — u||) y por (1.32) podemos ver que

Ir(w) = Ia(u) + (K(f (), w —u) + o(|Jw — ul])

y con esto hemos mostrado (1.33). Para mostrar la continuidad, considere-
mos u,v € B con ||ul]|,||v|| < L, entonces

IVIz(u) = VI (v)| = [[K(f(u)) = K(f(v))]| =
[f(w) = f@)lg— < [f(u) = f(v)

.
Ln+2
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Por otro lado, tenemos que

LA+Z

I =50y < 0 ([ @+t~ 4 a0l - ) ¥ )

1nt2 1 n42

_2n_ 2n ; 2n ! 2n
<C (/ (1 + a1 + [op=1)) Tz da:> ’ (/ M da:) ‘
Q Q

n+2 2n_ n
< o[ @+ bl T ) ol
Q
< C() [lu = vl e C(L) [Ju = v]],
donde nuevamente usamos (i) y la desigualdad de Holder para ¢ = ”T‘*'Q y

exponente dual ¢/ = Z—fg Entonces VIs : B — B es localmente Lipschitz
continua.

Ahora tenemos que verificar la condiciéon de P-S. Sea w,,, € B una suce-
sién tal que I(uyy,) es acotada y VI(u) — 0 en B. Por lo realizado anterior-
mente, tenemos que

(1.34) Um — K(f(um)) =0

en B. Entonces para cada € > 0

[(VI(um),v)| = ’/QVum Vo — f(um)vde| < elv]

si v € B y para m suficientemente grande. Si v = u,,, tendriamos que

< € |luml|

‘/ (Vtim|? = f(tm )t dz
Q

para cada € y m suficientemente grande. En particular, si ¢ = 1 podemos
notar que

(1.35) /Q ()t dz < | + |2

pero como I(u,,) es acotado para toda m, existe una C' > 0 tal que

(3 1l = [ Flamyar) <0 < ox.
Q
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Podemos deducir
[uml|® < C + 2/ F(um) dz < C + 2¢(||um || + lum|?)
Q

combinando (ii) y la desigualdad (1.35). Como 2¢ < 1, podemos ver que uy,
es acotada en B. Entonces existe una subsucesion u,, y un elemento u € B,
con U, — u débil en B y u,, — u fuerte en LP*1(Q), ya que p+ 1 < p*.
Ademss, f(un) — f(u) en H™', por tanto K(f(um)) — K(f(u)) en B.
Como consecuencia de (1.34), obtenemos

(1.36) u=K(f(u)) en B,y por tanto u,, > u en B

Por ltimo, verifiquemos las hipdtesis que nos faltan para poder aplicar
el teorema del paso de montana. Claramente 1(0) = 0. Supongamos que
u € B, con |lu|| = p > 0 por determinar mas adelante. Entonces

2
(1.37) I(u) = Ii(u) — Ia(u) = 5 Ir(u).
Por (iii) y p+ 1 < p* tenemos que

p+1

)| <C [ e <0 (/ uf?” dx> T <ol <ot
Q Q

En vista de (1.37) se sigue que

2 2

I(u) > —Cp”+12pz=a>0,

para p > 0 suficientemente pequeno, ya que p + 1 > 2.

Sea u € B distinto de cero y v = tu para alguna ¢t por determinar.
Entonces

I(v) = I (tu) — I(tu) = t*I;(u) — /QF(tu) dz <

211 (u) — atpH/ lu[P*tdz < 0
Q

para t suficientemente grande. Con ésto tltimo hemos verificado todas las
hipétesis del teorema del paso de montana y por consiguiente, existe u € B,
u Z 0 tal que

VI(u)=u+ K(f(u)) =0,
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que en particular, para cada v € B, tenemos que

/Vu Vvda:—/f Jvde,

es decir, u es una solucién débil de (1.30).

O

Observacién 1.3.1 Notemos que la condicién (iii) implica que u = 0 es
solucién de (1.30). Ademds, f(u) = |u|P~'u cumple con (i)-(iii). Abordare-
mos este caso en el siguiente capitulo.

Para finalizar esta seccién, deseamos presentar una demostracion alter-
nativa del teorema del paso de montana utilizando un principio variacional.
El propdsito de esta segunda demostracién es mostrar la relacion entre los
métodos directos y los métodos minimax. Recordemos que estos ltimos son
de naturaleza topoldgica. A partir de estos vinculos se desprenden muchas
ideas para usar otro tipo de herramientas.

Teorema 1.3.4 (Principio Variacional de Ekeland) Sea (M,d) un
espacio métrico completo, E : M — R U oo una funcion s.i. y acotada
inferiormente con E # co. Entonces para cualquier €, >0 yu € M con

E(u) <inf E +¢,
M
eriste una v € M que minimiza estrictamente el funcional
Ey(w) = E(w) + —d(v,w).
Mds ain, tenemos que E(v) < E(u), d(u,v) <.

Demostracidn. Sea a = 5y definamos el siguiente orden parcial en M xR
de la siguiente forma

(v,8) < (', 8) & (B = B) + ad(v,v") <O0.

Fécilmente podemos mostrar que este orden induce una relacién de
equivalencia. Definimos el conjunto S = {(v,8) € M x R| E(v) < }.

Por semicontinuidad de E, S es cerrado en M x R. Ahora, supong-
amos que S contiene un elemento maximo (v, 3) con respecto al orden <
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tal que (u, E(u)) < (v,B). Si comparamos éste con (v, E(v)) € S obten-
emos que E(v) = (. Por definiciéon de la relacién, podemos notar que
(u, E(u)) < (v, E(v)) es equivalente a E(v) — E(u) + ad(u,v) < 0.

En particular, esto implica que E(v) < E(u) y

d(u,v) < o HE(u) — E(v)) < <1']1\1/[fE +e— ij\r}[fE) =J.

Sy

De hecho, si w € M satisface
Ey(w) = E(w) + ad(v,w) < E(v) = Ey(v),

nuevamente utilizando la relacién tenemos que (v, E(v)) < (w, E(w)). Por
lo tanto, w = v por ser (v, E(v)) méximo, es decir, v es un minimo estricto
de E,.

Para concluir la demostracion, tenemos que mostrar que tal elemento
existe. Para ésto, sea (v1, 1) = (u, E(u)) y de forma iterativa definimos la
sucesion (v, Bm) como

Sm = {(v,8) € S| (vm, fm < (v,5))}
Mm = {/8 | ('U,ﬂ) € Sm}
mf{Ev)|(v,B8) € Sm} > 1’]1\14fE = 0.

V

Notemos que iy, < B ¥ Sm = {(Vm, Bm)}, 81 i = Bm. Ahora, escogemos
(Um+1, Bm+1) € Spm de tal manera que

ﬁm - Bm—‘rl 2 %(Bm - Mm)

Teniendo en cuenta la transitividad de <, la sucesion S, esta anidada,
es decir, S1 D ... Sy, Dy por lo tanto, también ... < py < phpt1 < oo P <
Bm+1 < .... Por induccién y usando (1.38) podemos obtener que

Bm—i—l — Umr1 < 5m+1 — HUm
1 1\™
(1.38) < 50n-mn) <% (3) (oo
Por definicién de S,,, para cualquier m € N y cualquier (v,5) € Sy,

tenemos que

=Bl = BB < B —in<C(3) .

1

Aomv) < 0 (fm—F) < Cal ()m

IN

2
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En particular, (v, 8n) es una sucesiéon de Cauchy en M x R y por
ser M completo, tenemos que la sucesién converge a un elemento (w,n) €

ﬂmeN Sm

Nuevamente, usando la transitividad de < tenemos que

(u, BE(u)) = (v1, B1) < (w,n).
Ademis, (w,n) es méximo, porque si (w,n) < (w,7) , entonces podemos
ver que (U, Bm) < (w,7) y (w,7) € S), para toda m. Si (v, 8) = (w,7) en
(1.38) podemos llegar a que (v, Bm) — (w,7), y por lo tanto (w, 77) = (w,n).

O

Ahora podemos dar la correspondiente demostracion:

Consideremos a P como un espacio vectorial con la norma

= ma t
Ipllp = mix (o)

para p € P. Entonces P, ||-||» es un espacio de Banach, y por tanto métrico
completo. Sea

J(p) = félﬁ’f] E(p(t)).

J es s.i. por ser cota superior de una familia de funciones s.i.. Ademas,

tenemos que
g = inf J > mix{0, E(u;)},
peEP

por tanto acotada inferiormente. Entonces por el principio variacional de
Ekeland, tenemos que Ve > 0, existe una p. € P tal que

(1.39) J(pe) < B+e
J(p) = Jp) —€llp—pllp VpeP
Sea M = {t € [0,1] | E(pe(t)) = méx,c(o,1) £(pe(s))}. Por (1.39) podemos
deducir que existe t. € M tal que
IVE(pe(te))l| < e
Basta que consideremos la sucesién z,, = p 1 (t 1 ) y concluir por la
propiedad P-S.
d

Con esto tltimo terminamos este capitulo. En la primera secciéon del
ultimo capitulo, veremos como utilizar los métodos minimax, que en muchas
ocasiones son cruciales.



Capitulo 2

Existencia de Soluciones de
una EDP del Tipo Parabdlica

Muchos fenémenos pueden ser descritos o modelados por una ecuacién
diferencial. Entre estos, podemos mencionar la caida libre de un cuerpo, el
movimiento de una particula en un medio, la distribuciéon de calor en un
medio, etc. Dependiendo de los factores que se consideren en el modelo, la
ecuacién resultante puede ser una EDO o una EDP.

En éste capitulo nos enfocaremos en el estudio de la existencia de solu-
ciones de una ecuacion del tipo parabdlica, que por un lado es una EDP y
por otro, tiene la ventaja que puede tratarse como una EDO en un espacio
de dimension infinita, es decir, se pueden utilizar métodos de punto fijo.

El trabajo que desarrollemos durante este capitulo nos servird de base
para abordar otro tipo de problemas como la formacién de patrones y de
control, que realizaremos posteriormente. Podemos mencionar que hay difer-
entes maneras de mostrar la existencia de soluciones para este tipo de ecua-
ciones, entre ellas, podemos destacar el métodos de semigrupo, el de com-
pacidad y el de operador monétono [Zh04],[E02],etc.ar el métodos de semi-
grupo, el de compacidad y el de operador monétono [Zh04],[E02],etc.

2.1. Existencia y Unicidad de una EDP Semilineal

Uno de los modelos por excelencia para el estudio de distribucién de
calor, concentraciones quimicas, crecimiento de poblaciones en un medio,
etc, son las EDP del tipo parabdlico [E02],[Sm91]. Una caracteristica im-
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portante de mencionar es que la ecuacién no tiene estructura variacional,
i.e. no es la ecuacién de E-L de un funcional. A pesar de este inconveniente,
veremos mas adelante que lo desarrollado en el capitulo anterior sera de gran
utilidad para nuestro caso.

Sea 2 C R™ (n > 3) un dominio abierto y acotado con frontera J§2 suave.
Consideremos

ur — Au+Au— [uPlu =0 en Qx (0,7)
(2.1) u(0,x) = ugp en ()

u=20 en 00 x (0,T)
con A >0, ugp € H}(Q), T € (0,00l y 1 <p < p*= % Entendemos por
T = oo que la solucién existe para toda t > 0. A este tipo de soluciones les
llamaremos globales. Si T' < oo, diremos que la solucion estalla en tiempo
finito en norma, i.e.

lim ||u(t, x)|| = oo,
i u(t, )]

A este tipo de soluciones les llamaremos locales. La ecuacién (2.1) es una
ecuacién no lineal y se le conoce en la literatura como semilineal.

El resultado que deseamos mostrar en esta seccion es el siguiente:

Teorema 2.1.1 (Existencia y Unicidad) Para todo ug € H}(RY), existe
una T € (0,00] tal que (2.1) tiene una tinica solucion

u € C°([0,T); Hy () N CH((0,T); L*(2)),
la cual es solucion cldsica para t > 0.

Ahora bien, las soluciones de (2.1) pueden ser globales o locales, esto
altimo depende de la energia de la condicion inicial. Para ilustrar lo anterior,
presentamos el siguiente caso particular:

Ejemplo 2.1.1 Consideremos la ecuacién

w—Au+u—ut=0 en QxRF
(2.2) u(0,x) = up(x) en ()
u=0 en QxRT,
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con 2 C R™ acotado con frontera suave. Notemos que si multiplicamos la
ecuacion anterior por u e integramos sobre todo §2, obtenemos

(2.3) th/ ]u\de—F/(\VUF |u\4+\u| )dx = 0.
Sea
1
E(t) = / (Val? = Sl + Juf?) da
Q 2

la funcién de energia asociada a (2.2). Si multiplicamos (2.2) por u; e inte-
gramos sobre €2, vemos que

1dE(t ,
2 dat /|t| dz =0,

y por consiguiente E(t) < E(0). De (2.3) podemos deducir que

2dt/|u|2dx+E /]u|4dx—0

Por la igualdad anterior, si F(0) < 0, entonces

' 24z > - 4
(2.4) th/ |u|* dz /|u| dz,

ya que —FE(t) > 0. Més ain, por la desigualdad de Cauchy-Schwartz pode-
mos notar que

3
(2.5) /]u\2dx§ </ |u]4dx> 02
Q Q

con || el volumen de €. Consideremos

— / fu? da,
Q

y por lo que realizamos anteriormente, combinando (2.4),(2.5) obtenemos
que
de(t)
dt

con ¢ > 0. Facilmente, podemos resolver la desigualdad anterior y llegamos
a la siguiente estimacion

> ce(t)?,
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valida si 1 — ce(0)t > 0. Por consiguiente, si t — tg = (ce(0))™!, la solucién
estalla para este tiempo. Intuitivamente, el hecho anterior se debe al menos
por dos motivos:

1. Sila solucién u(t,z) = u(t) sélo depende de t, encontrar soluciones de
la EDP es equivalente a resolver la siguiente ecuacion

v = |uP" .

Las soluciones de la ecuacién anterior estallan en tiempo finito depen-
diendo de la condicién inicial.

2. La energia de la ecuacién no estd acotada y el hecho que E(t) < 0
implica que la condicién inicial es grande. Para notar este hecho, basta
definir v(z) = kug(x), como E(t) es decreciente, entonces

1
E(0) = / (K*|Vuo|* — k4§]u0|4 + k?|ug|?) dz
Q
es negativa para k suficientemente grande.

g

Por el ejemplo anterior, vemos que la ecuacién (2.1) tiene soluciones que
no necesariamente son globales. Esto depende en parte de la energia de la
condicién inicial. Esto marca la pauta para preguntarnos que caracteristicas
comparten los dos tipos de soluciones y cuales son las que las distinguen.
Mais adelante, veremos condiciones que nos aseguren la existencia global. La
idea principal para conseguir este objetivo es combinar la existencia local
y estimaciones a priori de la soluciéon, es decir, cotas de la solucién que al
pasar al limite la solucién permanezca acotada.

Ahora bien, como mencionamos al principio, existen diferentes formas

de mostrar la existencia de soluciones. La forma en la que realizaremos lo
anterior es por medio del método de semigrupo.

2.2. Meétodo de Semigrupo

Observemos que por (2.1) tiene una estructura de la forma

du
(2.6) T + Au = F(u),
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que es semejante a una EDO de primer orden. Deseamos aplicar métodos
conocidos en EDO para encontrar soluciones de la ecuacién anterior y es-
to motiva el desarrollo del método de semigrupo. Este método nos per-
mite trabajar ecuaciones de evolucién definiendo una estructura algebraica
([E02],[FS92],[Zh04]).

El desarrollo de esta seccién sera de la siguiente formas:

1. Daremos las nociones bésicas de semigrupo, definiremos el generador
infinitesimal y su relacién con el semigrupo asociado a (2.1) para el
caso F' = 0.

2. Presentaremos y demostraremos el resultado de existencia y unicidad
local para (2.1).

Antes de empezar a dar los conceptos y deducir los resultados necesarios
para abordar nuestro problema, veamos un ejemplo para motivar lo antes
mencionado:

Ejemplo 2.2.1 [Ecuacién del Calor] Deseamos estudiar las soluciones para
el siguiente problema con valores en la frontera

Ut — Ugg = 0 en (0,7) x (0, 00),
u=20 en {x =0} U{z =7} x (0,00),
u(z,0) = up(z) € L*(0, ) en [0, 7).

Si aplicamos el método de separacién de variables, i.e. las soluciones
tienen la forma wu(z,t) = h(x)g(t), es facil ver que la solucién se puede
expresar en serie de Fourier

o0
12
u(x,t) = E are *tsen kuz,
k=1

donde para cada k,

2

ay = / uo(z) sen kx dx.
T Jo

Por la identidad de Parseval, ya que ug € L?, tenemos que
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Dado que la serie (2.7) tiene un factor de decaimiento ekt para t > 0,
se puede probar que la solucién es de clase C'™ en sus dos variables si ¢t > 0.

También notemos que

[e.9]

u(x,t) — ug(x 2dz = ak et _ 1) sen kz|? dz
0 0
k=1
T — 2 .
(2.7) < 2;ai(e FE_1)2 = 0sit—0.

En otras palabras, u — ug en L?. Sabemos que la solucién es tinica bajo
condicién inicial y podemos pensar a u como la imagen de ug bajo el mapeo

S(t), es decir,
(2.8) u(z,t) = Z ape " 'sen k.

De esto tltimo, podemos deducir que S(t) es un operador lineal de L?
en L2, con las siguientes propiedades:

(i) Por (2.8), S(0)=I, y para cada t1,%2 > 0 tenemos que
> 2 2
S(t2)S(t1)ug(x) = Z (ape K ) R 2 kg
k=1

Z ek (titt2) qon ko — S(ty + t1)uo(x).
k=1

(ii) Como ug es cualquier funcién en L2, tenemos que

S(to +t1) = S(t2)S(t1) = S(t1)S(ta).

(iii) Por la igualdad de Parseval, podemos ver que

_ 912
(0172 = fZaQ 2
< e S ak = e fugla.
k=1

Por lo tanto, para toda ¢t > 0 tenemos que ||S(¢)| < 1.
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(iv) Asi como en (2.7), podemos mostrar que si ug € L?, entonces
S(t)ug € C(]0,00), L*(0,7)), es decir, podemos pensar a u(x,t) como
una funcién continua con valores en L2.

Si una familia {S(¢);¢ > 0} de operadores cumple con las propiedades (i)-
(iv), se dice que que S(t) es un semigrupo lineal fuertemente continuo de
contracciones, o bien, un semigrupo Cj en un espacio de Banach.

El ejemplo anterior es un caso particular para el cual utilizamos la teoria
de semigrupo. De hecho, encontrar un semigrupo es equivalente a encontrar
soluciones de una ecuacién y éste solo depende de la condicién inicial. Pode-
mos mencionar que éste marco tedrico es muy conveniente para estudiar los
problemas de evolucién en EDP. Mas atin, también lo es para el estudio de
soluciones de viscosidad de ecuaciones de Hamilton-Jacobi-Bellman y poder
postular principios de programacion dindmica en un marco mas general, es
decir, no solo para EDP, sino también para EDO, ecuaciones en diferencias
o procesos estocésticos [FS92],[E02].

Definicion 2.2.1 Sea B un espacio de Banach. Decimos que una familia
{S(t)}+>0 de operadores lineales acotados de B en B que cumple con

1. S(0)u = u para u € B,
2. S(t+s)u=S(t)S(s)u=S(s)S(t)u para cualquier s,t >0, wu € B,
3. el mapeo t — S(t)u es continuo de [0,00) a B,

€s un Semigrupo.

Si ademds, ||S(t)|| < 1 para t > 0, donde ||-|| es la norma del oper-
ador, entonces decimos que el semigrupo es de contracciones. En este caso
IS(®)ull < ull para e B, t > 0.

Como mencionamos al principio de esta seccion, primero deseamos estu-
diar el caso de la ecuacién asociado a (2.6) con F' = 0, es decir,

du
(2.9) — + Au=0.
dt
También mostraremos como asociar un semigrupo a esta ecuacién. Para
esto, veremos como relacionar al operador A con S(t). M4s adelante veremos

como es el semigrupo relacionado a (2.6) a partir de (2.9).
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Definicién 2.2.2 (Generador Infinitesimal) Sea {S(t)}+>0 un semigru-
po de contracciones, definido en B un espacio de Banach y D(A) C B un
subconjunto de B tal que

D(A) := {u €B

S(tu —
Iim ()7:11, existe }

t—0t

es decir, S(t)u es diferenciable en 0 por la derecha y

—Au = lim M

t—0+ t

Al operador A : D(A) — B se le conoce como el generador infinitesimal
del semigrupo {S(t) }+>0 v a D(A) su dominio.

Ahora bien, por la definicién anterior, podemos notar que dado un semi-
grupo, en principio se puede calcular su generador y éste tiene varias propie-
dades inmediatas, como la linealidad. Por otro lado, podriamos pregun-
tarnos, dado un generador, ;quién es el semigrupo asociado o como lo en-
contramos?. Més adelante abordaremos esta pregunta, pero primero veamos
que propiedades cumple A.

Teorema 2.2.1 Supongamos que u € D(A), entonces para cada t > 0 ten-
emos que

(i) S(t)u € D(A) (también para t =0),
(ii) AS(tyu = S(t)Au,
(iii) S(t)u € C*([0,00); B) y

(iv) (S(t)u) = —AS(t)u.

(v) D(A) es denso y A cerrado en B.

(vi) Para cadat >0 yu € B, fg S(y)udy € D(A) y
t t t
S(t)u—u:—/ AS(y)udy:—/ S(y)Audy,:—A/ S(y)udy
0 0 0

Demostracion.



2.2 Método de Semigrupo 55

1. Sea u € D(A), esto implica que

lim S()S(s)u — S(t)u ~ lm S() [S(S)u—u]
s—0t S s—0+ S
= S(t) lim Sls)u —u = -S5(t)Au
s—0+ S
Por lo tanto, hemos probado (i) y (ii).
2. Si ademds, consideramos h,t > 0, entonces
S(t)u — i(t —hu S(HAu = S(t—h) <S(h)h“_“> — S(H)Au
= S(t—h) <S(’5)Z_“ - Au) (St —h) — S{) A" 0
por continuidad de S(t) y
S(h)u —u
— <1 Ii = .
Ist-mi sty tm SN 4,
Por tanto
lm S(t)u— St —h)u S(t) Au
h—0+ h
Andlogamente
i SEERU= SO gy g, Su=u g4y,
h—0*+ h h—0t h

Por lo tanto, la derivada de S(t)u es igual a S(t)Au = AS(t)u, para
cada t > 0. Como el mapeo t — AS(t)u = S(t).Au es continuo, obten-
emos (iii) y (iv). Si integramos (S(t)u)" de 0 a t, por propiedad de
semigrupo (S(0)u = wu), obtenemos las primeras dos igualdades de

(vi).

3. Sea u € By definamos
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Por continuidad de S(t), “% —wuen B,sit— 0. Sea h > 0y por
definicién de u?, tenemos que

st~ = 1 st ([ swwar) - ([ swwas)| =
1

1 t t+h 1 h
/ 5(y+h)u—5(y)udy—/ S(y)udy—/ S(y)udy
h Jo h J; h Jo

— S(t)u —u, si h— 07,

ya que S(h + y)u = S(h)S(y)u. Por lo tanto, u* € D(A) y la dltima
igualdad en (vi) queda demostrada.

4. Sea uy € D(A) y supongamos que Aug — v en B, si up, — u. Queremos
ver que u € D(A), v = Au. Por lo anterior, sabemos que

t
S(t)uk — up = —/ S(y)Augdy.
0
Ahora, si k — o0,

Stu—u = /0 S(y)vdy.

S(t)u —u 1/t
_— = 1’ — d = .
t t—l)r(I]}" t 0 S(y)v Y v

Por definicién, u € D(A) y v = Au.
O

Del teorema anterior, podemos notar que u(t) = S(t)ug satisface una
EDO en un espacio de Banach, o bien, una ecuacion integral, como en el
caso de las EDO usuales. Para ver cuando un generador proviene de un
semigrupo, primero necesitamos dar algunos conceptos que estan relaciona-
dos con propiedades del operador A.

Observacién 2.2.1 Una consecuencia de que A sea cerrado es que D(A)
es un espacio de Banach con la norma

1
lullpgay = (llall® + Aul®)*,

conocida como la norma de la gréfica. Ademads, D(.A) esta encajado de forma
continua en B.
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El concepto que definiremos a continuacién se puede interpretar como la
forma algebraica de integrar una EDO, o més en concreto, un cierto operador
inverso llamado operador resolvente:

Definicién 2.2.3 (Operador Resolvente) Sea A un operador lineal ce-
rrado en B con dominio D(A).

(i) Decimos que X\ € R pertenece a p(A), el conjunto resolvente de A, si
el operador

M+ A:D(A) — B
es biyectivo.
(ii) Si X\ € p(A), el operador resolvente Ry : B — B esta definido por

Rou:= (M + A) .

Ademds, Ry : B — D(A) es un operador lineal acotado y
AR u = RyAu siu € D(A).
Teorema 2.2.2 (i) Si A\, u € p(A), tenemos que

Ry — Ry = (A — W)RAR,,
(i1) Si A >0, entonces X € p(A) y
Rau :/ e MS(t)udt (ue B),
0

y ||RAll < % Es decir, el operador resolvente es la transformada de
Laplace del semigrupo.

Demostracion. Véase [E02] pag. 418.
O

Observemos que en el resultado anterior, A solamente es un operador
lineal cerrado y no estamos suponiendo que sea un generador infinitesimal.
A continuacién presentaremos condiciones necesarias y suficientes para de-
terminar cuando un generador infinitesimal A proviene de un semigrupo

{S(®)}e=o0 :
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Teorema 2.2.3 (Hille-Yosida) Sea A un operador lineal cerrado, densa-
mente definido en B. Entonces A es el generador infinitesimal de un semi-
grupo de contracciones {S(t) >0 <

1
(0,00) C p(A) y IRAll < 1 para A > 0.

Demostracion.

1. Si A es un generador, por el resultado anterior, tenemos que el inter-
valo (0,00) C p(A). Para obtener la segunda parte, usando el mismo
resultado, notemos que

h h h
‘/ e‘AtS(t)udtHg/ =M IS () dt§||u|/ M d
0 0 0

y el lado derecho de la desigualdad converge a 1/\ si h — oo. Por
consiguiente, tenemos que

1
Roull < = [|ull.
[Ryull < 5 el
De esta tultima desigualdad, podemos concluir =.

2. Mostremos <. Sea A > 0 y definamos

.A)\ ==+ )\27?,)\ = )\AR,\.

A este operador lo podemos pensar como una aproximacion regulari-
zada del operador A y se le conoce como la aproximacion de Yosida de
A. La razén para denominar a 4y como una aproximacién es porque

Ayu— Au si A — oo (u € D(A)).

Para mostrar lo anterior, notemos que ARyu — u = ARy = RyAu,
AR u — ul| < [|RA]| [l Au|l < % [lAul| = 0. Por tanto, AR u — u, si
A — ooy u € D(A). Recordemos que [AR u|| <1y D(A) es denso,
entonces

AR u —>usi\—oosiu€e B.

Siu € D(A), tenemos que
A)\u = )\A'R)\u = XR,)\.AU.

Con esto tltimo hemos probado nuestra afirmacién.
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3. Definamos

00 k

Sa(t) = ey = T MARY e—AtZ (M%) Rk

T - KUY
k=0

Como ||R|| < A 71,

=1.

e (AZ)F = (AB)E
30l < e Ay < ey
k=0 k=0

A partir de lo anterior, es facil ver que {S(t)}+>0 es un semigrupo de
contracciones con generador Ay y D(A)) = B.

4. Sea A\, ;p > 0. Como Ry\R,, = R, Ry, notemos que Ay A, = A, A\ y

A,S(t)y = S(t) Ay, para cadat > 0.

Entonces, podemos calcular

S(t)au— S(E)u = /0 %[Sﬂ(t—s)SA(s)u] ds

= A Sﬂ(t — S)SA(S)(A,\U - A/,Lu) d87

ya que (Sx(t)u) = AxSa(t)u = Sx(t)Ayu. Esto implica que
|Sau — Spul| < [[Ayu — Auu|| — 0,
si A\, p — oo. Tenemos que

S(t)u: lim Sy(t)u
A—00
existe para cada t > 0, u € D(A). Como |Sx(t)|| < 1, el dltimo
limite existe para todo u € B, uniformemente en ¢ para subconjuntos
compactos de [0, 00). Por propiedades del limite, es directo probar que
{S(t)}+>0 es un semigrupo de contracciones en B.

5. Para concluir la demostracién, basta que verifiquemos que A es el
generador de {S(t)}+>0. Sea A el correspondiente generador. Sabemos
que

¢
S,\(t)u—u:/ Sx(s)Axuds
0
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y por la desigualdad del tridngulo
[SxAxu — SAul| | < [|Sx]l | Axu — Aul| + [|(Sx — §)Aul| — 0,

si A = 0oy u € D(A) y obtenemos

Stu—u= /0 S(s)Auds.

Por tanto, D(A) C D(A) y Au = lim,_,q+ S0 — Ay,
SiA>0, e p(A)Np(A), tenemos que

(AL = A)(D(A)) = (M — A)(D(A)) = B,

como consecuencia de la hipdtesis y concluimos que (A — A)|p4) es
inyectivo y suprayectivo. Con esto dltimo, llegamos a que D(A) =
D(A).

g

Ahora bien, atin necesitamos dar més condiciones necesarias y suficientes
para determinar cuando A es el generador de un semigrupo. Por ejemplo, si
B es un espacio de Hilbert, la caracterizacién es mas sencilla y es un caso
que es abordado con frecuencia. Veamos primero una definicion y después
una serie de resultados que conectan estas ideas:

Definicién 2.2.4 (Operador Maximal Acretivo) Sea A un operador
lineal definido en un espacio de Banach B, A : D(A) C B — B. Si para
cualesquiera u,v € D(A) y cualquier X > 0,

lu = o] < flu— v+ A(Au — Av)],

decimos que A es un operador acretivo. Si ademds, A es denso y I + A es
suprayectivo, i.e., R(I + A) = B, entonces A es m-acretivo.

Lema 2.2.1 Si A es m-acretivo , entonces A es cerrado y R(I + MA) = B,
para toda A > 0, con H(I—i— /\A)_1H <1.

Demostracion.
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1. Primero mostremos que A es cerrado. Sea u, € D(A), u, — u'y
Au, — v. Entonces

Up + Aup, = (I + A)up — u+ v.

Por definicién del operador A, (I + .4)~! es un operador continuo de
B en D(A) C B. Entonces u = (I +.A)7!(u + v) y esto muestra que
u € D(A) y Au=wv, y por lo tanto , A es cerrado.

2. Parala segunda afirmacion, si \g > 0 tal que R(I+\9.A) = B, entonces
para cualquier A > \o/2, R(I+AA) = B, es decir, para cualquier v € B
v A la ecuacion

u+ ANu =

tiene solucién. En efecto, podemos reescribir la ecuacion anterior como

)\0 )\0
— - 1_7
u—i—/\oAu/\v—i—( A)u,

que equivalentemente, como (I 4+ X\g.A)~! es invertible,

u=(I+ A" (AAOH <1 — /E\O) u) .

Notemos que H(I + )\A)*lH < 1 se sigue inmediatamente de la defini-
cién de m-acretividad de A, ya que

lull = {|(Z + A4 || < o]l

lo que implica H(I + )\.A)*lH < 1. Usando este hecho, llegamos a que
la ecuacion anterior a la desigualdad es una contraccion si

128

Ao
1
-3]<t

para A > \g/2. Por el teorema de la contraccién, esa ecuacién tiene
una unica solucién u € D(.A). Para concluir, notemos que el argumento
anterior funciona para toda A > A\g/2" y tomando limite cuando n —
00, obtenemos el resultado.
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Por el resultado que acabamos de mostrar, podemos notar que una condi-
cién necesaria y suficiente para que A se el generador de un semigrupo es que
sea m-acretivo . A continuacién veremos que condiciones son equivalentes si
B es un espacio de Hilbert:

Lema 2.2.2 Supongamos que H es un espacio de Hilbert. Entonces las
condiciones necesarias y suficientes para que A sea m-acretivo son:

(i) Re(Au,u) > 0 para todo u € D(A),
(ii) R(I+ A) = H.
Demostracion. Véase [Zh04] pag. 33.
[

A partir de este punto, utilizaremos las herramientas que hemos ido
construyendo para resolver el siguiente problema:

dzélgft) + Au =0,
(2.10)
u(0) = wo,

donde A es m-acretivo en un espacio de Banach B con la condicién inicial
up € D(.A)

Teorema 2.2.4 El sistema (2.10) tiene una tunica solucion tal que
u € C1([0,00); D(A)) N C([0,00); B).

Ademds, tenemos las siguientes estimaciones:

donde D(A) lo entendemos como un espacio de Banach con su respectiva
norma (la de la grdfica).

[Jull < luoll, vt >0,
du

< t>
<Al e,

Demostracion. Por el teorema 2.2.3 y en particular, por lo realizado para
demostrar el “sélo si 7, tenemos que u(t) = S(t)ug es solucion clasica. Para
mostrar la unicidad, notemos que si u1, uz son soluciones de (2.10), entonces
u1 — ug = u es solucién de la misma ecuacién con ug = 0, con la regularidad
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antes mencionada. Sea T' > 0 y consideremos ¢(t) = S(t)u(T — t), para
toda t € [0,T]. Otra vez, por lo realizado en el“solo si 7 del teorema de
Hille-Yosida, tenemos que

do _
dt

du(T —t)

—S(t) 7

— S(t)Au(T — t) = S(t)Au(T — t) — S(t) Au(T — 1)

Por lo tanto, ¢ es constante con ¢(0) = ¢(T) = u(T) = S(T)u(0) =0y
concluimos que u; = us. Por otro lado,

[l = 1S @)uoll < 1S luoll < fJuoll
va que [S(?)[| < 1. Ademds,

%” = —Au = —AS(t)up = —S(t)Aug

y usando la desigualdad anterior, obtenemos el resultado.
O

En el caso en que A = —A, B = L%*(Q), con Q regular y uyp € H}(),
tenemos la existencia y unicidad de la ecuacion del calor por el teorema
anterior. Solo falta ver que —A es m-acretivo (véase en la siguiente seccion).

Con este ejemplo reiteramos un hecho conocido con respecto a la regular-
idad de las soluciones de esta ecuacion para t > 0, atin cuando la condicién
inicial no lo sea. Asi como en el caso de ecuaciones elipticas, podemos hablar
de mas regularidad lo cual sabemos que depende de la condicién inicial wuyg.
En otras palabras, entre més regular sea la condicién inicial, la solucién con-
serva la misma regularidad. Més adn, si buscamos soluciones con condicion
inicial en B (no necesariamente en D(.A)), tiene sentido y podemos mostrar
que existe una unica solucién. Por esta razén, perderemos propiedades de
la solucién, como la diferenciabilidad y no necesariamente va a existir un
tiempo para el cual la solucién pertenezca a D(A).

Veamos un ejemplo que motivard una nueva definicién de solucion e
ilustremos algunos aspectos antes mencionados.

Ejemplo 2.2.2 Sea B ={u|u € C[0,1], u(0) = 0} y la norma

Jullp = i u(a),
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con la cual B es un espacio de Banach. Consideremos el operador

d

A= %

con D(A) = {u]u € C*0,1], u(0) = '(0) = 0}. Es un resultado conocido
que D(A) es denso en B. Para ver que A es m-acretivo , es suficiente mostrar
que para cualquier v € B, el problema

)\% +u=w,
u(0) =0,

tiene una tnica solucién en D(A) y ||(I +AA)~!|| < 1. De hecho, no es
dificil verificar que

ue D(A)y
1 1, ("1
@l < oy et [ ety
= (1= ) ol < ol
Por lo tanto, |ju|z < ||v||z ¥ A es m-acretivo.

Ahora, la correspondiente ecuacién de evolucién asociada a A es

ur +uy =0 en R x (0,1],
u=0 en {x =0} x (0,1],
u(z,0) =up(z) € B en [0, 1].

Si utilizamos el método de las caracteristicas, podemos resolver el pro-
blema anterior y llegamos a que la solucién es de la forma

ug(x —t) six—t>0
u(x,t):S(t)uO:{ 00( ) " <:E<_t.

Entonces, si ug es continua, pero no diferenciable, tenemos que u(t) =
S(t)up no es diferenciable para ¢ > 0 y tampoco pertenece a D(A).
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Como mencionamos anteriormente, la condicién inicial es un factor para
que la solucién no sea diferenciable. A pesar de este inconveniente, si el
espacio B y el operador A tienen més propiedades, ayuda a que la solucién
sea mas regular. Por ejemplo, si B = H, H un espacio de Hilbert y A
autoadjunto y m-acretivo , tenemos el siguiente resultado de regularidad :

Teorema 2.2.5 Para todo ug € H, el problema (2.10) admite una tnica
solucion cldsica u(t) = S(t)ug con

u € C([0,00); H) N C*([0,00); D( A)) Vk,j=0,1,...,
donde

DAY = {u|lue DA™, Aue DAY, j e N}
= {u|AueB,j=01,...A% =u},

con la norma

N |=

lull pamy = { D | A7u||”
=0

Ademds, tenemos las siguientes estimaciones:

Demostracion. Véase [Zh04] pag 39.

ull < fluoll, vt >0,
du

| = 1Au® < Fluoll,  ve>0,

g

Ahora bien, notemos que definir u(t) = S(t)up ain cuando ug no este en
D(A) tiene sentido y puede ser pensada como una solucién generalizada. A
este tipo de soluciones les llamaremos soluciones débiles, es decir, cuando
ug € B. También, podemos ver que la definicién anterior no restringe el tipo
de ecuacién a trabajar y por esta razén, adoptaremos este término para otras
ecuaciones de evolucién. En la siguiente secciéon abordaremos la existencia
de soluciones para un caso mas general.
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2.3. Ecuaciones Semilineales

En esta seccién mostraremos bajo que condiciones la ecuacién

(2.11)
u(0) = uo,

admite una solucién local, donde A es un operador m-acretivo que va de su
dominio D(.A) a un espacio de Banach B, F' es operador no lineal de B en B.

La idea principal para realizar lo anterior es utilizar las herramientas de
semigrupo y dar argumentos de contraccion, como en el caso de EDO. Antes
de enunciar el resultado principal de esta seccidén, necesitamos la siguiente
definicién:

Definicién 2.3.1 (Condicién de Lipschitz Local) Sea B un espacio de
Banach y F : B — B un operador no lineal. Decimos que F satisface una
condicion de Lipschitz local si para cualesquiera u,v € B y M > 0, existe
una constante Ly que solo depende de M tal que si |jul| < M y ||v|| < M,

£ (u) = F(o)|| < Lar [Ju = vl

Teorema 2.3.1 Supongamos que A es un operador m-acretivo y F' un oper-
ador no lineal que satisface una condicion de Lipschitz local. Entonces para
cualquier uy € B existe una constante T > 0 que sdlo depende de ||uo|| tal
que (2.11) en [0, T] admite una unica solucion local débil uw € C([0,T]; B) y
cumple con

u(t) = S(t)uo + /Ot S(t—7)F(u(r))dr, Vtel0,T).

Por otro lado, podemos extender la solucion u a un intervalo mdximo
[0,T%) con las siguientes alternativas

(i) T* = o0, i.e., la solucion es global, o

(i) T* < 00 y

i.e., la solucion estalla en tiempo finito.
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Si ademds, ug € D(A), entonces u es Lipschitz continua en [0,T*) y cldsica
Si:

(iii) B es un espacio de Banach reflexivo, o
(iv) F : D(A) — D(A) con u € CL([0,T*); B) N C([0,T*); D(A)).
Demostracion.

1. Sea L la constante de Lipschitz correspondiente a M = ||ug|| +1y T
una constante positiva tal que T' < %

Definamos & = {u € C([0,T]; B)| ||u(t)|| < M,vt € [0,T]}, con la
norma

[ullg = sup |lu(t)].

0<t<T
Es facil verificar que & es convexo y cerrado en C([0,T7]; B).
Ahora, consideremos la funcién

t
o) = 50w+ [ S(t =) Fluto) dy
definida en &. Para cualquier u € &, tenemos que
T
l[o(u)lle < I1S(E)uoll +/O 15(t =) F(u(y)ll dy < [luoll +

T T
/O 1E(O)]] dy+/0 1E(u(y)) = FO)I| dy < [luoll + T([F(0)I] + LM).

La segunda desigualdad es por que ||S(t)|| < 1, la condicién de Lips-
chitz para F'y ||ul]| < M.

Si T es tal que

1 1
T<mn|—,——m—— |,
mm(Lquw+LM>
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entonces ¢(u) manda & en si mismo. Mdas atn, si uj,us € &,

Jotwn) - o) = sup | [ S(t—y)(F(m(y))—F<u2<y>>>dyH

0<t<T

< LT [Jug —uz| ¢,

es decir, ¢(u) es contraccién en & y podemos concluir que ¢ tiene un
punto fijo, que es la correspondiente solucién débil de (2.11).

. Para probar la unicidad, sean uj,us € C([0,7]; B) dos soluciones y

sea u = u1 — ug. Entonces

u(t) = /0 St —y)(F(ur) — F(un))dy, [u(t)]] < L /0 lu@)]l dy.

Por la desigualdad de Gronwall, podemos deducir que ||u(t)|| = 0y
por consiguiente, u; = ug. Si ug € D(A), h > 0 tal que t + h € (0,T)
y u(t) = u(t + h), vemos que u(t) es una solucién débil de (2.11) con
condicién inicial u(h). Ademds,

lut + h) = u(®)|| = [a(t) = u®)l| < [Ju(h) - uo| ™,

por la desigualdad de Gronwall y por sus respectivas representaciones
en términos de S(t),up y u(h). Por otro lado, tenemos que

Jutt) ~wll = |0 o+ [ "S- )P () )

IN

h
/0 S(y) Aug udy ' + h||F(uo)| + L |Ju — uo|
(IAuoll + [1F (uo)[)h + L [u — ol -

IN

Nuevamente por la desigualdad de Gronwall, obtenemos
lu(h) = uoll < ([ Auoll + || F(uo)||)he""
y por consiguiente, si t1,ts € [0, 7], deducimos
lu(t) = u(t2)|l < (| Auo| + || F(uo)l)[t: — t2le* T,

es decir, u es Lipschitz.



2.3 Ecuaciones Semilineales 69

3. Si B es reflexivo, con ug € D(A), tenemos que F(u(t)) es Lipschitz en
t, ya que F es Lipschitz. Se puede mostrar que f’ € L'([0,T]; B) y f
Lipschitz, entonces

=50+ " Fy) dy,

para cualquier funcién Lipschitz de [0, 7] a B (véase [Zh04], pag. 45).
Ahora bien, si g € L'([0,T]; B), entonces
t
wit) = [ (=gt dy € C(O.7: ).
ya que
t+h t
witrm—wt) = [ 8¢+ h-pa)dy— [ S+ st dy
t+h
— (S -Du®)+ [ S(t+h-y)als)d,
t
Ademas, si h — 0, entonces

t+h
lw(t +h) —w@)| < [[(S(h) = Dw(t)]] +/t lg(y)ll dy — 0,

donde usamos la continuidad de S(¢) y la continuidad absoluta de
llgll € L[0, T]. Por otro lado, notemos que para casi toda t € [0, 7]

—w t+h
w(t+h) —w(t) 1 +S(y)f(lf,juh—y)—f(lt—y)dy

h h Jo
t+h d
+}1L/t S(y)f(t+h—y)dy—>d% sih =0
con
d ! :
di;’ = S(t)f(0)+/0 Sy)f(t—y)dy

— S()f(0)+ /0 S(t — )" (y) dy € C(0,T): B).

Y por consiguiente, para casi toda ¢, si f(t) = F(u(t))

dw
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Como w, F(u) € C([0,T]; B) y por la igualdad anterior, para casi toda
t, Aw = v € C([0,T]; B). Como A es un operador cerrado, podemos
concluir que w € C([0,T]; D(A)) N C1([0,T]; B) y por tanto, solucién
clésica.

. Si F: D(A) — D(A), sea By = D(A), A1 = Ay D(A1) = D(A%) s

B;. Entonces B; es un espacio de Banach y A; es un operador densa-
mente definido de D(A?) en B;.

Primero probaremos que Aj es m-acretivo en Bj. Sea u,v € D(A?),
como A es acretivo en By usando la definicion de ||-[[p4), tenemos
que

lu — v+ A(Au — Av) [ pay = <||u — v+ A(Au — Av)|?

=

por def. de la norma en D(A) + HAu — Av + M A*u — A%) }2)
1
por m-acretividad > <||u —v|)? + || Au — Av| )2
= [lu—vllpeay
i.e., A; es en By. Ademas, si v € B, existe un tnico u € D(A) tal que
u—+ Au = v, por ser A m-acretivo . Ahora, si consideramos v € D(A),

la ecuacién anterior admite una tnica solucién u € D(.A) y por tanto,
Au=v—u € D(A). Entonces u € D(A?), i.e., A1 es m-acretivo en Bj.

Sea S1(t) el semigrupo generado por Aj. Si uy € D(A;), entonces
u(t) = Si(t)up € C([0,T); D(A1)) N C(]0,T]; A1) es la unica solucién
de

du _

m + AU =0

uy = ug.
Por otro lado, u(t) = S(t)ug también es una solucién cldsica en el
espacio C([0,T]; D(A))NC([0,T]; B). Esto nos indica que S} () es una

restriccién de S(t) en Bj. Por lo antes probado, se tiene una solucién
débilmente dnica en C(]0,7], By) con

ult) = Si(0pua+ [ it — ) Fluly) dy,
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o bien,
t
u(t) = S(tjuo + [ S(t—p)Fup)dy  en D(A).
0
Por el resultado enunciado al principio del inciso anterior y las estima-

ciones hechas para w, podemos concluir que u es un solucién clésica.

5. Por dltimo, mostremos (i) y (ii). Supongamos u1,us son soluciones en
los intervalos [0,T3] y [0, T3], respectivamente. Si T} < T», por uni-
cidad, tenemos que u1(t) = ua(t), Vt € [0,T1]. Podemos pensar a us
como una extensién de uy. Esto define un orden parcial. Por el lema,
de Zorn, existe un Tar ¥ [0, Tinaz) €s el correspondiente intervalo
maximo de existencia de la solucion. Basta probar que si Tyq: < 00,
entonces la solucién estalla.

Supongamos que u no estalla. Entonces existe una constante M > 0y
una sucesion t,, tal que t, = Tner ¥y ||u(tn)|| < M. Consideremos

v 4 Ay = F(v),

Sabemos que este problema admite una tinica solucién en el intervalo
[0,8(M)]. Podemos escoger n suficientemente grande de tal forma que
tn + 0 > Thas. Sea

Deseamos probar que u(t) es una solucién débil de (2.11) en [0, t,, + 9],
es decir, u(t) satisface la ecuacién

a(t) = S(tyuo + /0 S(t — y)F(a(y)) dy.
Tenemos que
ult) = S(tyuo + / S(t—y)F(u(y)dy 0<t<ty,

o(t) = S(H)ulty) + /0 "t — ) Fo(y)dy 0<t<6
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Site|0,d],

alt + tn) - U(t) = S(t)ultn) + [y St —y)F(v(y)) dy =

Jy S = y)F(u()) dy + @) (S(tn)uo + fy St — y)F(u(y)) dy) =
S(t+t u0+f0 (t+tn —y)F(U(y))dy+

f;“n S(t 4t —y)F(v(y — tn)) dy = S(t + tn)uo+

S St + tn —y)F@ay) dy + [ S(t + t, — y) F(uly)) dy =
S(t+t, uo+f0+t”5t+t —y)F(u(y)) dy.

Si combinamos la tltima estimacién con la representacién de u(t) en
[0, %], obtenemos que u(t) es solucién débil en el intervalo [0, ¢, + d], y
por tanto una contradiccién al hecho de que [0, T}42] era el intervalo
mas largo al que se podia extender la solucién de (2.11).

O
Por el resultado anterior, si probamos que F(u) = —Au + |u|’~'u es
localmente Lipschitz de B en By A = —A es m-acretivo, con condicién

inicial ug(x) € D(A) = HE(Q) N H*(Q) y B = L?(), habremos probado el
teorema 2.1.1.

Para ver que A = —A es m-acretivo, sea g € B y consideremos

u—Au=g en
u=20 en Of).

Este problema es equivalente a encontrar una funcién u € Hg () tal que
para toda v € H}(Q), la siguiente igualdad es valida

a(u,v):/Vu-Vv—i—uvdx:/gvdx.
Q Q

Es fécil ver que a(u,v) es una forma bilineal coerciva y acotada. Por
el teorema de Lax-Milgram, el problema anterior tiene una tinica solucién

u € H}(Q).

Ademais,

a(u,u) = Jull7: + | Vulz2 = /qudx < llgllzz [lull
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y por tanto

lull gz < llgllzz

es decir,
|[(T+4)7 1 <1

Esto ltimo prueba que A es m-acretivo. Para ver que F'(u) es localmente
Lipschitz, basta mostrar que f(u) = |u[P"lu lo es. De hecho, como u €
L?(£2), entonces

Ihu = Xofl = [A(w = v) | = [Allu = vl|  Vu,v e L*(Q).
Ahora, como f(z) = |z[P7'z es de clase C*(R) si 1 < p < p* = 22,
entonces f(u) € C1(B, B) si u € B . Por el teorema del valor medio (véase
[Jo05]), se sigue que f(u) es localmente Lipschitz.

2.4. Existencia Global y Local

En esta seccion discutiremos como caracterizar la existencia global y lo-
cal de (2.1). Para ésto, veremos que lo anterior depende de la energia de la
condicidn inicial y del problema eliptico asociado. De forma més precisa, por
la propiedad decreciente de la energia de (2.1) y a partir de las soluciones
dadas por el teorema del paso de montana del problema eliptico asociado,
se tienen cotas para mostrar lo primero mencionado. Se pueden consultar

[GWO05], [ABKQ)], [100], [IS00], etc. y las referencias en estos articulos.

Consideremos la ecuacién

up — Au— [uPlu =0 en Qx (0,7),
(2.12) u(0,2) = ugp en (2,
u=0 en 00 x (0,7),

con las mismas condiciones para p y {2 que en las secciones anteriores de
este capitulo. Ahora, consideremos los siguientes tres conjuntos a estudiar:

(i) B = {ug € H}(Q)|u(t) solucién de (2.12) estalla en tiempo finito },
(ii) G = {uo € HZ(Q) |u(t) solucién de (2.12) existe para toda t > 0},

(iil) Go = {uo € G|u(t) = 0 en HI(Q) si t — oc}.
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Un resultado con respecto a estos conjuntos (véase [GWO05]) es que G es
cerrado, B es abierto y Gy = int(G). De hecho, de lo anterior, podemos ver
que los puntos en JG tienen un papel importante (véase el lema 2.13 y los
teoremas 2.4.6 y 2.4.7) y nos servird para el siguiente capitulo (véanse los
teoremas 3.2.3 y 3.2.4).

De forma més precisa, para demostrar el teorema 3.2.3, necesitamos ase-
gurar que con una condicion inicial con energia mas grande que la constante
d (véase la siguiente pagina), las soluciones sean globales y éstas converjan
a soluciones estacionarias no triviales.

Ahora bien, notemos que (2.1) y (2.12) difieren por un término, Au. De
hecho, los mismos resultados se pueden aplicar a (2.1), ya que las estima-
ciones necesarias dependen su energia y podemos dominar la energia de (2.1)
por la de (2.12), por la desigualdad de Poncaire. Por lo anterior, recordemos
que el problema eliptico asociado a (2.12) es

—Au—|uPlu=0 en
(2.13) { u=0 en 0,

el cual sabemos que representa las soluciones estacionarias de (2.12). Por un

lado, el funcional de energia asociado a esta ultima ecuacién es
1 1
/ ~|Vul? — ——|u[PT! d.

Por otro, también es equivalentemente considerar el siguiente funcional

/ |Vau|? — [uP™ da
Q

para buscar las soluciones de (2.13). La razén de lo anterior, se debe a que
la ecuacién de E-L es la misma, por la invariancia de las soluciones con res-
pecto a reescalamientos, dilataciones y un multiplo adecuado.

Ahora, por lo realizado en el capitulo 1, recordemos que (2.13) admite
una solucion de paso de montana

d= min maxJ(su).
ueHg ()\{0} 520

Continuando, sabemos de este problema esté relacionado con encontrar
la constante de Sobolev S(2) y de forma explicita

p—1 1/p—1
d= ———_grti/p=1,
2(p+1)
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Sea K = {u € H(Q)|u >0 c.s. en 2}, el cono de funciones no negativas
y la variedad de Nehari, N' = {u € H}(Q)\ {0} | K(u) = 0}.

Si estudiamos el comportamiento de la funcién s — K (su) para funciones
con ||ul| HIQ) = 1, se puede mostrar que cada linea empezando por el origen

en H} () intersecta a esta variedad. Podemos percatarnos que ésta tltima
separa los siguientes conjuntos

Ny ={uec H}(Q)|K(u) >0}y N_={uc H(Q)|K(u) <0}.
Recordemos que los niveles de energia de J son
JE={ue H} Q)| J(u) < k}.
De hecho, podemos caracterizar el nivel de energia d como

(2.14) d= gél/\r}J(u)

Con esto ultimo, podemos empezar a mostrar los resultados principales
de esta seccién:

Teorema 2.4.1 Siug € G, entonces para cualquier k > 0, tenemos que
T [fu(t + k) = u(t)| o1 =0,

donde u(t) = S(t)uo es la solucion de (2.12) y S(t) es el semigrupo asociado.

Demostracion. Véase [GWO05]

Teorema 2.4.2 Las siguiente condiciones son suficientes :
1. Siug € J*NN,, entonces ug € Gy, es decir, J* NN, C Go.

2. Siug € JENN_, entonces ug € B, es decir, es decir J*NN_ C B.

Para dar la demostracion del teorema, necesitamos del siguiente resultado:

Lema 2.4.1 Para cualquier w € Ny, J(u) > 0. Mds ain, para toda u €
N, tenemos que J(u) = méxs>oJ(su). Ademds, para cualquier k > 0, el
conjunto J¥ N N es acotado en HE(Q).
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Demostracion. Para las primeras dos afirmaciones basta estudiar la mono-

tonfa de J(su) para u € Hg(Q) tal que ”uHHé(Q) = 1. Para la ultima afir-

macién, basta notar que las condiciones K(u) > 0y J(u) < k implican que
2(p+1)

2
[l () < k==

O

Demostracion. de 2.4.2 Sea u(t) = S(t)ug. Como J(ug) < d y la energia aso-
ciada es una funcién decreciente con respecto a t, tenemos que J(u(t)) < d
para toda t € [0,T). Por la caracterizacién de paso de montana (2.14) u ¢ N,
para toda t € [0,T) y por tanto, u(t) no se puede aproximar a N si t — T.
De hecho, si ug € N_, tenemos que u(t) € J4UN_ para toda t y, como no
hay soluciones para toda t en N_, la solucién estalla en tiempo finito por
los teoremas 3 y 4 en [GWO05].

Por otro lado, si ug € N, tenemos que u(t) € J N Ny para toda ¢
y permanece acotada por el lema anterior y por el teorema 3 en [GWO05].
Esto muestra que ug € G. Como u = 0 es la tinica solucién de (2.13) en J¢,
podemos concluir que uy € Gy.

O

El teorema 2.4.2 es importante ya que nos da una buena descripcion
del comportamiento de las soluciones de (2.12) dentro de un cierto rango
de energia. De hecho, la existencia de soluciones globales y locales no se
restringe a estos casos, como veremos en el siguiente resultado:

Teorema 2.4.3 Para cualquier constante M > 0, existen soluciones de
(2.12) u,v € Ny NKNCHQ) con J(u),J(v) > M, tal que u € Gy, v € B.

Antes de dar una demostracién de lo anterior, necesitamos del siguiente
resultado. Para ver su demostracién, se puede consultar [GWO05]:

Teorema 2.4.4 Siv es una solucion no trivial de (2.13) yug € H(Q) con
ug Z v, entonces

(1) Sivt #0 yug > v, entonces ug € B.
(ii) Siv™ #0 yug < v, entonces uy € B.

(iii) Siv >0y —v <wug < w, entonces ug € Go.
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Demostracion. Sea M > 0y f solucién positiva de (2.13). Consideremos
c> 0y CQ un conjunto abierto tal que f > c en . Para k > 0, sea
or € CL(Y), tal que

okl =k vy ldkllp- <c.

Para k fija, definimos wy = f + ¢ vy w— = f — ¢. Entonces wy € Ky

V

leoslly > el — ol > k= £l

lwellpor < o + 19kl oer < Joll g + €|/ @+,

Entonces, si k es suficientemente grande, tenemos que J(wy) > My
K(wy) > 0. Por tanto, wy € N. Para esta misma k, consideremos u = w_
y v =w4. Como 0 < u < f tenemos que u € Gy, por el teorema (2.4.4) (iii)
y v € B por (i).

O

Hasta el momento, solamente nos hemos restringido a los casos de solu-
ciones que estallan o soluciones que convergen a cero. El siguiente resultado
nos muestra que pasa con el resto de las soluciones globales en ciertos casos:

Lema 2.4.2 Supongamos que Q0 es un dominio que admite una solucion
positiva v de (2.13). Entonces,

(i) para toda condicion inicial ug € 0G NK, tenemos que
I8(t)uo — vl en =0,
st t — 00,
(ii) para toda condicion inicial ug € G N J??, tenemos que

1S (t)uo — U||C1 — 0, o bien
[S(#)uo + vl — 0,

st t — oo.

Demostracion. Véase [GWO05).
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Es decir, hay soluciones globales que convergen a soluciones del caso
estacionario. Este hecho sera de gran utilidad cuando abordemos el caso de
formacion de patrones.

Hasta el momento, no hemos mencionado que ocurre cuando p = p*. De
hecho, varias cosas que hemos mostrado se cumplen para este caso, véase
[I00], [IS00], [S00] y las referencias que se dan en estos articulos. No de-
beriamos sorprendernos por el hecho de que también hay grandes diferen-
cias, ya que lo mismo ocurre en el caso estacionario y la dependencia con el
caso evolutivo es fuerte. Ahora, daremos algunos resultados en esta direccién
senialando las respectivas diferencias.

Lo primero que tenemos que mencionar es que la existencia y unicidad
para un tiempo 7', con condicién inicial uy € H}(Q) de (2.12) y p = p*,
se sigue de forma andloga al caso que hemos trabajado. Ademds, seguimos
teniendo la continuidad en t a valores en H}(Q) y la diferenciabilidad para
t>0.

Ahora veamos el siguiente resultado que muestra las primeras diferencias
entre los dos casos:

Proposicién 2.4.1 Sea 1 < p < p*, E={u € H}(Q)|u satisface (2.13) },
W= (J4NN)U{0} y V =J N N_. Entonces

(i) W es una vecindad acotada de 0 en H}((2).

(ii) W y V estdn conectados por trayectorias en HZ ().

(11i) Si Q es un dominio estrellado y p = p*, ENK = {0}. Si 1 < p < p*,
(ENK)\ {0} £0.

(iv) W = {u € Hi(

Q)[J(v) <d, I(v) > 0}U{0}, sip=p* ysil <p<p",
W={ueH}Q|JWw)<d, I
)

(v) = 0} U {0}

)

(v) 0 ¢V ={ve Hy(Q)]
V ={veH\(Q)|J(v) <d,

(i) WNV =0sip=p*. WNV #£0sil<p<p*.

Demostracion. Véase [IS00].
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Ahora, pensando en término de existencia de soluciones locales y glo-
bales, el siguiente resultado nos muestra otra gran diferencia con respecto a
soluciones que estallan:

Teorema 2.4.5 Sea Q un dominio estrellado, n > 3, p € (1,p*] y ug > 0.
Si u es solucion de (2.12) tenemos las siguientes alternativas:

(1) SiT < oo, entonces ||ul| ;. =00 y J(u) = —o0.

(1) Si T = oo, entonces ||ul| ;o < 00 y ||« = 00 solamente para el caso
p = p*. Ademds, si HUHH(} < 0o y limysoo J(u) > 0.

Demostracion. Véase [S00], [IS00] y [100].
O

Maés adelante veremos como se demuestra parte de (ii) (véase teorema
2.4.6).

Es decir, cuando p € (1,p*) las soluciones estallan en tiempo finito o
son globales, mientras que en el caso p = p* también existen soluciones que
estallan en tiempo infinito. De hecho, estamos interesados en las soluciones
globales en ambos casos.

La condicién J(u) > 0 parece sorprendente, pero podemos argumentar
de la siguiente forma:

Para ambos casos, las soluciones globales convergen a soluciones no triv-
iales de la ecuacién estacionaria u, o a 0 en Hg(Q) y como J es decreciente,
tenemos que J(ux) > 0 si u — u, y cero en el otro caso. La energia de la
solucién del caso estacionario es positiva por el teorema 3.1.2.

Para apoyar el argumento anterior, es conveniente ver el siguiente resul-
tado:

Proposicién 2.4.2 Sea u solucion de (2.12). Si existe to € [0,T) tal que
u(to) € W (respectivamente en V'), entonces u(t) € W (respectivamente en
V') para toda t € [tg,T). Para el caso p = p*, siu(ty) € V, entonces T < oo.
Si T = oo, u(ty) € W si y solamente si u(t) — 0 en H}(Q) sit — oo.

Demostracion. Para el caso p = p*, véase [IS00]. Si 1 < p < p*, se obtiene el
resultado de teorema 2.4.2
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g

En otras palabras, una soluciéon global con condicién inicial positiva no
puede tener energia negativa si existe un tiempo en el cual la solucién este

enV.

Ahora, para el caso en el cual u(t) ¢ WUV daremos una caracterizacion
de soluciones que existan de forma global, pero que no converjan a cero. Por
lo antes mencionado, definimos Cy > 0 como sigue

Co= 22D o )

p—1 t-o00

si u es global.

Teorema 2.4.6 Sea Q) un dominio estrellado, n > 3, p=p* yup > 0. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Cy > 0.

2. J(u(t)) > d en [0,00).
3. u(t) ¢ WUV.

4. Mmoo [[u(0)] oo = o0

Antes de empezar a dar una demostracion, podemos ver que se desprende
el siguiente corolario con respecto al comportamiento de las soluciones glob-
ales:

Corolario 2.4.1 Con las mismas condiciones del teorema anterior y u solu-
cion global, tenemos

1. u(ty) € W para alguna to > 0, donde limy_yo0 ||u(t)|| oo =
h/mt*)oo ”VU(t)HLQ =0 Yy CO =0o0

2. u(t) ¢ WUV para toda t > 0, donde lim;_, [|u(t)]| ;00 = 00,
0 < liminf; o [|Vu(t)|| ;2 < 00 y Cy > 0.

Para ver una demostracion de estos dos resultados, necesitamos de los
siguientes hechos:
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Si las soluciones son globales, como J es decreciente y

ﬂwm+Auw@@wh=ﬂww,

la siguiente integral existe

AIM@ﬁﬂb

y por consiguiente, existe una subsucesién {¢;} con t; — oo si j — oo tal
que

(2.15) et 2 — 0.

Por el hecho de que u es global, ||u(t)||;2 < K para toda t > 0, con
K > 0. Ademas, sabemos que

0 < lim J(u(t)) = J(uo) —/0 ue(s)[22 ds.

t—o00

Lema 2.4.3 Si u es solucion global y {t;} cumple la propiedad (2.15), en-
tonces existe M > 0 tal que

1. [[Vu(t;)|| 2 < M para toda j,
2. I(u(t;)) = 0 si j — oc.
3. Existe Cy > 0 tal que

, 2 , —+1
tim [ Vu(t)) [} = lim Ju(t;) [ = Co

Demostracion. Como
1
(ue(t), u(t)) = — | Vu(t)[|7> + llu®)5

las soluciones estdan acotadas y con una sucesiéon como en (2.15), tenemos
que

2 1
| = Va7 + lult)le | < K fue(ty)] 2 -

Es decir,
1
IVu(t)l7 = [lult) | + o(1)
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con o(1) — 0 si j — oo. Ademds, notemos que

Iu(t) = 5o VUt + o()

=JWM—AWw@ﬁﬂbéﬂm)

Ju(®) = L7 vut))2s +

2(p+1) p+1

si j — oo. De aqui es facil ver que

€0 =225 1w ity -
(2.16) Qg’_*l” <J(u0) _ /OOO e ()2 ds> > 0.

Por la desigualdad anterior y por el teorema de encaje de Sobolev, obte-
nemos el resultado.

g

Ahora, daremos una demostracion de 2.4.6:

La equivalencia de 2 y 3 es bastante sencilla, usando la caracterizacion
de V y W. Para ver que 1 implica 2, supongamos que 2 es falso. Entonces,
J(u(to,z)) < d para algin ty € [0,00) y podemos ver que u(tg,z) € W.
Por consiguiente [|[Vu(to,z)||;2 — 0 si t — oo por la proposicién 2.4.1 y
limy 00 J(u(t,z)) = 0. Por definicién de Cy esto implica que Cp = 0 con-
tradiciendo la hipdtesis.

Para ver la otra equivalencia, notemos que si suponemos que Cy = 0,
por (2.16), podemos llegar a que J(u(tx,z)) < d para alguna k, lo cual con-
tradice la hipdtesis.

Falta mostrar la equivalencia de 1 y 4. Por un lado, por el lema 1.2.1
podemos encontrar una sucesion {¢;} que cumpla (2.15)tal que

I [uty, 2)l| s = Co.

Supongamos que el liminf; o ||u(t, z)|| 0 < 00. Como €2 es un dominio
estrellado, por el teorema 2.4.5 llegamos a que lim; o [|u(t,2)||;0c = 0y
por tanto, Cy = 0 lo cual contradice 1.

La demostracién de implicacién faltante se puede ver en [IS00]. Con esto
concluimos la demostracién del resultado
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0

El siguiente resultado nos garantiza la convergencia de las soluciones
globales a soluciones del problema estacionario:

Teorema 2.4.7 Sea 1l < p < p* yu una solucion global de (2.12). Entonces
existe una sucesion {t,} con t, — 0o sin — oo tal que u(ty,z) es relativa-
mente compacta en HE(Q) de tal forma que eziste un elemento us solucion
de la ecuacion estacionaria asociada, con u — us en HE () sin — oo bajo
una subsucesion. De hecho, si Cy > 0, us es una solucion no trivial. Si
Co = 0, U — 0.

La demostracién de este resultado se sigue a partir de los resultados an-
teriores y del teorema 3.1.2. Véase [I00]. De hecho, una consecuencia directa
de la demostracion es la existencia de una sucesién de P-S para (2.12).

Con esto iltimo terminamos este capitulo. En el siguiente, veremos co-
mo caracterizar geométricamente las soluciones a este tipo de problemas.
En particular, ésto depende del dominio €2. Ademads, veremos otro tipo de
problemas de optimizacién donde (2.1) aparece como restriccién.



Capitulo 3

Un Problema de Formacion
de Patrones y Aplicaciones
en Control 6ptimo

En este capitulo, mostraremos algunas aplicaciones de una EDP parabé-
lica semilineal usando las herramientas desarrolladas anteriormente. En la
primera seccién, daremos resultados de existencia de la EDP eliptica asoci-
ada a la ecuacion parabdlica. En la segunda seccién, veremos un problema
de formacién de patrones recordando algunos resultados vistos en [GP07]
y posteriormente, usaremos lo anterior para caracterizar las soluciones del
caso parabodlico. En la tercera seccidén, mostraremos dos problemas de opti-
mizacién en el marco de la teoria de control éptimo ([AQO5]).

La motivacién que tenemos para realizar lo anterior son las aplicaciones
que se pueden plantear, por ejemplo, a problemas concernientes al secado
de materias primas o el consumo de algtin recurso natural en el marco de
las ecuaciones del tipo Lotka-Volterra.

Para el primer caso, podemos modelar el proceso de secado mediante
una EDP parabdlica y el problema de control consiste en encontrar una
estrategia en la cual la menor cantidad de materia prima resulte quemada.
Para el segundo, la dindmica se modela con una ecuacién del tipo antes
mencionado, pero ahora deseamos maximizar la utilidad, que estd en funcion
de la venta y extraccién del recurso. Para este caso, abordaremos el caso
estacionario.
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3.1. Caso Limite de la Condicién de Palais-Smale

En el presente trabajo, el andlisis que haremos estd relacionado con el
caso limite de una ecuacion eliptica semilineal, es decir, tomaremos el limite
cuando el parametro p — p* y veremos su relacién con la condicién de
Palais-Smale, donde p* es el exponente critico de Sobolev. De forma mas
precisa, trabajaremos el problema

—Au+ A u—ulufP""?2 = 0 enQ,
(3.1) u > 0 en§,
u = 0 en 0L,

donde 2 es un dominio en R", n > 2, p* = %, A € R. Como ya vimos
anteriormente, hay dos formas de abordar este problema, la primera seria
buscar puntos criticos del funcional

1 1 .
Ej\(u) = Q/Q\Vulz + Muf? dz — p*/Q\u]p dz,

o bien, buscar minimos del funcional
1
Ia(u) = / |Vu|* 4+ Au|? dz,
2 Jo
restringido al conjunto M = {u € H}(Q) | ”UHZP* =1}

Esto dltimo es equivalente a minimizar el cociente de Sobolev

_ fQ |Vu|? — Aul? dz

p* dx) p
para u # 0. Si A = 0, denotamos a inf Sp(u; Q) = S(2). Podemos mencionar
los siguientes hechos del problema (3.1) (véase [St90] pag. 171):

S)\(U; Q)

1. Si ©Q # R™, entonces S(2) nunca se alcanza.

2. Si removemos la condicién u > 0 y consideramos A > 0, 2 un dominio
suave y estrictamente estrellado con respecto al origen, solamente hay
soluciones triviales.

Ahora bien, ain podemos pensar en el caso A < 0. Antes de enunciar el
resultado de existencia de soluciones para este caso, veremos algunos resul-
tados auxiliares que nos ayudaran a probarlo.
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Como ya vimos en el primer capitulo, trabajar con el problema restringi-
do es equivalente al problema sin restringir por medio de la técnica de los
multiplicadores de Lagrange. A pesar de que E) no satisface con la condi-
cién de P-S para todos los niveles de energia, veremos que podemos obtener
una nocién local de esta condicién y como ésta ultima se relaciona con la
constante éptima de Sobolev S. Andlogamente, lo anterior serd valido para
el funcional S).

Sea Sx(2) = Inf,c ) oy N(w; Q) y A < 0. Notemos que S)(22) <
S(€2), ya que

/|Vu|2+)\|u|2dx§/ Vul? da.
Q Q

Lema 3.1.1 Si Q es un dominio acotado en R™, n > 3 y S)\(Q) < S(9),
entonces existe una u € HE(Q), u > 0, tal que Sx(Q2) = S\ (u; Q).

Demostracion. Sea {um}men C HE(Q) una sucesién minimizante para
SA(€2). Sin pérdida de generalidad, supongamos que |[tp||;,» =1y wpm >0

(ya que podemos sustituir u,, por |u,|). Por la desigualdad de Holder para
p= "5, ¢ = 5, tomando funciones 1 € L9 y lu|> € LP, tenemos que

1
/ 2 dz < |7 (/ |um|2pdx> &
Q Q

Por consiguiente
S (tm: Q) = /]Vum]2+/\|um]2dxz/ V|2 d + Q)7
Q Q

por la normalizacién en LP* de la sucesién y A < 0. Por la propiedad de P-S
de la sucesién, podemos suponer que u,, — u en H&(Q) y fuertemente en
L?(£2). Por otro lado, asf como en (1.15), por el teorema de convergencia de
Vitalli, tenemos que

1
* * d *
/Ium|p — |um, —ulP dz = // — |t + (t — 1)ulP dtdx
0 QJ0 dt

1
(3.2) = p%z/o (U + (t — D)u) [t + (£ — DuP 2udtdz

1
i o p%/ (tu)|tu|p*_2udtda::/ lulP" de.
QJo Q
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El paso al limite es debido a los teoremas de encaje de Sobolev. También
notemos que

(3.3) /|Vum|2d93§/ |Vum—Vu|2d:c—|—/ |Vul|? d,
Q Q Q

y por convergencia
(3.4) / |Vt |? dz = / |V, — Vu|* dz + / |Vu|? dz + o(1),
Q Q Q

donde o(1) — 0 si m — oco. Entonces tenemos que
S\ Q) —o(1) = Sx(um; Q) —o(1) = / Vi, — Vul? dz + / \Vau|? — Mul? dz
Q Q

> S|t — u||%p* + 5y HuH%p* <pues S HUH%p* = /Q |Vv‘2 dx)

> S|t — UHIIip* + Sy HuHip* (ya que p* > 2)
> (S = Sy) [|um — uHi*p* + Sy (por la desigualdad del tridngulo ).
Por hipétesis, tenemos que S > Sy y por tanto, u,, — u en LP ().

Ahora, podemos concluir que el infimo se alcanza en M y por s.i. de la
norma en H&, tenemos que

Sa(u; Q) < lim Sy (um; Q) = SA(9Q).

m— 00

Asi como en el ejemplo 1.2.3, podemos calcular la primera variacién de
Six(u; ) y notar que cualquier miltiplo de u satisface (3.1). Como u > 0,
por el principio del maximo, u > 0 en €.

0

Ahora bien, pensando en el caso sin restringir, queremos dar un resultado
que motiva una modificacién a la definicion de la condicién de P-S con
respecto a los niveles de energia 3.

Lema 3.1.2 Si Q) es un dominio acotado, n > 3, entonces para cualquier
A € R, cualquier sucesion u,, € H}(Q) que cumpla con

1 n
E)\(um) — B < ES(Q)§7 VE)\(um) — Oa

es relativamente compacta en H}(S2).
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Demostracion. Notemos que

2 .
2E)\(um) — (VEX(um), um) = / |Vum|2 + )\|um|2 — E!um]p dz
Q

Q

Para ver que u,, es acotada, por lo anterior y por la desigualdad de
Holder, tenemos que

(3.5)
()

con ¢ > 0 y dependiente del dominio. Ademas,

p*
2 2 .
1mfw)2S%MW»wV&WMwmz(}—w>/mﬂpm,
Q

2Ex(um) = (VEX(um), um) < o(1)(1 + [lum| 1) + %5%(9),

con o(l) — 0si m — ooy o(l) HumHH(} — 0, ya que por hipétesis con
respecto a la convergencia del funcional y el gradiente

2
2E)\(um) <o(1) + =52(Q),
n
(VEX(um), um) < o(1) [[um |l g1 -
Entonces, obtenemos que
2 2 2 p*
lumllgn = 2Ex(um) = X | Jum|"dz 4+ — [ |upm|P dz
0 Q " Ja

< C + o(1) [ftm 3

Por tanto wu,, es acotada. Podemos suponer que u, — u en H(Q) y
fuertemente en LP(Q2) para toda p < p*, por el teorema de Rellich. En
particular, si consideramos ¢ € C°°(2) y usando la hipétesis VE) (uy,) — 0,
tenemos que

(VEA(um),¢) = /QVum V¢ + M@ — | |P” 2P da

ke /Vu-V¢+/\u¢—UIU|p*_2¢dSU= (VE\(u),¢) = 0.
Q
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Por tanto, u resuelve débilmente (3.1). Por densidad, podemos sustituir
¢ = u y obtenemos

0=V,Ex\(u) = / |Vaul? + Nul? = [ulP” dz
Q

1 1 * 1 *
Ey(u)=|=-—-— |ulP" dez = — [ |ul’ dx >0,
2 p) Ja nJo

donde la identidad para el funcional se obtiene andlogamente a (3.5).

Ahora bien, usando (3.2) y (3.4) tenemos que
/ Va2 dz = / IV (1 — u)y2dx+/ V|2 dz + o(1)
Q Q Q

/|um|p* dr = /|um—u]p* dx+/|u\p* dz + o(1)
Q Q Q

y andlogamente al cdlculo hecho en (3.2), vemos que

P | ug|? 2 da + 0(1)

/(um|um|p*2 — wluf’ ") (U —u)dz = / [t
Q Q
_ / " — [l dz + 0(1) = / i — ul?” dz + o(1)
Q Q
donde o(1) — 0 si m — co. Por tanto

Ex(upm) = Ex(u)+ Eo(um —u) +o(1),
o(1) = (VEx(um)stum —u)y = (VEx(um), tm —u) — (VE\(u), up — u)

= / IV (U, — 1)) = |t — ul?P” dz + o(1).
Q
De hecho, de esto tltimo notemos que
1 2
Eo(um —u) = - |V (U, — w)|“dz + o(1).
Q

Por otro lado,

Eo(um —u) = Ex(um)— Ex(u) +o0(1)

1 n»
< 4o(l) <e< —S2(Q2) param > myg.
n
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Entonces,
||t — u||§{3 <c<Sz2(Q) param > my.

De esto ultimo y usando el encaje de Sobolev, vemos que

*
P

2 _r *_9
lum =y (1= 575 () flum — ulfy?) <

/ IV (o — )2 = [t — ul?” dz = o(1),
Q

Esto muestra que u,, — u en HZ ().
O
El resultado anterior motiva a dar una variante de la condicién de P-S:

Definicién 3.1.1 Sea B es un espacio de Banach, E € C'(B) y B8 € R.
Decimos que E satisface la condicion de (P —S)g, si para cualquier sucesion
en B tal que E(uy) —  y VE(um) — 0, es relativamente compacta.

Es decir, el lema 3.1.2 enuncia que el funcional E) cumple con la condi-
cién de P-S para un nivel de energfa menor a 19 2(Q). De esto tltimo
notamos la relaciéon entre el problema restringido y el problema libre.

Con lo anterior, podemos enunciar y probar el primer resultado principal
de esta secciéon que es debido a Brezis y Nirenberg:

Teorema 3.1.1 Supongamos que £ es un dominio en R™, n > 3, y sea
A1 > 0 el primer valor propio del operador —A con condiciones Dirichlet
homogéneas en la frontera.

1. Sin > 4, entonces para cualquier —\ € (0,\1), existe una solucion
positiva de (3.1).

2. Sin =3, existe un A\ € [0,\1) tal que para cualquier —\ € (A, A1)
el problema (3.1) admite una solucion.

3. Si ademds Q = B1(0) C R3, entonces A\, = % y para cualquier —\ <
A« no existe solucion a (3.1).

Por el lema 3.1.2 para mostrar 1 y 2, necesitamos ver que si —\ > 0
(respectivamente —\ > \,) tenemos que
1

(3.6) B = inf sup Bx(u(p(t))) < =52 (9),
PEP te(0,1] n
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donde P = {p € C([0,1]; H}()) |p(0) = 0, p(1) = w1}, para u; tal que
E)(u1) < 0 como en el teorema 1.3.2. Para mostrar la relacién entre la dltima
afirmacién y la condicién Sy (Q) < S(Q), notemos que dada u € Hg () con
|lul|;»+ = 1, podemos definir p(t) = tu, u1 = t;u para una t; suficientemente
grande, de tal forma que

5 < Ey(tu) (S -2) = Ik
u) = su —S\(u; Q) — — | =—
= 0§t<poo 2 A p* n A
De hecho, para p € P existe una u € pcon u # 0y
(VE\(u),u) = / |Vau|? + Nul? = [u|P” dz = 0.
Q

Como —\ < \p, para u = p(t) con t cercano a 0, tenemos que
(VE)\(u),u) >0,
y para u = p(1) = uy
(VE\(u1),u1) < 2Ex\(u1) <0

De lo anterior y por el teorema del valor intermedio, existe una u como
afirmamos. Para esa u podemos calcular

1-Z%
Sy(u:Q) = (/Q]Vu\Q—l—)\]u\zdx) ’

N
S

- st < ()’

uep

es decir,
n
2

f = inf sup E)(u) = =57 (Q)

pEP ucp

S|

y con esto concluimos que la condicién Sy < S(€2) es equivalente a (3.6).
Ahora podemos dar la demostracién del resultado anterior:

Demostracion. (1) Es suficiente mostrar que S)(Q) < S(2). Considere-
mos la familia de funciones

n—2

(n(n =23
(& +]a])"5

(3.7) ue () =

€ >0,
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2—n

donde podemos notar que u} € D?(R™). Ademds, uf =€ 2z uj(Z) y satis-
face la ecuacién

(3.8) —Auf =uf|uiP" 7 e R™

Afirmamos que Sy(u};R"™) = S(Q), es decir, la mejor constante de Sobo-
lev se alcanza con la familia u}, € > 0. Por el teorema 1.2.8, podemos encon-
trar una u € DV2(R"™) tal que Sp(u; R™) = S(Q). Usando la simetrizacién
de Schwartz, podemos suponer que u es radialmente simétrica, es decir,
u(z) = u(]z|). De hecho, u es solucién de (3.8). Para ver esto, consideremos
e > 0 tal que u}(0) = u(0). Por lo tanto, u y u} son soluciones de la EDO

3} d .
1-n n—1 — p*—2
e <7“ 87“) u = ulu| r >0,

donde r = |z| con la condicién inicial u(0) = u?(0), Ju(0) = dur(0) = 0.
Se puede probar que esta ecuaciéon admite una unica solucién con condi-
ciones iniciales y por tanto, v = u}. Esto ultimo implica que S(u;R") =
S(uf;R™) = S(2). En particular, podemos notar que

lufll g = [l e = 8%, Ve > 0.

Supongamos que 0 € Q y sea ¢ € C§°(Q2) una funcién de corte, ¢ =1 en
una vecindad B(0),. Sea uc = ¢u} y calculamos

/|Vu6|2da: _ /|vu:|2¢2dx+0(en—2)
Q Q
= [ VuP s+ o) = sE@) + 0,

/]uelp*dx _ / VU dz + O(e") = S5(Q) + O,
Q Rn

9\ n=2
/ u2de > / 2 dz > / (ln =2) 7 4,
Q B,(0) B.(0)  (2€%)"
P ce? + O(e"2?), sin>4
c1e? + cze”_Q/ P Ar = ce?|Ine| + O(e?), sin =4

ce + O(€?), sin=3
con constantes positivas ¢, c1, co. Entonces, si n > 5, tenemos que
S2(Q) 4+ cAe? + O(e"2)
(S%(Q) +O(em))?
= S+ +0("?) < S(Q),

Sk(ue)

*‘N
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para € > 0 suficientemente pequenia. Andlogamente, si n =4
Sx(ue) < S(Q) + eXé?[Ine| + O(€?) < S(Q),

para € > 0 suficientemente pequena. Para el caso n = 3, se sigue el mismo
argumento, con la diferencia que la desigualdad se tendrd para una A, con
|A| suficientemente grande, dado que el orden donde aparece A es e. Para ver
que A, < A1, consideramos la primer funcién propia asociada a —A como
funcién de prueba. Para ver la parte de no existencia, se puede consultar
[St90] pag. 179.

g

Para finalizar este capitulo, presentamos uno de los resultados que nece-
sitaremos para la siguiente seccién. Este puede verse como una extension
del teorema de concentraciéon-compacidad presentado en el primer capitulo
para problemas del tipo minimax.

Teorema 3.1.2 Supongamos que ) es un dominio acotado en R™, n >3 y
para X € R con (um) una sucesion de P-S para el funcional Ey en Hj () C
DY2(R™). Entonces existen k € N, sucesiones (Rb,) , (zh), 1 < j < k, de
radios R}, — oo y puntos xi, € Q, una solucién ug € H&(Q) al problema
(8.1) y soluciones no triviales v/ € DV2(R™), 1 < j < k, al problema limite

(3.9) —Au+4 I —ululf =0 en R",

tal que para una subsucesion de u,, satisface

k
um—uo—Zufw — 0.
j=1

D1,2(Rn)

Estamos denotando por ul, a las funciones

n—2

uly () = (RL) = o (Rl (x —al,)), 1<j<k, meN
Ademdas, Eyx(um) — Ex(up) + Z;?:l Eo(u!).

En concreto, el resultado anterior enuncia que si tenemos una sucesion
que converge a un punto critico del funcional asociado a la ecuacion, entonces
las soluciones en el limite son funciones que concentran la mayor parte de
su energia alrededor de k diferentes puntos. A este tipo de soluciones les
llamaremos soluciones con k picos. Si en particular, Q = Bg(0), se puede
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probar que 4’ son de la forma (3.7), con Ey(u/) = %S”/Q(Q).

Antes de dar la demostracién del resultado anterior, necesitamos del
siguiente lema:

Lema 3.1.3 Supongamos que (v,,) es una sucesion de P-S para E = Ej
en HE(Q) tal que vy, — 0 débilmente. Entonces existen sucesiones () de
puntos Ty, € Q, (Ry,), radios con R, — oo, una solucion no trivial vy al
problema limite (3.9) y una sucesion de P-S (wp,) para Eg en H}(Q) tal que
para una subsucesion (vy,) satisface

n—2

W (%) = vm = (Bm) 2 00(Bin (- = 2m)) + o(1)

donde o(1) — 0 en DY2(R™) si m — co. En particular, w,, — 0 débilmente.
Mas ain, Eo(wm) = Eo(vm) — Eo(vo) + o(1) y Rpypdist(xy,, 02) — oo.

Finalmente, si Eo(vy,) — 8 < %S”/Q(Q), la sucesion vy, es relativamente
compacta y por lo tanto vy, — 0, Eg(vy,) — 8 =0.

Demostracion. [St90] pags 187-190.

Ahora podemos dar la demostracion del teorema 1.1.18

Demostracion. Recordemos que por el lema 1.1.5, todas las sucesiones
P-S para E) estdn acotadas. Por lo tanto, podemos suponer que u,, — ug
débilmente en H}(£2) y ug es solucién de (3.1). De hecho, si vy, = ty, — u,
tenemos que v, — 0 en L2(Q) y por (3.2) y (3.3), llegamos a que

[ool s = [ onp” s [ uot” dr+ot0)
Q Q Q

/|va|2d:c = /|Vum\2dx—/]Vuo|2de‘+o(1),
Q Q Q

donde o(1) — 0. En particular, vemos que E)(u,,) = Ex(ug)+ FEo(vm)+o(1)
y VE)(um) = VE)\(up)+VEy(vm)+0(1) = VEy(vm)+o(1), donde o(1) — 0
en H-1(Q).

“Ahora, usando el lema anterior, con v = Uy — Uo, vl = Uy — uy —
SVl = vt =l j > 1, donde
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iy () = (RL) "7 ul (Rl (x — ),

m

se puede probar por induccién que

7j—1
Eo(vh) = Bx(um) = Ex(uo) = Y Eo(u') < Ex(um) — (j — 1)%5%-
=1

Como esta tltima estimacion serd negativa para j suficientemente grande
y por el lema anterior, la induccién termina para una k > 0. Més aun, para
este indice tenemos que

k

k+1 _ j

vy —um—uo—E ul, =0
j=1

fuertemente en DV2(R™) y E)(um) — Ex(ug) — Z§:1 Eo(uw!) — 0 como re-
queriamos.

O

3.2. Un Problema de Formacion de Patrones en la
Esfera

En esta seccion, presentaremos una caracterizacién de las soluciones de
una EDP semilineal parabdlica. En términos practicos, deseamos mostrar
que la mayor parte de la energia de la solucién estd concentrada en bolas
centradas en k puntos distintos del dominio y daremos una caracterizacion
del movimiento de los centros a lo largo del tiempo. En particular, los cen-
tros de concentracién corresponden a los lugares mas calientes en un proceso
de secado de materia prima y por consiguiente, de quemado de ésta.

Sea S™ C R"*! la esfera de dimensién n + 1, con n > 3 y n impar!.
Consideremos el problema

ug — Agnu+ (d(n) + N)u = uP en S™ x (0,7,
(3.10) u > 0 en S™ x (0,7,
w(0,2) = wug(z) en S™x {t =0},

Por simplicidad en los argumentos, nos concentramos en n impar. El caso general y
en particular, para n = 2 se puede manejar. Véase [GPO07].
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donde Agn es el operador de Laplace-Beltrami en la esfera ([Ca93],[St90]),
A>0,dn)=nn—-2)/4y1l<p<p*=(n+2)/(n—2) el exponente
critico de Sobolev. Observemos que el exponente puede expresarse de la for-
ma p =p* — € con € > 0.

Deseamos mostrar que para cualquier k£ € N y condiciones iniciales ade-
cuadas que hacen que el funcional de energia asociado a (3.10) cumpla con
la condicién de P-S, la solucién presentard & picos en un tiempo T si p es
cercano y por debajo de p*, es decir, la energia de la solucién se concen-
trara en bolas con centros en k distintos puntos del dominio.

Ahora bien, por lo realizado en la seccién 2.3, las soluciones de (3.10)
pueden ser globales o existir hasta un tiempo 7. En el resultado principal
de esta seccién, veremos que la presencia de k picos solamente depende de
la condicién de P-S. Més atn, en [GP07] se muestra que el problema eliptico
asociado a (3.10) cumple con un problema de optimizacién en dimensién
finita con respecto a la distancia entre los centros de las bolas. En nuestro
caso, veremos que existe un resultado andalogo.

De forma més precisa, primero presentamos el problema eliptico asocia-
do a (3.10) y los resultados principales de [GP07]. Después, utilizaremos un
argumento similar para mostrar la existencia de soluciones con k picos de
(3.10) y describiremos el comportamiento de los centros.

Consideremos la ecuacion
(3.11) —Agnu+ (d(n) + N)u—u? =0 en S”,

con p = p* —ey A > 0. La idea principal para probar la existencia de
soluciones con k picos es trabajar con el funcional asociado a la ecuacion
anterior restringido a un espacio adecuado y aplicar el teorema 3.1.2.

Como ya vimos en el primer capitulo, el funcional J(u) : H}(S™) — R
definido por

(3.12) J(u(z)) = /n %|Vu(a:)]2 + (d(n);)\)uQ(x) - pilupﬂ(x) do

es de clase C! en H'(S™), con derivada de Fréchet V.J(u) dada por

(3.13) (VJ(u),v) = . Vu-Vou+ (d(n) + Nuww —vwPovdo,



Un Problema de Formacién de Patrones y Aplicaciones en
98 Control 6ptimo

para cada u,v € H'(S™). Por definicién, u es solucién débil de (3.11) si
cumple con (V.J(u),v) = 0 para todo v € H'(S™).

Antes de continuar, necesitamos definir qué entendemos por una solucién
con k picos:

Definicion 3.2.1 Sean k € N y u,, una sucesion de P-S de J dadas. Deci-
mos que una solucion u de (3.11) tiene k picos si u cumple con las hipdtesis
del teorema 3.1.2

De hecho, por el teorema 3.1.2, sabemos que la energia de u se va a

concentrar més en las k bolas con centros 2.

Ahora, presentamos el primer resultado con respecto a la geometria de
las soluciones de (3.11):

Teorema 3.2.1 ([GPO07]) Para el problema (3.10), sean A > 0 y k € N,
n > 3 dados, con n impar. Entonces existe un exponente py > 0, que sélo
depende de A y k, tal que la ecuacion (3.11) en S™ tiene una solucion positiva
up, que se concentra en k puntos diferentes x; € S™ para j =1,--- k y toda

*
po <p<p".
Demostracion. La idea de la demostracion es construir una sucesién de

P-S que converja a una solucién con k picos (véase mdas adelante).

Por lo realizado en el primer capitulo y tomando p = p*—e¢, con € € (0, 1),
sabemos que este problema es equivalente a encontrar minimos del funcional

d(n)+X\
_ Jan FVul? + %]u?da

(3.14) Sgn (u) :
(Jon [ul =+ dor) 7=

aplicando la técnica de los multiplicadores de Lagrange al problema
1 d A
(3.15) / SVl + <”)2+|u\2 do,

con [g, [ufP"~ttdo = 1.

Antes de dar la demostracién para k general, es conveniente hacerla para
el caso k = 2, es decir, cuando la solucién presenta dos picos.
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En este caso, para cada 1 < p < p*, existe una u, solucién de (3.11) que
se construye tomando una sucesién minimizante y a partir de ésta sucesion,
se construye una sucesién de P-S para (3.15) restringiéndonos al espacio de
funciones invariantes bajo la acciéon antipodal x — —x y usando el hecho de
que el funcional cumple con la condicién de P-S. Véase el ejemplo 1.2.3.

Ahora bien, por continuidad de las normas LP con respecto a p, pode-
mos tomar una sucesion u,,, formada por las soluciones encontrada ante-
riormente al variar el exponente p,, para que converja a p* si m — oo. A
partir de esto ultimo, podemos construir una sucesién de P-S para (3.15).

Para finalizar la demostracion de este caso, necesitamos mostrar que la
sucesion uy,, converge a una solucién con dos picos.

Si aplicamos el teorema 3.1.2 a u,, , en particular obtenemos al menos
una solucién u; al problema limite, sucesiones R}, y =l  de radios y centros
respectivamente. De hecho, por la simetria de las funciones consideradas,
existe otra sucesion de centros que es —x) . y por tanto, tenemos dos cen-

tros de concentracion, es decir, dos picos.

Para el caso general, podemos usar el argumento anterior si podemos
construir una accién que no tenga puntos fijos en la esfera y tal que cualquier
orbita tenga k puntos distintos. De hecho, la accién g dada por

Ry 0 - 0

0 Ry -~ O cosf sinfd
9= 0 0 o |’ donde Fy = ( —sinf cosd >

0 -+ 0 Ry

y 0 = 27 /k, cumple con estas condiciones. De igual manera que en el caso
k = 2, pero restringiendonos al subespacio de funciones invariantes bajo la
accién g, podemos mostrar la existencia de un punto critico y la existencia
de k concentraciones para p suficientemente pequena.

Consideramos n impar, ya que no se puede construir una accién g para
dimensién par con la propiedad anterior y sin puntos fijos en la esfera.

O

Si consideramos una p, con p = p* — ¢, que cumpla la condicién del teore-
ma anterior, obtenemos una solucién con k picos. Como las soluciones con k
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picos y energia acotada forman un conjunto compacto, podemos considerar

la solucién uy,_con k picos la cual tenga la menor energia de entre las demas

soluciones. El resultado que muestra el comportamiento de los centros es:

Teorema 3.2.2 Sea uy,, la sucesion de soluciones con k picos de (3.11) con
la menor energia Ssn, pe, — p* sii — 0o y x: el centro del j-ésimo pico con
j=1,...,k, i =1,2,... . Entonces existen subsucesiones tal que xf -z,
donde . son soluciones del problema de maximizacion

max Z |27 — |2
£l

zd xlesSn £
J

con xd # ab sij £

Demostracion. Sea vy, , €; — 0 una sucesién minimizante como en el teorema
K2

anterior. Como ya vimos en la demostracién del teorema 3.1.1, las funciones

de la forma (3.7) (después de usar la proyeccién estereogréfica)

(3.16)wj=< | rd | >(n2)/2:< 1/74]" | )(n2)/2
(1) + |y — y7|? L+ (ly — yi|/r7)? ’

son soluciones con un pico al problema limite (3.8).

También se vio en el teorema antes mencionado, que las soluciones de
la forma anterior son radialmente simétricas con respecto a y/. Ademds, se
puede mostrar que alcanzan su maximo y su energia se concentra mas si
r — 0. Llamaremos a /() a la solucién con un sélo pico en la esfera.

Ahora bien, por la caracterizacion compacta de las sucesiones de P-S, el
comportamiento de la energia (3.14) estd dado por la expresién

3 Jon IVVil? + (d+ N\ V2 do
. 2/(p*+1—¢) ’
(fsn Ve +1_Ed0’) /(p )

(3.17) I =

donde V,,, = Z?Zl @, es una sucesién de P-S y @, es de la forma (3.16) con

r) = r},. Sin pérdida de generalidad, supongamos que 7, = 1, = min;{r, },

ya que esto hace que I€ decrezca.

Lo que vamos a hacer es analizar el comportamiento de (3.17) con respec-
to a la sucesién V,,, haciendo una expansién en Taylor de forma adecuada
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para asi obtener el resultado. Para ésto, necesitamos ver que dada § > 0
existe un 79(9) y Ci(n, k), Ca(n, k), e1 y e2 todas positivas tal que

k
) 2
16201—02 E Hyj—ylH +e1 4+ e
J#

con e; — 0sie — 0, e < § para toda r < 7y, es decir, necesitamos en-
contrar un radio en funcién de € = § para el cual podamos asegurar que el
comportamiento en el limite de I€ esta dominado por la distancia entre los
centros de concentracion.

Primero tenemos que mostrar que la siguiente cantidad

[ |Vdo
— (fsn |w]|p*+1 dO_)Z/(p*+1)

no depende de r ni de y’. De hecho, si sustituimos y = (z — 27)/r
n (n—2)/2|2
fR" (1+ |z— z9|/7”)2)

_ (n—2)/n
. (n—2)/2 2n/(n—2)
(fw(( |£Q]W) ) o)l

912

Jen [V ( +\y|2> ™| Jac(o)| dy
(fRn <1+|1y\2 )" %‘Jae(g)| dy) (n—2)/n

(n—2)/2|2
Jeo |V (85 Jac(o)| dy

<fRn (ﬁ)n ‘JaC(U)‘ dy) (n=2)/n

llegamos a la conclusién deseada. Andlogamente, vemos que la siguiente
cantidad tiende a cero uniformemente en r para 0 < e < 1,

|Jac(o)|dz

fsn (09)?% do

(fgn (197" 1= dgr) 2/ 7179

(3.18)

ya que el factor resultante bajo el cambio de variable es r™—(2)/(p"+1—€)
con exponente positivo si € < 4/(n —2). Para mostrar lo anterior, solo basta
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notar que al hacer el cambio de variables, queda un cociente de la forma

rn—? ,r.n—2

* % *27n—2
{r” (l)z’ +1—e] PFHi—c rptl—c
IS

Por lo anterior, aseguramos que si r — 0, entonces (3.18) converge a cero.
Por lo tanto, podemos escoger r suficientemente pequeno, de tal forma que
el término que contiene a V,2 en (3.17) sea menor a €1, ya que el numerador
converge a cero mas rapido que el denominador.

Recordemos que la norma LP es creciente y continua con respecto a p.
. . . * . .
Por consiguiente, para cualquier v € LP" 1, podemos escribir

HUHLP*JA*E = ||/UHLP*+1 —p1(e),

donde p;(€) > 0 y tiende a cero al mismo orden que e. Sea
k .
v(z) =v(e T (y) =V(y) =D 0.
j=1

Por la desigualdad de Minkowski y la estructura de los @/, podemos
encontrar po(r) > 0 con py — 0 si r — 0, de manera que

. 1/(p™+1) . 1/(p*+1)
</ [Pt da) = E (/S |w? P+ da> — pa(r).
j n

Por lo anterior y (3.18), es posible elegir 7 y € tal que para toda € < €
y r <1, (3.17) sea de la forma

Jsn 5IVV|? + e1do

(k [gn [@["+1do) @D _ p
1

(k fgn @3 [P+ d0)2/(p*+1)

Ig'n -

fSn %‘VU‘Q—FQ do

donde €1, P > 0. Expandiendo |Vv|? y usando el hecho de que

1
- -1 2
T2 +a+ o(a®),
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obtenemos que la expansién
I = Oy +02/ § V! - valdr + Q,
n Jl

donde C7, Cy dependen solamente de k, n y ) es pequeno para r < rg y
uniforme para € < €.

Falta mostrar que la integral
vl - vl de,
Sn
solo depende de la distancia de los centros de las concentraciones. Sin pérdi-
da de generalidad, podemos rotar y suponer que los centros =7, x! estdn
en el circulo unitario del plano horizontal. Ahora, utilizando la proyeccion
estereografica y la definicién de w’, tenemos que
. I o _9\2 1/r (n—4)/2
Jpn V07 - V' dy = ("52)" faa (1+(|y—4yj|/1“)2)
( 1r ) (n_4)/>f —2(y—y?) —2(y—y") dy.

1+(ly—y'l/r)? Py /022 Pyl /02

El término dominante en r de la expresién anterior es proporcional a
/ (y—9") - (y— o) da.

Podemos notar que el término que contiene a |y|?> da una contribucién
fija, los de la forma 3 - y son cero ya que son funciones impares integradas
sobre un dominio simétrico con respecto al origen. De hecho, 37 -3/ se pueden
escribir de la forma C|y’||y!| cos(a;,), donde a;; es el dngulo entre y/ y
y'. Por construccién, |y/| = |y!| = 1 y «;; es proporcional a la distancia
geodésica en la esfera. Entonces, minimizar

/ Z Vi’ - Vit dz
n j,l

es equivalente a minimizar

Z cos(ajy)-
j7l

Por lo tanto, la energia minima para una solucién con k picos se alcanza
cuando la suma de las distancias entre los k£ picos es maximizada. Con esto
concluimos la demostracion.
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O

Como ya vimos en el capitulo 2, podemos trabajar a (3.10) como una
EDO en un espacio de Banach. En particular, podemos mostrar que (3.10)
tiene la estructura

(3.19) u'(t) = —VJ(u(t))
(3.20) u(0) = o,

donde J es el funcional de energia asociado a (3.10). Para mostrar la ca-
racterizacion geométrica de las soluciones al igual que en [GP07], podemos
trabajar con el funcional libre (sin restriccién). Por otro lado, podemos tra-
bajar de igual forma con el funcional restringido al igual que en las secciones
1.1 y 3.1. La diferencia entre los dos casos, es que en el segundo, las solu-
ciones son globales, ya que el funcional asociado estd acotado inferiormente.
La razén de lo anterior se debe a la restriccion que imponemos para usar la
técnica de los multiplicadores.

Sea el funcional J definido por
(3.21)
Hutt.) = [

1 o (dn)+A) 4 I
2|Vu(t,x)\ + 5 u”(t, x) p+1u (t,z)do,

n

con ug € H&. Recordemos que por el teorema 2.1.1, (3.10) tiene una tnica
solucién u € C([0,7T], H'(S™)) N C*((0,T], L(S™)) para 1 < p < p*. La
existencia y unicidad para el caso p = p*, también se puede probar (véase
[IS00]) con una ligera modificacién en la regularidad para la derivada tem-
poral.

Para verificar que el funcional anterior es diferenciable con respecto a t,
necesitamos algunos resultados auxiliares. Si suponemos que u goza de la
suficiente diferenciabilidad para justificar los siguientes calculos, tendriamos
que

—J(u(t,x)) = /n Vu - Vuy + (d(n) + Nuuy — vPug do
= (VJ(u),uy) .

El proceso anterior se debe a que u y sus derivadas son continuas, S™
es compacto y por tanto, se tiene la uniformidad para el intercambio entre
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derivada e integral. Por dltimo, realizamos una integracion por partes del
primer miembro.

Ahora bien, para obtener el resultado anterior en general, hay que ver
como manejar el término elevado a la p + 1 y el del gradiente de wy. De
hecho, el calculo de la derivada para el término elevado a la p + 1 se debe a
los teoremas de encaje de Sobolev (Teorema de Rellich-Kondrachov). Para
el segundo término, hay que hacer una estimacion utilizando el concepto de
regularizacion (véase [E02]) y utilizar las propiedades de derivadas débiles.
Con esto justificamos el calculo de %J .

Por otro lado, si multiplicamos (3.10) por u;, integramos sobre todo S™
y después por partes, obtenemos que

n

(3.22)/ uldo = — ( Vu - Vug + (d(n) + X)uug da) + / uPuy do.
n Sn
Con esto ultimo hemos probado que (3.10) es equivalente a (3.19).

Ahora bien, por lo anterior, notemos que (3.10) se puede trabajar como
un pseudo flujo gradiente, ya que L? es un espacio de Hilbert. Una conse-
cuencia inmediata de (3.22) es

dJ
T <0 y por tanto J(u(t,x)) < J(u(to,x)) sit>to.
En el sistema (3.19), tiene sentido evaluar en cero, ya que u es con-

tinua en t. Antes de continuar, es conveniente dar el argumento por el cual
las soluciones de (3.10) son globales si consideramos el problema restringido.

Por lo realizado en el capitulo 1, podemos ver que buscar soluciones de
(3.10) es equivalente al problema

ur — Agnu+ (d(n) + N)u = 0 en S™ x (0,T),
(3.23) u > 0 en S" x (0,7,
u(0,z) = wup(x) en S™ x {t =0},

usando la técnica de los multiplicadores de Lagrange, restringiéndonos al
espacio M = {u € LP([0,T], LP(S™)) | ||u| = 1}.

Siu € M, el funcional de energia asociado a (3.23) es

B(u(t, 7)) = é / Vult, 2)2 + (d(n) + Nl(t, z) da.

n
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Notemos que F es acotado inferiormente y por la restriccién, se puede
deducir que las soluciones de (3.23) son globales. Recordemos que una ca-
racteristica de las soluciones globales es tener energia acotada inferiormente.

Antes de enunciar y demostrar uno de los resultados principales de esta
seccion, recordemos que w es una funcién continua para cada t a valores
en H'(S™) y por consiguiente, para cualquier condicién inicial uy € H?!,
tenemos que si [t| < 0,

[u(t) = uol| <e,

donde [|-|| es la norma uniforme de C°([0,T); H*(S™)) N C*((0,T); L*(S™)).
De hecho, por continuidad con respecto a datos iniciales, si ug = Z?Zl w;
una superposiciéon de soluciones del problema limite, el médulo de con-
tinuidad depende de r. Esto nos da una idea de qué tanto dista la solucién

de una condiciodn inicial cercana a una funcién con k picos.

Ahora presentaremos y demostraremos el resultado principal de esta
tesis:

Teorema 3.2.3 Sean A > 0, k € N, n > 3 e impar dados, con p = p* —
€ y ug es una condicion inicial para la cual tenemos existencia global de
(3.10). Entonces existe una py que solo depende de A y k tal que la ecuacion
(3.10) en S™, tiene una solucion positiva, u,(t) que se concentra en k puntos
diferentes x; € S™ para todapy <p <p*yj=1,---k en un tiempo T™ < co.

Demostracion. La idea de la demostracién es la siguiente:

1. Primero tenemos que verificar que podemos construir una sucesién de
P-S para (3.10). De aqui la existencia de una solucién con un pico es
inmediata (véase [100]).

2. Usando la continuidad con respecto al exponente p y la convergencia
de las soluciones globales a soluciones del caso estacionario, podemos
construir una nueva sucesién de P-S la cual se concentra en k diferentes
puntos del dominio.

3. El tiempo T™ se puede calcular a partir de una p fija tan cercana a p*
como se desee.

Sea ug > 0 una condicién inicial tal que u(t) ¢ VUW, donde Wy V son
los conjuntos estable e inestable y estan definidos en la proposicion 2.4.1.
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Sabemos que J(u(t)) es decreciente en t y la siguiente identidad se cumple

J(u(t)) —I—/O ug(s)? ds = J(ug).

Como u es global, esta integral y J(u(t)) son finitas. Entonces, existe
una sucesioén t,, con t, — oo si n — oo tal que

(3.24) i {Jug (tn) ]| g2 (5my = O-

Ahora, si multiplicamos (3.10) por u e integramos sobre S™, vemos que
—I(u(t)) = - (/ IVu®)]? + (d(n) + Nu?(t) — uPt(2) da>
Sn

= /n u(t)u(t) do < [lue(t)|| 2(gny W)l L2(gny -

Como la solucién es global, se puede mostrar que [[u(t)|2(gn) < C'y por
consiguiente,

[ (u(®)] < Cllus(@)]l L2 (gny -
De esta desigualdad y de (3.24), podemos ver que lim,, o I(u(t,)) = 0.
De hecho, también tenemos que
1

Tut) = 5o [ VU + () + N0 o+ T ().

De esto dltimo, obtenemos
. , 2 .
T etz =0, Jim [Vu(t)[2 = 1 fu(ta) o = Co.

De lo anterior, se sigue que
p—1
2(p+1)

J(ug) > J(u(ty)) — Cp > 0,

si n — 00. De hecho, la desigualdad anterior es estricta (véase el teorema
2.4.6). Por la diferenciabilidad del funcional J(-), tenemos que

(Vu(tn), v) = = (us(tn), v)

para todo v € H} (). Usando la desigualdad de Schwarz y la de Poincaré,
obtenemos que

[(Vultn), v)| < Oy fJue(ta)ll 2 [Vl 2
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lo cual implica que
||Vu(tn)||H—1 —0

si n — 0o. Con esto hemos mostrado que u(t,) es una sucesién de P-S.

Sabemos que las soluciones globales tal que u ¢ V U W convergen a
soluciones estacionarias si 1 < p < p*. Por continuidad con respecto a p, si
consideramos una condicién inicial para la cual u(t) exista globalmente, la
solucion permanecerd global atin para p = p*.

Asi como en la demostracién del teorema 3.2.1, si hacemos tender p — p*
con p < p*, la familia de soluciones variando € también constituyen una suce-
siéon de P-S para el funcional.

Sea up,, (tm) = Un,m la familia de soluciones globales asociadas a (3.10)
con €, — 0 como en el teorema 3.2.1 y u;‘)sn la correspondiente solucién
estacionaria. Es claro que uy, ,, es una sucesién de P-S. Tenemos que mostrar
que

k
unym—vo—Zufl — 0.
J=1 D1L2(R!)

como en el teorema 3.1.2. Esto ultimo se sigue del siguiente argumento:

Sea N € N tal que

Esto lo podemos hacer, ya que las soluciones del caso estacionario con-
vergen a una solucién con k picos (por el teorema 3.2.1). Para esta misma
N, sabemos que existe M € N tal que para toda m > M

u;’;eN - wH < €/3.

HuMm — u;EN H < €/3,

ya que las soluciones de la ecuacion parabdlica convergen a soluciones esta-
cionarias. Por tultimo, por el teorema 2.4.1, si m > m y suficientemente
grande, tenemos que

|unm — unml < €/3.
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Ahora, usando la siguiente desigualdad

ltnm = w0l < Junn = unll + Jun = s, | + [y = 0]

obtenemos el resultado.

O

Observacién 3.2.1 Como J es un funcional que va de H' a R para cada
t y por continuidad, sequimos considerando la existencia de k picos en el
mismo sentido que en el teorema 3.1.2.

Si continuamos en esta direccién, el andlogo al teorema 3.2.2 es:

Teorema 3.2.4 Sea u,(t) la solucidn con k picos al tiempo T* de (3.10) y

a7 € S™ el centro del j-ésimo pico para j = 1,... k. Si definimos la funcién
V(@ (t),....a"(1) =Y [l (t) — ' (1),
J#l
tenemos que para j = 1,... k, 27(t) cumple con
Z'(t) = -V,V,
(3.25)
x(T*) = xp-,

donde x(t) = (x(t),--- ,2%(t)) y 2pe = (xhe, -, 25).

Antes de dar la demostracién, es conveniente dar la idea principal de
ésta. En el teorema 3.2.2 realizamos una expansién del funcional de energia
de la forma

k
2
j !
I'=C *szHyj —y H +e1 + e,
J#l
tomando una sucesién de P-S haciendo variar el exponente p. Por lo tanto,
esta expresién sigue siendo vélida para la sucesion de P-S que construimos en
el resultado anterior, pero en este caso los centros van a depender del tiempo.

Ahora, si a partir de la expresién anterior, calculamos su gradiente, ten-
emos que

k
. 2
vIc= -V [ S Hyﬂ - ylH + Ve + Ves.
~
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Por lo tanto, solamente tenemos que hacer el calculo para la condiciéon
inicial y ver que los errores Ve; tienden a cero en el limite.

En general, lo anterior es cierto para cualquier condicién inicial cercana a
una funcién con k picos, pero los errores no necesariamente convergen a cero.

Demostracion. Nuevamente, consideremos el funcional I¢ definido por

(3.17). Queremos ver VI€ tiene una expansion similar. De hecho, usando
que

Z/
g g g

podemos calcular (I¢(v), h) con v € HY(Q) y h € C°(Q),

1
. = 2/ VVi2 + (d+ NV2 do
Sn
. 2/(p*+1—¢)
g = </ Vrgz Fl-e d0'> 5

n—2

_\k J Jo_ 1/r R
con Vm = ijl Wm Y W, = (W) .
Entonces, tenemos que

(Vz,h) (Vg,h)z

(I°(v), h) = s g At
donde
A = fon VU - Vh+ (A +d)vhdo
(fsw P Hl—€ da) 2/(p*+1—¢)
4 — zﬁle(”) (fSn vp*+1—edo_)2/(p*+1—6)—1 (fsn Up*_ehd(f)‘

(fgn PP H+1—c dU)Z/(p*-i-l—e)

Ahora, deseamos hacer el andlisis para Ay, y posteriormente, para As cuando
v = w’. En el primer caso, considerando el cambio de variables y = (z—27)/r,
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tenemos que

n

YMWVh+Q+@me:/)%

Sn

(15 <|zlfrzj|/r>2>7?] v

n—

+{A+d)<1+(V%f%vﬂ2>ﬁ?huadaﬂdzzxémrgvy<1+jm2>2 Vh

n—2

13T+ d) <1+1\y|2) M h|Jac(o)| dy.
Para el término en el denominador, tenemos que
\p*H1— 1r \T e
/n(wJ)P ‘do = /]R" (1 n |y!2) ] r"|Jac(o)| dy
n=2

n_w*ﬂexnz)/ ( 1 ) P
=T 2 72
re [\ 1+ |yl

Elevando la expresién anterior a la 2/(p*+1—¢), obtenemos que el térmi-
no en r es de la forma r2-+27/ (" +1-¢)  Juntando lo realizado anteriormente,
vemos que

p*+l—e
] |[Jac(o)|dy.

Tn/2

r2—n+2n/(p*+1—¢) [

|A1] < Cy + 10y,

con C1, Cy constantes positivas. Por lo tanto, A1 — 0 cuando r — 0, si

3n—4 2n
2—-2 -2 F+1—-€e)>0 & >
n/2=2+n=2m/(p" +1- ¢ R —
<p"+1 & oe<ph 1 4n
3n—4 P ‘ =P 3n— 4’
donde
f 4dn _2n 4dn
p 3n—4  n—2 3n—4

- () (=)
- (7))
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Para As, usando lo realizado en el teorema 3.2.2, tenemos que el término
g® contribuye pd—2n+4n/(p*+1-¢) y

2

n—2
1 =
vV[—
(1 + IyP)

n—2
) Jac(o)|dy,

1

) . 1
/ VW2 4 (d+ N (w)2de = /
2 Sn 2 n

2(d /\V<
+ r(d+ ) amE

s6lo contribuye la parte (w’)?. Falta ver que

 (Va(u), 1) = (/n(wj)pule da>p*+2u1 </n(wj)p*€hda> _
gi(CON

J.

p*+1l—e
] |Jac(o)| dy X

p*—e

hlJac(o)|dy

—2

1 =
<1+\y!2>

donde k = % ya=2—n+ (p*i’}_g) + (n?)(p*+1—e) —Lgm(p*—e) =
2n(p*+1—¢€) — (";2). Si nuevamente, juntamos el trabajo anterior, vemos
que el factor r para A es de la forma
2 -2 4
(1+r2) n _(n )—4+2n—7n =
(p*+1—¢) 2 (p*+1—¢)

(14 72) (3(n2_ 2 0 f?_€)>

Por lo tanto, As — 0 cuando r — 0, si

3(n—2) 2n 3(n—2) 2n
— >0& >
2 (p* +1—¢) 2 (p* +1—¢)
dn < 2n. 4dn  2n
3n—2) F TS h—2 3m-2) 3(n-2)

Ahora, para poder asegurar que Al + AQ — 0, necesitamos considerar
. 2n 2n n _ 2n :
€ < min {m, (m) (m)} = 3(7),72) sin> 2.

De aqui podemos concluir que los errores convergen a cero usando un
argumento similar al realizado en el teorema 3.2.2 y la continuidad del semi-
grupo asociado a (3.10). Para concluir el resultado, se usa un argumento
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similar al que acabamos de hacer y a el realizado en el teorema 3.2.2 para la
parte de la derivada respecto a t y asi, obtener la igualdad entre la derivada
de los centros con respecto al tiempo y el menos gradiente de V.

g

Al final de la siguiente seccion, plantearemos una conjetura utilizando
los resultados que veremos en esta seccién con respecto a la controlabilidad
de los picos de la ecuacién (3.23) utilizando el resultado anterior. Es decir,
la controlabilidad del sistema de EDO (3.25) es equivalente a la controlabil-
idad de la EDP. De hecho, lo que analizaremos en la siguiente seccion es el
problema de controlabilidad asociado a (3.23).

3.3. Control 6ptimo

En esta seccién abordaremos dos problemas en el marco de la teoria de
control 6ptimo. El primero estd asociado a la ecuacién semilineal parabdlica
que hemos considerado a lo largo del trabajo. El segundo estéd relacionado
con el modelado de la depredacién de especies usando una ecuacién del tipo
Lotka-Volterra.

En concreto, un problema de control éptimo es un problema variacional
sujeto a una restriccion, es decir, buscamos maximos o minimos de un fun-
cional sujeto a una ecuacién diferencial. Ademads, en este caso tenemos dos
variables: la variable de estado u y el control h. Més adelante explicaremos
con precision lo que significa esto. Para profundizar méas en este tema se
pueden consultar [E02], [FR75], [FS92], [KSh91],[@k00], etc. Nosotros nos
estamos basando en [AQO05] y [CGM9S].

3.3.1. Control de una Ecuacion Parabdlica con Exponente
Subcritico

Consideremos la ecuacion

up — Au—|uPlu —h=0 en Qx(0,7),

(3.26) u(0,z) = ug en
u=20 en 00 x (0,7),
donde 1 < p < Z—fg, ) es un dominio abierto, acotado y con frontera regular.

Podemos notar que la soluciéon u del problema anterior depende implicita-
mente de la funcion h.
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Sea J(u, h) un funcional en dos variables, donde u es la variable de estado
vy h es la variable de control. A J se le conoce como el funcional de costo.
Consideremos el conjunto U,y de controles admisibles y a

US, = {h € Uyq | u(h) es solucién global}.
Nuestro problema es encontrar, si existe, una pareja (u, h) tal que

(3.27) min J(u(h),h)
heU¢,

sujeto a (4.1). En particular, consideraremos funcionales que dependan del
estado v al tiempo T, i.e., J = J(u(-,T), h). Un caso de esta situacién serfa

T
(3.28) J — /Q\u(x,T)_ud(x)yqu+N/o /th(:r,t)da:dt,

donde ug € L9(2) y N > 0. El segundo término de (3.28) representa el costo
por unidad para controlar y J el costo total para controlar.

En general, podemos interpretar (3.27) como sigue: tenemos un fenémeno
que se rige por (3.26) y queremos encontrar una estrategia h de tal forma que
modifique el estado u y a su vez minimice J. Pero es importante mencionar
que este no siempre va a ser nuestro caso, es decir, no siempre necesitaremos
minimizar un funcional J 2.

Antes de empezar a enunciar y probar los resultados principales de esta
seccién, necesitamos definir el concepto de solucidon débil y fuerte para el
contexto actual.

Sea Q =0 x[0,T]y ¥ =099 x (0,T). Consideremos el problema

u—Au=f en Q
(3.29) u(0,x) =up en £
u=20 en 3,

donde ug € LY(Q) y f € LYQ). Consideremos el conjunto S, = {2 +
1/q,—1+1/q,1/q,14+1/q} con 1 < p,q < .

28in embargo, también hay que agregar que la solucién de ciertos problemas de control
pueden encontrase minimizando un funcional apropiado. Véase [MiZu].
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Seat € (0,T] y s € [0,2]\ Sg. Decimos que u es soluciéon LP(W*9(2))
débil de (3.29) en [0,1], si w € LY (]0,¢), W% (2)) y es tal que

loc

/Ot/ﬂ(—qbt—Agb)uda:dr:/Ot/gqbfdxdr—l—/gqﬁ(O)uodw

para cualquier ¢ € C°(Q x [0,t)) con ¢ = 0 en 9 x [0,t] . Es global si
t=Tyue L2((0,T), W ().

Decimos que u es solucién LP(W*4(Q2)) fuerte en [0, ¢] si
u € Wipr ([0,), W*29()) 1 Lie((0,1), W (),
para alguna r > 1 y ademas,

W —Au = f enl0,T],
u(0) = wug

se satisface c.s.. En particular, si s = 0, u es una solucién LP(L?(€2)) débil,
débil global o fuerte, dependiendo del (véase [AQO5]).

A continuacién enunciamos dos lemas necesarios para demostrar los teo-
remas 3.3.1 y 3.3.2:

Lema 3.3.1 Sea p,q como en el teorema 3.5.1 y r > 2 donde r satisface la
condicion (3.31). Entonces el problema (3.26) estd bien definido en L1(2),
es decir, si la norma de h en L™([0,T], L?(S))) estd acotada por una constante
Cr, up € LI(Q), [luollpoy < Cq y s satisface

entonces existe una 7 = 7*(Cy,Cq) > 0 y una dnica solucion
u € O([0,77], L)) n C((0, 7], W (92)).
Ademds, la solucion satisface

)l oy + 72 lu(®) o) < € parat € (0,7°],
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donde C solo depende de Cy, Cr y s. St ¢ > q cumple con

2n Logongn
n—4 7 7 4725

entonces u € C((0,7*], LY(Q)) y [u(®)ll 2y < C(6,4,Cr, Cq) parat € [6,77]
con 6 € (0,7%).

Por dltimo, v € C([, T*], WOM(Q)) N L™([5,7*], L*(Q)) para cualquier
0 > 0 y la norma de u en este espacio estd acotada por una constante
C(0,Cr,Cq).

Demostracion. Véase [AQO5] pags 9-11.

O

Lema 3.3.2 Sea h € L"([0,T +t1], L*(Q)), conty >0 y ||h]| < Cy, yp,q,7
como en el teorema 3.3.1. Supongamos que u es solucion global de (3.26)
en [0,T +t1] y up € W29(Q) con [uollw2a(q) < Cq- Entonces existe una
constante C = C(Cy,Cy, t1) tal que ||ul| ;4 < C para toda t € [0,T].

Demostracion. Véase [AQO5] pags 11-13.

Ahora podemos enunciar y probar nuestro primer resultado:

Teorema 3.3.1 Sea 1 <p < z—fg yq>2 con
n 2n
3.30 € - 1)—, .
(3.30) oe (0-05.2)
Supongamos que r > 2 satisface

1 non
3.31 -<1l—=+4+—
( ) T 4 + 2q
Y

1 — 4 2
(3.32) pu bl pmo(n+d) 2

p n+t2-pn-2) p

Supongamos que uy € Wg’q(Q) y Upq C L7([0,T], L%(Q)) es débilmente
compacto. Si h € Uygq entonces (3.26) tiene una tinica solucion L™ (L* (1))
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fuerte definida en un intervalo mdximo Ij,.

Ademds, si UaGd # 0 y J cumple la condicion de coercividad
(3.33) J(u,h) = er[Ju(-,T)| Loy — c2,

para algunas constantes positivas ci,ca y J(u,h) = Jr(u(-,T),h), donde
Jr : LY(Q) x L"([0,T], L*(2)) — R es s.i.d., entonces el problema de control
(3.27) sujeto a (4.1) tiene solucion.

Demostracion. Sea s =0,¢g=2py A=rp. Comor > 2y 1< p<p*, existe
un elemento o ¢ S, tal que

2 , (2 n
?"79’ < a<m1n{r,2—2p/},
donde p’ es el exponente dual de p. Bajo estas condiciones, podemos asegurar
la existencia de una tnica solucién u € L™(L*(Q)) de (4.1) en un intervalo
maximo I (véase [AQO5], pag. 22). Si fijamos h € de , la solucién es global
y [ulP € L7([0,T], L?(£2)). Por la regularidad méxima de Sobolev para (3.26)
(véase [Am95]) y por interpolacién (véase [AmO00]), tenemos que

ue W ([0,7], L3(9)) N L7 ([0, T], W3 (2))
(3.34) —
C([0,T], Wy *(2)) N C([0,T], We()) N L™([0, T}, L*())

para cualquier

n n 2
§<2— -+ ——-,
2 q r

donde el encaje en C([0,T], Wy (Q2)) N L™ ([0, T], L**(£2)) es compacto.

Para mostrar la segunda parte de la demostracion, consideremos (ug, hy)
una sucesion minimizante de (3.27). Como U,4 es débilmente compacto,
podemos suponer que ||l o 17 120y < Cr v he — h débilmente en
L"([0,T], L?(£2)). Ahora bien, falta asegurar que uy, converge para cada hy.
De hecho, se puede probar (véase [AQO5]) que existe typ > 0 independiente
de k tal que

(3.35)  uy es uniformemente acotada en L'([0, o], L?P(£2)) .

Sea hy(z,t) = hy sit € [0,T] y hi(x,t) = 0 si t € (T, 27T]. Consideramos
el problema (4.1) reemplazando [0, 7] por [0,27]. Este problema tiene una
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tinica solucién L™ (L?P) 4y, definida en un intervalo maximo de existencia
I}, € [0,2T]. De hecho, la funcién wy(t) = k(T + t) es la solucién antes
mencionada con h = 0, condicién inicial w(0) = ug(T) e intervalo maximo
de existencia Iy C [0,T].

Ahora bien, a partir del hecho de que J(ug, hy) esté acotado, podemos
encontrar una cota para ug(7) en L4(€2) y el hecho de que (4.1) esté bien
planteado en L%(Q2), lo que garantiza el lema 3.3.1, podemos mostrar que
existe una t; > 0 tal que [0,¢1] C I, para cualquier k.

Por lo anterior, podemos continuar todas las soluciones uy en el intervalo
[T, T + t1]. Por el lema 3.3.2, tenemos que

Huk(T)HLtI(Q) <Cy

para cualquier 7 € [0, 7.

Sea 7" = 7*(C,, Cy) dada por el lema 3.3.1. Si § € (0, min{ty, 7*}) fija
y usando la tltima afirmacién del lema 3.3.1 para wg(t) = ug(7 + 1), t €
[0,7*] y 7" € [to — 6,T — 7*], obtenemos una cota uniforme para wuj en
L™P([to, T], L?"(£2)). Esta cota y (3.35) muestra que |ug [P~ uy, esta acotado en
L"(]0,T], L?(£2)). Como en (3.34), podemos notar que la sucesién (|ug|P~Luy)
es compacta en L" ([0, T], L?(2)) v ux(T) es compacta en L(£2). A partir de
esto ultimo, es facil pasar al limite para obtener una solucién de (3.27).

U
Si ahora consideramos (3.27) sujeto a
up — Au— [ulPlu —uh =0 en Q
(3.36) u(0,z) = ug en ()
u=20 en X

tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.3.2 Con las mismas condiciones que en el teorema 3.5.1 para
p,q y la condicién de coercividad para J, sea ug € WOQ’q(Q) y Uyg C L®(Q)
w* secuencialmente compacto con [UaGd # 0. Si J(u,h) = Jp(u(,T),h),
donde Jp : LY(Q) x L>®(Q) — R es s.s.i.d., entonces el problema de control
(3.27) sujeto a (3.36) tiene solucion.

Demostracion. Se sigue de forma andloga a la demostracion del teorema
3.3.1 con la correspondiente modificacién al lema 3.3.2.
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O

Ahora, haremos la modificacién mencionada en el teorema anterior del
lema 3.3.2, ya que ésta solo depende de las estimaciones sobre la funcién
V (que definiremos a continuacién) y la norma en L?(€2) de u;. Para ver la
demostracién del resultado se puede consultar [AQ05] pags 11-13.

Supongamos que u € C([0,T+t1]; Wol’2(Q)) es solucién de (4.1) con t1 >
0 fijo. Como U,q es acotado en L™°(2), existe M > 0 tal que [|h| 0« < M
Vh € Ugq. Definimos V() como

[ VulP !
V(t)—/Q e

Entonces, tenemos que

Vi) = /QVU Vg — |ulP uy da

= —</ ut2+uhutd:1;>.
Q

Por las desigualdades de Young y Holder, vemos que

1 1
(3.37) VI(t) < —/ufdx+/u§dx+/(hu)2dx
Q 2 Ja 2 Jo

1 M?
< —/ufdx+/u2daz.
2 Ja 2 Ja

Sea 0 <7 <lcont < T+t yt € [0,7]. Denotemos por Cp =
Jqu?(2,0) dz y notemos que

/Quz(t)da:—/UQ(O)dx—Q/tjt</ ()da:) dt
//uutdwdt<// dxdt—i—/ /ut t) dadt.

Integrando la desigualdad anterior de 0 a 7 con respecto a ¢, obtenemos

// dxdt<TC'0+T// dxdt+7//ut t) dzdt.

Por lo anterior y por (3.37)

ss) [ [eoanrs 2 [ [
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Sea 17 € (0,1) definida por 71 = ﬁ con 7 € [0,71]. Notemos que
11171 M? = % Podemos suponer que 71 < T+ t; (tomando una M suficien-
temente grande si fuera necesario). Si integramos (3.37) y usamos (3.38),

vemos que

(3.39) V(r) =V (0) < % - i/OT/Quf(t) dxdt,

para 7 € [0, 71]. Con ésta estimacion garantizamos que V' (t) < V(0) + Cp/4
en [0, 7).

Para mostrar que V' (t) esta acotado inferiormente, lo haremos por con-
tradiccién. Consideremos 0 € (0, min{¢;, 7 }) y supongamos que V(tp) <<
—1 para alguna to € [0, 7 — ¢]. Entonces por (3.39), podemos deducir que
V(t) < —K << —1 para toda t € [r; — J,7] y K una constante suficien-
temente grande. Si multiplicamos (4.1) por u e integramos sobre todo €,
llegamos a que

1d

= wrdr = —2V(t)—i—cl/ |u|p+1dm—{—/hu2dx

p+1

2
K +c (/ u2dx>
Q

t1—6 Jq ui(t) dzdt. Si integramos

Y

para cualquier ¢ € [y — 4, 71]. Sea U(t) = [
la desigualdad anterior, obtenemos

U/203U%1+2K(t*7'1+6)*03.

Sea K > C5/ty. Integrando U" > 2K (t—714+0)—C3 en [11—0, 71 —0+11/2],
obtenemos

U(ty — 8 +11/2) > Kt3/4 — Cst1/2 > Kt1/5.
También tenemos
U > 03UPT+1 parat > 713 — 0 +t1/2.

1
Como la solucién de 7/ = 03Z% para t > 0, Z(0) = Kt?/5 explota para
t < t1/2 si K es suficientemente grande, también U explota para t < T +t;.
Asi llegamos a la contradiccién deseada. Por consiguiente,

V(t) > —C  para toda t € [0, 71 — J].
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T1—0

Por otro lado, (3.39) implica que [;'~° [, uf dzdt < C'y por consiguiente
Jqu?(t) dz < C para toda t € [0, 71 —0]. En particular, [, u?(T1 —6) dz < Cy,
donde C no depende de h. Podemos repetir este argumento en el intervalo
[11 — 9,211 — d] en lugar de [0, 7] y asi sucesivamente, obtenemos las cotas

para V (t), [[u(t)]l L2y, ¢ € [0, TT y llue(t)ll 12 (q)-

g

3.3.2. Control de una Ecuacién Eliptica del Tipo Logistico

Sea 2 C R™ un dominio regular y acotado. Consideremos la ecuacion del
tipo Lotka-Volterra

u—Au—ula—h—bu)=0 en Qx(0,7)
u(0,z) = ug en
u=0 en 00 x (0,7).

Esta ecuacién es utilizada para modelar el crecimiento poblacional de
cierto tipo de especies [Sm91]. La funcién u representa la concentracién de
la especie, a es la tasa de crecimiento, b la tasa de saturacién, h es el control
v ug es la poblacién inicial. Interpretamos la condiciéon de frontera como el
hecho de que ningin miembro de la especie habita en ese lugar y al control
h como la inferencia que puede tener un depredador conciente (i.e. granjero,
pescador, etc.).

Nosotros estamos interesados en el problema de control éptimo asociado
al sistema estacionario

(3.40) {—Au—u(a—h—bu = 0 en(

u= 0 en 01,

donde a,b € L*(Q) y h € LE(Q2) = {g € L=(2)|g > 0 c.s. en Q}.

De hecho, queremos ver bajo qué condiciones podemos encontrar h y u
de manera que

(3.41) J(h) = / Auph — h? dz,
Q

alcance su maximo sujeto a (3.40). J representa la diferencia entre la renta
y el costo por explotar la especie, A > 0 describe el cociente entre el pre-
cio de la especie y el costo por controlar, cuyo papel es influenciar la tasa
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de crecimiento para obtener un mejor resultado en el proceso de explotacion.

Primero daremos algunos resultados auxiliares de (3.40), y posterior-
mente, abordaremos el problema de controlabilidad.

Si g € L*(9), definimos o1(q) el primer valor propio de

(3.42) {—Au+qu— ou en ()

u= 0 en 01,
que tiene una expresién de la forma

fQ |Vul? + qlul? do
weH @\{0}  Jg u[?dw

(3.43) o1(q) =

Se puede probar que la multiplicidad de o; es uno y que la funcién propia
asociada ¢1(q) pertenece a C1¥(€) para todo a € (0,1) con ¢1(q) > 0 en Q

Yy H<751HL00 =1

Por lo anterior, tenemos como consecuencia las siguientes propiedades:
1. 01(q) es creciente con respecto a g,

2. VM eR, o1(¢g+ M) =01(q) + M,

3. 01(q) es continua con respecto a g en L>°(1Q).

Usando la técnica de sub-supersoluciones, se puede mostrar que (3.40)
tiene una solucién no negativa uy si y solamente si o1(—a + h) < 0. Sean
C = esssup,cnC, ¢ = essinfyenc y b > 0. Si wy, es la tnica solucién no
negativa, tenemos que

—o1(—a+h) a—nh

(3.44) ; d1(—a+h) <up < Vo € Q.

IS

Msés atin, cualquier subsolucién acotada w de (3.40) debe satisfacer w <
up. Si o1(—a+ h) < 0, entonces up > 0 para toda z € Q y por 1, tenemos
que

(3.45) o1(—a+ h+2bup) > o1(—a + h + bup) = 0.

La condicién anterior nos da la estabilidad de la linealizacién del prob-
lema parabdlico (véase [CGM9Sg]).
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Ahora, para cada h € LY () (andlogamente para cada h € L*(2)), de-
notamos a uy, la solucién méxima no negativa de (3.40). Entonces up = 0 si
y sélamente si o1(—a+h) > 0y up > 0 en 2 siy sélamente si o1 (—a+h) < 0.

Por otro lado, es facil mostrar la propiedad de monotonia con respecto
a up, es decir, si h,g € L>(Q) con h < g, entonces up, > ug.

A continuacién, presentamos un resultado de existencia de soluciones:

Lema 3.3.3 Supongamos que q € L*(Q), o1(q) > 0. Entonces las si-
guientes condiciones se cumplen:

(i) Para cada f € L*(2), el problema

(3.46)

—Au+qu= f en(Q
u= 0 en 0,

tiene una tinica solucion u € H} (). De hecho, si f € L°°(Q), tenemos
que u € CH*(Q) para toda o € (0,1).

(ii) Sean ui,us € HY(Q) con ug < up en 02 y —Aus + qua < —Aug + quy
en el sentido débil. Entonces us < uy en €.

(iii) Sean p € L>®(Q) y f € L*(Q) con f > 0, p > q en Q. Si w(p)
y w(q) son las respectivas soluciones del problema (3.46), entonces
w(p) < w(g) en 2.

Demostracion. Primero, (ii) y (iii) son consecuencia del principio del
méaximo para EDP elipticas. Para (i), podemos usar el teorema de Lax-
Milgram en la forma bilineal L : Hi(Q2) x H}(Q) — R definida por

L(u,v) = / Vu-Vvdm+/ quv dx
Q Q
y al funcional I : H}(2) — R definido por

I(v) = /vada;.

De hecho, la caracterizaciéon para o1(q) dada por (3.43) nos da la esti-

macién
/|Vu|2da:+/qu2dx20/ |Vu|? dz
Q Q Q
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para toda u € H}(Q), donde

o1(q)

Cc = .
o1(q) + llall Lo g

O

Si en particular, ¢ en (3.46) pertenece a una A C L>(Q2) tal que existen
dos constantes positivas M y p con la propiedad

all ooy < M, 01(q) = p

para toda q € A, entonces ¢ = Miu es independiente de ¢ € A, ya que
B 01(9)

M+ p = o1(q) + llall o (o)

para toda ¢q € A.

Para continuar, necesitamos dar un resultado de la diferenciabilidad de
la funcién wy, con respecto a h:

Teorema 3.3.3 Sea h € L>®(Q) tal que o1(—a + h) < 0. Entonces

Uh+Bg — Uk

B

en H}(QY) para cualquier g € L>®(Y) si B — 0. De hecho, v es la inica
solucion del problema

— v

(3.47) V= 0 en Of).

{ —Av+ [—a+ h+2buplv = —gup enQ
En particular, ésto dltimo es cierto para cada h € L°(2) tal que J(h) > 0.
Demostracion. Sea  # 0y

_ Uh+Bg — Un
vg = — 5

up Y Unypg Satisfacen

—Aup + [—a+ h+b(up)]up = 0 enQ,

(3.48) up, = 0 en 09,
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y

—Auh+5g +[-a+h+Bg+ b(uh+5g)]uh = 0 en(,

(349) Unt4pg = 0 en 09,

respectivamente. Mds ain, podemos notar que vg satisface

—Avg + [—a + h + b(upygg + un)lvg = —gupig en €,

(3.50) vg = 0 en JS).

Como o(q) es creciente con respecto a ¢ € L>(2) y uy es decreciente
con respecto a h, para cada € > 0 tenemos que

o1(=a+h+b(unipg + un)) = o1(=a +h+ b(unie|g||, o0 o) + un)) = 1

si |8] < e. Podemos escoger € de tal forma que p > 0, ya que por continuidad
de 01(q) con respecto a g y por hipétesis sobre o1, obtenemos

o1(=a+h+ e llgll i) < 0

para e suficientemente pequenia. Como consecuencia, tenemos que la funcién
buh+€||g||Loo(Q) es estrictamente positiva en {2 y por monotonia de o1 y de up,
con respecto a h, vemos que

oi(—a+h+ b(uh+ellg\\Loo(Q) +up)) > o1(—a+ h+b(uy)) =0.
Ahora, por (3.50) y por el lema anterior, existe una constante ¢ indepen-
diente de 5 € (—¢,€) tal que
closliyay < | Iosl + [ma-+ B+ 2b(uns s +w)lof da

= [ ~gunssgvsdo < K [y
Q

para alguna K positiva por (3.44). Por lo anterior, vg es acotada en H} () y
obtenemos que up gy — up en HE(2) si 8 — 0. Recordemos que la condicién
bup, > 0 implica que o1(—a + h + 2buy) > o1(—a + h + buy,) = 0, llegamos a
que vz — v en HE(Q) por unicidad de las soluciones de (3.47). De hecho, si
reescribimos (3.50)

—Avg + [~a + b+ 2buplop, = —gup — Blg + buglug en Q,
vg =0 en 09,

vemos que vg — v en H} ().
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O

Ahora abordaremos el problema de la controlabilidad que mencionamos al
principio. Sea A > 0y J : LP(Q) — R el funcional definido por (3.41).
Tenemos el siguiente resultado de existencia de un control éptimo para J:

Teorema 3.3.4 Sia,b, h satisfacen las condiciones antes mencionadas, en-
tonces existe un control optimo h € L3°(Q2) del problema SUDger2°(0) J(g)

sujeto a (3.40).
Demostracion. Véase [CGMIS|.
O

La idea de la demostracién es ver que los posibles controles 6ptimos
deben ser acotados. De hecho, si h € LP(Q) y g = min{h, %}, entonces
J(g) > J(h). Para ésto, consideremos dos casos:

Si up, = 0, entonces

J(h):—/thde—/ngdeJ(g).

Si up, > 0 en €2, entonces la condicién de monotonia de wuj con respecto
a h, tenemos que ug > up > 0 en 2. En [CGM98]| se prueba que

Augg — ¢> > duph —h? cs.en Q,

lo cual implica que J(g) > J(h). Si en particular h € L3°(£2) es un control
optimo y @ > 0, podemos suponer que

\G
(3.51) h < Ta c.s. en .

De lo anterior y de (3.44), se puede probar que si h,, es cualquier suce-
si6n maximizante de J en L(€2), entonces existe h € LT () tal que para
una subsucesién A, — h débilmente en L*(Q) y up,, — up en H}(Q). Por
lo tanto, J(h) = SUDge [ () J(g).

Ahora, daremos condiciones para que J(h) = sup,¢ @) (g) > 0. Por
un lado, si lo anterior es cierto, entonces existe una h € L3°(Q2) tal que
J(h) > 0, por tanto up, > 0y o1(—a) < o1(—a + h) < 0. Por otro lado, si
o1(—a) < 0, entonces para cualquier f € L3°(€2) podemos escribir

)\2u2 \u 2
ugf = 1=~ + (f—2f> .
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La condicién o1(—a) < 0 implica la existencia de una funcién positiva f

tal que f = ’\% y podemos concluir que J(f) > 0. De hecho,

sup J(g) >0« o(—a) <0,
geL ()

con esto tltimo justificamos la hipétesis o1 (—a) < 0.

El teorema 3.3.3 nos permite dar una forma explicita del control 6ptimo:

Lema 3.3.4 Supongamos que o1(—a) < 0 y que h € LL(§2) es un control
optimo. Entonces,

A
(3.52) h= §uh(1 — P csoen Q,

donde Py, es la unica solucion del problema lineal

—AP,+[—a+ h+2bup|P,=h en Q
(3.53) { P,=0 en Of).

Demostracion. Sea h € L(£2) un control éptimo y g € L*°(£2), tal que
h+ Bg € L(Q) si f — 0F. Entonces

J(h+ Bg) —J(h) <0.

Si dividimos por 8 la expresion anterior, obtenemos
Uh+Bg — Uh 2
/ )\T(h + Bg) + A\upg — 2gh — Bg= dz < 0.
Q
Si B — 07 y usando el teorema 3.3.3, tenemos que
(3.54) / Avh + Aupg — 2ghdz <0
Q

donde v es la solucién de (3.47). Ahora, si multiplicamos (3.47) por Py,
(3.53) por v, integramos y restamos ambas expresiones, podemos ver que

(3.55) / hv + gup P, dz = 0.
Q
En particular, combinando (3.54) y (3.55), deducimos que

/ gl up(l — P,) —2h)dz <0 Vge LY(Q),
)
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por tanto,
A
(3.56) h > §uh(1 —P,) cs.en Q.

Por otro lado, si g = —h, entonces h+ g € LY (Q2) para toda § € (0,1).
Entonces, andlogamente a lo realizado anteriormente, tenemos que

/ (1 — Py) — 2h] da = / hun(1 — Py) — 2h]da > 0.
Qn{h>0} 0

De (3.56) debemos tener que
A
(3.57) h = §uh(1 —P,) cs.en Qn{h>0}.

con ésto ultimo, concluimos el resultado.
O

Para continuar caracterizando el control éptimo h, el lema 3.3.3 serd de
gran utilidad. De hecho, por el inciso (ii), P, > 0. Para obtener una cota
superior de Py, primero necesitamos establecer cotas para h y —a+ h+ 2buy,.
Por (3.51), tenemos una cota superior para cualquier control éptimo.

En el siguiente resultado obtendremos una cota inferior, la cual, es una
consecuencia de la continuidad de uj con respecto a h:

Lema 3.3.5 Si 01(—a) < 0y 0 < e < %, entonces existe una

constante D = D(a,b,Q) tal que si A < D, Py satisface
0< P, <)AQ c.s.en £,

para cualquier control dptimo h, donde Q) es la unica solucion del problema

—AQ+ [—a+h+2b(ug—e)]Q=% en Q
(3:58) { Q=0 en 0.

Demostracion. Por la condicién en o1, ug es estrictamente positiva en 2
y por consiguiente, o1(—a+bug) = 0y o1(—a+2bug) > 0. Por un lado, como
la funcién h — uy, es continua de L3°(€2) — C(Q), existe una constante D
tal que

[ISIS]]

(3.59) ge L), g< D% =ug >up—€ cs.en £



3.3 Control 6ptimo 129

con la hipétesis para e. Por la misma condicién para e y el lema (3.3.3) (i),
el problema (3.58) tiene una tnica solucién @ y la funcién AQ satisface

a

—AAQ) + [—a+ h 4+ 2b(ug — €)[(AQ) = A

S

Si A < Dy h es un control éptimo, de (3.59), (3.51), y (ii) del lema
(3.3.3), concluimos el resultado.

O
Del resultado anterior, tenemos el siguiente corolario:

Corolario 3.3.1 Sioi(—a) <0y

1
A<min<D,—— » = Dy,
Q] oo ()

entonces Py, satisface 0 < Py, < 1 c.s. en , para cualquier control dptimo
h € LT(9).

Ahora presentamos el resultado principal de esta seccion:

Teorema 3.3.5 Sioi(—a) < 0y A < Dy, entonces cualquier control dptimo
h € LY () se puede expresar de la forma

h= w1 Py)

donde la pareja (up, P) = (u,p) satisface 0 <u, 0 <p<1ecs. enQy

~Au=u(a—[b+3ul—p)lu) en Q
(3.60) —~Ap+pl—a+2bu=3u(l —p)? en Q
u=p=>0 en 0f).

Demostracion. Se sigue inmediatamente de los resultados anteriores.
O
Del resultado anterior, se pueden deducir las siguientes afirmaciones:

1. Se puede probar que la regularidad de los controles es C1%(Q)) para
aec(0,1).

2. Si A < D1, todo control es positivo c.s. en 2.
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3. Se puede aproximar el control a partir de la expresiéon dada por el
teorema anterior y la unicidad de éste, si A es suficientemente pequena
(véase [CGMI8]). Para profundizar més en el problema, se puede con-
sultar la referencia antes dada.

Con ésto ultimo concluimos esta seccion.



Capitulo 4

Conclusiones

Antes de enunciar la conjetura mencionada al final de la seccién pasada,
haremos algunas observaciones relevantes.

1. El problema de formacién de patrones se analiz6 en la esfera por sim-
plicidad, en particular, el primer resultado es cierto para cualquier
dominio que admita soluciones positivas. Respecto al segundo resul-
tado (la caracterizacién de los centros), no se puede caracterizar el
comportamiento de los centros tan facilmente debido a la geometria
del dominio. En particular, se requirié el resultado para la ecuacion
eliptica asociada: para un dominio muy general, no se sabe la dindmica
de los centros. Vale la pena realizar el mismo andlisis para variedades
sin frontera y sin singularidades en coordenadas locales.!

2. Por otro lado, una de las ventajas de nuestro enfoque es que podriamos
considerar otro tipo de no linealidades que admitan formacion de pa-

trones usando el mismo procedimiento y bajo la presencia de estos,
tratar de controlar la ecuacién.

Ahora bien, si consideramos el funcional

T
J = /]u(x,T)—ud(a:ﬂqd:c—i-N/ /hQ(x,t)dxdt,
Q 0 Q

Esto puede representar un problema serio. En nuestro caso, la singularidad es removi-
ble. Véase [GP07].
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sujeto a
ug — Au— [uPlu—h=0 en Qx(0,7),
u(0,x) = ug en €,
u = en 0 x (0,7),
0a

ur — Au— [ufPlu —uh =0 en Q
u(0,z) = ug en
u=0 en X

podemos usar los resultados de concentracion para reducir estos sistemas a
sistemas finito-dimensionales y asi controlarlos. Para el caso particular del
funcional anterior, podriamos dar cotas o incluso en ocasiones un valor ex-
acto, dependiendo de la condicién inicial y la funcién ug(z), para el valor
del funcional en el 6ptimo. Esto se debe a que podemos relacionarlo con el
problema de la mejor constante de Sobolev.

En general, dependiendo de la estructura del funcional, es decir, la de-
pendencia de este con respecto a las normas involucradas para mostrar los
resultados de concentracién, se podria controlar a partir del problema finito
dimensional.

De hecho, es razonable hablar de otro tipo de problemas de controlabil-
idad i.e. controlabilidad a trayectorias, controlabilidad distribuida, etc, con
ciertas restricciones. Mas aun, la segunda ecuacion estd relacionada con los
valores propios del laplaciano, que a su vez determina la existencia global
o local de soluciones. Se puede pensar en controlar cualquier dato inicial
llevando la solucién a una solucién estacionaria.

Todo lo que mencionamos anteriormente nos da ideas para resolver cier-
tos problemas que atn siguen abiertos, asi como planteamiento de problemas
que no se han considerado o bien, porque no se tenia idea de como plantear-
los para que tuvieran sentido. Con esto concluimos el trabajo y nuestras
aportaciones por el momento.
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