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Introducción

En diversas áreas de la ciencia surge la necesidad de optimizar. Algunos
ejemplos son las ciencias naturales, finanzas, ingenieŕıa y economı́a. Ante
este hecho, se han desarrollado herramientas para abordar este problema.

Por otro lado, dentro de éstas áreas hay fenómenos que se describen me-
diante una ecuación diferencial. Por esta razón, se ha desarrollado toda una
teoŕıa para describir el comportamiento y la existencia de soluciones a este
tipo de ecuaciones. Éstas son las motivaciones de este trabajo.

El objetivo principal que deseamos cubrir es como relacionar ciertos
métodos de optimización con la existencia de soluciones a ecuaciones dife-
renciales parciales, aśı como su uso para describir ciertas propiedades de
estas soluciones.

El presente trabajo esta divido en tres caṕıtulos, los primeros dos están
dedicados a revisar los conceptos y resultados básicos concernientes a los
métodos variacionales, a la existencia de soluciones de ecuaciones diferen-
ciales eĺıpticas y parabólicas y en el último, veremos ejemplos concretos
utilizando lo desarrollado en los primeros dos caṕıtulos.

En el primer caṕıtulo presentamos algunos conceptos y resultados fun-
damentales del cálculo de variaciones. De forma más precisa, daremos los
conceptos de diferenciabilidad de un funcional, la relación que existe en-
tre existencia de mı́nimos o máximos de un funcional con la existencia de
soluciones de las ecuaciones diferenciales parciales de tipo eĺıptico. Posteri-
ormente, veremos condiciones necesarias para la existencia de puntos cŕıticos
de un funcional presentando y utilizando los métodos conocidos como direc-
tos y minimax.

En el segundo caṕıtulo hablaremos de la existencia y unicidad de ecua-
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ciones diferenciales parabólicas semilineales. Desarrollaremos la parte nece-
saria de la teoŕıa de semigrupo para abordar este problema. Después, dare-
mos condiciones suficientes para caracterizar la existencia global y local de
las soluciones.

El tercer caṕıtulo está dedicado a desarrollar un problema de forma-
ción de patrones asociado a una ecuación diferencial parabólica semilineal y
dar un resultado con respecto al comportamiento de estos patrones (ver los
teoremas 3.2.3 y 3.2.4), que son nuestra aportación. Después, veremos dos
ejemplos en el marco de la teoŕıa de control óptimo. Por último, discutire-
mos el problema de la controlabilidad de los patrones.

La razón principal por la cual el trabajo está desarrollado de la manera
anterior se debe a que los primeros dos caṕıtulos no dependen entre ellos
y por consiguiente, se pueden ver de forma aislada. En cambio, el último
caṕıtulo depende fuertemente de los anteriores, ya que utiliza tanto resulta-
dos como las ideas principales de los primeros dos, como son los conceptos
de optimización, la caracterización de soluciones, etc.



Caṕıtulo 1

Una Introducción al Cálculo
de Variaciones

En este caṕıtulo presentaremos los elementos necesarios para entender
qué es un problema variacional, aśı como algunas herramientas que nos a-
yudarán a resolver algunos de estos problemas.

La motivación para realizar lo anterior consiste en que los métodos varia-
cionales son útiles para mostrar la existencia de soluciones a ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDO) o parciales (EDP), o bien, resolver proble-
mas prácticos de optimización. Este tipo de formulación nos permite trabajar
una gran variedad de ecuaciones.

Además, aún cuando una ecuación no tenga estructura variacional, es
decir, que no sea la ecuación de Euler-Lagrange asociada a un funcional,
muchas ideas variacionales se han adoptado en el desarrollo de técnicas para
mostrar existencia de soluciones [E02], [St90], [I02], [Ch05], [LiLo01], etc.
De hecho, haremos uso de estas técnicas en el último caṕıtulo para mostrar
que la solución de una EDP parabólica presenta cierto tipo de patrones y
para abordar problemas de control óptimo.

Podemos pensar en una ecuación diferencial de forma abstracta como

A[u] = 0,(1.1)

donde A[ · ] es un operador diferencial no lineal y u es la incógnita. El cálculo
de variaciones identifica la clase de ecuaciones tales que A es la derivada de
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un funcional J , es decir,

A[u] = J ′(u) = 0.(1.2)

A (1.1) se le conoce como la ecuación de Euler-Lagrange (E-L) de J .
Podemos notar que las soluciones de (1.1) son puntos cŕıticos (también lla-
mados extremos) de J y por tanto, encontrar mı́nimos, máximos o puntos
sillas de J es equivalente a encontrar soluciones de (1.1).

1.1. Nociones Básicas

En esta sección plantearemos de forma rigurosa un problema de opti-
mización y veremos que resolver éste último es equivalente a encontrar solu-
ciones de una ecuación diferencial. Lo que haremos es ampliar las nociones
correspondientes del cálculo usual y posteriormente, desarrollaremos algunos
resultados para obtener condiciones necesarias y suficientes para encontrar
mı́nimos o máximos del funcional asociado. Las ideas que mostraremos serán
desarrolladas para el caso de mı́nimos, pero son fácilmente adaptables para
el caso de máximos.1

Sea B un espacio de Banach y E : B → R un funcional. Nuestro problema
consiste en encontrar una u ∈ B tal que

E(u) ≤ E(v), ∀v ∈ B,(1.3)

donde a E se le conoce comúnmente en la literatura como el funcional de
enerǵıa. Si encontramos una u con la caracteŕıstica anterior, decimos que u
es un mı́nimo global de E, es decir,

E(u) = mı́n
v∈B

E(u).(1.4)

En general, no es posible encontrar mı́nimos globales y por consiguiente,
debemos restringir nuestro estudio en subconjuntos de B. Si encontramos
una u ∈ W ⊂ B solución de (1.4) con W abierto, decimos que u es un
mı́nimo local.

Por otro lado, sabemos que los ceros de la derivada de una función son
puntos cŕıticos, lo que motiva los siguientes conceptos:

1Si u es un mı́nimo de J , entonces u es un máximo de −J .
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Definición 1.1.1 (Derivada de Fréchet) Sea E un funcional definido en
B y v0 ∈W ⊂ B, W abierto. Decimos que E es Fréchet diferenciable en v0

si existe un funcional lineal acotado L de B en R tal que

|E(v)− E(v0)− L(v − v0)| = o(‖v − v0‖V ).(1.5)

Denotamos a L = ∇E(v0) como la derivada de Fréchet de E en v0.

La definición anterior es para el caso de funcionales, pero de igual forma
se puede definir para funciones de un espacio de vectorial normado en otro.

Muchas de las consecuencias de tener derivada en un punto se pueden
deducir para este caso y son:

1. ∇E(v0) está determinada de manera única.

2. E es continua en v0.

3. La regla de la cadena para composición de funciones siempre y cuando
la composición tenga sentido.

Siguiendo la analoǵıa con el cálculo diferencial, también podemos definir
el concepto de derivada direccional.

Definición 1.1.2 (Derivada de Gâteaux) Sea v0 ∈ W . Decimos que E
es Gâteaux diferenciable en v0 si para h ∈ B, existe DhE(v0) tal que

|E(v)− E(v0)− tDhE(v0)| = o(t) si t→ 0(1.6)

para todo v0 +th ⊂W . A DhE(v0) se le conoce como la derivada de Gâteaux
de E en v0 con dirección h.

Podemos observar que la definición anterior coincide con la noción de
derivada direccional usual. El concepto anterior es importante para encon-
trar puntos cŕıticos2 ya que muchos funcionales no son Fréchet diferenciables
pero si son Gâteaux diferenciables.

Observación 1.1.1 De la definición de derivada de Gâteaux se sigue que

DhE(v0) =
d

dt
E(v0 + th)

∣∣∣
t=0

.

También se suele denotar a DhE(v0) = 〈∇E(v0), h〉.
2Recordemos que la derivada direccional da la direción de mayor o menor ascenso.
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Un resultado que relaciona la derivada de Gâteaux con la derivada de
Fréchet es el siguiente:

Teorema 1.1.1 Supongamos que el funcional E es Gâteaux diferenciable
para todo h ∈W y ∃A(v) funcional lineal tal que

DhE(v) = 〈A(v), h〉 .

Si A(v) es continuo en v0, entonces E es Fréchet diferenciable en v0 con
∇E(v0) = A(v0).

Demostración. Véase [Ch05], [I02].

�

Ahora bien, estudiaremos una forma expĺıcita del funcional E. Consid-
eremos Ω ⊂ Rn un subconjunto abierto, acotado, con frontera ∂Ω suave
y

L : Rn × R× Ω̄ −→ R,

una función de clase C2. A L se le conoce en la literatura como lagrangiano.
Podemos pensar en L como una función que depende de tres variables mul-
tidimensionales, es decir,

L = L(x, z, p) = L(x1, . . . , xn, z, p1, . . . , pn)

con x ∈ Ω, p ∈ Rn y z ∈ R. De igual manera, separamos en estas variables
al gradiente de L como sigue

∇L = (∇xL,∇zL,∇pL),

donde ∇xL = (Lx1 . . . , Lxn), ∇pL = (Lp1 . . . , Lpn) y ∇zL = Lz. De forma
expĺıcita, la forma que consideraremos del funcional E es

E(u(x)) =

∫
Ω
L(x, u(x),∇u(x)) dx,

para una función u(x) : Ω̄→ R suave que satisface u = g en ∂Ω.

Supongamos que u es un mı́nimo de E. Calculando la derivada direc-
cional de E e igualando a cero, veremos que u cumple con una ecuación
diferencial.
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Sea φ ∈ C∞c (Ω) y consideremos la función de variable real

e(t) = E[u+ tφ], t ∈ R.

Como u es mı́nimo de E y u+ tφ = u = g en ∂Ω, e(t) tiene un mı́nimo
en t = 0 y e′(0) = 0, ∀φ ∈ C∞c (Ω).

A la expresión e′(t) se le conoce como la primera variación. De forma
expĺıcita,

e′(t) =

(∫
Ω
L(x, u+ tφ,∇u+ t∇φ) dx

)′
=

∫
Ω

(L(x, u+ tφ,∇u+ t∇φ))′ dx

=

∫
Ω
Lz(x, u+ tφ,∇u+ t∇φ)φ+

n∑
i=1

Lpi(x, u+ tφ,∇u+ t∇φ)φxi dx.

El intercambio de derivada por integral en la segunda igualdad se debe
a que L es uniformemente continua en Ω y la composición de funciones
continuas es continua. La tercera igualdad, se debe a la regla de la cadena
usual. Por hipótesis, u es un mı́nimo para t = 0, entonces

0 = e′(0) =

∫
Ω
Lz(x, u,∇u)φ+

n∑
i=1

Lpi(x, u,∇u)φxi dx.

Ahora, si integramos por partes el segundo término de la integral, como
φ tiene soporte compacto, los términos de frontera son igual a cero y por
tanto ∫

Ω

(
Lz(x, u,∇u) +

n∑
i=1

(Lpi(x, u,∇u))xi

)
φ dx = 0.

Como la última igualdad es válida para cualquier φ ∈ C∞c (Ω), podemos
concluir que u satisface

Lz(x, u,∇u) +
n∑
i=1

(Lpi(x, u,∇u))xi = 0,(1.7)

la ecuación de Euler-Lagrange (E-L) asociada a E.

Observación 1.1.2 Como u satisface (1.7), entonces E tiene un punto
cŕıtico en u. El proceso anterior puede ser efectuado en orden inverso, es
decir, multiplicando la EDP por una función de prueba, integrando sobre
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todo el dominio e integrando por partes, la función resultante es la derivada
de un funcional. Como consecuencia de lo anterior, basta suponer que u es
un punto cŕıtico.

Podemos mencionar que no toda EDP es la ecuación de E-L de un fun-
cional E. Un ejemplo de lo anterior es

ut −∆u = f(t, u,∇u).

Este hecho es el análogo al caso de los campos gradientes, es decir, no
todo campo g es tal que g = ∇f para alguna f .

Ahora daremos ejemplos de ecuaciones de E-L:

Ejemplo 1.1.1 Los siguientes ejemplos son clásicos dentro de la teoŕıa:

1. Principio de Dirichlet Generalizado Consideremos

L(x, z, p) =
1

2

n∑
i=1

aij(x)pipj − zf(x),

con aij = aji para i, j = 1, . . . , n. Entonces Lpi =
∑n

j=1 a
ijpj para

valores de j = 1, . . . , n y Lz = −f . Por lo tanto el funcional asociado
es

E[u] =

∫
Ω

1

2

n∑
i,j=1

aijuxiuxj − uf dx

y la ecuación de E-L es

−
n∑

i,j=1

(
aijuxi

)
xj = f en Ω.(1.8)

Por tanto, encontrar puntos cŕıticos de E es equivalente a encontrar
soluciones de la ecuación eĺıptica (1.8).

2. Ecuación de Poisson No Lineal Sea f : R→ R una función suave,
con primitiva F (z) =

∫ z
0 f(y) dy. Consideremos el funcional

E[u] =

∫
Ω

1

2
|∇u|2 − F (u) dx,
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entonces la ecuación de E-L asociada es

−∆u = f(u) en Ω,

que es la ecuación de Poisson no lineal. De hecho, este ejemplo será de
nuestro interés para el caso en el que f = −λu+|u|p−1u con antideriva-
da F = −λ

2 u
2 + 1

1+p |u|
p+1. �

Ejemplo 1.1.2 [Ecuación Parabólica Semilineal] Consideremos la ecuación
ut + λu− |u|p−1u = 0 en Ω× (0, T )
u = 0 en ∂Ω× (0, T )
u(0, x) = u0 en {t = 0} × Ω.

A pesar de que la ecuación anterior no tiene estructura variacional, pode-
mos hacer uso de métodos variacionales para dar información acerca de sus
soluciones. Algunas razones por las cuales consideramos a la ecuación ante-
rior son las siguientes:

(i) Si u(t, x) = u(x), es decir, sólo depende de x, estamos en el caso
del ejemplo anterior y por consiguiente, podemos usar métodos varia-
cionales para estudiar la existencia de soluciones. A este tipo de solu-
ciones se les conoce como soluciones estacionarias.

(ii) También podemos definir la enerǵıa de esta ecuación y es

E[u(x, t)] =

∫
Ω

1

2
|∇u(x, t)|2 − F (u(x, t)) dx.

ésta última nos da mucha información sobre las soluciones de la EDP
parabólica utilizando lo que conocemos como métodos de enerǵıa. De
esto hablaremos en la siguiente sección y en el siguiente caṕıtulo, el
cual está dedicado a la existencia local y global de esta ecuación.

�

Ahora bien, otra condición necesaria para determinar con qué tipo de
punto cŕıtico estamos trabajando es analizando el signo de la segunda deriva-
da en una vecindad de este punto. En nuestro caso le llamaremos segunda
variación y se define como e′′(0).

Recordemos que la segunda derivada nos da información de la geometŕıa
de la imagen de una función dependiendo del signo de esta última, es decir,
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mide la concavidad o convexidad local de la función. De igual forma podemos
calcularla directamente como se hizo anteriormente y obtendŕıamos que

e′′(0) =

∫
Ω

n∑
i,j=1

Lpipj (x, u,∇u)φxiφxj + 2
n∑
i=1

Lpi(x, u,∇u)φxiφ

+ Lzz(x, u,∇u)φ2 dx.

Si buscamos un mı́nimo, la condición necesaria para este caso es e′′(0) ≥
0. A partir de esto, podemos deducir para ξ ∈ Rn

n∑
i,j=1

Lpipj (x, u,∇u)φxiφxj ≥ 0,

conocida como la condición de Legendre.

Podemos notar que el v́ınculo entre la existencia de extremos y la con-
vexidad del lagrangiano es fuerte, por consiguiente, necesitaremos de esta
hipótesis para resolver nuestro problema principal. Para profundizar en esto
se puede consultar [I02],[E02].

En general, es muy dif́ıcil mostrar la existencia de soluciones clásicas de
una EDP, es decir, hallar una solución que cumpla la diferenciabilidad que
“la ecuación pide ”, por ejemplo, para

−∆u+ f = 0,

encontrar u ∈ C2. En las siguientes secciones veremos cómo trabajar con
la formulación débil de las EDP y desarrollaremos métodos para encontrar
soluciones en espacios adecuados.

Para finalizar esta sección, deseamos hacer algunas observaciones de lo
antes desarrollado:

Observación 1.1.3 Por el enfoque del presente trabajo, no mencionamos
los demás casos en los cuales podemos hacer uso de la formulación varia-
cional, estos son algunos:

1. Si A[u] = 0 es un sistema de EDP.

2. Si L depende del tiempo.

3. Si L = L(t, x, x′), con t ∈ R, x : [a, b] ⊂ R→ R.

4. Si L depende de derivadas de orden más alto.
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1.2. Métodos Directos

La idea principal de los métodos directos es cómo construir una sucesión
minimizante para E (véase el teorema 1.2.2) y bajo que condiciones esta
sucesión converge a un ı́nfimo.

Para empezar esta sección, presentemos un resultado que nos da una
condición para la existencia de mı́nimos de un funcional.

Teorema 1.2.1 Sea M un espacio topológico Hausdorff 3 y E : M → R ∪
{∞} satisface la condición de compacidad acotada, es decir, para cualquier
α ∈M el conjunto

Kα = {u ∈M |E(u) ≤ α} es compacto.

Entonces E está acotado inferiormemente en M y alcanza su ı́nfimo. La
conclusión se mantiene válida si suponemos que cualquier subconjunto de
nivel Kα es secuencialmente compacto.

Demostración. Véase [St90], pag. 3.

�

A partir del resultado anterior, abordaremos espacios con una estructura
topológica menos general para obtener condiciones más fáciles de verificar.

Para continuar, necesitamos la siguiente definición:

Definición 1.2.1 Decimos que E : M → R ∪ {∞} es semicontinua infe-
riormente si para todo u ∈ M , para todo c ∈ R con c < E(u), existe una
vecindad U de u tal que para toda v ∈ U , c < E(v). Decimos que E es
semicontinua superiormente si −E es semicontinua inferiormente (s.i.).

Ahora bien, si para toda sucesión {u}j∈N, u ∈M con uj → u, entonces

E(u) ≤ ĺım inf E(uj),

decimos que E es secuencialmente semicontinua inferiormente (s.s.i.). Si la
convergencia de la sucesión es en la topoloǵıa débil de M , decimos que E es
semicontinua inferiormente débil (s.i.d) o es secuencialmente semicontinua
inferiormente débil (s.s.i.d.).

3Recordemos que un espacio topológico Hausdorff M es aquel que para cualesquiera
par de puntos distintos en M , siempre existen conjuntos abiertos disjuntos.
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Estas nociones coinciden si M es un espacio métrico (véase [Jo05] pag 158.).

Notemos que para cualquier α ∈ R, el conjunto

M \Kα = U = {u ∈M |E(u) > α}

es abierto y por consiguiente, E es (secuencialmente) semicontinua infe-
riormente. De igual forma, si E es (secuencialmente) semicontinua inferior-
mente para a ∈ R, entonces para α ≤ a, Kα es (secuencialmente) compacto,
(véase [Jo05], pag. 158, 160).

Por lo anterior, podemos notar que el funcional E no necesita ser conti-
nuo. Por otro lado, verificar las condiciones del teorema (1.2.1) no es sencillo.
Esto último depende de la estructura de M . Si M tiene estructura topológica
más rica, podemos encontrar condiciones necesarias más sencillas de veri-
ficar.

Antes de dar un resultado en esta dirección, i.e., M = B, con B un
espacio de Banach reflexivo, necesitamos dar otra definición:

Definición 1.2.2 Sea B un espacio de Banach y E : B → R ∪ {∞} un
funcional. Decimos que E es coercivo si E(u)→∞ cuando ‖u‖ → ∞.

Si B = R y E(x) = x2, es fácil ver que E(x) → ∞ si |x| → ∞. Por lo
tanto E es coerciva. Más aún, E tiene un mı́nimo global en x = 0.

Este ejemplo muestra que la condición de coercividad nos garantiza que
las sucesiones minimizantes estén acotadas y nos da una noción de la ge-
ometŕıa de un mı́nimo, en particular, cuando E es un funcional.

Ahora bien, decimos que un conjunto es débilmente cerrado si éste es
cerrado en la topoloǵıa débil de B. Con este hecho, podemos enunciar un
resultado que nos da condiciones más fáciles de verificar para asegurar la
existencia de mı́nimos :

Teorema 1.2.2 Sea B un espacio de Banach reflexivo y C ⊂ B un subcon-
junto débilmente cerrado. Si E es coercivo y s.i.d (s.s.i.d.) en C, entonces
E está acotado inferiormente y alcanza su ı́nfimo en C.

Demostración. Sea α0 = ı́nfC E y sea un una sucesión en C tal que
E(um) → α0 (a este tipo de sucesiones les llamaremos minimizantes). Por
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coercividad, la sucesión está acotada en B, y por reflexividad, usando el
teorema de Eberlein-Šmulian (véase [St90] pag. 4), podemos suponer que
la sucesión um ⇀ u converge débilmente para algún u ∈ B. Como C es
débilmente cerrado, u ∈ C y E s.i.d tenemos que

E(u) ≤ ĺım inf
m→∞

E(um) = α0.

�

Ejemplo 1.2.1 Si B es un espacio de Banach y ‖·‖ es su norma, entonces
el funcional definido por

E(u) = ‖u‖ ,

es s.s.i.d.. En particular, este hecho es de nuestro interés, ya que si conside-
ramos B = W k,p(Ω) el espacio de Sobolev con 1 < p <∞ y 0 ≤ k ≤ ∞, los
funcionales pueden depender de la norma de este espacio.

Para ilustrar de forma más detallada el resultado anterior, presentamos
el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.2.2 [Partición Mı́nima de Hipersuperficies] Sea Ω ⊂ Rn un do-
minio. Denotamos a BV (Ω) al subespacio de funciones en L1(Ω) tal que∫

Ω
|Du| = sup

{∫
Ω

n∑
i=1

u∇gi dx | g ∈ C1(Ω;Rn)}, |g| ≤ 1

}

sea finito, con g = (g1, . . . , gn). Definimos la norma en este espacio como

‖u‖BV = ‖u‖+

∫
Ω
|Du|.

Entonces BV (Ω) es un espacio de Banach con esta norma, encajado de
forma compacta en L1(Ω) si Ω es acotado y suave (véase la [St90]). Más
aún, se puede mostrar que

∫
Ω |Du| es s.i. con respecto a la convergencia en

L1.

Si G ⊂ Rn, denotamos a χG como la función caracteŕıstica de G y a
Ln la medida de Lebesgue n-dimensional. Deseamos mostrar que existe un
subconjunto G ⊂ Ω que cumple con

L(G) = L(Ω \G) =
1

2
L(Ω)
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y tal que el peŕımetro con respecto a Ω,

P (G,Ω) =

∫
Ω
|DχG|

sea mı́nimo entre todos los conjuntos que cumplen con la propiedad antes
mencionada sobre su volumen. Consideremos

M = {χG |G es medible, L(G) =
1

2
L(Ω)},

con la topoloǵıa de L1. El funcional objetivo a minimizar es

E(u) =

∫
Ω
|Du|.

Como G ⊂ Ω es medible ⇒ ‖χG‖L1 = L(G) ≤ L(Ω). La propiedad de
coercividad de E que necesitamos en M con respecto a la norma de BV
se sigue de lo anteior. Por compacidad del encaje antes mencionado, los
conjuntos acotados de BV son relativamente compactos en L1 y como M
es cerrado en L1, por s.i. de E en L1, los subconjuntos de nivel de E son
compactos.

Podemos interpretar geométricamente al soporte de la distribución DχG
como la mı́nima hipersuperficie que bisecta Ω en dos regiones de volumen
igual.

�

Aśı como en la sección anterior, los funcionales E que consideraremos
tendrán una estructura muy particular, ésto es

E(u) =

∫
Ω
L(x, u,∇u) dx,(1.9)

con u : Ω ⊂ Rn → RN . Como vimos en la sección anterior, varias de las
condiciones necesarias y suficientes para encontrar mı́nimos dependen de
las propiedades de L. En particular, el hecho de que E sea s.i. puede ser
obtenido a partir de L. De hecho, queremos mostrar un resultado en esta
dirección. Para ésto, necesitamos dar la siguiente definición:

Definición 1.2.3 Si (Ω,F , µ) un espacio de medida y f es una función
f : Ω× Rn → R tal que
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(i) para casi toda x ∈ Ω, y 7→ f(x, y) es continua,

(ii) para toda y ∈ Rn, x 7→ f(x, y) es medible,

entonces decimos que f es una función de Carathéodory.

Observación 1.2.1 Podemos ver que si f es una función de Carathéodory
y u solamente es medible, entonces f(x, u) es medible. De hecho, existe
una sucesión de funciones simples un tal que un → u casi en todas partes,
f(x, un) es medible. Además, f(x, un) → f(x, u) casi en todas partes, con
f(x, u) medible.

Recordemos que un conjunto abierto Ω′ está fuertemente contenido en
Ω abierto, denotado por Ω′ ⊂⊂ Ω, si existe V compacto con Ω′ ⊂ V ⊂ Ω.

Teorema 1.2.3 Si Ω ⊂ Rn es un dominio y L : Ω×RN ×RnN → R es una
función de Carathéodory que cumple las siguientes propiedades:

(i) Existe φ ∈ L1(Ω) tal que L(x, u, p) ≥ φ(x) para casi toda x, u, p,

(ii) L(x, u, ·) es convexa en p para casi toda x, u.

Entonces, si um, u ∈ W 1,1
loc (Ω) son tales que um → u fuerte en L1(Ω′) y

∇um ⇀ ∇u débil en L1(Ω′) para todo Ω′ ⊂⊂ Ω tenemos que

E(u) ≤ ĺım inf
m→∞

E(um),

para E dada por (1.9)

Antes de dar una demostración de este hecho, necesitamos los siguientes
resultados:

Lema 1.2.1 Con las hipótesis del teorema anterior, tenemos que

L(x, um(x),∇um(x))− L(x, u(x),∇um(x))→ 0

en medida, localmente en Ω.

Demostración. Véase [St90] pag. 11.

�

Teorema 1.2.4 Sea M un espacio localmente convexo y métrico. Si xn es
una sucesión en M tal que converge débilmente para alguna x ∈M , entonces
existe una sucesión yi en M tal que cada yi es una combinación convexa de
un número finito de xn y yi → x.
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Demostración. Véase [Ru91] pag. 67.

�

Demostración. Sin pérdida de generalidad, supongamos que L ≥ 0, ya
que podemos reemplazar a L por L − φ. También podemos suponer que
E(um) es finita y convergente. Dado Ω′ ⊂⊂ Ω, por convergencia débil lo-
cal en L1 de ∇um → ∇u, para cualquier m0 ∈ N existe una sucesión de
combinaciones lineales convexa de (P l)l≥m0

P l =
l∑

m=m0

αlm∇um, 0 ≤ αlm ≤ 1,
l∑

m=m0

αlm = 1, l ≥ m0,

tal que P l → ∇u fuertemente en L1(Ω′) y puntualmente casi donde sea
si l → ∞ por el teorema (1.2.4). Por convexidad, para cualquier m0, con
l ≥ m0 y para casi toda x ∈ Ω′

L(x, u(x), P l(x)) = L

(
x, u(x),

l∑
m=m0

αlm∇um(x)

)

≤
l∑

m=m0

αlmL(x, u(x),∇um(x)).

Si integramos la desigualdad anterior sobre todo Ω′ y tomamos el ĺımite
l→∞, por el lema de Fatou tenemos que∫

Ω′
L(x, u(x),∇u(x)) dx ≤ ĺım inf

l→∞

∫
Ω′
L(x, u(x), P l(x)) dx

≤ sup
m≥m0

∫
Ω′
L(x, u(x),∇um(x)) dx.

Como la desigualdad anterior es para cualquier m0, obtenemos que∫
Ω′
L(x, u(x),∇u(x)) dx ≤ ĺım sup

m→∞

∫
Ω′
L(x, u(x),∇um(x)) dx,

para cualquier Ω′ ⊂⊂ Ω.

Por el lema 1.2.1, tenemos que para cualquier Ω′ ⊂⊂ Ω, ε > 0 y m0 ∈ N,
existe una m ≥ m0 y un conjunto Ω′ε,m ⊂ Ω′, con L(Ω′ε,m) < ε tal que

|L(x, um(x),∇um(x))− L(x, u(x),∇um(x))| < ε(1.10)
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para toda x ∈ Ω′ \ Ω′ε,m. Si consideramos ε = εm con εm = 2−m, y bajo
una subsucesión, si fuera necesario, podemos suponer que existe un conjun-
to Ω′εm,m ⊂ Ω′ , tal que para cada m con L(Ω′εm,m) < εm se cumple (1.10)
para toda x ∈ Ω′ \ Ω′εm,m.

Dada ε > 0, podemos escoger m0 = m0(ε) > | log2 ε|, Ω′ε = ∪m≥m0Ω′εm,m,
con L(Ω′ε) < ε y con la desigualdad (1.10) cumpliéndose para toda x ∈ Ω′\Ω′ε
y toda m ≥ m0. Por construcción, si ε < δ tenemos que x ∈ Ω′ε ⊂ Ω′δ.

Si cubrimos Ω por conjuntos acotados y disjuntos Ω(k) ⊂⊂ Ω, k ∈ N y
dada ε > 0, podemos escoger una sucesión ε(k) > 0, tal que∑

k∈N
L(Ω(k))ε(k) ≤ ε.

Tomando una subsucesión, si fuera necesario, para cada Ω(k) y ε(k) pode-

mos escoger m
(k)
0 y Ω

(k)
ε ⊂ Ω(k) tal que L(Ω

(k)
ε ) < ε(k) y

|L(x, um(x),∇um(x))− L(x, u(x),∇um(x))| < ε(k)

uniformemente para Ω(k) \ Ω
(k)
ε , m ≥ m0. Más aún, podemos suponer que

Ω
(k)
ε ⊂ Ω

(k)
δ , si ε < δ, ∀k. Entonces para cualquier K ∈ N, definimos el

conjunto ΩK = ∪Kk=1Ω(k), ΩK
ε = ∪Kk=1Ω

(k)
ε , tenemos que∫

ΩK\ΩKε
L(x, u,∇u) dx ≤ ĺım sup

m→∞

∫
ΩK\ΩKε

L(x, u,∇um) dx

≤ ĺım sup
m→∞

∫
ΩK\ΩKε

L(x, um,∇um) dx+ ε

≤ ĺım sup
m→∞

E(um) + ε = ĺım inf
m→∞

E(um) + ε.

Ahora, si ε → 0, tenemos que K → ∞. Como L ≥ 0 y ΩK \ ΩK
ε es

una sucesión creciente de conjuntos si ε ↓ 0 o K ↑ ∞, por el teorema de
Beppo-Levi obtenemos el resultado.

�

En general, hay problemas variacionales en los cuales no podemos aplicar
los métodos directos porque el funcional no es coercivo. Pero a pesar de
este inconveniente, existen casos en los cuales podemos reformular nuestro
problema de forma adecuada y obtener un funcional coercivo.
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Ejemplo 1.2.3 [Ecuaciones Semilineales] Consideremos la siguiente ecua-
ción semilineal eĺıptica

−∆u+ λu− u|u|p−2 = 0 en Ω,
u > 0 en Ω,
u = 0 en ∂Ω,

donde Ω ⊂ Rn es un dominio acotado y suave, λ ∈ R y p > 2. Para n ≥ 3
suponemos que p < p∗ = 2n

n−2 . Sean 0 < λ1 < λ2 ≤ λ3 ≤ . . . los valores

propios del operador −∆ en H1
0 (Ω).

Podemos mostrar que si λ > −λ1, este problema tiene una solución
u ∈ C2(Ω)∩C(Ω) positiva. Notemos que la ecuación anterior es la ecuación
de E-L del funcional

J(u) =

∫
Ω

1

2
(|∇u|2 + λ|u|2)− 1

p
|u|p dx

en H1
0 . El funcional no es acotado ni superior ni inferiormente, ya que tiene

un comportamiento polinomial del tipo bx2−xp y para valores muy grandes
de x, E(u) ≈ ‖u‖pLp .

Por otro lado, por el teorema de encaje de Sobolev, tenemos que la in-
clusión H1

0 (Ω) ↪→ Lp(Ω) es continua y compacta, para p < p∗ si n ≥ 3 y
p < ∞ si n = 2. Esta condición será de mucha utilidad para plantear el
siguiente problema equivalente y poder utilizar el teorema 1.2.2.

Consideremos el funcional

E(u) =

∫
Ω

1

2
(|∇u|2 + λ|u|2) dx

en H1
0 (Ω), restringido al conjunto

M = {u ∈ H1
0 (Ω) |

∫
Ω
|u|p dx = 1}.

Por el teorema de encaje antes mencionado, podemos concluir que M es
débilmente cerrado en H1

0 (Ω). Recordemos que por la fórmula de Rayleigh
para el problema de valores propios (véase [E02] pag. 336), tenemos que

λ1 = ı́nf
u∈H1

0(Ω)

u6=0

∫
Ω |∇u|

2 dx∫
Ω |u|2 dx

.
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De lo anterior, obtenemos la siguiente desigualdad

E(u) ≥ 1

2
máx{1, 1 +

λ

λ1
} ‖u‖H1

0
,(1.11)

de la cual la coercividad para E se sigue inmediatamente. La s.i.d de E
se sigue del teorema de Rellich y de la s.i.d. de la norma de H1

0 . Entonces
podemos asegurar que E alcanza su ı́nfimo para u∗ ∈M .

Sin pérdida de generalidad, supongamos que u∗ ≥ 0, ya que E(u) =
E(|u|). Notemos que E ∈ C1 en H1

0 con derivada direccional

〈∇E(u), v〉 =

∫
Ω
∇v · ∇u+ λuv dx

en dirección v. Además, si

G(u) =

∫
Ω
|u|p dx− 1,

G : H1
0 → R también es continuamente diferenciable con

〈∇G(u), v〉 = p

∫
Ω
u|u|p−2v dx

y 〈∇G(u), u〉 = p 6= 0. Por el teorema de la función impĺıcita, el conjunto
M = G−1(0) es una subvariedad C1 de H1

0 .

Ahora bien, por la regla de los multiplicadores de Lagrange ([Jo05], [I02]),
existe un parámetro µ ∈ R tal que

〈∇E(u), v〉+ µ 〈∇G(u), v〉 =

∫
Ω
∇v · ∇u+ λuv − µu|u|p−2v dx = 0,

∀v ∈ H1
0 . Si v = u∗ tenemos que

2E(u∗) =

∫
Ω
|∇u∗|2 + λ|u∗|2 dx = µ

∫
Ω
|u∗|p dx.

Como u∗ ∈ M , entonces u∗ 6≡ 0 y por tanto, µ > 0 por (1.11). Si

reescalamos la solución por u = µ
1
p−2u∗, entonces tendŕıamos∫

Ω
∇v · ∇u+ λuv − u|u|p−2v dx = 0,
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que es la ecuación de E-L asociada a J .

De lo anterior, podemos notar que u ≥ 0 en el sentido débil. Si usamos
el resultado de regularidad para ecuaciones semilineales (véase [St90]) y el
principio fuerte del máximo para operadores eĺıpticos (véase [St90], [E02]),
obtenemos el resultado.

�

El ejemplo anterior es un caso particular de un problema restringido.
Queremos destacar que se agrega artificialmente la restricción para mostrar
la existencia de soluciones con los resultados antes vistos. De hecho, no hay
una forma sistemática de ralizar lo anterior.

Más aún, este ejemplo es de nuestro interés porque abordaremos un pro-
blema de formación de patrones para el caso parabólico asociado a este. En
otras palabras, queremos analizar el comportamiento de las soluciones ha-
ciendo variar p muy cerca y por debajo del exponente p∗.

Por otro lado, la estructura del dominio también influye, por ejemplo, si
el dominio es simétrico o estrictamente estrellado. En las siguientes secciones
aclararemos esta situación.

Ahora presentaremos la forma general de la ecuación antes tratada, ésta
es {

−∆u = g(x, u) en Ω,
u = u0 en ∂Ω,

(1.12)

con g : Ω×R→ R una función de Carathéodory, u0 ∈ H1
0 (Ω). Decimos que

u ∈ H1
0 (Ω) es una subsolución (o supersolución) débil del sistema anterior

si cumple con u ≤ (≥)u0 c.s. en ∂Ω y∫
Ω
∇u · ∇φ dx−

∫
Ω
g(x, u)φ dx ≤ (≥)0 para toda φ ∈ C∞0 (Ω), φ ≥ 0.

Podemos interpretar una subsolución (o supersolución) como una aproxi-
mación de la solución por abajo (o por arriba) de la solución. La razón de
lo anterior, es que en general no podemos aplicar la misma técnica que en
el ejemplo 1.2.3 para todos los casos. Por esta razón, daremos el siguiente
resultado de existencia de soluciones por medio de esta aproximación:
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Teorema 1.2.5 Supongamos que u, u ∈ H1
0 (Ω) son una subsolución y una

supersolución respectivamente de (1.12). Supongamos que existen constantes
c, c ∈ R tal que −∞ < c ≤ u ≤ u ≤ c < ∞ c.s. en Ω. Entonces existe una
solución débil u ∈ H1(Ω) de (1.12), con u ≤ u ≤ u casi donde sea en Ω.

Demostración. Véase [St90] pags 17,18.

�

La idea de la demostración es aproximar la solución tanto por arriba co-
mo por abajo y usar una restricción M adecuada como en el ejemplo 1.2.3.
La dificultad que tiene el trabajar directamente con el funcional asociado,
es que no se puede verificar directamente que E es coercivo en H1

0 .

Ahora, daremos un ejemplo para ilustrar el teorema anterior. Éste nos
servirá para motivar un resultado que presentaremos más adelante.

Ejemplo 1.2.4 Sea a : Rn → R una función continua tal que a > 0.
Además, supongamos que a(x) → a∞ > 0 si |x| → ∞. Nuestro problema
consiste en encontrar soluciones positivas de la ecuación

−∆u+ a(x)u− u|u|p−2 = 0 en Rn,(1.13)

tal que u(x)→ 0 si |x| → ∞, donde p > 2 para n = 1, 2. Si n ≥ 3 requerimos
de la restricción p < 2n

n−2 . La condición anterior nos asegura que el encaje

H1(Ω) ↪→ Lp(Ω)

sea compacto para cualquier Ω ⊂⊂ Rn.

Observación 1.2.2 Si en particular, g(x, u) = a(x)u − u|u|p−2, Ω un do-
minio suave y acotado de Rn, n ≥ 3, p = 2n

n−2 , 1 ≤ a(x) ≤ A <∞ uniforme-

mente en Ω y u0 ∈ C1(Ω) con u0 ≥ 1 en la frontera, tenemos que u ≡ 1
es subsolución y u ≡ c > 1 es supersolución para c suficientemente grande.
Por lo tanto, la ecuación admite una solución positiva mayor que uno.

El funcional asociado a la ecuación anterior está dado por

E(u) =
1

2

∫
Rn
|∇u|2 + a(x)|u|2 dx

en H1(Rn), restringido a la esfera unitaria

M = {u ∈ H1(Rn) |
∫
Rn
|u|p dx = 1}
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en Lp(Rn). Más aún, si a(x) ≡ a∞, E es invariate bajo traslaciones

u 7→ ux0(x) = u(x− x0).

En general, para cualquier u ∈ H1(Rn), después de un cambio de variable

E(ux0) =
1

2

∫
Rn
|∇u|2 + a(x+ x0)|u|2 dx→ 1

2

∫
Rn
|∇u|2 + a∞|u|2 dx

= E∞(u)

si |x0| → ∞.

A continuación damos el resultado correspondiente a nuestro problema:

Teorema 1.2.6 Supongamos que

I = ı́nf
M
E < ı́nf

M
E∞ = I∞,(1.14)

entonces existe una solución positiva u ∈ H1(Rn) de la ecuación (1.13).
De hecho, la condición (1.14) es necesaria y suficiente para la compacidad
relativa de todas las sucesiones minimizantes de E en M .

Demostración. Para ver que (1.14) es necesaria, notemos que si I ≤ I∞

y um es sucesión minimizante para E∞, entonces ũm = um(· +xm) también
lo es, para cualquier sucesión xm ∈ Rn. Consideremos |xm| suficientemente
grande tal que

|E(ũm)− E∞(ũm)| ≤ 1

m
.

De hecho, ũm también es sucesión minimizante para E. Además, se puede
mostrar que ũm → 0 localmente en L2 y por tanto, ũm no puede ser rel-
ativamente compacta. Notemos que el argumento anterior muestra que la
desigualdad I ≤ I∞ siempre es verdadera para cualquier función a.

Para mostrar la existencia de una solución positiva, se sigue de la misma
manera que en el ejemplo 1.2.3. Para mostrar la suficiencia, consideremos
um una sucesión minimizante para E en M tal que E(um) → I. Podemos
suponer que um ⇀ u débilmente en Lp(Rn). Entonces, tenemos que

‖um‖H1 ≤ cE(um) ≤ C <∞,
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y por tanto, también podemos suponer que um ⇀ u débilmente en H1(Rn)
y puntualmente casi donde sea. Consideremos um = vm + u y observemos
que por el teorema de Vitali∫

Rn
|u|p − |um − u|p dx = −

∫
Rn

∫ 1

0

d

dt
|um − tu|pdt dx

= p

∫
Rn

∫ 1

0
u(um − tu)|um − tu|p−2u dt dx(1.15)

m→∞−→ p

∫
Rn

∫ 1

0
u(u− tu)|u− tu|p−2udt dx =

∫
Rn
|u|p dx

Como u ∈M , tenemos que∫
Rn
|u|p dx+

∫
Rn
|vm|p dx→ 1.

De forma análoga, podemos llegar a que

E(um) = E(u+ vm) =
1

2

∫
Rn
|∇u|2 + 2∇u · ∇vm + |∇vm|2

+ a(x)
(
|u|2 + 2uv + |vm|2

)
dx(1.16)

= E(u) + E(vm) +

∫
Rn
∇u · ∇vma(x)uvm dx,

y por convergencia débil, el último término converge a cero en H1(Rn) ya
que vm = um − u ⇀ 0. Por otro lado, para cualquier ε > 0, consideremos

Ωε = {x ∈ Rn | |a(x)− a∞| ≥ ε} ⊂⊂ Rn,

como vm → 0 localmente en L2, la integral∫
Rn

(a(x)− a∞)|vm|2 ≤ ε

∫
Rn
|vm|2 + sup

Rn
|a(x)|

∫
Ωε

|vm|2

≤ cε+ o(1).

Por lo anterior, si ε > 0 es suficientemente pequeña y consideramos
m ≥ m0(ε) suficientemente grande, obtenemos

E(um) = e(u) + E∞(vm) + o(1).

Por homogeneidad, si denotamos a λ =
∫
Rn |u|

pdx,

E(u) = λ
2
pE
(
λ
− 1
pu
)
≥ λ

2
p I, si λ > 0,

E∞(vm) = (1− λ)
2
pE∞

(
(1− λ)

− 1
p vm

)
≥ (1− λ)

2
p I∞ + o(1), si λ < 1.



22 Una Introducción al Cálculo de Variaciones

Entonces para λ ∈ [0, 1], tenemos que

I = E(um) + o(1) = E(u) + E∞(vm) + o(1) ≥

λ
2
p I + (1− λ)

2
p I∞ + o(1) ≥

(
λ

2
p + (1− λ)

2
p

)
I + o(1).

Como p > 2, entonces λ ∈ {0, 1}. Si λ = 0, tenemos que

I ≥ I∞ + o(1) > I

para m suficientemente grande, y por tanto una contradicción. Podemos
concluir que λ = 1, es decir, um → u en Lp, y u ∈M . Por convexidad de E

E(u) ≤ ĺım inf
m→∞

E(um) = I,

y u minimiza E en M , y E(um)→ E(u). Ahora, por (1.16)

‖um − u‖2H1 ≤ c(E(um − u)) = c(E(um)− E(u)) + o(1)

y um → u en H1(Rn).

�

El ejemplo anterior nos da las ideas principales para poder trabajar cier-
to tipo de problemas variacionales con restricciones. De hecho, usaremos
estimaciones similares al final del caṕıtulo. En general, se pueden trabajar
este tipo de problemas de una forma mas sistemática usando el siguiente
resultado:

Teorema 1.2.7 (Lema de Concentración-Compacidad) Supongamos
que µm es una sucesión de medidas de probabilidad en Rn, es decir, µm ≥ 0,∫
Rn dµm = 1. Entonces existe una subsucesión µm donde solo se da una de

las siguientes condiciones:

(i) (Compacidad) Existe una sucesión xm ⊂ Rn tal que para cualquier
ε > 0, existe un radio R > 0 con la propiedad∫

BR(xm)
dµm ≥ 1− ε

para toda m.

(ii) (Desvanecimiento) Para toda R > 0, tenemos que

ĺım
m→∞

(
sup
x∈Rn

∫
BR(x)

dµm

)
= 0.



1.2 Métodos Directos 23

(iii) (Dicotomı́a) Existe un número λ, con 0 < λ < 1, tal que para cualquier
ε > 0, existe un número R > 0 y una sucesión con la siguiente
propiedad:

Dada R′ > R existen medidas no negativas µ1
m, µ2

m tales que

0 ≤ µ1
m + µ2

m ≤ µm,

supp(µ1
m) ⊂ BR(xm), supp(µ2

m) ⊂ Rn \BR′(xm),

ĺım sup
m→∞

(∣∣∣∣λ− ∫
Rn

dµ1
m

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣(1− λ)−
∫
Rn

dµ2
m

∣∣∣∣) ≤ ε
Demostración. Véase [St90] pags 39-41.

�

La relación entre el resultado y el ejemplo anterior es que podemos con-
siderar µm = |um|p dx, m ∈ N. La dicotomı́a fue hecha de forma expĺıcita en
(1.15). A pesar de que no usaremos el resultado anterior de forma expĺıcita,
es importante señalar que se utiliza para mostrar la existencia de soluciones
en el caso cŕıtico p = p∗.

Otro problema de nuestro interés es el encaje de Sobolev en dominios
Ω ⊂ Rn. De forma más expĺıcita, veremos cómo se relaciona este problema
con un problema variacional.

Consideremos u ∈ C∞0 (Ω), k ≥ 1, p ≥ 1, con kp < n y sea

‖u‖p
Dk,p

=
∑
|α|=k

∫
Ω
|∇αu|p dx,

donde Dk,p(Ω) es la completación de C∞0 (Ω) con la norma anterior. Por los
teoremas de encaje de Sobolev, Dk,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) con 1

q = 1
p −

k
n y existe

una constante S(k, n, p) = S tal que

S ‖u‖pLq ≤ ‖u‖
p
Dk,p

, para toda u ∈ Dk,p(Ω).

Ahora bien, queremos ver cómo encontrar S máxima usando el principio
de concentración-compacidad. Notemos que este problema está relacionado
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con el ejemplo anterior, v́ıa los multiplicadores de Lagrange. Por lo tanto,
lo que abordaremos a continuación será de gran utilidad en la siguiente sec-
ción y en el último caṕıtulo del presente trabajo. Empecemos mostrando
una propiedad del encaje:

Por invariancia de las normas en Dk,p(Rn) y en Lq(Rn) bajo traslaciones
y escalamientos

u 7→ uR(x) = R−n/qu(x/R),(1.17)

la constante de Sobolev S es independiente de Ω. Para mostrar lo anterior,
notemos que para cualquier dominio Ω, con u ∈ C∞0 (Ω) y u ≡ 0 fuera de Ω,
C∞0 (Ω) es subconjunto de C∞0 (Rn). Análogamente, Dk,p(Ω) ⊂ Dk.p(Rn).

Por tanto, tenemos que

S(Ω) = ı́nf{‖u‖p
Dk,p

|u ∈ Dk,p(Ω), ‖u‖Lq} ≥ S(Rn).

Por otro lado, si um ∈ Dk,p(Rn) es una sucesión minimizante para S(Rn),
por densidad de C∞0 (Rn) en Dk,p(Rn) podemos suponer que um ∈ C∞0 (Rn).
Si hacemos una traslación, podemos considerar que 0 ∈ Ω. Por el escalamien-
to antes presentado, si Rm es suficientemente pequeño, podemos considerar
vm = (um)Rm ∈ C∞0 (Rn). Nuevamente, por invariancia de las normas bajo
el escalamiento tenemos que

S(Ω) ≤ ĺım inf
m→∞

‖vm‖pDk,p = S(Rn),

y S(Ω) = S(Rn) = S.

Teorema 1.2.8 Sea k ∈ N, p > 1, kp < n, 1
q = 1

p −
k
n . Supongamos que

{um} es una sucesión minimizante de S en Dk,p = Dk,p(Rn) con ‖um‖Lq =
1. Entonces {um} es relativamente compacta en Dk,p (módulo traslación y
dilatación).

Demostración. Escojamos ym ∈ Rn, Ym > 0 tal que la sucesión

vm(x) = Y −n/qm um

(
x− ym
Ym

)
cumpla con

Qm(1) = sup
x∈Rn

∫
B1(x)

|vm|q dx =

∫
B1(0)

|vm|q dx =
1

2
.(1.18)
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Como p > 1 podemos suponer que vm ⇀ v converge débilmente en
Lq(Rn)y en Dk,p(Rn). Consideremos las familias de medidas

µm = |∇kvm|pdx, νm = |vm|qdx

y apliquemos el lema de concentración-compacidad a νm. Notemos que por la
normalización, νm 6= 0 y la condición (ii) queda descartada. Si tuviéramos la
dicotomı́a, es decir, si existiera λ ∈ (0, 1) y ε > 0, estos números determinan
una R > 0, una sucesión xm y medidas ν1

m, ν2
m, con las siguientes propiedades

0 ≤ ν1
m + ν2

m ≤ νm,
supp(ν1

m) ⊂ BR(xm), supp(ν2
m) ⊂ Rn \B2R(xm),

ĺım sup
m→∞

(∣∣∣∣∫
Rn

dν1
m − λ

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∫
Rn

dν2
m − (1− λ)

∣∣∣∣) ≤ ε.
Escojamos una sucesión εm → 0 y Rm > 0 tales que (bajo una subsuce-

sión νm si fuera necesario)

supp(ν1
m) ⊂ BR(xm), supp(ν2

m) ⊂ Rn \B2R(xm),

ĺım sup
m→∞

(∣∣∣∣∫
Rn

dν1
m − λ

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∫
Rn

dν2
m − (1− λ)

∣∣∣∣) = 0.

De hecho, por el mismo lema, podemos suponer queRm →∞, sim→∞.

Sea φ ∈ C∞0 (B2(0)) tal que φ ≡ 1 en B1(0) y φm(x) = φ
(
x−xm
R−

)
. Entonces∫

Rn
|∇kvm|p dx =

∫
Rn
|∇k(vmφm)|p dx+

∫
Rn
|∇k(vm(1− φm))|p dx+ δm,

ya que vm = vmφm + vm(1− φm) y δm puede ser estimado por

δm ≥ −C
∑
l<k

∫
B2Rm (xm)\BRm (xm)

|∇lvm|p|∇k−lφm|p dx.

La desigualdad anterior se obtiene usando que 0 ≤ φ ≤ 1 y p > 1. Si
Am = B2R(xm)\BR(xm), podemos realizar la estimación |∇k−lφm| ≤ CRl−km

por interpolación y obtener la siguiente cota∥∥∥|∇lvm||∇k−lφm|∥∥∥
Lp(Am)

≤ CRl−km

∥∥∥∇lvm∥∥∥
Lp(Am)

≤

CKγ
∥∥∥∇kvm∥∥∥

Lp(Am)
+ CKR−km γ−

l
k−l

∥∥∥∇lvm∥∥∥
Lp(Am)

,(1.19)
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donde γ ∈ (0, 1] y K es una constante que sólo depende de k y n. Notemos
que la estimación anterior es invariante bajo dilataciones. Ahora, por la
desigualdad de Hölder, tenemos que

R−km ‖vm‖Lp(Am) ≤ R−km ‖vm‖Lq(Am) (Ln(Am))
1
p
− 1
q = C ‖vm‖Lq(Am)

≤ C

[∫
Rn

dνm −
(∫

Rn
dν1

m +

∫
Rn

dν2
m

)] 1
q

.

Entonces este término tiende a 0 si m→∞, mientras que∥∥∥∇kvm∥∥∥p
Lp(Am)

≤ ‖vm‖pDk,p

se mantiene uniformemente acotado. Si escogemos γm → 0, de (1.19) obtene-
mos que δm ≥ o(1). Ahora, por la desigualdad de Sobolev

‖vm‖pDk,p = ‖vmφm‖pDk,p + ‖vm(1− φm)‖p
Dk,p

+ δm

≥ δm + S(‖vm(1− φm)‖pLq + ‖vmφm‖pLq)

≥ S

(∫
BRm (xm)

dνm

)p/q
+

(∫
Rn\B2Rm (xm)

dνm

)p/q+ δm

≥ S

[(∫
Rn

dν1
m

)p/q
+

(∫
Rn

dν2
m

)p/q]
+ δm

≥ S(λp/q + (1− λ)p/q)− o(1).

Pero como 0 < λ < 1 y p < q, tenemos que λp/q + (1 − λ)p/q > 1 con-
tradiciendo la hipótesis ‖vm‖pDk,p = ‖um‖pDk,p → S. En vista de lo anterior,
tenemos que λ = 1, que es el caso (iii) del lema. Por consiguiente, existen
una sucesión xm y una ε > 0, con R = R(ε) tal que∫

BR(xm)
dνm ≥ 1− ε.

Si ε < 1/2, por (1.18) implica que BR(xm) ∩ B1(0) 6= ∅. Por tanto, la
conclusión del lema también es válida para xm = 0, reemplazando R por
2R+ 1 si fuera necesario. Entonces si νm ⇀ ν débilmente, tenemos que∫

Rn
dν = 1.
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Si usamos otro teorema de concentración-compacidad (véase [St90] pag.
46), podemos suponer que

µm ⇀ µ ≥ |∇kv|pdx+
∑
j∈J

µ(j)δx(j)

νm ⇀ ν = |v|pdx+
∑
j∈J

ν(j)δx(j)

para ciertos puntos x(j) ∈ Rn, j ∈ J , donde J es un conjunto de indices a lo
mas numerable, µ(j) y ν(j) números positivos que cumplen con

S(ν(j))p/q ≤ µ(j), ∀j ∈ J.

Nuevamente, por la desigualdad de Sobolev

S + o(1) = ‖vm‖pDk,p =

∫
Rn

dµm ≥ ‖v‖p
Dk,p

+
∑
j∈J

µ(j) + o(1) ≥

S

‖v‖p/qLq +
∑
j∈J

(ν(j))p/q

+ o(1) ≥ S

‖v‖qLq +
∑
j∈J

(ν(j))

p/q

+ o(1)

≥ S

(∫
Rn

dν

)p/q
+ o(1) = S + o(1),

donde la segunda desigualdad se da por concavidad estricta de la función
λ → λp/q. La igualdad se da si a lo más uno de los términos ‖v‖Lq , ν(j),
j ∈ J es distinto de cero. Notemos que por la condición (1.18), tenemos que

ν(j) ≤ 1

2
∀j ∈ J.

Entonces todas las ν(j) desaparecen, ‖v‖Lq = 1 y vm → v en Lq(Rn). Por
la desigualdad de Sobolev ‖v‖p

Dk,p
≥ S y ‖vm‖pDk,p → ‖v‖

p
Dk,p

si m→∞.

�

Como consecuencia del resultado anterior, tenemos:

Corolario 1.2.1 Para cualquiera k ∈ N y p > 1 tal que kp < n, existe una
función u ∈ Dk,p(Rn) con ‖um‖Lq = 1 y ‖u‖Dk,p = S, donde 1

q = 1
p −

k
n y

S = S(k, p, n) es la constante de Sobolev.
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Observación 1.2.3 Para el caso k = 1, se puede consultar [St90], pag.
43. Más aún, para el caso p > 1, la constante de Sobolev no se alcanza si
Ω 6= Rn. Una de las razones por la cual este hecho ocurre es por la falta de
compacidad del problema. Más adelante, veremos como trabajar en un caso
en el cual no tenemos la propiedad de P-S para todo nivel de enerǵıa.

Para finalizar esta sección, deseamos presentar el concepto de lagrangia-
no nulo y algunos resultados con respecto a este concepto. Después, daremos
una demostración alternativa del teorema del punto fijo de Brouwer usando
lo anterior. Por último, abordaremos un método conocido con el nombre de
compacidad compensada. éste da condiciones para la existencia de soluciones
débiles cuando sólo tenemos cierto nivel de convexidad.

Siendo más precisos, decimos que L es un lagrangiano nulo si el sistema

−
n∑
i=1

(
Lpki

(x, u,∇u)
)
xi

+ Lz(x, u,∇u) = 0 en Ω (k = 1, . . . ,m)

es resuelto para todas la funciones suaves u : Ω → Rm, donde la función
L : Mm×n ×Rm × Ω̄)→ R es suave y el conjunto Mm×n es el espacio de las
matrices reales. La importancia de este concepto es que el funcional asociado

E(u) =

∫
Ω
L(x, u,∇u) dx

solamente depende de la condición en la frontera.

Teorema 1.2.9 Si L es un lagrangiano nulo, u, ũ ∈ C2( ¯Ω,Rm) tal que

u ≡ ũ en ∂Ω.

Entonces E(u) = E(ũ).

Demostración. Véase [E02] pags 439-440.

�

Consideremos A una matriz cuadrada (m = n) y denotemos a cofA
como la matriz de cofactor, cuyas entradas (k, i) es (cofA)ki = (−1)i+kd(A)ki ,
donde d(A)ki es el determinante de la matriz de n−1×n−1 obtenida quitando
el k-ésimo renglón y la i-ésima columna de A.
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Lema 1.2.2 Sea u : Rn → Rn una función suave. Entonces

n∑
i=1

(cof∇u)ki,xi = 0 para k = 1, . . . , n.

Demostración. [E02] pags 440-441.

�

Teorema 1.2.10 La función determinante

L(P ) = |P |

es un lagrangiano nulo.

Demostración. Esto se sigue inmediatamente del lema anterior, notando que

n∑
i=1

(
Lpki

(∇u)
)
xi

=
n∑
i=1

(cof∇u)ki,xi = 0 para k = 1, . . . , n.

�

Ahora daremos la demostración del teorema del punto fijo de Brouwer
usando lo anterior:

Teorema 1.2.11 Supongamos que u : B1(0) → B1(0) es una función con-
tinua con B1(0) ⊂ Rn. Entonces u tiene un punto fijo en B1(0).

Demostración. Supongamos que existe una función suave

w : B1(0)→ ∂B1(0)

tal que w(x) = x para toda x ∈ ∂B1(0). Como w ≡ Id en ∂B1(0), donde Id
es la función identidad. Por el teorema 1.2.9., como la función determinante
es un lagrangiano nulo, tenemos que E(w) = E(Id) = medida(B), donde
E es el funcional asociado al lagrangiano L. Por definición de w, |w|2 ≡ 1
y derivando, obtenemos que (∇w)T · w = 0. Como |w| = 1, de la expresión
anterior podemos concluir que 0 es un valor propio de ∇wT para cada x.
Por lo tanto, |∇w| = 0, lo cual es una contradicción y esto implica que no
puede existir w con las condiciones antes mencionadas.
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Si w es una función como antes, pero solamente pedimos que sea conti-
nua, extendemos w de manera continua definiendo w(x) = x si ∈ Rn \B1(0).
Notemos que w(x) 6= 0. Sea

η(x) =

{
Cexp

(
1

|x|2−1

)
si |x| < 1

0 si |x| ≥ 1

Definimos ηε = 1
εη
(
x
ε

)
para cada ε > 0. Sea ε > 0 tal que w1 = ηε ∗ w

satisfaga w1(x) 6= 0. Como ηε es radial, w1(x) = x si ∈ Rn \B2(0) para ε > 0
suficientemente pequeño. Entonces w2(x) = 2w1

|w1| seŕıa una función diferen-

ciable en B2(0), como en la primera parte de la demostración y nuevamente
llegamos a una contradicción.

Ahora, si suponemos que u : B1(0)→ B1(0) continua y sin puntos fijos,
consideremos w : B1(0) → ∂B1(0), donde w(x) es el punto en la frontera
de la bola generado por el rayo que va de u(x) y pasa por x. La función
anterior esta bien definida, ya que u(x) 6= x para toda x ∈ B1(0). Como
w es continua y w(x) = x en ∂B1(0), sabemos que una función con estas
propiedades no puede existir, llegamos a una contradicción.

�

Hemos visto que la condición de convexidad es fundamental para obte-
ner existencia de mı́nimos. El siguiente resultado nos da condiciones para
mostrar la existencia de éstos si el lagrangiano ya no es convexo. Antes,
presentamos una noción más débil de convexidad:

Si L(x, z, P ) = F (x, z, detP, P ) cumple con (r, P ) 7→ F (x, z, r, P ) con-
vexo para cada z, x fijos, decimos que L es policonvexo.

Teorema 1.2.12 Supongamos que n < q < ∞ y uk ⇀ u débilmente en
W 1,q(U ;Rn). Si L es acotado por abajo, policonvexo y cumple con la condi-
ción de coercividad

L(u, z, P ) ≥ a|P |q − b,

entonces

1. det∇uk ⇀ det∇u en Lq/n(U),

2. E(u) es semicontinua inferiormente en W 1,q(U ;Rn) y
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3. mı́nE(u) existe en un conjunto admisible no vaćıo.

Demostración. Véase [E02] pags 454-457.

�

Con esto último damos por concluida esta sección. A lo largo del trabajo
regresaremos al problema de la constante de Sobolev y a la existencia de
soluciones de la EDP semilineal asociada al problema anterior, para el caso
en el que p se encuentre cerca y por debajo del exponente cŕıtico p∗. También
daremos una caracterización geométrica de estas soluciones y abordaremos
el caso parabólico.

1.3. Métodos Minimax

En esta sección desarrollaremos los métodos conocidos como minimax.
Estos métodos son muy útiles para encontrar puntos silla o mı́nimos locales,
aśı como para resolver problemas de valores propios. Los resultados más
destac

Tenemos que mencionar que el v́ınculo entre la existencia de puntos
cŕıticos y la compacidad de los conjuntos es muy fuerte. Dicho de otra forma,
necesitamos un cierto nivel de compacidad para poder mostrar la existencia
de puntos cŕıticos. De hecho, el resultado más conocido en esta dirección es
el de una función continua sobre conjuntos compactos [I02], [Jo05], [St90].
La dificultad para utilizar este resultado es poder probar que un conjunto
es compacto en un espacio de dimensión infinita.

Lo anterior motiva definir la condición de Palais-Smale sobre un fun-
cional. Esta condición es una noción de compacidad más fácil de verificar.
Durante esta sección vamos a suponer que E ∈ C1(B), es decir, E continua-
mente Frechet diferenciable.

Definición 1.3.1 (Condición de Palais-Smale) Decimos que una suce-
sión {um} ⊂ B es una sucesión de Palais-Smale de E si |E(um)| ≤ c,
uniforme en m, y ‖DE(um)‖ → 0 si m → ∞. Si cualquier sucesión de
Palais-Smale de E tiene una subsucesión convergente, decimos que E satis-
face la condición de Palais-Smale (P-S).

Notemos que la condición P-S implica que el conjunto de puntos cŕıticos
con enerǵıa uniformemente acotada es relativamente compacto o precom-
pacto (véase lemas 1.3.1 y 3.1.2 ). Para ver equivalencias, una discusión más
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profunda del concepto anterior y algunos resultados adicionales, se puede
consultar [Ja03].

Proposición 1.3.1 Si E cumple con las siguientes propiedades:

1. Cualquier sucesión de P-S es acotada en B.

2. Para cualquier u ∈ B tenemos la descomposición

∇E(u) = (L+K)(u),

donde L : B → B∗ es un operador lineal acotado e invertible, B∗ el dual
de B y K manda conjuntos acotados de B en conjuntos relativamente
compactos en B∗, es decir, K es un operador compacto.

Entonces E cumple con (P-S).

Demostración. Sea um una sucesión de P-S para E, es decir, E(um) es aco-
tada y ∇E(um) = (L+K)(um)→ 0. Por lo tanto, um + L−1K(um)→ 0.

Por hipótesis, sabemos que um es acotada y como K es compacto, la
sucesión L−1K(um) es relativamente compacta, es decir, admite una sub-
sucesión convergente y por tanto, también um.

�

Gran parte de las discusiones que tendremos cuando queramos verificar
la condición P-S, surgen a partir de los conjuntos de nivel de E. Por consigu-
iente, a continuación definimos estos conjuntos y damos una caracterización
de ellos.

Consideremos c ∈ R, δ, ρ > 0 y sean

Ec = {u ∈ B |E(u) < c},
Kc = {u ∈ B |E(u) = c, ∇E(u) = 0},
Nc,δ = {u ∈ B | |E(u)− c| < δ, ‖∇E(u)‖ < δ},

Uc,ρ =
⋃
u∈Kc

{v ∈ B | ‖v − u‖ < ρ}.

El resultado que da la relación entre la condición P-S y estos conjuntos
es el siguiente:



1.3 Métodos Minimax 33

Lema 1.3.1 Supongamos que E tiene la propiedad de P-S, entonces para
cualquier c ∈ R se tiene lo siguiente:

1. Kc es compacto.

2. La familia {Uc,ρ}ρ>0 es un sistema fundamental de vecindades de Kc.

3. La familia {Nc,δ}δ>0 es un sistema fundamental de vecindades de Kc.

Demostración.

1. Cualquier sucesión en Kc tiene una subsucesión convergente por la
propiedad de P-S, y por continuidad de E y de ∇E, cualquier punto
de acumulación para esa sucesión pertenece a Kc.

2. Cualquier Uc,ρ es vecindad de Kc. Ahora consideremos V vecindad
abierta de Kc. Supongamos por contradicción que para ρm → 0 ex-
iste una sucesión de puntos um ∈ Uc,ρm \ V . Sea vm ∈ Kc tal que
‖um − vm‖ ≤ ρm. Como Kc es compacto, podemos suponer que vm →
v ∈ Kc. Pero entonces um → v, y um ∈ V para m suficientemente
grande y llegamos a una contradicción.

3. Análogamente al inciso anterior.

�

El resultado anterior nos da una caracterización de la topoloǵıa genera-
da por los niveles de enerǵıa de E en puntos cŕıticos. De hecho, queremos
presentar un resultado conocido como el lema de deformación. éste nos da
información acerca del comportamiento de E con respecto a distintos niveles
de enerǵıa.

Para conseguir el objetivo anterior, primero tenemos que dar una noción
geométrica análoga al concepto de flujo gradiente.

Sea B̃ = {u ∈ B | ∇E(u) 6= 0} el conjunto de valores regulares de E.
Decimos que v : B̃ → B es un campo pseudo-gradiente para E, si v es un
campo vectorial localmente Lipschitz continuo que cumple con:

1. ‖v(u)‖ < 2 mı́n{‖∇E(u), 1‖},

2. 〈v(u),∇E(u)〉 > mı́n{‖∇E(u)‖ , 1} ‖∇E(u)‖ para todo u ∈ B.

Un resultado importante con respecto a los flujos pseudo-gradientes es:
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Teorema 1.3.1 Cualquier E ∈ C1(B) admite un campo pseudo-gradiente.

Demostración. Para u ∈ B̃, consideremos w = w(u) tal que

‖w‖ < 2 mı́n{‖∇E(u), 1‖},(1.20)

〈w,∇E(u)〉 > mı́n{‖∇E(u)‖ , 1} ‖∇E(u)‖ .(1.21)

Por continuidad, para cualquier u ∈ B̃ existe una vecindad W (u) tal que
(1.20) y (1.21) se cumplen para toda u′ ∈W (u). Como B̃ ⊂ B es metrizable
y por tanto, paracompacto, existe un refinamiento finito local {Wl}l∈I de la
cubierta {W (u)}u∈B̃ de B̃, que consiste de vecindades Wl ⊂W (ul).

Consideremos una partición de la unidad {φl} Lipschitz continua subor-
dinada por {Wl}l∈I , es decir, una colección de funciones Lipschitz continuas
con soporte en Wl, 0 ≤ φl ≤ 1 y

∑
l∈I φl ≡ 1 en B̃.

Si ρl(u) = dist(u,B \Wl) = ı́nf{‖u− v‖ | v /∈Wl} y

φl(u) =
ρl(u)∑
l′∈I ρl′(u)

,

es fácil mostrar que 0 ≤ φ ≤ 1, φl = 0 fuera de Wl y
∑

l∈I φl ≡ 1. Ahora,

como {Wl}l∈I es localmente finito, para cualquier u ∈ B̃ existe una vecindad
W de u tal que W ∩Wl′ 6= ∅ para una cantidad finita de indices l′ ∈ I, y la
condición de Lipschitz de φl en W es inmediata de la condición de Lipschitz
de la familia {φl}l∈I .

Finalmente, si

v(u) =
∑
l∈I

φl(u)w(ul),

por (1.20) y (1.21), se mantiene la relación para cualquier combinación lineal
convexa, y v(u) es un flujo pseudo-gradiente para E.

�

Ahora enunciaremos uno de los resultados principales del trabajo, el cual
es de los más útiles dentro de los métodos minimax para mostrar existencia
de puntos cŕıticos:

Teorema 1.3.2 (Teorema del Paso de Montaña) Sea E ∈ C1(B) un
funcional que cumple con la condición de P-S, con E(0) = 0. Si además
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1. ∃ρ > 0, α > 0 tal que si ‖u‖ = ρ⇒ E(u) ≥ α y

2. ∃u1 ∈ B tal que ‖u‖ ≥ ρ y E(u1) < α.

Entonces
β = ı́nf

p∈P
sup
t∈[0,1]

E(p(t)) ≥ α

es un valor cŕıtico, donde P = {p ∈ C([0, 1];B) | p(0) = 0, p(1) = u1} .

Para poder dar una demostración del resultado anterior, necesitamos ver
el siguiente resultado:

Teorema 1.3.3 (Lema de Deformación) Supongamos que E ∈ C1(B) y
cumple con la condición de P-S. Sea β ∈ R, ε̄ > 0 y V una vecindad de Kβ.
Entonces existe un número ε ∈ (0, ε̄) y una familia 1-parametrizada continua
de homeomorf́ısmos Φ(·, t) de B, 0 ≤ t <∞ con las siguientes propiedades:

(i) Φ(u, t) = u, si t = 0, o ∇E(u) = 0, o |E(u)− β| ≤ ε̄;

(ii) E(Φ(u, t)) es decreciente en t para cualquier u ∈ B;

(iii) Φ(Eβ+ε \N, 1) ⊂ Eβ−ε y Φ(Eβ+ε, 1) ⊂ Eβ−ε ∪N .

Más aún, Φ : B × [0,∞)→ B tiene la propiedad de semigrupo, es decir,
Φ(·, t) ◦ Φ(·, s) = Φ(·, t+ s) para toda s, t ≥ 0.

Antes de dar una demostración es conveniente comentar que no usare-
mos el resultado en toda su plenitud. Por consiguiente solo la daremos para
el caso Kβ = ∅ y B un espacio de Hilbert. Para ver la utilidad del resultado
en los demás casos se puede consultar [St90], [Ch05].

Demostración. Primero mostraremos que existen constantes 0 < σ, ε̄ < 1
tal que

‖∇E(u)‖ ≥ σ para cada u ∈ Eβ+ε̄ \ Eβ−ε̄.(1.22)

Realizaremos lo anterior por contradicción. Si (1.22) es falso, entonces
para toda 0 < σ, ε̄ existen sucesiones σk, ε̄k → 0 y uk tal que

uk ∈ Eβ+ε̄ \ Eβ−ε̄ con(1.23)

‖∇E(uk)‖ ≤ σ.(1.24)

Por la condición de P-S, existe una subsucesión uk y un elemento u ∈ B
tal que uk → u. Como E ∈ C1(B), (1.23) y (1.24) implican que E(u) = β,
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E′(u) = 0. Entonces Kβ 6= ∅ y por tanto una contradicción.

Sea ε tal que

0 < ε < ε̄, 0 < ε <
σ2

2
.(1.25)

Consideremos los conjuntos

U = {u ∈ B |E(u) ≤ β − ε̄ o E(u) ≥ β + ε̄}}
W = {u ∈ B |β − ε̄ ≤ E(u) ≤ β + ε̄}}.

Como ∇E es acotada en conjuntos acotados, podemos verificar que la
función dist(u, U) + dist(u,W ) es acotada inferiormente por una constante
positiva para cada conjunto acotado en B. Como consecuencia, la función

g(u) =
dist(u, U)

dist(u, U) + dist(u,W )

satisface 0 ≤ g ≤ 1, g = 0 en U y g = 1 en W . Sea

h(t) =

{
1 0 ≤ t ≤ 1
1/t t ≥ 1.

(1.26)

Ahora definamos a la función

J(u) = −g(u)h(‖∇E(u)‖)∇E(u)

y notemos que J es acotada. Consideremos para cada u ∈ B la siguiente
EDO

Φ′(t) = J(Φ(t))
Φ(0) = u.

(1.27)

Como J es acotada y Lipschitz continua en conjuntos acotados existe una
única solución para toda t ≥ 0. Escribimos Φ = Φ(t, u) = Φt(u) para mostrar
la dependencia de u y t. Notemos que Φ es diferenciable en t, continua en u y
cumple con la propiedad de semigrupo. Además se cumple la primera parte
de (i) para t = 0. Más aún, si t = 1, Φ = u si u /∈ E−1[β− ε̄, β+ ε̄] pues g = 0.

Derivando, tenemos que

d

dt
E(Φt(u)) =

(
∇E(Φt(u)),

d

dt
Φt(u)

)
= (∇E(Φt(u)), J(Φt(u)))

= −g(Φt(u))h(‖∇E(Φt(u))‖) ‖∇E(Φt(u))‖2 .(1.28)
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De este cálculo obtenemos que

d

dt
E(Φt(u)) ≤ 0

y por tanto (ii). Fijemos u ∈ Eβ+ε. Si Φt(u) /∈ W para alguna t ∈ [0, 1], no
hay nada que demostrar. Entonces supongamos que Φt(u) ∈W para alguna
t ∈ [0, 1], por tanto g(Φt(u)) = 1 y por (1.28) tenemos que

d

dt
E(Φt(u)) = −h(‖∇E(Φt(u))‖) ‖∇E(Φt(u))‖2 .(1.29)

Si ‖∇E(Φt(u))‖ ≥ 1, por (1.26) y(1.22) tenemos que

d

dt
E(Φt(u)) = −‖∇E(Φt(u))‖2 ≤ −σ2.

De igual forma, si ‖∇E(Φt(u))‖ ≤ 1 obtenemos la misma desigualdad.
Por (1.29) y la desigualdad anterior, obtenemos

E(Φ1(u)) ≤ E(u)− σ2 ≤ β + ε− σ2 ≤ β − ε

por (1.25) y ésto completa la prueba.

�

Como vimos anteriormente, la ventaja de tener un funcional en un es-
pacio de Hilbert nos permite escoger un flujo expĺıcitamente. Más aún, si
E ∈ C2(H), donde H es un espacio de Hilbert real, podemos definir el flujo
pseudo-gradiente de la misma manera que en el caso de dimensión finita, es
decir, ∇E(u) : H → H como (∇E(u), v) = ∇vE(u) para cualquier u, v ∈ H,
o bien,

‖∇E(u)‖ = ‖∇vE(u)‖ , 〈∇E(u),∇vE(u)〉 = ‖∇E(u)‖2 .

Entonces tendŕıamos que{
∂
∂tΦ(u, t) = −∇E(Φ(u, t)),

Φ(u, 0) = u,

ya que ∇E ∈ C1. De hecho, a pesar de que no utilizaremos este resultado
más adelante, la idea intuitiva del resultado es fundamental en el último
caṕıtulo cuando abordemos problemas de tipo parabólico, ya que usaremos
la noción de flujo parabólico y herramientas variacionales.
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Ahora podemos dar una demostración de 1.3.2:

Demostración. Es fácil mostrar que β ≥ α. Supongamos que Kβ = ∅,
y sea 0 < ε < α/2. De acuerdo con el lema de deformación, existe una
constante 0 < δ < ε y un homeomorf́ısmo con la propiedad

Φ(Eδ+α) ⊂ Eδ−α y Φ(u) = u si u /∈ E−1[δ − α, δ + α].

Por definición de β, existe una p ∈ P tal que

sup
t∈[0,1]

E(p(t)) < β + ε,

entonces p̃ = Φ ◦ p también pertenece a P , pues Φ(p(0)) = 0 y Φ(p(1)) =
Φ(u)) = u por lo antes mencionado. Pero la desigualdad anterior implica
que

sup
t∈[0,1]

E(p̃(t)) ≤ β − ε,

entonces

β = ı́nf
p∈P

sup
t∈[0,1]

E(u(p(t))) ≤ β − ε,

lo cual es una contradicción.

�

A continuación deseamos mostrar una aplicación del teorema del paso
de montaña para ver la existencia de soluciones no triviales a una ecuación
eĺıptica semilineal:

Proposición 1.3.2 Sea{
−∆u = f(u) en Ω,

u = 0 en ∂Ω,
(1.30)

donde f es una función suave que cumple con las siguientes condiciones:

(i) Para alguna 1 < p < n+2
n−2 , para toda x ∈ Rn y C > 0

|f(x)| ≤ C(1 + |x|p), |f ′(x)| ≤ C(1 + |x|p−1),
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(ii) 0 ≤ F (x) ≤ cf(x)x para alguna constante c < 1/2, donde

F (x) =

∫ x

0
f(s) ds,

(iii) Para 0 < a ≤ A
a|x|p+1 ≤ |F (x)| ≤ A|x|p+1.

Entonces existe al menos una solución u 6≡ 0 de (1.30).

Demostración. Primero, definamos el funcional de enerǵıa asociado a (1.30),
que es

I(u) =

∫
Ω

1

2
|∇u|2 − F (u) dx(1.31)

para u ∈ H1
0 (Ω). En este caso, B = H1

0 (Ω) con el producto interior

(u, v) =

∫
Ω
∇u · ∇v dx

y ‖·‖ la norma inducida. Entonces

I(u) =
1

2
‖u‖2 −

∫
Ω
F (u) dx = I1(u)− I2(u).

Para ver que I ∈ C1(B), notemos que para cada u,w ∈ B

I1(w) =
1

2
‖w‖2 =

1

2
‖u+ w − u‖2 =

1

2
‖u‖2 + (u,w − v) +

1

2
‖w − u‖2 .

De la igualdad anterior es fácil ver que I1 ∈ C1 con ∇I(u) = u. Recorde-
mos por el teorema de Lax-Milgram que para cada v∗ ∈ H−1(Ω), el problema{

−∆v = v∗ en Ω,
v = 0 en ∂Ω,

tiene una única solución v ∈ B. Sea v = Kv∗ de tal manera que

K : H−1(Ω)→ B(1.32)

es una isometŕıa. Notemos que si w ∈ L
2n
n+2 (Ω), el funcional w∗ definido por

〈w∗, u〉 =

∫
Ω
wudx u ∈ B
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pertenece a H−1(Ω), ya que B ↪→ L
2n
n+2 ↪→ L2 ↪→ H−1 y

‖w∗‖H−1 ≤ ‖w‖
L

2n
n+2

.

Ahora, observemos que

p

(
2n

n+ 2

)
<
n+ 2

n− 2

2n

n+ 2
= p∗,

por lo tanto f(u) ∈ L
2n
n+2 (Ω) ⊂ H−1(Ω) si u ∈ B.

Queremos ver que si u ∈ B, entonces

∇I2(u) = K(f(u)).(1.33)

Para esto, podemos ver que

F (a+ b) = F (a) + f(a)b+ b2
∫ 1

0
(1− s)f ′(a+ bs) ds.

Entonces para cada w ∈ B,

I2(w) =

∫
Ω
F (w) dx =

∫
Ω
F (u+ w − u) dx =∫

Ω
F (u) + f(u)(w − u) dx+R = I2(u) +

∫
Ω
∇K(f(u)) · ∇(w − u) dx+R,

donde R satisface por (i)

|R| ≤ C
∫

Ω
(1 + |u|p−1 + |w − u|p−1)|w − u|2 dx ≤

C

(∫
Ω
|w − u|p+1 + |w − u|2 dx

)
+ C

(∫
Ω
|u|p+1 dx

) p−1
p+1
(∫

Ω
|w − u|p+1 dx

) 2
p+1

.

Como p + 1 < p∗, por las desigualdades de Sobolev ( véase [LiLo01],
[E02]) tenemos que R = o(‖w − u‖) y por (1.32) podemos ver que

I2(w) = I2(u) + (K(f(u)), w − u) + o(‖w − u‖)

y con esto hemos mostrado (1.33). Para mostrar la continuidad, considere-
mos u, v ∈ B con ‖u‖ , ‖v‖ ≤ L, entonces

‖∇I2(u)−∇I2(v)‖ = ‖K(f(u))−K(f(v))‖ =

‖f(u)− f(v)‖H−1 ≤ ‖f(u)− f(v)‖
L

2n
n+2

.
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Por otro lado, tenemos que

‖f(u)− f(v)‖
L

2n
n+2

≤ C

(∫
Ω

(
(1 + |u|p−1 + |v|p−1)|v − u|

) 2n
n+2 dx

)n+2
2n

≤ C
(∫

Ω

(
(1 + |u|p−1 + |v|p−1)

)q 2n
n+2 dx

) 1
q
n+2
2n
(∫

Ω
|v − u|q

′ 2n
n+2 dx

) 1
q′
n+2
2n

≤ C

(∫
Ω

(
1 + |u|p−1 + |v|p−1

)n+2
4

2n
n+2 dx

) 2
n

‖u− v‖Lp∗

≤ C(L) ‖u− v‖Lp∗ C(L) ‖u− v‖ ,

donde nuevamente usamos (i) y la desigualdad de Hölder para q = n+2
4 y

exponente dual q′ = n+2
n−2 . Entonces ∇I2 : B → B es localmente Lipschitz

continua.

Ahora tenemos que verificar la condición de P-S. Sea um ∈ B una suce-
sión tal que I(um) es acotada y ∇I(u)→ 0 en B. Por lo realizado anterior-
mente, tenemos que

um −K(f(um))→ 0(1.34)

en B. Entonces para cada ε > 0

|(∇I(um), v)| =
∣∣∣∣∫

Ω
∇um · ∇v − f(um)v dx

∣∣∣∣ ≤ ε ‖v‖
si v ∈ B y para m suficientemente grande. Si v = um, tendŕıamos que∣∣∣∣∫

Ω
|∇um|2 − f(um)um dx

∣∣∣∣ ≤ ε ‖um‖
para cada ε y m suficientemente grande. En particular, si ε = 1 podemos
notar que ∫

Ω
f(um)um dx ≤ ‖um‖+ ‖um‖2 ,(1.35)

pero como I(um) es acotado para toda m, existe una C > 0 tal que(
1

2
‖um‖2 −

∫
Ω
F (um) dx

)
≤ C <∞.
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Podemos deducir

‖um‖2 ≤ C + 2

∫
Ω
F (um) dx ≤ C + 2c(‖um‖+ ‖um‖2)

combinando (ii) y la desigualdad (1.35). Como 2c < 1, podemos ver que um
es acotada en B. Entonces existe una subsucesión um y un elemento u ∈ B,
con um ⇀ u débil en B y um → u fuerte en Lp+1(Ω), ya que p + 1 < p∗.
Además, f(um) → f(u) en H−1, por tanto K(f(um)) → K(f(u)) en B.
Como consecuencia de (1.34), obtenemos

u = K(f(u)) en B, y por tanto um → u en B(1.36)

Por último, verifiquemos las hipótesis que nos faltan para poder aplicar
el teorema del paso de montaña. Claramente I(0) = 0. Supongamos que
u ∈ B, con ‖u‖ = ρ > 0 por determinar más adelante. Entonces

I(u) = I1(u)− I2(u) =
ρ2

2
− I2(u).(1.37)

Por (iii) y p+ 1 < p∗ tenemos que

|I2(u)| ≤ C
∫

Ω
|u|p+1 dx ≤ C

(∫
Ω
|u|p∗ dx

) p+1
p∗

≤ C ‖u‖p+1
H1

0
≤ Cρp+1.

En vista de (1.37) se sigue que

I(u) ≥ ρ2

2
− Cρp+1 ≥ ρ2

4
= a > 0,

para ρ > 0 suficientemente pequeño, ya que p+ 1 > 2.

Sea u ∈ B distinto de cero y v = tu para alguna t por determinar.
Entonces

I(v) = I1(tu)− I2(tu) = t2I1(u)−
∫

Ω
F (tu) dx ≤

t2I1(u)− atp+1

∫
Ω
|u|p+1 dx < 0

para t suficientemente grande. Con ésto último hemos verificado todas las
hipótesis del teorema del paso de montaña y por consiguiente, existe u ∈ B,
u 6≡ 0 tal que

∇I(u) = u+K(f(u)) = 0,



1.3 Métodos Minimax 43

que en particular, para cada v ∈ B, tenemos que∫
Ω
∇u · ∇v dx =

∫
Ω
f(u)v dx,

es decir, u es una solución débil de (1.30).

�

Observación 1.3.1 Notemos que la condición (iii) implica que u ≡ 0 es
solución de (1.30). Además, f(u) = |u|p−1u cumple con (i)-(iii). Abordare-
mos este caso en el siguiente caṕıtulo.

Para finalizar esta sección, deseamos presentar una demostración alter-
nativa del teorema del paso de montaña utilizando un principio variacional.
El propósito de esta segunda demostración es mostrar la relación entre los
métodos directos y los métodos minimax. Recordemos que estos últimos son
de naturaleza topológica. A partir de estos v́ınculos se desprenden muchas
ideas para usar otro tipo de herramientas.

Teorema 1.3.4 (Principio Variacional de Ekeland) Sea (M,d) un
espacio métrico completo, E : M → R ∪ ∞ una función s.i. y acotada
inferiormente con E 6≡ ∞. Entonces para cualquier ε, δ > 0 y u ∈M con

E(u) ≤ ı́nf
M
E + ε,

existe una v ∈M que minimiza estrictamente el funcional

Ev(w) ≡ E(w) +
ε

δ
d(v, w).

Más aún, tenemos que E(v) ≤ E(u), d(u, v) ≤ δ.

Demostración. Sea α = ε
δ y definamos el siguiente orden parcial en M×R

de la siguiente forma

(v, β) ≤ (v′, β′)⇔ (β′ − β) + αd(v, v′) ≤ 0.

Fácilmente podemos mostrar que este orden induce una relación de
equivalencia. Definimos el conjunto S = {(v, β) ∈M × R |E(v) ≤ β}.

Por semicontinuidad de E, S es cerrado en M × R. Ahora, supong-
amos que S contiene un elemento máximo (v, β) con respecto al orden ≤
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tal que (u,E(u)) ≤ (v, β). Si comparamos éste con (v,E(v)) ∈ S obten-
emos que E(v) = β. Por definición de la relación, podemos notar que
(u,E(u)) ≤ (v,E(v)) es equivalente a E(v)− E(u) + αd(u, v) ≤ 0.

En particular, esto implica que E(v) ≤ E(u) y

d(u, v) ≤ α−1(E(u)− E(v)) ≤ δ

ε

(́
ınf
M
E + ε− ı́nf

M
E

)
= δ.

De hecho, si w ∈M satisface

Ev(w) = E(w) + αd(v, w) ≤ E(v) = Ev(v),

nuevamente utilizando la relación tenemos que (v,E(v)) ≤ (w,E(w)). Por
lo tanto, w = v por ser (v,E(v)) máximo, es decir, v es un mı́nimo estricto
de Ev.

Para concluir la demostración, tenemos que mostrar que tal elemento
existe. Para ésto, sea (v1, β1) = (u,E(u)) y de forma iterativa definimos la
sucesión (vm, βm) como

Sm = {(v, β) ∈ S | (vm, βm ≤ (v, β))}
µm = {β | (v, β) ∈ Sm}

≥ ı́nf{E(v) | (v, β) ∈ Sm} ≥ ı́nf
M
E = µ0.

Notemos que µm ≤ βm y Sm = {(vm, βm)}, si µm = βm. Ahora, escogemos
(vm+1, βm+1) ∈ Sm de tal manera que

βm − βm+1 ≥
1

2
(βm − µm).

Teniendo en cuenta la transitividad de ≤, la sucesión Sm esta anidada,
es decir, S1 ⊃ . . . Sm ⊃ y por lo tanto, también . . . ≤ µm ≤ µm+1 ≤ . . . βm ≤
βm+1 ≤ . . .. Por inducción y usando (1.38) podemos obtener que

βm+1 − µm+1 ≤ βm+1 − µm

≤ 1

2
(βm − µm) ≤ . . . ≤

(
1

2

)m
(β0 − µ0).(1.38)

Por definición de Sm, para cualquier m ∈ N y cualquier (v, β) ∈ Sm
tenemos que

|βm − β| = βm − β ≤ βm − µm ≤ C
(

1

2

)m
,

d(vm, v) ≤ α−1(βm − β) ≤ Cα−1

(
1

2

)m
.
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En particular, (vm, βm) es una sucesión de Cauchy en M × R y por
ser M completo, tenemos que la sucesión converge a un elemento (w, η) ∈⋂
m∈N Sm.

Nuevamente, usando la transitividad de ≤ tenemos que

(u,E(u)) = (v1, β1) ≤ (w, η).

Además, (w, η) es máximo, porque si (w, η) ≤ (w̄, η̄) , entonces podemos
ver que (vm, βm) ≤ (w̄, η̄) y (w̄, η̄) ∈ Sm para toda m. Si (v, β) = (w̄, η̄) en
(1.38) podemos llegar a que (vm, βm)→ (w̄, η̄), y por lo tanto (w̄, η̄) = (w, η).

�

Ahora podemos dar la correspondiente demostración:

Consideremos a P como un espacio vectorial con la norma

‖p‖P = máx
t∈[0,1]

‖p(t)‖

para p ∈ P . Entonces P, ‖·‖P es un espacio de Banach, y por tanto métrico
completo. Sea

J(p) = máx
t∈[0,1]

E(p(t)).

J es s.i. por ser cota superior de una familia de funciones s.i.. Además,
tenemos que

β = ı́nf
p∈P

J ≥ máx{0, E(u1)},

por tanto acotada inferiormente. Entonces por el principio variacional de
Ekeland, tenemos que ∀ε > 0, existe una pε ∈ P tal que

J(pε) ≤ β + ε(1.39)

J(p) ≥ J(pε)− ε ‖p− pε‖P ∀p ∈ P.

SeaM = {t ∈ [0, 1] |E(pε(t)) = máxs∈[0,1]E(pε(s))}. Por (1.39) podemos
deducir que existe tε ∈M tal que

‖∇E(pε(tε))‖ ≤ ε.

Basta que consideremos la sucesión xm = p 1
m

(t 1
m

) y concluir por la

propiedad P-S.

�

Con esto último terminamos este caṕıtulo. En la primera sección del
último caṕıtulo, veremos como utilizar los métodos minimax, que en muchas
ocasiones son cruciales.



Caṕıtulo 2

Existencia de Soluciones de
una EDP del Tipo Parabólica

Muchos fenómenos pueden ser descritos o modelados por una ecuación
diferencial. Entre estos, podemos mencionar la cáıda libre de un cuerpo, el
movimiento de una part́ıcula en un medio, la distribución de calor en un
medio, etc. Dependiendo de los factores que se consideren en el modelo, la
ecuación resultante puede ser una EDO o una EDP.

En éste caṕıtulo nos enfocaremos en el estudio de la existencia de solu-
ciones de una ecuación del tipo parabólica, que por un lado es una EDP y
por otro, tiene la ventaja que puede tratarse como una EDO en un espacio
de dimensión infinita, es decir, se pueden utilizar métodos de punto fijo.

El trabajo que desarrollemos durante este caṕıtulo nos servirá de base
para abordar otro tipo de problemas como la formación de patrones y de
control, que realizaremos posteriormente. Podemos mencionar que hay difer-
entes maneras de mostrar la existencia de soluciones para este tipo de ecua-
ciones, entre ellas, podemos destacar el métodos de semigrupo, el de com-
pacidad y el de operador monótono [Zh04],[E02],etc.ar el métodos de semi-
grupo, el de compacidad y el de operador monótono [Zh04],[E02],etc.

2.1. Existencia y Unicidad de una EDP Semilineal

Uno de los modelos por excelencia para el estudio de distribución de
calor, concentraciones qúımicas, crecimiento de poblaciones en un medio,
etc, son las EDP del tipo parabólico [E02],[Sm91]. Una caracteŕıstica im-
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portante de mencionar es que la ecuación no tiene estructura variacional,
i.e. no es la ecuación de E-L de un funcional. A pesar de este inconveniente,
veremos más adelante que lo desarrollado en el caṕıtulo anterior será de gran
utilidad para nuestro caso.

Sea Ω ⊂ Rn (n ≥ 3) un dominio abierto y acotado con frontera ∂Ω suave.
Consideremos


ut −∆u+ λu− |u|p−1u = 0 en Ω× (0, T )
u(0, x) = u0 en Ω
u = 0 en ∂Ω× (0, T )

(2.1)

con λ > 0, u0 ∈ H1
0 (Ω), T ∈ (0,∞] y 1 < p < p∗ = 2n

n−2 . Entendemos por
T =∞ que la solución existe para toda t > 0. A este tipo de soluciones les
llamaremos globales. Si T < ∞, diremos que la solución estalla en tiempo
finito en norma, i.e.

ĺım
t→T−

‖u(t, x)‖ =∞,

A este tipo de soluciones les llamaremos locales. La ecuación (2.1) es una
ecuación no lineal y se le conoce en la literatura como semilineal.

El resultado que deseamos mostrar en esta sección es el siguiente:

Teorema 2.1.1 (Existencia y Unicidad) Para todo u0 ∈ H1
0 (Ω), existe

una T ∈ (0,∞] tal que (2.1) tiene una única solución

u ∈ C0([0, T );H1
0 (Ω)) ∩ C1((0, T );L2(Ω)),

la cual es solución clásica para t > 0.

Ahora bien, las soluciones de (2.1) pueden ser globales o locales, esto
último depende de la enerǵıa de la condición inicial. Para ilustrar lo anterior,
presentamos el siguiente caso particular:

Ejemplo 2.1.1 Consideremos la ecuación
ut −∆u+ u− u3 = 0 en Ω× R+

u(0, x) = u0(x) en Ω
u = 0 en Ω× R+,

(2.2)
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con Ω ⊂ Rn acotado con frontera suave. Notemos que si multiplicamos la
ecuación anterior por u e integramos sobre todo Ω, obtenemos

1

2

d

dt

∫
Ω
|u|2 dx+

∫
Ω

(|∇u|2 − |u|4 + |u|2) dx = 0.(2.3)

Sea

E(t) =

∫
Ω

(|∇u|2 − 1

2
|u|4 + |u|2) dx,

la función de enerǵıa asociada a (2.2). Si multiplicamos (2.2) por ut e inte-
gramos sobre Ω, vemos que

1

2

dE(t)

dt
+

∫
Ω
|ut|2 dx = 0,

y por consiguiente E(t) ≤ E(0). De (2.3) podemos deducir que

1

2

d

dt

∫
Ω
|u|2 dx+ E(t)− 1

2

∫
Ω
|u|4 dx = 0.

Por la igualdad anterior, si E(0) < 0, entonces

1

2

d

dt

∫
Ω
|u|2 dx ≥ 1

2

∫
Ω
|u|4 dx,(2.4)

ya que −E(t) ≥ 0. Más aún, por la desigualdad de Cauchy-Schwartz pode-
mos notar que ∫

Ω
|u|2 dx ≤

(∫
Ω
|u|4 dx

) 1
2

|Ω|
1
2 ,(2.5)

con |Ω| el volumen de Ω. Consideremos

e(t) =

∫
Ω
|u|2 dx,

y por lo que realizamos anteriormente, combinando (2.4),(2.5) obtenemos
que

de(t)

dt
≥ ce(t)2,

con c > 0. Fácilmente, podemos resolver la desigualdad anterior y llegamos
a la siguiente estimación

e(t) ≥ e(0)

1− ce(0)t
,
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válida si 1− ce(0)t > 0. Por consiguiente, si t→ t0 = (ce(0))−1, la solución
estalla para este tiempo. Intuitivamente, el hecho anterior se debe al menos
por dos motivos:

1. Si la solución u(t, x) = u(t) sólo depende de t, encontrar soluciones de
la EDP es equivalente a resolver la siguiente ecuación

u′ = |u|p−1u.

Las soluciones de la ecuación anterior estallan en tiempo finito depen-
diendo de la condición inicial.

2. La enerǵıa de la ecuación no está acotada y el hecho que E(t) < 0
implica que la condición inicial es grande. Para notar este hecho, basta
definir v(x) = ku0(x), como E(t) es decreciente, entonces

E(0) =

∫
Ω

(k2|∇u0|2 − k4 1

2
|u0|4 + k2|u0|2) dx

es negativa para k suficientemente grande.

�

Por el ejemplo anterior, vemos que la ecuación (2.1) tiene soluciones que
no necesariamente son globales. Esto depende en parte de la enerǵıa de la
condición inicial. Esto marca la pauta para preguntarnos que caracteŕısticas
comparten los dos tipos de soluciones y cuales son las que las distinguen.
Más adelante, veremos condiciones que nos aseguren la existencia global. La
idea principal para conseguir este objetivo es combinar la existencia local
y estimaciones a priori de la solución, es decir, cotas de la solución que al
pasar al ĺımite la solución permanezca acotada.

Ahora bien, como mencionamos al principio, existen diferentes formas
de mostrar la existencia de soluciones. La forma en la que realizaremos lo
anterior es por medio del método de semigrupo.

2.2. Método de Semigrupo

Observemos que por (2.1) tiene una estructura de la forma

du

dt
+Au = F (u),(2.6)
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que es semejante a una EDO de primer orden. Deseamos aplicar métodos
conocidos en EDO para encontrar soluciones de la ecuación anterior y es-
to motiva el desarrollo del método de semigrupo. Este método nos per-
mite trabajar ecuaciones de evolución definiendo una estructura algebraica
([E02],[FS92],[Zh04]).

El desarrollo de esta sección será de la siguiente forma:

1. Daremos las nociones básicas de semigrupo, definiremos el generador
infinitesimal y su relación con el semigrupo asociado a (2.1) para el
caso F ≡ 0.

2. Presentaremos y demostraremos el resultado de existencia y unicidad
local para (2.1).

Antes de empezar a dar los conceptos y deducir los resultados necesarios
para abordar nuestro problema, veamos un ejemplo para motivar lo antes
mencionado:

Ejemplo 2.2.1 [Ecuación del Calor] Deseamos estudiar las soluciones para
el siguiente problema con valores en la frontera

ut − uxx = 0 en (0, π)× (0,∞),
u = 0 en {x = 0} ∪ {x = π} × (0,∞),
u(x, 0) = u0(x) ∈ L2(0, π) en [0, π].

Si aplicamos el método de separación de variables, i.e. las soluciones
tienen la forma u(x, t) = h(x)g(t), es fácil ver que la solución se puede
expresar en serie de Fourier

u(x, t) =

∞∑
k=1

ake
−k2t sen kx,

donde para cada k,

ak =
2

π

∫ π

0
u0(x) sen kx dx.

Por la identidad de Parseval, ya que u0 ∈ L2, tenemos que

∞∑
k=1

a2
k =

2

π

∫ π

0
u2

0(x) dx.
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Dado que la serie (2.7) tiene un factor de decaimiento e−k
2t para t > 0,

se puede probar que la solución es de clase C∞ en sus dos variables si t > 0.

También notemos que∫ π

0
(u(x, t)− u0(x))2 dx =

∫ π

0
|
∞∑
k=1

ak(e
−k2t − 1) sen kx|2 dx

≤ π

2

∞∑
k=1

a2
k(e
−k2t − 1)2 → 0 si t→ 0.(2.7)

En otras palabras, u→ u0 en L2. Sabemos que la solución es única bajo
condición inicial y podemos pensar a u como la imagen de u0 bajo el mapeo
S(t), es decir,

u(x, t) = S(t)u0(x) =

∞∑
k=1

ake
−k2t sen kx.(2.8)

De esto último, podemos deducir que S(t) es un operador lineal de L2

en L2, con las siguientes propiedades:

(i) Por (2.8), S(0)=I, y para cada t1, t2 ≥ 0 tenemos que

S(t2)S(t1)u0(x) =
∞∑
k=1

(ake
−k2t1)e−k

2t2 kx

=
∞∑
k=1

ake
−k2(t1+t2) sen kx = S(t2 + t1)u0(x).

(ii) Como u0 es cualquier función en L2, tenemos que

S(t2 + t1) = S(t2)S(t1) = S(t1)S(t2).

(iii) Por la igualdad de Parseval, podemos ver que

‖u(·, t)‖2L2 =
π

2

∞∑
k=1

a2
ke
−2k2t

≤ e−2tπ

2

∞∑
k=1

a2
k = e−2t ‖u0‖2L2 .

Por lo tanto, para toda t ≥ 0 tenemos que ‖S(t)‖ ≤ 1.
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(iv) Aśı como en (2.7), podemos mostrar que si u0 ∈ L2, entonces
S(t)u0 ∈ C([0,∞), L2(0, π)), es decir, podemos pensar a u(x, t) como
una función continua con valores en L2.

Si una familia {S(t); t ≥ 0} de operadores cumple con las propiedades (i)-
(iv), se dice que que S(t) es un semigrupo lineal fuertemente continuo de
contracciones, o bien, un semigrupo C0 en un espacio de Banach.

El ejemplo anterior es un caso particular para el cual utilizamos la teoŕıa
de semigrupo. De hecho, encontrar un semigrupo es equivalente a encontrar
soluciones de una ecuación y éste solo depende de la condición inicial. Pode-
mos mencionar que éste marco teórico es muy conveniente para estudiar los
problemas de evolución en EDP. Más aún, también lo es para el estudio de
soluciones de viscosidad de ecuaciones de Hamilton-Jacobi-Bellman y poder
postular principios de programación dinámica en un marco más general, es
decir, no solo para EDP, sino también para EDO, ecuaciones en diferencias
o procesos estocásticos [FS92],[E02].

Definición 2.2.1 Sea B un espacio de Banach. Decimos que una familia
{S(t)}t≥0 de operadores lineales acotados de B en B que cumple con

1. S(0)u = u para u ∈ B,

2. S(t+s)u=S(t)S(s)u=S(s)S(t)u para cualquier s, t ≥ 0, u ∈ B,

3. el mapeo t→ S(t)u es continuo de [0,∞) a B,

es un semigrupo.

Si además, ‖S(t)‖ ≤ 1 para t ≥ 0, donde ‖·‖ es la norma del oper-
ador, entonces decimos que el semigrupo es de contracciones. En este caso
‖S(t)u‖ ≤ ‖u‖ para u ∈ B, t ≥ 0.

Como mencionamos al principio de esta sección, primero deseamos estu-
diar el caso de la ecuación asociado a (2.6) con F ≡ 0, es decir,

du

dt
+Au = 0.(2.9)

También mostraremos como asociar un semigrupo a esta ecuación. Para
esto, veremos como relacionar al operador A con S(t). Más adelante veremos
como es el semigrupo relacionado a (2.6) a partir de (2.9).
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Definición 2.2.2 (Generador Infinitesimal) Sea {S(t)}t≥0 un semigru-
po de contracciones, definido en B un espacio de Banach y D(A) ⊂ B un
subconjunto de B tal que

D(A) :=

{
u ∈ B

∣∣∣∣ ĺım
t→0+

S(t)u− u
t

existe

}
es decir, S(t)u es diferenciable en 0 por la derecha y

−Au := ĺım
t→0+

S(t)u− u
t

.

Al operador A : D(A)→ B se le conoce como el generador infinitesimal
del semigrupo {S(t)}t≥0 y a D(A) su dominio.

Ahora bien, por la definición anterior, podemos notar que dado un semi-
grupo, en principio se puede calcular su generador y éste tiene varias propie-
dades inmediatas, como la linealidad. Por otro lado, podŕıamos pregun-
tarnos, dado un generador, ¿quién es el semigrupo asociado o como lo en-
contramos?. Más adelante abordaremos esta pregunta, pero primero veamos
que propiedades cumple A.

Teorema 2.2.1 Supongamos que u ∈ D(A), entonces para cada t > 0 ten-
emos que

(i) S(t)u ∈ D(A) (también para t = 0),

(ii) AS(t)u = S(t)Au,

(iii) S(t)u ∈ C1([0,∞);B) y

(iv) (S(t)u)′ = −AS(t)u.

(v) D(A) es denso y A cerrado en B.

(vi) Para cada t > 0 y u ∈ B,
∫ t

0 S(y)udy ∈ D(A) y

S(t)u− u = −
∫ t

0
AS(y)udy = −

∫ t

0
S(y)Audy,= −A

∫ t

0
S(y)udy

Demostración.
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1. Sea u ∈ D(A), esto implica que

ĺım
s→0+

S(t)S(s)u− S(t)u

s
= ĺım

s→0+
S(t)

[
S(s)u− u

s

]
= S(t) ĺım

s→0+

S(s)u− u
s

= −S(t)Au.

Por lo tanto, hemos probado (i) y (ii).

2. Si además, consideramos h, t > 0, entonces

S(t)u− S(t− h)u

h
− S(t)Au = S(t− h)

(
S(h)u− u

h

)
− S(t)Au

= S(t− h)

(
S(t)u− u

h
−Au

)
+ (S(t− h)− S(t))Au h→0+

−→ 0

por continuidad de S(t) y

‖S(t− h)‖ ≤ 1 y ĺım
h→0+

S(h)u− u
h

= Au.

Por tanto

ĺım
h→0+

S(t)u− S(t− h)u

h
= S(t)Au.

Análogamente

ĺım
h→0+

S(t+ h)u− S(t)u

h
= S(t) ĺım

h→0+

S(h)u− u
h

= S(t)Au.

Por lo tanto, la derivada de S(t)u es igual a S(t)Au = AS(t)u, para
cada t > 0. Como el mapeo t→ AS(t)u = S(t)Au es continuo, obten-
emos (iii) y (iv). Si integramos (S(t)u)′ de 0 a t, por propiedad de
semigrupo (S(0)u = u), obtenemos las primeras dos igualdades de
(vi).

3. Sea u ∈ B y definamos

ut =

∫ t

0
S(y)udy.
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Por continuidad de S(t), ut

t → u en B, si t → 0+. Sea h > 0 y por
definición de ut, tenemos que

S(h)ut − ut =
1

h

[
S(h)

(∫ t

0
S(y)udy

)
−
(∫ t

0
S(y)udy

)]
=

1

h

∫ t

0
S(y + h)u− S(y)udy =

1

h

∫ t+h

t
S(y)udy − 1

h

∫ h

0
S(y)udy

→ S(t)u− u, si h→ 0+,

ya que S(h + y)u = S(h)S(y)u. Por lo tanto, ut ∈ D(A) y la última
igualdad en (vi) queda demostrada.

4. Sea uk ∈ D(A) y supongamos queAuk → v en B, si uk → u. Queremos
ver que u ∈ D(A), v = Au. Por lo anterior, sabemos que

S(t)uk − uk = −
∫ t

0
S(y)Aukdy.

Ahora, si k →∞,

S(t)u− u =

∫ t

0
S(y)vdy.

y

S(t)u− u
t

= ĺım
t→0+

1

t

∫ t

0
S(y)vdy = v.

Por definición, u ∈ D(A) y v = Au.

�

Del teorema anterior, podemos notar que u(t) = S(t)u0 satisface una
EDO en un espacio de Banach, o bien, una ecuación integral, como en el
caso de las EDO usuales. Para ver cuando un generador proviene de un
semigrupo, primero necesitamos dar algunos conceptos que están relaciona-
dos con propiedades del operador A.

Observación 2.2.1 Una consecuencia de que A sea cerrado es que D(A)
es un espacio de Banach con la norma

‖u‖D(A) =
(
‖u‖2 + ‖Au‖2

) 1
2
,

conocida como la norma de la gráfica. Además, D(A) está encajado de forma
continua en B.



2.2 Método de Semigrupo 57

El concepto que definiremos a continuación se puede interpretar como la
forma algebraica de integrar una EDO, o más en concreto, un cierto operador
inverso llamado operador resolvente:

Definición 2.2.3 (Operador Resolvente) Sea A un operador lineal ce-
rrado en B con dominio D(A).

(i) Decimos que λ ∈ R pertenece a ρ(A), el conjunto resolvente de A, si
el operador

λI +A : D(A)→ B

es biyectivo.

(ii) Si λ ∈ ρ(A), el operador resolvente Rλ : B → B esta definido por

Rλu := (λI +A)−1u.

Además, Rλ : B → D(A) es un operador lineal acotado y

ARλu = RλAu si u ∈ D(A).

Teorema 2.2.2 (i) Si λ, µ ∈ ρ(A), tenemos que

Rλ −Rµ = (λ− µ)RλRµ

(ii) Si λ > 0, entonces λ ∈ ρ(A) y

Rλu =

∫ ∞
0

e−λtS(t)udt (u ∈ B),

y ‖Rλ‖ ≤ 1
λ . Es decir, el operador resolvente es la transformada de

Laplace del semigrupo.

Demostración. Véase [E02] pag. 418.

�

Observemos que en el resultado anterior, A solamente es un operador
lineal cerrado y no estamos suponiendo que sea un generador infinitesimal.
A continuación presentaremos condiciones necesarias y suficientes para de-
terminar cuando un generador infinitesimal A proviene de un semigrupo
{S(t)}t≥0 :
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Teorema 2.2.3 (Hille-Yosida) Sea A un operador lineal cerrado, densa-
mente definido en B. Entonces A es el generador infinitesimal de un semi-
grupo de contracciones {S(t)}t≥0 ⇔

(0,∞) ⊂ ρ(A) y ‖Rλ‖ ≤
1

λ
para λ > 0.

Demostración.

1. Si A es un generador, por el resultado anterior, tenemos que el inter-
valo (0,∞) ⊂ ρ(A). Para obtener la segunda parte, usando el mismo
resultado, notemos que∥∥∥∥∫ h

0
e−λtS(t)udt

∥∥∥∥ ≤ ∫ h

0
e−λt ‖S(t)u‖ dt ≤ ‖u‖

∫ h

0
e−λt dt

y el lado derecho de la desigualdad converge a 1/λ si h → ∞. Por
consiguiente, tenemos que

‖Rλu‖ ≤
1

λ
‖u‖ .

De esta última desigualdad, podemos concluir ⇒.

2. Mostremos ⇐. Sea λ > 0 y definamos

Aλ := −λI + λ2Rλ = λARλ.

A este operador lo podemos pensar como una aproximación regulari-
zada del operador A y se le conoce como la aproximación de Yosida de
A. La razón para denominar a Aλ como una aproximación es porque

Aλu→ Au si λ→∞ (u ∈ D(A)).

Para mostrar lo anterior, notemos que λRλu − u = ARλ = RλAu,
‖λRλu− u‖ ≤ ‖Rλ‖ ‖Au‖ ≤ 1

λ ‖Au‖ → 0. Por tanto, λRλu → u, si
λ → ∞ y u ∈ D(A). Recordemos que ‖λRλu‖ ≤ 1 y D(A) es denso,
entonces

λRλu→ u si λ→∞ si u ∈ B.

Si u ∈ D(A), tenemos que

Aλu = λARλu = λRλAu.

Con esto último hemos probado nuestra afirmación.
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3. Definamos

Sλ(t) := etAλ = e−λteλ
2tRλ = e−λt

∞∑
k=0

(λ2t)k

k!
Rkλ.

Como ‖Rλ‖ ≤ λ−1,

‖Sλ(t)‖ ≤ e−λt
∞∑
k=0

(λ2t)k

k!
‖Rλ‖k ≤ e−λt

∞∑
k=0

(λt)k

k!
= 1.

A partir de lo anterior, es fácil ver que {S(t)}t≥0 es un semigrupo de
contracciones con generador Aλ y D(Aλ) = B.

4. Sea λ, µ > 0. Como RλRµ = RµRλ, notemos que AλAµ = AµAλ y

AµS(t)λ = S(t)µAλ, para cada t > 0.

Entonces, podemos calcular

S(t)λu− S(t)µu =

∫ t

0

d

ds
[Sµ(t− s)Sλ(s)u] ds

=

∫ t

0
Sµ(t− s)Sλ(s)(Aλu−Aµu) ds,

ya que (Sλ(t)u)′ = AλSλ(t)u = Sλ(t)Aλu. Esto implica que

‖Sλu− Sµu‖ ≤ ‖Aλu−Aµu‖ → 0,

si λ, µ→∞. Tenemos que

S(t)u : ĺım
λ→∞

Sλ(t)u

existe para cada t ≥ 0, u ∈ D(A). Como ‖Sλ(t)‖ ≤ 1, el último
ĺımite existe para todo u ∈ B, uniformemente en t para subconjuntos
compactos de [0,∞). Por propiedades del ĺımite, es directo probar que
{S(t)}t≥0 es un semigrupo de contracciones en B.

5. Para concluir la demostración, basta que verifiquemos que A es el
generador de {S(t)}t≥0. Sea A el correspondiente generador. Sabemos
que

Sλ(t)u− u =

∫ t

0
Sλ(s)Aλuds
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y por la desigualdad del triángulo

‖SλAλu− SAu‖ | ≤ ‖Sλ‖ ‖Aλu−Au‖+ ‖(Sλ − S)Au‖ → 0,

si λ→∞ y u ∈ D(A) y obtenemos

S(t)u− u =

∫ t

0
S(s)Auds.

Por tanto, D(A) ⊂ D(A) y Au = ĺımt→0+
S(t)u−u

t = Au.

Si λ > 0, λ ∈ ρ(A) ∩ ρ(A), tenemos que

(λI −A)(D(A)) = (λI −A)(D(A)) = B,

como consecuencia de la hipótesis y concluimos que (λI − A)|D(A) es
inyectivo y suprayectivo. Con esto último, llegamos a que D(A) =
D(A).

�

Ahora bien, aún necesitamos dar más condiciones necesarias y suficientes
para determinar cuando A es el generador de un semigrupo. Por ejemplo, si
B es un espacio de Hilbert, la caracterización es más sencilla y es un caso
que es abordado con frecuencia. Veamos primero una definición y después
una serie de resultados que conectan estas ideas:

Definición 2.2.4 (Operador Maximal Acretivo) Sea A un operador
lineal definido en un espacio de Banach B, A : D(A) ⊂ B → B. Si para
cualesquiera u, v ∈ D(A) y cualquier λ > 0,

‖u− v‖ ≤ ‖u− v + λ(Au−Av)‖ ,

decimos que A es un operador acretivo. Si además, A es denso y I +A es
suprayectivo, i.e., R(I +A) = B, entonces A es m-acretivo.

Lema 2.2.1 Si A es m-acretivo , entonces A es cerrado y R(I + λA) = B,
para toda λ > 0, con

∥∥(I + λA)−1
∥∥ ≤ 1.

Demostración.
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1. Primero mostremos que A es cerrado. Sea un ∈ D(A), un → u y
Aun → v. Entonces

un +Aun = (I +A)un → u+ v.

Por definición del operador A, (I +A)−1 es un operador continuo de
B en D(A) ⊂ B. Entonces u = (I + A)−1(u + v) y esto muestra que
u ∈ D(A) y Au = v, y por lo tanto , A es cerrado.

2. Para la segunda afirmación, si λ0 > 0 tal que R(I+λ0A) = B, entonces
para cualquier λ > λ0/2, R(I+λA) = B, es decir, para cualquier v ∈ B
y λ la ecuación

u+ λAu = v

tiene solución. En efecto, podemos reescribir la ecuación anterior como

u+ λ0Au =
λ0

λ
v +

(
1− λ0

λ

)
u,

que equivalentemente, como (I + λ0A)−1 es invertible,

u = (I + λ0A)−1

(
λ0

λ
v +

(
1− λ0

λ

)
u

)
.

Notemos que
∥∥(I + λA)−1

∥∥ ≤ 1 se sigue inmediatamente de la defini-
ción de m-acretividad de A, ya que

‖u‖ =
∥∥(I + λA)−1v

∥∥ ≤ ‖v‖ ,
lo que implica

∥∥(I + λA)−1
∥∥ ≤ 1. Usando este hecho, llegamos a que

la ecuación anterior a la desigualdad es una contracción si∣∣∣∣1− λ0

λ

∣∣∣∣ < 1,

para λ > λ0/2. Por el teorema de la contracción, esa ecuación tiene
una única solución u ∈ D(A). Para concluir, notemos que el argumento
anterior funciona para toda λ > λ0/2

n y tomando ĺımite cuando n→
∞, obtenemos el resultado.

�
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Por el resultado que acabamos de mostrar, podemos notar que una condi-
ción necesaria y suficiente para que A se el generador de un semigrupo es que
sea m-acretivo . A continuación veremos que condiciones son equivalentes si
B es un espacio de Hilbert:

Lema 2.2.2 Supongamos que H es un espacio de Hilbert. Entonces las
condiciones necesarias y suficientes para que A sea m-acretivo son:

(i) Re(Au, u) ≥ 0 para todo u ∈ D(A),

(ii) R(I +A) = H.

Demostración. Véase [Zh04] pag. 33.

�

A partir de este punto, utilizaremos las herramientas que hemos ido
construyendo para resolver el siguiente problema:

du(t)
dt

+Au = 0,

u(0) = u0,

(2.10)

donde A es m-acretivo en un espacio de Banach B con la condición inicial
u0 ∈ D(A).

Teorema 2.2.4 El sistema (2.10) tiene una única solución tal que

u ∈ C1([0,∞);D(A)) ∩ C([0,∞);B).

Además, tenemos las siguientes estimaciones:

‖u‖ ≤ ‖u0‖ , ∀t ≥ 0,∥∥∥∥dudt
∥∥∥∥ ≤ ‖Au0‖ , ∀t ≥ 0,

donde D(A) lo entendemos como un espacio de Banach con su respectiva
norma (la de la gráfica).

Demostración. Por el teorema 2.2.3 y en particular, por lo realizado para
demostrar el “sólo si ”, tenemos que u(t) = S(t)u0 es solución clásica. Para
mostrar la unicidad, notemos que si u1, u2 son soluciones de (2.10), entonces
u1−u2 = u es solución de la misma ecuación con u0 = 0, con la regularidad
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antes mencionada. Sea T > 0 y consideremos φ(t) = S(t)u(T − t), para
toda t ∈ [0, T ]. Otra vez, por lo realizado en el“solo si ” del teorema de
Hille-Yosida, tenemos que

dφ

dt
= −S(t)

du(T − t)
dt

− S(t)Au(T − t) = S(t)Au(T − t)− S(t)Au(T − t)
= 0.

Por lo tanto, φ es constante con φ(0) = φ(T ) = u(T ) = S(T )u(0) = 0 y
concluimos que u1 = u2. Por otro lado,

‖u(t)‖ = ‖S(t)u0‖ ≤ ‖S(t)‖ ‖u0‖ ≤ ‖u0‖ ,

ya que ‖S(t)‖ ≤ 1. Además,

du

dt
= −Au = −AS(t)u0 = −S(t)Au0

y usando la desigualdad anterior, obtenemos el resultado.

�

En el caso en que A = −∆, B = L2(Ω), con Ω regular y u0 ∈ H1
0 (Ω),

tenemos la existencia y unicidad de la ecuación del calor por el teorema
anterior. Solo falta ver que −∆ es m-acretivo (véase en la siguiente sección).

Con este ejemplo reiteramos un hecho conocido con respecto a la regular-
idad de las soluciones de esta ecuación para t > 0, aún cuando la condición
inicial no lo sea. Aśı como en el caso de ecuaciones eĺıpticas, podemos hablar
de más regularidad lo cual sabemos que depende de la condición inicial u0.
En otras palabras, entre más regular sea la condición inicial, la solución con-
serva la misma regularidad. Más aún, si buscamos soluciones con condición
inicial en B (no necesariamente en D(A)), tiene sentido y podemos mostrar
que existe una única solución. Por esta razón, perderemos propiedades de
la solución, como la diferenciabilidad y no necesariamente va a existir un
tiempo para el cual la solución pertenezca a D(A).

Veamos un ejemplo que motivará una nueva definición de solución e
ilustremos algunos aspectos antes mencionados.

Ejemplo 2.2.2 Sea B = {u |u ∈ C[0, 1], u(0) = 0} y la norma

‖u‖B = máx
0≤x≤1

|u(x)|,
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con la cual B es un espacio de Banach. Consideremos el operador

A =
d

dx

con D(A) = {u |u ∈ C1[0, 1], u(0) = u′(0) = 0}. Es un resultado conocido
que D(A) es denso en B. Para ver que A es m-acretivo , es suficiente mostrar
que para cualquier v ∈ B, el problema

λdu
dx

+ u = v,

u(0) = 0,

tiene una única solución en D(A) y
∥∥(I + λA)−1

∥∥ ≤ 1. De hecho, no es
dif́ıcil verificar que

u(x) =
1

λ
e−

1
λ
x

∫ x

0
e

1
λ
yv(y) dy,

u ∈ D(A) y

|u(x)| ≤ ‖v(y)‖B
1

λ
e−

1
λ
x

∫ x

0
e

1
λ
y dy

= (1− e−
1
λ
x) ‖v‖B ≤ ‖v‖B .

Por lo tanto, ‖u‖B ≤ ‖v‖B y A es m-acretivo.

Ahora, la correspondiente ecuación de evolución asociada a A es
ut + ux = 0 en R× (0, 1],
u = 0 en {x = 0} × (0, 1],
u(x, 0) = u0(x) ∈ B en [0, 1].

Si utilizamos el método de las caracteŕısticas, podemos resolver el pro-
blema anterior y llegamos a que la solución es de la forma

u(x, t) = S(t)u0 =

{
u0(x− t) si x− t ≥ 0
0 si ≤ x ≤ t.

Entonces, si u0 es continua, pero no diferenciable, tenemos que u(t) =
S(t)u0 no es diferenciable para t ≥ 0 y tampoco pertenece a D(A).
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Como mencionamos anteriormente, la condición inicial es un factor para
que la solución no sea diferenciable. A pesar de este inconveniente, si el
espacio B y el operador A tienen más propiedades, ayuda a que la solución
sea más regular. Por ejemplo, si B = H, H un espacio de Hilbert y A
autoadjunto y m-acretivo , tenemos el siguiente resultado de regularidad :

Teorema 2.2.5 Para todo u0 ∈ H, el problema (2.10) admite una única
solución clásica u(t) = S(t)u0 con

u ∈ C([0,∞);H) ∩ Ck([0,∞);D( Aj)) ∀k, j = 0, 1, . . . ,

donde

D(Aj) = {u |u ∈ D(Aj−1), Au ∈ D(Aj−1), j ∈ N}
= {u | Aju ∈ B, j = 0, 1, . . .A0u = u},

con la norma

‖u‖D(Am) =

 m∑
j=0

∥∥Aju∥∥2

 1
2

.

Además, tenemos las siguientes estimaciones:

‖u‖ ≤ ‖u0‖ , ∀t ≥ 0,∥∥∥∥dudt
∥∥∥∥ = ‖Au(t)‖ ≤ 1

t ‖u0‖ , ∀t > 0,

Demostración. Véase [Zh04] pag 39.

�

Ahora bien, notemos que definir u(t) = S(t)u0 aún cuando u0 no este en
D(A) tiene sentido y puede ser pensada como una solución generalizada. A
este tipo de soluciones les llamaremos soluciones débiles, es decir, cuando
u0 ∈ B. También, podemos ver que la definición anterior no restringe el tipo
de ecuación a trabajar y por esta razón, adoptaremos este término para otras
ecuaciones de evolución. En la siguiente sección abordaremos la existencia
de soluciones para un caso más general.
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2.3. Ecuaciones Semilineales

En esta sección mostraremos bajo que condiciones la ecuación
du(t)
dt

+Au = F (u(t)),

u(0) = u0,

(2.11)

admite una solución local, donde A es un operador m-acretivo que va de su
dominio D(A) a un espacio de Banach B, F es operador no lineal de B en B.

La idea principal para realizar lo anterior es utilizar las herramientas de
semigrupo y dar argumentos de contracción, como en el caso de EDO. Antes
de enunciar el resultado principal de esta sección, necesitamos la siguiente
definición:

Definición 2.3.1 (Condición de Lipschitz Local) Sea B un espacio de
Banach y F : B → B un operador no lineal. Decimos que F satisface una
condición de Lipschitz local si para cualesquiera u, v ∈ B y M > 0, existe
una constante LM que solo depende de M tal que si ‖u‖ ≤M y ‖v‖ ≤M ,

‖F (u)− F (v)‖ ≤ LM ‖u− v‖ .

Teorema 2.3.1 Supongamos que A es un operador m-acretivo y F un oper-
ador no lineal que satisface una condición de Lipschitz local. Entonces para
cualquier u0 ∈ B existe una constante T > 0 que sólo depende de ‖u0‖ tal
que (2.11) en [0, T ] admite una única solución local débil u ∈ C([0, T ];B) y
cumple con

u(t) = S(t)u0 +

∫ t

0
S(t− τ)F (u(τ)) dτ, ∀t ∈ [0, T ].

Por otro lado, podemos extender la solución u a un intervalo máximo
[0, T ∗) con las siguientes alternativas

(i) T ∗ =∞, i.e., la solución es global, o

(ii) T ∗ <∞ y

ĺım
t→T ∗

‖u(t)‖ =∞,

i.e., la solución estalla en tiempo finito.
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Si además, u0 ∈ D(A), entonces u es Lipschitz continua en [0, T ∗) y clásica
si:

(iii) B es un espacio de Banach reflexivo, o

(iv) F : D(A)→ D(A) con u ∈ C1([0, T ∗);B) ∩ C([0, T ∗);D(A)).

Demostración.

1. Sea L la constante de Lipschitz correspondiente a M = ‖u0‖ + 1 y T
una constante positiva tal que T < 1

L .

Definamos E = {u ∈ C([0, T ];B) | ‖u(t)‖ ≤ M, ∀t ∈ [0, T ]}, con la
norma

‖u‖E = sup
0≤t≤T

‖u(t)‖ .

Es fácil verificar que E es convexo y cerrado en C([0, T ];B).

Ahora, consideremos la función

φ(u) = S(t)u0 +

∫ t

0
S(t− y)F (u(y)) dy

definida en E . Para cualquier u ∈ E , tenemos que

‖φ(u)‖E ≤ ‖S(t)u0‖+

∫ T

0
‖S(t− y)F (u(y))‖ dy ≤ ‖u0‖+∫ T

0
‖F (0)‖ dy +

∫ T

0
‖F (u(y))− F (0)‖ dy ≤ ‖u0‖+ T (‖F (0)‖+ LM).

La segunda desigualdad es por que ‖S(t)‖ ≤ 1, la condición de Lips-
chitz para F y ‖u‖ ≤M .

Si T es tal que

T < mı́n

(
1

L
,

1

‖F (0)‖+ LM

)
,
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entonces φ(u) manda E en si mismo. Más aún, si u1, u2 ∈ E ,

‖φ(u1)− φ(u2)‖ = sup
0≤t≤T

∥∥∥∥∫ t

0
S(t− y)(F (u1(y))− F (u2(y))) dy

∥∥∥∥
≤ LT ‖u1 − u2‖E ,

es decir, φ(u) es contracción en E y podemos concluir que φ tiene un
punto fijo, que es la correspondiente solución débil de (2.11).

2. Para probar la unicidad, sean u1, u2 ∈ C([0, T ];B) dos soluciones y
sea u = u1 − u2. Entonces

u(t) =

∫ t

0
S(t− y)(F (u1)− F (u2)) dy, ‖u(t)‖ ≤ L

∫ t

0
‖u(y)‖ dy.

Por la desigualdad de Gronwall, podemos deducir que ‖u(t)‖ = 0 y
por consiguiente, u1 = u2. Si u0 ∈ D(A), h > 0 tal que t+ h ∈ (0, T )
y û(t) = u(t + h), vemos que û(t) es una solución débil de (2.11) con
condición inicial u(h). Además,

‖u(t+ h)− u(t)‖ = ‖û(t)− u(t)‖ ≤ ‖u(h)− u0‖ eLt,

por la desigualdad de Gronwall y por sus respectivas representaciones
en términos de S(t),u0 y u(h). Por otro lado, tenemos que

‖u(h)− u0‖ =

∥∥∥∥S(h)u0 − u0 +

∫ h

0
S(h− y)F (u) dy

∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∫ h

0
S(y)Au0 udy

∥∥∥∥+ h ‖F (u0)‖+ L ‖u− u0‖

≤ (‖Au0‖+ ‖F (u0)‖)h+ L ‖u− u0‖ .

Nuevamente por la desigualdad de Gronwall, obtenemos

‖u(h)− u0‖ ≤ (‖Au0‖+ ‖F (u0)‖)heLh

y por consiguiente, si t1, t2 ∈ [0, T ], deducimos

‖u(t1)− u(t2)‖ ≤ (‖Au0‖+ ‖F (u0)‖)|t1 − t2|e2LT ,

es decir, u es Lipschitz.
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3. Si B es reflexivo, con u0 ∈ D(A), tenemos que F (u(t)) es Lipschitz en
t, ya que F es Lipschitz. Se puede mostrar que f ′ ∈ L1([0, T ];B) y f
Lipschitz, entonces

f(t) = f(0) +

∫ t

0
f ′(y) dy,

para cualquier función Lipschitz de [0, T ] a B (véase [Zh04], pag. 45).

Ahora bien, si g ∈ L1([0, T ];B), entonces

w(t) =

∫ t

0
S(t− y)g(y) dy ∈ C([0, T ;B]),

ya que

w(t+ h)− w(t) =

∫ t+h

0
S(t+ h− y)g(y) dy −

∫ t

0
S(t+−y)g(y) dy

= (S(h)− I)w(t) +

∫ t+h

t
S(t+ h− y)g(y) dy,

Además, si h→ 0, entonces

‖w(t+ h)− w(t)‖ ≤ ‖(S(h)− I)w(t)‖+

∫ t+h

t
‖g(y)‖ dy → 0,

donde usamos la continuidad de S(t) y la continuidad absoluta de
‖g‖ ∈ L1[0, T ]. Por otro lado, notemos que para casi toda t ∈ [0, T ]

w(t+ h)− w(t)

h
=

1

h

∫ t+h

0
S(y)f(t+ h− y)− f(t− y) dy

+
1

h

∫ t+h

t
S(y)f(t+ h− y) dy −→ dw

dt
si h→ 0

con

dw

dt
= S(t)f(0) +

∫ t

0
S(y)f ′(t− y) dy

= S(t)f(0) +

∫ t

0
S(t− y)f ′(y) dy ∈ C([0, T ];B).

Y por consiguiente, para casi toda t, si f(t) = F (u(t))

dw

dt
= −Aw + F (u).
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Como w,F (u) ∈ C([0, T ];B) y por la igualdad anterior, para casi toda
t, Aw = v ∈ C([0, T ];B). Como A es un operador cerrado, podemos
concluir que w ∈ C([0, T ];D(A)) ∩ C1([0, T ];B) y por tanto, solución
clásica.

4. Si F : D(A) → D(A), sea B1 = D(A), A1 = A y D(A1) = D(A2) 7→
B1. Entonces B1 es un espacio de Banach y A1 es un operador densa-
mente definido de D(A2) en B1.

Primero probaremos que A1 es m-acretivo en B1. Sea u, v ∈ D(A2),
como A es acretivo en By usando la definición de ‖·‖D(A), tenemos
que

‖u− v + λ(Au−Av)‖D(A) =
(
‖u− v + λ(Au−Av)‖2

por def. de la norma en D(A) +
∥∥Au−Av + λ(A2u−A2v)

∥∥2
) 1

2

por m-acretividad ≥
(
‖u− v‖2 + ‖Au−Av‖2

) 1
2

= ‖u− v‖D(A) ,

i.e., A1 es en B1. Además, si v ∈ B, existe un único u ∈ D(A) tal que
u+Au = v, por ser A m-acretivo . Ahora, si consideramos v ∈ D(A),
la ecuación anterior admite una única solución u ∈ D(A) y por tanto,
Au = v−u ∈ D(A). Entonces u ∈ D(A2), i.e., A1 es m-acretivo en B1.

Sea S1(t) el semigrupo generado por A1. Si u0 ∈ D(A1), entonces
u(t) = S1(t)u0 ∈ C([0, T ];D(A1)) ∩ C([0, T ];A1) es la única solución
de 

du
dt

+Au = 0

u0 = u0.

Por otro lado, u(t) = S(t)u0 también es una solución clásica en el
espacio C([0, T ];D(A))∩C([0, T ];B). Esto nos indica que S1(t) es una
restricción de S(t) en B1. Por lo antes probado, se tiene una solución
débilmente única en C([0, T ], B1) con

u(t) = S1(t)u0 +

∫ t

0
S1(t− y)F (u(y)) dy,
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o bien,

u(t) = S(t)u0 +

∫ t

0
S(t− y)F (u(y)) dy en D(A).

Por el resultado enunciado al principio del inciso anterior y las estima-
ciones hechas para w, podemos concluir que u es un solución clásica.

5. Por último, mostremos (i) y (ii). Supongamos u1,u2 son soluciones en
los intervalos [0, T1] y [0, T2], respectivamente. Si T1 < T2, por uni-
cidad, tenemos que u1(t) = u2(t), ∀t ∈ [0, T1]. Podemos pensar a u2

como una extensión de u1. Esto define un orden parcial. Por el lema
de Zorn, existe un Tmax y [0, Tmax) es el correspondiente intervalo
máximo de existencia de la solución. Basta probar que si Tmax < ∞,
entonces la solución estalla.

Supongamos que u no estalla. Entonces existe una constante M > 0 y
una sucesión tn, tal que tn → Tmax y ‖u(tn)‖ ≤M . Consideremos

dv
dt

+Av = F (v),

v(0) = u(tn).

Sabemos que este problema admite una única solución en el intervalo
[0, δ(M)]. Podemos escoger n suficientemente grande de tal forma que
tn + δ > Tmax. Sea

u(t) =

{
u(t) 0 ≤ t ≤ tn,
v(t− tn) tn ≤ t ≤ tn + δ.

Deseamos probar que u(t) es una solución débil de (2.11) en [0, tn+δ],
es decir, u(t) satisface la ecuación

u(t) = S(t)u0 +

∫ t

0
S(t− y)F (u(y)) dy.

Tenemos que

u(t) = S(t)u0 +

∫ t

0
S(t− y)F (u(y)) dy 0 ≤ t ≤ tn,

v(t) = S(t)u(tn) +

∫ t

0
S(t− y)F (v(y)) dy 0 ≤ t ≤ δ.
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Si t ∈ [0, δ],

u(t+ tn) = v(t) = S(t)u(tn) +
∫ t

0 S(t− y)F (v(y)) dy =∫ t
0 S(t− y)F (v(y)) dy + S(t)

(
S(tn)u0 +

∫ t
0 S(tn − y)F (u(y)) dy

)
=

S(t+ tn)u0 +
∫ tn

0 S(t+ tn − y)F (u(y)) dy+∫ t+tn
tn

S(t+ tn − y)F (v(y − tn)) dy = S(t+ tn)u0+∫ tn
0 S(t+ tn − y)F (u(y)) dy +

∫ t+tn
tn

S(t+ tn − y)F (u(y)) dy =

S(t+ tn)u0 +
∫ t+tn

0 S(t+ tn − y)F (u(y)) dy.

Si combinamos la última estimación con la representación de u(t) en
[0, tn], obtenemos que u(t) es solución débil en el intervalo [0, tn+ δ], y
por tanto una contradicción al hecho de que [0, Tmax] era el intervalo
más largo al que se pod́ıa extender la solución de (2.11).

�

Por el resultado anterior, si probamos que F (u) = −λu + |u|p−1u es
localmente Lipschitz de B en B y A = −∆ es m-acretivo, con condición
inicial u0(x) ∈ D(A) = H1

0 (Ω) ∩H2(Ω) y B = L2(Ω), habremos probado el
teorema 2.1.1.

Para ver que A = −∆ es m-acretivo, sea g ∈ B y consideremos{
u−∆u = g en Ω
u = 0 en ∂Ω.

Este problema es equivalente a encontrar una función u ∈ H1
0 (Ω) tal que

para toda v ∈ H1
0 (Ω), la siguiente igualdad es válida

a(u, v) =

∫
Ω
∇u · ∇v + uv dx =

∫
Ω
gv dx.

Es fácil ver que a(u, v) es una forma bilineal coerciva y acotada. Por
el teorema de Lax-Milgram, el problema anterior tiene una única solución
u ∈ H1

0 (Ω).

Además,

a(u, u) = ‖u‖2L2 + ‖∇u‖2L2 =

∫
Ω
gudx ≤ ‖g‖L2 ‖u‖ ,
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y por tanto

‖u‖H1
0
≤ ‖g‖L2 ,

es decir, ∥∥(I +A)−1
∥∥ ≤ 1.

Esto último prueba que A es m-acretivo. Para ver que F (u) es localmente
Lipschitz, basta mostrar que f(u) = |u|p−1u lo es. De hecho, como u ∈
L2(Ω), entonces

‖λu− λv‖ = ‖λ(u− v)‖ = |λ| ‖u− v‖ ∀u, v ∈ L2(Ω).

Ahora, como f(x) = |x|p−1x es de clase C1(R) si 1 < p < p∗ = n+2
n−2 ,

entonces f(u) ∈ C1(B,B) si u ∈ B . Por el teorema del valor medio (véase
[Jo05]), se sigue que f(u) es localmente Lipschitz.

2.4. Existencia Global y Local

En esta sección discutiremos como caracterizar la existencia global y lo-
cal de (2.1). Para ésto, veremos que lo anterior depende de la enerǵıa de la
condición inicial y del problema eĺıptico asociado. De forma más precisa, por
la propiedad decreciente de la enerǵıa de (2.1) y a partir de las soluciones
dadas por el teorema del paso de montaña del problema eĺıptico asociado,
se tienen cotas para mostrar lo primero mencionado. Se pueden consultar
[GW05], [ABKQ], [I00], [IS00], etc. y las referencias en estos art́ıculos.

Consideremos la ecuación
ut −∆u− |u|p−1u = 0 en Ω× (0, T ),
u(0, x) = u0 en Ω,
u = 0 en ∂Ω× (0, T ),

(2.12)

con las mismas condiciones para p y Ω que en las secciones anteriores de
este caṕıtulo. Ahora, consideremos los siguientes tres conjuntos a estudiar:

(i) B = {u0 ∈ H1
0 (Ω) |u(t) solución de (2.12) estalla en tiempo finito },

(ii) G = {u0 ∈ H1
0 (Ω) |u(t) solución de (2.12) existe para toda t > 0},

(iii) G0 = {u0 ∈ G |u(t)→ 0 en H1
0 (Ω) si t→∞}.
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Un resultado con respecto a estos conjuntos (véase [GW05]) es que G es
cerrado, B es abierto y G0 = int(G). De hecho, de lo anterior, podemos ver
que los puntos en ∂G tienen un papel importante (véase el lema 2.13 y los
teoremas 2.4.6 y 2.4.7) y nos servirá para el siguiente caṕıtulo (véanse los
teoremas 3.2.3 y 3.2.4).

De forma más precisa, para demostrar el teorema 3.2.3, necesitamos ase-
gurar que con una condición inicial con enerǵıa más grande que la constante
d (véase la siguiente pagina), las soluciones sean globales y éstas converjan
a soluciones estacionarias no triviales.

Ahora bien, notemos que (2.1) y (2.12) difieren por un término, λu. De
hecho, los mismos resultados se pueden aplicar a (2.1), ya que las estima-
ciones necesarias dependen su enerǵıa y podemos dominar la enerǵıa de (2.1)
por la de (2.12), por la desigualdad de Poncaire. Por lo anterior, recordemos
que el problema eĺıptico asociado a (2.12) es{

−∆u− |u|p−1u = 0 en Ω,
u = 0 en ∂Ω,

(2.13)

el cual sabemos que representa las soluciones estacionarias de (2.12). Por un
lado, el funcional de enerǵıa asociado a esta última ecuación es∫

Ω

1

2
|∇u|2 − 1

p+ 1
|u|p+1 dx.

Por otro, también es equivalentemente considerar el siguiente funcional∫
Ω
|∇u|2 − |u|p+1 dx

para buscar las soluciones de (2.13). La razón de lo anterior, se debe a que
la ecuación de E-L es la misma, por la invariancia de las soluciones con res-
pecto a reescalamientos, dilataciones y un múltiplo adecuado.

Ahora, por lo realizado en el caṕıtulo 1, recordemos que (2.13) admite
una solución de paso de montaña

d = mı́n
u∈H1

0 (Ω)\{0}
máx
s≥0

J(su).

Continuando, sabemos de este problema está relacionado con encontrar
la constante de Sobolev S(Ω) y de forma expĺıcita

d =
p− 1

2(p+ 1)
Sp+1/p−1.
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Sea K = {u ∈ H1
0 (Ω) |u ≥ 0 c.s. en Ω}, el cono de funciones no negativas

y la variedad de Nehari, N = {u ∈ H1
0 (Ω) \ {0} |K(u) = 0}.

Si estudiamos el comportamiento de la función s 7→ K(su) para funciones
con ‖u‖H1

0 (Ω) = 1, se puede mostrar que cada linea empezando por el origen

en H1
0 (Ω) intersecta a esta variedad. Podemos percatarnos que ésta última

separa los siguientes conjuntos

N+ = {u ∈ H1
0 (Ω) |K(u) > 0} y N− = {u ∈ H1

0 (Ω) |K(u) < 0}.

Recordemos que los niveles de enerǵıa de J son

Jk = {u ∈ H1
0 (Ω) | J(u) < k}.

De hecho, podemos caracterizar el nivel de enerǵıa d como

d = mı́n
u∈N

J(u).(2.14)

Con esto último, podemos empezar a mostrar los resultados principales
de esta sección:

Teorema 2.4.1 Si u0 ∈ G, entonces para cualquier k > 0, tenemos que

ĺım
t→∞
‖u(t+ k)− u(t)‖C1 = 0,

donde u(t) = S(t)u0 es la solución de (2.12) y S(t) es el semigrupo asociado.

Demostración. Véase [GW05]

�

Teorema 2.4.2 Las siguiente condiciones son suficientes :

1. Si u0 ∈ Jd ∩N+, entonces u0 ∈ G0, es decir, Jd ∩N+ ⊂ G0.

2. Si u0 ∈ Jd ∩N−, entonces u0 ∈ B, es decir, es decir Jd ∩N− ⊂ B.

Para dar la demostración del teorema, necesitamos del siguiente resultado:

Lema 2.4.1 Para cualquier u ∈ N+, J(u) > 0. Más aún, para toda u ∈
N , tenemos que J(u) = máxs≥0 J(su). Además, para cualquier k > 0, el
conjunto Jk ∩N+ es acotado en H1

0 (Ω).
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Demostración. Para las primeras dos afirmaciones basta estudiar la mono-
tońıa de J(su) para u ∈ H1

0 (Ω) tal que ‖u‖H1
0 (Ω) = 1. Para la última afir-

mación, basta notar que las condiciones K(u) > 0 y J(u) < k implican que

‖u‖2H1
0 (Ω) < k 2(p+1)

p−1 .

�

Demostración. de 2.4.2 Sea u(t) = S(t)u0. Como J(u0) < d y la enerǵıa aso-
ciada es una función decreciente con respecto a t, tenemos que J(u(t)) < d
para toda t ∈ [0, T ). Por la caracterización de paso de montaña (2.14) u /∈ N ,
para toda t ∈ [0, T ) y por tanto, u(t) no se puede aproximar a N si t→ T .
De hecho, si u0 ∈ N−, tenemos que u(t) ∈ Jd ∪ N− para toda t y, como no
hay soluciones para toda t en N−, la solución estalla en tiempo finito por
los teoremas 3 y 4 en [GW05].

Por otro lado, si u0 ∈ N+, tenemos que u(t) ∈ Jd ∩ N+ para toda t
y permanece acotada por el lema anterior y por el teorema 3 en [GW05].
Esto muestra que u0 ∈ G. Como u ≡ 0 es la única solución de (2.13) en Jd,
podemos concluir que u0 ∈ G0.

�

El teorema 2.4.2 es importante ya que nos da una buena descripción
del comportamiento de las soluciones de (2.12) dentro de un cierto rango
de enerǵıa. De hecho, la existencia de soluciones globales y locales no se
restringe a estos casos, como veremos en el siguiente resultado:

Teorema 2.4.3 Para cualquier constante M > 0, existen soluciones de
(2.12) u, v ∈ N+ ∩K ∩ C1

0 (Ω) con J(u), J(v) ≥M , tal que u ∈ G0, v ∈ B.

Antes de dar una demostración de lo anterior, necesitamos del siguiente
resultado. Para ver su demostración, se puede consultar [GW05]:

Teorema 2.4.4 Si v es una solución no trivial de (2.13) y u0 ∈ H1
0 (Ω) con

u0 6≡ v, entonces

(i) Si v+ 6= 0 y u0 ≥ v, entonces u0 ∈ B.

(ii) Si v− 6= 0 y u0 ≤ v, entonces u0 ∈ B.

(iii) Si v > 0 y −v ≤ u0 ≤ v, entonces u0 ∈ G0.
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Demostración. Sea M > 0 y f solución positiva de (2.13). Consideremos
c > 0 y Ω′ ⊂ Ω un conjunto abierto tal que f > c en Ω′. Para k > 0, sea
φk ∈ C1

0 (Ω′), tal que

‖φk‖H1
0
≥ k y ‖φk‖L∞ ≤ c.

Para k fija, definimos w+ = f + φk y w− = f − φk. Entonces w± ∈ K y

‖w±‖H1
0
≥ ‖φk‖H1

0
− ‖v‖H1

0
≥ k − ‖f‖H1

0

‖w±‖Lp+1 ≤ ‖f‖Lp+1 + ‖φk‖Lp+1 ≤ ‖v‖Lp+1 + c|Ω′|1/(p+1).

Entonces, si k es suficientemente grande, tenemos que J(w±) ≥ M y
K(w±) > 0. Por tanto, w± ∈ N . Para esta misma k, consideremos u = w−
y v = w+. Como 0 ≤ u ≤ f tenemos que u ∈ G0, por el teorema (2.4.4) (iii)
y v ∈ B por (i).

�

Hasta el momento, solamente nos hemos restringido a los casos de solu-
ciones que estallan o soluciones que convergen a cero. El siguiente resultado
nos muestra que pasa con el resto de las soluciones globales en ciertos casos:

Lema 2.4.2 Supongamos que Ω es un dominio que admite una solución
positiva v de (2.13). Entonces,

(i) para toda condición inicial u0 ∈ ∂G ∩K, tenemos que

‖S(t)u0 − v‖C1 → 0,

si t→∞,

(ii) para toda condición inicial u0 ∈ ∂G ∩ J2d, tenemos que

‖S(t)u0 − v‖C1 → 0, o bien

‖S(t)u0 + v‖C1 → 0,

si t→∞.

Demostración. Véase [GW05].

�
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Es decir, hay soluciones globales que convergen a soluciones del caso
estacionario. Este hecho será de gran utilidad cuando abordemos el caso de
formación de patrones.

Hasta el momento, no hemos mencionado que ocurre cuando p = p∗. De
hecho, varias cosas que hemos mostrado se cumplen para este caso, véase
[I00], [IS00], [S00] y las referencias que se dan en estos art́ıculos. No de-
beŕıamos sorprendernos por el hecho de que también hay grandes diferen-
cias, ya que lo mismo ocurre en el caso estacionario y la dependencia con el
caso evolutivo es fuerte. Ahora, daremos algunos resultados en esta dirección
señalando las respectivas diferencias.

Lo primero que tenemos que mencionar es que la existencia y unicidad
para un tiempo T , con condición inicial u0 ∈ H1

0 (Ω) de (2.12) y p = p∗,
se sigue de forma análoga al caso que hemos trabajado. Además, seguimos
teniendo la continuidad en t a valores en H1

0 (Ω) y la diferenciabilidad para
t > 0.

Ahora veamos el siguiente resultado que muestra las primeras diferencias
entre los dos casos:

Proposición 2.4.1 Sea 1 < p ≤ p∗, E = {u ∈ H1
0 (Ω) |u satisface (2.13) },

W = (Jd ∩N+) ∪ {0} y V = Jd ∩N−. Entonces

(i) W es una vecindad acotada de 0 en H1
0 (Ω).

(ii) W y V están conectados por trayectorias en H1
0 (Ω).

(iii) Si Ω es un dominio estrellado y p = p∗, E ∩ K = {0}. Si 1 < p < p∗,
(E ∩K) \ {0} 6= ∅.

(iv) W = {u ∈ H1
0 (Ω) | J(v) ≤ d, I(v) > 0}∪{0}, si p = p∗ y si 1 < p < p∗,

W = {u ∈ H1
0 (Ω) | J(v) ≤ d, I(v) ≥ 0} ∪ {0}.

(v) 0 /∈ V = {v ∈ H1
0 (Ω) | J(v) ≤ d, I(v) < 0} si p = p∗ y si 1 < p < p∗,

V = {v ∈ H1
0 (Ω) | J(v) ≤ d, I(v) ≤ 0}.

(vi) W ∩ V = ∅ si p = p∗. W ∩ V 6= ∅ si 1 < p < p∗.

Demostración. Véase [IS00].

�
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Ahora, pensando en término de existencia de soluciones locales y glo-
bales, el siguiente resultado nos muestra otra gran diferencia con respecto a
soluciones que estallan:

Teorema 2.4.5 Sea Ω un dominio estrellado, n ≥ 3, p ∈ (1, p∗] y u0 ≥ 0.
Si u es solución de (2.12) tenemos las siguientes alternativas:

(i) Si T <∞, entonces ‖u‖L∞ =∞ y J(u)→ −∞.

(ii) Si T =∞, entonces ‖u‖L∞ <∞ y ‖u‖L∞ =∞ solamente para el caso
p = p∗. Además, si ‖u‖H1

0
<∞ y ĺımt→∞ J(u) ≥ 0.

Demostración. Véase [S00], [IS00] y [I00].

�

Más adelante veremos como se demuestra parte de (ii) (véase teorema
2.4.6).

Es decir, cuando p ∈ (1, p∗) las soluciones estallan en tiempo finito o
son globales, mientras que en el caso p = p∗ también existen soluciones que
estallan en tiempo infinito. De hecho, estamos interesados en las soluciones
globales en ambos casos.

La condición J(u) ≥ 0 parece sorprendente, pero podemos argumentar
de la siguiente forma:

Para ambos casos, las soluciones globales convergen a soluciones no triv-
iales de la ecuación estacionaria u∗ o a 0 en H1

0 (Ω) y como J es decreciente,
tenemos que J(u∗) > 0 si u → u∗ y cero en el otro caso. La enerǵıa de la
solución del caso estacionario es positiva por el teorema 3.1.2.

Para apoyar el argumento anterior, es conveniente ver el siguiente resul-
tado:

Proposición 2.4.2 Sea u solución de (2.12). Si existe t0 ∈ [0, T ) tal que
u(t0) ∈ W (respectivamente en V ), entonces u(t) ∈ W (respectivamente en
V ) para toda t ∈ [t0, T ). Para el caso p = p∗, si u(t0) ∈ V , entonces T <∞.
Si T =∞, u(t0) ∈W si y solamente si u(t)→ 0 en H1

0 (Ω) si t→∞.

Demostración. Para el caso p = p∗, véase [IS00]. Si 1 < p < p∗, se obtiene el
resultado de teorema 2.4.2
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�

En otras palabras, una solución global con condición inicial positiva no
puede tener enerǵıa negativa si existe un tiempo en el cual la solución este
en V .

Ahora, para el caso en el cual u(t) /∈W ∪V daremos una caracterización
de soluciones que existan de forma global, pero que no converjan a cero. Por
lo antes mencionado, definimos C0 ≥ 0 como sigue

C0 =
2(p+ 1)

p− 1
ĺım
t→∞

J(u(t))

si u es global.

Teorema 2.4.6 Sea Ω un dominio estrellado, n ≥ 3, p = p∗ y u0 ≥ 0. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. C0 > 0.

2. J(u(t)) ≥ d en [0,∞).

3. u(t) /∈W ∪ V .

4. ĺımt→∞ ‖u(t)‖L∞ =∞.

Antes de empezar a dar una demostración, podemos ver que se desprende
el siguiente corolario con respecto al comportamiento de las soluciones glob-
ales:

Corolario 2.4.1 Con las mismas condiciones del teorema anterior y u solu-
ción global, tenemos

1. u(t0) ∈W para alguna t0 ≥ 0, donde ĺımt→∞ ‖u(t)‖L∞ =
ĺımt→∞ ‖∇u(t)‖L2 = 0 y C0 = 0 o

2. u(t) /∈W ∪ V para toda t ≥ 0, donde ĺımt→∞ ‖u(t)‖L∞ =∞,
0 < ĺım inft→∞ ‖∇u(t)‖L2 <∞ y C0 > 0.

Para ver una demostración de estos dos resultados, necesitamos de los
siguientes hechos:
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Si las soluciones son globales, como J es decreciente y

J(u(t)) +

∫ t

0
‖ut(s)‖2L2 ds = J(u(0)),

la siguiente integral existe ∫ ∞
0
‖ut(s)‖2L2 ds

y por consiguiente, existe una subsucesión {tj} con tj → ∞ si j → ∞ tal
que

‖ut(tj)‖L2 → 0.(2.15)

Por el hecho de que u es global, ‖ut(t)‖L2 ≤ K para toda t ≥ 0, con
K > 0. Además, sabemos que

0 ≤ ĺım
t→∞

J(u(t)) = J(u0)−
∫ t

0
‖ut(s)‖2L2 ds.

Lema 2.4.3 Si u es solución global y {tj} cumple la propiedad (2.15), en-
tonces existe M > 0 tal que

1. ‖∇u(tj)‖L2 ≤M para toda j,

2. I(u(tj))→ 0 si j →∞.

3. Existe C0 ≥ 0 tal que

ĺım
j→∞

‖∇u(tj)‖2L2 = ĺım
j→∞

‖u(tj)‖p+1
Lp+1 = C0

Demostración. Como

(ut(t), u(t)) = −‖∇u(t)‖2L2 + ‖u(t)‖p+1
Lp+1 ,

las soluciones están acotadas y con una sucesión como en (2.15), tenemos
que

| − ‖∇u(tj)‖2L2 + ‖u(tj)‖p+1
Lp+1 | ≤ K ‖ut(tj)‖L2 .

Es decir,

‖∇u(tj)‖2L2 = ‖u(tj)‖p+1
Lp+1 + o(1)
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con o(1)→ 0 si j →∞. Además, notemos que

J(u(t)) =
p− 1

2(p+ 1)
‖∇u(tj)‖2L2 +

1

p+ 1
I(u(t)) =

p− 1

2(p+ 1)
‖∇u(tj)‖2L2 + o(1)

= J(u0)−
∫ tj

0
‖ut(s)‖2L2 ds ≤ J(u0)

si j →∞. De aqúı es fácil ver que

C0 =
2(p+ 1)

p− 1
ĺım
j→∞

J(u(tj)) =

2(p+ 1)

p− 1

(
J(u0)−

∫ ∞
0
‖ut(s)‖2L2 ds

)
≥ 0.(2.16)

Por la desigualdad anterior y por el teorema de encaje de Sobolev, obte-
nemos el resultado.

�

Ahora, daremos una demostración de 2.4.6:

La equivalencia de 2 y 3 es bastante sencilla, usando la caracterización
de V y W . Para ver que 1 implica 2, supongamos que 2 es falso. Entonces,
J(u(t0, x)) < d para algún t0 ∈ [0,∞) y podemos ver que u(t0, x) ∈ W .
Por consiguiente ‖∇u(t0, x)‖L2 → 0 si t → ∞ por la proposición 2.4.1 y
ĺımt→∞ J(u(t, x)) = 0. Por definición de C0 esto implica que C0 = 0 con-
tradiciendo la hipótesis.

Para ver la otra equivalencia, notemos que si suponemos que C0 = 0,
por (2.16), podemos llegar a que J(u(tk, x)) < d para alguna k, lo cual con-
tradice la hipótesis.

Falta mostrar la equivalencia de 1 y 4. Por un lado, por el lema 1.2.1
podemos encontrar una sucesión {tj} que cumpla (2.15)tal que

ĺım
j→∞

‖u(tj , x)‖Lp+1 = C0,

Supongamos que el ĺım inft→∞ ‖u(t, x)‖L∞ <∞. Como Ω es un dominio
estrellado, por el teorema 2.4.5 llegamos a que ĺımt→∞ ‖u(t, x)‖L∞ = 0 y
por tanto, C0 = 0 lo cual contradice 1.

La demostración de implicación faltante se puede ver en [IS00]. Con esto
concluimos la demostración del resultado
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El siguiente resultado nos garantiza la convergencia de las soluciones
globales a soluciones del problema estacionario:

Teorema 2.4.7 Sea 1 < p < p∗ y u una solución global de (2.12). Entonces
existe una sucesión {tn} con tn →∞ si n→∞ tal que u(tn, x) es relativa-
mente compacta en H1

0 (Ω) de tal forma que existe un elemento u∞ solución
de la ecuación estacionaria asociada, con u→ u∞ en H1

0 (Ω) si n→∞ bajo
una subsucesión. De hecho, si C0 > 0, u∞ es una solución no trivial. Si
C0 = 0, u∞ = 0.

La demostración de este resultado se sigue a partir de los resultados an-
teriores y del teorema 3.1.2. Véase [I00]. De hecho, una consecuencia directa
de la demostración es la existencia de una sucesión de P-S para (2.12).

Con esto último terminamos este caṕıtulo. En el siguiente, veremos co-
mo caracterizar geométricamente las soluciones a este tipo de problemas.
En particular, ésto depende del dominio Ω. Además, veremos otro tipo de
problemas de optimización donde (2.1) aparece como restricción.



Caṕıtulo 3

Un Problema de Formación
de Patrones y Aplicaciones
en Control óptimo

En este caṕıtulo, mostraremos algunas aplicaciones de una EDP parabó-
lica semilineal usando las herramientas desarrolladas anteriormente. En la
primera sección, daremos resultados de existencia de la EDP eĺıptica asoci-
ada a la ecuación parabólica. En la segunda sección, veremos un problema
de formación de patrones recordando algunos resultados vistos en [GP07]
y posteriormente, usaremos lo anterior para caracterizar las soluciones del
caso parabólico. En la tercera sección, mostraremos dos problemas de opti-
mización en el marco de la teoŕıa de control óptimo ([AQ05]).

La motivación que tenemos para realizar lo anterior son las aplicaciones
que se pueden plantear, por ejemplo, a problemas concernientes al secado
de materias primas o el consumo de algún recurso natural en el marco de
las ecuaciones del tipo Lotka-Volterra.

Para el primer caso, podemos modelar el proceso de secado mediante
una EDP parabólica y el problema de control consiste en encontrar una
estrategia en la cual la menor cantidad de materia prima resulte quemada.
Para el segundo, la dinámica se modela con una ecuación del tipo antes
mencionado, pero ahora deseamos maximizar la utilidad, que está en función
de la venta y extracción del recurso. Para este caso, abordaremos el caso
estacionario.
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3.1. Caso Ĺımite de la Condición de Palais-Smale

En el presente trabajo, el análisis que haremos está relacionado con el
caso ĺımite de una ecuación eĺıptica semilineal, es decir, tomaremos el ĺımite
cuando el parámetro p → p∗ y veremos su relación con la condición de
Palais-Smale, donde p∗ es el exponente cŕıtico de Sobolev. De forma más
precisa, trabajaremos el problema

−∆u+ λu− u|u|p∗−2 = 0 en Ω,
u > 0 en Ω,
u = 0 en ∂Ω,

(3.1)

donde Ω es un dominio en Rn, n > 2, p∗ = 2n
n−2 , λ ∈ R. Como ya vimos

anteriormente, hay dos formas de abordar este problema, la primera seŕıa
buscar puntos cŕıticos del funcional

Eλ(u) =
1

2

∫
Ω
|∇u|2 + λ|u|2 dx− 1

p∗

∫
Ω
|u|p∗ dx,

o bien, buscar mı́nimos del funcional

Jλ(u) =
1

2

∫
Ω
|∇u|2 + λ|u|2 dx,

restringido al conjunto M = {u ∈ H1
0 (Ω) | ‖u‖p

∗

Lp∗
= 1}.

Esto último es equivalente a minimizar el cociente de Sobolev

Sλ(u; Ω) =

∫
Ω |∇u|

2 − λ|u|2 dx(∫
Ω |u|p

∗ dx
) 2
p∗

,

para u 6= 0. Si λ = 0, denotamos a ı́nf S0(u; Ω) = S(Ω). Podemos mencionar
los siguientes hechos del problema (3.1) (véase [St90] pag. 171):

1. Si Ω 6= Rn, entonces S(Ω) nunca se alcanza.

2. Si removemos la condición u > 0 y consideramos λ ≥ 0, Ω un dominio
suave y estrictamente estrellado con respecto al origen, solamente hay
soluciones triviales.

Ahora bien, aún podemos pensar en el caso λ < 0. Antes de enunciar el
resultado de existencia de soluciones para este caso, veremos algunos resul-
tados auxiliares que nos ayudarán a probarlo.
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Como ya vimos en el primer caṕıtulo, trabajar con el problema restringi-
do es equivalente al problema sin restringir por medio de la técnica de los
multiplicadores de Lagrange. A pesar de que Eλ no satisface con la condi-
ción de P-S para todos los niveles de enerǵıa, veremos que podemos obtener
una noción local de esta condición y como ésta última se relaciona con la
constante óptima de Sobolev S. Análogamente, lo anterior será válido para
el funcional Sλ.

Sea Sλ(Ω) = ı́nfu∈H1
0 (Ω)\{0} Sλ(u; Ω), y λ ≤ 0. Notemos que Sλ(Ω) ≤

S(Ω), ya que ∫
Ω
|∇u|2 + λ|u|2 dx ≤

∫
Ω
|∇u|2 dx.

Lema 3.1.1 Si Ω es un dominio acotado en Rn, n ≥ 3 y Sλ(Ω) < S(Ω),
entonces existe una u ∈ H1

0 (Ω), u > 0, tal que Sλ(Ω) = Sλ(u; Ω).

Demostración. Sea {um}m∈N ⊂ H1
0 (Ω) una sucesión minimizante para

Sλ(Ω). Sin pérdida de generalidad, supongamos que ‖um‖Lp∗ = 1 y um ≥ 0
(ya que podemos sustituir um por |um|). Por la desigualdad de Hölder para
p = n

n−2 , q = n
2 , tomando funciones 1 ∈ Lq y |u|2 ∈ Lp, tenemos que

∫
Ω
|um|2 dx ≤ |Ω|

1
q

(∫
Ω
|um|2p dx

) 1
p

.

Por consiguiente

Sλ(um; Ω) =

∫
Ω
|∇um|2 + λ|um|2 dx ≥

∫
Ω
|∇um|2 dx+ λ|Ω|

1
q ,

por la normalización en Lp
∗

de la sucesión y λ ≤ 0. Por la propiedad de P-S
de la sucesión, podemos suponer que um ⇀ u en H1

0 (Ω) y fuertemente en
L2(Ω). Por otro lado, aśı como en (1.15), por el teorema de convergencia de
Vitalli, tenemos que∫

Ω
|um|p

∗ − |um − u|p
∗

dx =

∫
Ω

∫ 1

0

d

dt
|um + (t− 1)u|p∗ dt dx

= p∗
∫

Ω

∫ 1

0
(um + (t− 1)u)|um + (t− 1)u|p∗−2udtdx(3.2)

m→∞−→ p∗
∫

Ω

∫ 1

0
(tu)|tu|p∗−2udtdx =

∫
Ω
|u|p∗ dx.
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El paso al ĺımite es debido a los teoremas de encaje de Sobolev. También
notemos que∫

Ω
|∇um|2 dx ≤

∫
Ω
|∇um −∇u|2 dx+

∫
Ω
|∇u|2 dx,(3.3)

y por convergencia∫
Ω
|∇um|2 dx =

∫
Ω
|∇um −∇u|2 dx+

∫
Ω
|∇u|2 dx+ o(1),(3.4)

donde o(1)→ 0 si m→∞. Entonces tenemos que

Sλ(Ω) − o(1) = Sλ(um; Ω)− o(1) =

∫
Ω
|∇um −∇u|2 dx+

∫
Ω
|∇u|2 − λ|u|2 dx

≥ S ‖um − u‖2Lp∗ + Sλ ‖u‖2Lp∗
(

pues S ‖v‖2Lp∗ =

∫
Ω
|∇v|2 dx

)
≥ S ‖um − u‖p

∗

Lp∗
+ Sλ ‖u‖p

∗

Lp∗
(ya que p∗ > 2)

≥ (S − Sλ) ‖um − u‖p
∗

Lp∗
+ Sλ (por la desigualdad del triángulo ) .

Por hipótesis, tenemos que S > Sλ y por tanto, um → u en Lp
∗
(Ω).

Ahora, podemos concluir que el ı́nfimo se alcanza en M y por s.i. de la
norma en H1

0 , tenemos que

Sλ(u; Ω) ≤ ĺım
m→∞

Sλ(um; Ω) = Sλ(Ω).

Aśı como en el ejemplo 1.2.3, podemos calcular la primera variación de
Sλ(u; Ω) y notar que cualquier múltiplo de u satisface (3.1). Como u ≥ 0,
por el principio del máximo, u > 0 en Ω.

�

Ahora bien, pensando en el caso sin restringir, queremos dar un resultado
que motiva una modificación a la definición de la condición de P-S con
respecto a los niveles de enerǵıa β.

Lema 3.1.2 Si Ω es un dominio acotado, n ≥ 3, entonces para cualquier
λ ∈ R, cualquier sucesión um ∈ H1

0 (Ω) que cumpla con

Eλ(um)→ β <
1

n
S(Ω)

n
2 , ∇Eλ(um)→ 0,

es relativamente compacta en H1
0 (Ω).
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Demostración. Notemos que

2Eλ(um)− 〈∇Eλ(um), um〉 =

∫
Ω
|∇um|2 + λ|um|2 −

2

p∗
|um|p

∗
dx

−
(∫

Ω
|∇um|2 + λ|um|2 − |um|p

∗
dx

)
.

Para ver que um es acotada, por lo anterior y por la desigualdad de
Hölder, tenemos que

(3.5)

c

(∫
Ω
|um|2 dx

) p∗
2

≤ 2Eλ(um)− 〈∇Eλ(um), um〉 =

(
1− 2

p∗

)∫
Ω
|um|p

∗
dx,

con c > 0 y dependiente del dominio. Además,

2Eλ(um)− 〈∇Eλ(um), um〉 ≤ o(1)(1 + ‖um‖H1
0
) +

2

n
S
n
2 (Ω),

con o(1) → 0 si m → ∞ y o(1) ‖um‖H1
0
→ 0, ya que por hipótesis con

respecto a la convergencia del funcional y el gradiente

2Eλ(um) ≤ o(1) +
2

n
S
n
2 (Ω),

〈∇Eλ(um), um〉 ≤ o(1) ‖um‖H1
0
.

Entonces, obtenemos que

‖um‖2H1
0

= 2Eλ(um)− λ
∫

Ω
|um|2 dx+

2

p∗

∫
Ω
|um|p

∗
dx

≤ C + o(1) ‖um‖H1
0
,

Por tanto um es acotada. Podemos suponer que um ⇀ u en H1
0 (Ω) y

fuertemente en Lp(Ω) para toda p < p∗, por el teorema de Rellich. En
particular, si consideramos φ ∈ C∞(Ω) y usando la hipótesis ∇Eλ(um)→ 0,
tenemos que

〈∇Eλ(um), φ〉 =

∫
Ω
∇um · ∇φ+ λumφ− um|um|p

∗−2φ dx

m→∞−→
∫

Ω
∇u · ∇φ+ λuφ− u|u|p∗−2φ dx = 〈∇Eλ(u), φ〉 = 0.
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Por tanto, u resuelve débilmente (3.1). Por densidad, podemos sustituir
φ = u y obtenemos

0 = ∇uEλ(u) =

∫
Ω
|∇u|2 + λ|u|2 − |u|p∗ dx

y

Eλ(u) =

(
1

2
− 1

p∗

)∫
Ω
|u|p∗ dx =

1

n

∫
Ω
|u|p∗ dx ≥ 0,

donde la identidad para el funcional se obtiene análogamente a (3.5).

Ahora bien, usando (3.2) y (3.4) tenemos que∫
Ω
|∇um|2 dx =

∫
Ω
|∇(um − u)|2 dx+

∫
Ω
|∇u|2 dx+ o(1)∫

Ω
|um|p

∗
dx =

∫
Ω
|um − u|p

∗
dx+

∫
Ω
|u|p∗ dx+ o(1)

y análogamente al cálculo hecho en (3.2), vemos que∫
Ω

(um|um|p
∗−2 − u|u|p∗−2)(um − u) dx =

∫
Ω
|um|p

∗ − um|um|p
∗−2 dx+ o(1)

=

∫
Ω
|um|p

∗ − |u|p∗ dx+ o(1) =

∫
Ω
|um − u|p

∗
dx+ o(1)

donde o(1)→ 0 si m→∞. Por tanto

Eλ(um) = Eλ(u) + E0(um − u) + o(1),

o(1) = 〈∇Eλ(um), um − u〉 = 〈∇Eλ(um), um − u〉 − 〈∇Eλ(u), um − u〉

=

∫
Ω
|∇(um − u)|2 − |um − u|p

∗
dx+ o(1).

De hecho, de esto último notemos que

E0(um − u) =
1

n

∫
Ω
|∇(um − u)|2dx+ o(1).

Por otro lado,

E0(um − u) = Eλ(um)− Eλ(u) + o(1)

≤ +o(1) ≤ c < 1

n
S
n
2 (Ω) para m ≥ m0.
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Entonces,
‖um − u‖2H1

0
≤ c < S

n
2 (Ω) para m ≥ m0.

De esto último y usando el encaje de Sobolev, vemos que

‖um − u‖2H1
0

(
1− S−

p∗
2 (Ω) ‖um − u‖p

∗−2
H1

0

)
≤∫

Ω
|∇(um − u)|2 − |um − u|p

∗
dx = o(1).

Esto muestra que um → u en H1
0 (Ω).

�

El resultado anterior motiva a dar una variante de la condición de P-S:

Definición 3.1.1 Sea B es un espacio de Banach, E ∈ C1(B) y β ∈ R.
Decimos que E satisface la condición de (P−S)β, si para cualquier sucesión
en B tal que E(um)→ β y ∇E(um)→ 0, es relativamente compacta.

Es decir, el lema 3.1.2 enuncia que el funcional Eλ cumple con la condi-
ción de P-S para un nivel de enerǵıa menor a 1

nS
n
2 (Ω). De esto último

notamos la relación entre el problema restringido y el problema libre.

Con lo anterior, podemos enunciar y probar el primer resultado principal
de esta sección que es debido a Brezis y Nirenberg:

Teorema 3.1.1 Supongamos que Ω es un dominio en Rn, n ≥ 3, y sea
λ1 > 0 el primer valor propio del operador −∆ con condiciones Dirichlet
homogéneas en la frontera.

1. Si n ≥ 4, entonces para cualquier −λ ∈ (0, λ1), existe una solución
positiva de (3.1).

2. Si n = 3 , existe un λ∗ ∈ [0, λ1) tal que para cualquier −λ ∈ (λ∗, λ1)
el problema (3.1) admite una solución.

3. Si además Ω = B1(0) ⊂ R3, entonces λ∗ = λ1
4 y para cualquier −λ ≤

λ∗ no existe solución a (3.1).

Por el lema 3.1.2 para mostrar 1 y 2, necesitamos ver que si −λ > 0
(respectivamente −λ > λ∗) tenemos que

β = ı́nf
p∈P

sup
t∈[0,1]

Eλ(u(p(t))) <
1

n
S
n
2 (Ω),(3.6)



92
Un Problema de Formación de Patrones y Aplicaciones en

Control óptimo

donde P = {p ∈ C([0, 1];H1
0 (Ω)) | p(0) = 0, p(1) = u1}, para u1 tal que

Eλ(u1) ≤ 0 como en el teorema 1.3.2. Para mostrar la relación entre la última
afirmación y la condición Sλ(Ω) < S(Ω), notemos que dada u ∈ H1

0 (Ω) con
‖u‖Lp∗ = 1, podemos definir p(t) = tu, u1 = t1u para una t1 suficientemente
grande, de tal forma que

β ≤ Eλ(tu) = sup
0≤t<∞

(
t2

2
Sλ(u; Ω)− tp

∗

p∗

)
=

1

n
S
n
2
λ (Ω).

De hecho, para p ∈ P existe una u ∈ p con u 6= 0 y

〈∇Eλ(u), u〉 =

∫
Ω
|∇u|2 + λ|u|2 − |u|p∗ dx = 0.

Como −λ < λ1, para u = p(t) con t cercano a 0, tenemos que

〈∇Eλ(u), u〉 > 0,

y para u = p(1) = u1

〈∇Eλ(u1), u1〉 < 2Eλ(u1) ≤ 0.

De lo anterior y por el teorema del valor intermedio, existe una u como
afirmamos. Para esa u podemos calcular

Sλ(u; Ω) =

(∫
Ω
|∇u|2 + λ|u|2 dx

)1− 2
p∗

= (nEλ(u))
2
n ≤

(
n sup
u∈p

Eλ(u)

) 2
n

,

es decir,

β = ı́nf
p∈P

sup
u∈p

Eλ(u) =
1

n
S
n
2
λ (Ω)

y con esto concluimos que la condición Sλ < S(Ω) es equivalente a (3.6).

Ahora podemos dar la demostración del resultado anterior:

Demostración. (1) Es suficiente mostrar que Sλ(Ω) < S(Ω). Considere-
mos la familia de funciones

u∗ε (x) =
(n(n− 2)ε2)

n−2
4

(ε2 + |x|2)
n−2

2

, ε > 0,(3.7)
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donde podemos notar que u∗ε ∈ D1,2(Rn). Además, u∗ε = ε
2−n

2 u∗1(xε ) y satis-
face la ecuación

−∆u∗ε = u∗ε |u∗ε |p
∗−2 ∈ Rn.(3.8)

Afirmamos que S0(u∗ε ;Rn) = S(Ω), es decir, la mejor constante de Sobo-
lev se alcanza con la familia u∗ε , ε > 0. Por el teorema 1.2.8, podemos encon-
trar una u ∈ D1,2(Rn) tal que S0(u;Rn) = S(Ω). Usando la simetrización
de Schwartz, podemos suponer que u es radialmente simétrica, es decir,
u(x) = u(|x|). De hecho, u es solución de (3.8). Para ver esto, consideremos
ε > 0 tal que u∗ε (0) = u(0). Por lo tanto, u y u∗ε son soluciones de la EDO

r1−n ∂

∂r

(
rn−1 ∂

∂r

)
u = u|u|p∗−2 r > 0,

donde r = |x| con la condición inicial u(0) = u∗ε (0), ∂u(0) = ∂u∗ε (0) = 0.
Se puede probar que esta ecuación admite una única solución con condi-
ciones iniciales y por tanto, u = u∗ε . Esto último implica que S(u;Rn) =
S(u∗ε ;Rn) = S(Ω). En particular, podemos notar que

‖u∗ε‖H1 = ‖u∗ε‖Lp∗ = S
n
2 , ∀ε > 0.

Supongamos que 0 ∈ Ω y sea φ ∈ C∞0 (Ω) una función de corte, φ ≡ 1 en
una vecindad B(0)ρ. Sea uε = φu∗ε y calculamos∫

Ω
|∇uε|2 dx =

∫
Ω
|∇u∗ε |2φ2 dx+O(εn−2)

=

∫
Rn
|∇u∗ε |2 dx+O(εn−2) = S

n
2 (Ω) +O(εn−2),∫

Ω
|uε|p

∗
dx =

∫
Rn
|∇u∗ε |p

∗
dx+O(εn) = S

n
2 (Ω) +O(εn),∫

Ω
|uε|2 dx ≥

∫
Bρ(0)

|u∗ε |2 dx ≥
∫
Bε(0)

(n(n− 2)ε2)
n−2

2

(2ε2)n−2
dx =

c1ε
2 + c2ε

n−2

∫ ρ

ε
r3−n dr =


cε2 +O(εn−2), si n > 4
cε2| ln ε|+O(ε2), si n = 4
cε+O(ε2), si n = 3

con constantes positivas c, c1, c2. Entonces, si n ≥ 5, tenemos que

Sλ(uε) ≤
S
n
2 (Ω) + cλε2 +O(εn−2)

(S
n
2 (Ω) +O(εn))

2
p∗

= S + cλε2 +O(εn−2) < S(Ω),
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para ε > 0 suficientemente pequeña. Análogamente, si n = 4

Sλ(uε) ≤ S(Ω) + cλε2| ln ε|+O(ε2) < S(Ω),

para ε > 0 suficientemente pequeña. Para el caso n = 3, se sigue el mismo
argumento, con la diferencia que la desigualdad se tendrá para una λ, con
|λ| suficientemente grande, dado que el orden donde aparece λ es ε. Para ver
que λ∗ < λ1, consideramos la primer función propia asociada a −∆ como
función de prueba. Para ver la parte de no existencia, se puede consultar
[St90] pag. 179.

�

Para finalizar este caṕıtulo, presentamos uno de los resultados que nece-
sitaremos para la siguiente sección. Éste puede verse como una extensión
del teorema de concentración-compacidad presentado en el primer caṕıtulo
para problemas del tipo minimax.

Teorema 3.1.2 Supongamos que Ω es un dominio acotado en Rn, n ≥ 3 y
para λ ∈ R con (um) una sucesión de P-S para el funcional Eλ en H1

0 (Ω) ⊂
D1,2(Rn). Entonces existen k ∈ N, sucesiones (Rjm) , (xjm), 1 ≤ j ≤ k, de
radios Rjm → ∞ y puntos xjm ∈ Ω, una solución u0 ∈ H1

0 (Ω) al problema
(3.1) y soluciones no triviales uj ∈ D1,2(Rn), 1 ≤ j ≤ k, al problema ĺımite

−∆u+ λu− u|u|p∗−1 = 0 en Rn,(3.9)

tal que para una subsucesión de um satisface∥∥∥∥∥∥um − u0 −
k∑
j=1

ujm

∥∥∥∥∥∥
D1,2(Rn)

→ 0.

Estamos denotando por ujm a las funciones

ujm(x) = (Rjm)
n−2

2 uj(Rjm(x− xjm)), 1 ≤ j ≤ k, m ∈ N.

Además, Eλ(um)→ Eλ(u0) +
∑k

j=1E0(uj).

En concreto, el resultado anterior enuncia que si tenemos una sucesión
que converge a un punto cŕıtico del funcional asociado a la ecuación, entonces
las soluciones en el ĺımite son funciones que concentran la mayor parte de
su enerǵıa alrededor de k diferentes puntos. A este tipo de soluciones les
llamaremos soluciones con k picos. Si en particular, Ω = BR(0), se puede
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probar que uj son de la forma (3.7), con E0(uj) = 1
nS

n/2(Ω).

Antes de dar la demostración del resultado anterior, necesitamos del
siguiente lema:

Lema 3.1.3 Supongamos que (vm) es una sucesión de P-S para E = E0

en H1
0 (Ω) tal que vm ⇀ 0 débilmente. Entonces existen sucesiones (xm) de

puntos xm ∈ Ω, (Rm), radios con Rm → ∞, una solución no trivial v0 al
problema ĺımite (3.9) y una sucesión de P-S (wm) para E0 en H1

0 (Ω) tal que
para una subsucesión (vm) satisface

wm(x) = vm − (Rm)
n−2

2 v0(Rm(· − xm)) + o(1)

donde o(1)→ 0 en D1,2(Rn) si m→∞. En particular, wm ⇀ 0 débilmente.
Más aún, E0(wm) = E0(vm)− E0(v0) + o(1) y Rmdist(xm, ∂Ω)→∞.

Finalmente, si E0(vm)→ β < 1
nS

n/2(Ω), la sucesión vm es relativamente
compacta y por lo tanto vm → 0, E0(vm)→ β = 0.

Demostración. [St90] pags 187-190.

�

Ahora podemos dar la demostración del teorema 1.1.18

Demostración. Recordemos que por el lema 1.1.5, todas las sucesiones
P-S para Eλ están acotadas. Por lo tanto, podemos suponer que um ⇀ u0

débilmente en H1
0 (Ω) y u0 es solución de (3.1). De hecho, si vm = um − u0,

tenemos que vm → 0 en L2(Ω) y por (3.2) y (3.3), llegamos a que∫
Ω
|vm|p

∗
dx =

∫
Ω
|um|p

∗
dx−

∫
Ω
|u0|p

∗
dx+ o(1),∫

Ω
|∇vm|2 dx =

∫
Ω
|∇um|2 dx−

∫
Ω
|∇u0|2 dx+ o(1),

donde o(1)→ 0. En particular, vemos que Eλ(um) = Eλ(u0)+E0(vm)+o(1)
y ∇Eλ(um) = ∇Eλ(u0)+∇E0(vm)+o(1) = ∇E0(vm)+o(1), donde o(1)→ 0
en H−1(Ω).

Ahora, usando el lema anterior, con v1
m = um − u0, vjm = um − u0 −∑j−1

i=1 u
i
m = vj−1

m − uj−1
m , j > 1, donde
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uim(x) = (Rim)
n−2

2 ui(Rim(x− xim)),

se puede probar por inducción que

E0(vjm) = Eλ(um)− Eλ(u0)−
j−1∑
i=1

E0(ui) ≤ Eλ(um)− (j − 1)
1

n
S
n
2 .

Como esta última estimación será negativa para j suficientemente grande
y por el lema anterior, la inducción termina para una k ≥ 0. Más aún, para
este ı́ndice tenemos que

vk+1
m = um − u0 −

k∑
j=1

ujm → 0

fuertemente en D1,2(Rn) y Eλ(um) − Eλ(u0) −
∑k

j=1E0(uj) → 0 como re-
queŕıamos.

�

3.2. Un Problema de Formación de Patrones en la
Esfera

En esta sección, presentaremos una caracterización de las soluciones de
una EDP semilineal parabólica. En términos prácticos, deseamos mostrar
que la mayor parte de la enerǵıa de la solución está concentrada en bolas
centradas en k puntos distintos del dominio y daremos una caracterización
del movimiento de los centros a lo largo del tiempo. En particular, los cen-
tros de concentración corresponden a los lugares más calientes en un proceso
de secado de materia prima y por consiguiente, de quemado de ésta.

Sea Sn ⊂ Rn+1 la esfera de dimensión n + 1, con n ≥ 3 y n impar1.
Consideremos el problema

ut −∆Snu+ (d(n) + λ)u = up en Sn × (0, T ),
u > 0 en Sn × (0, T ),

u(0, x) = u0(x) en Sn × {t = 0},
(3.10)

1Por simplicidad en los argumentos, nos concentramos en n impar. El caso general y
en particular, para n = 2 se puede manejar. Véase [GP07].
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donde ∆Sn es el operador de Laplace-Beltrami en la esfera ([Ca93],[St90]),
λ > 0, d(n) = n(n − 2)/4 y 1 < p < p∗ = (n + 2)/(n − 2) el exponente
cŕıtico de Sobolev. Observemos que el exponente puede expresarse de la for-
ma p = p∗ − ε con ε > 0.

Deseamos mostrar que para cualquier k ∈ N y condiciones iniciales ade-
cuadas que hacen que el funcional de enerǵıa asociado a (3.10) cumpla con
la condición de P-S, la solución presentará k picos en un tiempo T ∗ si p es
cercano y por debajo de p∗, es decir, la enerǵıa de la solución se concen-
trará en bolas con centros en k distintos puntos del dominio.

Ahora bien, por lo realizado en la sección 2.3, las soluciones de (3.10)
pueden ser globales o existir hasta un tiempo T . En el resultado principal
de esta sección, veremos que la presencia de k picos solamente depende de
la condición de P-S. Más aún, en [GP07] se muestra que el problema eĺıptico
asociado a (3.10) cumple con un problema de optimización en dimensión
finita con respecto a la distancia entre los centros de las bolas. En nuestro
caso, veremos que existe un resultado análogo.

De forma más precisa, primero presentamos el problema eĺıptico asocia-
do a (3.10) y los resultados principales de [GP07]. Después, utilizaremos un
argumento similar para mostrar la existencia de soluciones con k picos de
(3.10) y describiremos el comportamiento de los centros.

Consideremos la ecuación

−∆Snu+ (d(n) + λ)u− up = 0 en Sn,(3.11)

con p = p∗ − ε y λ > 0. La idea principal para probar la existencia de
soluciones con k picos es trabajar con el funcional asociado a la ecuación
anterior restringido a un espacio adecuado y aplicar el teorema 3.1.2.

Como ya vimos en el primer caṕıtulo, el funcional J(u) : H1(Sn) → R
definido por

J(u(x)) =

∫
Sn

1

2
|∇u(x)|2 +

(d(n) + λ)

2
u2(x)− 1

p+ 1
up+1(x) dσ(3.12)

es de clase C1 en H1(Sn), con derivada de Fréchet ∇J(u) dada por

〈∇J(u), v〉 =

∫
Sn
∇u · ∇v + (d(n) + λ)uv − upv dσ,(3.13)
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para cada u, v ∈ H1(Sn). Por definición, u es solución débil de (3.11) si
cumple con 〈∇J(u), v〉 = 0 para todo v ∈ H1(Sn).

Antes de continuar, necesitamos definir qué entendemos por una solución
con k picos:

Definición 3.2.1 Sean k ∈ N y um una sucesión de P-S de J dadas. Deci-
mos que una solución u de (3.11) tiene k picos si u cumple con las hipótesis
del teorema 3.1.2

De hecho, por el teorema 3.1.2, sabemos que la enerǵıa de u se va a
concentrar más en las k bolas con centros xjm.

Ahora, presentamos el primer resultado con respecto a la geometŕıa de
las soluciones de (3.11):

Teorema 3.2.1 ([GP07]) Para el problema (3.10), sean λ > 0 y k ∈ N,
n ≥ 3 dados, con n impar. Entonces existe un exponente p0 > 0, que sólo
depende de λ y k, tal que la ecuación (3.11) en Sn tiene una solución positiva
up, que se concentra en k puntos diferentes xj ∈ Sn para j = 1, · · · , k y toda
p0 ≤ p < p∗.

Demostración. La idea de la demostración es construir una sucesión de
P-S que converja a una solución con k picos (véase más adelante).

Por lo realizado en el primer caṕıtulo y tomando p = p∗−ε, con ε ∈ (0, 1),
sabemos que este problema es equivalente a encontrar mı́nimos del funcional

SSn(u) =

∫
Sn

1
2 |∇u|

2 + d(n)+λ
2 |u|2 dσ(∫

Sn |u|p
∗−ε+1 dσ

) 2
p∗−ε+1

,(3.14)

aplicando la técnica de los multiplicadores de Lagrange al problema∫
Sn

1

2
|∇u|2 +

d(n) + λ

2
|u|2 dσ,(3.15)

con
∫
Sn |u|

p∗−ε+1 dσ = 1.

Antes de dar la demostración para k general, es conveniente hacerla para
el caso k = 2, es decir, cuando la solución presenta dos picos.
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En este caso, para cada 1 < p < p∗, existe una up solución de (3.11) que
se construye tomando una sucesión minimizante y a partir de ésta sucesión,
se construye una sucesión de P-S para (3.15) restringiéndonos al espacio de
funciones invariantes bajo la acción antipodal x→ −x y usando el hecho de
que el funcional cumple con la condición de P-S. Véase el ejemplo 1.2.3.

Ahora bien, por continuidad de las normas Lp con respecto a p, pode-
mos tomar una sucesión upm formada por las soluciones encontrada ante-
riormente al variar el exponente pm para que converja a p∗ si m → ∞. A
partir de esto último, podemos construir una sucesión de P-S para (3.15).

Para finalizar la demostración de este caso, necesitamos mostrar que la
sucesión upm converge a una solución con dos picos.

Si aplicamos el teorema 3.1.2 a upεm , en particular obtenemos al menos
una solución u1 al problema ĺımite, sucesiones R1

m y x1
m, de radios y centros

respectivamente. De hecho, por la simetŕıa de las funciones consideradas,
existe otra sucesión de centros que es −x1

m, y por tanto, tenemos dos cen-
tros de concentración, es decir, dos picos.

Para el caso general, podemos usar el argumento anterior si podemos
construir una acción que no tenga puntos fijos en la esfera y tal que cualquier
órbita tenga k puntos distintos. De hecho, la acción g dada por

g =


Rθ 0 · · · 0
0 Rθ · · · 0

0 0
. . . 0

0 · · · 0 Rθ

 , donde Rθ =

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)

y θ = 2π/k, cumple con estas condiciones. De igual manera que en el caso
k = 2, pero restringiendonos al subespacio de funciones invariantes bajo la
acción g, podemos mostrar la existencia de un punto cŕıtico y la existencia
de k concentraciones para p suficientemente pequeña.

Consideramos n impar, ya que no se puede construir una acción g para
dimensión par con la propiedad anterior y sin puntos fijos en la esfera.

�

Si consideramos una p, con p = p∗−ε, que cumpla la condición del teore-
ma anterior, obtenemos una solución con k picos. Como las soluciones con k
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picos y enerǵıa acotada forman un conjunto compacto, podemos considerar
la solución u∗pε con k picos la cual tenga la menor enerǵıa de entre las demás
soluciones. El resultado que muestra el comportamiento de los centros es:

Teorema 3.2.2 Sea upεi la sucesión de soluciones con k picos de (3.11) con

la menor enerǵıa SSn, pεi → p∗ si i→∞ y xji el centro del j-ésimo pico con

j = 1, . . . , k, i = 1, 2, . . . . Entonces existen subsucesiones tal que xji → xj∗,

donde xj∗ son soluciones del problema de maximización

máx
xj ,xl∈Sn

∑
j 6=l
‖xj − xl‖2

con xj 6= xl si j 6= l.

Demostración. Sea vpεi , εi → 0 una sucesión minimizante como en el teorema
anterior. Como ya vimos en la demostración del teorema 3.1.1, las funciones
de la forma (3.7) (después de usar la proyección estereográfica)

wj =

(
rj

(rj)2 + |y − yj |2

)(n−2)/2

=

(
1/rj

1 + (|y − yj |/rj)2

)(n−2)/2

,(3.16)

son soluciones con un pico al problema ĺımite (3.8).

También se vio en el teorema antes mencionado, que las soluciones de
la forma anterior son radialmente simétricas con respecto a yj . Además, se
puede mostrar que alcanzan su máximo y su enerǵıa se concentra más si
r → 0. Llamaremos a w̃j(x) a la solución con un sólo pico en la esfera.

Ahora bien, por la caracterización compacta de las sucesiones de P-S, el
comportamiento de la enerǵıa (3.14) está dado por la expresión

Iε =
1
2

∫
Sn |∇Vm|

2 + (d+ λ)V 2
m dσ(∫

Sn V
p∗+1−ε
m dσ

)2/(p∗+1−ε) ,(3.17)

donde Vm =
∑k

j=1 w̃
j
m es una sucesión de P-S y w̃jm es de la forma (3.16) con

rj = rjm. Sin pérdida de generalidad, supongamos que rjm = rm = mı́nj{rjm},
ya que esto hace que Iε decrezca.

Lo que vamos a hacer es analizar el comportamiento de (3.17) con respec-
to a la sucesión Vm haciendo una expansión en Taylor de forma adecuada
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para aśı obtener el resultado. Para ésto, necesitamos ver que dada δ > 0
existe un r0(δ) y C1(n, k), C2(n, k), e1 y e2 todas positivas tal que

Iε = C1 − C2

k∑
j 6=l

∥∥∥yj − yl∥∥∥2
+ e1 + e2

con e1 → 0 si ε → 0, e2 < δ para toda r < r0, es decir, necesitamos en-
contrar un radio en función de ε = δ para el cual podamos asegurar que el
comportamiento en el ĺımite de Iε esta dominado por la distancia entre los
centros de concentración.

Primero tenemos que mostrar que la siguiente cantidad

J =

∫
Sn |∇w̃

j |2 dσ(∫
Sn |w̃j |p

∗+1 dσ
)2/(p∗+1)

no depende de r ni de yj . De hecho, si sustituimos y = (z − zj)/r

J =

∫
Rn

∣∣∣∣∇( 1/r
1+(|z−zj |/r)2

)(n−2)/2
∣∣∣∣2 |Jac(σ)| dz(∫

Rn

((
1/r

1+(|z−zj |/r)2

)(n−2)/2
)2n/(n−2)

|Jac(σ)|dz

)(n−2)/n

=

∫
Rn

∣∣∣∣∇( 1
1+|y|2

)(n−2)/2
∣∣∣∣2 rn

rn |Jac(σ)| dy(∫
Rn

(
1

1+|y|2

)n
rn

rn |Jac(σ)| dy
)(n−2)/n

=

∫
Rn

∣∣∣∣∇( 1
1+|y|2

)(n−2)/2
∣∣∣∣2 |Jac(σ)|dy(∫

Rn

(
1

1+|y|2

)n
|Jac(σ)|dy

)(n−2)/n
,

llegamos a la conclusión deseada. Análogamente, vemos que la siguiente
cantidad tiende a cero uniformemente en r para 0 ≤ ε ≤ 1,∫

Sn(w̃j)2 dσ(∫
Sn(w̃j)p∗+1−ε dσ

)2/(p∗+1−ε) ,(3.18)

ya que el factor resultante bajo el cambio de variable es rn−(2n)/(p∗+1−ε),
con exponente positivo si ε < 4/(n−2). Para mostrar lo anterior, solo basta
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notar que al hacer el cambio de variables, queda un cociente de la forma

rn−2[
rn
(

1
r

)p∗+1−ε
] 2
p∗+1−ε

=
rn−2

r
2n

p∗+1−ε−2
.

Por lo anterior, aseguramos que si r → 0, entonces (3.18) converge a cero.
Por lo tanto, podemos escoger r suficientemente pequeño, de tal forma que
el término que contiene a V 2

m en (3.17) sea menor a ε1, ya que el numerador
converge a cero más rápido que el denominador.

Recordemos que la norma Lp es creciente y continua con respecto a p.
Por consiguiente, para cualquier v ∈ Lp∗+1, podemos escribir

‖v‖Lp∗+1−ε = ‖v‖Lp∗+1 − p1(ε),

donde p1(ε) ≥ 0 y tiende a cero al mismo orden que ε. Sea

v(x) = v(σ−1(y)) = V (y) =
k∑
j=1

w̃j .

Por la desigualdad de Minkowski y la estructura de los w̃j , podemos
encontrar p2(r) ≥ 0 con p2 → 0 si r → 0, de manera que(∫

Sn
|v|p∗+1 dσ

)1/(p∗+1)

=
∑
j

(∫
Sn
|w̃j |p∗+1 dσ

)1/(p∗+1)

− p2(r).

Por lo anterior y (3.18), es posible elegir r0 y ε0 tal que para toda ε < ε0
y r < r0, (3.17) sea de la forma

IεSn =

∫
Sn

1
2 |∇v|

2 + ε1 dσ(
k
∫
Sn |w̃j |p

∗+1 dσ
)2/(p∗+1) − P

=
1(

k
∫
Sn |w̃j |p

∗+1 dσ
)2/(p∗+1)

[ ∫
Sn

1
2 |∇v|

2 + ε1 dσ

1− P/
(
k
∫
Sn |w̃j |p

∗+1 dσ
)2/(p∗+1)

]

donde ε1, P ≥ 0. Expandiendo |∇v|2 y usando el hecho de que

1

1− a
= 1 + a+ o(a2),
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obtenemos que la expansión

IεSn = C1 + C2

∫
Sn

∑
j,l

∇w̃j · ∇w̃l dx+Q,

donde C1, C2 dependen solamente de k, n y Q es pequeño para r < r0 y
uniforme para ε < ε0.

Falta mostrar que la integral∫
Sn
∇w̃j · ∇w̃l dx,

sólo depende de la distancia de los centros de las concentraciones. Sin pérdi-
da de generalidad, podemos rotar y suponer que los centros xj , xl están
en el ćırculo unitario del plano horizontal. Ahora, utilizando la proyección
estereográfica y la definición de wj , tenemos que∫

Rn ∇w
j · ∇wl dy =

(
n−2

2

)2 ∫
Rn

(
1/r

1+(|y−yj |/r)2

)(n−4)/2(
1/r

1+(|y−yl|/r)2

)(n−4)/2
× −2(y−yj)

r2(1+(|y−yj |/r)2)2 × −2(y−yl)
r2(1+(|y−yl|/r)2)2 dy.

El término dominante en r de la expresión anterior es proporcional a∫
Rn

(y − yj) · (y − yl) dx.

Podemos notar que el término que contiene a |y|2 da una contribución
fija, los de la forma yj · y son cero ya que son funciones impares integradas
sobre un dominio simétrico con respecto al origen. De hecho, yj ·yl se pueden
escribir de la forma C|yj ||yl| cos(αj,l), donde αj,l es el ángulo entre yj y
yl. Por construcción, |yj | = |yl| = 1 y αj,l es proporcional a la distancia
geodésica en la esfera. Entonces, minimizar∫

Sn

∑
j,l

∇w̃j · ∇w̃l dx

es equivalente a minimizar ∑
j,l

cos(αj,l).

Por lo tanto, la enerǵıa mı́nima para una solución con k picos se alcanza
cuando la suma de las distancias entre los k picos es maximizada. Con esto
concluimos la demostración.
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Como ya vimos en el caṕıtulo 2, podemos trabajar a (3.10) como una
EDO en un espacio de Banach. En particular, podemos mostrar que (3.10)
tiene la estructura

u′(t) = −∇J(u(t))(3.19)

u(0) = u0,(3.20)

donde J es el funcional de enerǵıa asociado a (3.10). Para mostrar la ca-
racterización geométrica de las soluciones al igual que en [GP07], podemos
trabajar con el funcional libre (sin restricción). Por otro lado, podemos tra-
bajar de igual forma con el funcional restringido al igual que en las secciones
1.1 y 3.1. La diferencia entre los dos casos, es que en el segundo, las solu-
ciones son globales, ya que el funcional asociado está acotado inferiormente.
La razón de lo anterior se debe a la restricción que imponemos para usar la
técnica de los multiplicadores.

Sea el funcional J definido por

(3.21)

J(u(t, x)) =

∫
Sn

1

2
|∇u(t, x)|2 +

(d(n) + λ)

2
u2(t, x)− 1

p+ 1
up+1(t, x) dσ,

con u0 ∈ H1
0 . Recordemos que por el teorema 2.1.1, (3.10) tiene una única

solución u ∈ C([0, T ], H1(Sn)) ∩ C1((0, T ], L2(Sn)) para 1 < p < p∗. La
existencia y unicidad para el caso p = p∗, también se puede probar (véase
[IS00]) con una ligera modificación en la regularidad para la derivada tem-
poral.

Para verificar que el funcional anterior es diferenciable con respecto a t,
necesitamos algunos resultados auxiliares. Si suponemos que u goza de la
suficiente diferenciabilidad para justificar los siguientes cálculos, tendŕıamos
que

d

dt
J(u(t, x)) =

∫
Sn
∇u · ∇ut + (d(n) + λ)uut − uput dσ

= 〈∇J(u), ut〉 .

El proceso anterior se debe a que u y sus derivadas son continuas, Sn

es compacto y por tanto, se tiene la uniformidad para el intercambio entre
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derivada e integral. Por último, realizamos una integración por partes del
primer miembro.

Ahora bien, para obtener el resultado anterior en general, hay que ver
como manejar el término elevado a la p + 1 y el del gradiente de ut. De
hecho, el cálculo de la derivada para el término elevado a la p+ 1 se debe a
los teoremas de encaje de Sobolev (Teorema de Rellich-Kondrachov). Para
el segundo término, hay que hacer una estimación utilizando el concepto de
regularización (véase [E02]) y utilizar las propiedades de derivadas débiles.
Con esto justificamos el cálculo de d

dtJ .

Por otro lado, si multiplicamos (3.10) por ut, integramos sobre todo Sn

y después por partes, obtenemos que∫
Sn
u2
t dσ = −

(∫
Sn
∇u · ∇ut + (d(n) + λ)uut dσ

)
+

∫
Sn
uput dσ.(3.22)

Con esto último hemos probado que (3.10) es equivalente a (3.19).

Ahora bien, por lo anterior, notemos que (3.10) se puede trabajar como
un pseudo flujo gradiente, ya que L2 es un espacio de Hilbert. Una conse-
cuencia inmediata de (3.22) es

dJ

dt
≤ 0 y por tanto J(u(t, x)) ≤ J(u(t0, x)) si t ≥ t0.

En el sistema (3.19), tiene sentido evaluar en cero, ya que u es con-
tinua en t. Antes de continuar, es conveniente dar el argumento por el cual
las soluciones de (3.10) son globales si consideramos el problema restringido.

Por lo realizado en el caṕıtulo 1, podemos ver que buscar soluciones de
(3.10) es equivalente al problema

ut −∆Snu+ (d(n) + λ)u = 0 en Sn × (0, T ),
u > 0 en Sn × (0, T ),

u(0, x) = u0(x) en Sn × {t = 0},
(3.23)

usando la técnica de los multiplicadores de Lagrange, restringiéndonos al
espacio M = {u ∈ Lp([0, T ], Lp(Sn)) | ‖u‖ = 1}.

Si u ∈M , el funcional de enerǵıa asociado a (3.23) es

E(u(t, x)) =
1

2

∫
Sn
|∇u(t, x)|2 + (d(n) + λ)u2(t, x) dx.



106
Un Problema de Formación de Patrones y Aplicaciones en

Control óptimo

Notemos que E es acotado inferiormente y por la restricción, se puede
deducir que las soluciones de (3.23) son globales. Recordemos que una ca-
racteŕıstica de las soluciones globales es tener enerǵıa acotada inferiormente.

Antes de enunciar y demostrar uno de los resultados principales de esta
sección, recordemos que u es una función continua para cada t a valores
en H1(Sn) y por consiguiente, para cualquier condición inicial u0 ∈ H1,
tenemos que si |t| < δ,

‖u(t)− u0‖ < ε,

donde ‖·‖ es la norma uniforme de C0([0, T );H1(Sn)) ∩C1((0, T );L2(Sn)).

De hecho, por continuidad con respecto a datos iniciales, si u0 =
∑k

j=1wj
una superposición de soluciones del problema ĺımite, el módulo de con-
tinuidad depende de r. Esto nos da una idea de qué tanto dista la solución
de una condicioón inicial cercana a una función con k picos.

Ahora presentaremos y demostraremos el resultado principal de esta
tesis:

Teorema 3.2.3 Sean λ > 0, k ∈ N, n ≥ 3 e impar dados, con p = p∗ −
ε y u0 es una condición inicial para la cual tenemos existencia global de
(3.10). Entonces existe una p0 que sólo depende de λ y k tal que la ecuación
(3.10) en Sn, tiene una solución positiva, up(t) que se concentra en k puntos
diferentes xj ∈ Sn para toda p0 < p ≤ p∗ y j = 1, · · · k en un tiempo T ∗ <∞.

Demostración. La idea de la demostración es la siguiente:

1. Primero tenemos que verificar que podemos construir una sucesión de
P-S para (3.10). De aqúı la existencia de una solución con un pico es
inmediata (véase [I00]).

2. Usando la continuidad con respecto al exponente p y la convergencia
de las soluciones globales a soluciones del caso estacionario, podemos
construir una nueva sucesión de P-S la cual se concentra en k diferentes
puntos del dominio.

3. El tiempo T ∗ se puede calcular a partir de una p fija tan cercana a p∗

como se desee.

Sea u0 ≥ 0 una condición inicial tal que u(t) /∈ V ∪W , donde W y V son
los conjuntos estable e inestable y están definidos en la proposición 2.4.1.
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Sabemos que J(u(t)) es decreciente en t y la siguiente identidad se cumple

J(u(t)) +

∫ t

0
ut(s)

2 ds = J(u0).

Como u es global, esta integral y J(u(t)) son finitas. Entonces, existe
una sucesión tn, con tn →∞ si n→∞ tal que

ĺım
n→∞

‖ut(tn)‖L2(Sn) = 0.(3.24)

Ahora, si multiplicamos (3.10) por u e integramos sobre Sn, vemos que

−I(u(t)) = −
(∫

Sn
|∇u(t)|2 + (d(n) + λ)u2(t)− up+1(t) dσ

)
=

∫
Sn
ut(t)u(t) dσ ≤ ‖ut(t)‖L2(Sn) ‖u(t)‖L2(Sn) .

Como la solución es global, se puede mostrar que ‖u(t)‖L2(Sn) ≤ C y por
consiguiente,

|I(u(t))| ≤ C ‖ut(t)‖L2(Sn) .

De esta desigualdad y de (3.24), podemos ver que ĺımn→∞ I(u(tn)) = 0.
De hecho, también tenemos que

J(u(t)) =
p− 1

2(p+ 1)

∫
Sn
|∇u(t)|2 + (d(n) + λ)u2(t) dσ +

1

p+ 1
I(u(t)).

De esto último, obtenemos

ĺım
n→∞

‖ut(tn)‖L2 = 0, ĺım
n→∞

‖∇u(tn)‖2L2 = ĺım
n→∞

‖u(tn)‖Lp+1 = C0.

De lo anterior, se sigue que

J(u0) ≥ J(u(tn))→ p− 1

2(p+ 1)
C0 ≥ 0,

si n → ∞. De hecho, la desigualdad anterior es estricta (véase el teorema
2.4.6). Por la diferenciabilidad del funcional J(·), tenemos que

〈∇u(tn), v〉 = −〈ut(tn), v〉

para todo v ∈ H1
0 (Ω). Usando la desigualdad de Schwarz y la de Poincaré,

obtenemos que

|〈∇u(tn), v〉| ≤ C1 ‖ut(tn)‖L2 ‖∇v‖L2 ,
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lo cual implica que

‖∇u(tn)‖H−1 → 0

si n→∞. Con esto hemos mostrado que u(tn) es una sucesión de P-S.

Sabemos que las soluciones globales tal que u /∈ V ∪ W convergen a
soluciones estacionarias si 1 < p < p∗. Por continuidad con respecto a p, si
consideramos una condición inicial para la cual u(t) exista globalmente, la
solución permanecerá global aún para p = p∗.

Aśı como en la demostración del teorema 3.2.1, si hacemos tender p→ p∗

con p < p∗, la familia de soluciones variando ε también constituyen una suce-
sión de P-S para el funcional.

Sea upεn (tm) = un,m la familia de soluciones globales asociadas a (3.10)
con εn → 0 como en el teorema 3.2.1 y u∗pεn la correspondiente solución
estacionaria. Es claro que un,m es una sucesión de P-S. Tenemos que mostrar
que

∥∥∥∥∥∥un,m − v0 −
k∑
j=1

ujn

∥∥∥∥∥∥
D1,2(Rl)

−→ 0.

como en el teorema 3.1.2. Esto último se sigue del siguiente argumento:

Sea N ∈ N tal que ∥∥∥u∗pεN − w∥∥∥ < ε/3.

Esto lo podemos hacer, ya que las soluciones del caso estacionario con-
vergen a una solución con k picos (por el teorema 3.2.1). Para esta misma
N , sabemos que existe M ∈ N tal que para toda m ≥M∥∥∥uN,m − u∗pεN ∥∥∥ < ε/3,

ya que las soluciones de la ecuación parabólica convergen a soluciones esta-
cionarias. Por último, por el teorema 2.4.1, si m̃ > m y suficientemente
grande, tenemos que

‖uN,m − uN,m̃‖ < ε/3.
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Ahora, usando la siguiente desigualdad

‖un,m − w‖ ≤ ‖uN,m − uN,m̃‖ +
∥∥∥uN,m̃ − u∗pεN ∥∥∥ +

∥∥∥u∗pεN − w∥∥∥ ,
obtenemos el resultado.

�

Observación 3.2.1 Como J es un funcional que va de H1 a R para cada
t y por continuidad, seguimos considerando la existencia de k picos en el
mismo sentido que en el teorema 3.1.2.

Si continuamos en esta dirección, el análogo al teorema 3.2.2 es:

Teorema 3.2.4 Sea up(t) la solución con k picos al tiempo T ∗ de (3.10) y

xjT ∗ ∈ Sn el centro del j-ésimo pico para j = 1, . . . , k. Si definimos la función

V (x1(t), . . . , xk(t)) =
∑
j 6=l
‖xj(t)− xl(t)‖2,

tenemos que para j = 1, . . . , k, xj(t) cumple con

x′(t) = −∇xV,
(3.25)

x(T ∗) = xT ∗ ,

donde x(t) = (x1(t), · · · , xk(t)) y xT ∗ = (x1
T ∗ , · · · , xkT ∗).

Antes de dar la demostración, es conveniente dar la idea principal de
ésta. En el teorema 3.2.2 realizamos una expansión del funcional de enerǵıa
de la forma

Iε = C1 − C2

k∑
j 6=l

∥∥∥yj − yl∥∥∥2
+ e1 + e2,

tomando una sucesión de P-S haciendo variar el exponente p. Por lo tanto,
esta expresión sigue siendo válida para la sucesión de P-S que construimos en
el resultado anterior, pero en este caso los centros van a depender del tiempo.

Ahora, si a partir de la expresión anterior, calculamos su gradiente, ten-
emos que

∇Iε = −C2∇

 k∑
j 6=l

∥∥∥yj − yl∥∥∥2

+∇e1 +∇e2.
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Por lo tanto, solamente tenemos que hacer el cálculo para la condición
inicial y ver que los errores ∇ei tienden a cero en el ĺımite.

En general, lo anterior es cierto para cualquier condición inicial cercana a
una función con k picos, pero los errores no necesariamente convergen a cero.

Demostración. Nuevamente, consideremos el funcional Iε definido por
(3.17). Queremos ver ∇Iε tiene una expansión similar. De hecho, usando
que

f ′ =
z

g
=
z′

g
− g′z

g2
,

podemos calcular 〈Iε(v), h〉 con v ∈ H1(Ω) y h ∈ C∞c (Ω),

z =
1

2

∫
Sn
|∇Vm|2 + (d+ λ)V 2

m dσ

g =

(∫
Sn
V p∗+1−ε
m dσ

)2/(p∗+1−ε)
,

con Vm =
∑k

j=1w
j
m y wjm =

(
1/r

1+(|z−zj |/r)2

)n−2
2

.

Entonces, tenemos que

〈Iε(v), h〉 =
(∇z, h)

g
− (∇g, h)z

g2
= A1 +A2,

donde

A1 =

∫
Sn ∇v · ∇h+ (λ+ d)vhdσ(∫
Sn v

p∗+1−ε dσ
)2/(p∗+1−ε)

A2 =

2
p∗+1−εI

ε(v)
(∫
Sn v

p∗+1−ε dσ
)2/(p∗+1−ε)−1 (∫

Sn v
p∗−εhdσ

)
(∫
Sn v

p∗+1−ε dσ
)2/(p∗+1−ε) .

Ahora, deseamos hacer el análisis para A1, y posteriormente, para A2 cuando
v = wj . En el primer caso, considerando el cambio de variables y = (z−zj)/r,
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tenemos que

∫
Sn
∇wj · ∇h+ (λ+ d)wjhdσ =

∫
Rn
∇z

[(
1/r

1 + (|z − zj |/r)2

)n−2
2

]
· ∇h

+(λ+ d)

(
1/r

1 + (|z − zj |/r)2

)n−2
2

h|Jac(σ)|dz =

∫
Rn
r
n
2∇y

(
1

1 + |y|2

)n−2
2

· ∇h

+r
n
2

+1(λ+ d)

(
1

1 + |y|2

)n−2
2

h|Jac(σ)|dy.

Para el término en el denominador, tenemos que

∫
Sn

(wj)p
∗+1−ε dσ =

∫
Rn

[(
1/r

1 + |y|2

)n−2
2

]p∗+1−ε

rn|Jac(σ)|dy

= rn−
(p∗+1−ε)(n−2)

2

∫
Rn

[(
1

1 + |y|2

)n−2
2

]p∗+1−ε

|Jac(σ)| dy.

Elevando la expresión anterior a la 2/(p∗+1−ε), obtenemos que el térmi-
no en r es de la forma r2−n+2n/(p∗+1−ε). Juntando lo realizado anteriormente,
vemos que

|A1| ≤
rn/2

r2−n+2n/(p∗+1−ε) [C1 + rC2] ,

con C1, C2 constantes positivas. Por lo tanto, A1 → 0 cuando r → 0, si

n/2− 2 + n− 2n/(p∗ + 1− ε) > 0 ⇔ 3n− 4

2
>

2n

p∗ + 1− ε
4n

3n− 4
< p∗ + 1− ε ⇔ ε < p∗ + 1− 4n

3n− 4
,

donde

p∗ + 1− 4n

3n− 4
=

2n

n− 2
− 4n

3n− 4

=

(
2n

n− 2

)(
3n− 4− 2(n− 2)

3n− 4

)
=

(
2n

n− 2

)(
n

3n− 4

)
.
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Para A2, usando lo realizado en el teorema 3.2.2, tenemos que el término
g2 contribuye r4−2n+4n/(p∗+1−ε) y

1

2

∫
Sn
|∇wj |2 + (d+ λ)(wj)2 dσ =

1

2

∫
Rn

∣∣∣∣∣∇
(

1

1 + |y|2

)n−2
2

∣∣∣∣∣
2

+ r2(d+ λ)∇
(

1

1 + |y|2

)n−2

|Jac(σ)|dy,

sólo contribuye la parte (wj)2. Falta ver que

k
〈
∇g(wj), h

〉
=

(∫
Sn

(wj)p
∗+1−ε dσ

) 2
p∗+1−ε−1(∫

Sn
(wj)p

∗−εhdσ

)
=

rα

∫
Rn

[(
1

1 + |y|2

)n−2
2

]p∗+1−ε

|Jac(σ)|dy

 2
p∗+1−ε−1

×

∫
Rn

[(
1

1 + |y|2

)n−2
2

]p∗−ε
h|Jac(σ)|dy

donde k = p∗+1−ε
2 y α = 2−n+ 2n

(p∗+1−ε) + (n−2)
2 (p∗+1−ε)− (n−2)

2 (p∗−ε) =

2n(p∗ + 1− ε)− (n−2)
2 . Si nuevamente, juntamos el trabajo anterior, vemos

que el factor r para A2 es de la forma(
1 + r2

)( 2n

(p∗ + 1− ε)
− (n− 2)

2
− 4 + 2n− 4n

(p∗ + 1− ε)

)
=

(
1 + r2

)(3(n− 2)

2
− 2n

(p∗ + 1− ε)

)
Por lo tanto, A2 → 0 cuando r → 0, si

3(n− 2)

2
− 2n

(p∗ + 1− ε)
> 0⇔ 3(n− 2)

2
>

2n

(p∗ + 1− ε)
4n

3(n− 2)
< p∗ + 1− ε⇔ ε <

2n

n− 2
− 4n

3(n− 2)
=

2n

3(n− 2)

Ahora, para poder asegurar que A1 + A2 → 0, necesitamos considerar

ε < mı́n
{

2n
3(n−2) ,

(
2n
n−2

)(
n

3n−4

)}
= 2n

3(n−2) si n > 2.

De aqúı podemos concluir que los errores convergen a cero usando un
argumento similar al realizado en el teorema 3.2.2 y la continuidad del semi-
grupo asociado a (3.10). Para concluir el resultado, se usa un argumento
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similar al que acabamos de hacer y a el realizado en el teorema 3.2.2 para la
parte de la derivada respecto a t y aśı, obtener la igualdad entre la derivada
de los centros con respecto al tiempo y el menos gradiente de V .

�

Al final de la siguiente sección, plantearemos una conjetura utilizando
los resultados que veremos en esta sección con respecto a la controlabilidad
de los picos de la ecuación (3.23) utilizando el resultado anterior. Es decir,
la controlabilidad del sistema de EDO (3.25) es equivalente a la controlabil-
idad de la EDP. De hecho, lo que analizaremos en la siguiente sección es el
problema de controlabilidad asociado a (3.23).

3.3. Control óptimo

En esta sección abordaremos dos problemas en el marco de la teoŕıa de
control óptimo. El primero está asociado a la ecuación semilineal parabólica
que hemos considerado a lo largo del trabajo. El segundo está relacionado
con el modelado de la depredación de especies usando una ecuación del tipo
Lotka-Volterra.

En concreto, un problema de control óptimo es un problema variacional
sujeto a una restricción, es decir, buscamos máximos o mı́nimos de un fun-
cional sujeto a una ecuación diferencial. Además, en este caso tenemos dos
variables: la variable de estado u y el control h. Más adelante explicaremos
con precisión lo que significa esto. Para profundizar más en este tema se
pueden consultar [E02], [FR75], [FS92], [KSh91],[Øk00], etc. Nosotros nos
estamos basando en [AQ05] y [CGM98].

3.3.1. Control de una Ecuación Parabólica con Exponente
Subcŕıtico

Consideremos la ecuación
ut −∆u− |u|p−1u− h = 0 en Ω× (0, T ),
u(0, x) = u0 en Ω,
u = 0 en ∂Ω× (0, T ),

(3.26)

donde 1 < p < n+2
n−2 , Ω es un dominio abierto, acotado y con frontera regular.

Podemos notar que la solución u del problema anterior depende impĺıcita-
mente de la función h.
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Sea J(u, h) un funcional en dos variables, donde u es la variable de estado
y h es la variable de control. A J se le conoce como el funcional de costo.
Consideremos el conjunto Uad de controles admisibles y a

UGad = {h ∈ Uad |u(h) es solución global}.

Nuestro problema es encontrar, si existe, una pareja (u, h) tal que

mı́n
h∈UGad

J(u(h), h)(3.27)

sujeto a (4.1). En particular, consideraremos funcionales que dependan del
estado u al tiempo T , i.e., J = J(u(·, T ), h). Un caso de esta situación seŕıa

J =

∫
Ω
|u(x, T )− ud(x)|q dx+N

∫ T

0

∫
Ω
h2(x, t) dx dt,(3.28)

donde ud ∈ Lq(Ω) y N > 0. El segundo término de (3.28) representa el costo
por unidad para controlar y J el costo total para controlar.

En general, podemos interpretar (3.27) como sigue: tenemos un fenómeno
que se rige por (3.26) y queremos encontrar una estrategia h de tal forma que
modifique el estado u y a su vez minimice J . Pero es importante mencionar
que este no siempre va a ser nuestro caso, es decir, no siempre necesitaremos
minimizar un funcional J 2.

Antes de empezar a enunciar y probar los resultados principales de esta
sección, necesitamos definir el concepto de solución débil y fuerte para el
contexto actual.

Sea Q = Ω× [0, T ] y Σ = ∂Ω× (0, T ). Consideremos el problema
ut −∆u = f en Q
u(0, x) = u0 en Ω
u = 0 en Σ,

(3.29)

donde u0 ∈ L1(Ω) y f ∈ L1(Q). Consideremos el conjunto Sq = {−2 +
1/q,−1 + 1/q, 1/q, 1 + 1/q} con 1 < p, q <∞.

2Sin embargo, también hay que agregar que la solución de ciertos problemas de control
pueden encontrase minimizando un funcional apropiado. Véase [MiZu].
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Sea t ∈ (0, T ] y s ∈ [0, 2] \ Sq. Decimos que u es solución Lp(W s,q(Ω))
débil de (3.29) en [0, t], si u ∈ Lploc([0, t),W

s,q
0 (Ω)) y es tal que∫ t

0

∫
Ω

(−φt −∆φ)udxdτ =

∫ t

0

∫
Ω
φf dxdτ +

∫
Ω
φ(0)u0 dx

para cualquier φ ∈ C∞c (Ω̄ × [0, t)) con φ = 0 en ∂Ω × [0, t] . Es global si
t = T y u ∈ Lp((0, T ),W s,q

0 (Ω)).

Decimos que u es solución Lp(W s,q(Ω)) fuerte en [0, t] si

u ∈W 1,r
loc ([0, t),W s−2,q(Ω)) ∩ Lrloc([0, t),W

s,q
0 (Ω)),

para alguna r > 1 y además,

u′ −∆u = f en [0, T ],

u(0) = u0

se satisface c.s.. En particular, si s = 0, u es una solución Lp(Lq(Ω)) débil,
débil global o fuerte, dependiendo del (véase [AQ05]).

A continuación enunciamos dos lemas necesarios para demostrar los teo-
remas 3.3.1 y 3.3.2:

Lema 3.3.1 Sea p, q como en el teorema 3.3.1 y r ≥ 2 donde r satisface la
condición (3.31). Entonces el problema (3.26) está bien definido en Lq(Ω),
es decir, si la norma de h en Lr([0, T ], L2(Ω)) está acotada por una constante
Cr, u0 ∈ Lq(Ω), ‖u0‖Lq(Ω) ≤ Cq y s satisface

máx

{
0,
n

q
− n

p
,
n

q
− 1

p

(
2 +

n

q

)}
< s < mı́n

{
2

p
, 2 +

n

q
− n

2
− 2

r
,

1

p

(
2 +

n

q

)
− n

2
− 2

r
+ 2

}
,

entonces existe una τ∗ = τ∗(Cr, Cq) > 0 y una única solución

u ∈ C([0, τ∗], Lq(Ω)) ∩ C((0, τ∗],W s,q
0 (Ω)).

Además, la solución satisface

‖u(t)‖Lq(Ω) + ts/2 ‖u(t)‖W s,q
0 (Ω) ≤ C para t ∈ (0, τ∗],
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donde C sólo depende de Cq, Cr y s. Si q̃ ≥ q cumple con

q̃ <
2n

n− 4
y

1

r
< 1− n

4
+
n

2q̃
,

entonces u ∈ C((0, τ∗], Lq̃(Ω)) y ‖u(t)‖Lq̃(Ω) ≤ C(δ, q̃, Cr, Cq) para t ∈ [δ, τ∗]
con δ ∈ (0, τ∗).

Por último, u ∈ C([δ, τ∗],W 1,2
0 (Ω)) ∩ Lrp([δ, τ∗], L2p(Ω)) para cualquier

δ > 0 y la norma de u en este espacio está acotada por una constante
C(δ, Cr, Cq).

Demostración. Véase [AQ05] pags 9-11.

�

Lema 3.3.2 Sea h ∈ Lr([0, T + t1], L2(Ω)), con t1 > 0 y ‖h‖ ≤ Cr, y p, q, r
como en el teorema 3.3.1. Supongamos que u es solución global de (3.26)
en [0, T + t1] y u0 ∈ W 2,q(Ω) con ‖u0‖W 2,q(Ω) ≤ Cq. Entonces existe una
constante C = C(Cr, Cq, t1) tal que ‖u‖Lq ≤ C para toda t ∈ [0, T ].

Demostración. Véase [AQ05] pags 11-13.

�

Ahora podemos enunciar y probar nuestro primer resultado:

Teorema 3.3.1 Sea 1 < p < n+2
n−2 y q ≥ 2 con

q ∈
(

(p− 1)
n

2
,

2n

n− 4

)
.(3.30)

Supongamos que r ≥ 2 satisface

1

r
< 1− n

4
+
n

2q
(3.31)

y

r >
p+ 1

p

pn− (n+ 4)

n+ 2− p(n− 2)
− 2

p
.(3.32)

Supongamos que u0 ∈ W 2,q
0 (Ω) y Uad ⊂ Lr([0, T ], L2(Ω)) es débilmente

compacto. Si h ∈ Uad entonces (3.26) tiene una única solución Lrp(L2p(Ω))
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fuerte definida en un intervalo máximo Ih.

Además, si UGad 6= ∅ y J cumple la condición de coercividad

J(u, h) ≥ c1 ‖u(·, T )‖Lq(Ω) − c2,(3.33)

para algunas constantes positivas c1, c2 y J(u, h) = JT (u(·, T ), h), donde
JT : Lq(Ω)×Lr([0, T ], L2(Ω))→ R es s.i.d., entonces el problema de control
(3.27) sujeto a (4.1) tiene solución.

Demostración. Sea s = 0, q = 2p y λ = rp. Como r ≥ 2 y 1 < p < p∗, existe
un elemento σ /∈ Sq tal que

2

rp′
< σ < mı́n

{
2

r
, 2− n

2p′

}
,

donde p′ es el exponente dual de p. Bajo estas condiciones, podemos asegurar
la existencia de una única solución u ∈ Lrp(L2p(Ω)) de (4.1) en un intervalo
máximo Ih (véase [AQ05], pag. 22). Si fijamos h ∈ UGad , la solución es global
y |u|p ∈ Lr([0, T ], L2(Ω)). Por la regularidad máxima de Sobolev para (3.26)
(véase [Am95]) y por interpolación (véase [Am00]), tenemos que

u ∈W 1,r([0, T ], L2(Ω)) ∩ Lr([0, T ],W 2,2
0 (Ω))

↪→(3.34)

C([0, T ],W 1,2
0 (Ω)) ∩ C([0, T ],W s,q

0 (Ω)) ∩ Lrp([0, T ], L2p(Ω))

para cualquier

s < 2− n

2
+
n

q
− 2

r
,

donde el encaje en C([0, T ],W s,q
0 (Ω)) ∩ Lrp([0, T ], L2p(Ω)) es compacto.

Para mostrar la segunda parte de la demostración, consideremos (uk, hk)
una sucesión minimizante de (3.27). Como Uad es débilmente compacto,
podemos suponer que ‖hk‖Lr([0,T ],L2(Ω)) ≤ Cr y hk → h débilmente en

Lr([0, T ], L2(Ω)). Ahora bien, falta asegurar que uk converge para cada hk.
De hecho, se puede probar (véase [AQ05]) que existe t0 > 0 independiente
de k tal que

uk es uniformemente acotada en Lrp([0, t0], L2p(Ω)) .(3.35)

Sea h̃k(x, t) = hk si t ∈ [0, T ] y h̃k(x, t) = 0 si t ∈ (T, 2T ]. Consideramos
el problema (4.1) reemplazando [0, T ] por [0, 2T ]. Este problema tiene una
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única solución Lrp(L2p) ũk definida en un intervalo máximo de existencia
Ih̃k ⊂ [0, 2T ]. De hecho, la función wk(t) = ũk(T + t) es la solución antes
mencionada con h ≡ 0, condición inicial wk(0) = uk(T ) e intervalo máximo
de existencia I0 ⊂ [0, T ].

Ahora bien, a partir del hecho de que J(uk, hk) esté acotado, podemos
encontrar una cota para uk(T ) en Lq(Ω) y el hecho de que (4.1) esté bien
planteado en Lq(Ω), lo que garantiza el lema 3.3.1, podemos mostrar que
existe una t1 > 0 tal que [0, t1] ⊂ Iwk para cualquier k.

Por lo anterior, podemos continuar todas las soluciones uk en el intervalo
[T, T + t1]. Por el lema 3.3.2, tenemos que

‖uk(τ)‖Lq(Ω) ≤ Cq

para cualquier τ ∈ [0, T ].

Sea τ∗ = τ∗(Cr, Cq) dada por el lema 3.3.1. Si δ ∈ (0,mı́n{t0, τ∗}) fija
y usando la última afirmación del lema 3.3.1 para wk(t) = uk(τ + t), t ∈
[0, τ∗] y τ∗ ∈ [t0 − δ, T − τ∗], obtenemos una cota uniforme para uk en
Lrp([t0, T ], L2p(Ω)). Esta cota y (3.35) muestra que |uk|p−1uk esta acotado en
Lr([0, T ], L2(Ω)). Como en (3.34), podemos notar que la sucesión (|uk|p−1uk)
es compacta en Lr([0, T ], L2(Ω)) y uk(T ) es compacta en Lq(Ω). A partir de
esto último, es fácil pasar al ĺımite para obtener una solución de (3.27).

�

Si ahora consideramos (3.27) sujeto a
ut −∆u− |u|p−1u− uh = 0 en Q
u(0, x) = u0 en Ω
u = 0 en Σ

(3.36)

tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.3.2 Con las mismas condiciones que en el teorema 3.3.1 para
p, q y la condición de coercividad para J , sea u0 ∈W 2,q

0 (Ω) y Uad ⊂ L∞(Q)
w∗ secuencialmente compacto con UGad 6= ∅. Si J(u, h) = JT (u(·, T ), h),
donde JT : Lq(Ω)× L∞(Q)→ R es s.s.i.d., entonces el problema de control
(3.27) sujeto a (3.36) tiene solución.

Demostración. Se sigue de forma análoga a la demostración del teorema
3.3.1 con la correspondiente modificación al lema 3.3.2.
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�

Ahora, haremos la modificación mencionada en el teorema anterior del
lema 3.3.2, ya que ésta sólo depende de las estimaciones sobre la función
V (que definiremos a continuación) y la norma en L2(Ω) de ut. Para ver la
demostración del resultado se puede consultar [AQ05] pags 11-13.

Supongamos que u ∈ C([0, T +t1];W 1,2
0 (Ω)) es solución de (4.1) con t1 >

0 fijo. Como Uad es acotado en L∞(Ω), existe M > 0 tal que ‖h‖L∞ ≤ M
∀h ∈ Uad. Definimos V (t) como

V (t) =

∫
Ω

|∇u|2

2
− |u|

p+1

p+ 1
dx.

Entonces, tenemos que

V ′(t) =

∫
Ω
∇u · ∇ut − |u|p−1uut dx

= −
(∫

Ω
u2
t + uhut dx

)
.

Por las desigualdades de Young y Hölder, vemos que

V ′(t) ≤ −
∫

Ω
u2
t dx+

1

2

∫
Ω
u2
t dx+

1

2

∫
Ω

(hu)2 dx(3.37)

≤ −1

2

∫
Ω
u2
t dx+

M2

2

∫
Ω
u2 dx.

Sea 0 < τ < 1 con τ < T + t1 y t ∈ [0, τ ]. Denotemos por C0 =∫
Ω u

2(x, 0) dx y notemos que∫
Ω
u2(t) dx −

∫
Ω
u2(0) dx = 2

∫ t

0

d

dt

(∫
Ω
u2(t) dx

)
dt

= 2

∫ t

0

∫
Ω
uut dxdt ≤

∫ τ

0

∫
Ω
u2(t) dxdt+

∫ τ

0

∫
Ω
u2
t (t) dxdt.

Integrando la desigualdad anterior de 0 a τ con respecto a t, obtenemos∫ τ

0

∫
Ω
u2(t) dxdt ≤ τC0 + τ

∫ τ

0

∫
Ω
u2(t) dxdt+ τ

∫ τ

0

∫
Ω
u2
t (t) dxdt.

Por lo anterior y por (3.37)∫ τ

0

∫
Ω
u2(t) dxdt ≤ τC0

1− τ
+

τ

1− τ

∫ τ

0

∫
Ω
u2
t (t) dxdt.(3.38)
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Sea τ1 ∈ (0, 1) definida por τ1 = 1
1+2M2 con τ ∈ [0, τ1]. Notemos que

τ1
1−τ1M

2 = 1
2 . Podemos suponer que τ1 ≤ T + t1 (tomando una M suficien-

temente grande si fuera necesario). Si integramos (3.37) y usamos (3.38),
vemos que

V (τ)− V (0) ≤ C0

4
− 1

4

∫ τ

0

∫
Ω
u2
t (t) dxdt,(3.39)

para τ ∈ [0, τ1]. Con ésta estimación garantizamos que V (t) ≤ V (0) + C0/4
en [0, τ1].

Para mostrar que V (t) esta acotado inferiormente, lo haremos por con-
tradicción. Consideremos δ ∈ (0,mı́n{t1, τ1}) y supongamos que V (t0) <<
−1 para alguna t0 ∈ [0, τ1 − δ]. Entonces por (3.39), podemos deducir que
V (t) ≤ −K << −1 para toda t ∈ [τ1 − δ, τ1] y K una constante suficien-
temente grande. Si multiplicamos (4.1) por u e integramos sobre todo Ω,
llegamos a que

1

2

d

dt

∫
Ω
u2 dx = −2V (t) + c1

∫
Ω
|u|p+1 dx+

∫
Ω
hu2 dx

≥ K + c2

(∫
Ω
u2 dx

) p+1
2

para cualquier t ∈ [τ1 − δ, τ1]. Sea U(t) =
∫ t
τ1−δ

∫
Ω u

2
t (t) dxdt. Si integramos

la desigualdad anterior, obtenemos

U ′ ≥ c3U
p+1

2 + 2K(t− τ1 + δ)− C3.

SeaK ≥ C3/t1. Integrando U ′ ≥ 2K(t−τ1+δ)−C3 en [τ1−δ, τ1−δ+t1/2],
obtenemos

U(τ1 − δ + t1/2) ≥ Kt21/4− C3t1/2 ≥ Kt21/5.

También tenemos

U ′ ≥ c3U
p+1

2 para t ≥ τ1 − δ + t1/2.

Como la solución de Z ′ = c3Z
p+1

2 para t ≥ 0, Z(0) = Kt21/5 explota para
t < t1/2 si K es suficientemente grande, también U explota para t < T + t1.
Aśı llegamos a la contradicción deseada. Por consiguiente,

V (t) ≥ −C para toda t ∈ [0, τ1 − δ].
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Por otro lado, (3.39) implica que
∫ τ1−δ

0

∫
Ω u

2
t dxdt ≤ C y por consiguiente∫

Ω u
2(t) dx ≤ C para toda t ∈ [0, τ1−δ]. En particular,

∫
Ω u

2(τ1−δ) dx ≤ C1,
donde C1 no depende de h. Podemos repetir este argumento en el intervalo
[τ1 − δ, 2τ1 − δ] en lugar de [0, τ1] y aśı sucesivamente, obtenemos las cotas
para V (t), ‖u(t)‖L2(Ω), t ∈ [0, T ] y ‖ut(t)‖L2(Q).

�

3.3.2. Control de una Ecuación Eĺıptica del Tipo Loǵıstico

Sea Ω ⊂ Rn un dominio regular y acotado. Consideremos la ecuación del
tipo Lotka-Volterra

ut −∆u− u(a− h− bu) = 0 en Ω× (0, T )
u(0, x) = u0 en Ω
u = 0 en ∂Ω× (0, T ).

Esta ecuación es utilizada para modelar el crecimiento poblacional de
cierto tipo de especies [Sm91]. La función u representa la concentración de
la especie, a es la tasa de crecimiento, b la tasa de saturación, h es el control
y u0 es la población inicial. Interpretamos la condición de frontera como el
hecho de que ningún miembro de la especie habita en ese lugar y al control
h como la inferencia que puede tener un depredador conciente (i.e. granjero,
pescador, etc.).

Nosotros estamos interesados en el problema de control óptimo asociado
al sistema estacionario{

−∆u− u(a− h− bu) = 0 en Ω
u = 0 en ∂Ω,

(3.40)

donde a, b ∈ L∞(Ω) y h ∈ L∞+ (Ω) = {g ∈ L∞(Ω) | g ≥ 0 c.s. en Ω}.

De hecho, queremos ver bajo qué condiciones podemos encontrar h y u
de manera que

J(h) =

∫
Ω
λuhh− h2 dx,(3.41)

alcance su máximo sujeto a (3.40). J representa la diferencia entre la renta
y el costo por explotar la especie, λ > 0 describe el cociente entre el pre-
cio de la especie y el costo por controlar, cuyo papel es influenciar la tasa
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de crecimiento para obtener un mejor resultado en el proceso de explotación.

Primero daremos algunos resultados auxiliares de (3.40), y posterior-
mente, abordaremos el problema de controlabilidad.

Si q ∈ L∞(Ω), definimos σ1(q) el primer valor propio de{
−∆u+ qu = σu en Ω

u = 0 en ∂Ω,
(3.42)

que tiene una expresión de la forma

σ1(q) = ı́nf
u∈H1

0 (Ω)\{0}

∫
Ω |∇u|

2 + q|u|2 dx∫
Ω |u|2 dx

.(3.43)

Se puede probar que la multiplicidad de σ1 es uno y que la función propia
asociada φ1(q) pertenece a C1,α(Ω) para todo α ∈ (0, 1) con φ1(q) > 0 en Ω
y ‖φ1‖L∞ = 1.

Por lo anterior, tenemos como consecuencia las siguientes propiedades:

1. σ1(q) es creciente con respecto a q,

2. ∀M ∈ R, σ1(q +M) = σ1(q) +M ,

3. σ1(q) es continua con respecto a q en L∞(Ω).

Usando la técnica de sub-supersoluciones, se puede mostrar que (3.40)
tiene una solución no negativa uh si y solamente si σ1(−a + h) < 0. Sean
c = ess supx∈Ω c, c = ess ı́nfx∈Ω c y b > 0. Si uh es la única solución no
negativa, tenemos que

−σ1(−a+ h)

b
φ1(−a+ h) ≤ uh ≤

a− h
b

∀x ∈ Ω.(3.44)

Más aún, cualquier subsolución acotada w de (3.40) debe satisfacer w ≤
uh. Si σ1(−a + h) < 0, entonces uh > 0 para toda x ∈ Ω y por 1, tenemos
que

σ1(−a+ h+ 2buh) > σ1(−a+ h+ buh) = 0.(3.45)

La condición anterior nos da la estabilidad de la linealización del prob-
lema parabólico (véase [CGM98]).
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Ahora, para cada h ∈ L∞+ (Ω) (análogamente para cada h ∈ L∞(Ω)), de-
notamos a uh la solución máxima no negativa de (3.40). Entonces uh ≡ 0 si
y sólamente si σ1(−a+h) ≥ 0 y uh > 0 en Ω si y sólamente si σ1(−a+h) < 0.

Por otro lado, es fácil mostrar la propiedad de monotońıa con respecto
a uh, es decir, si h, g ∈ L∞(Ω) con h ≤ g, entonces uh ≥ ug.

A continuación, presentamos un resultado de existencia de soluciones:

Lema 3.3.3 Supongamos que q ∈ L∞(Ω), σ1(q) > 0. Entonces las si-
guientes condiciones se cumplen:

(i) Para cada f ∈ L2(Ω), el problema{
−∆u+ qu = f en Ω

u = 0 en ∂Ω,
(3.46)

tiene una única solución u ∈ H1
0 (Ω). De hecho, si f ∈ L∞(Ω), tenemos

que u ∈ C1,α(Ω) para toda α ∈ (0, 1).

(ii) Sean u1, u2 ∈ H1(Ω) con u2 ≤ u1 en ∂Ω y −∆u2 + qu2 ≤ −∆u1 + qu1

en el sentido débil. Entonces u2 ≤ u1 en Ω.

(iii) Sean p ∈ L∞(Ω) y f ∈ L2(Ω) con f ≥ 0, p ≥ q en Ω. Si w(p)
y w(q) son las respectivas soluciones del problema (3.46), entonces
w(p) ≤ w(q) en Ω.

Demostración. Primero, (ii) y (iii) son consecuencia del principio del
máximo para EDP eĺıpticas. Para (i), podemos usar el teorema de Lax-
Milgram en la forma bilineal L : H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω)→ R definida por

L(u, v) =

∫
Ω
∇u · ∇v dx+

∫
Ω
quv dx

y al funcional I : H1
0 (Ω)→ R definido por

I(v) =

∫
Ω
fv dx.

De hecho, la caracterización para σ1(q) dada por (3.43) nos da la esti-
mación ∫

Ω
|∇u|2 dx+

∫
Ω
qu2 dx ≥ c

∫
Ω
|∇u|2 dx
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para toda u ∈ H1
0 (Ω), donde

c =
σ1(q)

σ1(q) + ‖q‖L∞(Ω)

.

�

Si en particular, q en (3.46) pertenece a una A ⊂ L∞(Ω) tal que existen
dos constantes positivas M y µ con la propiedad

‖q‖L∞(Ω) ≤M, σ1(q) ≥ µ

para toda q ∈ A, entonces c = µ
M+µ es independiente de q ∈ A, ya que

µ

M + µ
≤ σ1(q)

σ1(q) + ‖q‖L∞(Ω)

para toda q ∈ A.

Para continuar, necesitamos dar un resultado de la diferenciabilidad de
la función uh con respecto a h:

Teorema 3.3.3 Sea h ∈ L∞(Ω) tal que σ1(−a+ h) < 0. Entonces

uh+βg − uh
β

→ v

en H1
0 (Ω) para cualquier g ∈ L∞(Ω) si β → 0. De hecho, v es la única

solución del problema{
−∆v + [−a+ h+ 2buh]v = −guh en Ω

v = 0 en ∂Ω.
(3.47)

En particular, ésto último es cierto para cada h ∈ L∞+ (Ω) tal que J(h) > 0.

Demostración. Sea β 6= 0 y

vβ =
uh+βg − uh

β
.

uh y uh+βg satisfacen

−∆uh + [−a+ h+ b(uh)]uh = 0 en Ω,
uh = 0 en ∂Ω,

(3.48)
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y

−∆uh+βg + [−a+ h+ βg + b(uh+βg)]uh = 0 en Ω,
uh+βg = 0 en ∂Ω,

(3.49)

respectivamente. Más aún, podemos notar que vβ satisface

−∆vβ + [−a+ h+ b(uh+βg + uh)]vβ = −guh+βg en Ω,
vβ = 0 en ∂Ω.

(3.50)

Como σ(q) es creciente con respecto a q ∈ L∞(Ω) y uh es decreciente
con respecto a h, para cada ε > 0 tenemos que

σ1(−a+ h+ b(uh+βg + uh)) ≥ σ1(−a+ h+ b(uh+ε‖g‖L∞(Ω)
+ uh)) ≡ µ,

si |β| ≤ ε. Podemos escoger ε de tal forma que µ > 0, ya que por continuidad
de σ1(q) con respecto a q y por hipótesis sobre σ1, obtenemos

σ1(−a+ h+ ε ‖g‖L∞(Ω)) < 0

para ε suficientemente pequeña. Como consecuencia, tenemos que la función
buh+ε‖g‖L∞(Ω)

es estrictamente positiva en Ω y por monotońıa de σ1 y de uh
con respecto a h, vemos que

σ1(−a+ h+ b(uh+ε‖g‖L∞(Ω)
+ uh)) ≥ σ1(−a+ h+ b(uh)) = 0.

Ahora, por (3.50) y por el lema anterior, existe una constante c indepen-
diente de β ∈ (−ε, ε) tal que

c ‖vβ‖2H1
0 (Ω) ≤

∫
Ω
|vβ|2 + [−a+ h+ 2b(uh+βg + uh)]v2

β dx

=

∫
Ω
−guh+βgvβ dx ≤ K ‖vβ‖H1

0 (Ω) ,

para alguna K positiva por (3.44). Por lo anterior, vβ es acotada en H1
0 (Ω) y

obtenemos que uh+βg → uh en H1
0 (Ω) si β → 0. Recordemos que la condición

buh > 0 implica que σ1(−a+ h+ 2buh) > σ1(−a+ h+ buh) = 0, llegamos a
que vβ ⇀ v en H1

0 (Ω) por unicidad de las soluciones de (3.47). De hecho, si
reescribimos (3.50)

−∆vβ + [−a+ h+ 2buh]vh = −guh − β[g + bvβ]vβ en Ω,
vβ = 0 en ∂Ω,

vemos que vβ → v en H1
0 (Ω).
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�

Ahora abordaremos el problema de la controlabilidad que mencionamos al
principio. Sea λ > 0 y J : L∞+ (Ω) → R el funcional definido por (3.41).
Tenemos el siguiente resultado de existencia de un control óptimo para J :

Teorema 3.3.4 Si a, b, h satisfacen las condiciones antes mencionadas, en-
tonces existe un control óptimo h ∈ L∞+ (Ω) del problema supg∈L∞+ (Ω) J(g)

sujeto a (3.40).

Demostración. Véase [CGM98].

�

La idea de la demostración es ver que los posibles controles óptimos
deben ser acotados. De hecho, si h ∈ L∞+ (Ω) y g = mı́n{h, λab }, entonces

J(g) ≥ J(h). Para ésto, consideremos dos casos:

Si uh ≡ 0, entonces

J(h) = −
∫

Ω
h2 dx ≤ −

∫
Ω
g2 dx ≤ J(g).

Si uh > 0 en Ω, entonces la condición de monotońıa de uh con respecto
a h, tenemos que ug ≥ uh > 0 en Ω. En [CGM98] se prueba que

λugg − g2 ≥ λuhh− h2 c.s. en Ω,

lo cual implica que J(g) ≥ J(h). Si en particular h ∈ L∞+ (Ω) es un control
óptimo y a > 0, podemos suponer que

h ≤ λa

b
c.s. en Ω.(3.51)

De lo anterior y de (3.44), se puede probar que si hm es cualquier suce-
sión maximizante de J en L∞+ (Ω), entonces existe h ∈ L∞+ (Ω) tal que para
una subsucesión hm ⇀ h débilmente en L2(Ω) y uhm → uh en H1

0 (Ω). Por
lo tanto, J(h) = supg∈L∞+ (Ω) J(g).

Ahora, daremos condiciones para que J(h) = supg∈L∞+ (Ω) J(g) > 0. Por

un lado, si lo anterior es cierto, entonces existe una h ∈ L∞+ (Ω) tal que
J(h) > 0, por tanto uh > 0 y σ1(−a) ≤ σ1(−a + h) < 0. Por otro lado, si
σ1(−a) < 0, entonces para cualquier f ∈ L∞+ (Ω) podemos escribir

λuff − f2 =
λ2u2

f

4
+

(
f −

λuf
2

)2

.
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La condición σ1(−a) < 0 implica la existencia de una función positiva f

tal que f =
λuf

2 y podemos concluir que J(f) > 0. De hecho,

sup
g∈L∞+ (Ω)

J(g) > 0⇔ σ(−a) < 0,

con esto último justificamos la hipótesis σ1(−a) < 0.

El teorema 3.3.3 nos permite dar una forma expĺıcita del control óptimo:

Lema 3.3.4 Supongamos que σ1(−a) < 0 y que h ∈ L∞+ (Ω) es un control
óptimo. Entonces,

h =
λ

2
uh(1− Ph)+ c.s. en Ω,(3.52)

donde Ph es la única solución del problema lineal{
−∆Ph + [−a+ h+ 2buh]Ph = h en Ω
Ph = 0 en ∂Ω.

(3.53)

Demostración. Sea h ∈ L∞+ (Ω) un control óptimo y g ∈ L∞(Ω), tal que
h+ βg ∈ L∞+ (Ω) si β → 0+. Entonces

J(h+ βg)− J(h) ≤ 0.

Si dividimos por β la expresión anterior, obtenemos∫
Ω
λ
uh+βg − uh

β
(h+ βg) + λuhg − 2gh− βg2 dx ≤ 0.

Si β → 0+ y usando el teorema 3.3.3, tenemos que∫
Ω
λvh+ λuhg − 2ghdx ≤ 0(3.54)

donde v es la solución de (3.47). Ahora, si multiplicamos (3.47) por Ph,
(3.53) por v, integramos y restamos ambas expresiones, podemos ver que∫

Ω
hv + guhPh dx = 0.(3.55)

En particular, combinando (3.54) y (3.55), deducimos que∫
Ω
g[λuh(1− Ph)− 2h] dx ≤ 0 ∀g ∈ L∞+ (Ω),
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por tanto,

h ≥ λ

2
uh(1− Ph) c.s. en Ω.(3.56)

Por otro lado, si g = −h, entonces h+βg ∈ L∞+ (Ω) para toda β ∈ (0, 1).
Entonces, análogamente a lo realizado anteriormente, tenemos que∫

Ω∩{h>0}
h[λuh(1− Ph)− 2h] dx =

∫
Ω
h[λuh(1− Ph)− 2h] dx ≥ 0.

De (3.56) debemos tener que

h =
λ

2
uh(1− Ph) c.s. en Ω ∩ {h > 0}.(3.57)

con ésto último, concluimos el resultado.

�

Para continuar caracterizando el control óptimo h, el lema 3.3.3 será de
gran utilidad. De hecho, por el inciso (ii), Ph ≥ 0. Para obtener una cota
superior de Ph, primero necesitamos establecer cotas para h y −a+h+2buh.
Por (3.51), tenemos una cota superior para cualquier control óptimo.

En el siguiente resultado obtendremos una cota inferior, la cual, es una
consecuencia de la continuidad de uh con respecto a h:

Lema 3.3.5 Si σ1(−a) < 0 y 0 < ε < σ1(−a)+2bu0

2b , entonces existe una

constante D = D(a, b,Ω) tal que si λ ≤ D, Ph satisface

0 ≤ Ph ≤ λQ c.s. en Ω,

para cualquier control óptimo h, donde Q es la única solución del problema{
−∆Q+ [−a+ h+ 2b(u0 − ε)]Q = a

b en Ω

Q = 0 en ∂Ω.
(3.58)

Demostración. Por la condición en σ1, u0 es estŕıctamente positiva en Ω
y por consiguiente, σ1(−a+bu0) = 0 y σ1(−a+2bu0) > 0. Por un lado, como
la función h→ uh es continua de L∞+ (Ω)→ C1(Ω), existe una constante D
tal que

g ∈ L∞+ (Ω), g ≤ Da
b
⇒ ug ≥ u0 − ε c.s. en Ω,(3.59)
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con la hipótesis para ε. Por la misma condición para ε y el lema (3.3.3) (i),
el problema (3.58) tiene una única solución Q y la función λQ satisface

−∆(λQ) + [−a+ h+ 2b(u0 − ε)](λQ) = λ
a

b
.

Si λ ≤ D y h es un control óptimo, de (3.59), (3.51), y (ii) del lema
(3.3.3), concluimos el resultado.

�

Del resultado anterior, tenemos el siguiente corolario:

Corolario 3.3.1 Si σ1(−a) < 0 y

λ ≤ mı́n

{
D,

1

‖Q‖L∞(Ω)

}
= D1,

entonces Ph satisface 0 ≤ Ph ≤ 1 c.s. en Ω, para cualquier control óptimo
h ∈ L∞+ (Ω).

Ahora presentamos el resultado principal de esta sección:

Teorema 3.3.5 Si σ1(−a) < 0 y λ ≤ D1, entonces cualquier control óptimo
h ∈ L∞+ (Ω) se puede expresar de la forma

h =
λ

2
uh(1− Ph),

donde la pareja (uh, Ph) = (u, p) satisface 0 < u, 0 ≤ p ≤ 1 c.s. en Ω y
−∆u = u

(
a−

[
b+ λ

2u(1− p)
]
u
)

en Ω

−∆p+ p[−a+ 2bu = λ
2u(1− p)2 en Ω

u = p = 0 en ∂Ω.

(3.60)

Demostración. Se sigue inmediatamente de los resultados anteriores.

�

Del resultado anterior, se pueden deducir las siguientes afirmaciones:

1. Se puede probar que la regularidad de los controles es C1,α(Ω) para
α ∈ (0, 1).

2. Si λ < D1, todo control es positivo c.s. en Ω.



130
Un Problema de Formación de Patrones y Aplicaciones en

Control óptimo

3. Se puede aproximar el control a partir de la expresión dada por el
teorema anterior y la unicidad de éste, si λ es suficientemente pequeña
(véase [CGM98]). Para profundizar más en el problema, se puede con-
sultar la referencia antes dada.

Con ésto último concluimos esta sección.



Caṕıtulo 4

Conclusiones

Antes de enunciar la conjetura mencionada al final de la sección pasada,
haremos algunas observaciones relevantes.

1. El problema de formación de patrones se analizó en la esfera por sim-
plicidad, en particular, el primer resultado es cierto para cualquier
dominio que admita soluciones positivas. Respecto al segundo resul-
tado (la caracterización de los centros), no se puede caracterizar el
comportamiento de los centros tan fácilmente debido a la geometŕıa
del dominio. En particular, se requirió el resultado para la ecuación
eĺıptica asociada: para un dominio muy general, no se sabe la dinámica
de los centros. Vale la pena realizar el mismo análisis para variedades
sin frontera y sin singularidades en coordenadas locales.1

2. Por otro lado, una de las ventajas de nuestro enfoque es que podŕıamos
considerar otro tipo de no linealidades que admitan formación de pa-
trones usando el mismo procedimiento y bajo la presencia de estos,
tratar de controlar la ecuación.

Ahora bien, si consideramos el funcional

J =

∫
Ω
|u(x, T )− ud(x)|q dx+N

∫ T

0

∫
Ω
h2(x, t) dx dt,

1Ésto puede representar un problema serio. En nuestro caso, la singularidad es removi-
ble. Véase [GP07].
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sujeto a 
ut −∆u− |u|p−1u− h = 0 en Ω× (0, T ),
u(0, x) = u0 en Ω,
u = 0 en ∂Ω× (0, T ),

o a 
ut −∆u− |u|p−1u− uh = 0 en Q
u(0, x) = u0 en Ω
u = 0 en Σ

podemos usar los resultados de concentración para reducir estos sistemas a
sistemas finito-dimensionales y aśı controlarlos. Para el caso particular del
funcional anterior, podŕıamos dar cotas o incluso en ocasiones un valor ex-
acto, dependiendo de la condición inicial y la función ud(x), para el valor
del funcional en el óptimo. Esto se debe a que podemos relacionarlo con el
problema de la mejor constante de Sobolev.

En general, dependiendo de la estructura del funcional, es decir, la de-
pendencia de este con respecto a las normas involucradas para mostrar los
resultados de concentración, se podŕıa controlar a partir del problema finito
dimensional.

De hecho, es razonable hablar de otro tipo de problemas de controlabil-
idad i.e. controlabilidad a trayectorias, controlabilidad distribuida, etc, con
ciertas restricciones. Más aún, la segunda ecuación está relacionada con los
valores propios del laplaciano, que a su vez determina la existencia global
o local de soluciones. Se puede pensar en controlar cualquier dato inicial
llevando la solución a una solución estacionaria.

Todo lo que mencionamos anteriormente nos da ideas para resolver cier-
tos problemas que aún siguen abiertos, aśı como planteamiento de problemas
que no se han considerado o bien, porque no se teńıa idea de como plantear-
los para que tuvieran sentido. Con esto concluimos el trabajo y nuestras
aportaciones por el momento.



Bibliograf́ıa

[ABKQ] Ackermann, N., Bartsch, T., Kaplický, P., Quittner, P.: A Priori
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