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Abstract.

Muchos objetos de estudio en algebra guardan propiedades reticulares,
tales como los subespacios vectoriales, los subgrupos, los subanillos, los
ideales de un anillo o los submdédulos. De aqui la importancia del estudio
de las reticulas y su caracterizacion.

En la presente tesis se estudian propiedades de algunas reticulas
conocidas y la estructura algebraica generada por las operaciones
supremo e infimo en una reticula. Se aborda la caracterizacion y
representacion de las reticulas modulares y distributivas, asi como las
condiciones de cadena y las reticulas neterianas y artinianas.

De manera central se analizan aspectos reticulares en la teoria de
modulos vy reticulas tales como los submodulos, las clases hereditarias y
cohereditarias, las clases naturales y conaturales.
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1. CoNJUNTOS ORDENADOS

Definicién 1.1. Sea P un conjunto. Un orden (parcial) en P es
una relacion binaria < tal que, para todo x,y,z € P, se cumplen las
propiedades de:

» Reflexividad (v <uz)

» Antisimetria (z<y,y<z=x=y)

» Transitividad (r <y, y<z=x<z)
Un conjunto P con una relacion de orden < es llamado conjunto
ordenado (o bien, conjunto parcialmente ordenado).

Definicién 1.2. Sea P un conjunto ordenado, sean a,b € P.

s Sia <b, peroa#b, escribiremos a < b.
m Sia <bymno eviste v € P tal que a < x < b, diremos que
“b cubre a a” y lo denotaremos por a < b.

Definicién 1.3. Sea P un conjunto ordenado. Entonces,

» P es una cadena (o bien, conjunto totalmente ordenado)
si, para cualesquiera x,y € P, tenemos que v <y oy < x (es
decir, cualesquiera dos elementos en P son comparables).

= P es una anticadena si v <y solo cuando x = y.

Definicién 1.4. Sean P, () conjuntos ordenados. Una funcion
p: P —Q es:

» mondtona (o bien, preserva el orden) six <y en P implica

p(r) < p(y) en Q;

= una tnmersion de ordenes si v <y en P siy solo si
p(x) < p(y)en Q;

= un tsomorfismo de ordenes si es una inmersion de ordenes
suprayectiva.
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Cuando existe un isomorfismo de ordenes de P en @), decimos que P
y Q son isomorfos (bajo el orden dado) y escribimos P = Q).

Definicién 1.5. Sea P un conjunto ordenado y sea Q C P. Entonces:

s a € Q) esun elemento mdximo si a < x € () implica a = x.
= a €@ es un elemento mayor de QQ si x < a para cada x € Q).

De manera dual (esto es, intercambiando en las definiciones anteriores
< por >) se define un elemento minimo de ) y un elemento menor

de Q.

Observaciones.

= Si existe un elemento mayor (menor), éste es tnico.
» El elemento mayor (menor) es también un elemento méximo
(minimo).

Notacién. Sea P un conjunto ordenado, al elemento mayor de P (si
existe) lo denotaremos por T, y al elemento menor (si existe) por L.
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1.1. Diagramas.

Si P es un conjunto ordenado finito, podemos representarlo
graficamente de la siguiente forma:

= Asignamos puntos en el plano para los elementos de P.

= Si un elemento cubre a otro, trazamos una linea que una a los
puntos que los representan, ubicando al elemento que cubre por
encima del otro.

= La linea descrita anteriormente no contendrd a otro punto, ni
intersecara a alguna otra linea.

Ejemplos.

= Todos los conjuntos ordenados de tres elementos son:

000 Oi v C/%

= Las cadenas n de n elementos:

s Las anticadenas n de n elementos:

(o) o] 00O 0O0O0O0



1.2. Sumas de Conjuntos Ordenados.

Definicién 1.6. Si P, Q son conjuntos ordenados tales que PNQ = 0,
definimos:

s La union de P y Q, PUQ con el orden: v <y en PUQ <

(ryePyx<y)o(v,ycQyur<y)
= La suma lineal de P y (), P®Q con el orden: x <y en PHQ

& (ryePyr<ylo(r,ycQuyr<ylo(rePyyecq)

Ejemplos.

n 2U3,2@3:5

]

2u3 203=5

» 13 (2U3), (1U2)®3

10(2u3) qu2)e3



= Denotaremos por M,, alasuma l®n® 1

M: Ms M4

= 1o (2Ul)D1es

Por la forma de su diagrama, el conjunto Mjz recibe el nombre de dia-
mante y el conjunto del tltimo ejemplo recibe el nombre de pentagono
y es denotado por Nj.

Ms Ns

Diamante Pentagono



2. RETICULAS

2.1. Reticulas y Reticulas Completas.

Definicién 2.1. Sea P un conjunto ordenado y sea S C P.

s Un elemento x € P es una cota superior de S si s < x para
toda s € S. Una cota inferior se define de manera dual.

= El conjunto de todas las cotas superiores de S se denota por S°
y el conjunto de todas las cotas inferiores por S* :

S*={rxeP|s<x VseS}
St ={zeP|x<s, VseS}
m 5. x €S esun elemento tal que:
1. z€65°
2. x <y, para toda y € S*
entonces decimos que x es la menor cota superior (o supre-

mo) de S y lo denotamos por SupS. Dualmente se define la
mayor cota inferior (o infimo) de S, denotado por Inf S.

Notacion. Adoptaremos la siguiente notacion:

Escribiremos = V y en lugar de Sup {z,y} si éste existe, y = Ay en
lugar de Inf {z,y} si existe.

Similarmente escribimos \/ S'y A S para referirnos a Sup S y a

Inf S, respectivamente, cuando éstos existen.

Definicién 2.2. Sea P un conjunto ordenado no vacio

» P es una reticula si para cada x,y € P, xVy y x Ay existen
en P.

» P es una reticula completa si para cada S C P, \/ Sy N\S
existen en P.

Definicién 2.3. Sea R una reticula, si R tiene elemento mayor T y
elemento menor L, entonces decimos que R es una reticula acotada.



Observacion. En la definicién de reticula completa se toma en
cuenta el caso S = (). Asi \/( es el elemento menor de

) ={xeP|s<ux Vsed} queestodo P, de aqui que P tiene
elemento menor. Dualmente puede verse que P debe tener elemento
mayor. De aqui, toda reticula completa es acotada.

Ejemplos:

» Las cadenas son reticulas donde z Vy y = A y son el elemento
mayor y el elemento menor, respectivamente, de {x,y} .
Asi: R, Q, N, Z son reticulas pero ninguna es completa.
En R, [a,b] es reticula completa si —0o < a < b < oo (axioma
de completez de R). Pero en Q, [—2,2] N Q no es reticula
completa a pesar de ser acotada, pues {q € Q| ¢* < 2} tiene
cotas superiores pero no supremo en Q.

= Sea X un conjunto, entonces el conjunto ordenado o(X) de
subconjuntos de X es una reticula completa en la cual

\/{Ai|i€l}:UAz‘

el

NA{Ai|iel} =4

el

» Reticulas de subgrupos:

e Sea G un grupo y consideremos (SubG; C) el conjunto
ordenado de subgrupos de G. Es cierto que para
H K € SubG, HN K € SubG, de aqui H A\ K existe y es
igual a H N K. Por el contrario, H U K no siempre es un
subgrupo, sin embargo H V K existe en SubG como el
subgrupo generado por H U K: (H U K).

e Sea GG un grupo, consideremos ahora (N SubG; C) el
conjunto ordenado de subgrupos normales de G. H A K
de nuevo esta dado por H N K. Ademas tenemos que si
H, K € NSubG, entonces

HK :={hk|h € H,k € K} € NSubG

De aqui, podemos ver que HV K = HK.



2.2. Estructuras-Interseccién.

Lema 2.4. Sea P conjunto ordenado tal que \ S existe en P para cada
S subcongunto no vacio de P. Entonces \| S existe en P para todo S
subconjunto con una cota superior en P (es decir S* # (). De hecho
VS=AS5

Demostracion.

Sea S C P tal que S* # (), entonces, por hipdtesis /\ S* existe en P.
Sea s € S, entonces s < t,Vt € S° De aqui, s es cota inferior de S*
y s < A S®. Esto significa que A S° es cota superior de S. Ademds,
A\ S* <t para toda t cota superior de S. Por tanto /\ S® es la menor
cota superior de S, es decir \/ S = A S°. O

Teorema 2.5. Sea P conjunto ordenado no-vacio. Entonces son equiva-
lentes:

1. P es una reticula completa

2. A\ S existe en P para cada S subconjunto de P

3. P tiene un elemento mayor T y NS existe en P para cada S
subconjunto no vacio de P.

Demostracion.

1= 2]

Por definicion de reticula completa.

2= 3|

Por hipétesis A 0 existe en P. Pero A ) es el elemento mayor de

)il ={peP|p<s, Vsel} = P. Asi que P tiene elemento mayor.
Ademas, por (ii), A S existe en P para cada S # () subconjunto de P.
3=1]

Sea S C P. Por hipétesis A\ S existe para todo S # 0y, si S = (),
entonces A\ S = A0 = T. Asi que A\ S existe para todo S C P. Sea
S C P, como P tiene elemento mayor T, entonces p < T ,Vp € S. Por
tanto T € 5%y S* £ (), usando el lema anterior tenemos que \/ S existe
en P. U

Corolario 2.6. Sea X un conjunto y sea R una familia de subconjuntos
de X, ordenados con la inclusion de conjuntos, y tal que
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L. (Ve; Ai € R para cada familia no-vacia {A;};., € R
2. XeR
Entonces R es una reticula completa en la cual

N{Ailiely =(A

el

VA{dilieny =({{BeR||J4 cB}

el

Demostracion.
Tenemos que A C X,VA € Ry X € R, asi que X es elemento mayor
de R.

Sea {A;},c; € R una familia no-vacifa. Por hipétesis (,.; 4; € R.
Ademas (,.; A; € A, Vie Iy, si BC A;,Vi €1 con B € R, entonces
B C ey Ai- De aqui que [,.; A; es el infimo de {A;},.;, es decir,
A{A; | i€ I} = ()., Ai- Entonces, por el teorema anterior, $ es una
reticula completa.

Usando el lema 2.4., tenemos que
V{Ailiel} = N{Ai|iel}’ = N{BeR| A C BViecl}=
AB € R | U, A: € BY = (1{B € ®| Uy, A C BY. .

Definicién 2.7. Si R es una familia no-vacia de subconjuntos de X
tal que satisface la condicion 1 del corolario anterior, entonces diremos
que R es una estructura interseccion ([\-estructura) en X. Si
ademds satisface la condicion 2, entonces la llamaremos estructura
interseccion con elemento mayor () -estructura).

Ejemplos. Algunas (' -estructuras (y por tanto reticulas completas)
son:

Los subgrupos, SubG, de un grupo G.

Los subgrupos normales, AN'SubG, de un grupo G.
Los subeespacios de un espacio vectorial.

Los subanillos de un anillo.

Los ideales de un anillo.
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2.3. Completacion.

Definicién 2.8. Sea X un conjunto.
» Una funcion C : p(X) — p(X) es un operador cerradura
en X si, para cada A, B C X:

1. ACC(A)
2. Si AC B, entonces C(A) C C(B)
3. C(C(A) =C(A)

» Un subconjunto A de X es cerrado (con respecto a C) si

C(A) = A.

Teorema 2.9. Sea C' un operador cerradura sobre un conjunto X.
Entonces la familia
Re={ACX|C(A) = A}

. T .
de subconjuntos cerrados de X es una () -estructura y asi, una
reticula completa ordenada por la inclusion, en la que

N{Ailiel} =4

el
\/{Ai liel}= C(UAi)
iel
Inversamente, dada una (' -estructura R en X,

Cw(A) = {BeR|AC B}

define un operador cerradura Cy en X.

Demostracion.
Claramente C'(X) € X y como C' es operador cerradura, X C C'(X).

Por tanto X = C(X) y X € R¢. Ademas A C X para todo A € R,
asi que X es elemento mayor de R¢.
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Sea {A;},.; € Re familia no-vacia. Entonce
Ademas, (,c; 4 C A, Viel=C(N
C(Nies Ai) Q ﬂzel A;. Por lo tanto ()

el

s Nies Ai €
A)CCA)=AViel =
€ Re.

iel

A;

el

. . T ,
De lo anterior se sigue que ¢ es una (] -estructura y asi, una
reticula completa en la que:

N{Ailiely =4

el

VA{Ailiey =({{BeRe||JA € B}

il

Veamos ahora que \/ {4; |i € I} = C(U,¢; 4i):

Tenemos que C'(|J;c; Ai) € C(B) = B, para cada B € ¢ tal que
Uies Ai € B, entonces C(J,c; Ai) € V{Ai|ie I}

Por otra parte A; C |J,.; A, Vi € I, de lo cual se sigue que (J,.; A; es
cota superior de {A; |[i € I}y \/{Ai |1 €1} CU;c; Ai € C(Uier Ai).

el
Para probar la segunda parte del teorema consideremos ahora una

ﬂT—estructura R en X. Veamos que Cy : X — X dado por
Cn(A) =({B € R| A C B} es un operador cerradura:

(1) Claramente A C ({B € R| A C B} = Cx(A).
(2) Supongamos que A C B, entonces: B C C'= A C C. Por tanto

{(CER|BCCIC{CeR|ACCY

({CeRr|ACCIC[[{CeR|BCCY

es decir, Cp(A) C Cx(B).

(3) Cr(A)=({Be€R|AC B} ycomo R es una [ )-estructura,
entonces Cp(A) € R. Por tanto Cp(A) e {Be R | Cr(A) C B}y
Cr(Cx(A)) C Cr(A). Esto prueba que C(Cx(A)) = Cr(A).

Nota. Este teorema nos permite definir la cerradura de un conjunto

A como C(A)=({BeRe|AC B} Y asi Oy, =C.



13

Ejemplo. Sea G un grupo. Entonces el operador cerradura
correspondiente a la ﬂT—estructura Sub G asigna a un subconjunto A
de G el subgrupo generado por A, (A).

Definicién 2.10. Sea P un conjunto ordenado. Si p : P — R es una
inmersion de ordenes (es decir, x <y en P si y sdlo si p(x) < o(y)
en R) y R es una reticula completa, entonces decimos que R es una
completacion de P (via ).

Lema 2.11. Sean A y B subconjuntos de un conjunto ordenado P,
entonces:

1. ACAs y AC A%

2. Si AC B, entonces BS C A* y B'C A

3. AS :Asis Y Az — Aisi

Demostracion.
1] aeAéaSJJ,Vl’EAS:ae(AS)i ;
aEA#wga,vxEAiﬁae(Ai)s‘

2] Supongamos A C B, entonces:
reEB=x>bVbeB=r>aVace A=ax € A%y
rEB =>r<bVbeB=x<aVac€ A=z A

3] A% C (A%)% y A" C (A)* (por (1)). Ademds A C A%y A C A, de
aqui A% C A5y A C A" (por (2)).
U

Teorema 2.12. Sea P un conjunto ordenado, sea C : p(P) — o(P)
dada por C(A) := A% entonces C' define un operador cerradura en P.
De esto se sigue que

DM(P) := {AC P | A = A}

es una (' -estructura en Py, por tanto, (DM(P): C) es una reticula
completa, llamada la completacion de Dedekind-MacNeille de
P.

Demostracion.
Veamos que C'(A) = A* define un operador cerradura:
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(1) AC A" =C(A).
(2) ACB= B*C A*= A" C B" = C(A) C C(B).
(3) C(C(A)) = C(A%) = (A1) = (A)' = A% = C(A),

Por lo tanto {A C P | C(A) = A} = DM(P) es una reticula
completa.

2.4. Estructura Algebraica de las Reticulas.

Dada una reticula R, podemos definir dos operaciones binarias:
aVb:=sup{a,b}

aNb:=inf{a,b}

En esta seccion estudiaremos las propiedades algebraicas de estas
operaciones.

Lema 2.13. Sea R una reticula y sean a,b € R. Entonces son equiva-
lentes:

1. a<b
2. avb=b>
3. aANb=ua

Demostracion.

1=2y 3]

Sia < b, entonces a es cota inferior y b es cota superior de {a,b }. Sean
c € {a,b} y de {a,b}*, entonces c < ayb<d PortantoaVb=">by
aNb=a.

2=1]

aVb=b="be{a,b}®*=a<b.
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3=1]
aANb=a=a€{ab} =a<h. O

Teorema 2.14. Sea R una reticula. Entonces V y A satisfacen, para
cualesquiera a,b,c € R:

1. Ley Asociativa ((aVb)Ve=aV(bVc))

2. Ley Conmutativa (aVb=0bVa)

3. Ley de Idempotencia (aVa=a)

4. Ley de Absorcion (aV (aANb)=a)
Demostracion.

ljde{avbc}* ©avb<dyc<dede{abl’yc<dsa<db<
dyc<dea<dyde{bc}’ea<dybve<d<sde{abVvc}®. De
aqui se sigue que (aVb)Ve = men{aVb, c}® = men{a,bVe}® = aV(bVe).

2] aVb=men{a,b}* =men{b,a}®*=>bV a.

3] a < a, por tanto a € {a}®. Ademds si b € {a}*, entonces a < b.
Asi tenemos que a = men{a}® = men{a,a}* =aV a.

4l a <ayaAb < a,asl que a € {a,a ANb}*. Sic € {a,a A b},
entonces a < c. Por tanto a = men{a,a ANb}* =aV (a A\ b). O

Dualmente, tenemos:

Teorema 2.15. Sea R reticula, tenemos que para cada a,b,c € R se
cumple:

L. (anb)ANc=aAN(bAc)

2. aANb=bAa
3. aNa=a
4. an(aVb)=a
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Definicién 2.16. Sea R una reticula. Decimos que R tiene:

s clemento unidad, si existe 1 € R tal que
a=alNl,VaéeR.
= elemento cero si existe 0 € R tal que a = a V0, Va € R.

Observaciones.

s Comoa=aANl<a<1, Vae R, entonces si R tiene unidad,
tiene elemento mayor T =1

= Dualmente, si R tiene elemento cero, éste debe ser el elemento
menor de R, 1 =0.

= A partir de este momento, usaremos 0 para referirnos al
elemento menor de una reticula (si existe) y 1 para el
elemento mayor (si existe). Diremos que una reticula es
acotada si tiene elemento cero 0 y tiene unidad 1.

Definicién 2.17. Sean R, P reticulas. Una funcion h: R — P es un
homomorfismo si preserva las dos operaciones NV y A, es decir:

h(aV b) = h(a) V h(b)
h(a A'b) = h(a) A h(D)

Un homomorfismo biyectivo es un tsomorfismo.
Sih: R— P es un homomorfismo uno-a-uno, entonces diremos que h
es una inmersion (de R en P).

Observaciones. Se sigue que si h es un homomorfismo entonces
h(R) es una subreticula de P, pues h(a) V h(b) = h(a V b) = h(c) para
algun ¢ € Ry h(a) A h(b) = h(a A b) = h(d) para algun d € R.

Si h es inmersion, entonces h(R) es reticula isomorfa a R.

Teorema 2.18. Sean R y P reticulas y h : R — P una funcion.
Entonces son equivalentes:

1. h preserva el orden
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2. h(aVb)>h(a)Vh(), Ya,b € R
3. h(anb) <h(a) Nh(b), Ya,b e R
Demostracion.
1= 2]

a,b < aVb= h(a),h(b) < h(aVb) = h(aVb) € {h(a),h(b)}* =
h(a) V h(b) < h(a VD).

1= 3|

a,b > aANb = h(a),h(b) > hia Ab) = h(a Ab) € {h(a),h(b)}' =
h(a) A h(b) > h(a A b).

2=1]

a<b=aVb=0b= h(b) =h(aVb) > h(a)Vhb) > h(a) = h(a) <
h(b). Entonces h preserva el orden.

3=1]
a<b=aANb=a= h(a) =h(aNb) < h(a) ANh(b) < h(b) = h(a) <
h(b). Entonces h preserva el orden. O

Corolario 2.19. En particular, si h es homomorfismo, entonces preser-
va el orden.

Corolario 2.20. Sean R y P reticulas y f : R — P una funcion. En-
tonces son equivalentes:

1. f es un isomorfismo de ordenes
2. f es biyectiva y una inmersion de ordenes
3. f es un isomorfismo de reticulas

Demostracion.

1= 2|

Recordemos que f es una inmersién de 6rdenes si:

a<b<s f(a) < f(b) Ya,b € Ry f es un isomorfismo de 6rdenes si es
una inmersion de ordenes y es sobre. Entonces basta con probar que f
es inyectiva:

fla) = f(b) = fla) < f(b) y f(b) < fla) = a<byb<a=a=b
Entonces f es inyectiva.

2 = 3|

Sea f una inmersion de érdenes biyectiva, entonces f preserva el

orden y f(a) Vv f(b) < f(aVb). Asi f(aVb) € {f(a), f()}"
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Sea p € P tal que p € {f(a), f(b)}*. Como f es sobre, entonces

p = f(c) para alguna ¢ € R. Ademés

fla), f(b) < f(c)=a,b<c=aVb<c= f(aVb) < f(c) =p. Por
lo tanto f(aV b) = men{f(a), f(b)}* = f(a)V f(b).

Dualmente se prueba que f(a Ab) = f(a) A f(b), esto muestra que f
es un homomorfismo y, como es biyectivo, un isomorfismo de reticulas.

3 = 1| Sea f un isomorfismo de reticulas, entonces:
a<bsavb=b<s f(b)=flaVvb) = fla)V f(b) < f(a) < f(b).
Por lo tanto f es una inmersion y biyectiva, es decir, un isomorfismo
de érdenes.

O

Relaciones de equivalencia. Recordemos que una relaciéon de equi-
valencia en un conjunto X es una relacién binaria, la cual es reflexiva,
simétrica y transitiva. Escribimos a = b (mod#f), para indicar que a
esta relacionado con b bajo la relacion #. Una relacién de equivalencia
f en X genera una particién de X en subconjuntos disjuntos. Estos
subconjuntos son las clases de equivalencia de #, dadas por

lalg :={z € X | z=a (modf)}

Proposicién 2.21. Sean R, P reticulas y f : R — P un homomorfis-
mo. Entonces la relacion 0 en R dada por

a=0b(modl) <= f(a) = f(b) Va,beR
es una relacion de equivalencia.

Demostracion.

(1) f(a) = f(a) = a = a (modh).

(2) a =b (modf) = f(a) = f(b) = f(b) = f(a) = b= a (modh).

(3) a=b (modf) y b= c (modf) = f(a) = f(b) y f(b) = f(c) =
fla) = f(c) = a = c (modb). O

Teorema 2.22. Sean R, P, f,0 como en la proposicion anterior. En-
tonces 6 es compatible con las operaciones V y N\ en R, es decir, que
para toda a,b,c,d € R,

a=b (modf)
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Y
¢ =d (modf)
implican
aVe=0bVvd (modf)
Y
aNc=bAd (modf)
Demostracion.

Sean a,b,c,d € R tales que a = b (modf) y ¢ = d (modf). Entonces
fla)=f)y f(e)=f(d),y

flave)=fla) Vv f(c) = f(b)V f(d) = f(bVd)

flane) = fla)nfle) = f(b) A f(d) = f(bAd).

Por tanto aVe=bVd (modd)y ahc=0bAd (modd) O

Observaciones. Como consecuencia de este resultado podemos definir
en Ry =: {[a] | a € R} las operaciones [a]V[b] =: [aVD] y [a]A[b] =: [aNb]
pues no dependen de los representantes tomados. Asi que Ry es una
reticula.

2.5. Subreticulas.

Definicién 2.23. Sea R una reticula y sea S C R (S # (). Entonces
S es una subreticula de R siavVbe S yaANbe S, Va,be S.

Notacién. Denotaremos por SubR a la coleccion de todas las
subreticulas de la reticula R y por SubyR a SubR U {0}.

Teorema 2.24. Sean I un conjunto no vacio y {S;}icr € SubR, en-
tonces (V;c; Si € SuboR.

Demostracion.

Si (N;e; Si = 0, entonces (o, S5 € SuboR.
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Supongamos que (., S; # 0. Entonces a,b € (,c; S = a,b € S,
Viel=aVbaNbe S, Viel=aVbaAbe(), S Porlo tanto
MNics Si € SubR.

O

Observacion. Este resultado nos dice que la interseccién de
subreticulas, si no es vacia, es también una subreticula. Asi, la
interseccién de todas las subreticulas que contienen algin
subconjunto A de la reticula es subreticula y es la menor subreticula
que contiene a A (con respecto a la contencién de conjuntos). Por lo
anterior tenemos la siguiente:

Definicién 2.25. Sean R una reticula y ) # A C R, entonces [A] :=
(S € SubR | A C S} es la subreticula generada por A. Si A =
{ai,as,a3,...} escribimos |ay,as,as,...] en lugar de [A].

Teorema 2.26. Sea R una reticula, entonces (SubgR , C) es una reticu-
la completa.

Demostracion.

Sea {S;},c; € SuboR familia no-vacia.

Si ;e Si = 0, entonces (,c; S; € SubyR.

Supongamos que [;c; S; # 0. Entonces {S;}ic; € SubR y como vimos
en el teorema anterior (,.; S; € SubR.

Ademas R € SubyR. Esto prueba que SubyR es una ﬂT—estructura y
asi una reticula completa en la cual

NA{Ailiel} =4

el

\/{Ai|i€I}: UAi

i€l
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Definicién 2.27. Sea S subreticula de la reticula R
= S es propia si S # R.
= S es convexa si y solo sia,be S;ce Rya<c<b=ceS.
» S esun tdeal siy solosire Ryae S=—aANzeSs.
= 51 S es ideal propia, entonces es prima si y solo si a,b € Ry
aNbeS=—=aeSobes.

Notacion. Denotaremos con IdR a la coleccion de todas las
subreticulas ideales de la reticula Ry con IdyR a IdR U {(}.

Teorema 2.28. Sean R una reticula e I una subreticula de R, entonces
son equivalentes:

1. [ esideal
2. r<a=zxzel, YVacl VreR
3. avbel = a,bel, Ya,be R

Demostracion.

1= 2|

Sean a € I y x € R tales que x < a, entonces t =a Ax € I.

2= 3|

Sean a,b € R tales que aVb € I. Tenemos que a,b < aVb € I, entonces
a,bel.

3=1]
Sean a € I y x € R. Tenemos que a V (a A ) = a € I, entonces
alNz el U

Teorema 2.29. Sea R una reticula. Si A, B € IdR, entonces
04 ANBcIdR.

Demostracion.

Tenemos que A,B # (), scan a € Ay b € B. Como A, B € IdR,
entonces aAb € A, aNb € By asi ANB # (). Por tanto ANB € SubR.
Ademés:zr € Rya€e ANB=x€ Ryac€ A B=xAa€ A,B (pues
A, B € ldR)= x Na € AN B. Por lo tanto A, B € IdR. O
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Observaciéon. A partir del teorema anterior se sigue que la
interseccién de un nimero finito de subreticulas ideales es no vacia y
también es una subreticula ideal. Pero para intersecciones no finitas
en general no es cierto, como vemos en el siguiente:

Ejemplo.

Sea R la reticula de los nimeros naturales N con el orden

r <y<y|az (v divide a x), entonces x Ay = mem(x,y) y
xVy=MCD(z,y).

Sea I, == {np | n € N} para p € P (el conjunto de nimeros primos).
Tenemos que I, € IdR Vp € P pero (),p I, = (), pues: x € Nper L =
para cada p € P, x = np para alguna n € N = para cadap € P,p | .
Lo cual no puede ocurrir para x € N.

Teorema 2.30. Sean R una reticula, I un conjunto no vacio
y {Si}ier € SubR, tales que (;,c; Si # 0.

1. SiS; es convera para toda i € I, entonces [),.; Si es subreticula

iel
convera.
2. 8i S; es ideal para toda i € I, entonces (\,c; S; es subreticula
1deal.
Demostracion.

1. Sean a,b € (,c; 5 v ¢ € R tales que a < ¢ < b, entonces a,b € S;
subreticula convexa,Vi € I. Por lo tanto, c € S;,Vi € I 'y ¢ € (,c; 5.

2. Sean @ € Ry x € (),c;5;, entonces x € S; ideal, Vi € Iy
aNx € S;,Viel Porlotanto a Az € (2, S O

Definicién 2.31. De esta forma para P C R no-vacio definimos la
subreticula convexa generada por P como la interseccion (de con-
Juntos) de todas las subreticulas converas que contienen a P.

De manera similar definimos el ideal generado por P que serd deno-
tado por (P], si P =a con a € R, entonces escribiremos simplemente
(a] y se dird que es un ideal principal.
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Teorema 2.32. Sea R una reticula, entonces:

1. (IdR, C) es una reticula con elemento mayor.
2. (IdRy , C) es una reticula completa.

Demostracion.

1. Sean A, B € IdR. Tenemos que AN B es también un ideal y es el
mayor ideal contenido tanto en A como en B, entonces ANB = ANB €
IdR. Ademas (A U B] es el menor ideal que contiene a AU B, entonces
AV B = (AU B| € IdR. Ademés tenemos que R € IdR ¢ I C R,
VI € IdR y asi R es el elemento mayor de IdR.

2. SeaZ C IdyR, sabemos que []Z es vacia o pertenece a [dR. Ademés

R es elemento mayor de IdyR. Por tanto, IdyR es una ﬂT—estructura
y asi una reticula completa en la cual

NZT=)7
V- (U]

Teorema 2.33. Sea R una reticula con elemento 0, entonces:

1. 0€1,VIeldR
2. {0} €ldR
3. (IdR, C) es una reticula completa.

Demostracion.
1] Sean I € IdR y a € I. Tenemos que 0 < a, entonces 0 € .

2| Para cada x € R, 0 Az = 0. Por lo tanto {0} € IdR.

3] Sea Z C IdR, por el inciso (1) tenemos que ((Z # 0 y asi, (Z €
IdR. De lo cual se sigue que IdR es una ﬂT—estructura (R como sabe-
mos es el elemento mayor de IdR). Por lo tanto IdR es una reticula
completa cuyo elemento menor es {0}. U

Teorema 2.34. El conjunto de los ideales principales de una reticula
R contituye una subreticula de (IdR , C).
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Demostracion. Sean a,b € R. Entonces:

z € (a] A (b e ze(an(b] <
re€((HAe€ldR|ac A})N(N{B € ldR|be B}) &
re(HANB|A BeldR,ae Aybe B} &
re({C eldR|aNnbe C} < x € (aNb].

r€(aVvVbere((aU]ere{AcIdR | (a], (b)) C A} ez €
({B€ldR|a,be B} @ xe({{Ce€ldR|aVbe(C} < axe (aVh.

Entonces el conjunto de ideales principales es cerrado bajo A y V,
ademas es un subconjunto de /dR. Por lo tanto es una subreticula de
(IdR,C) en la cual:

(@A) =(anb] y (o] V(6] =(aV]
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3. RETICULAS DISTRIBUTIVAS

Definicién 3.1. Sea R una reticula. Si se cumple la Ley Distribu-
tiva:
aN(bVe)=(anb)V(anc), YabceR

Entonces R es una Reticula Distributiva.

Teorema 3.2. Una reticula R es distributiva si y solo si se cumple la
ley distributiva para cada a,b,c € R con a # b # ¢ # a.

Demostracion.

Sia =0, tenemos que a A (bVe¢) =aA(aVe)=a=aV(aNhc)=
(a Ab)V (a A c). Es decir, se cumple la ley distributiva para a, b, c.

Si a = ¢, un razonamiento similar al anterior mostrara que también se
cumple la ley distributiva en este caso.

Por dltimo, si b = ¢, tenemos que a A (bVe) =aAb= (aAb)V(aNb) =
(@Nb)V (aNc).

Entonces, tenemos que la ley distributiva se cumple en cualquier reticu-
lasia=0 oa=c ob=c.

Asi que para que una reticula sea distributiva, basta con que la ley
distributiva se cumpla para elementos distintos. O]

Ejemplos.

= La reticula de subconjuntos de un conjunto dado ordenados
por la inclusién de conjuntos es una reticula distributiva.
= Las cadenas son reticulas distributivas.

Lema 3.3. (Destgualdad Distributiva) Sea R una reticula, sean
a,b,c € R. Entonces:

(anb)V(aNc)<aAN(bVc)
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Demostracion.

Tenemos que a Ab<a y aAc<a,entonces (aANb)V (aAc)<a.
Por otra parte aAb < b y aAc<c,entonces (a ANb)V(aAc)<bVe.
Por tanto (a Ab) V (aAc) € {a,bV e} yasi aA(bVe) > (anb)V
(aNc). O

Teorema 3.4. Sea R una reticula, R es distributiva si y solo si:
aN(bVe)<(anb)V(aNc) Va,bceR

Demostracion.

=| Si R es distributiva, cumple la igualdad y en particular debe
cumplir la desigualdad dada.

<] El lema anterior nos da la desigualdad aA (bV ¢) > (a Ab)V(a A c)
para cada a,b,c € R y por hipdtesis tenemos la otra desigualdad. Por
lo tanto, a A (bV ¢) = (a Ab) V (a Ac) para cada a,b,c € Ry asi R es
distributiva. O

Teorema 3.5. Sea R una reticula. Entonces son equivalentes:

1. an(bVe)=(anb)V(aNc) YVabce R
2. avV(bne)=(aVb)A(aVec) Ya,bceR

Demostracion.

1= 2|

Sean a,b,c € R, tenemos que

(aVb)A(aVe) =((avb)ANa)V ((avVb) Ac) =aV(cA(aVd) =
aV((chNa)V(cAb) =(aV(cAha))V(cAb) =aV (bAc).

2=1]
Se demuestra dualmente. O

Nota. Este teorema nos dice que la Ley Distributiva puede
enunciarse de forma dual. Adema&s muestra que en una reticula
distributiva, tanto A como V se distribuyen.
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Teorema 3.6. Sea R una reticula distributiva

1. 51 .S es una subreticula de R, entonces S es distributiva.
2. Si f es un homomorfismo definido en R, entonces f(R) es dis-
tributiva.

Demostracion.
1. Se sigue inmediatamente del hecho que la ley distributiva se cumple
para todos los elementos de R, en particular para los elementos de S.

2. Sean a,b,c € f(R), entonces existen z,y,z € R tales que f(x)
0, f(y) = b.f(z) = c. Ademds a A (bV ¢) = f(x) A (f(y) V (2))
[N (V=) = Fan@va) = F(@Ay)V(enz) = flaAy)V(enz)
(F@) A F)V (f@) AN f(2) = (aAb)V(aAc).

Ol
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4. RETICULAS MODULARES

Definicién 4.1. Si una reticula R satisface la Ley Modular:
c<a=aAN(bVc)=(aAb) Ve, YabceR

Entonces decimos que es una Reticula Modular.

Teorema 4.2. Toda reticula distributiva es también modular.

Demostracion.
Si ¢ < a entonces a A ¢ = ¢. De lo cual se sigue que
aN(bVe)=(anb)V(aNc)=(aNb)Vec. O

Lema 4.3. (Desigualdad Modular) Sea R una reticula, sean a,b, c €
R, entonces:

c<a= (aNb)Vc<aAN(bVec)

Demostracion. Supongamos a > ¢, entonces a A ¢ = c. Usando esto
ultimo y la desigualdad distributiva tenemos que
aN(bVe)>(anb)V(aAc)=(aAb)Vec. O

Teorema 4.4. Sea R una reticula. R es modular si y solo si:
c<a=aN(bVec)<(aAb)Vc VYabceR

Demostracion.

=

Si R es modular y ¢ < a, entonces se cumple la igualdad
aN(bVc)=(aAb)Vcy en particular la desigualdad pedida.

<]
Por otro lado, para ¢ < a tenemos, por el lema anterior que
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y por hipotesis se cumple la otra desigualdad.
ANbVa)=a=(aANb)Va=(aNb)Vec.
= (a A D) V ¢ siempre que ¢ < a. O

(anb)Ve<aAn(bVc)
Sic=a,aN(bVec)=a
Por lo tanto, a A (b V c¢)

Teorema 4.5. Sea R una reticula. Entonces son equivalentes:
1. a>c=aNn(bVec)=(aNb)Vec VabceR
2. aN(bV(anc)=(anb)V(aNc) YabceR

Demostracion.

1= 2|

Sean a,b,c € R, se cumple que a > a A c. Sustituyendo a,b,a A ¢ en
(1), tenemos que a > aAc=aA(bV (aNc))=(aNb)V (aAc).

2=1]
Supongamos que a > ¢, entonces a A ¢ = ¢. Por lo tanto
aN(bVe)=aNn(bV(aNc)=(anb)V(aNc)=(aAND)Ve. O

Nota. Este teorema nos da una equivalencia para la Ley Modular
como una identidad.

Teorema 4.6. Sea R una reticula modular

1. 8 S es subreticula de R, entonces S es modular.
2. Si f es un homomorfismo, entonces f(R) es modular.

Demostracion.
1] Como la ley modular se cumple en toda la reticula R, también se
cumple en S.

2| Sean a,b,c € f(R), entonces existen x,y,z € R tales que f(x)
a, f(y) = b, f(z) = c. Entonces:

an(bV(anc)) = F(@)AN(F)V([(@)Af(2)) = @) Afy)VFznz) =
F@) A fluV @A) = f(x A Y (en2) = FxAy) V@ Az) =
fany)V [z nz) = (f@) A F)V (@) A f(2) = (@nb)viane). O
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Definicién 4.7. Sea R una reticula.
» Sean a,b € R tales que a < b, entonces el conjunto

la,b :={x€R|a<z<b}

es llamado el intervalo de a a b.
» Sia =< b, entonces decimos que el intervalo |a,b] es simple.

Observacion. Si R es una reticula acotada, entonces [0, 1] = R. Esto
es porque 0 <z <1, Vr € R.

Teorema 4.8. Sea R una reticula modular, sean a,b € R. Los mapeos
a(z) .=z Na vy B(x) =2z Vb son isomorfismos inversos de [b,a V b] a
l[a A, a] y viceversa.

Demostracion.
Consideremos a(x) := z A a.
a:[b,aVb — [aNb,a
ebavbh=b<zr<aVb=aNb<zAa<(aVbANa=a=
alz) =z ANa € [aNb,al.

2. v es uno a uno
Sia(r) = a(y) para b < z,y < a Vb, entonces x A a = y A a. Por lo
tantoz =x A(aVb)=(xANa)Vb=(yANa)Vb=yA(aVb)=y.

3. « es sobre:

Sea x € [a A b, a], consideremos el elemento z V b.

Como aAb < x < a, entonces b = (aAb)Vb < xVb<aVbyasizVbe
[b,aVb]. Ademds, a(xVb) = (xVb)Aa=aA(bVz)=(aANb)Vaz=uz.

4. o preserva a A:
Siz,y € [b,aVb], entonces a(x Ay) = (xAy)ANa=(xAy)A(aNa) =
(xANa)A(yNa)=alz)Aaly).

5. « preserva a V:

Sean z,y € [b,a V b], entonces a(x),a(y) € [a A b,a] y tomando el

supremo tenemos que a(z) V a(y) € [a A b,a]. Como « es sobre, existe

z € [b,aVb] tal que a(z) = a(z)Valy) = (aAz)V(aAy), por la modu-

laridad esta ultima expresién es igual a aA(zV (aAy)) = a(zV (aAy))
Vi(aAx

y también es igual a a A (y V (a A z)) = a(y V (a A x)).
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Asi, tenemos que «a(z) = a(z V (a Ay)) = alyV (a A z)) y como
a es uno a uno, entonces z = =V (a Ay) = y V (a A z). Entonces
z=2zVz=(zV(aAy))V(yV(aAzx)) = (zV(aAz))V(yV(aAy)) = xVy.
Por lo tanto a(z Vy) = a(z) = a(z) V a(y).

Por lo tanto « es un isomorfismo de [b,a V b] a [a A b, al.

Para (G(z) = x V b, por dualidad, tenemos que [ es un isomorfismo
de [a Abyal a [b,a Vb

Por 1ltimo veamos que a y 3 son inversos:

Sea x € [b,aVb], entonces f(a(x)) = f(zAa) = (xAa)Vb = zA(aVb) =
x. Ademés, para y € [a Ab,a] a(B(y)) = alyVvbd) = (yVb) ANa =
aN(bVy =(@Ab)Vy=uy. O

Corolario 4.9. Sea R una reticula modular. Si a,b € R, a # b y existe
c€ R tal quec <a yc=<b, entoncesc=aNb,a<aVbyb<aVb.

Demostracion.

Supongamos ¢ # a Ab. Como ¢ < ay ¢ < b, entonces ¢ < aAb < a,
pero ¢ < a asi que c=a Abo aAb=a. Por tanto a = a A b, es decir
a < b. De forma similar tenemos ¢ < a A b < b, de lo cual se sigue bajo
los mismos argumentos que b < a. En conclusion, tenemos a = b. Esto
contradice al hecho que a # b. y por lo tanto, ¢ = a A b.

Ademsds, ¢ < a,b = aAb < a,b= [aNbyaly [bA a,b] son simples,
y por el teorema anterior éstos intervalos son isomorfos a [b,a V b] v a
[a, bV a],respectivamente. Asi que también deben ser simples [b, a V b
y [a,bV a] y, por lo tanto, b <aVbya~<aVb. O

Observacién. Dualmente tenemos que:

a<cyb<c=c=aVb aVb<a y aVb=<b
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Definicién 4.10. Sea R una reticula de longitud finita.

= 51 para cada a,b € R se cumple:
c<ayc<b=a<aVbyb=<aVb (ceER),
entonces R es una reticula semimodular.

= 51 para cada a,b € R se cumple:
a<cyb<c=aVb=<ayaVb=<b(ceR),
entonces R es una reticula semimodular dual.

Corolario 4.11. Toda reticula modular es semimodular y semimodular
dual.

Demostracion.
Por el corolario anterior tenemos que cualquier reticula modular es
semimodular y, por dualidad, tenemos que también es semimodular

dual. O
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5. COMPLEMENTOS

Definicion 5.1. Sea R wuna reticula

» 5i C = {c1,09,¢3,...c,} € R es una cadena con n elemen-
tos, entonces decimos que C tiene longitud n — 1, C' tiene
longitud finita y escribimos ((C) =n — 1.

» Sia,be R, a<byC esuna cadena tal que a,b € C C [a,b],
entonces C' es una cadena de a a b.

= 51 entre todas las cadenas de a a b hay una de longitud mayor n,
diremos que el intervalo |a,b] es de longitud finita denotada
por £([a,b]) = n.

» Si para cada par de elementos a,b € R con a < b, el inter-
valo [a,b] es de longitud finita, entonces decimos que R es de
longitud finita localmente.

» Si R es acotada y £(]0, 1]) = n, entonces R tiene longitud finita
n.

Definicién 5.2. Sean R reticula, a,b € R cona <b y x un elemento
del intervalo [a,b]. Si existey € R tal que xtA\y = a yxVy = b entonces
y es complemento de x relativo a [a,b].

Observaciones.

= Bajo las condiciones de la definicién anterior y € [a, b] ya que
a=xANy<y<zVy=>o.

= Como A,V son conmutativas, la relacién complemento es
simétrica, es decir y complemento de x implica que x es
complemento de y.

= Relativos al intervalo [a, b], a y b son complemento uno del
otro y en este caso dichos complementos son tinicos.

= El tnico caso en que un elemento x sea complemento de
si mismo es el intervalo [z, z] = {z}.Pues s Az =z V1 = x.

= En general, el complemento de un elemento en [a, b] no
siempre es unico. Por ejemplo, consideremos el conjunto M3
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("diamante”). Tiene tres elementos a, b, ¢ tales que
aNb=aNc=0yaVb=aVc=1,perob+#c.

Definicién 5.3. Si cada x € [a,b] tiene al menos un complemento
relativo a [a,b] entonces este intervalo es complementado. Si cada
intervalo en una reticula R es complementado, se dice que R es una
reticula con complementos relativos.

Definicién 5.4. Si R es reticula acotada y para x € R existe y € R
tal que x ANy =0 yxVy =1, entonces y es un complemento de x en
R. St cada elemento en R tiene al menos un complemento, R es una
reticula complementada.

Observacién. Una reticula R acotada con complementos relativos es
complementada, pues R = [0, 1] es complementado. Pero el reciproco
no es cierto en general:

Ejemplo. Consideremos el "pentdgono”{0, z,y, z, 1}, tenemos que y
es complemento para z y para z, 1 es complemento de 0 y
reciprocamente. Asi cada elemento tiene un complemento y R es
complementado. Pero el intervalo [0, z] = {0, z, 2} no es
complementado, pues z no tiene complemento relativo a [0, z].

1

Ns
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Teorema 5.5. Cualquier reticula R modular y complementada es tam-
bién una reticula con complementos relativos.

Demostracion.

Sean a,b € R tales que a < b. Sea x € [a, b], como R es complementada,
existe y € Rtal que z Ay =0y xVy = 1. Consideremos el elemento
(b Ay) V a, entonces:

A ((bAy)Va) = (A (bAy))Va = ((xAy)Ab))Va = (0AD)Va = 0Va = a.
Ademés, xV ((bAy)Va) = (xVa)V(bAy) =xzV(bAy) = (xVy)Ab=
1Ab=0.

Por lo tanto (b A y) V a es un complemento para x relativo al intervalo
[a,b]. O

Lema 5.6. Sean R una reticula distributiva y x,y € R. Si existe a € R
tal que:aNx=a ANy, aVx=aVy, enlonces r =y.

Demostracion.
Tenemos que z = z A (aVax) =xzA(aVy = (xANa)V(zAy) =
WAa)V(zAy)=yA(aVa)=yA(aVy)=y. O

Teorema 5.7. En una reticula R distributiva acotada un elemento
puede tener a lo mas un complemento.

Demostracion.

Sea x € R. Supongamos que x tiene un complemento y € R, es decir
rAy=0yaxVy=1 Seazec RtalquexzANz=0y xVz=1, entonces
rAy=xANzyxVy=2xVzyporel lema anterior, y = z. Por lo tanto,
si el complemento existe, éste es tinico. O]

Definicién 5.8. Sea R una reticula acotada, sea x € R. Si existe
y € R tal que x Ny = 0 donde y es un elemento maximo con esta
propiedad, entonces y es un pseudo-complemento de x en R. Si
cada elemento en R tiene un pseudo-complemento, R es una reticula
pseudo-complementada.
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Teorema 5.9. Sea R una reticula modular acotada, entonces cada
complemento de x € R es pseudo-complemento de x en R.

Demostracion. Sea y un complemento de =z en R. Supongamos que
xANz=0yy < zpara alguna z € R, entonces y = (z Ax)Vy =
zAN(xVy)=zA1=z Porlo tanto y es maxima con la propiedad
x Ay =0, es decir, es pseudocomplemento de z. 0]

Teorema 5.10. Sea R una reticula acotada, entonces 0 y 1 son pseu-
docomplementos unicos mutuamente.

Demostracion.

Tenemos que 0Axz = 0 para toda z € R, ademas 1 es el elemento mayor
de R. Por lo tanto el tinico pseudocomplemento de 0 es 1.

Por otra parte, 1Az = z para toda x € R, asi que 0 es el iinico elemento
con la propiedad 1 A x = 0. Por lo tanto el tinico pseudocomplemento
de 1 es 0. O

Definicion 5.11. Sea R una reticula

s Un subconjunto A de R es Dirigido si para cada a,b € A existe
alguna ¢ € A tal que a < c yb<c.

» Si R es completa y para cada subconjunto dirigido A de R y
cada v € R se tiene que x N\ (\/ A) =\ ,ca(x AN a), entonces se
dice que R es Continua Superiormente.

= Dualmente quedan definidos los conceptos: conjunto Dualmente
Dirigido y reticula Continua Inferiormente.

= Decimos que una reticula es Continua si es tanto continua
superiormente como continua inferiormente.

Lema 5.12. 57 C' es una cadena de la reticula R, entonces C' es un
conjunto dirigido.

Demostracion. Sean a,b € C, entonces a < b o b < a. Supongamos (sin
pérdida de generalidad) que a < b, entonces a,b < b € C. O
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Teorema 5.13. Si R es una reticula modular y continua superior-
mente, entonces cada elemento en R tiene un pseudo-complemento.

Demostracion.

Sea x € R, consideremos el conjunto A :={a € R |z A a = 0}.

Sea C' C A una cadena, por el lema anterior, C' es dirigida y por la
continuidad superior tenemos z A (\/ C') = \/ .o (z Aa). Pero para cada
acCCAxNa=0yasi\,(xAa)=0,entonces x A (\/C)=0y
(\/ C) € A. Por lo tanto cada cadena C' en A tiene una cota superior
en A, es decir, A es inductivo.

Por el Lema de Zorn tenemos que existe z € A (x A z = 0) elemento
maximo, es decir, existe z pseudocomplemento de x. 0

6. RETICULAS BOOLEANAS

Definicién 6.1. Si una reticula R es distributiva y complementada,
entonces decimos que R es una Reticula Booleana.

Teorema 6.2. Sea R una reticula booleana. Cada elemento de R tiene
un unico complemento en R.

Demostracion. Como R es boolena, entonces es complementada y dis-
tributiva, y asi cada elemento tiene al menos un complemento, ademas
por el teorema 5.7., éste complemento es tnico. U

Notacién. Denotaremos al tinico complemento de x € R por x’.
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Teorema 6.3. Sea R una reticula booleana, sean x,y € R. Tenemos
que:
xANxr' =0
sV =1
(') ==
=1 <=z=y
(xANy) =2"Vy
(xVy) =2 Ny
r<y<=rVvy=1
r<y<=zANy =0
r<y<=y <a
El mapeo ¢(a) = a' para a € R es un automorfismo dual de R.

CLOONS O W

—_

Demostracion.
1y 2| Por la definicién de complemento.

3| Tenemos que z’ es complemento de = y = es complemento de a’.
Ademas, el complemento de 2’ es (2')" y como el complemento es tinico,
entonces x = (2')".

4| Siy = 2/, entonces y = (2') = x. Intercambiando x por y en
lo anterior tenemos ademas que x =y = 2’ = y.

5] Consideremos (z A y) A (2' V /). Por la distributividad (z A y) A
(@'Vy') = ((zAy) )V (wAy) AY)) = (@A) Ay) V(e Ay AY)) =
OAy)V(xA0)=0V0=0.

Ademsés (zAy)V (2'VY) = (zAy)Va ) Vy = (V)N (yVa))Vy =
IA(yVa)Vy =@yVva)Vy =@yVvy)va' =1va =1.

De lo anterior se sigue que el complemento de x Ay es (xAy) = (' V).

6] Esta afirmacién es el dual de (5).

Ne<y=z=zANy=1=a'Ve=2'V(zAy) = (@' Vo)A Vy) =
IN(@Vy) =2"Vy.

Ademés 2’ Vy=1=ax=axANl=aAN @' Vy) =(@xA2)V(rAy) =
OV(zAy)=zAy=c=xANy=z<uy.

8] Es el dual de (7).

I rz<ysyvae=1=yAyVvr)=yAl=y =
vV =0ANy)VEYAN)=0V(yYAN2) =y AN2' =y <2 Por tanto z <
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y =y < a’. De lo anterior se sigue ¢/ < 2/ = (2/) < () =z <.

10] oz Ay) = (@ Ay) =2"Vy = o) Ve(y).

plxVy)=(zVy) =2 ANy = o)A e(y).

Asi que ¢ es homomorfismo dual.

Sea = € R, entonces p(z') = (2/) = x. Esto muestra que ¢ es sobre.
pla)=¢ly) =2 =y =a'<yyy<sd=y<zyr<y=z=y.
Por tanto ¢ es uno a uno.

Por ultimo ¢(z) = 2’ € R. Esto muestra que ¢ es un automorfismo
dual en R. O

Observaciones.

= De lo anterior se sigue que cada reticula booleana es
dualmente isomorfa con ella misma, es decir, autodual.

= En una reticula distributiva, los elementos que tienen
complemento cumplen también todas las propiedades del
teorema anterior.

= Dado que cada elemento en una reticula booleana tiene un
tnico complemento, ' (complemento) es una operacién unaria.
Entonces con las operaciones A, V y’, y con los elementos 0,1
la reticula puede ser vista como un algebra.

Definicién 6.4. Un Algebra Booleana B es una estructura con dos
operaciones binarias A\, V, una operacion unaria’, un elemento cero 0
y un elemento unidad 1, en la que se cumple:

1. B es una reticula distributiva
2. aV0=ayaANl=a,Vae B
3. aNd=0yaVvd =1, Va€eB

Una subdlgebra (booleana) de A dlgebra booleana es un subconjunto
no vacio de A que es cerrado bajo N\,V, .



40

Definicién 6.5.

s Un anillo de conjuntos es una familia F de subconjuntos de un
conjunto X cerrada bajo interseccion y union (de conjuntos).
= Un campo de conjuntos es un anillo de conjuntos que ademds

es cerrado bajo complementos (de conjuntos).

Teorema 6.6. Se tiene que:

1. Cualquier anillo de conjuntos ordenado por la contencion de
conjuntos es una reticula distributiva.
2. Cualquier campo de conjuntos es un dlgebra booleana.

Demostracion.

1. Sea F un anillo de subconjuntos de un conjunto X, tenemos que
A BeF=ANB=ANBeFyAVvDB=AUDB e F. Ademas
ANBVC)=AN(BUC)=(ANB)U(ANC)=(AAB)V(ANC).
Por lo tanto F es una reticula distributiva.

2. Sea F un campo, por lo anterior F es una reticula distributiva.

Ademas, si A € F, entonces X \ A € F (complemento de conjun-
tos) y es tal que: AN(X\A) = AN(X\A) =0 =0en F, y
AV(X\A)=AU(X\A) =X =1en. Porlo tanto (X \ A) es com-
plemento de A y asi F es complementada. Entonces F es un algebra
booleana. 0J

Observaciones. En particular el conjunto potencia de cualquier
conjunto es un algebra booleana. Cualquier subdlgebra de un algebra
booleana es también dlgebra booleana.

Teorema 6.7. Los elementos con complemento en una reticula dis-
tributiva R acotada forman una subreticula.

Demostracion.
Consideremos el conjunto C' :={x € R | = tiene complemento en R}.
C#(pues0,1cCyCCR.

Sean x,y € C, entonces x tiene un unico complemento x’ y y tiene
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también un tnico complemento y'.

Tenemos que x Ay = ((x Ay)) = (&' V), asi que 2’ V' es el
complemento de zAy. Dualmente, tenemos que 2’ Ay’ es el complemento
de z V y. Por lo tanto, z Ay, x Vy € C'y tenemos que C es subreticula
de R. U

Corolario 6.8. Para cada reticula distributiva R acotada eziste una
subdlgebra booleana mayor (respecto a la contencion de conjuntos) con-
tenida en R.

Demostracion. Consideremos C' como en el teorema anterior el con-
junto de todos los elementos en R con un complemento, el cual de-
mostramos es cerrado bajo A y V. Ademads, tenemos que para cualquier
x € C,z = (2", es decir, = es el complemento de z’. Por lo tanto 2’ € C
y C es cerrado bajo '.

Por el teorema anterior tenemos que C' es subreticula de R distributiva
y 0,1 € C, por lo tanto C' también es distributiva y acotada. Ademas
C' es complementada, pues consta exactamente de aquellos elementos
en R que tienen complemento y C' es cerrado bajo la operacion '.

Por todo lo anterior tenemos que C' forma un algebra booleana con-
tenida en R. Y debe ser la mayor algebra booleana contenida en R,
pues C' contiene a todos los elementos con complemento. (]

Observacién.

= Una subreticula de un algebra booleana no necesariamente es
una subdalgebra.

Por ejemplo, consideremos la reticula M, (vista en la seccién 1.2.) de 4
elementos R := {0,a,b,1} tal que a £ by b £ a. Con elemento menor
0 y elemento mayor 1 (0 < 1). Tenemos que 0/ =1y a’ = b, y asi, cada
elemento en R tiene complemento. Ademas, se cumple la ley distribu-
tiva para cualesquiera z,y,z € R. Asi que R es una reticula booleana.
Consideremos el subconjunto S := {0,a,1} de R, tenemos que S es
cerrado bajo A y V. Pero a no tiene complemento en .S. Por lo tanto,
S es subreticula, pero no es subdlgebra.
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Teorema 6.9. Sea R una reticula acotada, sea h un homomorfismo
definido en R. Tenemos que:

1. h(R) es reticula acotada, tal que h(0) en su elemento cero y
h(1) es su elemento unidad.
2. Si R es complementada, entonces h(R) es complementada.

Demostracion.

1] Como h es homomorfismo, h(R) es reticula. Ademas:

h(0) € h(R), es tal que h(0)V h(a) = h(0V a) = h(a) para toda a € R.
h(1) € h(R), es tal que h(1) Ah(a) = h(1 Aa) = h(a) para toda a € R.
Asi tenemos que h(0) V h(a) = h(a) y h(1) A h(a) = h(a) para toda
h(a) € h(A), es decir, h(0) en el elemento cero y hA(1) es el elemento
unidad de h(R).

2| Sea a € h(R), entonces a = h(x) para alguna z € R. Como R
es complementada, existe y € R complemento de x y tenemos que:
h(x) ANh(y) = h(z Ay) = h(0) y h(z)V h(y) = h(x Vy) = h(1). Por lo
tanto, h(y) es complemento para h(z) en h(R). O

Corolario 6.10. Si R es un dlgebra booleana y h es un homomorfismo
en R, entonces h(R) es dlgebra booleana en la cual (h(a)) = h(a') para
cada a € R.

Demostracion. Si R es algebra booleana, entonces R es distributiva y
complementada, sabemos que la imagen bajo un homomorfismo de R
es distributiva y por el teorema anterior también es complementada.
Por lo tanto h(R) es un algebra booleana.

Ademas, los complementos en un algebra booleana son tnicos y como
vimos en la demostracién de la parte 2 del teorema anterior, h(z') es
complemento para h(z) en h(R). Entonces (h(z)) = h(z') para cada
r € R. 0

Teorema 6.11. Un dlgebra booleana es una reticula con complementos
relativos.

Demostracion. Un algebra booleana es distributiva y complementada,
en particular es modular y complementada, y por el teorema 5.5. es
una reticula con complementos relativos. (]
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Corolario 6.12. Cada intervalo de un dlgebra booleana es una subdlge-
bra.

Demostracion. Por el teorema anterior, cada intervalo en una reticula
booleana es complementado. Ademas cada intervalo en una reticula
distributiva es una subreticula distributiva. (]

7. TEOREMAS DE CARACTERIZACION Y REPRESENTACION

Lema 7.1. El pentigono Ny es una reticula no modular, y por tanto,
no distributiva.

Demostracion.

N5 es una reticula acotada con cinco elementos: N5 = {0,1,z,y, 2},
puesestalque x ANy =2Ay=0,z2Vy=2zVy=1lyxAz=z
Entonces tenemos que z A (yVz) =xAl=z y (zAy)Vz=0Vz ==z
Por lo tanto z < x pero x A (y V 2) # (x Ay) V z y asi, N5 no es

modular. O
1
X
y
z
0
Ns

Lema 7.2. El diamante M es una reticula no distributiva.

Demostracion.

M3 es una reticula acotada con cinco elementos: My = {0,1,p,q,r},
puesestal que pAq=pAr=qAr=0,pVqg=pVr=qVr=1.
Entonces tenemos que pA (¢qVr)=pAl=p y (pAq)Vr=0Vr=r.
Por lo tanto p A (¢ V1) # (p Aq) V 1y asi, M3 no es distributiva. O
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Lema 7.3. Si R es una reticula no modular, entonces existe una sub-
reticula de R isomorfa al pentdgono.

Demostracion.

Como R no es modular, existen a,b,c € R (distintos entre si) tales que
c<ay(anb)Ve<aA(bVe).

Sean d:=(aAb)Ve,e:=aN(bVe), f:=bANdyg:=bVd.

Tenemos que

aAb = aN(bAb) = (aNb)AD <(app<a) AN <(ace)y eNb = (aA(DVC))AD =
aN((bVe)Ab)=aANb.

Por lo tanto, a Ab=eAb=dANb= f. (1)

Ademas

bVe= OV (aAb)Ve=bV((aAb)Vec)=bVd<(geebVe <e<hve
bV (bve)=(bVbVec=0bVe.

Por lo tanto, bVe=bVe=bVd=g.(2)

Veamos ahora que f #£2b# g, e gy d+# f:
f=b=anb=b=d=(aNb)Vc=bVc=e=aN(bVc)=aNd=
e < d. Lo cual es una contradiccién.
=g=>bVec=b=e=aN(bVc)=aAb=d=(aNb)Vc=eVc=
e < d. Lo cual es una contradiccién.
e=g=bVe=e=b<e=eANb=0bb= f =0 Lo cual es una
contradiccion.
d=f=dNb=d=d<b=dVb=b= g=0>,. Lo cual es una
contradiccion.

Por lo tanto, f <b<gy f<d<e<g. (3)

Ademés, como d Ab=eAb= f, bno estd relacionado (bajo <) ni con
d ni con e. (4)
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Consideremos la funcién h : N5 — R dada por
Rh(0) = f, h(1) =g, h(x) = e, h(y) = b, h(z) = d.

Ns

Por (1) tenemos que

h(x) A h(y) = h(z) A h(y) = h(0) = h(
Por (2), h(z) V h(y) = h(z) V h(y) = h
Ademés, h(x) Nh(z) =eNd=d = h(
h(x)Vh(z)=eVd=e=h(z)=h(x
Y f<ebd<g= h(0)<h(z),h(y),

Con esto se prueba que h preserva las operaciones A y V. Por otra parte
h es uno a uno, pues por (3) y (4) b,d, e, f, g son cinco elementos distin-
tos. Por lo tanto h es una inmersion y {b,d, e, f, g} es una subreticula

de R isomorfa a Ns.
O

Lema 7.4. Si R es una reticula modular y no distributiva, entonces
existe una subreticula de R isomorfa al diamante.

Demostracion.
Como R no es distributiva, existen
a,b,c € R (distintos entre si) tales que (aAb)V (aAc) < aA(bVc). Sean:

u:=(aANb)V(bAc)V (cAa),
vi=(aVb)AbBVec)A(cVa),
x:=(aA\v)Vu,
y:=(bAv)Vu,
z:=(cAv)Vu.

Tenemos que:

(H)aNv=aN(bVe)bAv=>bA(cVa)ycAhv=cA (aVD),
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pues:
Como a < aVb,cVa, entonces aANv=aA((aVb)A(cVa)A(bVec)=
a A (bV c). Las demds igualdades se obtienen usando argumentos sim-
ilares.

(2)z=((bVe)ANa)V (bAc)= (b\/c) (aV (bAC)),
=bBA(cVa))V(cha)=(cVa)AN(bV(cNa)) y
:(c/\(a\/b))\/(a/\b):( b) A (cV (a AD)), pues:

= (aNv)Vu = (an(bVc))V((aAb)V(bAC)V (cAa)) = (aA(bVe))V (DAc)

(dadoquea/\ba/\c<a/\(b c)).

Entonces x = (bVe)Aa)V (bAc)=(bVe)A(aV (bAc)) (dado que

bAc<bVcy R esmodular).

Anélogamente tenemos las otras igualdades.

B)avu=aV(bAc)bVu=bV(cANa)ycVu=cV(aAND),
pues:

Como aAb,cAa < a,entonces aVu=aV((aANb)V(cAha)V(bAc)) =
aV (bAc).

Las otras igualdades se obtienen similarmente.

Hu=xANy=yAz=2xA z, pues:

cAy=(bVe)A(aV(bA)))A({(cVa)AN(bV(cNa)))=((bVc)A
(bV(ena)AN((eVa)A(aV(bAc)) =BV (cAa)A(aV (bAc)) =
(bVu)A(aVu)=((bVu)ANa)Vu) (puesu <bVuy R es modular).

Pero (bVu)ANa=(bV(aNc) ANa=(aANb)VaAc) (puesaAc<a).
Por lo tanto, t Ay = ((a Ab)V (a Ac)) Vu=u.
De forma andloga podemos ver que xt Az =y A z = u.

B)v=azVy=yVz=urxVz, pues:
zVy=((aNbBVe))VDAN))V(DA(cVa)V(cha))= ((an(bV
)Viena)V((OAc)V (DA (cVa))=(aN(DbVec)V(bA(cVa))=
(vAa)V(bAv)=vA(aV (bAv)) (pues bAv < vy R modular). Pero
aV(bAv)=aV(bA(cVa))=(aVb)A(cVa)(puesa<cVayRes
modular).

Por lo tanto, tVy=v A ((aVb)A(cVa)) =v.

Analogamente, zV z =y V z = 0.

Entonces u < z,y,2z < w

(6) u # v, pues:

u=v=aAu =aAv,peroaANv =aAbVec)yaAhu =
aN((bAc)V(anb)V(cNha) = (aN(bBAc)V((aNb)V(cAa))
(pues (aAb)V (cAa) < ay Resmodular) y como aAbAc < aAb,cAa,
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entonces aAu = (aAb)V (cAa). Por lo tanto aA(bVe) = (aAb)V(aAc).
Lo cual es una contradiccion.

(7) u # x,u # y,u # z, pues:

u=x=u=(aANv)Vu=arv <u= (aAv)V(bAv) <uV(bAv)=1y.

Ademaés, como bAv <wv,a<cVay R esmodular, entonces

(wAa)VIbAv) =vA(aV (bAV) =vA(aV (A (cVa) =
A ((aVb)A(cVa))=w. Porlotanto, v <y y asi v =y.

De manera analoga, se tiene que v = z.

Entonces u =y A z = v A v = v. Lo cual es una contradiccién.

Usando argumentos similares tendremos que y # u # z.

(8)  # v,y # v,z # v, pues:
r=v=xzVy=v=z=u=2cxAy=y. Lo cual es una contradiccién.
Analogamente, y # v # z.

(9) z,y, z son tres elementos distintos:

Supongamos que dos de estos elementos son iguales, digamos = = y,
entonces u = x Ay = x Ax = x. Lo cual es una contradiccién. De la
misma forma tendremos que x # 2z y y # 2.

Por 1ltimo, consideremos la funcién h : M3 — R dada por
h(0) =u, h(1) = v, h(p) ==, h(q) =y, h(r) = =.

Ms
Tenemos que:
h(p) ANh(q) =x Ay =u= h(0) = h(p A q), similarmente se prueba que
h(p) Ah(r) = h(p Ar)y h(q) Nh(r) = Rh(g AT)
h(p)Vh(q) =xVy=wv=h(1l)=h(pV q), similarmente se prueba que
h(p) V h(r) = h(pV 1)y h(q) V h(r) = k(g V)

Ademas u < 2,7,z < v = h(0) < h(p), h(q), h(r) < h(1).

De lo anterior se sigue que h preserva las operaciones A y V.
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Tenemos que h es uno a uno, pues u, v, x,¥y, z son cinco elementos dis-
tintos.

Por lo tanto h es una inmersién y {u,v,z,y, 2} es una subreticula de
R isomorfa a Ms;. ]

Teorema 7.5. Una reticula R es modular si y sélo si no contiene
subreticulas isomorfas al pentdigono.

Demostracion.

=

Sea S una subreticula de R, entonces S es modular y la imagen de
S bajo cualquier homomorfismo es también modular. Como Nj no es
modular, no puede haber un isomorfismo entre S y Njs.

<]

Esta parte es el enunciado contrapuesto del lema 7.3. U

Teorema 7.6. Una reticula R es distributiva si y sélo si no contiene
subreticulas 1somorfas al pentagono o al diamante.

Demostracion.

=

Sea S una subreticula de R, entonces S es distributiva y la imagen de
S bajo cualquier homomorfismo es también distributiva. Como Mj y
N5 no son distributivas, no puede haber un isomorfismo entre S'y Nj
(6] M3.

<]

Contraponiendo el enunciado del lema 7.4. tenemos que si R no tiene
subreticulas isomorfas a M3, entonces R es distributiva o no es modular.
Pero por el teorema anterior, si R no tiene subreticulas isomorfas a N,
entonces R es modular. Por lo tanto, R debe ser distributiva. ]

Corolario 7.7. Una reticula modular R es distributiva si y solo si no
contiene subreticulas isomorfas al diamante.

Teorema 7.8. Una reticula R es distributiva si y solo si cada elemento
de R tiene a lo mds un complemento relativo en cada intervalo.



49

Demostracion.

=

Sea x € R tal que tiene un complemento y relativo al intervalo [a, b] en
R. Si z es complemento de x relativo a [a, b], entonces tAy = a =z Az
yaxVy=b=uaxV =z Porel lema 5.6. se sigue que y = z.

<]

Como cada elemento en R tiene a lo mas un complemento en cada inter-
valo, entonces R no puede tener subreticulas isomorfas ni al pentagono
ni al diamante (pues estas reticulas tienen elementos con mas de un
complemento). Por lo tanto, R tiene que ser distributiva. O]

8. CONDICIONES DE CADENA EN RETICULAS

Definicién 8.1. Sea P subconjunto no vacio del intervalo |a,b] tal que
cualesquiera dos elementos en P son comparables y a,b € P. Entonces
diremos que P es una cadena de a a b. Si P es finita y tiene n
elementos, diremos que P tiene longitud n — 1.

Definicién 8.2. Sea P una cadena finita de a a b de elementos a =
r1 < To < 3 < ... < Tp_1 < x, = b. Entonces decimos que P es
mdxima.

Definicién 8.3. Si todas las cadenas de a a b en una reticula son
de longitud finita y entre las cadenas mdzrimas hay una de longitud
mayor n, diremos que el intervalo [a,b] es de longitud n denotada por
(([a,b]) = n. Si R es una reticula acotada, entonces el intervalo [0, 1] es
toda R y si 0 (]0,1]) = n, entonces R tiene longitud finita ( (R) =n
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Demostracion.
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mayor n, diremos que el intervalo |a,b] es de longitud n denotada por
(([a,b]) = n. Si R es una reticula acotada, entonces el intervalo [0, 1] es
toda R y si € ([0,1]) = n, entonces R tiene longitud finita ( (R) =n
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Definicién 8.4. Sea R reticula, si para cada par de elementos a,b €
R con a < b el intervalo [a,b] es de longitud finita, entonces R es
localmente de longitud finita. Si R es localmente de longitud finita
y tiene elemento 0, entonces para cada x € R el intervalo [0, x| tiene
longitud finita, digamos n,. Este numero es llamado la altura de x y
es denotado por h(z).

Definicién 8.5. Sea P un conjunto ordenado.

s 51 C es una cadena finita en P tal que C' tiene n elementos,
entonces decimos que la longitud de C' esn — 1.

» 51 la longitud de la cadena mds larga en P es n, entonces dec-
imos que la longitud de P es n, P es de longitud finita y
escribimos ((P) = n.

s 50 dada cualquier sucesion x1 < 1o < 13 < ...<x, < ... de
elementos de P sucede que xj = X411 = Tpio = ... para alguna
k € N, decimos que P satisface la Condicién de Cadena
Ascendente,(CCA).

» Bl dual de la condicion de cadena ascendente es llamada la
Condicion de Cadena Descendente, (CCD).

Teorema 8.6. Sea P un conjunto ordenado, entonces P satisface la
CCA siy solo si cada subconjunto no vacio de P tiene un elemento
maximo. Dualmente, P satisface la CCD si y sélo si cada subconjunto
no vacio de P tiene un elemento minimo.

Demostracion.

= | Supongamos que hay un subconjunto no vacio A de P que no tiene
elemento maximo. Como A # (), existe a; € A. Pero a; no es maximo,
asi que existe as € A tal que a; < as. De nuevo as no es maximo,
entonces existe az tal que as < az. Continuando este procedimiento
(por el axioma de eleccién) tenemos una cadena infinita ascendente
a1 < as < az < ... en P que no satisface la CCA.

<] Si P no satisface la CCA, entonces existe una cadena infinita ascen-
dente a; < ay < az < ... en P. Entonces el conjunto A := {aq, as, as, ...}
no tiene elemento maximo (pues a,, < a,41 Vn € N). O
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Corolario 8.7. Sea P un conjunto ordenado, entonces P mno tiene
cadenas infinitas si y solo si satisface la CCA y la CCD.

Demostracion.
=| Sea 71 < x5 < 3 < ... una sucesion de elementos en P. Tenemos
que x1,xs,x3,.... forman una cadena en P. Como toda cadena en P

es finita y ademas, para cualesquiera n,m € N, n < m = z, < x,,
entonces existe k € N tal que x, = x,, si k& < n. Por lo tanto la suce-
sion cumple la CCA. Dualmente tenemos que si P no tiene cadenas
infinitas, entonces satisface la CCD.

< | Supongamos que P satisface la CCA y la CCD, pero contiene
una cadena C' infinita. Por el teorema anterior cada subconjunto no
vacio de P contiene un elemento méaximo, sea 1 el elemento maxi-
mo de C. Como C' es infinita, entonces C \ {1} # (0 y tiene un
elemento méaximo, digamos xs. Tenemos que C' \ {x1,x2} # 0 en-
tonces tiene elemento maximo 3. Continuando este procedimiento,
obtenemos una sucesion 1, s, 3, ... de elementos en C' distintos (pues
x, € C\ {z1,29,... ,2,-1}). Ademds, como C' es cadena, tenemos que
Ty < Tpog 0 Ty_q < x,. Pero x,, € C'\ {z1, 29, ...,2,_2} cuyo elemento
maximo es x, 1 y si x, 1 < x,, entonces x, 1 = x,. Lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto z,, < x,—; Vn € N. Entonces C tiene una
subcadena x; > xo > x3 > ... descendente que no satisface la CCD.
Lo cual es una contradiccién. [l

Teorema 8.8. Sea R una reticula en la que se satisface la CCA,
entonces:

1. Para cada A subconjunto no vacio de R, \| A existe y
VA =\/F para algin subconjunto finito F C A.
2. Si R tiene 0, entonces es una reticula completa.

Demostracion.

1. Sea ) # A C R. Como R es reticula, \/ F existe en R para cada
F C R finito no vacio.

Sea B:={\VF|0#F CA, Ffinito}. Como A # (), entonces B # ()
y por el teorema 8.6., B tiene elemento maximo digamos \/ Fy para
algin Fjy subconjunto no vacio de A.

Sea a € A, entonces \/(FoU{a}) € By \ Fy < \/(FyU{a}). Pero \/ F}
es maximo, asi que \/ Fy = \/(FyU{a}) y a </ Fy. Por lo tanto \/ Fj
es cota superior para A.

Supongamos que x es cota superior para A, entonces también es cota
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superior para Fj y, por lo tanto, \/ Fy < x.

De lo anterior se sigue que \/ Fy es la minima cota superior de A, es
decir \/ A =/ Fp.

2. Supongamos que R tiene 0. Por el inciso 1, para cada subconjunto
no vacio A de R existe \/ A. Por el dual del teorema 2.5, tenemos que
R es reticula completa. O

Dualmente tenemos:

Teorema 8.9. Sea R una reticula en la que se satisface la CCD,
entonces:

1. Para cada A subconjunto no vacio de R, \ A existe y
NA = A\F para algin subconjunto finito F C A.
2. 51t R tiene 1, entonces es una reticula completa.

Corolario 8.10. Sea R una reticula que no contiene cadenas infinitas,
entonces R es una reticula completa.

Demostracion.

Como R no tiene cadenas infinitas, entonces satisface la CCA y la
CCD.

Que R satisfaga la CCD implica que A R existe.

Entonces R tiene 0 y satisface la CCA. Por lo tanto, R es una reticula
completa. O

Definicion 8.11. Sea R una reticula

s 51 R satisface la Condicion de Cadena Ascendente,
decimos que R es una Reticula Neteriana

s 51 R satisface la Condicion de Cadena Descendente,
decimos que R es una Reticula Artiniana

Teorema 8.12. Sea R una reticula neteriana [artiniana/

1. 8 S es una subreticula de R, entonces S es neteriana
[artiniana).

2. Si h es un homomorfismo en R, entonces h(R) es reticula
neteriana [artiniana).
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Demostracion.
1. Se sigue del hecho que cualquier cadena en S es cadena en R.

2. Sea h(ry) < h(ry) < h(r3) < ....cadenaen h(R) (r; € R,Vi € N). Sea
Yi 1= \/{rl,rg, ...,Ti}. Tenemos que y; < 19 < y3 < ... es una cadena
ascendente en R, entonces existe n € N tal que y, = y,1r, €s decir
h(yn) = h(Yynik), para toda k € N,

Pero h(y;) = h(\{ri,re,...,ri}) = V{h(r1),h(rs),....;h(r:)} = h(r;).
Entonces h(r,) = h(r,4+%), para toda k € N.

Por lo tanto A(R) cumple la CCA y asi, es neteriana.

De forma dual se demuestra el caso artiniano. 0

Teorema 8.13. Sea R una reticula modular, sea a € R. Entonces R
es una reticula neteriana [artinianal si y solo si Ry :=={x € R |z < a}
y Ry :={x € R|a <z} son reticulas neterianas [artinianas).

Demostracion.

=

Sean x,y € Ry, tenemos que x Ay, zVy € Ry x,y < a. Entonces
rANy<zVy<ayasizxAy,zVyeR.

Sean x,y € Ry, tenemos que x Ay, zVy € Ry a < x,y. Entonces
a<zANy<zVyyasizAy,zVyeE R,

De lo anterior tenemos que R; y Ry son subreticulas de R reticula
neteriana. Por tanto también son neterianas.

<]

Sea r1 < x5 < 3 < ... una cadena ascendente en R, entonces tenemos
que z1 Na <o Na<zx3Na< ..y Va<zaVa<zs3Va<..
son cadenas ascendentes en Ry y Ry respectivamente. Por hipdtesis
satisfacen la CCA, asi que existe n € N tal que x, Aa = x, xp Nay
TpVa=x,.Va, para toda k € N.

Como zpip Na=x, Na <2y < Ty < Tpyp Va=x,Va (Vk eN),
entonces x, = (Tpip ANa)V x, = Tpop A(aVx,) (pues x, <z, v R
es modular). Ademads x, 1 = T, A (aV x,), por lo tanto, x, = x, .,
Vk € N.

Por lo tanto R cumple la CCA y asi, es neteriana.

De forma dual se demuestra el caso artiniano. [
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9. ATomos

Definicién 9.1. Sea R una reticula

= 51 R tiene O ya € R es tal que 0 < a, entonces a es un dtomo.

» Si R es acotada y continua superiormente y 1 = \/ A donde
A es un conjunto de datomos en R, entonces R es una reticula
semzi-atomica.

» Si para cada elemento en x € R se tiene que x = \/ A para
algin un conjunto A de dtomos en R, entonces R es una reticula
localmente atomica.

Definicién 9.2. Sea R una reticula completa

» St x € R es tal que para cada conjunto dirigido A C R con
x <\ A eziste a € A tal que x < a, entonces decimos que x es
compacto.

= 51 R tiene 1 y éste es compacto, entonces R es una reticula
compacta o finitamente generada.

» Si para cada elemento en x € R se tiene que x = \/ A para
algiun conjunto A de elementos compactos en R , entonces R es
una reticula compactamente generada.

Teorema 9.3. Sean x,y € R reticula. St x, y son compactos, también
lo esxVy.

Demostracion.

Sea A subconjunto dirigido de R tal que =V y < \/ A, entonces z,y <
\V A. Como z y y son compactos, existen aj,as € A tales que x < ay y
y < as. Dado que A es dirigido, existe a € A tal que a; V as < a.

Por lo tanto x Vy < a; V ay < a. Entonces = V y es compacto. OJ

Teorema 9.4. Si R es una reticula continua superiormente, entonces
cada dtomo es compacto.

Demostracion.

Sean a un atomo de R y D un subconjunto dirigido de R tales que
a < \/ D, entonces a = a A (\/ D) =\, cpla Ad). Como a es atomo
a/Ndesigual a 06 a, ademés a # 0y asi existe d € D tal que aAd = a.
Por lo tanto a < d y a es compacto. 0
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Teorema 9.5. Si R es una reticula modular semi-atomica, entonces
es complementada.

Demostracion.

Sea x € R.

Supongamos a < x para cada a atomo de R. Como R es semi-atémi-
ca entonces 1 = \/ A para algin conjunto A de atomos. Por lo tanto
1=V A<uzyax=1 tiene complemento en R.

Supongamos a % x para algin a dtomo de R, entonces a A x = 0.

Por lo tanto la familia A := {A conjunto de dtomos | = A (\/ A) = 0}
es no vacia.

Sea {A;}ier una cadena no vacia en A. Como A; C A; implica

\V A; <V A;, entonces {\/ A;}ier es un conjunto dirigido.

Por ser R continua superiormente tenemos:

e (V(Ua)) = (V(va)) =V (e (V) =0

i€l icl el

pues A; € A, Vi € I.

Por lo tanto | J,.,{Ai} € Ay por el Lema de Zorn A tiene un elemento
maximo M. Sea y :=\/ M.

Supongamos existe a dtomo tal que a £ zVy. Entonces aA (zVy) = 0.
Ademas, por ser R modular, tenemos que:

xAyvVa) <(xVyANlyvVa) = (xVy) ANa)Vy =y, entonces
zA(yVa) <zAy=0y MU{a} € A. Lo cual es una contradiccién
pues M es maximo.

Por lo tanto a < 2V y para cada a dtomoy 1 =\/ A<z Vy

(A el conjunto de dtomos), es decir, y es complemento de z. O]
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10. MODULOS

Nota. A lo largo de esta seccion A representara un anillo con 1.

Definicién 10.1. Un A-mddulo derecho es un grupo abeliano (M, +)
con una operacion de M x A en M dada por (x,a) — xa que satisface
las siguientes propiedades:

1. (z+y)a=za+ya

2. z(a+0b)=za+xb

3. x(ab) = (za)b

4. zl==

para cualesquiera x,y € M, a,b € A.

Similarmente definimos un A-mdédulo izquierdo tomando la
operacion de A x M en M, dada por (a,z) — ax.

Concentraremos nuestro estudio en los A-mddulos derechos, asi que
nos referiremos a ellos simplemente como A-mddulos.

Notacién. La clase de todos los A-mddulos sera denotada por
A-mod.

Definicién 10.2. Si M € A-mod. Un subconjunto no vacio L de M
es un submddulo de M si:

1. L es subgrupo aditivo de M.
2. v€L,ae A= xa €L

Es decir, L € A-mod bajo las operaciones heredadas de M.

Definicién 10.3. Si L es un submddulo del A-mddulo M, definimos
el modulo cociente como el grupo cociente M /L con la operacion de
M/L x A en M/L dada por (z,a) — Ta.
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Nota. La operaciéon (Z,a) — Ta esta bien definida, pues:
T=y=>c—y€L=xa—ya=(xr—y)aec L. Tenemos ademds que
M/L es un A-médulo.

Definicién 10.4. Si M, N € A-mod, una funcion ¢ : M — N es:

» homomorfismo (o bien, A-lineal) si para x,y € M, a € A
se tiene que:

o(r+y) = o(r) +p(y)

p(ra) = p(r)a

= un monomorfismo si ¢ es un homomorfismo uno a uno.
= un epimorfismo si ¢ es un homomorfismo sobre N.
= un tsomorfismo si es tanto monomorfismo como epimorfismo.

Notacion. Escribiremos:

M — N si existe un monomorfismo de M en N,

M — N si existe un epimorfismo de M en N,

M = N cuando exista un isomorfismo entre M y N.
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10.1. La Reticula de Submoddulos.

Notacién. Si M € A-mod, denotaremos por Sub M al conjunto de
todos los submoédulos de M.

Lema 10.5. Si M € A-mod y {N,} C SubM, entonces
Mo Na € SubM.

Demostracion.

1. ), Na es un subgrupo aditivo pues asf lo es cada N,.
22ze,Naya€e A=z € N,y ac Aparacada a = za € N, para
cada o = za € (), Na. O

Observacion. Por el resultado anterior tenemos que si M € A-mod y
L C M, entonces existe el menor submoédulo de M que contiene a L,
dado por:

SUB(L) =: [ {N € SubM | L € N}

Este submédulo es llamado el submédulo de M generado por L.

Lema 10.6. Si (M,+) € A-mod y {N,} C SubM, entonces
SUB(| JN.) = £aNa

donde ¥, Ny =: {Zanq | na € Ny Yo, ng = 0 para todas las «, excepto
para un numero finito}

Demostracion.

]

1. Como N, es subgrupo aditivo para cada «, entonces »,N, es tam-
bién un subgrupo aditivo.

2. Supongamos que X,n, € Y N, v a € A, entonces n, € N, Va y
ne, = 0 para todas las «, excepto para un numero finito. Por lo tanto,
(Xana)a = Y4 (nea) (pues es una suma finita).

Ademaés n, =0 = n,a =0y nya € N, Va (pues N, es submédulo).
Asi que (Xanq)a € Xy N,.

De lo anterior se sigue que ¥,N, € SubM.
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Ademas, como N, C ¥,N, para cada «, entonces UN, C ¥, N, que
es submédulo.
Por lo tanto SUB(|J, Na) € 30 Na.

0|

Tenemos que U,N, C SUB(U,N,,).

Si Yange € Yo N, entonces es una suma finita con n, € N, € SUB(U,N,,).
Por lo tanto, X,n, € SUB(U,N,). O

Teorema 10.7. Si (M,+) € A-mod, entonces SubM es una reticula
completa en la cual:

A No =[] Na

ael aecl
Y
\/ Na - EaEINa
ael
para {Ng}aer € SubM.
En particular:
LAN=LNN

Y
LVN=L+N={l+n|leL, neN}

para L, N € SubM .

Observacién. Por lo anterior, tenemos que SubM es una reticula
acotada, con 0 = {0} y 1 = M.

Teorema 10.8. Si M € A-mod, entonces SubM es una reticula
modular.

Demostracion. Sean K, L, N € SubM con N C K. Tenemos que:
Sime KN(L+ N), entonces m € K ym=1+nconl € Ly
n € N. Entonces [ = m+ (—n) conm € Ky —n € N C K, asi que
l=m+(—n)e KNL.
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Por lo tanto I +n € (K N L)+ N y tenemos que
KANLVN)=KN(L+N)C(KNL)+N=(KANL)VN. O

Lema 10.9. Si {N,}aer es una familia dirigida, entonces
zaEINa = UaEINa

Demostracion.

]

Si YaerNa € 2aerNa, entonces es una suma finita, digamos X" n,,
con ng, € Ny, Vi.

Como la familia es dirigida, entonces para «aq, as existe §; € I tal que
Noy, Noy € Np,. Para as, ) existe 8 € I tal que Ny, N3, € Ng,,
ademds N,,, No, € Ng,. Para oy, (8, existe 83 € I tal que N,,, Ng, C
Ng,, ademds N,,, No,, No, € Npg,. Continuando este procedimiento
tendremos que para oy, 3,—2 existe 3 € I tal que N, ,Ns, , C Npg,
ademés Ny, , Nay, ..., Nao,, © Np.

Por lo tanto n,, € Ng, Vi, asi que X" 1y, = Xacifa € Ng € UgerNo.

o)

Se sigue del hecho que N, C ¥, N, para cada o € I. 0

Teorema 10.10. Si M € A-mod, entonces SubM es una reticula
pseudo-complementada.

Demostracion.

Veremos que SubM es continua superiormente.

Sea {Ny}aer € SubM una familia dirigida, sea N € SubM, tenemos
que {N N N, }aer es también una familia dirigida, entonces:

NA(Vaer No) = NN (ZaerNa) = NN (Uner Na) = Uper (NN N,) =

acl ' acl '

ZaeI(N/\Na) = \/ael(N/\ Na)-

Por lo anterior, tenemos que SubM es continua superiormente y co-
mo ademéas es modular, por el Teorema 5.13. tenemos que SubM es
pseudo-complementada. O
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Definicién 10.11.

» Si {0} # M € A-mod no tiene mds submodulos que {0} y M
mismo (es decir, M es un dtomo de SubM ), decimos que es un
modulo stmple.

» Si M € A-mod es una suma de submddulos simples (es decir,
SubM es semi-atomica), entonces decimos que es un mdédulo
semi-simple.

Teorema 10.12. Si M € A-mod, entonces son equivalentes:

1. M es semi-simple.
2. M es una suma directa de modulos simples.
3. Cada submdodulo de M es un sumando directo.

Demostracion. Se sigue de los hechos que cualquier reticula modular
semi-atémica es complementada (teorema 9.5.) y que si cada submddu-
lo es sumando directo, entonces cada submddulo contiene un submodu-
lo simple, y ademas la suma de todos los submoddulos simples es un
sumando directo de M. U

Lema 10.13. N € SubM tiene un complemento en SubM si y solo si
N es sumando directo de M.

Demostracion.

=]

Sea N’ complemento de N en SubM, entonces NAN' = NNN' =0y
NVN =N+ N'=1= M. Por lo tanto N es sumando directo de M.
<]

Supongamos que M = ¥, M, suma directa con M, € SubM para
cada o € I 'y Mg = N para alguna 3 € I. Sea N' =: ¥,.3M,, entonces
O=NNN=NANyNVN =N+N =X, e/M,=M=1.

Por lo tanto N" € SubM es complemento de V. O

Teorema 10.14. St M € A-mod, entonces SubM es una reticula com-
plementada si y solo si M es un modulo semi-simple.
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Demostracion.

Por el lema anterior SubM es complementada si y sélo si cada elemento
de SubM es sumando directo de M. Por el Teorema 10.12., esto es
equivalente a que M sea semi-simple. [l

10.2. A-Her, A-Coh.

Definicién 10.15.

s Una clase de A-mddulos es llamada clase hereditaria si es
cerrada bajo submddulos y bajo isomorfismos.

s Una clase de A-mddulos es llamada clase cohereditaria si es
cerrada bajo tmdgenes homomorfas, es decir, bajo cocientes.

Notacion.

Denotaremos a la clase de todas las clases hereditarias de A-mddulos
por A-her.

Y a la clase de todas las clases cohereditarias por A-coh.

Definicién 10.16. Definimos en A-her (A-coh) un orden parcial dado
por:

VHl,Hg € A— her (A—COh), Hiy < Ho < Hi C Hoy

Teorema 10.17.

1. {{0}} € A-her (A-coh).

2. A-mod € A-her (A-coh).

3. {Haotaer € A-her (A-coh) = Noe; Har Upes Ha € A-her
(A-coh).
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Demostracion.
1. Se sigue de los siguientes hechos: {0} no contiene submédulos pro-
pios y la imagen bajo cualquier homomorfismo de {0} es {0}.

2. Se tiene que cualquier submédulo de un A-médulo es también un A-
modulo y cualquier imagen homomorfa de un A-mdédulo, es A-mddulo.
Por tanto, A-mod es cerrado bajo submodulos, isomorfismos e imagenes
homomorfas.

3. Sea {Ha}aer € A-her, sea H € (),c; Ha, sea K € A-mod tal que
K es submédulo de H ,0 bien H = K. Tenemos que H € H, € A-her
para cada « € I, entonces K € H, para cada o € [I. Por lo tanto
K e r1a617{a'

Por otra parte, si H € |J,c; Ha ¥y K € A-mod tal que K es submédulo
de H o H = K. Tenemos que H € Hg € A-her para alguna 3 € I,
entonces K € Hy. Por lo tanto K € |J,c; Ha-

Analogamente tendremos para {Hq }aer € A-coh que (), c; Ha ¥ Uper Ha
son cerradas bajo imagenes homomorfas. U

Notacién. Denotaremos con O a {{0}} y con I a A-mod.

Corolario 10.18. A-her y A-coh son reticulas grandes completas (es
decir, se comportan como reticulas completas, salvo el hecho que en
general no son conjuntos), en las cuales:

A\ Ho = Ha

acl ael
V= U,
acl ael

Definicién 10.19. Dada una clase M C A-mod, denotaremos por:

» HER(M) a la clase hereditaria generada por M (interseccion
de todas las clases hereditarias que contienen a M ).

» COHER(M) a la clase cohereditaria generada por M (inter-
seccion de todas las clases cohereditarias que contienen a M).
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Teorema 10.20. St M C A-mod, entonces:
1. HERM)={N € A—mod| N — M, para algin M € M}.
2. COHERM) ={N € A—mod | M — N, para algin M €

Demostracion.
1.Sea A:={N € A—mod| N — M, para algin M € M}.

Tenemos que para cada M € M, M B, (homomorfismo identidad).
Por lo tanto, M C A.
Ademas A € A-her, pues si N € Ay K es submédulo de N o N 2 K,

entonces K <5 N < M o K % N < M (¢ isomorfismo) para algin
M € M. En cualquier caso tenemos que K — M.

De todo lo anterior se sigue que HER(M) C A.

Por otra parte, tenemos:

N e A= N — M para algin M € M C HER(M) = N = K para
algin submédulo K de M € HER(M) € A-her = N € HER(M)
(pues HER(M) es cerrada bajo submédulos y bajo isomorfismos).
Por lo tanto A C HER(M).

2.8ea B:={N € A—mod| M — N, para algin M € M}.

Tenemos que para cada M € M, M z M. Por lo tanto, M C B.
Ademas B € A-coh, pues si N € By K = ¢(N) (¢ homomorfismo),

entonces M — N - K € A-mod para algun M € M. Por lo tanto
M — K yasi K € B.
De todo lo anterior se sigue que COHER(M) C B.
Por otra parte, tenemos:
N eB= M — N para algin M ¢ M C COHER(M) =
N es una imagen homomorfa de M € COHFER(M) € A-coher =
N € COHER(M) (pues COHER(M) es cerrada bajo imagenes ho-
momorfas). Por lo tanto B C COHER(M).
O

Teorema 10.21. Si H € A-her, entonces tiene un unico pseudocom-
plemento en A-her denotado por H " y dado por:

Hirer —={NeA—mod|(HeH y H— N)= H={0}}



65

Demostracion.

Sea A:={NeA—mod|(HeH y H— N)= H ={0}} tenemos
que:

1. A € A-her, pues

Si N e Ay K € A-mod es un submédulo de N o N = K, entonces
K — N. Sea H € 'H tal que H — K, entonces H — K — N =
H— N e A= H = {0}. Por tanto K € A.

2. HANA =0, pues

SiHeHANA=HNA, entoncesHgﬂconHeHycomoHeA,
H = {0}. Por lo tanto HN A = 0.

3. A es un elemento mayor con la propiedad H A A = 0, pues:

Si K€ A-her talque HAK =0, Ne Ky

si H € H es tal que H — N, entonces H € I (pues H es isomorfo a
un submodulo de N € K € A-her). Por lo tanto H € HNK =0 =
H={0}=NecA=K<A

4. De esto ultimo se sigue que A es maximo y asi un pseudocomplemen-
to, ademés se tiene la unicidad (pues cualquier pseudocomplemento es
méximo, pero A es elemento mayor). O

Corolario 10.22. Si 'H € A-her, entonces:
Hther = (N € A—mod | {0} # H— N = H ¢ H}

Corolario 10.23. SiH, K € A-her y H < K, entonces Ktrer < Hther,

Demostracién. Sea N € Ktrer sea H € H tal que H — N. Por tanto
H e K (pues H C K)ycomo H < Ny N € Ktrer entonces H = {0}.
Asi que N € Htrer y [Chrer C Hher, O

Teorema 10.24. Si C € A-coh, entonces C tiene un unico pseudocom-
plemento en A-coh denotado por Cteor y dado por:

Cteoh ={Ne€A—-mod|(CeC y N—C)=C=1{0}}

Demostracion.
Sea B:={Ne€A—-mod|(CeC y N—C)= C ={0}}, tenemos

que:



66

1. B € A-coh, pues

Si N € By K = ¢(N) con ¢ homomorfismo, entonces N 5 K.
Sea C' € C tal que K — C, entonces N - K - C = N — C'y
N € B = C = {0}. Por tanto K € B.

2.CANB =0, pues

SiCeCAB=CnNnB, entonces(]iiC’conCECycomoC’EB,
C = {0}. Por lo tanto CN B = 0.

3. B es un elemento mayor con la propiedad C A B = 0, pues:

Si K € A-coh tal que CAK =0, N e Ky

si C € C es tal que N — C, entonces C' € K (pues C' es imagen homo-
morfa de N € K € A-coh). Por lo tanto C e CNK =0= C = {0} =
NeB=K<B.

4. De esto ultimo se sigue que B es maximo y asi un pseudocomplemen-
to, ademés se tiene la unicidad (pues cualquier pseudocomplemento es
méximo, pero B es elemento mayor). O

Corolario 10.25. Si C € A-coh, entonces:

Cteh ={N e A—mod| N - C#{0} = C¢C}

Corolario 10.26. Si C, D € A-coh y C < D, entonces Dreor < Cheoh,

Demostracion. Sea N € Dreor sea C € C tal que N — C. Por tanto
C €D (puesCCD)ycomo N —» CyN € Dhen entonces C = {0}.
Asi que N € Cteer. Por lo tanto Dteer C Cteon, 0

Corolario 10.27. A-her y A-coh son reticulas grandes pseudocomple-
mentadas.
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10.3. A-Nat, A-Conat.

Definicién 10.28.

» [l esqueleto de una reticula (grande) pseudocomplementada
es la clase de todos sus pseudocomplementos.

s FEl esqueleto de A-her serd denotado por A-nat y sus elementos
seran llamados clases naturales.

s Bl esqueleto de A-coh serd denotado por A-conat y sus elemen-
tos seran llamados clases conaturales.

Lema 10.29. Sea {H}aer € A-her tenemos que:

Lher
ﬂ HaLh,er _ (U Ha)

ael acl
Demostracion.
]
Sea N € N,y Ha ", sea H € |J,; Ha tal que H < N.
Tenemos que H € Hp para algun 3 € I, N € Hg“” y H — N. Por
Lher

lo tanto, H = {0} y asi, N € (U,c; Ha) """
2|
Sea N € (UQGIHQ)L}””. Sean o € I v H € 'H,, tal que H — N.

Tenemos que H € |J,c; Ha y como N € (Uael HQ)L}””, entonces
H = {0} y asi, N € H, " para toda o € I. O

Lema 10.30. Sea {C,}acr € A-coh tenemos que:

Leon
ﬂ Cal-coh _ (U Ca)

ael ael
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Demostracion.

-

Sea N € (,es Coteor sea C € Uaer Ca tal que N — C'.

Tenemos que C € Cg para algun 3 € I, N € CgLC"h y N — C. Por lo

tanto, C' = {0} y asi{, N € (U,;C )L“’h.

acl Y«
B
Sea N € (Uae[Ca)Lc"h. Sean o« € I y C € C, tal que N — C.
Tenemos que C' € |J,c;Ca y como N € (U,¢; CQ)L“’h, entonces
C = {0} y asi, N € C, ™" para toda a € I. d

Teorema 10.31.

1. O € A-nat (A-conat).
2. I € A-nat (A-conat).
3. {Nataer € A-nat (A-conat) = (,c; Na € A-nat (A-conat).

Demostracion.

1y 2. Tenemos que O, I € A-her (A-coh). Ademés O es pseudocom-
plemento de I y viceversa.

3. Tenemos que para cada N € A-nat (A-conat), N' = H}her

(N = Hteor) para alguna H € A-her (A-coh), y por los lemas ante-
riores tenemos que la intersecciéon de pseudocomplementos en A-her
(A-coh) es también un pseudocomplemento. O

Definicién 10.32. Dada una clase M C A-mod, denotaremos por:

s NAT(M) a la clase natural generada por M (interseccion de
todas las clases naturales que contienen a M).

s CONAT(M) ala clase conatural generada por M (interseccion
de todas las clases conaturales que contienen a M).
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Corolario 10.33. A-nat es una reticula completa. En la cual:

A\ Ho = Ha

acl ael

VTQzAMT<LMu>

ael acl

Corolario 10.34. A-conat es una reticula completa. En la cual:

A Co=[)Ca

acl ael

vca:CONAT<LﬂQ>
ael ael

Teorema 10.35. Si H € A-her, entonces (Htter)ther es igual a la
clase:

{NeA—mod|{0} # H— N = K — H para algin {0} # K € H}

Demostracion. Usando el teorema 10.21. y su corolario, tenemos que:
N € (Htrer)tner o ({0} £ H <~ N = H ¢ Hirer) &

({0} #H > N=3K e Htalque K#{0} y K — H) &

N pertenece a la clase dada. (]

Corolario 10.36. Si H € A-her, entonces H C (H1her)Lner

Demostracion. Tenemos que si N € H'y {0} # H — N, entonces
H € 'H, si ponemos K = H en el teorema anterior, tendremos que
N 6 (HLher)lher' |:|

Teorema 10.37. SiC € A-coh, entonces (Cteor)Leor es igual a la clase:
{NeA—mod | N - C #{0} = C — K para algin {0} # K € C}
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Demostracion. Usando el teorema 10.24. y su corolario, tenemos que:
N € (Cteen)teon = (N — C #£ {0} = C ¢ Cteor) &
(N—->C#{0}=3KeCtalque K #{0} yC - K) &

N pertenece a la clase dada. [l

Corolario 10.38. Si C € A-coh, entonces C C (Cteon)Leon

Demostracion. Tenemos que si N € Cy N — C # {0}, entonces
C € C, si ponemos K = C en el teorema anterior, tendremos que
N e (Clcoh>Lcoh' |:|

Definicién 10.39. Una clase M de A-modulos satisface:
= La condicion (N) si:
{0} #M — N = (3L €e M)(H0} # K € Amod) M — K — L]
implica que N € M.

» La condicion (CN) si:
[N—»M%{O}i(3L€M)(3{0}%K€A—m0d) M—»K«—L]
implica que N € M.

Teorema 10.40. Si M € A-mod, entonces son equivalentes:

1. M€ A-nat.
2. M satisface (N).
3. M€ A-her y M = (Mtner)ter,

Demostracion.

1= 2]

Si M € A-nat, entonces M = Htrer para alguna ‘H € A-her.
Supongamos que se satisface:

({0} £ M — N = (3L e M)(3{0} £ K € A—mod)M — K — L)
pero N ¢ H1trer | entonces:

Existe {0} # M € H tal que M — N y por hipétesis, existen L € M
y {0} # K € A —mod tales que M < K — L. Entonces L € H*trer
v {0} # K — L y por lo tanto, K ¢ H. Lo cual es una contradiccién
(pues K — M y M € H € A-her = K € H).
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Por lo tanto N € Htrer = M y M satisface (N).

2= 3]

Sea N € M, si M es submoédulo de N, o bien, N = M, entonces

M < N.Supongamos que {0} # K < M. Tenemos que K « K — N

con N € My {0} # K € A— mod. Entonces por la condicién (N)

tenemos que M € M y por lo tanto, M € A-her.

Por otra parte:

N € (Mtrer)tner & ({0} # M — N = (3{0} # K € M) K — M).

Entonces, como {0} # K € M, poniendo L = K en la condicién (IN)

tendremos que N € M.

Por lo tanto (M1rer)tner C My como M € A-her (por el corolario

10.36.) tendremos que M = (MLher)Lher,

3=1]

Se sigue del hecho que M es pseudocomplemento de M*rer € A-her.
U

Corolario 10.41. Dada H € A-her, NAT(H) = (H*trer)Lner,

Demostracion.

Tenemos que H C (H1rer)her (corolario 10.36.) y (H1her)ther € A-nat.
Por lo tanto NAT(H) C (Htrer)trer,

Por otra parte:

Como H C NAT('H), entonces (por el corolario 10.23.)

(NAT(H))L;m C Htrery (HJ—her)J—her C ((NAT(H))J—her)J—her = NAT(H)
(pues NAT(H) € A-nat). O

Teorema 10.42. Si M € A-mod, entonces son equivalentes:

1. M € A-conat.
2. M satisface (CN).
3. M€ A-coh y M = (Micoh)Lcoh_

Demostracion.

1= 2|

Si M € A-conat, entonces M = C*eor para alguna C € A-coh.
Supongamos que se satisface:

(N> M#{0}=3LeM)(FH0}#K € A—mod)M - K « L)
pero N ¢ Cteor entonces:

Existe {0} # M € C tal que N — M y por hipétesis, existen L € M
y {0} # K € A — mod tales que M — K « L. Entonces L € Cteor y
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L — K # {0} y por lo tanto, K ¢ C. Lo cual es una contradiccién (pues

M — Ky M e€Ce A-coh = K €C). Por lo tanto N € Cteor = M.

2= 3|

Sea N € M, sea M tal que N — M. Supongamos que M — K # {0}.

Tenemos que K — K « N con N € My {0} # K € A— mod.

Entonces por la condicién (CN) tenemos que M € M y por lo tanto,

M € A-coh.

Por otra parte:

N € (Mteon)teon o (N — M # {0} = (3{0} # K € M) M — K).

Entonces, como {0} # K € M, poniendo L = K en la condicién (CN)

tendremos que N € M.

Por lo tanto (M-1eon)teor C M y como M € A-coh (por el corolario

10.38.) tendremos que M = (M-Leon)Leon,

3=1]

Se sigue del hecho que M es pseudocomplemento de M=ter € A-coh.
O

Corolario 10.43. Dada C € A-coh, CONAT(C) = (Cteon)teon,

Demostracion.

Tenemos que C C (CLeor)teon (corolario 10.38.) y (CLeor)teen € A-conat.

Por lo tanto CONAT(C) C (Cheon)teon,

Por otra parte:

Como C € CONAT(C), entonces (por el corolario 10.26.) (CON AT (C))*er C
Cleon y (Cteon)teor C ((CONAT(C))teon)teor = CONAT(C) (pues
CONAT(C) € A-conat). O

Teorema 10.44. Si H € A-nat, entonces H'"r es complemento de H
en A-nat.

Demostracion.

Tenemos que H A H*rer = Q.

Por otra parte:

H N Hirer = NAT(H U ther) =((HU HJ—her)J—hET)J—her —

{N € Amod | {0} # H — N = K — H para algin {0} # K € H U H*her}.
Supongamos N € A-mody N ¢ HV H1rr. Entonces N # {0} y existe

{0} # H — N tal que si {0} # K — H, entonces K ¢ H U H» rer,

Pero {0} # H — H, entonces:
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H ¢ HUH*ter = H ¢ HYrer = K — H para algin {0} # K € H C
H U H*her (lo cual es una contradiccién). Por lo tanto

N € A-mod = N € HV Htrer y asi, HV Htrer = A-mod = 1.

Por todo lo anterior, tenemos que H>"r es complemento de H. O

Teorema 10.45. Si C € A-conat, entonces Cer es complemento de
C en A-conat.

Demostracion.

Tenemos que C A Cteor = Q.

Por otra parte:

CV Cleonh = CONAT(CU Clcoh) =((Cu CLcoh)Lcoh)Lmh —

{N € Amod | N - C # {0} = C — K para algin {0} # K € CUCen}.
Supongamos N € A-mody N ¢ HV H}er. Entonces N # {0} y existe
{0} # C cociente de N tal que cualquier cociente {0} # K de C no
pertenece a C U Cteon,

Pero como C' es cociente de si mismo, entonces:

C ¢ CuCleon = C ¢ Creor = C — K para algtiin {0} # K € C = K
es cociente de C'y {0} # K € CUC*e" (lo cual es una contradiccién).
Por lo tanto N € A-mod = N € CVCter y asi, CVC1reor = A-mod = 1.
Por todo lo anterior, tenemos que C*<" es complemento de C. U

Lema 10.46. S1 M, N € A-nat, entonces:
MCN & MAN e =0

Demostracion.

= |

MCNyMeEMAN*ter =MecMCNyME N her
= M e N ANt =0 = M = {0}

<]

Supongamos que M AN*ter =Q vy M € M pero M ¢ N

Como N € A-nat, entonces N = (N tner)Ltrer Asi que M ¢ (N ther)Ler)
lo cual significa (teorema 10.35.) que existe {0} # N <— M tal que
{0} # H — N = H ¢ NJ, de esta implicacién se sigue (corolario
10.22.) que N € N ther,



74

Por otra parte, como M € A-nat, entonces satisface la condicion
(N) (teorema 10.40.). Supongamos que {0} # K < N, entonces
K «— K — N — M € M. Entonces se cumple el antecedente en
la condicién (IN), por lo tanto, N € M.

Por lo anterior tenemos que {0} # N € M AN*rer = O, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto M € Ny asi M C N. O

Teorema 10.47. A-nat es una reticula booleana completa.

Demostracion.

Sean A, B, C € A-nat. Demostraremos que AN (BVC) C (AAB)V
(ANC).

SeaD=: (AAB)V (ANAC). Sea & =: AN Dter,

Tenemos que A A B, AAC C D. Entonces, por el lema anterior,
AANBAD M er =0 = ANCAD e = BAE =0 =CAE. Por lo
tanto B,C C E+rer | entonces BV C C Etrer vy AN (BVC) C AN ELrer,
Pero como € AE+rer = AN ELrer ADrner = ), entonces (lema anterior)
ANELrer CD=(AANB)V (AAC).

Por lo tanto AA(BVC) C (AAB)V(ANC). Asi que A-nat es una reticula
distributiva y como es complementada (Teorema 10.44.), entonces es
una reticula booleana completa (Teorema 10.33.). O

Lema 10.48. Si M, N € A-conat, entonces:
MCN & MAN+< =0

Demostracion.

=
MCNyMeMANtor=McMCNyMeN+teor
= MeNANLo =0 = M = {0}

<]

Supongamos que M A N*teoh =Q y M € M pero M ¢ N.

Como N € A-conat, entonces N' = (N +teon)beon Asi que M ¢ (N +eon)Leon,
lo cual significa (teorema 10.37.) que existe M — N # {0} tal que
[N - H # {0} = H ¢ NJ, de esta implicacién se sigue (corolario
10.25.) que N € N teon,

Por otra parte, como M € A-conat, entonces satisface la condicion
(CN) (teorema 10.42.). Supongamos que N — K # {0}, entonces
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K —» K « N « M € M. Entonces se cumple el antecedente en la
condicién (CN), por lo tanto, N € M.

Por lo anterior tenemos que {0} # N € M AN*er = O, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto M € Ny asi M C N. O

Teorema 10.49. A-conat es una reticula booleana completa.

Demostracion.

Sean A, B, C € A-conat. Demostraremos que AN (BVC) C (AAB)V
(ANC).

Sea D =: (AAB)V (AAC). Sea €& =1 AN Dreon,

Tenemos que A A B, AAC C D. Entonces, por el lema anterior,
AANBAD o =0 = AANCADr = BANE =0 =CAE. Por lo
tanto B,C C E+eor entonces BV C C ELteor vy AN (BVC) C AN ELeon,
Pero como & AE+eon = AN ELeor ADLeo = ), entonces (lema anterior)
ANELer CD=(AANB)V (AAC).

Por lo tanto AN (BVC) C (AAB)V (AAC). Ast que A-conat es
una reticula distributiva y como es complementada (Teorema 10.45.),
entonces es una reticula booleana completa (Teorema 10.34.). U
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