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Capitulo 1

Introduccion

Existe una analogia entre el comportamiento de particulas cuyo tamano es
del orden de las dimensiones atomicas y el comportamiento de una onda
actustica. Lo anterior es particularmente cierto cuando los fenémenos de in-
terferencia juegan un papel importante. En los primeros sistemas la dindmica
esta gobernada por la mecanica cuantica mientras que la ecuacion de onda
clasica es la que describe sistemas como los actsticos. Dado que la ecuaciéon
de Schrédinger independiente del tiempo para describir el comportamiento
de un electréon bajo la accién de un potencial constante es formalmente igual
que la ecuacién de onda independiente del tiempo, ecuacion de Helmholtz,
es posible establecer algunas analogias, como indica Maynard en la referen-
cia [1].

La ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo es:
n* _,
——V %4 = E1. 1.1
5 VU VI(0)) = By (1.1)

En este caso la dependencia en el tiempo es e~iit. Al dividir la Ec. (1.1) por
—h?/2m se convierte en

VY + [¢* = V()] =0, (1.2)

en donde ¢ = /2mFE/h?, y por lo tanto esta relacionado con el eigenvalor
de la energia.
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Por otra parte, la ecuaciéon para una onda escalar clisica independiente del
tiempo es:
V2 + k%1 = 0, (1.3)

donde se supone una dependencia en el tiempo e~ k = £y ces la velocidad
de propagacion de la onda. Comparando las Ecs. (1.2) y (1.3) se antoja una
analogia entre los fendmenos cuénticos y los fenémenos clasicos.

Los estudios experimentales de sistemas ondulatorios clasicos tienen algunas
ventajas importantes sobre los estudios de sistemas cuanticos. En los analogos
clasicos todas las condiciones se pueden controlar o medir con una precision
adecuada. Ademas, en un experimento con sistemas cléasicos se pueden medir
directamente los eigenvalores y las eigenfunciones, incluyendo su amplitud y
fase, lo cual es en general imposible en mecanica cuantica.

En el predecesor del Instituto de Ciencias Fisicas, UNAM-Campus Morelos,
esto es, en el Centro de Ciencias Fisicas (1998-2006) se establecio en 1999 un
Laboratorio de Vibraciones Elasticas para realizar experimentos a lo largo
de estas lineas de pensamiento. Por ejemplo, se construy6 una varilla circular
a la que se le maquinaron muescas equidistantes para formar cilindros de
igual longitud. Estos constituyen el analogo elastico de la celda unitaria de
un cristal unidimensional. Se encontr6 en la referencia |2]| que, en efecto, el
espectro de frecuencias normales de esta barra presenta bandas permitidas
y prohibidas, como en el modelo Kronig-Penney. El resultado es vélido no
so6lo para vibraciones compresionales y torsionales que obedecen la ecuacién
de onda, sino también para las flexionales que obedecen una ecuacién mas
complicada |3]. En todos los casos se han medido las amplitudes de onda y
sus fases.

Se han estudiado los analogos eldsticos para otros problemas, por ejemplo el
efecto de un defecto topolégico [4], la barra diatomica, las resonancias gigan-
tes y varios mas. En esta tesis se presenta el estudio de dos barras especiales
que permiten analizar el andlogo del fenémeno conocido como escaleras de
Wannier-Stark (EWS). Los resultados que se presentan aqui fueron publica-
dos en las referencias |5, 6].

Se mostraron recientemente, con sistemas ondulatorios, los analogos de las os-
cilaciones de Bloch y de las EWS en varios campos de la fisica [7, 8, 9, 10, 11].
Bloch mostré que los electrones en un potencial peridédico tienen soluciones
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extendidas. Lo mismo es cierto para el comportamiento de un electréon bajo
la acciéon de un campo eléctrico estatico. En contraste, y contrario a la in-
tuicion, cuando tanto el potencial periddico como el campo eléctrico estan
presentes, las soluciones son localizadas. Esto solo es cierto cuando el efecto
tinel de banda a banda es despreciable o el sistema es suficientemente corto.
El espectro entonces muestra resonancias igualmente espaciadas conocidas
como escaleras de Wannier-Stark, con el espaciamiento entre niveles vecinos
més cercanos proporcional a la intensidad del campo externo [12]. En el do-
minio del tiempo las escaleras de Wannier-Stark dan lugar a las asi llamadas
oscilaciones de Bloch, las cuales consisten de un efecto, no intuitivo, donde
los electrones muestran un movimiento oscilatorio bajo la acciéon del campo
eléctrico estatico externo [13, 14].

Un sistema muy simple que muestra el espectro predicho por Wannier es el
siguiente. Supdngase que un electréon de carga e estd sujeto a un potencial
periodico unidimensional V' (z 4+ na) = V(x), donde n es un entero, y a
un campo eléctrico estatico de intensidad F'. La ecuacion de Schrodinger es
entonces
s V F E
————Y(z) + T)—elfx|yY(r)= x).
(@) + [V(z) - eFal(z) = Bb(a)
Si ahora se hace la transformaciéon * — x + an, dada la periodicidad del
potencial V(x), esta ecuacion se transforma en
h? d?
————(x V(r)—eFx|Y(x) = |E+eFan|y(z),
(@) + [V(2) — eFa] Y(x) = [E + eFan] ()

lo que muestra que el espectro es un conjunto de niveles igualmente espacia-
dos, con un espaciamiento proporcional a la intensidad del campo eléctrico
F. Esta es la escalera de Wannier-Stark (EWS).

Las predicciones de Bloch y Wannier dieron lugar a una larga controversia
que dur6 més de 60 anos para las oscilaciones de Bloch [15], y mas de 20 anos
para las EWS [16, 17, 18|. Las escaleras se observaron antes que las oscila-
ciones de Bloch. Esto se hizo primero en experimentos numeéricos usando
modelos unidimensionales simples [19] y més tarde en el laboratorio [20]. Las
oscilaciones de Bloch también se observaron mas tarde [21]. El ingrediente
més importante para explicar las EWS es el comportamiento de los electrones
como una onda. Por lo tanto, estas escaleras también podrian ser observadas
en sistemas ondulatorios clasicos. Algunos de estos sistemas clasicos se han
analizado tedricamente |22, 23, 24].
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Pasaron pues muchos anos hasta que fue posible comprobar experimental-
mente las EWS usando diferentes sistemas propios de la fisica de estado
solido. La primera vez que se logro fue usando una heteroestructura (super-
rejilla de multicapas) formada con GaAs-GaAlAs [20]. En esta referencia los
experimentos involucran transiciones Opticas entre las minibandas de valencia
y las de conduccion. Conforme el campo eléctrico aumenta, el confinamien-
to electrénico es mas importante y el acoplamiento entre pozos cuénticos se
reduce todavia mas, haciendo que las funciones de onda electronicas estén
completamente localizadas en pozos aislados. L.os autores muestran una EWS
como picos de fotoluminiscencia o como picos de fotocorriente en funcién de
la energia de excitacion, teniendo el campo eléctrico, proporcional al voltaje
aplicado a la super-rejilla, como parametro. El valor de la energia de excita-
cion a la que aparecen los picos indica en qué pozo cuantico esta localizada
la funcion de onda electronica.

A continuacion se comentan algunos estudios que reportan las EWS en sis-
temas Opticos. En la referencia |7] los autores reportan la fabricacion de dos
super redes Opticas de silicio poroso con 20 y 30 microcavidades cuyo ancho
se incrementa linealmente desde el inicio hasta el final de la estructura. Los
espectros de reflexion registrados sobre sus dos super redes muestran pendien-
tes de reflexion igualmente espaciadas sobrepuestas a una banda prohibida
de ancho 1 eV. Estas pendientes son una clara indicacion de una escalera
fotonica de Wannier-Stark. Los autores de la referencia [8], usan una mues-
tra con 25 crestas de guias de onda. Para obtener un incremento lineal del
indice de refraccion efectivo variaron el ancho de las costillas, obteniendo una
diferencia constante del indice entre guias adyacentes. Los eigenmodos linea-
les de su arreglo, con un gradiente lineal en el indice, tienen una extension
limitada y constante de propagacion discretas (nimero de ondas y constante
de acoplamiento) igualmente espaciadas, lo que da origen a una EWS. En
la referencia |9] se usa una muestra con diez microcavidades. Se produce un
gradiente lineal en el espesor 6ptico, que es la contra parte dptica del campo
eléctrico usado en las super redes electronicas. El gradiente cambia ligeramen-
te la resonancia de cada microcavidad mientras preserva el acoplamiento del
modo, lo cual causa una inclinacion espacial de las minibandas y de los gaps
fotonicos. De esta forma, los estados fotonicos forman una secuencia discreta
de niveles de energia con espaciamiento entre niveles constante, obteniendo
el equivalente 6ptico de una EWS. Esta la obtienen como una serie de picos
de transmision equidistantes. Por otro lado, en la referencia [10], se empled
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una super red Optica de silicio poroso disenada para tener un gradiente en el
indice de refraccion con el fin de formar dos EWS. Dicho gradiente inclina las
bandas fotonicas de la super red. Los autores muestran las EWS en forma de
modos discretos confinados espacialmente dando lugar a picos equidistantes
en la medida de transmision.

Tomando en cuenta la analogia entre la mecénica cuantica y las ondas actis-
ticas y como antecedente los estudios realizados de las EWS en sistemas
opticos fue que se disenaron dos barras elasticas especiales para medir las
frecuencias de resonancia y las amplitudes de onda de las EWS en dichas ba-
rras. El estudio realizado al respecto y que se reporta en el presente trabajo
de tesis se estructurd de la siguiente forma. En el Cap. 2 se hace una breve
introduccion de las ondas torsionales. Se presentan los tres tipos de onda que
se propagan en una barra y se recuerda, en forma diferencial, la ecuacion
que describe la propagacion de ondas torsionales en términos del momento
de torsion, que a su vez depende de las dimensiones de la seccion transversal
de la barra. Usando la propagacion de ondas torsionales en una barra con
extremos libres y las condiciones a la frontera de Neumann, se calculan dos
expresiones para la velocidad de propagacion, la funcion de onda torsional y
las frecuencias de los modos normales.

En el Cap. 3 se muestra que las EWS aparecen en las vibraciones elasticas
en barras. Como se mostr6 arriba, recientemente se analizaron los analogos
opticos de las oscilaciones de Bloch y sus asociadas escaleras de Wannier-
Stark. En este trabajo se propone una realizacion eléstica de estas escaleras,
empleando para este proposito vibraciones torsionales de sistemas elasticos
unidimensionales diseniados especialmente. Se midieron, por primera vez, las
amplitudes de onda de las escaleras, las cuales no son directamente accesibles
en los casos de la mecénica cuantica ni en los 6pticos. Las amplitudes de on-
da estan localizadas espacialmente y coinciden muy bien con las amplitudes
predichas teéricamente. Las barras que se analizan se pueden emplear para
localizar diferentes frecuencias en diferentes partes de los sistemas elasticos
y viceversa. Este capitulo presenta el contenido del articulo [5] del Grupo de
Vibraciones Elasticas: Wannier-Stark Ladders in One-Dimensional FElastic
Systems. Phys. Rev. Lett. 97, 114301 (2006). La estrategia que se sigue en
este capitulo consiste en referir al lector a los apéndices A, B, C, y D, donde
se amplia el contenido del mismo al estudiar aspectos teéricos y experimen-
tales que formaron parte de la investigacion realizada. De la referencia [6]:
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Elastic Wannier-Stark Ladders in Torsional Waves. Journal of Mechanics
of Materials and Structures 2, 1629-1638 (2007), también se tomaron algu-
nos parrafos y aparecen a lo largo de este trabajo. Por completez, se hace a
continuacion una descripcion del contenido de estos apéndices.

Empleando tnicamente la expresion para las frecuencias de los modos nor-
males y las dos expresiones de la velocidad de la onda torsional calculadas
en el Cap. 2, en el apéndice A se describe el diseno y construccion de las dos
barras con estructura, llamadas Sistema A y Sistema B, que se emplearon
para el estudio del andlogo actustico de las escaleras de Wannier-Stark. El
diseno se hizo empleando, como idea central, el cilculo aproximado llamado
modelo de barra independiente, apéndice A.1. Los valores de las velocidades
y de las dimensiones de cada uno de los cuerpos que forman el Sistema A
se dan en el apéndice A.2; los valores correspondientes para el Sistema B se
dan en el apéndice A.3.

El apéndice B sittia en el contexto de este trabajo el método de la matriz de
transferencia para calcular los eigenmodos de una barra con estructura. Por
un lado, se toman del Cap 2 las expresiones de la funcion de onda torsional,
su velocidad de propagacion y las condiciones a la frontera de Neumann. Por
otro lado, se aplican simultaneamente dos ecuaciones de continuidad, para la
funciéon de onda y el momento de torsion, en cada uno de los puntos donde
hay dos cuerpos contiguos que forman la estructura de la barra. Con estos dos
ingredientes y empleando el método de la matriz de transferencia se calculan
los eigenmodos de los Sistemas A y B.

En el apéndice C se presenta la técnica experimental empleada. En el apén-
dice C.1 se presenta el transductor electromagnético acustico (EMAT), desa-
rrollado en el Laboratorio de Vibraciones Elésticas del Instituto de Ciencias
Fisicas, UNAM-Campus Morelos [25]. Se estudia cualitativamente, haciendo
una serie de aproximaciones, la forma como el EMAT funciona para detectar
y/o excitar tanto vibraciones compresionales como torsionales. Pese a dichas
aproximaciones, se puede entender que los parametros relevantes en el fun-
cionamiento del EMAT son la frecuencia, el flujo magnético y el voltaje de la
bobina. Para excitar las vibraciones torsionales en el Sistema B se emple6 un
transductor piezoeléctrico, y dado que es un elemento ampliamente conocido,
en el apéndice C.2 se hace una breve descripcion de como se empled para el
mencionado proposito. La necesidad experimental de mover el detector y/o
excitador, ya sea el EMAT o el piezoeléctrico, sobre una linea paralela al eje
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de la barra para medir la amplitud de onda torsional, llevd a la construccion
de lo que en este trabajo se reporta como el sistema mecéanico, apéndice C.3.
En éste se dan todos los detalles de construccion de las partes mecanicas que
soportan la barra en estudio, asi como las partes mecanicas y eléctricas que
permiten mover al detector y/o excitador. Se diseniaron y armaron algunos
circuitos sencillos, mismos que junto con la electronica de medicion estan
controlados por un CAMAC a través de una computadora que trabaja en
Linux. Las descripciones del arreglo experimental y la interrelacion entre las
partes estan en el apéndice C.4.

De suma importancia resulto la verificacion experimental, en forma indirecta,
de la expresion de Navier para calcular el momento de torsiéon de una barra
con seccidon transversal rectangular, misma que se reporta en el Cap. 2 y se
amplian detalles en el apéndice D.

En el Cap. 4 se presentan las conclusiones a este trabajo de tesis.



Capitulo 2

Vibraciones torsionales en una
barra

Los tres tipos de vibraciones u ondas que pueden excitarse en un soélido,
particularmente en una barra redonda o una viga, que son los dos casos que se
estudian en este trabajo, son: compresionales, torsionales y flexionales. En la
literatura se les llama indistintamente vibraciones u ondas. La mayoria de las
veces a las dos primeras se les llama, respectivamente, ondas compresionales
y ondas torsionales porque estan descritas por la ecuaciéon de onda, mientras
que las flexionales estan descritas por una ecuacion diferencial de cuarto
orden en derivadas parciales y no seria propio llamarles ondas.

Las ondas compresionales también son conocidas como vibraciones longitu-
dinales y se producen cuando una deformaciéon longitudinal, uniforme a lo
largo de la seccion transversal de la barra, es simplemente una extension
o compresion del material. Las ondas compresionales consisten, pues, en la
propagacion de estas compresiones o extensiones a lo largo de la barra. Las vi-
braciones torsionales se producen al propagarse una torcedura de la seccion
transversal del material a lo largo de la barra. Las vibraciones flexionales
consisten del movimiento transversal de la seccién transversal de la barra,
respecto al eje de la misma.

Como se explico en el capitulo 1 el interés de este trabajo radica en el estudio
de las ondas torsionales para conseguir un analogo actustico de las escaleras
de Wannier-Stark.

10
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Para encontrar la ecuaciéon que describe las ondas torsionales en una barra
con seccién transversal de forma arbitraria,’ pero constante a lo largo de
la misma, se propone que al torcer una barra, los radios r de la secciéon
transversal giran un angulo ¢ como se muestra en la Fig. 2.1.

Figura 2.1: Diagrama para oscilaciones torsionales. La funcion que describe
la onda torsional es ¢(z,1).

Para el caso de la Fig. 2.1: 0 < r < R, con R el radio de la barra y ¢ el
angulo? que forma r con el eje Y; la ecuacion de movimiento [26, pag. 126]
para esta barra, alrededor del eje Z fijo, es:

8MT o (9290

0z =P EEk
3

(2.1)

donde My es el momento de torsion,
kg/m? e I es el momento polar de inercia

o torca, total; p es la densidad en
4 respecto al eje longitudinal de

LA manera de ejemplo se muestra en la Fig. 2.1 una barra de seccién transversal circular,
sin embargo, la ecuacion para rotaciones en forma diferencial que se obtiene también se
aplica a barras con otra geometria en su seccion transversal.

2El 4ngulo 6 interviene en el calculo del momento de torsién para una barra de secciéon
transversal circular como la de la Fig. 2.1, interviene a través de la integral fo% df y su
valor ve reflejado en las Ecs. (2.2) y (2.3).

3El momento de torsién se produce cuando las fuerzas externas tienden a torcer un
segmento de la barra con respecto a otro.

4El momento polar de inercia alrededor del eje Z, Fig. 2.1, se define como I = Ik r?dAy
recibe este nombre porque mide la oposicién de un objeto a la torsion. También en relacion
a la Fig. 2.1, el momento polar de inercia se calcula de la misma forma que el momento
de inercia de area o segundo momento de area alrededor de los ejes X o Y.
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la barra que pasa por su centro y es perpendicular a su seccidon transversal,
sus unidades son m*. A partir de la Ec. (2.1) se puede obtener la ecuacion
diferencial que describe a las ondas torsionales en una barra en especifico,
con la geometria propia de su seccion transversal, dando sus valores de My
el.

En este trabajo se consideran dos tipos de barras, una barra de seccion trans-
versal circular o cilindrica que se denotard como Sistema A y una barra con
seccion transversal rectangular denotada como Sistema B. Conforme se desa-
rrolle este trabajo se irdn agregando mas propiedades y caracteristicas a los
mencionados Sistemas. Para el caso de una barra cilindrica se tiene que el
momento polar de inercia |26, pag. 127| de su seccion transversal circular, de
radio R, que rota respecto a un eje que pasa por su centro y es perpendicular
a su seccion transversal, es:

[=ZpR (2.2)
2
y su momento de torsion esta dado por:
Iy
My =1G— 2.3
T 82 ) ( )

donde G es el modulo de corte. La barra circular es un caso especial para
el cual en la expresion para My aparece también el momento polar de iner-
cia I, razéon por la cual la velocidad no depende del radio R de la barra.
Sustituyendo 2z — IG‘Z%P e I = ZR"en la Ec. (2.1) se tiene:

0z
T _ T 0%
T =Pl G (24)
de donde: o2 o2
$_PrPUy
022 G o2’ (2:5)

De ésta ultima ecuacion se obtiene la velocidad de fase, c¢,, para las ondas
torsionales en una barra circular:

G
Co = \/; (2.6)

Para el caso de una barra de seccion transversal rectangular con ancho w y
altura h, se tiene que el momento de torsion My respecto al eje de la barra
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se obtiene de una solucién en serie que halld Navier en 1827. Segiin Byskov
[27, pag. 25] el resultado de Navier que se presenta abajo proviene de muchas
y tediosas manipulaciones, la expresion para M en este caso es:

Oy 256
3;0 76 Z Z J (%)2 (2.7)

=1,3 k= 13 h

donde G es el moédulo de corte y donde definimos como « lo siguiente:

o0

256
§ § ; (2.8)
1 (ﬁ)z
j=13 k=1 3 (%) w
con esta ultima definicion la Ec. (2.7) toma la siguiente forma:
Op
=G 2.9
ag—. (2.9)

El momento polar de inercia [ para un rectdngulo de ancho w y altura h,
que rota respecto a un eje que pasa por su centro y es perpendicular a su
seccion transversal estd dado por:

hw? + h*w
= —-—. 2.10
5 (2.10)
Sustituyendo 8MT = Ga 82 en la Ec. (2.1) se tiene que:
oAl P
de donde: o [
g _pLYw (2.12)
022 Ga 0t?

De esta tltima ecuacion se obtiene la velocidad de fase, ¢, para las ondas
torsionales en una barra de seccion transversal rectangular:

Ga
= —. 2.13
o ol (2.13)
Esta velocidad se puede reescribir utilizando la Ec. como:

CD—\/7 \f\f \f (214)
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Miés adelante se describe la verificacién experimental de esta ecuacién que
relaciona ¢, y ¢g, con el principal interés de verificar en forma implicita la
expresion de Navier, Ec. (2.7).

En este trabajo se prefirio expresar la Ec. (2.8) usando un indice corrido para

las sumas, esto es, se escribi6 7 = 2m + 1, con m = 0,1,2,... ; y se escribi6
k=2p+1conp=0,1,2,... con lo cual la Ec. (2.8) es de la siguiente forma:
_ 256 = hw

. 2.15

Z}Z 2m+1)2 2p+1) [2m+1} +[2pw_+1}2 (2.15)

Es claro que la ecuacion: g% = g%tf, Ec. (2.5), y que la ecuacion: ?;7‘5 =

gi %t;", Ec. (2.12), se pueden escribir como:

Po 1%

R . 2.16

0z 2 ot? (2.16)

donde la velocidad de la onda ¢ toma los valores ¢ = ¢, = \/g 0C=co=

,/% = \/g\/g = C \/?, dependiendo de si se trata del Sistema A o del

Sistema B, respectivamente.

Las condiciones a la frontera que se emplean para el Sistema A y para el
Sistema B son tales que en z = 0 y en z = L las barras oscilan libremente,
ya que en los experimentos éstas se soportan con dos hilos de nailon muy
delgados, mismos que no estan en sus extremos. Lo anterior significa que el
momento de torsion en los extremos de la barra es cero, esto es,

MT |z=0 =0 y MT ‘z:L = 0. (217)

Sustituyendo tanto My = IG’g—f, Ec. (2.3), para la barra circular, como
My = Ga%‘f, Ec. (2.9), para la barra rectangular, en la Ec. (2.17), en ambos
casos se obtiene como resultado las condiciones a la frontera de Neumann:
dp Iy
— =0 — =0. 2.18
82 z=0 Y (92 z=L ( )

La solucion general para modos normales de oscilacion de la Ec. (2.16) es de
la forma:

o(z,t) = ¢(2)e™", (2.19)
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donde w es la frecuencia angular. Calculando: % = ei“t% % =
PPw?e™p(z) = —w?e™t@(z); se sustituyen estos valores en la Ec. (2.16) para
obtener: 26(2) )
z w
= b(2) (2.20)
y empleando la relaciéon entre w, ¢ y el nimero de ondas k:
w = ck, (2.21)
la Ec. (2.20) toma la forma:
d*¢(z) 2
p —k“¢(2). (2.22)
La solucion general a la Ec. (2.20) esta dada por:
¢(z) = Ae'e* 4 Be'e? (2.23)

y empleando k = ¢ de la Ec. (2.21), la Ec. (2.23) también se puede expresar

asi: ‘ .
P(2) = Ae™* + Be k=, (2.24)

Las frecuencias de los modos normales (frecuencias de resonancia) de osci-
lacion torsional para una barra con extremos libres se obtienen de aplicar
las ecuaciones (2.19) y (2.23) a las condiciones a la frontera de Neumann,
Ec. (2.18). Ahora ¢ ya solo depende de z y aparecen derivadas totales, esto

es:
0 d d
e - I -
0z|,_, dz|,_q dz|,_,

por lo que:

d w w d

9 _i% (e By = P % -p=0 = A=B

dz c dz|,_, c

e incorporando este hecho a la Ec. (2.23), ésta se expresa como:

p(z) = A (€57 +e7¢7). (2.25)

Anéalogamente para la segunda condiciéon a la frontera tenemos,

@_gp =0 elwt @ d_¢

=0
0z |, _; - dz dz |, _;

=0 =
z=L
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donde
@_ el i%z _ —i%z @ _ W i2L AN
dz—ch(e e ) = o Z:L—'LCA(e e )—O =

= COoS gL + isengL — (COS gL + isengL> =0
c c c c

= 2isengL:O = sengL:O = EL:j7r =
c c c

w = %jﬂ, con j=1,2, ... (2.26)

que son las frecuencias angulares de resonancia. El valor 5 = 0 no se toma en
cuenta ya que corresponde a una rotacion rigida de toda la barra alrededor
de su eje. Como w = 27 f la Ec. (2.26) se convierte en la conocida expresion:

C

= — 2.27
f =577 (2.27)
donde como se explico arriba c es la velocidad de la onda torsional y toma
los valores ¢, 6 co, L es la longitud de la barray j = 1,2, ... es el niimero de

nodos en la amplitud de onda torsional.

Una vez que se obtuvieron las expresiones para las velocidades de propagacion
en los Sistemas A y B y la expresion para las frecuencias de los modos
normales de oscilacion torsional, en el siguiente capitulo se expone la forma
en que se usaron para obtener el analogo elastico de las escaleras de Wannier-
Stark.



Capitulo 3

EWS en ondas torsionales

En este trabajo se estudian barras elasticas especiales, con extremos libres,
cuyas ondas torsionales presentan algunas analogias con las escaleras de
Wannier-Stark (EWS).

El primer sistema, representado en la Fig. 3.1 (a) y que se referird como
Sistema A, consiste de un conjunto de N cilindros circulares de radio R
con longitud variable [,,, n = 1,2,..., N, separados por pequenos cilindros
de longitud € < [, y radio r < R < [,. Este es el analogo elastico del
sistema optico con diferentes anchos usado en la referencia [7]. El Sistema B,
mostrado en la Fig. 3.1 (b), es una viga formada por N cuboides! de ancho w
y longitud [ constantes. Tienen diferentes alturas h, paran =1,2,..., N; con
w, h,, < [. Estos cuboides estan separados por otros pequenos cuboides de
dimensiones b, w’, € < I. Este es el analogo elastico de los sistemas 6pticos
con un gradiente en el indice de refraccion a lo largo de la direccion de

'En este trabajo se empleara el término cuboide haciendo una traduccién libre del
inglés cuboid. 1:  approximately cubical in shape or 2: like a cube, a rectangular solid
contained by paralelograms. En espanol los cuerpos geométricos que forman el Sistema B
deben ser referidos como: paralelepipedos grandes con seccién transversal rectangular de
ancho w y longitud [ constantes, etc. y paralelepipedos pequenos con seccién transversal
rectangular de dimensiones h',w’,¢’ < [. Lo anterior es una buena razén para usar la
palabra cuboide.

17
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Figura 3.1: Barras usadas para obtener las escaleras de Wannier-Stark: (a)
barra con celdas de longitud variable y (b) viga con celdas de igual longitud
pero diferentes alturas. Para el Sistema A, [, =[/(1+nvy), n =1,...,14; con
[ =10.8 cm, v = 0.091, ¢ = 2.52 mm y /G/p = 3104.7 m/s. Los radios
de los cilindros pequenos y grandes son r = 2.415 mm y R = 6.425 mm,
respectivamente. En el Sistema B, { = 5.0 cm, w = 1.905 cm y ¢, = ¢(1+n7),
n=1,..,15 con ¢ = 2027.3 m/s y 7 = 0.02786. El ancho, altura y longitud
de los cuboides pequenos son w’ = 5.0 mm, A’ = 5.0 mm y ¢ = 6.0 mm,
respectivamente.

propagacion usado en las referencias 8, 9, 10|, como se verd mas abajo. Los
Sistemas A y B se construyeron maquinando una pieza solida de aluminio.

En primer lugar se discute el diseno de estos sistemas y, a continuacion,
desde un punto de vista cualitativo, las frecuencias de los modos normales y
las amplitudes de onda para vibraciones torsionales. Mas adelante se usa el
método de la matriz de transferencia, que se discute en el apéndice B, y se
obtienen las propiedades de los modos normales, que se compararan con las
mediciones experimentales.

Con el fin de disenar los Sistemas A y B se empieza con lo que podria llamar-
se un modelo de barra independiente en el cual cada cuerpo oscila indepen-
dientemente del resto (ver el apéndice A.1). Las frecuencias de los modos

normales torsionales f;") de la barra n con longitud [,, y velocidad de onda ¢,
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estan dadas por la bien conocida expresion [26, pag. 87|

(n) _ Cn . 3.1

f] 2[ﬂ]7 ( . )

donde j es el nimero de nodos en la amplitud de onda. Para obtener un
conjunto de frecuencias equidistantes se consideran dos opciones: ya sea que
las longitudes [,, se varien con una velocidad de onda fija o las longitudes se
mantengan constantes y la velocidad de la onda se cambie. Para el Sistema A

(ver apéndice A.2), se tomaron barras circulares con? [,, = Hlm n=1.N

y Cp = \/% donde p es la densidad, G el médulo de corte y [ una longitud
arbitraria fija. Hay que hacer notar que en barras circulares la velocidad no
depende del radio |26, pag. 127|. Para el Sistema B (ver apéndice A.3), se
tomo [, = [y ¢, = —%—, siendo ¢ una velocidad constante arbitraria. El

.y .
parametro v es adimensional y ajustable.

Para construir el Sistema B se us6 la expresion de Navier para la velocidad
torsional del cuboide n:

Ga,
pl,

, (3.2)

Cp —

hnw3+h3 . . . .
donde [,, = "wl—;"w es el momento de inercia con respecto al eje del sistema

y «, esta dada por:

[c.olNe o]

256 hpw
Z pZ 2m 4 1)? 2p+1) [%]Z [M]? (3.3)

w

Dado que no habia evidencia experimental para las Ecs. (3.2) y (3.3) se
decidio verificarlas empleando varias barras (vigas) lisas, sin estructura. En
la Fig. 3.2 se muestra el resultado y como puede observarse se obtuvo un
excelente acuerdo entre teoria y experimento. Véase el apéndice D para més
detalles.

2Se emplea la letra [ en dos contextos diferentes. En el Sistema A para designar una
longitud arbitraria fija, [ = 10.8 cm, y se emplea en el Sistema B para designar la longitud
constante de los cuboides grandes, [ = 5.0 cm, en la Fig. 3.1 (b).
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Figura 3.2: Verificacion experimental de la expresion de Navier para calcular
el momento de torsion My, Ec. (2.7). Dicha expresion permite calcular la
Ec. (3.2). En el eje de las abscisas w = 1.91 cm y A son el ancho y la altura,
respectivamente, de varias barras (vigas) lisas, sin estructura, con seccion
transversal rectangular. En el eje de las ordenadas se grafico el cociente de
velocidades (puntos azules) ¢ /¢, donde ¢ = 3190 m/s, y de la teoria
se grafico el cociente (linea continua) co/c, = /%, tomado de la Ec. (2.14),
donde « esta dada por la Ec. (2.8) e I por la Ec. (2.10). Ver més detalles en
el apéndice D.

Al resolver las Ecs. (3.2) y (3.3) se obtuvieron los valores de h,, tales que

_ C
Cn = Tim -

Entonces
Q . .

f(n) _ \/;(1 +mn7y)j/21 para el Sistema A (3.4)
c(14+nvy)j/2l para el SistemaB,

Fo f;n) son iguales a:

y las diferencias A f](”) = f

G, .
Aj = Af](”) — \/;73/21 para el Sistema A (3.5)
cvj/2l  para el Sistema B,
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las cuales son independientes del indice n.

Ahora se discute el Sistema A. Cuando el parametro arbitrario ~ es igual a
cero, se forma una barra localmente periddica. Esta barra localmente perio-
dica muestra un espectro de bandas [2]. Cuando v # 0 aparece un espectro
completamente diferente. El nuevo espectro es semejante a la escalera de
Wannier-Stark.

Antes de presentar los calculos de los modos normales para este sistema, y
luego mostrar los resultados numéricos y experimentales, se hard un anélisis
cualitativo para ver qué tipo de espectro se podria esperar del modelo de
barra independiente. Para las frecuencias més bajas, la longitud de onda A
es del mismo orden de magnitud que L ~ ZnNzl l,, v la barra completa se
excita. Pero cuando A disminuye y llega a ser del orden de [, = #, la
barra mas larga, la barra 1, se excita en un estado equivalente a su modo
normal mas bajo. El resto de las barras estan fuera de resonancia, por lo
que su amplitud disminuye a medida que se esta mas lejos de la barra 1.
Por lo tanto, el estado se localiza alrededor de esta tltima. En cierto sentido
esto era de esperarse ya que se estd perturbando una estructura periddica
para obtener un sistema unidimensional desordenado, que muestra siempre
amplitudes de onda localizadas. Aumentando la frecuencia excitadora por
Ay, Ec. (3.5), la barra con longitud [y = ﬁ, esto es, la barra 2, se excitara
ahora y el resto estara fuera de resonancia. Por lo tanto las amplitudes de
las vibraciones disminuyen conforme su distancia a la barra 2 se incrementa.
La amplitud de onda nuevamente esté localizada pero ahora alrededor de la
barra 2; ésta tiene una forma similar a la amplitud de onda que la barra 1
tenfa antes, pero estd ligeramente deformada, comprimida, y trasladada de
la barra 1 a la barra 2. El mismo argumento se aplica cuando la barra n de
l

longitud [,, = i S€ excita.

Lo que se ha hecho es producir una EWS finita, esto es, N estados locali-
zados con una diferencia de frecuencias constante dada por la Ec. (3.5). Sin
embargo, existen mas escaleras ya que modos normales con dos o mas nodos
también se pueden excitar en cada barra. Por ejemplo, tomando j = 2 en
la Ec. (3.4) se obtiene una segunda escalera. Esta escalera es diferente de la
primera debido a que la diferencia de frecuencias es ahora el doble que en la
escalera mas baja, como se ve de la Ec. (3.5). Los estados son nuevamente
localizados y todos tienen una forma similar aunque comprimidos. Existe una
tercera escalera con Ay = 3A; y asi para otros valores de j. Un argumento
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Figura 3.3: Diagrama de bloques del dispositivo experimental. Para el Siste-
ma A tanto el detector como el excitador son EMATS, mientras que para el
Sistema B el excitador fue un transductor piezoeléctrico, ver el apéndice C.2.

similar para el Sistema B muestra también la existencia de varias EWS. La
diferencia entre las escaleras de la mecanica cuantica y las elasticas es que en
las ultimas el espaciamiento entre resonancias no es la misma para diferentes
escaleras.

Se calcularon las propiedades de los eigenmodos de las barras de las Figs. 3.1
(a) y (b) con condiciones a la frontera de extremos libres usando el método
de la matriz de transferencia para ondas torsionales, método discutido en la
referencia [2] y desarrollado aqui en el apéndice B. Se midieron las frecuen-
cias y las amplitudes de los modos normales usando el sistema experimental
descrito en la Fig. 3.3. En los apéndices C.3 y C.4 se dan mas detalles al
respecto. Se usd un transductor electromagnético actstico (EMAT) que es
muy versatil y funciona a bajas frecuencias. E1l EMAT consiste de un iman
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Figura 3.4: Frecuencias de los modos normales del Sistema A como funcion
del parametro adimensional ~.

permanente y una bobina y fue desarrollado recientemente en el Laborato-
rio de Vibraciones Elasticas® [25]. Puede excitar o detectar selectivamente
vibraciones compresionales, torsionales o flexionales. En el apéndice C.1 se
discute en forma cualitativa el funcionamiento del EMAT como excitador y
detector de vibraciones acusticas. En el recuadro de la Fig. 3.3 el EMAT se
configuré para detectar vibraciones torsionales; véase la referencia [2].

3En el Instituto de Ciencias Fisicas, UNAM-Campus Morelos.
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Figura 3.5: Frecuencias de los modos normales del Sistema A que dan el efecto
de escalera elastica de Wannier-Stark. Para cada valor de j la columna de la
izquierda corresponde a los valores experimentales, la columna de en medio
al resultado numérico que se obtiene de emplear el método de la matriz de
transferencia y la columna de la derecha muestra los resultados aproximados
siguiendo el modelo de barra independiente. En los calculos se us6 un valor
efectivo de r/R igual a 0.353 |2|, ver el apéndice B. La incertidumbre en los
valores experimentales es menor que 0.01 %. En los recuadros se muestran
las amplitudes de onda tedricas para un estado en el extremo de la escalera
y otro en el centro de ésta.

En la Fig. 3.4 se muestra el espectro del Sistema A como funcién del para-
metro adimensional . Como se mencion6 anteriormente, para v = 0 aparece
un espectro de bandas, y conforme 7 aumenta los niveles de cada banda se
separan para formar la EWS. Las frecuencias de los modos normales de la
barra que se muestra en la Fig. 3.1 (a) se dan en la Fig. 3.5 para v = 0.091.
En primer lugar hay que notar que los resultados teoéricos coinciden muy
bien con los experimentales. Ademaés, el tratamiento cualitativo proporcio-
na una primera aproximacion bastante buena. Se puede ver de esta figura
que los estados forman un conjunto de escaleras de Wannier-Stark, como se
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Figura 3.6: Sistema A: comparacion de las amplitudes de onda experimentales
(puntos) con las calculadas por el método de la matriz de transferencia (curva
continua). Las lineas verticales indican la posicion de los cuerpos cilindricos
pequenos (muescas).

discuti6 antes.

La primera banda compuesta por los modos extendidos no se muestra en esta
grafica. Notese que las frecuencias en los extremos de cada escalera no tienen
la misma diferencia en frecuencia como aquellas a la mitad de la escalera.
Esto se debe al efecto de borde en las amplitudes de onda localizadas cerca
de los extremos libres. Como se muestra en los recuadros de la Fig. 3.5 la
amplitud en el borde carece de una porciéon de la amplitud de onda que los
estados en el centro de la escalera tienen.

En la Fig. 3.6 se muestra la comparacion de las amplitudes de onda teoricas
y experimentales. Estas se localizan alrededor de la barra n. Por ejemplo,
en la Fig. 3.6 (a) la sexta barra resuena y en la Fig. 3.6 (b) otro estado
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Figura 3.7: Frecuencias de resonancia del Sistema B para las tres primeras
escaleras elasticas de Wannier-Stark. Para cada grafica la columna izquierda:
modelo de barra independiente, columna de en medio: método de la matriz
de transferencia y columna de la derecha: medidas en el laboratorio.

correspondiente a la misma escalera esta localizado alrededor de la décima
barra. Ambas tienen la misma forma pero la (b) estd mas comprimida. Las
Figs. 3.6 (¢) y (d) muestran dos estados de la segunda escalera, con n = 6
y n = 11, respectivamente. La localizaciéon se observa nuevamente y, como
era de esperarse, las amplitudes ahora muestran dos nodos en las barras que
resuenan. Notese el excelente acuerdo entre teoria y experimento después de
ajustar la altura de la amplitud de onda teorica en un solo punto.

Como se mencion6 anteriormente, el Sistema B muestra propiedades similares
a las del Sistema A. En la Fig. 3.7 se muestra que las frecuencias de los modos
normales forman un conjunto de escaleras de Wannier-Stark. En esta figura,
la columna de la izquierda corresponde al modelo de barra independiente, la
columna de en medio al calculo con el método de la matriz de transferencia
y la columna de la derecha a las medidas en el laboratorio. S6lo se midieron
algunas frecuencias de resonancia, aquellas que eran candidatas para ilustrar
algunas amplitudes de onda. Para este sistema, para cada valor de j hay
N = 15 estados, n = 1,2,...N numerados de abajo hacia arriba conforme
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Figura 3.8: Dos amplitudes de onda del Sistema B; (a) una localizada en
la tercera barra con frecuencia f = 44.256 kHz y (b) otra localizada en la
décima barra con frecuencia f = 51.258 kHz. Las lineas verticales dobles a
lo largo del eje de la barra indican la posicién de las muescas.

crece la frecuencia y que corresponden a cada uno de los quince cuboides
grandes como los ilustrados en la Fig. 3.1(b). Como en el Sistema A, aqui
tampoco se muestran las frecuencias de resonancia de los modos extendidos.
Estos modos extendidos ocurren a bajas frecuencias para las que la longitud
de onda A es del mismo orden de magnitud que L ~ [ N y la barra en su
conjunto se excita.

Después de un primer intervalo de frecuencias en que aparecen los modos
extendidos, conforme crece la frecuencia y la longitud de onda A es del orden
de [, la longitud de los cuboides grandes, se empiezan a excitar los modos nor-
males méas bajos de la primera escalera de Wannier-Stark elastica, Ec. (A.2)
con j = 1.

Como se menciond anteriormente, el sistema B muestra propiedades simila-
res. Se presentan en la Fig. 3.8, como un ejemplo, dos amplitudes de onda
para la primera EWS del Sistema B. En contraste con el Sistema A, estas
amplitudes de onda tienen casi la misma forma, pero estan trasladadas y no
estan comprimidas. Notese que el método de la matriz de transferencia uni-
dimensional ajusta las amplitudes de onda experimentales a pesar del hecho
que w y h, no son mucho més pequenos que /.



Capitulo 4

Conclusiones

En este trabajo se present6 la construccion de dos sistemas elasticos que pre-
sentan algunas analogias con el fenémeno cuantico conocido como escaleras
de Wannier-Stark (EWS). Es un ejemplo de un analogo clasico a un sistema
cuantico. Dado que se han encontrado en solidos y en sistemas Opticos, el
haberlas encontrado también en sistemas eldsticos, hace de las escaleras de
Wannier-Stark un fenémeno unificador, presente en muchos sistemas fisicos,
clasicos y cuanticos.

Las ondas torsionales estudiadas para producir las EWS estan caracterizadas
por su espectro equiespaciado. Existen para ntimeros de escalera de Wannier-
Stark 7 > 1 y las amplitudes de onda estan localizadas. Como aplicaciones
se puede pensar en una barra con una cierta estructura y formada por cierto
ntimero de cuerpos separados por otros cuerpos mas pequeiios que hacen las
veces de acoplamiento entre los primeros. En este contexto dando un golpe
en alguno de los cuerpos de dicha barra se obtiene una cierta frecuencia, la
frecuencia propia del cuerpo que fue golpeado y que forma parte de dicha
estructura. También se puede pensar en enviar una frecuencia especifica a
través de la mencionada barra con estructura y obtener como resultado la
vibracion de un determinado cuerpo de la misma.

En contraste con el analogo optico de las referencias |7, 8, 9, 10] donde
s6lo pueden observar la intensidad de la funcion de onda, en este trabajo
se observaron las EWS directamente como se muestra en las Figs. 3.6 y 3.8.

28
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Ademés, se midieron por primera vez las amplitudes de onda, incluyendo sus
fases (signo). Las amplitudes muestran localizacién. También se observaron
escaleras de Wannier-Stark de orden superior.

Una continuacion natural de este trabajo consiste en medir las oscilaciones
de Bloch. Recordando lo mencionado en los capitulos 1y 3, las oscilaciones de
Bloch se refieren a un comportamiento que tienen los electrones en un cristal,
los cuales estan bajo la accion de un campo eléctrico estatico externo: este
campo estatico produce un movimiento oscilatorio de los electrones dentro
del cristal. La idea seria producir en el EMAT excitador una combinacién
de oscilaciones sinusoidales con diferentes frecuencias y estudiar su evoluciéon
en el tiempo para medir como van interfiriendo entre ellas a lo largo de la
barra, con una cierta estructura, dando lugar a las oscilaciones de Bloch.
Este estudio requeriria analizar la evolucion en el tiempo de la propagacion
de ondas actsticas a través de una varilla.



Apéndice A
Diseno de los Sistemas A y B

El diseno y construccion de las dos barras elasticas especiales, llamadas Sis-
tema A y Sistema B, cuyas ondas torsionales presentan analogias con las
escaleras de Wannier-Stark se hizo empleando, como idea central, el modelo
de barra independiente que se presenta aqui y usando el método de la matriz
de transferencia que se presenta en el apéndice B.

A.1. Modelo de barra independiente

Lo que caracteriza a las escaleras de Wannier-Stark es que un sistema perio-
dico en presencia de un campo eléctrico estatico externo, tiene un espectro
de energias equidistantes y con amplitudes de onda localizandas en cada uno
de los pozos de potencial. En el analogo actstico que aqui se presenta, lo
que se busca es que las frecuencias de resonancia de los modos normales sean
equidistantes y que las amplitudes de onda se vayan localizando en cada uno
de los cuerpos de la barra.

Las barras que se disenaron se presentan en la Fig. 3.1. Cabe mencionar
que cada una de las barras estd maquinada a partir de una sola pieza de
aluminio y que se les dio la forma empleando un torno o una fresadora. Las
descripciones que se dan a continuacién son para hacer de ellas un estudio
sistematico. A la primera de las barras se le llamara Sistema A, Fig. 3.1 (a),
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y consiste de un conjunto de N barras circulares de radio R con longitud
variable [,, n = 1,2,..., N y separadas por pequenos cilindros de longitud
€ < 1, y radio r < R < . Este es el analogo aciistico de la referencia [1]
donde se us6 un sistema 6ptico con anchos variables. A la segunda barra se le
llamara Sistema B, Fig. 3.1 (b), y consiste de una barra rectangular formada
por N cuboides! grandes de ancho constante w y longitud constante [. Tienen
diferentes alturas h, para n = 1,2,...,N; con w,h, < [. Estos cuboides
estan separados por otros pequenos cuboides de dimensiones h',w', ¢ < I.
Este es el analogo elastico de los sistemas 6pticos con un gradiente en el
indice de refraccion a lo largo de la direccion de propagacién que se usé en
las referencias |8, 9, 10]. Ambas barras se maquinaron a partir de una pieza
solida de aluminio y mas adelante se explica el procedimiento para hacerlas.

A fin de disenar las dos barras que se emplearon, se discute aqui lo que
podria llamarse un modelo de barra independiente en el cual cada uno de
los cuerpos grandes que forman una barra oscila en forma independiente del
resto. Para cada uno de los n cuerpos con longitud [, que forman la barra,
se tiene una expresion para las frecuencias de las ondas torsionales en modos
normales f;"), con velocidad de onda torsional ¢, y 7 nodos en la amplitud
de onda en el cuerpo n. Dicha expresion para las frecuencias se tomo de
la ecuacion: f = 577, Ec. (2.27), agregandole los indices apropiados, de la
siguiente manera:

n Cp .
£ = oL (A.1)

A partir de la Ec. (A.1) se puede obtener un conjunto de frecuencias de
resonancia equidistantes considerando dos casos: se toma una velocidad de
onda fija, ¢, = constante Vn, y se varia la longitud [,,; o se toma una longitud
fija, [, = cte Vn, y se varia la velocidad de la onda ¢,. Para el Sistema A
se tomaron barras circulares con longitudes [, = [/(1 + nvy), n = 1,2,.... N
Y ¢y = ¢o = /G/p donde p es la densidad, G es el modulo de corte; [ es

una longitud inicial arbitraria. Como ya se dijo arriba, en barras circulares

'En este trabajo se empleara el término cuboide haciendo una traduccién libre del
inglés cuboid. 1:  approximately cubical in shape or 2: like a cube, a rectangular solid
contained by paralelograms. En espanol los cuerpos geométricos que forman el Sistema B
deben ser referidos como: paralelepipedos grandes con seccién transversal rectangular de
ancho constante w y longitud constante [, etc. y paralelepipedos pequenos con seccién
transversal rectangular de dimensiones h',w’, ¢’ < I. Lo anterior es una buena razon para
usar: cuboide.



APENDICE A. DISENO DE LOS SISTEMAS A Y B 32

la velocidad no depende del radio. Para el Sistema B se tom6 [, = [y
¢, = ¢(1 +n7y), con c una velocidad constante arbitraria. El parametro v es
adimensional en ambos casos.

Entonces, sustituyendo en la Ec. (A.1), I, = /(1 +ny) y ¢, = /G/p para
el Sistema A y sustituyendo [,, = [ con ¢, = ¢(1 4+ ny) para el Sistema B se
obtiene:

Q . o
f](n) _ { \/;(1 +nvy)j/2l para el Sistema A (A.2)

c(1+ny)j/2l para el Sistema B,
(
j

y las diferencias Af;") = £t £ gon jguales a:

j
Q . .

A = Af](n) _ \/:7]/2l para el Sistema A (A.3)
cyj/2l  para el Sistema B,

las cuales son independientes del indice n, el nimero de cuerpo en la barra. En
cada caso, para una [ y una j dados, los valores A; solo dependen del valor
del parametro adimensional v. Antes se dijo que las energias entre niveles
consecutivos en las escaleras de Wannier-Stark dependian de la intensidad
del campo eléctrico estatico externo bajo el cual estaba sometido el electron.
En el caso elastico v hace las veces del campo eléctrico. Si v = 0 en Ec. (A.2)
se obtiene una barra localmente periodica [2| y los estados son extendidos. Si
v # 0 se obtienen las escaleras de Wannier-Stark elasticas y los estados son
localizados.

A.2. Construccion del Sistema A

A partir de los valores seleccionados para obtener las frecuencias apropiadas:
[ = 10.8 ecm y v = 0.091, se calcularon las longitudes [, = /(1 + nvy) de
los diferentes cuerpos. Por experiencia en el laboratorio se sabe que dejando
como separacion entre los cuerpos de longitud [, otras barras mas pequenas
de longitud € = 2.52 ¢m y radio » = 2.415 mm, se consigue que cada uno
de los cuerpos de longitud [, quede débilmente acoplado con el resto, com-
portandose el sistema como un modelo de cuerpo independiente para cada
l,. En la Tabla (A.1) se muestran los valores medidos de [,, que se obtuvie-
ron. La maxima discrepancia entre el valor calculado de [, y el medido es
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de 0.1 mm. Cada uno de estos cuerpos de longitud [, estd separado de su
contiguo por la cantidad € = 2.52 cm. Para los célculos con el método de la
matriz de transferencia se midi6 la velocidad de las ondas torsionales en una
barra redonda de la misma aleacion que la barra de la Fig. 3.1 (a) obteniendo
el valor experimental? de ¢, = ¢ = 3104.7 m/s. Cuando se discute méas
abajo el Sistema B se explica como se miden estas velocidades.

Cuadro A.1: Longitudes medidas de los cuerpos cilindricos grandes del Sis-
tema A, Fig. 3.1 (a).

Ntamero de cuerpo I,
cilindrico (n) (cm)
1 9.90

9.14

3 8.48

4 7.92

5 7.42

6 6.99

7 6.60

8 6.25

9 5.94

10 5.66

11 5.40

12 5.16

13 4.95

14 4.75

Para el proceso de maquinado se utilizd6 un torno con reglas numéricas en sus
dos ejes de movimiento. Se tom6 una barra redonda de didmetro 12.85 cm y
se le fueron haciendo los cuerpos con las longitudes [,, previamente calculadas
y dejando como separaciones las pequenas barras de longitud € = 2.52 cm y
radio » = 2.415 mm. Las coordenadas que dan la posicion de los cambios de
area (s 0 S) o de radio (r o R) para los diferentes cuerpos de acuerdo a los
valores de z; en la Fig. B.1 se presentan en la Tabla (A.3). Estos valores son
los que se usan para implementar el método de la matriz de transferencia.

2Este valor de la velocidad también se usa para los cuerpos cilindricos pequeiios en el
célculo con el método de la matriz de transferencia. Por diseno todos los cuerpos cilindricos
pequenos tienen las mismas dimensiones: radio » = 2.415 mm y largo ¢ = 2.52 cm, excepto
en los extremos de la barra donde la longitud es €/2.
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Cuadro A.3: Coordenadas de los cambios de radio de la barra del Sistema A,
donde 2y = 0 y 29,41=L, Fig B.1. Como i = 2n + 1, con ¢ = 29 se obtiene
n = 14, que es el nimero de cilindros de radio R. En la Fig. 3.1 (a) y la
Fig. B.1 s6lo se muestran diez de éstos.

|

| z(mm) |
0
1.32
100.278
102.778
194.142
196.622
281.458
283.918
363.166
365.626
439.921
442.381
012.269
514.729
580.718
583.178
645.586
648.056
707.543
710.003
766.543
769.003
822.978
825.428
877.041
879.491
928.945
931.415
978.913
980.233
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A.3. Construccion del Sistema B

Dado que la velocidad de propagacion de las ondas torsionales depende, en
general, del momento polar de inercia respecto al eje de la barra se vio la
posibilidad de disenar una segunda barra a la que se le fuera cambiando el
area de la seccion transversal. En consecuencia, el momento polar de inercia
cambia y por lo tanto la velocidad de propagacion de las ondas torsionales.

Como se dijo arriba, la seccion transversal de este sistema es un rectangulo
que va aumentando su area conforme vamos pasando de izquierda a derecha
por cada uno de los cuboides que forman la barra. Por sencillez y por razones
de fabricacién de la barra se escogioé que solo una de las dimensiones de los
rectangulos fuera cambiando. Se eligi6 la altura h mientras que su ancho w
se mantiene constante; de esta manera, el enésimo cuboide tendra un area
dada por el producto h,w. Se escogié que las velocidades de los diferentes
cuboides estén dadas por cgp) = ¢(1+n7), y para calcular estas velocidades
se reescribieron las Ecs. (2.14), (2.15) y (2.10) en términos de un indice n que
numera los cuboides® para los que va aumentando h,, y por lo tanto co),
mientras w se mantiene constante. Entonces, para la Ec. (2.14), se tiene que:

o
CD(n) = Co [—, (A4)

donde ¢, = \/% es la velocidad de la onda torsional en una barra redonda y

no tiene el indice n porque como ya se vio en el Cap. 2 esta velocidad no
depende del radio de la barra. También en relaciéon a la ecuacién anterior, la
Ec. (2.15) toma la forma:

256°° - hpw

w

3La expresién que se obtiene para la velocidad también se usa para los cuboides pe-
quenos en el calculo con el método de la matriz de transferencia. Por disefio todos los
cuboides pequenios tienen las mismas dimensiones: lados w’ = 5.0 mm, A’ = 5.0 mm y
largo ¢’ = 6.0 mm, excepto en los extremos que es € /2.
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Finalmente, para el momento polar de inercia, de la Ec. (2.10), tenemos

hpw® + h3w

Al sustituir copy = ¢(1 4+ ny) en la Ec. (A.4), los valores de h, se obtienen
de resolver la ecuacion:

c(l+ny)=co %, (A.7)
esto es, sustituyendo las Ecs. (A.5) y (A.6) en la Ec. (A.7):
255 =
(2m +1)? 22? +1)2 21 2p 4172
m=0p=0 + [ w :|
c(l+ny)=co (A.8)

hpw3+h3w
12

Hay que recordar que en la Ec. (A.8) ¢, y w son valores fijos conocidos pero

no asi ¢,, la velocidad de una onda torsional para una barra redonda. Ante la

opcion de determinar los valores de p y de G para calcular ¢, = \/g, lo que

se hizo en este trabajo fue tomar una barra redonda de aluminio de la misma
aleacion que la barra de la Fig.3.1 (b) y medir ¢, esto es, se determin6 &P
Se tomd6 una barra redonda de aluminio de longitud L = 1.005 m de largo y
1/2" de didmetro y se excitaron y detectaron ondas torsionales. Empleando
la Ec. (2.27) formamos la ecuacion: f = <7 ©” 5 donde f es la frecuencia de los
modos normales de oscilacion torsional, j el niimero de nodos de la amplitud
de onda y L la longitud de la barra. Graficando “ f vsj 7, Fig. A.1;* se puede
calcular: ¢&? = 3190.1 m/s.

Con este ultimo dato reescribimos la Ec. (A.8) que finalmente permite cal-
cular los valores h,,, esto es:

_6 oo 00 hnw

(14 ny) = c? . (A9)

hnw3+h3w
12

“En la Fig. A.1 el origen de la gréfica corresponde al hecho de que la barra esté en
reposo, situacion que es solucion de la ecuacion diferencial.
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0 bendiente = 1587.114 1/s

w
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20000 -
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nimero de nodos

Figura A.1: Determinacion de la velocidad de la onda torsional, ¢£*P, en una
barra redonda de radio R = 1/2” y longitud L = 1.005 m. Excepto el cero,
los puntos son las frecuencias de resonancia medidas y la linea continua es
un ajuste por minimos cuadrados.

Cambiar el area de la seccion transversal (h,w) de los cuboides es lo que hace
que vaya cambiando la velocidad de la onda torsional a lo largo de la barra.
A manera de ejemplo se indica como calcular los dos primeros valores de h,,.

La velocidad del primer cuboide, n = 1, partiendo de la velocidad arbitraria
¢ = 2027.3 m/s, el pardametro adimensional v = 0.02786 y de la expresion
com) = c(1+n7) es: cony = ¢(1+) = 2083.8 m/s y para una w = 1.905 cm
que se mantiene fija para todos los cuboides que forman la barra. Su altura

hy se obtiene de resolver la ecuacion coqy = cg™, /T 1 , esto es:

S
hlw

— (2m + 1)? 2p+1)2 [2m+1]2+[2p+1]2

h1 w

0
256 §
m=0 p
exp

o) = G hiw3+hiw
12

Esto se hace utilizando la instruccién de Mathematica:

Solve |coq) == Cexp@/?—lﬁ hl];
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de donde se obtiene que hy = 0.781 cm.

Ahora se quiere que la velocidad del segundo cuboide tenga el valor dado por:
coe) = c(1+27y) = 2140.3 m/s, asi que su altura hy se obtiene de resolver la

ecuacion cgp) = g, [P I , esto es:

_6 [ee) o] h2w
6 Z Z 2m+ 1 2p—{— 1)2 [QTZ_H]Q + [2p+1]2
2

w

@) = how3+h3w ’
12

y usando analogamente la misma instruccion de Mathematica se obtiene el
valor hy = 0.812 cm.

Para calcular los valores h,, en las expresiones que se dan arriba fue suficiente
7

hacer las sumas con los ocho primeros términos, Z Z Al resolver las

m=0 p=0
ecuaciones se obtienen cien raices, cuatro valores reales y el resto son niimeros
imaginarios. Las cuatro raices reales tienen dos valores repetidos, uno menor
que otro, y aparecen positivos y negativos; de éstos, el menor positivo es el
que se toma como la altura h,, del enésimo cuboide y es el valor que se reporta,
ya que ocurre que este valor hace que la velocidad de la onda torsional vaya
aumentando conforme n crece. El otro valor positivo hace que la velocidad
vaya disminuyendo.

Los valores de las velocidades cyy), las alturas h,, calculadas y las alturas h,
medidas para la barra del Sistema B se presentan en la Tabla (A.4).

Para maquinar el Sistema B se parti6 de una barra de aluminio cuadrada de
una pulgada por lado. Se comprendera que resulté mas laborioso hacer este
sistema que el Sistema A. Usando una fresadora y varias piezas de apoyo
hechas ex profeso para ajustar los desniveles que iba teniendo la barra en el
proceso de maquinado, se fueron rebajando dos de los lados, uno opuesto del
otro, de la barra cuadrada original para formar los cuboides de igual longitud
pero con alturas que iban aumentando a lo largo de la barra y separados por
la misma distancia uno del otro.” Como se puede ver en la Tabla (A.4) la

5Tanto la barra del Sistema A como la del Sistema B las hizo el maestro mecanico
Sr. Eladio Ortiz en el taller del Instituto de Ciencias Fisicas, UNAM-Campus Morelos.
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Cuadro A.4: Velocidades calculadas y alturas calculadas y medidas, para los
cuboides grandes del Sistema B, Fig. 3.1 (b).

Numero de cO(n) h,, calculada | h,, medida

cuboide (n) (m/s) (cm) (cm)
1 2,083.8 0.781 0.784
2 2,140.3 0.812 0.818
3 2,196.7 0.845 0.844
4 2,253.2 0.880 0.882
5 2,309.7 0.916 0.916
6 2,366.2 0.955 0.960
7 2,422.7 0.996 0.982
8 2,479.1 1.039 1.040
9 2,535.6 1.087 1.072
10 2,592.1 1.139 1.142
11 2,648.6 1.196 1.194
12 2,705.1 1.270 1.258
13 2,761.5 1.338 1.334
14 2,818.0 1.432 1.428
15 2,874.5 1.562 1.578

minima discrepancia entre la altura calculada y la medida es cero para hs y la
maxima es de -0.016 cm para hys. El valor medido de w es w,,.q = 1.905 ¢m
y el de la longitud de la barra es de 84.0 cm. Como se verd en los resultados,
estas discrepancias no fueron ningin problema para conseguir un excelente
acuerdo entre teorfa y experimento.

Para el Sistema B, las coordenadas z; que dan la posicion de los cambios de
area (s o S) de la seccion transversal para los diferentes cuboides de acuerdo
a la Fig. B.2 se presentan en la Tabla (A.6). Estos valores son los que se usan
para implementar el método de la matriz de transferencia.

Los valores medidos de z; se hicieron con una cinta métrica graduada en
milimetros (flexémetro), las fracciones de milimetros que se reportan para
algunos valores son cifras estimadas y se puede decir que un ojo entrenado
puede hacer lecturas con una incertidumbre de +0.2 mm. El valor de z;
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con un asterisco (*) en la Tabla A.6 y que corresponde a z;5 = 333 mm
indica que la barra en ese punto tiene un ligero defecto, el extremo opuesto
a ese punto tiene una reduccion de aproximadamente 2 mm como parte de
un error accidental en el proceso de maquinado. Como se puede observar
de la comparacion entre teoria y experimento, tanto para las frecuencias de
resonancia como para las amplitudes de onda medidas, el pequeno defecto en
z12 v las pequenas discrepancias en zoq, Zog, 297, 298, 229, 230 V 231 entre las
z;’s calculadas y medidas no influyen significativamente en los resultados.
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Cuadro A.6: Coordenadas z; que dan la posicion de los cambios de area (s o S)
de la seccion transversal para los diferentes cuboides de acuerdo a la Fig. B.2,
donde 2y =0y 29,.1—L. Como i = 2n+ 1, con ¢ = 31 se obtiene n = 15, que
es el namero de cuboides de dimensiones: [ = 5.0 cm, w = 1.905 cm y h,,. En
la Fig. 3.1 (b) y en la Fig. B.2 sélo se muestran diez de éstos. El valor con
asterisco se explica en el texto.

| i | 2 calculada (mm) | z; medida (mm) |

0 0 0

1 3 3

2 593 53

3 29 29

4 109 109
Y 115 115
6 165 165
7 171 171
8 221 221
9 227 227
10 277 277
11 283 283
12 333 333 *
13 339 339
14 389 389
15 395 395
16 445 445
17 451 451
18 201 201
19 207 207
20 557 557
21 063 5962.8
22 613 613
23 619 619
24 669 669
25 675 675
26 725 724.6
27 731 730.8
28 781 780.8
29 787 786.8
30 837 836.5
31 840 839.5




Apéndice B

Método de la matriz de
transferencia

El analisis que se hizo de los Sistemas A y B en el apéndice A esta basado en el
calculo aproximado llamado modelo de barra independiente. En este apéndice
se presenta el método de la matriz de transferencia, mismo que se emple6
para el disefio de los Sistemas A y B. Variando los parametros involucrados
se optimizaron los valores de las longitudes de las barras, el tamano de los
cuerpos, la separacion entre ellos y en general todas las demas dimensiones
involucradas para finalmente mandar construir las barras al taller mecanico
del Instituto de Ciencias Fisicas, UNAM-Campus Morelos.

Los calculos de las frecuencias de los modos normales de oscilacion torsional
y de las amplitudes de onda correspondientes se hicieron con la técnica de la
matriz de transferencia. Primero se presenta la forma como se analizaron el
Sistema A y el Sistema B para posteriormente mostrar la manera en que se
hacen los calculos.

La barra llamada Sistema A se analizd6 como formada por N celdas, cada una
formada por tres cuerpos cilindricos: un cuerpo central que va disminuyendo
su longitud conforme recorremos la barra de izquierda a derecha y en sus
extremos dos cuerpos siempre de longitud £, ver Fig. B.1. En dicha figura S
y R son respectivamente el drea de la barra y su radio; y sy 7 son respectiva-
mente el area de los cilindros pequenos y su radio. La longitud de cada celda

42
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Zi Zi+

T .

Z 2041

Figura B.1: Geometria de la barra llamada Sistema A. Aqui z; denota la
posicion de los cambios de radio y s; es el area (s 0 .5) de la seccion transversal
del i-ésimo cilindro de radio r; (r o R). Se toma zg =0y 22,41 = L.

estd dada por: § +1; + 5. Este Sistema A se comporta en forma unidimensio-
nal ya que R < [;, siendo [; la longitud de la barra i y R < A = 27 /k, con A
la longitud de onda del modo normal de oscilacion torsional y &k su ntmero
de onda.

La barra llamada Sistema B se analiz6 como si estuviera formada por un
arreglo de N celdas unitarias de igual longitud, cada una de ellas formada
por tres cuboides, ver Fig (B.2), donde la altura del cuboide que esta en el
centro de la celda unitaria va aumentado conforme recorremos la barra de
izquierda a derecha. El area de la seccion transversal de los cuboides pequenos
es sy el area de la seccion transversal de los otros cuboides es S. La longitud
de cada celda unitaria esta dada por: %' + 1+ %/ Este Sistema B también se
comporta en forma unidimensional ya que w, h, <y [ < .

En un esquema muy general para cualquiera de los dos sistemas, Fig. B.3, la
amplitud de onda en el cilindro ¢ para el Sistema A o para el cuboide i en
el Sistema B se toma de la ecuacion: ¢(z,t) = ¢(z)e™!, Ec. (2.19); y de la
ecuacion: ¢(z) = Ae’* + Be~™** Ec. (2.24); agregandoles el subindice i, esto
es, respectivamente:

pil2,1) = Gi(2)e, (B.1)

¢Z(Z) _ Aieik(z—zifl) _i_Bie—ik(z—zi,l) (BQ)
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+1+

S
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S

: A N P
Zy Zy W S Z; Ziyg Z 2n+1

Figura B.2: Geometria de la barra llamada Sistema B. Aqui z; denota la
posicion de los cambios del area s; (s o S) de la seccion transversal del i-
ésimo cuboide, ya sea de lados w’, A’ (no mostrados y con ' = w’) o de lados
w, hy,. Se toma zyg = 0y 29,41 = L. El significado del punto negro en la parte
superior del cuerpo de la extrema derecha se explica en el apéndice C.2.

para z;_1 < z < z,i=1,2,....,2n+1; donde no hay que confundir la : = /—1
en la exponencial con la 7 del i-ésimo cuerpo de la barra. Las condiciones de
continuidad en z = z; son las siguientes:

1) Que la amplitud de onda en z; en un cuerpo sea igual a la amplitud de
onda, también en z;, en el cuerpo que sigue significa que:

iwt iwt

¢il,, = Pirl,, (B.3)

misma condicién que la satisfacen tanto el Sistema A como el Sistema B.

2) Que el momento de torsién que ejerce un cuerpo en z; sobre el cuerpo
contiguo, también en z;, sean iguales entre si, significa que:

Mr ., (cuerpoi) = My |,, (cuerpoi + 1). (B.4)

Se toma aqui la estrategia de empezar analizando la segunda ecuaciéon de
continuidad para cada uno de los Sistemas. Para el Sistema A: Ec. ( 2.3):
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A, A,
Al A3 Ai -1 Ai +1
o o, ¢ ¢, 9 9,
z, ] -
Z Z; Zip  Ziyg

Figura B.3: Esquema general para los Sistemas A y B.

My = [Gg—f, y considerando que cada cuerpo cilindrico tiene sus propios
valores de I y ¢, esto significa que: My = IZ-G%% y empleando la Ec. (B.1):
My = I,G%: = ¢“'[;G%: Tomando en cuenta lo anterior la Ec. (B.4)

0z dz
significa que, para el cuerpo ¢ y para el cuerpo i + 1, respectivamente:
, do; . d
MT |21 = GZWtIZ‘G ¢l Yy MT zi — €ZWtIi+1 G —¢ s (B5)
dz |, dz|,,

donde I; = (w/2)r} es el momento polar de inercia para una seccién trans-
versal circular de radio r; que gira alrededor de un eje que pasa por su centro;
analogamente I; 11 = (7/2)r}, . Sustituyendo estos valores en la Ec. (B.5)
y los resultados a su vez sustituidos en la Ec. (B.4), se obtiene la segunda
ecuacion de continuidad para el Sistema A:

7”4 d¢z’ :7"4 d¢i+1
Ydz Hldz

i

Zi

En la Ec. (B.6) se puede formar el cociente:

y definir:
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para reescribir la Ec. (B.7) de la siguiente manera:

_ doin
dz

()" 2 (B.9)

dz

Zi Zi

La utilidad de estas ultimas expresiones se ve un poco mas adelante en este
trabajo, en los calculos aparece el cociente de la Ec. (B.7).

Es importante destacar que la condicion de continuidad expresada en la
Ec. (B.6) es aproximada ya que en z; la amplitud de onda ¢ es funcion
tanto de z como de la coordenada radial, lo que hace que en z; la condicion
de continuidad esté mezclada. Este hecho ya habia sido notado por el Grupo
de Vibraciones Elasticas en el curso de los trabajos sobre modos normales en
barras con estructuras periodicas y fue reportado en la referencia [2|.

La discrepancia que encontramos entre valores tedricos y experimentales para
una barra localmente periddica se resolvié considerando un “valor efectivo”
para 1, esto es, se consider6 una 1. Entonces, en lugar de usar en los
calculos una n* real, medida sobre la barra se usé un valor dado por:

@—(“), (B.10)
Tit1 / of

donde de acuerdo al modelo desarrollado en [2] y en relacion a la Ec. (B.9)
se obtuvo que:

(M A
(nr) = Thoje © M= Tto/0 (B.11)

donde o es una constante que no depende del modulo de corte y € es la
longitud de los cuerpos cilindricos pequenos de radio r en el Sistema A,
Fig. 3.1 (a) o Fig. B.1.

Para el Sistema A, las Ecs. (B.8) y (B.10), en términos de los radios r y R
se traducen en:!

r T
A A
ATy = (D)
R of R ef
VAl recorrer la barra de izquierda a derecha o de derecha a izquierda, siempre se inicia

con un cuerpo cilindrico pequeno de radio r. Por esta razon se hace referencia al cociente
r/R en relacion al cociente r; /r; 11 cuando se recorre la barra como se indico.




APENDICE B. METODO DE LA MATRIZ DE TRANSFERENCIA 47

y por lo tanto la Ec. (B.11) toma la forma:

") (%)

- = ——. B.12
(R of (1 + 0_/6)1/4 ( )
Con el valor para ¢ de 0.88 mm [2| y con los valores de ¢ = 2.52 mm,

r = 2415 mm y R = 6.425 mm se obtiene para el Sistema A un valor de
(%)ef = 0.349, mismo que se incorpor6 en los céalculos con el método de la

matriz de transferencia.

Retomando la segunda ecuacion de continuidad, Ec. (B.4), pero ahora apli-
cada al Sistema B, escribimos la Ec. (2.9): My = Ga %2 de la forma:

d¢
0z
donde se reescribié o como «y,,, para recordar que su valor depende de las
dimensiones h y w de la secciéon transversal rectangular. En este caso el
cuboide i y el cuboide contiguo 7 + 1 tienen sus propios valores de oy, ¥ ¢
de tal forma que la Ec. (B.4) significa que:

Jepi dpit1
Mr |21 - Gahi,wi E Yy Mr |21 - Gahi+1,wi+1 a;

MT = GOéhﬂU (B13)

(B.14)

Zi

Aqui las expresiones para Qp,w, ¥ Qh,,,wy, Se toman de la Ec. (2.15) agre-
gandole los subindices adecuadamente y son las siguientes:

256 o= 1 hiw;
= . (BI5
O w; 7T6 Z Z 2m + 1) (2p + 1) |:2m+1:| 2 |:2p+1:| 2 ( )
m=0 p= > —+ o
256 o~ hip1wisq
Qi1 wips = g Z 5 5 (B.16)
0 p:O 277’1, +1 2]9 + 1) [2}:?:21] + [fﬁ:ll}

Empleando la Ec. (B.1): p;(2,t) = ¢;(2)e™?, se calculan los dos términos de
la Ec. (B.14):

de;

iwt
=¢ Gahiawi I
dz
Z4

Mr

Zi - Gah' Wy

(2] aZ

2
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0pit1

i+1,Wi+1 az

dit

i+1,Wi+1 dz

Mr = e“'Gay,

Zi

2 — GOéh

Zi
para sustituirlos en la Ec. (B.4) y obtener la segunda ecuacion de continuidad
para el Sistema B:

do; dgit1
Qhi,w; E = Qhyywig ? (B17)
En la Ec. (B.17) se puede formar el cociente ap, ., /0, w,, y definir:
Oh, w,:
nP = L (B.18)
Ohp1,wi11
para reescribir esta segunda condicion a la frontera como:
d do;
n3—¢ _ Win (B.19)
dz |, dz |,

Hay que observar que tanto en la Ec. (B.6) como en la Ec. (B.17) aparecen en
ambos lados de las igualdades, a la izquierda de las derivadas, parametros que
dependen de la geometria del Sistema A o del Sistema B, esto es, aparecen 7}

4 .
Tiy1 €N UN €aso, y aparecen (., , O, .w,, €N el otro caso, respectivamente.

Con propositos de notacion y de simplificar algunas de las expresiones que
aparecen mas adelante, la segunda condicion de continuidad aplicada a los
Sistemas A y B, Ecs. (B.6) y (B.17), respectivamente, se representaran si-
guiendo la siguiente notacion:

dg;

doii1
=Tk
dz

i+1 dz

rr : (B.20)

Zi

Zi
donde para el Sistema A: F' = Ay por lo tanto I'! = v} y T4, = rl
mientras que para el Sistema B: F = By ahora I'? = ., v TP, =

Chiy1wigs

Incorporando esta notacion en la Ec. (B.20) se puede formar el cociente
I'F/TE | para relacionarlo con la Ec. (B.8), haciendo F' = A, para obtener:

FITA}A = ()" = ( i >4 (B.21)

i+l Tit+1
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y también relacionarlo con la Ec. (B.18), con F' = B, para escribir:

FB B Qs
. (B.22)
Fg-l Ohiyywip1

Una vez que se obtuvo una expresion general, Ec. (B.20), para la segunda
condicion de continuidad y retomando la primera condiciéon de continuidad,
validas ambas tanto para el Sistema A como para el Sistema B, se puede
pasar a evaluarlas dentro de este contexto. Para la primera condicién de
continuidad, Ec. (B.3): ¢i|, = @i, , se tiene

Oil., = 6i(z) = A0 4 Bk

Givil,, = dir1(2i) = Aipa + Bina
y sustituyendo en la Ec. (B.3) se obtiene:
Aieik(zi_zi—l) + Bie—ik(zi_zi—l) = A1 + Bis. (B.23)
Para la segunda ecuacion de continuidad, Ec. (B.20): I'F ‘% i i, % |
y empezando con ¢;(z) se tiene que:
¢z<z) — Aieik(zfzifl) + Biefik(zfzifl),
d¢z _ iijieik:(z—zifl) . Z'k,Bie—ik(z—zi,l)
dz ’
bi ikAetEimzi-1) _ L BiemkE—zi-), (B.24)
dz |,
y para ¢;1(2):
Gir1(z) = A1) 4 By e R EE)
do; : eloez) k(e
(Z;rl _ ZkAiJrlezk(z zi) ZkBiHe ik(z zz)’
do; : .
¢ 1 = Zk?AH_l - Z]{IBH_l. (B25)

dz

Zi
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Sustituyendo las Ecs. (B.24) y (B.25) en la Ec. (B.20) se obtiene:
FZFAieik(zi*zwﬂ _ FlFBiefik(zi*Zifl) — FSAAPA — FﬁlBiJrl, (B26)
Resolviendo el sistema de ecuaciones formado por las Ecs. (B.23) y (B.26) se

obtienen las expresiones para los coeficientes A;,1 y B;y1 en términos de los
coeficientes A; y B; de la amplitud de onda:

1 ey . 1 e ,
Ay = = (1 + = ) ekGi=zio0) 4, 4 = (1 - —> e~HhGi—zE-0 B (B.27)

2\ 2 \! T

1 IR 1 rr ‘
Bigg == (1 - i) etimzi0g 4 — (14 i) e *Gims0)p, (B.28
a3 (o) 3 (1) (B:2%)

Las Ecs. (B.27) y (B.28) en forma matricial toman la forma:

Aigi \ o F A,
(5 )= ) (.29)

donde:
[1 n FI;ZF } eik(zi—zi-1) [1 — Fl;f ] e~ tk(zi—zi-1)
o B 1 i1 o (B.30)
=il T g [1 — i] eth(zi—zi-1) |:1 + o :| e~ k(zi=zi1) |
T Fin

y a su vez, para el Sistema A: F' = A con I'/T' | = r}/rl, la Ec. (B.30)

toma la forma:
41 4 )
|:1 + < T > :| ezk(zi—zi_l) |:1 - < T > :| e—zk(zi—zi_l)
Tit1 Tit1

|:1 . ( T )4:| eik(zifzpﬂ |:1 + (L)4:| efik(zl'*zifl)
Ti+1 Ti41
(B.31)
Como se explico arriba, para este sistema es necesario emplear en los calculos

un valor  (r;/ri41).- La Ec. (B.31) se escribe entonces como:

[1 + (77:})4] etk (zi—zi-1) [1 _ (77:})4} e ik(zi—zi-1)

Mi—>i+1 -5

i—itl — 5

[1 — (77;4})4} etk(zi—zi-1) [1 + (775})4] e—ik(zi—zi-1)
(B.32)
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Para el Sistema B: F' = B con I'? /T2 | = n® = ap, w, /i1 0.0, 1a Ec. (B.30)
toma la forma:

B _
M0 =

|:1 + M] eik(zi—zi—l) |:1 _ M} e—ik(zi—zi—l)

B 1 Qh, i q,wiqq Chjp1,wit ( Az )
- 5 )
2 ahi!wi ik(zi—zi_l) ahiawi —zk(zz—zz_l) BZ

1 ——=2" e 1 + ——"—e
®Qh; 1 wiqq Xhy 1w 41
(B.33)
o también:

[1 + T]B} eik(zi—zifl) [1 o nB] e—ik(zi—zz;l)

1 A,
Miii-‘,—l = 5 ' ' ( B. ) .
[1 o nB] elk(zifzifl) [1 4 nB} e*lk(zifzifl) 2
(B.34)

Los coeficientes de la amplitud de la onda torsional en el extremo derecho de
la barra se obtienen multiplicando las ecuaciones (B.29) para distintos valores
del indice 7 en forma sucesiva. En el extremo de la barra, Figs. B.1 y B.2, la
coordenada es zo,41, asi que el subindice i + 1 en la Ec. (B.29) debe cumplir
con que: 7 + 1 = 2n + 1, siendo el valor que lo antecede: i = 2n. Como
la Ec. (B.30) pasa de i — i + 1, en el extremo de la barra dicha ecuacion
pasa de 2n— 2n + 1; haciendo las multiplicaciones de matrices finalmente se
obtiene una expresion para los coeficientes As, 1 y Boy,iq en términos de los
coeficientes A; y By. Esto es:

Ay N _qp (A
()= (5)
AB _ F AQ A3 _ F F Al
( B3 ) - M2—>3 < B2 > = ( 33 > - M2—>3M1—>2 Bl :

Aplicando sucesivamente este procedimiento se tiene:

Ay, A
( ani ) = MZ};HQn«FlMQFT‘LleZn """ M2FH3M1FHQ < Bi >

que en forma abreviada se escribe de la siguiente manera:

A2n+1 F ( Al )
=M B.35
< Bowes ) B ) (B.35)



APENDICE B. METODO DE LA MATRIZ DE TRANSFERENCIA 52

donde
MF = M§1H2n+1MQFTL71—>2n """ M2FH3M1FHQ- (B.36)
La matriz resultante, M* es una matriz de 2x2 y la Ec. (B.35) toma la
forma: h i
A ) My, M, A,
5 = o (B.37)
2n+1 ME ML 1
o también
Agpir = ME A+ MEB, (B.38)
Bani1 = My Ay + My, By, (B.39)

donde Ag,11 y B,y son los coeficientes de la amplitud de onda, Ec. (B.2):
¢i(2) = AjetE2-1) 4 Biemh ez con 2 < 2 < 2,0 =1,2,...,2n+ 1, en
el extremo derecho de la barra.

Como ya se explico anteriormente este trabajo se restringe a barras con
extremos libres. En esta situacion, las condiciones a la frontera de Neumann,
Ec. (2.18), en términos del indice i toman la forma:

Dip; _0 i
0z N Y 0z

z=0

=0 (B.40)
z=L
donde la Ec. (B.1): o;(2,t) = ¢;(2)e™t y la Ec. (B.2): ¢;(2) = Azettz==-1) ¢
B,e~™*(z=%-1) implican que para i = 1
91 _ i ddr
0z dz
Evaluando en z = 0, con zy = 0, y sustituyendo en la parte izquierda de la
Ec. (B.40) se obtiene como resultado:

_ ez’wt [ikAleik(zfzi,l) . Z-kBlefik(zfzi,l)] )

A1 —B; =0 (B.41)
y para el extremo derecho de la barra donde ¢ = 2n + 1 se obtiene:

O0a oy, | | .
P2n+1 _ ezwt ¢2 +1 _ ezwt [,l'kA2n+leZk(Z*22n) _ Z'kB2n+le*’Lk(Z*Z2n)] .

0z dz

Evaluando en z = 29,1 = Ly sustituyendo en la parte derecha de la Ec. (B.40)
resulta que:
Agpre™Em2n) — By e ikEmzn) = (B.42)
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Sustituyendo las Ecs. (B.38) y (B.39) en la Ec. (B.42) se obtiene la otra
ecuacion para A, y By:

(leieik(L—zzn) _ Mge—ik(L—zzn)) Al_i_(le;eik(L—zzn) _ Mge—ik(L—zzn)) B, = 0.
(B.43)

En conclusion, se obtiene el sistema de ecuaciones homogéneas para A; y By:

1 -1
( Mﬁeik(L—zgn) _ MQFle—ik(L—zgn) M1F2€z'k(L—22n) _ MQI*;e—ik(L_Z%) ) X

0 también:

P(éi):(S), (B.44)

1 —1
P = < MlFl‘eik(szgn) _ M2F1'67ik(L7ZQn) MlFZ‘eik(Lf,ZQn) _ MQFz‘efik(szQn) ) .

donde:

Como las Ecs. (B.44) son homogéneas, los valores permitidos de k correspon-
den a las raices de: det(P) = 0. Las frecuencias angulares w, Ec. (2.21), de los
modos normales de las ondas torsionales w = vk se obtienen numéricamente
barriendo det(P) como funcion de k. Cuando para un valor k = kg se obtie-
ne det(P) = 0, entonces la frecuencia angular de resonancia es wp = vrkg
o fr= %UT]CR la frecuencia de resonancia. Con las raices kg se calculan las
amplitudes de onda usando la Ec. (B.2), esto es, se evalia la funcion:

¢1<2) = AieikR(z_ZFl) + Bie_ikR(z_zifl) (B45)

para z;_1 < z < z;, 1 =1,2,...,2n + 1; donde hay que recordar la diferencia
entre 1 = v/—1 en la exponencial y la ¢ del i-ésimo cuerpo de la barra o la
i-ésima coordenada z.



Apéndice C

Descripcion del sistema
experimental

En este apéndice se presenta la sistema experimental empleado. Se explica
cualitativamente el principio de funcionamiento del transductor electromag-
nético acustico (EMAT) desarrollado en el Laboratorio de Vibraciones Elés-
ticas del Instituto de Ciencias Fisicas, UNAM-Campus Morelos [25]. Se hace
un breve comentario sobre el uso de un transductor piezoeléctrico para reali-
zar una parte de los experimentos. Se describe el sistema mecénico utilizado
para soportar las barras de aluminio en estudio asi como los implementos
necesarios para mover tanto el excitador como el detector. Se presenta la
electronica utilizada para medir las frecuencias de resonancia y las amplitu-
des de las ondas torsionales.

C.1. Transductor electromagnético
actstico (EMAT)

El EMAT consta de una bobina y de un iman permanente que produce un
campo magnético no homogéneo. Este dispositivo es versatil en el sentido de
que con diferentes configuraciones de la bobina y el iman se pueden excitar
o detectar ondas compresionales, torsionales y flexionales. En la Fig. C.1

o4
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flexionales es similar a la de las compresionales. Para flexionales se coloca la
configuracion del EMAT de la Fig. C.1 (a) en el manto de la barra. Notese
que no hay contacto mecanico entre el EMAT y la barra.

Figura C.1: Diferentes configuraciones del EMAT. Cambiando la configura-
cion de la bobina y el iman asi como su posicion se pueden excitar o detectar
diferentes tipos de ondas: (a) y (b) compresionales, (¢) y (d) torsionales. Este
trabajo se concreta solo al uso de la configuracion (c).

En los experimentos de vibraciones actsticas en barras o vigas ocurre que
con ligeras desalineaciones del EMAT se producen los tres tipos de ondas
mencionados arriba, con la salvedad de que se produce muy eficientemen-
te la onda para la cual se configur6 el EMAT y aparecen muy disminuidas
las otras. Entender cualitativamente la forma como funciona el EMAT para
excitar-detectar cada uno de los tipos de onda ayuda a entender los espectros
experimentales. Con este propoésito se discute primero como actiia este dis-
positivo si se usa para detectar y excitar vibraciones compresionales, ya que
para las flexionales ocurre algo similar. Posteriormente se analiza también en
forma cualitativa como funciona el EMAT para excitar y detectar vibraciones
torsionales.
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Figura C.2: Diagrama del EMAT. La superficie ¥ representa una porcion
de la barra de aluminio oscilando. Se indica un lazo cualquiera con la letra
T y con B la induccion magnética no homogénea producida por el imén
permanente.

Para excitar y detectar ondas compresionales en una barra metalica se emplea
la configuracion (a) de la Fig. C.1. Aqui se analiza su funcionamiento como
detector de dichas ondas. La Fig. C.2 muestra un diagrama esquemaético del
EMAT |25, 28|. Cuando la superficie metédlica ¥ oscila en la misma direccion
que el eje de la bobina, la inducciéon magnética B, no homogénea, del iman
permanente produce un flujo magnético cambiante &7 a través de cualquier
lazo, como el marcado T en la Fig. C.2. Esto, de acuerdo a la ley de Faraday,

dd
£=-= (C.1)
dt
.. _ d®p . .
origina una fem, &7 = —<2F, que a su vez genera una corriente de remolino o

de Foucault i. Esta corriente i es proporcional a la derivada temporal del flujo
magnético Pp: 1 x dg%, y esta variacion de flujo magnético es proporcional,
en una primera aproximacion, a la velocidad de la superficie Y, es decir:
d;}% o vy; juntando estas dos ideas se puede afirmar que: ¢ x vy. Por otro
lado, la corriente de remolino ¢ generada por el flujo magnético & cambiante
da origen a una induccion magnética que varia con el tiempo, B;(t), que
entonces produce un flujo variable en la bobina, @y pina = Py, que a su vez

induce una fem en ésta y por lo que se puede decir que: ®y, 7. Si dicha fem
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se entiende como el voltaje entre las terminales de la bobina se tendra que:

Viobina = Vo = —%. Aqui se puede decir a manera de conclusion, otra vez en
primera aproximacion, que: V;, = —d% X %i X %Uz, es decir, que el voltaje

inducido en la bobina es proporcional a la aceleracion de la superficie .

Ahora se analiza el funcionamiento del EMAT como excitador de las ondas
compresionales siguiendo la Fig. C.2 que muestra un diagrama esquemético
del EMAT. En este caso la superficie Y esta inicialmente en reposo y ahora
se aplica un voltaje alterno a la bobina, V.. . = Vi, haciendo que circule
una corriente eléctrica por las espiras de ésta. La corriente eléctrica en la
bobina produce a su vez una induccion magnética divergente By ;.. = By,
que induce un flujo magnético @7 variable en el tiempo sobre la superficie ¥
a través de un lazo T cualquiera como el marcado en la Fig. C.2. De esto

/
’ dd C ., . L. ’
se puede ver que: V) oc — . La variacion temporal del flujo magnético @,
/

. , / dd
induce a través de la ley de Faraday una fem, & = ——F, que a su vez

!

o,

dt
., . / . . . N .

la relacion anterior: V} oc i . Esta corriente de remolino ¢ experimenta una

fuerza debida a la induccion magnética del iman permanente B a través de
la parte magnética de la fuerza de Lorentz, [29, pag. 194]: Fy =4 $,de x B,
donde d¥ es el vector diferencial de longitud sobre el lazo T por el que circula
la corriente ¢, ver Fig. C.2 donde hay que pensar a i como i'. De la expresion
para Fy y de la relacion entre V; e i se puede afirmar que: V, o [|Fy]|.
Dado que el eje del iman permanente es perpendicular a la superficie X
y dado que B atraviesa el lazo T', este vector se puede escribir como una
componente paralela a la superficie ¥ mas una componente perpendicular a
dicha superficie, esto es: B = (B||)E+(B¢)Z. Por otro lado, para el vector de:

. . . .
produce en el lazo T una corriente de remolino 7 ; por lo que: ¢ o , v de

de = (dﬂn)z. De lo anterior se puede ver que, por simetria, para dos puntos
p y q opuestos sobre el lazo T se tiene que, para el punto p: dé = (dﬁn)z
y B = (B”)E + (B1)y, mientras que para el punto ¢: dé = — (dﬁn)z y
B=- (B”)Z + (B1)y. Asi que de la expresion para la fuerza de Lorentz se
pueden escribir las contribuciones (dFL)p y (dFL)q, esto es, para la primera

de ellas:
(dFr), =i {(df))y < [(By)y + (Bi)s]} =
=i {(de)) s x [(By) ] + (d€)); x [(B1)s]} (C.2)
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y para (dF),:
(dF 1), =i {=(de)); < [ (By)y + (Bu)s]} =

= {(de)) < [(By)5] — (@) x [(BL)s]}- (C.3)

De las Ecs. (C.2) y (C.3) se ve que al sumarlas solo quedan los prime-
ros términos de las mismas y que el resultado es un vector paralelo al eje
del iman permanente y por lo tanto perpendicular a la superficie Y. De
lo anterior es claro que para el lazo T' s6lo habria que hacer la integral:
F, =1 fT {(d£||)E X (Bll)z}' Para calcular la fuerza total sobre la barra,
(FL),ota1» S€ deberian considerar todas las contribuciones de las fuerzas sobre
todas las superficies encerradas por lazos paralelos al lazo T, mas todas las
contribuciones en el interior de la barra. Este cilculo es demasiado laborioso
e innecesario. En este trabajo se utiliza solamente la fuerza F sobre el area
encerrada por 1" ya que es representativa del funcionamiento del EMAT. Pa-
ra los propositos de esta sencilla descripcion del EMAT como excitador de
ondas compresionales es suficiente hacer notar que: V; o ||(Fp), .||, donde
(FL)yta € un vector perpendicular a la superficie X.

Se considera ahora la configuracion del EMAT para excitar y detectar on-
das torsionales. Se analiza primero cualitativamente el proceso de deteccion
de ondas torsionales [30] empleando la posicion (c¢) de la Fig. C.1. Prime-
ro se obtendra una expresion de la funcion p(z,t) que describe a las ondas
torsionales. Retomando la solucion general para modos normales Ec. (2.19):
o(z,t) = ¢(2)e™*, donde después de aplicar las condiciones a la frontera de
Neumann se obtuvo la Ec. (2.25): ¢(z) = A (e'e” +e7"c%). Es decir que
¢(z,t) toma la forma: ¢(z,t) = 2Acos 2z (coswt +isenwt). Al tomar la
parte real: ¢(z,t) = Relp(z,t)] = 2Acos“z coswt = g(z)coswt, don-
de ¢o(z) = 2Acos £2. En estos términos se supondra que la varilla oscila
torsionalmente con una frecuencia angular w = 27 f y que:

o(z,t) = po(z) coswt, (C.4)

con po(z) < 1, esto es, las oscilaciones son pequenas. En la discusion sim-
plificada que se da a continuacion, se supone que la longitud de onda A es
grande con respecto al radio R de la varilla y que este radio es mucho menor
que la longitud tipica en la cual cambia la induccién magnética B, que es
paralela al eje Y de la Fig. C.3.
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Figura C.3: Esquema simplificado para entender funcionamiento del EMAT
en la configuracion (c¢) de la Fig. C.1. La induccién magnética del iméan
permanente es B y B, es la induccion magnética debida a la oscilacion de
la barra de aluminio. La figura muestra un punto sobre la barra que gir6
un angulo ¢ expresado por:  ¢(z,t) = @o(z)coswt con @y(z) < 1. Los
circulos Cy y C, estan dibujados para ¢ = 0.

En esta figura se muestran, para el valor ¢ = 0, los circulos C; y Cs perpen-
diculares entre si, centrados en el punto O y con radio R. A medida que la
varilla oscila torsionalmente, la induccion magnética homogénea' B produce
un flujo magnético variable en estos circulos.

Considerando que, para una z fija, la seccion transversal de la barra, y por lo
tanto los circulos C; y Cy, giran un angulo ¢ dado por la Ec. (C.4), primero
se calculara el flujo magnético a través del circulo C) de drea Ag,, esto es,
Do, Do, = B-Ag, = BAg,cos [<(B, Ag,)] expresion para la que: B = —Bj

y <(B,A¢,) = § — ¢. Sustituyendo en la ecuacién anterior se tiene que:

'Cabe hacer notar que a diferencia de las vibraciones compresionales y flexionales, para
este caso no es necesario que la induccién magnética sea no homogénea.



APENDICE C. DESCRIPCION DEL SISTEMA EXPERIMENTAL 60

b, = BAg, cos (% — gp) y por lo tanto:

O, = BAg,seny, (C.5)
de donde: o
dtCl = pBA¢, cosp. (C.6)

Ahora se calcula el flujo magnético a través del circulo Cs de area Ag,, esto es,
Oe,: Po, = B-Ap, = BAg,cos [< (B, Ag,)], expresion para la que: B = —Bj
vy <(B,A¢,) = . Sustituyendo en la ecuacion anterior se obtiene:

O, = BAc,cosp, (C.7)
de donde: 1o
dtCQ = —pBAc,seny. (C.8)

De las Ecs. (C.6) y (C.8) se puede ver que la razén de cambio méxima del
flujo magnético, en valor absoluto, ocurre en el circulo C;. Como A¢s, = Ag,
y recordando la Ec. (C.4): ¢(z,t) = po(2) coswt con ¢y(z) < 1, se puede

afirmar que para una z fija y para todo tiempo ¢ se cumple que: cos ¢(z,t) >

d®cy d®c,
dt dt

la variacion del flujo magnético a través del circulo C; es la que contribuye

mayoritariamente a producir una fem.

. De aqui se puede concluir que

senp(z,t) y por lo tanto: ‘

De acuerdo al analisis que se esta haciendo, dentro del circulo C'; se pueden
considerar otros muchos lazos. Aqui se considerarda un lazo circular T, de
radio Rp. La variacion del flujo magnético @4, a través del area Ap = WR%
del lazo T es la que contribuye mayoritariamente a producir una fem. De
acuerdo con la ley de Faraday: £ = — %, Ec. (C.1), la corriente I7 inducida
por & circula alrededor del lazo T', en el plano Y Z.

Si se denota con 2’ a la posicion de lazos centrados en el eje X entonces el
lazo T estard en 2’ = 0. Al considerar lazos con z’ # 0, estos no necesaria-
mente seran circulos, basta pensar que para ' &~ Ry un lazo “sentiria” la
frontera de la barra, Fig. C.3, y dicho lazo tendria la forma de un “circulo
doblado” que sigue la curvatura del manto de la barra redonda. Al considerar
todos estos lazos, que llenarian el volumen de la barra, habria que considerar
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una distribucién continua de corriente descrita por la densidad de corriente?
J(r). Sin embargo, pese a no tomar en cuenta el hecho anterior, con la sen-
cilla descripcion que se estd haciendo se puede entender razonablemente el
funcionamiento del EMAT como detector de vibraciones torsionales.

Es importante comentar que la soluciéon completa al problema de calcular el
flujo magnético y la induccion magnética se obtiene aplicando las ecuaciones
de Maxwell, con las condiciones a la frontera apropiadas. Sin embargo, para
este trabajo es suficiente la descripcion aproximada que se hace y que des-
taca, como se vera mas adelante, cuales son los parametros relevantes en el
funcionamiento del EMAT.

El flujo magnético @4, a través del lazo T de area Ay = TR% es, en concor-
dancia con la Ec. (C.5):

®4, = ArBsenp ~ ApByp = ArBpy(z) coswt, (C.9)

donde se sustituyo la Ec. (C.4). Al aplicar la Ec. (C.1) se obtiene la fem Er
en el lazo T

Er = ArBuwyy(z) sen wt. (C.10)
Si se asocia una resistencia R a dicho lazo, la corriente eléctrica I es:
ArB sen wt
Ip =27 Wf;(;) ener (C.11)

Como ya se dijo arriba, para obtener el valor total de I; se deberian sumar
las contribuciones de muchos lazos semejantes a 7T’ hasta que se cubriera
todo el volumen de la barra. Cada lazo, sobre un plano paralelo al plano Y Z
tendria una resistencia R efectiva distinta. Es posible que estos lazos no
estén todos localizados en superficies planas, pero en cualquier caso todas las
contribuciones a I serian proporcionales a B, w y ¢o(z). La dependencia en
©o(z) es lo que hace posible, como se explicarda un poco méas adelante, que se
pueda medir la amplitud de la oscilacion torsional en cada punto a lo largo de
toda la barra. Todas las contribuciones a la corriente [ darian origen a una
distribucion continua que estaria descrita por una densidad de corriente J(r),
misma que habria de tomarse en cuenta en la ley de Biot y Savart, a través

2La relacién entre la corriente eléctrica I y la densidad de corriente J a través de una
superficie S, con elemento diferencial de drea dA, es: I*fs J-dA.
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de una integral de volumen, para calcular la induccion magnética By(r).
Posteriormente habria que calcular el flujo magnético variable ®3 producido
por Bj(r) a través del area de la bobina, donde a su vez dicho flujo magnético
produciria una fem, &5, entendida ésta, como el voltaje inducido, Vj, en las
terminales de la bobina. Nuevamente se utiliza una I representativa en lugar

de J(r).

Se calcula entonces la induccion magnética By, en puntos sobre el eje X,
producida por la corriente I, Ec. (C.11), empleando la ley de Biot y Savart:

o dé x r
Br=-—I C.12
T 4r T}é r3 ( )

donde i es la permeabilidad magnética.®> A continuacion se detallan los
demas términos. Dado que el lazo T esta en el plano Y Z, y que el vector
de posicion r en la Ec. (C.12) va desde el elemento diferencial de longitud
d€, sobre el lazo T por el que circula la corriente Iy, hasta un punto sobre el
eje X, mismo que coincide con el eje de la bobina, Fig. C.3; por simetria, para
dos puntos opuestos sobre el lazo T, los vectores d€ xr tienen una componente
neta que esta sobre el eje X. Tomando el resultado de la referencia |29, pp.
200-201| para el célculo de By en términos del drea A del lazo T

I A s
By = — 0L (C.13)
21 (R% + x?)
donde sustituyendo I de la Ec. (C.11) se obtiene finalmente que:
ALB t;
B, = loArBuan(z) e (C.14)
2R (R2 + 22)

Este valor de Br seria uno de los tantos valores de Bj(r). Sin embargo,
continuando con el estudio aproximado que se estd haciendo del EMAT el
valor de By permite calcular la fem que se induce en la bobina.

El voltaje V inducido en una bobina, como la de la Fig. C.3, se puede obtener
calculando primero el flujo magnético a través del area Apopina = Ay, de

3La relacion entre py o es: g = po(1 4 xm), donde x,,, es la susceptibilidad magné-
tica. Para el aluminio: u/pg = 1.000022 y la permeabilidad o grado de magnetizacion es:
pu=1.2566650 <106 H/m.
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la seccion transversal de la bobina, producido por la induccién magnética
variable Br, esto es, calcular @4, ; y después aplicando la ley de Faraday
calcular la fem producida debida a este flujo variable. El flujo magnético
variable ® 4, es entonces: &4, = Br- Ay, = BrA,;, cos [<(Br, Ay)], expresion
para la que: By = Bri y <(Br,Ay) = 0. Sustituyendo en la expresion
para &4, se tiene que: ¢4, = Br Ay, y tomando la magnitud de By de la
Ec. (C.14) se obtiene:

 poAL AL Bwyg(z) sen wt

Dy
2R (R2 + x2)3/2

(C.15)

b

Finalmente, aplicando la Ec. (C.1): £ = —d®/dt a ®y4,, v si por la fem se
entiende el voltaje V' inducido en las terminales de la bobina, entonces se
tiene que:

poAp A2 Bw?py(z) cos wt

2R (R2 + x2)3/2

V(z,z,t) = (C.16)

Ya se mencion6 que empleando las ecuaciones de Maxwell y las condiciones a
la frontera apropiadas se puede obtener una solucién completa al problema.
También se mencionaron, dentro de éstos céalculos aproximados, en términos
generales, las dificultades para determinar tanto la forma como la resistencia
R efectiva asociadas a lazos diferentes al lazo T, asi como las dificultades
para determinar sus contribuciones a By. Pese a lo anterior, lo que importa
aqui es que el resultado de la Ec. (C.16) muestra que el voltaje V(z, z,t)
es proporcional a la inducciéon magnética B del imén permanente, cosa que
experimentalmente es muy clara ya que al cambiar dicho iman por otro méas
potente el voltaje V(z, z,t) medido aumenta. También muestra que la sensi-
bilidad del transductor aumenta con w?. Que V (z, z,t) sea proporcional a la
amplitud de la oscilacion torsional ¢g(z) es lo que permite medirla en cual-
quier punto a lo largo de la barra. Para una frecuencia angular de resonancia
wr = 27 fr dada y al recorrer con el EMAT-detector la barra, a lo largo del
eje Z, se obtiene la amplitud de onda torsional correspondiente.

Notese que la expresion de V(z,z,t) en la Ec. (C.16) es valida a pesar de
que en este calculo aproximado no se ha tomado en cuenta la auto induc-
tancia, d®/dI, ni la inductancia mutua,® M;; = d®,;/dl;, i # j; de los

4La debida al propio flujo magnético, I es la corriente eléctrica.
5La debida al flujo magnético de un lazo sobre otro, I es la corriente eléctrica.
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diferentes lazos. Estas inductancias inducen una fase temporal en la respues-
ta del EMAT asi como una dependencia en w que es diferente para frecuencias
altas. Incluir estas inductancias da lugar al efecto piel que depende de la fre-
cuencia. La profundidad de efecto piel, definida como la distancia § para la
cual la amplitud de una onda plana viajera disminuye por un factor 1/e, esta

dada por:

2
0=4/—, (C.17)
wo
donde como antes w = 27 f es la frecuencia angular, para el aluminio la
permeabilidad magnética es: u = 1.2566650 x 107° H/m y la conductividad,

a 20°C, es: 0 = 3.78 x 107 S/m,’ con estos datos la Ec. (C.17) queda como:

~0.08185956

=T

(C.18)

Por ejemplo, para una aleacion tipica de aluminio, si f = 100 Hz, la pro-
fundidad de efecto piel es: § = 0.819 cm y con f = 100 kHz, este valor es
0 = 0.0260 cm. Por lo tanto, a frecuencias altas el campo magnético podria
no penetrar lo suficiente. En este caso, la configuracion (d) de la Fig. C.1,
con la cual también se pueden excitar y detectar ondas torsionales, es mas
apropiada para frecuencias altas y también para valores grandes del radio R
de la barra.

En esta ultima parte de la seccion se discute cualitativamente como funciona
el EMAT como excitador de ondas torsionales en una barra. Si se coloca el
transductor como en la Fig.C.1 (c) y se aplica un voltaje alterno a la bobina,
ésta producird una induccion magnética variable: Byopina = By(z, v, 2,t) =
By(z,y, z)coswt = [(Bb)xi+ (Bb)yj + (By,). k| coswt, la cual no se indi-
cada en la Fig. C.3. Se estd considerando de manera muy general que es
posible evaluar la induccion magnética que produce la bobina en cualquier
punto de coordenadas (x,y,x) y a cualquier tiempo ¢. Dado que la barra esté
inicialmente en reposo, los circulos C] y Cs estan también inicialmente en
reposo, como los dibujados en la Fig. C.3, y para los cuales los vectores aso-
ciados a sus areas, también inicialmente, son: A¢, = —Ac,iy Ac, = —Ac,j,

Del sistema internacional de unidades: henry =H =V -s/A=kg-m?-s 2. A %2 y
siemens =S =Q ' =kg'-m 2.5 A2 | asi que la profundidad de efecto piel § esta
en metros.
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respectivamente. Primero se calcula el flujo magnético a través del circulo
C; de radio R, centrado en x = 0 con 0 <y < Ry 0 < z < R; produ-
cido por By(x = 0,y, 2,t); esto es, <I>/01: <I>/C1 = [By(z =0,y,2,t)] - Ag, =
([(Bb)xzoi—l— (Bb)yj + (By), l;] coswt) : (—Acli) = —(By),_gAc,coswt, o

sea que:
<I>/C1 = —(By),_g Ac,coswt. (C.19)

El flujo magnético a través del circulo C5 de radio R, centrado en y = 0 con
0<r<Ry0<z<R;es, & . Al ser la induccion magnética By (x,y, z,1)0
divergente resulta obvio de la Fig. C.3 que ®{, = 0. Aqui lo que interesan son
las componentes de By, (z,y, z,t) en el plano en el que se encuentra el circulo
Cs, es decir el plano X Z, para el cual y = 0 y también (Bb)y = 0, enton-

ces: O, = (By(z,y=0,2,1))-Ac, = ([(Bb)xi—i— (0)j + (By,), l;] coswt) .

<—ACQj) =0, por lo que:
D, = 0. (C.20)

Ya se mostrd que sélo hay flujo magnético a través del circulo €. Como
se dijo arriba, dentro del circulo C hay otros muchos lazos de los cuales se
considerard uno en particular, el llamado lazo T de radio Ry y que engloba un
drea A = wR%. El flujo magnético a través del area Ar del lazo T producido
por la induccion magnética By(z,y, 2,t), esto es, <I>iAT, en concordancia con
la Ec. (C.19), esta dado por:

<I>/AT = —Ar (By),_, coswt. (C.21)

De acuerdo a la ley de Faraday: & = —d®/dt, Ec. (C.1), la fem &, producida
por el flujo variable (IDIAT, es:

Er = —wAr (By),_, senwt. (C.22)

! . ’ .
Esta fem & produce una corriente I en el lazoT", que al igual que 1" se
encuentran alojados en el plano Y Z. Asociando una resistencia R al lazo T,
la corriente es:

r wAp (By),_o senwt

Iy = = (C.23)
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Ahora se tiene que las cargas que dan origen a la corriente I/T experimentan
un momento de torsién o torque 7 debido a la parte magnética de la fuerza
de Loventz [29, pag. 194]: Fp = §,. [;d€x B, donde B = —B j es la induccion
magnética del iman permanente, Fig. C.3. De acuerdo a la referencia [29, pp.
196-197|, la torca T esta dada por:

T = B[’Tf r X dé] x B, (C.24)
C

donde r es el vector de posicion que va desde el elemento diferencial de
longitud d¥#, sobre el lazo T por el que circula la corriente I:/F, hasta un punto

sobre el eje X donde esta la bobina. Recordando que el lazo T esté sobre el
plano Y Z:

r=aityj+zk y  de=(d0),j+ (d0), K,
rxdl =z (dl), k —x (dl),j+y(d0),i— = (dl),i,
rxdl = (y (), — = (de)y) i—a(de),j+a(do),k,

donde integrando:

~

ﬁrxdﬂ - ]g [y (de), — z(cw)y] i—ji[m (dé)z]j+7§ [m (df)y} k

y recordando el valor de B = —Bj se obtiene de la Ec. (C.24):

r = BI; ]i [, | i~ BI; ]i (a0, =0,k (C29)

En lo que sigue se considera un valor fijo de z, esto es, z = z,. Para un punto
sobre el eje Y: y = Ry, el radio del lazo T'. De otra forma, las coordenadas
de este punto son (v, Rr,2,) y para el cual (df),_p = 0y (dl), = (df)
Sustituyendo en la Ec. (C.25), donde hay que cambiar ¢. por una simple
integral, se tiene que:

Zp®

1, 1 )
7(z, Rr,z) = 5Bl / [ (d0),_p, | i=5 By / By {(d0), } % (d0),_p, | &
y simplificando:

r(z, Ry, 2,) = —%BI'T / [RT (d@)zp} k. (C.26)
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Para el punto simétrico: y = —Ry, con coordenadas (x, —Rr, 2,), para el
cual (dl),__p. = 0 pero (d(), = —(dl), ; sustituyendo en la Ec. (C.25) se
obtiene ahora:

T(x,—Rrp, 2,) = %Blép/ [a: (dﬁ)y:_RT] i
3BT, / (=Re) {= @), } = 2 (d0),__p, | K
de donde: .
(2, — Ry, z) = —531;/ [RT {(dé)zp}] k. (C.27)

Haciendo la suma de las Ecs. (C.26) y (C.27) se obtiene:

T(x, Ry, z,) + T(x, —Rr, 2,) = —B]ép/ [RT {(dK)ZpH k, (C.28)

donde se muestra que para este par de puntos simétricos sobre el eje Y, ésta
contribucion a la torca neta esta a lo largo del eje Z y por lo tanto el lazo
circular 7" tiende a girar alrededor del eje Z produciendo la torsion de la
seccion transversal de la barra en z = z,. Es claro que z, es cualquier punto
a lo largo de la barra.

Se consideran ahora otro par de puntos simétricos. Si se considera primero el
punto sobre el lazo T" con coordenadas (z, 0, z,+ Rr), donde Ry es el radio del
lazo, como y = 0 s6lo queda analizar en la Ec. (C.25) que: (df), = — (df),_,
y sustituyendo en la Ec. (C.25) se obtiene:

7(x,0,2, + Rr) = %B]'T/ [x {_ (d@y:o}] it

—|—%BIIT/ [(Zp + Ry) {— (Cw)yzo}] k. (C.29)

El punto simétrico al punto anterior tendra coordenadas (z,0, z, — Rr), para
el cual: (df), = (dl),_, y sustituyendo en la Ec. (C.25) queda:

1 / 2 1 ’ ~
7(2,0,2, — Rr) = 5By / [ (d0),o] i+ 5B / (2 = Rr) (d0), | k.

(C.30)
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Sumando las Ecs. (C.29) y (C.30) se obtiene:
(2,0, 2, + Ry) + 7(2,0, 2, — Ry) = —BI, / [(Rr) (40, K. (031)

donde otra vez se muestra que la seccion transversal de la barra tiende a girar
alrededor del eje Z para producir la torsion de la barra, hecho que esta de
acuerdo con la Ec. (C.28).

En lo anterior se considerd un lazo representativo T', de radio Rr que es-
ta dentro del circulo C y por el que circula la corriente I/T, para calcular
algunos valores de la torca neta 7, aplicada a la barra cuando el eje de la
bobina estd en z = z, Otras contribuciones a 7, vendrian de sumar las
torcas debidas a todos los lazos dentro del circulo C;, cada uno de ellos con
su propio radio y con una corriente eléctrica asociada. Si se denota con
el centro de circulos paralelos a (), éste estaria centrado en z' = 0. Con
la notacion anterior, contribuciones adicionales a la torca neta provendrian
de la suma de todas las torcas producidas por todos lazos, sobre planos pa-
ralelos al plano YZ, que se encuentran en circulos entrados en ' # 0, es
decir, —R < 2’ < 0y 0 < 2' < R, y que llenan el volumen de la barra;
nuevamente cada uno de los lazos con su propio radio y con una corrien-
te eléctrica asociada. Considerar lazos centrados en #° = R serian como
“circulos doblados” que seguirian la forma de la frontera de la barra y el ana-
lisis seria mas complicado. Siguiendo con la linea de esta descripciéon apro-
ximada, permitase considerar que los lazos son circulos para toda = para
que por medio de las Ecs. (C.28) y (C.31) se puedan calcular los diferen-
tes valores de la torca para circulos centrados en z = 2’ con |x/‘ < R. Las
Ecs. (C.28) y (C.31) no dependen explicitamente de z, asi que para tomar en
cuenta la informacion de los diferentes lazos circulares que llenan el volumen
de la barra habria que cambiar en dichas ecuaciones: Ry — Ryas0 € I — I,
y junto con esto ultimo cambiar (By),_, — (Bp), lo que a su vez implica
considerar una resistencia efectiva R para cada una de las corrientes eléctri-
cas en los lazos. De acuerdo con lo anterior, la Ec. (C.28) se convierte en:

(2, Riagor %) + T(2, — Riagor 2) = —BI,,. [ [le {(de)ZPH k, la Ec. (C.31)

!/

en: 7(2,0, 2 + Riaso) + 7(2,0, 2 — Rias) = ~Blio [ | (Rr) (d0),y| K ¥ 1a

. L WA (Bp), senwt
Ec. (C.23) se convierte en: [, = ———ge—

cada uno de los lazos.

, donde Aj,,, es el area de
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Juntando esta serie de ideas aproximadas se puede afirmar que la torca neta,
Ty, producida por la induccién magnética, B, del imédn permanente sobre
las corrientes eléctricas, I{azo, en los diferentes lazos que llenan el volumen
de la barra produce la torsion inicial de ésta alrededor del eje Z en el punto
z = zp, que es la posicion del eje de la bobina del EMAT-excitador. Esta torca
neta, 7,, que es funcion del tiempo a través de la expresion para la corriente
eléctrica, Illazo, es la que comunica la torsiéon al resto del material de la barra
conforme transcurre el tiempo. Cuando se inyecta en la bobina, situada en z,,
un voltaje continuo de frecuencia angular w que coincide con una frecuencia
angular de resonancia de la barra, w = wgr = 27 fg, la torca neta, 7, aplicada
en ese punto comunica la torsion al resto de la barra para producir una onda
torsional estacionaria en la barra en el momento en que las pérdidas del
sistema igualan a la energia inyectada. La onda torsional estacionaria, en
z = z,, se puede escribir a partir de la Ec. (C.4): ¢(z,t) = ¢po(z) coswt con
@o(z) = 2A cos 2z < 1, como:

w
©(2zp,t) = 2Acos —Rzp cos wrt = 2Acosknz, cos wgt, (C.32)
c
donde ¢ es la velocidad de la onda torsional, ky = wTR = f—:} es el nimero

de onda, \y = % es la longitud de onda, L es la longitud de la barra y
N =1,2,..., es el nimero de nodos en la amplitud de la onda torsional.

En principio, el punto z, donde se coloca el eje de la bobina puede ser cual-

quier punto sobre la barra, sin embargo, hay que tomar en cuenta que pue-

de darse el caso de una onda torsional estacionaria que tenga uno de sus

nodos justo en Zp, €sto es, z, = Znodo Yy €n este caso jamas se excitaria

dicha onda. Supodngase que la onda estacionaria tiene N = 3 nodos, en-
2T

tonces: \3 = %, ks = 55 = 37” y empleando la Ec. (C.32) se tendra que:
3

©(Znodos t) = 2Ac08 k3znodo COS Wt = 2A€0S T 2nodo €OS wrt = 0 para
Znodo = %, Znodo = % YV Znodo = %. Si el EMAT-excitador se posiciona en
cualquiera de estos tres valores de z,,4, la amplitud de la onda torsional en
esos puntos es cero y por lo tanto no se podré excitar dicha onda. Tipicamen-
te el EMAT-excitador se posiciona en los extremos libres de la barra donde
©(z,t) es maxima. Si por alguna razén es de interés excitar una onda en un
punto que no sea uno de los extremos de la barra, hay que evitar situar el
EMAT-excitador en un nodo debido a la razén expuesta arriba. ; Cémo saber
donde estan los nodos en la amplitud de una onda estacionaria? Aqui es don-

de el calculo tedrico ayuda a contestar la pregunta. Experimentalmente, si se
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sospecha que se estd en un nodo, lo que se hace es mover el EMAT-excitador
alrededor de ese punto. Lo anterior es la descripciéon sobre como excitar la
onda. Analogamente, el EMAT-detector no debe posicionarse en un nodo de
la amplitud de la onda torsional.

C.2. Transductor piezoeléctrico

Para estudiar el Sistema B se empled como excitador un transductor piezo-
eléctrico. El efecto piezoeléctrico [31] se crea por un esfuerzo mecénico en
un material piezoeléctrico, usualmente un cristal, cuando se aplica un campo
eléctrico por medio de un voltaje a través de éste, o en forma inversa, el ma-
terial piezoeléctrico crea un voltaje cuando se le aplica un esfuerzo mecénico.
Un voltaje oscilante produce un esfuerzo oscilante que excita la propagacion
de ondas sobre un objeto que estd en contacto con el transductor piezoeléc-
trico.

El transductor piezoeléctrico empleado como excitador de las ondas torsio-
nales se coloco en un extremo de la barra del Sistema B, sobre uno de los
cuboides grandes cerca de uno de sus bordes para que el momento de torsion
My aplicado fuera maximo. Concretamente, se coloco sobre la barra en la
posicion marcada con un punto negro en la Fig. B.2. Una vez posicionado
el transductor piezoeléctrico se le aplico un voltaje alterno proveniente de la
secuencia: “oscilador—amplificador de potencia—excitador”, en relacion a la
Fig. 3.3, para que éste a su vez produjera una fuerza oscilante que excitara
la propagacion de las ondas torsionales en la barra del Sistema B.

Por un lado, resulta claro que en la barra redonda del Sistema A no se puede
usar el transductor piezoeléctrico para excitar las ondas torsionales, y por
otro lado, aunque en el Sistema B se puede emplear el EMAT como exci-
tador de las mismas, se emple6 el transductor piezoeléctrico porque a éste
si fue posible aplicarle la maxima potencia del amplificador de potencia con
que se cuenta en el laboratorio y que aparece en la Fig. 3.3. A la barra del
Sistema B se requiere comunicarle mayor energia por ser mas masiva que la
barra del Sistema A. Como se sabe, es comun usar un acoplador entre el pie-
zoeléctrico y la superficie con la que éste tiene contacto; tipicamente se usan
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como acopladores agua, grasa o algtin tipo de aceites. En este experimento
el piezoeléctrico funcioné perfectamente sin emplear un acoplador.

Si se deseara emplear un EMAT como excitador de las ondas torsionales en
el Sistema B se requeriria hacer una bobina con alambre de mayor diametro
para que soportara aplicarle mayor potencia. En el momento de hacer el
experimento resulté mas rapido emplear el transductor piezoeléctrico que
hacer una nueva bobina.

Cabe mencionar que el transductor piezoeléctrico se toméd de un encende-
dor comercial al cual se le hicieron tanto sus conexiones como un soporte
adecuado.

C.3. Sistema mecanico’

Se le llama sistema mecanico [32] al conjunto de estructuras y piezas necesa-
rias para: (1) soportar la barra de aluminio en estudio, (2) mover y medir las
posiciones del excitador y del detector, (3) fijar y conectar cuatro chumaceras
al conjunto nimero dos y (4) fijar y conectar dos destornilladores eléctricos,
modificados, al conjunto niimero tres. Cabe destacar que los cuatro conjuntos
estan anclados, en forma independiente uno de otro, a dos pilares de cons-
truccion del edificio del laboratorio buscando que las vibraciones que reciba
o genere cada uno de los conjuntos no las transmita a otro. Los pilares tienen
un ancho de 37 cm y en su parte interna estan separados 3.48 m.

El conjunto (1) esta constituido por dos varillas de aluminio, cada una de
3.24 m de largo y 1/4” de diametro, que corren paralelas entre los dos pilares
del edificio. Sobre las varillas de aluminio hay varias piezas (piezas sujetadoras
de hilo) que se pueden desplazar y sirven para atorar un hilo de nailon, su
posicion sobre cada varilla de aluminio se fija apretando un tornillo que apoya
sobre ésta. A cada varilla de aluminio de este conjunto se le maquiné en sus

"El disefio del sistema mecénico se debe al autor de este trabajo con base en la ex-
periencia obtenida en el laboratorio con un primer sistema para medir mas sencillo. La
gran mayoria de piezas que se describen en la Secciéon 4.3 fueron hechas por el Sr. Eladio
Ortiz, y unas pocas por el autor, en el taller mecénico del Instituto de Ciencias Fisicas,
UNAM-Campus Morelos.
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extremos una rosca de tornillo para acoplarla a dos barras de acero inoxidable
de 1/2” de diametro. Cada barra de acero tiene en un extremo rosca interior
y en el otro tiene rosca exterior. Por un lado se hace la unién: barra de acero -
varilla de aluminio en los extremos de esta tltima. Por otro lado, el extremo
libre de la barra de acero con rosca exterior se pasa a través de un soporte
que permite tensar a la uniéon: barra de acero - varilla de aluminio barra de
acero. Estos dos soportes estan fijos a los pilares de construccion. Dos hilos
de nailon muy delgados atravesados entre las varillas de aluminio se fijan a
éstas por medio de cuatro piezas sujetadoras de hilo. Este par de hilos son los
que soportan la barra a la que se le van a medir sus frecuencias de resonancia
y las correspondientes amplitudes de onda torsionales. Para estudiar barras
de hasta 1.20 m de longitud y una pulgada de diaAmetro es suficiente usar un
par de hilos para soportarlas.
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Figura C.4: Vista parcial del sistema mecanico. S4 es el soporte del dngulo,
mismo que esta sostenido por medio de tres varillas roscadas de 1/2” empo-
tradas al muro. El &ngulo corre hacia la derecha y es sobre el cuél se movera
un deslizador. Sg es el soporte de la solera, que a su vez esta sostenido por
un varilla roscada de 1/4”. Cada uno de los soportes Sg puede moverse hacia
arriba y hacia abajo. A la mitad de la longitud de la solera un perno fijo a
ésta carga al angulo de aluminio para mantenerlo horizontal.

El conjunto (2) es mas laborioso de describir, razon por la que se presentan
algunas figuras y fotografias. El alma de este conjunto son dos angulos de
aluminio de largo 3.66 m,® espesor 1/4" y lados 2"X2". Para compensar
lo que en forma natural se pandea cada angulo, sendas soleras también de
aluminio (1/4", 2", 3.66 m), colocadas verticalmente y con un perno fijo a
la mitad de su longitud cargan a cada uno de los angulos. Un hilo tensado,

8Por convencién las dimensiones se dan en el siguiente orden: espesor, lado o lados y
longitud, a menos que se indique lo contrario.
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a manera de nivel, sobre los dngulos de aluminio fija su horizontalidad. Si
el angulo estd pandeado se suben las soleras para que el perno suba a su
vez al angulo de aluminio. Los soportes de cada angulo S4 y los soportes de
las soleras Sg, un par de cada uno de ellos en cada extremo, estan aislados
mecanicamente y fijos a dos pilares de construccion del edificio por medio
de varias varillas roscadas de 1/4" de didmetro, Fig. C.4. Cada uno de los
soportes Sg se puede mover verticalmente sobre la varilla roscada para subir
o bajar la solera deseada.

(a) Vista lateral (b) Vista superior

Figura C.5: Deslizador y "mecanismos" del nicromel y del alambre comiin.
Para el deslizador: Q1 es angulo de lados iguales, Q2 y Q3 son pares de
soleras que forman los ejes. (a) La solera Q5 sirve para fijar un rodamiento
inferior, que hace las veces de contra, y sirve para fijar una varilla que a su vez
soporta el detector. En la parte de arriba se muestran los "mecanismos" del
nicromel y del alambre comun. (b) Q4 es una solera para fijar el rodamiento
posterior del deslizador que hace las veces de contra. Se aprecian el tubo
roscado con la tuerca de nailon. El hilo tensado para nivelar esta sobre el
angulo de aluminio. Arriba a la izquierda se ve completo el "mecanismo" del
alambre de nicromel.
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Sobre cada uno de los d4ngulos de aluminio se mueve un deslizador,” uno para
fijar el detector de las vibraciones y otro deslizador para fijar el excitador
de las mismas. Cada deslizador, Fig. C.5, estd armado con varias piezas
de aluminio (4ngulo y solera), varilla roscada y 6 rodamientos. Las piezas
necesarias para armar un deslizador se dan en la Tabla C.1.

Cuadro C.1: Construccion del deslizador. Se emplea varilla roscada de 3/16"
cortada a la medida para armar el deslizador, Fig. C.5.

] Angulo

Solera

Rodamiento

Q1, una pieza
1/4", 2" 2" 5 cm

Q2, dos piezas
1/8",1/2", 10 cm

seis piezas
diam. ext. 16 mm

didm. int. 5 mm
ancho 5 mm

Q3, dos piezas
1/8",1/2", 6.5 cm
(Q4, una pieza
1/8", 1/2", 5.5 cm
Q5, una pieza
1/8", 2 ¢cm, 8 cm

Ajustar el deslizador para que en su movimiento a lo largo del angulo de
aluminio de 3.66 m no cambie su posicion relativa respecto a éste es una
tarea laboriosa. En la Fig. C.5 (a) y en la parte inferior de Q1 se ven tres
varillas roscadas, la central es el perno que ancla el deslizador a la tuerca de
nailon, las de sus lados fijan la estructura y sirven para soportar el chasis
del amplificador del EMAT detector, Fig. C.7. También en la Fig. C.5 (a)
se ve una pequena varilla sujeta de la solera Q5 que sirve para soportar el
EMAT detector, empleado para los Sistemas A y B. Analogamente, en el otro
deslizador hay una solera del tipo de Q5 y otra pequena varilla para sujetar
el excitador de las ondas torsionales, que para el Sistema A fue un EMAT y
para el Sistema B fue transductor piezoeléctrico.

9En este trabajo se entiende por “deslizador” una especie de carrito armado con seis
rodamientos, soleras y angulos de aluminio, tornillos y tuercas metélicos y una tuerca de
nailon. El deslizador unido a un tubo roscado a través de la tuerca de nailon permite su
traccion. Este deslizador sirve como soporte del detector (o del excitador) y sirve como
soporte de dos “mecanismos”. Cada mecanismo estd armado con un rodamiento, una rueda
de cobre, soleras de aluminio, tornillos y tuercas metélicos y dos resortes. Ver Fig. C.5. Un
mecanismo permite el contacto eléctrico con nicromel y el otro con alambre comtn, ambos
dan la posiciéon del deslizador a través de un divisor de voltaje. El par de mecanismos
forman lo que se llama CURSOR en la Fig. 3.3.
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En este punto se debe describir la forma cémo se le comunica traccién a
los deslizadores o describir la forma cémo se mide su posiciéon. La primera
descripcion relaciona los conjuntos niimero dos, niimero tres y nimero cuatro
en los que se dividio el llamado sistema mecanico, descritos al inicio de ésta
seccion. Medir la posicion de los deslizadores es algo que esta dentro del
conjunto niimero dos, razéon por la cual se describird primero.

Para medir la posicion del excitador de las vibraciones se emplea un divisor
de voltaje hecho con alambre de nicromel'? calibre!! # de 5000 2/m y alam-
bre comin. Hay otro divisor de voltaje para el detector. Los extremos de cada
uno de estos alambres estan enredados sobre pequenos postes cilindricos he-
chos de tubo de acrilico, hay cuatro de éstos postes por cada divisor. Dos de
los pequenos postes cilindricos estan fijos, no giran; por su didmetro interior
entran a presion sendas barras metalicas que los sujetan de alguna manera a
la placa de aluminio S4, lado izquierdo, que se aprecia en la Fig. C.4. Por los
centros de los otros dos pequenos postes cilindricos estan metidas a presion
sendas clavijas.'? Los postes con las clavijas estan sujetos de alguna mane-
ra a la otra placa de aluminio S4, lado derecho en la Fig. C.4. Por medio
de éstas clavijas se puede dar la tension deseada tanto al nicromel como al
alambre comin. Los pequenos postes cilindricos son de acrilico para aislar
eléctricamente. Tipicamente se aplican 10 VDC en los extremos del nicromel
y un cursor, que se describe en el siguiente pérrafo, entre el nicromel y el
alambre comun proporciona el voltaje dividido que es proporcional a la posi-
cion del excitador, Fig. C.8, mismo que se lee con un sistema de adquisicion
de datos. Para medir la posicion del detector de las vibraciones se construyo
otro divisor de voltaje como el descrito anteriormente.

El cursor que proporciona el voltaje dividido que es proporcional a la posicion
del excitador estda formado por dos puntos de contacto mecanico-eléctrico,
uno sobre el nicromel, Mn, y otro sobre el alambre comiin, Ma. Los términos

19Nicromel es el nombre que se emplea en México, por usos y costumbres, para designar
a la marca comercial registrada: nichrome. Esta marca comercial produce, particularmente
alambre, de una aleacién de niquel, cromo e hierro con las propiedades de tener una alta
temperatura de fusion y valores grandes de resistencia por unidad de longitud.

11Se hicieron pruebas con nicromel de otros calibres y valores de resistencia por unidad
de longitud pero el que se reporta funciona bastante bien.

12Una clavija es la pieza que se emplea para tensar la cuerda de una guitarra. Un clavijero
de guitarra tiene cuatro clavijas y simplemente se cortaron para separarlas, empledndose
una clavija para cada alambre en los divisores de voltaje.
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Ma y Mn se explican mas adelante. Uno de estos puntos de contacto y las pie-
zas que los forman se referirdn como: “mecanismo”. Hay dos mecanismos por
cada divisor. Los dos mecanismos estan fijos, pero aislados eléctricamente,
sobre el deslizador del excitador y conectados eléctricamente entre ellos por
medio de un caiman. En la parte alta de la Fig. C.5 (a) se aprecian los dos
mecanismos (o el cursor) para leer el voltaje dividido. Cada mecanismo tiene
en la parte inferior un rodamiento®® cuyo eje se mueve hacia arriba y hacia
abajo, y en la parte superior tiene una rueda de cobre'? que no gira y cuyo eje
también esté fijo. El nicromel (o el alambre comuan) pasa entre el rodamiento
y la rueda de cobre. Los ejes del conjunto: rodamiento - rueda de cobre estan
unidos por medio de dos resortes para que el eje del rodamiento suba y obligue
a que haya contacto entre el rodamiento, el nicromel (o el alambre comiin)
y la rueda de cobre. Con tubo capilar de acrilico se hizo una guia para cen-
trar el nicromel (o el alambre comin) sobre cada rodamiento-rueda de cobre.
Hay dos guias para cada mecanismo. En las Figs. C.5 (a) y (b) se aprecian
estas guias pegadas a la tuerca de un tornillo de 1/8” de diametro. La tuerca
estd horizontal. El tornillo en posicion vertical estd sujeto a un angulo de
aluminio colocado en posicion horizontal. Al desplazarse el deslizador y los
mecanismos, cada alambre va arrastrando sobre la rueda de cobre mientras
que el rodamiento va girando. Con un caiméan entre los ejes de las dos ruedas
de cobre se ponen en contacto eléctrico los mecanismos. Se aplica voltaje
entre los puntos uno y dos de la Fig. C.8 y el voltaje dividido se lee entre
los puntos dos y tres de la misma figura. Al desplazarse el deslizador este
voltaje dividido va cambiando y el ADC del CAMAC lo va leyendo, mismo
que la PC lo graba en un archivo de datos. Una descripcion anéloga ocurre
para medir la posicién del detector de las vibraciones torsionales.

Los conjuntos (3) y (4) del sistema mecénico estan relacionados porque tienen
que ver con la traccion de los deslizadores del excitador y del detector de las
vibraciones. Regresando al deslizador del excitador se vera la forma en que
se le comunica traccidon, su construccion esta descrita arriba, Tabla C.1. Este
deslizador se mueve sobre uno de los angulos de aluminio de 1/4", 2"X2",
3.66 m; esta anclado, usando un perno, a una tuerca de nailon, que no gira,
pero que por cuyo interior pasa un tubo roscado. Este tiene acoplado en sus
extremos dos flechas de acero inoxidable que llegan a dos chumaceras que

3De 16 mm de didmetro exterior, 5 mm de didmetro interior y 5 mm de ancho.
!4Inicialmente se pusieron en cada "mecanismo" dos rodamientos, pero el mejor resul-
tado se obtuvo poniendo arriba una rueda de cobre.



APENDICE C. DESCRIPCION DEL SISTEMA EXPERIMENTAL 78

AT T L

pilar de construccion
1

chumacera
con su
rodamiento

SN

N S

Nkt
AR

NN S
NS A

N

N .
7 O A
A\J flecha—tubo roscado

Figura C.6: Vista superior: chumaceras y angulos con sus soportes, y soleras
para nivelar. Soporte de la chumacera Scpy, soporte del angulo S, y soporte
de la solera Sg. La flecha esta fija al rodamiento de la chumacera. La union:
flecha-tubo roscado se hizo con un taquete expansivo. El tubo roscado pasa a
través de la tuerca de nailon, misma que esta fija al deslizador, no mostrado,
al girar el tubo, proporciona la traccion al deslizador.

forman parte del conjunto (3), Fig. C.6. Por el rodamiento de la chumacera
de la izquierda pasa una flecha. A través del rodamiento de la chumacera
de la derecha, no mostrada, pasa una flecha mas larga que la anterior. Es-
ta flecha del lado derecho esta acoplada por medio de una manguera a un
destornillador eléctrico que forma parte del conjunto (3). Cuando gira el des-
tornillador lo hace también el tubo roscado dentro de la tuerca de nailon'® y
le comunica movimiento al deslizador del excitador. Una descripcion andloga
se tiene para la traccion del deslizador del detector. El tubo roscado esta
maquinado a partir de un tubo de aluminio de 1.2 mm, 1/2", 3.66 m; al
que se le hizo rosca exterior de 1/2" con 20 hilos por pulgada. Este tubo

15Tiene que ser otro material porque tuerca y tornillo de aluminio tienden a atascarse
al girar frecuentemente.
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gira en ambas direcciones y hay que tener cuidado en como se acopla a la
flecha de acero inoxidable. La solucion que se dio fue la siguiente: maqui-
nar en un extremo de la flecha una rosca exterior de 1/4”, acoplarla a un
taquete'® expansivo de 1/4” y éste al tubo roscado. La tuerca del taquete
se coloca en el interior del tubo roscado y el extremo de la flecha con rosca
exterior de 1/4” se atornilla en esta tuerca. El otro extremo de la flecha tiene
maquinada rosca exterior de 1/2” y va hacia una chumacera, la flecha de la
derecha es mas larga. Las tuercas de 1/2” en las flechas asientan sobre los
rodamientos de las chumaceras. Al apretar un poco una de las tuercas de
1/2” se tensa el conjunto “flecha «— tuboroscado «— flecha” y los taque-
tes expansivos se abren garantizando la uniéon flecha «— tuboroscado. En
relacion a la Fig. C.6, no se muestran del lado derecho los soportes de las
chumaceras Scy y los soportes de los destornilladores. Estos estan aislados
mecanicamente de los soportes S, y Sg, va descritos, para evitar vibraciones
indeseables. Un circuito controla a los destornilladores, Fig. C.9.

C.4. Sistema automatizado

En la Fig. 3.3 se presenta el diagrama de bloques del arreglo experimental y
a lo largo de la presente seccion se explica la interrelacion entre las diferentes
partes. Una PC con sistema operativo Linux y por medio de un puerto se-
rial RS-232, denotado por PS1, controla al CAMAC ( Computer Automated
Measurement and Control) y por medio de otro puerto serial RS-232, deno-
tado por PS2, controla al oscilador. Se cuenta con dos programas para la
PC: un programa, PG1, hace barridos de frecuencia y el segundo programa,
PG2, mide la amplitud de onda. Ambos programas se utilizan para estudiar
los modos de oscilacion compresional, torsional y flexional presentes en una
barra; si el detector y el excitador estan en la configuracién para estudiar
modos torsionales como es el caso del presente estudio, los programas PG1
y PG2 registran barridos de frecuencia o amplitudes de ondas torsionales.

El CAMAC consiste de un sistema de modulos conectados a través de un bus
comin de datos de 28 bits y un megahertz. En este experimento se usaron

1615 palabra correcta en espaiiol es: taco. En este trabajo por usos y costumbres se usa
la palabra: taquete.
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dos modulos, el modelo 3527,7 es un convertidor analégico a digital (ADC o
A /D Converter) de 14 bits de resoluciéon del cual se usaron dos canales, uno
para leer el voltaje que es proporcional a la amplitud de vibracion de la barra
y que proviene de la secuencia: “detector—amplificador (Fig. C.7)— ampli-
ficador sensible a la fase— CAMAC —PC” y el otro canal para leer el voltaje
dividido en la secuencia: cursor (Fig. C.8) = CAMAC—PC(PS1)” | que es
proporcional a la posicion del detector a lo largo de la barra en estudio. Este
segundo canal del ADC también se usa para medir la posicion del excitador,
ya que s6lo se mueve uno de ellos a la vez. En un archivo de la PC se graban
los datos leidos. El segundo médulo del CAMAC es el modelo 3063 IGOR !®
(Input Gate/Output Register) del cual se usaron seis canales o salidas, tres
para controlar el motor que mueve al detector y otros tres canales o salidas
para controlar el motor que mueve al excitador, Fig. C.9.

En la Fig. 3.3 la secuencia: “PC(PS2) < oscilador” indica que los programas
PG1 o PG2 hechos en FORTRAN para la PC controlan al oscilador: un
programa fija, entre otros parametros, la amplitud de voltaje de la senal
sinusoidal, hace un barrido de frecuencia (PG1) o mantiene fija una frecuencia
(PG2). En esta misma figura la secuencia:

“oscilador—s amplificador sensible a la fase .
Emlpliﬁcador de potencia — excitador ’

por un lado, indica que el oscilador proporciona la frecuencia de referencia
que necesita el amplificador sensible a la fase para funcionar; y por otro lado
indica que el valor de amplitud de voltaje de la senal sinusoidal, previamente
seleccionada en el oscilador, se envia al amplificador de potencia y después
al EMAT empleado como excitador en el Sistema A o se envia al transductor
piezoeléctrico empleado como excitador en el Sistema B para producir, en
cualquiera de los dos casos, un espectro torsional (PG1) o la medida de una
onda torsional (PG2).

"Tiene 32 canales y es auto intervalo de +10 mV a +£10.24 V.
13E] moédulo IGOR tiene 16 bits de resolucién y permite encender o apagar selectiva-
mente sus 16 salidas de voltaje de 5 VDC.
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Figura C.7: Amplificador de alta impedancia de entrada. Los valores de
las componentes empleadas son: FET 2N5484, R1=75 k{2, R2=6.1 k{2,
R3—1.6 k2, R4=1.6 M2, C1=C2—=C3—4.7 uF de tantalio. Se us6 una bate-
ria recargable de 9 V.

Una breve descripcion de como se inician los experimentos es la siguiente. Se
utiliza un osciloscopio para monitorizar dos senales importantes: la senal del
oscilador que se envia tanto al amplificador sensible a la fase como al am-
plificador de potencia, y la senal del detector tomada entre el amplificador
y el detector sensible a la fase, Fig. 3.3 y Fig. C.7, ya sea que se mida un
espectro de resonancias o una amplitud de onda para algin modo normal.
Una vez que esta alineada la barra en estudio sobre el sistema mecanico se
mide el espectro de resonancias torsionales en un intervalo de frecuencias.
Para lo anterior se corre el programa PG1 en la PC donde se fija el valor
del voltaje de la senal del oscilador, el nimero de canal del ADC que lee el
voltaje del amplificador sensible a la fase y las frecuencias inicial y final para
hacer el barrido. El espectro a medir, en tiempo real, se va guardando en
un archivo de la PC y se analiza en su monitor para ir tomando las decisio-
nes pertinentes. Identificadas las resonancias torsionales sobre el espectro se
procede a seleccionar una de ellas para realizar la medida de la amplitud de
onda correspondiente a lo largo de la barra. Para esta medida de la amplitud
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Figura C.8: Diagrama eléctrico del divisor de voltaje. Los cuadrados puntea-
dos son los "mecanismos" con sus puntos de contacto (e) Mn y Ma. El punto
de contacto entre el rodamiento, el nicromel y la rueda de cobre es Mn. El
punto de contacto entre el rodamiento, el alambre comtn y la rueda de cobre
es Ma. Con un caimén entre los ejes de las dos ruedas de cobre se ponen
en contacto eléctrico los mecanismos (cursor). Estos, fijos al deslizador del
EMAT excitador, se mueven solidariamente a la izquierda y a la derecha.

de onda se ajustan primero los interruptores de seguridad en los extremos
de la barra y se corre el programa PG2 en la PC que pide decidir si mover
el detector o el excitador, el nimero de canal del ADC que lee el voltaje
del amplificador sensible a la fase, el nimero de canal del ADC que lee el
voltaje dividido del divisor de voltaje y que es proporcional a la posicion
del detector/excitador sobre la barra, el valor de la frecuencia de resonancia
y las posiciones inicial y final entre las que se va a mover el deslizador del
detector /excitador. También la medida de la amplitud de onda, en tiempo
real, se va guardando en otro archivo de la PC y se analiza en su monitor
para ir tomando decisiones.

Es conveniente regresar a los circuitos de las Figs. C.7, C.8 y C.9 para agregar
alguna informacion importante.

Comentario al circuito amplificador de alta impedancia de entrada, Fig. C.7.
Los valores de las componentes usadas son: FET 2N5484, R1=75 k{2, R2=6.1
k2, R3=1.6 k2, R4=1.6 MQ), C1=C2=C3=4.7 uF de tantalio. Se us6 una
bateria recargable de 9 V. La experiencia que se tubo fue que para cada FET
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que se uso en las pruebas habia que cambiar los valores de las resistencias
R2 y R3 para optimizar la ganancia del circuito. Con los valores reportados
se obtuvo una ganancia de alrededor de 11 en el intervalo de frecuencias
de 0.1 a 100 kHz. El amplificador estd dentro de una caja de aluminio, las
tierras del circuito y la de la caja son las mismas. La caja de aluminio se
fija al deslizador del detector por medio de dos varillas roscadas, las de los
extremos, que aparecen en la parte inferior de Q1 en la Fig. C.5 (a).

Comentario al diagrama eléctrico del divisor de voltaje, Fig. C.8. La linea
vertical entre Mn y Ma indica contacto eléctrico y en la practica es un caiman.
En la Fig. 3.3 el CURSOR esta formado por Mn y Ma y es el mismo cursor
del que se hablo arriba en el sexto parrafo de la Seccién 4.3. Siguiendo con
la Fig. C.8, el punto de contacto (1) se hizo con dos pequenas placas de
cobre, entre las que pasa el nicromel, fuertemente apretadas por dos tornillos
y tuercas de 1/8”. Sobre una de las pequenas placas se suelda un alambre
forrado que va hacia el + de VDC; lo analogo se hizo con los puntos de
contacto (2) y (3). La distancia entre (1) y (2) se ajusta de acuerdo a la
longitud de la barra a la que se le van a medir sus frecuencias de resonancia
y amplitudes de onda torsionales. Asociado al excitador se tiene un diagrama
igual de componentes como el descrito en esta figura.

Comentario al circuito para controlar el motor de destornillador que mueve el
deslizador del detector, Fig. C.9. Para controlar el movimiento del deslizador
del excitador se tiene otro circuito igual. En la parte superior izquierda de
la Fig. C.9 se muestra la fuente de 12 VDC que se empled; se tom6 de una
fuente de voltaje comercial y que proporciona 44 VDC. El MC7824CT es un
regulador de voltaje que baja a 24 VDC y el L781CV otro regulador de voltaje
que baja a los 12 VDC. La fuente de voltaje de 12 VDC es comun a los dos
circuitos para la opcion de “MANUAL”. En el circuito del detector, cada uno
de los tres relevadores son alimentados por tres salidas del modulo 3063 IGOR
(Input Gate/Output Register) del CAMAC: una salida para el relevador B
de encendido/apagado y en el que el interruptor de seguridad representa en
la practica a dos interruptores de proximidad colocados sobre el dngulo de
aluminio por donde se mueve el deslizador, cuando éste llega a un extremo de
la barra en estudio acciona el interruptor de proximidad y detiene el motor
de destornillador. Una segunda salida del modulo IGOR es para el cambio de
velocidad lento/rapido y una tercera salida para cambiar el sentido de giro
del motor, mismo que se traduce en un movimiento del deslizador hacia a
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la izquierda o hacia la derecha; se debe recordar que el motor hace girar al
tubo roscado sobre el que se mueve una tuerca de nailon fija al deslizador,
Fig. C.5(b). Para el circuito del excitador se usan otras tres salidas del modulo
IGOR.
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Transformador para 12 VDC
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Figura C.9: Circuito para controlar el motor de destornillador que hace mover
al deslizador del detector. Con los interruptores en la posicion de CAMAC
el programa PG2 de la PC controla al motor, mientras que en la posicion
mostrada se hace en forma “MANUAL”. Otro circuito idéntico se emplea para

el deslizador del excitador.




Apéndice D
Expresion de Navier

La expresion de Navier |27, pag. 25| para calcular el momento de torsion My
de una barra con secciéon transversal rectangular de ancho w y altura h esta
dada por la Ec. (2.7):

, (D.1)
0z 7T6j 13 k= 13 % (5)2

donde G es el modulo de corte y (z,t) es la funcion que describe la onda
torsional, ver la Fig. 2.1.

Como se mostro en el Cap. 2, la Ec. (D.1) conduce a la expresion para calcular
la velocidad de las ondas torsionales en dicha barra, Ec. (2.14):

cD—\F f\f o/ (D.2)

En esta ecuacion p es la densidad, ¢, = \/g, Ec. (2.6), es la velocidad de

la onda torsional en una barra con secciéon transversal circular, la expresion
para « en términos de los indices corridos m = 0,1,2,... y p=10,1,2, ... esta
dada por la Ec. (2.15):

256 o~ o 1 hw
‘- FZ Z (2m + 1)*(2p + 1)? [2m41]2 4 [2041)° (D:3)

m=0 p= w

86
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e I en la Ec. (D.2) es el momento polar de inercia de un rectangulo de ancho
w y altura h, que rota respecto a un eje, que pasa por su centro (eje de la
barra, Fig. 3.1 (b) y Fig. B.2), y es perpendicular a su seccion transversal,
este momento de inercia esta dado por la Ec. (2.10)

B hw? 4+ h3w
B 12 '

I (D.4)

En el estudio de las escaleras de Wannier-Stark para el Sistema B, Fig. 3.1 (b),
el buen acuerdo entre teoria y experimento en las frecuencias de resonancia,
Fig. 3.7, dio confianza en emplear la Ec. (D.1), y por lo tanto la Ec. (D.2),
para calcular las frecuencias de resonancia tedricas, Ec. (2.27) y Ecs. (A.1) y
(A.2). Pese al buen acuerdo, se decidi6 hacer una verificacion experimental
de dichas ecuaciones con la idea de disipar dudas que surgieron sobre su

validez [6], dado que se encontré poca informacion en la literatura acerca de
la Ec. (D.1).

Sustituyendo en la Ec. (D.2) a las Ecs. (D.3) y (D.4), y despejando el cociente
i—f, se tiene que:

256 - 1 hw
o fi | AL T I T (BT
o N7 hw3+h3w - (D5)

12

donde se observa que cada una de las velocidades en el lado izquierdo de la
ecuacion se pueden medir mientras que el lado derecho de la misma se puede
calcular trivialmente. Con esta idea y con el propoésito de que aparezca el
cociente 7, la ecuacion anterior se escribe como:

o- /=
Co 1

256 o~ 1 12
T i S T T T () [emr )t () e ]

(D.6)

Para realizar el experimento, consistente en verificar la Ec. (D.6), se em-
plearon dos barras de aluminio de la misma aleacion, lisas, sin estructura.
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Una barra con secciéon transversal circular se empled para medir la velocidad
de las ondas torsionales, velocidad que no depende del radio de la barra,
Ec. (2.6). La segunda barra, inicialmente con secciéon transversal cuadrada,
se fue maquinando en el taller mecanico para cambiar la geometria de su
seccion transversal. Asi que por un lado se midieron c* y Cerp para calcular
la parte izquierda de la Ec. (D.6), mientras que por otro lado simplemente
se evaluo en lado derecho de la Ec. (D.6).

Primero se determin¢ la velocidad de las ondas torsionales en la barra redon-
da, &P, de dimensiones: 18.7 mm de didmetro y 0.85 m de largo, siguiendo la
idea expuesta en el apéndice A.3 en relacion a la Fig. A.1. El valor obtenido
fue: ¢£" = 3190 m/s. A continuacion se tomo la barra cuadrada de dimen-
siones: 1.905 cm por 1.905 cm por 1.0 m de largo y se midié la velocidad de
las ondas torsionales ¢;”(1) de la manera antes expuesta. Posteriormente,
empleando una fresadora, a la barra cuadrada se le rebajo uno de sus lados
y se volvio a medir la velocidad de las ondas torsionales, ¢3”(2). A la barra
anterior, ya con secciéon transversal rectangular, se le rebajé una vez mas el
mismo lado que antes y se midio c¢7”(3). El proceso anterior se realizo tres
veces mas.

Los valores obtenidos después de éstas series de mediciones se reportan en la
Tabla D.1. El resultado de evaluar el lado derecho de la Ec. (D.6) variando
el cociente w/h entre 0.25 y 4.0 y las mediciones se presentaron ya en la
Fig. 3.2. Como se ve de la figura, el acuerdo entre la teoria y el experimento
es muy bueno.

Cuadro D.1: Valores medidos de h empleando w = 1.91 cm y valores medidos
de ¢J” empleando &7 = 3190 m/s.

o

w/h 1.00 | 1.11 | 1.28 | 146 | 1.76 | 2.12
cg?/ecep 0.915 | 0.910 | 0.891 | 0.856 | 0.793 | 0.712
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