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INTRODUCCION .

Bn esta Tesis se hard uso de las propiedades de simetria
que posee el Hamiltoniano de algunos sistemas fisicos con el objeto de
obtener informacidén sobre ciertos observables ascociados a dichos sis-
temas. Los procedimientos sistemdticos para hacer esto se designan usual-
mente con el nombre de "Aplicaciones de la Teoria de los Grupos a la
Mecénica Cudntica” , ¥ los métodos que se aplican fueron desarrollados
en gran parte por Wigner, Weyl, Racah, y otros.

Como ilustracidn de las técnicas empleadas en este campo
revisaremos el problema del movimiento de una particula bajo la accién

de una fuerza central. Kl Hamiltoniano del sistema
2
2
H=-52 v +Vn) (1)

ez invariaente ante rotaciones en el espacio tridimensional. Esto signi-

fica que si PR es un operador asociado a una rotacidn R , entonces
[H, B ]=0 (2)
2 R ' .

Se puede verificar aderds, que el conjunto de operadores PR satisfa-

cen los postulados de un grupo, y constituyen por lo tanto un grupo iso-

mérfico al grupo de rotaciones en 3 dimensiones: R Supongamos ahcra

3
que las k funciones ortonormales %ﬂ y \Pz Cow g ﬁjk estdn aso-
2

ciadas al eigenvalor E del Hamiltoniano (1) :

MY =EY, . v=12, .k (3)



Aplicando el operador P, sobre esta ecuacidén y recordando que H vy

R

PR conmutan, se deduce que EDR ﬁﬁv es también eigenfuncidn de H

con eigenvalor B , y por lo tanto se tendrd

K
Y, =2 D®,Y, . (4)

En el lenguaje de la Teoria de los grupos, esta ecuacidn nos dice que

las k funciones Qf)%é)_“y \%& constituyen una base para una re-
presentacidén k-dimensional del grupo R3 . 48ta representacidn serd en
la mayoria de los casos irreducible; en nuestro problema vamos a suponer
que efectivamente lo es . Aqui aparece ya una primera aplicacidn de la
Teorfa de los grupos al problema que estamos analizando, consistente en
la clasificacidn de los eigenvalores y las eigenfunciones del Hamiltonia-
no (1), ya que estos se pueden clasificar, al menos parcialmente, de
acuerdo con la Representacién Irreducible ( R I ) de R3 a la cual
estdn asociados.

Qtra aplicacidén ain nds importante aparece en el cdlculc de

elementos de matriz del tipo

(\yv\lwq 3 CQ kPL’i’m’> . (o)

Aguf hemos introducido la notacidn usual segun la cual, f indica la
R I de R5 , m indica el rengldn de la R 1 al que prrtenece esa fun-
cidn, y el indice n distingue entre funciones diferentes asociadas a
R I de R3 equivalentes. Los elementos de matriz (5) aparecen por
ejemplo, cuando ge trata de determinar la probabilicad de transiciones en

el sistema bajo la influencia de campos externos, o cuando se trata de

calcular el corrimiento we un nivel de energia bajo la accidn de una per-



turbacidn, etc. Muchos de los operadores de inttés fisico se pueden ex-
presar como una combinacién lineal de operadores de un tipo especial lla-
mados "tensores ireducibles" que se caracterizan por la propiedad de gue
ante rotaciones se transforman de manera andloga a como se transforman
las funciones de una base de uma R I de H3 . 51 el operador Q en

(5) es la componente T de un tensor irreducible de rango k , el ele-

mento de matriz se puede calcular por medio del Tecrema de Wigner - Eckart

(k)

k /
(L*)n'i’rﬂ’ )QLT) \Pnfm): <E kw‘lTu m’> M,—u"nﬂ (6)

cuya demostracidén se puede dar con razonamientos totalmente basados en la

o

Teoria de los grupos. Una de las consecuencias de la férmula (6) , son
las llamadas '"reglas de seleccidn" : el elemento de matriz puede ser di-
ferente de cero solo cuando el coeficiente de Clebsch - Gordan es diferen-
te de cero; esto restringe los valores de 1’ al intervalo |f~k|{ ﬂ’$.£+k.
Con relacidn a los operadores tensoriales mencionados en el
pérrafo anterior, diremos sin entrar en detalles, que se han desarrcllado
téonicas basadas en la Teoria de los grupos, para calcular elementos de
matriz de estos operadores con respecto a funciones de varias particulas.

clasificadas pecr R . Bl extenso aparato materdtico asi elaborado se cc-

B
noce generalmente bajo el nombre de "Algebra de Racah "

Del breve andlisis anterior se deducen algunas de las aplica-
ciones de la Teoria de los Grupcs en la Mecdnica Cudntica . Es 1til en la
clasificacién de los estados y describe sus propiedades de transformacidn.
Permite analizar la degeneracidén de los niveles de energia, y su aesdo-

blamiento bajo la accidén de una perturbacidn. Ademds permite formular re-

glas de seleccidn para transiciones esntre eigenestados y simplifiear el


http:Aderr.�s
http:direrr.os
http:transforrr.an

cédlculo de algunos elementos de matriz . Observemos que en el problema
analizado (1) , no se utilizé para nada la forma explicita de V (r) ,
la Unica informacidn que se usé fué que V (r) es invariante ante ro-
taciones. Esta es una caracteristica de los razonamientos basados en 1la
simetria: dependen solo de cierta propiedad de invariancia del Hamilto-
niano, y los resultados que provienen de ellos son rigurosamente exac-
tos, aunque no sea posible en muchos casos calcular eigenfunciones &
eigenvalores exactos del mismo Hamiltoniano. Esto hace que las técnicas
ae la Teoria de los grupos sean particularmente apropiadas en campos co-
mo la Fisica Nuclear y la Pisica de las Particulas Elementales, en los
cuales no se conoce actualmente la forma exac_ta de la interaccidn entre
los cuerpos, aungue si se sabe ( o se sospecha) que dicha interaccidn
posee determinadas propiedades de simetria.

El objeto de esta Tesis es la aplicacidn de los razonamien-
tos de simetria, i.e. de la Teoria dae los £Tupos, para extraer algunos
resultados concernientes al Hamiltoniano de un sistema de n particulas
(nucleones) en el esquema del lcdelo de Capas Nuclear. El Hariltoniano
no perturbado de nuestro sistema, como se demostrard rds tarde, es in-
variante ante transformaciones del grupo unitario en r dimensiones :

IA'Y , donde r es el nimerc de estados de una particula en la capa
nuclear que estamos analizando. Las eigenfunciones de este Hamiltoniano
se pueuen pues clasificar por medio de la R T de 1J\r a la cual
pertenecen. De maneras andloga a como en el ejemplo (1) 1los renglones
de la R I de R ge clasificaban por el subgrupo R, , en este pro-

3 2

blerma de n nuclecnes los renglones de la R T de lx_r ge pueden



clasificar por una cadena de subgrupos de 11‘? » La cadena que investi-
garemos en esta Tesis es la llY‘ ZDFQT. Se supondrd ademds que entre
los nucleones opera una interaccién residual, la cual se reemplazard por
un modelo que presenta propiedades de simetria especiales que permiten -
un andlisis eficaz usando técnicas de la Teoria de los grupos.

El plan de la Tesis es el siguiente. En los Capitulos I a
IV estudiaremos la teoria materdtica de los grupos de Rotaciones en ge-
neral, siguiendo un método de andlisis utilizado anteriormente por el
Dr. M. Moshinsky en el caso de los grupos Unitarics. BEn el Capitulo V
analizamos el problema de la construccién de bases de R I de 11«r
clasificadas por la cadena 1lv_:)FQ,~ . Finalmente, en los Capitulos
VI y VII los resultados anteriores se aplican al problema de n

nucleones ern la aproximacidén del modelo de capas nuclear.



CAPITULO I

BASES PARA REPRESENTACIONES IRREDUCIBLES DEL

GRUPO ORTOGONAL EN r DIMENSIONES ( Rr )

Antes de entrar al tema central de este Capitulo, repasare-
mos el método empleado para construir las bases de Representaciones

Irreducibles ( R I ) del Grupo unitario en r dimensiones: U

va que este método 1) gervird de modelo para el grupo Rr . Empeza-
remos por introducir operadores de creacidn: QT‘ S y de aniquila-
¢idn: a.HS que obedecen las reglas de conmutacién
S ms [
[_O»HS; ap’s']:%:’%ﬂ ) [a , a J - L@Lh a;’sJ =0 (1)
ok =1,2, 0,
s ¢ =1,2,...,¥

Bl indice {L& distingue las diferentes componentes de un vector, y
e: Indice s distingue entre diferentes vectores. Bl valor de %

estd indeterminado por el momento, peroc més adelante se demostrara que

i1 la R I més general, Y =r . Lasg funciones con las que tendre-
_ ¥ ¥
mos jue tratar serdn siempre polinomios en a.(u_s : P (C{lu_s> .

Con el objeto de definir el producto escalar de dos de estos polinc-

mios, introducimos el estado de vacio \O> con la propiedad

S
a(‘* \o>::O para toda M, 3 (2)

De esta manera el producto escalar de E\(CQ;,S) y PZ (_Cq,tg) es



B} B D= @B @) B ks> @

y se evalua usando las reglas de conmutacién (1) hasta lograr que todos
us
los operadores (I' estén aplicados directamente sobre IO> ; entonces
se usa (2) y ademés el he.no de que <O\O>: 1 . Los operadores que van
T . + HS
a actuar sobre P(av-;) seradn en general funciones de aﬁs y de Ol
su efecto sobre P se calcula andlogamente, es decir para evaluar
+ t_tf + )
O (@ps, & ") P (ahs)|o> (4)
. @S
hay que mover todos los atk hacia la derecha hasta que operen sobre |o>

y desaparezcan. En particular, por este procedimiento se deduce que
BP(a 75) |
a* P(aﬁs)]o> Sy (5)

En lo sucesivo se suprimiri el estado |o> en formulas como la (4), y se

; p 9
interpretara Qa como S F— .
s

Los r2 operadores

g:;‘-—zarsa D=L (6)

Y 14
+ g
dejan invariante a la forma bilineal Z aﬁg aH y se dice que son los

P

generadores del grupo Ur . Sus reglas de conmutacidn son
wooe B 1= B ocow v @
_ L M N, ;
Como caso particular, observamos que Ift,‘ 3 Ifﬁ, :I-O, de modo que los r

¥
operadores }f, ) Ez) ey 5,— se pueden diagonalizar simultdneamente. Un

generador de Ur actuanlo sobre una funcién que pertenece a una base de

una R I de U_, produce en general una combinacidén lineal de funciones
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de la misma base. Podemos escoger la base de tal modo que cada elemento
. Ef‘

de ella sea eigenfuncién de los r generadores oo

EEPan)=w. Plal,) ;5 pet2-0r (8)
{u. {LS - [ad (a,{ts> ) (u. V2V

El conjunto de nimeros §_'l ’ w2 g see wr}- ge llama el peso de la
.t—

funcién ‘ED(CLFS>, y cada W, es una componente del peso. Si otra fun-

/
cién E? (Ct;%,> tiene peso { W WS, el w;} diremos que P

tiene mayor peso que P*' 8i en el conjunto .iwl-wi ’ w2—wé y eee wr-wé}

el primer ndmero diferente de cero que aparece, es positivo. Es posible

entonces clasificar los generadores de Ur en tres categorias:

a o K r
E{f S e gﬁ 5 Xsﬁ Con p>p’ (9a,b,c¢)
llamados generadores de ascenso, de peso, y de descenso, respectivamente.

ascenso

La razén de esta designacidén es que un generador de
descenso

operando so-

mayor

bre una funcién e peso dado produce otra funcién que tiene un peso nenor

que la funcidén original. BEsto se comprueba facilmente usando las reglas de
conmutacidén (7).

La funcidén de la base de uwna R 1 que tenga un peso mayor que el
peso de cualquier otra funcién de la misma base, serd aquella que satisfaga
las ecuaciones

g;]P:L\ﬁ-[P 5 ?ﬂFIP:O (“({4} (ta.ll.d./: |)’Zj...)\(‘) (lO)

donde hemos indicado con hi a las componentes del méximo peso en la R I.

2)

De acuerdo con un teorema fundamental de E. Cartan el méximo peso solo

aparece asociado con una funcién de la base, cosa que en general no ocurre
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con los otros pesos. El médximo peso puede, por lo tanto, servir para carac-
terizar la R I .

El operador definido a continuacidn

= r:z g gl (11

tiene la propiedad de conmutar con todos los generadores g/‘“ ; se llama

3)

operador de Casimir de Ur + De acuerdo con el Lema de Schur la matriz
del operador r‘ con respecto a las funciones que forman una base de una

R I de U_ es una matriz escalar: ‘Y“I \\ , donde 7Y solo depende de
la R I y serd por lo tanto una funcién de las h, que caracterizan la R I,
es decir, ')’:’Y(lq-t). Las funciones de la base de una R I se pueden escoger de
tal modo que sean eigenfunciones de r ; entonces para averiguar el eigen-

valor ©Y basta con aplicar r sobre la funcién de méximo peso de la base,

la cual satisface las ecuaciones (10). De la definicic'm de r se deduce

rzrfiqusﬂ) A Eh+ T3 ErEl

T

:i(@f) +Z Er‘ gj’z‘*Jrz [_(gﬁ )g;] | (12)
‘2(?‘}&) +ZEZ fﬁ« gr “[’ZZ(ErL é) >

y a.pllcanao el operador r‘ descompuesto en esta forma, sobre IP y recordan-

do (6) se encuentra que

'}’E_\/\ +2§,(lﬂh) (13)
et T

Ahora bien, expresando las g[& en (11) en funcidn de operadores

de creacidn y a.niquilacidn, y efectuando algunas transposiciones, se deduce

t&S s’
=22 G0 00 0 =27 da’al. o )3 D
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0 en otras palabras:

Y 1% S
r :S;sz:' C.;C, + (r-wN (10

con

, Y / Y v Y <
CSS =2 a;s at’ . N E{; s%a;SaHS:S:Z'CS (19

Usando estas definiciones es posible calcular las reglas de conmutacién

c!
de los operadores (:s y se encuentra que son idénticas a las de los ope-

B
radores ngt y L.es

/ 3’ s cs’ sics’
lc,, C;J:CS b: —C7 o, 5 ssEs=l7,.0 (16)

Por lo tanto, partiendo de (14) podemos expresar a 1} en una forma andlo-

ga a la que se obtuvo en (12), a saber:
V) Y Y
S\ S’ ~ S s s’
C=2E)+22 2 CC5+2 2 (G-C)+(r-»N . an
S=1 sz $°¢S sz §'>8
Como se menciond antes, las funciones de la base de una R I van a ser ei-
genfunciones de (— . Observando (13) y (17) se deduce que esto se puede
lograr tomando ) = r y haciendo que toda funcién de la base satisfaga
las ecuaciones
S s’ - o .
C:P=hP  C/P=ocsss’ 5 <5212 . y=y (18
Bl método seguido no excluye la posibilidad de que las solucio-
nes de las ecuaciones (18) contengan también a una base para la R I
7
[hi hy eee hx"] de U, , con hi tales que (Y(kr)—')/(k{“) Para
demostrar que esta posibilidad no ocurre, notemos que la funcién de mdximo

peso de 1a R 1 [_hi ht ... h;] tendria que satisfacer las ecuaciones

2
S - ~g/ ,
CS‘PNL\S’P ) ("S P:O S"\Sl ) S/S::l)z) 'lr
/ /
| I - = ro _ (19)
gr& P-— L\,,LM b} E{‘-‘L P O [H.(rl- ) /\4)[4/._,/?__).../\(- ) .
Pero en la referencia (1) se demuestra que las ecuaciones (19) solo tienen
solucidn cuando hy = hy s hy=h,, .coy bl =h_ ;7 la solucién \inica

de estas ecuaciones tiene la forma explicita
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Ql_h;ﬁiill ,krhz 'z L‘{'I'1
P= m\(h T ol B0 AL)T

Aqui el radical es un factor de normalizacidn, LY+155(3) y las deltas

1z by h 1z L‘r
U T o R

ge definen como

.t_
@ 3ve Gl APRY " -
Ar Mo H ZU a ar‘ Y &5

siendo ?) una permutacién de los {ndices (123 ... j) , o bien, ya
que las 62;;5 conmutan entre si, una permutacién de (p Kz " Hj).
Queda asi demostrado que las soluciones linealmente independientes de las
ecuaciones (18) constituyen una base para la R I [h1 h2 e gr] del
grupo Ur , ¥ la funcién de méximo peso de esta R I es la funcidén (20).
Los renglones de una R I de Ur ge pueden clasificar por medio de
una cadena de subgrupos de Ur « Los fndices de las diversas R I de los
subgrupos contenidas en la R I de Ur , 9irven para caracterizar los ren-
glones. Una clasificacidén completa se puede lograr por medio de la cadena

de subgrupos 4)

U DU DU, D DU, DU, (22)

Para construir la base completa de una R I de Ur se puede utilizar la

5)

técnica de los operadores de descenso . Los operadores de descenso de Un
gon ciertas funciones de los generaulores de Un que tienen la propiedad de
que al ser aplicados sobre una funcién de méximo peso en una R I de Un_1
dan por resultado otra funcién que también es de méximo peso pero en otra
diferente R 1 de Un-l . La forma explicita de estos operadores ha sido ob-
tenida por Nagel y Moshinsky, y aparece en la referencia 5) . Por medio de
los operadores de descensc es entonces posible generar la base completa de

laR1I [;hl h2 o hr] de Ur a partir de la funcidén (20) de méximo

peso de la R I . En particular, usando esta técnica se encuentra gque la
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funcidén de la base que tiene méximo peso en la R I [_ql U ee- qr-l'} del

subgrupo U .1 s
et o Ehs o
Pi_Nq(M " a) hE) -
I AER LY £ q-.—hr (S C I S Tef a2y
\2---:-2:'-l\> - (A\;--F—zz) YI ' (AEY)

donde PJ; es un factor de normalizacién. Como esta funcién debe ser un poli-

b9
hye (29

nomio, el exponente de cada variable debe ser 2 0, y as{ se obtiene la #&r-

mula de Weyl 6)

W28 2h2%h2 2h, 2%, 2h 20 (20
la cual permite averiguar cuales R I [;%i] de Ur-i estan contenidas en la
RI [LU ] de Ur . Esta misma férmula aplicada sucesivamente a U2 ) Ul ,
05 ) U2 , U4 N U3 , etc. permite calcular la dimensidén de la R I [L13] de
Ur . Bs evidente pues, que el polinomio (23) es de importancia fundamental
en la teorfa.

En la referencia 1) se demuestra que el polinomio (23) se puede ob-
tener por otro métodé@és conveniente que el método de los operadores de des-

censo. Este segundo método consiste en encontrar la solucién de las ecua-

ciones

C;P:L\SP, CSS’P:O s<s’ ;5 ss’z12,...¥
E;P: %MP) (6,54 P-o pep s ppistz, e, )

Se llega a la conclusién de que la solucidn Gnica de las ecuaciones (25) es

(25)

justamente el polinomio dado en (23). NStese que el sistema de ecumaciones

(25) difiere del sistema (19) en que los indices p{,ﬁf no incluyen a fA: r,
/

es decir, en (25) las E;f( son los generadores de un subgrupo

U de U_ .
T

r-1

En el resto de este Capitulo, y en los dos siguientes, se tratara

de repetir el andlisis anterior pero ahora aplicado al grupo Rr
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En el resto de este Capitulo, r significa 2n+l 6 2n, i.e. n =E.]
El grupo de rotaciones en r dimensiones ( R ) tiene por genera-

dores a los operadores

m/ ] S
-A-m = émm - E—m’m (26)

con
m)m,:{n)n—l)---,1)0,-1)...)‘“\-1),-)’1 pava v=an+l 27
AP P 1 -1 -(n- l) -N pard r=2n
—m
De acuerdo con la definicidn (26), _A_m w’ » ¥ por lo tanto, el

I
nimero de generadores Am independientes es -Z-TU'- 1). En particular,

-m—‘ - r -
notemos que A =0 . ElL orden "natural"de los indices m se tomard siem-

pre tal como aparece en (27). Usando las reglas de conmutacién de las {S’M

W‘i/
dadas en (7), se encuentra que las reglas de conmutacidn de las AM son

m! wm’ A M/ m’ -’ -m ! m’ -
[A'M A I=A; b Db & Db = i Sm (28)
de modo que estos operadores efectivamente forman un algebra de Lie. Ade-

/
m
mids se puede ver que las /\_m dejan invariante a la forma bilineal

-n
= + +
F55/»2 Ao A% ya que

- nt '1’ + . + _ At ¥ !
‘[\‘ Ss/ a ’S’+ami’a—m 5-. a-—m"s ams' a'-m’s’ a'ms O >

y esto Justifica. el designar a las _/\_:: como generadores de Rr i
_ = v
Como caso particular de (28) se obtiene [I\m ; j\_:, ]:: o , de

n n-i \
modo que los n operadores [\_“ g [\_ 5 [\_,' se pueden diagonalizar

N=yy °°°

simultdneamente. A las funciones que forman una base de una R I de Rr

podemos imponerles la condicidén de que sean eigenfunciones de [\

‘[\ P_ “m+\ ) mzn)n")“'l,"')l

El conjunto de n numeros {wi Wy oo W }— se llama el peso de la

m

(29)

furlcién P . Entonces, de manera andloga al caso del grupo unitario, pode-
mos definir la nocién de peso relativo de dos funciones, y clasificar los

generadores en tres categorias
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) m/

[\': con M>M'>om _/\: ton M=n M- AM con —m<m<m’ (30abe)
los cuales son generadores de ascenso, de peso, y de descenso, respectiva-
mente. En una base de una R I de R existird entonces una funcién de mé-
ximo peso; indicaremos este peso méximo con §_>‘\ >\z"' )n} . Eata funcidn

posee la propiedad de que

Al P=)...T. A" TP=0 mom>-m 5 m=nmo, 1 (G

y ademds, de acuerdo con el Teorema de Cartan, el peso méximo ocurre una
sola vez en una R I , de modo que puede gervir para caracterizar la R I.
A continuacién vamos a demostrar algunas propiedades de las >‘s

que componen el méximo peso. El andlisis serd equmivalente al efectuado por

)

7]

para el caso del grupo unitario. En primer lugar, como Em
-r-

al operar sobre un polinomio en av;;‘s nos dice el grado del polinomio en

Moshinsky 7

O,T,ls , se deduce que )S siendo la diferencia de dos nimeros enteros,
es tembién otro nimero entero. En segundo lugar, es evidente que siempre
se cumple la desigualdad <0\ (.[\.:']P)T AY‘:I]P\O> 2 O $ suponga-
mog ahora que la /\_:\‘ que aparece aquf seé. un generador de descenso,
i.e. -m' { m ( m' . Entonces, si P estd normalizado, se obtiene, de

acuerdo con (28) y (31):

OETALANPl> = VP AL, AL TPl

(32)
:(\O,\.P*(A:‘,_Aﬁ)ﬂ) \o>_: (}\“_M,H—— >\n-n’l+l> >0 (-m'<mem’) |
De aqui se deduce que
A 2 Ao stos<st (33)
Pars el grupo R.2n+1 , 91 ponemos m = O en (32) y recordamos que AZEO,
3e obtiene >\S>/O para toda s . Es decir
A2X 220 2 A 20 pava Ry, (34)

En cambio, para R no se puede llegar a la misma conclusidn ya que m

2n

no toma el valor O § en este caso hay que proceder de la siguiente manera.
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wi m * m wl
Se tiene que <0\i(ﬁ‘+A.‘)P} {I\"+I\"l>P lo> 2o ; por lo tanto,

w
i m22 las j\m, que aparecen aqui son generadores de descenso y se en-

cuentra que

AP ALALAT+ADPIO = P [AmtAn , AT+ AT IPl0>

T m 3 (35)
220\P (Am)Plo> =24, 20 pava m>2
Esto, combinado con (33) nos lleva a la conclusién de que
>‘I >/>‘7. >/ >/ A\f\—n. 4>/O ) >\-,1-\ 2 )n para R'LY\ ; (36)

>‘n puede ser positiva o negativa. En el Capitulo II se encontrarédn 1i-

mites mds precisos para A“ . Ani se demostraré._ que >\n,l >/\>\n\ :
Continuando la analogia con el andlisis efectuado para Ur , el

siguiente paso serd la introduccién del operador de Casimir del grupo Rr

Indicaremos con ‘@ a este opera.dor- su definicidén es

d = z 'E_ 1\_ Am, (37)

wz=wvi m=p

La matriz de este operador con respecto a la base de funciones que generan
una R I del grupo Rr , €s una matriz escalar: I@\\:CP \\I_\\ , siendo
una funcién de las >\5 . Podemos elegir las funciones de la base de tal
modo que sean eigenfunciones de @ y el eigenvalor CP se puede entonces
calcular aplicando § sobre la funcidén de méximo peso de la R I . De

la definicién (37) se deduce

4 Lm'—\ -(m-1) !
$=3 A5 /\.M,'ZZ D)+ 7_ 2 Ao A +2M2w Z NG
\ -(m-1) ey -m-y)
=22.1A )++Zi ATN gmgif\m,zx )
25 @ )Hz%n]\ Ap+12 E_\(A&Aﬁi) -

mIn
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Aplicando el operador descompuesto de esta manera, sobre la funcidén de

méximo peso de la R I la cual satisface las ecuaciones (31), y teniendo en
/

— w
cuenta que A-m' - _AMI , 8¢ obtiene esta expresién para el eigenvalor del

operador de Casimir de R

(P 2‘2 >\" M| O\n m+\+2m 1—> ZZ% O‘ tani 25) para _RzVH'\

(39)
(P e i >\n-m+\ Ov\-mn'\'zm—Z): 2 SZ )5 (ASHY]'ZS) parae Rln
m-n =

Ahora bien, podemos escribir a § de esta maners

=2 ALNT =2 (Ba- ;; IES -
:Z%’m'gm/—ziﬁ e zr—zglzgm E_Mm/ (40)

mm!

donde | s el operador de Casimir de Ur definido en (11). Expresando
=/
las g,—; que aparecen en (40) en funcidn de operadores de creacidén y ani-

quilacidn, y efectuando algunas transposiciones, se llega a esta expresidén

pars 30 HzaT 25 T35 ar acatam

mwm/ Sy S’z

2T-22 2 (2, 0%, ) 3 a0y -25 2 a5, a4

$31 S=} “mzn mzn sz

0 en otras palabras:

@:ZF—ZZZDQS,DSS"‘“ZN , (41)

) Al
giendo N el mismo operador que se definid en (15), y las D ,D son

-N ; - m !
=> .. a,. ) D =2 a4 a7 = o) W

* 3 -1- ' M’SI
Notemos que debido a la conmutatividad de las ams entre si, y de las Qa

s’
entre si, solo hay % V(V+1) operadores DZS/ o D independientes,

. * ss’ s's
es decir Dgsl — Ds's y DD=D . De manera andloga a como se

hizo en el andlisis para el grupo unitario, en (41) hemos dejado indetermina-
do por el momento el mimero V de vectores que se necesitan para definir

e R I de Rr , pero el valor de VY se determinara a continuacidn.
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Si en la férmula (4l1) escribimos a [ en la forma dada por (14),

se obtiene esta expresién para el opera.dor de Casimir de R

$= 2}:(6) +4Z ZC‘CS, +ZEZ(CS cs)

S=1§'>8

~23 S DI D¥ +2(r-y-1)N e

Sz $'=1
A las funciones de una base para una R I de Rr vamos a imponerles la

condicidén de que séa.n eigenfunciones de é con el eigenvalor P dado
en (39). Comparando (39) y (43) se observa que esta condicién se puede cum-
plir si tomamos ) = n y ademds hacemos que cada elemento P de la base
satisfaga las ecuaciones

) $8/ 1~ _
C:PﬂsP(*i C; P=0 ses’ D P=0 , co=12,..n

(44)
(Nota: E1 significado 95}y a8tpRhpon. e Sp1esa. R 2heuneeqds (881 u10).

La comprobacién de que esta afirmacién es correcta, se obtiene aplicando el
operador é en la forma (43) sobre P : si se supone que son vdlidas las
ecuaciones (44) entonces en el segundo miembro se obtiene CPP con CP
idéntica a la expresidén (39). En un paso intermedio de esta verificacién hay

que tener en cuenta que

ZZQ\ -Xgr) = 2("‘+1—13)>\ (45)

5=1 §'>S

yque NP= (2 Ci)? :L'; >\S>Y .

Como en el caso de Ur , el método seguido no excluye la posibili-
dad de que las ecuaciones (44) pudieran dar origen también a una base para
la RI (>\: % >\;) de R, ocon )\'S tales que (]DO\IS)E CP(XSB Para
demostrar que esta posibilidad no ocurre, debemos buscar la funcidén de ma-
ximo peso de la hipotética R I O\: A;);) contenida en las soluciones de
las ecuaciones (44); esta funcidn de méximo peso tendria que satisfacer las

ecuaciones
CSP:XP(*)) CS’IP:O s¢s’, Dss/IP:o (5=1,2,.-.,") }
-} (46)
‘\S:‘XP )IP A ]}D O m>wm>-m (Mf”> NSRS
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En el Capitulo siguiente demostraremos que las ecuaciones (46):

!
a) cuando r = 2n+l solo tienen solucidén no trivial si g = As 531, M.
b) cuando r = 2n solo tienen solucidén no trivial si >\; = Mg 821 vli-Yy

)\, :l>‘n\ 0: "D\h‘ .

n

Se demostrard también que la solucidn en estoa casos es univoca; y con

esto quedard demostrado que: Las soluciones linealmente independientes

de las ecuaciones (44) constituyen una base para la R I (A. Xz“- Xn) de Rznﬂ

o bien, una base para las dos R I (A )y Au, ,\)m\) y (A Az Agey—thal)

de R2n « LO que establece la diferencia entre un caso y el otro es el

rango de valores del indice m .

Finalmente, vamos a explicar cual es el significado del aste-
risco que aparece junto a las ecuaciones CSSP: Xs? en (44) y en (46).,
Cuando ini:\_}rpretamos a los operadores de aniquilacién a'"s como a’//aaf,,,s
estas ecuaciones son equivalentes al Teorema de Buler sobre las funcio-
nes homogeneas; como P va a ser un polinomio homogeneo en las variables
a;—? ge deduce que las As deben ser nﬁms}:os enteros no-negativos. Para

el caso de R se demostrdé en (34) que los {ndices >\5 de la R I son

2n+l
todos ellos enteros no-negativos, de modo que se pueden satisfacer todas
las ecuaciones C§P=>‘5P s, 8=1, 2, ... , n . Por otra parte, para
el caso de R2n en que solo los (n -1 ) primeros {ndices de la R I

son siempre no-negativos, la ecuacidn correspondiente a s = n debe es-
cribirse C:F =MalP ya que existe la posibilided de que >\n<0; el as-
terisco tiene por objeto recordarnos este hecho. Nétese ademds que en el
eigenvalor (P del operador de Casimir de R, dado en (39), An apa-

rece en la forma ()\n)z y ¥ por lo tanto el reemplazar >\n por D\n\ en

(44) no altera las conclusiones obtenidas después de (44).
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CAPITULO I

LA FUNCION DE MAXINMO PESO DE

UNA R I DE R .

En el Capitulo anterior llegamos a la conclusién de que las so-
luciones linealmente independientes de las ecuaciones (44-I) constituyen
una base para la RI (A A, - >\n) de R, , y que en principio existe
la posibilidad de que estas soluciones incluyan también una base para otra
RI ()\: Ay oo ):1) con ):5 tales que el eigenvalor P del operador de
Casimir de Rr gsea idéntico para las dos RI : CP(A;)::(P(AS). La
funcién de méximo peso de la R I ()2 ‘--\;> tendria que satisfacer a
las ecuaciones (46-1). Vamos enseguida a encontrar la solucidén de las ecua-
ciones (46-I) y a demostrar asi que el siatemg de ecuaciones (44-I) determi- ;
nan una socla R I de Rr 8i r=2nl , 0dos RI s8i r = 2n. Como
el andlisis es ligeramente diferente segin que r = 2n+¢l & r'= 2n , eas-

tudiaremos por separadoc cada caso. En todo este Capitulo n =[%%}

A) EL CASO DE Ry

Se trata de encontrar la solucién |© de las siguientes ecuaciones
C:P=)\P , Ci¥P=0 scv¢ (1a)
A P=0 (11)
: AP =NP (10)
\ DQS’XP =0 (1a)

s.¢’=1,2,...n 5 Mm=5-1,52,...,1,0,-1, .., =t50) - (5-1)
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La solucidén general de las ecuaciones (la) ha sido obtenida por Moshinsky 7
y estd dada por

Az~
Az )\1")3 "z 3 3 4
P.- (& >\ (Au\v\\)

X
e, B AT e gz

(2)
donde Z es una funcidn arbitraria de las n:'( %n+l )/ 2 variables ‘
\ \ ¥ v Z v T I 2 3 ra
&n—\ An—z) i&—f\:7 Ann—;) An w3 An n Ann tn-3 A\,‘:\ n?,—4 Avj\n \—;n
7 TAy T T AN vz vz 70 237 V23 2 )T )
Av’\ An nna-\ Ann-x AY\V\I A‘nwln-l A“"_m_l [Al\:’_\iz
v 2 e n y 2o n Yy 2 ey N
. An“-\_.zo Ann—\"'Z'i llﬁv\n—l“'z"n (3)
R e U Tl LS BV
AV\""‘ A:\\ AH..,‘
T . , ;
Las /A son determinantes en ams cuya definicidén fué dada en (21-I
Definamos ahora n ( n+l )/2 nuevas variables qu de la siguiente forma
-N
=2 ! !
X\\ _,,‘z,“ A"V‘ A

(4a)
-n Yy 2 i
Kz, EMZ_;\ AN A
== (W2 V2
le“ mzz;] AY\ m A:‘.w—m

(4v)
Pk y 202 |
XNEZ Ann—l W\A‘VV]
m=n
x%Z—:—:Z \V'l“lYVlA"‘ -m (4c)
(A
ngiz Annlm n n-i-m
pt i LLoon-in
XMEZAnil-w'L MAM
m=n
- r AR (ELUNY
Xpa 2 2 D% D (4n)
Mz N

. \—L...VX‘\ " \ Z--~V\‘\Y\
x = AV\V\\

. -m
AWM SRR AN (4 <
M wi=a

Escribiendo cada X en forma desarrollada, ea fécil comprobar gque las

n( n+l ) /2

variables
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- S

vz
An n-y oo N=S¥YZ el (5)
- g 5 od=-nn-1), e - (n=sHl), §=4,2, ..., N
ﬁi&n n- |---n~s+z n-5+i
que aparecen en la lista (3) pueden expresarse en funcidén de las qu y
de otras variables que estdn en la misma lista. Por ejemplo
\ \ \ \
A“’\ _ X\\ \ (AL Z A‘\ A-\ Az A 2 B A-tn-\\
g —_—— e 3 — b w e ___a—o—’———fﬁ
An % (Al&z - A‘,«) An L\\n A A,\ Ay An
1 7 \ \
A‘\,\j\ le An-m-\) w-y A‘Ar\ b /—\ n- z) A_m_\)
A i R T ) e e S~ i A
AL\ “7:\ A\v\}\-l A\y\ N n-y AV\ AY\ n-\ AV\ AV]
Yy 2
A\'z ) \ Xzz } (A:\C—f z A'\\A Anv\z n=ln-2)
" ~wn-t - — | ——— _______._ P g __________.__.____
= = 2 2
AY\\ V\E\ 2 (A\“ ;\L_D 2 Av‘xn-\ ; An“ ‘Ann ] Ar\n . _Aw n-|

-l

bzt F4 \ V]l'\ \ \
Ani‘l-l"'l‘n _ Xn\ o AV\ 2 -n- l)Anl_-” g _A A A-‘
A

ACTAL BT & AL AT R

'\2---'\-lV\ B TS 5

Avay g oy _ v Xem  _ L(Awﬁ-'- 2 °> (6
@7 _— | AR & {--- N

A&.“ﬂ 2 (AW~J An“'\

Como la dependencia de Z en las variables (3) es arbitraria hasta este

momento, se puede reemplazar en el argumento de Z a cada una de las va-

riables en (5) por el primer término del miembro derecho de las férmulas

precedentes. Asi se pueae afirmar que Z depende de las variables

‘ y & |\ 2 .+
_&.‘";'_} A“ T A-m \\ . An N A“ n-3 _A_'l.__(i‘il j
\ R e e oy A -
A"\ . %V\ ‘ Aﬂ n e " %Yl-l An n-y
1 S s Wi
An LR A“"“ ”“? Anny -(n-3), . \ﬁ-r-'“z\g ¥ (7a)
= ke A R s s AR R s o
N~ Nz n V-l n-2 An n-\ n-2 nocoe
K 5 X Xaz . X 3 y .X3z X;;
"2 vz v VN TN T PR T = T2 3 )
(A'\) A'\ n-i An (A"‘"‘") Anv\-mz n Ann—\n—z HIRIC mnv\-.wz)
oy Xn\ x*\z X'\Vl (7b)
) : = T ) -———f+——~
A‘ A\n “nl_‘ ( = V\)Z
Obsérvese que aqui aparecen n~ variables del tipo {2% y n(n+l)/2
o

variables del tipo

AN
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La utilidad de haber introducido las variables qu resulta evi-
dente cuando se trata de hacer que IP dado en (2) satisfaga a las ecua-
ciones (1b). En efecto, todas las variables qu tienen la propiedad de
que cualquier operador de ascenso de R2n+1 y 1.e. cualquiera de los n2
operadores A: de (1b', aplicado sobre qu d4 cero. Demostracidn de
esta afirmacién: si desarrollamos las dos A\ que aparecen en cada qu
por cofactores de los elementos Af“ y As_:n y cada qu queda expre-
sada como una combinacién lineal de términos del tipo

X . S¢ aSe Sy oo S 5l .G
(T A A A2 N, ®)
j\.;: aplicada sobre (%Aiﬂ' Aié,) d4 cero, segin se demostrd en el

Capitulo I, después de (28-I). Por lo que respecta a las otras dos JAY

™ wl -S
que aparecen en (8), teniendo en cuenta que AS = ﬁs - g)_;' ¥ que en este
m!
andlisis las dos »- Qque aparecen aqui son de ascenso y por lo tanto al

Sy Sy - Sy

operar sobre una Am\ My - Wy

cambian un indice m, en otro indice ma-

yor, se deduce que Am

¢ también dé cero al operar sobre las dos dltimas

A en (8); ya que en estas A los i'ndiées inferiores toman todos los
valores entre n y un cierto valor minimo, de modo que al cambiar uno de
estos indices en otro {ndice mayor van a quedar en la /\ dos fndices
iguales y esto serd un determinante con dos renglones iguales, el cual vale

—

™m
cero. Con esto queda demostrado que para las As de (1b)
™ _ m vz 2 .
AS XFQ_ - AS An n-| n-z2 -- - n‘d+l — O (9) )
2 ™ ;
Los n~ operadores As por lo tanto, solo dan resultados diferen-
tes de cero cuando operan sobre las n2 variables de la lista en (7a). El

m
indice =n no aparece en ninguna de estas variables, y debido a esto An

w
al actuar sobre ellas es equivalente a (é)n . Entonces las ecuaciones
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_ 7
A:'H):o o -_-_n_y)‘__)—(n—t) equivalen a E" =0 , lo cual nos indica
(&)
que Z no depende de ninguna de las variables (ﬁ) m =N-,N-2,... =(n-1),

Suprimiendo estas variables en la lista (7a), el indice =(n-1) no apare-

ce en ninguna de las variables que quedan, por lo tanto al actuar sobre

m m = I3,
ellas An-l equivale a En—l y ¥ las ecuaciones A,\_‘IP:O m=n-2j---,‘(”‘2)

equivalen a y lo cual nos dice que Z tampoco depende

A‘J/AW)

de ninguna de las variables ——r-‘_;-
n on-y

en (7a). Por un procedimientec a-

L2}
ndlogo, las ecuaciones Ah—zIP:O M=n3
\ i
¥ vi-
V'R 3
nn-\ -2

do el andlisis a lo largo de lfneas similares para A ]P 0 S=n-2zn-4..,2

-(h-2) nos dicen que Z no
3
v m

depende de ninguna de las variables en (7a); y continuan-

gse llega finalmente s la conclusidén de que AJP:O implica que Z tam-
V2o Al op
nA= -2 o

A,

la solucién general de las ecuaciones (la) y (1b) estd dada por (2), pero

poco depende de la dltima variable en (7a). En resumen,

con Z siendo una funcién arbitraria de solo las n(n+l)/2 variables
que aparecen en la lista (7b). Escribiendo a Z en la forma de una serie

de potencias en las variables (7b) se tiene

- L(n k7.\ kz-L km k,m >\, 2..1‘( k l‘(
IP —k"‘Z.. Ak” X” Xu Xzz .._Xm...XM ( n)

L( P 2 \ k—A —k rkz_zkg_-\-—kn

y (An“ \>>\ /\ ku 22 kaz n (An “l_‘ :3:'—2 cHds B % 2
y 2 -en Xn‘km‘knf“' —kr\n-\——zkmﬂ

x '-.-"x(Ann—l--W) (9)

donde las kpq representan a ndmeros enteros no-negativos.
Vamos ahora a imponer la condicidn de que el polinomio |P dado en

(9) satisfaga las n ecuaciones (lc). Es facil verificar que todas las va-
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m
riables que aparecen en (9) son eigenfunciones de ./\.M con los siguien-

tes eigenvalores A.\-9+| X ¢ X ) {% 5@ ;52 Z_JF \
T & = S < 4P-
i o ¢ s2P

[\“’9+1A A\ R ¢ jll si SSP (10)
n-s+\ “n- P+* o MTPrL Y =T 0 s sOP

As{ se encuentra que para que IP dado en () satisfaga a las ecuaciones

(1c) se deben cumplir estas n relaciones

)' :)\.'_Zk]["kz\“k;'—kdﬂ_ e km
)\I )\ = k?.\'Zk-‘,_z k31_ k‘h_ o kny_
A3 ) - k;\ 3?. 2k33‘k43—— . \’(ng (11)

$z A k n,_-k@‘kn;?-'- k,,“, 2 Kan J

Como las kpq_ representan mimeros no-negativos, de aqui se deduce que
/

>\52"A5 > 517)2),__))’} . (12)

Ademds las relaciones (1l1) nos permiten reducir el nimero de {ndices de
suna en (9) ya que n de estos indices, por ejemplo knl v kn2 g ee ey knn
se pueden expresar en funcién de loa restantes.

. Solo falta hacer que el polinomio [P dado en (9) con las res-
tricciones (11) satisfaga a las ecuaciones (1ld). Como seria bastante compll—

ss!

cado intentar aplicar cada uno de los operadores D sobre ]P , vamos
a seguir un método indirecto; este consiste en igualar las dos expresiones

independientes del operador de Casimir de Rr obtenidas en (38-1) y (43%-1),

de ahi se deduce

YD D= i(cg)z+z'n2 2 C5Cs +3 5 (C3-c8)+nN
571 5=

51 ¢!
,(M\ ) \ mr
-'nZ(j\ z'ZZ ANWANEDY i ,).(13)
ey "‘nm 'm t mzn mvm\

Aplicando log dos miembros de esta ecuacidén sobre IP y teniendo en cuenta
que ]P satisface a las ecuaciones (la,b,c) , se encuentra que para que ]_P

satisfaga también a las ecuaciones (1ld) se debe cumplir lo siguiente


http:Casirr.ir
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n ) )
Z%ks(kgznﬂ—zS)—AS(XSJanH-29)} -0 (14)
S=|
En un paso intermedio se usa la férmula (45-I). La ecuacidén (14) obviamen-
te expresa el hecho de que el eigenvalor del operador de Casimir es idén-
/
tico para las des R I (XS) ¥y (‘)5 ) . Ahora bien, podemos re-escri-

bir a (14) de esta maners
14 / J
2i(%s“)g)(xsﬂs““”'ﬁ)} =0 (15)
S=1
I
Fero la ecuacidn (12) nos dice que (AS-)S)ZC), y ademds en el Capitulo
1 demostramos que para R2n+1 todas las A5:>(3 , por lo tanto todos los

sumandos en (15) son no-negativos y esa ecuacidén solo puede satisfacerse

cuando

AN et dgt2n41-25)=0  para s=1,2,..,n . (16)

El segundo factor es positivo definido y en consecuencia se llega a la

conclusién de que las ecuaciones (1d) se pueden satisfacer si y solo si
L=\
W, o S an

!
Fero entonces, substituyendo estos valores de As en (11) se deduce que

todas las kpq valen cero, y de (9) obtenemos el resultado final: Las

/
ecuaciones (la,b,c,d) solo tienen solucién cuando ASZ Xg Sl R, ehmpdt
y la solucidén en este caso tiene la forma explicita
n J (XL'XJ‘\'_)'L))_ : x-x )\{As ¥ < 3 xﬁ—)ﬂ_ NERE 4} >\V\
=TT AT (AL 2 Y At wa) T (A
IP 3E1ER) O\i')jﬂ"ﬂw)\- U—\n) (An e/ ( “"‘"‘> ( » ‘> -
8

Esto constituye la demostracién de que las soluciones linealmente inde-
pendientes de las ecuaciones (la) ,(ld) constituyen una base para la R I
()‘ )z"' ),1> de R2n+l y ¥ la funcidén de méximo peso de esta R I es

el polinomio (18).
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B) EL CASO de R2n .

Se trata ahora de encontrar la solucién ]ED de las ecuaciones

Ci]P:)xSIP 2 , C;/IP:O $<8 (19a)
Am P=o (190)
AL ::l‘ P=)XTP (190)
D P=0 (19a)

$,8'=1,2, ..-," ; m=5152,...,1 -1, -(s2),-(s-1).
Como se explicé al final del Capitulo I , el asterisco en las ecuaciones
(::§E>=1X;H) significa que la ecuacién correspondiente a 8 = n debe
egcribirse C::]E)=\Xn{ﬁ?. Obsgérvese que la principal diferencia entre
las ecuaciones (1) y las (19) es gue en estas \Wltimas el indice
m no toma el valor O ; es decir, mientras que en (1b) se tenfan n2

ecuaciones, en (19b) se tienen n(n-1) ecuaciones.

La solucién general de las ecuaciones (19a) es

) —A 2 A BRI B I
P: (A“) A (A“"‘> ;CA‘V\"-IEZ); +" (Ar\ s g \) Z - (20)

donde Z es una funcién arbitraria de las n(3n-l1)/2 variables que que-

1Al

dan en la lista (3) al suprimir las n variables
'z 3 o "
B A;é Avwio An "7 2
) ) i L. --n
A nnl Ann-ln-?, An |

Se definen a continuacién n(n+l)/2 variables qu andlogas a las que

{21)

aparecen en (4a,b,...,n), con la nica diferencia de que ahora el indice

m no toma el valor m = 0. BEn particular, nétese que

SN W TN B B |

X *ZA“ Nz -l (22)

Entonces, de manera semejante a lo que se encontré para R2n+1 , las
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variables originales que aparecen en Z se pueden substituir por las
variables (7a) y (7b), donde de nueva cuenta, en (7a) hay que suprimir
las n variables que aparecen en (21). Z depende por lo tanto, de

A X
n(n-1) variables del tipo e 7 de n(n+l)/2 variables del tipo — L Afz p

Al hacer ahora que HD dado en (20) satisfaga a las ecuaciones
(19p), se llega a la conclusién, por un andlisis idéntico al del caso de

R , de que Z no depende de ninguna de las variables en (7a). Es-

2n+l

cribiendo & Z en la forma de una serie de potencias, se obtiene que la

solucién general de (19a) y (19b) es
kﬂﬂ )\ ’\Z'zkn_ku‘ k?;l— T km

IP Z AK‘%P xull X:i X ¥ m__ an A u

2 —kz_Zklfk e T Mg, .,—\ikn‘knfknz—'”*kn-l—zknn
‘Uywi)h); | 37 n“l (Alnl l e~

n=-5+I|
A continuacidn, aplicando los operadores An—s+| de (19¢) sobre esta

funcién, se deduce que para que (23) satisfaga a las ecuaciones (19c) se

deben cumplir estas n relaciones

V= hkzk oKy - Kee o i,
PUEI ku Zku k;z o= ke 27 Kona

>‘ k v r‘ 2 ‘ an ——Zk“—ly"“l_ krm-l (24)
n \ n-t n-y ’ N —Zk“n
>\V1 —\>\ ‘ kn\ )\nz Y1 kn
Estas relaciones implican que
’ /
SN stz s a2 (25

58’/
Finalmente, en lugar de aplicar separadamente cada operador D de (194)
sobre P y aplicamos el operador dado en (13). Asi se encuentra que para
que P dado en (23) satisfaga a las ecuaciones (19d) se debe cumplir
TSy 2 I\
esta condicidn : 'p\ (As+2n-25) )=\ (x\ +2n ZS)} .g\\ 1= (X) } =0

lidtese que >\r\ apa.rece aqui en la forma O\ ) y de modo que si esta ecuacidn
se satisface con un cierto valor }\ >0, también se satisfard con el valor
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/
reflejado —); + Se puede entonces proceder como Si >“>0. La Wltima férmula
se puede re-escribir como

[ 3 00+ DI-0] =0 e

Ahora bien, en el Capf{tulo I se demostrd que para RZn los indices Aszao
si s=1, 2, «.., n-1 3 esto, combinado con (25) nos permite afirmar
que todos los sumandos en (26) son no-negatiyos, y por lo tanto, para sa-

tisfacer a esa ecuacidén se debe tener
/ z N2 |
(XS—A;)O\5+A5+2H—ZS>:O s=teg,... N1 5 L)n—tkny_-]”o . (27

Como (XS+—>;+ZW-ZS)>() para s =1, 2, ..., n-1 » 8¢ llega finalmente

a la conclusidén de que las ecuaciones (27) solo se satisfacen en estos dos

casos
>\;:>5 S:1/2)"‘/)‘\“‘l ) )In:’xh‘ (283)
Xs:>\5 s=1,2,...,n-1 >\',‘=—|/\\n] (28b)

De (24) se deduce que en el caso (28a) todas las kpq valen cero; y en
el caso (28b) todas las kpq excepto knn y valen cero, y knn = \)n\ .
Substituyendo estos valores en (23), y recordando la ecuacién (22) para
el caso (28b), se obtiene la forma explicita de la solucidn de las ecua-
ciones (19a,b,c,d) en los dos casos:

a) Cuando }\/9‘-'>\5 s=1, 2, «es, n=-l ; >\ = An)

X zH . 3? M mjkn\

nv—\ .Ann\nz o2 (29a)

e, n=1 ] An == \XW\

>\“>‘2 2 Z) 2 AB_A - lkn]
(&) TRARLIWER VNSRS RN ED

Con esto se ha demostrado que: Las soluciones linealmente independientes

de lag ecuaciones (19a) y (19d) constituyen una base para las dos R I
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(%‘ >\7_ o~ D‘n[) ¥y ()\\ )\1 v ,“l)\nl) de RZn s ¥ la funcidén de miximo peso
de cada R I estd dada en (29a), (29b), respectivamente.
Para terminar, deseamos hacer notar que este resultado establece

1limites mis precisos para el ultimo indice de la R I ()\1 >\n> de R

on
En efecto, en el Capitulo I solo se pudo demostrar que >\n_‘ >,>\n ; aqui
hemos demostrado que siempre existen las dos R I (>\l,v Ce >‘v1> ¥y

(A\ g siosy —)n) , por lo tanto, ya que >‘n—\>/>" debe cumplirse siempre,
ge deduce que )n_\‘;p\hl, es decir para los fndices de una R I de R se

2n
tiene

>‘1>/>‘1>/>‘5,>/'“2’)H-l>/l>\n\ (30)
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CAPITULO ITI

REPRESENTACIONES IRREDUCIELES DE R ) CONTENIDAS

EN ©UNA REPRESENTACION IRREDUCIELE DE Rr .

SECCION A)

Los generadores del grupo R2n+1 son los n(2n+l) operadores
/

‘/\:‘ (ascenso) , ,/\::, (descenso), /\_: (peso), m> m’ > -m ;
jm{,|m’l =0,1, 2, ...,n . Suprimiendo los n generadores de ascenso

A?n ¥y los n generadores de descenso A:\ quedan los n(2n-1) ge-
neradores de R, « En el Capitulo II se demostrd que wna R I de

R queda caracterizada por los n nimeros enteros (A,,)z)..., An )

2n+l
con >\|>, X1>/ >}>\n20 , Yy que una R I de R2n queda a su vez defini-
da por los n ntmeros enteros ( M ,M, ..., Mn ) con

Mi2 g 2o 2 P, > HJ,“] . Bn este Capitulo vamos a plantear y re-
solver el siguiente problema: Dada una RI (A}, Mo ) de Rone1
averiguar que R Is (tA.,,-Ll)..., rtn) del subgrupo R2n estédn contenidas

en ella. Para ello empezaremos por hacer notar que una funcién P que

per_tenece a la RI (), ,)\1)_,. , An) de Ry .1 ¥ Que al mismo tiempo

es la funcién de méximo peso de la R I ({“’-1,[“-1) <,Mn)  de Ry s debe
satisfacer las siguientes ecuaciones:

S _ s/ ’ .
CSP_XSP ) Cs P—O S<S ) (18.)

NPT P ALPE AL P = AT P R0 m =23
AN PP o

D' Pz=o s¢s'; ss'=l,2,..n (1d)
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Las ecuaciones (1a),(ld), indican que P pertenece a la RI (),.-,),)
de R, ., , mientras que las ecuac_iones (1b), (le), indican que P
tiene un peso {Mi, [*2,-,Mn} en el grupo R, ¥ que este peso es md-
ximo, es decir, que P es la funcidén de méximo peso de la R I (y, /)
de R2n

Comparando las ecuaciones (la,b,c,d) con las ecuaciones
(1a,b,c,d) del Capitulo II , observamos que la unica diferencia esencial
entre ellas es que las n ecuaciones ./\z P=o0 =T, & veuy B
que aparecen en la discusién del Capftulo II , se han suprimido en el
andlisis del caso presente. Debido a esta semejanza parcial podemos apro-
vechar algunos resultados del Capitulo II . Por ejemplo, la solucién ge-
neral de (la) estd dada en laa ecuaciones (2-II) y (3-II). Se introdu-
cen a continuacidén las variables qu definidas en (4a,...,n = II) ¥y
se llega a la expresién de Z como funcién de las variables en (7a,b-II).
En el Capitulo II la aplicacién de las ecuaciones (1b-II) nos llevaba

a la conclusién de que Z no dependia de ninguno de los cocientes
oz % okl K
A,. =1 n-z « - =Ktz o

ZS‘ z 3. Kk
n n-| n-z - - V\—k‘\"

variables (7b-II), exclusivamente. En el caso presente, debido a que no

¥ quedaba una expresién para Z en funcién de las

estamos aplicando las n condiciones A%P =0 el & wunjb
la conclusién a que llegamos después de satisfacer las ecuaciones (1b)
es que Z depende de las variables (7b-II), y ademds de las n variables
B ME L ALD L AL
ks An n-1 Aﬂnz_-. ns_l An n-| n%z ._.ﬂr,__' T
Por lo tanto, en el caso presente la solucidén de las ecuaciones (la,b) es
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Z ZAk g™s Xn qux X "'Xnn“:”( n>>‘l—/\z—2k”-k“_ksf'""km"m

Kpg s
\ X“k;" kzl‘Zkzz"k;z—""knz'mz - >\n' kn\—knf T knn— My
s SRR
m k“n
L (AR A I ()

(2)

donde las kpq ’ m1 y eeeey M representan a nimeros enteros no-nega-

. . — n\n |z..-y\|rl V2 - n-vn
tivos. Debido a que = (Ana +2 Ann., . VA P

en egste caso es posible reemplazar a xnn por el producto
n
Y\n\---lAV\n\-" -1

(2) ; el susodicho producto sigue poseyendo la propiedad, como xnn , de

, ¥ esto fué lo que se hizo efectivamente 2=n

que todos los operadores de ascenso que aparecen en (1b) actuando sobre

él dan cero.

Al aplicar ahora las ecuaciones (lc) sobre el polinomio (2) se

llega a la conclusién de que

( f,t A\—m\—zkn‘sz‘kzl’km‘ T km
“e )-L" m, = kl\‘—Zkll_ kZZ— k4_1_ I knl .
r/v; >\3“ ", - kl’-l_ k31—2k33— k4_3— T 1<r13 (3)

= e o b~k K =K =2k

]

i

1

Una consecuencia de estas ecuaciones es que, dado que k

y M_ Tepresen-
Pa )

tan a nimeros no-negativos, se tiene

Ag = Ms 5, S=1,2,..,n (4)

Usando ahora las ecuaciones (3) para expresar las my en funcién de las

kpq , ¥ substituyendo en (2), se llega a la conclusién de que la solucidén

general de (la,b,c) es
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X HI"AZ i o |z H'X vz
P=(aW) a0 ‘f = (58)

con
k K : k
G =T Al 0k KR R ey
P4 ‘
N "H‘ﬂk"—kz;kﬂmrkm(A‘né)}\zkalrlkf*k".z.. ALy S)k Shinlie o
Falta Unicamente hacer que el polinomio P dado en (5) satisfaga
las ecuaciones (1d) . Nétese que en la suma que define a G aparecen
n(n+l) /2 {ndices mudos, a saber: 1 fndice kiq + 2 indices k2q
+3 i{ndices qu + «e. + 0 indices knq . Ahora bien, el nidmero de operado-
res DSS' independientes es también n(n+l)/2 . Es de esperarse por lo
tanto, que los coeficientes Akref del polinomio G queden univocamente
determinados al imponer la condicién de que P satisfaga las ecuaciones
DSSIP =0 . La demostracién rigurosa de esta conjetura es bastante
dificil ya que cada ecuacién ™ P 25 .. cpuiure o ol w
currencia para los coeficientes Akf"ir y de la solucién simulténea de
estas recurrencias se obtiene la forma explicita Ak =F(k !).

Pe M

En el Capitulo siguiente se analizarin los casos particulares de R4 y

R5 para ilustrar el procedimiento. Admitiendo que la conjetura es vi-
lida en general, entonces después de haber satisfecho las ecuaciones
(1d), el polinomio G es una funcién univoca y perfectamente definida
para valores dados de >\s y H’S . De (5a) se deduce entonces que para
que P sea polinomio se debe tener Mg > >\5+\ § =3, B; sovy @51 3
y de (50): A,~pn22K, 20 4 ¥ por lo tanto A+ My 2 2(Keptfa)2 0

Es decir, en conjunto

s ;>‘$+| S=1,2,...,n\ j “‘L“\SAn (6)
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Bl hecho de que Mn pueda ser negativa estd en concordancia con lo de-

mostrado en el Capitulo II en el cual se vidé que para el grupo R2n

el Wltimo indice de la RI (M), He,..., #n) puede ser negativo.
Reuniendo los resultados dados en (4) y (6) se deduce que la

RI (A, - ,An) de R contiene a todas aquellas R Is de R

2n+1 2n

(rvl, Pz,...,4n) con s tales que
/\\>/(“l‘>/>‘23f'(7->/"'Zf*an)\n;”*” (7D
y cada R I de R, ~ eparece una sola vez. Este resultado se conoce
con el nombre de ley de ramificacién ("branching law") 8) para el grupo
ortogonal.
Examinaremos ahora el caso del grupo R211 , ¥y trataremos

de averiguar que R Is (p,H,, ..., Mpy) de R2n—1 estdn contenidas

enla RI ()s” Az)__,))n ) de R2n . Ante todo hay que exhibir los

generadores del subgrupo R de una manera apropiada. En este caso

2n-1

para obtener los generadores de no basta con suprimir ciertos

Ron-1

generadores de R , ya que algunos generadores del subgrupo son combi-

2n

nac iones lineales de generadores de R . Por ejemplo, si numeramos los
el .

2n

indices del espacio donde estdn definidos los generadores de R2n en el

orden m = n-1, n-2, ..., 1, 6, -0, -1, ..., -(n-1) ; entonces los ge-
/

' d m ’
neradores del subgrupo R serén todas las /\ " con m,m 4:9)—6 R

2n-1
o _ ] -6
y ademas las (2n-2) combinaciones lineales j\.m Z(Am +AM > y
m m m
[\_OE (Ae +A_e) m=1, 2, ..., n=1 . Sin embargo, en el analisis
que sigue podemos evitar el uso de estas combinaciones lineales adoptando
el siguiente método alternativo. Hay que efectuar una transformacidén 1i-
+ 16§
neal en los operadores de creacidén y aniquilacién a-xes ” a para

+ = 4 » -
obtener nuevos operadores aos , ao’s ) aos aofs que satisfagan la
J

condicién de que
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+ 1_ 1_ 't‘ _ . + - ‘f' ] -|- . _*.
aes a-as’ + a—-es aes' - a°5 aos’ g aO’S ao’f’
aes a—ss’ + a—esaes’ % aos aos’ + do’s C'lo’s’

Un modo de satisfacer esta condicién es por medio de la transformacién uni-

(8)

taria
A = & (GostiOus) as=g A al,,
AL o5 @es=i o) Qs 7o s~ Alac) -
0% = & (a=-i i) A~=F(@%va’’)
Q%= @A) A== (@"-a*)

B ajo esta transformacién se obtienen en particular estas equivalencias:

* o . 2] .OI,.i 6 -8 'm_| m m

Ao:LAa 3 Am'E(Am Am ) mF o p) Ao "\[—'Z:(A9+A—9) ”"5‘:0/ (10)

Por tratarse de una transformacidén unitaria, las reglas de conmutacién de
O.+ v CL siguen siendo las mismas que las de G y A . Los ope-

F ms
radores ams y A con m ;t 9, -0 permanecen sin cambio, pero
por uniformidad en la notacién se indicardn también con un punto encima.

m, L] . ! . L
serdn ahora [\, = SZ (&tﬂg a - atm,s a m5)

Los generadores de th

con my m° = n-1, n-2, ..., 1, 0, 0; -1, ..., =(n-1). Suprimiendo todos
los generadores que tengan un indice O, los restantes serdn los generado-
res de R2n-1 . BEn la discusién que sigue se usarén siempre los operadores
d+ 9 a pero por comodidad en la escritura se suprimiré el punto encima
de ellos; una funcién de (if, Cl. es fécilmente identificable por la pre-
sencia del indice 0’ que es exclusivo de estos operadores.

El polinomio P que pertenece a la RI (A, >‘z;-" JAn) de Ron
¥ que es al mismo tiempo el polinomio de méximo peso de la R I

(M M2,y Bnq) de R, , deberd satisfacer las ecuaciones
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(%)
JP=o scor | (11a)

C:P=XP
_/\"’J'P: ...:A,\nP=/\;P:A:P:-..:/\:,;W')PZO (11b)
SP=ps P (11c)

/

D - :
DS P =0 s¢S75 ss’=u2,.n 5 m=1,2,..,0 (114)

J

El asterisco en las ecuaciones (lla) es para recordar que cuando se trate
de 8 = n debemos escribir C:P': Man ya que segin se demostré en
el Capftulo II, para el grupo Ry, el dltimo indice de la R I puede
ser negativo, pero los eigenvalores de (:Z son no-negativos. Ademés re-
cordemos que las ecuaciones (1la,d) definen bases para las dos R Is
(A,))Z)...,)n_ni‘)n) de R, , por lo cual es de esperarse que cuando An:]‘:o
el sistema de ecuaciones (11) tenga dos soluciones independientes, y en

efecto, en el Capitulo siguiente obtendremos estas dos soluciones en el

caso particular de R .

4
a-f- .
Con los operadores (A , (L definidos en (9) se tiene
alh \ [3_
Anln- . QAI'\(YIZ -—9+An\nz-~-e nxnz-»-
vz o A o P | S O T A :
:A“‘l“—Z"‘O AH-\H'Z--‘O —*—_An_ln_zA“O/ An-l W'Z“'O/ . (12)

En el andlisis gque sigue van a aparecer las variables qu definidas en
(4a,...,n-I1) con la Vnica diferencia de que la suma sobre m que apare-
ce en cada una de ellas se va a efectuar ahora sobre los valores

m=n-1i, n-2, ..., 1, 8, -6, -1, ..., =-(n-1)y la férmula (12) muestra los

cambios que hay que hacer en las variables qu al usar los operadores

¥ 5 - _ (I RO S I A Z
a,a_ .Enpartlclllar, xﬂnP(A )+(An[n2 n‘ln) )

N=1 M=z -+ 1 0 | o

de modo que usaremos el cociente (%xn‘n;' o<//Z§;I;1~;.g) en lugar de

Xom /(D0
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Del andlisis para obtener el polinomio de méximo peso de R

on
efectuado en el Capftulo II, sabemos que la solucidn de las ecuaciones
(11a,b) es el ~f =k = afe —m
P23 A Xyt g ek hibaz e
% )\f>\}_sz2kn Ksz™ - '_knf’”z v een N p\"l-km_km——m—k“n_r:{km
.(ﬁmﬂhq> .,.oﬁmpnl o)
m " , 2k pn (13)
-(A‘o,)m'(A'n_\lo, Z(A.:,.mz_zi/ 3 \.-- n- Zn\) nu(Am...mn> ,
donde kpq y mg representan a nimeros enteros no-negativos. Al hacer
ahora que P satisfaga a las n-1 ecuaciones (1lc) se obtiene
M = A mm= 2k, -ky, -k, - =k,
Pz, = Ay M- kz."lkn'l(sz" T "]‘nl
g = Ay =y — Ky = Key-zhgz= - = kny (14)
Hm—\:)nﬂ_mnq*kmm_knwl— ~--—knwn1—-2 ’Hm-f-kmﬂﬂ
De aqui se deduce que , en vista de que )\s y kpq " ms representan a
cantidades no-negativas, deben verificarse las relaciones
A2 Mg, 8=1,2 ooymnl . (15)

Utilizando las ecuaciones (14) para expresar las m_ en términos

de las otras letras, el polinomio (13) queda en esta forma

) e, z f“z')‘ Fn-, =|An]
P L ( "") (A”“ "‘7-) ]n-m -2 n- 3)l*3 X‘} (An - n-7 ...n l G_ (16a)
con
ko ke ke ok o Knne A pim2ky= Kay = = ki
G = Z Akpq xn x‘u Xzz_ "'Xm "'Xn"_, (AL,) & l
)\ - k?-l klZ‘“'_k“?‘- o2 n- 'Xn—l—rl“‘l—-kﬂ'l,\— "'*J(ﬂ-l,n—z_z kﬂ-!,n—? 2(","“
L o7 Rty
21( \Anl—}(m— knz_“' -knn_'"ZJ(nn

1 - n- N b | o-en-| N
AnTS) T AL ) e
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Falta uUnicamente hacer que el polinomio (16a) satisfaga también a las
ecuaciones (11d). Ahora bien, tal como en el caso de R2n+1:) R2n , la

sumatoria que define a G contiene n(n+l)/2 1indices mudosy los ope-
ss’

radores D independientes también son en total n(n+l)/2 operadores.
’ SS/ )

Cada ecuacion I) I?':fj conduce a una férmula de recurrencia entre

los coeficientes A de (16v), y es de suponerse que las n(n+l)/2

Pq
férmulas de recurrencia asi obtenidas determinen, al ser resueltas, la

forma explicita de los coeficientes Ak = F( kpq ! ). Admitiremos este

S
resultado en general aungue solo lo verifjcaremos, en el Capftulo siguien-
te, en el caso de R4 . Entonces, después de haber satisfecho las ecua-
ciones (11d), el factor G en (16b) es un polinomio univoco y bien defi-
nido para valores dados de ks y ﬁ‘s ; de modo que para que la expresidn

(16a) sea un polinomio los indices A y M¢ deben satisfacer
b3

Ms > At 8§21, 2, eovy n-2 Mo 2 A0 | an
Reuniendo (15) y (17) se llega a la conclusién de que la R I
( ),))Z),_,)Xn ) de R contiene a todas aquellas R Is (K>, Paer)
de R2n—1 en las que las f‘s son tales que
NZHOZA 2 M2 2 A 2 M 2 A (18)

ycada RI de R ocurre una sola vez. Esta es la Ley de ramificacidn

2n-1
para R2n 2 R2n-1
Aparte de los casos de R4 y RS que serdn analizados en el
Capitulo siguiente, el dnico caso particular de la reduccidn Rrjj Rr-l
en que se obtienen resultados relativemente sencillos es aquél en que la
RI de R, es de la forma ( >\ , 0, 0, «..,0) , es decir, un diagrama

de Young de un solo rengldén. Daremos a continuacidn la forma explicita de

la solucidén de las ecuaciones (lla,b,c,d) y (la,b,c,d) en este caso especial.
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De (3), (14) y (16b) se deduce que {-4-2 & H3 =...= M ey 4 f““ )

=m, =m3 = e =W, 1 =k22 = e ® krm =0 . El polinomio

G en (50) 6 (16b) es una suma sobre un solo indice: k;; =k, y la so-

=(m) =k

lucidén completa tiene la forma

K X\~ -2k
P=n Z A X (ay ™ para Ry,  (198)
k dop,—2k
P=(al ) S A X (B para R, (19
k=0
las ecuaciones DSSIP:O 8’ > 2, se satisfacen automdticamente, y

i
la ecuacidén D P—‘-O nos da esta férmula de recurrencia para los coefi-

cientes Ak
2k (2h+r-2-2k)A, + (/\!—Iu.‘zkﬂ)(h.—y.—2k+z)A e N

con r=2n ¢ 2n+1 . La solucidn de esta recurrencia es

k)1
Ak'-’—Uk 2\ +r-4-2K)|| A -

A rp-2k)! 2%kl

Las ecuaciones (19) y (21) nos dan la solucién completa del problema, ex-

cepto por un coeficiente de normalizacidén A

SECCION B )

DIMENSION DE LAS R I DE R R5 5 R6 .

Las R Is del grupo R2 son unidimensionales, ya que en R2

-] 1]
tenemos un solo generador : Ag P La solucién de D P =0 ¥

C:P: MNP e P=¢ (A9> g)m , ¥y la condicidén adi-

8
cional de que Ae P = {4? nos lleva a la conclusidn de que [u.=t|/\\ g
Si B es positivo, la base de la R I ( f-{ ) de R es P:(dley&

2
1
y si M es negativo, la base de la R I ( [ ) de R, es P= !_\_Q)H
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Con esta informacidén podemos averiguarla dimensidn de una R I

de R3 . De (7) se deduce que la RI ( )\ ) de R3 contiene una

vez a todas aquellas RIs ( M ) de R, con A& p & A ¥y por lo

tanto, la dimensién de la R I ( A ) de R3 serd igual al nimero de
P“S que satisfacen la desigualdad anterior, es decir D = 2A+ 1
Por el mismo procedimiento podemos avriguar la dimensidn de la

RI (R, M) de R4 . De acuerdo con (18) esta R I contiene una

vez a todas aquellas R Is ( A ) de R con ) 2 A 2 Rl y

5
de modo que la dimensién de la RI (J,,¢2) de R4 sera
el
D :;Z,Hfm” = () = ()" S (i) ) (2D
=1t

En el siguiente paso podemos averiguar la dimensién de la R I ( )\, , )1)

de R_. . Usando nuevamente (7) se deduce que la dimensidn de esta R I

5
es igual a la suma de las dimensiones de las RI ([, )(.4,?_) de R

h 2 X rZ (- }
Ao )
- Z {(zhzﬂ)(tﬂﬂf—é“Azo‘zH)m ‘LD}

= (zA +\){eo\ SO 2N #3)= T h Do) (@Det) = 2 Dot t) (A )Z+)}
T A 2 +3){) DD =), ( ZH)} S (2 EATDAI A AN 2) (23

4

que contiene; es decir

Finalmente calcularemos la dimensidn de la R I ( K Mo,M3)  de

R6. Siguiendo un método andlogo, se encuentra gque

oy Ha At Az
D=2 2 %(z) +1) Z Ve — 2Mt3) > VZ}
>‘|:tA'Z >‘z:“43| V=i
o At ' J‘—;—_Z >\Z7— )}2
— VA () ‘) -( z+|>
= [Waty- FBJ)ZH vz, - Lo A= lps] Ve

= D (Bt ps) (ot -pa) (P prat D a3tz ) (2 =)
(24)
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No intentaremos deducir la férmula general para la dimensién de una
9)

RI de Rr . Citaremos tnicamente el resultado . Para R2n+1 la
dimensidén de 1la R I (Ai))\a)...,kn) es
2n 4 A e & i, " h
- +N-P+ 35 (A At g P) FAgYZNHP ?) 2
D (zn-i)’.{zn—z)l---s_’ 3l P,( “ 3 Z)J;L\ hy (AP : (258)
y para R, la dimensién de la RI ( Al)hz)--v M) es
Ne 4
2 ! T‘- ()\g)g+$~i’)()u?+,\gr+zn-|9— 5?) (25Db)

D= cplara 42 pes=

SECCION C)

OPERADORES DE DESCENSO DE R4 ' R‘3 s R6
Otro método para obtener los polinomios de mdximo peso de una

RI de Rr contenida en una R I de Rr , congiste en el uso de

-1
operadores de descensc del tipo de los introducidos por Nagel y Moshins-
ky 2 en el caso del grupo unitario. Los operadores de descenso se
construyen con los generadores de Rr sujetos a la condicidén de que al
actuar sobre una funcién de méximo peso en Rr_1 dan por resultado otra
funcidén que también es de mdximo peso en Rr-l pero uno de cuyos indices
estd disminuido en una unidad. No intentaremos dar una deduccién general
de los operadores de descenso de Rr » 9ino que analizaremos solo los
casos de Rl,1 » R5 'y ¥y R6 . Un andlisis general ha sido elaborado por
Pang y Hecht 10) .

Para el caso de R4 los generadores son

1 o! o’ o
A\'I s A? bl Ao 5 A| ) Ao 2 /\-“I (26)

Estamos empleando los operadores d*, QA definidos en la Seccidén A .
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Los tres primeros operadores en (26) son a su vez los generaddres del sub-

grupo R3 contenido en R4 sy ¥ por lo tanto estos tres generadores al

actuar sobre una funcién que pertenece a una R I de R3 no cambian los

indices de R3 , s decir , dan una funcién que pertenece a la misma R I

de R, . El operador de d=scenso que buscamns trataremos entonces de cons-

3

truirlo con los tres ultimos generadores en (26). Lo mds obvio seria in-
\
tentar que el operador de descenso L 4 fuera una combinacidén lineal de
©
j\—s , s=1, 0, -1 ; sin embargo tenemos las restricciones adiciona-

les de que

Lipi=an 5 ATL I =0 L e
donde I h‘Ak1:> indica una funcién que pertenece a la R I ( Ar,Az.) de
R4 ¥y que es de méximo peso en la R I ( A ) de R, contenida en la

3
\
anterior. Apllcando JA\ en ambos miembros de (27a) y teniendo en

cuenta que k')1;> A %> y 9¢ obtiene
/\_ L lx Az 0\ l)'>‘ 7_> :L;{(A_l)lkll\%l>}: L{A“I\XIA)Z>—l>‘lA)>}
es decir

AL A |
LA, LL]P‘;? ==L, ]™ > 5 (28)
y de (27b) se obtiene, teniendo en cuenta que /\_O\ l >">‘/\Z> =0
o 2, A _
(A, L WD =0 (29)
si L. '

4 fuera una combinacién lineal de IALZ s=1,0, -1
no se podrian satisfacer las ecuaciones (28) y (29). Pero si suponemos
que L_,; es una combinacidén lineal de términos del tipo C/\.L>ngle5
s =1, 0, -1 , entonces, consultando una tabla de conmutadores Lﬁx,[\w,J
se deduce fécilmente que para satisfacer a (28) solo existen estas tres

posibilidades: n_, = o, n = i ny = 2 . Es decir , la forma més



43

i
general de 4 que satisface la condicidén (28) es

\ o Y L B o
L =t AL +p AN+ (VAT (%)
. o X
Calculando ahora el conmutador [\ 5 L;] y recordando que /\T‘AA z> =0

ge llega al resultado
o' A by | o! )\l /\1 .

Fat AL [ HEr2d+) ADAS | =0
lo cual solo puede verificarse cuando (‘0( +@>>\>:((3+ 2+ 1)20 . De
aqui deducimos que = -(2M1) 5 A ==X(2X+1) , obteniéndose asi el
resultado final:

of A | bopA e | CAVN-
L‘;_ = —A-IAI(ZAI+1>—A0AQ (ZA|+1>+(‘/\4‘>) AT (31)

donde hemos substituido ) P",\)\ l> por A: \ A )\XZ> . El operador

t
L 4 dado en (31) hay que multiplicarlo por un factor de normalizacidén
adecuado, con el objeto de que al ser aplicado sobre un estado normali-

zado dé por resultado otro estado normalizado.

e Mo
En el caso de R indicaremos con ‘ Hi P‘z> a un estado

5
que pertenece a la R I ( A,,)ﬁz) de R5 y que es el estado de méxi-
mo peso de la R I ( ) (uz) de Rd contenida en la anterior. En
! 2
este caso habrd dos operadores de descenso: L5 y I“S , defini-

dos por la propiedad
> Y Y ,\1 2 DY PN D VI
H" P2> }P‘l | IM'Z | LS g f"‘2> }f"‘!)f“f' . (32)

Los generadores de R. son los operadores

5
NG N N N N AL N AT AL A (33)

de los cuales, los seis primeros son los generadores del subgrupo R 4

¥y por lo tanto no cambian los indices de una R I de R‘1 . Los

[
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! 2
operadores de descenso LS ’ Lg trataremos de construirlos por
combinacién lineal de los cuatro Wltimos generadores en (33). Sin embar-
g0, andlogamente al caso de R , debido & las restricciones adicionales

MO
AiL M*Iz> 0 /\ L f*lf*l> =0 L M= .

A Az

(AL =0, A7 L2000, mett (aan

se llega a la conclusién de que una simple combinacién lineal de jﬁx;

y A o s =1, 2 no es suficiente; y por eso intentaremos una
combinacidn li%eal de términos del fipo Q/\T)ns(/\_,> 51”\2 y
(A7l_>9rs (A:fs Az s =1,2 , donde A?,- y A_z' gon ope-
radores de descenso de R4 . Esta idea es andloga a la idea utilizada por
Négel y Moshinsky en el caso del grupo unitario ) .

Escribiendo a (32) en la forma equivalente

[AiJLI’F]';\‘l‘ ?47;>:—L; ?‘"?"22> [‘Z\'IJL J]t‘ f‘z (35a)
A,XZ
Aﬁ,l_::]]::,i?:o , [/\.,L ]m{z> 1_ . > (35D)

S !
¥y consultando una tabla de conmutadores [As 5 A:: ] se puede en-

contrar fédcilmente que log Unicos términos del tipo especial mencionado
en el parrafo anterior y que satisfacen las condiciones (35a) son los que

aparecen en la siguiente combinacidn lineal

L Z Ao Z A\ 2 z 2 o
Ly = AS AT R AT AL YALE AT AL AT 6o
Andlogamente, se encuenira que los tnicos términos que satisfacen las

condiciones (35b) son los de esta combinacién lineal
Z ! z o]
L2 =5As+ALAS 5

Imponiendo ahora sobre L“; 3 LZ dados en (36) y (37), las con-

diciones (34a) y (34b) respectivamente, se llega a
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{ter-pa} A AZI?I:&)Hﬁw. pat)=7 AL \wz> 0
 fispar0-BPAA R D + s e} AT 24

en el primer caso; ¥y i(rtﬁ—rl-l-!'l)-S}Az ml i“?;> =0 en el segundo

caso. Igualando a cero cada paréntesis de llaves, se obtienen suficientes
ecuaciones para determinar un{vocamente a los coeficientes o, 3,7V, )

en (36) y (37). De esta manera se llega a los resultados finales
Ll = - ASAJ(AZ-AD) +ATAL AT +A) +1)
+ N\ g (NN DA H)+ATA L AL (38)

L= AL A HAZHD)+ AL NS (39)

Por medio de estos operadores de descenso es posible construir

todos los polinomios de la R I ( )ﬁ,, )\2 ) de R5 que son de mAximo
: | 2

peso en la RI ( My He ) de R4 y aplicando L ) Ls consecu-

tivamente sobre el polinomio de mdximo peso de la R I de R

A >\|' ’\?._ )\;)
e =M () RS ()

Para el caso de R, se pueden construir también dos opera-

i. e.

| A
dores de descenso: LG ; Lé definidos por la propiedad
e L - ! Mih, U b &1 P e T Herd (41a,b)
siendo k}{f‘;‘:5> un estado que pertenece a la R I ( )\,))1) AB )
de RG y que es de midximo peso en la R I ( M, HFe2 ) de R5 conte-

nida en la anterior. El método que hay que seguir para determinar a
1 2
Lé y Lé ya fué ilustrado suficientemente con el caso de R5

de modo que no repetiremos los detalles y citaremos unicamente los re-

sultados finales:
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Le= (A AAY - ATAZAL A A1)
FIATAL NN+ AN = (MDA (WA DA A
__AZ Ao (Az'A‘H) A‘L_H) 2/\1"!‘3) _ Az (/\.\ )ZAOI ZA +3>.
AN AT A NH2) - AT AS (N A AT A )
A% (AEAFDNFAR 1) (242 +3)(AZH1)
T AT NONY (N F A5 +2) (2 A% 43) (42)
TANG A (NZ-A 4 1) (A VA4 2) (2A% +2)

Ly = A AL AT Rt )+ A (W) - A2 NS A,

~(ANSA NS AL A ) (AHAT+2) AL AZ A 1) +Azz+2_) |
Los generadores A ::’ que aparecen en LL y LZ‘ se
construyen con los operadores d+ 5 Cl de la Seccién A ; este he-
cho es evidente debido a la ocurrencia del indice O . El polinomio de
méximo peso en la RI ( f,Hz ) de R. contenida en la R I

5
( )\,}).L) >\3 )} de H6 ge expresarad simbolicamente

Mz s k H “pa A X
] M Mz > N/\H LZ) 2 I( )‘l )z}> . . (44)
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CAPITULO Iv

CONSTRUCCION DE LAS BASES PARA R I

DE LOS GRUPOS R

SECCION A) EL GRUPO R 4
En este caso se construirid la base por dos métodos diferentes.
En el primer método la base se clasificard por la cadena candnica de
subgrupos R A s | R3 D R2 3 por lo tanto el primer paso consiste en
construir el polinomio que pertenece a la RI (A,,),) de R, ¥y que
es de mdximo peso en la R I ( «( ) de R3 contenida en la anterior.

Seglin se demostrd en el Capitulo anterior, este polinomio satisface a

— ~,
las ec uac iones
— [

CiP=0F , CiFeo , CPolldP (1a)
AP=LF , A°P=o0 (1b)
D'"P=D"P= p¥*p-p (10)

Emplearemos los operadores (:1+, A  definidos en (9-1I1), solo que

por comodidad en la escritura, suprimiremos el punto encima de ellos.

La solucidn general de las ecuaciones (la) es m
Mbal el sal, Ay DY AN AV
all 7 Ao’ Ho L ) 1
P- (8¢) (A\or) Z(ﬁ” ? AV A AT AL > =

(W=X4

De acuerdo con la técnica empleada en el Capitulo III , hay que intro-

ducir las variables
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Ko T 2MDL DY 5 X, =AAL +ALAS w8y A2 (3)

y reemplazar en el argumento de Z a los cocientes (Al /A ) y

B l/ or X”/ 12 xzr respectivamente. De est
A () /A AVZ, s Tesp + De esta
manera , la ecuacidn ,/\l P =0 nos dice que Z no depende de
(A‘°/A',> y ¥ la ecuacién A: P =P nos dé una relacién lineal en-
tre los exponentes de las 4 variables restantes que aparecen en Z . Se

llega asi a la conclusién de que la solucidén de las ecuaciones (la) y

(1b) es
] xfﬁ"annz l)‘z"’nz—”}

-l n n M
P=(a) 2 A e (8%) x" @YX @

V‘\nzﬂg

Falta ahora hacer que este polinomio satisfaga también a las

22
ecuaciones (lc). Aplicando 1) sobre P dado en (4) se obtiene

D"—'LP - ( ),Q Del+2 Z A

non
i ey ' 2"3

A-AL-20 0 -
.{nzufo@g,) B e el n;)(:( i 172 )(Zf

1o’ \o

Arf' ~n AR AYS 1zy ¢
+(l)\z|~Hz‘";)(ﬂﬁ‘”:’”i‘[) AII) 2n 3<A:z Wl =ny hy=2 m (A z)zxuj

Lo/
Mf-anng o, f)zi—nz-nB n,+l

~n n3 l) Ab/ (Alol ) XZ/ }

Igualando a cero este resultado se obtiene la siguiente férmula de recu-

rrencia para los coeficientes A, , |
. Ve g

U)Z\"ni"3)0)1]'”{”3")/4"]”zn;'(nzﬂ)(nz‘fZ) Anl)nﬁ_z)n} - (’73'}'()("3%'2) An‘—,)nz N +; O (5

- . F . ‘2 -
A continuacidn, aplicando D sobre P se obtiene

t < | '(—IAZ +‘
DTP = - WaDP + (e M s AL
nﬂzﬂ/z,
_ . \ /\,—i—zn.-n i MZI“”Z',’ ' 17 \"2
'{na O‘H)ZIH_M‘ n3)<Ao’) B(Axg) 3 X;? (A,g Xz!;

A ,sz - A |=nysng-1 172\ n
- z\'z 3
(sz’ zl—Hy Ny X” (A,O Xz[

lo

+(Del-moms) AeA=anr ) (2,)
Igualando a cero el miembro derecho, y suponiendo que P satisface a

P =0 , se obtiene la segunda férmula de recurrencia :
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(”3+*){)[-H)'J-znrnz)/é\mnz Ay +1 + D15 )AL-2nm5) A =0 .

ny Ny Nz
Por dltimo, aplicando ) sobre P se obtiene

B F Z- (—ﬁ-)zpﬂl’ ~ 2 —‘% D°P + (A'l)i_w

S Awagny”

Ay AEng
Coclateny ey AEl o n
14, 0-n) (L) W) X @y X"
LN L IR D _
v 215 O\ laneng) (Al,é) “ zc,,)l el X (Aﬂf)nz)(::’ I
RS 1Az]-¥,-1 "
t 7y (Nz-1) (AD,) J * (Alo) 2 "3 XH ( )”2*2 X::; 2
+n; (r‘l _{) (AI )Xri‘zm‘ﬂ; 17 ikz{—nz-n-;.,;z n; - '72 ﬂg'a
3 it AIW) 4X|; LA )(

to, rd |

P v i VEP I deani-ny=2 2\ Az]-n,1 Mz N

+Okan s )dan-tyel) Q) TR sl 1y Xzf’}

y de agui se deduce la tercera férmula de recurrencia :

Ui L= t) (A‘J—zn‘-ng.!)A" Ngiy n3+;)[ ilean- 5™ UAn iy 1 ()| ’§+2)An Mty +2
F Nt Ay, gz e TAOHOM)A, L 2, =0 %

La férmula (6) nos dd inmediatamente la dependencia de los

coeficientes A, .,n, con respecto al indice n, ; resolviéndola,  pode-

i3

3

mos escribir
A & y® Qut ] -2ni-n3 )
Mz Ny (D\a!‘nz- ﬂ;)! ('\l‘fﬂﬂr”g)) "3_’

siendo B, , independiente de n

v, (8)

1NN

3 Substituyendo A, . en la for-

ma anterior, en las férmulas de recurrencia (5) y (7), estas se transfor-

man respectivamente en

Bn‘ﬂl A (”z*'{)(“z“’z)Bn‘]n?_.pz - En'_l’)nz - O (5a)
(A2t ) (N2, +00) B o, +Bnnz + 404001 B, y, =0 ( Ta)
4
|
Si en (5a) se pone B =17 C“'ﬂz » la férmula de recurrencia para
Mz Myl

Cain, es
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C“l"z+Cn.)nz+z - Cnl_')nl_—._ . (9)
Usando la "condioién inicial" : C";"z = (O , se deduce que
Con7_+ CO,nln =0 y de modo qre se obtienen dos soluciones indepen-
dientes para C,, , que llamaramos par y non; a saber i
‘ U2
solucién par: ConL = ()7 Coo n, = 0,2,4,... (10a)

solucién non: Conz = ()7 Cm n, = 1,3,5,... (10Db)

El hecho de que las ecuaciones (la) y (1c) tienen dos soluciones inde-
pendientes ya habia sido mencionado en los Capitulos II y III ; aguf
hemos puesto de manifiesto como aparecen esas dos soluciones.

Poniendo n, = 1, n, = 2, etc. en (9) , se obtienen fdcilmen-
te férmulas explicitas para C\ﬂz . Cznz , etc. , las cuales sugieren

la expresién general siguiente

e ME)
solucién par: Cn‘nz :<')Z g -) (i) Cn,-k o (11a)
solucién non: C AL " n”"%)k 1 (11v)
nng " (=) * Z &) E) Cn.-}()l_

Estas dos expresiones han sido verificadas por el método de inducecién.

Finalmente, solo falta encontrar la forma explicita de los coeficientes

Cn\DEB"l\O y C'l.l = Bn\l . BEstos se determinan por la férmula (7a) y
la condicién inieial Bn‘)_‘ = Bn,)‘l: O , Que nos dan estas recurren-
cias

(_A‘—an— ')(.[>‘1|—?'n') Bn. o) + 4— (nl H) (Xl'n') Bn,+l ,0 =0
(>\.~2n.) (\)\J"Zn,-}-f)Bn‘)l + 4(”|HJ ()F”\)Bn,ﬂjl =0

Resolviendo, se obtiene
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n — Yy }
solucidnpar: Bmo =) s </\ : s I (12a)
“+ ?‘TI! (/\.' I‘Z'TI)H Oleﬁznl)”
solucién non: Bn ‘ :L_)"‘ ()1‘”‘)! (12v)

4" (A‘_zn,)ﬂ(ikzli--?—z_ﬂt_)_\i

En conclusidn, reuniendo los resultados parciales, la forma

explicita de los coeficientes A, ,,», en (4) es:

golucién par: = Q:X“+n2*n5 <Al+|Alr2”'i”3)f e |
/ M2y (g)-2ngns)l (A t-zn-nz) 5] (2m)
M\ﬂ(n,,ﬂz) k ‘
. A Geariilafes -
ko k! I - k) Ve k)l an 2kl
solucién non: 0 & o T ()\.+1/\zl—2f1.-'13).}n2.)
N, 2Nt =y
e S Oz (e heen-ng) gl )l

)
4° Du-moank)l Al (13b)
& k! (- k! U‘nrk)]. (M-2m, +2K)0 (2l -zn, 12 OM ' 0,1,2, ...

Una vez que ha sido completamente determinado el polinomio

3

I

(4) de la base de 1la RI (X)) de R,

( 1 ) de R3 , el siguiente paso en la construccién de la base completa

con maximo peso en la R I

consiste en la aplicacién del operador de descenso de R3 = R2

L \__ o . L ] -
/\c == ﬁo E-l . Aplicando este operador (1-m) veces sobre el poli
nomio dado en (4) se obtiene el polinomio general de la base, con peso
m en el subgrupo R2 .

El segundo método por el cual se puede construir la base de
la RI (X )}, ) de R

4
grupos SU2 X SU2 y Rd . Para demostrar la existencia de este

es aprovechando el homomorfismo entre los

homomorfismo, observemos que de los 6 generadores de Rd : A’, , [\g) A?
?

| -0 1 . . "
N\ o, Ax : _/\_9 se pueden construir estas 6 combinaciones lineales:


http:t'+yt7.tn
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M, 5/\_]6 M _ = /\_; M =21 (N +N,)  (40)
LA M= AL NEHASAY e

Calculando todos los conmutadores, se encuentra que los % operadores

)l

Hq tienen las mismas reglas de conmutacién que los 3 generadores del
grupo SU2 (i.e. las mismas reglas de conmutacién que los operadores
L+ , LO y L_ del momento angular), siendo H+ el generador de ascen-
so, M_ el de descenso , y Mo el de peso. De la misme maners se en-
cuentra.que los 3 operadores Nq también tienen las mismas reglas de

conmutacién que los generadores del grupo SU 3 y ademds se encuentra

2
que ocualgquier generador Mq conmuta con cualquier otro generador Nq,.
Con esto queda demostrado que efectivamente las algebras de los gene-
radores de R4 y de SU2 XlSU2 son homomérficas.

Una RI de §U, queda caracterizads por su méximo peso:
j = nimero entero o semientero no-negativo ; y la dimensidén de la R I
[J] es D =2j+l . Para averiguar que R Is {_jl ; 32}' de

SU, X SU2 estdn contenidas en la R I (A,‘)AL ) de R buscare-

2 4 ?
mos el polinomio P que pertenece a la R I ( Xu)kz. ) de R4 ¥ que
al mismo tiempo es el polinomio de mdximo peso de la R I { jl 3 jz'}
de SU2 X SU2 contenida en la anterior. BEste polinomio deberid satis-

facer estas ecuaciones

CP=\P , C;P=0P, C*P=p (158)

D\\P - D\ZP - DlZP :O (15b)
M, P=1Y, M,P=0, N,P=j,P, N P=o ()

Pero de acuerdo con (1l4a,b) las ecuaciones ( & ) equivalen a

./\'l?: U\'HI)F) j\j P:(j‘—JZ)P ’ Ale P — Z\’BP -0 (15¢)
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y por lo tanto, el conjunto de ecuaciones (15a,b,c) es idéntico a las
ecuaciones que aparecen al buscar el polinomio de méximo peso de la

RI (A,);) de R,
Cap{tulo II. Del andlisis efectuado en ese Capitulo, sabemos que las

, ¥ este iltimo problema ya fué resuelto en el

ecuaciones (15a,b,c) solo tienen solucién en estos dos casos:
a) si )tz),o golo existe solucidn cuando 3= 2"()*‘*')17_) y 32:%(%_)‘2)

y dicha solucidn es

i )\.’) >‘z
P= )" ™ (AL%) (16a)

b) si )\Z<.O solo existe solucién cuando 31:—‘%(,\*—&?_‘) ’ ;jz-;lz()f.;.uzo

y dicha solucidn es

2127 .4 K
P= ) (i)™ (16

Llegamos asi a la conclusién de que la R I ()\,))7_ ) de Rd corres-

ponde a la R1I {%(X.Jr)\z) 4 ‘_2(,\ l—)\z)} de SU, X SU, . La dimen-

sidén de esta dltima RI es D = (2j1+1) (2,j2+1) = (,\,+).z+;)()“_,\z+!)
= ()\!H)Z._ )é y el resultado concuerda con la dimensién de la R I
( Ag))?, ) de R

4 encontrada en el Capitulo anterior.

Para obtener la base completa de la R I ( >1;/\1 ) de R,
por este segundo método, podemos aplicar sobre los polinomios de méximo
peso de la R 1 dados en (l6a,b), los operadores de descenso de cada
ETupo SU2 y .. My N_ . El polinomio general de la base tiene

por expresiodn:
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a) Cuando A, 20

P hrz)

“ZL/\IE/\Z>_MZ >‘|’)2 \ Ay
"y My (A ;) <AI') (Avez

n|+”3 z(/\ Ag )by "' ST Z) My n N n
—N)M Z B)Z ‘ JB) (A—'l) -
nagny m‘Vl 'n; [()\ ) - n]l (A )\7) -m, ”ZJJ
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La forma desarrollada de este polinomio se obtiene de (17a) intercam-

biando my con m, , @ con -8 y escribiendo |>\1\ en lugar de Az

SECCION B ) EL GRUPO R

En este caso también propondremos dos métodos diferentes para

construir la base de la RI ( ), A, ) de R. . En el primer método se

p

ugsara la cadena de grupos R5 e R4 = R3 o R2 para clasificar los
renglones de la R I . El primer paso en este método consiste en encontrar
un polinomio que pertenezca a la R I ( >\, )\?_ ) de R5 ¥ que sea el
polinomio de méximo peso de la R I (rt, luz) de Rd contenida en la

anterior. Este polinomio satisface a las siguientes ecuaciones:
C'P=\P , CIP=0, C;P=)P (18a)
- \ -1 _
_/\_7_7_?:{*‘?) /\-I|P‘f4ZP) AZP:_/\.ZP~O (18Db)

D\\ P D\l P DZZ P 0 (180)
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El andlisis de estas ecuaciones es bastante parecido al efectuado en la
Seccién anterior para el caso de R 4 por lo tanto solo citaremos los

resultados esenciales.

La solucién de las ecuaciones (18a) y (18b) es

‘ ft W RS n3 zf‘z My 5' ",
P Az/‘ “"ZnAnnn 2) (A ) ( ) ” ) X2| (19)
- anm%Am A-m ! xll -;ZA Az -m . Al aplicar Dz sobre
te polinomi bti -
eéste polinomio se obtiene (A )f"’ Z An ﬂzn;
\"Iﬂz 3

N3

Mtz A-pzmn 20 ‘
‘%Q\{r‘fzﬂz‘”})@ff‘z‘"‘f“}'l)(Alzﬁ Z(Alo) e 3@*'2%) JarX 32 n ) Xz,

o Bethe | depeniciy o AR Mt g 2 g2
_nye ) @y s X (85)7 Xy,

=, P 1) n
Upthe=t QTR O (T 3 }
+Zﬂz(ﬂ2+ #Z)( \1?1’ (A\,,) (Aza Xu (AZ"I XZ[
Al igualar a cero se deduce esta férmula de recurrencia para los coefi-

cientes A, nyny 3

()‘1'1"'7-'2”1_"3)()\2-{“2 ﬁznfn}_l) A”' e iz

—(Ma+){ns+2) A”.‘l,ﬂl)ﬂ3+z + 2 (1) (1 + M2) Aﬂl gty = 0O (20)

A continuacién, a.plica.ndo D”‘ sobre P se obtiene

D*P=-2:p"P + )™ 3 Anwa

ny N3z

Ny n
iu_ﬁl 2n, ’73)(1\13“1 annserz)l“z ) )>\ A N 1@‘1 g Ky ang g X \Z_) XZ|3

. Ay ) % ny Nyl
+n3(/\'+)z—zn‘~n3+2)( 27;)" (A) Al na( z)himzn N3 X” (A‘Z 2y 3.

Esto nos dd la segunda férmula de recurrencia

(/\‘—H—zm—n;)(,\fh—znl—ns)Am"z"5+ (n;+|)(»\l+AZ+I~2n,—H3)AnI A O (21)

\
Por dltimo, aplicando 1)' sobre P se obtiene
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n, r‘lzn

.+ \ AF 2N ’\z 22Ny N 1z
*{Zn‘@)\ﬂ‘”‘) (A5 i 3(A°> it ’ Azs) 3 BX,, (2) Xzs

pien N3~ (2)‘{"‘2 z 5 ’h lZ i

1z patn
e e ML M L
\Z \ Xf ren 12 Yz [f2 <z l
AN T “3)( )f" 3(‘60) : Bl( 20) e n ) in
1 ) (8322 (T e ) X

) ) () T (g e ><,,”'( X

lo cual nos conduce a la tercera férmuls de recurrencia

ot MEpSAL 5

2_#\\(2>\\+3 Zn‘)An “7.“ +(/\ H" Zn‘ Y\3+2)(/\ Iu" Zl‘l, 3+l)An ln r’\ (M;-H)(ﬂ;'f-z)/\""11"‘Z)nﬁ+Z
-\—2(”314 (er"l"zn"r@"' )/A\n,—l)nl,nﬁ-l +Z(n3+| n3+Z)An,—|,nl—1)n3+z = 0. 22)

De la férmula (21) se deduce la dependencia de An.nzn3 con res-

pecto al indice n. ; esta férmula nos permite escribir

5
3 (>\|+Az+|‘2n1_n3’)-, : (23)

Ny V\1

MMz iy Ov 2= ) D 72727 13 g )

siendo B“‘“z independiente de n

3 Substituyendo (2% en (20) y (22),estas

dos recurrencias se transforman respectivamente en
B“lnz + 2(n2+\>(“1+'+f42)8n‘)n2+l - Bn.——t) nz : O (208.)
21, 2h¥3-2m) B, T (A pat3-20,820,) Nt ot 2-2n, an)Bn s B" o TO (228)

La (20a) se resuelve de manera andloga a como se resolvid la (5a) de la

Seccién anterior. El resultado a que se llega es

Nz 1 Ml%mﬂ (n ) B
B"\“z— =) nz‘-mzf,‘-‘z)l e s &) n.—k)o : (24)

l.os coeficientes L se determinan de (22a) empleando la condicién
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inicial Bﬂl il =(Q , esto nos d4 la recurrencia

an, (2\+3-21) By, o + (A petz-2n)(h Herz-2m) B, o = O
cuya solucién es '
oM (@M +z-2n)! |
B"~° =0 AL 1= (N, +part —zny ] T 0 ° (25)
en (19) es

En conclusién, el valor explicito del coeficiente A, a,
_L__)nﬁ‘ﬂr}-ﬂ; Lx\+A;+l“2ﬂ|“H3)[
= x
2O fr i) 0 a2 g | ()
(2) +2-2n, +2k)! (26)
k! kLK) Q1= 1+ O g ri-2n, +2K)

"z

n|ﬂzn3
/
mm{ﬂ.,nz)

k=o
Para terminar de construir la base completa de la R I ()\l )&Z)

de R debemos descender ahora a los subgrupos R3 y R2 . Esto lo

5 ]
podemos lograr aplicando los operadores de descenso de R4 = R3 y de
JEt3| D R2 , construidos en el Capftulo anterior. Con un cambio apropiado de

notacidén, estos operadores son

L, =2 (A A AN+ N A LA RATH) - (AA2 S NAATY) (a7a)
L2 AT+AS (270)

El primero aplicado sucesivamente sobre el polinomio (19), nos d4 todos

los polinomios de médximo peso en R3 contenidos en la RI (p, [Mz)

de R4 3+ ¥y el segundo, aplicado posteriormente nos déd los polino-

mios de méximo peso en R, » ¥ por lo tanto logramos asi la base completa.

El segundo método que se discutird para construir la base de

la RI ( )\. )\1 ) de R consiste en el empleo de la cadena de grupos

2
R5 ! R3 - R2 para clasificar los renglones de la R I . Sin embargo,

hay que aclarar que el grupo R, que aparece aqui no es mismo R que

3 3

aparecia en el andlisis anterior de la cadena candénica R5 ] R4 55 ) R3 wae
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El grupo Rj en el caso presente es el grupo formado por las matrices
de la R1I J[)(Z)(Rg) de dimensién 5 del grupo de rotaciones en
tres dimensiones; las matrices 5 X 5 de esta representacidn son orto-
gonales y constituyen un subgrupo de todas las matrices ortogonales

5X5 que forman el grupo R « Una desventaja de la cadena R_ DR

p) p) 3

es que en general ella no determina univocamente las funciones de la

base; es decir, wna R I de R puede aparecer contenida més de una

b)
vez en una R I de R5 yY €8 necesario encontrar operadores tales que
al exigir que las funciones de la base sean eigenfunciones de esos ope-
radores adicionales, se logre una clasificacién completa de la base.
Aqui no se atacard el problema de encontrar los operadores adicionﬁles;
las soluciones degeneradas que se encuentren, simplemente se pueden or-
togonalizar por el método de Schmidt. A pesar de estos inconve-
nientes , la cadena R_ D R ea la que hay que emplear en las apli-

5 3

caciones fisicas, ya que el grupo R que aparece aqui es el que tiene

3
por generadores a las componentes del momento angular orbital, y por lo
tanto en problemas en los cuales los eigenvalores de L,l y lﬂz

son buenos numeros cudnticos, estos niimeros aparecen en la clasificacidn
de los renglones de la R 1 .

Las funciones de la base en la cadena RS D R3 se indica-
rédn con la notacién \ :}) ﬁj“ , donde W sgignifica el conjun-
to de eigenvalores de los operadores adicionales necesarios para clasi-
ficar univocamente las funciones, L es el momento angular orbital, y
M es su proyeccién sobre el eje Z . Para construir estas funciones

i
m
empezaremos por escribir los 10 generadores de R_ : JA\W1 en una

5
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forma apropiada para esa cadena, a saber :

5 m’ =
:E m%(-—) zzm-m' 19> A\, F=1,0,~1 (28a)

z ml * '
TT=E Z e -3 TONL o T3 (2

Calculando los conmutadores, se encuentra que los 3 operadores Lq

tienen las mismas reglas de conmutacidon que las componentes del momen-
to angular, mientras que los 7 operadores T,r satisfacen las re-
glas de conmutacién de las componentes de un tensor de Racah de rango

3 , es decir
Ly, T l=zGirg g3 T,, . (29)

Los 3 operadores L son por lo tanto, los generadores del subgrupo
(2) "
.,D ( 3> de RS . De (28a) se encuentra que LO - ZAZ -f-A“

L1 es una combinacidén lineal de operadores de ascenso de R. , de

5
modo que el estado de méximo peso de la R I (,A, Az ) de H5 posee
la propiedad de que

) Az, kl )Z
| ma,x FESD> =0 ME;.‘.(‘FCSD> .

y es por lo tanto, un estado de momento angular definido: | = 2)&, +>\Z

L2 Seihak)

mMAax. FeSb

y de méxima proyeccién: M = L .
A partir de este estado construiremos los otros estados de
méxima proyeccidén correspondientes a otros momentos angulares conteni-

(3)
dos en la RI de R_. , por medio de un operador de descenso: ITT.LL:-

5
Este operador se construye de tal modo que aplicado sobre una funcidn
con momento angular I y méxima proyeccidén, dd por resultado otra fun-
cién con momento angular L° y méxima proyeccién. Como los generadores

.TQT' son los unicos que cambian el momento angular, podriamos suponer

(3)
que el operador ] |[ L/ €8 una combinacién lineal de -T_ . Sin
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embargo, estos operadores deben combinarse con potencias apropiadas de
L_1 para poder satisfacer las condiciones de que la funcidén resultante
sea de momento angular L° y de médxima proyeccién . El andlisis nece-

sario es muy parecido al eBctuado en la Seccién C del Capitulo anterior,

por lo cual citaremos unicamente el resultado final 14) :
| Y | ! | T+(-L’
z (;+r). (L-U+3)H L+ L+4)! > (31)
M, 27Dl (U (LU T)]

Por aplicacidén sucesiva de este operador sobre la funcidén de

méximo peso de la RI (A, ),) de Ry , cambiando los valores de L

y L° de manera apropiada en cada aplicacidén, es factible construir to-

dos los estados ‘Lu LL de la RI ( A, Az ) de R Aun

5 L
en el caso de que un momento angular dado: L° ocurriera mds de una vez

en la R I , es posible obtener todos los estados de momento angular L’

13)
aplicando el operador l l{ L sobre funciones con diferentes va-

lores de L ; los diferentes estados asi obtenidos deberdn luego ortogo-
nalizarse por el método de Schmidt. Finalmente, para completar la cons-

truccién de la base, habrd que aplicar el operador de descenso de RB:JRZ:

L - tantas veces como séjp necesario, sobre las funciones de mdxima

proyeccién que se acaban de conatruir.
Mencionaremoa ahora un método alternativo para construir los
v Az

estados W LF\ que se acaban de discutir. Este método consiste

en construir la matriz del operador L2 = :E: (=2 Lq L._q en la

MA e
base F\ZH1:> clasificada por la cadena canénica R5 = R4 3 R3 .
Los elementos de matriz de L2 en esta base se obtienen usando

8)

los resultados de Gel'fand y Zetlin para los elementos de matriz de
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los generadores de Rr con respecto a la base clasificada por la cadena

canénica Rr = Rr-1: Rr-2 «ss , ¥y Tecordando que las Lq , de acuerdo

con (28a), son funciones lineales de los generadores de 35 ; explicita-
\ o a2 z i = Z |

mente: L =-ZA;-BA% L,22A5+ A, , L ZEAT+EA,L.

Uns vez construida la matriz de L2 en la base candénica, se diagonaliza

y se calculan sus eigenvectores; las componentes del eigenvector asocia-

do al eigenvalor L(L+l) , son los coeficientes del desarrollo del esta-

P
do l M oA como combinacidén lineal de estados ; ‘("lefl-z .
w; LM y
T
SECCION C ) EL GRUPO R6 .

De nuevo en este caso propondremos dos métodos diferentes para

construir la base de la R I ( )\l )\z )3 ) de R6 . El primer método con-

siste en aprovechar el homomorfismo entre SU 4 y R6 y ¥ clasificar los

435U335U2 .

Empezaremos por demostrar la existencia del homomorfisme mencionado.
/

m
Con los 15 generadores Am mum’= 2, 1, 8, -8, -1, -2

renglones de la R I de R6 por la cadena de grupos SU

de R6, podemos construir estas combinaciones lineales:

Cl=s (AN -AL) Cl=L(AS-AL+AL)
CrR-AEA AR Ch=ihn-4, -Ay)
Cr= A £l =iy ch=A]
ci=A. €AY GEAT ”“"
cl= A, Cy=-A; Cs= L
Cr= A Ci= A CiEAL,
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Calculando los conmutadores, se encuentra que los 16 operadores (Eif
obedecen las mismas reglas de conmutacién que los generadores del grupo
Ud , ¥ como d::*' d::+ ﬂ:; +(£: =0 , los 15 operadores lineal-
mente independientes que quedan al considerar L(E:*CC; ) 8 =1,2,3
en lugar de las 4 (C: originales, tienen las reglas de conmutacidn
de los generadores del grupo unimodular unitario en 4 dimensiones: SU, .

4
(@?‘@,i) s =1,2,3 son los operadores de peso, G:él con s < 8’
son los operadores de ascenso, Yy ngl con s > s’ son los operadores
de descenso. Asi hemos verificado que las algebras de los generadores de
R, v de SUd son homomérficas .

Para averiguar la correspondencia entre R T de SU 4 y de

R6 , buscaremos el polinomio P que pertenece a la R I ( ). )‘2 }.5)
de R6 y que es al mismo tiempo el polinomio de méximo peso de una

BRI by, B, hy] de SU, contenida en la anterior . Este polinomio

debe satisfacer a las ecusciones
C\P=\P, CiP=)P, C3P=InIP, CFP=C}P=C3P= 0 (338)
D'P=D"P=D”P=D"FP=-D"P=D"P:0 (536)
(C-CHP=hT , (CF- CHP=hP , (C;-C;)P=hP ()
CiP=C/P=CiP=C'P=CP=C;P=0 ()
Pero debido a las definiciones de las (. dadas en (32), las ecua-

ciones (&) y ((3) equivalen a
N T=slhthdo)P, A P=3iheths)P ) AP =tlhthoth) P
AP=AIP=AP=AP=A°P=A’P=0 3
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Se llega as{ a la conclusién de que las ecuaciones (33a,b,c,d) son idén-

ticas al conjunto de ecuaciones que definen al polinomio de méximo peso

dela RI (A )\, \;) de Ry, y que fusron analizadas en el Capitulo

11 . Usando los resultados de ese Capitulo podemos afirmar ahora que las

ecuaciones (33a,b,c,d) solo tienen solucién en alguno de estos 2 casos:
a) si A;D0 , hy = DY S hy = A +); hy = A\, +4; , dicha

solucidén es

P= (o) " Pl (Azuf) (348)

) si M<o , b= A+, by =Add hy =) +4; , dicha
solucidn es
= VAN A |z Az +A3 Lz 1kﬂ
P={8)" ™ (&) (ALY (34%)

Hemos demostrado de esta manera que a la R I ()\, ),_ )\3 ) de

R6 le corresponde la R 1 D\ﬁ)il, X,+)\3} )z-k-r\;] de SU, . Las R Is

4
de SUA las estamos denotando por medio del diagrama de Young [hi’hz’h5]
con h:l. 2 h2 ?,]:13 20 . Una verificacién adicional de la correspondencia

anterior se tiene en el hecho de que las dimensiones de las dos R Is
puestas en correspondencia, son iguales. En efecto, si en la férmula de

dimensionalidad 9) para la R I Lhi’hZ’hj:] de SU y le€s

4
D = (hy-hys1) (by= hy+2) (hy+3) (hy-hyal) (8#2) (hge1) /12, se pome hy=)+hs,
hy =Xi+A3 by = A, +A3 , se obtiene

Dz (A=A +)AE ), +3)[(Xz+\)1— );][(Mz)l’ X J/JZ
1o cual coincide con la férmula para la dimensién de la R I ( A, A >i3 )
de R6 , deducida en el Capitulo anterior.

Para construir el resto de la base de 1la RI ( A )y )\3 )

de R6 se pueden utilizar a continuacién los operadores de descenso del
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grupo Unitario construidos por Nagel y Moshinsky 5) . El operador de
S
descenso L 4 8=12,3 aplicado sobre una funcidn de méximo peso

enla RI [hl,hz,hj] de U, , reduce en una unidad el indice h_

p)

y conserva a la funcién en méximo peso. Puesto que el polinomio (34)

es de midximo peso en la R I D\H’AL,)\JQ;) )1+/\3] de U, , aplicando

3

I
gobre él1 potencias apropiadas de los operadores de descenso L‘4‘ 5 L_i

3
\'s L4 , 8e obtienen todos los polinomios de méximo peso en las di-
ferentes R I de U3 contenidas en la R I [A,+XZ,A1+A3))Z+A;,OJ

s
de U4 original. La forma explicita de los operadores L_4 estd dada

5/
en la referencia (5) en términos de los generadores de U4 : d:s A
ml
Traduciendo estos operadores a la notacidén de las ZALM por medio de

la Tabla (32) se encuentran estas férmulas explicitas:
Ly = ASAS ) (A3-A2) + Ay AL (AZ-AZ+2)

“Ng Ao (N HASH) + Ag AT AL (358)
L2 = NG (NN D+ ATA . (35b)

|

LZ: Ao (35¢)

Una vez encontrados todos los polinomios de mdximo peso en
las R Is de U3 contenidas en la R I de U4 original, se pueden cal-
cular a partir de ellos los polinomios de méximo peso en U2 » por medio

de otros dos operadores de descenso :

Ly= - AS (A AL+ + A AT (368)
Li= A7 (360)

5
LS aplicado sobre una funcidén de méximo peso en la R I [qi. q2] de

U2 produce la funcidén de mdximo peso en la R I de U2 con el indice
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L disminuido en una unidad . Finalmente, por aplicacién sobre los poli-
nomios de méximo peso en U2 obtenidos por el procedim:iento anterior, de
una potencia apropiada del operador de descenso de U2 o ‘I:l1 g Aé >
se obtiene la base completa de la RI (), ), >\3 ) de R, con los
renglones clasificados por la cadena de grupos U3| D) U2 D U1 « La ex-

presién simbblica de una funcidén de la base es

)\"l")tl, >\,+A3) }7_'{*)\3)0

hy \h::izlﬂ; :NU\> (A) [ A/\e +A A]

(37)
datshs Nehhe,  dedzh e, At bt o
V0N TR0 S M e
A +)2'+k)q b
El segundo método para construir la base de la R I
()\, 5 )3 ) de R6 consiste en el empleo de la cadena de grupos
R6 = R5 = R3 para clagificar los renglones de la R I § el grupo H!3
a que nos referimos es el de las matrices nDtZ)(R3> . Esta cadena es la
de interés fisico puesto que aqui las funciones de la base se clasifican
con los eigenvalores del cuadrado del momento angular orbital y de su
proyeccidén sobre el eje Z . El primer paso en la construccién de la ba-
se consiste en la obtencién de los polinomios de méximo peso de cada una
de las R Is de Rg contenidas en la R I ()1, Ay )3 ) de R .

Estas R Is de Rs son, como demostraremos al final de este Capitulo,

aquellas cuyos indices (MK, H,) satisfacen las desigualdades

N2 2 2 M 2 D) (38)
¥ los polinomios de mAximo peso correspondientes, se obtienen aplicando

sobre el polinomio (34) potencias de los operadores de descenso
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L,; , l_z de R6 :)R5 , obtenidos en el Capitulo anterior. La funcidn
(34) es también la funcidén de maximo peso de la R I (),)Az_) de R5 i
de modo que ella se puede tomar como punto de partida para construir las
otras funciones de mdximo peso en R5 . Solo que hay que tomar en cuenta
que , como se explic6 en el Capitulo III, para definir apropiadamente el
subgrupo R5 de R6 y hay que pasar de la numeracidn de indices
2,1,90, -0, -1, -2 ala 2,1,0,0% -1, -2 , y bajo este cambio de

métrica la funcién (34) se transforma a

P ) )

\ 2
La forma explicita de los operadores de descenso l_é A L_é estd dada

(A|23 +L-A|7-3 28 >3><O (39)

_)Z l
(Al 210 T zio’

en (42-I1I) y en (43-I1I1). Una vez que han sido obtenidos todos los poli-

nomios de mdximo peso en R5 , €l procedimiento que se sigue con cada uno

de ellos es exactamente el mismo que fué deacrito en la Seccidén B de es-

. (3)
te Capitulo, es decir la aplicacidén del operador \ gt dado en
(31), y posteriormente la aplicacién del operador L en (28a).

Para finalizar este Capitulo, daremos una demostracidn de

la ley de ramificacidén (38) para R6 DR, . Para este fin, vamos a inver-

5

tir las férmulas (32) y expresar los generadores de R6 como combinaciones

lineales de generadores de SU, ; y ademds como aqui nos interesa el sub-

4
. gy )
grupo R_ , vamos a introducir los operadores (1 , (L del Capitulo

p)

III por medio de los cuales se obtiene explicitamente el subconjunto de

generadores de R6 que describen a R_ . Procediendo de esta manera, se

5

llega a estos resultados:
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A =HErEFBRED) =L (B-EHB-E)
A= B2, Ap(BREY) , AL=B, A=Ekg)
N=Br , AR ERR), AL, Acgpllg) | e

i

N=GE-B) . A= (EHE)
LB, AL =& B E)

(40Db)

NS =LLEEHEE)

Las A::’ en (40a) son los generadores de R5 « Todos los operadores
\ﬁ:’ en (40a,b) son funciones de a.,+ 4 a pero tal como se hizo an-

teriormente, por comodidad en la escritura hemos suprimido el punto encima

de ellos. Ademds estamos empleando la notacidn gf:’ en lugar de las d:/{':l

de (32) .

1))

Como es sabido

7
de las ecuaciones CzP:L\SP ) C; P:O s¢<s”, 8,8'=1,2,3

» las soluciones linealmente independientes

constituyen una base para la R I [hl’h2'h3] de SU, , y de acuerdo con

4
(34) esta R 1 es homomérfica a la R I (), )z ).3) de R6 si

hl = >‘|+)z 5 h2 = )\|+)3 § h:,’ =>\2+ )3 » De modo que el polinomio P
que es de méaximo peso en la R I (rt.);.z.z) de R_ contenida en la R I

5

(M Xz X;) de Ry, satisface a las ecuaciones

CiP=Ush)P, CIP=0M)D, PP, CP=0 s<s/, ss%1,23 (41a)
NP=4(ErE -5 )P=pF | A\ P=3(B-Livt-gP=p. P (411)
NP=E£P=0, NP=EE b0, AJP=£'P=0 ASP=5(E5ESP=0 (4t
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La solucidén de las ecuaciones (4la) es

P AZW;MBZ(A As A AV A‘é_)Aiii) 2

oA ORI 7
e AT AT DY AR T AT A
Definamos ahora estas dos nuevas variables
12

Dy _ X A ALy A4

— al2 tZ .22
X=2Aa-bas 0 AT AT T OATAT T A (438)
AR Y B2
3 . 12_3 ‘7_3 . = - Tz + (43b)
7 =0 DG A S EES AIW-; A A‘Zg A

Como Z en (42) es hasta el momento completamente arbitraria, las fér-

mulas (43a,b) nos permiten re-escribir a (42) como

P e AzéiA As X Y >
P= () ey ™ (3 3R St dronam) W

ra
Las variables A, , Alé , A:z; , X , Y , tienen la propiedad de

que cualquier generador de ascenso de R_ operando sobre ellas déd cero.

5

Al hacer ahora gque el polinomio (44) satisfaga a las ecuaciones (41lc) ,

—l '
se deduce: de AzP:O que 7 no depende de A*/A‘, , de A: P:O

12
que 7 no depende de Dia A'é y de A‘z?:o que 7 no depende de

z \
As A, yde ATF'—'O que Z no depende de AZ/A‘l . La solu-

cién de las ecuaciones (4la,c) tiene pues la forma

= 2 A g AT e

123
y al hacer que este polinomio satisfaga también a las ecuaciones (41b),

quedan univocamente determinados los exponentes n, ,n llegéndose al

2
resultado final:

B -)

R RTINS ] H2+3 X\~ - H2

@ T ey (45)
Del hecho de que los exponentes de todas las variables en este polinomio
deben ser no-negativos, se deduce la ley de ramificacidn para

R6 =3 RS dada en (38) .
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CAPITULO v

LA REDUCCION Un:)R .

A) EL cas0 DE La R I [n b, 0...0] DE U .

En este Capitulo encontraremos las R I del subgrupo Rn conte-
nidas en una R I del grupo Un . Para ilustrar el método que se va a se-
guir en esta seccibén, consideraremos primero el caso U3 =) R3 . Los

o
nueve generadores de U, son Q,,,’" m,m' =1, 0, -1 ; con ellos pode-

3

mos construir estas combinaciones lineales
AN =B ~BS , M=E-E . Als BB (1a)
o= B+ BI+ED (1b)
i O - o - o -
Q=L , Q=BYE', Q=38-H,, Q.2B+ES, Q=g 1

/
Usando las reglas de conmutacién de las g : se comprueba gue
= N2 \ o (O !
(.A'\\7[\o‘]_[\" > [A‘IJA;]: ’Ao ’ [[\'IDAo]_A\ (2)

. ) ! |
de modo que las operadores [\\ 3 [\_‘ 3 Ao son los generadores de un sub-
vl
grupo de U3 ; ¥y ain se puede ir mds lejos y afirmar que las Am gene-

Tan un subgrupo de 883 » ya que }{c conmuta con todas las A:: y las

/
Q + » ¥ por lo tanto los ocho operadores SLA: , Q 'L'} son los generado-

res de SU3 . Toda R1I de U'j es también R I de SII3 y pero las dos

RI [hl . h2 ¥ h5} y [hl - 1::.5 2 h2 - h3 . O] que son inequiva-
lentes frente a U, , son en cambio equivalentes frente a SU, . Debido a

3 3

esto, en el andlisis que sigue no se pierde generalidad si nos restringimos
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a considerar R I de U3 con h3 = 0 ; e igualmente méds adelante en el

caso de U4 consideraremos exclusivamente R I en las que h4 =0. El

subgrupo generado por las f\~1 se identifica con el grupo de rotaciones

en tres dimensiones; la conexidn entre los operadores Lm del momento
/

angular orbital y las f\,T es la siguiente
(- o 1 . ‘
ANzl N=glrily) |, Al=glk-il) o

Nos proponemos ahora encontrar un polinomio P que pertenezca a
une base para la R 1T {hl h2 O:] de U3 y ¥ que al mismo tiempo sea

el polinomio de méximo peso de la R I (X) del subgrupo R3 contenida

en la mencionada R I de U, . BEste polinomio P tendria que satisfacer

3

las ecuaciones

C\P=hP , C;P=hP |, C?*P=-o0o (4a)
'\P:)\P , A°P=zo (4D)

Las ecuaciones (4a) indican que P pertenece a la R I [_hl h2 OJ
de U5 , ¥ las (4b) indican que P tiene un peso {\} en el grupo R3

¥y que este peso es méximo. Si este conjunto de ecuaciones no tuvieran so-

lucién, esto indicaria que la R I (A) de R, no esti contenida en la

3
RI K-hl h2 O] de U3 ; pero por otra parte, si las ecuaciones (4) tu-

vieran n soluciones independiéntes esto indicaréd que la R I (A) de R

3
estd contenida n veces en la R I [-hl h2 O:} de U, .

3
11)

Bargmann y Moshinsky han demostrado que la solucién gene-

ral de las ecuaciones (4) estéd dada por

1+Zi \ \‘ -9 “z(h\"))"q #
P Z A (8 ) ()" K T2 (5a)
- \ A= "" + 2 k29l 7(h-
Xz\ 2 By ()T X\\( MoR Y (5b)

g-o
siendo | - -1 s

ol
— \ - v 2 i — | ) 2
>(\\ - %:‘A:V\A'M 2 XZ\—-Z A\W’\A“VYI P \7/22 - Z Amm/ A-M—M/

m=| m=1 m'z) (6)
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Como P debe ser un polinomio, es obvio que (5a) es vdlido solo cuando
(h‘-)) es par, y (5b) vale solo cuando (h,=)) es non. Las RI () de
35 contenidas en la R1I [h‘l h2 0] de U3 se obtienen tomando ca -
da término de la suma en (5a,b) correspondiente a un valor dado de gq ,

y dandole a la A todos aguellos valores que den por resultado un ex;
ponente no-negativo para todas las variables que figuran en P .

Vamos a presentar ahora un método alternativo para llegar a las
soluciones (5a,b); este método serd el que se aplicard en el caso general
de Un ) Rn . Aungque este segundo método todavia no ha sido demostrado
rigurosamente para R I de Un con ha £#0 8 2 3, los resultados
obtenidos por este método siempre se pueden verificar a posteriori, con-
firmdndose asi que se han obtenido los resultados correctos. El método con-

siste en lo siguiente: Se encuentran primero todas las soluciones elemen-

tales VU de las ecuaciones

Ctv=0 , AfvU=o0 (7)
las cuales son las dos ecuaciones de ascenso que aparecen en (4). La ecua-
cién C?U’:O queda satisfecha con cualquier funcién de A‘m ¥ A,\m:iu 5
y enseguida para satisfacer a f\iif:o estas deltas deben combinarse de un
modo tal que los fndices m inferiores estén todos contraidos por pares;

0 en caso de que no se puedan contraer todos los indices inferiores, los
indices libres deben ser: § 1, 6 10 en la misma delta. Se encuentra asi
que las Gnicas soluciones elementales independientes de las ecuaciones (7)

son las 5 siguientes
-} I
= ) vz - \ ! _ < VZ \ =ln z
U= 8, A%, X EZ AN, X, 25 AEAL V=32 2 A2
il (8)

Existe ademds esta relacidén entre las 5 soluciones elementales

QX-L\Y- = Xy (A\\E i "";._?(A‘\>l yﬂ_ (8a)

3
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La solucién de las ecuaciones (4) serd una combinacidn de las cinco so-

luciones elementales con exponentes indeterminados, i. e.

P: Q—ZY‘- Bq,n-‘ ( A\o) XH 7-l \723

perc debido a la identidad (8a), cualquier potencia de le se puede re-

P

n K4
ducir a la forma x’-'=%(A'uA\\o,X.,)‘/u)+Xz.ﬁ(A'.)A‘lE,Xn,‘fu)’ de modo que con
toda generalidad se tiene

ZBQV\'\ (Al\)“ A10> Xn \17.3

P: , - (9)
quB‘}n; ) (A\\O) ‘ XH; \fj_ :

Este polinomio con exponentes arbitrarios satisface automiticamente a las
ecuaciones C,ZP ‘—’-j\c'l P =0 s ya que cada una de las variables que
figuran en el polinomio satisface a (7). Al hacer ahora que el polinomio
(9) satisfaga a C: P:LHP, C:P:,’\ZP v A\,P =P se obtienen tres
relaciones entre los exponentes indeterminados que permiten expresar a
tres de ellos, por ejemplo n.l s n2 ¥ n.j , en funcién del exponente res-
tante: q . De eata manera se llega precisamente a la solucién dada en
(5a,b) .

Aplicaremos a continuacidén este método de las '"soluciones ele~
mentales" con exponentes indeterminados para encontrar la solucién general
al problema de la reduccidn Un =2 Rn en el caso particular en que la
RI de Un es [hl 1:12 0 «ce 0] « Empezaremos por analizar el caso

U2n+1 | R2n+1 « Las ecuaciones que P debe satisfacer son
C\P=hWP , C;P=h,P , C*P=0 (10a)
NPz =AP= = AP0 s=1,2,..0 (10%)
A P=AP s=12,. 1 (10c)

n-S+i

m’ m' -
donde las Z\M -_—-_\gm-ﬁ '", m,m' = n, n-1, ..., 1, 0, -1, ..., =n  sON
-m
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los generadores del subgrupo R, ., de Us,,q © Las ecuaciones (10a)
indican que P pertenece a la R I Y_hl h2 0 s 0] de U2n+1 ' Y
las ecuaciones (10b) y (10¢) indican que P es el polinomio de méximo
peso de la R I O\‘ )\1 )\n> de R2n+1 que estd contenida en la an-
terior R I de UZm-i . Las soluciones elementales U para este pro-
blema, son aquellas que satisfacen a C'z V=0 y ademds a todas las e-
cusoionés (10b) . La ecuacién C?‘U:O queda satisfecha si 1) es una
funcién arbitraria de A:,., y de A,\“,::n 3 ¥y para satisfacer a las e-
cuaciones (10b) hay que formar combinaciones de A‘m y At\n’}n" en las
cuales todos los indices inferiores estén contraidos por pares, o en
caso de que no se puedan contraer todos los indices, los que queden li-
bres deben ser : 6 n, 6 (n,n-1) en la misma delta. Se encuentra
asi que las soluciones elemennta.lea son
VAL, B, WBE MAL , X, 28 AL
-n -n
R 22 BopBnm , LB 2 KL A } | "

mm=n

Existe la siguiente identidad entre las soluciones elementales
k4 _ X ) A2
(X11> - Xu xzz | (A”> Yz?_ e

Escribiendo a continuacién la solucién de (10a,b,c) como un po-
linomio en las seis variables que aparecen en (11) con exponentes indeter-
minados, y teniendo en cuenta que debido a la identidad (12) cualquier

n A
potencia de X,, se puede transformar a Xai = ﬁ(ﬂn,lu,Xu,‘fu)‘i'xu{'Z(A‘.\)Xu,xu, u)
se tiene como expresién més general
My n n 4]
\ T 3 4 $
P—- ZAQM (A“) (A'\I’\-l) XH le yz.l (13)
N, Mg e, ?
/ \ vl\ \ 'Z z
le ZAQML (An) (Ann—\) xu Xzz \/11
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Debemos ahora hacer que eate polinomio satisfaga a las ecuaciones
C"P:h? Czp:l\ P, v a 1as (10c). Con respecto a las (10c) se en-
cuentra que todas las An_ssjllP:AS? con 8 =3, 4, +eo, n 8e satis-
facen automdticamente con )xz=>s+: -'~=>\n=0 . Queda entonces unicamente

el problema de hacer que =1 polinomio (13) satisfaga a las 4 ecuaciones
C\P=hT, C;P=h,P, A:P"‘)nP Vi A:::szlP
Estas ecuaciones establecen ciertas relaciones entre los exponentes in-
determinadoas, las cuales nos permiten expresar cuatro de ellos, por e-
jemplo Ny, N, n3, nd, en funcién del exponente restante: q . Se lle-
ga asi a la conclusién de que el polinemio que satisface a todas las e-

cuaciones (10a.,b c) es

A
LAM-) ZA A )\l'l7_+2€}-XzU\ A)- szh A)- g\/uit
P= (14a)

Arhat
2\ Ann-) ZA (A ) Zq é}XIUA /\ i\/zi (140)

Como P debe ser un polinomio, se deduce que (14a) se aplica solo cuando
Um\')\) y U\Z—>\7_) son simulténeamente pares; y (14b) se aplica solo cuan-
do (h,-%) ¥ (k7 A:) son ambos nones. Recordemos asdemés que se encontrd
antes que >\3:>\+:"‘ = ),‘: C , de modo que la R I [hl h2 0 wie 0]

de U contiene solo R I de R del tipo (A, A, O ... O).

2n+1 2n+l

Los valores de (>\, /\z) compatibles con una pareja dada de (hl h2)
ge pueden deducir de (1l4a,b) tomando cada término de la sﬁma y déndole a
X., >\z todos los valores posibles que hagan que ese término sea un po-
linomio, i. e. Qque los exponentes de las variables sean no-negativos.
Para demostrar que los polinomios (l4a,b) con la condicidn acabada de men-

cionar, constituyen la solucién completa de las ecuaciones (10a,b,c), va-

mos a efectuar un andlisis parecido al que se hace en la referencia T)
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para el caso de U3 = R3 . La solucién de las ecuaciones (10a,b,c) ob-

tenida por un método sistemdtico andlogo al de la referencia 7) es

P'—‘ZB‘,(AL)} Tk"ma:.)'\ i X el =2B.P . (15)

-
Si consideramos todos los monomios Pr con exponente I" 2 O no obtene-
mos todas las soluciones posibles de las ecuaciones (10), ya que existe
la posibilidad de formar una solucién aceptable de (10) por combinacidén
lineal de dos o més Pr que separadamente no son soluciones aceptables

de (10). Por ejemplo, usando la identidad (12) deducimos que
A-hpt2 hy= X )1y ¥
\ * vz z( )
P ? =zl (&n) M*) Xn X : XZI sz
y esta combinacidn lineal es un polinomio ain si A‘( lqz , mientras
que las Pr separadas son polinomios solo cuando >\\>/]nz. Con el obje-
to de evitar posibilidades como la acabada de mencionar, transformare-
mos la solucidn (15) de la siguiente manera:
At Hhi W)=y 3tk - v
3 A, Q)T (k) X Eh Ry
Mhy
Xy AL (B

E:]‘meri} expresién es equivalente a los términos de (15) en los

X‘LY (16)
a,
rA
(M_)zxﬂu 1)- Xzin A1) - TX (16b)
.

La

que K21 tiene exponente {ﬁgﬁ}- . Usando (12) podemos escribir

. ch (A‘n)quy? (Xu le)r-gr y substituyendo esto en (1l6a,b) estas
se convierten en las expresiones (14a,b). En esta dltima forma no se pre-
senta la posibilidad que habia con las (15) de formar un nuevo polinomio
independiente por combinacién lineal de dos o mds monomios Pq . Pi-
nalmente, mencionaremos que en el caso n =1, i. e. para 'U3 D R3 »
se tiene X,, (AM- = (AJ{) ¥y la solucién dada en las ecuaciones

(1l4a,b) coincide exactamente con la solucién (5a,b) encontrada anterior=

mente.
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Veamos ahora la reduceidn Uzn 5 R2n y en el caso particular
en el que la RI de U2]1 es [hl h2 0 «.o 0] . El andlisis es muy
parecido al caso del caso U2n+1 | R2n+1 que se adba de discutir, de
modo que no daremos muchos detalles. El polinomio que se busca satisface

a las siguientes ecuaciones

C\P=hP , C;P=h.P , CiP=0 (172)
<1 _ =SHy
AS'P= =AP=AP= = AP0 e gy

A“ SHP A P s=1,2,...;N. (17¢)

N-S+1
Las soluciones elementales 1) , que satisfacen a C1U‘:O y a (17b), son
— = \ ! )
{AY]) Ann\ 9 x“”‘m% AmA—m ) X 2 A A-M )
I 5
= _Zﬂ Al‘np?;'i A\:\—m 3 \7 Z Z Amm’A -"= V"l' } (18)

MV\MVI

y estdn conectadas por la identidad

27
%2)°= Xy Koz = 2 (AR) Yaq (19)

La solucidn final a la cual se llega es

\ +22 S, (o), E
(MY Zl\ (0,3 1Hx( ”‘XZL‘ " (208)
- 1& A0-4 y il ha )4

xz\k v\n\) E‘A#( ) 'CYF'X 77_7_ (20b)
y se obtiene el resultado adicional de que )5:)4: ---:).ﬂ=O . Obsérvese

gque la solucién del caso U2n b | RZn resulta idéntica a la del caso

u DR s excepto por el hecho de que en las variables definidas

2n+1 2n+1

n (18) la suma sobre m no incluye el valor m = O. En el caso de n=2,

i. e. U DR las expresiones (20a,b) deben modificarse, ya que

4 ’

Xu“ ZA A;ll y esto se combina con 1la Az\ de la izgquierda para dar
vz .1“1 . s

L& ) ( 1-,) . Sin embargo, no escribiremos la fdérmula resultante ya que

esta es simplemente un caso particular del resultado que se obtendrd en

la siguiente Seccién.
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B) LA REDUCCION U4 2 Rd EN GENERAL .

Lo que se intenta ahora es encontrar la solucién general de

las ecuaciones
C,Bzhit , 2Pk P , GGP=kD
GXEre , ClPzo _; CilP=0

(21a)

(21v)

AEP=XRP , A'P=WP (21c)
AP=0 > /\__Z' P =0 (214)

Utilizaremos el método de las "soluciones elementales" 1) , las cuales

son soluciones de las ecuaciones (21b) y (21d). Las ecuaciones (21b) que-
\ 2 3

1 b2
dan satisfechas si U es una funcién arbitraria de Am, Am m’ 5 Amm’m" 3

y para satisfacer a las ecuaciones (21d) hay que formar combinaciones de
estas deltas en las cuales todos los fndices inferiores estén contraidos
por pares, o en caso de que queden algunos indices libres estos deben ser:
6{2), 6 (2,1),6 (2,-1) , 6 (2,1,-1) en la misma delta. Se llega as{
a la conclusién de gque existen trece soluciones elementales que son las
giguientes -
_ \ (2 12 123 _ =k
U_{Al) Az\7 Az—\pAZ\‘l P X“:MZ*'ZA:“A_\M
= S | ey ZE A%l 1 a2 & PR 4k 2
K. Z2 MomAom , X023 AEEAM, 123 3 AnZi A
2 om=2 ! m=y 22 2tz
VZ L 12 Li) VT3 [ 2 \ _ 123 (22)
ngz%zAlmm'A‘m‘M' 5 Vsz[ EZAZT—1 m Am"'ﬂA"ﬂ‘l/) 233: ZA e 3 }

" =
wmf ! et M-’y 11

Estas soluciones elementales estén conectadas entre si por varias iden-
tidades; son de especial importancia aguellas que expresan el cuadrado de

una variable en funcién de otras variables. Estas son
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LXZ‘)Z= 2 A2t AL o (A Y,, (23a)
M=ot AL, - (AL, e

(4O ) = - X 2= 5 OG0T (230)
QY = - T @)X, Zs;-z*(xéU 72 (230)

El polinomio que buscamos serd una combinacién de las variables
que aparecen en (22) con exponentes indeterminedos. En la expresidén final
para este polinomio, por razones que serdn explicadas al final de esta
seccién, debe aparecer una suma sobre dos indices mudos: q s 9 - Como
las ecuaciones que faltan por aplicar: (2la) y (2lc) son cinco en total,
propondremos una expresién en la que figuren siete exponentes indetermi-
nados, las ecuaciones (2la) y (21c) establecen cinco relaciones entre
los exponentes , las cuales nos permiten expresar a cinco de ellos en
funcién de los dos restantes. Debido a las identidades (23a,b,c,d) se

presentan estas posibilidades
1
p- ZAW(AMA DRI ‘ZT‘;) X,l

Y;z (24a,b,0,4d)
XZ|\{31
RSP T
P: {1-)' zA 3(A1> (Al‘ (LH)B(A‘?A—?) Xllg 722 ZZZ‘ (24e,1)
EXA
22 e 5% 9
? - \/ ZA (A?—> A?.\ (X‘ )> 2\—\)4-)(“ \/22 2332 (24 gqh)
721

BEn los casos (24e) y (24g) el exponente n3 debe ser ;; 1 pues si

fuera cero, el polinomio seria idéntico al (24a) con n, = O . Al aplicar

3

gsobre los polinomios (24) las condiciones (2l1a) y (21lc¢), los exponentes

nyy Ny n3 » 0,y n5 quedan determinados en funcidén de 4 » 9y llegén-

dose a estos resultados
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P Z Aq-ﬁ (AZ gr”? A\?.:ll)l'iuﬂ{l@.-)\?.)_q- ( '-'Z)Z(L\ }f13+x,_) ‘3.
(/.‘.\.\‘23 L’l Z%z xzu( )\ g.‘#-_,_ Yq-l Z #1
gk 1 22 53
e Xz\ZAH (AR g g hg byt ) g(ALAZ‘)—'(k-\q-)rI)—g
-24, heATD-9-%
(A ol X! v, 23}

= A hotl429429, | o zghhetAs D= 0 2 bk A1)
P‘S_YSZ%ASQ (%) 3 (Az e i (M)

2?- \ U‘ A i— g?. ?' gz
(Au \) )(u \/11 233

; kb d1-,
P o XZ‘YQ. Z‘A\%% ( 2) ?-+"+19f+2q’ ( )lu" L’?,*)‘l) ™ ( 2= \) - ) &

\ 2 \n 2@ | ‘LU‘ >‘ 1 ?9& z
’ (A ;> XH \f 233

zi—1

)\ \11+2.‘f-+1?{»1 = .: “ZE’]-‘ Re” \nf)\z‘z‘irl%
P % A‘%ﬂi( ( 21) . (All:%
(;\) )x bty 29, Xﬁ hthy hy-Arda)-240 %, \/‘h
Ahg a2 dshgl2g L kTR,
E= ‘/iif 5 Agg, ()™ () SR
(+)> L\ 'Hﬂ;'l’?-ffx I"_Hq l@k Az) 291' 29?7_7?‘1 Z
Xh';_ g‘ \ hfl’l'—z LT A""L(?_Z‘Z
P =2 Mg 0 NS AL N V)
L(xE >>\ hz+h3+29ﬁx (hith - A2 )-290 4, \/31 ;%‘
31
P g ZA% (A ).,+I\n+2‘-’r“‘-7' <£1hfhs~t zeﬁ(Al” Z+L\ 2929,
3z| 1. \Az -1 211

A hgrhy g, | Tlhiths T k)29 9014 3@
' (X3\> X y



Los resultados obtenidos por medio de eatas férmulas se pue-
den verificar fécilmente por el método de la dimensionalidad. La dimen-
sién de 1a R I (A},) de R, es DAL= (0 +1) —- >\7z’ y ¥ la suma
de las dimensiones de todas las R I de R 4 permitidas por las solu-
ciones (258,...,h) debe ser igual a la dimensién de la RI |h, h, h, 0]

de U4 , la cual es

x (h3 + 1)/12 .

3

Finalmente explicaremos porqué en las expresiones (25) debe apare-
cer wia suma sobre dos indices libres. E1l mimero de operadores necesarios
para determinar completamente los renglones de la R I [hl h.k O...O:l

de Ur es NU

= k(2r -1 - k)/2 , y el nimero de operadores necesa-
rios para definir una funcidén perteneciente a una base de la R I

(A\ . ">\ko O) de R, es Np = k(r - k). Entonces, si los renglones
de la R I [hl...h.ko...O] de Ur van a sgr clasificados por las dife-
rentes R I ().l )\kO...O) de Rr que contiene, el mimerc de operado-
res adicionales que se necesitan para completar la clasificacién es

. 18
N, ~ N, = tk(k-1) =i k< 1%
| .

“i(zf—1—k)k —'4*_{7' Stk>[§])\' pay (26)

N Q\J )mnx - Lz(zr_1_k>k_ #{Y—l_w 51 k>L_‘%]‘r nor

Para k=3, r =4, que corresponde a la reduccién general U

ADRA"

se deduce que son necesarios dos operadores adicionales. Para k = 3 ,

r 2 5, que corresponde a la reduceién U D R, Y25, cuando la R I

de Ur es [h O... O] , se necesitan tres operadores adiciona-
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les. Los dos operadores adicionales necesarios en el caso de U4 2R
12)

4
han sido determinados explicitamente por Moshinsky y Nagel , 1lamé-
moslos L y @ . Al imponer la condicién de que los polinomios

P en (24) sean eigenfunciones de los dos operadores Q y Qé , esta-

condicién suplementaria determinard la dependencia de los coeficientes

A%n41 con respecto a 9 ¥ 9y ¢

C) LA REDUCCION Ug P Rg

Este caso es de importancia en la teoria del modelo de capas
nuclear, por lo cual daremos una discusién de el. El caso particular en
que la RI de U, es [h1 h2 0...01 ya fué analizado en la Seccidn
A de este Capftulo; el resultado estd contenido en las ecuaciones
(20a,b). Para el caso de la R I {th h2 h3 0 0:] de UG aplicaremos
el método de las "soluciones elementales" , solo que no llegaremos a
obtener una férmula explicita para los polinomios como se hizo en la
Seccién B para U4 2 R4 . Mé4s bien lo que haremos serd construir,
en términos de las soluciones elementales, el polinomio de méximo peso
de cada R I de R6 contenida en las R I de U6 que son de inte-
rés en el modelo de capas nuclear. Estas R I de U6 son aquellas
que corresponden a diagramas de Young en los que el mimerc de cuadros
en cada renglén es menor o igual a 4 , y en los que los renglones supe-
riores tienen 4 cuadros si el nimero de particulas es suficiente.

Las soluciones elementales para este caso son aquellos poli-

nomios UJ que satisfacen a las ecuaciones
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Civ = C3>v = C2vV =0 (27a)
A ! _ -1 _ -2 — 1 - Aoy ‘
NV=A U= A, V=AU =N\, U=\, Uu=0 (2m
Las ecuaciones (27a) quedan satisfechas cuando {) es una funcidn ar-
V v 2 V.2 3 .
bitraria de Awm , Amm ¥ A ' w3 ¥ luego para satisfacer a (27b)
estas deltas deben combinarse de tal modo que todos los indices inferio-
res estén contraidos por pares, o en caso de que queden uno o més Indi-
ces libres estos deben ser: 6 3, 6 3,2 , 6 3,2,1 , 6 3,2,-1 ,

en la misma delta. Se encuentra asi que, cuando la R I de U6 es

[ h1 h2 h3 0 O:] , exigten estas quince soluciones elementales

-3
_ { 2 123 1z 32 _ |
U’—{Aa, Azz, ABZ[ ) 32-1 XH:: Z}A\M A—M 9
m=
=3 V2 | __‘; 123 g0 _—} vz 3 4
XI\EE AP A-r ) X3|: 2 Nyzm A » Xaz :M% Dszm Ds-m
m=3 -

M:; =

_ 2 12 ,V Z Wy 12 — 1 A (2
Xu'—‘m% A;m A;-m 5 \/ZZEMZ‘M’AMM'A-M-‘M’? \/Bz:zm%, ZMM’A—m—m'

— V2% 12 % — V23,2 |
\133: Z: AS mm/ A;-m-m' = ZA'),ZM Am'—m A-m'
mwm mm

(28)

2 32
T — 2
o= 2 AL D Ay 2= T Al A |

El paso siguiente serd formar todas las combinaciones posibles
de estas variables, que sean eigenfunciones de C:i con eigenvalor hS
s =1, 2, 3 ; el peso que tenga cada combinacidn con respecto a R6
gerd al mismo tiempo el indice de la R 1 de R6 de la cual esa combi-
nacidén particular es el polinomio de méximo peso. Para facilitar el cdl-
culo es conveniente tener a la vista la siguiente tabla que mfStra los

eigenvalores h8 de cada solucién elemental, asi como su peso con res-

pecto a R6
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i

As [loo]
X, [200]
Pt [1ho]
X,, [z10]
Meat T4
AL L]

. [220]
‘7

% [220]

Pese en R,
(100)
(co0C)
(,10)
(100)
(111)
(i A4)
(2 00)

(c00)

I [k‘klhsj
X3 L211]
732 Lezt]
X3, [221]

L221]
[222]

[222]
(222]

Zss
53
7331

FeSn enRé

(11o)
(110)

(z10)
(110)

(000)
(20 o)
(z10)

Una vez formadas todas las combinaciones posibles de soluciones

elementales que tengan eigenvalores dados }:11 ‘h2’h3 , en caso de gue

resulte que alguna R 1 de R6 aparece mas de una vez en esa R I de
U6 , €3 conveniente verificar la independencia lineal de los correspon-

dientes polinomios de méximo peso. En esta verificacién son ttiles las

giguientes identidades entre soluciones elementales
z

x-u = X Xu_ - \‘z' (ADZ yzz

T \
\751 =3 ‘Z X2z 233 + a Yzz \133

z ‘ 2 ke e 4
\731\ - _\é: <A3:“)ZXH 233—« If x3| Y—a i Aazn A“éz—a xn\/zz
2z 123

A \ <
X}l = Z XIZA?;Z!ABZ-\ - LZ CA?vZ?.) y;;

] z 2 123 AVZ3 'Y AL B
\/33}: $ )(3\733—%(‘5;) 235A31\A32"‘ AR

HR =)

(29)

i

Estas identidades sirven para eliminar inmediatamente a cualquier com-

binacidén de soluciones elementales que contenga a Xz_|) .ng)"/n; \fg ‘/33{
7 13219
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'a una potencia superior a la primera; en algunos casos hay que utilizar
otras identidades no contenidas en (29). Otra verificaocién de los resul-
tados obtenidos es por medio de la prueba ie dimensionalidad: la suma de
las dimensiones de todas las R 1 de R6 que se obtengan debe ser igual

a la dimensién de la R I [hl h2 h3] de U6 . Estas dimensiones son,

para 7+ DO =iz Mt DO ) [0 = 25 [Oas™ X1

hl—hj+j~i
para U6 : XD(k””"MG):\g?;jgg (___Tr??___)

Por el procedimiento anterior fueron obtenidos 1los datos que
figuran en las Tablas siguientes. Los numeros en el cuerpo de las Tablas
indican el nimero de veces que una R I de R6‘ aparece contenida en la
R I de U6 indicada & la izquierda. N&tese que las dos R I (A‘VAZ)A;)
y (A\))z)")3) con A;ﬁbC7 giempre aparecen simultédneamente, y se in-
dican en la misma columna de las Tablas.

A continuacién de las Tablas se presenta una lista de los poli-
nomios de méx:;mo peso en R6 , para algunas de las R 1 de R6 C U6
seleccionadas de las Tablas. Estos polinomios se expresan de dos maneras:
primero en funcidn de 1os operadores bosénicos Cl;;s usando lias va-
riables (28); y luego estdn dados también en funcidn de operadores fer-
midnicos L’;;S que se definirén por medio de las férmmlas (1) y (21)
del Cap{tulo siguiente. Este gegundo modo de expresidén es el que se utili-
za en las aplicaciones a problemas de Fisica Nuclear; asimismo por razones

5 2 ‘@LZ)(Rs)

de modo que usamos los fndices 2, 1, o0, -1, -2, O para las coorde-

fisicas las funciones deben clasificarse segin los subgrupos R

nadas del egpacio orbital en el segundo caso.



R-I.R,— (100)

Divension—> 6

RLU,
Dim Ensu;ﬂ \

(11x)
10

(210)
64

(221)
70

(300)
50

(31%1)
126

(320)
300

(32%2)
140

(33%1)
270

(410)

334

(4211)
£30

(430)
960

(44t1)
Tro

6t 1)
56 3] 1
0 [21]] 1
20 1)
so4 [411] 1
420 [322]
336 (311]
1764 [43]
2520 [42)
4704 [441]
5830 [432]
Fose [443]
o030 ©421]

==

— = e e

N = N N = = e

N o= e

o

W= = — =

8




R.1I. Ry —>(000) (200) (220) (310) (230) (400) (420) @3t1) @40) €414)

Dimension=> 1 20 %4 175 300 105 729 271G 225 165
S ( + 222 T\ t t t 12) e
Emiﬂ?i\l “’lg ) (2“*—50 (35> (3225 e) ¢ ?s;) @232 (432{ . R GZ{,’
¥ 21 |1 |
5 (1] 1
126 [4] | 1 1
210 [31] 11 1
105 [2z] | 1 1 1
to5  [211] 1 |
124 [42)] 1 2 1 1 1 1
R40 (4] 1 1 1 1
1764 [44]] 1 1 1 1 1
4410 [431) 11 1 1 2 11 Lol 1
2520 (422]] 1 2 2 1 1 1 1 1 1
7056 [442])] A 2 2 1 1 { 2 1 1 1 1
5040 [44W] 1 1 1 1 1 11 { 1
4410 [433] 1 1 t 1 1t 1 { 1 1
4116 [444] 1 1 1 1 1 1 1 1 11
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Con el objeto de abreviar algunas expresiones, emplearemos la

siguiente notacién para algunos polinomios de la lista:

. R "
+ 1z -k
oz V2o -
Aa{ﬁ'YA‘"‘V“ i Tt A""‘s"' B
o e | & =
(A v Doywg .+ By Dumy Bpw -+ oy By,

V2 1 2 V2 . e 1 |z -
A1mz Argmg A”ml'“ Aﬁmz"' Aokmg--» Aﬂm\”'ARMi" A‘TMS ) ]
Finalmente debemos mencionar gue los polinomios de la lista no estén

normalizados.

R1 [.1.] Afi Iurs
P=a.
(10 C)> P' = [&;

R I (2] de Ug

P:ZA;"A"F > ﬂ:z)i»efaj'lfz
PL

000 /
( ) P/:z(_')mA‘ - 7 m:z)1101—11_¢210
m

m -m
P = (AL
o {27
RI Ml de Ug

(110)
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R L [3] CIE Ué

P = (ay)
3
(OO)WSP’: Ayl

P=2;2 Audg
(100) , g
P -~ %:(*) AZM_M

RI [21] de Ug

- | Iz
(210) {P" A2 Azl
P'= 83
[(P=2 AL A,
(1oo)i , : ‘ZJA ,
P=206) VLW

P'= 2 AL 2 S

m-mm' -pm’
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R 1 LB\] de U6

P = 47 (4%)
i %Pf AVIA

{P =AY ZAp D
@00 b= Teragnl by

P=Ay 2 Ap by
(110)

P = TOALL AL - Al s by

R1 (221 de Ug
P= (A}
[’120) P;: A\?. A\l“f.

P=T AL Aéi

(200) 2

j{ A‘{.izc &,
P=FALEEA
P'= (T A:n 3
RI [z211] de U

P A;?“BeAz
P=A A A

(000)

21 M

F=3Ya"A05 AZA\

28T A
(110) %
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(41 {P= AL (ALY
O / Brd
"1E'= Azzz Al
— AN | =2 !
P’— LA2> mz IAZS A“f‘
Pz 29" A A
. 12 | } 1
(210>%PI- Aaézz‘fgfv#\ 1234 41
P=2uv (Azzm—mﬂ.“éum-mAz)
D=2 A A Ap Al
(’IOO) PI: ZG)”H_M/AI 2 3 4 Al
m-mwm’ -m’ L2z

(2060) %

RT [22] de U,
P=a2)Al
o {5 n A
P= ALt ZALG A
O] P s (a2 - A A
! (I bz
(200) { P=4; 2 AZ#ZAZ-/*‘ )
El: Z(”)MA‘?.zfAm-m
_ | I 2 1 2
(wo){E =4 2 Af/‘f" A“ﬁ“/"
P'= SEM AL 23 a1 g

2m-w AM'-M"

RI [42] de U,
P=(a%) @y
<4ZO> {Ef: A\%S%A‘Z
P= (M) Zo8ubyp
PO P (a2t AR 2 AL A A2 A2)

Hm-m



(4
00) %gzz (8,) % y
. - Z(-)m A{%;A;?_
200) = (%) o .
Dl Ay W 4 pik
(2 P 2 L_)m-rm"z{*;_ lﬁftﬁ
00) % Pf: 2 ALﬁA‘szf; &
(0 P _-_ Z (—-)"'f+m/ o Af""’ A T,I
Oo{ —ZA‘?_ AL?M34 .r"
P = o = B
Z(“)"h—mq—:*;ﬁ’A;A] Z
(310) Y= NR: A‘ 2 -y
e I‘A;EA‘;_M:"} :
) z L-)M(Al Z‘/L( A_! m! m"—sz/
ot e :
. m—mAlzZ —Al
(41 E l 22;4 |
)]t{){P:A\ig 4“] J [ _’”Azi)
Pf: ?;lig (A‘ ’ 6 ’
(2,1t Alzsd : B
A0 P’ P:Alzz; sk g
:Zl-m iy Al | .
) (Aggi— EIEAHAI
(210 LS " -ﬁ
| — (A\Z)?_Z iQ“Alzzdr
Pla s L AR e
(- : -F ! \'23
(110) P=> S, S P 9 Am: ‘
A' 2 ’”—MAi | ZAl
J’:Z zlﬁA' zA: ‘)
(_)M+m’ o AI
A\ z 34-#!AJ{U—!
(4 R I M~mm’-m’A| A
30){P : 2 \
AL (A - i
( P P": Az'gél-‘;—)% SJ de U
3zo)§P:<Aéﬁ)“;Z§AZ‘3 |
o": &l ‘
- 4 Al
(85n #
" - Alzzl.lg"
2 Byt
Dot
T+ Aie s A
)

Em-m



P__ V2 @l =
(410){ faifly Bl b

f IZ.
= 3"’"Z<)”"A:§'i

zzzz
(210){E AZA' L Awg A
y M+m 1z
(AA
P ZA!?_ "-m 2|m mAzm’-m’)
z,u.Az_ A—
BOD){P’ 3 m+m’ ‘gg
P 2 Azzmjd A;_:-Bm’
- ZA! Z' 1 2 b &
( OOA p's it Do B Byt
fZH’L +mA\234 AIZB
memm!'-m! Eamm"
RI [#21] de U
|13
(4-;2 l ij ‘2‘-|£+394A ‘Z>Z
AHZZA 2 Ass
)y 2 %
2 /-— ){ =8zt z' ZArLA';V'
m V2 [
. I;WZZH (A ATA - AT AZA)
(31, D{ P Ay Ay Az -
P zﬁez()AszZZ b2 oAl
{ ZM-m -zA.

F'= A;éi‘z*zws;izk‘
(300) P,h (A7 2 g b
Z( "HM A
D A ey L s 145

(210 {P ZALEA
) P Z()m: ;i};ﬁ A)—f;
At AL S D
(100){P 2 A A A Z
P ZL)’”*’"“”AI 254 ﬁ. z
A Do

P mM-~-wim'em!
= | 123
(210) Ay 3 Ay A Ao
P’_ i+l v
‘ZP) (A\254-
it A ~ Dot iy i)
tm-m m -m/! 'l


http:Yf\(A'2.34

93
(320) {P 8,2 Ayl B
Pz SHM (AL AL =2 Asimn A2y )AL
RI M‘H de Ug

i 1134 1z 24
ZZ.ZLA

(4—4-0){ = I l

{P o ZaiA,
420 / 1 Z 1
( P 121?2(-’) A',lzn?z;

Avlge

ll

P= @) Z A A
(2?‘0) {P 'z(mm (Alr;m 1224 '"AI?_T:—?;;AFZBAP

22m-m nm—m’ zim'-m

2

(5 A AL5)
% 1134- #”’Wm 12 34
222‘2 ZL) AW\»mm-‘-m’
P = (Tl
(ooo){ (

(400)

Pl_ (ZUMH’I \154 )2'

m-mm’/—m’
1 V2
P ZA Al_z Ayw ~y-y!
EL)M+M+M’A‘ 134—A123 -}

22wm -m ! -m"

(200)

RT [431] de Uy
P = Afis B5)A;
(4'3 1{ 1z 34 113 }
F AZ?_ZZ. Al P\ A+9
AR Ay Bop
P'= Az,wze) Kl amd T4

% |7_3 | |2 } 2

(3,2% 1)

1\+9 e .
\ V2 {
PJ Azzzj— ZU ( mzm%-eA Am m 1 Aie)
\ Z
LféaA' Z Apw Doy
(z,1,41)

m+m 2 324 &3
z\,te ZOTTAL Aw M’Ai

zZm-m

(4? 1;-}: 1)



94
s {P’ Al z}n*MEA‘zﬁi Ao
Pz T ALA L AR A
P ZA‘ZT,EA;;A A
(Brzmm K= Al AVAZE,

!'ZBAlZ i
(420{ zm ok !

(310

|211'522~ 2l mA‘l

= (A% ;TﬁA-
234 2z 1z &

P Zo ;1:MA:[?+3A.I$T“A;£ ~3 A e A0 T

{P ZA; A Ay 5

(330)

(110)
P'- Z m+m+mA‘Z3’4f ‘ZZ‘A 'z 3
m-mm'-m/ m'-m" A doph |
A A(‘z 8;)
P mim! legfi» e
e AT R A A ) L
RT [441] de U

. {}? 25 S QL
A B= A‘;—iq{ Ailf L A+9
P _ A‘z) ZAIZBAIZ
4 i 'z
(430) é? Aui‘{Zu A‘\wafm‘\
12 2
(320) {P =L LEAZSL.FA 4 _
% i ( 0BG TR g3 )A

zzm-m l\m’—m Z\m m 2iml-m!

(zzo)

= 5 0E 123 A1l Z Al 2
(22,81) 5 s ZANGAW o
P'= A .Z—_(H)mwi 1 234 A*IZS4 !

1*9 tZm-m
E ZA‘J(ﬁA A pu iy
(410) \12332(’) +m/al 2 34 Al
o P : za;;,f, Ao v By
P 2((_ m+m+mA22;Tﬂ A] 254 {

m-pt'mim LT



95

re ZA‘z?l—g 2~ Avv‘ '
(2\0) %P mim' +ﬂmAlzﬂa 4 1::4- 1 234 Al
=28 Diwmintm ( SNTYAY AZIm”—M"A?)
(\oo) {P EA\z A—r, -K! Ayw V }J’
(Z()m+m Am im‘ ‘r) Al

! ! 2.
(44*2)% = {A; ?*i‘a Az%)
i P A‘;?_i? Pt +(A1°-i Ao Int T z/_\no’)

Pl
'E (A:liz-r?’ )ZZA\ T Al_l
@f’z}tz)i '.'L' : 1= y | \ 4 1 34"
P Anz‘jZ( (Anr:?ﬂA'ﬁe ZAH?;; mAt*za +A‘f;;gmm )
i jLPf— N {0
F= 2550 8 Nl ® Am )

2elZ

|13 0 S EA| rL
H_z) z;e zl -6 e 2% 234 !Z z234- 12
= +Z( @ilzm{:Ang At\ém mﬁ\t—a" zQM-mA'G i o 4, )

Agire
% A‘zﬁi)zﬁ B

m+m 234 p23% A'Z
P'= Azwe izmmAF""**”"A'tg

1z 3%
220 {P AL E Ay ZA AH‘*
' 1234— I‘¢34' 1234 bR
P ZU Azzmﬂm nm-m-‘ Azx A 2im-m’! —8-8
n15+ |33+ 123+ 1234- 12 1234 1234
202; Azlm' Az—am—mAzlm’ m'Alo AZU’?M om-m! A‘ 8
2z \134— 2 1234 A1234 a2 123
AIZ\M-M A! Bm- mfA‘9+A1lM—m Alél’ﬂf—m’ Z*Q_t-A]-em‘?:m* AI-;: ;t.,ALé
_.,A‘134-Al254~ (2 JAVES4 a3 [z
8 M-m nwm! - ! 2-6 Z-Qm—MA“m"_m/ 2_9)

. SIP’: TN W 2 - A‘ ¥
il ] Zu (A3 AL - Al Y
(3,2*:1){‘? Anso Ari Z Loy : A
’ P*Az\te‘ztn”*”’zx"iim‘ 2 s
3103, - et e e
S 1% e Al 17 3 (‘Jﬂud’:?%; )

-mm'-m!



96

- 12\ Iz |z
(420) {F:‘ (“&Zl') ZAZH: A 'ﬂi
Pl= A58 ™ALL R R AL

m-mm'-m!

123 1 z 3
an P = 3T A2 Al
f fm+m’+m 1234 1234 e34 A1z 3
P=2¢ Am,_m( MmN E-2 Mok AT p22% A'zzz)

2(m-m! tm S

- P2 54122 412
(4-00) ?, AZW A,. ol A"-Vﬁ“ -V
1% =¥ Vet 13 Ll i VT VR

2222 m mm_m/ i
P2 8l Mot AL
ppe! 2{4 “p BLyvifa-p-y!
AT ARy I M
P Z tz 3 12 3 2
Dpept A-r* s Aoy A5
. mimtaen' 1224 12 2 4
P=2v A A Anw

22m-m Ldmm' n-n

12 2
(ooo){Pf 2 B A Aw' o
P Z()’"“" '”4) S ALE,

(200)

200

mm’

RI [4432] de Ug

P__ \23 Lz
- ?.1+9 (A
@54‘3)% : | 2:
’ / xz?ﬂ- 1224/, 23 4041232 122 5}
P 17_7.2 HH(AoooiSLAOno' 3A000'+LAO'0'0‘
P \Z} |?.3 123

AR~} zte Z -6 Z 1\

(4.4, :){ /
234 1224/, 22 23 123 lzs
P A‘uzz Am \ (A°00+ LAgoor +A00‘o’t o'o! o)
nz; Lz 128 Al E J
@GZ,*T){P: Baite Auy 2 Bapipé Doy + 22
x234~ i+ 122 4 '} 2 2 12 3 i e 2
P A7’-2?’-2 e (AHM ~m A*Qm -m! '—Aitsm—m AIM'-M’)
I?B 1z 3 l 3
(2,2,4)) { Aziz ZAH* por Ao
A \+eEUm+m+m 1224 32%4 Anzg

e 2M-m s Imi-mi 'MI/—WI”

AT 2 2 2,12

(43+2)«{ (2375 2 Bz i Daye
7 ! aizz4 234 A2 ; (z

B = A AT AL AT a2 A2

{Yrem-m4i=i1te (RE



91
|7_3 123
(az+z)JlP Azize ZAZ#rAr‘w
) &= / mim/ 1234 , 1234 123
P AZl*Q‘AZitGZ() A s M-m . am! MA z

x'i.‘.; & 123
P llBAzg :g ZAZlf't —f"’

4-30) |25+ZU 1234~A123__ |254~A123 1234 123 4234 122
zzzz Hmm 16-6 1em-m H*6+AB ~Bm-m IHAIB%MAHQ

tZZ 123 123
{ Az zz~ezAzw¢’A-r¢ﬁ

H

(320)
m+m 1234 1234 s
ZKGA'z\ 92(—’) ) m-m ,,m/_m/A,.l

P EA;,":,E AL A‘jf 5
‘zzzliii (‘I}"‘: "':”’"é‘:?;;f ot A
(300) {P: Z Mg A5G D255 ALS
P'=(Z o, m;ifr ) "
12 = Lz 2 |1 Z 3
(210) %P; ZAM‘:’.:&:A,;’;_’WA“ oy 23 g 2B, iR 3
P . M-mm+m (Aizzz.n;—‘: A =z nnlan n)
| z 12 3 123 412
S e
m-mmim) 26 -

Mu

(410)

RI [444] de U,

_ 1z 2\
(44 4) (AZI te
A\?. An134 1224 4A|234 lzg,q. 12341- AIZB‘F
1222 &ty ADOOO‘ 0000’ 000'0’+ oo‘o“ 0'0'0’ o’

123 1z 23

(44-&2){P (Az*m) Az1s Baig
A ~ A'Z34 p12341 1224 234 1z
P = A'zzw_zA,“’i ( °Ooo+2 A‘oooo‘—z A'o?z;»’;oj/_Ao'o'o‘O’)
_ oA 4 1z 3
(4 40) P_ (A7 i)
»7.3+ 1134—(A123‘1—+2A|23+ Aaz;q_

2zze I T T oo aocelanr o'a'n'o!
P 1z 3 1232 1z 3
(42, z){ @) 2 Az Ay

= "‘34 Mim] 1224 1234 4234 %
Dezaz 20) (AHM m Digtontm |+om -m Ah‘am m’)

= l'&% 172 3 C oz 2
(7-,1}‘2){1) | “*9) 2 Appeper Do

P’:A 26)M+m+m”AlZ?a4 1224 ,123 4
2ite ;

M- ctmlm Qs gt



98

.7_3 3 123 »z}
nfE; S BLI3 iR
'tz 34 3 3
27—12 2 (Al\m MA;-ZQM’?;' ‘A'r;—m—: :-Zemg’—j’
113 tz3 1z 3 12 2
zzo)iP 2o daig EA#* ot Dpecpar e
mAmlemt 2 2 4 12 34 12 34
AZ\BZ(> A-zm -m -lm'fmlA. em'-pt
' 123 \2
O EA'L;{%AZ(—L#)
4-0 V224 My 12%494 \&
AEF(Z ™ AT )
123 412D vz > 123
(200) BLP 2 Appepr Deprier Da v Lgoy

H 34_
(Zo™ AL LR Z0m AL

Asz" ~m!
12 2 12 3 2
(000) ST e e

| E (3 ermipr 22 43

m mm' -m/



99

CAPITULO VI

APLICACIONES AL MODEIO DE CAPAS NUCLEAR .

En este C&{tulo analizaremos el cdlculo, en la aproximacién del

modelo de capas, de niveles de energia de nicleos en la capa 2s - 1d ;
es decir, de sistemas de A nucleones ( 17 £ A ds 40 ) en los que
se supone que los 16 nucleones que llenan las capas ls y 1p forman
un carozo inerte y el espectro de energia se debe a las excitaciones de
los N nucleones en la capa 28 - 1ld. El problema consiste en encontrar
los eigenvalores del Hamiltoniano del sistema de N nucleones. Las corres-
pondientes eigenfunciones deben satisfacer el Principio de Exclusién de
Pauli, es decir, deben ser antisimétricas ante el intercambio de las
coordenadas de posicidn, spin e isospin de cualquier par de nucleones.

Un método conveniente de atacar este problema consiste en el uso

13)

del esquema de segunda cuantizacidn . En el se introducen operadores

+
de creacidn E‘; y de aniquilacién bf) de fermiones, que satis-

facen las reglas de anticonmutacidn

{l;,LP’}E]D?EP’-{—L)F/L);Zg:’ ) {L;) b:,}: S’EP) L)P,}:O i)

¥y un estado base \0:> con la propiedad de que
P
l) lO> =0 para toda p (2)

El indice p toma un numero de valores igual al nimero total de estados

de una particula en las capas que estemos considerando, lo cual es igual
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& 24 en el caso presente de las capas 28 y 1d . El producto escalar
+
de dos polinomios P U: P) se define como
- F! t . _
(P‘ 7P1> - (o\E {h )Pz(bP)|O> y se evalda usando las reglas de an
ticonmutacién (1), (2), y la normalizacién <ojo> =1 .
Los estados de N particulas serdn polinomios formados por com-

binaciones lineales de monomios del tipo
+ + t t
be, o, bf’; < bp, 10 (3)

Debido a la propiedad de anticonmutacién de las LD; , es fdcil compro-
bar que estos polinomios satisfacen efectivamente el Principio de Exclu -
sién. El conjunto de todos los polinomios linealmente independientes que
tienen la forma anterior, constituyen una base para la R I T4%] de
“;Iz+ . El problema que intentamos resolver consiste en construir la

matr{z del Hamiltoniano de los N nucleones con respecto a esta base, y

luego diagonalizar esta matriz.

Ahora bien, un método conveniente de construir una base de una

R I consiste en introducir una cadena de subgrupos para clasificar los

renglones de la R 1 . Este procedimiento presenta varias ventajas entre

las que podemos mencionar:

a) algunos de los subgrupos pueden tener un significado fisico (e.g. el
momento angular orbital estd asociado a un subgrupo R3 ), ¥ las fun -
ciones de la base se relacionan asi con eigenvalores de observables fi-
gicos;

b) algunas interacciones de importancia son diagonales con respecto a una
base clasificada por una cadena determinada de subgrupos, y si estas

interacciones aparecen en el Hamiltoniano se logra una simplificacién
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considerable en la construccién de la matr{z de la Energfa usando la
base mencionada.
¢) como en general la base original es extremadamente grande, hay que trun-
carla de alguna manera; el método de clasificacién propuesto proporciona
un criterio para truncar la base, restringiéndola a una sola R I de
alguno de loacumpoa.

Varias cadenas de subgrupos de V(] p4 5@ pueden utilizar. Men-
cionaremos a continuacién tres cadenas diferentes que diagonalizan a cier-

13,14)

tas interacciones de importancia fisica

I) La Cadena de acoplamiento j - j s

STH
| = U, (L,3) SU(T) = Sl x s, (T) 2

SU,

o x SUL(T) (4)

El grupo ulz (L}S) es el de transformaciones unitarias en el espacio
apin-orbital', y el SU2(T) es el de transformaciones en el espacio iso-

tépico. Si introducimos la notacién explfcita

. 1

o=im,v), Lizoy,2%,2% 5 m=ji-,..,7i ;5 T=%,-

+
en los operadores l-_-; ) LP ’ la expresién para el operador de la in-

W)=

—_

X_L‘ S, en segunda cuantizacidn, es 13)

N
teraccién spin-6rbita V\}; P 2
I 1]
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. — . + {l')m/f-c/
w = Z Z Aimt|h-s ulJ'm’T')b : k ’ (5)
© LmT Lilm'T!
De las propiedades de anticonmutacién en (1) se deduce que los (24)2

Cl=b; b"
operadores p = bp satisfacen las reglas de conmutacidn

de los generadores de Q ) 24 ° De manera andloga se encuentra que los

operadores
1’.')’m' —{'L- cl_':);ml,rl C T/ z c lJmT’
Lim o LimtT ’ T G LimtT (6a)

tienen las reglas de conmutacién de los generadores de 11,2 y U2

respectivamente; y los subconjuntos de operadores

S
Zim

v / 3
o0 m Em
2 2 ) ] 3 )
! -+l +2 . I_ ¥
g mm'=t% ; E mm=T37,25 3 Ezim mm'=tsz,
2

-+
~ W

+5
-2

(6b)

U, v

us respectivamente. Finalmente, los generadores de los subgrupos

satisfacen las reglas de conmutacién de generadores de uz -
L 3 5/
DD‘ . @ z CD ' de transformaciones ortogonales en los orbitales
j=1/2, 3/2 , 5/2 son ciertas combinaciones lineales de las E
en cada subconjunto (6b) .
Introduciendo en (5) el valor bien conocido del elemento de

— =
matr{z de {-S , se obtiene

T
L 2 sm
W == > Lo - Lty - %) ﬁum (7
5.0. < Lm
Este operador conmuta con todas las g en (6b) y esto demuestra que

la interaccién spin-6rbita es diagonal con respecto a estados clasifica-

dos por la cadena de grupos (4) .
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I1) La Cadena 03 2

{zo0]

> U ) x Ug(s,T) 2 D (Us) x{sU,(9)esU, (1)}

_L,) x {SU,(s)® SU, (T} (8)

El primer paso en esta cadena es la clasificacién segin la teorfa de los

15)

2.4

supermultipletes de Wigner que separa el espacio orbital del espacio
de spin-isospin. Luego se introducen nuevos subgrupos en cada espacio.
Enel U 4(3,'1') ge introduce el subgrupo de transformaciones separadas de
spin y de isospin. En el ué (L) se introducen el grupo de simetrias
Uy del oscilador arménico en la forma de su R I [200] de dimen-
sién 6 , y el grupo de rotaciones en el espacio fisico.

t P
En este caso es conveniente usar en los operadores L’P y l:) la
oW

o el o
notacién P=(p,0T) , p=42,..,6 ; =373 ; T=3:"3

La expresién para cualquier interaccién V Z V entre pares
g 143 j=1
13)

de particulas, es en el lenguaje de la segunda cuantizacidn :

U' = ‘E z Z <{*:°ﬁtur‘1‘fz'fz \/'Q[rafcr."c,’m;q 'CZ’>x

Hipe6 G0 pipia’s o)

] J‘L z/-c/ T' ﬁ?‘ (r?’ T
{q:{""(‘tl Cf“" s FA 56_1 5 C - ‘ } (9)

Mz 63 Ty
f"' G _ 'H. f 'C
donde C Mo T = t-‘cﬂ"‘t, *]9 son los generadores de U o4 * Se
puede verificar fécilmente que los operadores
/ 1 f ] a.A.C/
B poT ot o
(10)

2 [“-O'

] werT . pot
e :%(QMT CF =z 2€he
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son los generadores de los grupos ué (L) , Ua(S,T) i 02(3) y U2(T),
respectivamente. Si la interaccién V es independiente de spin e iso-

spin, el elemento de matriz de V,Z en (9) es proporcional a

go_‘&, 80.10.1/ ST."C.' STzTrl. » ¥ por lo tanto en este caso v es una
funcién de los generadores de U6 U-) .
Ahora bien, en el problema del oscilador arménico es usual in-
t 7
troducir los operadores de creacidn aq_ y aniquilacién a de-

finidos por

\ 9 oot o -
@o=g0h) , a=geie)  gstedan

+ 9
Los 9 operadores aq_a son los generadores del grupo de simetrias

Uy * del oacilador. Si el fndice orbital H se refiere ahora a los

6 estados en la capa s - @ del oscilador, la expresién de los ope-
!

+
radores a% (ﬁ en segqunda cuantizacién es

G; :§,<r&|a‘;a¢“ﬂ> E{f . 57'731:1)0),1 (12)
p

Estos operadores Cfl) g tienen las mismas reglas de conmutacién que
/

+ /
los ag a'(‘ » ¥ como ademids son un subconjunto de los generadores }::

/

1
de U6 , podemos afirmar que G& gon los generadores de un sub-

grupo U3 de u6 . En el mismo problema del oscilador arménico, el

i

' t A1
operador del momento angular orbital es ]_$ :4%'(—)[% E_H'gu a#, a

y por un razonamiento anélogo, la expresidén de este operador en segunda

7 1"
cuantizacidén es o[,g =2 (—)48,%:?.%:, y indicando que q[.gr son

3y
los generadores de un subgrupo R3 de U3 . Hemos puesto en evidencia
asi a los diferentes subgrupos de esta cadena U, . Mencionaremos

3
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que hay una interaccidn que es diagonal con respecto a estados clasifi-
cados por esta cadena. Esta es la interaccidén cuadrupolo - cuadrupolo Q-L

-z
cuya expresién en segunda cuantizacidn es 13,14) 21: Zc—)ro‘?,c 2#1‘
Tz

32m TN 4 / 2’
9. =% 2L OhOE ..J;;z;/«ze,rnw(zg

Con

(13)
Finalmente analizaremos la tercera cadena de subgrupos , que

es la que mds nos concierne en esta Tesis.

FIX ) La Cadena Rg -

U, 2 UwxU,sm 2 R, x{sU,(s)® SU, (M} >

ci)?.

x{SU, (s) @SV, (T }

U
D x$5U, (5)®SV, (M} D e

En el primer paso en esta cadena se usa el esquema de los supermultiple-

tes de Wigner, igual que en la cadena U5 3 la parte de spin-isospin es

también la misma que en el caso anterior. Los generadores de ‘u.g (L) son
/
los operadores ﬁ: de (10), y si empleamos la notacién

/

B = 22, i, %9 los generadores del subgrupo R, son

B ywM ot - i
A = Be ~ By fop'=2)1,0.76,71,72 (15)

En lo que respecta a los siguientes subgrupos de esta cadena, en el Capi-
tulo IV ya demostramos que efectivamente R6 ¥ R,5 admiten los sub-

grupos indicados en (14), y dimos la expresidn de los correspondientes

generadores.
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Mencionaremos ahora que existe una interaccién de importancia
fisica que es diagonal con respecto a estados clasificados por la cadena
R6 . 3e trata de la fuerza de apareamiento orbital, la cual es una inter-
accién entre pares de particulas ]? :E Y? cuyos elementos

l.(_, |

de matriz entre estados de dos particulas tienen por valor

|+m

e, Lo (P (B! Doy = 04,4, 0042 S omy Oy m? 26

La expresidn de 1§§nteraccién de apareamiento en el esquema de segunda

cuantizacién es 13)
m! o om's’ | -m’S )
P=:3 35'h, LW s b mm'=2,1,0,01,-2
SS' m ms MS M/ (17)
donde los {ndices 2, 1, 0, -1, -2 ge refieren a los 5 estados orbi-

tales de la capa 1ld , y el indice 0" se refiere al estado de la capa
2s . Los operadores L;+ ) 19 de (17) se definen de manera andloga a
los operadores Cl+, a del Capitulo III , de modo que por una trans-

formacidén como la (III - 9) podemos llevar la expresidén (17) a la forma

P Lzbﬁs !9_{“5 >(2 bﬁsbﬁs) /4,,&’:2,1,9,-9,4,—2 (18)
SS'

Hl
En el Capitulo I demostramos que los generadores /\'F de R6

conmutan con las formas bilineales ZE £7ﬁs E—ﬁs’ s ¥ pPor un proce-

dimiento andlogo se demuestra que también conmutan con las expresiones

> b LT

» ¥ por lo tanto los generadores de R6 con-
mutan con G) . Asf queda confirmado que la interaccién de apareamien-
to 6) de (18) es invariante bajo R6 s ¥ en consecuencia esta inter-

accién es diagonal en una base clasificada por la cadena de grupos (14) .
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El Modelo de Interacciénm .

El problema que tenemos ahora frente a nosotros es eacoger alguna
cadena de subgrupos para clasificar las funciones de la base, y es-
coger el Hamiltoniano del sistema que se va a diagonalizar. Con relaoién
a easte segundo punto, recientemente se han hecho cdlculos en que se uti-
lizan las llamadas "interacciones realistas" entre nucleones 16). En
esta Tesis tomaremos un punto de vista menos ambicioso y adoptaremos un

modelo de interaccién 14)

que ofrece la doble particularidad de, por
una parte simular en cierto grado el efecto de interacciones centrales en-
tre pares de particulas, y por otra parte presentar propiedades de simetria
especiales que permiten aplicar métodos de la Teoria de Grupos en el cél-

culo de la matriz de Energia. El Hamiltoniano del modelo es
2
H= H, —VD(X-Q +y P+ ZWS-o.) (19)

Bl término Ho es la energia cinética del sistema mds la energia poten-
cial de las N particulas en el campo central comin, el cual se elegird
como un campo de fuerzas del tipo de oscilador armdénico; por lo tanto H
es el Hamiltoniano de N osciladores arménicos independientes. El término
restante en (19) representa a la interaccidén residual atractiva, y es una
combinacién lineal de las tres interacciones que resultan diagonales en ca-
da una de las tres cadenas de subgrupos mencionadas anteriormente; es decir

la interaccidén cuadrupolo-cuadrupolo Q2 , la interaccién de apareamiento

orbital P , y la interaccién spin-6rbita %o . Los pardmetros
X,y,%Z Se van a hacer variar independientemente en el rango de valores

0 & xyy92 S 1 pudiéndose estudiar asi el efecto de una mezcla arbi-

traria ae las tres interacciones.
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Con relacifén a la semejanza entre el Hamiltoniano (19) y un
Hamiltoniano con interacciones centrales entre pares de particulas, men-
cionaremos que en la referencia 14 se han comparado los eigenvalores
E(x) del Hamiltoniano (19) con 2=0, y=1-x , con los eigenvalores E(« )

del Hamiltoniano

2

4 < ¥
H=H.- V. 7 2 expl <) (20)

=t

La comparacién se efectué para sistemas de 2, 3, y 4 particulas. Los
resultados muestran una semejanza en la tendencia general de las curvas
B(x) y B(o), poniendo de manifiesto que la interaccién P reproduce

en buena medida el efecto de las interacciones residuales de corto alcan-
ce, mientras que la interaccidn Q2 por su parte, reproduce los efectos
de una interaccién residual de largo alcance.

14,17)

Se han efectuado cédlculos muy extensos de niveles de

energia de nidcleos en la capa 2s8-1d usando el Hamiltoniano (19). En to-

dos estos cdlculos se ha elegido la cadena U para clasificar las ba-

3
ses de funciones. Estas bases se han truncado siguiendo el éiguiente
criterio: en primer lugar, de las varias R I de 116 X U4 conte-~
nidas en la R 1 [1NJ de -[)'24 se considera solo aquella R I
que corresponda al diagrama de Young més simétrico posible en 146 y Su-

jeto a la restricecidén de que la R I de U asociada contenga el isos-

4
pin T correspondiente a los niveles de energia més bajos del nicleo en

que estamos interesados. Cuando la R I de IIGXJUA seleccionada de
esta manera tiene dimensién muy grande, la base se restringe ain mds con-
siderando solo una R I de U3 , & saber, la R I mis simétrica de [J3

entre las varias R I de U5 contenidas en 1la R I original de li£ .
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Célculos muy completos de niveles de anergig'nﬁcleos non-non
17

en la capa 2s-1d han sido efectuados por Berrondo y Pineda a lo
largo de estas lineas. Los resultados son satisfactorios en lo que res-
pecta al orden de los niveles mds bajos, en la mayoria de los casos. Sin
embargo hay unos pocos casos, particularmente el caso del Na24 en que
no se logra obtener el spin correcto ( J = 4 ) del estado base con nin-
gin valor de los pardmetros x,y,z en (19). Ahora bien, por razomes que
serdn mencionadas mds adelante, es posible que si en el problema del Naz4
se utiliza en lugar de la base clasificada por 03 , otra base clasifi-
cada por la cadena R6 y restringida a una sola R I de R6 elegida
convenientemente, se pueda lograr obtener el spin correcto del estado ba-
se. Bs pues de interés analizar la construccidén de bases clasificadas por
la cadena R6 y ¥ la construccién de la matriz del Hamiltoniano (19) con
respecto a estas bases, lo cual haremos a continuacidn.
En el Capitulo V se analizé el problema de reduccidn

ILG > Rg y se obtuvieron Tablas de R I de R, contenidas en una
R I de 116 , a8i como los correspondientes polinomios de mdximo peso en
cada R I de R » para los casos de interés en las aplicaciones a la
Fisica Nuclear. A continuacidén se presenta la lista de estos polinomios
en términos de los operadores fermidnicos B+ s L introducidos en es-
te Capitulo, y empleando los indices m=2,1,0, 0, -1, =2 para el
espacio orbital, y s =1, 2, 3, 4 ©para el espacio de spin-isospin.
La definicién de las deltas es

y Sy - IR E t t+ ¥
A;u ?‘1 R &l % i Pg Lf"'ls‘ l:jf‘lsa L’(“K Sk (21)
5

siendo PB una permutacidn de los indices ( 81 18y 5 ter 4 8
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Cada uno de los polinomios de la lista anterior es de méximo peso
en R6 ¥y en Ud(S.T) . Para descender en cada uno de estos grupos y
construir la base completa, se usa la técnica de los operadores de des-

I
censo. Para el caso de R6 , aplicando potencias de los operadores L—G’
2
\'6 del Capitulo 11I, Seccién C , descendemos al subgrupo R5 H
(3) ' 4 d

luego con el operador 7}! O3 del Capitulo 1V, Seccidén B , descen-

demos al subgrupo R y ¥ finalmente con el operador J;,_ termi -

3
namos de construir la base de la R 1 de HG . Debemos aclarar aqui
que los {ndices m se refieren a componentes esféricas, y que cuando
se utilizan ellos la expresidén para los generadores de R6 6 R5 es
m! m’ mim’ o -m

Jﬁ\wn et Z:m — (=) Zg_m, . Los operadores de descenso necesarios
para descender en UA(S,T) al subgrupo SU2(S)(E SUZ(T) , han sido
13)

construidos por Moshinsky y con ayuda de ellos yde S y T

podemos construir la base completa de ia R 1 de Ud(S,T) .

Veamos ahora la construccidén de la matriz del Hamiltoniano (19)
con respecto a la base construida por el método que se acaba de expli-
car. Para empezar, la interaccidén de apareamiento 6) es diagonal

en esta base. Efectuando algunas transposiciones en (18) se puede lle-

gar a esta expresidn
) e - L
=3 -5&-2zN (ez)
siendo Iﬁ Ng q; los operadores de Casimir de 1i4, y R6 i
respectivamente, y que fueron definidos en el Capitulo I . Los eigenva-

lores de | ¥y ai se obtuvieron en el Capitulo I , por lo tanto el

eigenvalor de 6) resulta ser
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E s & rg- fquhr-zr«) +3N- 7_“'—“% Ay (N, +é-2m)  (23)

donde  [hy ... h ] indicala R I de U, , y (XX )3) 1a
R 1 de R6 .

Para construir la matriz de Q2 en la base R6 existen dos
métodos posibles. Uno consiste en escribir las funciones de la base en
la forma de combinaciones lineales de monomios como (3) ; cada monomio
es un determinante de Slater y se pueden aplicar fdérmulas generales 18)
para los elementos de matriz de interacciones de uno y dos cuerpos en-
tre determinantes de Slater. J. Flores y R. Perez Pascual han desa-
rrollado programas para efectuar estas operaciones en una computadora
electrdénica; sus cdlculos han sido efectuados usando la cadena U3 3
pero es de suponerse que sus programas puedan adaptarse a la cadena R6 g

El otro método consiste en construir la base en la cadena U los pro-

3 3

ductos escalares de las funciones clasificadas por U3 con las funcio-

nes clasificadas por R6 , son los paréntesis de transformacién de una

base a la otra; como la matriz de Q2 en la base U, es diagonal y con

b
elementos conocidos, por medio de los paréntesis de transformacidn se
puede traducir esa matriz a la base R6 .

Finalmente, para construir la matriz de la interaccién spin-
érbita wa.o. se pueden aplicar los dos métodos del caso de Q2 ; es
decir, el método de los determinantes de Slater, y el de los paréntesis
de transformacién entre las cadenas (4) y (14) . En este caso existe ade-
mds una tercera posibilidad basada en el cardcter de tensor irreducible
que tiene la interacecidn wa.o. . En efecto, en la referencia 17 se

demuestra que
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. .
V\];.o.: ) T[[hl...h‘]:[l,of—lj, Pdds)=(110), (ko) =01), L= M =2,

3=\

Bty =8t S21, M=, T=M =0 ] (20)
donde CTI- es la componente de un tensor irreducible en U, X U4 ,
cuya clasificacién es la indicada en (24). Los elementos de matriz de
's.o. se calculan ahora aplicando el Teorema.de Wigner - Eckart ; este
método tiene el inconveniente de que los coeficientes de Clebsch - Gor-
dan de .RG necesarios para la aplicacién del Teorema de Wigner - Eckart
no estén disponibles en el momento actual.

Para ilustrar la discusién precedente, analizaremos un pro-
blema especifico: la diagonalizacién del Hamiltoniano (19) en un problema
de dos particulas con S =T =1 ; la base que utilizaremos se restringi-
rd reduciéndola a una sola R I de R6 . Este problema de dos parti-
culas, aunque segin los criterios usualmente adoptados para truncar las
bases, no corresponde a un nicleo determinado, se resolverd porque sugie-

24

re posibilidades interesantes para el problema del Na en el cual, se-

gin se mencioné antes, los cdlculos usando la cadena U3 no dan el valor
correcto ( J = 4 ) del momento angular total del estado base 17 -
Problema de dos Partfculas con S=T=1 .
Ia R 1 [1,1] de U24

Y [_11]X{?.} de U.G}( IJ‘4 . La RI {H} de Ud contiene a las

contiene a las R I [2]x ‘i.H}

RI (51T = (1,0), (0,1 de SUL(S) @SU,(T) ;5 yla R I {2}
de U4 contiene a las RI (S, T) = (1, 1), (0, Q) de SUZ(SMBSUZ(T).
Los estados con S = T = 1 tienen pues la clasificacién [11]X{2} en

ILG X U4 ; serdn por lo tanto combinaciones lineales de términos co-

S S
o B:ls.b-:.,zsl—i Af-al‘.| AH-Z;_ +La RI [19 1} de ue es isomér-
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fica a la R I (110) ade R6 , ¥ ésta contiene a las R I de R3

correspondientes a los momentos angulares L =1, 2, 3 . La base comple-
ta de nuestro problema se puede construir por el método sefialado en pa-
ginas anteriores. Por un accidente, en este caso la R I [1, 1:] de
U, también es isomérficaa la R I [310] de U , de modo
que en esta base tanto Q? como P son diagonales, y sus eigenvalores
son: E( Q2 ) = (32/3) - L(141)/2 , E(P) = 0 . Construyendo la
matriz de Wa'o. y diagonalizando el Hamiltoniano (19) con 2z=1-x , se

llega a un esquema de eigenvalores de H como el indicado en el siguien-

te diagrama.

2,3, 4

Ws.o. Q* ’
X=0 xX=1
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El resultado interesante es que se puede lograr que el nivel
més bajo sea J = 4 , con un valor pequefio de x . La R I de R6
que aparece en este problema, es decir la ( 110 ), es lamisma R I
que darfa los eigenvalores méds bajos para la fuerza de aparsamiento en
el problema del Na24 s ¥ por lo tanto serfa la R I de R6 que se
escogeria al truncar la base en este problema. El resultado obtenido
en el problema de dos particulas hace parecer plausible que se pueda

4

lograr un estado base con J = 4 en el Naz al efectuar el cédlculo

usando una base clasificada por R6 .
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CAPITULO VII

ESTADOS DE SPIN - ISOSPIN CON SIMETRIA PERMUTACIONAL .

Como una segunda aplicacidn del formalismo desarrollado en los
Capitulos anteriores, mencionaremos un método alternativo para construir
bases de funciones de n particulas en las cuales se tomaﬁ@n cuenta las
restricciones que impone el Principio de Exclusién de Pauli . En este

método 19,20)

se construye por una parte, la funcidn orbital con una
simetria permutacional definida, y por otra parte la funcién de spin-isos-
pin con la simetria permutacional conjugada de la anterior ; por combina-
cién lineal de productos de estas dos funciones se obtienen funciones
completamente antisimétricas ante permutaciones de las particulas, que
por lo tanto obedecen al Principio de Exclusién. La construccién de las
funciones orbitales ha sido discutida detalladamente en las referencias
19 y 20 , tanto en el caso en que las particulas estdn distribuidas en
un cierto nidmero finito de orbitales, como en el caso en que las particu=
las estdn en un potencial comin de oscilador arménico. Analizaremos a
continuacidn el caso de las funciones de spin-isospin con simetria per-

mutacional.

S
Los estados de una particula se pueden indicar con ,2i¢r é

s 4 -—_—
X:H_ donde s=1, 2, ..., n es un indice de particula, G'-t‘%
\
es la proyeccién del spin, T = L3 esla proyeccidn del isospin,
[ = 1, 2, 3, 4 es un indice cuya relacidén con los 4 posibles valo-

res de la pareja (G:'f) es
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pl oo e s ] e ]
cT |1/2 12 |12 -2 | -1/2 12 | -1/2 -/

(1)

Los estados de r particulas con una simetria permutacional especificada
por la particidn {fl £, e fn} del mimero n y un simbolo de Ya-
manouchi1 (1 Ty Ty oee r, ) , y clasificados ademds por el spin S con

proyeccién Ms e isospin T con proyeccién MT . 8eran ciertas com-

binaciones lineales

H

At e X X K
\¥ - Z HIrpSM TMy Apy Apg fen (2]

1{}rf_’>SM TM By e

Hs '

con coeficientes A apropiados que debemos determinar. E1 indice 3
en (2) sirve para distinguir entre valores repetidos de (S,T) asociados
auwna R I 5\{'} de S(n). Introduzcamos ahora la siguiente corres-
pondencia

AT ANED e N/ R L

(3)

Las a‘H’sS son operadores de creacidén de tipo bosénico andlogos a los
operadores a’ del Capitulo I , con operadores de aniquilacidén asocia-
dos y estado base del mismo tipo que en el Capitulo I. El producto es-
calar de dos polinomios P(a+rAs) se define de manera andloga a la del
Capitulo I . Es fdcil verificar que el polinomio

z My Ky o P +
P ( l“ A{;}rpsM T™M, aHl av a‘f‘-nn

{§prpsh Th, (4

posee las mismas propiedades de ortonormalidad que las funciones (2) .
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Veamos ahora como se pueden determinar los coeficientes A e en
(4), de tal modo que este polinomio tenga efectivamente la clasificacién
que indican los diferentes indices. Con este propésito, notemos que a Ke S
H’S =1,2, 3 4; 8=1,2, ..., n 8se pueden considerar como las com=
ponentes de un vector en 4n dimensiones, y por lo tanto los monomios
a;‘l a-:;g. o a:“n linealmente independientes constituyen una base
para la RI [n] de [J 4n * Esta R I puede clasificarse por me-
dio de una cadena de subgrupos de U a0 ! el primer subgrupo puede ser

el U 4XU ,ylas R I de este subgrupo contenidas en la R I
20)
(n] de Um son [hl h, b, hd] X { k) Ky oo kn} , con

h1=k1'h2=k2,h3=k5gh4=k4i k5=k6=ooo=kn=0; (5)

h, +h, +h, +h

e Sie Rk &
El grupo u 4. Que aparece aqui es el de los supermultipletes de spin-isos-
pin. De este grupo debemos descender al grupo SUZ(S) ® SUE(T) de trans-
formaciones de spin y de isospin separadas . Esto constituye un problema
de reduceién UL 4R, devido al homomorfismo  SU,® SU, A R, de-
mostrado en el Capitulo IV . La forma explicita del homomorfismo en este
caso serd discutida a continuacidn.

Los operadores

' +  gh's -
B = 5%\ Qs 4 Poe =1, 2,3, % (68)

son los generadores de u 4 mientras que los operadores

H’S '= o8 ey 6b

C z a'rts Qa s,8’= 1, 2, n (6b)
son los generadores de Un . Los operadores S+ ’ So » 3_  del spin,
y T+ ’ To 'L del isospin , tienen la siguiente expreéién 12 ) en

términos de los generadores §: de u4_ :
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Il

Se=Ei+EF , S_=BivEr | SEHErERERE) e

T=ghpr , To=BrEs, ToilrbaEE)

(7o)

Por otra parte, si en los generadores de R definidos en la Seccién B

4’
del Capftulo V hacemos el cambio de {ndices

2—>1, 1 —>2, -1 >3, -2-—4 (8a)

y cambiamos el signo a los operadores de creacién y aniquilacién con in-
dice ,»t: 4
4S
+ AT s,
O, — ~Oas , QA a (8)
se obtienen estas expresiones para los generadores de R
3 — LA L
N=BET D A =G E , HA D)= z(g Lgr-gEl)
. 4
A N L - + -
Az:§1+2§4 A };’ )f+ s 7_( Az)— (ﬁn z Zfs gq)
| i 3
Comparando estas con (7a,b) se deduce que la equivalencia entre los ge-
neradores de R, empleados en el Capitulo 'V y los operadores del spin y

4
del isospin es

S+:A3; ) S = /\13 E SO
T+ - /\?\' 5 T— = A‘z ' To - —‘i L‘/\“—j\“?)

i

7 (A AL (9)

|

Las funciones de 1a R I [hl b, h, h4] X %hl hy b, b, 0 o...}

de u4 X Un con mAximo peso en Un y ¥y mdximo peso en la R I .
(S,T) del subgrupo SU2(S)® SU2(T) c ud , estédn dadas por la fér-

mula (25) del Capitulo V § solo que hay que hacer los cambios indicados

1234 h‘%

en (8a,b) y ademés hay que multiplicar cada polinomio por (A”_ 3 4 R

reemplazar h3 por (h3 - hd) , >\| por (S+T), ¥y XZ por (S -17) .
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Aplicando sobre estos polinomios los operadores de descenso

gl 8- R (10
de los grupos 302(3) y SUZ(T) , Be puede construir la base completa
de U 4 clasificada por el spin y el isospin .

Las funciones construidas por el método explicado en el parra-

fo anterior, son todavia de méximo peso en el grupo l;In 3 vamos ahora a
explicar que hay que hacer para obtener a partir de estas funciones otras
que correspondan a la simetria permutacional {H’ Y indicada en (4).
Aplicando los generadores C: de U sobre P dado en (4) se en-
cuentra que C:P =P s=1, 2, ..., n ; es decir, que con respec-
to a Un los estados (4) tienen un peso -‘_1, | 1} . Los estados
de Gelfand de la R I [_ki K 54 kn] de U , ky +ky+o.tk =n
con peso {1, e s wein 1} ge llaman estados "especiales de Gelfand" , y
en la referencia 19 se demuestra que ellos constituyen una base para la
R I %kl Ky oot kn} del grupo Simétrico S(n). Estos estados espe-
ciales se pueden construir a partir del estado de mdximo peso de la R I
de Un , O sea a partir del estado construido en el pérrafo anterior,
aplicando los operadores de descenso L; del grupo unitario 5) .

Explicitamente

| IFERERE Tn hy \‘\zl"3h40v..>
\{qulhihqﬁ”'}k\rz"'rl‘\)>:NU’\‘Y) L | Ll L;"' Lﬂ \ MBX. peso (11)

¥y el conjunto de nimeros (1, Tyop sens rn) posee todas las propiedades

19)

de un simbolo de Yamanouchi . Como en este caso el diagrama de

Young de 1la R I de IJn tiene cuando mds 4 renglones, las expresiones

P
generales de L% se simplifican un poco, obteniéndose:
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para q = 4:
L. = CLE, B +CiCiEs+CCIE, +Co cic’
L= Galin® g4
L;=C5

para q 2 5:

_{c E E B tCCeEsE o+Cy C; A CgE,zEe
czcg CLE G E+ GG E, T ci:CiC } T =P
L ={C3E, Bt CICH B+ CECq B+ G CA }ﬁr__rg Fap

(12)

4
Ly =4 B GG "
3
4_
L‘Eir Cgr r:ngE

donde por definicidn EP4: C‘;-— C; +4-P , yenel casode q =5
4
por convencién T Esnal :

A continuacién se presenta una lista de funciones de spin-
isospin , con méximo peso en SUZ(S) y en SUZ(T) , para todas las sime-
trias permutacionales posibles en sistemas de 2, 3, y 4 pa.rf.icula.s.

En esta Lista se emplea la notacidn: (Plf‘zf"g"'f"n)i A)'\"l Ai"z A;.S"'A{u,‘ R
y los indices de P corresponden respectivamente, a SMS,TMTs {{—}UY?_--Y"),

Todos los polinomios estén normalizados.

= 1
Pospgpn = )
n=2

P\\,nj{z}-(ﬁ): (1 1)
Poo eosfabit) = _[ (14) +(41)+ (23)+ BZ)J
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Flcoitipin =5 L0B = (20)]
Tosiianbion™ Lo~ (20
n=3
Fre22ippam = 11D

P{E,.ﬁ §33 ) = 31 [2(114 +2(14) +2(AW) + (123)+ (132)+(213)
+(23)+(312)+ (321)

$353 3{21}—(121): ‘\;—ZT[(IZU - (2 '-1)]

Pg_;,_ %l){zl}(nz): LY_Z[HZ)-—(ZH)—(!ZDJ
Foozzinpm)™ & Loz - )
Py 332} ) = r[Z(us) (s 1)- (210

ey = (029~ @IS - BIR)+(141) - (411

Pz
Pi% s {atue) = 3r [(’23)1'(233) 2(23()+(312)+( (132)-2(2l)
+2(14) = (141) - (411)]

Pa% S LCOR r[('zg) (1B2)+(221)~(213)+(312) - (520]
n=4

Pu 22; 34% () = (1111

P‘b“;{"r}(\n\) :4@ [sulr@ PI0I4D+3(140)+3 (4111) + (1123)+(1122)

+(203)+ (212) + (1213 )+ (12 12)+(z30)+(1321)+ (22 1)+ (2131)

+(2121) + (321 i)J
o
00,00;5a} (1) ~ £ 5 [_2 (419420440 +2(414) +2 (4141) +2(1144)+2(441])

+2(2323)+ 2 (2232)+2(3283)+ 2(3232) + 2(2233)+2(3322)+ T Permila ciones (123 4)J
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PZZ}“){3‘}(\112):2_1\1—3{3“”2) = (iz)-(121)- (2“'):[

EZZ)H;{g\}Um):\Tl—‘-é [2(!:21) —(2In) - (IZH):’
Pzz,u;is\} iz = \—;f LZ(»ZH') = {zhy) *(HZI):]

£, u,{gquuzfj@[B(HBHHBD— (1311) —um)]
En,zzﬁs\}(uz\):-'@ [Z(HBI)-(B\\!) S H)]
PHJZZ,‘ {3!}“2“)= %(; [203”) "{.3“\) —-- (_”3\)\]

Ell,°°5{3\}(,|;z) :“‘g 2(:142)+2U4|Z)+2@puz)—z(223[)—2(2321%2(;22/)

= (1420~ (41 21)-(1241) —'(421()—(2|4|)—(24||)+(rzaz)

| + (1322) +(z122)+ (3122) +(2312) +(32!2)J

| R\P%?s!}(nzu = ,;jif [é 20+ 5(1421)45 (4120 +2(142) - 4(z4 1))
=4 {4z -3 (21 14)~3(1214)-(.c412)—(4unz)~uz41)-(z¢4l)
~ 6(2218)~5(2312) -5 (3212) - 2(223)+4-(1322) + 421 22)
2022 +2(2123)+(2321) + (3221) (21 22) +(1232)J

R\,oo){;\}(\zu) :;}lfg La (240 vz (421)~(112)+3(1214) - (41 zl)-2(z114)

=2 210) + (1412)+ (1421) ~2(241) -3(2132)+(3221)~2 (3122)
2 (2123) + B2)+3(1722) 4 3(1222) - (2212) ~ 232+ 2(13 ZZ)J

D3 biar 2¢>32
Poo)\\ﬂZ\}-(\H?_) \"TP;C“M lar &n El)oo)'{zl}(mz)

POO,H;{B\}(\!Z\): MTQNY‘CAML)I.QT 223 eén Pnloo; {31}(“20

P%,n;fgq}“zn): I'HJRZr‘CamL'lar 263 ¢op Pu)oo,-{y} U2i1)
PH,\\; iS’\}(mz):-sz{_, [3 () “AF (1) - (231)+ B11z) - (221)

—@ul) + 0ziz)+ (1z212) - (1141)—(2131)%3‘121) +(1123)
+ (1132) - (lzsn)»@szn)}
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P":“;{Bl}(nu) ‘H_["r(lw) 2(14)+(2131)-2(221))+(3121)

-2(321) -2 (4)+ (123 )+ (321~ (2113)
- (3N = 1z213) = (1312) +2(1132)+ 2 ( Hz;)]

R, 11553 (i21) —-4[2 1410)—2{(410) +(1221) ~(3121) +(123]) — (znsl)
(1312) ~ (312) + (1213) - (zn;)]

'Pnoo‘{'&?.}(lmz): zirg [2(22”>+2(“22)-(zm)-{lzm)~(nzza)—(znzﬂ
Pzz oofazl}(mz): -'2—[(|212)+(2m) szl - (sz_):]
P°o,z?.J{22}(t|7_2) [‘2("33)4'2 (331) = (3131)~(1312)~(1331) - (3”3)]

Poo 22;322} (mz):“z‘ [(‘3‘3)+ (3131)~ (331)~ (2 13):]

__:;'E [z z2)+2(32W)+2 (2311)+2(1122) - (3112)- (1231)

- (1212)= (2130~ (3121)- (1213)- (132) - (2113) |

P“J 5§22} (W)

Pnjnjan}(nn) zr[1312)+ 3121)+(2131)+(1213) - (2112)
—32\) - (123]) - (zng)]

Rlnu%zn}(uz;):2‘1@(“23)‘2 132)+(2121) = (2113)+(3112) - (3121)
+(1231)-(1213) + (1312) - (132)) ]

|
Pllunézu} UZB):Z{E[3('2'3)_5(13'1)1‘5(31'2)"5(Z|l3)+2(23ll)
=2 (321) +11z21)=(123]) +(213)) - (3121)]
r, W dzn} (1231)~ "J‘g ﬁ'zy)-(ﬁll) +(2311)-(213)+ [3!2!)-—[3211)]
Eu,oo-)i?_n} (nzz)ziﬁ [2 (2221)-2(2213) +2(1124) -2 142)+ (1223) - (1232)

+(3212)~ (3221)+ (2123)~ (2132) + (2312) — (2 321)+ (21 41)
~ (214) + (4112) - izl +(1241) ~(lz14)+ (f4;z)=(/42;)_7
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\Z28)~ 3 3
Pu 003421} (1213) 46[3( 23)~ 3(21e3)+3 (2320) -3 (22 ) +3(1214)
— 3 (1412) +3(4l12)-32114) +2(3122)~ 2 (1z22)+2(241) - 2¢21)
+(2132) - (2212)+ (142])-(124)+(3212) - (1232)+(214)~ (4|2|)]
B oostanigzz)™ z%l"uz} (1322)+(2312) - (2132)+(3122)~ (3212)
+(1241) ~{142)+(241) - (214-)+@2 )~ @211)]

Eoo,-.\5{z\\\}(||z;):I"—E“W‘bf” 2&»3 én P”)°°55)2Il|}(||25)

P

00”752'“}“2,2) IWT-YCKMECA( ZHB en Plloo)ézlll}(IZ];)

Poo”}%Z\\l}(IZB[): rﬁgrc‘am[olﬁa( ZHB en E.)o°>§2,l,}_(,230

— 1234. _ 2 4
Poo,oo)-gm\}uzgor) zr \234- —2 () ?A AZA A
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