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INTRODUCCION 

En esta Tesis se hará uso de las propiedades de simetría 

que posee el Harniltoniano de algunos sistemas físicos con el objeto de, 

obtener informaci6n sobre ciertos observables asociados a dichos sis

temas. Los procedimientos sistemáticos para hacer esto se designan usual

mente con el nombre de "Aplicaciones de la Teoría de los Grupos a la 

Mecánica Cuántica" , y los métodos que se aplican fueron desarrollados 

en gran parte por Wigner, Weyl, Racah, y otros. 

Como ilustraci 6n de las técnicas empleadas en este campo 

revisaremos el problema del movimiento de una partícula bajo la acción 

de una fuerza central. Bl Hamilt oniano del sistema 

( 1 ) 


es invariante ante rotaciones en el espacio tridimensional. Bsto signi

rica que si es un operador asociado a una rotación R, entonces 

( 2 ) 


Se puede verificar ade~ás, que el conjunto de operadores P satisfaR 

cen los postulados de un grupo, y constituyen por lo tanto un grupo iso

m6rfico al grupo de rotaciones en 3 dimensiones: R3 Supongamos ahora 

que las k funciones ortonormales llJ \ \J \l) están aso
1 \ ,11.) " ' ) I't<. 

ciadas al eigenvalor E del Hamiltoniano (1) 

( 3 ) 
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Aplicando el operador P sobre esta ecuaci6n y recordando que H yR 

conmutan, se deduce que PR fv es también eigenfunci6n de H 

con eigenvalor E ,y por lo tanto se tendrá 

k 
( 4 ) t-t D lR \" 'fA 

En el l enguaje de l a Teoría de los grupos, esta ecuación nos dice que 

las k funciones ~ W Ij) constituyen una base para una re'¡1z , · ·., IK 

presentaci ón k-dimensi onal del grupo R3 . Esta representación será en 

l a mayoría de los casos irreducible; en nuestro probl ema vamos a suponer 

que efectivamente l o es. Aquí aparece ya una primera apl icación de la 

Teorí a de los grupos al problema que estamos analizando, consistente en 

la clasificaci ón de los ei genvalores y l as eigenf unciones del Hami ltonia

no (1) , ya que estos se pueden cl asificar, al menos parcialmente, de 

acuerdo con la Representaci6n Irreducible (R 1 ) de R3 a la cual 

están asociados. 

Otra apl icaci ón aún más import ant e aparece en el cálculo de 

el ementos de matríz de l tipo 

( 5 ) ('fV\L~ ,Q ~Y'll'm) 
Aquí hemos introducido la notación usual según la cual, 1 indica la 

R 1 de m indica el renglón de l a 'R 1 al que pertenece esa fun

ci ón, y e l índice n distingue entre func iones diferentes asociadas a 

R 1 de equivalentes. Los elementos de matríz aparecen por 

ejemplo, cuando se trata de determinar la probabilidad de transiciones en 

el sistema bajo la influencia de campos externos, o cuando se trata de 

calcular el corriIüento (.l e un nivel de energ{a bajo la acción de una per



turbación, etc. Muchos de los operadores de in~és físico se pueden ex

presar como una combinación lineal de operadores de un tipo especial lla

mados "tensores ireducibles" que se caracterizan por la propiedad de que 

ante rotaciones se transforman de manera análoga a corr.o se transforrr.an 

las funciones de una base ~e una R 1 de Si el operador Q en 

(5) es la componente ~ de un tensor irreducible de rango k ,el ele

mento de matríz se puede calcular por medio del Teorema de Wigner - Eckart 

( 6 ) 

cuya demostración se puede dar con razonamientos totalffiente basados en la 

Teoría de los grupos. Una de las consecuencias de la fórrr.ula (6) , son 

las llamadas "reglas de selección" : el elemento de matríz puede ser di

ferente de cero solo cu&~do el coeficiente de Clebsch - Gordan es diferen

te de cero; esto restringe los valores de Á
0

' al intervalo li-k\ ~ i..' ~ 1+ k. 

Con relación a los operadores tensoriales mencionados en el 

párrafo anterior, direrr.os sin entrar en detalles, que se han desarrollado 

técnicas basadas en la Teoría de los grupos, para calcular elementos de 

matrIz de estos operadores con respecto a funciones de varias partículas. 

claeificadas por R3 • ~l extenso aparato r.1atei:.ático así elaborado se cc

noce generalrr.ente bajo el nombre de "Algebra de Racah " . 

Del breve análisis ~terior se deducen slgunas de las aplica

ciones de la Teoría de los Grupos en la ~,:ecánica Cuántica. Es útil en la 

clasificación de los estados y describe sus propiedades de transformación. 

Pem.i te aYJ.alizar la d.egeneración de los nivales de energÍa, y su :lesdo

blarr~ento bajo la acción de una perturbación. Aderr.ás permite formular re

glas de selección para transiciones entr2 eigenestados y sirrplificar p.l 

http:Aderr.�s
http:direrr.os
http:transforrr.an
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cálculo de algunos elementos de mat ríz • Observemos que en el problema 

analizado (1) , no se utiliz6 para nada la forma explícita de V (r) , 

la única informanón que se us6 fué que V (r) es invariante ante ro

taciones . Esta es un~ característica de l os razonamientos basados en la 

simetrí a : dependen solo de cier ta propiedad de invariancia del Hamil to

niano , y los resul tados que prov~enen de ellos son r i gurosamente exac

tos , aunque no sea posible en muchos casos calcular 'eigenf unci ones ó 

eigenvalores exactos del mi smo Hamiltoniano . Esto hace que las técnicas 

a.e la Teoría de l os grupos sean parti cularmente apropiadas en campos co

mo la Física Nuclear y la Física de las Partículas Elementales, en l os 

cuales no se conoce actualmente la forma exac:ta de la interacción entre 

lo s cuerpos , aunque si se sabe ( o se sospecha) que di cha interacción 

posee determinadas propiedades de simetría. 

El objeto de esta Te si s es la aplicación de los razonamien

to s de simetría, i .e. de l a Teoría de los gr upos, para extraer al gunos 

resultados concernientes al Hamiltoniano de un sistema de n partícula s 

(nucleones) en el esquerf¡a del Kodelo de Capas Nuclear. El Ha.n:il toniano 

no perturbado de nuestro si stema, como se demostrará rr.ás t arde, es in-

variante ante transformaciones del grupo unitario en r dimensione s 

,donde r es el número de estados de una partícula en l a capa 

nuclear que estamos analizando . Las eigenfunciones de este Hami l toniano 

se pueuen pues cl asificar por medio de la R 1 de U", a l a cual 

pertenecen. De manera análoga a como en el ejemplo (1) los renglones 

de la R 1 de R3 se clasificaban por el subgrupo R2 , en este pro 

blema de n nucleones l os rengl ones de la R 1 de ti r se puei en 
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clasificar :por una cadena de subgrupos de U. r' La cadena que investi 

garemos en esta Tesis es la Uy-::> Rr' Se supondrá además que ent re 

l os nucleones opera una interacci6n residual, la cual se reemplazará por 

un modelo que presenta propiedades de simet ría especiales que permi ten ' 

un análisi s ef icaz usando técnicas de la Teoría de lo s grupos. 

El :plan de la Te s i s es el siguient e. En los Capí t ulos I a 

IV estudiaremos la t eoría mate~ática de l os grupos üe Rotaciones en ge

neral, siguiendo un método de análi sis utilizado ant eriorment e por el 

Dr. M. Moshinsky en el caso de l os grupos Uni t arios. }Jl. el Ca.f; í t ulo V 

analizamos el probl ema de la cons t rucci ón de bases de R I de U r 
clasificadas por la cadena u.'I"::::> Rr • Finalment e, en l os Capítulos 

VI Y VII los resul t ados anteriore s se apl ican al problema de n 

nucleones en la aproximaci6n del model o de capas nuclear. 
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CAPITULO I 

BASES PARA REP~TACIONES IRREDUCIBLES DEL 

GRUPO ORTOGONAL r DIMENSIONES 

Antes de entrar al tema central de este Capítulo, repasare 

mos el método empleado para construir las bases de Representaciones 

Irreducibles (R 1) del Grupo unitario en r dimensiones: U r 
ya que este método 1) servirá de modelo para el grupo R Empezar 

remos por introducir operadores de crea·::ión: y de aniquilao...l4+ 
S 

ción: que obedecen las reglas de conmutaci6n 

s + J_CtJ-cs ra~S at-'-'S'J _ r¡ T J-t 
( 1 ) [O,,~ )Ctt"'/$I -Of' Os' j ~) - LP-fLS) at<'~1 - O 

El índi ce fA- distingue las diferentes componentes de un vector , y 

e~ índice s distingue entre diferentes vectores. El valor de V 

está indeterrnnado por el momento, pero más adelante se demostrará que 

8il la R 1 más general, )} = r Las funciones con las que tendre

mos 'lue tratar serán siempre polinomios en 

Con el objeto de definir e~. producto escalar de dos de estos polino

mios, introducimos el estado de vacío \ O > con la propiedad 

para toda f-<' s ( 2 ) 
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y se eva.lua. usando las reglas de conmutación (1) hasta lograr que todos 

los operadores Olf
s 

estén apli cados direct amente sobre lo:> ; entonces 

se usa (2) Y ademá.s el he<.no de que (0\0):: 1 . Los operadores que van 

+ /)f{ s. 
a actuar sobre Pl().r+sJ serán en gener al funciones de a~s y de VL 

su efecto soore P se calcula análogamente, es decir para evaluar 

hay que mover t odos los Clrs hacia la derecha hasta que operen sobre lo:> 

y desaparezcan. En particular, por est e procedimiento se deduce que 

En lo sucesivo se suprimirá el estado 1o> en f órmulas como la (4), Y se 

interpretará como 

2Los r operaJ.ores 

tt ' _ v + fA- 'S I

~¡'-l == s"'{ ars a j fA-Ir == '1 Z/ .. . J 'í (6) 

dejan invariante a la forma bilineal 	 i ct~s a~S' y se dice que son los 
F' l 

generadores del grupo U • Sus reglas de conmutación son 
r 

l:b~' 't _P- I ] ~ 't' p.'S!" - y:'y-' S¡:t I
r' ~ /Ott ~ Pr t< 

H I"' IJ -Como caso particul ar, observamos que l,~, '~' -O, de modo que lo s r 

opera.u.ores ~,J } t'l.7..) . , . ) ~: se pueden di agonalizar simul t áneament e. Un 

generador de U actuanlo sobre una 	f unción que pertenece a una base de r 

una R 1 de U ,produce en geDeral una combinaci ón lineal de f unciones 
r 
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de la misma base. Podemos escoger la base de tal modo que cada elemento 

'Ptde ella sea eigenfunción de los r generadores PI 

(8) 


se llama el peso de la 

función P ( a.,;s ), y cada Wi es una componente del peso. Si otra fun-

El conjunto de números t 11'1 ' 

P I T 
diremos que P 

tiene mayor peso que P' 

ción (a.r,s') tiene peso 

... , W -w'}r r 

el primer número diferente de cero que aparece, es positivo. Es posible 

entonces clasificar los generadores de U en tres categorías:
r 

(9a, b,c)
) 

llamados generadores de ascenso,de peso, y de descenso, respectivamente . 

ascensoLa raz6n de esta designaci6n es que un generador de d operando so escenso 

bre una función le peso dado produce otra funci6n que tiene un peso mayor
menor 

que la función original. Esto se comprueba fácilmente usando las reglas de 

conmutación (7) . 

La funci6n de la base de ~~ R 1 que tenga un peso mayor que el 

peso de cualquier otra funci6n de la misma base, será aquella que satisfaga 

las ecuaciones 

(10) 

donde hemos inlicado con ho a las componentes del máKimo peso en la R l. 
1 

De acuerdo con un teorema fundamental de E. Cartan 2) el max'1°mo peso so1o 

aparece asociado con una función d.e la ba.se, cosa. que en general no ocurre 
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con los otros pesos. El máximo peso puede, por lo tanto, servir para carac

terizar la R 1 • 

El operador definido a continuación 

(11) 


)0(-<'.tiene la propiedad de conmutar con todos los generadores ' llama~r- se 

operador de Casimir de U • De acuerdo con el Lema de Schur 3) la mat r íz 
r 

del operador ~ con respecto a las funciones que forman una base de una 

R 1 de U es una matríz escalar: ry n1 \\ ,donde 'Y solo depende de r 

la R 1 y será por l o tanto una función de l as h. que caracterizan la R 1,
l. 

es decir, "1:::. 'i (h¡). Las fWiciones de la base de una R 1 se pueden escoger de 

tal modo que sean eigenfunciones de ~ ; entonces para averiguar el eigen

valor ry bast a con aplicar r sobre la. función de máximo peso de la base, 

la cual sat isface l as ecuaciones (10). De l a def inición de r se deduce 
~ I 

r=~l~~t +¿2:. ~ ~ ~~ T ~L ~~/t~r-I r r f'<'~ r t' r- f'>fA- f' f

=; i (-;;l +~ 2- f:- ~;I~r~ + ~ ~ l~;')~;J (12) 
(-A-"'I f- t'- <'r- t<- f'>fA 

-=- i L'~: y + 2. 2. Z ~:/~:, + L ~ l't:>;- 'f;rf : ) 
~::: I 1 f'i.~'<'~ I I fA-r'>t<" 

y aplicando el operador ~ descompuest o en esta forma, sobre ]? y recordan

do (6) se encuent ra que 
'í 1.. '(' 

(13)~ =-~ h~ + ~ J;-~ (kr- h ~,) 
Ahora bien, expresando las ~~' en (11) en función de operadores 

de creación y aniqui l ación, y efect uando algunas transposiciones, se deduce 
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o en otras palabras: 
v v 

( 14)r =Jr 54;, 
con 

SI:::: ~ (1+ atAS' 
( s - L ¡..<.5 ,

r=-I f 

(15) 

Usando estas definiciones es posible calcular las reglas de conmutaci6n 
el 

Por lo tanto, partiendo de podemos expresar a f en una forma análo 

de los operadores e; y se encuentra que son id~nticas a las de los ope -

~' 
radores ~r ,Le. 

Let, CS =(;'~;SI J ' - Ct'S:' ) ss 'ss' :::: 12
I j .1 )) ., • ) V ( 16) 

'(14) 

ga a la que se obtuvo en (12), a saber: 
v y y 

1= z.(C:r + L ¿ L C:'C;, +L 2:. (C~-' C;S/ ' )+(y-_»)N (17) 
S~\ S=I S'<5 5=-1 s'>.s 

Como se mencion6 antes, las funciones de la base de una R 1 van a ser ei 

genfunciones de r- . Observando (13) y (17) se deduce que esto se puede 

lograr tomando V= r y haciendo que toda funci6n de la base satisfaga 

las ecuaciones 

(18) 

El método seguido no excluye la posibilidad de que las solucio

nes de las ecuaciones (18) contengan también a una base para la R 1 

h' de U , con h'
2 r r 

demostrar que esta posibilidad no ocurre, notemos que la funci6n de máximo 

peso de la R 1 tendría que satisfacer las ecuaciones 

} (19) 

Pero en la referencia (1) se demuestra que las ecuaciones (19) solo tienen 

soluci6n cuando hi = 7 h2= h2 , .•• , h; =h ; y la soluci 6n únicah1 r 

de estas ecuaciones tiene la forma explícita 
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r j fh.-h ·+.i-i.)l h-~ 1 1 I I I
TI n\. ~ J • (1\ 1 ) 1 z.(J\ ' "l.)t1í"113(AI"Z.J)t1i~4- ( IZ' .. Y')t1 r - (1 h ' . )' U I 1-1 1"2 DI .., , . . . 11 1.., ....... 
- l::1 l;\ 11 ' - . +J-L <-7.. • (20)1P L ~+I • 

Aquí el radical es un factor de normalización, h'r+\ =- O) y las deltas 

se definen como 

I 'Z ", j _ "'" )cp<f) t- t 
A = Ll- J- a (21)
Dr, t-t, ... fj cp fAl 1 arz 2. 

siendo 1J una permutación de los índices (1 2 3 ... j ) , o bien, ya 

que las conmutan entre sí, una permutación de (fA-1 t-t- z. .. , fA- j ).a;5 
Queda así demostrado que las soluciones linealmente independientes de l as 

ecuaciones (18) consti tuyen una base para la R 1 [ h1 • •• h ] delh2 r 

grupo U ,y la función de máximo peso de esta R 1 es la funci6n (20).
r 

Los renglones de una R 1 de U se pueden clasificar por medio de 
r 

una cadena de subgrupos de U • Los índices de las diversas R 1 de los r 

subgrupos contenidas en la R 1 de U ,sirven para caracterizar los r en
r 

glones. Una clasificación completa se puede lograr por medio de la cadena 

de subgrupos 4) 

(22) 

Para construir la base completa de una R 1 de U se puede utilizar la r 

técnica de los operadores de descenso 5). Los operadores de descenso de U 
n 

son ciertas funciones de los generadores de U que tienen la propiedad de n 

que al ser aplicados sobre una función de máximo peso en una R 1 de U 1 
n-

dan por resultado otra funci ón que también es de máximo peso pero en otra 

diferente R 1 de U 1. La forma explícita de estos operadores ha sido ob
n-

tenida por Nagel y Moshinsky, y aparece en la referencia 5) • Por medio de 

los operadores de descenso es entonces posible generar la base completa de 

de U a partir de la función (20) de máximo 
r 

peso de la R 1 • En particular, usando esta técnica se encuentra que la 
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función de la base que tiene máximo peso en l a R 1 ... ~-1 J del 

(23) 

donde ~; es un factor de normali zación. Como esta función debe ser un poli 

nomio, el exponente de cada variable debe ser ~ O, Y así se obtiene la. fór

mula. de Weyl 6) 

(24) 

la cual permi te a.veriguar cuales R 1 ['f-¿ ] de están contenidas en la.ur-l 

R 1 [h j ] de U • Esta. misma fórmula. a.plicada. sucesivamente a U ":J U ' r 2 l 

U3 :::l U2' U4 ":J U3 ' etc. permite calcular la dimensi6n de la R 1 [ hj 1 de 

U • Es evidente pues, que el polinomio (23) es de importancia. fundamental 
r 

en la. teoría.. 

En la. referencia 1) se demuestra. que el polinomio (23) se puede ob 

tener por otro métod~ás conveniente que el método de l os opera.dores de des 

censo. Este segundo método consiste en encontrar la. sol ución de la.s ecua.

cianes 

(25) 

Se llega a. la. conclusión de que la. solución única de l as ecua.ciones (25) es 

justamente el polinomio da.do en (23). Nótese que el si s tema de ecuaciones 

(25) difiere del sistema (19) en que los índices tt,tt l no incluyen a. r-= r , 

)&l f' 
es decir, en (25) las Pf'4 son los gener ador es de un subgrupo 

U de Ur-l r 


En el resto de este Ca.pítulo, y en los dos sigui entes, se tratará 


ae re~etir el análisis anterior pero ahora. aplicado al grupo R 
r 
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En el resto de este Capítulo, r significa 2n+l 6 2n, i.e. n =LfJ. 
El grupo de rotaciones en r dimensiones (R ) tiene por gener a

r 

dores a los operadores 
m' mi 'r' -mA'f(\ := ~m ~-ml (26) 

con 

I { n) Y\ -1) "') 1J O) - 1 . . . ) - (n- \ )) - Yl (27) 
Y\)t1-1, . .. ) 1.) - 1..) . ,, )- (n-t),-n rara r ::z.n 

A m' ,,-)'rl 

~,~ ~ ) 

De a.cuerdo con la definición (26), .J. lo,.., ::. - 1 L mi , y por lo tanto, el 
m' 

número de gener adores Arn independientes es ~ i l'(- 1). En particular, 
1\ -w¡

notemos que 1 \. W1 == O • El orden "nat ural"de los índices m se t omará siem
m' 

pre tal como aparece en (27). Usando las reglas de conmutaci6n de las ~~ 

dadas en (7), se encuentra que las reglas de conmutaci6n de las A...,.,'I'I/' son 

\'1\' ;Y¡IJ W¡'~' m' m' -Wl;jl m'-m 
[ 

(28)Am) Ay¡, =AM ó;;; - A-m 61'11 + l\;y, ~_,.." -A-mI ~W¡ 
de modo que estos operadores efectivamente forman un algebra de Lie. Ade-

A
MI 

más se puede ver que las ~ dejan invariante a la forma bilineal 
-'1 

at
fss ' ~ ~ _ a+-, ya que

;;':>'1 \'\lIS - \'\lIS 

/\ r;t 1 f - n t + a+ n + 11 + . n t - 1) + a,t- = O 
L'>...WI 5S I -LA'I'I/sCLI'l'lIy+ m!;/lA-Wl,s- V\._,.,I$V\m>' vt_,., Is:, ms 

A r;tl 

Y esto just ifica el designar a las m como generadores de R • 
r 

Como caso particular de (28) .se obt iene [1\.; } 1\.:,' ] =O , de 

modo que los operadores 1\. ~ 1\ n-\ 1\. \ se pueden diagonalizarn 1. \... , J. ~ 1'\_\ , •• , J 1. \. I 

simul táneamente. A las funciones que f orman una base de una R 1 de R 

podemos imponerles la condici 6n de que sean eigenfunciones de l\.:: : r 

(29) 

El conjunto de n números i w w w } se llama el peso de l a 1 2 n 

funci6n P • Entonces, de manera análoga al caso del grupo unitario, pode

mos definir la noci6n de peso relativo de dos funciones, y cl asificar los 

generadores en t res categorí as 
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(30abc) 

los cuales son generadores de ascenso, de peso , y de descenso, respectiva

mente. En una base de una R 1 de Rr exist irá entonces una funci6n de má

ximo peso; indicaremos est e peso máximo con tA, Al. ··· An} • Esta funci6n 

posee la propiedad de que 

(31)1\ : '1P= O IJ \.... W1)rn> -m j 

y además, de acuerdo con el Teor ema de Cartan, el peso máximo ocurre una 

sola vez en una R 1 , de modo que puede SE!rvir para caracterizar la R l . 

A continuaci6n vamos a demostrar algunas propiedades de l as As 
que componen el máximo peso . El análisis será eqBivalente al ef ectuado por 

7) ,e>::Moshinsky para el caso del grupo unitari o. En primer lugar , como ~ ... 
; 

al operar sobre un polinomio en (l ms nos di ce el grado del polinomi o en 

a~ s , SE' deduce que As siendo la diferencia de dos números enteros, 

es t.s.mbién otro número entero. En segundo lugar, es evidente que siempre 

se cumple la desi gual dad (o\(.L\.: 'lPl A; ']? \ 0> ~ O suponga-

A ::;. ' mos ahora que la 1 ~... que aparece aquí sea un generador de descenso, 

i.e. -m ' <. m <m' • Entonces, si 1P está normalizado, se obt iene, de 

~o 

De aquí se deduce que 

As ~ ASI s i. S.(S ' 

Para. el. gru,po R2n+l , si ponemos m = O en (32) y recordamos que A ~ ::: O , 

se ü btiene As~ O para t oda s • Es decir 

En cambio , para R2n no se puede llegar a l a misma conclusi6n ya que m 

no toma el valor O • en este caso hay que pr oceder de l a si guiente manera. 
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Se tiene que <,0\ t ll\.~ +-¡\~ )lPr ti\.~+l\.~ )1P \O> ). O ; por lo tanto, 

si \Y\ ~2 las A;:, que aparecen aquí son generadores de descenso y se en

cuentra que 

(0\ 1P+(..f\~+A~ )lA~ +J\.~ )1Plo>:: <D\ptLA~+i\~ , A7 +A~,]1P\o> 

Esto, combinado con (33) nos lleva a la conclusi6n de que 

(36) 

A." pued.e ser posi t iva o negativa. En el Capítulo II se encontrarán lí 

mites más precisos para A • AhÍ se demostrará que .>t n-¡ ). \ Ay¡ \ • YI 

Continuando la analogía con el análisis efectuado para U ,el
r 

siguiente paso será la introducción del operador de Casimir del grupo Rr. 

Indicaremos con ~ a este operador; su definici6n es 

La matríz de este operador con respecto a la base de funciones que generan 

una R 1 del grupo R , es una matríz escalar: 1\~ \\ =- cp \\1 \\, siendo cpr 

una funci6n de las As . Podemos elegir las funciones de la base de tal 

modo que sean eigenfunciones de ge ,el eigenvalor sr se puede entonces 

calcular aplicando ~ sobre la funci6n de máximo peso de la R l. De 

la definici6n (37) se deduce 
i , - l~~\) \ - (WI-\) I W\ 

~ =~/\.~A: :::ZL lA:t+ 21 tr\~~f-:/A:, +2.1 m/~_\A: Ami 
n 

:::(~tV\:)\tll~>:'A:, +2iI:~ lA:', 1\:,J 

\ \ -ll'ol'-t ) I I -lWl-I) VY1 mi 

, 2.",~ (h";,j\tI ,,:"f,c~:A:,+2"'~~ ];.)1\..,,-A"" ) (38) 
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Aplicando el operador descompuesto de esta manera, sobre la función de 

máximo peso de la RIla cual sat isf ace las ecuaciones (31), y teniendo en 
-",' "'1' 

cuenta que j\-~,~-llMI ,se obtiene esta expresión para el eigenvalor del 

operador de Casimir de R 
1 	 r ~ 

<p=- 2..~ A '1 - W1+ l lA Il_ m-t\+Z. YY1 -t)= 2.~ ·\ l\+2.Yl+ ' -2.S) 

q>=2 ±A_y"t- \(A TI -m'H-t-2YY1 - I)=-2 i\(A<;.+ZY1 -ZS)n
m:: .., 	 S=-I 

Ahora bien, podemos escribir a ~ de esta manera 
1 	 ,*' =- L. A: l\. ; , :::: 2- C~;- 'P_- m ) ( 'P m_ 'JO - mI)

~ "'''"1' 	 ",mi P 1'11 ' (Om l cb - """ 

::.2.. ~ b;. /;bm~ -	22- ¡b: 't_~m l = :z r -z~ r:; ' r'_- m' (40) 
W\ WI ' 'I'VIn-t 	 m.". ' P W/ 

donde r es el 	operador de Casi mi r de U definido en (11). Expresando 
r 

- I 

l as ~.; que aparecen en ( 40) en funci ón de oper adores de creación y ani

quilación, y efectuando algunas transposici ones, se llega a esta expresión 

para ~ '. 

a1'11> 
) 

o en 	otras palabras: 
v )) 

5SJ 

~ =- ~ r - Z ~ sf D:$I D 2 N 	 (41) 
1 

T 
siendo N el mi smo operador que se definió en (15), y las 1) ,1) son 

1 - VI 
t- -:,;; t t

Dss/ :: L aWlS 	 a _m>1 l1 S =- L lAWl S a-m 5 1 =lD;SI)t (42) 
rIl :: YIm=-->'\ 

0 
",, '.>1 

Notemos que debido a la conmut atividad de las Cl:s entre sí, y de l as 

DSS ' 
entre sí , 	 solo hay ~ \> l )!+ 1) oper adores D~>, o independientes, 

D
t T\ t- Y DSS / ::: D~'.s es decir ss ' = .l) S ' S 	 • De manera análoga a como se 

hi zo en el anál i si s para el grupo unitario, en (41) hemos dejado i ndet ermina

do por el momento el númer o V de vect ores que se necesi t an para definir 

lUla R 1 de R , pero el valor de )) se d.eterminará a continuación. 
r 
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Si en la f6rmula (41) escribimos a r en la forma dada por (14), 

se obtiene esta expresión para el operador de Casimir de R 
r y y y 

~ =- 2 ~ ce; yo + 4 5~ s~s c:'Cc;>, + 2s?' ~~s (c~ - C~; ) 
y v 

-2.2. ~ D:SIDsS1 
+2(í-V-l)N 

S~ I S ' ~ I 

A las funciones de una base para una R 1 de Rr vamos a imponerles la 

condición de que sean eigenfunciones de ~ con el eigenvalor cp dado 

en (39). Comparando (39) y (43) se observa que esta condición se puede cum

plir si tomamos V =n y además hacemos que cada elemento P de la base 

satisfaga las ecuaciones 

l~n S' DSS'P =0C:p~). p es p=o ~<.s' .> >J5 ' ::.1J2) . .. )Y\ 
:> s)' (44) 

(Nota: El si~ficado del)astjr isco Que ~arece e~,al~sdde las )ecuaclones ~44 y ~40} sera expllcaao ~:rrnal el Capí t ulo. 
La comprobaci6n de que esta afirmaci6n es correcta, se obtiene aplicando el 

operador Q2 en la forma (43) sobre P : si se supone que son válidas l as 

ecuaciones (44) entonces en el segundo miembro se obtiene cp P con cp 
idéntica a la expresi6n (39). En un paso intermedio de esta verificación hay 

Como en el caso de U ,el método seguido no excluye la posibili
r 

dad de que las ecuaciones (44) pudieran dar origen también a una base para 

la R 1 (A ; >< ' " A~) de Rr con "A's tales que q:>(A~ y:: CP(As). Para 

demostrar que esta posibilidad no ocurre, debemos buscar la función de má

, \' \ ' ximo peso de la hipotética R 1 (Al A¡ ' '' A~) contenida en las soluciones de 

las ecuaciones (44); esta funci6n de máximo peso tendría que satisfacer l as 

ecuaciones 

c~'1P::o s<s') D~~'1P= O ( S~1, 2J"" Yl) l 
, A:'P = O n1)Wl'>-m (lY\=r1" " ,\ ,lo),- 1) .. ,- \"1')) (46) 
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En el Capí t ulO siguiente demostraremos que las ecuaciones (46): 

a} cuando r =2n+l solo tienen solución no trivial si A~ =As ,s::l, ... ,Yl . 

b} cuando r = 2n solo tienen solución no trivial si ).~:: As ,S:::} ,.. .,Yl-1 " 

A'11 = I~ ~ \ ¿ - \A,,1 

Se demostr ará también que la solución en estos casos es unívoca; y con 

esto quedará demostrado que: Las soluciones linealmente independientes 

de las ecuaciones (44) constituyen una base para la R 1 (~, AL.,,· A", ) de R,n+ I 

o bien, una base para las dos R 1 (A, A-z. .. · A~_I ,\AV\\) y (A, AL'" AI'\ -,,-lA n \) 

de R2n' Lo que establece la diferencia entre un caso y el otro es el 

rango de valores del índice m. 

Finalmente, vamos a explicar cual es el significado del aste

risco que aparece junto a las ecuaciones C~P=\;r en (44) y en (46). 

Cuando inGrpretamos a los operadores de aniquilación lA.ms como o/da.~s 
estas ecuaciones son equivalentes al Teorema de Euler sobre las funcio

nes homogeneas; como P va a ser un polinomio homogeneo en las variables 

a.~s se deduce que las A~ deben ser números enteros no-negativos. Para 

el caso de R2n+l se demostró en (34) que los índices ~s de la R 1 son 

todos ellos enteros no-negativos, de modo que se pueden satisfacer todas 

las ecuaciones e~ P = As P , s = 1, 2, ••• , n • Por otra parte, para 

el caso de R2n en que solo los (n - 1 ) primeros índices de la R 1 

son siempre no-negativos, la ecuaci6n correspondiente a s = n debe es

cribirse e~P=\A Yl l P ya que existe la posibilidad de que \, <O; el as

terisco tiene por objeto recordarnos este hecho. N6tese además que en el 

eigenvalor cp del operador de Casimir de dado en (39), An apaR2n 

rece en la forma (). Yl)2.. , Y por lo tanto el reemplazar AYl por \ An\ en 

(44) no altera las conclusiones obtenidas después de (44) . 
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CAPITULO 11 

LA FUNCI0N DE MAXIMO PESO DE 

U N A R 1 DE R 
r 

En el Capítulo anterior llegamos a la conclusi6n de que las so

luciones linealmente independientes de las ecuaciones (44-1) constituyen 

una base para la R 1 (Al A2. Art) de R , y que en principio existeo o o r 

la posibilidad de que estaa soluciones incluyan también una base para otra 

con tales que el eigenvalor del operador de 

Casimir de R sea idéntico para las dos R 1 : q>(.>t:)= Cf'(As). La 
r 

funci6n de máximo peso de la R 1 (~/I ~~) tendría que satisfacer ao o o 

las ecuaciones (46-1). Vamos enseguida a encontrar la soluci6n de las ecua

ciones (46-1) y a demostrar así que el sistema de ecuaciones (44-1) determi

nan una sola R 1 de R si r = 2n+l , o dos R 1 si r = 2n. Como r 

el análisis es ligeramente diferente según que r =2n+l ~ r =2n , es

tudiaremos por separado cada caso. En todo este CapítulO n =[iJ o 

A) EL CASO DE R2n+l 

Se trata de encontrar la soluci6n 1l? de las siguientes ecuaciones 

(la) 

(lb) 

(le) 

(ld) 

o -'S-lo) -(>-1) . , ). o, \ ) 

c~ 1? -= '\1?

A: 1P=o 
f\ n-s+\ 1P ~ Al]? 

(\-5+\ s 

:;, = S- I ("-2 t O -1'" );) ) o • O ) ) 
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La soluoión general de las eouaoiones (la) ha sido obtenida por Moshinsky 1) 


(2) 

donde 

A.,..
, 
-, 

-- ] 

A~ 

, 
\ "2.. o o o ~ - \ '" 

~"''''-\ 0 0 0 Z - 1 

1\ \"' ''' 
D~ .. o \ 

) o o o ) 

\ 2 . ' VH 1"\ 
o 

o 

i~Y\ .... - , o. "2.. - 11 

A \ .. . V\ 
Ll VI o • o \ 

T
Las ~ son determinantes en ams ouya definición fué dada en (21-1). 

variables X de la siguiente forma pq 

(4b) 

(40) 

nuevas 

} 

n \ Z •• V\ - \ Y\ 

W\ 
6'(\ V\ -

o 

\ ." 2. -W! 

Esoribiendo oada X en forma desarrollada, es fácil comprobar que las pq 

!le n+l )/2 variables 
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I '2. ... s-\ 5 
bn n-I -" rI - S+-z o(. 

1\\ z. · ··S-1 S 
W>'l rI- 1 . - . I\-S+~ YI-5-1-1 

que aparecen en la lista (3) pueden expresarse en funci6n de las 

de otras variables que están en la misma lista. Por ejemplo 

, Z -" YI-I Y\ 1 ,,' 11 -1 n \ 6,,\ - . Y}- \ ~ ~ \ 

~ .... vt-I'-'2 - 1'1 XYI \ fi Vl " 'Z. - l ll -I) 6vt-, \1'" 'Z. o o 11 -\
f::.. \ " . \16.' _. 6,\" .'" !J.\ -'Y\ fj. Iv¡VI 

I ~~ "' .-. \ ~~ VI' ''' L1~"' . . "'" . I 

\ .. . 11- \ VII Z ' " 1\-\ VI 

L"n- I - "2.-\ \ X",Vl \ (~V\ . " '2. 0)2 ( 6) 
1\ \ . - . VI A' .. ·"')2 Z I\I- - VI2. ( ~V\ -' - \ L4 y\ . .. \L4y\", , 

Como la dependencia de Z en las variabl es (3) es arbitraria hasta este 

momento, se puede reemplazar en el argumento de Z a cada una de las va

riables en (5) por el primer término del miembro derecho de las f6rmulas 

precedentes. Así se puede afirmar que Z depende de las variables 
Al , \ , I 'Z- l:::.~ 2. A \ 'Z.. 
~ ....- 1- A- l ,,-\). 6Y1 \'\-7. " n-3 n - ( n-z) ./).

l
b.~) ~~)- " ) ~~) 1\ \ <')/\\'2..' . , \ 2-) 


~n n- \ L41'\ Y\ - I .!lY\ YI-\


h llI. \ z. "3 l:J.' "z.. 3 2. 3 &z. .. . n-\ n
Un n- \ ,,_2 1\ V\ - I YI - <1. ~ 1 ('" 3) n-,' -, (7a)

:7 , n ,, - - "-. , '2. o • 

,.6\ Z- 3' 1\' '-3 ,.,,) 1\ \ '-3) ' ) A''' ' Y¡ / 


YlI"\ -\ vt-'Z D 'rI ''\-1 1'\- 2 U'tI n-\ n-Z ~Y\ ". \ 


XII X,1.1 Xzz, . X3\ X3 2,


{ 
Xn 

(6~)'Z.' -.6-~-"- - ) (f:.~Y\:S-) A~~I;zAy\' ) Al 'Z.. ~ Al '-) lA'?" 3 ) 2)~-I-~~ 
D /...41\ 1\-1 YI-1 L:l.n '1\-\ I!4n n-I '11- 2 

XVII X1'\'2. X n I"! (7b) 
j A l " . n f\' A \ .. . t'\ ¡\ \ 'Z. , ,- - / (A \ ." t'\)'2. 

Dn . " \ ~n DYI ' " I UY\ 11-\ u .... -' - 1 
2Obsérvese que aquí aparecen n variables del tipo ~ y n(n+l)!2

A 
variables del tipo )(?~

¿6, 
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La utilidad de haber introducido las variables X resulta evipq 

dente cuando se trata de hacer que 1P dado en (2) satisfaga a las ecua

ciones (lb). En efecto, todas las variables X tienen la propiedad de pq 

que oualquier operador de ascenso de , i.e. cualquiera de los nR2n+l 

operadores de (lb', aplicado sobre X dá cero. Demostraci6n de A; pq 

esta afirmaci6n: si desarrollamos las dos ~ que aparecen en cada X pq 
5' 

por cofactores de los elementos ~~ y ~-YYI , cada X queda exprepq 

sada como una combinaci6n lineal de términos del tipo 

(i !1f' /\ S; ) I\S' 52 ' " Sf'-I /\ s~ s~ .·· s~_\ 
(8)

\ W\:"I Yt1 W-I'VI Ll .... "'-1 - _ . 1'1- 1"+2 D 1'\ '1-1 . - . n- ~ +2 

A YYt 
dá cero, según se demostr6 en el.L). s aplicada sobre 

Capítulo 1, después de (28-1). Por lo que respecta a las otras dos ~ 
/\ ñt )O;;; ~-S 

que aparecen en (8), teniendo en cuenta que .L ~s = loS - Jo - i» Y que en este 
}oC "l l 

análisis las dos (o Wl que aparecen aquí son de ascenso y por lo tanto al 
/\ SI s~ --. So( 

operar sobre una ~'M\ M1, _ . . w1Q( cambian un índice mi en otro índice ma

yor, se deduce que A~ también dá cero al operar sobre las dos últimas 

¿ en (8); ya que en estas 6 los índices inferiores toman todos los 

valores entre n y un cierto valor mínimo, de modo que al cambiar uno de 

estos índices en otro índice mayor van a quedar en la ~ dos índices 

iguales y esto será un determinante con dos renglones iguales, el cual vale 

cero. Con esto queda demostrado que para las ~; de (lb) 

I\.l'Y'Ix I\I'VI Al 3 - - , o< =0Z. 
ll.s f''.l- -== 1 ~s W n 1'\- 1 1'1-2. _ .. n-o!-r¡ 

Los n 
2 operadores 1A~W\s por lo tanto, solo dan resultados diferen

tes de cero cuando operan sobre las n 
2 variables de la lista en (7a). El 

índice -n no aparece en ninguna de estas variables, y debido a esto ~~ 

al actuar sobre ellas es equivalente a ~I'\~ • Entonces las ecuaciones 
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ó~ =0 lo cual nos i ndicaH7 =- n- 1) ... ) - (Y\ -1 ) equivalen a ó( b 7t) , 
b..n ( A~ 

m =- n-I r'l - Z . . . -( YI-1 )que Z no depende de ninguna de las variables ~~ ) ) .1) • 

Suprimiendo estas variables en la lista (1a) , el índice -(n-l) no apare

ce en ninguna de las variables que quedan, por lo tanto al actuar sobre 

ellas AYI~' equivale a hn~ , y las ecuaciones An~JP.=. O m ::: n-Z/ . . )- ( I1 -Z) 

nos dice que Z tampoco depende equivalen a 

de ninguna de las variables en (1a). Por un procedimiento a"1 -z.
~'" VI - I 

nálogo, las ecuaciones l\.. YI~z. IP =O iYi ::: n-3) .·. )- 1I1-3) nos dicen que Z no 
1\ \ -z. 3 
~y\" - I"'"

depende de ninguna de las variables en (1a); y continuan-A \ '- 3 
~Y\ 'fI - 1 11- 2. 

do el análisis a lo largo de líneas similares para A;lP =o S= I1 - 5) 11 - 4 } . . )2. 

se llega finalmente a la conclusión de que A~1P -:: O implica que Z tam
1\ \ -z.. >1-1 Yl 
Un. n-I . . 2. o 

poco depende de la Última variable en (1a). En resumen,1\ \ . . . Yl 
~ VI . • . I 

la solución general de las ecuaciones (la) y (lb) está dada por (2), pero 

con Z siendo una funci6n arbitraria de solo las n(n+l)/2 variables 

que aparecen en la lista (1b). Escribiendo a Z en la forma de una serie 

donde las k representan a números enteros no-negativos.pq 

Vamos ahora a imponer la condición de que el polinomio P dado en 

(9) satisfaga las n ecuaciones (le). Es fácil verificar que todas las va
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riables que aparecen en (9) son eigenfunciones de A: con los siguien

tes eigenvalores ~-stl -E.XAn-S+, Xp~ - p~ ) 

(lO)
1\ VI-Sil" 1-, - ' F' = 6,\ '.' r' 


1 l.1"\-s-t\ Ün- - n-p+1 E 11 - " n-pt-\ 


As! se encuentra que para que]? dado en (9) satisfaga a las ecuaciones 

(le) se deben cumplir estas n relaciones 

A>= A\- 2. k" - k-¿\ - \<.31- \<41 -' . - k"l 
Al =A2,. - \<.<.\ -Zkn -k}1..- k4 l.- - -' - \<"l. 

¡"~3 -::. A3 - k3 \ - '1<32- Z\<n - '1<43 - -- -- K"3 (11) 
.. ' . . . . .. - . .... .... .. - .. .. .. .. . .. .. 

A~ =: A., - k,,, - kn-z. - k"3- kYl+- _. . - KI'l n-\ -- 2. k",YI 

Como las kpq representan números no-negativos, de aquí se deduce que 

(12) 

Además las relaciones (11) nos permiten reducir el número de índices de 

suma en (9) ya que n de est08 índices, por ejemplo ' ' ••• , kkn1 kn2 nn 

se pueden expresar en funci6n de los restantes. 

Solo falta hacer que el polinomio ~ dado en (9) con las res

tricciones (11) satisfaga a las ecuaciones (1d). Como sería bastante compli 

cado intentar aplicar cada uno de los operadores DSS' 
sobre 1P , vamos 

a seguir un método indirecto; este consiste en igualar las dos expresiones 

independientes del operador de Casirr.ir de R obteniuas en (38-1) y (43-1),
r 

de ahí se deduce 

DSS'=i i D-t- i(c:)2-+2 i LC~'c;,+i LlC~-C~', )+Y)N
S-::\ S'::\ ss' 5=\ 5=1 s'.c.s S=I S'>S 

-J(A:)<-lAX:/<i\:, -m~I\:LA>A::). (13) 

Aplicando 109 dos miembros de esta ecuación sobre TI? y teniendo en cuenta 

que 1P satisface a las ecuaciones (la, b, c) , se encuentra que para que JI? 
8atisfaga también a las ecuaciones (ld) se debe cumplir lo siguiente 

http:Casirr.ir


25 


En un paso intermedio se usa l a fórmula (45-1) . La ecuación (14) obviamen

te expresa el hecho de que el eigenvalor del operador de Casimir es idén

\) /\'5)tico para las dos R 1 ("s Y 1... /\ • Ahora bien, podemos re-escri 

bir a (14) de esta maner~ 

i \lAs-A~)(A5+A~+2n+1-2S)} == O (15) 
S~I 

Pero la ecuación (12) nos dice que (\-A~)~O, y además en el Capítul o 

1 demostramos que para todas las As~O , por lo tanto todos l osR2n+1 

sumandos en (15) son no-negativos y esa ecuaci6n solo puede satisfacerse 

cuando 

(16) 

El segundo factor es positivo definido y en consecuencia se llega a la 

conclusi6n de que las ecuaciones (id) se pueden satisfacer si y solo si 

(17) 


'\ '5 Pero entonces, substituyenao estos valores de A en (11) se deduce que 

todas las k valen cero, y de (9) obtenemos el resultado final: Las pq 

ecuaciones (la,b,c,d) sol o tienen soluci6n cuando A~::' ~> s:: 1 1 2 1 " ' ) Y1 

y la soluci6n en este caso tiene la f onna explícita 

1P= 
Esto constituye la demostTaci6n de que l as sol uciones linealmente inde

pendientes de las ecuaciones (la) ,(id) constituyen una base para la R 1 

(Al A'l. '" Ay¡ ) de ,y la función de máximo peso de esta R 1 esR2n+1 

el polinomio (18). 
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B) EL CASO de R2n. 

Se trata ahora de enoontrar la soluoi6n 1P 
s \ 1P ("f-) es /1P es lP =I\s 's - o 

A~ 1P=o 
n -s+\ p ~ A~1P 

A"'-5+1 ~ 
DSS /1P=O 

de las ecuaoiones 

(19a) 

(19b) 

(190) 

(19cl) 

Como seexpli06 al final del Capítulo 1 , el asterisoo en las eouaciones 

C!1P=AslP signifioa que la eouaoi6n oorrespondiente a s =n debe 

escribirse C~1P =\An\1P • Obsárvese que la prinoipal diferencia entre 

las ecuaciones (1) y las (19) es que en estas últimas el índioe 

2ID no toma el valor O; es decir, mientras que en (lb) se teman n

eouaciones, en (19b) se tienen n(n-l} ecuaciones. 

La soluci6n general de las ecuaciones (19a) es 

\-)1. ~2.-A3 3)~~-A+ I".I'\-\I\)I.\~IZ1 ""2. 

=- (A~) (.6.~ ~I) (1:1>'\'(1-1 ~-z ' .. (L1.f\ ... 2. \ ' . (20)1P 
donde Z es una funci6n arbitraria de las n(3n-l}/2 variables que que

dan en la lista (3) al suprimir las n variables 
\ 'Z. "3 ~I .. - 1'\ - I Y1 


,,\~ ¡\~'2.0 A Z.
u U " .Ll. 11 ~- 1 C> 1'1 • • - eu 

( 21)~~' A'"Z) \~?>-) '- - ) AI . · · ·y¡ 
" Dn VI- 1 111'\ 1\- \ I'\-l. D n - ... 1 

Se definen a continuaci6n n(n+l}/2 variables X análogas a las quepq 

aparecen en (4a,b, ••• ,n), con la únioa diferencia de que ahora el índice 

m no toma el valor m = O. En partioular, n6tese que 

_ \ . . . 11- I 1-'\ " \ ' . • 11- I l']

X - Z 6 11 .. ' L I V rt ." L -1 (22) 
nn 

Entonces, de manera semejante a lo que se encontr6 para R2n+l ' las 
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variables originales que aparecen en Z se pueden substituir por las 

variables (7a) y (7b) , donde de nueva cuenta, en (7a) hay que suprimir 

las n variables que aparecen en (21). Z depende por lo tanto, de 

. t;.,. . XNn(n-l) variables del tJ.po D. y de n(n+l) /2 variables del tJ.po -l::,,6. . 

Al hacer ahora qle 1P dado en (20) satisfaga a las ecuaciones 

(19b), se llega a la conclusión, por un análisis idéntico al del caso de 

R2n~1 ,de que Z no depende de ninguna de las variables en (7a). Es

cribiendo a Z en la forma de una serie de potencias, se obtiene que la 

solución general de (19a) y (19b) es 

1P :: L A Xk, \ Xk21xkn .. xkn \·X~nr¡YI(6~)\I-AL-zkl\-k21-k3\- ·· - kn\ 
L . ' K 1<. ~f> \ \ "2. \ n. Yl I " ., ) 
Il'\\ r\V\ 

"2.. A2A~-k21-2k"!.,-- kn - .. · - kn¡ \., 1'\ )\Anl-k", kYl "2-- . . ' -kr,_,-Zknr¡ 
'U~~ ~Y\-I) ... (/1n "" . (23) 

VI- St 1 
A continuación, aplicando los operadores 1\..n-5+1 de (19c) sobre esta 

funci6n, se deduce que para que (23) satisfaga a las ecuaciones (19c) se 

deben cumplir estas n relaciones 

\1 _ \ -2.k -k - k'l- .. ' - kn-, \ - kYl \1\\-1\\ 1\ Z.I 7 

\'_ \ - k -2k -kn - . " - kl'H z.-kY\"2. 
1\"2- - ;\2. "2 1 n 

( 24)\ =¡\ n-\ 1 )1-,'- IH 3 

!\n-\ 11-\ 


I . \ ' ~ k' . ~ k' . ~ k . ~ :.. '-ik~-: ~-I '- kny\-l 
k I - 2. k


X.,¡==\AY\I-kY\,- Ky\2- kn 3 -· ·· - "VI
'11'\- 1 

Estas relaciones implican que 

( 25) 

ss' 
Finalmente, en lugar de aplicar separadamente cada operador D de (19d) 

sobre ~ ,aplicamos el operador dado en (13). Así se encuentra que para 

que TI? dado en (23) satisfaga a las ecuaciones (19d) se debe cumplir 
n-\ 

esta condición: ~ ~\(A5+2n-2S)-A~(A~Hn -L s)} +1 \Anl'"-CA'YI)"l.} =O j 

I Si,2 
NÓtese que An aparece aquí en la foma (l..,,) , de m010 que si esta ecuación 
se satl.sface C011 un cierto valor A'n >O, también se satisfará con el valor 
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, \'
reflejado -).rt • Se puede entonces proceder como si 1\",>0. La. última. fórmula 

se puede re-escribir como 

( 26) 

Ahora. bien, en el Ca.pítulo 1 se demostró que para R los índices As ~o2n 

si s =1, 2, ••• , n-l ; esto, combinado con (25) nos permite afirmar 

que todos los suniandos en (26) son no-negHtivos, y por lo tanto, para. sa

tisfacer a esa. ecuación se debe tener 

) 

Como c\ tA~+2Y1-LS»O para. s = 1, 2, •.• , n-l , se llega. finalmente 

a la. conclusión de que la.s ecuaciones (27) solo se satisfacen en estos dos 

ca.sos 

~~::: As 5=-',2.) . . ' ) YI-1 ) A~=IAnl (28a) 

S=1) L) . . , ) )'1-1 ) )/n =-IA~) (28b)A~ ::: As 
De (24) se deduce que en el caso (28a) todas las k valen cero; y en pq 

el caso (28b) todas las k excepto k ,valen cero, y k = \ ~)I \ pq IUl nn ' • 

Substituyendo estos valores en (23), y recordando la. ecuación (22) para 

el caso (28b) , se obtiene la forma explícita de la solución de las ecua

ciones (19a,b,c,d) en los dos casos: 

b) Cuando A: -:: As s = 1, 2, ••• , n-1 

V1 j \ \ " )1 A-A 1-~ >.--~ \~I'll10_ 1\1\ l¡\~-)\l+J-L. ( , ,) I z(A\"2. 1. '(A 2;,) j : .. (A l '" 1'\-\ VI) (29b)
l[ -_ ' _ 1\ \ ")1 1..L\11) 'uYI)\-\ J-l1'\\'l-Iv\-2. ~Y1'" Z. -1 

J- 1l-! \..1\i.-l\jt\+J-L . 

Con esto se ha demostrado que: Las soluciones linealmente independientes 

de las ecuaciones (19a) y (19d) constituyen una base para las dos R 1 
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(Al AL. . . ·/'An¡) y (A \ A.. . " ,-IAnD de R2n ,y la función de máximo peso 

de cada R 1 está dada en (29a) , (29b) , respectivamente. 

Para terminar, deseamos hacer notar que este resultado establece 

lÍmites más precisos para el último índice de la R 1 (Al '" An) de R2n. 

l!Jl efecto, en el Capítulo 1 solo se pudo demostrar que An_, ~A n ; aquí 

hemos demostrado que siempre existen las dos R 1 (\ ,. . . , An ) y 

(Al' . ' . ) - An) ,por lo tanto, ya que Ayt_, ~ An debe cumplirse siempre, 

se deduce que Ayt _, '?- l\"l, es decir para los índices de una R 1 de R
2n 

se 

t i e n e 

(30) 
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CAPITULO 111 


REPRESENTACIONES IRREDUCIBLES DE R CONTENIDASr-l 

EN UNA REPRESENTAClON IRREDUCIBLE DE Rr 

SECClON A) 

Los generadores del grupo R2n+l son los n(2n+l) operadores 
mI m m

l\'rf\ (ascenso) ~, AW1 f (descenso), Am (peso) , m> m' > -m 

\ m \ ' \ m' \ = 0,1, 2, ..• ,n. Suprimiendo los n generadores de ascenso 

o A~A M Y los n generadores de descenso L\..o quedan los n(2n-l) ge

neradores de R2n • En el Capítulo II se demostr6 que una R 1 de 

R2n+l queda caracterizada por los n números enteros (,\ ) ~Z ) • • • ) ~ n ) 

con >'I~ A"Z. ~ ' .. ~~., ~o , y que una R 1 de R2n queda a su vez defini

da por los n números enteros (fv" f2) .. , ) f-t n) con 

f"A1 ~ ~ 7. ~ . " >,- r >1-1 ~ \ p-.., \ • En este Capítulo vamos a plantear y re

solver el siguiente problema: Dada una R 1 

averiguar que R 1 s (t"" 1 ) tt l) ' . . ¡ f n) del subgrupo R2n están contenidas 

en ella. Para ello empezaremos por hacer notar que una funci6n P que 

per.....tenece a la H 1 (\ \ \ )11 , ,112.) '" , /\n de R2n+l Y que al mismo tiempo 

es la funci6n de máximo peso de la R 1 (f 'J tt1.. ) ··.,tt,, ) de R2n' debe 

satisfacer las siguientes ecuaciones: 

1C~P:),sP} C;/p= O 5<5 
(la)

j 

1\.:1 P=l\.:zp: ... =/\.~P =: A~ p= ... ::1\.~W1-I)P:::O ) tr1 =4) 3)' .. ,n 


I\.fI-St \ p -= sP (lb) 


rl-5+1 r (le) 


DSS'P =0 S~SI S,S; ' = 1) 2 , ''' In 
(1d) 
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Las eouaoiones (la), (ld) , indioan que P perteneoe a la R 1 (A, 1 . . . J AY1 ) 

de R2n+l ' mientras que las eouao::iones (lb), (le), indican que P 

tiene un peso {r r) f7..) ... J (--<-TI} en el grupo R2n y que este peso es má

ximo, es deoir, que P es la funci6n de máximo peso de la R 1 (~". , f<rr) 

de R2n 

Comparando las ecuaciones (la,b,c,d) con las ecuaoiones 

(la,b,c,d) del Capítulo 11 , observamos que la única diferencia esencial 

entre ellas es que las n ecuaciones .I\.~ TI?:: O m = 1, 2, •.. , n 

que aparecen en la discusi6n del Capítulo 11 , se han suprimido en el 

análisis del caso presente. Debido a esta semejanza parcial podemos apro

vechar algunos resultados del Capítulo 11 • Por ejemplo, la soluoi6n ge

neral de (la) está dada en las ecuaciones (2-II) y (3-11). Se introdu

cen a continuaoi6n las variables X definidas en (4a, ••• ,n - 11) Y pq 

se llega a la expresi6n de Z como funci6n de las variables en (7a,b-Il). 

En el Capítulo 11 la aplicaci6n de las ecuaciones (lb-II) nos llevaba 

a la conclusi6n de que Z no dependía de ninguno de los cocientes 
\ <.. 3 .. . k-\ k


!:1 n "1-\ 1\-1. ...1\-1<.+2 o< 

y quedaba una expresi6n para Z en funci6n de lasf::,\ L 3 · · · k 

1'\ >'\- 1 n-2. .. . n- K+l 

variables (7b-II), exclusivamente. En el caso presente, debido a que no 

A ~p -_ Oestamos aplicando las n oondiciones L~" , m = 1, 2, ••• , n 

la conclusi6n a que llegamos después de satisfacer las ecuaciones (lb) 

es que Z depende de las variables (7b-ll), y además de las n variables 
\ 2 .. r1-\ r\h 11- 3 7.. 3t.~ n o ll.... 1\-\ o ... ~~ 1'\-1 1'\ - <.. ... 2- o 

) ) )
b.~ b.1 

l'\ 
<.. ~ \ <.. 3 1.. 3 11 - 1 n 
>'\-\ 1\ 11-1 fI-2. .6~ n- I ~-z . . . 1- \ 

Por lo tanto, en el caso presente la soluci6n de las ecuaciones (la, b) es 
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rY1, \ L)YI1 "l.( \ 1. 3)i"S \ Z .- 1'\-11'1)"''' ( 1 ... l1 )kn r1'"l. 11_\ 
. (b.~) (l~no !Jn~- I o ". Pnl1-1 ... L D Dn '1-1 ." 2 -1 

(2) 

donde las kpq ,m1 , • ••• , m representan a números enteros no-negan 
\ 1. ... 1\-\ 11)1. ¡\ 1 1. .. , )1\ - 1 1'l ¡\ \ 1. .. 1\- 1 )1

tivos. Debido a que X1W\ == ( ~"~_I _. - 7.. o + 2 u" " - 1 .. - Z 1 Llfl ' l-\ .. , 1.. - 1 ? 

en este caso es posible reemplazar a X por el producto
nn 


,,\ ,- " . r'I 1\ \ 7.. . n- I 1'1 


w"'1-I .-. I U)I\ VI-\ ... Z -1 , y esto fué lo que se hizo efectivamente en 

(2); el susodicho producto sigue poseyendo la pr opi edad, como X , de 
nn 

que todos los operadores de ascenso que aparecen en ( lb) actuando sobre 

él dan cero. 

Al aplicar ahora las ecuaciones (le) sobre el polinomio (2) se 

llega a la conclusi6n de que 

( ¡- ; -= A\ - 'rr'\ \ - z k 11 - kl \ - k31 - k4 \ 
/Al.:: ).'1. - YY17.. - k'l.\ -2kn - kn - k4-l. 

r~ -= A3 - YY1~ - k;s ,- kn -z kn - k·n -

Una consecuencia de estas ecuaciones es que, dado que k , m represenpq s 

tan a números no-negati vos , se tiene 

Usando ahora las ecuaciones ( 3) para expresar las m en funci6n de las 
s 

k , y substituyendo en (2), se llega a la conclusi6n de que la soluci6n pq 

general de (la,b, c) es 



33 


(5a) 

Falta únicamente hacer que el polinomio P dado en (5) satisfaga 

las ecuaciones {Id}. Nótese que en la suma que define a G aparecen 

n{n+I}/2 índices mudos, a saber: 1 índice k1q + 2 índices k2q 

+3 índices k + ••• + n índices k • Ahora bien, el número de operado
, 3q nq 

res D
SS independientes es también n{n+l}/2 • Es de esperarse por lo 

tanto, que los coeficientes ~ del polinomio G queden unívocamente 
-Kf~ 

determinados al imponer la condición de que P satisfaga las ecuaciones 

ss' • La demostración rigurosa de esta conjetura es bastanteD P =O 

DSS'P -- Odificil ya que cada ecuación conduce a una fórmula de re

currencia para los coeficientes ~ y de la solución simultánea de 
--kí'~ 

estas recurrencias se obtiene la forma explícita ~ =F (k !).
-lt 1"'+ pq 

En el Capítulo siguiente se analizarán los casos particulares de R 4 Y 

R5 para ilustrar el procedimiento. Admitiendo que la conjetura es vá

lida en general, entonces después de haber satisfecho las ecuaciones 

{Id}, el polinomio G es una función unívoca y perfectamente definida 

para valores dados de As y ~s . De {5a} se deduce entonces que para 

que P sea polinomio se debe tener (-A-s ~ A5+\ s =1, 2, •.• , n-l 

Es decir, en conjunto 

) (6) 
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RI 

Kl hecho de que fin pueda ser negativa está en concordancia con lo de

mostrado en el Capítulo 11 en el cual se vi6 que para el grupo R2n 

el Último índice de la R 1 (fA' I ) t" z ) , , ') t-t 11) puede ser negativo. 

Reuniendo los re~ultados dados en (4) y (6) se deduce que la 

cont iene a todas aquellas R ls de'R
2n 

( f'<" , fA-z.)''') fA" n ) con fA-s tales que 

\ ~ t1-1 >,. ~z ~ ¡-t2. ~ '" ~ [-tll -I ~~.., ~ I ¡-t",1 

y cada R 1 de R2n aparece una sola vez. Este resultado se conoce 

con el nombre de ley de r amificación ("branching law") 8) para el grupo 

ortogona.l. 

Examinaremos ahora el caso del grupo R2n , y trataremos 

de averiguar que R ls ( ¡-t ') ¡-t-z) " , ) fL 11-1 ) de R2n_l están contenidas 

en la R 1 Ante todo hay que exhibir los 

generadores del subgrupo R2n_1 de una manera apropiada. En este caso 

para obtener los gener adores de R2n_l no basta con suprimir ciertos 

generadores de R2n ,ya que algunos generadores del subgrupo son combi 

nac iones lineal es de generadores de R2n' Por ejemplo, si numeramos los 

índices del espacio donde están definidos l os generadores de R2n en el 

orden m = n-l , n- 2, . 0., 1, 8, -8, -1, •.. , -(n-l) entonces l os ge

neradores del subgrupo R2n_l serán todas las 

y además l as (2:n- 2) combinaciones lineales 

J\ rrto =_ ( f\ e 
rr1 +A_: ) Sin embargo, en el análisis~ \. 17 m = 1 , 2, "', n-l 

que sigue podemos evitar el uso de estas combinaciones lineales adopt ando 

el siguiente método alternativo. Hay que efectuar una t ransformación 1i 

neal en l os operadores de creación y aniquilaci6n I1 T 
lÁ ±: e s , ateS 

para 

obtener nuevos operadores 
' Ta 

0$) 

' t-a fl 05 
O'S) LA ) 

Q'o ' 5 que satisfagan la 

condición de que 
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(8) 


Un modo de satisfacer esta condici6n es por medio de la transformaci6n uni

't- I t- T a.os == {Z (0.&51- a.-es ) 

" t- \ T 
0.0 '5 == lJi (a.&5 - a!es) 

es \ (a"os • a'o/S) ¿rs=~ (a$5+ a-es)G\ ={i" - L 

(aes 
a-ss::;: ~ (áOS +i é{S) ¿e 's ::: ~ _ a-es) 

B ajo esta transformaci6n se obtienen en particular estas equivalencias: 

Por tratarse de una transformaci6n unitaria, las reglas de conmutaci6n de 
• + .o. y a siguen siendo las mismas que las de a+ y a. Los ope

y lA, l1\$ con m 1= 9, -9 permanecen sin cambio, pero 

por uniformidad en la notaci6n se indicarán también con un punto encima. 

Los generadores de R2n serán ahora A m'= 2.. (itt ¿(" S_ á+ a'-MS)
lf\ 5 rY\S -m I.s 

con m, m' =n-l, n-2, "', 1, O, O; -1, ••• , -(n-l). Suprimiendo todos 

los generadores que tengan un índice O; los restantes serán los generado

res de • En la discusi6n que sigue se usarán siempre los operadoresR2n_1 
.+

el 
.,Cl pero por comodidad en la escritura se suprimirá el punto encima 

de ellos; una funci6n de 
°t •
0.., o.. es fácilmente identificable por la pre

sencia del índice O' que es exclusivo de estos operadores. 

El polinomio P que pertenece a la R 1 ( 'A I ) Az. , ... } An) de R2n 

y que es al mismo tiempo el polinomio de máximo peso de la R 1 

( ~l) t<2.}"' " ~n-I ) de R2n_l deberá satisfacer las ecuaciones 



es p \ P (*) s' 
s = 1\5 ) es P=o S<~I ) (l1a) 

-1 'oP - 1P -A-(m-I)p1\..-:" p:; '" ::.L\mp:; i\rn =iL'n =... - rr! - o (11b) 

r¡ - s _ p
A n-s P - f'Ls (llc) 

(Ud) 

El asterisco en las ecuaciones (lla) es para recordar que cuando se trate 

de s =n debemos esoribir C~p::: I,A.,IP ya que segÚn se demostr6 en 

el Capítulo 11, para el grupo R2n el último índice de la R 1 puede 
s 

ser negativo, pero los eigenvalores de C: S son no-negativos. Además re

cOl'demos que las ecuaciones (11a,d) definen bases para las dos R ls 

(\ )'2 )'" JA"-I ,'!An) de R2n ,por lo cual es de esperarse que ouando Art=FO 
el sistema de ecuaciones (11) tenga dos soluciones independientes, y en 

efecto, en el Capít ulo siguiente obtendremos estas dos soluciones en el 

caso particular de R4 
• T • 

Con los operadores 0.., a definidos en (9) se tiene 
, L .. . 0( I L ... ~ 1 L "'0( \ 'Z. ' ''f.>

~n-I n- z.· .. () ~n- I YI - z ' ''-9 + .6"-ln-2. ' '' - 9 /j,n-I n-z. . .. e
° , 2 "' ~ ' , L"'(3 0\ 2 ·· · 0( ÁI 2. .. . (3 (12)
=~"- I >'1 -2 .. . o 6"-1 "-1.", o + Ln-I YI - Z . .. o/ D n-\ n-2 .' . 0 1 


En el análi si s que sigue van a aparecer las variables definidas en 

(4a, ••• ,n-II) con la única diferencia de que la suma sobre m que apare

ce en cada una de ellas se va a efectuar ahora sobre 108 valores 

m =n-l, n-2, ••• ,1,6, -6, -1, ••• , -(n-l), la f6rmula (12) muestra los 

cambios que hay que hacer en las variables X al usar los operadorespq
• T • 

t · ul X - (A 1 L . .. "-l rJ)L ( I Z"'Y)-I n)za,O- ° En par 1.C ar, "'YI LJ. + 1\ .. - 1"1-, .,,-z. ... I o ~n-I ~ -L' " I )0 

A1 1. ... n / 1 1.... Y1)'2. 
' 

de modo que usaremos el cociente (~ A en lugar de 
~ - I 'l-z . . . 0 1 DI\- I n- '2. ., .o 

)(11 11 / ( I "Z.. •. . 1"1- , Yl)'Z.

~~II\-l .. I o • 


) 
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Del análisis para obtener el polinomio de máximo peso de R2n 

efectuado en el CapítulO 11, sabemos que la solución de las ecuaciones 

donde k Y m representan a números enteros no-negativos. Al hacer pq s 

ahora que P satisfaga a las n-l ecuaciones (11c) se obtiene 

lA.\=A-rn,-2k-k - k -···-kI I "1..I?\ ni 

~z. 	=).l. - mi.. - k"Z, -2k n -k3 "l. - . , • - k","l. 
!A3 =A:> - m - k31 - k~L - zkn - . .. - kr13. 	 (14)3 

M. - \ _1M k -k - ... - k - 2 k - k
1-1'\-1 -/111-1 " 111-1 

-
IH,' II-I)t n-I)I1-2 1'H,II-1 II)n-

1 

De 	 aquí se deduce que , en vista de que As ' kpq ,m representan as 

cantidades no-negativas, deben verificarse las relaciones 

) 
s = 1, 2, ••• , n-l 	 (15) 

Utilizando las ecuaciones (14) para expresar las m en términos 
s 

de 	 las otras letras, el polinomio (13) queda en esta forma 

_( I )tt1-).. t / I 't \{A-Z.-).3 I 1. 3 tt3- \ 1 1.. . ' .n_,)t'l-n-1-IA" I (16a)P 	- 6 11 -1 \...1"-111-1.) (L1 n_1n-z n-~) . " (~Y\-I I1-Z . . , \ G 
con 

(16b) 
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Falta únicamente hacer que el polinomio (16a) satisfaga también a las 

ecuaciones (ll d) . Ahora bien, tal como en el caso de R2n+1 :) R2n ,la 

sumatoria que define a G contiene n(n+1) /2 índices mudosf los ope-
SS' 

radores D independientes también son en total n(n+l)/2 operadores. 

Cada ecuaci6n Dss' 
p =~ conduce a una f6rmula de recurrencia entre 

l os coeficientes de (16b) , y es de suponerse que las n(n+l)/2 

f6rmulas de recurr encia así obtenidas determinen, al ser resueltas, la 

forma explícita de los coefi cient es ~ =F( k !). Admitiremos este 
-KI'~ pq 

r esultado en gener al aunque solo lo verificaremos, en el Capítulo siguien

t e, en el caso de R4 . Entonces, después de haber satisfecho las ecua

ciones (11d) , el factor G en (16b) es un polinomio unívoco y bien defi 

nido para valores dados de As y fA-s ; de modo que para que la expresi6n 

(16a) sea un polinomio l os índices As , r s deben satisfacer 

fs ~ AS+I s =1, 2, ••• , n-2 f-,. -I ?- IA'1 I (11) 

Reuniendo (15) Y (11) se llega a la conclusi6n de que la R 1 

( A, )Au " ') An) de R2n contiene a todas aquellas R la (fA- ¡) fA- Z) " ' fA- ~-I),J 

de R2n_l en l as que las fA-s son tales que 

\ ~ rt I ~ ,A z ~ f2 ~ ' .. ~ An- I ~ fiYl- , ~ 1)'1 1 (18) 

y cada R 1 de R2n_l ocurre una sola vez. Esta es la Ley de ramificación 

Aparte de los casos de R4 y R5 que serán analizados en el 

Ca~ítulo si guient e , el único caso particular de la reducci6n R ~ R 1 r r-

en que se obtienen resultados relativamente sencillos es aquél en que la 

R 1 de Rr es de la forma (A, ' 0, o, ... ,0) ,es decir, un diagrama 

de Young de un solo reng16n. Daremos a continuaci6n la forma explícita de 

la soluci 6n de l aa ecuaciones (11a,b,c,d) y (la,b,c,d) en este caso especial. 



39 


De (3), (14) y (16b) se deduce que 

=m =m = ... =mn_l = (m ) = •.. =k =O • El polinomio 2 3 n =k21 =k22 nn 

G en (5b) 6 (16b) es una suma sobre un solo índice: =k , Y la sokll 

lución completa tiene la forma 

p =(J~~)r-, k Ak x , ~ (~~/\,-fA-1-2k para R2n+1 (19a) 

k '»).'-f'/ ,- 2 k
P = (~~_,)P-I 2 Ak XII (~o l para R2n (19b) 

k=o 

las ecuaciones DSS'p-_O s' ~ 2 , se satisfacen automáticamente, y 

la ecuación D"p --O nos da esta f 6rmula de rec~rencia para los coefi 

cientes Ak 

2 k (2A, +í -z-lk)A k +(A,-f4,-zkt l)(A ,- f-i,-2k+ z)A k-\ =O (20) 

con r = 2n ó 2n+l. La solución de esta recurrencia es 

(zA\+r-4-ZK)!! A 
2k(A n{¡-zk ) ~ k l o 

(21) 

Las ecuaciones (19) y (21) nos dan la soluci6n completa del problema, ex

cepto por un coeficiente de normalizaci6n A • o 

SECCION B) 

DIMENSION DE LAS R 1 DE 

Las R la del grupo son unidimensionales, ya que en RR2 2 
1\9 D"p--O 

e
tenemos un solo generador: 1. ~ e • La solución de y 

l p p P \ )\A1 \ lA 1 , = \A \ es :: el (~e + C1- (.l:.-e) y la condici6n adi

cional de que nos lleva a la conclusión de que f-=±IA \ • 1\.: P :: fA-P 

Si t.t es positivo, la base de la R 1 (fA-) de R2 es P;;:(6~)t-t , 

y si fA- es negativo, la base de la R 1 (f) de R es p= (~~)If l .
2 
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2 

Con esta informaci6n podemos .averiguarla dimensión de una R 1 

de R3' De (1) se deduce que la R 1 (A) de R3 contiene una 

vez a todas aquellas R 1 8 ( f'J..) de R con -A ~ fA- ~ ~ y por lo 

tanto, la dimensión de la R 1 (A de R3 será igual al número .de 

~ s que s atisfacen la desigualdad anterior , es decir D = 2'\ + 1 • 

Por el mi smo procedimiento podemos avriguar la dimensión de la 

R 1 ( f-tl) f' 1. ) de R4 • De acuerdo con (18) esta R 1 contiene una 

vez a todas aquellas R 1 s (\ ) 

de modo que la dimensión de la R 1 

con 

será 
~ I 

D :::. 2. (zAt O = ( tt t+ 1)2. - (~ )2 -= (fi,+1+f 2. )(t-t- ,+ l-f/--z) (22)
). ::: It-<21 

En el siguiente paso podemos averiguar la dimensión de la R 1 (.\) Az. ) 

de R5' Usando nuevamente (7) se deduce que la dimensión de esta R 1 

ea igual a la suma de las dimensiones de la.s R 1 (['tI) r<-l. ) de R4 

que cont iene; es decir A A<. 

b= ~ 
I 

L {(~ I +1 )'" - f21. }
ftl - Al. rl.-= - )' l. 

)., 

=- L ~ (2).1. +1 )(~ 1 + ' )1._ ~ Az ()'1.+1)(2A7.+ I)} 
r \=~z. 

::: lZ.A z.+ ' )~~ ()"tl)t~ 1 tl)(Z. A¡+3) - i-\ (A2.+ I)lz.Az.+1) - ~ \ (~zt1 )(AI- ~ 1. +D} 
=~ (-zA 1.+ \)(2A ¡ +.5){(A,tl)() ,tz)-~1- (,l1 2. t1)} = ~ (2Az.+I) (2A \+3)(A¡ Az.+ I) (\t~l+Z) (23) 

Finalmente calcularemos la dimensión de la R 1 (ftl) t--t-z.)"3 ) de 

R6' Siguiendo un método análogo, se encuentra que 

ftl ~ 2. >',t l ).l. }
D :::. 2. 2. ~ (zA-z. t l) L yl. - (ZA ,+3) L yZ 

A,-=- r- z }.z.::W3 1 »:: 1 v::: \ 

( 24) 


http:tz)-~1-(,l12.t1
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No intentaremos deducir la fórmula general para la dimensión de una 

9)
R 1 de R • Citaremos únicamente el resultado • Para R2n+l la 

r 

dimensi6n de la R 1 (A l) ).. Z. ) " ' ) AYl) es 
t'1 Y1 r¡

D :=. 2 n (Ap+n-p+-~) Tí (Ap).~t~-p)0p+A~Hn+I-F-~) (258.) 
(zf1-I)llzn-3)1" ' 51 s! 1" -, p<~:;\ 

Y para R2n la dimensión de la R 1 (>.. )Az) '''} At1 ) es 
n2.YI-l n (ArA~+1-p)(Ar+A~+zn-p- q) ( 25b) 

?(1=1 

SECCION C) 


OPERADORES DE DESCENSO DE 


Otro método para obtener los polinomios de máximo peso de una 

R 1 de Rr_l contenida en una R 1 de R ,consiste en el uso de 
r 

operadores de descenso del tipo de los introducidos por Nagel y Moshins

ky 5) en el caso del grupo unitario. Los operadores de descenso se 

construyen con los generadores de R sujetos a la condición de que al 
r 

actuar sobre una función de máximo peso en R 1 dan por resultado otra r-

función que también es de máximo peso en R 1 pero uno de cuyos índices r-

está disminuido en una unidad. No intentaremos dar una deducci6n general 

de los operadores de descenso de Rr ,sino que analizaremos solo los 

casos de R4' R5 ,y R6' Un análisis general ha sido elaborado por 

Pang y Hecht 10) 

Para el caso de R4 los generadores son 

IAl, A ~) Al 
o j 

A OI 
0 ' 

() Ao) 
AO! 

-( (26) 

Estamos empleando los operadores 
. + •a ,o.. definidos en la Sección A • 
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Los tres primeros operadores en (26) son a su vez los generadores del sub

grupo oontenido en ' Y por lo tanto estos tres generadores alR3 R4 

aotuar sobre una funoi6n que perteneoe a una R 1 de no cambian losR3 

índices de ' es decir , dan una funci6n que pertenece a la misma R 1 R3 

de R3. El operador de descenso que buscamos trataremos entonces de cons

truirlo con los tres Últimos generadores en (26). Lo más obvio sería in

tentar que el operador de descenso L4' fuera una combinaci6n lineal de 

s =1, 0, -1 ; sin embargo tenemos las restricciones adiciona

les de que 

L~ \AI/\~> =lA~~2-) ) l\~ L~ \A'A AL) =O (27a, b) 

donde \ A'AAl.>indica una funci6n que pertenece a la R 1 (A')L) de 

R4 y que es de máximo peso en la R 1 (~) de R3 contenida en la 

anterior. Aplicando 1\'\ en ambos miembros de (27a) y teniendo en 

/\'\"1>'4) ,\>.,AL)cuenta que 1... \., A =- !\ ~ , se obtiene 

A\ L~ \AI/L):: (A-I) 1A~ _» = L~ i lA-l) I>,,>.A-¿ >} =- L~{I\\ \>'1,/,7.) _1 A,~A~} 
es decir 

lA\, L ~J\A\A~> ~ - L~ 1}.'>.).1.) j (28) 

A o, \ A, \Az.) =. Oy de (27b) se obtiene, teniendo en cuenta que A 

L\ o' 
Si 4 fuera una combinaci6n lineal de ~s s =1, 0, -1 

no se pOdrían satisfacer las ecuaciones (28) y (29). Pero si suponemos 

' ("'01 )n5; A os ' que L 4 es una combinaci6n lineal de términos del tipo 1~ 1 ~ 

s = 1, 0, -1 , entonces, consultando una tabla de conmutadores [/\."\ A",.,""'J 
se deduce fácilmente que para satisfacer a (28) solo existen estas tres 

Es decir , la forma másposibiUdades : 
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general de L~ que satisface la condici6n (28) es 
1\ o' I 0 I'Z. 0L =- o( A _, + (5.1\0 Ao + (A o ) J\., 

1 

(30)4
A 0, \ .x,\>'1.\ =OCalculando ahora el conmutador [i\.~, L~ ] y recordando que L \ /1 / 

se llega al resultado 

lo oual 8010 puede verificarse cuando (- o{ +f3.A ):= ( (3 +- 2 A+ , ) =O • De 

aquí deducimos que ~ =-(21.+\) ) o< -= ->'(Z).+I) , obteniéndose así el 

resultado final: 

\ o ')\' ( , ) A \ A o 1 ( I ) (J\ \ )'-" o'L4 =-1\.-, I 21\,+1 -J.'l.oJ.\.~ 2A,+1 + .I'l..o .Ll., (31) 

donde hemos Bubsti tuido A\A'1 lo> por l\.: \A'A). 2> . El operador 

L\ 
4 dado en (31) hay que multiplicarlo por un factor de normalizaci6n 

adecuado, con el objeto de que al ser aplicado sobre un estado normali

zado d~ por resultado otro estado normalizado. 

A, },1. >En el oaso de R5 indicaremos con a un estado\ f"il fAz 

que pertenece a la R 1 ( Al) Az) de R5 y que es el estado de máxi

mo peso de la R 1 (t<I' "...z.) de R4 contenida en la anterior. En 

este caso habrá. dos operadores de descenso: L ~ y L~ , definí-

dos por la propiedad 

) (32) 

Los generadores de R5 son los operadores 

1\'- 1\ I ti -, I A L 2. /\0 l\ o 
2.) 7..).i1.L.)l\.r)/l.r)A - r ) z¡ ,/ 

de los cuales, los seis primeros son los generadores del subgrupo R4 

y por lo tanto no cambian los índices de una R 1 de R4 • Los 
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operadores de desoenso L:~ trataremos de oonstruirlos por 

combinaci 6n lineal de l os cuatro últimos generadores en (33). Sin embar

go, análogament e al caso de R4 ,debido a las restricciones adicionales 

A 1"11 L \ \). '),1. >=O 1\ n1 L'Z./ ). , ).7.) - O n1 = 1 -1
1..1., 5 tA'1~ Z. , z. 5 fAl f't 1. - ) ) i. e. 

[ " WJ L2] IA , ),z. )_ O m= 1-1 (34a, b) 1 ~z , 5 t-t I f'<z -) J 

se llega a la ooncl usi6n de que una simple oombinaci6n lineal de 

1\ Soy 1 ~ s =1, 2 no es sufioiente; y por eso intentaremos una 
I 

oombinaci6n lineal de términos del tipo (i\~ )1\S (A ~, )rJ sJ\.; y 

(A~)Cfs (1\~ll~ A~ s =1,2 , donde y A~ son ope

radores de desoenso de R4 . Esta idea es análoga a la idea utilizada por 

Nagel y Moshinsky en el caso del grupo uni tario 

( 35a) 

( 35b) 

y consultando una t abla de conmutadores se puede en

contrar fácilmente que los únicos términos del tipo especial mencionado 

en el párrafo anterior y que satisfacen las condiciones (35a) son los que 

aparecen en la siguiente combinación lineal 

(36) 

Análogamente , se encuentr a que l os únicos términos que satisfaoen las 

condiciones (35b) son los de esta combinación lineal 

Imponiendo ahora sobre L' L2. dados en (36) y (31), las con
5 5 

diciones (34a) y (34b) respeoti vamente, se llega a 



Para el caso de R6 se pueden construir también dos opera-

siendo \ A, ).t »> 
~I t'-7.. 

L~ definidos por la propiedad 

L2.1).1 .A"Z ).5) =IAl ).7 ~ 3> 
.{, ttl (-t7. {-<-I f-z-¡ 

un estado que pertenece a la R 1 ( \),"Z) 

(41a, b) 

~~ ) 
de R6 y que es de máximo peso en la R 1 ( fL,) f-z ) de R5 conte

nida en la anterior. El método que hay que seguir para determinar a 

L'b y ya fué ilustrado suficientemente con el caso de R5 

45 

{l~\ +I-fL)+o(} /\.~ A; I~: ~~> + {(5(~I-f-i,+1) -,}J\~ l~: ;;) =- O 

'f 1O~I+~7.+I)-f3}A~ I\.~ \;11 ~\> +{c<t~I+~' H)+I'}i\~ \~: ~>=o 
en el primer caso; y {(I"-'+~7.+\)-b}A~ \~II~~)=O en el segundo 

oaso. Igualando a cero cada paréntesis de llaves, se obtienen suficientes 

ecuaciones para determinar wúvocamente a los coeficientes 01.., (S, 'Y) S 

en (36) Y (37) . De esta manera se llaga a los resultados finales 

L~ = -A~ I\.~ (A~-A:+ 1) +A~/\.~ (f\~ +1\: +1) 

+- A! (I\~-I\'I +l)(A~ tA~ +1) + I\~ !L~ J\~ (38) 

A~(A\+A~+1)+A~h~ 
Por medio de estos operadores de descenso es posible construir 

todos los polinomios de la R 1 (Al) ~'2.) de R5 que son de máximo 

peso en la R 1 (fA-1 , t-t1.) de R 4 ,aplicando L~ , L~ consecu

tivamente sobre el polinomio de máximo peso de la R 1 de R
5 

., i. e. 

(40) 


de modo que no repetiremos los detalles y citaremos únicamente los re

sultados finales: 



L~ = (l\.~/(.A.~tA;' -I\.~A~A~ A~' (2A'. -1) 

+A~A~1\; {Z (A~)L+- 4J\.~-A',+Z} - (A~/j\:' (A\ +A~+ I)(A~-i\\t-l) 

- .A~I A~' (J\~-i\~t t ) (J\~ +1) (ZJ\~+3) - A~ (A~tl\.~' (zA~ t3) 

- A~I\~A~/(A{-Il\tl ) (2A?;+3) -A~l\.~,/(i\', +-A~+2)(zA~t3)(A~+1) . 
+A~~ (fl~-~,t' )(A',+A~+2) (21\~+3) f4~ t 1) 
+A~ A~ A:' (A\+A~t z) (2 J\~+3) (42) 

+A~ A~' (A~-A~+1)(J\.'.+A~ + "l) (zil~+3) 

L: =A~A!A: (211.',+1) +IA~)~' (J\.',+~+2) - A~f\~'~, (2.1\." +4431 

- ('/\. \ )7.. A 7.. A0 ' 1\0' /\ I ( Al ) ( /\ I ? ) 1\ I 01 
o l~lll"l.t- -,i1., z ,+\ ~Ji,+Al+Z -l l.oAo (zi\'.+ t)(l\\ t¡\~ +z) 

A : ' que aparecen en L~ y Lz- seLos generadores '" o , 
. t . 

construyen con los operadores a , a de la Sección A este he

cho es evidente debido a la ocurrencia del índice O' • El polinomio de 

máximo peso en la R 1 ( ~ I ,~z. ) de R5 contenida en la R 1 

( ). \ l). ~) A ) de R6 se expresará simbólicamente3 

, )l. A~> =N fL' )A,-ft' (L"2. )~z- f'L 2. , )t¡)~ \~)lA{-tI ,",z '\¡.t. l b b I ¡\" )2 (44) 
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CAPITULO IV 


CONSTRDCCION DE LAS BASES PARA R 1 

DE LOS GRUPOS 


SECCION A) EL GRUPO R4 

En este caso se construirá la base por dos métodos diferentes. 

En el primer método la base se clasificará por la cadena canónica de 

; por lo tanto el primer paso consiste en 

construir el polinomio que pertenece a la R 1 (A I ) A'Z. ) de R4 y que 

es de máximo peso en la R 1 (1. ) de R3 contenida en la anterior. 

Según se demostr6 en el Capítulo anterior, este polinomio satisface a 

las ecuaciones 
'-- '-' 

( la.) C~f:::o 
) 

( 1b) 

(le) 

. 

Emplearemos los operadores a definidos en (9-111), solo que 

por comodidad en la escritura, suprimiremos el punto encima de ellos. 

La solución general de las ecuaciones (la) es 

P I ~I-I).!I I z. IJ.!I Z(fl~~) L1~ 
:: (6,) (1::.'0') b' Ll' 

J J 
) 
6~,
11 ' 

I 
) 
6:~ 
A'Z 

.L..l,o' 
) 

¡J :-~ ) 
). I"l. 
~IO' 

(2) 

De acuerdo con la técnica e~pleada en el Capítulo 111 , hay que intro

ducir lES variables 
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- , J\ 12 f IZ '·)\1'2X'2./ -= L\ W 1- 1 +.6&' ~ ,1)' + b o Ll, o O) 

y reemplazar en el argullento de Z a los cocientes (l!.~, / lJ. '.) y 

''
1

11 -1.6\;, por X"/(11'I)'Z. y XZ1/t.: 1::.',;-1 ' respectivamente. De esta 

manera, la ecuación .!\.~ P =O nos dice que Z no depende de 

(80 / b \) , y la ecuaci6n A: P =1P nos dá una relación lineal en

tre los exponentes de las 4 variables restantes que aparecen en z. Se 

llega así a la conclusi6n de que la solución de las ecuaciones (la) y 

Igualando a cero este resultado se obtiene la siguiente f6rmula de recu-

I gualando a cero el miembro derecho, y suponiendo que P satisface a 
"Z.7..D p -= O , se obtiene la segunda f6rmula de recurrencia : 
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l Yl3 +,) (). ,+1A-z!-~n,-Jl3)ATl,n~)r¡~ +1 + (~21-nz-I1»(A,-l-zr1t Y13) A11, 11'l. Y/3 = o , (6) 

Por Último, aplicando DI' sobre P se obtiene 

2D" P = - (b: )"2. D P _ 2 ll: DI

'- p + (6'.)1-IAzl ~ A ."l. 
b,., Ll 1 L ~, IIz "'3

J\lr'\'l:t'IJ, 

.~ , ).,-1-2.tI,-rl3 ,zIAz\-l"lz-n,3 71,-1 ''Z. n¿: Y13
L41\, tt+1-n,) (llo') (AIO,) XII (/J. IO) \./ 

+2. t13 lA ¡-l-zn,-n:,) (1::.~ ,/,-l-z",-~-1 (11\;,/'z \-11z- Y13 +1XI~' (L1;;/'" A''l.~3-1 

+n3>(Yl3-1) C.Ll~ , ))..,-l-'Z.n,-n3 (/J.lz,)IAzl-Ylz-Yl3 X nl ( 1'Z.)YlZ+Z XIf~-2


'o 1/ ¡j lo '2.1 

+n, 1"3- 1) (1I~ ,l,-l-,·,-n3 (Ll;;/''¡-''- '" t2 XI~' (1I:~t Xz~'- 2 

+ (A¡l-zn,-n3)(A,-1-z Tl ,-n>-¡) (h,o).,-1-zfl l-n3-z (11;;,j>"zl-rzz-n; XI:' (11',~/zX"Zn: } 

y de aquí se deduce la tercera fórmula de recurrencia : 

,(A, -1-2T1( rl j ) (A\-1- zn,-n5- ) An,tlzt13+2(n3t l)(Aí~-zt7l-n~-~An r1 r1 ti -I-(n +V{il +z)A 
, ~) 3 3 J ni 1I1}3+l 

+(rl~+I)(n3+~.)An, 11 - 2. n H +4(11,+I}C,t- r1 ,)A .. +1 t'\ n := O , (1)
)"l. ) ~ '" / Z 3 

La f6rmula (6) nos dá inmediatamente la dependencia de los 

coeficientes An\~Zn3 con respecto al índice n ; resolviéndola, pode
3 

mos escribir 

(8) 

siendo B n , Ylz independiente de n Substi tuyendo A~,,,, n~ en la for
3 

ma anterior, en las fórmulas de recurrencia (5) y (1), estas se transfor

man respectivamente en 

(5a) 

( 1a ) 

Si en (5a) se pone , la fórmula de recurrencia para 

Cnl~l es 



CI1 ' rJ z. + en, )Y1 z tz. - CI1 , - 1) n z. ::: O (9) 

Usando la "condioi6n inicial": e ::: o ,se deduce q.e
-1 , Tl z 

e + e - o , de modo qne se obtienen dos soluciones indepen
o n?. o, I'1z +z 

dientes para Co ,, ! ' que llamaramos par y non j a saber • 

soluci6n par : e - t:.Y
1Iz.

Z-C n2 =0,2,4, ••• (lOa)0"2- - - QO 

esoluci6n non: ~-I n = 1,3,5, ••• (10b)O"z :: c:- )..l,.o¡- COI 2 

El hecho de que l as ecuaciones ( l a) y ( le) t i enen dos soluciones inde

pendient es ya había sido mencionado en l os Capít ulos 11 y 111 j aquí 

hemos puesto de manifiesto como aparecen esas dos soluciones. 

Poniendo = 1 , ni = 2 , etc. en (9) , se obti enen f ácilmenn1 

t e f6rmulas explícitas para Cl~z. ' C: zrJz ' etc., las cuales sugieren 

l a expresi6n general siguiente 

,,0','I'1 (''' ' "1.2) 
11 l.)- T1- L") ( ,\ I ( T 

soluci6n par: C n,(\2. - (--) -) k C"-k (l1a)k=o I ) o 

I In '1 2.- 1
) 

_ ni~ 1 "llo1~ 1) 2 k (~).soluci6n non: (l1b) 
C n1rl z. - C-) - ~ (-) k C/l - k, \ 

l 

Estas dos expresiones han sido verificadas por el método de inducci6n. 

Finalmente, solo f alta encont rar la forma explícita de l os coeficientes 

• Estos se determinan por la fórmula (7a) y 

l a condici6n inicial En, _1 :=-:. Bn - L ~ O , que nos dan estas recurren
) 1) 

cías 
1(A ,-2(11- ) (IAz.I-lYl I) B n, o+-4 (ni +-1)(\1- ni) 8n,+1) 0 =O 

(A,-2Y1,) (\Al\-2111+,\B~, t- 4 tnl+ I) OI-r1I) 13n l + 1 I = O 
') 1) ) 

Resolviendo, se obtiene 
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= "', 
(12a) 

4'" ni! (A 1-I-Zl1 t)!1 ÚA¡d-Zr1t)~I,
solucimpar: B11,0 (:-) 

(A, - r1 t )/soluci6n non: E =(_)l'I, (12b)
", \ 4 

f1 
, Yl,! ().,-Zr7,))! U\~1+1-2Yl,)I,l, 

En conclusi6n , reuniendo los resultados parciales, la forma 

explícita de los coeficientes A~,~~~, en (4) es: 

soluci6n par: A -::: (_t'+yt7.tn .~ ().I+I~z.\-2tJ,-r¡3)! nz 1 

I r1t)2I'IzJn~ (I>'z\-Zl1z-I13-)1 (A,-i-z~'-Y/3)~ Y13~ Lzr¡z)~ 
rJI'r1(rt,/1,) k I 

x L 4 o.,-Yl,tk). Ao b ", (13a) 

k:::o k! (Yl-z-k),'(YlI-k)!(A,-t -zn, +2l<)(f(IAz.\_Zr1,+zk)I.I. 

soluci6n non: A _ (_[ , +l'lz+>1> (At+IAz/-ZI1I-rJ3) ! lIz! 
f1,,2.r¡~+1J r13 - o I 

r>1" 01 ( "'/\ z.) k (\).zl-2.Ylz- fl3-I)! (), IÁ.-zn,-113)l y¡ 31 (zl1zt l) . 

)( L 4 (A,-Y1 t +k) ! Aoto (13b) 

k -= o k\(Y\2.-k)~ lnt-k)~ (A t-2r1 t +-lk)P. (L\'Z\tl-"lYl,tz.k)I,\ J r11.:oJ1,2J" , 

Una vez que ha sido completamente determinado el polinomio 

(4) de la base de la R 1 (A t )>-z. ) de R4 con máximo peso en la R 1 

( .t) de R3' el siguiente paso en la construcci6n de la base completa 

consiste en la aplicaci6n del operador de descenso de R3 :J R2 
1\...' -:::. )0'_ )O o Aplicando este operador (l-m) veces sobre el poli

o Po P-I 

nomio dado en (4) se obtiene el polinomio general de la base, con peso 

m en el subgrupo R2 • 

El segundo método por el cual se puede construir la base de 

la R 1 (~,)AL) de R4 es aprovechando el homomorfismo entre los 

grupos SU2 X SU2 y R4 • Para demostrar la existencia de este 

homomorfismo, observemos que de los 6 generadores de R4 • 1\' 1\ e A é• 1> 9)11. , ) 

se pueden construir estas 6 combinaciones lineales: 

http:t'+yt7.tn
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.M. ~J. (A' t-A&) (14a) 

N -= 1. (1\.' -1\. &) (14b) 

M _~ J\._~ o z. , e 

o Z I ~f\L == A~ 
Calculando todos los conmutadores, se encuentra que los 3 operadores 

Mq tienen las mismas reglas de conmutaci6n que los 3 generadores deí 

grupo SU (i.e. las mismas reglas de conmutaci6n que los operadores
2 

del momento angular), siendo M el generador de ascen
+ 


so, M el de descenso , y M el de peso. TIe la misma manera se en
o 

cuentra,que los 3 operadores N tambi~n tienen las mismas reglas de 
q 

conmutaci 6n que los generadores del grupo SU2 ; y además se encuentra 

que cualquier generador M conmuta con cualquier otro generador N ,.
q q 

Con esto queda demostr ado que efectivamente las algebras de los gene

radores de R4 y de SU2 XSU2 son homom6rficas. 

Una R 1 de SU queda caracterizada por su máximo peso:2 

j =número entero o semi entero no-negativo ; y la dimensión de la R 1 

es D = 2j+1. Para averiguar que. R 1 s de 

su2 X SU2 están contenidas en la R 1 ( A I ) Az.) de R 4 ,buscare

mos el polinOmiO P que pertenece a la R 1 (A l ) Az. ) de R4 y que 

al mismo t i empo es el polinomio de máximo peso de la R 1 {jl' j2} 

de SU2 X SU2 contenida en la ant erior. Este polinomio deberá satis

facer estas ecuaciones 

c~p o (15a) 

(15b) 

) 

( o( ) 

Pero de acuerdo con (14a, b) las ecuaciones ( o( ) equívalen a 

(15c) 
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y por lo tanto, el conjunto de ecuaciones (15a,b,c) es idéntico a las 

ecuaciones que aparecen al buscar el polinomio de máximo peso de la 

R 1 (\)z.) de R4 ,y este último problema ya fué resuelto en el 

Capítulo 11. Del análisis efectuado en ese Capítulo, sabemos que las' 

ecuaciones (15a,b,c) solo tienen solución en estos dos casos: 

a) si \ ~ O solo existe solución cuando 

y dicha soluci6n es 

p:::: (i1:/,,-A z (~:~)Az. (16a) 

b) si ~l <. O solo existe solución cuando 

y dicha solución es 

P_ -
A-IAI( ')' 2. (~, 

/).\ 
\ '") Z.L1 1 -() (16b) 

Llegamos así a la conclusión de que la R 1 (\) ~"Z.) de R4 corres

ponde a la R 1 {ilA,+\J ) ~ (~,-)z.)} de SU2 X SU2 La dimen

sión de esta última R 1 es D = (2j1+1)( 2j2+1) =(A 1+ Al +I)(A\- Al. +1) 

= (\t!)Z _ ).~ y el resultado concuerda con la dimensión de la R 1 

( >. I ) -z.) de R 4 .encontrada en el CapítulO anterior. 

Para obtener la base completa de la R 1 (),)Az. 

por este segundo método, podemos aplicar sobre los polinomios de máximo 

peso de la R 1 dados en (16a,b), los operadores de descenso de cada 

grupo SU2 ,i . e. Ji Y N • El polinomio general de la base tiene 

por expresión: 
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)( 

MI J! 
(17a) 

[m1t-YlI+ ~l+Y13 - i(\- ).z~! U(~ I t- \J -11/- Y1Z-ZY/3 

IIW\ ,\ ~ ~(AI+).<') ) Imz\ ~ -:kO'I-A ~) 
b) Cuando ).2. <O 

(17b) 

La forma desarrollada de este pol inomio se obtiene de (11a) intercam

biando mi con m , 6 con -6 y escnbiendo 1\_\ en lugar de ~2. •2 

SECCION B) EL GRUPO 

En este caso también propondremos dos métodos diferentes para 

construir la base de la R 1 (~, Az ) de R5 • En el primer método se 

usará la cadena de grupos R5::::> Jl ::> R3 ::l R2 para clasificar los
4 

renglones de la R l. El primer paso en este método consiste en encontrar 

un polinomio que pertenezca a la R 1 (~I Az.) de R5 y que sea el 

polinomio de máximo peso de la R 1 (r- 1 r-z) de R4 contenida en la 

anterior. Este pol inomio satisface a las siguientes ecuaciones: 

e ~ p :: \ p e	~ p = o / c~ P ::: \~ p (18a) 

1 P \P - 1 PA'z. 'P :: f 1p} Al p:: ¡<-z } A z -= AL =o (18b) 

D \ \ P =D11. P --= D2.7... P ::. o (18c) 
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El análisis de estas ecuaciones es bastante parecido al efectuado en la 

Secci6n anterior para el caso de R4' por lo tanto solo citaremos los 

resultados esenciales. 

La solución de las ecuaciones (18a) y (18b) es 
\ A- -ZY1-t¡ " r-~ "A f'l-z.t"1lz. ,)"if,-2f1,-n3 / ,L)zfiz z ~ t'l1¡A1"Z)nZX 3 

p ::. (fj~) I "':~~ r¡''I11fI3(t.\1.~) -2. (/1 0 I"Z \!1zo XII \02-1 21 (19) 

-2. , , X -2.6' h DZ 2. 
con X :: 2. ..6 ~ A-m' ZI -= -2 1'1 2 -IYI Al aplicar sobre 

11 J;\::"Z. n\- . 

este polinomio se obtiene 

Al igualar a cero se deduce esta fórmula de recurrencia para los coefi 

cientes A1'1, "z"] : 
(A2.- fA"l.-znz-Y\>)(Ai'''''Z -2111.- 113-1) A1'1, rlz. V1 

3 

-(n3+1)(~3+2) An,-I,'fI¡/1 tI +Z(Yl 2+1)(n¡+-I+f"z.) Af't,) Yll.+l¡ n3 
o (20) 

3 

Esto nos dá la segunda fórmula de recurrencia 

Por Último, aplicando 1)\\ sobre P se obtiene 



~ fL'2.+ n3- \ )), I-r-,-Zr1,-n3 ,<.. ~ - t"-z-znz.- Y13 X rl,-I 1Z )tlZX 1'13
)(oFul ,(2A,+3-zn,) (.1~~) (110 (p7.o ) 2. . 1/ (IJ.?-I 21 

' Z )ttz.-tYl;, I Aíf"¡-Zn rI13-Z 'Z)),2f22.f)ill~ t7, ( /2.)Z Y1.3+(AII"- ,-Zn,-Y13)(A,-f'!.í2t1,-f13- 1) (Ll"Z., (Do) (Ll"Z..o XII \pz-rJ XZI 

\ __ ) (b.\ Z )f:¿+ lI~ (!J 1 )A,-fA-í21l/-n3- I / II ' Z 0z,u,-ZlIZ-tl3+1 ni /2.)nZ Y/3- J 
+2.Y\ [A,p' , Zi1 , ", 2\ o lPzo J XII (/::''- -1 XZ I 


+n,ln,-I) (Ó~7rZ.t~3 (p.~l,- tt \- Ztl l -Yl3 (p~~lif7..- 2(¡2.-n3+2 X,~' (4~:,f? X2Y!~-2 


2+:m3ln,-1) (4;~r+"+l ll',~f' /" ,-20,-' , (6~~fir,-zn,-n, XI ~ I lL1 ;~JV IX:~- } 

l o cual noa conduce a la tercera fórmula de recurrencia 

2t'\\Cz).,H-ln l)A n ' V'\1."3 +(A,f'\'í2r'l,-n3+2)(A¡-f t 211 1-n3+I)A ~I VI +(t13+1)(t13+Z)A _1 '" nt Z 
ni )Y\1"3 ", ,'I"/. ) ~ 

o-\-2-ln3t l)(\-¡-t ,-ZlI ,-Yl3+1) Art -, Y\ 1\ +1 +Z(Yl3t l)(rt3tzJA :::: O (22) 
I ) 2 1 3 11 1- 1) ~1.- j ) n3+2. 

De la f6rmula (21) se deduce la dependencia de A r¡ rI con res
, 

0'\ 
7. 3 

pecto al í ndice n ; esta fórmula nos permite escribir
3 

A =(_/'3 O,,+A<..+ I- zn ,-n?» l . Bl'l,l'\<. (23) 

Y\ , rl7.~3 (A,-¡-t,-zn,-Yl3 ) !().l-f'z- 2I'1z-Yl~ ) ] Y\~ ! 

siendo Bn'!'\L independiente de n • Substituyendo (2~ en (20) y (22) ,estas
3
 

dos recurrencias se transforman respectivamente en 


B",n + Z(nz.t l)ln1.t l-r f<-l.) Bt'I Yl t· I - Bn -, r1 -= O (2Oa)
• 'Z. 1 ) 2. , ) L 

Zr1,'ZA,i"3-UI I) Bn Y\ +(AI+ r,- +3-zfllt,n2)(Altft2+Z-2nIHn~)BII_1 .. +2B _ ~ O (22a)
\. \ 2 1)"7. "1 \)1\1.1 

La (2Oa) se resuelve de manera análoga a como se resolvió la (5a) de la 

Los coeficientes Bn , o se determinan de (22a) empleando la condición 
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inicial B 1'\ -1::' O , esto nos dá la recurrencia 
l' 

;2.t1, (ZA, +3-Znl) Bn,}o + (A.+~l+3-znJ)(A,+f2.+Z -2r/,) Bh,-'} o = O 

cuya soluci6n es 

= (_)n\ (2.~1 +'2. - 2Jl.) l B o o 
B n, o t1. \ p'I.!-I-nJ)\ O.• +rz.+ I -2.n.) l 

Para terminar de construir la base completa de la R 1 (Al Al) 

de R5 ' debemos descender ahora a los subgrup03 R3 y R
2 

• Esto lo 

podemos lograr aplicando los operadores de descenso de R4 ~ R3 Y de 

R3 ::J ' construidos en el CapítulO anterior. Con un cambio apropiado de R2 

notaci6n, estos operadores son 

[, :::2(A~-A~l )A~ (ZA:+1)+2(i\~+.t\~)A: (2i\~+1) - (A~+A~)Z{¡\~-A~)) (27a) 

L2. -=- A~ t- A_~ ( 21b) 

El primero aplicado sucesivamente sobre el polinomio (19), nos dá todos 

los polinomios de máximo peso en R3 contenidos en la R 1 (f'l-, fz) 

de R4 ; Y el segundo, aplicado posteriormente nos dá los polino

mios de máximo peso en R2' Y por lo tanto logramos así la base completa. 

El segundo método que se discutirá para construir la base de 

la R 1 (Al ~z. ) de R5 consiste en el empleo de la cadena de grupos 

R5 :J R3 ~ para clasificar los renglones de la R l. Sin embargo,R2 

hay que aclarar que el grupo R3 que aparece aquí no es mismo R3 que 

aparecía en el análisis anterior de la cadena can6nica R5 ::l R4 ~ R3 ••• 
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El grupo R3 en el caso presente es el grupo formado por las matrices 

de la R 1 de dimensi6n 5 del grupo de rotaciones en 

tres dimensiones; las matrices 5 X 5 de esta representación son orto

gonales y constituyen un subgrupo de todas las matrices ortogonales 

5 X 5 que forman el grupo R5 Una desventaja de la cadena R5 ~ R3 

es que en general e l la no determina unívocamente las funciones de la 

base; es decir, una R 1 de puede aparecer contenida más de una 

vez en una R 1 de ,y es necesario encontrar operadores tales que 

al exigir que las funciones de la base sean eigenfunciones de esos ope

radores adicionales, se logre una clasificaci ón completa de la base. 

Aquí no se atacará el problema de encontrar los operadores adicionales; 

las soluciones degeneradas que se encuentren, simplemente se pueden or

togonalizar por el método de Schmidt. A pesar de estos inconve

nientes , la cadena R5 ~ R, ea la que hay que emplear en las apli 

caciones físicas, ya que el grupo que aparece aquí es el que tieneR, 

por generadores a las componentes del momento angular orbital, y por lo 

2. 
tanto en problemas en los cuales los eigenvalores de L y 

son buenos números cuánticos, estos números aparecen en la clasificación 

de los renglones de la R 1 • 

Las funciones de la base en la cadena RS:J R, se indica-

Al A2. >rán con la notación , donde W significa el conjun\ w) LM 

to de eigenvalores de los operadores adicionales necesarios para clasi 

ficar unívocamente las funciones, L es el momento angular orbital, y 

M es su proyección sobre el eje Z. Para construir estas funciones 
",1 

empezaremos por escribir los 10 generadores de R5 : l\. m en una 
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forma apropiada para esa cadena, a saber 

f5 m' mIL~ =~l lI\~ (-) <2.2 m -m/ 11 ~> ./\.rYI (28a) 

1'111 I

T ::::. {f2 ¿ (-) <'LV)) -m'j3 T) A m r =3 'Z \ o -1 -2. -3 (28b)
J .J ) ~ J J

T Mm' m 

Calculando los conmutadores, se encuentra que los 3 operadores L 
q 

tienen las mismas reglas de conmutación que las componentes del momen

to angular, mientras que los 1 operadores TI: satisfacen las re

glas de conmutación de las componentes de un tensor de Racah de rango 

3 , es decir 

(29) 


Los 3 operadores Lq son por lo tanto, los generadores del subgrupo 

1T'\l"2.) (R.,) L 2. \
oU ~ de R5 • De (28a) se encuentra que o = 21\.2.. +A \ 1 

L es una combinación lineal de operadores de ascenso de R5 ,de
1 

modo que el estado de máximo peso de la R 1 (A I \. ) de R5 posee 

la propiedad de que 

L \ ~I }.z >=0 L 1 A, Az ) - (A A) 1 >., AZ ) (30) 
I lI\~X. peSD ) o Mdx. p-eSt> - 2. 1+ Z m;\(. rese 

y es por lo tanto, un estado de momento angular definido: L::: ~.AI +Al. 
y de máxima proyecci6n: M = L • 

A partir de este estado construiremos los otros estados de 

máxima proyección correspondientes a otros momentos angulares conteni
t3> 

dos en la R 1 de R5 ' por medio de un operador de descenso: Jlí(ll' 

Este operador se construye de tal modo que aplicado sobre una función 

con momento angular L y máxima proyección, dá por resultado otra fun

ción con momento angular L' Y máxima proyección. Como los generadores 

T'L son los únicos que cambian el momento angular, podríamos suponer 
(3) 

que el operador m lL' es una combinación lineal de ~T. Sin 
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embargo, estos operadores deben combinarse con potencias apropiadas de 

L_1 para poder satisfacer las condiciones de que la función resultante 

sea de momento angular L' Y de máxima proyección. El análisis nece

sario es muy parecido al eictuado en la Sección C del Capítulo anterior, 

14)por lo cual citaremos úni~amente el resultado final 

(3+T)t 

2 3-"[ (3-T) ! 

Por aplicación sucesiva de este operador sobre la función de 

máximo peso de la R 1 (A,).z) de R5' cambiando los valores de L 

y L' de manera apropiada en cada aplicación, es factible construir to-

I }. I ).'Z. >dos los estados de la R 1 (Al ~z. ) Aúnu>; LL 

en el caso de que un momento angular dado: L' ocurriera más de una vez 

en la R 1 , es posible obtener todos los estados de momento angular L' 

ml3 ) 
aplicando el operador LL' 

sobre funciones con diferentes va

lores de L, los diferentes estados así obtenidos deberán luego ortogo

nalizarse por el método de Schmidt. Finalmente, para completar la cons

trucción de la base, habrá que aplicar el operador de descenso de R3~R2: 

L ,tantas veces como se~a necesario, sobre las funciones de máxima
-\ ~ 

proyección que se acaban de construir. 

Mencionaremos ahora un método alternativo para construir los 

que se acaban de discutir. Este método consisteestados 

> 
-1 

2 en construir la matriz del operador L = 2:. (-)qL L en la 
~-:::I q -q

A, ALbase t-'\>. f"l. clasificada por la cadena canónica R5::> 
2Los ele~entos de matriz de L en esta base se obtienen usando 

los resultados de Gel'fand y Zetlin 8) para los elementos de matríz de 
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los generadores de Rr con respecto a la base clasificada por la cadena 

can6nica R :J R 1::> R 2 ••• , y recordando que las L ,de acuerdo r r- r- q 

con (28a) , son funciones lineales de los generadores de R5 explícita

mente: Ltl:-I2.A~-J3A~, Lo=2/\.~+i\: ,L_~JZ/i~+J3A!. 
2Una vez construida la matríz de L en la base can6nica, se diagonaliza 

y se calculan sus eigenvectores; las componentes del eigenvector asocia

do al eigenvalor L(L+1) , son los coeficientes del desarrollo del esta

do como combinaci6n lineal de estados l.).1f1-Az.
1{z.> 

SECCION C) EL GRUPO 

De nuevo en este caso propondremos dos métodos diferentes para 

construir la base de la R 1 (Al Al A3 ) de R6· El primer método con

siste en aprovechar el homomorfismo entre SU y R6 , Y clasificar los
4 

renglones de la R 1 de R6 por la cadena de grupos SU4 :::> 30 :J 3023 
Empezaremos por demostrar la existencia del homomorfismo mencionado. 

Con los 15 generadores 1\..".,m' 
m,m'= 2, 1, 9, -9, -1, -2 

de R6, podemos construir estas combinaciones lineales: 

¡(" , ::. -'- (Az. + 1\ 1 - A ~)
\l-¡ Z. 2..J 1.. 1 9 

4- I f. /I."Z _ 1\ 1 -A 9 ) d:1- -= :z C.L~l. 1.~, (7 

«.4 =: 1\.-1"L.::: AS 
I "Z\1..-, \ 

4- -8 (32) 
([.3 = A,([' =A~1. 


, 1\ 2.

!l:4-=11._, 

C!=A~e 
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Calculando los conmutadores, se encuentra que los 16 operadores ([.5
SI 

obedecen las mismas reglas de conmutaci6n que los generadores del grupo 

U 4 ' y como ([:+ tf..~ t ([; + ([~ == O ,los 15 operadores lineal

mente independientes que quedan al considerar l([.~ - s =1,2,3e: ) 
en lugar de las 4 originales, tienen las reglas de conmutaci6n 

de los generadores del grupo unimodular unitario en 4 dimensiones: SU • 
4 

51 
I t\sS -" ~ ) s =1"2 3 son 1os operadores de peso, es- con s <s'~~ u-, 

Si 
son los operadores de ascenso, y. <C s con s > s' son los operadores 

de descenso. Así hemos verificado que las algebras de los generadores de 

R6 Y de SU son homom6rficas • 
4 

Para averiguar la correspondencia entre R 1 de SU y de
4 

R6 ' buscaremos el polinomio P que pertenece a la R 1 (Al Az ~3) 

de R6 y que es al mismo tiempo el polinomio de máximo peso de una 

R 1 [ h1, h2, h3 ] de SU4 contenida en la anterior • Este polinomio 

debe satisfacer a las ecuaciones 

C:P::A¡P) C:P=)J~ C~P::I\IP} C~P = C;P = C;P::: O 


Dl1p = DUP :: D'Bp:: DILE':: D'3 P:: D"Z3p:: O 
 (33b) 

(~: - n:t)P :: h , P ) (C~- ([:)P=hzP ) ((;-C:)P= h>P ( o( ) 

([: p ::: ([;P = ([~ f:: c[~ p =C:-P =í:i p:: O ( (3 ) 

¡{SS'Pero debido a las definiciones de las ~ dadas en (32), las ecua

ciones (el.) Y (f3 ) equivalen a 

/\.~ r=~(h ¡+kl-k3)p, A~P::~(h,-h!-t-~~)p) A: p =~l-~I+h~+h3)P 
( 33d)A~P:: A~ P = j\--zep::: A-~ p == i\~ P == A~P= O 
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Se llega así a la conclusi6n de que las ecuaciones (33a,b,c,d) son idén

ticas al conjunto de ecuaciones que definen al polinomio de mÍXimo peso 

de la R 1 (\ A2. A3 ) de R6 , Y que fueron analizadas en el Capítulo 

II • Usando los resultados de ese Capítulo podemos afirmar ahora que .las 

ecuaciones (33a,b,c,d) solo tienen soluci6n en alguno de estos 2 casos: 

, dichaa) si A3 >0 , = Al +).2.h1 

soluci6n es 

p::. (~~/I- Al. (4~~l'1-A3 (b~~ t/3 (34a) 

, dicha 

(34b) 

Hemos demostrado de esta manera que a la R 1 (Al Al. AJ) de 

de 30
4 

• Las R ls 

con h1 ~ h2 ~h3 ~O. Una verificaci6n adicional de la correspondencia 

anterior se tiene en el hecho de que las dimensiones de las dos R 13 

puestas en correspondencia, son iguales. En efecto, si en la fórmula de 

dimensionalidad 9) para la R 1 [h1'h2,h ] de SU4 ,i.e.
3 

D =(h1-h2+1) (h1- h +2) (h1+3) (h2-h +1) (h2+2) (h +1)/12 ,se pone h1=A,+Az )3 3 3


=Al +}.3 ' h3 = Az +}.3 ,se obtiene
h2 

D:: (\ - \~ +1)(At+ Az +-3)[().z~ \)1.- A~ ] [(~t+2.t-).: J¡' z 
lo cual coincide con la fórmula para la dimensión de la R 1 ()¡I Az A3 ) 

de R6 ' deducida en el Capítulo anterior. 

Para construir el resto de la base de la R 1 (A I }.-z ).3 ) 

de R6 se pueden utilizar a continuación los operadores de descenso del 
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grupo Unitario construidos por Nagel y Moshinsky 5). El operador de 

L s 
descenso 4- s =1,2,3 aplicado sobre una funci6n de máximo peso 

en la R 1 [hl'h2,h J de U ' reduce en una. unidad el índice h3 3 s 

y conserva a la funci6n en máximo peso. Puesto que el polinomio (34) 

es de máximo peso en la R 1 L~'+~Z.)~'+>'3) Al.+A.J de U , aplicando 

L

3 
sobre él potencias apropiadas de los operadores de descenso L~ , L~ 

3 
y 4 ' se obtienen todos los polinomios de máximo peso en las di

ferentes R 1 de U contenidas en la R 1 
3 

original. La forma explícita de los operadores está dada 
5 I 

en la referencia (5) en términos de los generadores de U : ce. 5 • 

,., ' 4 
Traduciendo estos operadores a la notación de las ~M por medio de 

la Tabla (32) se encuentran estas f6rmulas explícitas: 

L~ ::: I\.~ (A', -A: + l ) (J\~ -i\: +Z) + A~ i\ _~ (l\~ -A: +2) 

- A! A-~ (A\ +A! +1) + A~ /\ ~ /\.-'e ( 35a) 

L~ = A_~ (i\~-I\\ t- 1) + J\~ ¡\-~ ( 35b) 

- A 1L3 ( 35c) 4- - 1 \. - e 

Una vez encontrados todos los polinomios de máximo peso en 

las R la de U contenidas en la R 1 de U original, se pueden cal
3 4 

cular a partir de ellos los polinomios de máximo peso en ' por medio 

L

U2 

de otros dos operadores de descenso : 

L~ = - A! (A',-A: +1) + A~ A~ (36a) 

Z = l\~ ( 36b)3 

L~ aplicado sobre una función de máximo peso en la R 1 [ql' q2 J de 

produce la función de máximo peso en la R 1 de con el índiceU2 U2 
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q disminuido en una unidad. Finalmente, por aplicación sobre los poli 
s 

nomios de m!ximo peso en U obtenidos por el procedim:iento anterior, de2 

una potencia apropiada del operador de descenso de U2 ~Ui Al~ 
se obtiene la base completa de la R 1 (A I ~ 2.. A3 ) de R6 con los 

renglones clasificados por la cadena de grupos U ~ => Ui • La ex
3 

U2 

presi6n simb61ica de una función de la base es 

Al +).7. I ~ I +\)) ~7. +},3) 0) _ 
" '1- ,k~ 'h h, =. 11 ll\~)~' \l\~)k¡-~'ti\~(A"A~+1)+L\~I\.~Jk 'l-, 

(31) 

I Az.-\-Afh3 7.. \-t,A,z.-h"l A I+)Z.-~ I A I+AZ)I+"\3)Áz.+~)D~' 
¡( (A_9) [l\-9(A'-¡-AIJ+1)+l\.~ I\.~&J ~~) A.+All Al +).3; )é~3 

}.I+\ Á¡+A3 
AI+'\z 

El segundo método para construir la base de la R 1 

(Al \7.. \3) de R6 consiste en el empleo de la cadena de grupos 

R6 :::> R5 :J R3 para clasificar los renglones de la R 1 4 el grupo R3 
q¡ lZ) 

a que nos referimos es el de las matrices ~ (~3) . Esta cadena es la 

de interés físico puesto que aquí las funciones de la base se clasifican 

con los eigenvalores del cuadrado del momento angular orbital y de su 

proyección sobre el eje Z. El primer paso en la construcción de la ba

se consiste en la obtenci6n de los polinomios de máximo peso de cada una 

de las R la de R5 contenidas en la R 1 (.\ ), 2. )3 ) de R6. 

Estas R ls de R5 son, como demostraremos al final de este Capítulo, 

aquellas cuyos índices (~I ~2.) satisfacen las desigualdades 

(38) 


y los polinomios de máximo peso correspondientes, se obtienen aplicando 

sobre el polinomio (34) potencias de los operadores de descenso 
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L~ , L~ de R6 ~ R5 , obtenidos en el Capítulo anterior. La función 

(34) es también l a f Wloi 6n de máximo peso de la R 1 (A,) A 2.) de R5' 

de modo que ella se puede tomar oomo punto de partida para oonstruir las 

otras f unoiones de máximo peso en R5. Solo que hay que tomar en cuenta 

que, oomo se explic6 en el Capítul o 111, para definir apropiadamente el 

subgrupo R5 de R6 , hay que pasar de la numeraci6n de índices 

2, 1, 9, -9, -1, -2 a la 2, 1, 0, O', -1; -2 ,y bajo este oambio de 

métrica la funoi ón (34) se transforma a 

La f orma explícita de los operadores de descenso L~ está dada 

en (42-111) y en (43-111). Una vez que han sido obtenidos todos los poli 

nomios de máximo peso en R~ , el pr ocedimiento que se sigue con oada uno 
::> 

de ellos es exaotamente el mi smo que fué desorito en la Secoi6n B de es

m t 3) 
te Capítulo, es decir la aplicaoi6n del operador L L ' dado en 

(31) , y posteriormente la aplicación del operador L en (28a) . 

Para finalizar es te Capítulo, daremos una demostración de 

la ley de ramificación (38) para R :) R5 • Para este fín, vamos a inver6 

tir las f6rmulas (32) y expresar los generadores de R6 como combinaciones 

lineales de generadores de SU4 ; y además como aquí nos interesa el sub
. 't . 

grupo R5 ' vamos a introducir los operadores a , a del Capítulo 

111 por medio de los cuales se obtiene expl ícitamente el subconjunto de 

generadores de R6 que describen a R5. Procediendo de esta manera, se 

llega a estos resultados: 
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A l,::' 'Pz.3 " o-1- 1)0 "=- 'P3)
P ,.I..\..L.-U~Pz. PI 

(40a) 
) 

(40b) 

Las " :/ en (40a) 	 R5 • Todos los operadoresJ\..... son los generadores de 
I 	 • t- .'r en (40a, b) son funciones de a pero tal oomo se hizo an, a 

teriormente, por comodidad en la escritura hemos suprimido el punto encima 
, 	 , 

de ellos. Además estamos empleando la notación r;;: en lugar de las tL; 
de (32) • 

Como es sabido 7), las soluciones linealmente independientes 

de las ecuaciones C!P=hsP , C~'p=O s<s', S,8'= 1,2,3 

constituyen una base para la R 1 [h1,h2,h J de 30 , Y de acuerdo con
3 4 

(4) 	esta R 1 es homomórfica a la R 1 (A. ~ ~ A3) de R6 si 

= Al +A;~ , h2 =A, +A3 ,h =Az. + ~3 • De modo que el polinomio Ph1 3 


que es de máximo peso en la R 1 ( fA. ') fl. ) 
 contenida en la R 1 


( )., ~ z ). 3) de R6, satisface a las ecuaciones 


C:P::(A,+AZ)P) C~f=(A'+)3)'P" C;P=(Az.tA})P, Crp=o 5<5') SJ S'=/,2,3 (41a) 

J\~P=¡lr:,'+t~t;- :r::)P= f'P ) A', P=~(t?,'_t:-r t;-~~)P=f-z P (41b) 

A~P=~; f= O ) A:P= lz(t~~,3)p=OJ A~ p::~;¡p::o )i\~ p=~~~t;)P::o (41c) 

" -1 _ )0+ !Lo I lop2 )04'
,.i.l..z -COI) l='rz~'+P.J) 

A~/=-k(;g,z-~:) ) A:/ =.- ~ fY:+'t,3) } 

i\;, =~(t~-~~) , A~I =-~ C~~+t;) 
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La solución de l as ecuaciones (41a) es 

Definamos ahora estas dos nuevas variables 
, , "I"Z. , -z.

.D 3 _ _X + Az. LlI 3 __A I_4V:: AI Z _ AIZ. 

1'- - DI + Ll Z3 .' 1\ " - JI ' "z' 1\' JI' 'Z. A l' (43a)
t-l t-l 1Z. W, ti\~ 12. 

(43b) 

Como Z en (42) es hast a el momento comple'tamente arbitraria, las fór

mulas (4,a,b) nos permiten re -escribi r a (42) como 

que 

AlZo .A / z 3 y yLas variables L\12 ' LJ I "Z.3 ,/\,., , tienen la propiedad de 

que cualquier generador de ascenso de R5 operando sobre ellas dá cero. 

Al hacer ahora que el polinomio (44) satisfaga a las ecuaciones (41c) , 

-1 p Al ! se deduce: de 1\., =O que Z no depende de +.A '. , de A: P=:O 
de l\~p=O que Z no depende de 

Al'; I'Z. A'/
t,.l\ '3 Ll 1Z. y de A~ p =O que Z no depende de z. /1 ', • La solu

ci6n de las ecuaciones (41a,c) t i ene pues la forma 

P=- L An•
t1z 

(Ll~l'z-A3- Yl2(¿l:~t l-A.¡nl (t1:~~lzt~3-r¡Z Xnl y nz 
II ,,,! I 

y al hacer que este polinomio satisfaga también a las ecuaciones (41b) , 

quedan unívocamente determinados los exponentes ni' n2 llegándose al 

resultado f inal: 

Del hecho de que los exponentes de todas las variables en este polinomio 

deben ser no-negativos, se deduce la ley de ramificación para 

dada en (38) • 
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CAPITULO V 

LA REDUCCION 


A) EL CASO DE LA R 1 


En este Capítulo encontraremos las R 1 del subgrupo R conten 

nidas en una R 1 del grupo U • Para ilustrar el m~todo que se va a se
n 

guir en esta secci6n, consideraremos primero el caso U3::l R3 • Los 

nueve generadores de U son m,m' =1, 0, -1 ; con ellos pode
3 

mos construir estas combinaciones lineales 

1 )01 ,0-' 
7 A, = PI-~-\ J (la) 

,~ -)O' 'PO '¡O - 1 
If\..o - k:J 1 + Po + )0-1 (lb) 

(lc) 

'¡O :: IUsando las reglas de conmutaci6n de las CO." se comprueba que 

rl\.° AIJ=AIL 1) o \ (2) 

de modo que los operadores A ~ J A\ , A~ son los generadores de un sub
mi 

grupo de U ; y aún se puede ir más lejos y afirmar que las l\ 'r'(I gene
3 

'\J) AmI ran un subgrupo de SU
3 

,ya que cf\.o conmuta con todas las \'Y) y las 

(mi }Q "t ' Y por lo tanto los ocho operadores '\. 1\. W\ , Q T son los generado

res de SU • Toda R 1 de U es también R 1 de pero las dos
3 3 SU3 ' 

R 1 [h1 ' ' h3 1 Y Lh1 h3 ' - h3 OJ que son inequivah2 h2 

lentes frente a U ' son en cambio equivalentes frente a SU • Debido a
3 3 

esto, en el análisis que sigue no se pierde eeneralidad si nos restringimos 
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a considerar R 1 de U
3 

con h3 =O ; e igualmente más adelante en el 

caso de U
4 

consideraremos exclusivamente R 1 en las que h4 =o. El 
",,' 

subgrupo generado por las l\~ se identifica con el grupo de rotaciones 

en tres dimensiones; la conexi6n entre los operadores Lm del momento 
mi 

angular orbital y las 1\ "'" es la siguiente 

f\\:::L 
.L~\ o 

Nos proponemos ahora encontrar un polinomio P que pertenezca a 

una base para la R 1 ~ h OJ de U ' y que al mismo tiempo sea1 h2 3 

el polinomio de máximo peso de la R 1 (A) del subgrupo R3 contenida 

en la mencionada R 1 de U • Este polinomio P tendría que satisfacer
3 

las ecuaciones 

C~P=h\P ) C~P=hlf ) c~p =0 (4a) 

A \ P::AP , A~ P = O (4b) 

Las ecuaciones (4a) indican que P pert enece a la R 1 

de U
3 

,y las (4b) indican que P tiene un peso lA} en el grupo R3 

y que este peso es máximo. Si este conjunto de ecuaciones no tuvieran 80

luci6n, esto indicaría que la R 1 lA) de R3 no está contenida en la 

R 1 O] de U3 ; pero por otra parte, si las ecuaciones (4) tul h1 h2 

vieran n soluciones independientes esto indicará que la R 1 (A) de R3 

está contenida n veces en la R 1 l h1 OJh2 

Bargmann y Moshinsky 11) han demostrado que la soluci6n gene

ral de las ecuaciones (4) está dada por 

(5a) 

(5b) 

siendo _1 

X \\ -=- 2. !:J.'w..~ ~ rr1 :; 
,..,:: 1 

( 6) 
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Como P debe ser un polinomio, es obvio que (5a) es válido solo cuando 

l~\-).) es par, y (5b) vale solo cuando (h, -~) es non. Las RILA) de 

R3 contenidas en la R 1 (hl h2 OJ de U 3 se obtienen tomando ca 

da término de la suma en (5a,b) correspondiente a un valor dado de q, 

y dándole a la A todos aquellos valores que den por resultado un ex

ponente no-negativo para todas las variables que figuran en P • 

Vamos a presentar ahora un método alternativo para llegar a las 

soluciones (5a,b); este método será el que se aplicará en el caso general 

de U ~ R • Aunque este segundo método todavía no ha sido demostrado 
n n 

rigurosamente para R 1 de U con h ~ O s ;? 3 , los resultados 
n s 

obtenidos por este método siempre se pueden verificar a posteriori, con

firmándose así que se han obtenido los resultados correctos. El método con

siste en lo siguiente: Se encuentran primero todas las soluciones elemen

tales V de las ecuaciones 

('2.
\ 

11 = O ) A~1f=o 

las cuales son las dos ecuaciones de ascenso que aparecen en (4). La ecua

( '" " \ ,,' Lci6n \ V =O queda satisfecha con cualquier funci6n de u m Y ü.",' W\', , 

y enseguida para satisfacer a A~v=o estas deltas deben combinarse de un 

modo tal que los índices m inferiores estén todos contraídos por pares; 

o en caso de que no se puedan contraer todos los índices inferiores, los 

índices libres deben ser: ó 1, ó 10 en la misma delta. Se encuentra así 

que las únicas soluciones elementales independientes de las ecuaciones (7) 

son las 5 siguientes 
-1 

_ -, -1 '2 '2.}"l]= t~\, ~\~, XII=~,6~~-\m, , 'in. =2. ¿ ~mrrr,b-W1-wl' 
"'~I ",'~, (8) 

Existe además esta relación entre las 5 soluciones el~mentales 

( 8a) 
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~a solución de las eouaciones (4) será una combinación de las cinco so

luciones elementales con exponentes indeterminados, io eo 

<:::;" ", I'l " 1'\7 1'1+ '1 !f.P =: f;¡ B~n i (~ \ ) (t~\~ ) X" XL I "L"I

pero debido a la identidad (8a) , cualquier potencia de se puede reX21 
1'\ r. 11.

ducir a la forma X1.\ :T, (~ II , !:lI O)X II '1n )+X .L. I.I\ I A' Z X vi \, de modo que con 
} 2., lz.t' " I-l l O} "; Izt} 

toda generalidad se tiene 

" l' VI , 1 "2. ) '(\ " 1'\3 \..1 ~ 
LB ,\-Vl ', I...~,) (..1. 10 XII 11-2 

p=- X "B I 
\ "1 \ "1-)1'\ 2 Y1 3 \.J~ 

2.\L ,+"i.u..) (6.'0 XI I '221 
Este polinomio con exponentes arbitrarios satisface automáticamente a las 

ecuaciones e~P ::. A~ P :; o , ya que cada una de las variables que 

figuran en el polinomio satisface a (1). Al hacer ahora que el polinomio 

se obtienen tres 

relaciones entre los exponentes indeterminados que permiten expresar a 

tres de ellos, por ejemplo ~,n2' n3 , en función del exponente res

tante: q De esta manera se llega precisamente a la solución dada en 

(5a, b) o 

Aplicaremos a continuación este método de las "soluciones ele... 

mentales" con exponentes indeterminados para encontrar la solución general 

al problema de la reducción Un ~ Rn en el caso particular en que la 

R 1 de U es o Empezaremos por analizar el caso 
n 

Las ecuaciones que P debe satisfacer sonU2n+1 :) R2n+l 

C~r=hIP , ) C~"P =O (lOa) 

$-1 t\ o A-s+,P As p:: . .. .L l. S Y ~ .. . ::. S -o 5:::\ 
} 

2 
) (10b) 

(lOe) 

J\
yy'\ 1 I

donde las :: 'P m _ 'P - rY1 m,m' = n, n-l, 000,1, O, -1, -n sono •• , 

"' /OIY\ P-rY1' 
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los generadores del subgrupo R2n+1 de U2n+1 • Las ecuaciones (lOa) 

indican que P pertenece a la R 1 [h1 h 2 O ••• O ] de U2n+1 ' Y 

las ecuaciones (10b) y (lOe) indican que P es el polinomio de máximo 

peso de la R 1 (Al ~'Z. ••• ~.,) de R2n+l que está contenida en la an,

terior R 1 de • Las soluciones elementales V" para este proU2n+
1 

blema, son aquellas que satisfacen a e~ lf=o y además a todas las e

cuaciones (10b). La ecuaci6n C~1!=O queda satisfecha si U- es una 

A~ A\'funci6n arbitraria de ~'" y de ~~'M" ; Y para satisfacer a las e

cuaciones (lOb) hay que formar combinaciones de 11'w.. y b.~,~" en las 

cuales todos los índices inferiores estén contraidos por pares, o en 

caso de que no se puedan contraer todos los índices, los que queden li 

,
bres deben ser : o n , 6 (n,n-1) en la misma delta. Se encuentra 

así que la.s soluciones elementales son 

\T ={D.~ , 
(11) 

Existe la 

(12) 


Escribiendo a continuaci6n la solución de (10a,b,c) como un po

linomio en las seis variables que aparecen en (11) con exponentes indeter

minados, y teniendo en cuenta que debido a la identidad (12) cualquier 

potencia de se puede transformar a X~ = f, (A~," 11, X:z:z.I~'U)+X'-1 fJ~~lll ) XZ2J~'Z.JX21 

se tiene como expresión más general 

(13) 
p= 
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Debemos ahora hacer que este polinomio satisfaga a las eouaoiones 

C:P:::'n,'P) c~p::.h1.P , y a las (100). Con respeoto a las (100) se en

ouentra que todas las oon 8 = 3, 4, ••• , n se satisA:=::,lp =As"'P 
facen automátioamente oon \=A+= .,. =\,=0. Queda entonoes unioamente 

el problema de hacer que ~l polinomio (13) satisfaga a las 4 ecuaciones 

VI-I P \ 
'1 A YI - , =A2 P. 

Estas ecuaoiones estableoen oiertas relaciones entre los exponentes in

determinados, las cuales nos permiten expresar cuatro de ellos, por e

jemplo nI' n2, ~,n4' en funci6n del exponente restante: q • Se lle

ga así a la conolusi6n de que el polincmio que satisface a todas las e

ouaciones (10a,b,c) es 

(14a) 

(14b) 

Como P debe ser un polinomio, se deduoe que (14a) se aplica solo cuando 

lh,-A,) y (h¡:A't) son simultáneamente pares; y (14b) se aplica solo ouan

do (h,-A\) y (k .-:A'2.) son ambos nones. Recordemos además que se encontróz

antes que As::' A+:' ... :=. AVI = O , de modo que la R 1 [hl h2 O ••• O ] 

de contiene solo R 1 de del tipo (AI,},'2, O ' " O).U2n+1 R2n+1 

Los valores de (Al .AL) compatibles con una pareja dada de (h1 h2) 
, 

se pueden deduoir de (14a,b) tomando cada término de la suma y dándole a 

Al, A1- todos los valores posibles que hagan que ese término sea un po

linomio, i. e. que los exponentes de las variables sean no-negativos. 

Para demostrar que los polinomios (14a,b) con la condición aoabada de men

cionar, constituyen la soluci6n completa de las ecuaciones (10a,b,c), va-

mas a efectuar un análisis parecido al que se hace en la referencia 7) 
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para el caso de U ~ R3. La solución de las ecuaciones (lOa, b,c) ob
3 

tenida por un método sistemático análogo al de la referencia 1) es 

P_" \A¡k, ,4)>"XilkA¡r)XilhiA2.-r)Xr ='B P 
- L B..,. (ton) (A~\I\·I 1\ U 2.\ - L r "í 

r ..,. 

(15) 

Si consideramos todos los monomios P r con exponente r ~ O no obtene

mos todas las soluciones posibles de las ecuaciones (10), ya que existe 

la posibilidad de formar una solución aceptable de (10) por combinación 

lineal de dos o más P que separadamente no son soluciones aceptablesr 

de (10). Por ejemplo, usando la identidad (12) deducimos que 

"'D -J.... / 6.' )\-h1.+¡ (Al?. )>'2.Xi(híA¡-'r)-lxi(h~-~l.-'()-\ X'f \,/

P - 1. - z.. \. n ~'" YI-I ,\ L'Z. . 2. I IZ."L 
'(' '('+1

Y esta com"binación lineal es un polinomio aún si ,\ <.. h2 ,mientras 

que las P separadas son polinomios solo cuando AI~h2. Con el obje
r 

to de evitar posibilidades como la acabada de mencionar, transformare

(16a) 

(16b) 

La {;~=:} expresión es equivalente a los términos de (15) en los 

que tiene exponente {~:}. Usando (12) podemos escribirX21 

2.'1 _ l. ' 2~ ~ 'f-~XLI - C~ (Ay¡) / (XII X2\) Y substituyendo esto en (16a, b) estas 

se convierten en las expresiones (14a,b). En esta última forma no se pre

senta la posibilidad que había con las (15) de formar un nuevo poli nomio 

independiente por combinación lineal de dos o rr.ás monomios P Fi
q 

nalmente, mencionaremos que en el caso n =1 , i. e. para U ':,:) R3 ' 
3 

7.. 1

se tiene Xn :::;. (~~"I:I) :; (L~:;) y la solución dada en las ecuaciones 

(14a,b) coincide exactamente con la solución (5a,b) encontrada anterior

mente. 
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Veamos ahora la reducci6n U 2n :> R2n ,en el caso particular 

en el que la R 1 de U2n es [h1 h2 O ••• OJ . El análisis es muy 

parecido al caso del caso U2n+1 :::> R2n+1 que se a!ba de discutir, de 

modo que no daremos muchos detalles. El polinomio que se busca satisface 

a las siguientes ecuaciones 

(17a) 

(17b) 

(17c) 

(19) 

(20a) 

(2Gb) 

que la soluci6n del caso :> R2n resulta idéntica a la del casoU2n 

U ,excepto por el hecho de que en las variables definidas2n+1 ~ R2n+1 

en (18) la suma sobre m no incluye el valor m = O. En el caso de n=2, 

i. e. ~ R4 ' las expresiones (20a,b) deben modificarse, ya queU4 

-2." ,,- ,'"t A'' X	~L - L1,\ ~,-I Y esto se combina con la [j" de la izquierda para dar 

\,-)11 , ""t)"7.l~Z\ (6/Z.-1 • Sin embargo, no escribiremos la f6rmula resultante ya que 

esta es simplemente un caso particular del resultado que se obtendrá en 

la siguiente Secci6n. 
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B ) LA rumUCCION EN GENERAL • 

10 que se intenta ahora es encontrar la soluci6n general de 

las ecuaciones 

C:P:::h,P C~?=hLP ) e; P =h3 P (21a) 

c~P:= o ') C~p= o C~-p::: o 
(21b) 

i\~P::A,-P J A'P
I ~2.P (21c) 

i\~P~O ') A- 1 P =o
2 

(21d) 

Utilizaremos el método de las "soluciones elementales" tr , las cuales 

son soluciones de las ecuaciones (21b) y (21d). Las ecuaciones (21b) que
\ A1"Z. \"'Z..3

dan satisfechas si V- es una funci6n arbitraria de !::::.""" Lh~ m' ') .6W\rr7/ m" ; 

y para satisfacer a las ecuaciones (21d) hay que formar combinaciones de 

estas deltas en las cuales todos los índices inferiores estén contraidos 

por pares, o en caso de que queden algunos índices libres estos deben ser: 

6 (2), 6 (2,1) , 6 (2,-1) , 6 (2,1,-1) en la misma delta. Se llega así 

a la conclusi6n de que existen trece soluciones elementales que son las 

siguientes 

Estas soluciones elementales están conectadas entre sí por varias iden

tidades; son de especial importancia aquellas que expresan el cuadrado de 

una variable en funci6n de otras variables. Estas son 
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( 23a.) 

(23b) 

(23c) 

(23d) 

El polinomio que buscamos será una. combinaci6n de las variables 

que apareoen en (22) con exponentes indeterminados. En la expresión final 

para este polinomio, por razones que serán explicadas al final de esta 

secci6n, debe aparecer una. suma. sobre dos índices mudos: ql' q2. Como 

las ecuaciones que faltan por aplioar: (2180) y (21c) son cinco en total, 

propondremos una. expresi6n en la que figuren siete exponentes indetermi

nado s , las ecuaciones (2180) y (21c) establecen cinco relaciones entre 

los exponentes, las cuales nos permiten expresar a cinco de ellos en 

funci6n de los dos restantes. Debido a las identidades (23a,b,c,d) se 

presentan estas posibilidades 

1 
~ A (8 . 'f\ '(b..,"Z.)Y\'2.(l1,~)'I1~(b.I'Z._;,)n+XY\ril.¡9rI"]!fLp= L '\ ~ '2. ) l.! '2. I '- \ 2. \ I 1\ lu L. ( 24 b d)'\'t 35 a" o, 

(24e, f) 

En los casos (24e) y (24g) el exponente n
3 

debe ser ~ 1 pues si 

fuera cero, el polinomio sería idéntico al (2480) con n =O • Al aplicar
3 

sobre los polinomios (24) las condiciones (2180) y (21c) , los exponentes 

nl , n2, n ' n
4 

y n quedan determinados en funci6n de ql' q2 ' llegán
3 5 

dose a estos resultados 
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L08 resultados obtenidos por medio de estas f6rmulas se pue

den verificar fácilmente por el método de la dimensionalidad. La dimen

, y la suma 

de las dimensiones de todas las R 1 de R4 permitidas por las solu

ciones (25a., ••• ,h) debe ser igual a la dimensi6n de la R 1 [h h h3 O]
1 2 

de U ' la cual es4 

D(h1,h2,h ,0) = (hl - h2 + 1)(~ - h3 + 2)(h1 + 3)(h2 - h3 + 1)(h2 + 2)3

x (h + 1)/12


3 
Finalmente explicaremos porqué en las expresiones (25) debe apare

cer una suma sobre dos índices libres. El número de operadores necesarios 

para determinar completamente los renglones de la R 1 [hl ••.~ 0 ••.0] 

de U es HU =k(2r - 1 - k)/2 , Y el número de operadores necesa
r 

rios para definir una funci6n perteneciente a una base de la R 1 

(Al · .. AK O '" O) de Rr es NR = k(r - k). Entonces, si los renglones 

de la R 1 [h1...~O •••O ] de U van a ser clasificados por las difer 

rentes R 1 (~I ' · · .AI<, O ... O) de Rr que contiene, el número de operado

res adicionales que se necesitan para. completar la. cla.aificaci6n es 

si. k~l:J 

( 26) 

Para k = 3 , r =4, que corresponde a la reducci6n general U ~ R4 ' 
4 

se deduce que son necesarios dos operadores adicionales. Para k = 3 , 

r ~ 5, que corresponde a. la reducci6n U :J R r ~ 5) cuando la R 1 r r 

de U es [ h1 h2 h3 O... O ] ' se necesitan tres operadores adicionar 
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les. 10s dos operadores adicionales necesarios en el C&80 de U :) R4
4 

han sido determinados explícitamente por Moshinsky y Nagel 12), llamé

moslos n y • Al imponer la condici6n de que los polinomios 

P en (24) sean eigenfunciones de los dos operadores 12 y ~ ,esta · 

condición suplementaria determinará la dependencia de los coeficientes 

A q. " con respecto a ql y q2 • 
T,T1. 

e ) LA REDUCCION 

Este caso es de importancia en la teoría del modelo de capas 

nuclear, por lo cual daremos una discusi6n de el. El caso particular en 

que la R 1 de U es [h h 0...0] ya fué analizado en la Secci6n6 1 2 

A de este Capítulo; el resultado está contenido en las ecuaciones 

(20a,b). Para el caso de la R 1 Lh1 h2 h3 O O] de aplicaremosU6 

el método de las "soluciones elementales" , solo que no llegaremos a 

obtener una fórmula explícita para los polinomios como se hizo en la 

Secci6n B para U :) R4. Más bien lo que haremos será construir,
4 

en términos de las soluciones elementales, el polinomio de máximo peso 

de cada R 1 de R6 contenida en las R 1 de U que son de inte6 

rés en el modelo de capas nuclear. Estas R 1 de U son aquellas6 

que corresponden a diagramas de Young en los que el número de cuadros 

en cada reng16n es menor o igual a 4 , y en los que los renglones supe

riores tienen 4 cuadros si el número de partículas es suficiente. 

Las soluciones elementales para este caso son aquellos poli 

nomios 11 que satisfacen a las ecuaciones 
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::0 (21a)C~1Y c.; u-

AL V = A' 11 =A-' U- =!\ -2V- =Al 1.1 =/\.-'1)= o (21b)
3 3 3 1 lo; 2. 2 

Las eouaciones (21a) quedan satisfeohas ouando V es una función ar-· 
\ \'2. 1\.\-z.3 

bitraria de Óm, tJ.'Mm l y u.., mi 1')1/1 y luego para satisfacer a (21b) 

estas deltas deben oombinarse de tal modo que todos los índices inferio

res estén contraídos por pares, o en caso de que queden uno o más índi·

ces libres estos deben ser: ó 3, 6 3,2 , 6 3,2,1 ,ó 3,2,-1 

en la misma delta. Se enouentra así que, ouando la R 1 de esU6 
[ ~ h2 h3 O O] , existen estas quince soluciones elementales 

l I 1'2. 1\.1"2.3 
\J =\ /).3, ~32.) U321 

El paso siguiente será formar todas las combinaciones posibles 

de estas variables, que sean eigenfunciones de 
S 

con eigenvalor hes s 

s =1, 2, 3; el peso que tenga cada combinaoión con respecto a R6 

será al mismo tiempo el índice de la R 1 de R6 de la cual esa combi

nación particular es el polinomio de máximo peso. Para fac11itar el oál 

oulo es conveniente tener a la vista la siguiente tabla que mJLtra los 

eigenvalores h de cada solución elemental, así como su peso con res
~ 

pecto a R6 . 
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th, h~h3 ] Peso en R6 

~~ [100] (100) 

[200J ( ooc)X1\ 

6~~ ll\o] e 10) 

X;z.\ [2\OJ (\ 00) 

A\7..~ [111J ( 11 1 ) 
~~2.1 

(1,1,-\)~~:~I [111 ] 

X. . [2.20J (2 00)
n 

/2.7.. [2.20J (00 o) 

(h, h~~>J 

X3\ (2. \ 1] (110) 

(1 10)Y32 ["l.2\J 

[ 2. 2. IJ (z 10)X32. 

137.\ l321J 	 (110) 

(o o o)Z33 [2 "2.2J 

'133 l2. 2. 2. ] (zo o) 

'133 \ (32 zJ 	 (7/0) 

Una vez formadas todas las combinaciones posibles de soluciones 

elementales que tengan eigenvalores dados h ,h ,h ' en caso de que l 2 3 

resulte que alguna R 1 de R6 aparece más de una vez en esa R 1 de 

' es conveniente verificar la independencia lineal de los corresponU6 
dientes polinomios de máximo peso. En esta verificación son útiles las 

Bstas identidades sirven para eliminar inmediatamente a cualquier com

binación de soluciones elementales que contenga a X2..1 X '1 \,f \.¡
) $2.,3Z.}/32.1,/H/ 
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a una potencia superior a la primera; en algunos casos hay que utili zar 

otras identidades no contenidas en (29). otra verifioaoión de los resul"" 

tados obtenidos es por medio de la prueba ie dimensionalidad: la suma de 

las dimensiones de todas las R 1 de R6 que se obtengan debe ser igual 

a la dimensión de la R 1 lh1 h2 h J de U6 • Estas dimensione9 50n) 
3 

para R6 DlA\)~1)3)= ;'2. ()'1-,\1. +t)(A¡+Az+3)[O.,+2)?"- )¡~J [02+1)"2.- A~J ) 
(k-hj-t-j-i) 


U Dlh,) ... ,h(,)= ~. \ j- L 

para 6 \~ l <. J ~ {, . 

Por el procedimiento anterior fueron obtenidos los datos que 

figuran en las Tablas siguientes. Los números en el cuerpo de las Tablas 

indican el número de veces que una R 1 de R6' aparece contenida en la 

R 1 de indicada a la izquierda. Nótese que las dos R 1 (AI'~2)A3) 

y (A, ) :A z. ') 

U

-

6 

.A3) con },3 *O siempre aparecen simultáneamente, y se j.n-· 

dican en la misma columna de las Tablas. 

A continuación de las Tablas se presenta una lista de los poli 

nomios de máJ(imo peso en R6 ' para alguna.s de las R 1 de R6 e U6 
seleccionadas de las Tablas. Estos polinomios se expresan de dos maneras: 

+
primero en función de los operadores bosónicos usando las va-Glfs 

riables (28); Y luego están dados también en función de operadores fer

mióm.cos b+tt S que se definirán por medio de las fórmulas (1) y (21) 

del CapítulO siguiente. Este segundo modo de expresión es el que se utili·· 

za en las aplicaciones a pr~blemas de Fí si ca Nuclear; asimismo por razones 

Ci\(2)¡- )
físicas las funciones deben clasificarse según los subgrupos RS :JolJ ,R3 

de modo que usamos los índices 2,1, o, ·-1, -2 , O· para las coorde

nadas del espacio orbital en el segundo caso. 



(2\0) (300) (320) (33:t 1) (4U\) (43:1:Z) (44t 3; 
61 50 300 210 (,30 {,4-0 3'16 

R.l.UbtDÚ!1en>i~r'l . 

(\\! \) 
lO 

(n.tl) 
70 

(31 t1) 
1"2.6 

(32n) 
\4-0 

(4-10) 

?>~4 
(430) 

'160 

(44tl) 
170 

b ~ [t) 1 
56 [3J i 1 
10 [2. \) 1 1 
20 [111] 1 
1304 [41] 1 1 1 1 

ro 
Vl 

420 [?Ji] 1 1 1 1 
33b [31D 1 1 1 
11b4 [43J 1 1 t 1 1 1 
2520 [421] 1 2 1 1 1 1 1 1 
47D4 [441J 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
5g~o [432J 1 2 1 1 1 2 1 1 1 1 i 1 
10Sb l44-3J 1 t 1 1 1 1 1 i i 1 1 1 

tOO'bD ~411) 1 2. 2 1 1 3 1 1 1 2. 2 1 1 



R.l. 1<.~ ~(ooo) (200) (220) (3 \0) (330) (4-00) (420) 	 (~)(43!t) 	 tK~ 
b\.Me.rI~io"l1~ , 2.0 S4 ns 300 105 12q 87 S" 125" /(,5 

R,"LU6 
Dill1ensi6r1 "'i 
2.\ t (.2] 

15 [111 

12.6 [4J 

llO [31] 

i05 [2 2.J 

105 l2 \1 ] 

1134 [42J 

1Ao [4 11] 

fTb4 [44J 

4 4\ 0 [43 \] 

2.520 [4 22J 

'tOSt, l44z] 

5040 [44\\] 

44\0 [433J 

41' 6 [.444] 

(110) 	 (2 \t\) (nu) (?>Z.1:\) (33"t2) (4\t\) (4l!l) (433), E:14:tz) 

,/5 {,II;
15 45 35 256 Ig~ 2 80 3 (. 0 

1 1 
1 

1 1 1 
1 1 1 

1 1 1 
1 1 

Q) 

1 	 2. 1 1 1 1 0', 

1 1 1 1. 
1 1 1 1 1 

1 1 1 1 2 1 1 '1 1 1 
1 2 2 1 1 1. 1. 1 1 
1 2 2 1 1 1 1 2 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 	 1 1 1 1 
1 	 1 1. 1 1 1 11 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
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Con el objeto de abreviar algunas expresiones, emplearemos la 

siguiente notaci6n para algunos polinomios de la lista: 


I 2. ... k _ A \ 2. .' . k +' A I z. .. . k 

~te ~1. ' .' mI( - U o r111. . .. iYl K - l Do' trl z ... Wl ;


k 

,7. ... \2' " IZ' " 

Aoq?')' !:::.. mi " ~. ""1." 6. 1\'13 ' " -= 

l6~~:.:: A~~l~···6~~3···· + 6~~,: 6~~~.·: L~:~ · ·. +~~!,'L~:2:' Ll~~s' 
, l " . \ -z . . . A I Z . . . /\ I Z' .. b ' -z. ... 6' z . . . /\ t -z.. ' ' . I ¿. .. I -z. . ' . )

-~rArfI,·· .!i.¡y('¡i"~(3W1r ' - ~"iI\'1I'" ~lt1z .. ot.m~.. · -~~",, · 60(~i" 6ryYYli ·· 

Finalmente debernos mencionar que los polinomios de la lista no están 

normalizados. 

R 1 L t J 


R 1 


(000) 

M = 2.. 1 e -e -1 - z'/ ))))} 

) p = 

1pI = 

R 1 
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R 1 [3J de Ub 

p = (~~l 
(300) { '01 _ A I "2. 3 

.l - U2."Z.2 

R 1 l t tí] de Uf> 


, 1)2P = ( L ~r b-f' 
(000) { pI _ ~ I_rntml Al '- 3> 4

- L l ) ~m -m rYl' - mi 
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(200) 

(000) 

P =L L~~ ~ ~~r-
( ~ \ O ) { pi _ ~ 'di" t 2.. ,,1 A \ 

. - L (- ) V>m - it1 D,,- D \ 
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RI [4/] de U
6 

P=h~~ (~~l 
(4 10) p' _ A'''l.34AI~ - t4Z,"ZZ~1 

(300) 
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R I [ 42. tJ de Uf, 
I ~ '3 ,,1'- 1/).' )2..

iP=.6. 2. , ie ~ z.. I ~ 2. 

(~2)!1) p/_ A I L~4AIZAI 
- D-n.. z.z. D, 1 ~t~ 

1'-3 "1'Z,,,"I\''''

i
P::'~zITe~'Z.IL/.....l.f'4-D-~

(z,2):1) P'_ A - ""'i' _Yf\(A'2.34 A 1Z ,,/ _ 1\,234 A' Z Al) 


- LL) O.z.m-I')10.¡D. LLlm-~.u·2..ij·
2.,I,t~ 

Alz3 ~AI Al A1'Z.
P =~2.\:te L~2. /.....l.-fA- D2f 


(3, ~ I í 1) {pi _ A " _M " I "z. ~ 4 A I 2.. A I 
- 2, I,te Lt.) ~. 2. n'\-W1 D, . Z. t...J. 

_ I Z. .'" I z.. 3 A 1 

(4 lO) P - (bz.) 2.t-.lZ\ fA. Ll-tt 


{ P '= A' 'Z.. 3 4- ~ 1_)>>1 A I "'2. A 1 

~ 'Z. 'Z.. 'Z. Z. L 1.. L...l\')/ - W1 Ll I 

http:Yf\(A'2.34
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, 




RI [441J de U& 







R 1 
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CAPITULO VI 

APLICACIOn:s AL JIODEW DE CAPAS NUCLEAR 

En este Ciítulo analizaremos el cálculo, en la aproximación del 

modelo de capas, de niveles de energÍa de núcleos en la capa 2s - ld ; 

es decir, de sistemas de A nucleones ( 17 ~ A ~ 40) en los que 

se supone que los 16 nucleones que llenan las capas ls y lp forman 

un carozo inerte y el espectro de energía se debe a las excitaciones de 

los N nucleones en la capa 2s - ld. El problema consiste en encontrar 

los eigenvalores del Hamiltoniano del sistema de N nucleones. Las corres

pondientes eigenfunciones deben satisfacer el Principio de Exclusión de 

Pauli, es decir, deben ser antisimétricas ante el intercambio de las 

coordenadas de posición, spin e isospín de cualquier par de nucleones. 

Un método conveniente de atacar este problema consiste en el uso 

del esquema de segunda cuantización 13) • En el se introducen operadores 

de creación bt 
p y de aniquilación de fermiones, que satis

facen las reglas de anticonmutación 

( 1 ) 

y un estado base \O> con la propiedad de que 

para toda p ( 2 ) 

El índice p toma un número de valores igual al número total de estados 

de una partícula en la8 capas que estemos considerando, 10 cual es igual 
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a 24 en el caso presente de las capas 2s y 1d. El producto escalar 

de dos polinomios 1> (b ; ) se define como 

(PI' p"Z.)=.<c\~ (bP')Pz.(l~t-p)lo> y se evalúa usando las reglas de an

ticonmutaci6n (1), (2), y la normalizaci6n <010) =1 

Los estados de N partículas serán polinomios formados por com

binaciones lineales de monomios del tipo 

( 3 ) 


b t-
Debido a la propiedad de anticonmutaci6n de las p , es fácil compro

bar que estos polinomios satisfacen efectivamente el Principio de Exclu 

sión. El conjunto de todos los polinomios linealmente independientes que 

tienen la forma anterior, constituyen una base para la R 1 [1 NJ de 

~~+ . El problema que intentamos resolver consiste en construir la 

matríz del Hamiltoniano de los N nucleones con respecto a esta base, y 

luego diagonalizar esta matríz. 

Ahora bien, un método conveniente de construir una base de una 

R 1 consiste en introducir una cadena de subgrupos para clasificar los 

renglones de la R 1 • Este procedimiento presenta varias ventajas entre 

las que podemos mencionar: 

a) algunos de los subgrupos pueden tener un significado físico (e.g. el 

momento angular orbital está asociado a un subgrupo R ), y las fun 
3 

ciones de la base se relacionan así con eigenvalores de observables fí 

sic08; 

b) algunas interacciones de importancia son diagonales con respecto a una 

base clasificada por una cadena determinada de subgrupos, y si estas 

interacciones aparecen en el Hamiltoniano se logra una simplificación 
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considerable en la construcción de la matríz de la EnergÍa usando la' 


base mencionada. 


c) como en general la base original es extremadamente grande, hay que trun

carla de alguna manera; el método de clasificación propuesto proporciona 


un criterio para truncar la base, restringiéndola a una sola R 1 de 


alguno de lo~ subgrupos. 

L .J 

Varias cadenas de subgrupos de ~ 24 se pueden utilizar. Men

cionaremos a continuación tres cadenas diferentes que diagonalizan a cier

tas interacciones de importancia física 13,14) • 

1) La Cadena de acoplamiento j - j • 

I 
J)~h 

:J) 'Iz. 

es el de transformaciones unitarias en el espacio 

spin-orbital, y el SU (T) es el de transformaciones en el espacio iso2

t6pico. Si introducimos la notaci6n explícita 

en los operadores b+p , bP, la expresi6n para el operador de la in
N ~ -+ 

teracci6n spin-órbita ~.o. -=- ~\ ,ti.. S i en segunda cuantizaci6n, es 13) 
l 
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(5) 

De la8 propiedades de anticonmutaci6n en (1) se deduce que los (24)2 

operadores 
¡(' pi = 
\l..p -

bl' bpi
P satisfacen las r eglas de conmutaci6n 

de los generadores de U 24 • De manera análoga se encuentra que los 

operadores 

) (6a) 

tienen las reglas de conmutaci6n de los generadores de 11" y U
2 

respectivamente; y los subconjuntos de operadores 

satisfacen l as reglas de conmutaoi6n de generadores de U ' z 

respectivamente. Finalmente, 108 generadores de los subgrupos 

~ I G\ '/, 
~ olJ de transformaciones ort ogonales en los orbi tales 

j =1/2 , 3/2 , 5/2 son ciertas combinaciones lineales de las ~ 

en cada subconjunto (6b) • 

Introduciendo en (5) el valor bien conocido del elemento de 

--) matr íz de { . S ,se obtiene 

Este operador conmuta con todas las en (6b) y esto demuestra que 

la interacci6n spin-6rbita es diagonal con respecto a estados clasifica

dos por la cadena de grupos (4) • 
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11) La Cadena. U 3 • 

(8) 

El priaer paso en esta cadena. es la clasificaci6n segÚn la teoría de los 

supermultipletes de Wigner 15) que separa el espacio orbital del espacio 

de spin-isospin. Luego se introducen nuevos subgrupos en cada espacio. 

En el U (S,T) se introduce el subgrupo de transformaciones separadas de
4

spin y de isospin. En el "ti b lL) se introducen el grupo de simetrías 

U del oscilador arm6nico en la forma de su R 1 [2 O OJ de dimen
3 

si6n 6, y el grupo de rotaciones en el espacio físico. 

En este caso es conveniente usar en los operadores 

notaci6n 

La expresión para cualquier interacción entre pares 

de partículas, es en el lenguaje de la segunda cuantizaci6n 13) 

donde 

puede verificar fácilmente que los operadores 
I I 

cr-1't"1_ 2. ([ j-t<J r ,Ca--c - t"~T r 
(10) 
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(11) 

son los generadores de los grupos 1A~ LL), U (S,T), U (S) y U (T) , 
4 2 2

respeotivamente. Si la interaoci6n V elJ independiente de spin e iso

spin, el el emento de matríz de V,2. en (9) es proporoional a 

, y por lo tanto en este oaso V- es una 

funci6n de los generadores de Uf, lL) . 

Ahora bien, en el problema del oscilador arm6nioo es usual in

troducir los operadores de creaci6n y aniquilaci6n úl~ de

finidos por 

a~ ::: ~ U..1-l P~) ) 

Los 9 operadores a; a1' son los generadores del grupo de simetrías 

U . del oscilador. Si el índice orbital se refiere ahora a los
3 

6 estado. en la capa s - d del osoilador, la expresi6n de los ope

afradores a+
9r 

en segunda cuantizaci6n es 

~ I t 'f fA-' 
(12)G~ = 2: <r- ¡a~ a If 

I >bf 
T f"i r-' 

Estos operadores tienen las mismas re~las de conmutaci6n que 

t" a~1 
G;' 

l os a ~ , y como además son un subconjunto de los generadores 

~ c~1
de , podemos afirmar que ~~ son los generadores de un subU6 
grupo U

3 
de 116 . En el mismo problema del oscilador arm6nico, el 

~' t- f ' 
operador del momento angular orbital es L!f. =t~,l-) E.t~ ' -'1" a!}1 a. 
y por un razonamiento análogo, la expresi6n de este operador en segunda 

r ~I/ 
cuantizaci6n es [~=. 'l~.~-) E~ff' G~, , indicando que L ~ son 

los generadores de un subgrupo R3 de U • Hemos puesto en evidencia
3 

así a los diferentes subgrupos de esta cadena U Mencionaremos3 
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que hay una interacción que es diagonal con respecto a estados clasifi 

cados por esta cadena. Esta es la interacci6n cuadrupolo - cuadrupolo Q'Z. 

2. -"Z. '!" 
cuya expresi6n en segunda cuantizaci6n es 13,14) ~ ::: ¿ (-) ~ ~ 

1::l T 

c.ol'\ 
(13) 

Finalmente analizaremos la tercera cadena de subgrupos , que 

es la que más nos concierne en esta Tesis. 

III ) La Cadena R6 

En el primer paso en esta cadena se usa el esquema de los supermultiple

tes de Wigner, igual que en la cadena U ; la parte de spin-isospin es 

también la mi sma que en el caso 
3 

anterior. Los generadores de tl.{. (L) son 

los operadores de (10), Y si empleamos la notaci6n 

~f' =. :!.. 2} :t 1 ) ± e los generadores del subgrupo R6 son 

(15) 

En lo que respecta a los siguientes subgrupos de esta cadena, en el Capí

tulo IV ya demostramos que efectivamente R6 y R5 admiten los sub

grupos indicados en (14), y dimos la expresión de los correspondientes 

generadores. 
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Mencionaremos ahora que existe una interacci6n de importancia 

física que es diagonal con respecto a estados clasificados por la cadena 

R6 • Se trata de la fuerza de apareamiento ~rbital, la cual es una inter

acci 6n entre pares de partículas P :::..2:. P~j cuyos elementos 
~<'j ::: ¡ 

de matríz entre estados de dos partículas tienen por valor 

(!¡tr't ¡ ) f2 rn~\P' 7..\L~ t1l.',1~m ~ >= (_r l 

+rY1, 

1 

Sl , ~7. Sl:l~ ~ml)- 1I1l ~m;)-",/ (16) 

La expresi6n de 1~nteracci6n de apareamiento en el esquema de segunda 

cuantizaci6n es 13) 

. + . + Yfl I b' m' SI '6-m ' 5 

C)-~2:. '" I'r\b b '¿HL (:-) triS -mSi 1
\} - 2. SS ' m !VI (17) 

donde los índices 2, 1, 0, -1, -2 se refieren a los 5 estados orbi

tales de la capa 1d , Y el índice O' se refiere al estado de la capa . 
't

2s • Los operadores b , b de (17) se definen de manera análoga a 
.'+

los operadores a, ct del Capítulo !II , de modo que por una trans

formaci6n como la (111 - 9) podemos llevar la expresi6n (17) a la forma 

(18) 

En el Capítulo 1 demostramos que los generadores 

conmutan con las formas bilineales , y por un proce

dimiento análogo se demuestra que también conmutan con las expresiones 

'" b r'~ ' h-f's L- ' Y por lo tanto los generadores de R6 con-
t"" 

mutan con ~ • Así queda confirmado que la interacci6n de apareamien

to ~ de (18) es invariante bajo R6 ,yen consecuencia esta inter

acci6n es diagonal en una base clasificada por la cadena de grupos (14) • 
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El Modelo de Interacci6n 

El problema que tenemos ahora frente a nosotros es escoger alguna 

cadena de subgrupos para clasificar las funciones de la base, y es

coger el Hamiltoniano del sistema que se va a diagonalizar. Con relaci6n 

a este segundo punto, rec~entemente se han hecho cálculos en que se uti 

16)!izan las llamadas "interacciones realistas" entre nucleones 

esta Tesis tomaremos un punto de vista menos ambicioso y adoptaremos un 

modelo de interacci6n 14) que ofrece la doble particularidad de, por 

una parte simular en cierto grado el efecto de interacciones centrales en

tre pares de partículas, y por otra parte presentar propiedades de simetría 

especiales que permiten aplicar métodos de la Teoría de Grupos en el cál

culo de la matríz de Energía. El Hamiltoniano del modelo es 

(19) 


El. término Ho es la energía cinética del sistema más la energía poten

cial de las N partículas en el campo central común, el cual se elegirá 

como un campo de fuerzas del tipo de oscilador arm6nico; por lo tanto Ho 

es el Hamiltoniano de N osciladores arm6nicos independientes. El término 

restante en (19) representa a la interacci6n residual atractiva, y es una 

combinaci6n lineal de las tres interacciones que resultan diagonales en ca

da una de las tres cadenas de subgrupos mencionadas anteriormente; es decir 

la interacción cuadrupolo-cuadrupolo Q2 ,la interacci6n de apareamiento 

orbital p y la interacci6n spin-6rbita w Los parámetross.o. 

x,y,z se van a hacer variar independientemente en el rango de valores 

o " x,y,z ~ 1 pudiéndose estudiar así el efecto de una mezcla arbi

traria ~e las tres interacciones. 
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Con relaci6n a la semejanza entrEl el Hamiltoniano (19) y un 

Hamiltoniano con interacciones centrales entre pares de partículas, men 

cionaremos que en la referencia 14 se han comparado los eigenvalores 

E(x) del Hamiltoniano (19) con z=O, y=l-x ,con los eigenvalores E( ~ ) 

del Hamiltoniano 

H ( 20) 


La comparaci6n se efectu6 para sistemas de 2 f 3, y 4 partículas. Los 

resultados muestran una semejanza en la tendencia general de las curvas 

E(x) y E( eL), poniendo d6 manifiesto que la interacci6n P reproduce 

en buena medida el efecto d.e las interacciones residuales de corto alcan

ce, mientras que la interacci6n Q2 por su parte, r eproduce los efectos 

de una interacción residual de largo alcance. 

Se han efectuado cálculos muy extensos de niveles de 

energía de núcleos en la capa 2e-ld usando el Hamiltoniano (19) . En to 

dos estos cálculos se ha elegido la cadena U para clasificar l as ba
3 

ses de funciones. Estas bases se han truncado siguiendo el siguiente 

criterio: en primer lugar, de las varias R 1 de conte 

[ ~NJnidas en la R 1 I de se considera solo aquella R 1{) 24 

que corresponda al diagrama de Young más simétrico posible en 1{6 ' su

jeto a la restricci6n de que la R 1 de U asociada contenga el i sos 
4 

pín T correspondiente a los niveles de energÍa más bajos del núcl eo en 

selecci onada de que estamos interesados. Cuando la R 1 de 

esta manera tiene dimensi6n muy grande, la base se rest ringe aún más con 

siderando solo una R 1 de U ,a saber, la R 1 más simétr i ca de 1]3
3 

entre l as varias R 1 de cont enidas en la R 1 original de 11.6 
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. 1 d enerui' a , 1Cálculos muy completos de n1Ye es e O~e nuc eos non-non 

en la capa 2s-1d han sido efectuados por Berrondo y Pineda 17) a lo 

largo de estas líneas. Los resultados son satisfactorios en lo que res

pecta al orden de los niveles más bajos, en la mayoría de los caS08. Sin 

Na24embargo hay unos pocos casos, particularmente el caso del en que 

no se logra obtener el spin correcto ( J =4) del estado base con nin

gún valor de los parámetros x,y,z en (19). Ahora bien, por razones que 

serán mencionadas más adelante, es posible que si en el problema del Na24 

se utiliza en lugar de la base clasificaua por u ' otra base clasifi
3 

cada por la cadena R6 y restringida a una sola R 1 de R6 elegida 

convenientemente, se pueda lograr obtener el spin correcto del estado ba

se. Es pues de inter~s analizar la construcci6n de bases clasificadas por 

la cadena R6 ,y la construcción de la matríz del Hamiltoniano (19) con 

respecto a estas bases, lo cual haremos a continuación. 

En el Capítulo V se analiz6 el problema de reducción 

u {, ::::> R6 y se obtuvieron Tablas de R 1 de R6 contenidas en una 

R 1 de t(~ , así como los correspondientes polinomios de máximo peso en 

cada R 1 de R6 , para los casos de interés en las aplicaciones a la 

Física Nuclear. A continuación se presenta la lista de estos polinomios 

en términos de 108 operadores fermiónicos introducidos en es

te Capítulo, y empleando los índices m = 2, 1, O, O; -1, -2 para el 

espacio orbital, y s =1, 2, 3, 4 para el espacio de spin-isospin. 

La definición de las deltas es 

( 21) 

siendo P una permutación de los índices (sl' s2 ' •.•• sk )s 
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Cada uno de los polinomios de la lista anterior es de máximo peso 

en R6 Y en U (S,T) • Para descender en cada uno de estos grupos y
4

construir la base completa, se usa la técnica de los operadores de des

censo. Para el caso de R6 , aplicando potencias de los operadores L~ , 
LL 

6 del Capítulo 111, Secci6n C , descendemos al subgrupo R5 

luego con el operador m L 

(3) 
LI del Capítulo IV, Secci6n B , descen

demos al subgrupo R3 ,y finalmente con el operador L _ termi

namos de construir la base de la R I de R6. Debemos aclarar aquí 

que los índices m se refieren a componentes esféricas, y que cuando 

se utilizan ellos la expresi6n para los generadores de 6 es 

• L08 operadores de descenso necesarios 

para descender en U
4

(S,T) al subgrupo 

construidos por Moshinsky , con ayuda de ell08 y de s y T 

podemos construir la base completa de la R 1 de U
4

(S,T) 

Veamos ahora la construcción de la matríz del Hamiltoniano (19) 

con respecto a la base construida por el método que se acaba de expli

caro Para empezar, la interacción de apareamiento es diagonal 

en esta base. Efectuando algunas transposiciones en (18) se puede 11e

gar a esta expresi6n 

( 22)4- ~ - ~ N 

siendo r y los operadores de Casimir de 

respectivamente, y que fueron definidos en el Capítulo I • Los eigenva

se obtuvieron en el Capítulo I , por lo tanto ellores de í y 

resulta sereigenvalor de 
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E l P) 


donde [h1 ••. h6 ] indica. la. R 1 de U b , y lA I Al. A3 ) la 

R 1 de R6 


Q2
Para construir la matríz de en la base existen dosR6 

métodos posibles. Uno consiste en escribir las funciones de la base en 

la. forma de combinaciones lineales de monomios como (3) ; cada monomio 

es un determinante de Slater y se pueden aplicar fórmulas generales 18) 

para los elementos de matriz de interacciones de uno y dos cuerpos en

tre determinantes de Slater. J. Flores y R. Perez Pascual han desa

rrollado programas para efectuar estas operaciones en una computadora 

electrónica; sus cálculos han sido efectuados usando la cadena U ' 
3 

pero es de suponerse que sus programas puedan adaptarse a la cadena R6 • 

El otro método consiste en construir la base en la cadena U ; los pro
3 

ductos escalares de las funciones clasificadas por U con las funcio
3 

nes clasificadas por R6 , son los paréntesis de transformación de una 

base a la otra; como la matríz de Q2 en la base U es diagonal y con
3 

elementos conocidos, por medio de 108 paréntesis de transformación se 

puede traducir esa matríz a la base R6' 

Finalmente, para construir la matríz de la interacción spin

órbita W se pueden aplicar los dos métodos del caso de Q2 ; ess.o. 

decir, el método de los determinantes de Slater, y el de los paréntesis 

de transformación entre las cadenas (4) y (14). En este caso existe ade

más una tercera posibilidad basada en el carácter de tensor irreducible 

que tiene la interacción W . En efecto, en la referencia 17 se s.o. 

demuestra que 
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-1 ~ 

\Ñ, :: L. l--) Ir~k l ' " htJ=[I¡Ó;-IJ, LA , Al~3):;(/lO), (¡-tI (lz)= U1)" L:; 1 M :; ~ • 
S.O . ~= I 	 ) L , 

~V,, " V4}::{I¡O~-I}, S=tM.s=-if) T=MT=O J (24) 

donde ~ es la componente de un tensor irreducible en 

cuya clasificaci6n es la indicada en (24). Los elementos de matríz de 

W se calculan ahora aplicando el Teorema de Wigner - Eckart este s.o. 

método tiene el inconveniente de que los coeficientes de Clebsch - Gor

dan de R6 necesarios para la aplicaci6n del Teorema de Wigner - Eckart 

no están disponibles en el momento actual. 

Para ilustrar la discusi6n precedente, analizaremos un pro

blema específico: la diagonalizaci6n del Hamiltoniano (19) en un problema 

de dos partículas con S =T =1 ; la base que utilizaremos se restringi

rá reduciéndola a una sola R 1 de R6 Este problema de dos partí 

culas, aunque según los criterios usualmente adoptados para truncar las 

bases, 	no corresponde a un núcleo determinado, se resolverá porque sugie

Na24 re posibilidades interesantes para el problema del en el cual, se

gún se mencion6 antes, los cálculos usando la cadena U no dan el valor
3 

correcto (J =4 ) del momento angular total del estado base 11) 

Problema de dos Partículas con S =T = 1 

4 

La R 1 [1,1J de U 24 contiene a las R 1 

y [1\]X{2.} de Ul, X U
4 

• La R 1 { 1 , } de U4 contiene a las 

R (S, T) = (1, O), (O, 1) y la R {z.} 

de U contiene a las R 1 (S, T) = (1,1), (0, O) de SU2(S)~2(T). 

Los estados con S =T = 1 tienen pues la clasificaci6n [ \ \ JX {Z } en 

\lb X U ; serán por lo tanto combinaciones lineales de términos co
4 

mo t- + == tJ. s, IJ.s z. • La R 1 [ 1, 1 ] de ti b es isom6r
btt ls,bt"z.Sz. - fA'1 ~2.. 

1 1 

http:bttls,bt"z.Sz
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fica a la R 1 (110) de R6 ,y ~8ta contiene a las R 1 de R3 

oorrespondientes a los momentos angulares 1 = 1, 2, 3 • 1a base comple

ta de nuestro problema se puede construir por el m~todo señalado en pá

ginas anteriores. Por un accidente, en este caso la R 1 [ 1, 1] de 

U 6 tambi~n es isom6rfica a la R 1 [3 1 O] de U
3 

,de modo 

2 que en esta base tanto Q como P son diagonales, y sus eigenvalores 

son: E( Q2 ) = (32/3) - 1(1+1)/2 E( P ) = O • Construyendo la 

matriz de W y diagonalizando el Hamiltoniano (19) con z=l-x, se s.o. 

llega a un esquema de eigenvalores de H como el indicado en el siguien

te diagrama. 

JJ 

2 

o 

Z 

3 
2 , 3; 4 

4 

\¡ 2 ; 3 

O, 1,2
W s.o. Q7. 

X
X=o X~\ 
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El reeultado interesante es que se puede lograr que el nivel 

más bajo sea J =4 , con un valor pequefto de x. La R 1 de R6 

que aparece en esta problema, es deoir la (110), es la misma R 1 

que daría los eigenvalores más bajos para la fuerza de apareamiento en 

24el problema del Na ,y por lo tanto sería la R 1 de R6 que se 

escogería al truncar la base en este problema. El resultado obtenido 

en el problema de dos partículas hace parecer plausible que se pueda 

Na24lograr un estado base con J =4 en el al efectuar el cálculo 

usando una base clasificada por R6 



115 


CAPITULO VII 

ESTADOS DE SPIN - lSOSPIN CON SIKETRIA PERlAUTACIONAL. 

Como una segunda aplicación del formalismo desarrollado en los 

Capítulos anteriores, mencionaremos un método alternativo para construir 

bases de funciones de n partículas en las cuales se tom~n cuenta las 

restricciones que impone el Principio de Exclusi6n de Pauli. En este 

19,20)método se construye por una parte, la función orbital con una 

simetría permutacion&l definida, y por otra parte la función de spin-isos

pin con la simetría permutacional conjugada de la anterior ; por combina

ci6n lineal de productos de estas dos funciones se obtienen funciones 

completamente antisimétricas ante permutaciones de las partículas, que 

por lo tanto obedecen al Principio de Exclusión. La construcci6n de las 

funciones orbitales ha sido discutida detalladamente en las referencias 

19 Y 20, tanto en el caso en que las partículas están distribuidas en 

un cierto número finito de orbitales, como en el caso en que las partícu

las están en un potencial común de oscilador arm6nico. Analizaremos a 

continuación el caso de las funciones de spin-isospin con simetría per

mutacional. 
S 

Los estados de una partícula se pueden indicar con 6X(f-r 
' "rf'-t-'donde S =1,2, .•• , n es un lndice de partlcula, u --2 

es la proyección del spin, L ="t"2 
\ 

es la proyección del isospin, 

~ =1, 2, 3, 4 es un índice cuya relación con los 4 posibles valo

res de la pareja (CJ) 'C) es 



116 


1 2 

<r r 1/2 1/2 1/2 -1/2 

3 

-1/2 1/2 

4 

-1/2 -1/2 
J1)(, 

Los estados de fi partículas con una simetría permutacional especificada 

por la partici6n { f 1 f 2 .•• f } del número n y un símbolo de Ya-n 

... r , y clasificados además l>or el spin S conmanouch:l n 

proyecci6n KS e isospin T con proyecci6n MT ,serán ciertas com

binaciones lineales 

con coeficientes apropiados que debemos determinar. El índice ~ 

en (2) sirve para distinguir entre valores repetidos de (S,T) asociados 

auna R 1 ~f} de S(n). Introduzcamos ahora la siguiente corres

pondencia 

O) 

son operadores de creaci6n de tipo bos6nico análogos a 108Las 

+ , uloperadores a del Cap1t o 1 , con operadores de aniquilación asocia

dos y estado base del mismo tipo que en el Capítulo l. El produ.;,to es

calar de dos polinomios p(a+ ) se define de manera análoga a la del 
rs 

Capítulo l. Es fácil verificar que el polinomio 

posee lasmisrnas propiedades de ortonormalidad que las funcione ;~ (2) • 
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At's
Veamos ahora como se pueden determinar los coeficientes en 

(4), de tal modo que este polinomio tenga efectivamente la clasificación 
"t 

que indican 108 diferentes índices. Con este propósito, notemos que a~sS 

fs = 1, 2 , 3 , 4 ; s =1, 2, ••• , n se pueden considerar como las com

ponentes de un vector en 4n dimensiones, 1 por lo tanto 108 monomios 

linealmente independientes constituyen una base 

de V 4n • Esta R 1 puede clasificarse por me

dio de una cadena de subgrupos de V 4n ; el primer subgrupo puede ser 

el U 4 X Un ,1 las R 1 de este subgrupo contenidas en la R 1 

, conl n J de U 4n son 20) 

=k =On 

El grupo que aparece aquí es el de los supermultipletes de spin-isosU4 

pin. De este grupo debemos descender al grupo SU
2

(S) ® SU
2

(T) de trans

formaciones de spin 1 de isospin separadas. Esto constituye un problema 

de reducción U+::>R debido al homomorfismo SU~ SU ~ R4 de
4 2 

mostrado en el Capítulo IV • La forma explícita del homomorfismo en este 

caso será discutida a continuación. 

Los operadores 

~ t"" 
f'I

= ~ ai- s 
s::\ ,... 

att'5 
(6a) 

son los generadores de .ti 4 ' mientras que los operadores 

Sies 4=2.f4=\ 

t 
o.. 1-(.5 

l· 

f4' Si 

O s,s'= 1, 2, ••• , n (6b) 

son los generadores de U Los operadores S S, S del spin,n + o • 

y T+, T ,T. del isospin , tienen la siguiente expresión 12) en o 
'fJ ti

términos de los generadores PI de U 4 
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) (1a) 

) (1b) 

Por otra parte, si en los generadores de R4' definidos en la Secci6n B 

del Capítulo V hacemos el cambio de índices 

2 --. 1, 1 ~ 2, -1 ~ 3, -2 ~ 4 (8a) 

y cambiamos el signo a los operadores de creaci6n y aniquilaci6n con ín

) (8b) 

se obtienen estas expresiones para los generadores de R :
4

A~ =t; +-~: ) :klA',+A~)==~('g:+-'g;--g;-~~) 
) A~ -=- 't~ + 'f~ , :t(1\\-A~)::.~ Ctll-{:ZL+'t;-t;) 

Comparando estas con (1a,b) se deduce que la equival enci a entr e los ge 

neradores de R4 empl eados en el Capítulo V y los operadores del spin y 

del isospin es 

J 
s -=- 1\.. ' - ~ ..' 

T -
::: Al 

z.. le.::: 2lA \ -A~) 

Las funciones de la R 1 l h1 h2 h3 h ] X { h1 h2 h3 h 4 O o •••}
4 

de con máximo peso en U ,y máximo peso en la R 1 
n 

(S,T) del subgrupo SU2(S)® SU2(T) c:. U ,est án dadas por la f6r 
4 

mula (25) del Capítulo V. solo que hay que hacer 1 08 cambios indicados 

A l 'Z.. 34)h4 
en (8a,b) y además hay que multiplicar cada polinomio por ( i-\¡"Z. 31- , 

reemplazar h3 por (h
3 

- h
4
) , Al por ( s + T), Y A2 por (S - T) • 
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Aplioando sobre estos polinomios los operadores de desoenso 

(10) 


de los grupos 30 (S) y 30 (T) , se puede construir la base oompleta 2 2

de U 4 olasifioada por el spin y el isospin • 

Las funoiones oonstruidas por el método explicado en el párra

fo anterior, son todavía de máximo peso en el grupo Un ; vamos ahora a 

explicar que haJ que hacer para obtener a partir de estas funciones otras 

que oorrespondan a la simetría permutacional {f} í indicada en (4). 

Aplioando los generadores c~ de U 
n 

sobre P dado en (4) se en

cuentra que C~P =P s =1, 2, •.• , n es deoir, que con respec

to a U los estados (4) tienen un peso { 1, 1, ... , 1} . Los estados 
n 

de Gelfand de la R 1 Lk k ••• k ] de U
1 2 n n 

con peso {1, 1, ... , 1} se llaman estados "especiales de Gelfand" , y 

en la referencia 19 se demuestra que ellos constituyen una base para la 

R 1 del grupo Simétrico S(n). Estos estados espe

ciales se pueden construir a partir del estado de máximo peso de la R 1 

de U ,o sea a partir del estado construido en el párrafo anterior,
n 

5)aplicando los operadores de desoenso del grupo unitario 

Explíoitamente 

y el oonjunto de números (1, ' ••• , r) posee todas las propiedadesr 2 n 

de un símbolo de Yamanouohi 19) Como en este caso el diagrama de 

Young de la R 1 de U tiene cuando más 4 renglones, las expresiones
n 

(11) 

? 

generales de L~ se simplifican un poco, obteniéndose: 
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para q = 4: 

(12) 

donde por definición EP1 =e;- ei+ ~ - p , y en el caso de q = 5 

por convención n 
~ 

te lo< -= 1. ,f"'=, "r' 

A continuación se presenta una list a de funciones de spin

isospin, con máximo peso en SU (S) yen SU (T) , para todas las sime2 2

trías permutacionales posibles en sistemas de 2, 3, y 4 partículas. 
"Z. A3 /1. "(\ 

En esta Lista se emplea la notación: lp ,f'Lzf4r"f'") :: 6.~1 6t"'?. L.ll'l-3" 'L..'1r " ~ 

y los índices 'de P corresponden r espeotivamente, a SMsJ MT ) { f } l1 '(7.."· . \"1'1 ), 

Todos 108 polinomios están normalizados. 

Y\=1 

P~~d:~i{tr (' ) =(\ ) 
Y\ = Z 

P \\ ) lI j~Z}li\):: ( 11 ) 


Poo,C>0 J-t-¿} (u) =~ l(14) +(41) +- (23 ) +- (32)J 
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PII,OO j ~II} (17.) = ~ t (¡-2.) - (Z t) ] 


Poo/llí4It}(12)=izLU3)- (31)J 


ti =3 

p~.!. ~l..s7}(111) ~ (1\\)
"Z. "Z.) Z "2. )1 - l 

Pll I .~} =L [2.(114)+2(14\) -t-Z(4-\\)+(123)+(/3Z)+(21~)1 

i"i )=i "i ) 13 (111) 3a 
+-(2.31) +- (3/Z) + (3 21 )J 

PH ,H ¡{ZI} (IZI) =: ~ ((¡-2.1) -lz 1D] 

- _\ í 2.(IIZ)- ("2.I\)-(12\)l
P~? 1.. ~. S2.I1.(llz) - U L ~ 

7:Z:'Z'Z)l J b 

P,l ~3.} )::;,.~L(¡-3\)-(31\)Jl(
--,--)lL1r Izl '12
L"Z. Z ~ 

PI .L 2. 2.. .521} (lIZ) = .:' í 2.( 113) - (131) - (311~
1 2' , z ) 1 ,{b L . 


P.!..l. .!..1.{} =_1 f(IZ3)-(ZI3)+(13Z)-(312.)+(l41)-(4 11)l 

z. lo) Z 7:] 21 (1"2.1) ..J6 ~ :J 


Pi-\ .L.!..JZI}lIIZ) = \, r(IZ3)+(2 13)-Z(23/)t(3ll)+(13Z)-2(32.I) 

Zz:IZ.U 1 3\1Z~ 

+2(1/4)-(14/)- (411)J 

P, l.~.J 1-, )::::,~rll"2.3)-(I3l)+(Z31)-(Z/3)+(3IZ)-(32.I)l1 
"'i:Z)")ll\\)\.IZ3 'Jb~ :.J 

n=4 

P'2)LLj{4](IIlI) == (11 t 1) 

PH, \\j{+}lI\\I) =~0G(1114) +3(1/41) +3(14//)+3 (41 (1) +(l \(3) +( 113Z) 

+ (71\3)+ (31\2)+ll"2.13)+ lI312)+(¡Z31)+(l3ZI)+(Z311)+ (z/ si) 

+ t3\"ZI)+ (32.II)J 

POO/OOj{4}(1I11) =,I,ff ['2. U4-14)+2(1441)+2 (4114)+2 (4141) +2 (1/44)+2(4411) 

+Z (2.3 Z-S)+ (l2.~$l)+2($t23)+ '2.(3232)+"2.('2.233)+2(3322)+L PermJo.. ciol1e.r (1234)J 

http:31\2)+ll"2.13
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p =_1 f3llllZ) -(1121)- (1'- \\)- ( ZIII)l 
22.) IIjt3 \}(1\l2) :2.{3l ~ 


P")II; t3 tl { ~ lZ (1121) - (2111) - ( 1211)J

l llll

p,,) 11; 131HIZ 11) '" }¡; [2 (11.11) - (2\11) - (11 Z I)J 


1
PI\) n; t ll IZ) == ~-J3l3 (1113) - (1131) - (13 ~ ) -(3111 lJ
3l 11 


P ) 21¡1:>1} (11<1) =- ~ [2. (1131)- (3111) - (1 3 Iln

II

PII,Zl; {3 1} (1'11) =~ [2. (1311) -(3111) - (1I31)J 

P ,•• j.l,Yf (11 Il) == t&(II4-Z)+2(14-")+*112) -2. (2 2 31)-2(23ZI)-2.(322.1)
II 

-(14-21) - (4\ 21)- l1Z41) -(+7..11) - (2 141) -(2.411) +- (1 L 3Z) 

. 1-[ml) +(ZI3z)+-[31Z2) +(23lz) +(3<1 Z)J 
2P\\PQji \}l\,'Z.\) =I~fi" l' (112.4)+ :::-(14Z l)+S (4121) +2(1/4 )- 4(24!1)

3

_ 4 t421 \) - 3 (z 1 14) - 3 ( ¡Z 14-)- (141 L) - (41 1z) - ( 1z41) - (2 
I 41 ) 

_ b t2213)- 5 (2312.) -:; (321 2) - 2(ZZ~0 +4-(I"3>2.Z) +4(3112) 

+-3ULL3)+3L2.12-'~)+lL3 Z. 1) + C~z z l)+l2.15 Z) + (l232.)J 

~\IOO){~\r (IZII) -= ~g~ (1 2 41) +2 (4211) -etIIZ) + 3(1214-) - (41 2.1) - 3(2114) 

_ 3 l2141) +- 1I4\"z) +l14ZI) -2 (2411) - 3(2.13Z)+l~L 21)-2 (31 2Z) 

_ 3 (21"Z-3) +{;-2 12) +3tIZZ30)+3(1"Z-3Z) -(23)IZ) - (2 ~ 2.1) + z( 13> 2.2)J 
JPÓO)\\)' 15~\\.lll\1.) : '\Yl1Z"CCVt'l b,a. -r z. ~3 eY1 p 1I /> O.i~S \ }(IlI-z.) 

L1P )\\){3\}l\\"ZI) : ú11e-rcp'!'V1b¡a( ¿~3 e,11 p\\ ¡oo¡{31}(I I ) 
OQ 

P ¡\1i{3\}l\ZII): íY1tercamh:n" 2~3 ey\ P II)ood31} 1I2.11)
Ob

P,,)"i {31} (IIIZ) ~ ~«.l?' (1114) - (1411) t (211 3) -[H1 \)+[S11 z) - (3211) 

_ (4111) + (.1213)+ (131"L) - (1\ 41) - (2.1 '3.1) - ( ; 12 1) + (11 Z:3) 

+l113Z) - (123 1) -(132.I)J 
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P 1\ {} )= A1r.; r4 (1I41) - 2.(1411)+(2131)-2(Z311)+(3121)
I1 1 ,; 31 (1121 113 l 

- 2 (3 z11) - 2. (4 11\) + ( / z >1) t (13 Z1) - (2. 113 ) 

- (3\ \2.) - (1'2.13)- (1'31"2-) +2(1I3Z)+2. (1123)J 

PII)llj~~\}(rlll) =~ [Zl1411)-Z(4111)+U 31.1)-(3IZI)+(I Z 31)- (2131) 

\ll~\2) - (3112) + (11. 13)- (2113)J 
P S l )= 'r-;-L2.(27.11)f-Z(IIZ2)-(ZI2.I)-(1212)-(12ZI)-(2112)l

2.Z.po )1."2.'-J (II-Zl 1.-"~3 U 

P22./ j{n}(I2.I<.):::: ~ [(12.12)+(2.12.1)- (12.'2..1) - (ZII2.~
00 

poo)Z2.; t22.} (111."2)= 2..~ [z (1153)+-2.. (3311) - (3131) - ( /313) -(13S 1) - (311 s)] 
Poo 2 Z j ~'Z.l} ll-¿ 1'-) =~ [(1 313) + ( 3 1:s 1) - (13 3 1) - (3 I 1 3)J 
p. {} )=-' fZ (1I3Z)+l(¿2\I)tl(2311)+2(IIZ3)-(31IZ)- (12 31) 

11) 11 j Z2 (HU 2-16 ~ 

- lI3IZ)-(2.131)-l3121)- (1213)- (132.V-(ZII3i] 


f,,) 1\ :, ~n.} (12.1"2.):::: 2.i[( 131 L) + ( 31 Z1) + ( 2 1 ~ 1) + ( 1Z 13) - (5 11 2 ) 


- (132\) -(1231)- (2.113)J 


PI\I\\.i~LI\} (11 Z3)- ~ ~ (11 2 3)- 2 (1I3Z)+ (z 131) - (21 13)+(311 z) - (312.1) 

+- (/231)- (lz 13) +(l3 IZ) - (/32./)J 

P¡\¡II;{ZlI} (1213) = ;~ ~(12. 13)- 3(131 2 )t-3 (3/1 Z) - 3(zll3»+Z (z ~ 11) 


-2 (32./1) +(l3ZI)-(IZ31)t-(ZI3¡)-(3IZ0] 


~\J 1\3 {21\}t123 1)-== ~ ~IZ31) - (132.1) + (2. 3/1) - (21 51)+- (31 21)-(32 JI)] 

?IIPO)~ ll\} (11 23)-= ~,ff (2 ("2.231) - 2(22/3)+2 (/1 24) -2 (I/1-Z)+(l2Z3) - (I Z 5Z) 

+ (5ZIZ)- (32.21)+ (2./23) - (2132)+ (Z512) - (2. 321)+(2141) 

- l2.\\4-) +(4112.) - l412.1) + (1241) -(/Z/4-) +(14/2) - (J42./fl 

http:5ZIZ)-(32.21
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P = \ }3(12B)-3l211.3)+3(Z321)-3(?LZ I)+3(1ZI4) 

1\)00 j {2."f (1 "2.\3) 4'ib l 
_ ?711

4l
2.) t- 3l4112)- 3l-z \ \4-) +2 (3 \ 1:2.) - z. (13lZ)+ 2.(2.4-1 V-2. (42

IV 
+- l"2\ 32) - ('23IZ)-t-1I4Z.1)-(124')+(~Z \I)- (Iz3Z)+(ZI4-I)- (4

12. 1)J 
P",o o,t j(11.31)=dú~1"2.3L) -lI32.1)+(Z3IZ) - (ZI 3Z)+(3IZZ)-~2Il)

2111 

+ (12-41) -(142.1)+(2411) - (214- 1) +(41 zl) - (42 ¡ID 

PDO,\I¡lZI\I)IIlZl): I"-rer",,,,biM 2.-3 en PII , oo;i2!11JIIl2~) 

Poo,11; 121i1} (1 Zl3); Ini¡yút",hi", 2.<0--> 3 e" P" ,o o) ~21"} (1 Z13) 

Po,,\ IIjl }(I 31): I.;teyCA",bíM 2.<-> 3 .o", 1''''ooA2.JlI}- (1231) 

P 
ZIIJ Z 

_ 1 t,'"'- 34 =- í.. --'- l-t'P t,1 b,1. /',.3 b.4 
oo¡ooA"II}L1Z34-) - ¡Jb \"2.34- z.% ~ ~ 4I 

http:o,tj(11.31
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