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Introduccion

La convergencia es uno de los conceptos cuya nocién varia mas radicalmente
durante el estudio de una carrera de matematicas. Desde los primeros se-
mestres, el alumno es sorprendido al comprender conceptos como limites y
sucesiones de numeros reales, que rapidamente se vuelven més complejos.
Cuando empieza a sentirse cémodo con estas ideas, finalmente descubre que
la convergencia es algo mas general, algo que caracteriza la topologia de un
espacio. El eje sobre el que giran todos los capitulos de esta tesis es conocido
como convergencia débil, la convergencia débil es la convergencia que surge
del teorema del limite central y de hecho resulta sumamente ttil en todas
las ramas de la probabilidad. Este concepto esta intimamente vinculado con
una meétrica: la métrica de Prohorov definidas en el conjunto de todas las
medidas de probabilidad en (S, B(S)), donde S es un espacio metrico. Un
resultado muy importante es que la convergencia débil se puede metrizar y
la métrica que lo logra es la de Prohorov.

Una afirmacion que puede servir como motivacion es la siguiente, a la que
llamaremos pregunta 1: Los Procesos Poisson Compuestos son densos en los
procesos de Lévy con la topologia inducida por la convergencia débil. ; Que
significa esto? Aun suponiendo que el lector estd familiarizado con lo que es
un proceso estocastico (una coleccion de variables aleatorias), es probable
que no le quede claro que significa que 2 procesos converjan y por lo tanto
que no comprenda el significado de que un subconjunto de los procesos de
Lévy sea denso. Todos estos temas se tocaran con rigor mas adelante, pero
ahora mismo diremos que la manera mas facil de concebir la convergencia de
procesos estocasticos es pensando en estos como medidas de probabilidad
sobre el espacio de las trayectorias (trayectorias continuas por la derecha
con limite por la izquierda (CADLAG) en particular).

Se verda que una sucesiéon de medidas converge débilmente a otra si y
sélo si converge en la métrica de Prohorov (bajo hip6tesis comunes sobre el
espacio métrico (S, d) sobre el que estén definidas las medidas). Es por ello
que este trabajo se inicia con un capitulo dedicado al estudio de la métrica
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6 INTRODUCCION

de Prohorov sobre un espacio métrico (S,d). En este capitulo estudiamos
las propiedades del espacio, asi como la manera de calular la distancia entre
dos medidas de probabilidad. Para entender el espacio de Prohorov hacemos
una digresién que nos ayuda a entender el espacio en general, estudiamos la
distancia de Prohorov de medidas sobre el intervalo real [0,1]. Las conclu-
siones de esta digresiéon nos permiten describir los compactos y asegurar que
sobre el intervalo se pueden conocer la distancia explicita entre cualesquiera
2 medidas finitas.

El espacio métrico subyacente determina muchas de las propiedades del
espacio de Prohorov, por ejemplo si (S, d) es los reales con la distancia eu-
clidiana se tienen medidas de probabilidad sobre R o, lo que es equivalente,
variables aleatorias con valores en los reales y se trata del concepto tradi-
cional de convergencia débil o en distribucién. Si (S,d) es (c[a,b],sup) el
espacio de prohorov es el de los procesos estocasticos continuos. Si (S, d) es
(D[0,T7,-) el espacio de prohorov es el de los procesos estocastocos. Como
lo que nos interesa son los procesos estocasticos en general es preciso estu-
diar el espacio de las CADLAG, como un espacio métrico, dicho espacio es
conocido como el espacio de Skorohod y es bastante mal portado, como se
mostrara. Dotarlo con una metrica que haga que las cosas que queremos que
converjan en efecto converjan no es trivial (por ejemplo la métrica uniforme
de las funciones continuas, no hace que las indicadoras de [1—1),2) conver-
gan a la indicadora de [1,2), al contrario, siempre distan 1. En el capitulo 2
realizamos muchos ejemplos explicitos de distancia segiin las métricas pro-
puestas por Skorohod para que el lector se familiarice con este espacio que
ademéas de 1util es muy bonito. En este capitulo también estudiaremos a
la convergencia débil en funcién de la convergencia finito dimensional y la
tension.

Para entender la pregunta 1 nos falta entender el concepto de proceso de
Lévy y porqué es relevante. En el capitulo tercero explicamos los principales
resultados de procesos de Lévy y los ejemplares mas ttiles de estos, como lo
son el Movimiento Browniano y el proceso Poisson compuesto.

En el dltimo capitulo mezclamos todos los ingredientes para probar al-
gunos resultados de convergencia en procesos de Lévy, probamos que para
asegurar la convergencia de una sucesién de procesos de Lévy a otro pro-
ceso de Lévy, es suficiente probar la convergencia a tiempo 1, lo cual es
asombroso. Por dltimo damos respuesta formal a la pregunta 1 y exhibimos
la relacion del espacio métrico de los procesos de Lévy con otros espacios
métricos de interés.

Estas hojas estdn pensadas para que el lector logre entender y sentirse
comodo con temas que son muy utiles tanto en probabilidad teérica como



aplicada, su rico contenido de ejemplos permite que el lector pueda captar
conceptos que a simple vista son dificiles de descifrar. No se realizan todas
las pruebas, pues el objetivo de este trabajo es que sea lo mas accecible y
agradable que se pueda, los temas que estudiaremos estén llenos de sutilezas,
por lo que en algunas secciones se sacrificara un poco de formalidad para
procurar que el lector no se agobie, que al contrario, se sorprenda.
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Capitulo 1

Espacio de Prohorov

1 Qué tanto se parece una medida de probabilidad a otra? Esta pregunta
es facil de responder en algunos casos, por ejemplo cuando comparamos 2
normales es suficiente fijarnos en su esperanza y su varianza para darnos
una idea de cuan parecidas son. Sin embargo, responder a esto en general es
mas complicado, le debemos a Prohorov la manera de comparar 2 medidas
de probabilidad cualesquiera.

Estudiaremos al conjunto de las medidas de probabilidad sobre un es-
pacio métrico S con métrica d y la sigma-algebra & (que normalmente sera
el conjunto de los Borelianos, denotado B(S)); se le dard a este conjunto
una métrica, la métrica de Prohorov, para tener un nuevo espacio. La im-
portancia de esta métrica radica en su relacién con la convergencia débil,
cuando una sucesion de medidas se acerca tanto como queramos a una me-
dida, en términos de Prohorov, dicha sucesién converge también débilmente,
profundizaremos en esto mas adelante. (esta relacién nos permite decir que
la métrica de Prohorov, de cierta forma, cuantifica lo lejos que estan dos
medidas de que converjan débilmente).

Las medidas de probabilidad tienen una cercana relacion con las variables
aleatorias, una variable aleatoria X definida en (w, S, P) con valores en
(S, B(S)) induce una medida de probabilidad de la siguiente manera

Px(A)=P(X € A) con A€ B(5)

inversamente, para toda medida de probabilidad m en (w,S), existe una
variable aleatoria, en un espacio de probabilidad (w, S, P), con valores en
(S, B(9)) tal que

P(X;, € A)=m(A) con A€ B(S).

H(Ver 9], [2] y [3])
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Asi, todos los resultados de esta seccién pueden verse en el sentido de
medidas o en el de variables aleatorias, en particular podemos definir la
distancia de Prohorov en ambos casos. Vamos a definir algunas cosas antes
de la métrica de Prohorov. Sean P, medidas de probabilidad en (S,d),
y sea h la coleccién de subconjuntos cerrados de S. Si F' € h, entonces
definimos el e-ensanchamiento de F' como

Fe={xeS: fngd(x,y)<e}:{x65’ sd(x, F) <€},
ye

que es el conjunto F' mas los puntos que estan a distancia menor que € de
él. Otra manera de llamarlo es una e-vecindad de F'.
Algunas propiedades de las e-vecindad, con estas definiciones son:

1. FC F*¢

Es claro. Para todo punto en F' la distancia entre el y F es cero lo que
€s menor que e.

2. F'¢ es abierto

Los puntos ahi cumplen que su distancia a F es estrictamente menor
que € de donde existe un real § tal que d(F,z) + ¢ < €, asi que si
tomamos una bola con centro en x y radio 4, por la desigualdad del
tridangulo, estard totalmente contenida en F© | i. e. todo punto es punto
interior.

3. si G=S-F* entonces G es cerradoy FF C S — G¢
Basta notar que F es abierto y que si « € F', entonces d(z,G) > €'y
por lo tanto x € S — G*¢

4. si 0,¢ > 0 entonces (F9)¢ c Fetd

Basta tomar un 2 € (F9)" y un z € F9 tal que d(z,2) < €, entonces
existe un z € F? tal que d(z,z) < €, como z € FO existe y € F tal que
d(z,y) < J la desiguldad del tridngulo nos asegura que d(y,z) < € + 0
ie. x € FH,

5. sl a, es una sucesién que decrece a cero y F cerrado, entonces F' =
Sea x € F es claro que x € F pues d(z, F) = 0ie. F C N0, F.

inversamente supongamos que N2, F%* C F' es una afirmacién falsa,
entonces existe z € N7 F'%" tal que € S—F. Entonces existe z,, € F
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tal que d(zp,x) < ay pero esto implica que z, converge a x, lo cual
contradice que F es cerrado. La contradiccion viene de suponer que
> F% C F es una afirmacion falsa, lo que termina la prueba.

Ahora, dadas P, dos medidas de Probabilidad en (S,d) 6 (S, B(S)),
definimos la métrica de Prohorov de la siguiente manera:

p(P,Q)=inf{e>0: P(F) <Q(F°)+¢VF € h}.

Nos acostumbraremos a esta definicién mas adelante en los ejemplos.
Ahora demostremos que en efecto es métrica, pero antes necesitamos un
lema

Lema 1.1. Si P,Q son medidas de probabilidad sobre S y e > 0 y se cumple
que
P(F) < Q(F°)+¢ para todo F €h

entonces
Q(F) < P(F°)+¢€ para todo F € h

Demostracion. Supongamos que
P(F) < Q(F)+¢€ paratodo F €h,

definimos G = S — F¢, Por las propiedades de e-vesindad 1 y 3 se obtiene
que

P(F)=1-P(G) > 1 - Q(G) —c = Q(S — G) e > Q(F) — ¢
es decir
Q(F) < P(F*) +e¢,
esto termina la prueba. O

Ahora si, podemos proceder a probar que es métrica

e Primero probaremos que p(P, Q) = p(Q, P).

Basta mostrar que {¢: P(F) < Q(F¢) + ¢ para todo F' € h} = {e:
Q(F) < P(F)+e€ para todo F' € h}, pues esto implica que sus infimos
son el mismo. Sin embargo, por el lema anterior, si € € {e: P(F) <
Q(F€) + € para todo F' € h} también esta en {e: Q(F) < P(F¢) + ¢
para todo F' € h}, lo que prueba la simetria.
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e p(P,Q)=0sisolosi P=Q.

Supongamos que p(P,Q) = 0, entonces P(F) < Q(F%) + % para
todo F' € h, para todo n € N. Por la propiedad 5 y tomando limites
obtenemos que

P(F) < Tim Q(FY) + - = QOFFY) = Q(F).

n—oo

Por lo tanto
P(F) < Q(F), paratodo F €h

pero la simetria implica que

P(F)=Q(F), paratodo F €h.

La igualdad sobre todos los conjuntos cerrados implica la igualdad de
las medidas, por argumentos estandar de teoria de la medida y el hecho
de que los cerrados generan a los Borelianos.

Reciprocamente, si P = @ es claro que p(P, Q) = 0 pues el conjunto
{e > 0: P(F) < Q(F€) + €} consiste en todos las ¢ > 0, por las
propiedades 1 y 5, de donde el infimo es cero.

o p(P.Q) < p(P,R)+ p(R,Q)
Supongamos que p(P,R) = § y p(R,Q) = v,sea d >0y vy >~
entonces

P(F) < R(F")48 < R(FT)+6' < Q(FY " )4~/+8' < Q(F* )4~/ +5'

Por la propiedad 4. Entonces p(P, R) < ¢’ + «/ para todo &' > § y
7' > 7 lo que implica que p(P,R) < § + 7.

Esto implica que es métrica, y mas atn, se trata de una métrica acotada
por 1, pues sabemos que toda medida de probabilidad es acotada por 1, de
donde la ecuacién

P(F) < Q(F') +1,

siempre es vilida.

Esta métrica no es intuitiva, y en general no queda claro cémo calcular
la distancia de una medida a otra, para familiarizarnos con este extraiio
espacio estudiaremos algunos casos en los que si se puede saber la distancia
exacta entre dos probabilidades, asi como también veremos que hay algunas
cotas faciles de calcular para la distancia de cualquier pareja de medidas.

Lo primero que podemos decir es el siguiente lema
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Lema 1.2. Sean P,Q) medidas de probabilidad. Si existe un cerrado F y una
e > 0 tales que P(F) >0 y Q(F¢) =0, entonces p(P,Q) >0

Basta usar la defincién de la métrica de Prohorov para notar que, de
hecho, p(P, Q) > min(P(F),¢) > 0.

Ahora tomemos un ejemplo que deberia ser facil para observar los pro-
blemas técnicos en el cdlculo de la distancia de Prohorov y veamos que
podemos decir.

Ejemplo 1.3. Sea Uj, Us las medidas asociadas a variables aleatorias uni-
formes en los intervalos (x1,¥1) y (2, y2) respectivamente, supongamos que
(x2,y2) C (x1,y1), veamos que se puede decir de la distancia entre estas
medidas en el sentido de Prohorov.

Como (z2,y2) C (71,y1), tenemos que |r1 — y1| > |z2 — y2|, entonces
hay 2 regiones de relevancia el intervalo (z3,y2), al que llamaremos R; en
donde la medida Us asigna valores mas grandes o iguales a los que asigna
Ui, y la regién Ro, (z1,22)J(y2,y1) en la que Uz es idénticamente cero y
U, asigna valores positivos, llamaremos R3 al complemento de la unién de
los intervalos.

Lema 1.4.
p(Ur,Uz2) < Ua(R1) — Ui(R1) =1 — Ui (R)

Demostracion. Sea F un cerrado, se puede escribir como la unién de G; =
R; N F con i € {1,2,3}, entonces Ux(F) = |} Ua(G;) = Us(G1) notemos
que Us(G1) > Uy(G1) mientras que Ux(G2) < Ui(G2), entonces si A es un
cerrado que estd en Rj, Us(A) — Ui(A) > 0 como esto es para cualquier
A, y por aditividad de las medidas Us(R1) — U1(R1) > Us(A) — Ui (A),
pero esto no es sélo para A en Rj, es para cualquier A, pues afuera de
la region R; la diferencia de las medidas es negativa, es decir si B esta
afuera de Ry, Ua(B) — Ui(B) = —Ui(B) < 0, y por sigma aditividad
Us(Ry) — Ui(R1) > Uy(F) — Uy (F) para todo conjunto F. Esto nos da
una cota muy simple de computar, tenemos que Uy (F') < U;(F*€), entonces
Us(F) — Ui (F€) <Us(F)—Ui(F) <Uz(Ry) — Ui (Ry1) =1—Ui(Ry), lo que
termina la prueba. O

Este razonamiento nos sera 1til durante los siguientes capitulos, mas
adelante formalizaremos la definicién de conjunto de méaxima diferencia, sin
embargo la estimacion anterior no siempre es cercana a la distancia real,
en particular si tomamos una uniforme (0,1) y una (0,1 + €) la cota que
acabamos de sacar nos dice p(Uy, U14¢) < € sin embargo tenemos el siguiente
lema
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Lema 1.5. Bajo las hipdtesis anteriores

€

Ui, Uiie) =
p(Ur, Utte) 1<

9

El conjunto que maximiza Uy (F) — Ujy(F?) es el intervalo (0,1), pues
si nos fijamos en un intervalo mas grande la diferencia disminuye ya que la
parte negativa aumenta, mientras que si nos fijamos en uno mas pequeno,
quitariamos algo positivo, por lo que nos alejamos del maximo. Ahora pen-
semos § < €, queremos encontrar

p(U1, Urye) = inf{6 : UL(F) — Uy (F°) < 6,YF € h},

como (0,1) es el intervalo que maximiza diferencia queremos conocer el
infimo de las  que cumplen

Ul((07 1)) - U1+e((07 1)6) S 57

tenemos que

1406 €—96
U1((0,1)) — Ur4c((0,1)%) =1 — = ,
1((0,1)) = Ure(0,1)%) = 1 22 = £
entonces ese infimo se alcanza cuando ¢ = %ﬁ, lo que pasa sisdlosi d = 55,
por lo tanto:
€
U, U <
p(U1, Urye) < 21 ¢’
Para probar la igualdad basta notar que cualquier valor k£ < ﬁe cumple
que U1((0,1)) — Up4¢((0,1)¥) > k lo que se deduce de que la funcién f(z) =
1- ﬁf —r= 67(12:;)3: es decreciente. Entonces

€
Ur,Urye) < )
p(U1, 1+)_2+€

lo cual es un poco menos de la mitad de la cota que habiamos calculado
antes.

1.1 La distancia para medidas de Dirac

Ahora nos enfocaremos en las medidas de Dirac, es decir,las que valen 1 si
un punto x estd en el conjunto, cero si no esta. Estas medidas son de interés
porque, como mostraremos mas adelante, las combinaciones convexas de
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ellas forman un conjunto denso de medidas, asi que entender cémo se portan
es acercarnos a entender la geometria en el espacio de Prohorov.

Pensemos en una medida M de probabilidad qué acumula toda la masa
en x, estudiaremos qué medidas distan de esta menos de ¢, en el sentido de
Prohorov.

Sea B, ;) una bola de radio € alrededor de z, en el sentido de la distancia
en el espacio S.

Teorema 1.6. Sea ) medida de probabilidad y M = 6, una medida de
Dirac, entonces:

® Q(B(cy)) > 1 — € implica que p(Q, M) <e.
e p(Q, M) < e implica que Q(B(cz)) > 1—e.
Demostracion. Ay C By, implica que z € Af, entonces

QA1) < M(A}) =1,

si ahora tomamos Ay C B(c6 z)» Dot ser Q medida tenemos que

Q(A2) < Q(Bge,m)) <e.

Sea F' un conjunto cerrado arbitrario, podemos ver a F' como F =
Ai1|JAs donde Ay = F N Bes) vy A2 = F N Bf_,y, de donde usando las

(e,7)
2 ecuaciones de arriba concluimos que
Q(F) = Q(A1) + Q(Az) < M(A]) + €= M(F) + ¢

de donde p(M, Q) < e.

Ahora veamos que esta es una propiedad necesaria. Supongamos que
Q(B(w)) < 1 —¢, entonces existe un conjunto cerrado F' contenido en B(CE’I)
tal que Q(F') > e, claramente M (F€) = 0 pues d(F, x) > €, entonces Q(F') >
M(F€) + € por lo que @ no estd en la bola de radio € y centro en x en el
sentido de la métrica de Prohorov.

Esto nos dice que si una medida concentra en una bola de radio ¢, al-
rededor de z toda la masa excepto a lo mas € la distancia de Prohorov de
esta medida y M = ¢, es menor que ¢, ademaés la distancia exacta entre una

medida y J, es el infimo nimero positivo tal que esto se cumple. O
De esto concluimos el siguiente corolario

Corolario 1.7. La distancia entre dos medidas de Dirac, es el minimo entre
la distancia de los puntos en que acumulan la masa y 1.



16 CAPITULO 1. ESPACIO DE PROHOROV

Esto es claro pues si decimos que M = 4, y @ = d,, toda bola alrededor
de x cuyo radio sea mayor a la distancia entre x y y cumplira la propiedad
necesaria y suficiente que expusimos, mientras que si la distancia es menor a
1 toda bola de radio menor a dicha cantidad no la cumplird, lo que asegura
que la distancia es el infimo, si es mayor a 1, sabemos que la métrica esta
acotada por 1.

Ahora analizemos la distancia entre M = 0, y Q = ady, + (1 — a)dy,,
usando lo que hemos probado, para saber cual es la distancia entre M y Q)
basta saber, cual es el conjunto de las € tales que la medida @) asigna una
probabilidad menor a € al complemento de la bola de radio € alrededor de
y. Sea ¢ la distancia entre el méas cercano a y de los puntos que acumulan la
masa segun la medida @) y A la distancia del més lejano,

§ = min{d(z1,y),d(z2,y)}
A = méx{d(z1,y),d(z2,y)}

llamemos
K = fnf(k‘ > J tal que k > aA)a

donde aa es la masa que acumula @) en el punto mas alejado de y tenemos
el siguiente resultado:

Corolario 1.8. La distancia entre M = 6, y Q = ady, + (1 — a)dy, en
términos de Prohorov es:

p(M,Q) = min(1,A, k).

Demostracion. Primero supongamos que k es el minimo y que k < A, se
cumple que para todo k' > K, que Q(B. 4,)) = 1 —aa > 1 -k, y para todo
k < k esto no se cumple, por lo tanto x es la distancia de Prohorov, por el
primer teorema de la seccion.

Si A es el minimo, la bola de radio A alrededor de y es la mas pequena
con la propiedad que expusimos, ya que claramente esta bola tiene medida
mayor que 1 — € (en particular tiene medida 1) y como es el minimo no hay
otra mas pequena.

Por ultimo la prueba es trivial si 1 es el minimo. O

Para pasar de aqui a una medida que acumule la masa en N puntos
haremos un razonamiento similar, sea ) = Ziv a;dz,, M igual que anterior-
mente, claramente la distancia estd acotada superiormente por uno y por
A (donde A es la distancia al méas lejano), si la distancia es menor que es-
tas dos cotas el razonamiento para calcularla es igual que el anterior. Sin
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embargo ahora la k£ no solo tiene que ser mayor o igual que el mas lejano
coeficiente aa, tiene que ser mayor que la suma de todos los coeficientes cuyo
punto base, z; tiene una distancia mayor que k. Sin perdida de generalidad
diremos que z1 es el mas cercano a y y que estan ordenados hasta llegar al
mas lejano que es xy, llamaremos d; a la distancia entre y y x;, entonces
tenemos el siguiente teorema

Corolario 1.9. la distancia entre M y Q en términos de la métrica de
Prohorov es

N
p(M,Q) <min(1, A inf(k > dy : k> a;))
no

donde ny = min{m : d(y, z,,) > k}.

Pudimos ver quién estd en la bola de radio € alrededor de una medida
que acumula la masa en un punto, pues notemos que al analizar el caso
Q= Ziv a;0,, por densidad de estas medidas, también estamos acomodando
a todas las continuas, el siguiente paso para entender la geometria del espacio
de Prohorov seria entender quién esta en la bola de radio € de una medida
de la forma @) = Zf[ aidy,, de nuevo por densidad de estas medidas, esto
nos permitiria conocer la geometria de todo el espacio, sabriamos quién
estd junto a quién y nos permitiria computar la distancia entre 2 medidas
arbitrarias.

1.2 Aproximadores

En esta seccién mostraremos que es posible aproximar la distancia, al menos
en R, en el sentido de Prohorov, entre cualesquiera dos medidas de proba-
bilidad, esto no es algo que se ocurra simple, pues considerar el conjunto de
todos los cerrados de un conjunto, en ningun caso es tarea facil y en algunas
situaciones ni siquiera es posible.

Lo que haremos es estudiar una familia de medidas de probabilidad,
suficientemente simple como para que podamos calcular la distancia entre
elementos de esta y suficientemente grande para que sea denso.

Trabajaremos con medidas en el intervalo cerrado [0, 1] C R, sin embar-
go, los resultados que aqui obtengamos se generalizan trivialmente a cual-
quier intervalo finito, y atraves de truncacién, usando el hecho de que para
toda medida de probabilidad P sobre R, y para todo € > 0, existe un inter-
valo cerrado y finito F, tal que

P(F)>1—¢
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se puede extender los resultados a medidas de probabilidad sobre los reales.
Pasar a R™ tambien es sencillo si se piensa a este como un espacio producto.
Ahora si, definamos a las medidas que nos interesan. Sea u el conjunto
de las medidas de probabilidad sobre el intervalo [0,1]. Sean 2; = 5% con
i€{0,1,2,...,2"}. Las medidas que estudiaremos son el conjunto.

Sn = {m ISV m({xo,thz-.-mﬂ}) = 1}

si m € g, podemos escribir a m como

2TL
m = E ;0 .
i=0

Definimos el conjunto

S = U Sn
probemos que ¢ es denso.
Lema 1.10. ¢ es denso.

Demostracion. Sea P una medida de probabilidad sobre [0, 1], fijemos n,
entonces tenemos las siguientes igualdades

2n on
1= P((0,1)) = P(|J(wi-1,2:] [ J{0}) = PHO}) + D P((wi-1, 1)),
i=1 i=1

sea g = P(0) y a; = P((wj—1,;]) para i € {1,2..,2"}. Definimos

27’L
My, = E 00y,
i=0
claramente m,, € ¢,, ademas notemos que si F' es un cerrado de [0, 1]

ma(F) = > ;=Y P((zi1,3) < P(F);

xr, €EF r,€F

donde la tltima desigualdad es porque si x; € F' se cumple que (x;_1,2;] C
F27. Pero el hecho de que my,(F) < P(F%") implica que

1
p(mThP) < 27
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si definimos analogamente m,, para todo n, tenemos que
my, — P en el sentido de Prohorov

pero como claramente {my,},>1 C ¢, lo que nos asegura que, en efecto ¢ es
denso. O

Definiciéon 1.11. Diremos que m, € ¢ es un aproximador de P, si

271
my, = g 0y,
i=0

donde ap = P(0) y oy = P((wi—1,2;]) parai € {1,2,...,2"}.

El siguiente paso sera exhibir que la distancia entre 2 elementos de g, es
computable, esto nos interesa pues, si queremos calcular la distancia entre
@, P medidas de probabilidad sobre [0,1], podemos tomar m,, y v, en g,
tales que m,, es aproximador de P y v, aproximador de (). La desigualdad
del triangulo nos asegura que

p(P,Q) = nlingo p(Mi, Vn)

mas aun . )
p(mnavn) - gn—1 < p(P) Q) < p(mThvn) + W :

Entonces si pudiéramos computar la distancia entre cualesquiera dos
elementos de ¢, esto implica que podemos aproximar tanto como queramos
la distancia entre dos medidas de probabilidad arbitrarias.

Antes de mostrar que podemos calcular la distancia de dos elementos de
la familia que estamos estudiando, necesitamos una definicion

Definicion 1.12. Dadas () y P medidas de probabilidad, diremos que un
conjunto Fj es e-conjunto de maxima diferencia si para todo cerrado F, se
cumple que

P(Fo) — Q(Fp) = P(F) = Q(F°) o Q(Fo) — P(Fp) = Q(F) — P(F*).

Conocer un conjunto de méaxima diferencia nos es ttil pues si Fy es e-
conjunto de maxima diferencia y P(Fp) — Q(F§) = k, es claro que si k < €

p(P,Q) =inf{d: P(F) — Q(F°) > ¢, paratodoF € h} < e.
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Un caso de interés es si nos fijamos en 2 medidas P, ) sobre los enteros,
en ese caso, el ensanchamiento de un punto con masa nunca alcanza otro
punto con masa, ya que la métrica de Prohorov esta acotada por 1, i.e.

P({z})=P(zf) vy Q({z}) = Q(z°) para todo z enteroy € € (0,1]

esto nos permite asegurar que si un conjunto de puntos con masa, es € de
méxima diferencia para alguna e, lo es para toda e. De donde p(P,Q) es
simplemente P(Fp) — Q(F§) donde Fy es un conjunto de maxima diferencia
compuesto por enteros. Es facil ver que el conjunto de maxima diferencia
que nos funciona es

Fo={reE:Px)<Q(x)} o Fp={x € E:Px)>Q(x)}

de donde concluimos que calcular la distancia de 2 medidas de probabilidad
sobre los enteros es simple.

Lema 1.13. La distancia entre cualesquiera QQ, M elementos de s, es compu-
table.

Demostracion. Sea € > 0, sea x el conjunto potencia de {x1,z2,...,xon},
sea F' un cerrado, afirmamos que existe un conjunto C' en x tal que

P(C) —Q(C%) = P(F) — Q(F¥),

para probar esto definimos C' = {x1,z2,...,xon } N F, claramente esta en x,
ademds P(C) = P(F), mientras que Q(C°) < Q(F¢), lo que nos asegura la
afirmacion.

Entonces es inteligente construir el conjunto de maxima diferencia como
un subconjunto de x.

Queremos construir Fy € x tal que

P(Fy) — Q(Fj) = P(C) — Q(C),

para todo C' € Y.
Si
ap = max{P(F) — Q(F<,):F € x},

entonces es e-conjunto de maxima diferencia todo Fy € x tal que
ap = P(Fo) — Q(Fp) -

Podemos afirmar que para todo € > 0 existe un e-conjunto de maxima
diferencia pues el conjunto x tiene cardinalidad finita.
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Ya exhibimos que para toda € existe un e-conjunto de maxima diferencia,
pero podemos decir mas, notemos que si C' € x para toda pareja €1,€a €
(S, 5], tenemos que

Tn s aw
Q(C) =Q(C?) y P(C)=P(C?).

Por lo tanto si Fy es ej-conjunto de méaxima diferencia, también es
eg-conjunto de méaxima diferencia. Esto nos asegura que existen solo 2"
conjuntos de maxima diferencia, a los que denotaremos Fi, Fs, ..., Fon, si

i1
€ € ( on 2*,1}
i
Sea k; = P(F;)— Q(Fi”f ), una observacién importante es que la sucesién
v
k; es no creciente, pues F;*" es creciente como funcién de j y P(F;) es cons-

tante. Con todo esto estamos listos para calcular la distancia de Prohorov
de Q y M, definimos I = min(i : k; < 5), entonces

I-1

p(M, Q) = max(kr, 27”) .

Probar esto es simple, primero veamos que m = max(kj, %) cumple que

P(F)— Q(F™7%) < 7+ ¢ para todo F cerrado, para § > 0.

Sea F' un cerrado, supongamos que § < %, si delta es méas grande la
prueba es aun mas simple, por lo que la dejamos al lector, entonces

P(F) = Q(F™) < P(F|) = Q(F7*) =k <7 < 7 +9.
Ahora supongamos que existe € < 7 tal que

P(F)—Q(F°) <e paratodo F cerrado

claramente para alguna ¢, € € [12_—”1, 57 ), entonces en particular para F; el

e-conjunto de maxima diferencia, se cumple que
i
P(F;) = Q(Ff) =ki <e< on
Luego, i = I i.e. k; = kj, entonces k; < €, si m = k; ya acabamos, de no
ser asi, al suponer que € < 7, esto nos asegura que
I-1 i-1

AL 2n

kr<e<

lo cual es una contradiccién dado que € € [12_71, 2%), lo que concluye la
prueba. ]
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1.3 El p-intervalo

Usaremos lo estudiado en el capitulo de Aproximadores para probar que el
conjunto de las medidas con soporte contenido en el intervalo unitario es
compato. Trabajaremos sobre los reales.

En este capitulo, el p-intervalo, I, se definine como el conjunto de las
medidas de probabilidad con soporte contenido en el intervalo unitario en
los reales i.e. I ={m :m([0,1]) =1}.

Lema 1.14. El p-intervalo es cerrado.

Demostracion. Sea m una medida de probabilidad tal que su soporte no esta
contenido en el intervalo unitario de los reales, es decir m € I¢. Entonces
existe un cerrado F tal que m(F') > 0y F'N|0,1] = 0, por regularidad de las
medidas en los reales, ademds como [0, 1] es compacto la distancia de F' a
[0, 1] es positiva, esto implica, por el lema 2 de este capitulo, que existe J, tal
que para toda v € I, p(m,v) > §, lo que implica que no existe una sucesién
de medidas contenidas en I que converga a m, es decir m no es punto de
acumulacién de I. Como esto fue para toda m en I€, todos los puntos de
acumulacién de I estan en [ y por lo tanto I es cerrado. O

Para probar que I es totalmente acotado usaremos el siguiente lema

Lema 1.15. El conjunto de las medidas con soporte en Dy, ={x1,xo,...,xon}
= {s7:1€{1,2,...,2"}} y masa total menor o igual que 1, al que denota-
remos Lon, es totalmente acotado, para toda n.

Demostracion. Sea n fija. Sea Li El conjunto de las medidas con soporte en

{z1,22, ..., 2}
= {sw 11 € {1,2,...,k}} C D, y masa total menor o igual que 1. Lo
que probaremos es que para todo t > n, el conjunto

we={m € Lan : m = Z %5%}
1€Dn

cumple que
Lon € | By -

ot
mewt

Vamos a usar inducién de la siguiente forma, primero probaremos que
para todo t > n

wtl = {m S LQn m = %6331}
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cumple que
L U B

mew}

Luego veremos que es verdad para dos puntos, es decir, para todo t > n
2 J1 J2
wy ={m € Lan : m = ?5151 + ?512}
cumple que

Lo C U B(m,

me?

|~

) .

|

2

Usaremos que es verdad para dos puntos para probar que también lo es
para tres, es decir, para todo t > n

1 2 ¢ J3
wp={m € Lon:m = ;7511 + ‘;—tém?éms}

cumple que

72t
mews

Como la técnica para pasar de dos puntos a tres es analoga a la de pasar
de k a k 4+ 1 con esto concluiremos la prueba. (Obs: Las bolas de las que
hablamos son en el sentido de la métrica de Prohorov).

e El primer paso es trivial, ya que

p(ady,bdy) = la —b|.

e Para el segundo paso tomamos p € Ly. Definimos w = a10,, + @204,
donde ar = 3y ay = 3 donde 3 < p({m}) < By #57 <
p({aa}) < 3.

Claramente, como {z1} es conjunto de méxima diferencia,

1

ademds, w esta en w? lo que prueba el resultado para k = 2.
e Por tltimo tomamos ¢ € Ls. Sea a3 = % donde 5% < gq({z1}) <

};ﬂf. Sea p = ql({4,},{x}), Claramente p € Lo, entonces existe w € ws

tal que p(p,w) < Qt%, sea F), conjunto de maxima diferencia de p y
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w, tal que 0 < p(F)) —w(F)) < Qt% Notemos que, por construccion,
@ = ptazdy, estaen w} y el conjunto F, | J{x3} es conjunto de maxima
diferencia, entonces

pla,w) < a(Fy | J{zsh) —w(F | J{z3}) = a(F) —w(Fp)+a({zs})) —w({w3)}) < %

lo que termina la prueba para k = 3, y como el caso k a k+ 1 es
analogo terminamos la prueba.

O]

Despues de probar que el lema anterior tenemos los siguientes 3 corola-
rios.

Corolario 1.16. El conjunto de las medidas con soporte en {2% 11 €
{1,2,...,2"}} y masa total menor o igual que 1 es compacto para toda n.

Demostracion. Basta notar que es cerrado, lo cual se demuestra igual que
el primer lema de la seccién. O

quolario 1.17. El conjunto de las medidas de probabilidad con soporte en
{sm:1€{1,2,...,2"}} es compacto para toda n.

Demostracion. Como esta contenido en el compacto anterior, basta ver que
es cerrado, para esto es suficiente notar que una medida con masa total
menor que uno tiene una distancia positiva de cualquier medida de proba-
bilidad, esto se ve tomando [0, 1] como el cerrado que cumple las hipotesis
del lema 2 de este capitulo.

Demostracion.

Corolario 1.18. El intervalo es totalmente acotado.

Demostracion. Sea n > (0. Sea x € I sea ag, un aproximador de z, tal que
p(z,a2,) < 2727 Sea m en WP, (donde W} se define como w? pero sélo
con medidas de probabilidad y cumple lo mismo por el corolario anterior),
tal que p(m,az,) < 272", La desigualdad del tridngulo nos asegura que
p(m,x) < 27" y como W} es finito, esto termina la prueba. O

Teorema 1.19. el p—intervalo es compacto
Demostracion. Es cerrado y totalmente acotado. O

Corolario 1.20. La cerradura de las bolas en el p—intervalo, es compacta.
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Demostracion. Es cerrado contenido en compacto. ]

Todo esto nos podria llevar a suponer que que el espacio de Prohorov
es localmente compacto, sin embargo esto es incorrecto, en el espacio de
Prohorov la cerradura de las bolas no es compacta como mostraremos a
continuacién.

Pensemos en B(,.). Sea A un conjunto finito tal que x(A) > 1 —e.
Sea k = sup(A). Sea 1 = 142 + €0 y ©; = 147 + €5k yioe. Notemos que
r; € B(g), Vi > 0 sin embargo p(z;,7;) = €, por lo que si una cubierta de
By con bolas de radio § no puede tener a z;,z; de donde tiene que tener
una infinidad de elementos. De donde B; . no es uniformemente acotado.

Cabe resaltar que usando las mismas tecnicas con las que probamos que

el p-intervalo es compacto, se puede ver que toda p-celda, C, definida como
Caped = {m:m(la,b]) =0,m([a,b]) € [c,d]} para a<b y c<d.

es compacta. Esto nos da intuicién al respecto de uno de los teoremas mas
importantes de este capitulo, el teorema de Prohorov, que nos dice que un
conjunto A de medidas es Localmente compacto si existe un compacto en
su soporte al que todas las medidas de A le asingnan una masa cercana a 1.

1.4 Propiedades del espacio de Prohorov

Ahora que hemos logrado familiarizarnos un poco con la métrica de Proho-
rov estudiaremos las propiedades que hacen que el espacio de Prohorov sea
interesante.

La métrica de Prohorov tiene la importante propiedad de que si (.59, d) es
un espacio métrico separable, el conjunto de las medidas de probabilidad con
la métrica de Prohorov también lo es, y que si (5, d) ademds es completo, el
espacio de las medidas de probabilidad también es completo.

Lema 1.21. El espacio de Prohorov sobre ([0,1],d) es separable.

Demostracion. Basta notar que el subconjunto de los aproximadores tiene
un subconjunto denso numerable.

Sea m un aproximador con soporte en los diadicos D, = {2% k=
1,2..,2"} . Sea m; un aproximador racional sobre los mismos puntos, es decir,
m; es un aproximador que a todo conjunto le asigna un valor racional, tal que
0 <m;({0}) —m({0}) < + vy 0 < 37 m({wi}) — m;({a:}) < }. claramente
p(m,m;) < % O
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No demostraremos un hecho mas general, de que si (5,d) es completo,
entonces el espacio de Prohorov sobre (S, d) también lo es y que si (S,d) es
separable, entonces el espacio de Prohorov sobre (S, d) también lo es.2.

En el caso S = R, otro denso de interés es el de las funciones absoluta-
mente continuas con respecto a la de Lebesgue, el hecho de que sea denso lo
que nos dice es que, dada cualquier medida de probabilidad sobre el espacio
(R, d) podemos construir una sucesiéon de medidas absolutamente continuas
respecto a la de Lebesque, tal que converga a esta en el espacio de Prohorov.

La prueba es la siguiente

Demostracion. Sea M una medida de probabilidad y sea P, una sucesién
de medidas de la forma G = Zf\il a;0z, (como las que usamos para probar
la separabilidad) que converja a M. lo que haremos es tomar un elemento
de P, y construir una sucesiéon de medidas absolutamente continuas con
respecto a la de Lebesgue que converja a ese elemento.

Sea P € GG construiremos una sucesién de medidas absolutamente conti-
nuas con respecto a la de Lebesgue (C}), >0 que converja a P: la grafica de la
densidad del j-ésimo elemento de la sucesién C, es una serie de tridngulos
isésceles, cada uno con la base centrada en x;. La base de cada uno mide
% y altura (25)(a;). Con esa construccién, la medida de la bola de radio %
alrededor de x; es simplemente el area del tridngulo, es decir:

1 .
(B, 1)) = 20 ai))/2 = as.
g J
Esto nos asegura que nuestra construccion en efecto es una sucesién de
medidas de probabilidad, adema&s como ya sabemos calcular distancias segiin
Prohorov, es claro que

1

Esto fue para cualquier P € G. El hecho de que G es denso termina la
prueba. O

A continuacién demostraremos el teorema de Prohorov, pero antes defi-
nimos tension:

Definicién 1.22 (Tensién). Decimos que una medida de probabilidad P,
es tensa, si para todo € > 0 existe un compacto K C S tal que P(k) > 1—e.
Una familia de medidas de probabilidad A es tensa si para todo € > 0 existe
un compacto K C S tal que infpcq P(K) > 1 —e.

2Una demostracién se encuentra en Markov Processes de Ethier y Kurtz.
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Para familiarizarnos con la definicién de tension probaremos el siguiente
teorema.

Teorema 1.23. Sobre todo espacio metrico (S,d) completo y separable, cual-
quier conjunto finito Py, Ps, ..., Py de medidas de probabilidad es tenso.

Demostracion. Sea € > 0, para cada P; existe un compacto K; tal que
Pi(K;) > 1 — ¢, al cual construimos de la siguiente forma: como S es se-
parable existe una coleccién numerable de bolas de radio %, B; tales que
S = U{° Bi. Es claro que lim,_. P;(lJ] B;) = 1. De lo anterior concluimos
que para todo € > 0 existe ng tal que P;(|J} Bi) > 1 —e. Como S es com-
pleto y |J] Bi es totalmente acotado, su cerradura es compacta. LLamemos
K; = cerr(Uy Bi). Sea K = Uiv K;. Como la union finita de compactos
es compacta k es compacto, el hecho de que P(K) > P;j(K;) > 1 — € para
1 =1,2...N termina la prueba. O

Teorema 1.24 (Teorema de Prohorov). Si (S,d) es completo y separable,
y A es una familia de medidas de probabilidades, es equivalente:

1. A es tenso i.e. para todo € > 0 existe un compacto K C S tal que
infpca P(K)>1—¢

2. A es relativamente compacto, i.e. su cerradura es un compacto.

Demostracion. 1). = 2). Por hipétesis A es tenso lo que implica que para
todo € > 0 existe un compacto K C S tal que infpcq P(K€) >1—¢€. Ya
mencionamos que si (S, D) es completo, también el espacio de las medidas de
probabilidad sobre S es completo, como A es un subconjunto de las medidas
de probabilidad sobre S, su cerradura es completa. Tenemos el teorema de
Ascoli que nos dice que un conjunto es completo y totalmente acotado si solo
si es compacto. Asi que falta probar que A es totalmente acotado, es decir,
para todo 6 > 0 existe un conjunto finito N de medidas de probabilidad
sobre S tal que A C Jpcy Bs(P).

Sea 0 < € < g, sea K compacto tal que infpcq P(K€) > 1 — ¢, como K
es compacto existe un conjunto finito {z1,...,z,} € S tal que

n
K¢ C U Bs(z;), con x; € S'.
i=1
Sea m > n, proponemos

N:{P:iofgézzogklgm,ioklzm}
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sea @ € A, sea k; = mQ(FE;) donde E; = B; — U;;ll Bjyseakg=m—) ki,
claramente hay una Py € N con dichas k;, probemos que p(Fy, Q) < §:
Sea F' cerrado en S

n

Q(F)zQ(Fﬂ(U EN+Fn(JE))<eEn( J E)
i=1 i=1 FNE;#0
<y dEmicy
EﬂF;é(Z) EﬁF;é@

< Py(F*) + 2¢

Como esto fue para un cerrado arbitrario p(Fp, Q) < 2¢ < ¢ de donde A es
totalmente acotado, y por lo tanto A es relativamente compacto.

2). = 1). Sea € > 0. Como A es totalmente acotado, Para toda n natu-
ral, existe un conjunto finito IV,, contenido en A, tal que A C UPeNn B2ne+1 (P).
Como probamos que una coleccién finita de medidas siempre es tensa, po-
demos tomar compactos K, tales que P(K,) > 1 — sng1 para todo P en
Np. Sea @ € A, sabemos que () esta en una bola de radio % alrededor
de algtin elemento de N, para todo n. Llamaremos P, a cada uno de estas
medidas. Para cada P, existe un compacto K, tal que P,(K,) > 1 — Qn%
y p(Q, Pn) < 5251 de donde

QK™ > Py(K,) — /2 >1— =

n
+1
Esto es para todo n, y definimos K como la cerradura de ﬂz>1K /2 ,
K es cerrado y totalmente acotado (por que ﬂileiﬂ f/Q ), por lo
tanto es compacto y cumple
=€
S IE e
n=1
Lo que nos asegura que en efecto A es tenso. [

Corolario 1.25. Las medidas con soporte en el intervalo [0,1] son un con-
jJunto compacto.

Demostracion. Sabemos que son cerradas y tienen soporte en un compacto,
por lo que el teorema de Prohorov asugura que es un conjunto compacto. [J]
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Otro resultado interesante es el teoréma de las funciones Lipschitz con-
tinuas. Antes de enunciarlo es preciso que definamos Lipschitz continuo.

Decimos que una funcién g¢: (S,d) — (Si,d1) es Lipschitz continua si
existe una constante [, tal que

di(g(z),9(y)) < ld(z,y).

Al infimo de estas constantes lo llamaré constante de Lipschitz y lo de-
notaré L.

Denotaré p(X,Y) ala distancia en el sentido de Prohorov de las medidas
inducidas por las respectivas variables aleatorias X e Y.

Ahora vamos a enunciar el teorema de las funciones Lipschitz continuas

Teorema 1.26. Supongamos que g: (S,d) — (S1,d1) es una funcion Lips-
chitz continua en un subconjunto B de S. Entonces

p(9(X),9(Y)) < max(L, )p(X,Y)

para toda pareja de variables aleatorias X y Y de (S,d) tales que P(Y €
B) =1.

La prueba de esto conciste en utilizar la definiciéon de la cota L y de la
métrica de Prohorov.

1.5 Espacio generalizado de Prohorov

Notemos que toda medida finita es susceptible a ser comparada en el sentido
de Prohorov: Sea ) una medida finita, % es una medida de probabilidad
sobre S y por lo tanto esta en el espacio de Prohorov sobre .S, podemos
entonces metrizar la convergencia débil de cualquier medida finita pensando
en su distancia en el espacio de las probabilidades y la diferencia entre la me-
dida que le asocian a todo el espacio S, llamaremos la métrica generalizada
de Prohorov para medidas finitas sobre S a:

Q

0(Q.P) = mix(p( 5. PJ(DSQ, Q) — P(S))).

Es trivial ver qué es métrica, pues el maximo de dos métricas también
lo es.
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1.5.1 Convergencia de las medidas de Levy

Diremos que una medida I es medida de Levy si [ min(1,2?)II < oo
Trabajaremos en las medidas de Lévy. Nosotros ya conocemosal espacio
de Prohorov generalizado, ademés tenemos la siguiente relacién 1 a 1 entre
medidas finitas que no asignan masa al cero y las medidas de Lévy:
Sea ¢ una medida de Lévy, existe una medida finita v tal que v({0}) =0

y

e inversamente

e

_ siny
6(1— )

ademads sabemos que una sucesion de medidas de Lévy A, converge débil-
mente a A si

1. A, converge débilmente restringida a todos los conjuntos de la forma

(=00, =€) U(e, 00),
2. fR/{O} 2 A, — fR/{O} x2 A4
Definimos la métrica o. Sean A y B medidas de Levy , entonces
o(A, B) = p(A', BY);

donde A'= —L Ay B = L

st 4 Y 5= i

Sabemos que esta es en efecto una métrica, pues esta en términos de la
métrica generalizada de Prohorov. Falta ver que convergencia en ¢ implica
convergencia débil, para probar esto, probaremos algo un poco mas fuerte.

Teorema 1.27. La funcion de las medidas de Levy a las finitas sin masa
en el cero dada por

f(A)=A" con A y A" definidas como anteriormente

es una biyeccion bicontinua en el sentido de la convergencia débil.

3véase Fristedt p. 296. [4]
“Fuente: comunicacién personal con el doctor Victor Rivero
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Demostracién. Sabemos que es una relacién uno a uno e invertible® falta
mostrar que es continua y tambien su inversa (en terminos de convergencia
débil). Para mostrar la continuidad tomemos una sucesién que converga en
las medidas de Levy

A, — A,

notemos que la funcién g(y) = 6(1 — =) es contiua en R, que vale cero en
cero y es acotada. Sea h una funcién continua y acotada, claramenta gh es
continua y acotada, entonces

Jr A, = fR/{O} hA;, = fR/{o} hgAy — fR/{o} hgA = fR/{o} hA = [phA',

es decir
JphA;, — [hA

Inversamente, tomemos una sucesién de medidas finitas convergente A/, A’

veamos si converge bajo f~!. Tenemos que ﬁ tiende a infinito cerca del

cero y ahi no es continua, notemos también que es de orden x—g, y por ultimo
que si la restringimos a (—oo, —€) | J(€, 00) entonces si es continua y acotada.
Esto nos permite asegurar la condicion 1 para convergencia de medidas de
Levy de manera andloga a lo que acabamos de hacer. Para garantizar que
se cumple la condicion 2 basta notar que % es de orden 1, entonces es in-
tegrable respecto a nuestra medida finita. Despues de notar esto se procede
de manera andloga. Esto termina la prueba. O

Este es un ejemplo de como se puede generalizar la metrica de Prohorov
a medidas no necesariamente finitas.

1.6 ™

Sea C = {z1...,x;,} un conjunto finito de puntos, con m elementos en un
espacio metrico S completo y separable. Definimos al espacio metrico

per ={p € W : p(C°) = 0}

Donde W es el conjunto de las medidas finitas sobre S y la metrica es p. En
esta seccion probaremos que

Svéase Fristedt p. 296
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donde la igualdad es en el sentido topologico, es decir, son homeomorfos.
Para demostrar esto introducimos la funcion

frpe —R™
tal que si p € u™

f(®) = (p(x1), p(x2)..., p(xm)) € R™

y sia=(ay,...apy) € R™
m
F@) =S i, € i
i=1

Teorema 1.28. p/ y R™ son homeomorfos.

Demostracion. Claramente f es una relacion 1 a 1. Probaremos que f es bi-
continua, probando que manda suceciones convergentes en suceciones con-
vergentes. Sea

d =min{d(z,y) : z,y € C}

e Sea py,p € pui tal que p, — p. Queremos ver que p,(x;) — p(x;) para
toda j € {1,2...m}. Supongamos que para alguna j, |p,(z;)—p(z;)| > k
para todo n, para alguna k > 0. Claramente esto implica que p(p, p,) >
min(k,d) lo que contradice que p, — p. La contradiccion viene de
suponer que para alguna j |p,(z;) — p(z;)| > k para todo n, para
alguna k > 0, por lo tanto, para toda j |pn(x;) — p(x;)| — 0 lo que
implica que f(pn) — f(p).

1 m

e Sea a = (al,...a™),a, = (a}...,a™) € R™. Esto implica que a}, — a’

para toda j € {1,...,m}. Sea § > € > 0. Sea N tal que para toda
n > N, |a}, — d’| < <, para toda j € {1,..,m} . Sea I, = {j €
{1,...,m} : a, —al > 0}. Es claro que para toda n > N, el conjunto
U jer, Tj es € — conjunto de maxima diferencia. Entonces

p(f @), 7 (an)) < fHa) (U 25)) = FH @ U 2539
j€ln j€Ln

Pero como § > €

FHa) (U 2= U 39 = Ha) (U wh-r Y «h)

J€In J€In J€In JE€In
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Pero

Z|aZL—aj|§6

J€In
por lo tanto

p(fil(a)v fﬁl<an)) <e€

Lo que prueba la convergencia.

O]

Corolario 1.29. Las medidas de probabilidad sobre C' son homeomorfas al
hiperplano {a = (a1, ...am) € R™: 377" a; = 1}

Demostracion. Basta notar que la imagen inversa del hiperplano bajo f son
las medidas de probabilidad. ]

1.7 Espacio producto

En esta seccion abordaremos superficialmente el tema del espacio produc-
to, no presentaremos demostraciones pero estas son en general sencillas ©.
Trabajaremos en espacios métricos arbitrarios.

Podemos preguntarnos sobre cémo metrizar la convergencia conjunta
débil de medidas de probabilidad, es decir, en lugar de preguntarnos por la
sucesion X, en (S1,m1) y Y, en (S2,ms), nos preguntamos por (X,,Y,) en
(Sl X SQ, m)

La métrica m que usamos para S puede definirse de varias maneras, la
que nosotros usaremos por ser la mas maniobrable es

m((z1,y1)(z2,y2)) = méx(m1 (21, x2), m2(y1, y2)) -

Sea S = 51 x S2. Recordemos algunas definiciones bésicas, si P es una
medida de probabilidad en (S, m), definimos las medidas de probabilidad
marginales, P; en (S;, m;) para i=1,2 como

Pl(A) :P(AX SQ), AEB(Sl)
Pg(A)ZP(AXSl), AEB(SQ)

Para fines de definir la topologia del producto,

G=G1 xGy={(x,y):x € G1,y € Ga},

6y se pueden encontrar en otras publicaciones como el libro de Whitt
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es abierto si G; es abierto en S; con 7 = 1, 2.
En este espacio S, tenemos propiedades interesantes, la primera que ob-
servaremos es sobre la separabilidad.

Teorema 1.30. El espacio S es separable si y solo si los espacios S1 y Sa
son separables.

La prueba es muy sencilla, si S es separable, la proyeccién del denso nu-
merable en .S;, es denso y numerable. Mientras que si S7 y S3 son separables,
existe un denso numerable D; en S;, definimos el conjunto D = {(z,y):x €
Dy, y € Dy}, este conjunto claramente es denso y numerable.

El siguiente teorema se presentara sin prueba, nos habla de la o-algebra
del espacio producto S.

Teorema 1.31. Los Borelianos del espacio producto S, B(S), con la topo-
logia del producto, es la o-algebra producto de los Borelianos de los espacios
componentes, B(S) = B(S1) x B(S2), si sélo si (S;,m;) es separable para
i=1,2.

1.8 Conexidad

Probaremos que el espacio de las medidas finitas sobre (S,d) completo y
separable es conexo.

Teorema 1.32. El espacio de las medidas finitas es conexo.

Demostracion. Lo que haremos primero es probar que el subconjunto de las
medidas finitas con soporte finito, i.e.

L={meW:m({zy,..x;}°) =0}

, para algtin conjunto (no fijo) finito de puntos {z1,...z; € S} es conexo.

Seap € L tal que p({z1,...z;}¢) = 0. Queremos probar que la componente
conexa de p es L. Sea ¢ € L tal que ¢({y1,...yn}¢) = 0. Sin perdida de
generalidad diremos que hay r elementos en {z1,...x;} J{y1, ...yn} Notemos
que

IU’:Exl,...zl}U{yl,...yh} = {m ew: m(({I'l, xl} U{y17 yh})c) = 1}

es homeomorfo a R" y por lo tanto es conexo. Como p y ¢ son elementos
T

de Py, o} Ul 4 esta en la componente conexa de p. Como q era

arbitrario, L. es la componente conexa de p. Por lo tanto L es conexo.
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La segunda parte de la prueba consiste en notar que L es denso en W.
Sea m una medida finita sobre S. Sabemos que existe un compacto K tal
que m(k) > 1—e. Por lo aprendido en la seccién de aproximaciones sabemos
que hay una medida finita, p, con soporte finito contenido en K, tal que
p(m,p) < e. Lo que prueba que L es denso.

Como L es conexo y denso en W, W es conexo. ’

O]

El siguiente teorema es un corolario de lo que acabamos de probar, sin
embargo resulta interesante desde el punto de vista de la topologia.

Teorema 1.33. (Teorema del puente) Para todo especio métrico (S,d) com-
pleto y separable,
existe un espacio métrico (E,h) completo, separable y conexo tal que

e SCFE
o (S,d)=(S,h)

Demostracion. Basta escribir a € S como ¢, la medida de Dirac con
soporte en x y a E como el conjunto de las medidas con soporte en (S,d) y
la métrica p. O

1.9 La convergencia débil y la métrica de Proho-
rov

Definicién 1.34. Diremos que una sucesiéon {P,} de medidas de proba-
bilidad sobre S, converge débilmente a P, si para toda funcién continua y
acotada f : S — R, se cumple:

Tenemos los siguientes teoremas que asocian el concepto de convergencia
débil, con convergencia en el sentido de la métrica de Prohorov.

Teorema 1.35. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

1. P, — P débilmente

"Para la prueba de que todo conjunto que contiena a un denso conexo es conexo consulte
cualquer libro de topologia general, por ejemplo [11]
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2. lim [ fP, = [ fdP para todas las funciones acotadas y uniformemente
continuas

3. lim supP,,(F') < P(F') para todos los conjuntos cerrados F' C S
4. liminfP,(G) > P(G) para todos los abiertos G C S
5. lim P, (A) = P(A) para todo conjunto P—continuo A C S.

No demostraremos este teorema pero daremos la idea de cada implica-
cién. Para probar que 1 implica 2 se debe notar que las funciones uniforme-
mente continuas son subconjunto de las funciones continuas. 2 implica 3 se
prueba usando las funciones f.(z) = max{(1 — M), 0} que tienden a la
indicadora de F' cuando € — 0 y son continuas. 3 implica 4 por complemen-
tacion. 4 implica 5 porque el interior de un conjunto es abierto y la frontera
tiene probabilidad cero en los conjuntos P-continuos. Por iltimo 5 implica
1 pues los conjuntos de la forma {f > ¢} son P-continuos.?

Ahora estos teoremas muestran la importancia de la métrica de Proho-

Trov.

Teorema 1.36. Sea (S,d) un espacio arbitrario y {P,} una sucesion de
medidas de probabilidad sobre S. Entonces lim,_,oo p(Pp, P) = 0 implica
que P, — P débilmente

Demostracion. Definimos €, = p(P,, P) + % Sea f > 0 continua y acotada,
como €, > p(P,, P) tenemos las siguientes desigualdades:

£l

1Kl
BU) = [ fipu= [T Pdr = i< [P 2 00 i

191
_ /0 (PU{f > t3))dt + enllf ]

Donde X,, induce la medida P, y X la medida P. La segunda desigualdad
es por definicién de la métrica de Prohorov y por el hecho de que ¢, >
p(Py,, P). La anterior desigualdad es para toda n, entonces podemos tomar
limites para tener

W
lim sup / FdPy < limn o | PS> 63 V)t + el /]|

n—00 0
191
:/0 P{fzt}dt:/fdP.

8Para la demostracién completa del teorema: Ethier y Kurtz
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De donde para todas las funciones positivas, continuas y acotadas se
cumple que:

h’msup/fdPnS/fdP.

n—oo

Sea g continua y acotada, es claro que ||g|| + g v ||g|| — g son positivas
continuas y acotadas, entonces:

umsup/<ugu+g>dpng/<|rgu+g>dp

n—oo

lim sup / (llgll - gdP,) < / (llgll - )P

n—oo

Como P, y P son medidas de probabilidad podemos despejar de dichas
desigualdades

lim sup / gdPn < / gdP

n—oo
h’msup/—gdPn < /—gdP;
n—oo

lo que implica, multiplicando la segunda desigualdad por —1, que

liminf [ gdPn > /gdP.

n—oo
Lo que termina la prueba. O

Por ultimo el siguiente teorema nos da, en espacios separables, un si sélo
si del teorema que vincula la métrica de Prohorov y la convergencia débil.

Teorema 1.37. Si S es separable y P, — P débilmente entonces
limy, 00 p(Pp, P) =0

Demostracion. Sea € > 0. Sea Eq, Eo, ... una particién con elementos me-
dibles de S, tal que diametro(E;) < § para toda i. Sea N el menor entero
positivo tal que P(Ui]\i1 E;) > 1— § (notemos que ) >°, P(E;) = 1, la con-
vergencia de dicha serie nos asegura que N existe). Sea g la coleccién finita
de abiertos de la forma (| J;c; E;)2 donde I C {1,2,...,N}. Como P, — P
débilmente, por el teorema anterior tenemos que para todo abierto G de S

lim fnf P,(G) > P(G)

esto nos asegura que existe un ng tal que P(G) < P,(G) + § para todo
n > ng y para todo G € g puesto que g es finito. Sea F' cerrado, definimos
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Fpy de la siguiente manera:

R= ] E.

E;NF#)

£
Se cumple que F;7 estd en g, ademds como la particién tiene didmetro
menor que 5, tenemos que Fy C I, entonces

P(F) < P(F§) + 5 < Pa(Fg) + ¢ < Pa(F) + ¢

de donde para todo € > 0 se cumple que p(P, P,) < € para todo n > ng, lo
que implica convergencia en el sentido de Prohorov. ]

Ahora hablemos de cémo podemos generar, a partir de funciones conti-
nuas, nuevas sucesiones convergentes, conociendo una sucesion que converge.

El siguiente teorema es conocido como el teorema simple de la funcion
continua y es muy intuitivo.

Teorema 1.38. Si X,, — X débilmente en (S,d) y g: (S,d) — (S1,d1) es
continua, entonces

9(X,) — g(X) débilmente en (S1,dy).
Para probarlo veremos que:

E[f(9(Xn)] = Elf(9(X))].

Para toda f, funcién continua y acotada sobre (51, d;). Lo anterior suce-
de pues para cualquier funcién f continua, sobre (51, d1) la composicién fog
es una funcién continua y acotada sobre (.5, d), lo que prueba el resultado.

Ahora enunciaremos 2 maneras de generalizar el teorema simple de la
funcién continua

Teorema 1.39. Si X,, — X débilmente y g: (S,d) — (S1,d1) es medible
con P(X € disc(g)) = 0 entonces

9(Xy) — g(X) débilmente en (S1,dy).

Lo que nos dice el teorema anterior, es que si la funcion ¢ no es conti-
nua, pero es improbable que la variable aleatoria X caiga en un punto de
discontinuidad, entonces se preserva la convergencia.

El siguiente teorema incluye como caso particular al anterior, sin embar-
go entender lo que nos dice el que acabo de plantear, nos ayuda a entender
el siguiente.



1.10. SUMARIO DE LAS PROPIEDADES TOPOLOGICAS DE LAS MEDIDAS FINITAS39

Teorema 1.40. Sea g y gn funciones medibles (S,d) — (Si,d1), donde
(S1,d1) es separable. Llamemos R al conjunto de puntos x en S, tales que
gn(Tn) no converge a g(x), para alguna sucesion x, que converge a x. Si
X, — X débilmente y P(X € R) =0 entonces

gn(Xn) — g(X) débilmente en (Sy,dy).

Notemos que si g, = g, R = disc(g) y tenemos el teorema anterior.
Para conocer mas de las aplicaciones y las pruebas de los teoremas se
puede consultar la referencia bibliografica [9].

1.10 Sumario de las propiedades topologicas de las
medidas finitas

El espacio de las medidas finitas sobre los reales con la topologia inducida
por la convergencia débil cumple:

1. Es metrizable

2. Es conexo

3. Es separable

4. Es completo

5. Es primero y segundo numerable
6. Es Housdorff

7. No es localmente compacto
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Capitulo 2

Espacio de Skorohod

(Ver [9]) Las funciones Cadlag, (continuas por la derecha con limite por la
izquierda) son de gran interés, ya que se usan para modelar los procesos con
trayectorias discontinuas, el espacio de las funciones Cadlag con dominio en
el intervalo [0, 77, al que llamaremos D0, T| es conocido como el espacio de
Skorohod.

Darle una métrica a este espacio y explorar sus consecuencias es a lo que
dedicaré este capitulo. En este orden de ideas la primera funcién que se me
ocurre para metrizar este espacio es la métrica del supremo, pues sabemos
que funciona muy bien con el espacio de las funciones continuas. Sin embargo
para este espacio no nos sera de gran utilidad. Para convencernos de ello
basta estudiar algunos ejemplos.

Primero recordemos la métrica del supremo, sea z € D([0,T],R) enton-
ces

lz —yll = sup [=(t) —y(t)|.
0<t<T

Como ya mencioné esta métrica en muy util cuando las funciones son
continuas, sin embargo en el espacio D([0,T],R) esta métrica no puede de-
terminar correctamente la cercania de algunas funciones, un ejemplo muy
sencillo es el siguiente:

Ejemplo 2.1. Sea X = I|g1/9) y sea Xy, = I[g1/241/n)- Claramente cuando
n tiende a infinito %+% tiende a % por lo que nos gustaria que X,, convergiera
a X, sin embargo || X — X, || = 1 para todo n, por lo tanto segin la métrica
del supremo esta sucesién no converge a X.

Probablemente este era el tipo de ejemplos que tenia Skorohod en mente
cuando diseno las métricas que estudiaremos a continuacion. Estas son mu-

41
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cho mas adecuadas para analizar este espacio, pues se portan bien incluso
en ejemplos como el anterior.

2.1 La métrica J1

En esta seccién definiré la métrica J1 sobre el espacio D, (espacio de las
funciones Cadlag), para funciones cuyo dominio sea un intervalo finito [0, 7]
y codominio R , denotaremos dicho espacio D([0,T], R¥).

Definimos la métrica J; en intervalos [0,7] como sigue: sean x,y €
D([0,T],R), sea A el conjunto de homeomorfismos estrictamente crecien-
tes del [0, 7] en si mismo, entonces

djr(w,y) = f max{[lz o A —yl|,[le — All}.

Teorema 2.2. Es una métrica en D[0,T).
Demostracion. 1. dj es no negativa.

2. dji(x,y) =0siy sélosix=y.

Como e € A es claro que si x =y

dj(z,y) =0,
ahora, si dji(x,y) = 0 tenemos que el maximo de ||[zoA—y|| v |le—A[|
es cero, por lo tanto A(t) = e(t) para todo ¢, lo cual implica que
llzoA—yl|| =||x —y|| =0 de donde z = y.

3. dji(z,y) = dj(y, ).
Notemos que el inverso de todas las A, que denotaremos A~!, tam-
bien estd en A, ademds |le — M| = |le = A7Y| y [[r o X —y|| =
l[yo A=t —z|| por lo tanto el conjunto de posibles valores con A € A de
méax{||z o A — y||, ||le — A||} es el mismo de max{||y o A — x|, |le — A||}
por lo tanto d;i (x,y) = dj1(y, x).

4. Desigualdad del tridngulo.

Notemos que toda A en A se puede ver como la composiciéon de dos
elementos de A, pues en particular la identidad es elemento deA, es
decir A1 € A si solo si existe Ao, A3 € A tal que A1 = g 0 As.

Para esta prueba tambien usaremos que la métrica del supremo tiene
la propiedad subaditiva, por ser métrica, y finalmente que el infimo
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con A, A2 € X\ es menor que si fijamos Ay = e y hacemos el infimo
sobre Ai.
Al usar todas las observaciones anteriores tenemos que para x,y,z € D

djyr(w,y) = fof max{[lz o X =yl [le = Al[}

inf méax{||x o A1 0 X2 —y||,||le = A1 0 Ag]]

A1, A2€A

< inf méx{||[roAiolea—zoda+zoA—yl|,|le — A2+ A2 — A1 o A\a]|}
A1,A2€A

< inf max{||x o A1 oAy — z0 A, || A2 — A1 0 Aa|}

A1,A2€A

+ inf max{||z oAy —y|,[le — A2|[]}
Ao€A

Finalmente tomamos Ao = e en el primer sumando, entonces

< inf i — —
7/\16}\171/\2:emax{“:vo)\106 zoell,|le=A1oell}

+ inf max{||z o X —yl],|le — A2]|}
Ao€EA

= inf max{||lx oA —z||,|le — M]|}
A1,EA

inf ma Ay — - A
+ fnf max{|lz 0 Az —yll,lle — Aell}
= dJ(‘Tvz) + dJ(Z7y) )
y por lo tanto
dJ(iU,y) < dJ(Q?,Z) + dJ(Z7y) :

O

Notemos que ||z — y|| > d;, (x,y), para probarlo basta tomar A = e.

Un dato interesante es que esta métrica restringida a las funciones con-

tinuas sobre un intervalo acotado es equivalente a la métrica del supremo si
las funciones que estamos comparando son continuas.

Demostracidon. sean x, x,, continuas, si |z — x,| — 0, entonces
el 2a) = fof mix{lfo o A — |, lle N[} — 0,

basta tomar A = e.

Inversamente si d;,r(z,2,) — 0, para toda € > o existe una N tal que
existe un homeomorfismo A tal que para toda n > N |[toX—z,| < ey
A — €| < €, pero por continuidad de x [z o A\ — x| < e.

|z — 2| < |z —z oA+ [T 0oX— 2,
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lo que termina la prueba. ]

Para mostrar la utilidad de esta métrica volveremos a analizar la sucesion
del ejemplo 1, en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.3. La sucesion X;, = Ijg1/241/n) converge a X = Ijg1/2) en
D|0,1] con la metrica dj, .

(Se recomienda ampliamente que el lector haga un dibujo) Definimos
An = n”—&[[oéJr%) + 55 + %]I[%Jr%,” que es trazar una recta del (0,0)
al (% + %, %) y pegarla con la recta que va del (% + %, %) al (1,1), clara-
mente I(07 1yly_p O An vy también es muy claro que conforme n tien-
27w/ 0,4
de a infinito, las pendientes del las rectas que componen ), tienden a
uno, por lo que A, tiende a la identidad. En conclusién, dj1(X,X,) =
infaca max{[[X o A — Xull,[le = All} < [le = Aull = L por lo que X, — X
en D[0,1]. De donde en efecto esta métrica nos explica mejor lo que pasa en
este espacio, pues toma en cuenta las discontinuidades en las trayectorias.

Al menos en este ejemplo la métrica J; es mas adecuada que la del supre-
mo. El éxito de nuestra métrica sobre la del supremo se debe a que pedimos
una convergencia en cada ¢ distinta a la habitual, como el siguiente teorema
nos muestra. Definimos z(¢™) como lim,,_. z(t,) para toda sucesion ¢,, < t,
si x(t7) existe, es decir es tinico, decimos que x tiene limite por la izquierda
en t. Las funciones Cadlag tienen limite por la izquierda en todos los puntos.

Teorema 2.4. Si dji(xn,2) — 0 en D[0,T] entonces para todo t tal que
0 <t <T eziste una sucesion ty tal que t, — t, xp(t,) — x(t), xn(tnh—) —
x(t=) y xn(tn) — xn(tn—) — x(t) — z(t—).

Demostracion. Como dj(x,,z) — 0 existe una sucesién de funciones A, tal
que |z oA, —y|| — 0y |le — A\n|| — 0, esto es facil de ver, supongamos que
dj1(X,, X) = ky, por ser un infimo sabemos que existe una A, tal que

, 1
max{||x, o A\p — ||, [|An — €]} < - + k&, .

Esta sucesién, {\, }n>1, cumple lo que querfamos. Sea ¢, = A\, (t) como
An — e entonces t, — t y ademds como ||z, o A\, — z|| — 0 tenemos que
en efecto zp(t,) — X(t), y finalmente sea S™ una sucesién que crece a t,
entonces A\, (S™) 1 An(t) = t, por que A, es creciente y continua. Entonces
T (An(S™)) — zp(t,). Por lo tanto

20 (tn) — 2()] < fon(ty) = 2a(An(S™))] + |20 (A (S™)) — 2(S™)]
+ |2 (5™) — a(t7)]
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donde, por construccién los tres terminos tienden a cero, lo que nos permi-
te concluir que |z,(t;,) — xz(t7)| — 0. De estas dos se concluye la tercera
aseveracion del teorema x,,(t,) — xn(t,—) — z(t) — z(t—). O

Lo que acabamos de aprender es la base del funcionamiento de la métrica
J1, esta funcién nos dice cuando dos trayectorias se parecen, tomando en
cuenta el comportamiento de sus saltos, nos asegura que una sucesiéon de
funciones converge a una funcién g solo si los saltos de la sucesiéon convergen
a los de la funcién limite, el siguiente ejemplo ilustra esa idea.

Ejemplo 2.5. Sea k < T,k € naturales definimos X,, = Z’f iI[FH%,H%)
y X = Z’f il;_14), en este ejemplo todas las funciones tienen k saltos,
claramente el k—ésimo salto de cada sucesién, converge al k—esimo salto,

pues la sucesién % — 0.
Usando la una técnica similar a la del ejemplo 2, definimos la familia de
funciones \,, de la siguiente forma, A, es igual a la funcién cuya grafica es el
segmento de linea recta que unen el (0,0) con (1 + %, 1) pegado con el que
vade (14 1,1) a (k+ 1, k) pegado con el que une (k + X, k) con (T,T).
Entonces la distancia segin J1 entre X,, y X es menor que % pues || A, —
1

el = -, lo que muestra explicitamente la convergencia.

Veamos ahora qué pasa si los saltos no convergen.

Ejemplo 2.6. Sea X, = méx{0,1 — nd(z,1)} y sea X = Iy, intuitiva-
mente X,, — X, asi que nos gustaria que se diera la convergencia en D[0, T.
Sin embargo con la métrica J1 mostraremos que no hay convergencia.

Sea A € A, Tenemos 2 casos:

1. Existe g # 1, tal que A(xp) = 1, entonces se cumple que d(X,, o
Azo), X (z0)) = d(X,,(1),0) = d(1,0) = 1.

0)
2. Si no existe Existe g # 1, tal que A(zp) = 1, como A es homeo-
morfismo, se cumple que A(1) = 1. Entonces tenemos que d(X,, o

A1), X(17)) = d(Xn(17),0) = d(17,0) = 1

como este andlisis fue para toda A, concluimos que Dji(X,X,) > 1, de
donde no convergen segtin la métrica Ji.

Sorprendentemente esta métrica no nos dijo lo que queriamos escuchar
en ese caso, pero notemos que nosotros definimos nuestra métrica sobre las
funciones Cadlag, y claramente X = Ij(;); no es continua por la derecha,
tambien notamos que era predecible que fallara por el criterio de los saltos,
hagamos més ejemplos para ver qué es lo que es lo que estd pasando.
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Tomemos un ejemplo similar, pero donde todas las funciones sean Cad-
lag.

Ejemplo 2.7. Sea X,, = mdx (0,1 — [n][d(z,[0,1))] y sea X = I{j01)} -

Un razonamiento analogo al del ejemplo anterior, nos permite ver que
no hay convergencia.

Una vez mas no salié lo que nos hubiera gustado, ahora si estabamos en
el caso en el que ambas trayectorias son Cadlag, sin embargo no funcioné.
La razén vuelve a ser que los saltos no coinciden, lo que nos dice esto es que
esta métrica es demasiado fuerte para este tipo de ejemplos, si queremos que
se de la convergencia tendriamos que usar otra métrica, cosa que haremos
mas adelante.

2.2 La métrica M;

Tendremos que usar algo nuevo para comparar funciones cuyos saltos no
convergan (en particular nos gustaria que la continua y la discontinua del
ejemplo que estudiamos converjan), antes de definir esta nueva métrica,
tenemos que definir la grafica completa de una funcion.

La grafica completa de la funcién x € D, es el conjunto de puntos

T, ={(z,t) eR?:z=0ax(t”) + (1 —a)z(t), para algin o< [0,1]}.

Lo que se estd haciendo es incluir en la grafica las rectas verticales que
unen las discontinuidades, en los puntos de continuidad z(¢~) = z(t) no se
agrega ningiin punto. La grafica completa es un subconjunto conexo de R?,
que contiene la grafica de la funcién x, y las rectas que unen los puntos de
discontinuidad.

Antes de definir la métrica M; tenemos que definir el siguiente orden, lo
llamaremos orden en la grafica I',

(Zl,tl) < (Zz,tg) si t) <ty o}

tr =ty y |o(ti—) — 21| < |o(ta—) — 22| = [2(t1—) — 22].

El orden se puede describir de la siguiente manera, ponemos un hilo sobre
la gréfica y lo atamos al principio, es decir a z(0), un punto x es menor que
otro y si para llegar caminando sobre el hilo a y, tienes que pasar sobre .

Ahora, una parametrizaciéon de la grafica completa es una funcién p :
[0,1] € R — ', C R?, que manda al intervalo [0, 1] en (u,7), donde u es el
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componente espacial y r el temporal de la grafica y es creciente en el sentido
del orden en la grafica I',.

Claramente hay mas de una parametrizacion para toda grafica completa,
por ejemplo si nuestra funcion es x = [ [1,1)> una posible parametrizacién es:

1
uy = 2tl[07i) + 5[[%7%) + (2t — 1)[[%71] ,T’l = (2t — 5)][%73) +I[3 1) y

mientras que otra es:

1

1 1 1
2 2°'4 2'4

Llamemos II(x) al conjunto de todas las parametrizaciones crecientes de
['(x).

Ahora sf estamos en condiciones de definir la métrica M;

Sean x,y € D

dyn(z,y) = méx(|ur — ua|, |r1 —ral)

inf
(u1,r1)€l(z),(ue,r2)€l(y)

Lema 2.8. Si x,y son continuas esta métrica es equivalente a la del supre-
mo.

Demostracion. Para ver esto primero suponemos convergencia en terminos
del supremo, basta tomar parametrizaciones que tengan parte temporal igual
a la identidad. Inversamente tambien es suficiente tomar parametrizaciones
que tengan parte temporal igual a la identidad y notar que bajo esas para-
metrizaciones, la parte espacial es la distancia en terminos del supremo, y
que el infimo se alcanza cuando las 2 parametrizaciones corren a la misma,
velocidad en la parte temporal. O

Aun no probaremos que M; en efecto es métrica, esto se hard en el
apendice 1 (Topologia fuerte y débil), solo adelantaremos algunas cosas que
nos permitiran creer que en efecto es métrica.

Claramente es positiva, dps1(z,x) = 0, basta tomar la misma parame-
trizacién y es reflexiva, es decir dysi(z,y) = dar1(y, z), pues la métrica del
supremo lo es, lo inico complicado de probar es que cumple la desigualdad
del triangulo. Entonces por el momento asumimos que es métrica.

Revisemos el ejercicio que se complicaba con la métrica Ji, para ver si
en efecto esta métrica es menos fuerte y permite la convergencia.
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Ejemplo 2.9. sea X,, = méx (0,1 — [n][d(z, [3,1))] v sea X = I{[%J)} para
probar que hay convergencia en el sentido de M;, vamos a exhibir una pa-
rametrizacién de v, y una para la grafica de cada X,,, la cual es completa,
por ser X,, continua, tales que hagan maz(|uy — ug, |, |72 — r2,|) — 0, lo que
asegura que dpsi(zp,x) — 0.

Construimos nuestras parametrizaciones de la siguiente manera: sea n
fijo, la grafica de X,, es la constante cero en [0,% — %], luego la recta que
va del punto (1 —1,0) a (3,1) y finalmente la constante 1 en el intervalo
(%, 1], mientras que la gréfica completa de x es la constante 0 en el intervalo
(0,1). Luego la recta vertical que va del punto (1,0) a (3,1) y finalmente
la constante 1 en el intervalo (%, 1]. Procederemos de la siguiente manera, la
parametrizacion de la gréfica de X,, manda el intervalo [0, %) en la recta que
une el (0,0) con el (0,3 — 1), manda al intervalo [4, %) en la recta que va del
punto (3 —1,0) a (3,1) y el [2,1] en la recta que une el punto (3,1) con el
punto (1,1). Construimos la parametrizacién de I'; mandando el intervalo
[0, %) en la recta que une el (0,0) con el (0, 3), al intervalo 3, %) en la recta
que va del punto (%, 0) a (%, 1) yel [%, 1] en la recta que une el punto (%, 1)
con el punto (1,1).

Con estas parametrizaciones notamos que la distancia en la coordeada
espacial es cero, pues en los tres segmentos de ambas parametrizaciones
se comporta igual, primero es la constante cero, luego crece linealmente
en la segunda regiéon de cero a uno, y finalmente es la constante 1 en la
ultima regién. en la coordenada temporal notamos que en la primera region,
ambas empiezan en el mismo punto pero la segunda crece més rapido hasta
que en % la primera vale % — % y la segunda %, luego la primera crece
en la segunda region linealmente, de % - % a %, mientras que la segunda
permanece constante, y en la tercera regién ambas son constantes, por lo
que el maximo de las distancias se alcanza en % y es %, por lo que para esta
pareja de parametrizaciones tenemos maz(|ug — Ug, |, |re — 72,) = L.

Como esto fue para n arbitraria obtenemos que dps1 (X, X) — 0.

Hemos logrado construir una métrica que permite la convergencia de
algunas continuas a discontinuas, cosa que no pasaba con Ji, algo que nos
podemos preguntar es si convergencia en .J; implica convergencia en My, el

siguiente teorema nos asegura eso y algo mas.

Teorema 2.10. Para toda pareja x1,z2 € D, se cumple que dj, (x1,z2) >
dr, (1, 2).

Demostracion. Nosotros realizaremos la prueba para funciones con una can-
tidad finita de discontinuidades, pero por densidad de estas el resultado se
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expande a todas las funciones en D. (Esta afirmacion se prueba en la seccién
3.3)

Sea A € A, construiremos una pareja de parametrizaciones en Il(x1)
y Is(z2) respectivamente, tales que max |z o A — xa| |A — e| = méax(Ju; —
UQHT'l — 7’2’).

Sea t,, la sucesién de los tiempos en los que hay una discontinuidad en
la funcion 1, esta sucesion estd ordenada de menor a mayor, i.e. t; < t;y1.

A esta sucesion le asociaremos otra de intervalos cerrados también or-
denados, es decir, a t; le asignamos el intervalo [a;, b;], tal que para todo 1,
[ai,b;] C [0,1], aim1 < bi—1 < a; < b < aj+1 < bi+1. Entonces definimos
la parte temporal de nuestra parametrizaciéon como ri(s) = t, para todo
s € lan,by], y la funcién r1(s) en el resto del intervalo [0, 1], la definimos
como la interpolacion lineal de lo ya definido. Esto hace a r1(s) continua y
no decreciente.

Ahora, definimos ra(s) = Aori(s), y la coordenada espacial la definimos
para ambos indices como ui(s) = z1(r1) y u2(s) = x1(r2), para todas las
S, que no estdn en ningun [a;, b, y el resto lo definimos por interpolacién
lineal.

Claramente esta es una parametrizaciéon permitida, ademas |zjo0A—xa| =
|lup —ug| y |\ —e| = |r1 — 72| de donde en efecto.

max |z o A — za| |A — e] = max(|u; — ugl||r; —r2|).

Como esto fue para toda A € A, llamemos A al conjunto de todos los
valores posibles de méx |z o A — xo||A — ¢|] con A € A, llamemos B al
conjunto de todos los valores posibles de méx(|u; —ug| |r1—r2|) con (ui,r1) €
IIs(z1), (ug, m2) € Is(x2).

Entonces A C B, entonces inf[A] > inf[B], pero dj, (z1,z2) = inf[A] y
dyr, (x1, 22) = Inf[B]; de donde en efecto

dj (x1,22) > dp (1, 22) -

2.3 Regularidad de D

Recordemos que estamos trabajando en el conjunto de las funciones, de un
compacto contenido en R en R, en esta primera parte del capitulo y en R*
mas adelante, continuas por la derecha, con limite por la izquierda. En esta
seccion observaremos las concecuencias de estas caracteristicas.
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Sea x € D denotaremos disc(z) al conjunto de tiempos en los que hay
una discontinuidad en la funcion z, i.e

disc(z) = {t € [0,T] : x(t) £ x(t")}
ademas,
disc(z,€) ={t € [0,T] : x(t) # z(t7) |x(t) — z(t—)| > €} .

Claramente
disc(z, €) C disc(x).

Teorema 2.11. Para todo x € D y e > 0 el conjunto disc(z,€) es finito.

Demostracion. Supongamos que card{disc(z, €)} es infinito, por ser un con-

junto infinito contenido en un compacto tiene al menos un punto de acu-

mulacién, supongamos que t, € disc(x,€) converge por la izquierda a t,el

caso inverso es andlogo, fijémonos entonces en x(¢~), nosotros sabemos que

existe pues z es Cadlag, esto implica que existe una 6 > 0 tal que para

todo 7 € (t — 4,t) se cumple que |z(7) — z(t7)| < §, en particular como

tn, € (t — 6,t) para todos los indices excepto una cantidad finita, tenemos
que

_ €

[2(tn) = 2(t0)] < <

ademads, definimos 7, una sucesion tal que Ty, T ty, sit, € (t—3,t) también

Tmn € (t —6,t) para todos los indices excepto un nimero finito, por lo tanto

, _ €

z( m 7pn) — ()| = [x(t,) —z(t)] < 5,

m—0o0 2

ahora, recordemos que |z(t,) — x(t;)| > €, pero por la desigualdad del

tridngulo tenemos que

|2(tn)—t(t,))| = [w(tn) —w(t)+a(t™)—t(t,)| < |z(tn)—wt)+|z(t7) -1, )];
pero al menos para una infinidad de indices
|2(tn) — x(t)] + [x(t) —t(t,)] <e,

esto implica que € > |x(t,) — z(t;)| > €, lo cual claramente una contradic-
cién, que viene de suponer que hay una infinidad de discontinuidades con
saltos mayores que ¢, por lo que

card{disc(x,€)} es finito.
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Notemos que el teorema anterior implica que:

Corolario 2.12. disc(x) es a lo mds numerable.

Demostracion. Pues

O]

Introduzcamos ahora dos definiciones que nos seran ttiles:

Decimos que una funcién es constante a pedazos o escalonada, si
card{disc(x)} < oo y es constante en [0, T]-disc(z).

Definimos el médulo de continuidad de la funciéon x sobre un conjunto
A C [0,7] como

W, A) = sup(llz(t) = z(t)I])

Ahora podemos enunciar otro teorema de gran interés, que nos permite
notar lo bien portadas que son las funciones Cadlag:

Teorema 2.13. Las funciones escalonadas son densas en D con la métrica
del supremo.

Demostracion. Sea x € D y € > 0, construiremos una funcion escalonada,
ze tal que ||z — z|| < €, donde || - || es la métrica del supremo.

Consideremos el conjunto disc(z, €), sabemos que es un conjunto finito,
igual a {0 < tg < t; < ... <t <T}. Definimos t_(t;) y t—(t;), tales que
t,(ti) <t; < t+(ti) y

Wz, (t-(t:), 1)) < ey Uz, [t 14 (t:))) <e.
Esto implica necesariamente que
(t—(t;),t;)) Ndisc(z, €) = [t;, t4(t;)) Ndisc(z,e) = 0.

Notemos que estos t_(t;) y t_(t;) existen por ser la funcién Cadlag.
Nuestra funcién escalonada valdra x(t;—) en el intervalo (t—(¢;),t;) v z(t;)
en el [t;,t4(t;)), en el resto de 1 intervalo [0, 7] la definimos de la siguiente
manera:

Notemos que la funcion no estd definida en los intervalos cerrados
[t4(ti),t_(tiy1)], tomando tg = 0 y t,41 = T, cada uno de estos interva-
los lo analizamos de la siguiente manera, si

Wa, [t4(t:), t—(tig1)]) <e,
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la funcién es constante en ese intervalo y vale z(¢) para algin ¢ fijo

t € [t4(t), t—(tiv)]-
Supongamos que

U, [t (t:), t— (tis)]) > .

Como [t4(t;),t—(ti+1)] N disc(z,€) = O para todo t € [t4(t;),t—(tit1)]
existe un abierto (a,b) que contiene a t, tal que

l(x,(a,b)) <e.

Notemos que la union de estos abiertos para todo ¢ en el intervalo for-
man una cubierta abierta y por ser [t4(¢;),t—(t;+1)] compacto, existe una
subcubierta finita, tomamos esta subcubierta finita y por medio de inter-
cecciones hacemos una cubierta disjunta y finita. La funcién serd constante
en cada elemento de la cubierta y tomard el valor de z(t) para algin t que
pertenezca al elemento de la subcubierta.

Por construccién nuestra funcién z, cumple que [(x, A) < € para todo
intervalo donde definimos x; continua, adem&as como en cada uno de esos
intervalos x4(t) = x(tp) para algin ty € A concluimos que

|z — ]| <e€;
el hecho de que x y € eran arbitrarios termina la prueba. O
Corolario 2.14. Las funciones escalonadas son densas en (D, M1) y (D, J1) .

Demostracién. Sabemos que ||z—xzs|| > dj(z,zs) y que dj(x, xs) > dpr(z, )
por lo que la prueba anterior implica que también es denso en estos dos es-
pacios. ]

Usemos las técnicas que utilizamos en la prueba del teorema anterior,
para obtener mas informacion de D.

Corolario 2.15. Para todo € > 0 existe una sucesion 0 = tg < t1 < ... <
t, =T tal que

l(aﬁ[ti,ti+1)) <€
para toda 1.

Demostracion. La sucesién de tiempos es disc(zs) tal como la construimos
en el teorema. O

Corolario 2.16. Toda funcion x € D es acotada.
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Demostracion. Notemos que x5 toma una cantidad finita de valores, por lo
tanto es acotada, ademas ||xs — z|| < € por lo que

[zl < [[lzs|[ 4+ € < o0

Corolario 2.17. (D, M) y (D, J1) son espacios separables. .

Demostracion. Las funciones escalonadas con valores en los racionales y
saltos en los racionales son numerables y densas en las funciones escalonadas,
que son densas en D. O

2.4 Sobre la continuidad

En esta secciéon hablaremos de una peculiaridad del espacio D, metrizado
con cualquiera de las métricas que hemos expuesto, la adicién, vista como
una funcién de D x D — D no es continua.

Notemos que si la adicién fuera continua, la suma de dos sucesiones
convergentes convergeria a la suma de los limites, para mostrar que la adicion
no es continua expongo el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.18. Tomemos X,, = I[%_L,l) vY, = —I[%Jr;’l), es claro que
Xn—>XyYn—>YdondeX:I[;1)yY:—I[ll).
27 27

Notemos que X + Y = 0, por lo tanto para que X,, + Y,, convergiera a
X +Y tendria que tender a cero.

=

)

S|=

1_
2

En cualquiera de las topologias esta sucesién claramente no converge a
X +Y, por lo que se hace explicita la no continuidad.

2.5 Dominios infinitos

Ahora queremos ver qué pasa cuando el dominio ya no es finito, es decir,
ahora estudiaremos la convergencia en D(0, co).

La manera intuitiva de caracterizar la convergencia en D(0, c0) es pedir
que para que converga en dicho espacio debe converger en D[0,T] para
todo T € R, sin embargo esto serfa pedir demasiado como se muestra en el
siguiente ejemplo:
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Ejemplo 2.19. Sea X,, = I[H%m] y sea X = Ij o) desearfamos que X,
convergiera a X en D(0,00), sin embargo X,, no converge en D[0,T] para
todo T' € R, en particular no converge para D[0, 1] pues en dicho espacio
Xn =0y X = I por lo tanto X;, no converge a X.

En general tenemos problemas en los puntos de discontinuidad de la
funcién limite, por lo tanto diremos que una sucesion X,, converge a X en
D(0,00) si converge en D[0,T] para todo T' € R tal que T es punto de
continuidad de F'.

Nos gustaria sintetizar la convergencia en todos los puntos de continuidad
como la convergencia en alguna métrica, por esa razén definimos la métrica
D, ~ de la siguiente manera:

Sean x,y € D(0,00) entonces:

DJloo(x7y) = / eit[mindcht(x7y)71]dt'
0

Podemos interpretar esa métrica como la esperanza de la funcion d j . (z, y)
con t un tiempo de paro que se distribuye de manera exponencial y el uno
es simplemente para que no se haga muy grande en algunos valores de t.

Veamos que en efecto es métrica:

Teorema 2.20. Dj ., es métrica.

Demostracion. Sea x,y€ D(0, c0)

e Como es la integral de cosas positivas es positiva.

e Si z = y entonces dj, es cero y por lo tanto Dj o (z,y) = 0, si
Dy oo(z,y) = 0 entonces djr = 0 casi para todo ¢, de donde =z = y ca-
si donde sea.

e Claramente D, (z,y) = D 00(y, x) pues esta métrica estd en termi-
nos de la métrica J1 que cumple el principio de simetria.

e Sélo queda probar la desigualdad del triangulo, ésta también se hereda
de la métrica J1 en su versién finita como se muestra en las siguientes
desigualdades:

g

Diyool,y) = / e~ [min dy,e(z, y), 1dt
0

8

g/ e mindy,(x, 2) + dje(2,y), 1]dt
0

o0

e¢]
< e 'imindy,(x, 2), 1]dt + / e 'imindy,(2,y), 1]dt
0 0

= DJloo(xa Z) + DJ100(za y) .
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O]

Ejemplo 2.21. Estudiaremos la convergencia de la siguiente sucesiéon en
términos de Dj . Sea X, = Y 2, il g1y y X = Yoy i), sea
Apn igual que en el ejemplo 3, para cada T fijo, entonces D j (X, X,) =
Jo e mind (X, X), 1)dt < [;° eT_tdt = 1 que claramente tiende a cero.

Nota: la métrica D j, », como la manejamos en este texto esta sacada del libro
de Ward Whitt, publicado en el 2002. Sin embargo no es la que siempre se
ha usado, en el Ethier-Kurtz, de 1976 se usa:

. RPN
Do) = fuf, (sup, [~ et s dlalulyN))i).

El supremo esencial actiia como el 1 en la versiéon de Whitt y la idea
de la esperanza con un tiempo de paro que se distribuye exponencial es la
misma. Sin embargo es mas dificil de utilizar, pues al no ser una constante
el supremo esencial requiere mas cuidado y tener el infimo afuera dificulta
el calculo directo.

Teorema 2.22. Ahora veamos que las sucesiones convergen en D(0,00)
con la métrica D, (x,y) si sélo si converge en la restriccion a D]0,T] con
la métrica dy,r para todo T' € R tal que T es punto de continuidad de la
funcion limite.

Demostracion. Sea X, y X € D(0,00) tal que D (X, Xn) — 0 por defi-
nicién de la métrica Jy00 sabemos que esto implica que D, 7(z,y) — 0 para
casi todo t, si para un ¢ punto de continuidad no tendiera a cero la métrica
D j, 7 entonces no lo haria para ninguno de los tiempos subsecuentes, por lo
tanto D r(x,y) — 0 para todo ¢ punto de continuidad de X.

Supongamos que Dy, r(x,y) — 0 para todo ¢t punto de continuidad de
X, como X s6lo puede tener una cantidad numerable de discontinuidades
djy¢(x,y) — 0 casi donde sea y por lo tanto [;° e~ ‘[min{d(z,y), 1}]dt —
0. O

2.6 Convergencia débil en el espacio de Skorohod
(Ver [8] ) No es facil probar directamente convergencia débil en el espacio

D, expondremos brevemente la técnica que se usa para probar esto, primero
definiremos distribucion finito dimensional:
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Definicién 2.23 (Convergencia en distribuciones finito dimensionales). De-
cimos que una distribucién finito dimensional es (Xy, , Xn,,, .., Xp,, ) donde
t; son tiempos. Decimos que una sucesion de procesos estocastostico X, con-
verge en una distibucién finito dimensionales a X un proceso estocastico si
(Xne,» Xy s o0y Xy, ) = (Xty, Xty oo, Xt,,) débilmente, para todo conjunto
finito de tiempos {t1,t2...t, }.

Notacion: Si X, converge débilmente a X lo denotaremos X, = X.

El siguiente resultado se conoce como el teorema de Donsker y tiene mu-
chas aplicaciones, por ejemplo la simulacién computacional del movimiento
Browniano.

Teorema 2.24. Sea W la medida de Wiener, sean &1, &2, &3... variables alea-
torias, independientes, idénticamente distribuidas, con esperanza cero y va-
rianza 0% < 0o, sea S, =& + &+ ...+ &, y sea

b
ov/n

entonces la sucesion X, converge débilmente a W sobre el espacio de Sko-
rohod.

Xn(t7w) = S[nt] )

Sélo trabajamos la convergencia unidimensional. Para pasar a conver-
gencia bidimensional tendriamos que utilizar técnicas mas complejas, de-
mostrar, en general, convergencia finito dimensional es tedioso y complica-
do. Lo peor del caso es que incluso teniendo convergencia finito dimensional
tendriamos que estudiar la tensién para asegurar la convergencia débil, como
se vera en el siguiente teorema.

Sea t un tiempo fijo, entonces tenemos X, (¢t,w) = ﬁS[nt]. Calculare-
mos la funcién caracteristica de X,,, denotaremos @y la caracteristica de W.
Como &1,&2,&3, ... se distribuyen igual, denotaremos su caracteristica .

ex, (u) = ¢ 1

Entonces
oS ()
U

= PShy (07\/%)

_ (L)

- Wzgg Sitoy/n
[tn] u

= 1] ve(=—=)

Lo
u

— (pe( ===
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Por otro lado recordemos que si tanto F(¢) como E(£2) son finitos, como
es el caso por hipdtesis, podemos asegurar que ¢¢ es clase Cz, entonces pode-
mos aproximar la funcién caracteristica ¢ por su serie de Taylor, alrededor
del cero, calculemos la primera y segunda derivada,

pe(u) = E(i€e™)
i (u) = B(=&%™),
ahora valuemos dichas expresiones en u = 0,
pe(u) = B(i&e’) =iB(¢) =0
¥E(u) = B(=¢%¢%) = BE(¢?) = o2,
con lo que se llega a lo siguiente:

o?u?

+ th(u),

pe(u) =140—

donde h es el error y cumple que h(u) tiende a cero si u tiende a cero.

Entonces:
U u? u? U

%(07\/5) =l-o Wh(ai\/ﬁ)'

Ahora, regresando a la caracteristica de x,, tenemos que

U n
Prn, = @5(0\7)[ f

n

= expaog(sog(#)[“ﬂ))

— exp([nf] log ma“ﬁn

2 u? U

= exp([nt]log(1 — ;Ln + Wh(m))) .

Notemos entonces que [nt]log(1 — % + %h(ﬁ))) cuando n tiende a

e t 2
infinito tiende a —%uz lo que claramente converge a %, de donde

2 2 2

, R 7U7 L u —tu®
A oz, = lim exp([nt]log(l — o~ + —5h(——=

2
. —u
Sin embargo nosotros sabemos que e 2 !

una normal (0,t) y como tenemos un teorema que nos asegura que si las

es la funcidon caracteristica de
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caracteristicas convergen, entonces las variables aleatorias convergen en dis-
tribucién, pues ya probamos lo que queriamos, X,,(t) converge débilmente a
una normal de esperanza cero y varianza t.

Se sugeriria consultar otras referencias, este es un resultado bien conocido
que aparece en toda la bibliografia especializada.

Teorema 2.25. Sean X y X, procesos estocdsticoscon trayectorias en D.
Si para X, — X en el sentido finito dimesional y ademds {Py,}n>1 = {P o
Xgl}nzl es tenso, entonces X, = X débilmente en el espacio de Skorohod.*

La idea es que si toda subsucesién de X, tiene una subsucesién que
converge débilmente a X, entonces X, converge débilmente a X, se usa el
hecho de que toda subsucesion tiene una subsucesidon convergente por ser
X, tenso, luego se toma una arbitraria y como para todo ¢t que cumple
P({z € D:x(t) # x(t—)}) = 0 esa sucesién converge a X, se prueba que el
conjunto de los tiempos que cumplen eso es densos, de donde la subsucesion
a la que converge es igual a X en un denso, y de ahi se concluye que son
iguales.

En esta parte cobra importancia el teorema de Prohorov que demostra-

mos en el capitulo anterior, pues se convierte en algo de vital importancia
conocer acerca de la tensién.
Es intuitivo pensar que si hay convergencia finito dimensional para todos los
tiempos, deberia de haber convergencia débil sobre el espacio D, sin embargo
no es asi, el siguiente ejemplo nos mostrara como incluso en casos sencillos
se puede dar convergencia finito dimensional, sin convergencia débil.

Ejemplo 2.26. Sea X,y X,, tales que P(X = 0) = 1 mientras que P(X,, =
fn) =1 con
fn(t) = I[o,%) )
es decir, X,, es la medida de Dirac sobre f, y X es la medida de Dirac
sobre la funcién constante 0. Claramente f, converge puntualmente a Iy,
de donde las distribuciones finito dimensionales, para cualquier vector de
tiempos, converge.
Sin embargo para toda n,

djn(f’fn) =1,

Pero como nosotros estudiamos la distancia entre medidas de Dirac sabemos
que eso implica que
P(|X - X,|[=1) =1,

!Para una demostracién refierase a Convergence of Probability Measures de Billingsley,
pag. 124.
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lo que muestra que no hay convergencia.

Esto nos estd diciendo que las variables aleatorias no son tensas, (re-
cuerde que una variable aleatoria sea tensa significa que las medidas imagen
asociadas son tensas).

2.7 Oscilaciones

En esta tdltima seccion mencionaremos como se puede garantizar tension
en D, metrizado con J; y M7. Con ese fin definimos las siguientes funciones
que llamaremos oscilaciones. La razén del nombre es sugestiva por si misma,
nos habla de como se aleja una funcion de un punto de su grafica en una
vecindad. Sea x € D

Definicién 2.27. wss(z,t, h) = infren mdxyer sup, s, d(2(r), 2(s)) -

Ahora definamos una funcioén oscilacién, la cual es parecida a la anterior,
sblo que utiliza particiones. Sea IIj el conjunto de todas las particiones de
[0,T) tales que, para todo intervalo v = (a,b) € II; se cumple que b—a > h,
seax €D

Con esta funcién enunciamos el siguiente teorema que nos sera 1til en el
ultimo capitulo, es una versién del teorema de Aldous que utiliza oscilacio-
nes.

Teorema 2.28 (Importante). Sean X,X1,Xo,... elementos aleatorios del
espacio D(R4, R), entonces X, = X es equivalente a que se cumplan las
stquientes 2 condiciones:

e convergen sus distribuciones finito dimensionales sobre algun denso T
o limy_olimsup,,_, . Flwss(Xn,t,h)] =0

En palabras, lo que estamos pidiendo en lugar de tension, es que cuando
la norma de las particiones se hace chica, el limite superior de la esperanza
de la oscilacion de los procesos X,, tienda a cero. Es decir, las trayectorias
que varian mucho en cachos chiquitos tendran una probabilidad que tiende
a cero. Pensar en el ejemplo donde no habia tensién nos ayudara a aceptar

esta afirmacion.?.

2Para la demostracién de esto remitase a Probability and its applications de Olav Ka-
llenberg.
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Capitulo 3

Procesos de Lévy

(Ver [1] y [7]) Un proceso de Lévy o(& : t > 0), es un proceso estocésti-
co definido en un espacio de probabilidad (w, S, P), con valores en R, que
cumple las siguientes caracteristicas:

e Tiene trayectorias en D.

e Tiene incrementos independientes y estacionarios, es decir, para to-
do s,t > 0, &4s — & es independiente de {&, : u < t} y tiene la misma
distribucion que &.

® & =0.

Los Procesos de Lévy son de gran utilidad pues tienen muchas propie-
dades que favorecen su estudio, sin que esto los haga una clase demasiado
pequena, por eso los Procesos de Lévy tienen aplicaciones muy diversas y
son de gran interés.

Sin lugar a dudas el proceso de Lévy maés conocido es el movimiento
Browniano, nosotros tenemos la ventaja de haber expuesto el teorema de
Donsker, pues pensar al movimiento Browniano como limite de caminatas
aleatorias nos ayudard a entender las propiedades de los Procesos de Lévy
de forma mas intuitiva.

Una propiedad muy importante de los Procesos de Lévy, es que tienen
la propiedad de Markov. Nosotros demostraremos que los Procesos de Lévy
cumplen la propiedad de Markov débil en el siguiente teorema.

Teorema 3.1. Si (X;)i>0 es un proceso de Lévy y h > 0, el proceso
(Xi4n — Xn)t>0 es Proceso de Lévy y

Yi=Xepn — Xn =Xy
La prueba es muy simple, es claro que

Yo=X, — X, =0.

61



62 CAPITULO 3. PROCESOS DE LEVY

Ademds como la suma de trayectorias Cadlag es Cadlag, tenemos la
primera propiedad de Procesos de Lévy. Por otro lado tiene incrementos
independientes porque X es Proceso de Lévy, asi que sélo falta ver que sea
estacionario, es decir que para

h,t >0, Yiys — Yy = Y; en distribucién .
Lo que es cierto puesto que
th—l—s Y= (Xt+s+h - Xh) - (XtJrh - Xh) )

pero como (X¢)i>0 es proceso de Lévy tenemos que los incrementos son
estacionarios, lo que significa que

Xigsth — Xpn = Xpys, Xogn — Xy = Xy

pero por definicién
Xips — Xe = Y5,

lo que termina la prueba.

Definicion 3.2. el tiempo de paro es una variable aleatoria no negativa T,
tal que

{Tgt}e%t.

Lo que nosotos vamos a utilizar en la ultima seccién es un resultado mas
fuerte, conocido como propiedad de Markov fuerte y que enunciamos en el
siguiente teorema.

Teorema 3.3. Si (Xt)¢>0 es un Proceso de Lévy y T es un tiempo de paro fi-
nito con respecto a la filtracion de (Xi)i>0, entonces el proceso
(Xt4+r — X7)e>0 es proceso de Lévy y

Y;f:Xt—&—T_XTiXt-

Esto se prueba primero para tiempos de paro discretos y luego apro-
ximando cualquier tiempo de paro por una sucesién de tiempos de paro
discretos. Los detalles se pueden consultar en cualquier libro de la biblio-
graffa.
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3.1 Medidas infinitamente divisibles

Decimos que una variable aleatoria real es infinitamente divisible si para toda
n, la podemos expresar como suma de n variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas.
Es decir, si £ es infinitamente divisible, para toda n, existe (z)!'; tal
que
n
€= Z zi, con (z;)i; independientes e idénticamente distribuidas .
1
Las variables aleatorias infinitamente divisibles tienen importancia y
aparecen en muchas aplicaciones.Para nosotros lo importante es el siguiente
teorema.

Teorema 3.4. Si (§)i>0 es un proceso de Lévy &, para toda t > 0 la ley de
& es infinitamente divisible. Ademds existe ¢v: R — C tal que

©e, (A) = E(exp(irét)) = exp(—ty (X)),

donde ¢¥: R — C es conocida como el exponente caracteristico del proceso

NOTA: el exponente caracteristico es un objeto muy importante, pués
caracteriza al proceso de Lévy.

Sea (&)t>0 un proceso de Lévy, la primera parte es muy simple, basta
utilizar la propiedad de incrementos independientes y estacionarios para
escribir

§ =8t — &t + 82t — &2t + -+ Eme

la igualdad es muy clara, pues es una suma telescopica. Luego podemos
agrupar,

gt:é%"‘(f%_f%)‘f‘“"f‘(f%f_5(71;71#)7

por la propiedad de incrementos independientes y estacionarios, las varia-
bles aleatorias dentro de cada paréntesis son independientes e idénticamente
distribuidas, asi que en distribucién

n
é.tzzzja
1

donde z; = &t — &G—1y-
n n
Antes de continuar con el teorema, recordaremos a través de un lema
algunas propiedades de la funcién caracteristica.
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Lema 3.5. SiY es una variable aleatoria infinitamente divisible su funcion
caracteristica py: R — C cumple que:

e para toda n € N existen (z;)], variables aleatorias independientes e
n.

identicamente distribuidas tales que py () = (@2, (N)";
e vy nunca se anula;
o cziste Y: R — C tal que log oy (A) = —(A).

Demostracion. La prueba es la siguiente, sea n € N y (zj)?zl las variables
aleatorias independientes idénticamente distribuidas tales que

py (A) = E(exp(iAY)) = E(exp(iA Y _ 7))
j=1

E(IT}_ exp(idz;)) ;
Como son identicamente distribuidas, basta tomar z = z1 para tener
I7_, E(exp(iAz;)) = E(exp(ilz1))" = (p=(A)".

Por otro lado notemos que el lema anterior nos asegura que la funciéon
caracteristica de Y nunca es cero, esto no lo probaremos rigurosamente, pero
la idea heuristica es la siguiente: Pensemos en procesos de Lévy, sea (&;)i>0
un proceso de Lévy, entonces

e (A) = we, (A"
para cualquier n. Supongamos que se anula, tendriamos
0= pe,(N) = p(€:)"

Lo que implicaria que la funcion caracteristica es cero para todo £:, para
todo proceso de Lévy, pero esto no es verdad, la contradiccién viene de
suponer que 0 = ¢g, (A).

Podemos asegurar que el logaritmo de la funcién caracteristica, log(¢(Y)),
estd bien definido y tiene una rama continua, pues no se anula. Esa rama
serd el exponente caracterfstico’,

Y = —log(py (M),

luego es claro que

ey (A) = exp(—9(A)) = exp(log(py (N))),

lo que termina la prueba del lema. ]

!Una prueba completa de estos dos tltimos hechos puede revisarse en [1]
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El lema anterior implica que el teorema se cumple para t = 1, es decir
que
Pe, (A) = E(exp(iAé1)) = exp(—¥(})),

sélo nos falta ver que se cumple para la infinidad no numerable de reales
positivos distintos de 1, lo hacemos de la siguiente forma:
Para cualquier natural n tenemos que

En=86+ (52— &)+ ...(§n—&n1),

y asi
Pe, (A) = (pg, (A)" = exp(—nep(N)) ,

por lo tanto en los naturales también se cumple. También podemos ver que
para todo natural k

E(exp Ai€1) = (E(exp Ai€1))* = exp(—4(N)),

de donde concluimos que

) 1
Blexp Xigy) = exp(—76()
De estos dos casos facilmente concluimos, combinando los métodos, que

se cumple para todo racional, es decir
, m
BlexpiXep) = exp(~Y(N)

Tenemos entonces el resultado para todos los racionales, para llegar a los
irracionales simplemente tomamos una sucesion decreciente de racionales
que converga a un irracional; por continuidad de las trayectorias por la
derecha, concluimos que tambien para los irracionales es valido este teorema,
lo que termina la prueba.

Maés adelante calcularemos los exponentes caracteristicos de los mas re-
levantes procesos de Lévy.

3.2 Martingalas

En un espacio de probabilidad (2,S, P), en el que se tiene una filtacién
(St)e>0, 8¢ C S, t > 0, se dice que el proceso estocastico (My)e>o definido
en (2,3, P) es una martingala si cumple

1. M, € Li(Q, 3, P), t >0,
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2. E(M;|Ss) = M siempre que s < t.

Sobre las martingalas tenemos los siguientes 3 importantes teoremas

Teorema 3.6 (Desigualdad maximal de Doob). Para todo t > 0 se cumple
que
E(sup{|M,|* : 0> s > t}) <4E(|M]?).

Teorema 3.7 (Teorema del paro opcional). Sea T' un tiempo de paro finito
casi sequramente, entonces:

1. el proceso My, 1) €s una martingala,

2. ademds si M es uniformemente integrable

E(Mr) = E(Mo) .

Teorema 3.8 (Convergencia de martingalas). Si M es uniformemente in-
tegrable, lim; oo My = My, existe casi sequramente y

M, = E(Mo|Sy) .

3.3 Ejemplos relevantes de procesos de Lévy y mar
tingalas asociadas

En esta seccion se daran algunos ejemplos importantes de procesos de Lévy.

3.3.1 Proceso Poisson

El proceso Poisson {N;}:>0 de intensidad ¢ > 0, es un proceso de Lévy
creciente, tal que N; se distribuye Poisson de pardmetro ct.

Construiremos dicho proceso de la siguiente manera: tomamos una su-
cesion de variables aleatorias 7, 72,... tales que

P(r; >s)=e .

Es decir, 7; se distribuye exponencial de parametro ¢, definimos S, =
Y1 Ti, sabemos que la suma de variables aleatorias exponenciales es una
variable aleatoria con distribucién Gamma, luego entonces, para s > 0

P(S, € ds) = s" le “ds.
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Proponemos
Ny =sup{n e N:S, <t}

veamos que en efecto es el proceso Poisson de intensidad c,
P(Ny=k)=P(sup{ne N : S, <t} =k)
= P(Sk <t, Sk_|_1 > t)

Lo k—1_—cs —c(t—s)
:/0 (k:—l)!s e “e ds

k

¢ —ct > k—ltk —ct k |
= (k—l)!e ; e (ct)®/(K!).

Esto prueba que P(N; = k) = e~ (ct)*/(k!), es decir N; se distribuye
Poisson con parametro ct.

Se sabe que el proceso Poisson tiene incrementos independientes e idénti-
camente distribuidos.

Calculemos el exponente caracteristico, tenemos que

©n; (A) = E(exp NilNy),

por definicién, luego

[e.e]
E(exp MiNy) = Z eMe=eck [k
k=0
también por definicién, ahora
o0 [ee]
Z eMemeck [kl = ¢ Z(ce”‘)k/kz! ,
k=0 k=0
simplemente agrupando, pero
e .
e ¢ Z(CeM)k/k' _ e—cec(el)\) 7
k=0

pues conocemos la expansién en serie de Taylor de la exponencial. Final-
mente tenemos que

e~ (e = exp(c(e? — 1)),

de donde en conclusién ‘
P(A) = ¢(1 — ).

Tenemos 3 martingalas de interés asociadas al proceso Poisson
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Teorema 3.9. Si Ny es proceso de Poisson, los siguientes 3 procesos son
martingalas:

1. Mt == Nt - Ct,
2. Mt2 — ct,
3. & = exp(—qNy + ct(1 — e~ 7)) donde g > 0.

Demostracion. 1. Usemos la propiedad de incrementos independientes de la
siguiente manera: Sea s < t, entonces

E[M; — M|Ss] = E[Ny — ¢t — Ns + ¢s|Ss] = B[Ny — Ng|Ss] — et — s),
pero por incrementos independientes tenemos que
E[Ny — Ng|Ss] — ¢(t — s) = E[Ny — Ng| — ¢t — s),
pero sabemos que V; tiene distribucién Poisson de parametro ck, entonces
E[N; — Ng] —c(t —s)=c(t—s)—c(t—s)=0,

por lo tanto M; es martingala.

2. Primero desarrollemos la martingala, en términos de M; y usemos
independencia de incrementos. Tenemos que (M; — M)? +2M;M, = M? +
M2, por lo que
E[M}? — ct — M? — ¢s|Qs) = E[M? — M2|S,] — ¢t — s)

= E[(M; — M,)? + 2M;M, + 2M?|3,] — c(t — s)
= B[(M; — M)?|] + 2E[My(M; — My)|Ss] — c(t — s) .
Analizemos por separado el segundo sumando:

OB[M,(M; — M,)|Ss] = 2M,E[M; — M,|S,],

por incrementos independientes, y porque Mg es s medible. Pero en el
inciso anterior probamos que

E[M; — M4|Ss] =0,

por lo tanto el segundo sumando es cero. Para mostrar que es martingala,
basta ver que el primer sumando es ¢(t — s), eso se muestra de la siguiente
manera: tenemos que

M? = (N; — ct)? = N} — 2¢tN; + %
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entonces

E[(M; — M,)?] = E[(N; — N)? — 2¢(t — ) (Ny — Ny) + 2(t — s)?]
= E[(N; — Ny)?] — 2¢(t — s)E[Ny — Ny| + A(t — 5)?2,

pero
E[N? — N2 = var(Ni—s) + BE(Ny—s)? = ¢t — s) + *(t — 5)*,

y claramente
2¢(t — s)E[Ny — N, = 2¢2(t — 5)?.

Sustituyendo estas dos ecuaciones tenemos que en efecto
B[(M; — My)*] = et — 5),
lo que nos asegura que
E[M}? —ct — M? — ¢s|S,) = 0.

Lo que prueba que M7 — ct es martingala.
3. Sea s < t, tenemos las siguientes igualdades

E[&]|Ss] = Elexp(—gqN; + ct(1 — e79))|Ss],
por definicion, luego
Elexp(—qNi+ct(1—e™?))|Ss] = Elexp(—q(Ni—Ns+Ns)+c(t—s+s)(1—e™1))|Ss]

simplemente sumando ceros, pero esto lo podemos agrupar para aprovechar
los incrementos independientes

Elexp(—q(Ny — N5+ Ng) +c(t — s+ s)(1 — e 9))|Ss]

= Elexp(—q(N¢ — Ng) +c(t — s)(1 —e 7)) exp(—q(Ns) + ¢(s)(1 — 7)) [Ss] ;

como exp(—q(Ns)+c(s)(1—e~?)) es Is—medible tenemos la siguiente igual-
dad

Elexp(—q(Nt = Ny) + ¢t — 5)(1 — %)) exp(=g(Ns) + e(s)(1 — e7))[3y]

= exp(—q(Ns) + ¢(s)(1 — e7%)) Elexp(=q(N; — Ns) + c(t — s)(1 —e7))[Ss].-
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Fijémonos en lo que qued6 dentro de la esperanza. Por independencia
de incrementos podemos quitar la sigma algebra con la que estamos condi-
cionando, mientras que por estacionalidad de incrementos podemos calcular
explicitamente esta esperanza

Elexp(—q(N¢ — Ns) +c(t — s)(1 — e 7)) |Ss]

= Elexp(—q(Ne — Ns) +c(t — s)(1 —e™))] =

%) clt —s keic(tis)
— Zexp(—qk + C(t — S)(l — e_Q)( (t )]i‘

k=0

e (et — s))k
=exp(c(t —s)(1—e 9 —1) Z q((li!))

k=

Il
— o

—c(t—sg)e—1 —s)e— 1
—e c(t—s)e ec(t s)e —¢0

de donde si substituimos obtenemos que

= exp(—q(Ns) + c(s)(1 — e79))E[exp(—q(Ny — Ng) + c(t — s)(1 — e79))|3s]
=exp(—q(Ns) +c(s) (1 —e™9)) =&5.
O

3.3.2 Movimiento Browniano

Un movimiento Browniano (By);>¢ es un proceso de Lévy continuo casi
seguramente, tal que
B, ~ N(0,t).

Es decir, para todo tiempo t, la variable B; tiene una distribuciéon normal
de esperanza 0 y varianza t, tiene incrementos independientes y estacionarios
V €S Cero en cero.

El movimiento Browniano es uno de los objetos matematicos mas ttiles
en la préctica, el teorema de Donsker nos asegura que e muchos fenémenos
se pueden simular con un movimiento Browniano. En finanzas el movimiento
Browniano y sus procesos asociados modelan el comportamiento de tantas
cosas que no se puede concebir la matematica financiera sin movimiento
Browniano. Ademés este proceso tiene muchas interesantes propiedades que
enunciaremos en esta subseccion, las cuales lo hacen, en muchos casos, una
rica fuente de respuestas.
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Calculemos su exponente caracteristico, nos fijamos en B; y tenemos
que:
v, (A\) = E(exp X\iBy),

como Bj se distribuye normal (0, 1)

o0 1 o2

E(exp \iB;) = AT
(exp AiBy) /_Oo o

Como conocemos la funcién compleja e’z = cosz + isen x tenemos que

22

© ae 1 J > \ 1 x2d > N 1 :c2d
e e 2dx = COS AL e 2dr+1 sen Ax e 2dx.
/oo V2T /oo V2T /oo V2

22

Recordemos que sen(Aze 2 ) es una funcién impar, lo que implica que

o0 1 2
) sen \x e z2dx=0,
/_oo V2rm

por lo que sélo debemos fijarnos en el primer sumando, es decir

e 1 «2
A = COS AT e 2dx,
en0) = [ conda——

como E(|Bj]) < oo sabemos que la funcién caracteristica tiene primera
derivada y es continua, entonces podemos derivar de ambos lados la ecua-
cién anterior, ademas por convergencia dominada podemos derivar abajo del
signo de integral, entonces

o0 1 22
n(A) = —x sen Ax e 2dx.
W= [ =

2
i’ ’ . .7
Ahora tomamos v = sen(Az), u = xe 2 y usamos la férmula de integracién

por partes
udv = uv—/vdu,

ademads de argumentos de funciones impares para obtener

& 1 22
n (A) = —Acos Az e zdx,
5 /oo Vor

o lo que es equivalente
0, (A) = =B, (A),
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de donde obtenemos la bien conocida ecuacion diferencial

A
¥B; ()‘) 7
que implica
)\2
o, () = 1] = 7+,

lo que nos lleva, aplicando exponencial de ambos lados a

2
o 22

SDBl()\) =e e 2,

tomamos ¢ para que g, (0) =1 y concluimos

_A2
¥B: N =ez.
. . . 2
En consecuencia el exponente caracteristico es ¢ (\) = ’\7

Enunciaremos algunos procesos de interés asociados al movimiento Brow-
niano.

1. Para cualquier z € R el proceso X} = x 4+ B; es conocido como el
movimiento Browniano empezado en x, su distribucion es claramente
normal (z,t), es decir

i 1 vy
P(X} € A] = th/Ae (y—o)°/2t

2. Proceso
X(t) = B(t) + pt.

Es conocido como movimiento Browniano con deriva p. Una manera
alterna de definirlo es decir que un movimiento Browniano con deriva
es un proceso estocastico que cumple las siguientes propiedades:

e X(0)=0,

e {X(t):t> 0} tiene incrementos independientes y estacionarios,

e X(t) se distribuye Normal (ut,t);

y tambien se puede ver como limite débil de caminatas aleatorias sim-
ples.
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3. Si B},B?,... ,Bf, son d copias independientes del movimiento Brow-
niano, definimos
X{' = (B}, B}..Bf),

un movimiento Browniano d dimensional. Este proceso resulta intere-
sante entre otras cosas por sus propiedades de recurrencia o transitivi-
dad para algunos valores de d, también es interesante preguntarse por
la probabilidad de que alcance alguna barrera en vez de otra.

Ahora veremos algunos procesos asociados al movimiento Browniano.

1. El proceso (t, X{) es conocido como el proceso de la ecuacién de calor
en Rt x R

2. Algunas veces nos interesa conocer los valores maximos del movimiento
Browniano en R, entonces definimos

St = sup{Bs : 0 < s <t}.

Cabe destacar que el supremo sobre todos los posibles valores de s, es
el mismo que el supremo sobre todos los racionales, por continuidad
del movimiento Browniano.

3. El inverso del movimiento Browniano consiste en aplicar la funcién
inversa generalizada

B! =inf{s: B, > t},
este proceso es creciente y Cadlag.

4. Definimos el proceso de tiempo de ocupacion un Boreliano A, como

t
Ot:/ IA(BS)dS.
0

Este proceso tiene sentido pues, por continuidad del movimiento Brow-
niano, la funcién

(s,w) = La(Bs(w)) ,
es medible en (2 x R1) con sigma dlgebra productoB(R) ® S.

5. Definimos el Browniano Geométrico como

Y(t) =ePr.
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Conocer la esperanza y la varianza del Browniano Georetrico es co-
sa facil dado que conocemos la funcion generadora de momentos del
movimiento Browniano, es decir como

E[e*) =e2 |

claramente

ElY(t)] = Ele™] = e2,

mientras que

Var(Y (1)) = E(Y(1)%) — B(Y (1)) = E[e*Bt] — E[eBr]2 = &2 — ¢t

Ahora expondremos algunas martingalas de interés asociadas al movi-
miento Browniano.

1. Sin duda la martingala mas importante asociada al movimiento Brow-
niano, es el mismo movimiento Browniano. Probemos que en efecto es
martingala. Sea t > s

E[By|Ss] = E[By — Bs + Bs[Ss] = E[By — Bs|S] + [Bs[S]
por linealidad, analizemos el primer sumando por separado

E[B; — Bs|Ss]| = E[By — Bs] = E[B] — E[Bs] =0—-0=0
donde la primera igualdad es por incrementos independientes, la se-

gunda por linealidad y la tercera por construccién del Browniano. En-
tonces tenemos que

E[Btygs] = E[Bs‘gs] ,

sin embargo como B; es $s—medible, tenemos que

de donde
E[B,|Ss] = Bs,

y por lo tanto B; es una martingala.
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2. La siguiente martingala es caso particular de una familia de martinga-
las de gran importancia en el cdlculo estocastico, que son las martinga-
las al cuadrado menos su variaciéon cuadratica, la variaciéon cuadratica
de B; es t, por lo que

X; =B} -t

es martingala.

Probemos este hecho,
E[X¢|Ss] = E[B}[Ss] — ¢,

por linealidad de la esperanza, entonces sélo nos fijaremos en el primer
sumando provisionalmente

E[B}|S] = E[(B: — Bs) + B))*|S4]
desarrollando el cuadrado tenemos
E[((Bt - BS) + BS)Q‘QS] - E[(Bt - BS>2 + Q(Bt - BS>(BS) + BE‘QS]
= E[(Bt - BS)2|%3] + E[Q(Bt - BS)(B8)|%S]
+ E[BZS],

donde la ultima igualdad es por linealidad. Analizemos cada sumando
por separado,

E[(B: — Bs)*|Ss] = E[(B; — Bs)?],

por incrementos independientes, pero por incrementos idénticamente
distribuidos sabemos que B; — By se distribuye Normal (0,¢ — s), por
tener esperanza cero, sabemos que

Var[B; — Bs] = E[(B; — B,)?| =t — 5.
El segundo sumando
E[2(B; — Bs)(Bs)|Ss] = 2E[(B; — Bs)[Ss] E[(Bs)[Ss]
por incrementos independientes, ademas
E[(Bs)|Ss] = Bs < o0 c.s.,

donde la igualdad es por ser Bs medible y la desigualdad por que By
se distribuye normal. Mientras que

E[(B: - B.)[S.] = E|(B, - B,) = E[Bi] + E[B,] =0,
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de donde
E[2(B; — Bs)(Bs)|Ss] =0.

Por 1ltimo el tercer sumando se analiza en un renglén, por ser By -
medible
210 1 2
E[B:|Ss] = B .

Uniendo todo esto tenemos que:
21 1 2
E[B;|Ss]| = B: +t—s,

por lo tanto
EXySs|=B2+t—s—t=X;.

Lo que nos permite concluir que X; es martingala.

3. La martingala exponencial asociada al Browniano, se define como

Enunciaremos algunas propiedades del movimiento Browniano.

e Homogenidad.

Para todo s > 0 el proceso estocéstico Y; = Byys — Bs es movimiento
Browniano.

Demostracion. Claramente Y; = 0 pues Yy = By — By = 0, tiene in-
crementos independientes pues Y; — Y, = By — Bs — (Bgts — Bs) =
Bits — (Bg+s que es un incremento de B y como By es movimiento
Browniano es independiente de cualquier otro incremento ajeno. La
continuidad casi segura se hereda trivialmente. Se distribuye Normal
por que el movimiento Browniano tiene incrementos estacionarios y
Y: = Bi1s — Bs es un incremento de longitud ¢. Por tltimo tiene in-
crementos estacionarios, pues Y; — Y, = Byys — Bs — (Bgys — Bs) =
Biys — Bgys, ¢ <t es un incremento de longitud ¢ — ¢, que por esta-
cionariedad de By se distribuye Normal (0,¢ — ¢). Lo que termina la
prueba. O

e Simetria.

El proceso —B; es movimiento Browniano.
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Demostracion. La prueba se deriva trivialmente de la simetria de la
distribucion Normal. ]

e Escalamiento.

Para todo ¢ > 0 el proceso Y; = ¢B 1 es movimiento Browniano.
C

Demostracion. La unica propiedad que requiere prueba es que Y; se
distribuye Normal(0,t), es claro que Y; se distribuye Normal, pero
veamos que en efecto los parametros son los que queremos;

B(Y,) = E(cB.) =cE(B,) =0,
donde la dltima igualdad se da porque B 1~ N(0, C%)

Var(Y;) = E(cBQ%) = EB(B%) =t,

2

donde de nuevo la tltima igualdad es porque B+ ~ N (0, 5). O

C

e Tiempo invertido.

El proceso X; definido como Xy = 0, Xy = sB1 es un movimiento
S
Browniano.

Demostracion. Para ver que Xg — 0 cuando s — 0 se requieren he-
rramientas mas avanzadas, por lo que no lo probaremos, sin embargo
con técnicas similares a las que usamos para el escalonamiento mos-
traremos que tiene distribucion Normal(0,t). Es claro que E(Xg) = 0,
ademas
Var(X,) = B(X]) = s’E(B1) = s.
s

Esto prueba que en efecto de distribuye Normal(0, s). O

e Recurrencia y transitoriedad del movimiento Browniano.

El movimiento Browniano 1—dimensional cumple que todos sus puntos
son recurrentes.

En dos dimensiones el cero es recurente por vecindades, es decir, pa-
ra cualquier vecindad del cero el movimiento Browniano visitara una
infinidad de veces esa vecindad con probabilidad 1.
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Para n > 3, el movimiento Browniano n—dimensonal tiene todos sus
puntos transitorios.

La prueba de esto requiere conceptos mas profundos de Martingalas,
por lo que no se desarrollara en el presente trabajo.

3.3.3 Proceso Poisson compuesto

Sea &£1,&2,... una sucesion de variables aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidas, con distribucién v, en R — {0}. Sea N; un proceso
Poisson de parametro ¢, independiente de &;, para todo i, el proceso

N
> &
1

es el proceso Poisson compuesto.
Su exponente caracteristico se deduce a continuacién,

N
ex(\)=FE <exp ) Z fl->
i=1

por definicion, pero

N, 00 n
E (expz)\ztfz> =F <Z INt:n eXpZ/\ZgZ> )
i=1 n=0 i=1

pues > In,—p = (2, ademds es una particién disjunta, entonces

F (i INt:n exp A zn: €z> = i FE (exp A zn: 52) P(Nt = n)
k=0 =1 n=0 =1

esto se debe a que N, es independiente de &;, para todo i. Pero por ser N;
proceso Poisson y la suma en el coeficiente de una exponencial, es igual a la
multiplicacién de exponenciales con los sumandos como exponentes por lo
que esto ultimo es igual a

> T E (expiré;) P(N; = n)
n=0

D I E (expidg) P(Ny =n) = > T E (expid;) e °c"/nl.

n=0 n=0



3.3. EJEMPLOS RELEVANTES DE PROCESOS DE LEVY Y MARTINGALAS ASOCIADAST9

Pero por definicién E(expi)&;) es la funcién caracteristica de &;, pero co-
mo las variables aleatorias £ son idénticamente distribuidas, tienen la misma
funcién caracteristica, que llamaremos p¢(\), es decir

e(A) = E(expi)g;) para toda i,

entonces si & = &
ZH? 1E(expiA&)e Cc" /nl = Zcpg e In!
n=0
que se convierte, por simple agrupacién
oo
| Stexverin]
n=0

pero como conocemos el desarrollo de Taylor de la funcién exponencial te-
nemos que

C{Z pe(M)e)"/nl} = e"“explpe(Me = exp(—c(l = ve(N)))

de donde,
ox(A) = exp {—c(1 —pe(N)},
entonces

PA) = —clpe(N) +1).

Pero tenemos que —g¢(A) +1 = —E(expill) + 1 = —E(expiAé + 1) =
[ exp(idz) 4+ 1v(dx) donde ~(dx) es la distribucién de & y c el parametro
del poroceso Poisson.

PY(A) = C/R (1 - ei<)"m>) ~v(dz) .

Notemos que el todo proceso Poisson es caracterizado por (c,y(dz)), lo que
nos da una biyeccion entre las medidas finitas y los procesos de Poisson
compuestos.
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3.4 Formula de Lévy-Khinchine

Hemos visto que los procesos de Lévy tienen un exponente carcteristico, lo
que veremos a continuacion es que este exponente caracteristico no puede ser
de cualquier forma, tiene una forma definida que se explica en el siguiente

teorema?.

Teorema 3.10 (Formula de Lévy-Khinchin). El exponente caracteristico
¥: R — C de cualquier proceso de Lévy se puede escribir como

1 .
V(N) = —ia) + §Q2>\2 + / (1 — €™ + igA ] <)(dz)
R—{0}

dondea € R, Q > 0 yII es una medida sobre R—{0} tal que fR—{O} min(1, z?%)
II(dx) < oo.

Inversamente, dada a € R, Q > 0 y I una medida sobre R — {0} tal que
f]R—{O} min(1, 2?)II(dx) < oo, para A € R definimos

1 )
PY(X) = —iaX + §Q2>\2 + / (1— e+ 1w Al <1 11(dx)) .
R—{0}

Eziste una unica medida de probabilidad P en ) bajo la cual el proceso
candnico € es un proceso de Lévy con exponente caracteristico (\).

El coeficiente a es conocido como coeficiente lineal, ) es el coeficiente
Gaussiano y II es la medida de Lévy del proceso. El vector (a, @,II) carac-
teriza la ley del proceso.

Otra manera de escribir la formula es

P(N) = —ia\+ ;Q2A2+/

(1—e™*MII(dx) + / (1— e 4izAl(dx)) .
|z[>1

|z|>1

Es muy simple pasar de una a otra representacion, basta observar la
indicadora. Esta manera de escribirla nos conviene pues hace mas claro que
cualquier proceso de Lévy se puede ver como la suma de un término lineal, @
veces un proceso de Winer, un proceso Poisson Compuesto y una martingala
M, es decir:

§=ct+ QB+ Y, + My;

donde cada proceso es independiente de los demas. Un pequeno corolario de
esto es que, como los saltos del proceso estan en los tltimos 2 términos de la
férmula de Lévy-Khinchin, la tinica familia de procesos de Lévy continuos

2La demostracién se puede consultar en el libro Procesos de Lévy de Bertoi.
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es la del movimientos Browniano multiplicados por una constante mas un
término de deriva.

ct + QBt

Ya calculamos los exponentes caracteristicos de algunos procesos, enton-
ces podemos dar explicitamente la tripleta de su formula de Lévy-Khinchine.

Para el movimiento Browniano tenemos que 9(\) = %)\2 por lo tanto la
tripleta es

(a=0,Q =1,I1=0).

Para el proceso Poisson tenemos que ¥()\) = ¢(1 — ) por lo tanto la
tripleta es
(a=0,Q =1,IT = ciy)

donde d7yy) es la medida de Dirac con masa el el punto 1.
Para el Proceso Poisson compuesto tenemos que 1(\) = [ (1—e™*)v(dz)
por lo tanto la tripleta es

(a=0,Q =111 =~(dz)).

Por tltimo defininimos los procesos de Lévy en R, como un proceso en R¢
que cumple las 3 propiedades que le pedimos a un proceso de Lévy en R.
Definimos la funcién caracteristica como

ox(A\) = E(expi < A\, X >),

y los procesos infinitamente divisibles en R? tienen exponente caracterictico
1) definido como

ox(\) = Eexpi < A\, X >) = exp(—t1p(N)).

Estos objetos nos serviran en el siguiente capitulo.
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Capitulo 4

Convergencia en el espacio
de Skorohod para procesos
de Lévy

En este capitulo, concluimos la tesis probando un teorema que nos habla de
convergencia, en el espacio de Skorohod, para procesos de Lévy. Para probar
dicho teorema es indispensable usar el concepto de tensién, en particular el
teorema de Prohorov, por lo que este capitulo junta los tres anteriores para
darnos un bonito resultado de procesos de Lévy. Para tener convergencia
de una sucesién {X™} de procesos de Lévy a otro proceso de Lévy en el
espacio de Skorohod veremos que basta la convergencia débil de las variables
aleatorias Xj' a X; para un tiempo fijo ¢, lo cual es un resultado sorprendente
y util.

Vamos a introducir algo de notacién. Como ya lo hemos usado, si {Y}, }n>0
y Y son variables aleatorias que convergen débilmente escribiremos Y,, —
Y. Por otro lado si {X,}n>0 y X son procesos estocdsticos que convergen
débilmente en el espacio de Skorohod escribiremos X,, = X.

El teorema que queremos probar es el siguiente.

Teorema 4.1. Si X™ y X son procesos de Lévy, definidos en (w,S, P),
tales que X' — X1, entonces se tiene la convergencia débil en el espacio de
Skorohod

X"= X

Este resultado es muy importante.
ver [9]

83
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Lo que debemos probar es convergencia finito dimensional y tensién para
demostrar el teorema 1. Ahora probaremos un lema que nos sera 1til, pero

primero recordemos la desigualdad de Holder: Si existen reales p y q mayores

que uno, tales que p~! + ¢! = 1, funciénes f; € L,y f2 € L, entonces

fife € Ly y E(fif2) < | fillpll f2llg-

Usando este teorema y el proncipio de inducciéon podemos generalizar la
desigualdad en el siguiente sentido: si fi, fa...fn € Ly,

1 L L
E(f1, forfr) < (E() 2 )(EfS) 7). (E(fR))
Ahora si estamos en condiciones de entender el lema

Lema 4.2. si & ...&, - > 0 son variables aleatorias, y S, = > 1 &, se
cumple que

Ele™"] < e + supp<n P{& < ¢}, c>0.

Esto es facil de ver usando primero la desigualdad de Holder generalizada
para tener

Ble~*] = E[le™%] < TIf (Ble™"%])
y luego aplicanmos la desigualded de Chebyshev y separamos el caso de que
que & sea mayor y que sea menor que ¢, para tener

I (Ele™¥])n < e + supgpen P{& < ¢},

de donde en efecto se cumple lo que queriamos.
Pensaremos que d es acotada, si no lo fuera se puede tomar la metrica
equivalente d(z,y) = min(d' (z,y), 1).

Teorema 4.3 (Teorema de Aldous). Para X', X2,..., X", ... elementos
aleatorios de D(R*,R), las afirmaciones 1,2 y 3 son equivalentes e implican

4.

1. Para toda sucesion (Tp)i>n de X™-tiempos de paro opcionales y acota-
dos y toda sucesion real h,, tal que (hy, — 0)se cumple que

d(X7, X7 1) —0sin— oo
en probabilidad.

2. limgso imsup,, . sup,<; suppeo 5) E(A(XT, X' ;) = 0 donde el pri-
mer supremo se toma sobre los X" -tiempos de paro opcionales que son
menores que t.
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3. limy_o limsup,,_, o, sup, , E(d(X7, X7')) = 0 donde el supremo se to-
ma sobre los tiempos de paro o, T tales que o, 7 <t yo <717 <0o+T.

4. limp_glimsup,,, o E(min(wss(X™,t,h),1)) =0, t > 0.

Demostracion. 1) = 2) por el Teorema de Convergencia dominada en pro-
babilidad.

2) = 1) de manera trivial.

Es obvio que 3) = 2).

2) = 3) Se muestra notando que si suponemos 0 < 7 — o < 9§, esto
implica que 7 < ¢ 4 §, de donde

c<1T<T74+d<0+20,

o dicho de otro modo
[7,7 + 8] C [oo+ 20].

Esta contencién resultarda muy importante en esta prueba, tambien nos
serd util la contencién

[0, 74 0] C [o0o+24].
Por la desigualdad del tridngulo
A(XE,X7) < d(X7, X0y) + d(X2,X0)

integrando de ambos lados de cero a delta, con respecto a h, tenemos que
é
(X X7) < [ (XX ) + AR X)),
0

sin embargo, con la contenciéon de conjuntos que mostramos y el hecho de
que estamos integrando algo no negativo, tenemos que

1) 20
/duarmw</du&:mﬁ,
0 0

una forma de hacer intuitiva esta desigualdad es escribir

T ) 20
d(X7, X7 dh = / d(X", X ) dht / (X, X7 dht | d(XT, X7, ) dh,
0 0 T+

26

0

entonces

1 20
(X X7) < [ X2+ [ X)),
0 0
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Sacando esperanza y usando Fubbini tenemos

26

SEId(X2, X2) / Bl(X7. X2 )dh + [ 00 X)),

Pero podemos acotar superiormente a el lado izquierdo de la igualdad
anterior tomando supremos de la siguiente forma

5 2 Eld(Xr, X7, dh + [ ’ Bl X2 )l
< [y suppepo,) EIA(XT, X2 )ldh + [5° suppepo 20 Bld(Xo, X7y 4,))]dR
= dsuppep,g) Eld(XT, X7, p,)]dh + 26 supp,e(o,25) E[d(X7 X¢:L+h))]dh

Lo que, cancelando las §, implica que

E(Xg,X7) < sup Eld(X7,X7)|dh+2 sup E[d(X7,X7.,))]dh,
he(0,6] he[0,26]

Por 1ltimo notemos que

sup E[d(X!, X ,)]dh < sup E[d(X}, X7 ,)ldh
he(0,d] hel0,24]

Pero esto nos permite concluir que

sup E(d(X X7 )S3supr subpeo.25) EIAXZ XL, )]

o,T

De lo anterior podemos concluir la implicacién deseada, pues aplicando
limite cuando ¢ tiende a cero y fijAndonos en el limite superior, por hipdtesis
el lado derecho tiende a cero.

3) = 4).! Definimos los siguientes tiempos de paro:

oy = inf{s > o} : d(Xg‘Z,XQ) > €}

con o) = 0. Es decir, esta familia de tiempos de paro crea una particién de
[0,t] tal que en cada segmento, ningin punto dista del primero més que e,
esto implica que ninguna pareja de puntos dista mas de 2e. Podemos asegurar
la siguiente desigualdad (suponiendo que d es menor que 1 o tomando d'),

m
wss(Xm t, h) <2+ Z I{ag+lfag<h,ag<t} + I{U;’;L<t} ;
1

* (ver[6])
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donde m es la cantidad de tiempos de paro sigma. La desigualdad es facil de

probar, si la particiéon generada por los tiempos de paro sigma es permitida,

es decir oy, — o} < h, entonces por construccién de la familia sigma, la

oscilacion es menor a 2¢, en el caso de que la particiéon no sea permitida, es

decir que los tiempos de paro esten muy cerca, al menos una indicadora vale

uno, y como la métrica estd acotada por uno, la desigualdad se cumple.
Aplicando esperanza de ambos lados tenemos que

m
Elwss(Xn,t,h)] < 2¢+ Y P{op, — of < h,of <t} +P{o}, <t},
1
pero notemos que la mayoria de los términos de la suma en la ecuacion
anterior se anulan cuando h tienda a cero. Esto es algo intuivo, pues cuando
la h es muy pequena se ocurre dificil que los tiempos de paro esten mas cerca
que h.
La manera formal de probar esto es ver que

1
P{oy, — oy < h,op <t} < —sup E[d(X,, X;)];
€

donde el supremo es con los tiempos de paro menores que t + h tales que
o < T < o+ h.[6] Esto implica que cuando h tiende a cero y n a infinito

P{op,  —op <h,o <t} —0.

Lo anterior implica, tomando limites de ambos lados que

limp—olimsup Elwss(Xp,t, h)] < 2¢ + limsup P{o,, < t},

n—oo n—oo
Por otro lado tenemos, usando el Lema 4.3 que

n

P{o" <t} <e'Ele ] :0"] < e'{e ™ + e sup E[d(X,, X,)]};

ml =

donde el supremo es con los tiempos de paro menores que t + ¢ tales que
0 < T < o+ c. Entonces, por la afirmacién 3 que tenemos como hipétesis

limsup P{o,, <t} — 0.
n—oo
de donde finalmente concluimos que
lim lim sup Elwss(Xp,t, h)] < 2e,
h—0 n—oo

lo que, por ser € arbitrario, termina la prueba. ]
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4.1 Convergencia finito dimensional

Para probar la convergencia finito dimensional usaremos el hecho de que
la convergencia de funcidénes caracteristicas es necesaria y suficiente para
asegurar la convergencia débil.

Por hipétesis tenemos que

X1" — X en distribucion,
por lo que
Lzmn—wo@X{L ()‘) =¥x; ()‘)7

pero por ser procesos de Lévy, sabemos que

pxp(A) = Elexp(iAXT)) = exp(19" (X))

px:(A) = E(exp(irX1)) = exp(19(N));

donde 1(\) es el exponente caracteristico.
Entonces tenemos que

Limy—cexp(—y™(N)) = exp(—1(N))

La prueba anterior sirve para todo t, es decir, prueba la convergencia uni-
dimensional. No probaremos la convergencia finito dimensional en general,
vamos a probarlo para un vector de tiempos (t1,t2),t1 < to, para probarlo
en general se usa la misma técnica.

Usaremos 2 argumentos, que son validos para todo proceso de Lévy

{Xit}>o
e Se da la igualdad en leyX;, — X;, = Xy,—¢,
o X, — X, es independiente de Xy,

Entonces notemos que para A = (A1, A2)

E(exp(i < M\ (X3, X, — X[1) >)) = E(exp(iM X —ida( X3t — X11))) =
(X E((iaXp — X5) = E(iM X2 (10Xl )
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Donde la pentltima igualdad es por el argumento uno y la dltima por el 2.
Por el capitulo de procesos de Lévy sabemos que

E((iMX5)E((ixXG, ) = exp(—t1yp" (A1) exp(—(t2 — t1)1P"(A2))
Y por la convergencia unidimencional que probamos se tiene que
exp(—t19" (A1) exp(—(t2—t1)y" (A2)) — exp(—t1y(A1))exp(—(ta—t1)1(A2))

Pero

exp(—t19(A1))erp(—(t2 — t1)Y(A2)) = E(iM Xy, ) E(iAa Xyt

Ahora usamos que

E(Z.AQXh*tl) = E(i)‘Q(th - th))
Yy que
E(i)‘lth)E(i)‘Q(th - th)) = E(e:npi < )\7 (XtuXtQ - Xt1) >)
para determinar que

exp(_tlw()‘l))el’p(_(t? - t1)¢(A2)) = E(ea:pi < )" (Xt17Xt2 - Xt1) >)
entonces
E(expi < A\, (X{}, X1} 1) >) — E(expi < A\, (Xgy, Xy — Xyy) >).

De donde concluimos la siguiente convergencia debil

(xp

t19

XtZ - Xt1) = (Xtuth - th)

Esto no es extactamente la convergencia bidimensional que buscabamos,
para ello basta argumentar que la ecuacién anterior y el hecho de que la
funcién f : 2 — R2, f(x,y) = (z,2 + y) es continua y el teorema 1.39
implican que

(Xi1, X3,) = (X1, Xo,)

Lo que nos asegura la convergencia bidimensional que buscabamos.
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4.2 Tension

Estamos en condiciones de probar que si X™ y X son procesos de Lévy tales
que Lim, .o X]" = X1, entonces se cumple que

d(X7, X ., ) — 0 en probabilidad.

y por el teorema de Aldous esto implica tension, por lo que
X™ = X. en el sentido de la convergencia débil.

Recordemos que X™ cumple la propiedad fuerte de Markov, por ser pro-
ceso de Lévy, entonces para cualquier sucesion de tiempos de paro 7, y
sucesion de constantes h, — 0, se cumple que si X}’ — 0 en distribucion,

n o vyn :
entonces X7 ., — XD — 0, es decir

X7 — 0 en distribucién entonces X — X" — 0 en distribucién
hn Tn+hn Tn ’

pero ademés sabemos que convergencia en distribucién a una constante im-
plica convergencia en probabilidad a dicha constante, es decir

XTL

_ n 3 3 1A n _ n
o n, — X7, — 0 en distribucién entonces X ,, — X7 — 0 en

probabilidad.

Sabemos que convergencia en probabilidad a una constante implica con-
vergencia en probabilidad del valor absoluto, es decir

XTL

n 113 n n
7 n, — X5 — 0 en probabilidad entonces | X" ., — X7 |—0en

probabilidad.

La convergencia del valor absoluto nos asegura la convergencia de la distan-
cia, que es la hipétesis del teorema de Aldus. En resumen

Xj — 0 en distribucién entonces [ X7 |, — X7 [ — 0 en probabilidad.

Entonces bastard probar que X}’ — 0 en distribucién para terminar la
prueba del teorema.

Para ver esto, recordemos que la convergencia de las funcidénes carac-
teristicas implica la convergencia en distribucién, y que la funcién carac-
teristica del cero es uno, por lo que queremos mostrar que

pxp (A) = Eleap(iAXy, ) = exp(=hny™(A)) — 1,

pero nosotros sabemos que
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Pr(A) = p(N)) < o0,

pues X' — X;. Ademas, por continuidad de la funcién exponencial tenemos
que

limap—soexp(—hp™(N) = exp(—limy, oohn¥"(N)) =¥ =1

lo que termina la prueba.

4.3 Aplicaciones

Finalmente veamos como se aplica el teorema 4.1.

Corolario 4.4. Si &, y & son procesos de Lévy con exponentes caracteristicos
©n Y @ respectivamente y p, — @ entonces &, = £

La prueba es trivial, si convergen los exponentes caracteristicos, tenemos
convergencia débil para t = 1 y por el teorama de este capitulo tenemos
convergencia de los procesos. Esto nos permite dar condiciones suficientes
para que una sucesién de procesos converja a los procesos mas importantes
que hemos estudiado.

1. Movimiento Browniano. Una sucesién de procesos de Lévy X,, tales
que X, = QnB: + cpt, donde @, y ¢, son constantes, converge a un
movimiento browniano si (),, — 1y ¢, — 0. La prueba es muy simple;
calculemos el exponente caracteristico de X,

E(ei(cn—f—QBl))\) _ E(eiQBl,\eian) _ eianE(eiQBlA) _ eiane%QQ)\Q’
de donde
on(A) =icp A + %QQ)\Q

de donde X,, — By siy sdlosi @, — 1y ¢, — 0.

2. Proceso Poisson. Una sucesién de procesos Poisson de intensidad c,
converge a un proceso Poisson de intensidad ¢, si sélo si ¢, — c. La
prueba es trivial.

3. Proceso Poisson compuesto. Para que una sucesién de procesos Poisson
compuestos IV;, converja a un proceso Poisson compuesto es suficiente
que las funciénes de intensidad v, converjan débilmente a v.
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Ahora veamos 2 casos més interesantes.

e Sea B; el movimiento Browniano. Sea X™ un proceso de Poisson de
pardmetro A, = n. Sea {x"},>0 una sucesién de procesos de Lévy
tales que x| = ﬁ(Xn —n), entonces

x" =B

Demostracion. Por ser procesos de Lévy y por el teorema de esta sec-
cién basta probar que x| — Bj, lo que es equivalente a probar que la

distribucién limite de x} = ﬁ(Xn —n) es N(0,1).

Para ver esto calcularemos la funcién caracteristica de x7.
E(ei)\x?) — E(ew\(ﬁ(){n—”))) — efi)\\/ﬁE(ei)‘(ﬁ(Xn)))_

iA(—L
Pero E(eZ)‘(\/ﬁ(X"))) se parece a la funcién caracteristica de X, que es

1

n(e V7 —1)

(ei)\(ﬁ(Xn))) —e :

una Poisson, asi que la podemos calcular, F

de donde

—iu

E(BD‘X?) _ e—i)\\/ﬁ(en(e vn —1))_

—iu
Ahora usemos la descomposicién en serie de Taylor de e v»

77\;E 1 LU u? i3
evn =14 & v +.=

I+~ m

donde h es un error que se mantiene acotado. Substituyendo esto te-
nemos que

—iu
E(ei)\x?) _ e—iA\/ﬁ(en(e vn —1)) _
3 2 u,mn
p—idy/m (L e — 50— RO )

lo cual se simplifica en
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de donde claramente

w2

Limp oo E(e™) = e~ 7

que es la funcién caracteristica de una Normal(0,1), con lo que, en
efecto, x7 — Bi, lo que termina la prueba. O

Definiciéon 4.5. Diremos que una variable aleatoria Y es Poisson
Compuesto si Y = & donde {&; }+>0 es un proceso Poisson compuesto.

e Toda medida de probabilidad infinitamente divisible se puede aproxi-
mar por una sucesién de medidas Poisson compuestas. [4] [10]

Demostracion. Supongamos que X es una medida infinitamente divi-
sible y 2™ es el tal que X = > 7 z". En el capitulo 3 justificamos que
cuando n — oo, " — 0 por lo que la funcién carlacteristica de z,
tiende a 1. Sea 3 la funcién caracteristica de X y 8= la de z", clara-
mente § = (ﬂ%)” Por ser X infinitamente divisible tiene exponente
caracteristico y es log([3), calculémoslo,

log(B) = nlog(ﬂ%) para toda n,

entonces la ecuacién anterior tambien es valida para el limite cuando
n tiende a infinito

1og(8) = limn_oonlog(B7),

pero notemos que

lim,, . 0o(B™)w) _ g

—(1=B7 (u))

La ecuacion anterior se prueba usando L’Hopital. Note{nos que la de-
rivada de la parte de arriba del cociente es 5 ; )%[%(u), mientras
n (u

que la derivada de la parte de abajo es % ﬂ% (u) por lo que el cociente
de las derivadas es

1 d
B (u) d2

1
B (u)

Lo cual claramente tiende a 1. Usando esto tenemos que

B () 5% () =
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1

log(B) = —limp—.con(1 — B (u)),

pero como B (u) = E(ei®n) = [ e"®v,,(dz), donde v, es la medida

inducida por x,, entonces podemos escribir

log(B) = —limp—0on f(l — ")y, (dx) =
—limp—oo [(1 — €"™%)(nvy,)(dx)

Notemos ademés que n [(1 — e™®)v,(dz) es el exponente caracteristi-
co de un proceso Poisson compuesto, de donde en efecto la funcién
caracteristica de X es limite de funciénes caracteristicas de variables
aleatorias Poisson compuesto. O

Corolario 4.6. Los procesos Poisson compuestos son un subconjunto denso
de los procesos de Lévy.

Demostracion. Es concecuencia directa de que un proceso de Lévy parado al
tiempo 1 es una variable aleatoria infinitamente divisible, del lema anterior
y del teorema 4.1. I

4.4 2 maneras de ver a los procesos de Lévy

Trataremos al espacio de los procesos de Lévy como un espacio métrico. Lo
compararemos con espacios que conocemos bien y de esta forma entendere-
mos mejor la estructura topolégica del mismo.

Por un lado trabajaremos con la relacién 1 a 1 entre los procesos de
Lévy y las medidas de probabilidad infinitamente divisibles. El hecho de
que las medidas de probabilidad infinitamente divisibles son subconjunto de
las medidas de probabilidad nos permite usar la metrica de Prohorov sobre
R para entender la topologia inducida por la convergencia débil sobre los
procesos de Lévy.

Por otro lado estudiaremos al subespacio denso de los procesos de Lévy
de los procesos Poisson compuestos. Aprovecharemos que su caracterizacion
segin la formula de Lévy-Kinchine es (0,0, II) donde II es una medida finita,
(esto nos da una relacién 1 a 1 entre los Procesos de Poisson compuestos y
las medidas finitas).
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4.4.1 Convergencia a tiempo 1

Sean A, B procesos de Lévy, definimos la métrica L;
Ll(A, B) = p(Al, Bl)

Hemos probado que la convergencia en tiempo 1 implica la convergencia
de procesos, por lo que claramente

Li(A,, A) — 0 < A, — A débilmente

ademds de que L; es métrica porque p lo es. Esto prueba que el espacio
de Lévy con la topologia inducida por la convergencia débil es metrizable
y homeomorfo al espacio metrico de las medidas infinitamente divisibles.
Por ser homeomorfo al de las medidas infinitamente divisibles y por que
éste estd contenido en el de las medidas de probabilidad sabemos que es
Housdorft.

4.4.2 Un denso: Los procesos Poisson compuestos

La funcién que manda a un proceso Poisson compuesto a su medida finita es
un homeomorfismo, esto es una consecunecia directa de la caracterisacion de
Lévy-Kinchine. Por esta razon tenemos las siguiente propiedades topolégicas
de los procesos de Poisson:

Descripcién topologica de los procesos Poisson compuestos

1. Es metrizable.

2. Es conexo.

3. Es separable.

4. Es primero y segundo numerable.
5. Es Housdorft.

6. No es localmente compacto.

Estas propiedades se pueden aprovechar para entender a los procesos de
Lévy, pues el hecho de que los procesosde Poisson compuestos son un sub-
conjunto denso implica que los procesos de Lévy son conexos, separables y
primero y segundo numerables.
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4.4.3 Descripcién topologica de los procesos de Lévy

1. Es metrizable.

2. Es conexo.

3. Es separable.

4. Es primero y segundo numerable.
5. Es Housdorff.

6. No es localmente compacto.

4.5 Motivos de reflexion

Durante ésta tesis hemos podido entender una serie de relaciénes muy
interesantes ente espacios relaciénados con la convergencia débil, re-
cordemos estas relaciones:

(a) El espacio de los procesos de Lévy y el de las medidas infinita-
mente divisibles son homeomorfos.

(b) Los procesos de Poisson compuestos, por medio de la férmula de
Lévy-Kinchine, son homeomorfas a las medidas finitas.

(c) Las medidas de Lévy y las medidas finitas sin mdsa en el cero son
homeomorfas.

(d) las medidas finitas sin masa en el cero son densas en la medidas
finitas y las medidas finitas son densas en las medidas de Lévy.

(e) Las medidas infinitamente divisibles son subconjunto de las medi-
das de probabilidad, que a su vez son subconjunto de las medidas
finitas

(f) El espacio de los procesos de Poisson compuestos es subespacio
denso de los procesos de Lévy.

Ademas de que estas relacidones nos permiten asegurar que la topo-
logia de los espacios antes mencionados es muy parecida, la serie de
contenciones y homeomorfismos nos invitan a conjeturar que todos
esos espacios son homeomorfos. El andlisis puntual de dichos espacios
indica que la veracidad de esa conjetura es anti-intuitiva y casi escan-
daloso, por ejemplo, es claro que el movimiento Browniano no es, ni se



4.5. MOTIVOS DE REFLEXION 97

parece a un proceso de Poisson compuesto, el espacio de los procesos
de Lévy deberia ser, entonces, muy diferente al de los procesos Poisson
compuestos, sin embargo las anteriores relaciones son dificiles de acep-
tar si hablamos de espacios topologicamente distintos. Esta paradoja
es motivo de reflexién.
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Apéndice A

Topologia fuerte y
topologia débil

Hemos estado trabajando con trayectorias de los reales a los reales,
antes de profundizar en la métrica M;, veremos como se trabaja en
funciones de R a R" y veremos algunos ejemplos.

Para pasar a R™ debemos notar que en la definicién de ambas métricas
estamos usando una métrica de las funciones de los reales a los reales,
la del supremo, tenemos

djr(z,y) = if max{[lz oA —yl|,[le = All},

dv(z,y) = inf max(|ur — uzll,[lr1 —ral]) .
(u1,r1)€m,(u2,r2)EM2

En donde estan las barras es donde debemos hacer el cambio, ahora la
métrica del supremo no nos sirve y tenemos dos maneras de proceder,
tomar la métrica del méximo

lzlls = méx [
<i<k

donde x = (x!,...,2™). O bien, tomar la métrica del producto, que se
llama asi porque se deriva de pensar R" = R X R X -+ X R

n .
o =D lla]],
1

99
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APENDICE A. TOPOLOGIA FUERTE Y TOPOLOGIA DEBIL

donde ||7?|| es la métrica del supremo.

Tanto en .J;, como en My, usando estas nuevas métricas se guarda
el comportamiento que hemos estado estudiando. Sin embargo, cla-
ramente la topologia inducida por el uso de una u otra métrica es
distinta, si utilizamos la del maximo se dice que estamos usando la
topologia fuerte y se denota Js, o M, segin si estamos usando M;
o Ji, (donde la s viene de la palabra en ingles strong), mientras que
si usamos la métrica del producto inducimos la topologia débil y la
denotamos J,, o M,, respectivamente (por la palabre en ingles weak).

Estudiemos un ejemplo sencillo

_ _ 1
Sea X = (I[%,l]’l[o,%)) y sea X, = (I[%f%,l]vl[o,é]) + ), notemos que
las funciones coordenadas convergen, la primera converge tanto en
J1 como en M; y la segunda converge incluso segun la métrica del

supremo, asi que usemos este ejemplo muy sencillo para sentirnos mas
comodos con las nueva métricas definidas.

En J lo que hay que hacer es construir la familia de homeomorfismos
que muestran explicitamente la convergencia, s6lo que esta vez hay que
hacerlo entrada a entrada, la primera entrada ya la hemos estudiado
antes, podemos usar los homeomorfismos que resultan de pegar la recta
que va del (0,0), al (3 — 2, 1) con la que va del (3 —1,1) al (1,1),

n’2 n’2

como ya hemos visto, estos homeomorfismos distan % de la identidad,
y hacen que ||z} o A — #!|| = 0, en la otra entrada basta tomar la
identidad pues ||22 — 2%|| = 1, de donde usando la topologfa fuerte

dj, (2, 2n) = fof méx{|lzn o A — ], [le — All}

1 1
< maé 5x(0, — ix(—,0
< max{max( ,n),max(n, )}

de donde claramente
dj,(z,z,) — 0.

Ahora, si nos fijamos en la topologia débil tenemos

dj., (%, 2n) = fof méx{[|zn o A — 2], lle = All}

11
<max{(0+—,— 40
< max{( —i—n,n—i—)

1

)
n
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de donde

dj, (z,2,) — 0.
Ahora veamos qué es lo que pasa con M. Notemos que en ambas en-
tradas las funciones tienen una discontinuidad, sus graficas completas
constan de tres secciones, 2 lineas horizontales, es decir la grifica de la
funcién y una linea vertical que las une en la discontinuidad. las para-
metrizaciones que nos sirven son féiciles de ver, aquellas que recorren a
la misma velocidad, cada una de las secciones, por ejemplo tomaremos
las para metrizaciones que mandan el intervalo [0, l) en la primera
region, manda al intervalo [%, %) en la segunda y el [%, 1} en [ tercera,
en todas las X, y también en X.
Fijamos n, estudiemos el comportamiento en la primera entrada, la
diferencia en la coordenada temporal de la parametrizacién en la pri-
mera entrada, alcanza su maximo cuando el parametro vale %, pues
las respectivas parametrizaciones empiezan juntas, luego en el % la de
x se adelanta %, la diferencia en la coordenada temporal es cero, pues
ambas parametrizaciones recorren el mismo camino en cada regién, a
la misma velocidad, de donde

1
ek, —ukll =, lirk, vkl =0.

En la otra entrada la coordenada espacial es la que se comporta igual
en ambos casos, mientras que en la temporal, se alcanza el maximo en
todos los puntos, siempre hay una distancia de %, por lo que
1
1 1 _ 1 1y —
lux, —ux|=0, [[ry, —rxl|l= o

Ahora si podemos calcular la distancia para mostrar explicitamente la
convergencia también en M7, primero con la topologia fuerte

dars(,2,) = inf max(|uy — uzll, [[r1 — r2f|)
(u1,m1)€Emg,(U2,r2)ETL,

IN

max([|uy — uzll,[|r1 — r2|])

1 1
< méx(méax(—, 0), max(0, —))
n n

S|
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Mientras que si usamos la métrica del producto tenemos
dypw (T, @) = inf max(||ur — wea|, ||r1 — 72||)
(u1,m1) €M, (u2,m2)ETL,
< max(||ur — uall, [[r1 — 72|])

1 1
<max(—+0,0+ —)
n n

SRS

De donde en ambos casos hay convergencia tal como queriamos.

Profundicemos en estas topologias, débil y fuerte, pero concentremonos
en Ml .

Notemos que segin la métrica que utilizamos la nocién de segmento
es diferente, vamos a definir el segmento producto:

sia= (a,...,d"), b = (b',...,b"), entonces el segmento producto,
que denotaremos [[a, b]]

lla, 8] = [a,BY] x - - - x [a*, b*].

Donde [a’,b"] es un segmento estdndar, notemos que un segmento
estandar en R" es

[a,b] ={aa+ (1 —a)b: 0 <a <1}.

Con estas nociones podemos definir las graficas completas de una fun-
cion en D, que nos ayudaran a entender mejor las topologias que induce
M;.

Sea x en D, para la topologia fuerte definimos la grafica delgada

T, ={(zt) € RFx[0,T]: z € [z(t—),z(t)]}.

Es decir, la grafica delgada, consta de todos los puntos que estdn en
la grafica de la funcién z (recordamos que x: R — R*), més los seg-
mentos que unen las discontinuidades de la gréfica.

Por otro lado definimos la grafica gruesa
Go = {(z,t) € R* x [0,T]: z € [[z(t-),z(t)]]} -

La diferencia es que ahora estamos tomando el hipercubo que resulta
de hacer producto carteciano con todos los segmentos estandar, que se
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generan en cada entrada en las discontinuidades. Es decir, nuevamente
tenemos la grafica de la funcién, sélo que esta vez en lugar de unir las
discontinuidades con segmentos estdndar, las unimos con segmentos
producto, otra manera de escribirlo es:

Gr = {(z,t) € R*¥x[0,T] : 2 € [z(t—)", z(t)!] para toda i € [1,...,k]}.

Notemos que [a,b] C [[a,b]], por lo que I'; C G.

Antes de proceder a las parametrizaciones debemos definir ordenes en
las graficas, lo cual ya no es tan intuitivo como cuando estabamos en

R.

Nuestro orden es el siguiente, (z1,t1) < (22,t2) si

t1 <ty oty =tyy |z(t—) — 2i| < |2%(t—) — 24| para toda i.

Es claro que éste no es un orden total en la grafica gruesa, sin embargo
eso no nos estorbara.

Otro concepto que usaremos es la proyeccién de la grafica en R, es
decir, quitar el parametro ¢ y fijarnos en el resto de las coordenadas.
A esto lo llamaremos rango y lo definimos de la siguiente manera:

El rango delgado de z es

7n(ly) = {z € R*: (2,t) € I', para algun t € [0,7]}.
El rango grueso de z es

m(Gy) = {z € RF: (2,t) € G, para algun t € [O,T]} )

Notemos que la pareja (z,t) estd en I';, para algin t, si sélo si z estd en
m(I';), andlogamente la pareja (z,t) estd en G, para algin t si sélo si
z estd en m(Gy).

Ahora si podemos definir parametrizaciéon y asi conocer esta nueva
caracterizacién de las topologias que induce Mj.

Definimos parametrizacién fuerte de z:

Una parametrizacion fuerte es una funcién continua y no decreciente
que manda el intervalo [0, 1] al I';, denotaremos (u, ) a la parametri-
zacién, donde u = (u',...,u*) € C([0,1], R¥) (donde C([A],[B]), es
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el conjunto de las funciones continuas que van del conjunto A al B) y
r= [07 1]7 [O? T]'

Una parametrizacion débil de x es:

Una funcion continua y no decreciente p que manda el intervalo [0, 1]
en el G, es importante notar que p([0, 1]) estd contenido en G, mas
no necesariamente son iguales. (Recordemos que no decreciente es en
el sentido del orden de la gréfica).

Ahora definimos IIs(x) al conjunto de todas las parametrizaciones fuer-
tes de de x y ahora definimos II,,(x) al conjunto de todas las parame-
trizaciones débiles de .

Notemos que en las funciones de los reales a los reales, el conjunto de
las parameretrizaciones que habiamos definido anteriormente, coincide
con el fuerte y el débil.

Ahora si, usamos estos conjuntos para caracterizar las topologias My
fuerte y M;j debil. La [|.||x denota la metrica del supremo en RF,
||z||k = supg<i<r{méxi<i<k |2*(t)|}, entonces si x1,x2 € D definimos

ds(z1,12) = inf {max{|[ur — ually, |lr1 — r2l[}}
(u1,2,r1,2) €5 (z1,2)

du (1, 22) = inf {max{||ur — wallg, [[r1 —r2|[}};
(u1,2,71,2) €y (21,2

donde la primera es la métrica sM; y la segunda no es métrica pero
induce la topologia wM7, las topologias se inducen caracterizando la
convergencia de la siguiente manera: En wM;, X,, — X si sélo si
dy(x,zn) — 0.

Realmente lo que estamos haciendo es pegar las graficas por las dis-
continuidades y asi compararla, notemos que si estamos pensando en
la topologia fuerte diriamos: hay una discontinuidad, peguémosla con
una recta y ya esta. Mientras que si estamos en la débil dirfamos: tene-
mos una discontinuidad, en efecto podemos pegarla con una recta, sin
embargo no es la unica manera, vamos a aceptar todos los pegados que
no se salgan de un hipercubo formado por los saltos en cada entrada,
mientras sean crecientes en el sentido que definimos.

Trabajemos un sencillo ejemplo para aclimatarnos:
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Ejemplo A.1. Trabajaremos en D([0,2], R?), analizaremos dos suce-
siones muy parecidas, pero veremos que su comportamiento es com-
pletamente distinto,sea X = (Ijj 9, I[19]), Xn = (I[1+%72],I[1+%72]) y
Y,=(0 no1 oAt 1 72]), nosotros ya sabemos que si convergen entrada
a entrada, pues nos familiarizamos con la caracterizacién anterior de
la convergencia débil y fuerte M7, pero veamos como se trabaja aqui.
Denotaremos al punto cuya entrada z' = a, cuya entrada z> = b y
cuyo componente temporal t = t, (¢,a,b).

La grafica completa delgada de X, consta del segmento de recta que
une el punto (0,0,0) con el (1,0,0), el que uneel (1,0,0), conel (1,1,1)
y finalmente el que une el (1,1,1) con el (2,1,1).

La grafica completa gruesa de X, es el segmento de recta que une el
punto (0,0,0) con el (1,0,0), el rectdngulo con vértices en (1,0,0) y
(1,1,1) y el que segmento de recta une el (1,1,1) con el (2,1,1).

(a) La gréfica completa delgada de X,,, consta del segmento de recta
que une el punto (0,0,0) con el (1 — %,0,0), el que une el (1 —
%,0,0), con el (1— %, 1,1) y finalmente el que une el (1,1,1) con
el (2,1,1).

La grafica completa gruesa de X, es el segmento de recta que une
el punto (0,0,0) con el ((1 — %, 0,0), el rectdngulo con vértices
n(1-21,0,0)y (1—211,1)y el que segmento de recta une el
(1—-1,1,1) conel (2,1,1).
La parametrizacion de X, consistird en mandar el primer tercio
del intervalo [0, 1] en el segmento de recta que une el punto (0, 0, 0)
con el (1 — %,0,0), el segundo en el que une el (1 — %,0,0), con
el (1— %, 1,1) y el dltimo en el que une el (1,1,1) con el (2,1,1).
Notemos que esta parametrizacion es permitida en la delgada y
la gruesa.

La parametrizacion de X,, consistira en mandar el primer tercio
del intervalo [0, 1] en el segmento de recta que une el punto (0, 0, 0)
con el (1,0,0), el segundo en el que une el (1,0,0), con el (1,1,1)
y el ultimo en el que une el (1,1,1) con el (2,1,1). Notemos que
estd parametrizacion también es permitida en la delgada y la
gruesa.

Claramente la distancia de estas dos parametrizaciones es %, por
lo que hay convergencia en ambas topologias.
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(b) La grafica completa delgada de Y,,, para n fija, es el segmento de
recta que une el punto (0,0,0) con el punto (1 — %, 0,0), luego la
recta que une el (1 — %,0,0) con el (1— %, 1,0), después el que
va del (1 — %, 1,0) al (1 + %, 1,0), después el segmento que une
(14 %, 1,0) con (1+ %, 1,1) y finalmente la que une (1 + %, 1,1)
con (2,1,1).

La grafica completa gruesa de Y, es igual a la delgada.

Graficamente vemos que las graficas delgadas de Y}, no se acercan
a la grafica delgada de X, en particular el punto (1, %, %) que
esta en la gréafica delgada de X, siempre esta lejos de la grafica
delgada de X, en el caso de la convergencia en la topologia débil,
vemos que la grafica gruesa de X tiene una seccién, que mas
adelante definiremos como camino, al que las graficas delgadas de
X, se estan acercando, esto nos permite sospechar que si habra
convergencia en la topologia débil.

Demos explicitamente una familia de parametrizaciones, que ase-
gure la convergencia en la topologia débil. Notemos que en las
graficas completas delgadas de las X,, hay 5 segmentos de rectas,
asi que dividimos el intervalo en 5. La parametrizacién de cada X,
manda el primer quinto en el segmento de recta que une el punto
(0,0,0) con el punto (1— %, 0,0), el segundo quinto a la recta que
une el (1 — %, 0,0) con el (1 — %, 1,0), el tercer quinto lo manda
a segmento que va del punto (1 — %, 1,0) al (1+ %, 1,0), después
el siguiente al segmento que une (1 + %, 1,0) con (1 + %, 1,1)y
finalmente, el ltimo quinto a la recta que une (1 + %, 1,1) con
(2,1,1).

La parametrizacion de X serd de la siguiente manera: manda
el primer quinto en el segmento que une el punto (0,0,0) con
el (1,0,0), el segundo quinto se lo manda en el segmento que
une el (1,0,0) con el (1,1,0) el tercer quinto se queda en ese
punto, despues el siguiente quinto al segmento que une (1,1,0)
con (1,1,1) y finalmente, el dltimo quinto a la recta que une
(1,1,1) con (2,1,1).

De esta manera podemos calcular méx ||uz, ug, ||, |7z, 72, || Para
esta parametrizaciéon, notemos que en la primera seccién, o el
primer quinto se alcanza una distancia de % en la parte temporal,
en la segunda seccién, de nuevo, sélo hay una distancia de % en
la parte temporal que se alcanza en todo punto de la regién,
en a tercera nuevamente solo hay una distancia de % en la parte
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temporal que se alcanza en los extremos, nuevamente en la cuarta
region hay una diferencia en la parte temporal, que se alcanza en
todos los puntos y es %, y en la ultima entrada una vez maés se
alcanza una distancia de % en la parte temporal, en el primer
punto. La distancia en la parte espacial es cero siempre.

Entonces:

ds(x,xn) = inf {max{|ur — uall, [[r1 — r2|[}}
(u1,2,71,2)€lls (xn,x)

< méXHnyuan’ HT;,;,’I"an

1
ix{—,0
{0}

3|~ B

Notemos que esto no nos garantiza la convergencia fuerte, la pa-
rametrizacién de X que usamos no estd en las permitidas para la
convergencia fuerte.

De hecho, tal como indicaba la intuicién grafica no hay conver-
gencia fuerte, basta notar que toda parametrizacién de X,, pasa
por el punto (1 — %, 1,0), como este punto dista 1 de la grafica
delgada de X, cualquier pareja de parametrizaciones de X y X,,,
en t tal que (up(t),rt)) = (1 - 1.1,0) cumplen que

u(®), un(t)| > 1,
por lo que en efecto no hay convergencia en la topologia fuerte.

Notemos que todas las parametrizaciones que estédn en Ils(z) estdn en
IL,(z) pues [a,b] C [[a,b]], entonces ds(z1,x2) < dy(z1,22) para toda
pareja x1,z2 € D, esto nos explica el nombre, fuerte y débil, pues
convergencia en el fuerte implica en el débil mas alrevés no. Esto lo
veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo A.2. En D([0,2], R?) de nuevo, sea X = (I; 9, I;1 91), ¥ sea
X, = (21[17%72},1[1’2} + 117%71).

Primero describamos las graficas completas delgadas: La de X,,, consta
de la recta que va del (0,0,0) al (1 — %, 0,0), la recta que va de (1 —
10,0)a(1-21,2,1),laquevade (1—2,2,1) a (1,2,1), la que va de
(1,2,1) a (1,2,2) y finalmente la que va de (1,2,2) a (2,2,2).
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La de X es el segmento que une el (0,0,0) con el (1,0,0), el que une
en (1,0,0) con el (1,2,2) y el que une este tltimo con el (2,2, 2).

Fijémonos en los rangos, notemos que la recta que une el punto (0,0)
con el (2,1) unido con la que ve de este tltimo al (2,2) conforma el
rango delgado de todas las X,,, mientras que el rango delgado de X es
la recta que une el (0,0) con el (2,2).

La parte espacial de toda parametrizacién de cualquier X, tiene que
pasar por el punto (2, 1), y la distancia de este punto a la identidad es
uno (segun la métrica que estamos usando), por lo que tenemos:

ds(z,z,) = inf {méx{||u1 — ug]|,||r1 —r2]|}} > 1>0;
(u1,2,71,2) € (zn,)

de donde en efecto no hay convergencia fuerte.

Ahora describamos la grafica gruesa: La de X es el segmento que une el
(0,0,0) con el (1,0,0), el rectdngulo con vértices en (1,0,0) y (1,2,2),
y el segmento que va del (1,2,2) al (2,2,2).

La de X, consta de la recta que va del (0,0,0) al (1 — %,0,0), el
rectangulo con vértices en (1 — %, 0,0) y (1— %, 2,1), la recta que va
de (1 — %,2, 1) a (1,2,1), la que va de (1,2,1) a (1,2,2) y finalmente
la que va de (1,2,2) a (2,2,2).

Antes de empezar los calculos con wM; convenzamonos de que puede
haber convergencia en ese sentido.

De nuevo fijémonos en el rango, esta vez en el rango grueso, el rango
grueso de X es todo el cuadrado [0,2] x [0, 2], mientras que el de X,
es el rectangulo [0,2] x [0,1] y la recta que va del (2,1) al (2,2).

Es claro que el rango grueso de X, contiene a todos los rangos gruesos
de las X,,. Esto es una buena noticia, ademés notamos que la coor-
denada temporal se va acercando, asi que es intuitivo que se dé la
convergencia.

Construyamos ahora una parametrizaciéon que nos asegure la conver-
gencia: Tomamos las graficas delgadas de X,,, parametrizarlas, y lue-
go construir una parametrizacion de la grafica gruesa de X, que haga
explicita la convergencia.

La parametrizaciéon manda el intervalo [0,1], en T';,  de la siguiente
manera, al primer quinto lo manda en la recta que va del (0,0,0) al
(1—1,0,0), el segundo en la recta que va de (1—1,0,0) a (1—-1,2,1),
el tercero en la que va de (1 — %, 2,1) a (1,2,1), el cuarto la que va de
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(1,2,1) a (1,2,2) y finalmente el ultimo quinto en la que va de (1,2, 2)
a (2,2,2).

Ahora construiremos una parametrizacién de X, que “cache” las pa-
rametrizacién de las X,,, aprovechando que la grafica gruesa de X,
nos da muchas opciones. Procedemos de la siguiente manera manda el
primer quinto en el segmento que une el punto (0,0,0) con el (1,0,0),
el segundo quinto en el segmento de recta que une el (1,0,0) con el
(1,2,1), el tercer quinto se queda en ese punto, después el siguiente
quinto al segmento que une (1,2,1) con (1,2, 2) y finalmente, el dltimo
quinto a la recta que une (1,2,2) con (2,2,2).

Notemos que esta es una parametrizacién permitida, pues es no de-
creciente, con respecto al orden de la grafica y estda contenida en la
grafica gruesa.

Asi para una n fija, tenemos que en todos los quintos se alcanza una
distancia maxima de % en la coordenada temporal, y nunca hay una
distancia positiva en la coordenada espacial.

Entonces
du (2, 2n) = inf {méx{|jur — uall,||r1 — r2[|}}

(u1,2,r1,2) €5 (zn,x)

< MEX [[Ug, U, ||, |72 T, ||

L1

= max{ﬁ, 0}
1

=—;
n

lo que hace explicita la convergencia.

Ahora que hemos visto bastante de las topologias fuerte y débil, esta-
mos listos para el siguiente ejemplo, el cual nos ilustrard que, contrario
a la intuicion, d,, no es métrica.

Ejemplo A.3. Retomemos el ejemplo anterior, estamos en D([0, 2], R?),
sea X = (I g, Ij1 2], v sea Xy = (21[1_1 oL I 9 +I[1_l 1)- Ya conclui-
mos que dy (X, Xp) — 0, ahora definamos Yy, = (Ij1 g+ _1 1), 20 _1 4).

Notemos que es igual a X, s6lo que pasamos lo de una coordenada
a la otra, asi que si hacemos exactamente los mismos pasos que en el

ejercicio anterior, pero cambiando las coordenadas, concluiriamos que
dy(X,Y,) — 0.
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Lo que esto significa es que para toda ¢ > 0 existe un elemento de
X, y uno de Y, tales que dy(Yp, X) < ey dy(Xo, X) < €, entonces
para que se cumpla la desigualdad del tridngulo tendria que pasar que
dw(Xo,Yp) < 26. Tomemos € < %

Notemos que el rango grueso de Yp consiste en el rectangulo ([0, 1] x
[0,2]) y la recta que va del (2, 1) al (2,2), mientras que el rango grueso
de Xy consta del ([0,2] x [0, 1]) y la recta que va del (1,2) al (2,2).

Esto nos hace pensar que su distancia no es menor que 2¢, y en efecto
no lo es, notemos que toda parametrizacién de Y,y debe pasar por
(1,2,1 — %), y ya conocemos la grafica gruesa de Xp, lo mas que se
acerca a este punto en las coordenadas espaciales, segun esta métrica
es 1, por lo que la distancia d,,(Xo, Yp) > 1.

Entonces
dy (X, Xo) + duw(X,Y0) < 2e <1 <dy(Xp,Yo)

de donde
dw(Xa XO) + dw(Xa }/E)) S dw(Xna YZJ)

lo que prueba que no se cumple la desigualdad del triangulo.

El ejemplo anterior no sélo nos demostré que d,, no es una métrica,
sino que también nos sembro la duda de si dg es métrica. La respuesta
es si, pero la prueba tiene que esperar algunos lemas y definiciones.

Definiciéon A.4. Sea A C I'y(x) un conjunto de puntos ordenados
(segun el orden de la grafica), tales que el primero es el (z(0),0) y el
ultimo el (z(7'),T) la distancia consistente con el orden de una grafica
es:

d(AT,) =

sup sup max(|[(z, t)— (2, ti)|], [[(z,t) = (zix1, tigr)]) -
(isti) €A (2,)€[(2i5t:) (Zit1,ti+1))]

Tanto el siguiente lema como la anterior definicién parecen bastante
inutiles, la verdad es que no lo son, con ellos construiremos la prueba
de que dg es métrica, una vez hecha esta defensa seguimos con el lema.

Lema A.5. Para cualquier x € D y cualquier € > 0, existe un con-
junto ordenado A C Ty , tal que (A, Ty) <e.
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La prueba es muy simple, para formar a A tomemos el primer punto
de la grafica, luego caminamos €, en el sentido de la distancia usual
de R*, sobre la gréfica (como estamos hablando de gréficas delgadas
s6lo hay un camino posible) y luego caminamos otro € y tomamos el
segundo punto, asi seguimos hasta llegar al final de la grafica, ponemos
el ultimo punto como el punto (z(7'),T), notemos que como la gréfica
es continua, sélo pusimos una cantidad finita de puntos, y es claro que
d(A,T';) < € por lo que se concluye lo deseado.

Ahora el ultimo lema antes de pasar a la prueba que nos incumbe.

Lema A.6. Para cualquier pareja x1,x2 € D y cualquier parametri-
zacion (uy,r1) € s(x1), existe una parametrizacion (uz,r2) € Is(x2)
tal que

max(|uy, ugl, |r1,7m2]) < ds(x1,22) + €.

Demostracion. Podemos tomar una pareja de parametrizaciones tales
que el maximo de la distancia de sus entradas sea menor que cualquier
constante, por el infimo en la definicién de la metrica M7, eso haremos,
tomamos (uy,7y) € Hg(z1) y (uy, 7)) € g(x2) tales que

, €
max(|uy, uyl, [ry,ry]) < ds(x1,22) + 3

Ahora definimos el conjunto finito A, un conjunto de puntos tales que
d(A,T,) < §, como es finito podemos encontrar otro conjunto con
la misma cantidad de puntos, ordenado del mas chico al mas grande,
contenido en [0,1], al que llamaremos S}, tal que s; € S; cumple que
(uj(s;),71(s;)) es el i-ésimo elemento de A, definimos S; de la misma
manera que S} con la diferencia de que (ui(s;),r1(s;)) es el i-ésimo
elemento de A. Sea A un homeomorfismo del [0, 1] en si mismo, que
manda los elementos de el i-ésimo elemento de S; en el i—ésimo de
S;. Sea (ug,72) = (uy o A\, 5 0 A). Notemos entonces que

max(|lu; — ug|,|r1 —r2]) = max(Jug —uj oA —ug +uj o A|,|r1 — 7] oA —ra+ 1) o A|]) <méx(|u; — ]
Analizemos cada sumando del dltimo renglén por separado;

€
max(Jug+uio|, [ra—ri0A]) = méx(|upo+uio], [ryod—rio)|) < ds(ml,xg)—i-g,

todo por construccion y por ser A un homeomorfismo.

Por otro lado, para analizar el otro sumando usaremos que g (s) —uj o
A(s) para todo s € Sy y que d'(4,T;) < 5.
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Sea s en [0,7T], sea s; el mds cercano elemento de Sj, menor que s.
Entonces

|u(s)—ujo(s)| = |ui(s)—ui(s;)+u)or(s;)+ui(si)—ujoA(s;)—ujoA(s)|

< Jui(s) —u(si)| + |uy o A(si) —ui(s)| + |uj o A(si) —uy o A(s)]

<levoqrl
—€ —€
— 3 3 9
analogamente

Ir1(s) —r] o A(s)| <,
de donde

max(lu; —uj o A|,|r1 —ry o A]) <e€;

lo que nos permite concluir que méax(|u; — usl, |11 —ra|) < ds(z1,z2) +
€. O

Ya tenemos todo lo necesario para probar que ds es métrica.

Demostracion. Claramente cumple que es positiva, reflexiva y simétri-
ca, por ser |.| métrica, sélo probaremos la desigualdad del tridngulo.

Sea (ug,rs) € Is(z3), tomamos (u1,r1) € s(z1) v (u2,r2) € s(x2)
tales que

[ €

max ||us — uy|||rs — r1|| < ds(z3,21) + 3

[ €

maXHU3 — UQHHT’3 — 7“2” < ds(.%'3,$2) + 5

Y

los cuales existen por el lema anterior.

Entonces

ds(x1,m2) < max||ur — wal|||r1 — 72|
< méx |Juz — ug|||rs — rof| + max [|lug — u1l|[|rs — 1|
< ds($2,$1) + ds(.l‘g,xl) + €.

Como fue para e arbitraria haciendo esta tan chica como queramos
obtenemos que:

ds(z1,22) < ds(x2,21) + ds(z3,21) .
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Corolario A.7. Como en el caso de las funciones de R a R, la topo-
logia fuerte y la débil son la misma, tenemos que My = My en R, es
en efecto métrica.

Extenderemos el concepto de osilacion que expusimos para la topologia
mq en el caso real, de esta forma se extienden los resultados sobre
tension que también expusimos.

Las siguientes oscilaciones dependen de si estamos hablando de la to-
pologia fuerte o la débil, recordemos que [], denota el segmento normal
y [[]] el segmento grueso de la topologia débil.

Para la topologia fuerte

ws(z,t,0) = sup {llz(t2) — [z(t1), z(ts)]][}
max(0,t—0)>t1 >to >tz >min(T,t+6)

para la débil

wa(z,t,0) = sup {ll(t2) = [lz(t2), z(#)]]]]} -

max(0,t—08)>t1 >to >tz >min(T,t+6)

Lo que hace esta funcién es fijarse en que tan lejos esta un punto de la
grafica de los segmentos que unen un punto anterior con uno posterior,
en el orden de la gréafica. La nocion de segmento es lo que cambia de
una a otra.

Definimos

ws(z,0) = sup ws(x,t,9),
0<t<T

Wy (x,0) = supo<t<TWy(x,t,0).
Finalmente definimos

Os = max(ws(x,6),v(x,0,9),v(x,T,9)),

Oy = max(wy(z,d),v(x,0,9),v(x,T,9)).

Las O nos hablan del comportamiento global de la funcién z y nos
permiten enunciar el siguiente teorema.

Teorema A.8. Una sucesion de medidas de probabilidad P,, sobre D,
con la topologia SMy es tensa si y solo si se cumplen las siguientes 2
propiedades:
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(a) para todo € > 0, eziste k tal que

P,({z € D :||z|| > ¢}) < € para toda n .

(b) Para todo € > 0, k > 0 existe 6 tal que

P,({z € D: 04(Xy,0) > €) < k para toda n .

En el caso de la topologia débil tenemos el siguiente teorema:

Teorema A.9. Una sucesion de medidas de probabilidad P, sobre D,
con la topologia W My es tensa si y solo si se cumplen las siguientes 2
propiedades:

(a) para todo € > 0, existe k tal que
P,({x € D : ||z|| > ¢}) < € para toda n .
(b) Para todo € >0, k > 0 existe 6 tal que

P,({z € D: 0y4(X,,d) > ¢€) <k para toda n .



Apéndice B

Tension en el espacio de
las funciones continuas

El siguiente teorema es para el subconjunto C' C D, el de las funciones
continuas.

Teorema B.1 (Arzela-Ascoli). Un subconjunto A de C es relativa-
mente compacto si y solo si

supz(0) < oo y limsupwv(z,0) =0.
z€A 6—=0zeA

Donde v es el modulo de continuidad que definimos como

v(z,d) =sup{|z(t1) —x(t2)| : 0 > t; <ta > 1,[t1 —t2| <4}.

Este teorema nos permite entender el siguiente teorema, que nos per-
mite entender la tension de las variables aleatorias, al menos C'.

Teorema B.2. Una sucesion de variables aleatorias X, en C, es tensa
st y solo si se cumplen las siguientes 2 propiedades:

(a) Para toda € > 0 existe una constante c tal que
P(]X,,(0)| > ¢) < € para toda n .
(b) Para todo € >0, k > 0 existen 0 y Nier) tales que
P(v(Xn,6) > €) <k para toda n> N -

Esto nos ensena a saber si un conjunto de variables aleatorias en C' es
tenso.
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