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Resumen

En [13] Lind y Tuncel introducen el concepto de invariante del árbol generador para cadenas
de Markov con un número finito de estados. Su motivación se justifica cuando demuestran que el
invariante del árbol generador es invariante bajo conjugaciones de cadenas de Markov. Su definición
está basada en las caracteŕısticas combinatorias de las gráficas que generan a los σ-espacios de tipo
finito subyacentes (las cadenas de Markov topológicas, llamadas aśı por B. Parry [16]).

En esta Tesis extenderemos el concepto del invariante del árbol generador a cadenas de Markov
con un número numerable de estados. En particular, vamos a considerar una clase apropiada de
cadenas de Markov, a saber, aquellas que están representadas por las gráficas de los sistemas de

ciclos de primer retorno definidos en [3, 9, 10]. Para estos sistemas estableceremos una forma
explicita del valor de sus invariantes del árbol generador. De esta manera obtendremos una lista de
valores, a saber, los invariantes de árbol generador de cada uno de los sistemas de ciclos de primer
retorno, y nuestro objetivo central será el de determinar qué clase de información acerca del sistema
se obtiene a partir de esta lista.

La motivación original para estudiar el invariante del árbol generador fue la siguiente. En [9]
se introdujeron y clasificaron los isomorfismos de palabra mágica, una clase de isomorfismo entre
cadenas de Markov (ver Definición 4.7). Una cadena de Markov (irreducible) siempre es isomorfa
a sus sistemas de ciclos de primer retorno v́ıa un isomorfismo de palabra mágica (Proposición 3.1
en [9]), por lo que la siguiente pregunta es natural: ¿El invariante del árbol generador es invariante
bajo isomorfismos de palabra mágica? En esta Tesis demostramos que en general el invariante del
árbol generador de los sistemas de ciclos de primer retorno de una cadena de Markov difieren del
invariante del árbol generador del sistema original. Por lo tanto, en virtud de la pregunta original
que nos planteamos, es natural cuestionarse cuándo coinciden los invariantes del árbol generador
de los sistemas de ciclos de primer retorno. En esta Tesis damos respuesta a esta pregunta cuando
el número de estados no excede a tres (ver Teoremas 4.11 y 4.13), a saber, demostraremos que
para una matriz estocástica de tamaño a lo más tres, los invariantes del árbol generador de los
sistemas de ciclos coinciden si y sólo si la matriz es doblemente estocástica. Más precisamente,
demostraremos que para matrices estocásticas de tamaño a lo más tres, los invariantes del árbol
generador de los sistemas de ciclos de primer retorno están dados por las razones del invariante del



II

árbol generador global con cada uno de los invariantes del árbol generador local, y veremos que
éstas razones coinciden precisamente cuando la matriz es doblemente estocástica.

Cálculos numéricos muestran que éste es el caso para matrices (irreducibles) arbitrarias (el
problema en el caso general radica en diagonalizar la matriz que resulta de remover de la matriz
original el renglón y la columna correspondientes al vértice base del sistema de ciclos de primer
retorno). Basándose en los resultados anteriores formulamos la Conjetura de los Invariantes de los

Árboles Generadores de Sistemas de Ciclos de Primer Retorno, la cual demostramos en esta Tesis
para los casos n = 2, 3.

Las matrices doblemente estocásticas han sido ampliamente estudiadas y existe una extensa
literatura acerca de ellas. Entre los resultados más importantes destacan el hecho de que el conjunto
de matrices doblemente estocásticas de tamaño n es un politopo en R

n
2

. Este politopo tiene como
puntos extremos a las matrices de permutaciones, resultado obtenido por Birkhoff en 1946 (ver [2]).
Los resultados que presentamos muestran las capacidades del árbol generador para poder medir
ciertas simetŕıas en cadenas de Markov, a saber doble estocasticidad.
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Caṕıtulo 1

Dinámica simbólica

En este caṕıtulo presentamos una breve introducción de los aspectos más relevantes de dinámica
simbólica que están relacionados con el trabajo que desarrollaremos a lo largo de la Tesis. Está di-
vidido en dos secciones, comenzando con la sección §1.1 de σ-espacios seguida de la sección §1.2 de
homomorfismos.

1.1. �Espacios

El propósito de esta sección es el de presentar brevemente las definiciones y resultados básicos
de dinámica simbólica que usaremos. Esta sección está dividida en dos partes. En la subsección
§1.1.1 describimos uno de los objetos centrales de la dinámica simbólica, los σ-espacios de tipo
finito. En la sección §1.1.2 describimos cómo los σ-espacios de tipo finito están representados por
gráficas dirigidas. No es la intención de esta sección la de presentar un panorama completo de la
dinámica simbólica en general y tan sólo hemos incluido las definiciones y resultados relevantes a
nuestro estudio. Para una referencia completa del tema el lector puede consultar [12].

1.1.1. �Espacios de tipo finito

Comenzaremos definiendo nuestros objetos de estudio, los σ-espacios. Sea � un conjunto finito,
el cual llamaremos alfabeto. Sea �Z el conjunto de todas las funciones Z → �, es decir, �Z consiste
de todas las sucesiones “bi-infinitas” de elementos del alfabeto. A �Z le llamaremos el σ-espacio
completo o “full shift” en �. Formalmente, tenemos la siguiente definición.
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Definición 1.1. Sea � un conjunto finito de śımbolos. El σ-espacio completo en � es el conjunto

�Z = {x = (xi)i∈Z = . . . x−3x−2x−1.x0x1x2x3 . . . | xi ∈ � ∀i ∈ Z}.

Dotamos a �Z con la topoloǵıa producto, al considerar el conjunto de śımbolos � como un
espacio topológico con la topoloǵıa discreta. Este espacio es metrizable con la llamada métrica de
Cantor.

Definición 1.2. Sean x, y ∈ �Z dos puntos cualesquiera �x �= y). Definimos la métrica de Cantor
como:

dC(x, x) = 0 y dC(x, y) = 2−K

donde K = mı́n{i ≥ 0 | xi �= yi o x−i �= y−i} <∞.

Es conveniente introducir cierta notación. Dados n,m ∈ Z con n ≤ m, denotaremos por [n,m]
al intervalo de números enteros, siempre que en el contexto esté claro que no se está refiriendo al
intervalo de números reales. De igual forma, [n,m) denotará al conjunto {n, n + 1, . . . ,m − 1} y
definimos (n,m] y (n,m) de forma similar. Aśı, dado x ∈ X, establecemos la notación

x[n�m] = xn . . . xm.

y diremos que el bloque x[n�m] es de longitud l(x[n�m]) = m − n + 1. De manera similar definimos
x[n�m), x(n�m] y x(n�m) (éste último está definido para m > n), y tendremos l(x[n�m)) = l(x(n�m]) =
m− n y l(x(n�m)) = m− n− 1 .

Una base de la topoloǵıa inducida por la métrica de Cantor está formada por los conjuntos
que se conocen como cilindros. A continuación se da la definición de éstos, pero la prueba de que
son una base de los abiertos generados por la métrica de Cantor no se encuentra en este trabajo.
Para la demostración véase [12] y [19].

Definición 1.3. Sea w ∈ �n con n ≥ 1. Sea j ∈ Z. El cilindro generado por w en la coordenada
j es el conjunto

[w; j] = {x ∈ �Z | x[j�j+n−1] = w}.

Tenemos definido ya el espacio básico en el cual se trabaja. Necesitamos definir ahora una
“dinámica” en dicho espacio. Definimos la función σ como sigue.

Definición 1.4. Se define la función σ : �Z → �Z de un punto x ∈ �Z como σ(x)i = xi+1 para
toda i ∈ Z.

La función σ recorre los ı́ndices una posición hacia la izquierda y es sencillo verificar que es
continua (recuérdese que los cilindros son una base de la topoloǵıa y claramente la imagen inversa
de un cilindro bajo la función σ es de nuevo un cilindro). Con la función σ podemos definir en
general el concepto de σ-espacio (no necesariamente completo).
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Definición 1.5. Un σ-espacio consiste de un subconjunto cerrado de sucesiones de śımbolos X ⊂
�Z tal que σ(X) = X.

Es claro que el σ-espacio completo es un σ-espacio, sin embargo no todos los σ-espacios son el
σ-espacio completo. Demos un ejemplo de lo anterior.

Ejemplo 1.6. Sea � = {0, 1} y sea X los puntos x ∈ �Z que no contienen al bloque 00. Es fácil ver
que tal ejemplo es un σ-espacio y no es todo {0, 1}Z. Se conoce a X como el σ-espacio aureo.

Un σ-espacio X hereda la topoloǵıa inducida por el σ-espacio completo. Esta topoloǵıa también
tiene como base a los conjuntos cilindros, ahora definidos para cada w ∈ �n y j ∈ Z por

[w; j] = {x ∈ X | x[j�j+n−1] = w} (1.7)

y claramente esta topoloǵıa es metrizable por la métrica de Cantor restringida.

Dentro de los σ-espacios, enfocaremos nuestra atención en una subclase particular, a saber los
σ-espacios de tipo finito (el Ejemplo 1.6 es un instancia). Para poder definirlos usaremos el hecho
de que un σ-espacio lo determina un conjunto de bloques prohibidos, es decir, que los bloques de
dicho conjunto no se encuentran en ninguno de los puntos de nuestro σ-espacio. Enunciaremos este
hecho formalmente. Sea

�∗ =

∞�

n=0

�n

(aqúı �0 representa al bloque vaćıo).

Proposición 1.8 (Ver [12], Proposición 1.3.4.). Sea X un σ-espacio sobre el alfabeto �. Entonces
existe F ⊂ �∗ tal que

X = XF = {x ∈ �Z | �w ∈ F tal que w = x[k�k+l(w)−1] para alguna k ∈ Z}.

En virtud de la proposición anterior, una lista de bloques prohibidos F ⊂ �∗ define un σ-
espacio XF , a saber, el conjunto de puntos x ∈ �Z tales que para todo bloque w ∈ F de longitud
n y para todo k ∈ Z, x[k�k+n−1] �= w. Ahora bien, es sencillo observar que dos listas de palabras
prohibidas distintas pueden generar el mismo σ-espacio. Por ejemplo, si utilizamos nuestro Ejemplo
1.6 con F = {00} y F � = {00, 000, 0000 . . . }, en ambos casos el σ-espacio es el mismo, es decir,
XF = XF � . Sin embargo, hay una única lista de bloques prohibidos maximal como veremos a
continuación. Primero definimos el lenguaje de X como el conjunto L(X) formado por los bloques
en �∗ que śı ocurren en algún punto de X, es decir,

L(X) = {w ∈ �∗ | ∃x ∈ X tal que w = x[0�0+l(w)−1]}
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(se toma por convención considerar a los bloques que se encuentran en la coordenada 0, pues al ser
un σ-espacio cualquier bloque w que aparece en y[k�k+l(w)−1] se encuentra en σk(y)[0�0+l(w)−1]). El
conjunto maximal de bloques prohibidos es entonces

FX = �∗ \ L(X).

Es sencillo observar que X = XFX
y que si F ⊂ �∗ es tal que X = XF , entocnes F ⊂ FX .

Dado un σ-espacio X sobre un alfabeto �, denotaremos por Bn(X) al conjunto de bloques
permitidos en X de longitud n, es decir,

Bn(X) = L(X) ∩ �n = {w ∈ L(X) | l(w) = n}.

Ya que diversas listas de bloques prohibidos pueden determinar un mismo σ-espacio, a través
de estas listas de bloques prohibidos de los σ-espacio podremos clasificarlos en dos clases funda-
mentales, aquellos σ-espacios que se les puede asociar una lista finita de bloques prohibidos que lo
determinan y aquellos que no.

Definición 1.9. Un σ-espacio es de tipo finito si existe una lista finita de bloques prohibidos que
lo determina.

Aśı, si X es un σ-espacio sobre un alfabeto finito �, entonces X es de tipo finito si y sólo si
existe F ⊂ �∗ tal que X = XF . En esta Tesis nos fijaremos en los σ-espacios de tipo finito y los
denotaremos por SFT por sus siglas en inglés.

Sea X un σ-espacio sobre un alfabeto �. Para poder determinar si un punto

x = . . . x−3x−2x−1.x0x1x2x3 . . .

está en nuestro σ-espacio X, tenemos que buscar en toda la sucesión de śımbolos si es que existen
bloques prohibidos dentro de ésta, es decir, si F ⊂ �∗ es tal que X = XF , entonces x ∈ X si y sólo
si para cada w ∈ F ,

x[i�i+l(w)−1] �= w para toda i ∈ Z.

Cuando X es un SFT, es posible construir un conjunto de bloques prohibidos de la misma longitud
que determinan el mismo σ-espacio. Esto se logra como a continuación describimos. Como X es un
SFT, existe un conjunto finito F ⊂ �∗ tal que X = XF . Tomamos el máximo de las longitudes
de los bloques prohibidos en F , y puesto que la lista es finita, dicha longitud es un número finito,
digamos M ≥ 1 (el caso M = 1 corresponde a los σ-espacios completos). Nuestro nuevo conjunto
consistirá de todos los bloques de dicha longitud que contienen a los bloques prohibidos originales
como sub-bloques. De manera precisa, definimos F � ⊂ �M por

F � = {u1 . . . uM ∈ �M | ∃w ∈ F tal que w = ui . . . ui+l(w) para alguna i = 1, . . . ,M − l(w)}.
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Es sencillo ver que esta nueva lista genera el mismo σ-espacio, es decir, X = XF = XF � . Entonces,
para todo σ-espacio de tipo finito, existe una lista de bloques prohibidos, donde todos los bloques
son del mismo tamaño.

Definición 1.10. Un σ-espacio de tipo finito tiene memoria M si puede ser descrito por una
colección de bloques prohibidos todos de tamaño M + 1.

Durante este trabajo se utilizarán gráficas dirigidas como representaciones de σ-espacios de
tipo finito. Los σ-espacios que inducen las gráficas dirigidas son de memoria M = 1. Por lo tanto,
estrictamente hablando, no todo SFT será un σ-espacio inducido por una gráfica dirigida. Sin
embargo, esto siempre ocurre módulo una conjugación. Este es el tema de la siguiente sección.

1.1.2. Gráficas dirigidas y �espacios de tipo finito

Sea G = (V,E) una gráfica dirigida. Primero será conveniente tener una notación básica para
varios conceptos.

i(e) es el vértice inicial de la arista e ∈ E.

t(e) es el vértice final de la arista e ∈ E.

EI es el conjunto de aristas con vértice inicial I ∈ V .

EJ es el conjunto de aristas con vértice final J ∈ V .

EJI = EI ∩ E
J .

Existen dos formas en que una gráfica dirigida G = (V,E) determina un σ-espacio de tipo
finito, a saber, los σ-espacios por vértices y los σ-espacios por aristas. El σ-espacio por vértices
es aquel cuyo alfabeto es el conjunto V y cuyo conjunto de bloques prohibidos es el conjunto
F = {(u, v) ∈ V × V | (u, v) /∈ E}; a este σ-espacio por vértices lo denotaremos por X̂G. El σ-
espacio por aristas es aquel cuyo alfabeto es el conjunto E y el conjunto de bloques prohibidos es el
conjunto F = {(a, b) ∈ E × E | t(a) �= i(b)}; al σ-espacio generado de esta forma, lo denotaremos
por XG. Claramente, los σ-espacios tanto por vértices como por aristas son de tipo finito, siempre
y cuando la gráfica G sea finita (es decir, tanto V como E son conjuntos finitos).

A cada SFT puede ser considerado tanto un SFT por vértices como por aristas a través de la
presentación en bloques del σ-espacio (aqúı, “considerado” querrá decir módulo una conjugación,
ver Definición 1.43).

Definición 1.11. Sea X un σ-espacio. y sea N ≥ 1. Definimos un nuevo SFT
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Expĺıcitamente, sea X un SFT de memoria M y sea F un conjunto de bloques prohibidos de
tamañoM+1 que determinan aX. Definimos una gráfica dirigida GM = (V,E), donde V = BM (X)
y para cada par de vértices I = x1x2 . . . xM ∈ V y J = y1y2 . . . yM ∈ V , pondremos una arista de
I a J si x2 . . . xM = y1 . . . yM−1.

Definición 1.12. Sea X un SFT de memoria M y sea GM = (V,E) la gráfica descrita en el
párrafo anterior. Decimos que XGM

es la presentación en M -bloques de X.

De esta forma, a lo largo de toda esta Tesis, vamos a identificar a los σ-espacios de tipo finito
con las gráficas dirigidas que determinan las presentaciones en bloques (ya sea que se consideren
como σ-espacios por vértices o por aristas).

Ejemplo 1.13. Pensaremos en el σ-espacio completo en un alfabeto de dos elementos como el σ-
espacio por vértices que determina la gráfica que se muestra en la Figura 1.1.

� �

Figura 1.1: El 2-shift completo

�

Veamos algunos de los conceptos de la teoŕıa de gráficas con los que estaremos trabajando.

Sea G = (V,E) una gráfica, donde V es el conjunto de los vértices y E es el conjunto de aristas.
Sea |V | = n y enumeremos los vértices de G de 1 a n. Vamos a definir la matriz de adyacencia
A ∈Mn×n(�) de G como sigue. La entrada Ai�j = k donde k ∈ � es el número de flechas que van
del vértice i al vértice j. Recordemos que un camino en G de longitud m es una sucesión de aristas
(e1, . . . , em) donde t(ei) = i(ei+1) para toda i = 1, . . . ,m− 1. La matriz de adyacencia tiene varias
propiedades, entre las cuales es importante mencionar la siguiente.

Observación 1.14. El número de caminos de longitud m ≥ 1 del vértice i al vértice j en G es
Ami�j, donde A es la matriz de adyacencia de G.

Esta observación será fundamental para obtener expresiones expĺıcitas de los sistemas de ciclos
(ver ecuación (1.27)), la cual se utilizará en el Caṕıtulo 4 en la demostración de nuestros resultados.

Demos un ejemplo de una gráfica sencilla, similar al 2-shift completo del ejemplo 1.13, en esta
ocasión agregando una nueva arista de 1 a 2 (ver Figura 1.2).
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Figura 1.2: El 2-shift con una arista más

Ejemplo 1.15. Consideremos la gráfica de la Figura 1.2, cuya matriz de adyacencia es

A =

�
1 2
1 1

�

.

Tenemos que

A2 =

�
3 4
2 3

�

.

Aśı pues, vemos que hay 3 caminos de longitud 2 del vértice 1 al vértice 1, a saber, (a, a), (b, c) y
(e, c), hay 4 caminos de longitud 2 del vértice 1 al vértice 2, a saber, (a, b), (a, e), (b, d) y (e, d), hay
2 caminos de longitud 2 del vértice 2 al vértice 1, a saber, (c, a) y (d, c) y finalmente hay 3 caminos
de longitud 2 del vértice 2 al vértice 2, a saber, (c, b), (c, e) y (d, d).

Aunque la matriz An nos da el número de caminos de longitud n de un vértice a otro, no nos
dice qué caminos son. Podŕıa ser importante saber cuáles son estos caminos. Para esto, aśı como
en [14], es conveniente considerar matrices sobre anillos más generales (referimos al lector a [11]
para conceptos básicos de álgebra abstracta). Concretamente, pensemos en el anillo que resulta al
considerar el grupo integral sobre el grupo libre generado por el conjunto de aristas. Recordemos
que el grupo integral sobre un conjunto A se define como el conjunto de sumas formales

Z[A] = {a1[x1] + · · ·+ an[xn] | ai ∈ Z y xi ∈ A para toda i = 1, . . . , n y n ∈ �}

con la convención de que a[x] + b[x] = (a + b)[x]. Si el conjunto A tiene además una estructura
de grupo, entonces definimos un producto inducido por la regla (a[x])(b[y]) = ab[xy] y obtenemos
aśı un anillo que será conmutativo si el grupo A lo es.

Si consideramos a Ê como el grupo libre generado por el conjunto de aristas E, tendremos que
la matriz sobre Z[Ê] asociada a la gráfica dirigida de la Figura 1.2 es

Â =

�
a b+ e
c d

�

.

Tomamos ahora Â2,

Â2 =

�
a2 + bc+ ec ab+ ae+ bd+ ed
ca+ dc cb+ ce+ d2

�

.
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La entrada Â2
1�1 son los posibles caminos del vértice 1 al vértice 1 de longitud 2. Tomemos a la

entrada Â2
1�1 = a

2 + bc+ ec lo que quiere decir que los caminos de longitud 2 del vértice 1 al vértice
1 es pasar 2 veces por a o pasar por b y por c o bien ir por e y regresar por c. De igual forma se
puede hacer para todos los posibles caminos.

�

Es conocido que le uso del grupo integral sobre grupos (multiplicativos) resulta de gran utilidad
en el proceso de codificación que involucran los sistemas de ciclos de primer retorno (abordaremos
un poco de ésto posteriormente).

1.1.3. Puntos periódicos y funciones zeta de ArtinMazur

Los puntos periódicos están asociados a las órbitas periódicas, y entender el comportamiento
de las órbitas es el fundamental en cualquier dinámica. Por lo tanto, ésto es también fundamental
en el estudio de los σ-espacios. Este es el tema que abordaremos ahora puesto que están en estrecha
relación con los sistemas de ciclos de primer retorno que veremos más adelante.

Definición 1.16. Sea X un SFT. Decimos que x ∈ X es un punto periódico si existe n ≥ 1 tal
que

σn(x) = x

y en este caso decimos que x es de periodo n. Si x ∈ X es un punto periódico, entonces decimos que
x es de periodo mı́nimo n ≥ 1 si σn(x) = x y para todo m < n se tiene que σm(x) �= x. Definimos

pn = |{x ∈ X | x es periódico de periodo n}|

y

qn = |{x ∈ X | x es periódico de periodo mı́nimo n}|.

Definimos también el periodo de X como

per(X) = mcd{pn | n ≥ 1}.

X es aperiódico si per(X) = 1.

Claramente qn ≤ pn para toda n ≥ 1. De hecho, como es de esperarse, la sucesión (pn) de
los puntos periódicos determina a la sucesión (qn) de los puntos periódicos de periodo mı́nimo y
viceversa, como veremos a continuación. Primero, como ya observamos, todo punto periódico de
periodo mı́nimo n es un punto periódico de periodo n, es decir,

{x ∈ X | x es periódico de periodo mı́nimo n} ⊆ {x ∈ X | x es periódico de periodo n}.



1.1 σ-Espacios 9

Ahora bien, para cada m ∈ � tal que m|n, tenemos que

{x ∈ X | x es periódico de periodo m} ⊆ {x ∈ X | x es periódico de periodo n}

pues si x ∈ X es de periodo m y n = ma con a ∈ �, entonces como σm(x) = x tenemos que

σn(x) = σam(x) = σm(σm(. . . σm(x)))
� �� �

a veces

= x.

De ésta manera tenemos que la sucesión (pn) puede obtenerse a partir de la sucesión (qn) de la
siguiente forma:

pn =
�

m|n

qm.

La fórmula expĺıcita para la sucesión (qn) en términos de la sucesión (pn) es más complicada
e involucra a la función de inversión de Möbius.

Definición 1.17. La función de inversión de Möbius se define para todo entero n ≥ 1 por

µ(n) =

�
0 si existe un primo p tal que p2|n
(−1)k si n = p1 . . . pk con pi �= pj primos distintos.

Proposición 1.18 (Ver [12], pág. 191).

qn =
�

k|n

µ
�n

k

�
pk.

Cuando se tiene una sucesión de números es común codificarla en una función generadora
(sobre funciones generadoras en general, referimos al lector a [8, 5]). En el caso de los puntos
periódicos, la función generadora por excelencia es la función zeta de Artin-Mazur, la cual definimos
a continuación.

Definición 1.19. Sea X un σ-espacio. La función zeta de Artin-Mazur de X �o simplemente la
función zeta) es

ζX(t) = exp

�
∞�

n=1

pn
n
tn

�

.

Ya que la función zeta está determinada por los puntos periódicos, también está determinada
por los puntos periódicos de periodo mı́nimo, como vemos a continuación.

Proposición 1.20 (Ver [12], pág. 201). Sea X un σ-espacio. Entonces

ζX(t) =

∞�

n=1

1

1− tqn
. (1.21)
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Ahora veremos que la función zeta de X es una función racional ya que

ζX(t) =
1

det(I − tA)

donde A es la matriz de adyacencia de la gráfica de la presentación en M -bloques de X, donde M
es la memoria de X. En virtud de lo dicho anteriormente tenemos la siguiente proposición:

Proposición 1.22. Si tenemos un σ-espacio determinado a partir de una gráfica con matriz de
adyacencia A de tamaño r × r, con polinomio caracteŕıstico XA, entonces tenemos que

ζX(t) =
1

trXA(t−1)
=

1

det(I − tA)
.

Prueba� Denotemos las ráıces de XA(t) por λ1, λ2, . . . , λr enlistadas por multiplicidad. Entonces
el polinomio caracteŕıstico es de la siguiente forma:

XA(u) = (u− λ1) . . . (u− λr) = u
r(1− λ1u

−1) . . . (1− λru
−1) = ur det(I − u−1A);

sustituyendo a u por t−1 se muestra que,

XA(t
−1) = t−r(1− λ1t) . . . (1− λrt) = t

−r det(I − tA).

o para nuestro caso

1

XA(t−1)
=

tr

(1− λ1t) . . . (1− λrt)
=

tr

det(I − tA)

que es equivalente a

1

trXA(t−1)
=

1

(1− λ1t) . . . (1− λrt)
=

1

det(I − tA)
. (1.23)

Nos falta demostrar que

ζX(t) =
1

trXA(t−1)
=

1

det(I − tA)
.

Sabemos que los puntos de periodo n en X están determinados biuńıvocamente por los bloques
tamaño n que son posibles de concatenar con ellos mismos, es decir por los bloques w ∈ Bn(X)
tales que ww ∈ L(X), y estos a su vez están determinados por la traza en la matriz An, puesto que
en la traza se encuentran los ciclos de tamaño n. Es decir,

pn(X) = tr An = λn1 + λn2 + · · ·+ λnr .



1.1 σ-Espacios 11

Por lo que tenemos que

ζX(t) = exp

�
∞�

n=1

λn1 + λn2 + · · ·+ λnr
n

tn

�

= exp

�
∞�

n=1

λn1 t
n

n
+ · · ·+

∞�

n=1

λnr t
n

n

�

= exp

�
∞�

n=1

λn1 t
n

n

�

× · · · × exp

�
∞�

n=1

λnr t
n

n

�

=
1

1− λ1t
× · · · ×

1

1− λrt
.

La última igualdad se sigue de la conocida identidad

ln
x

x− 1
=

∞�

n=1

1

nxn

y del hecho de que
x

x− 1
=

1

1− 1/x
.

�

Uno de los hechos fundamentales que ocuparemos en esta Tesis y que tiene que ver con cocientes
de funciones zeta es el siguiente. Recordemos que si G = (V,E) es una gráfica, entonces un ciclo
en v ∈ V es un camino cerrado que comienza y termina en v, y un ciclo de primer retorno a
v ∈ V corresponde a un camino cerrado que cruza por v sólamente al inicio y al final del camino.
Denotaremos por

pn(v) = {γ | γ es un ciclo en G en v}. (1.24)

y
qn(v) = {γ | γ es un ciclo en G de primer retorno a v}. (1.25)

Proposición 1.26. Sea G = (V,E) una gráfica �simple) y sea X̂G el SFT por vértices. Sea

fv(t) =

∞�

n=1

|qn(v)|t
n.

Entonces

fv(t) = Avvt+

∞�

n=0

�

i�j∈V−{v}

Avi(A
(v))nijAjvt

n+2 (1.27)

y también

fv(t) = 1−
ζA(t)

ζA�v)(t)

donde A(v) es la matriz que resulta de A al remover el renglón y la columna correspondientes a v.



12 Dinámica simbólica

Vamos a probar la ecuación (1.27) que es la que usaremos en las demostraciones de nuestros
resultados más adelante.

Prueba� Claramente q1(v) = Avv y esto justifica el término de grado uno en la ecuación (1.27).
Si n ≥ 2, entonces un ciclo de primer retorno a v consiste de la concatenación de una arista en Eiv
para alguna i ∈ V −{v}, seguida de un camino arbitrario de longitud n ≥ 0 que no utiliza el vértice
v y que termina en j ∈ V − {v}, seguido de una arista en Evi . En virtud de la Observación (1.14),
la cantidad de caminos que resultan corresponde entonces al coeficiente del n-ésimo término de la
serie de potencias fv(t).

�

1.1.4. Entroṕıa topológica

Sea X un σ-espacio. Si nos fijamos en el número |Bn(X)| de los posibles n-bloques que apare-
cen en X, nos da una idea de qué tan complejo es el σ-espacio X. Entre mayor (asintóticamente)
sea el número de posibles n-bloques, más complicado el σ-espacio es. En lugar de utilizar la suce-
sión de |Bn(X)| para n = 1, 2, . . . , resumiremos el comportamiento de ésta calculando su taza de
crecimiento. Como se ve en [12], |Bn(X)| crece aproximadamente como 2cn donde el valor c se le
llama la constante de crecimiento.

Definición 1.28. Sea X un σ-espacio. La entroṕıa (topológica) de X se define como

h(X) = ĺım
n→∞

1

n
log|Bn(X)|.

Es de observar que si X es un σ-espacio con � como alfabeto, tenemos que |Bn(X)| ≤ |�|n.
Entonces

1

n
log|Bn(X)| ≤

1

n
log|�|n = log|�|

para toda n, por lo que tenemos que h(X) ≤ log|�|. También si X �= ∅, entonces |Bn(X)|≥ 1 para
toda n, aśı tenemos que 0 ≤ h(x)) < ∞. Si X = ∅, entonces se tiene que |Bn(X)|= 0 para toda
n ∈ �. Usando la definición 1.28 calculamos la entroṕıa lo que nos queda como h(X) = −∞.

Ejemplo 1.29. Determinemos la entroṕıa de un σ-espacio clásico. Tomemos el σ-espacio X deter-
minado por la siguiente matriz (éste es conocido como el σ-espacio aureo)

A =

�
1 1
1 0

�

.

Para poder utilizar la fórmula de la entroṕıa, necesitamos conocer |Bm(X)|. Como sabemos,
el número de bloques de tamaño m está determinado por las entradas de la matriz Am. Si
diagonalizamos la matriz A podemos obtener con mayor facilidad dichas entradas. Por lo que
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tomando el polinomio caracteŕıstico de A, t2 − t− 1, obtenemos los valores caracteŕısticos de A, es

decir, las raices λ = 1+
√

5
2 y µ = 1−

√
5

2 , con los que podremos diagonalizar la matriz.

De forma que para calcular a Am tenemos que si

P =

�
λ µ
1 1

�

y

P−1 =
1
√
5

�
1 −µ
−1 λ

�

,

entonces

P−1AP =

�
λ 0
0 µ

�

.

Por lo que

Am = P

�
λm 0
0 µm

�

P−1.

Usando el hecho detA = λµ = −1 tenemos que

Am =
1
√
5

�
λm+1 − µm+1 −λm+1µ+ µm+1λ
λm − µm −λmµ+ µmλ

�

=
1
√
5

�
λm+1 − µm+1 λm − µm

λm − µm λm−1 − µm−1

�

.

Si sustituimos a las entradas por una función de la forma fm = (λm − µm)/
√
5, tenemos que

Am =

�
fm+1 fm
fm fm−1

�

.

Obsérvese que λ2 = λ + 1, utilizando inducción se tiene que λm+2 = λm+1 + λm, de forma
similar tenemos que µm+2 = µm+1+µm. Por lo que fm+2 = fm+1+fm y entonces podemos calcular
fm como la sucesión de Fibonacci, es decir que el término m de la sucesión fm está dado por la
siguiente fórmula

fm =
1
√
5

��
1 +

√
5

2

�m

−

�
1−

√
5

2

�m�

=
1
√
5
[λm − µm] .

Calculemos |Bm(X)|:

|Bm(X)| = fm+1 + fm + fm + fm−1 = fm+2 + fm+1 = fm+3.
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Veamos que la entroṕıa sólo depende de λ. Como µn/λn → 0 tenemos lo siguiente

h(X) = ĺım
n→∞

1

n
log|Bn(X)| = ĺım

n→∞

1

n
log fn+3

= ĺım
n→∞

1

n
log

1
√
5

�
λn+3 − µn+3

�

= ĺım
n→∞

1

n

�

log
1
√
5
+ (n+ 3) log λ+ log

�

1−
µn+3

λn+3

��

= ĺım
n→∞

1

n
log

1
√
5
+ ĺım
n→∞

1

n
(n+ 3) log λ+ ĺım

n→∞

1

n
log

�

1−
µn+3

λn+3

�

= ĺım
n→∞

�

1 +
3

n

�

log λ = log λ.

El σ-espacio en el Ejemplo 1.29 tiene por nombre el σ-espacio aureo puesto que tiene como

entroṕıa el logaritmo de la razón aurea λ = 1+
√

5
2 .

�

Como hemos visto, se puede calcular (diagonalizando) la entroṕıa de un σ-espacio que está de-
terminado por una gráfica G con matriz de adyacencia A �= 0 de tamaño r×r. Esta técnica será una
herramienta central en el desarrollo de los resultados que presentaremos en esta Tesis.

Para calcular la entroṕıa de dicho σ-espacio necesitamos saber cuánto valen las entradas de
An pues éstas determinan los posibles bloques de X. Es decir

|Bn(X)| =
r�

I�J=1

AnI�J .

Para calcular la entroṕıa, es decir, encontrar la taza de crecimiento de las entradas de An, el proceso
de diagonalización no es siempre el más adecuado. Para las matrices que se ven en este trabajo, el
teorema de Perron-Frobenius es la herramienta que nos ayuda a determinar el crecimiento de las
entradas de la matriz.

Primero supongamos que tenemos un σ-espacio generado a partir de una gráfica fuertemente
conexa con r vértices. Una gráfica G = (V,E) es fuertemente conexa si para cualquier par de
vértices x, y ∈ V , existe un camino dirigido que comienza en x y termina en y. Como mostramos
anteriormente, para determinar la entroṕıa necesitamos saber el valor de la entrada de la matriz
An. Supongamos que la matriz tiene un vector caracteŕıstico positivo v, con valor caracteŕıstico λ.
Para cada coordenada I del vector v se tiene que AvI > 0 y AvI = λvI . Aplicando A al vector v se
obtiene Av = λv de igual forma A2v = λ2v, aśı sucesivamente tenemos que Anv = λnv con n ≥ 1.
Entonces para cada coordenada I del vector v tenemos que

r�

J=1

AnI�JvJ = λ
nvI .
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Sea c = mı́n{v1, v2, . . . , vr} y d = máx{v1, v2, . . . , vr}. Entonces

c

r�

J=1

AnI�J ≤

r�

J=1

AnI�JvJ = λvI ≤ dλ
n.

Dividiendo entre c y sumando sobre I obtenemos que

r�

I�J=1

AnI�J ≤
r�

I=1

d

c
λn =

�
rd

c

�

λn = d0λ
n

donde d0 = rd/c > 0.

Veamos que también tiene una cota inferior, nótese que para cada I tenemos que

cλn ≤ λnvI =
r�

J=1

AnI�JvJ ≤ d
r�

J=1

AnI�J ≤ d
r�

I�J=1

AnI�J

con c0 = c/d > 0. Por lo que concluimos que

c0λ
n ≤

r�

I�J

AnI�J .

Todo lo anterior lo podemos resumir en la siguiente proposición.

Proposición 1.30. Sea A �= 0 una matriz no negativa con vector caracteŕıstico positivo v. Entonces
el valor caracteŕıstico correspondiente λ es positivo, y hay constantes c0 y d0 tales que

c0λ
n ≤

r�

I�J

AnI�J ≤ d0λ
n.

Si A es la matriz de adyacencia de una gráfica que determina a un σ-espacio XG, entonces
h(XG) = log λ.

Prueba� En la discución que precede al enunciado de la proposición se ha desarrollado ya gran
parte de la prueba. Sólo falta demostrar la última afirmación que se obtiene simplemente al tomar
el ĺım
n→∞

en todas las desigualdades, es decir

ĺım
n→∞

1

n
log(c0λ

n) ≤ ĺım
n→∞

1

n
log

�


r�

I�J

AnI�J



 ≤ ĺım
n→∞

1

n
log d0λ

n.

Luego entonces

ĺım
n→∞

1

n
log c0 + ĺım

n→∞

1

n
(n log λ) ≤ ĺım

n→∞

1

n

�


r�

I�J

AnI�J



 ≤ ĺım
n→∞

1

n
do + ĺım

n→∞

1

n
(n log λ)
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y aśı
log λ ≤ h(X) ≤ log λ.

�

Como se ve, lo que necesitamos para poder encontrar las cotas es poder garantizar que exista un
vector caracteŕıstico con entradas estŕıctamente positivas. En nuestro caso, el Teorema de Perron-
Frobenius nos asegura la existencia de tal. Hasta ahora hemos considerado únicamente matrices
con entradas enteras. El Teorema de Perron-Frobenius es verdadero en un casos más generales y
será conveniente enunciarlo para matrices con entradas reales positivas.

Teorema 1.31 (Perron-Frobernius). Sea A �= 0 una matriz irreducible con entradas en R+.
Entonces A tiene un vector caracteŕıstico vA con entradas estŕıctamente positivas y con valor
caracteŕıstico λA > 0 tal que es geométricamente y algebráicamente simple. Si µ es otro valor car-
acteŕıstico de A, entonces |µ|≤ λA. Cualquier vector caracteŕıstico positivo para A es múltiplo de
vA.

Cuando tenemos que A es una matriz real, irreducible y con entradas positivas, decimos que
λA es el valor Perron de A, y a vA se le llama el vector Perron de A. Obsérvese que el valor Perron
es único y que el vector Perron es único salvo homotesias positivas. (Aqúı no se da la demostración
del teorema de Perron-Frobernius, pues es un resultado bastante conocido en el álgebra de matrices
no-negativas. Para la prueba véase, e.g. [7]).

En caso de que A no sea irreducible, siempre es posible reescribir a A, módulo un reorde-
namiento del conjunto que la indexa, en forma diagonal por bloques, es decir, en la forma

�






A1 0 · · · 0
∗ A2 · · · 0
...

...
. . .

...
∗ ∗ · · · Ak








en donde cada Ai es irreducible. En este caso definimos el valor Perron de A como máx{λAi
| i =

1, . . . , k}.

Si tenemos un σ-espacio finito determinado por una gráfica G fuertemente conexa, entonces
podemos afirmar lo siguiente:

Teorema 1.32. Sea X un σ-espacio de tipo finito tal que la gráfica G que lo determina es fuerte-
mente conexa y sea A su matriz de adyacencia. Entonces se cumple que h(X) = log λA donde λA
es el valor Perron de A.

Prueba� Por el teorema de Perron-Frobenius tenemos asegurada la existencia del valor λ en la
Proposición 1.30 por lo que solo tenemos que aplicar dicha proposición.
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�

El siguiente es un resultado clásico y lo enunciaremos porque será de utilidad más adelante.

Teorema 1.33 (Ver [12], Teorema 4.4.7). Sea A una matriz irreducible y sea B una matriz con
entradas no negativas, del mismo tamaño �finito) que A y tal que 0 ≤ B ≤ A, es decir, Bij ≤ Aij
para todas i, j. Supongamos que existen i, j tales que Bij < Aij. Entonces λB < λA.

Entonces, si tenemos una gráfica finita, el σ-espacio que resultase de remover una arista o un
vértice será de menor entroṕıa. No es de sorprender entonces que la entroṕıa también se relaciona
fuertemente con los puntos periódicos y los valores pn y qn de la sección anterior por lo que a
continuación veremos su relación a partir del siguiente teorema:

Teorema 1.34. Sea X un σ-espacio definido a partir de un gráfica furtemente conexa G. Entonces

ĺım sup
n→∞

1

n
log pn(X) = h(X).

Prueba� Sea X un sigma espacio definido a partir de una gráfica fuertemente conexa. Para de-
mostrar la igualdad primero demostremos la siguiente desigualdad:

ĺım sup
n→∞

1

n
log pn(X) ≤ h(X). (1.35)

Para cada punto x ∈ X de periodo n está uńıvocamente determinado por un bloque x[0�n−1] ∈
Bn(X), por lo que pn ≤ |Bn(X)|. Tomando logaritmo, dividiendo entre n y tomando el ĺımite
superior cuando n→∞, la igualdad se respeta.

Nos falta demostrar que se da la igualdad en nuestro caso, hagamos tal demostración. Como
G es fuertemente conexa, entonces entre cualesquiera par de vértices, existe un camino de cierta
longitud. Como la gráfica es finita, existe un N tal que para cualquier par de vértices I, J existe un
camino de longitud igual o menor a N . Si π ∈ Bn(X), hay un camino τ de longitud menor o igual a
N del vértice terminal t(π) de π al vértice inicial i(π) de π. Entonces πτ es un ciclo y (πτ)∞ tiene
periodo n+ |τ |, el cual esta entre n y n+N . De esta forma cada bloque en Bn(X) genera un punto
en X con algún periodo entre n y n+N , bloques diferentes generan puntos diferentes. Por lo que
tenemos que,

|Bn(X)|≤ pn(X) + pn+1(X) + · · ·+ pn+N (X).

Para cada n hay un número entre los pn+ k con 0 ≤ k ≤ N que es mayor a los otros. Digamos que
tal número se da en k = k(n). Entonces tenemos que,

|Bn(X)| ≤ (N + 1)pn+k(n)(X).
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Por lo que si tomamos la entroṕıa tenemos,

h(X) = ĺım
n→∞

1

n
log|Bn|

≤ ĺım sup
n→∞

�
1

n
log(N + 1) + log pn+k(n)(X)

�

≤ ĺım sup
m→∞

1

m
log pm(X).

con lo cual se prueba la otra desigualdad.
�

De igual forma veamos como se relaciona la entroṕıa con los puntos de periodo mı́nimo n. De
igual forma que a partir del número de puntos periódicos de periodo n se puede calcular la entroṕıa,
vamos a calcular la entroṕıa a partir del número de puntos periódicos de periodo mı́nimo n.

Por lo que tenemos la siguiente proposición:

Proposición 1.36. Sea X un σ-espacio determinado a partir de una gráfica fuertemente conexa.
Entonces se tiene que,

ĺım sup
n→∞

1

n
log qn(X) = h(X).

Prueba� Como todo punto de periodo mı́nimo n es un punto periódico de periodo n, se sabe que
qn(X) ≤ pn(X). Podemos utilizar la desigualdad (1.35), es decir,

ĺım sup
n→∞

1

n
log qn(X) ≤ ĺım sup

n→∞

1

n
log pn(X) ≤ h(X).

De esta forma al igual que en la prueba anterior sólo tenemos que demostrar la otra desigualdad.
Si h(X) = 0 acabamos, por lo tanto supongamos que h(X) > 0. Como se demostró en la prueba
anterior existe una sucesión de pni

tal que,

ĺım sup
i→∞

1

ni
nni

(X).

Sea ε > 0. Entonces para alguna i lo suficientemente grande tenemos que

pni
> exp(nih(X)− niε). (1.37)

También utilizando la demostración anterior tenemos que para una m lo suficientemente grande y
toda j ≤ m, tenemos

pj < exp(mh(X) +mε). (1.38)

Pero tenemos que

qn(X) ≥ pn(X)−

n/2�

j=1

Pj(X).
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Entonces utilizando (1.37) y (1.38), para una i lo suficientemente grande, tenemos que

qni
≥ pni

(X)−

ni
2�

j=1
pj(X)

> exp(nih(X)− niε)− (ni

2 ) exp((
ni

2 )h(X) + (ni

2 )ε)

= exp(nih(X)− niε)− (exp(nih(X)− niε))((
ni

2 ) exp(−ni(
h(X)

2 − 3ε
2 ))

= [exp(nih(X)− niε)][1− (ni

2 ) exp(−ni(
h(X)

2 − 3ε
2 )].

Tomando una ε lo suficientemente pequeña, tenemos que el multiplicando subrayado tiende a 1
cuando i→∞. Por lo que

ĺım sup
i→∞

1

ni
log qni

(X) ≥ h(X).

Tomando la desigualdad anterior y la mostrada al principio de esta prueba tenemos la igualdad.

�

Como hemos visto tanto el número de puntos periódicos, aśı como el número de puntos periódi-
cos de periodo mı́nimo, determinan la entroṕıa. Como éstos también determinan la función zeta,
es claro que si dos σ-espacios tienen el mismo número de puntos periodicos pn o el mismo número
de puntos de periódicos de periodo mı́nimo qn, entonces ambos tienen la misma función zeta y
la misma entroṕıa. Como veremos más adelante, esto nos sirve para determinar cierta “igualdad”
entre los σ-espacios.

1.2. Homomorfismo de �Espacios

En esta sección presentamos definiciones y algunas propiedades de los homomorfismos entre
los σ-espacios como son los códigos de bloques.

1.2.1. Homomorfismos en �espacios

En la dinámica simbólica necesitamos funciones entre la categoŕıa de los σ-espacios. Para que
estén bien definidas se requiere que respeten el hecho de ser σ-espacios, es decir que tienen que
conmutar con la función σ. Comenzaremos con las funciones medibles con respecto a la σ-álgebra
de Borel y que conmutan con σ. A este tipo de funciones las denominaremos homomorfismos.

Definición 1.39. Un homomorfismo entre σ-espacios es una función medible �con respecto a la
σ-álgebra de Borel) ϕ : X → Y tal que ∀x ∈ X tenemos que ϕ(σ(x)) = σ(ϕ(x)), o en otras palabras,
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el siguiente diagrama conmute:

X
ϕ ��

σ

��

Y

σ

��
X ϕ

�� Y

Definición 1.40. Una función ϕ : X → Y es un isomorfismo si ϕ es un homomorfismo biyectivo
y cuya inversa es un homomorfismo.

Entonces dos σ-espacios son isomorfos si existe un isomorfismo entre ellos.

Los isomorfismos entre SFT’s fueron caracterizados por Ornstein y Friedmann en los años 70’s
(ver [15] y [6]). La caracterización es la siguiente:

Teorema 1.41 (Ornstein-Friedman). Dos SFT’s son isomorfos si y sólo si tienen la misma entroṕıa
y el mismo periodo.

Los homomorfismos más frecuentes en la dinámica simbólica son las funciones continuas, las
cuales están caracterizadas por el Teorema de Curtis-Lyndon-Hedlund (ver Teorema 1.44) como los
códigos de bloques.

Definición 1.42. Sean X,Y σ-espacios. Una función ϕ : X → Y es un mapeo de bloques si existen
enteros m, a ≥ 0 y una función Φ: �m+a+1 → B de forma que para cualesquiera i ∈ Z y x ∈ X,
ϕ(x)i = Φ(x[i−m�i+a]). Un mapeo de bloques está entonces representado de la siguiente forma:

. . . x−i−m−1 x−i−mxi−m+1 . . . xi+a−1xi+a xi+a+1 . . .

Φ
��

. . . ϕ(x)i−1 ϕ(x)i ϕ(x)i+1 . . .

.

Decimos que ϕ tiene memoria m y anticipación a. A la función Φ se le llama la regla local de
ϕ. Es claro que podemos encontrar una regla local con memoria y anticipación tan grande como
queramos. En particular podemos suponer que m = a = r, en cuyo caso decimos que r es un radio
de f .
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Definición 1.43. Sean X y Y dos SFT’s. Decimos que X y Y son conjugados si existe isomorfismo
continuo ϕ : X → Y cuya inversa es también un isomorfismo continuo. En este caso decimos que
ϕ es una conjugación.

Se han estudiado con amplitud este tipo de funciones aplicadas a los σ-espacios. Se conoce
que mantienen diferentes propiedades a saber, puntos periódicos, equicontinuidad, puntos estables,
transitividad, etc.

Los códigos de bloques son homomorfismos, pero cuándo una función que conmute con σ
será un homomorfismo, o en otras palabras, ¿cuáles funciones son homomorfismos cuando tenemos
la medida definida a partir de la métrica de Cantor? La respuesta a tal pregunta nos la da el
teorema Curtis-Lyndon-Hedlund.

Teorema 1.44 (Curtis-Lyndon-Hedlund�. Sea φ : X → Y una función entre los σ-espacios X
y Y . Entonces φ es un homomorfismo si y sólo si es un código de bloques.

Por falta de espacio en está tesis la demostración de tal teorema no se encuentra en las páginas
de este trabajo, pero se puede encontrar en [12] y [19]. Gracias al teorema anterior podemos afirmar
que todas las funciones continuas bajo la métrica de Cantor que son homomorfismos, son códigos
de bloques.

La siguiente pregunta resulta natural. ¿Si un código de bloques es biyectivo, su inversa siempre
es un código de bloques?, es decir si tenemos un código de bloques biyectivo es de suponerse que
este sea un isomorfismo, pero la respuesta es no, un código de bloques biyectivo no siempre tiene
como función inversa a un código de bloques. Un código de bloques biyectivo cuya función inversa
es un código de bloques se le llama conjugación. Dos σ-espacios de tipo finitos que sean isomorfos
bajo códigos de bloques se dice que son conjugados. Se conocen varios invariantes bajo conjugación,
siendo el más importante de todos la entroṕıa [15, 6] (la demostración se encuentra más adelante
en esta sección).

Se tienen clasificados los σ-espacios de tipo finito, módulo isomorfos que sean códigos de blo-
ques, gracias al Teorema de Descomposición y al Teorema de la σ-Equivalencia Fuerte (ambos se
encuentran en [12]). En vista de que la demostración de que el invariante del árbol generador es
invariante de conjugación usa el Teorema de Descomposición, daremos su demostración pues nos
ayudará a entender y visualizar mejor los procedimientos de las pruebas.

Para poder hacer la prueba será conveniente definir los in-splittings y ex-splittings para las
gráficas. La definiciones formales se encuentran en [12] pero aqúı daremos un breve recordatorio.

Definamos primero el in-splitting. Sea G una gráfica y k un vértice de G. Vamos a generar
una nueva gráfica G� a partir de G. Sean Ek las flechas que tienen como vértice final a k, entonces
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podemos tomar F1,F2, . . .Fm tal que
�m
i=1Fi = Ek y Fr ∩ Fs = ∅ si r �= s, una partición de

las aristas con vértice final k. Entonces en G� tenemos un vértice ki por cada conjunto Fi y los
restantes vértices son los mismos que en G.

Las aristas de G son las mismas si no tienen como vértice inicial o final al vértice k. Si tenemos
una arista con vértice inicial k y vértice final x en G, añadimos una arista en G� con vértice inicial
ki y vértice final x, para cada i ∈ {1, 2, . . .m}. Si tenemos una arista con vértice final k y vértice
inicial x entonces k ∈ Fi para algún i ∈ {1, 2, . . .m}, colocamos una arista con vértice inicial x y
vértice final ki en G

�.

De forma análoga se define el out-splitting. Dada una gráfica G y k un vértice tomamos una
partición de las aristas que tienen como vértice final a k, Ek =

�m
i=1Fi donde Fi ∩Fj �= ∅ si i �= j.

Vamos a generar una nueva gráfica G�� donde por cada Fi vamos a tomar un nuevo vértice ki y los
demas vértices de G los dejamos igual.

Las adyacencias de los vértices que sean distintos a k se mantienen igual. Por cada arista e
que va de un vértice w al vértice k en G tenemos una arista de w a cada uno de los nuevos vértices
ki. Para cada arista con vértice inicial k se encuentra contenida en algún Fi tal arista tiene como
vértice inicial a ki en G

�� y como vértice final al original en G, en caso de que éste sea k se tiene
que añadir una arista hacia todos los vértices que representan a k en G��. Para cada ki tenemos que
Eki

= Fi.

Teorema 1.45 (Teorema de Descomposición�. Cualquier conjugación de un σ-espacio por
aristas a otro, es la composición de los códigos splittings y amalgamations.

Prueba� Gracias a la presentación en bloques de un σ-espacio podemos suponer que cualquier
código de bloques es un 1-bloque. Para demostrar el Teorema de Descomposición necesitamos
utilizar el siguiente lema y aplicarlo varias veces.

Lema 1. Sean G,H gráficas, XG denota al σ-espacio generado por las aristas de G. Sea φ : XG →
XH una conjugación cuya inversa tiene memoria m ≥ 0 y anticipación n ≥ 1. Entonces hay
out-splittings G̃ de G y H̃ de H tales que el diagrama

XG
ψ

GG̃ ��

φ

��

XG̃

φ̃
��

XH XH̃
α

H̃H��

conmuta, donde αH̃H y ψGG̃ son los códigos de bloques que resultan de los out-splittings. Además

φ̃−1 tiene memoria m y anticipación n− 1.

Prueba� Sea H̃ el out-splitting completo de H, entonces las aristas de H̃ son de la forma hk donde
h, k ∈ E(H) y t(h) = i(k) en H. Sea φ = Φ∞ donde Φ: E(G)→ E(H). Para cada vértice w ∈ V (G)
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daremos una partición de sus aristas Ew, definida de acuerdo a su imagen bajo Φ. Por lo que para
cada x ∈ V (G) y h ∈ E(H) se define Ehw = {g ∈ Ew | Φ(g) = h}. Sea G̃ la gráfica que resulta
de hacer el out-spliting bajo las particiones definidas anteriormente. Definamos Φ̃ : E(G̃)→ E(H̃)
como Φ̃(gh) = Φ(g)h. De esta forma inducimos un código de 1-bloque dado por φ̃ = Φ̃∞ : XG̃ → XH̃ .
El siguiente diagrama muestra la acción de estos códigos.

. . . g−3g−2g−1.g0g1g2g3 . . .
ψ

GG̃��

φ=Φ

��

. . . g
h�2

−3 g
h�1

−2 g
h0
−1.g

h1
0 g

h2
1 g

h3
2 g

h4
3 . . .

φ̃=Φ̃∞
��

. . . h−3h−2h−1.h0h1h2h3 . . . . . . h
h�2

−3 h
h�1

−2 h
h0
−1.h

h1
0 h

h2
1 h

h3
2 h

h4
3 . . .

α
H̃H��

.

Para demostrar que φ̃−1 tiene la memoria y anticipación requerida, debemos ver que para
cualquier ỹ ∈ XH̃ , las coordenadas [−m,n− 1] de ỹ, determinan a la coordenada 0 de x̃ = φ̃−1(ỹ).
Para esto escribimos y = αH̃H(ỹ), x = φ−1(y) y observamos que

x̃0 = x
y1
0 .

Como ỹ[−m�n−1] determina y[−m�n] que determina la coordenada x0 se sigue que ỹ[−m�n−1]

determinan la coordenada x̃0.
�

A continuación aplicamos el Lema 1 repetidas veces para obtener la prueba del Teorema de
Descomposición.

Como se mencionó anteriormente en un principio, gracias a la presentación de bloques de un
σ-espacio, podemos suponer que el código de bloques es 1-bloque. Sean m y n la memoria y la
anticipación de φ−1. Podemos suponer que m ≥ 0 y n ≥ 0. Si m = n = 0, entonces φ es un código
de bloques de 1-bloque con inversa 1-bloque, entonces es solo una retiquetación y terminamos.
Supongamos que n ≥ 1 por el Lema 1 hay una sucesión de out-splitings ψj y conjugaciones de
1-bloques φ̃, donde 1 ≤ j ≤ n, para las cuales se tiene que φ̃−1

j tiene memoria m y anticipación
n− j, como se muestra en el siguiente diagrama.

XG

φ

��

ψ1 �� XG1

ψ2 ��

φ̃1

��

XG2
��

φ̃2

��

. . . ψn �� XGn

φ̃n

��
XH XH1α1

�� XH2α2

�� . . .�� XHnαn

��

La función inversa del código de bloques φ̃n tiene memoria m y anticipación 0.



24 Dinámica simbólica

El Lema 1 puede ser usado para reducir la memoria del código de bloque, aplicando lo a la
gráfica transpuesta (la cual resulta de transponer la matriz de adyacencia de la gráfica original o
invertir las flechas de la gráfica original). Entonces tendremos una sucesión de in-splitings ψn+k y
conjugaciones φ̃n+k de 1-bloque para 1 ≤ k ≤ m tal que φ̃−1

n+k tiene memoria m− k y anticipación
0 como se muestra a continuación

XGn

φ̃n

��

ψn+1 �� XGn+1

ψn+2 ��

φ̃n+1

��

XGn+2
��

φ̃n+2

��

. . .
ψn+m�� XGn+m

φ̃n+m

��
XHn

XHn+1αn+1

�� XHn+2αn+2

�� . . .�� XHn+mαn+m

��

En particular φ̃−1
n+m tiene memoria 0 y anticipación 0, entonces es una retiquetación. Si ponemos

estos diagramas juntos obtenemos el siguiente diagrama.

XG

φ

��

ψ1 �� XG1

ψ2 ��

φ̃1

��

XG2
��

φ̃2

��

. . . ψn �� XGn

φ̃n

��

ψn+1 �� XGn+1

ψn+2 ��

φ̃n+1

��

XGn+2
��

φ̃n+2

��

. . .
ψn+m�� XGn+m

φ̃n+m

��
XH XH1α1

�� XH2α2

�� . . .�� XHnαn

�� XHn+1αn+1

�� XHn+2αn+2

�� . . .�� XHn+mαn+m

��

Recorriendo el diagrama primero hacia la derecha, hacia abajo y a la izquierda podemos tener las
sucesión de in-splittings y out-splitings para ir de una gráfica a otra. Por lo que φ es una composición
de éstos.

�

Como colorario del teorema de descomposición tenemos el siguiente colorario

Corolario 1.46. Sean G y H gráficas esenciales. El σ-espacio por aristas XG y XH son conjugados
si sólo si G se obtiene a partir de H a través de una sucesión de operaciones in-splitting, out-spliting,
in-amalgamation y out-amalgamation.

1.2.2. �equivalencia fuerte

En esta sección enunaciamos una condición entre SFT’s que es equivalente a la conjugación.
Esta es la caracterización más importante en términos de matrices y ha dado lugar a una teoŕıa
general llamada Teoŕıa de Williams.

Sean A,B ∈M(�) matrices cuadradas, si tomamos las gráficas que determinan dichas matri-
ces a saber que estas son las matrices de adyacencia de dichas gráficas, y tomamos los SFT que
determinan las gráficas, entonces ¿Cuándo los SFT son conjugados? El teorema de descomposición
nos dice que si podemos llegar de la gráfica que determina la matriz A a la gráfica que determina la
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matriz B a través de operaciones de splittings y amalgamations, entonces los SFT son conjugados.
Para determinar si las matrices A y B determinan SFT conjugados sin conocer la sucesión de las
operaciones en las gráficas tenemos la siguiente relación de equivalencia.

Definición 1.47. Sean A y B matrices cuadradas con entradas enteras no negativas. Una
equivalencia elemental de A a B es un par de matrices (R,S) rectangulares con entradas enteras
no negativas que satisfacen

A = RS y B = SR.

Y denotamos a este caso A �R�S B.

Una “strong shift equivalence” o una equivalencia fuerte de longitud l de A a B es una sucesión
de l equivalencias elementales

A = A0 �R1�S1 A1, A1 �R2�S2 A2 . . . Al−1 �Rl�Sl
Al = B.

En este caso escribimos que A ≈ B. Decimos que A es fuertemente equivalente a B si existe una
equivalencia fuerte de A a B para alguna longitud. Es de observarse que las matrices A y B no
necesariamente son del mismo tamaño.

Es fácil ver que ser fuertemente equivalente es una relación de equivalencia en el conjunto de
matrices cuadradas de cualquier tamaño finito, ver que esta relación se da cuando los σ-espacios
son conjugados se debe al trabajo de R.F. Williams en [21]. Nuestra intención será demostrar que si
dos matrices son fuertemente equivalente, entonces los σ-espacios asociados a éstas, son conjugados.
Para probar esto primero veremos que la equivalencia elemental puede ser usada para obtener una
conjugación.

Sean A,B matrices cuadradas con entradas enteras no negativas, tales que hay una equivalencia
elemental de A a B con las matrices R,S, es decir A �R�S B. Contruyamos una gráfica GR�S a partir
de las gráficas GA y GB que son las gráficas que determinan las matrices A y B respectivamente.
Tomemos la unión ajena de las gráficas de GA y GB. Las aristas en GA las llamaremos A-aristas, y
las de GB B-aristas. Para cada vértice I en GA y cada vértice J en GB le añadimos el número de
aristas en la entrada RI�J con dirección de I a J , a estas la llamaremos R-aristas y de igual forma
añadimos SJ�I aristas de J a I y los llamamos S-aristas, completando la construcción de GR�S Por
un R,S-camino entenderemos a una R-arista seguida de una S-arista formando asi un camino en
GR�S . De forma similar definimos S,G-camino.

Sean I, I � vértices en GA. Como A = RS hay una biyección entre las arista de I a I � y los R,S-
caminos de I a I �. Podemos fijar una biyección y a cada A-arista le correspondra un par de aristas,
donde una es R-arista y la otra es S-arista, denotaremos a↔ r(a)s(a) o a = a(sr) tal asignación.
En forma similar tenemos que como B = SR, entonces para cualesquiera par de estados J, J � en
GB tenemos una biyecćıon entre las aristas de J a J � y los S,R-caminos de J a J �. Fijamos una
biyección y denotamos por b↔ S(b)r(b) o b = b(sr) tal elección.
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Podemos definir un código de bloques de 2-bloques, dando primero la regla local de
ΓR�S : B2(XA)→ B1(XB) usando la biyección elegida de la siguiente forma:

ΓR�S(a0, a1) = b(s(a0)r(a1)).

Lo que ocurre en realidad, es que un A-camino a0a1 le corresponde a un doble camino R,S-camino
r(a0)s(a0)r(a1)s(a1). La parte de en medio s(a0)r(a1), es un S,R-camino que corresponde a una
B-arista b = b(s(a0)r(a1)), el valor de ΓR�S en el bloque a0a1. Fijando la elección de biyecciones
definimos el código de bloques de la siguiente forma:

γR�S = (ΓR�S)
[0�1]
∞ .

Si A y B son matrices de solo 0− 1, entonces sólo hay una posible elección de las biyecciones.

Proposición 1.48. Si la misma biyección es usada para definir γR�S : XA → XB y γS�R : XB → XA,
entonces

γS�R ◦ γR�S = σA y γR�S ◦ γS�R = σB.

En particular los códigos de bloques γR�S y γS�R son conjugaciones.

Prueba� De las definiciones se ve que si a1a2a3 ∈ B3(XA), entonces ΓR�S(a1a2) sigue a ΓR�S(a0a1)
en GB, por lo que γR�S(XA) ⊂ XB. De forma análoga γS�R(XB) ⊂ XA Para visualizar ésto tenemos
el siguiente diagrama. Denotemos por ri = (ai), s(ai) = si.
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El argumento expresado en términos de nuestra notación de biyecciones es de la siguiente
forma:

ΓS�R ◦ ΓR�S(a0a1a2) = ΓS�R(b(s(a0)r(a1))b(s(a1)r(a2))) = a(r(a1)s(a1)) = a1.
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Notese que de la segunda igualdad es valida por que usamos la misma biyección para definir ΓS�R
y ΓR�S , por lo que r(b(s(a0)r(a1))) = a1, etc.

Un argumento similar muestra que γR�S ◦ γS�R = σB. Como σA y σB son conjugaciones, se
sigue que γR�S y γS�R también son conjugaciones.

�

Utilizando la proposición anterior vemos que la equivalencia elemental entre matrices con
entradas enteras no negativas, induce una conjugación, entre los σ-espacios que están determinados
por las matrices. Si tomamos una equivalencia fuerte entre dos matrices A y B tenemos que gracias
a que la composición de un número finito de conjugaciones, es una conjugación, entonces tenemos
que los σ-espacios XA y XB determinados por las matrices son conjugados. A esta afirmación se le
conoce como el teorema de clasificación y se enuncia de la siguiente manera.

Teorema 1.49 (Teorema de Clasificación�. Los σ-espacios XA y XB son conjugados si y sólo
si las matrices A y B son fuertemente equivalentes.

La demostracion de tal es aplicar lo visto anteriomente.

Para poder determinar si dos σ-espacios son conjugados, necesitamos encontrar el código de
bloques que determina tal conjugación. Como ésto puede ser complicado (es de hecho indescidible),
podemos encontrar invariantes bajo las conjugaciones y aśı determinar si los σ-espacios son conju-
gados o no. A continuación demostraremos que la función zeta, aśı como la entroṕıa son invariantes
bajo conjugación.

Para demostrar que tanto la función zeta y la entroṕıa son invariantes bajo la conjugación, lo
único que necesitamos demostrar para éste hecho, es ver que el número de puntos periódicos de un
σ-espacios son invariantes bajo conjugación. Como la función zeta y la entroṕıa están determinados
por el número de puntos periódicos es claro que ambos tendrán la misma función zeta y la misma
entroṕıa. Enunciemos lo escrito anteriormente.

Teorema 1.50. Si X y Y son σ-espacios conjugados, entonces la función zeta de X es igual a la
función zeta de Y a saber que,

ζX(t) = ζY (t).

Aśı como también se da la igualdad con la entroṕıa, es decir que h(X) = h(Y ).

El Teorema 1.50 se demuestra probando la siguiente proposición:

Proposición 1.51. Sean X y Y dos sigma espacios, sea φ : X → Y un código de bloques entre X
y Y . Si x ∈ X tiene periodo n en X, entonces φ(x) tiene periodo n en Y , y el periodo mı́nimo de
φ(x) divide el periodo mı́nimo de x. Las conjugaciones respetan los puntos periódicos de periodo
mı́nimo.
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Prueba� Demostremos la proposición anterior. Si x ∈ X tiene periodo n, entonces σX(x) = x.
Tenemos que,

σny (φ(x)) = φ(σ
n
X(x)) = φ(x).

por lo que φ(x) tiene periodo n. Si x tiene periodo mı́nimo n, entonces φ(x) tiene periodo n. Como
el periodo de un punto siempre es múltiplo de su periodo mı́nimo. Por lo que tenemos que, si m es
el periodo mı́nimo de φ(x), entonces m divide a n. Si φ es una conjugación, entonces m divide a n
y n divide a m por lo tanto m = n.

�

Prueba del Teorema 1�50. Utilizando la Proposición 1.51 tenemos que qn(X) = qn(Y ). Como
las qn’s determinan a las pn’s tenemos que pn(X) = pn(Y ). Por la definición de la función zeta y la
definición de la entroṕıa (ver definición 1.28), tenemos que ζX(t) = ζY (t) y h(X) = h(Y ).

�

De esta manera hemos definido dos invariantes bajo conjugación, a saber, la entroṕıa y la
función zeta. Es común que no sea posible encontrar el código de bloques entre dos espacios, por lo
que para determinar si son conjugados una forma “fácil” de hacerlo es encontrando su entroṕıa o
su función zeta. Es decir, si dos σ-espacios tienen distinta entroṕıa o distinta función zeta, entonces
no son conjugados.

Entre más restricciones tenga un isomorfismo, más invariantes asociados tendrá. Entre los
distintos invariantes que se conocen se encuentran los puntos periódicos, la función zeta, el grupo
de la dimensión (ver [12]), entre otros. En particular se encuentra el invariante de árbol generador,
el cual es un tema central de esta Tesis. Este invariante está definido en un contexto más general
en el cual están involucradas medidas de probabilidad. Este es el tema del siguiente caṕıtulo.



Caṕıtulo 2

Cadenas de Markov

2.1. Cadenas de Markov

Ahora nos interesa definir medidas en los σ-espacios. Por convención, los σ-espacios serán vistos
como espacios medibles al considerar la σ-álgebra de Borel. Queremos también que las medidas
sean σ-invariantes, es decir, que si X es un σ-espacio, µ es una medida en X y A ⊂ X es medible,
entonces µ(A) = µ(σ(A)). En virtud del Teorema de Extensión de Caratheodory (ver, e.g. [17]), si
definimos una medida en los cilindros del σ-espacio, dicha medida se extiende a todo el σ-espacio
(ver sección §2.1.1 de este caṕıtulo). Los espacios de medida resultantes son los que llamamos
Cadenas de Markov. En este caṕıtulo describiremos el proceso de construir esta clase de medidas
sobre los σ-espacios. Asumimos cierta familiaridad con conceptos de teoŕıa de probabilidad y de
teoŕıa de la medida. Como referencia el lector podrá consultar, por ejemplo, [4] y [8].

2.1.1. Cadenas de Markov

Definición 2.1 (Cadenas de Markov como procesos estocásticos). Sea (Ω, F,P) un espa-
cio de probabilidad, donde Ω es un conjunto finito o numerable, F es la σ-álgebra y P es la medida
de probabilidad. E es un conjunto no vaćıo, finito o numerable. Una sucesión de variables aleatorias

{Xn : Ω→ E, n = 0, 1, 2 . . . }

se llama cadena de Markov con espacio de estados E si satisface la condición de Markov, esto es,
si para todo n ≥ 1 y toda sucesión x0, x1, . . . , xn−2, x, y ∈ E se cumple

P(Xn = y | Xn−1 = x, . . . ,X0 = x0) = P(Xn = y | Xn−1 = x) (2.2)



30 Cadenas de Markov

siempre que los eventos con los que se está condicionando tenga probabilidad positiva, es decir,
siempre que

P(Xn−1 = x, . . . ,X0 = x0) > 0.

La distribución de X0 se llama distribución inicial y se denota con π = (πx)x∈� de forma que
P(X0 = x) = πx ≥ 0 y

�
x∈�

πx = 1, es decir, π es un vector estocástico. Decimos que la cadena
de Markov es homogénea si

P(Xn = y | Xn−1 = x) = P(X1 = y | X0 = x) ∀n = 1, 2, . . .

La definición anterior es la más general de una cadena de Markov (a tiempo discreto), y es la
que comúnmente se asume en teoŕıa de probabilidad (por ejemplo, ver [4, 8]). En este trabajo sólo
consideraremos cadenas de Markov homogéneas. Dada una cadena de Markov homogénea {Xn}n∈�

sobre el conjunto de estados (finito) E, podemos construir una gráfica dirigida G = (V,E) de la
siguiente manera. El conjunto de vértices V será el conjunto de estados E y para cualesquiera
x, y ∈ E, pondremos una arista e ∈ E con vértice inicial x y vértice terminal y si y sólo si
P(X1 = y | X0 = x) > 0 (la probabilidad de transición de x a y).

De lo anterior concluimos que dada una cadena de Markov homogénea, hay un σ-espacio sub-
yacente (el σ-espacio por vértices que determina la gráfica dirigida descrita en el párrafo anterior),
y por esto B. Parry llamo a los SFT’s cadenas de Markov intŕınsicas o ‘“Markov shifts”. Veamos
algunas formas equivalentes de definir cadenas de Markov y que serán de utilidad.

Definición 2.3 (Cadenas de Markov sobre un conjunto finito). Sea S un conjunto finito.
Una cadena de Markov finita µ en S es una asignación de probabilidades iniciales µ(I) ≥ 0 para
I ∈ S y probabilidades condicionales µ(J |I) ≥ 0 para I, J ∈ S tal que

�

I∈S

µ(I) = 1

y �

J∈S

µ(J |I) = 1 para toda I ∈ S.

La idea es que S representa el conjunto de resultados, también llamados estados de un experi-
mento (obsérvese que la asignación de probabilidades iniciales µ(I) en la Definición 2.3
corresponden a la distribución inicial π en la Definición 2.1). La probabilidad de que una suce-
sión de resultados I0, I1, . . . , In suceda, está definida por

µ(I0, I1, . . . , In) = µ(I0)µ(I1 | I0)µ(I2 | I1) . . . µ(In | In−1). (2.4)

Dada una sucesión de resultados I0, I1, . . . , In−1 que ya se han dado, la probabilidad condicional
de que el siguiente resultado sea en particular In es

µ(In | I0, . . . , In−1) =
µ(I0, I1, . . . , In)

µ(I0, I1, . . . , In−1)
= µ(In | In−1) (2.5)
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(la primera igualdad se sigue de la definición de probabilidad condicional, a saber, P(A | B) =
P(A∩B)

P(B) ), de forma que el siguiente resultado sólo depende del resultado más reciente, de forma que

tenemos una propiedad de Markov (comparar las ecuaciones 2.5 y 2.2).

Ahora, usando la definición de cadenas de Markov sobre conjuntos finitos, definiremos cadenas
de Markov en SFT’s definidos por gráficas dirigidas. Hay dos posibilidades de escoger al conjunto
finito de estados, a saber, a los vértices o a las aristas. Veamos cada una de éstas y consideremos
algunos ejemplos para evaluar sus propiedades.

Definición 2.6 (Cadena de Markov en SFT’s por aristas). Una cadena de Markov en un
SFT por aristas definido por una gráfica G = (V,E) es una asignación de probabilidades µ(I) ≥ 0
para I ∈ V y una probabilidad condicional µ(e|i(e)) ≥ 0 para e ∈ E tal que

�

I∈V

µ(I) = 1

y
�

e∈EI

µ(e|I) = 1 para toda I ∈ V.

Para cada bloque w = e1 . . . en ∈ Bn(XG) y k ∈ Z definimos la probabilidad del cilindro [w; k] por

µ([w; k]) = µ(i(e1))µ(e1|i(e1))µ(e2|i(e2)) . . . µ(en|i(en)). (2.7)

Aśı como tenemos en gráficas la matriz de adyacencia, en el caso de las cadenas de Markov
tenemos una matriz similar llamada matriz de probabilidades de transición, la cual definimos a
continuación para las cadenas de Markov en SFT’s por aristas.

Definición 2.8 (Matriz de transición de cadenas de Markov en SFT’s por aristas).
Tomemos una cadena de Markov sobre un SFT por aristas definido por la gráfica G = (V,E).
Definimos la matriz de probabilidades de transición o simplemente matriz de transición como una
matriz P ∈ M|E|×|E|([0, 1]), donde la entrada (e, f) representa la probabilidad de ir del estado �o
arista) e al estado �arista) f , es decir,

Pef = µ(f | t(e)).

Tal matriz P es estocástica; es decir, la suma de los entradas en cada renglón es 1 (si las
entradas en cada columna también sumaran uno, entonces seŕıa doblemente estocástica). Veamos
un ejemplo.

Ejemplo 2.9. Sea G la gráfica en la Figura 2.1 y supongamos que la probabilidad de estar en
cualesquiera de los dos vértices 1 ó 2 es la misma, es decir que µ(1) = 1/2 = µ(2).
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Figura 2.1: Ejemplo de una cadena de Markov en un SFT por aristas.

La matriz de probabilidades de transición es

P =

�
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(2.10)

con los renglones y las columnas ordenados lexicofráficamente. Ahora, por ejemplo, la probabilidad
de tener el camino bg se obtiene de la siguiente forma:

µ(bg) =
1

2
×
4

8
×
1

4
=
4

64
.

�

Será conveniente definir también cadenas de Markov en SFT’s por vértices. Para esto, establez-
camos la siguiente notación. Dada una matriz cuadrada A sobre R+, definimos A

� como una matriz
del mismo tamaño que A y definida por la regla

A�
ij =






1 si Aij �= 0

0 si Aij = 0
(2.11)

y diremos que A y A� son compatibles.
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Ejemplo 2.9 �continuación). Consideremos la matriz P dada por (2.10). Tenemos entonces que

P� =

�











1 1 1 1 0 0 0
1 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 1 1 1
1 1 1 1 0 0 0
1 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 1 1 1













de forma que P� es la matriz de incidencia de la digráfica que determina a P (ver Figura 2.1.1).

�

�

�

�

�

�

�

Figura 2.2: Representación como un SFT por vértices de un SFT por aristas.

�

En el anterior se ilustra cómo es posible pasar de un SFT por aristas a un SFT por vértices.

Definición 2.12 (Cadenas de Markov en SFT’s por vértices). Una cadena de Markov en
un SFT por vértices dado por una gráfica �simple) G = (V,E) es una asignación de probabilidades
iniciales µ(I) ≥ 0 para cada I ∈ V y probabilidad de transición µ(J |I) ≥ 0 para cada I, J ∈ V de
forma que

�

I∈V

µ(I) = 1

y
�

J∈V

µ(J |I) = 1 para toda I ∈ V.
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Para cada bloque w = v1 . . . vn ∈ Bn(X̂G) y k ∈ Z definimos la probabilidad del cilindro [w; k] por

µ([w; k]) = µ(v1)µ(v2|v1) . . . µ(vn|vn−1). (2.13)

Definición 2.14 (Matriz de transición de cadenas de Markov en SFT’s por vértices).
Tomemos una cadena de Markov finita en un SFT por vértices dado por una gráfica �simple)
G = (V,E). Definimos la matriz de probabilidades de transición o simplemente matriz de transición
como una matriz P ∈M|V |×|V |([0, 1]), donde la entrada (I, J) representa la probabilidad de cruzar
la arista del vértice I al J �si no existe, entonces el valor de la entrada es 0). De forma que

PIJ = µ(J | I).

Como se ilustró en los ejemplos, cualquier camino en nuestra digráfica, ya sea que se trate de una
representación de un SFT por aristas o por vértices, es posible definir una medida de probabilidad
que claramente es σ-invariante. En efecto, primero asignamos una medida a los cilindros con las
ecuaciones (2.7) o (2.13) y observamos que no dependen del valor entero k ∈ Z, lo que implica la
σ-invarianza de la medida resultante y que se obtiene del Teorema de Extensión de Caratheodory.
Las medida de un cilindro la vamos a interpretar entonces como la probabilidad condicional de un
cierto camino w dado i(w) = u, el vértice inicial del camino w, por la probabilidad de “estar” en
el vértice u.

En la práctica es más común el uso de los SFT’s por vértices que el de por aristas, pues en
general es más sencillo pensar en los estados de un proceso estocástico de Markov como los nodos
de una gráfica simple (i.e. posiblemente con “loops” pero sin aristas múltiples). De esta manera
es que se presentan en las aplicaciones: cadenas de Markov en SFT’s por vértices descritas con
matrices estocásticas indexadas por los vértices de una gráfica simple. En este caso, una de estas
matrices estocásticas P induce una gráfica dirigida GP = (V,E) con V = {1, . . . , |P |}, donde |P |
denota el tamaño de P , y para cada i, j ∈ V , ponemos una arista de i a j si y sólo si Pi�j > 0, de
forma que la matriz de adyacencia de G es precisamente P�, la matriz compatible con P definida
anteriormente en (2.11). Entonces la matriz P , junto con un vector de probabilidades iniciales
{µI}I∈V , induce una cadena de Markov en G donde la probabilidad condicional de e ∈ E está dada
por µ(e | i(e)) = Pi(e)�t(e). De forma que si w = x0, . . . , xn es un camino en la digráfica y k ∈ Z,
entonces la medida del cilindro [w; k] es

µ([w; k]) = µ(x0)Px0�x1
. . . Pxn�1�xn

(esta definición no depende del parámetro k, por lo que en efecto determina una cadena de Markov
homogénea). Como es sabido los cilindros son la base de la topoloǵıa inducida por la métrica
de Cantor, por lo que se extiende una medida a todo el espacio de manera σ-invariante. Por la
probabilidad de un camino w entenderemos

P(w) = Px0�x1
. . . Pxn�1�xn

. (2.15)

Más adelante, cuando veamos Teoŕıa de Perron-Frobenius en la sección §2.1.4, estableceremos a la
distribución estacionaria como el vector de probabilidades iniciales de facto.
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2.1.2. Clases de comunicación

A continuación definiremos algunos conceptos de las cadenas de Markov que son comunes en
teoŕıa de probabilidad. Observaremos algunas de estos conceptos desde varios puntos de vista tanto
de teoŕıa de gráficas como de dinámica simbólica.

Definición 2.16. Supongamos que tenemos una cadena de Markov en un conjunto de estados S y
matriz de transición (Px�y)x�y∈S, para x, y ∈ S se dice que:

1. De x se accede a y si existe n ≥ 0 tal que Pn
x�y > 0 y se denota por (x→ y).

2. x y y se comunican entre śı y se denota por (x↔ y) si se cumple que (x→ y) y (y → x).

(x↔ y) da lugar a una relación de equivalencia �véase [4] o [8]).

En la teoŕıa de gráficas la definicion anterior de acceder equivale a que existe un camino de
longitud n entre los vértices x y y.

Definición 2.17. Supongamos que tenemos una cadena de Markov �homogénea) con conjunto de
estados S.

1. Una clase de equivalencia respecto a la relación (↔) se llama clase de comunicación.

2. Dado x ∈ S su clase de comunicación se denota como

C(x) = {y ∈ S | x↔ y}

3. Se dice que un subconjunto de estados C ⊂ S es cerrado si ningún estado de S \C puede ser
accedido desde un estado en C, es decir que Pm

x�y = 0 para todo x ∈ C, todo y ∈ S \ C y todo
m ≥ 1.

El primer concepto se refiere a las componentes fuertemente conexas de una digráfica. El tercero
hace referencia a una subgráfica C, que no tiene aristas de salida hacia el resto de la gráfica.

Los conceptos anteriores nos ayudan a determinar cuándo es posible que a partir de un estado
x ∈ S se pueden visitar a los otros estados en S, es decir, si es posible que una sucesión de
eventos que en algún momento visita al estado x ∈ S pueda visitar a cualquier otro estado y ∈
S. Aplicando la clase de equivalencia a la gráfica que determina a un SFT, podemos dividir la
gráfica en clases de equivalencia o clases de comunicación, en donde los estados de cada clase se
comunican entre si. Estas clases de equivalencia determinan a σ-subespacios dentro del σ-espacio
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original. Como las propiedades que nos interesan en esta Tesis se pueden estudiar a partir de estos
σ-subespacios, enfocaremos nuestra atención en las cadenas de Markov que cumplan que entre
cualesquiera estados se comunican. Por lo cual a continuación definiremos un concepto utilizando
los conceptos anteriores.

Definición 2.18. Se dice que una cadena de Markov �homogénea) con conjunto de estados S es
irreducible si cumple con cualquiera de las siguientes condiciones �equivalentes):

�A) Desde cualquier estado de S se puede acceder a cualquier otro.

�B) Todos los estados se comunican entre si.

�C) C(x) = S para algún x ∈ S.

�D) C(x) = S para todo x ∈ S.

�E) El único conjunto cerrado �ver 3 en la Definición 2.17) es el total.

La demostración de que las condiciones son equivalentes se encuentra en [4] o [8] y no se
presentan dentro de esta Tesis. A continuación se encuentra la definición de una matriz irreducible
en el contexto de la dinámica simbólica. Sólo demostraremos algunas de las equivalencias de que
las condiciones anteriores son equivalentes a la siguiente definición.

Definición 2.19. Sea P la matriz de transición de una cadena de Markov. P es irreducible si para
cualesquiera par de estados i, j existe n ∈ � tal que Pn

i�j > 0. Decimos que P mezcla si además
podemos escoger una n independientemente de los estados i, j, es decir, que existe n ∈ � tal que
Pn

i�j > 0 para todo i, j.

Proposición 2.20. Sea P una matriz estocástica. Cada una de las condiciones �A), �B), �C), �D)
y �E) es equivalente a que P sea irreducible.

Prueba� Es suficiente demostrar que cualquiera de las condiciones en la definición 2.18 es equiva-
lente a la definición 2.19, como ejercicio se hacen algunas más.

(A)⇔ Def 2.19 . Si desde cualquier estado se puede acceder a cualquier otro, por la definición
2.16, es claro que esto ocurre si y sólo si existe n ∈ � tal que Pn

i�j > 0.

(B)⇔ Def 2.19 . Claramente (A) ⇔ (B) y por lo tanto (B) es equivalente a la definición 2.19.

(C) ⇒ Def 2.19 . Si C(x) = S para algún x ∈ S, entonces quiere decir que desde el estado x
se puede acceder a cualquier estado y ∈ S. Entonces existe m(y) ∈ � tal que Pm

x�y > 0. Como (↔)

es una relación de equivalencia, de igual forma existe k(y) ∈ � tal que P k
y�x > 0. Utilizando otra
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vez que (↔) es una relación de equivalencia para cualquier par de estados y, y� ∈ S tenemos que
(y ↔ x) y (x↔ y�) por lo que (y ↔ y�) entonces existe n ∈ � tal que Pn

y�x > 0.

(D)⇒ Def 2.19 . Esta demostración es análoga a la anterior.

(E) ⇒ Def 2.19 . Como el único conjunto cerrado es el total, entonces no hay estado al cual
no se pueda acceder desde cualquier estado de S, por lo que tenemos que la clase de comunicación
de cualquier estado es el total S y estamos otra vez como en el inciso (C)

�

La definición anterior se relaciona con un importante concepto en las gráficas, llamado
conexidad. Recordemos que una gráfica G = (V,E) es fuertemente conexa si para cualesquiera
par de vértices x, y ∈ V , existe un camino dirigido que comienza en x y termina en y. Se puede
ver que para cualquier par de vértices existe un n ∈ � tal que hay un camino de longitud n entre
este par de vértices, que es la definición de irreducibilidad aplicado a la matriz de adyacencia de
la gráfica. Recordemos que si tomamos la matriz de adyacencia A de la gráfica del sistema que
determina la matriz P , tenemos que An

i�j es el número de caminos dirigidos de longitud n entre el
vértice i y el vértice j. Si la gráfica es fuertemente conexa, entonces dicho camino existe y Pn

i�j > 0
que es la suma de las probabilidades condicionales de los caminos de longitud n del vértice i al
vértice j, dado el vértice i.

2.1.3. Cadenas de Markov numer�bles y su clasificación

En el caṕıtulo 4 vamos a trabajar con σ-espacios más generales puesto que vamos a considerar
gráficas infinitas (numerables). Por esta razón es conveniente especificar bien lo que entenderemos
por muchos de los conceptos que hemos presentado hasta entonces, pero ahora en el contexto de
conjuntos numerables de estados, aśı como también observar la clasificación de estados que se
origina en base a las propiedades de recurrencia de las cadenas. Primero, se asume que el conjunto
de estados es ahora un conjunto numerable con la topoloǵıa discreta. Entonces, por ejemplo, los
σ-espacios ahora cesan de ser compactos en general. Es importante distinguir entonces a esta nueva
clase de σ-espacios de los SFT’s que consideramos anteriormente.

Definición 2.21. Un Markov shift es el σ-espacio que resulta al considerar un σ-espacio definido
por una gráfica dirigida �no necesariamente finita).

Entonces los SFT’s son los Markov shift’s que corresponden a gráficas finitas.

La pérdida de la compacidad es sólo una de muchas propiedades que pueden cambiar en este
nuevo contexto de espacios de estados numerables, y estos cambios dependerán de las probabilidades
de transición. Aunque muchos de los conceptos se extienden de manera trivial, en esta sección vamos
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hacer expĺıcitos algunos de éstos para aśı establecer las condiciones necesarias para desarrollar el
trabajo subsecuente.

Dadas dos matrices A y B reales indexadas por un conjunto numerable S, el producto AB se
define como la matriz indexada por S y que está determinada por

(AB)uv =
�

i∈S

AuiBiv

con u, v ∈ S. Este producto es una generalización natural del clásico producto de matrices finitas.
De esta forma, si n ≥ 0, An tiene sentido como el producto de A consigo mismo un total de n-veces
(definimos A0 = Id, donde Id es la matriz identidad de tamaño igual al tamño de A). Decimos que
A es con entradas no negativas es irreducible si siempre que i, j ∈ �, existe un entero N = Ni�j > 0
tal que PN

ij > 0. Únicamente vamos a considerar matrices irreducibles �y por lo tanto no negativas),
a menos de que se indique lo contrario.

Sea P una matriz estocástica indexada por los números naturales � = {1, 2, . . . }, de forma
que para toda i ∈ �,

∞�

j=1

Pij = 1.

A una matriz estocástica P infinita también se le tiene asocia su matriz equivalente P� dada
por (2.11), y podemos pensar en esta última como la matriz de adyacencia de una gráfica infinita
simple GP = (V,E) y aśı tener un Markov shift. Aunque es posible que existan vértices v ∈ V
tales que Ev o Ev son de cardinalidad infinita (en cuyo caso el σ-espacio pierde la propiedad de ser
localmente compacto), vamos a asumir que para todo vértice v ∈ V y para todo entero n ≥ 1, hay
un número finito de ciclos en v, es decir,

pn(u) <∞ ⇒ qn(u) <∞

(ver ecuación 1.24). Definimos la entroṕıa topológica como h(XP ) = log λ, donde

λ = ĺım sup
n≥1

| log pn(u)|
1/n (2.22)

(el valor de λ no depende del vértice u ∈ V ).

De nuevo, para matrices irreducibles, las definiciones 1, 2 y 3 no dependen del vértice que se
escoja (ver sección §2.1.2).

Convención. [Entroṕıa topológica finita] Vamos a asumir a lo largo de este trabajo que
todos los Markov shift’s son de entroṕıa topológica finita.

Recordemos la siguiente definiciones clásicas en teoŕıa de probabilidad, aunque primero la
enunciamos en el contexto de Markov shift’s a la [3]).
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Definición 2.23. Sea A una matriz de adjacencia de un Markov shift XA irreducible de entroṕıa
finita log λ. Decimos que XA es

1. recurrente si
�

qn(u)/λ
n = 1,

2. recurrente positiva si es recurrente y
�

qnn(u)/λ
n <∞,

3. recurrente nula si es recurrente pero no recurrente positiva y

4. fuertemente recurrentes positivas si ĺım sup |qn(u)|
1/n < λ.

Convención. [Cadenas fuertemente recurrentes positivas] En este trabajo todos los Markov
shift’s son fuertemente recurrentes positivos �incluye a todos los SFT’s).

La clase de las cadenas de Markov fuertemente recurrentes positivas es la que más asemeja a
la clase de los SFT’s (entre las caracterizaciones de ser fuertemente positivo recurrente destacan
los decaimientos exponenciales, ver [9]). Ahora hay que extender el concepto de medida al contexto
numerable.

Definición 2.24. Sea P una matriz estocástica irreducible que representa a una cadena de Markov
(Xn)n∈Z. Sea GP = (V,E) la gráfica con matriz de adjacencia P�. Decimos que P es recurrente
si existe �equivalentemente, para todo) v ∈ V ,

∞�

n=1

P(Xn = v | X0 = v,X1 �= v, . . . , Xn−1 �= v,Xn = v) = 1

y es positiva recurrente si es recurrente y además

∞�

n=1

nP(Xn = v | X0 = v,X1 �= v, . . . ,Xn−1 �= v,Xn = v) <∞.

Es importante distinguir aqúı los dos conceptos que hemos presentado dentro de la clasificación
de estados. La Definición 2.23 no involucra a una cadena de Markov en una gráfica, considera única-
mente Markov shift’s, las probabilidades de transición no están involucradas en las definiciones,
únicamente el valor de la entroṕıa y el número de ciclos de primer retorno. En contraste, la Definición
2.24 involucra a las probabilidades de transición. La siguiente definición puede ayudar a entender
mejor la diferencia.

Definición 2.25. Sea P una matriz estocástica �posiblemente infinita) y sea G la matriz de
adyacencia de P�. Decimos que la cadena de Markov que presenta P tiene esqueleto fuertemente
recurrente positivo si XG es fuertemente recurrente positivo.

Obsérvese que no se involucró en las definiciones al vector de probabilidades iniciales. Abor-
daremos este tema ahora en la siguiente sección.
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2.1.4. Teoŕıa de PerronFrobenius y distribuciones estacionarias

Como vimos anteriormente, tanto para cadenas de Markov en SFT’s por vértices o por aristas,
la medida σ-invariante está definida en términos de un vector de probabilidades iniciales. En el
caso de SFT’s irreducibles, es irrelevante el vector de probabilidades iniciales ya que, a largo plazo,
el proceso tiende a ser estacionario en el sentido de que la distribución de frecuencias de “visitas”
a cada uno de los vértices converge a una distribución estacionaria. Este será el caso también
para matrices estocásticas que sean irreducibles, no necesariamente finitas, pero śı (fuertemente)
recurrentes positivas. Comencemos con la definición de distribución estacionaria.

Definición 2.26. Sea P una matriz estocástica. Decimos que un vector de probabilidades iniciales
π es una distribución estacionaria si

πP = π.

La existencia y unicidad de distribuciones estacionarias de matrices estocásticas irreducibles
la determina el Teorema de Perron-Frobenius (Teorema 1.31). A continuación lo enunciamos en el
caso particular de matrices estocásticas.

Teorema 2.27 (Perron-Frobenius). Sea P una matriz estocástica irreducible de tamaño n × n.
Entonces

1. 1 es valor caracteŕıstico de P .

2. Si λ �= 1 es valor caracteŕıstico de P , entonces |λ| < 1.

3. Existe un único vector caracteŕıstico π = (π1, . . . , πn) correspondiente a 1 tal que πi > 0 para
toda i = 1, . . . , n y

�n
i=1 πi = 1.

Observación 2.28. Sea P una matriz estocástica irreducible. El vector caracteŕıstico π dado por
3 en el Teorema 2.27 resulta ser la distribución estacionaria de P .

Entonces si tenemos una matriz de probabilidades de transición P , para conocer la probabili-
dad estacionaria lo que necesitamos hacer es encontrar el vector caracteŕıstico izquierdo con valor
caracteŕıstico 1. Esto es relativamente fácil pues como P es una matriz estocástica, por el Teorema
de Perron-Frobenius sabemos que tiene un valor caracteŕıstico de norma máxima, como ya enunci-
amos, dicho valor es 1. Por lo tanto siempre vamos a tener dicho vector, y para poder determinar
cuándo dicho vector es único, tenemos que pedir ciertas condiciones a la matriz P , en este caso,
que la cadena de Markov sea irreducible.

La razón de por qué se denomina a π en el Teorema 2.27 distribución estacionaria está dada
en el siguiente resultado clásico, el cual enunciamos, por simplicidad, para matrices mezcla1.

1Una matriz � mezcla si el SFT que determina tiene periodo 1�



2.1 Cadenas de Markov 41

Teorema 2.29 (Ver [4, 8]). Sea P una matriz estocástica irreducible y además que mezcla. Sea π
su distribución estacionaria. Entonces

ĺım
n→∞

Pn
ij = πj para toda j ∈ V.

Convención. Siempre que P sea una matriz irreducible, asumiremos a su (única) distribución
estacionaria como el vector de probabilidades iniciales.

2.1.5. Entroṕıa de teoŕıa de la medida.

Como vimos en la sección §1.1.4 se puede ver qué tan complicado es un σ-espacio a partir de su
entroṕıa topológica. Cuando a dicho espacio le asignamos una probabilidad, entonces la probabilidad
de que ciertos bloques sucedan con respecto a otros debe de modificar la entroṕıa del sistema.
De manera heuŕıstica, es natural pensar que si las probabilidades de transición cambian, entonces
habrá bloques o eventos que se vuelvan más o menos probables, y esto debeŕıa de afectar la entroṕıa.
Por lo tanto, seŕıa deseable que el concepto de entroṕıa fuera más sensible a las probabilidades de
transición. A continuación damos una definición de entroṕıa de teoŕıa de la medida o entroṕıa de
Shannon de un σ-espacio para cadenas de Markov homogéneas e irreducibles.

Para definir esta nueva entroṕıa de teoŕıa de la medida, primero necesitamos definir algunos
conceptos. Primero vamos a definir la entroṕıa de un vector estocástico.

Definición 2.30. La entroṕıa de un vector estocástico p = (p1, . . . , pk) es,

h(p) = −

k�

i=1

pi log(pi)

con 0 log 0 = 0 por convención.

Haciendo un cálculo simple, para un vector de probabilidad p = (p1, . . . , pk), tenemos que

0 ≤ h(p) ≤ log k (2.31)

con
h(p) = log k si y sólo si p = (1/k, 1/k, . . . , 1/k)

y
h(p) = 0 si y sólo si pi = 1 para alguna i = 1, . . . , n.

Es decir que la entroṕıa de un vector estocástico alcanza su valor máximo cuando las probabilidades
de cada una de las entradas son iguales entre si, y su mı́nimo cuando la probabilidad está concen-
trada en un estado (punto masa).
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Definición 2.32. Sea P una matriz estocástica irreducible que presenta a una cadena de Markov
recurrente positiva. Para cada n ponemos las probabilidades de todos los caminos de longitud n en
un vector estocástico p(n). La entroṕıa de la¡ teoŕıa de la medida se la cadena de Markov se define
como

h(Xµ) = ĺım
n→∞

1

n
h

�
p
(n)
A

�
,

donde µ = µP es la medida σ-invariante definida por P .

Es conocido que el ĺımite existe (ver [20]). En teoŕıa de la información, esta noción de entroṕıa
es llamada razón de entroṕıa y se atribuye a Shannon (ver [18]). Esta nueva definición de entroṕıa
refleja la razón a la cual exp(h(p(n))) crece.

Es posible escribir a la entroṕıa de la teoŕıa de la medida en términos de las probabilidades de
transición y la distribución estacionara de la cadena de Markov, a saber,

h(Xµ) = −
�

e∈E(G)

µ(i(e))µ(e | i(e)) log(µ(e | i(e)))

(la prueba de que la fórmula anterior es equivalente a la de la Definición 2.32; la prueba de esta
equivalencia se puede encontrar en [20]).

Concluimos esta sección simplemente observando que la entroṕıa topológica acota superior-
mente a la entroṕıa de teoŕıa de la medida. Tenemos que si G es una gráfica irreducible, con matriz
de adyacencia A, λ = λA el valor Perron y w, v los vectores Perron de A tomados de forma que

v · w = 1. Luego entonces los caminos de longitud n son aproximadamente
��

I�J∈V wJvI

�
λn.

Incluso, el resultado se reduce para cuando tenemos una n lo suficientemente grande, es decir que

hay a lo más 2
��

I�J∈V wJvI

�
λn caminos de longitud n. Del hecho anterior y de la ecuación 2.31

tenemos que

h(p(n)) ≤ log

�

2
�

I�J∈V

wJvIλ
n



 .

De forma que,
h(Xµ) ≤ log λ.

Entonces, como se hab́ıa afirmado, la entroṕıa de teoŕıa de la medida siempre está acotada superi-
ormente por la entroṕıa del sistema sin medida (la entroṕıa topológica).

2.2. Matrices doblemente estocásticas

En esta sección exponemos los resultados más fundamentales acerca de las matrices doblemente
estocásticas. Se dan algunas propiedades y diferentes ejemplos de éstas. En particular, se presenta
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la demostración del Teorema de Birkhoff-von Neumann. La intención de la sección es la de brindar
un breve panorama de las matrices doblemente estocásticas que consideraremos en el caṕıtulo 4.

Como sabemos la matrices estocásticas son aquellas con entradas no negativas tales que sus
renglones suman 1. Si añadimos la propiedad de que también las columnas de la matriz sumen 1,
entonces tenemos una matriz doblemente estocástica. Pongamos una definición formal de lo dicho.

Definición 2.33. Sea P una matriz con entradas no negativas. Si cada columna y cada renglón
suman 1, entonces P es una matriz doblemente estocástica.

Las matrices doblemente estocásticas tienen propiedades interesantes que se verán en esta
sección, pero antes demos algunos ejemplos simples de matrices doblemente estocásticas

Ejemplo 2.34. Claramente P = I es doblemente estocástica, pues en cada renglón y cada columna
sólo tienen un 1, por lo que la suma nos da 1.

�

Definición 2.35. Una matrix π es de permutación, si se obtiene intercambiando los renglones y
las columnas de la matriz identidad I.

Ejemplo 2.36. Una matriz de permutación es una matriz doblemente estocástica.
�

Denotemos al conjunto de matrices doblemente estocásticas de tamaño n × n por Ωn. Ahora
enlistemos algunas propiedades de este conjunto.

Proposición 2.37. El conjunto Ωn visto como un subconjunto de R
n2

, es cerrado, acotado y
convexo.

Prueba� Es sencillo ver que Ωn es acotado. El que Ωn es cerrado se sigue de la continuidad de la
suma. Demostraremos que Ωn es convexo. Sean A,B ∈ Ωn. Para cualquier 0 ≤ λ ≤ 1, la matriz
λA+ (1− λ)B tiene todas las entradas no negativas, y para toda i tenemos que,

λ
�

j

ai�j + (1− λ)
�

j

bi�j = 1.

Por lo que la suma de los renglones nos da 1. De forma análoga tenemos que la suma de las columnas
nos da 1. De esta forma demostramos que es convexo.

�

Observemos el conjunto Ω2

Ω2 =

�

A | A =

�
p 1− p

1− p p

�

con 0 ≤ p ≤ 1

�

.
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Es fácil ver que podemos describirlo de la siguiente forma:

Ωn =

�

p

�
1 0
0 1

�

+ (1− p)

�
0 1
1 0

�

con 0 ≤ p ≤ 1

�

.

Entonces tenemos que Ω2 son todas las posibles combinaciones convexas de dos matrices (de per-
mutación), por lo tanto podemos decir que Ω2 es el conjunto convexo generado por,

�
1 0
0 1

�

y

�
0 1
1 0

�

.

Un punto x0 de un conjunto convexo S se la llama punto extremo de S si S \ {x0} es también un
conjunto convexo.

A continuación demostraremos un lema, el cual nos ayudará a demostrar que las matrices de
permutación son precisamente los puntos extremos del conjunto Ωn.

Lema 2. Un punto x0 de un conjunto convexo S no es un punto extremo de S si y sólo si hay un
par de puntos u,w ∈ S tales que x0 =

1
2u +

1
2w; esto es que x0 es el punto medio de un segmento

no trivial en S.

Prueba� Supongamos que x0 ∈ S no es un punto extremo de S. Entonces S \ {x0} no es convexo.
Por convención el conjunto vaćıo y el conjunto con un solo punto son conjuntos convexos. Por lo
tanto existen dos elementos v, u ∈ S \{x0} tales que λu+(1−λ)v /∈ S \{x0} para alguna λ ∈ (0, 1).
Por lo que λu+(1−λ)v = x0. Sin pérdida de generalidad, podemos tomar a

1
2 < λ < 1. Si λ = α+1

2 ,
entonces 0 < α < 1 y x0 =

1
2u+

1
2w donde w = αu+ (1− α)v.

El regreso, si x0 =
1
2u+

1
2w y u �= w, entonces u,w ∈ S \ {x0}, pero x0 /∈ S \ {x0}, por lo que

S \ {x0} no es un conjunto convexo.
�

Tomando el resultado anterior y la caracterización de Ω2, podemos intuir que las matrices de
permutación son puntos extremos de Ωn y que éstos son lo únicos puntos extremos del conjunto
Ωn, pero primero enunciemos la proposición.

Proposición 2.38. Cualquier matriz de permutación de tamaño n× n es punto extremo de Ωn.

Prueba� Sea Π = (πi�j) una matriz de permutación en Ωn. Si Π no es un punto extremo de Ωn,
por el lema 2, Π = A+B

2 con a �= B y A,B ∈ Ωn. Ahora bien, para toda i, j ∈ {1, . . . , n}, se tiene
πi�j = 0 ó 1. Como A,B ∈ Ωn, tenemos que 0 ≤ Ai�j ≤ 1 y 0 ≤ Bi�j ≤ 1. Por lo tanto si πi�j = 0,
entonces Ai�j = Bi�j = 0 y si πi�j = 1, entonces Ai�j = Bi�j = 1. Esto contradice el hecho que A �= B.

�
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2.2.1. Permanentes

Dada una matriz cuadrada A = Ai�j de tamaño n, la diagonal asociada a una permutación τ
de {1, 2 . . . , n}, es el conjunto {A1�τ(1), A2�τ(2), . . . , An�τ(n)}. Una diagonal se le dice positiva si cada

entrada en la diagonal es positiva. El producto
n�

i=1
Ai�τ(i) se le denomina el producto diagonal de A

asociado a la permutación τ .

Ejemplo 2.39. Consideremos la siguiente matriz de 4× 4,
�





3 5 2 7
6 0 1 4
3 2 5 1
2 9 1 3





 .

La diagonal correspondiente a la pemutación τ : {1, 2, 3, 4} → {3, 1, 2, 4} consiste en el conjunto
{2, 6, 2, 3} = {A1�3, A2�1, A3�2, A4�4}. El producto diagonal asociado a τ es 72.

La suma de todos los posibles productos diagonales de una matriz es llamado el permanente
de la matriz. Por lo que si A = Ai�j es de tamaño n×n el permanente de la matriz se define como,

per(A) =
�

τ

n�

i=1

Ai�τ(i).

Donde la suma es tomada sobre todas las n� permutaciones τ de {1, 2, . . . , n}.

Modificando un poco la definición del permanente, obtenemos la fórmula del determinante. Es
decir, en la suma del permanente sumamos o restamos dependiendo del signo de la permutación.
Recordemos que toda permutación se puede escribir como producto de transposiciones, por lo que
se sumará cuando la permutación sea un número par de transposiciones y se restará cuando la
permutación sea un número impar de transposiciones. Entonces la fórmula del determinante de
una matriz queda de la siguiente forma:

detA =
�

τ∈S(n)

sig(τ)

n�

i=1

Aiτ(i)

Para demostrar el teorema principal de esta sección, necesitamos primero del siguente teorema.

Teorema 2.40 (Frobenius-König). El permanente de una matriz no negativa A de tamaño n× n
es cero si y sólo si A tiene un submatriz de ceros de tamaño r × s con r + s = n+ 1.

Prueba� Si A = 0, el resultado se da. Sea A = Ai�j y Ai�j �= 0 para alguna i0, j0. Por la suposición
de que el permanente es cero, entonces todo producto diagonal es cero. Denotamos por A(i, j) a
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la submatriz que resulta de eliminar el i-ésimo renglón y la j-ésima columna de A. Como todo
permanente es cero, si tomamos la submatriz A(i0, j0) entonces per(A(i0, j0)) = 0. Aplicando el
mismo argumento y utilizando inducción sobre la matriz A(i0, j0), podemos decir que A tiene una
submatriz de orden u× v tal que u+ v = n. Podemos encontrar matrices de permutación Π1 y Π2

tales que,

Π1AΠ2 =

�
B 0
C D

�

.

Donde B y D son matrices cuadradas de orden u y n − u, respectivamente. Como per(A) = 0,
entonces per(B) = 0 o per(D) = 0. Supongamos que per(B) = 0. Por inducción B tiene una
submatriz de tamaño p× q con p+ q = u+1. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que que
dicha matriz está formada por los primeros p renglones y las últimas q columnas de B. Entonces A
tiene una matriz de ceros de tamaño p× (q + n− u) y p+ q + n− u = u+ 1 + n− u = n+ 1. Un
argumento similar se aplica cuando per(D) = 0.

Para probar el regreso, supongamos, sin pérdida de generalidad, que la matriz formada por los
primeros r renglones y las primeras S columnas de A es la submatriz de ceros, donde r+ s = n+1.
Sea τ cualquier permutación del conjunto {1, 2 . . . , n}. Si mostramos que Ai�τ(i) = 0 para alguna i
acabamos, pues todo el producto diagonal seria igual a 0 para toda permutación τ . Supongamos
que Ai�τ(i) �= 0 para toda i, entonces tenemos que

{τ(1), τ(2), . . . , τ(r)} ∩ {1, 2, . . . , s} = ∅

lo que contradice el hecho que r + s = n + 1 por lo tanto Ai�τ(i) = 0 para alguna i demostrando
aśı el regreso del teorema.

�

Entonces ¿cómo se comporta el permanente de una matriz cuando ésta es doblemente estocástica?
La respuesta a tal pregunta la tenemos como lema, ya que éste nos ayudará en la prueba del teorema
principal de la sección.

Lema 3. Si A es una matriz doblemente estocástica, entonces A tiene una diagonal positiva.

Prueba� Sea A una matriz doblemente estocástica de tamaño n×n. Si demostramos que per(A) > 0
terminamos nuestra prueba, pues el producto de alguna diagonal seŕıa positiva y esto sólo sucede
en una matriz no negativa cuando la diagonal es positiva. Supongamos que per(A) = 0, entonces
por el Teorema 2.40, A tiene una submatriz de tamaño r × s con r + s = n+ 1. Podemos asumir,
que después de permutar los renglones y las columnas de A si es necesario, de forma que,

A =

�
B 0
C D

�

donde la matriz cero es de tamaño r × s con r + s = n+ 1. Entonces B es de tamaño r × (n− s)
y D es de tamaño(n − r) × s. Como A es doblemente estocástica, los renglones de B suman 1 y
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entonces las entradas de B suman a lo más r. La suma de las columnas de A también son iguales
a 1 y por lo tanto las entradas de B junto con las entradas de C suman a lo más n− s. Por lo que
tenemos que tener que r ≤ n− s, la cual es una contradicción por que r+ s = n+1 . Completando
la prueba.

�

2.2.2. El Teorema de BirkhoffVon Neumann

El siguiente teorema es el principal de la sección actual, en este lo que demostramos es que:
cualquier matriz doblemente estocástica está denro de un politopo, el cual tiene como puntos
extremos a las matrices de permutación y está generado por algunas de éstas.

Teorema 2.41 (Birkhoff-Von Neumann). Cualquier matriz A doblemente estocástica puede ser
escrita como una combinación convexa de un número finito de matrices de permutación; esto es

A = λ1Π1 + λΠ2 + · · ·+ λmΠm.

Donde Π1,Π2, . . . ,Πm son matrices de permutación y 0 ≤ λ1, λ2, . . . , λm ≤ 1 con
m�

i=1
λi = 1.

Prueba� Sea A una matriz doblemente estocástica de tamaño n × n. Si A es una matriz de
permutación, entonces la prueba es obvia. De otra forma tenemos que por el Lema 3, A tiene una
diagonal positiva. Sea Π1 la permutación de tal diagonal. Si {A1�r1

, A1�r2
, . . . , An�rn

} es la diagonal
positiva (de forma que ri = Π1(i)), entonces

(Π1)ij =

�
1 si (i, j) ∈ {(1, r1), (1, r2), . . . , (n, rn)}
0 cualquier otro caso.

;

Sea λ1 = At�rt
= mı́n{A1�r1

, A1�r2
, . . . , An�rn

} > 0. Es claro que λ1 < 1. Tenemos que

A = λ1Π1 + (1− λ1)

�
1

1− λ1
(A− λ1Π1)

�

.

Es claro que B = 1
(1−λ1)(A−λ1Π1) es de nuevo una matriz doblemente estocástica y al menos tiene

una entrada cero más que A. Si B es una matriz de permutación, entonces A = λ1Π1+(1−λ1)B y
terminamos. De otra forma podemos encontrar una matriz de permutación Π2, como la anterior, de
forma que B = µ2Π2+(1−µ2)C donde C es una matriz doblemente estocástica. Si C es una matriz
de permutación, entonces A = λ1Π1 + λ2Π2 + λ3Π3 donde λ2 = (1− λ1)µ2, λ3 = (1− λ2)(1− µ2)
y Π3 = C. Más aun λ1, λ2 y λ3 son no negativas y su suma es 1. También nótese que C tiene al
menos dos ceros más que A. Si C no es una matriz de permutación podemos continuar este proceso
como antes con otra iteración. Entonces con a lo más n2 − n iteraciones, nuestro algoritmo tiene
que terminar con una matriz de permutación y por lo tanto A es una combinación convexa de a lo
más n2 − n+ 1 matrices de permutación.
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�

Entonces hemos demostrado que cualquier matriz doblemente estocástica A ∈ Ωn puede ser
expresada como una combinación convexa de a lo más n2 − 2n− 2 matrices de permutación. Este
hecho se puede deducir utilizando el Teorema de Carathéodory, el cual dice que si S ⊂ R

n es un
conjunto convexo, entonces cualquier punto en S puede ser expresado como combinación convexa
de a lo más n+ 1 puntos de S.



Caṕıtulo 3

El invariante del árbol generador

En este caṕıtulo vamos a definir al invariante del árbol generador, una de las dos clases de
objetos centrales de estudio en esta Tesis. La otra clase de objetos, los sitemas de ciclos de primer
retorno, la vamos a posponer hasta el caṕıtulo 4, endonde veremos al invariante del árbol generador
en el contexto de los sistemas de ciclos de primer retorno.

3.1. El invariante del árbol generador

Definición 3.1. Sea G = (V,E) una gráfica dirigida. Un árbol en G enraizado en r ∈ V es una
subgráfica T de G, tal que todo vértice en T excepto r tiene una única flecha de salida en T , r
no tiene flecha de salida en T y para cada vértice de T distinto a r, existe una única trayectoria
dirigida en T que termina en r. Entonces decimos que el árbol T está enraizado en r. Un árbol T
es generador si contiene todos los vértices de G.

En la Figura 3.1 vemos una gráfica y un árbol generador de la gráfica con ráız en el vértice 5.

Figura 3.1: Una gráfica y uno de sus árboles generadores enraizado en el vértice 5.
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Dada una gráfica dirigida G = (V, E), sea Sr el conjunto de árboles generadores con ráız r de
una gráfica G, y S =

�
r∈V Sr es el conjunto de todos los árboles generadores en G.

Sea P una matriz estocástica. Sea GP = (V ;E) la gráfica con matriz de adjacencia P�. Para
una arista e ∈ E, P(e) = Pi(e)t(e) es probabilidad de transición de la arista e, Dada una subdigráfica
H de G, definimos el peso de H como

wP (H) =
�

e∈H

P(e). (3.2)

Definición 3.3. Sea P una matriz estocástica y S el conjunto de árboles generadores de GP =
(V, E). Se define el invariante del árbol generador de P como

τ(P ) =
�

S∈S

wP (S). (3.4)

Definimos también, para cada v ∈ V , el invariante del árbol generador local en v como

τv(P ) =
�

S∈Sv

wP (S). (3.5)

Es claro de la definición que

τ(P ) =
�

v∈V

τv(P ).

En caso de que la matriz P sea infinita, las ecuaciones (3.2), (3.4) y (3.5) hacen sentido únicamente
como ĺımites.

Ejemplo 3.6. Tomemos la siguiente matriz

P =

�


0 1/3 2/3

2/3 0 1/3
1/3 2/3 0



 .

Tenemos que hay 3 árboles con ráız vértice 1 lo que se muestra a continuación.

En la Figura 3.2 se muestra la gráfica determinada por la matriz P , entonces calculemos el
peso de los árboles enraizados en el vértice 1. El peso del primero es 2

9 , el peso del segundo es 4
9

y el tercero es de 1
9 . Hacemos lo mismo para cada vértice y sumamos, por lo que el invariante del

árbol generador de la gráfica es 21
9 .

�

La siguiente y última sección de este caṕıtulo está dedicada a la demostración de que el invari-
ante del árbol generador es un invariante bajo conjugación.
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� �

�

���

���

���

���

���

���

� �

�

���

���

� �

�

���

���

� �

�

���

���

Figura 3.2: La gráfica determinada por la matriz P y los 3 árboles generadores en el vértice 1.

3.2. Invarianza bajo conjugación del invariante de árbol generador

En esta sección presentamos la demostración del hecho de que el invariante del árbol gener-
ador es invariante bajo conjugacioes, es decir, bajo isomorfismo de bloques. La demostración que
presentamos se basa en la prueba que Lind y Tuncel hicieron en [13].

Teorema 3.7. Sean P y Q matrices estocásticas irreducibes tales que los σ-espacios de las matrices
son isomorfos bajo isomorfismos de bloques �conjugados), entonces τ(P ) = τ(Q).

Prueba� Primero hagamos la prueba para la operación de in-splitting sobre un vértice k y
consideremos la partición en sólo 2 conjuntos, es decir Ek = F1 ∪ F2.

Sean G y G� las gráficas original y la que resulta de hacer un in-splitting en el vértice k.
Para la prueba necesitamos una relación entre cierto conjunto de árboles generadores en G y un
conjunto similar de árboles generadores en G�. Para tal proposito concideremos la terna de la forma
(T, T1, T2) donde T es un árbol en G enraizado en un vértice r y cada Ti es un árbol en G enraizado
en k usando las aristas de Fi (i = 1, 2). Los tres árboles son ajenos salvo en el vértice k y contienen
a todos los vértices de G. Se da la posibilidad de que T sea el árbol vaćıo o bien el árbol con un
solo vértice.

Cada una de estas ternas (T, T1, T2) en G le corresponde una terna (T �, T �
1, T

�
2) en G� donde

T es copiado exactamente en T � y T �
m es el árbol enraizado en km que viene de Tm (m = 1, 2).

Tal terna tiene la propiedad que T � es un árbol enraizado en r, T �
m es un árbol enraizado en km

para m = 1, 2, los tres árboles son ajenos, y si el árbol orginal en G conteńıa a todos los vértices,
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entonces estos tres árboles contienen a todos los vértices de G�. Esta relación entre las ternas de G
y las ternas de G� es claramente uno a uno.

Sea S(T, T1, T2) el conjunto de todos los árboles generadores en G enraizados en r que contengan
a T , T1 y T2. De forma similar definimos a S(T �, T �

1, T
�
2) en G�. Es claro que el conjunto S(G) de

árboles generadores es la unión ajena de S(T, T1, T2) sobre todas las ternas posibles, de forma
similar S(G�) es la unión ajena de S(T �, T �

1, T
�
2).

Entonces para probar que τ(P ) = τ(P �) es suficiente probar que
�

S∈S(T�T1�T2)

wP (S) =
�

S�∈S(T ��T �

1
�T �

2
)

wP �(S�).

Fijemos una terna (T, T1, T2). Para tener un árbol generador en G enraizado en r que contenga
estos tres árboles tenemos que añadir una arista de k a cualquiera de los vértices del árbol T .
Si denotamos por p(k, T ) a la suma de todas las posibles probabilidades de transición de k a los
vértices de T . Entonces tenemos que

�

S∈S(T�T1�T2)

wP (S) = wP (T )wP (T1)wP (T2)p(k, T ). (3.8)

La igualdad se da porque por cada arista que tomemos de k hacia un vértice de T es un árbol
generador distinto y se sigue del hecho que el peso del árbol es el producto de sus aristas.

Ahora consideremos la terna correspondiente en G�, (T �, T �
1, T

�
2). En G� tenemos tres formas de

tener un árbol generador con ráız r. Unir k1 con el árbol T �
2 y k2 con el árbol T �, o unir k2 con el

árbol T �
1 y a k1 con el árbol T � , o bien unir k1 y k2 con el árbol T �.

Veamos cómo afecta esta forma de unir a los tres árboles al peso del árbol generador en G�.
En cada caso sólo estamos agregando dos aristas a nuestros árboles, por lo que estamos agregando
P �(k1, T

�
2)P

�(k2, T
�) al peso de los árboles en el primer caso. De igual forma P �(k2, T

�
1)P

�(k1, T
�) y

P �(k1, T
�)P �(k2T

�) para el segundo y tercer caso respectivamente.

Por lo que la suma de los pesos de los árboles generadores queda de la siguiente forma
�

S�∈S�(T ��T �

1
�T �

2
)

w�
P (S�) = w�

P (T �)w�
P (T �

1)w
�
P (T �

2)× [P �(k1, T
�
2)P

�(k2, T
�)+

P �(k2, T
�
1)P

�(k1, T
�) + P �(k1, T

�)P �(k2T
�)].

(3.9)

Para ver que las ecuaciones (3.8) y (3.9) son iguales tenemos que ver como queda la matriz P � con
respecto a la matriz P .

Para definir a P � vamos a definirla elemento a elemento. Como la partición es en dos conjuntos
la matriz tiene |V (G)| + 1 columnas y |V (G)| + 1 renglones. Denotemos P �(i, j) al elemento en el
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renglón i y en la columna j de la matriz P �. Ahora bien, si i �= km y j �= km con m = 1, 2, entonces
P �(i, j) = P (i, j) pues la gráfica G fuera de los vértices que son adyacentes a k se mantiene igual.
Si i no tiene flecha hacia k en G, entonces P �(i, km) = 0 con m = 1, 2, pues sigue sin tener
adyacencia con k1 o k2 en G�. Si i tiene flecha e hacia k entonces su peso se va hacia su respectivo
vértice, es decir, e pertenece a algún Fm con m = 1, 2. Supongamos que e ∈ F1, entonces el peso
va sumado en el término P �(i, k1). Si i = km con m = 1, 2 y j �= km con m = 1, 2, entonces
P �(i, j) = P �(km, j) = P (k, j), pues las flechas de salida de los vértices km con m = 1, 2, son las
mismas que las del vértice k. Si i = km con m = 1, 2 y j = km con m = 1, 2 si k no tiene un
lazo entonces P �(i, j) = 0, si hay un lazo e, tal e esta en algún Fm con m = 1, 2, sin pérdida de
generalidad supongamos que e ∈ F1 entonces hay un lazo en k1 y una arista de k2 a k1, el peso de
la arista e es sumado en las respectivas entradas.

Si tenemos un lazo en k, sin pérdida de generalidad dicho lazo estará en F1. Ahora veamos cuál
es el peso de los diferentes tipos de árboles en las dos gráficas, wP (T ) = wP �(T �), wP (T1) = wP �(T �

1)
y wP (T2) = wP �(T �

2). Dichas igualdades salen directamente de la definición del peso de los árboles
y de cómo queda P � con respecto a P . También se tiene las siguientes igualdades P �(k1, T

�) =
P �(k2, T

�) = P (k, T ) y P �(k1, T
�
2) = P (k, T2)− P (k, k), P �(k2, T1) = P (k, T1). Por lo que

P �(k1, T
�
2)P

�(k2, T
�) + P �(k2, T

�
1)P

�(k1, T
�) + P �(k1, T

�)P �(k2, T
�) =

= P (k, T )[P (k, T1) + P (k, T2)− P (k, k) + P (k, T )] = P (k, T ).

Como T1 y T2 son ajenos excepto en k se demuestra la igualdad entre (3.8) y (3.9). Por lo tanto es
invariante bajo los in-spliting.

Ahora demostremos que τ es invariante bajo el out-spliting. Para tal motivo veamos cómo
queda la matriz con respecto a un out-spliting. Sea G una digráfica con matriz de transición P
estocástica. Vamos hacer el out-splitinig en un vértice k, tenemos Ek es el conjunto de las aristas
que salen del vértice k. Supongamos que la partición de nuestros vértices es en dos conjuntos, es
decir Ek = F1

�
F2 y F1

�
F2 = ∅. Para facilidad de la prueba pensemos que si k tiene un lazo,

éste se encuentra en F1.

Sea G� la digráfica que resulta de hacer la operación de out-spliting en el vértice k en G. La
matriz estocástica resultante la denotaremos por P �. Ésta está definida como sigue: para los vértices
i �= km y j �= km con m = 1, 2 tenemos que P �(i, j) = P (i, j) (es fácil de ver tal afirmación, pues
las adyacencias de dichos vértices se mantienen igual).

Para definir los casos restantes definimos a q =
�

e∈F1

p(e), por lo que 1− q =
�

e∈F2

p(e). Si i �= k

y j = km con m = 1, tenemos que P �(i, j) = P �(i, k1) = qP (i, k) con m = 2 P �(i, j) = P �(i, k2) =
(1− q)(P (i, k)) ésto se hace para que en la nueva gráfica se mantenga como una cadena de Markov.
De igual forma si j �= km y i = k1 con m = 1 tenemos que P �(i, j) = P �(k1, j) = P (k, j)/q. Si m = 2
P �(i, j) = P �(k2, j) = P (k, j)/(1 − q). Para el caso de un lazo tenemos que P �(k1, k1) = P (k, k) y
P �(k1, k2) = (1− p)P (k, k)/q.
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Ya que sabemos como queda P � con respecto a los términos de P continuemos con la de-
mostración. Tomemos una pareja (T, U) donde T, U son subgráficas de G, T un árbol enraizado en
un vértice r, U es un árbol en G enraizado en k. T y U son ajenos y contienen a todos los vértices
de G. Para cualquiera de estos pares denotemos por B al conjunto de vértices inmediatos a k en
U , es decir los vértices que tienen una flecha hacia k y tanto la flecha como el vértice están en U .
Cada conjunto B ⊂ B induce dos subárboles U1(B) y U2(B) donde ambos están enraizados en k y
juntos generan a U . U1(B) es un subárbol de U donde todos los vértices que están en el conjunto
B estarán en el árbol U1(B), mientras que U2 es el árbol que contiene a los vértices del conjunto
Bc = B \B.

Para cada B ⊂ B tenemos una tripleta (T �, U �
1(B), U �

2(B)) en G�, donde T � es la copia de
T , U �

1(B) es un árbol enraizado en k1 usando las flechas de U1(B) y U �
2(B) es un árbol enraiza-

do en k2 usando las aristas de U2(B). Cada par (T, U) corresponde a una colección de tripletas
{(T �, U �

1(B), U �
2(B)) | B ⊂ B}.

Sea S(T, U) el conjunto de árboles generadores en G enraizados en r que contienen a los
subárboles T y U . S(T �, U �

1(B), B�
2(B)) el conjunto de árboles generadores en G� que contienen a

T �, U �
1(B) y a U �

2(B) como subárboles. Entonces S(G) es la unión ajena de S(T, U) y S(G�) es
la unión ajena de S(T �, U �

1(B), U �
2(B)). Por lo tanto es suficiente probar que para cada par (T, U)

tenemos lo siguiente:

�

S∈S(T�U)

wP (S) =
�

B⊂�

�

S∈S(T ��U �

1
(B)�U �

2
(B))

wP �(S�).

Fijemos una pareja (U, T ). Sea a1 = P (F1, T ) =
�
{p(e) | e ∈ F1 y e termina en T}, de for-

ma similar definimos a b1 = P (F1, U), a2 = P (F2, T ) y b2 = P (F2, U). Tenemos las siguientes
igualdades a1 + b1 = q y a2 + b2 = 1− q.

Para formar un árbol generador en G a partir de la pareja (T, U) necesitamos una arista de k
a T , por lo que el valor de la suma de los pesos de los posibles árboles generadores S con respecto
a la pareja (T, U) queda como

�

S∈S(T�U)

wP (S) = wP (T )wP (U)P (k, T ) = wp(T )wp(U)[a1 + a2].

Tomemos a B ⊂ B, y formamos la terna (T �, U1(B), U2(B)). Para formar un árbol generador
usando la terna tenemos tres formas de hacerlo. Unir al vértice k1 con U �

1(B) y a k2 con el subárbol
T �, unir k2 al subárbol U �

1(B) y al vértice k1 unirlo al subárbol T �, o bien unir a los vértice k1 y k2

al subárbol T �.

Entonces la suma de los pesos de los árboles generadores que contienen a esta terna como
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subárboles queda de la siguiente forma

�

S�∈F(T ��U1(B)�U �

2
(B))

wP �(S�) = wP �(T �)wP �(U �
1(B))wP �(U �

2(B))Φ(B)

donde Φ(B) = P �(F1, U
�
2(B))P �(k2, T

�) + P �(F2, U1(B))P �(k1, T
�) + P �(k1, T

�)P �(k2, T
�).

Es claro que wP (T ) = wP �(T �). Sea n = |B|, como U1(B) usa |B| flechas que llegan pues U �
1(B)

es un árbol entonces tenemos que cada una de las aristas ha sido multiplicado por q, en el caso de
U �

2(B) usa n− |B| aristas y han sido multiplicadas por 1− q entonces tenemos que

wP �(U �
1(B))wP �(U �

2(B)) = q|B|(1− q)n−|B|wP (U).

Con estas igualdes sólo nos falta demostrar que

a1 + a2 =
�

B⊂�

q|B|(1− q)n−|B|Φ(B).

Ahora P �(k1, T
�) = a1/q y P �(k2, T

�) = a2/(1−q). Denotemos por F1(U) al conjunto de aristas
en F1 que terminan en U . Intercambiando el orden de la suma podemos ver que

�

B⊂�

q|B|(1− q)n−|B|P �(F1, U
�
2(B)) =

�

e∈F1(U)

P �(e)
�

e∈Bc

q|B|(1− q)n−|B|

�

e∈F1(U)

P (e)
q

n−1�

k=0

�
n−1

k

�
qk(1− q)n−k = 1−q

q

�

e∈F1(U)

P (e) = 1−q
q

b1

.

De forma análoga tenemos que

�

B⊂�

q|B|(1− q)n−|B|P �(F , U �
1(B)) =

q

1− q
.

Como b1 = 1− a1 y b2 = 1− a2 obtenemos que

�

B⊂�

q|B|(1− q)n−|B|Φ(B) =
1− q

q
b1

a2

1− q
+

q

1− q
b2

a1

q
+

a1

q

a2

1− q

=
a2(q − a1)

q
+

a1(1− q − a2)

1− q
+

a1a2

q(1− q)
= a1 + a2.

Hasta ahora hemos probado que la suma de los pesos de los árboles generadores es invariante
bajo las operaciones de in-spliting y out-spliting. Para demostrar que es invariante bajo conjugación,
faltaŕıa demostrar que si dos cadenas de Markov son conjugadas entonces podemos obtener una de
las gráficas que determinan a un SFT a partir de la otra gráfica, a través de operaciones de splitings.
El resultado es entonces una consecuencia del del Corolario 1.46 del Teorema de Descomposición,
el cual se aplica después de considerar la presentación en bloques.
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�

(Hay que notar que el Corolario 1.46 aśı como el Teorema de Descomposición están únicamente
enunciados para SFT’s y no para cadenas de Markov en SFT’s; las extensiones al caso general de
cadenas de Markov han sido realizadas por B. Parry y S. Tuncel particularmente, aqúı sólo se
consideró el caso de los SFT’s para aśı exhibir de manera más sencilla las ideas fundamentales de
la demostración del Teorema de Descomposición.)

Ahora nuestro objetivo es ver qué pasa en el caso en que los splitings no sean un número finito,
es decir ¿se seguirá cumpliendo que el invariante del árbol generador sea el mismo, bajo un número
infinito de splittings? Como veremos en el siguiente caṕıtulo, el invariante del árbol generador no
es invariante cuando tenemos un número infinito de splittings.



Caṕıtulo 4

Sistemas de ciclos de primer retorno

Este caṕıtulo es el más importante de esta Tesis porque aqúı es que se desarrollan los resultados
que obtuvimos y que describimos ya en el resumen de la Tesis en un principio. Comencemos entonces,
recordando los sistemas de ciclos de primer retorno.

4.1. Sistemas de ciclos de primer retorno

En esta sección, presentamos a la definición formal de los sistemas de ciclos de primer retorno,
que son la única clase de Markov shift’s que vamos a considerar en este trabajo que no son SFT’s.

Sea P una matrix estocástica, finita e irreducible, la cual determina una gráfica GP = (V,E)
con matriz de incidencia P�. Para cada entero n ≥ 1 y cada número real ρ ∈ [0, 1], sean

p(ρ)
n (u) = | {γ | γ es un ciclo en u tal que P(γ) = ρ} |

y
q(ρ)
n (u) = | {γ | γ es un ciclo de primer retorno en u tal que P(γ) = ρ} |

de forma que

pn(u) =
�

ρ∈[0�1]

p(ρ)
n (u)

y

qn(u) =
�

ρ∈[0�1]

q(ρ)
n (u).

El sistema de ciclos de primer retorno a v es una cadena de Markov en los vértices de una gráfica
H = (VH , EH) que tiene un vértice distinguido que denotamos por v y para cada ρ ∈ [0, 1] y
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n ≥ 1, q
(ρ)
n (v) ciclos de longitud n en v, ajenos en vértices excepto por el vértice distinguido v. Las

probabilidades transición son como sigue. Por cada uno de los q
(ρ)
n (v) ciclos γ de primer retorno a

v en G de longitud n y probabilidad P(γ) = ρ, consideremos su ciclo γ correspondiente en H. A
la única arista en γ que sale de v le asociamos la probabilidad de transición P(γ), y al resto de las
aristas de γ les asociamos la probabilidad de transición 1.

Podemos definir a un sistemas de ciclos de primer retorno a través de una serie de potencias

f(t) = a1t+ a2t
2 + a3t

3 · · · =

∞�

n=1

ant
n (4.1)

donde cada an = ρn
1 + ρn

2 + · · ·+ ρn
k y ρn

j es el peso de la arista que sale de r en H, para el j-ésimo
camino cerrado de longitud n. De forma que podemos escribir

f(t) =

∞�

n=1

�

ρ∈[0�1]

q(ρ)
n [ρ]tn (4.2)

donde

an =
�

ρ∈[0�1]

q(ρ)
n [ρ].

Aqúı la serie de potencia es formal (ver Ejemplo 1.15).

Una forma de encontrar dicha serie de potencias a través de nuestra gráfica original G es
utilizado la matriz de probabilidades que determina al sistema original. Tomando dicha matriz P
podemos determinar el sistema de ciclos de primer retorno usando la siguiente formula:

1− f(t) =
det(I − Pt)

det(I −Q(v)t)

donde Q(v) es la matriz resultante de remover el renglón y la columna que representan1 al vértice
v . Esta fórmula se da utilizando las Proposiciones (1.22) y (1.26).

En la Figura 4.1 tiene dos ciclos de longitud 1, tres de longitud 2, cuatro ciclos de longitud 3,
etc.

Otra forma de obtener el sistemas de ciclos de primer retorno, es a través de una sucesión
infinita de splittings. Para ver ésto demos un ejemplo sencillo.

Ejemplo 4.3. Consideremos nuestro σ-espacio completo en dos śımbolos o “2-shift” (por ahora no
consideramos cadenas de Markov). Veamos cuál es la serie de potencias del sistema de ciclos de

1Aqúı es importante interpretar a las entradas de las matrices como series de potencias con coeficientes en el grupo

integral sobre el grupo multiplicativo de los números reales�
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v

Figura 4.1: Un sistema de ciclos o ‘Loop system”.

primer retorno para nuestro σ-espacio en el vértice 1. Tenemos que

1− f(t) =
det(I −At)

det(I −Q(1)t)
=

|

�
1− t −t
−t 1− t

�

|

|1− t|
=

(1− t)2 − t2

1− t

de forma que

1− f(t) =
1− 2t+ t2 − t2

1− t
=

1− 2t

1− t
=

1− t

1− t
−

1

1− t
= 1−

1

1− t
.

Utilizando la serie geométrica obtenemos la serie deseada

f(t) = t+ t2 + t3 + t4 + . . . . (4.4)

Veamos que la serie cumple la afirmación, es decir que el coeficiente del término i corresponde al
número de caminos de longitud i que tienen un primer retorno al vértice 1. Esto es fácil de verificar
utilizando la gráfica en la Figura 4.2.

Figura 4.2: El “2-shift”
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Mostremos como podemos llegar de la gráfica en la Figura 4.2 al sistema de ciclos de primer
retorno descrito por la serie (4.4). La forma de hacerlo es a través de una sucesión de splittings.

Al vértice 1 en Figura 4.2 no se le aplica ningún tipo de operación. Aplicamos la operación
de in-spitting al vértice 2, con particiones {b} y {d}. La gráfica resultante la tenemos en la parte
izquierda de la Figura 4.3. El siguiente paso será hacer un out-splitting al vértice que recibe la
arista {b}, con las particiones {c} y {d}. Lo que nos da es la gráfica del lado derecho de la Figura
4.3. Cabe observar que ya tenemos el ciclo de longitud 2, como se vera a continuación este ya no
se toca. De los otros vértices saldrán los ciclos de las distintas longitudes.

Figura 4.3: Paso 1,2 para generar el sistema de ciclos de primer retorno

Ahora bien al vértice que es vértice final de las aristas {d, d} y vértice inicial de la arista {c} y
al lazo {d}, le aplicamos la operación de in-splitting con las particiónes {d} y {d}. Como resultado
obtenemos la gráfica de la izquierda en la Figura 4.4. A dicha gráfica resultante se le aplica un
out-splitting en el vértice que es vértice final solo de la arista {d}, vértice inicial de las aristas {c, d}
y no tiene lazo.

. . .

Figura 4.4: Paso 3, 4, 5 para generar el sistema de ciclos de primer retorno

Como resultado obtenemos la gráfica al centro de la Figura 4.4, a tal gráfica le aplicamos
la operación de out-splitting al vértice que es vértice final la arista {b} y vértice inicial de las
aristas {d, d}. Como resultado obtenemos la gráfica del lado derecho de la Figura 4.4. Obsérvese
que tenemos los ciclos de longitud 2, 3 respectivamente, estos ya no se les aplica ninguna operación.

De esta forma se puede seguir una sucesión inifinita de operaciones de in-splitting y out-
splitting, de forma tal que la gráfica resultante es el sistema de ciclos de primer retorno en el
vértice 1. Por como se van haciendo los splittings es claro que por cada i ∈ � obtendremos un solo
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ciclo de longitud i, de esta forma nuestro sistema de ciclos de primer retorno esta descrito por la
serie (4.4).

�

Como vimos en el Ejemplo 4.3, el invariante del árbol generador es invariante bajo las op-
eraciones de in-splitting y out-splitting, es lógico prguntarse si el invariante del árbol generador
original es el mismo que el de los sistemas de ciclos de primer retorno. Abordaremos esta pregunta
en la siguiente sección.

4.1.1. Presentación del problema

Los SFT’s son una clase de σ-espacios muy estudiada, por lo que se conocen diferentes tipos
de invariantes bajo conjugación como son la entroṕıa, los puntos peŕıodicos, la función zeta, etc.
Uno de estos invariantes es el invariante de árbol generador, cuya demostración de su invarianza se
encuentra en el capitulo 3 Teorema 3.7.

Gracias al Teorema de Descomposición 1.45 y la presentación en bloques de un σ-espacio,
podemos determinar cuándo los σ-espacios generados por dos gráficas distintas son conjugados
(Lema 1). Es decir si podemos ir de una gráfica a otra a través de un numero finito de las operaciones
de splitting o amalgamaciones, los σ-espacios generados sobre estas gráficas son conjugados.

Como vimos en la sección anterior, a partir de una gráfica finita y un vértice en ésta, podemos
construir el sistema de ciclos de primer retorno utilizando un número numerable de splittings. Por
lo que la pregunta ¿habrá alguna relación entre el σ-espacio construido sobre la gráfica original y los
σ-espacios construidos sobre los sistemas de ciclos de primer retorno? es natural. Como respuesta
se sabe que el σ-espacio sobre la gráfica original y el σ-espacio sobre cualquiera de los sistemas de
ciclos de primer retorno son en “esencia” los mismos. Es decir que son el mismo σ-espacio salvo un
conjunto de medida 0.

Para de terminar si dos σ-espacios son en “esencia” los mismos necesitamos funciones entre
los σ-espacios, las cuales tienen que conmutar con σ, ser medibles y ser en “esencia” biyectivas, los
isomorfismos. Se sabe que algunos de los invariantes de conjugación mencionados con anterioridad
siguen siendo invariantes bajo isomorfismos, funciones medibles que conmutan con la función σ y que
son invertibles (casi donde sea), que no son códigos de bloques. Por la construcción del invariante
del árbol generador y su demostración, nos hizo suponer que éste podŕıa ser un invariante bajo
las funciones que van de un σ-espacio generado por una gráfica G a un σ-espacio generado sobre
los sistemas de ciclos de primer retorno de la gráfica G. Estas funciones forman parte de una
clase de isomorfismos que se conocen como “isomorfismos de palabra mágica”, pero como se verá,
el invariante del árbol generador no es un invariante bajo estas funciones. Los isomorfismos de
“palabra mágica” son una clase de isomorfismos finitarios (que tienen una esperanza de tiempo de
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codificación finito). En particular los isomorfismos de “palabra mágica”, son lo que nos hacen que
el σ-espacio de Markov original sea “casi” igual al Markov shift generado por los sistemas de ciclos
de primer retorno (véase [3]). Los isomorfismos finitarios tienen como caracteŕıstica principal que
son continuas en casi todos lados, entendiendo por ésto que el conjunto de puntos donde la función
no es continua es de medida 0 bajo la medida establecida por la cadena de Markov.

Para una mejor exposición definamos qué es un isomorfismo de palabra mágica en el contexto
de este trabajo.

Definición 4.5 (Palabra Mágica). Sea ϕ : X → Y una función entre dos σ-espacios de Markov
�son aquellos con entroṕıa máxima). w una X-palabra �de tamaño |w|) es una palabra mágica si
pasa lo siguiente:

Para casi todas x, x� ∈ X, si x[i, i + 2|w|+|γ|−1] = wγw = x�[i, i + 2|w|+|γ|−1] para alguna
γ ∈ B(X) tal que wγw ∈ B(X) e i ∈ Z, entonces ϕ(x)[i+ |w|; |γ|−1] = ϕ(x�)[i+ |w|; |γ|−1].

La siguiente es una definición equivalente.

Definición 4.6 (Palabra Mágica Inversa). Sea ϕ : X → Y una función entre dos σ-espacios de
Markov �son aquellos con entroṕıa máxima). w una Y -palabra �de tamaño |w|) es una palabra
mágica si pasa lo siguiente:

1. Si y ∈ Y y {n ∈ Z | y[n�n+|w|−1] = w} no está acotado ni superior ni inferiormente, entonces
y tiene una preimagen bajo ϕ.

2. Hay un entero I tal que siempre que u es una Y -palabra y dos puntos x, x� ∈ X satisfacen
ϕ(x)[0�2|w|+|u|−1] = wuw = ϕ(x�)[0�2|w|+|u|−1], entonces x[I�I+|w|+|u|−1] = x�[I�I+|w|+|u|−1].

Se sigue de �2) que la preimagen en �1) es única.

Definición 4.7 (Isomorfismo de Palabra Mágica). Para X,Y σ-espacios de Markov �que son los σ-
espacios con entroṕıa máxima) con medidas invariantes µ→ ν, un isomorfismo de palabra mágica
es un isomorfismo finitario ϕ : (X,µ) → (Y, ν) tal que ambas funciones ϕ y ϕ−1 tienen palabra
mágica.

Veamos que podemos definir un isomorfismo de palabra mágica entre el σ-espacio generado
sobre una gráfica G y el σ-espacio generado sobre un sistema de ciclos de primer retorno. Sea G
la gráfica original y Hv el sistema de ciclos de primer retorno en el vértice v. Vamos a definir
φ : XG \M → YHv

\ N donde M,N son conjuntos de medida 0. Para cualquier γ ciclo de primer
retorno a v en la gráfica G, definimos a Φ(γ) = γ y hacemos φ = Φ∞.
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Primero observemos que φ no está definido para todos los puntos de XG. Es decir, si x ∈ XG no
visita nunca a v, o visita v un número finito de veces o deja de visitar v enventualmente, entonces
φ(x) no está definida. El conjunto de puntos con dichas caracteŕısticas es el conjunto M (el conjunto
M es un subconjunto del complemento de los puntos transitivos, es decir, los puntos que visitan
cualquier bloque una infinidad de veces en el pasado y en el futuro, y es conocido en el area que
los puntos doblemente transitivos es un conjunto de medida 1 para cualquier medida de Markov
ergódica).

Veamos que φ es un isomorfismo de palabra mágica, si φ es un isomorfismo de palabra mágica
debeŕıa tener una palabra mágica: propongamos a v como tal (vamos a usar la Definición 4.5).
Obsérvese que v cumple con ser una palabra mágica, es decir que para cualesquiera x, x� ∈ X \M
tales que x[i�i+2|v|+|u|−1] = vuv = x�[i�i+2|v|+|u|−1] con u ∈ B(X) tenemos que φ(x) y φ(x�) están

definidas pues los conjuntos C = {n ∈ Z | x[n�n+|v|−1] = v} y C � = {n ∈ Z | x�[n�n+|v|−1] = v} no

están acotados, pues en X \M todos los elementos visitan una infinidad de veces v, tanto en el
pasado como en el futuro. Como vuv = α es un ciclo de primer retorno a v, entonces al aplicar φ a
x y x� tenemos que

φ(x)[i+|v|�i+|α|−1] = Φ(x[i�i+2|v|+|u|−1]) = Φ(α) = α = Φ(α) = Φ(x�[i�i+2|v|+|u|−1]) = φ(x�)[i+|v|�i+|α|−1]

de esta forma v es una palabra mágica.

Ahora veamos que φ es un isomorfismo de palabra mágica, de la Definición 4.7 nos faltaŕıa
demostrar que φ es en “esencia” biyectiva y que φ−1 también tiene una palabra mágica. Por lo que
veamos quién es φ−1, sea y ∈ φ(X \M) ¿quién es φ−1(y)? Como y ∈ φ(X \M) se ve de la siguiente
forma:

y = . . . γ−2γ−1γ0γ1γ2γ3 . . .

donde γi es un ciclo en el sistema de ciclos de primer retorno. Hagamos notar que γi no es un solo
śımbolo o número, que |γi| y |γj | con i �= j no tienen por que ser iguales y γi ∩ γi+1 = v. Ahora
bien

φ−1(y) = . . . γ−2γ−1γ0γ1γ2γ3 . . .

De esta forma al igual que la anterior notamos que γi∩γi+1 = v. A diferencia de φ veamos que para
determinar la coordenada i en φ−1(y) no necesitamos ver en donde se encuentra v hacia el pasado
o el futuro, pues con sólo saber en que vértice estamos se le asigna el valor correspondiente (ya
sabemos en qu ciclo de primer retorno estamos al igual que el vrtice del ciclo en el que estamos).
Es decir φ−1 es un 1-bloque.

El hecho que en “esencia” son iguales se da por que en un sistema de ciclos de primer retorno
los puntos doblemente transitivos son los de medida 1 vease [3, 9]. De esta forma tenemos que entre
el σ-espacio generado sobre una gráfica G y los σ-espacios generados sobre los sistemas de ciclos de
primer retorno siempre hay un isomorfismo de palabra mágica.

Veamos que el Markov shift generado sobre un sistema de ciclos de primer retorno sigue siendo
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un Markov shift fuertemente positivo recurrente, con ayuda del siguiente teorema que tomamos de
[3] y que enunciamos en forma adecuada a nuestras necesidades..

Teorema 4.8. Sean X y Y Markov shifts y supongamos X es fuertemente recurrente positivo con
entroṕıa finita. Si existe un isomorfismo de palabra mágica φ : X → Y tal que φ−1 es un es 1-bloque,
etnoces Y es fuertemenre recurrente positivo.

La demostración se encuentra en [3].

Por el Teorema anterior y las observaciones hechas en esta sección podemos concluir que los
σ-espacios sobre los sistemas de ciclos de primer retorno son fuertemente recurrentes positivos, por
lo que no nos salimos de la convención de únicamente considerar cadenas de Markov fuertemente
recurrentes positivas hecha en el Caṕıtulo 2.

Aunque la suposición de que el invariante del árbol generador es invariante bajo isomorfismos
de palabra mágica es incorrecta, se define el “invariante” del árbol generador para sistemas de ciclos
de primer retorno. Se ve bajo qué condiciones se tienen el mismo valor para los diferentes sistemas
de ciclos de primer retorno con base en los distintos vértices y las implicaciones con respecto a la
matriz de la cadena de Markov asociada.

4.2. El invariante del árbol generador

en los sistemas de ciclos de primer retorno

Pensando en la definición del invariante del árbol generador (véase [13] o la Definición 3.3), de
igual forma vamos a definir el “invariante” del árbol generador en los sistemas de ciclos de primer
retorno. El hecho de que el sistema de ciclos de primer retorno sea una gráfica infinita no afecta a la
definición del invariante del árbol generador pues las expresiones (3.2), (3.4) y (3.5) tienen sentido
como ĺımites..

Veamos cuánto vale el “invariante” del árbol generador en los sistemas de ciclos de primer
retorno. Para esto, sea P una matriz estocástica y seaG = (V,E) la gráfica con matriz de adyacencia
P�. Fijemos un vértice v ∈ V y consideremos el sistema de ciclos de primer retorno a v descrito por
la serie de potencias f(t) (ver ecuaciones (4.1) y (4.2)). En la gráfica H que representa al sistema
de ciclos de primer retorno en v, hay dos clases de árboles generadores. Si la ráız es v, entonces es
claro que sólo hay un árbol generador que resulta de quitar todas las flechas que salen de v. Como
los ciclos no se intersectan salvo en v estos forman un árbol que contiene a todos los vértices de
nuestro sistemas de ciclos de primer retorno. Por lo que sólo hay un árbol generador con ráız v cuyo
peso es 1.

Ahora el caso para los otros vértices. Sea r �= v un vértice que está en el ciclo Ci
j , el j-ésimo
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ciclo de longitud i. Es claro que el único árbol generador con ráız r resulta de eliminar la única
arista con vértice inicial w y las aristas con vértice inicial v excepto la que forma parte de Ci

j . Por

lo que el árbol generador con ráız en v tiene peso pi
j .

Observación 4.9. Es claro que todos los vértices en Ci
j excepto v tienen el mismo peso para su

árbol generador, por lo que si el ciclo es de longitud i entonces tenemos i − 1 árboles generadores
cuyo peso es el mismo, por lo que el ciclo Ci

j aporta (i− 1)pi
j.

Entonces el invariante de árbol generador del sistema de ciclos de primer retorno a v queda de
la siguiente forma:

1 + p2
1 + p2

2 · · ·+ p2
K2

+ 2p3
1 + 2p3

2 · · ·+ 2p3
K3

+ · · ·+ (i− 1)pi
1 + · · ·+ (i− 1)pi

Ki
+ . . .

1 + p2
1 + p2

2 . . . p
2
K2� �� �

a2

+2 (p3
1 + p3

2 · · ·+ p3
K3

)
� �� �

a3

· · ·+ (i− 1) (pi
1 + · · ·+ pi

Ki
)

� �� �
ai

+ . . .

es decir,
1 + a2 + 2a3 + · · ·+ (i− 1)ai.

Esto es lo que vale nuestro invariante del árbol generador, en los sistemas de ciclos de primer
retorno.

v

ρ
v

r

Figura 4.5: Tipos de árboles generadores en “Loop systems”.

Enunciemos lo anteriormente probado en términos de la serie de potencias dada por (4.2).

Lema 4. Sea P una matriz estocástica y sea G = (V,E) la gráfica con matriz de adyacencia P�.
Sea v ∈ V y consideremos el sistema de ciclos de primer retorno en v dado por

fv(t) =
∞�

n=1

�

ρ∈[0�1]

a(ρ)
n [ρ]tn.

Sea �P la matriz de transición de la cadena de Markov en las aristas de gráfica H que representa a
los sistemas de ciclos de primer retorno en v. Entonces

τ( �P ) = τ(fv)

∞�

n=2

(n− 1)
�

ρ∈[0�1]

a(ρ)
n ρ. (4.10)
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La fórmula 4.10 es una forma expĺıcita del valor del invariante del árbol generador de un sistema
de ciclos de primer retorno. El problema radica en “conocer” explicitamente la serie de potencias
f . Como veremos, determinar la serie de potencias de un sistema de ciclos de primer retorno no
es tarea fácil. En las siguientes secciones abordaremos este problema únicamente para matrices de
tamaño 2 y 3. Primero calcularemos el invariante de árbol generador para los sistemas de ciclos de
primer retorno de una cadena de Markov con dos estados.

4.2.1. El “2shift”

� ��

�

�

�

Figura 4.6: El 2-shift

La matriz de trasición del 2-shifts de la figura 4.6 es la siguiente:

P =

�
p q
r s

�

donde p+ q = 1 y r + s = 1. Calculemos el sistema de ciclos de primer retorno en cualquiera
de los 2 vértices.

Para el vértice 1 tenemos

1− f(t) =
det(I − tP )

1− ts

1− f(t) =

�
�
�
�

1− tp −tq
−tr 1− st

�
�
�
�

1− st

1− f(t) =
1− (s+ p)t− (rq − ps)t2

1− st

1− f(t) = (1− st− st− spt2 + rqt2)
1

1− st
.

Expandiendo la parte de abajo de nuestra fracción nos queda

1− f(t) = (1− st− st− spt2 + rqt2)(1 + st+ s2t2 + s3t3 + s4t4 . . . ).
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en los sistemas de ciclos de primer retorno 67

Multipliquemos lo que se encuentra dentro de los paréntesis

1− ft =

1 +st +s2t2 +s3t3 +s4t4 . . .
−st −s2t2 −s3t3 −s4t4 . . .
−pt −spt2 −s2pt3 −s3pt4 . . .

+spt2 +s2pt3 +s3pt4 . . .
−rpt2 −rqst3 −rs2qt4 . . .

1− f(t) = 1 −pt −rqt2 −rqst3 −rs2qt4 . . . rsi−2qti . . . .

Entonces
f(t) = pt+ rqt2 + rqst3 + rs2qt4 + · · ·+ rsi−2qti . . . .

Apliquemos la fórmula del Lema 4.10 para encontrar el invariante del árbol generador

1 + rq + 2rqs+ 3rs2q + 4rs3q + · · ·+ irsi−1q

1 + rq

�
∞�

i=1

isi−1

�

utilicemos algo de cálculo

1 + rq

�
∞�

i=1

dxi

dx
|s

�

= 1 + rq

�
d

��∞
i=1 x

i
�

dx
|s

�

= 1 + rq
d

dx

�
x

1− x

�

|s=

1 + rq

�
1

(1− x)2
|s

�

= 1 +
rq

(1− s)2
.

Como s+ r = 1 lo anterior nos queda como

1 +
q

r
.

Haciendo el mismo ejercicio para el sistema de ciclos de primer retorno del vértice 2 obtenemos que
su invariante de árbol generador es

1 +
r

q
.

Acabamos de demostrar gran parte del siguiente teorema.

Teorema 4.11. Sea

P =

�
p q
r s

�

.

Entonces

τ(fv) =
τ(P )

τv(P )
(4.12)

para v = 1, 2. Por lo tanto, τ(f1) = τ(f2) si y sólo si P es circulante.

En este caso, τ(f1) = τ(f2) = 2.
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Prueba� Los invariantes del árbol generador de los sistemas de ciclos de primer retorno son iguales
si y solo si

1 +
q

r
= 1 +

r

q

y claramente esto ocurre si y solo si q = r. De forma que si los invariantes de árbol generador son
iguales para los dos vértices, entonces la matriz de probabilidades de transición es de la siguiente
forma. �

a 1− a
1− a a

�

.

En este caso la matriz es circulante, y claramente τ(f1) = τ(f2) = 2, el valor Perron de la matriz
de adyacencia del 2-shift.

�

Vamos a concluir esta sección haciendo expĺıcita nuestra técnica que usaremos para determinar
los coeficientes de las series de potencias que presentan a los sistemas de ciclos de primer retorno:
diagonalización. Usamos diagonalización para poder calcular para toda n las entradas de la
matriz (A(u))n en la ecuación (1.27). En el caso anterior de matrices de 2× 2, las matrices A(u) son
de tamaño uno y no hubo necesidad de diagonalizar. Consideremos ahora matrices de tamaño 3.

4.2.2. El “�shift”

En esta sección vamos a probar el teorema, que es el que corresponde al Teorema 4.11, para
matrices de 3× 3. Veremos que la condición de ser circulante no es la que determina la igualdad de
los invariantes del árbol generador de los sistemas de ciclos de primer retorno.

Teorema 4.13. Sea

P =

�


a b c
d e f
g h i





Entonces

τ(fv) =
τ(P )

τv(P )
(4.14)

para v = 1, 2, 3. Por lo tanto, τ(f1) = τ(f2) si y sólo si P es doblemente estocástica.

En este caso, τ(f1) = τ(f2) = τ(f2) = 3.

Prueba� Tomemos el 3-shift y calculemos los sistemas de ciclos de primer retorno. Para poder
hacer tal cuenta observemos la matriz de probabilidades de transición

P =

�


a b c
d e f
g h i
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donde cumple la siguientes condiciones. {a, b, c, d, e, f, g, h, i} ⊂ (0, 1) y a+ b+ c = 1, d+ e+ f = 1,
g + h + i = 1. Es decir la matriz es una matriz estocástica, determinemos el sistema de ciclos de
primer retorno utilizando la forma de teoŕıa de gráficas.

� �

�

�

�
�
�

��

� �

�

Figura 4.7: El 3-shift

Calculemos el sistema de ciclos primer retorno para el vértice 1. Es claro de la Figura 4.7 que
sólo hay un camino de longitud uno, el cual es a; de longitud 2 tenemos los caminos que nos da
salir por la arista b y regresar por la arista d y de igual forma salir por la c y regresar por la g por
lo que tenemos los caminos db y cg.

Ahora para todos los demás caminos hagamos una breve pausa y pongamos nuestra atención
en la gráfica. Para cualquier camino de longitud n con n ≥ 3 tenemos que salir del vértice 1 por lo
que sólo podemos utilizar las aristas b o c y para regresar tenemos las aristas d o bien g. Podemos
hacer un camino de longitud n− 2 en la subgráfica inducida por los vértices 2 y 3, y a este pegarle
las aristas iniciales y finales generando aśı un camino de primer retorno a 1 de longitud n, de forma
tal que dependiendo del vértice inicial le asignaremos la arista correspondiente, si el vértice inicial
es el 2 tendrá la arista inicial b, si el vértice inicial es el 3 le correspondrá la arista inicial c. De
igual forma asignaremos la arista final del “loop” de longitud n, d si el vértice final es el 2 o g si el
vértice final es el 3.

Aśı los coeficientes de la serie de potencias del sistema de ciclos primer retorno del vértice 1
a partir de tn con n ≥ 3 están determinadados por los caminos de longitud n − 2 en la gráfica
inducida por los vértices 2 y 3.

Entonces para fijarnos en tales caminos nos fijamos en la matriz de adyacencia de tal gráfica
inducida por 2 y 3

Q1 =

�
e f
h i

�

.
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Tal matriz es un menor de la matriz P que resulta de quitar el primer renglón y la primera
columna. Para los caminos de longitud n− 2 que empiezan y terminan en el vértice 2 tenemos que
dichos caminos son los de la entrada Q1n−2

(1�1), los que empiezan en 2 y terminan en 3 son la entrada

Q1n−2
(1�2), los que empiezan en 3 y terminan en 2 son la entrada Q1n−2

(2�1) y finalmente los que empiezan

en 3 y terminan en 3 están dados por Q1n−2
(2�2).

Una forma de ver lo anterior es notar que para calcular el sistema de ciclos primer retorno en
realidad nos importa cuando regresan al vértice 1, es decir que si lo vemos como una caminata en
la gráfica uno puede salir del vértice 1 y caminar por el resto de la gráfica pero al tomar las aristas
de regreso al vértice 1 es cuando en realidad estamos contando lo que pasa.

Entonces nuestro sistema de ciclos primer retorno queda de la siguiente manera (ver (1.27)):

f1(t) = at+ (bd+ cg)t2 +
∞�

n=1

�
bQ1n

(1�1)d+ bQ1n
(1�2)g + cQ1n

(2�1)d+ cQ1n
(1�1)g

�
tn+2.

Para poder determinar los sistemas de ciclos primer retorno de los vértices 2 y 3 modificamos
un poco lo anterior. Para el vértice 2 nos queda de la siguiente forma

Q2 =

�
a c
g i

�

,

análogamente para 3

Q3 =

�
a b
d e

�

.

Ambas matrices resultan de quitar el corresponiente i-eśımo renglón y i-eśıma columna. Por
lo que los sistemas de ciclos primer retorno quedan de la siguiente forma

f2(t) = et+ (db+ fh)t2 +
∞�

n=1

�
dQ2n

(1�1)b+ dQ2n
(1�2)h+ fQ2n

(2�1)b+ fQ2n
(2�2)h

�
tn+2;

f3(t) = it+ (cg + fh)t2 +
∞�

i=1

�
gQ3n

(1�1)c+ gQ3n
(1�2)f + gQ3n

(2�1)f + hQ3n
(2�2)f

�
tn+2.

Observemos que si consideramos a Qi0 =

�
1 0
0 1

�

entonces podemos iniciar la serie desde 0. Esto

nos ayuda en las cuentas pues tendremos un tipo de serie geométrica.

f1(t) = at+

∞�

n=0

�
bQ1n

(1�1)d+ bQ1n
(1�2)g + cQ1n

(2�1)d+ cQ1n
(1�1)g

�
tn+2;
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f2(t) = et+

∞�

n=0

�
dQ2n

(1�1)b+ dQ2n
(1�2)h+ fQ2n

(2�1)b+ fQ2n
(2�2)h

�
tn+2;

f3(t) = it+
∞�

i=0

�
gQ3n

(1�1)c+ gQ3n
(1�2)f + hQ3n

(2�1)c+ hQ3n
(2�2)f

�
tn+2.

Ahora si aplicamos la fórmula del invariante del árbol generador a dichos sistemas de ciclos primer
retorno obtenemos

τ(f1(t)) = 1 +
∞�

n=0

(n+ 1)
�
bQ1n

(1�1)d+ bQ1n
(1�2)g + cQ1n

(2�1)d+ cQ1n
(1�1)g

�
;

τ(f2(t)) = 1 +
∞�

n=0

(n+ 1)
�
dQ2n

(1�1)b+ dQ2n
(1�2)h+ fQ2n

(2�1)b+ fQ2n
(2�2)h

�
;

τ(f3(t)) = 1 +

∞�

i=1

(n+ 1)
�
gQ3n

(1�1)c+ gQ3n
(1�2)f + hQ3n

(2�1)c+ hQ3n
(2�2)f

�
.

Es claro de las fórmulas anteriores que para calcular el invariante del árbol generador necesi-
tamos poder determinar las entradas de las matrices Qin para i ∈ {1, 2, 3} y ∀n ∈ �.

Los coeficientes de (Qi)n. Tomemos como ejemplo a Q1, para poder determinar los coefi-
cientes de (Q1)n, nos ponemos a elevar a las diferentes potencias enteras a Q1.

Q1 =

�
e f
h i

�

(Q1)2 =

�
e2 + fh ef + fi
he+ ih fh+ i2

�

(Q1)3 =

�
e3 + 2efh+ hfi fe2 + f2h+ ief + fi2

he2 + eih+ fh2 + hi2 efh+ 2hfi+ i3

�

(Q1)4 =

�
e4 + 3e2fh+ f2h2 + 2efih+ fi2h e3f + e2fi+ 2f2he+ 2f2hi+ efi2 + fi3

he3 + 2h2ef + ihe2 + 2ih2f + i2he+ i3h e2fh+ 2efih+ 3fi2h+ f2h2 + i4

�

...
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Es claro que intentar sacar una fórmula aśı nos llevará algo de tiempo, por lo cual recordando
nuestras clases de Álgebra Lineal sabemos que si encontramos una matriz diagonal D similar a
la matriz Q1, y encontrando una matriz B no singular entonces Q1 = BDB−1 y tenemos que
(Q1)n = BDnB−1.

Para determinar las matrices diagonales que necesitamos, encontremos primero el valor carac-
teŕıstico de nuestras matrices Qi con i ∈ {1, 2, 3}.

Para Q1 =

�
e f
h i

�

entonces tomando el valor caractéristico nos queda de la siguiente forma:

x1 =
1

2

�
e+ i−

√
α
�

y y1 =
1

2

�
e+ i+

√
α
�

en donde α = e2 + 4fh− 2ei+ i2.

Tomando los vectores caracteŕısticos para cada ráız y colocándolos como columnas tenemos
las siguientes matrices

B =

�
e−i−

√
α

2h
e−i+

√
α

2h

1 1

�

y B−1 =

�
− h√

α

e−i+
√

α

2
√

α

h√
α

− e−i−
√

α

2
√

α

�

.

Si D es una matriz diagonal con entradas x1 y y1 tenemos que Q1n = BDnB−1. La matriz que
deseamos nos queda de la siguiente forma

Q1n =

�
− e−i−

√
α

2
√

α
xn

1 + e−i+
√

α

2
√

α
yn
1 − f√

α
xn

1 + f√
α
yn
1

− h√
α
xn

1 + h√
α
yn
1

e−i+
√

α

2
√

α
xn

1 −
e−i−

√
α

2
√

α
yn
1

�

.

Aplicando el mismo razonamiento las matrices Q2 y Q3 nos quedan como

Q2n =

�
−a−i−

√
β

2
√

β
xn

2 + a−i+
√

β

2
√

β
yn
2 − c√

β
xn

2 + c√
β
yn
2

− g√
β
xn

2 + g√
β
yn
2

a−i−
√

β

2
√

β
xn

2 −
a−i+

√
β

2
√

β
yn
2

�

;

Q3n =

�
−

a−e−
√

γ

2
√

γ
xn

3 +
a−e+

√
γ

2
√

γ
yn
3 − b√

γ
xn

3 + b√
γ
yn
3

− d√
γ
xn

3 + d√
γ
yn
3

a−e+
√

γ

2
√

γ
xn

3 −
a−e−

√
γ

2
√

γ
yn
3

�

;

siendo x2 = 1
2

�
a+ i−

√
β
�
, y2 = 1

2

�
a+ i+

√
β
�
, x3 = 1

2

�
e+ a−

√
γ
�
, y3 = 1

2

�
e+ a+

√
γ
�

y
β = i2 − 2ia+ 4gc+ a2, γ = e2 − 2ea+ 4db+ a2 respectivamente.
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Sustituyendo los coeficientes de las Qi en las fórmulas del invariante del árbol generador para
los sistemas de ciclos primer retorno nos quedan como:

τ(f1(t)) = 1 +
�∞

n=0(n+ 1)(b(− e−i−
√

α

2
√

α
xn

1 + e−i+
√

α

2
√

α
yn
1 )d+ b(− f√

α
xn

1 + f√
α
yn
1 )g+

+c(− h√
α
xn

1 + h√
α
yn
1 )d+ c( e−i+

√
α

2
√

α
xn

1 −
e−i−

√
α

2
√

α
yn
1 )g)

;

τ(f2(t)) = 1 +
�∞

n=0(n+ 1)(d(−a−i−
√

β

2
√

β
xn

2 + a−i+
√

β

2
√

β
yn
2 )b+ d(− c√

β
xn

2 + c√
β
yn
2 )h+

+f(− g√
β
xn

2 + g√
β
yn
2 )b+ f(a−i−

√
β

2
√

β
xn

2 −
a−i+

√
β

2
√

β
yn
2 )h)

;

τ(f3(t)) = 1 +
�∞

i=0(n+ 1)(g(−
a−e−

√
γ

2
√

γ
xn

3 +
a−e+

√
γ

2
√

γ
yn
3 )c+ g(− b√

γ
xn

3 + b√
γ
yn
3 )f+

+h(− d√
γ
xn

3 + d√
γ
yn
3 )c+ h(

a−e+
√

γ

2
√

γ
xn

3 −
a−e−

√
γ

2
√

γ
yn
3 )f)

.

Simplificando tales ecuaciones y factorizando términos comunes las ecuaciones anteriores quedan
como

τ(f1(t)) = 1 +
�∞

n=0(n+ 1)(− b(e−i−
√

α)d
2
√

α
xn

1 −
bfg√

α
xn

1 −
chd√

α
xn

1 + c(e−i+
√

α)g
2
√

α
xn

1+

+ b(e−i+
√

α)d
2
√

α
yn
1 + bfg√

α
yn
1 + chd√

α
yn
1 −

c(e−i−
√

α)g
2
√

α
yn
1 )

;

τ(f2(t)) = 1 +
�∞

n=0(n+ 1)(−d(a−i−
√

β)b

2
√

β
xn

2 −
dch√

β
xn

2 −
fgb√

β
xn

2 + f(a−i−
√

β)h

2
√

β
xn

2+

+d(a−i+
√

β)b

2
√

β
yn
2 + dch√

β
yn
2 + fgb√

β
yn
2 −

f(a−i+
√

β)h

2
√

β
yn
2 )

;

τ(f3(t)) = 1 +
�∞

i=0(n+ 1)(−
g(a−e−

√
γ)c

2
√

γ
xn

3 −
gbf√

γ
xn

3 −
hdc√

γ
xn

3 +
h(a−e+

√
γ)f

2
√

γ
xn

3+

+
g(a−e+

√
γ)c

2
√

γ
yn
3 + gbf√

γ
yn
3 + hdc√

γ
yn
3 −

h(a−e−
√

γ)f
2
√

γ
yn
3 )
,

τ(f1(t)) = 1 +
�∞

n=0(n+ 1)((− b(e−i−
√

α)d
2
√

α
− bfg√

α
− chd√

α
+ c(e−i+

√
α)g

2
√

α
)xn

1+

+( b(e−i+
√

α)d
2
√

α
+ bfg√

α
+ chd√

α
− c(e−i−

√
α)g

2
√

α
)yn

1 )
;

τ(f2(t)) = 1 +
�∞

n=0(n+ 1)((−d(a−i−
√

β)b

2
√

β
− dch√

β
− fgb√

β
+ f(a−i−

√
β)h

2
√

β
)xn

2+

+(d(a−i+
√

β)b

2
√

β
+ dch√

β
+ fgb√

β
− f(a−i+

√
β)h

2
√

β
)yn

2 )
;



74 Sistemas de ciclos de primer retorno

τ(f3(t)) = 1 +
�∞

i=0(n+ 1)((−
g(a−e−

√
γ)c

2
√

γ
− gbf√

γ
− hdc√

γ
+

h(a−e+
√

γ)f
2
√

γ
)xn

3+

+(
g(a−e+

√
γ)c

2
√

γ
+ gbf√

γ
+ hdc√

γ
−

h(a−e−
√

γ)f
2
√

γ
)yn

3 )
.

Como se ve la ecuaciones empiezan a ser muy largas, por lo que haremos una sustitución para que
las cuentas se puedan seguir con mayor facilidad

A1 =
�
− b(e−i−

√
α)d

2
√

α
− bfg√

α
− chd√

α
+ c(e−i+

√
α)g

2
√

α

�
y B1 =

�
b(e−i+

√
α)d

2
√

α
+ bfg√

α
+ chd√

α
− c(e−i−

√
α)g

2
√

α

�
,

A2 =
�
−d(a−i−

√
β)b

2
√

β
− dch√

β
− fgb√

β
+ f(a−i−

√
β)h

2
√

β

�
y B2 =

�
g(a−e+

√
γ)c

2
√

γ
+ gbf√

γ
+ hdc√

γ
−

h(a−e−
√

γ)f
2
√

γ

�
,

A3 =
�
−

g(a−e−
√

γ)c
2
√

γ
− gbf√

γ
− hdc√

γ
+

h(a−e+
√

γ)f
2
√

γ

�
y B3 =

�
g(a−e+

√
γ)c

2
√

γ
+ gbf√

γ
+ hdc√

γ
−

h(a−e−
√

γ)f
2
√

γ

�
.

Observación 4.15. Para la cuenta será importante observar los valores de Ai+Bi aśı como Ai−Bi

con i ∈ {1, 2, 3}

A1 +B1 = bd+ cg A1 −B1 = bdj−bde−2bfg−2chd−cgj+cge√
α

;

A2 +B2 = db+ fh A2 −B2 = dbj−dba−2dch−2fgb−fhj+fha√
β

;

A3 +B3 = gc+ hf A3 −B3 = gce−gca−2gbf−2hdc−hfe+hfa√
γ

.

Con dichas sustituciones, los invariante del árbol generador para los sistemas de ciclos primer
retorno nos quedan como

τ(f1(t)) = 1 +
∞�

n=0

(A1x
n
1 +B1y

n
1 ) ;

τ(f2(t)) = 1 +

∞�

n=0

(A2x
n
2 +B2y

n
2 ) ;

τ(f3(t)) = 1 +

∞�

n=0

(A3x
n
3 +B3y

n
3 ) .

Como x1, x2, x3, y1, y2, y3 < 1 tenemos una serie geométrica. Aplicando algo de cálculo tenemos

τ(f1(t)) = 1 +

�
A1

(1− x1)2
+

B1

(1− y1)2

�

;

τ(f2(t)) = 1 +

�
A2

(1− x2)2
+

B2

(1− y2)2

�

;
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τ(f3(t)) = 1 +

�
A3

(1− x3)2
+

B3

(1− y3)2

�

.

Ya que tenemos una expresión más sencilla sustituyamos a xi, yi con i ∈ {1, 2, 3} por su valores

τ(f1(t)) = 1 +

�
A1

(1− 1
2(e+ i−

√
α))2

+
B1

(1− 1
2(e+ i+

√
α))2

�

;

τ(f2(t)) = 1 +

�
A2

(1− 1
2(a+ i−

√
β))2

+
B2

(1− 1
2(a+ i+

√
β))2

�

;

τ(f3(t)) = 1 +

�
A3

(1− 1
2(e+ a−

√
γ)2)

+
B3

(1− 1
2(e+ a+

√
γ)2)

�

;

τ(f1(t)) = 1 +

�
A1(1−

1
2(e+ i+

√
α))2 +B1(1−

1
2(e+ i−

√
α))2

(1− 1
2(e+ i−

√
α))2(1− 1

2(e+ i+
√
α))2

�

;

τ(f2(t)) = 1 +

�
A2(1−

1
2(a+ i+

√
β))2 +B2(1−

1
2(a+ i−

√
β))2

(1− 1
2(a+ i−

√
β))2(1− 1

2(a+ i+
√
β))2

�

;

τ(f3(t)) = 1 +

�
A3(1−

1
2(e+ a+

√
γ)2 +B3(1−

1
2(e+ a−

√
γ))2

(1− 1
2(e+ a−

√
γ)2(1− 1

2(e+ a+
√
γ)2

�

;

τ(f1(t)) = 1 +

�
4(A1(−2 + j + e+

√
α)2 +B1(−2 + j + e+

√
α)2)

(−2 + j + e−
√
α)2(−2 + j + e+

√
α)2

�

;

τ(f2(t)) = 1 +

�
4(A2(−2 + j + a−

√
β)2 +B2(−2 + j + a+

√
β)2)

(−2 + j + a−
√
β)2(−2 + j + a+

√
β)2

�

;

τ(f3(t)) = 1 +

�
4(A3(−2 + e+ a−

√
γ)2 +B3(−2 + e+ a+

√
γ)2)

(−2 + e+ a−
√
γ)2(−2 + e+ a+

√
γ)2

�

.

Enfoquemos nuestra atención en lo que está dentro de los paréntesis, expandiendo los términos
elevados al cuadrado y factorizando el divisor, se obtiene

τ(f1(t)) = 1+ λ4(4A1 − 4A1j − 4A1e− 4A1
√
α+A1j

2 + 2A1je+ 2A1j
√
α+A1e

2+
+2A1e

√
α+A1α+ 4B1 − 4B1j − 4B1e+ 4B1

√
α+

+B1j
2 + 2B1je− 2B1j

√
α+B1e

2 − 2B1e
√
α+B1α);

τ(f2(t)) = 1+ µ4(4A2 − 4A2j − 4A2a− 4A2
√
β +A2j

2 + 2A2ja+ 2A2j
√
β +A2a

2+
+2A2a

√
β +A2β + 4B2 − 4B2j − 4B2a+ 4B2

√
β+

+B2j
2 + 2B2ja− 2B2j

√
β +B2a

2 − 2B2a
√
β +A2β);
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τ(f3(t)) = 1+ ν4(4A3 − 4A3e− 4A3a− 4A3
√
γ +A3e

2 + 2A3ea+ 2A3e
√
γ +A3a

2+
+2A3a

√
γ +A3γ + 4B3 − 4B3e− 4B3a+ 4B3

√
γ+

+B3e
2 + 2B3ea− 2B3e

√
γ +B3a

2 − 2B3a
√
γ +B3γ);

con

λ =
1

(−2 + j + e−
√
α)2(−2 + j + e+

√
α)2

µ =
1

(−2 + j + a−
√
β)2(−2 + j + a+

√
β)2

ν =
1

(−2 + e+ a−
√
γ)2(−2 + e+ a+

√
γ)2

.

Agrupemos como nos sugiere nuestra escritura de las ecuaciones

τ(f1(t)) = 1+ λ4(4(A1 +B1)− 4(A1 +B1)j − 4(A1 +B1)e− 4(A1 −B1)
√
α+

+(A1 +B1)j
2 + 2(A1 +B1)je+ 2(A1 −B1)j

√
α+

+(A1 +B1)e
2 + 2(A1 −B1)e

√
α+ (A1 +B1)α);

τ(f2(t)) = 1+ µ4(4(A2 +B2)− 4(A2 +B2)j − 4(A2 +B2)a− 4(A2 −B2)
√
β+

+(A2 +B2)j
2 + 2(A2 +B2)ja+ 2(A2 −B2)j

√
β+

+(A2 +B2)a
2 + 2(A2 −B2)a

√
β + (A2 +B2)β);

τ(f3(t)) = 1+ ν4(4(A3 +B3)− 4(A3 +B3)e− 4(A3 +B3)a− 4(A3 −B3)
√
γ+

+(A3 +B3)e
2 + +2(A3 +B3)ea+ 2(A3 −B3)e

√
γ+

+(A3 +B3)a
2 + 2(A3 −B3)a

√
γ + (A3 +B3)γ).

Recordando la Observación 4.15 se tiene que

τ(f1(t)) = 1+ λ4(4(bd+ c)− 4(bd+ cg)j − 4(bd+ cg)e+

−4
�

bdj−bde−2bfg−2chd−cgj+cge√
α

�√
α) + (bd+ cg)j2 + 2(bd+ cg)je+

+2
�

bdj−bde−2bfg−2chd−cgj+cge√
α

�
j
√
α+ (bd+ cg)e2+

+2
�

bdj−bde−2bfg−2chd−cgj+cge√
α

�
e
√
α+ (bd+ cg)α);

τ(f2(t)) = 1+ µ4(4(bd+ fh)− 4(bd+ fh)j − 4(bd+ fh)a+

−4
�

dbj−dba−2dch−2fgb−fhj+fha√
β

�√
β + (bd+ fh)j2 + 2(bd+ fh)ja+

+2
�

dbj−dba−2dch−2fgb−fhj+fha√
β

�
j
√
β + (bd+ fh)a2+

+2
�

dbj−dba−2dch−2fgb−fhj+fha√
β

�
a
√
β + (bd+ fh)β);

τ(f3(t)) = 1+ ν4(4(gc+ hf)− 4(gc+ hf)e− 4(gc+ hf)a+

−4
�

gce−gca−2gbf−2hdc−hfe+hfa√
γ

�√
γ + (gc+ hf)e2 + 2(gc+ hf)ea+

+2
�

gce−gca−2gbf−2hdc−hfe+hfa√
γ

�
e
√
γ + (gc+ hf)a2+

+2
�

gce−gca−2gbf−2hdc−hfe+hfa√
γ

�
a
√
γ + (gc+ hf)γ).
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Como se aprecia los coeficientes
√
α,
√
β y

√
γ desaparecen del interior del paréntesis principal en

las ecuaciones. Como la matriz es estocástica, sabemos que a = 1−b−c, e = 1−d−f y i = 1−g−h
sustituyendo nos quedan como

τ(f1(t)) = 1 + λ4(4(fg + hd+ gd)(fb+ fc+ bg + hb+ hc+ dc));

τ(f2(t)) = 1 + µ4(4(gb+ hb+ hc)(fb+ fc+ fg + dc+ dg + dh));

τ(f3(t)) = 1 + ν4(4(dc+ fb+ fc)(gb+ gd+ gf + hb+ hc+ hd)).

Si en λ, µ, ν sustituimos α, β, γ respectivamente obtendremos que

λ = 1
16(gf+gd+hd)2

, µ = 1
16(gb+hb+hc)2

, ν = 1
16(dc+fb+fc)2

.

Sustituyendo en nuestras fórmulas nos da

τ(f1(t)) = 1 +
fb+ fc+ bg + hb+ hc+ dc

fg + hd+ gd
; (4.16)

τ(f2(t)) = 1 +
fb+ fc+ fg + dc+ dg + dh

gb+ hb+ hc
; (4.17)

τ(f3(t)) = 1 +
gb+ gd+ gf + hb+ hc+ hd

dc+ fb+ fc
. (4.18)

Observación 4.19. Tomemos τ(f1(t)) el invariante del árbol generador en el sistema de ciclos de
primer retorno en el vértice 1. En el numerador de la fracción tenemos la suma de todos los posibles
árboles generadores con ráız el vértice 2 y vértice 3, mientras que en el denominador tenemos a
la suma de los pesos de todos los posibles árboles generadores con ráız vértice 1. Esto pasa para
cualquiera de los tres vértices. Por lo que las ecuaciones �4.16), �4.17) y �4.18) las podemos ver
como:

τ(f1(t)) =
τ(P )

τ1(P )
;

τ(f2(t)) =
τ(P )

τ2(P )
;

τ(f3(t)) =
τ(P )

τ3(P )
.

Por lo tanto gracias a la observación anterior tenemos que se cumple la Ecuación (4.14).

Ahora que tenemos de forma expĺıcita las fórmulas para los invariantes del árbol generador
para los diferentes sistemas de ciclos de primer retorno, veamos que para las matrices circulantes
cumplen que son iguales y tienen valor 3.
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Matrices circulantes de 3× 3. Tomemos una matriz de transición de probabilidades circulante

P =

�


a b c
c a b
b c a



 .

Es claro que en cualquiera de los 3 vértices tenemos que sus sistemas de ciclos de primer retorno
es el mismo, por lo tanto sus invariantes del árbol generador tendrán el mismo valor. Calculemos
dicho valor, para ésto utilicemos cualquiera de las Fórmulas (4.16), (4.17) y (4.18). Si sustituimos
a d, e, f, g, h, i en (4.16) de la siguiente forma:

e = i = a
g = f = b
d = h = c.

Obtenemos que queda como

τ(f1(t)) = 1 +
b2 + bc+ b2 + cb+ c2 + c2

b2 + bc+ c2
= 1 +

2b2 + 2bc+ 2c2

b2 + bc+ c2
= 1 + 2

b2 + bc+ c2

b2 + bc+ c2
= 3.

Hagamos una pausa en la desmotrasción para considerar un ejemplo importante. Si la matriz
de transición de probabilidades es una matriz circulante, entonces el invariante del árbol generador
en los sistemas de ciclos primer retorno son iguales y tendrán valor 3. Sin embargo el regreso no es
cierto, es decir, si los invariantes del árbol generador son iguales para los sistemas de ciclos de primer
retorno para cada vértice, entonces la matriz de transición de probabilidades no será necesariamente
una matriz circulante.

Ejemplo 4.20. Sea

�


1/3 1/3 1/3
2/6 3/6 1/6
2/6 1/6 3/6



. Es claro que tal matriz no es una matriz circulante, pode-

mos calcular el invariante del árbol generador para cada uno de los sistemas de ciclos primer retorno.
Como resultado tenemos que cada uno vale 3.

Como hemos demostrado si una matriz es circulante el invariante del árbol generador en los
sistemas de ciclos de primer retorno en cada vértice vale lo mismo, con el ejemplo se ve que el
regreso no es cierto. Entonces ¿qué condiciones tenemos que pedir a la matriz P para que los
invariantes del árbol generador de los sistemas de ciclos de primer retorno valgan lo mismo y
consideren que contengan al conjunto de matrices circulantes? La respuesta a tal pregunta son las
matrices doblemente estocásticas. Al respecto se han hecho muchos art́ıculos pero en ninguno se ha
encontrado una propiedad similar a ésta. Entonces para el 2-shift reformulemos el Teorema 4.11.
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Teorema 4.21. Sea

P =

�
p q
r s

�

.

Entonces

τ(fv) =
τ(P )

τv(P )
(4.22)

para v = 1, 2. Por lo tanto, τ(f1) = τ(f2) si y sólo si una de las siguientes afirmaciones se satisface.

1. P es circulante.

2. P es doblemente estocástica.

En este caso, τ(f1) = τ(f2) = 2.

Ahora continuemos con la demostación del Teorema 4.13. Ya que sabemos cuánto valen los
invariantes del árbol generador para cada uno de los sistemas de ciclos primer retorno de nuestra
gráfica la pregunta que nos hab́ıamos inicialmente planteado se reduce a saber cuándo pasa que

fb+ fc+ bg + hb+ hc+ dc

fg + hd+ gd
=
fb+ fc+ fg + dc+ dg + dh

gb+ hb+ hc
=
gb+ gd+ gf + hb+ hc+ hd

dc+ fb+ fc
.

Tomando la primera igualdad tenemos que

fb+ fc+ bg + hb+ hc+ dc

fg + hd+ gd
−
fb+ fc+ fg + dc+ dg + dh

gb+ hb+ hc
= 0

realizado la resta y factorizando adecuadamente nos queda como

(bg − dg − fg + bh+ ch− dh)(cd+ bf + cf + bg + dg + fg + bh+ ch+ dh)

(dg + dh+ fg)(bg + bh+ ch)
.

Como P es una matriz estocástica todos los elementos de ésta son mayores o iguales que 0, por lo
tanto si la expresión está igualada a 0 sólo nos queda que bg − dg − fg + bh+ ch− dh = 0.

De igual forma hacemos lo mismo para las otras igualdades:

fb+ fc+ bg + hb+ hc+ dc

fg + hd+ gd
−
gb+ gd+ gf + hb+ hc+ hd

dc+ fb+ fc
= 0,

entonces nos queda cd+ bf + cf − dg − fg − dh = 0 y

fb+ fc+ fg + dc+ dg + dh

gb+ hb+ hc
−
gb+ gd+ gf + hb+ hc+ hd

dc+ fb+ fc
= 0

tenemos que cd+ bf + cf − bg − bh− ch = 0.
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Entonces si sabemos que los invariantes del árbol generador son el mismo para los tres distintos
vértices tenemos el siguiente sistema de ecuaciones

bg − dg − fg + bh+ ch− dh = 0. (4.23)

cd+ bf + cf − dg − fg − dh = 0. (4.24)

cd+ bf + cf − bg − bh− ch = 0. (4.25)

Es claro que el sistema no tiene solución única, pero nos da condiciones sobre la matriz tomando
las ecuaciones por pares. Empezemos con (4.23) y (4.24)

(b− d− f)g + (b+ c− d)h = 0;
(g + h)b + (b+ c)f = bg + bh+ ch.

Este sistema nos da como solución g = b + c − d y h = −b + d + f por lo que g + h = c + f . De
forma análoga hacemos los otros dos casos:

Para (4.24) y (4.25) tenemos el siguiente sistema de ecuaciones.

(c− g − h)d + (b+ c− g)f = 0;
cd + (b+ c)f = bg + bh+ ch;

con solución d = b+ c− g y f = −c+ g + h, a lo que nos da que d+ f = b+ h.

Por último (4.25) y (4.23) nos dan el siguiente sistema

(f − g − h)b + (d+ f − h)c = 0;
(g + h)b + hc = 0;

con solución b = d+ f − h y c = −f + g + h y por lo tanto b+ c = d+ g.

Entonces la matriz de probabilidades de transición queda de la siguiente forma

P =

�


1− b− c b c

d 1− d− f f
g h 1− g − h





es doblemente estocástica pues 1−b−c+d+g = 1−b−c+b+c = 1, 1−d−f+b+h = 1−d−f+d+f = 1
y 1 − g − h + c + f = 1 − g − h + c + h = 1. Hemos demostrado que si los invariantes del árbol
generador de los sistemas de ciclos de primer retorno son iguales para cada vértice, entonces la
matriz de probabilidaddes de transición P es doblemente estocástica.

Nos falta demostrar el regreso de la prueba, donde suponemos que la matriz es doblemente
estocástica. Demostremos que todos los invariantes del árbol generador de todos los sistemas de
ciclos primer retorno son iguales y con valor 3. Demostrémoslo para el primer vértice.
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Tomemos la ecuación (4.16). Cabe mencionar que para sacar la cuenta hasta tal momento nunca
utilizamos ninguna otra suposición más que P es estocástica. Supongamos que P es doblemente
estocástica, entonces P cumple con las siguientes igualdades b+c = d+g, b+h = d+f y g+h = c+f .
Por lo que la ecuación (4.16) se simplifica de la siguiente forma

τ(f1(t)) = 1 +
fb+ fc+ bg + hb+ hc+ dc

fg + hd+ gd
= 1 +

(f + g + h)b+ (h+ d+ f)c

fg + hd+ gd
=

= 1 +
(2f + c)b+ (2d+ 2f − b)c

fg + fd+ cd
= 1 + 2

bf + cd+ cf

fg + fd+ cd
= 1 + 2

fg + fd+ cd

fg + fd+ cd
= 1 + 2 = 3.

Para el segundo vértice tenemos que (4.17), de igual forma que (4.16), sólo es el valor del invariante
del árbol generador en el sistemas de ciclos primer retorno del vértice 2 bajo la suposición que P
es estocástica y ninguna otra.

τ(f2(t)) = 1 +
fb+ fc+ fg + dc+ dg + dh

gb+ hb+ hc
= 1 +

f(b+ c+ g) + d(c+ g + h)

bg + bh+ cf
=

= 1 +
f(d+ 2g) + d(2g + 2h− f)

bg + dh+ gh
= 1 + 2

bg + bh+ ch

bg + dh+ gh
= 1 + 2

bg + dh+ gh

bg + dh+ gh
= 1 + 2 = 3.

De igual forma para (4.18) tenemos que

τ(f3(t)) = 1 +
gb+ gd+ gf + hb+ hc+ hd

dc+ fb+ fc
= 1 +

g(b+ d+ f) + h(b+ c+ d)

bf + cd+ cf
=

= 1 +
g(2b+ h) + h(2b+ 2c− g)

bc+ bf + ch
= 1 + 2

bg + bh+ ch

bc+ bf + ch
= 1 + 2

bc+ bf + ch

bc+ bf + ch
= 1 + 2 = 3.

Entonces para cada uno de los tres sistemas de ciclos primer retorno, tenemos que si la matriz
es doblemente estocástica entonces el invariante del árbol generador en cada uno de los sistemas
de ciclos primer retorno tienen valor 3. Por lo tanto son iguales.

�

Para cada matriz estocástica P de tamaño n × n, podemos determinar un vector τP ∈ R
n

el cual tiene en sus entradas el valor del invariante del árbol generador en el sistema de ciclos de
primer retorno del respectivo vértice. Llamaremos a este vector el espectro del invariante de árbol
generador en los ciclos de primer retorno. De esta forma se pude demostrar que cuando la entroṕıa
es máxima y la digráfica asociada a la matriz P es completa, entonces el espectro del invariante
del árbol generador en los sistemas de ciclos de primer retorno tiene un sólo valor en todas sus
entradas.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

Obtener una fórmula expĺıcita del invariante del árbol en los sistemas de primer retorno no
es una cuestión fácil como se ve, sin embargo con ayuda de la computadora se ve que la siguiente
afirmación es cierta.

Sea P ∈ Mn×n((0, 1)) una matriz de transición de probabilidades de una cadena de Markov.

Entonces P es doblemente estocástica si y sólo si el invariante del árbol generador para los

sistemas ciclos de primer retorno es igual para cada uno de los n vértices y con valor n.

Sin embargo al finalizar esta Tesis no contamos con una prueba formal de tal afirmación.
(Recientemente se ha reportado que los invariantes del árbol generador de los sistemas de ciclos
de primer retorno son en realidad los conocidos “tiempos promedio de recurrencia”, en cuyo caso
resulta verdadera la afirmación anterior. Más aún, recientemente Ma. Emilia Caballero observó que
la serie de potencias que describe al sistema de ciclos de primer retorno en un vértice v es la
función generadora de momentos de la variable aleatoria de los tiempos de primer retorno.) Pero
el invariante del árbol generador aplicado a los sistemas de ciclos de primer retorno no ha sido
explorado aún como un invariante de otro tipo de isomorfismos.

Podemos definir el espectro del invariante del árbol generador, seŕıa simplemente un vector
en R

n, donde la entrada i del vector seŕıa el valor del invariante del árbol generador aplicado al
sistema de primer retorno del vértice i. Este vector suponemos que es un invariante bajo cierto tipo
de isomorfismos.

Uno podŕıa preguntarse el por qué definir el invariante de árbol generador en los sistemas
de ciclos de primer retorno, si no cumple con ser un invariante bajo isomorfismos de palabra
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mágica. La diferencia es que el invariante de árbol generador aplicado a la gráfica original no
considera el comportamiento recurrente. Como los sistemas de ciclos de primer retorno tienen un
comportamiento recurrente por construcción, entonces al aplicar el invariante del árbol generador a
los sistemas de primer retorno, tenemos asociado a dicho invariante un comportamiento recurrente.
De esta forma es posible considerar otros isomorfismos distintos a la conjugación para determinar
si dos σ-espacios son isomorfos o no bajo dichos isomorfismos.
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