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Resumen

En [13] Lind y Tuncel introducen el concepto de invariante del drbol generador para cadenas
de Markov con un numero finito de estados. Su motivacién se justifica cuando demuestran que el
invariante del arbol generador es invariante bajo conjugaciones de cadenas de Markov. Su definicién
esta basada en las caracteristicas combinatorias de las graficas que generan a los o-espacios de tipo
finito subyacentes (las cadenas de Markov topoldgicas, llamadas asi por B. Parry [16]).

Fn esta Tesis extenderemos el concepto del invariante del arbol generador a cadenas de Markov
con un nimero numerable de estados. En particular, vamos a considerar una clase apropiada de
cadenas de Markov, a saber, aquellas que estan representadas por las graficas de los sistemas de
ciclos de primer retorno definidos en [3, 9, 10]. Para estos sistemas estableceremos una forma
explicita del valor de sus invariantes del arbol generador. De esta manera obtendremos una lista de
valores, a saber, los invariantes de drbol generador de cada uno de los sistemas de ciclos de primer
retorno, y nuestro objetivo central serd el de determinar qué clase de informacién acerca del sistema
se obtiene a partir de esta lista.

La motivacién original para estudiar el invariante del drbol generador fue la siguiente. En [9]
se introdujeron y clasificaron los isomorfismos de palabra mdgica, una clase de isomorfismo entre
cadenas de Markov (ver Definicién 4.7). Una cadena de Markov (irreducible) siempre es isomorfa
a sus sistemas de ciclos de primer retorno via un isomorfismo de palabra mégica (Proposicién 3.1
en [9]), por lo que la siguiente pregunta es natural: jEl invariante del arbol generador es invariante
bajo isomorfismos de palabra magica? En esta Tesis demostramos que en general el invariante del
arbol generador de los sistemas de ciclos de primer retorno de una cadena de Markov difieren del
invariante del arbol generador del sistema original. Por lo tanto, en virtud de la pregunta original
que nos planteamos, es natural cuestionarse cudndo coinciden los invariantes del arbol generador
de los sistemas de ciclos de primer retorno. En esta Tesis damos respuesta a esta pregunta cuando
el nimero de estados no excede a tres (ver Teoremas 4.11 y 4.13), a saber, demostraremos que
para una matriz estocastica de tamano a lo mas tres, los invariantes del arbol generador de los
sistemas de ciclos coinciden si y sdlo si la matriz es doblemente estocastica. Mds precisamente,
demostraremos que para matrices estocasticas de tamano a lo mas tres, los invariantes del arbol
generador de los sistemas de ciclos de primer retorno estan dados por las razones del invariante del
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arbol generador global con cada uno de los invariantes del arbol generador local, y veremos que
éstas razones coinciden precisamente cuando la matriz es doblemente estocastica.

Calculos numéricos muestran que éste es el caso para matrices (irreducibles) arbitrarias (el
problema en el caso general radica en diagonalizar la matriz que resulta de remover de la matriz
original el renglén y la columna correspondientes al vértice base del sistema de ciclos de primer
retorno). Basdndose en los resultados anteriores formulamos la Conjetura de los Invariantes de los
Arboles Generadores de Sistemas de Ciclos de Primer Retorno, la cual demostramos en esta Tesis
para los casos n = 2, 3.

Las matrices doblemente estocasticas han sido ampliamente estudiadas y existe una extensa
literatura acerca de ellas. Entre los resultados més importantes destacan el hecho de que el conjunto
de matrices doblemente estocdsticas de tamano n es un politopo en R™. Este politopo tiene como
puntos extremos a las matrices de permutaciones, resultado obtenido por Birkhoff en 1946 (ver [2]).
Los resultados que presentamos muestran las capacidades del arbol generador para poder medir
ciertas simetrias en cadenas de Markov, a saber doble estocasticidad.
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Capitulo 1

Dinamica simbolica

En este capitulo presentamos una breve introduccién de los aspectos mas relevantes de dindmica
simbdlica que estan relacionados con el trabajo que desarrollaremos a lo largo de la Tesis. Esta di-
vidido en dos secciones, comenzando con la seccién §1.1 de o-espacios seguida de la seccion §1.2 de
homomorfismos.

1.1. o-Espacios

El propésito de esta seccion es el de presentar brevemente las definiciones y resultados bésicos
de dindmica simbdlica que usaremos. Esta seccién estd dividida en dos partes. En la subseccién
§1.1.1 describimos uno de los objetos centrales de la dindmica simbdlica, los o-espacios de tipo
finito. En la seccién §1.1.2 describimos cémo los o-espacios de tipo finito estan representados por
graficas dirigidas. No es la intencién de esta seccién la de presentar un panorama completo de la
dindmica simbdlica en general y tan sélo hemos incluido las definiciones y resultados relevantes a
nuestro estudio. Para una referencia completa del tema el lector puede consultar [12].

1.1.1. o-Espacios de tipo finito

Comenzaremos definiendo nuestros objetos de estudio, los o-espacios. Sea A un conjunto finito,
el cual llamaremos alfabeto. Sea A% el conjunto de todas las funciones Z — A, es decir, A? consiste
de todas las sucesiones “bi-infinitas” de elementos del alfabeto. A AZ le llamaremos el o-espacio
completo o “full shift” en A. Formalmente, tenemos la siguiente definicién.
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Definicién 1.1. Sea A un conjunto finito de simbolos. El o-espacio completo en A es el conjunto

.AZ = {x = (Ii)igz = ... T_3C_2T_1.Z0X1L2L3 . .. ‘ €A Vi€ Z}

Dotamos a A% con la topologfa producto, al considerar el conjunto de sfimbolos A como un
espacio topoldgico con la topologia discreta. Este espacio es metrizable con la llamada métrica de
Cantor.

Definicién 1.2. Sean z,y € A% dos puntos cualesquiera (x # y). Definimos la métrica de Cantor
como:
do(z,2) =0 y do(z,y)=2"F

donde K =min{i > 0| x; Zy; 0 x_; #y_;} < 0.

Es conveniente introducir cierta notacién. Dados n,m € Z con n < m, denotaremos por [n,m]
al intervalo de nimeros enteros, siempre que en el contexto esté claro que no se estda refiriendo al
intervalo de niimeros reales. De igual forma, [n,m) denotara al conjunto {n,n+1,...,m — 1}y
definimos (n, m] y (n,m) de forma similar. Asi, dado = € X, establecemos la notacién

x[n,m] = Tp ... .Tm-

y diremos que el bloque zy, ,,, es de longitud I(z,,,) = m — n + 1. De manera similar definimos
Tlnm)s T(nm] Y T(n,m) (éste tltimo estd definido para m > n), y tendremos (2, m)) = (T (nm]) =
m—nyl(Tmm)=m-n—1.

Una base de la topologia inducida por la métrica de Cantor esta formada por los conjuntos
que se conocen como cilindros. A continuacién se da la definicién de éstos, pero la prueba de que
son una base de los abiertos generados por la métrica de Cantor no se encuentra en este trabajo.
Para la demostracién véase [12] y [19].

Definicién 1.3. Sea w € A™ conn > 1. Sea j € Z. El cilindro generado por w en la coordenada
7 es el conjunto
[w; 5] = {z € A% | [ j4n_1) = w}.

Tenemos definido ya el espacio basico en el cual se trabaja. Necesitamos definir ahora una
“dinamica” en dicho espacio. Definimos la funcién ¢ como sigue.

Definicién 1.4. Se define la funcion o: A — A% de un punto x € A% como o(x); = w11 para
toda i € 7.

La funcién o recorre los indices una posicién hacia la izquierda y es sencillo verificar que es
continua (recuérdese que los cilindros son una base de la topologia y claramente la imagen inversa
de un cilindro bajo la funcién ¢ es de nuevo un cilindro). Con la funcién o podemos definir en
general el concepto de o-espacio (no necesariamente completo).
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Definicion 1.5. Un o-espacio consiste de un subconjunto cerrado de sucesiones de simbolos X C
A% tal que o(X) = X.

Es claro que el og-espacio completo es un g-espacio, sin embargo no todos los o-espacios son el
o-espacio completo. Demos un ejemplo de lo anterior.

Ejemplo 1.6. Sea A ={0,1} y sea X los puntos = € AZ que no contienen al bloque 00. Es facil ver
que tal ejemplo es un o-espacio y no es todo {0,1}%. Se conoce a X como el o-espacio aureo.

Un o-espacio X hereda la topologia inducida por el o-espacio completo. Esta topologia también
tiene como base a los conjuntos cilindros, ahora definidos para cada w € A" y j € Z por

[wij] ={z € X | 2101 = w} (1.7)
y claramente esta topologia es metrizable por la métrica de Cantor restringida.

Dentro de los o-espacios, enfocaremos nuestra atencién en una subclase particular, a saber los
o-espacios de tipo finito (el Ejemplo 1.6 es un instancia). Para poder definirlos usaremos el hecho
de que un o-espacio lo determina un conjunto de bloques prohibidos, es decir, que los bloques de
dicho conjunto no se encuentran en ninguno de los puntos de nuestro o-espacio. Enunciaremos este
hecho formalmente. Sea

o
n=0
(aqui A" representa al bloque vacio).

Proposicién 1.8 (Ver [12], Proposicién 1.3.4.). Sea X un o-espacio sobre el alfabeto A. Entonces
existe F C A* tal que

X=Xr={zxeAl| fw e F tal que w = Tl k+i(w)—1] Dara alguna k € Z}.

En virtud de la proposicién anterior, una lista de bloques prohibidos F C A* define un o-
espacio Xz, a saber, el conjunto de puntos = € A” tales que para todo bloque w € F de longitud
n y para todo k € Z, xj, j4n—1] # w. Ahora bien, es sencillo observar que dos listas de palabras
prohibidas distintas pueden generar el mismo o-espacio. Por ejemplo, si utilizamos nuestro Ejemplo
1.6 con F = {00} y F' = {00,000,0000...}, en ambos casos el g-espacio es el mismo, es decir,
Xr = Xg. Sin embargo, hay una tnica lista de bloques prohibidos maximal como veremos a
continuacién. Primero definimos el lenguaje de X como el conjunto £(X) formado por los bloques
en A* que si ocurren en algin punto de X, es decir,

L(X)={we A" | Tz € X tal que w = $[0,0+l(w)71]}
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(se toma por convencién considerar a los bloques que se encuentran en la coordenada 0, pues al ser
un o-espacio cualquier bloque w que aparece en Y[ r4(w)—1] S€ encuentra en ak(y)[o’oﬂ(w),l]). El
conjunto maximal de bloques prohibidos es entonces

Fx =A"\ L(X).
Es sencillo observar que X = Xr, y que si 7 C A" es tal que X = X7, entocnes F C Fx.

Dado un o-espacio X sobre un alfabeto A, denotaremos por B,(X) al conjunto de bloques
permitidos en X de longitud n, es decir,

Bo(X) = LX) N A" = {w € L(X) | I(w) =n}.

Ya que diversas listas de bloques prohibidos pueden determinar un mismo o-espacio, a través
de estas listas de bloques prohibidos de los g-espacio podremos clasificarlos en dos clases funda-
mentales, aquellos o-espacios que se les puede asociar una lista finita de bloques prohibidos que lo
determinan y aquellos que no.

Definicion 1.9. Un o-espacio es de tipo finito si existe una lista finita de bloques prohibidos que
lo determina.

Asi, si X es un o-espacio sobre un alfabeto finito A, entonces X es de tipo finito si y sélo si
existe F C A* tal que X = X . En esta Tesis nos fijaremos en los g-espacios de tipo finito y los
denotaremos por SF'T por sus siglas en inglés.

Sea X un o-espacio sobre un alfabeto A. Para poder determinar si un punto
r=...30_92x_-1.20212x3 ...

esta en nuestro o-espacio X, tenemos que buscar en toda la sucesion de simbolos si es que existen
bloques prohibidos dentro de ésta, es decir, si F C A* es tal que X = X, entonces ¢ € X siy sélo
si para cada w € F,

T ipi(w)—1] 7 W Para toda i € Z.

Cuando X es un SFT, es posible construir un conjunto de bloques prohibidos de la misma longitud
que determinan el mismo o-espacio. Esto se logra como a continuacién describimos. Como X es un
SFT, existe un conjunto finito 7 C A* tal que X = Xz. Tomamos el maximo de las longitudes
de los bloques prohibidos en F, y puesto que la lista es finita, dicha longitud es un ndmero finito,
digamos M > 1 (el caso M = 1 corresponde a los o-espacios completos). Nuestro nuevo conjunto
consistira de todos los bloques de dicha longitud que contienen a los bloques prohibidos originales
como sub-bloques. De manera precisa, definimos ' ¢ AM por

F'={uy...upy € AM | Jw € F tal que w = uj ... Uiy) Para alguna i = 1,..., M —I(w)}.
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Es sencillo ver que esta nueva lista genera el mismo o-espacio, es decir, X = Xz = X . Entonces,
para todo o-espacio de tipo finito, existe una lista de bloques prohibidos, donde todos los bloques
son del mismo tamano.

Definicion 1.10. Un o-espacio de tipo finito tiene memoria M si puede ser descrito por una
coleccion de bloques prohibidos todos de tamano M + 1.

Durante este trabajo se utilizardan graficas dirigidas como representaciones de o-espacios de
tipo finito. Los o-espacios que inducen las gréaficas dirigidas son de memoria M = 1. Por lo tanto,
estrictamente hablando, no todo SFT serd un og-espacio inducido por una grafica dirigida. Sin
embargo, esto siempre ocurre mddulo una conjugacién. Este es el tema de la siguiente seccién.

1.1.2. Graficas dirigidas y o-espacios de tipo finito

Sea G = (V, E) una grafica dirigida. Primero sera conveniente tener una notacién bésica para
varios conceptos.

= i(e) es el vértice inicial de la arista e € F.

= t(e) es el vértice final de la arista e € E.

= FE7 es el conjunto de aristas con vértice inicial I € V.
» E7 es el conjunto de aristas con vértice final J € V.

» B/ =ENE’.

Existen dos formas en que una grafica dirigida G = (V, F) determina un o-espacio de tipo
finito, a saber, los o-espacios por vértices y los o-espacios por aristas. El o-espacio por vértices
es aquel cuyo alfabeto es el conjunto V' y cuyo conjunto de bloques prohibidos es el conjunto
F = {(u,v) € Vx V| (u,v) ¢ E}; a este o-espacio por vértices lo denotaremos por Xg. El o-
espacio por aristas es aquel cuyo alfabeto es el conjunto F y el conjunto de bloques prohibidos es el
conjunto F = {(a,b) € E x E'| t(a) # i(b)}; al o-espacio generado de esta forma, lo denotaremos
por Xq. Claramente, los o-espacios tanto por vértices como por aristas son de tipo finito, siempre
y cuando la grafica G sea finita (es decir, tanto V' como FE son conjuntos finitos).

A cada SFT puede ser considerado tanto un SFT por vértices como por aristas a través de la
presentacion en bloques del o-espacio (aqui, “considerado” querra decir médulo una conjugacion,
ver Definicién 1.43).

Definicion 1.11. Sea X un o-espacio. y sea N > 1. Definimos un nuevo SFT
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Explicitamente, sea X un SF'T de memoria M y sea F un conjunto de bloques prohibidos de
tamafnio M +1 que determinan a X . Definimos una gréfica dirigida Gy = (V, E), donde V = By (X)
y para cada par de vértices I = x1xo... 200 € V y J = y19y2...ym € V, pondremos una arista de
TadJsixze...xpr=y1---Ypr—1-

Definicién 1.12. Sea X un SFT de memoria M y sea Gy = (V, E) la grdfica descrita en el
pdrrafo anterior. Decimos que Xq,, es la presentacion en M-bloques de X .

De esta forma, a lo largo de toda esta Tesis, vamos a identificar a los g-espacios de tipo finito
con las graficas dirigidas que determinan las presentaciones en bloques (ya sea que se consideren
como o-espacios por vértices o por aristas).

Ejemplo 1.13. Pensaremos en el g-espacio completo en un alfabeto de dos elementos como el o-
espacio por vértices que determina la grafica que se muestra en la Figura 1.1.

Figura 1.1: El 2-shift completo

Veamos algunos de los conceptos de la teoria de graficas con los que estaremos trabajando.

Sea G = (V, E) una grafica, donde V es el conjunto de los vértices y E es el conjunto de aristas.
Sea |V| = n y enumeremos los vértices de G de 1 a n. Vamos a definir la matriz de adyacencia
A € Myxn(N) de G como sigue. La entrada A; ; = k donde k € N es el ntimero de flechas que van
del vértice i al vértice j. Recordemos que un camino en G de longitud m es una sucesién de aristas
(e1,...,em) donde t(e;) =i(ej+1) para toda i =1,...,m — 1. La matriz de adyacencia tiene varias
propiedades, entre las cuales es importante mencionar la siguiente.

Observacion 1.14. El nimero de caminos de longitud m > 1 del vértice © al vértice j en G es

A7, donde A es la matriz de adyacencia de G.

Esta observacién sera fundamental para obtener expresiones explicitas de los sistemas de ciclos
(ver ecuacion (1.27)), la cual se utilizard en el Capitulo 4 en la demostracién de nuestros resultados.

Demos un ejemplo de una gréfica sencilla, similar al 2-shift completo del ejemplo 1.13, en esta
ocasién agregando una nueva arista de 1 a 2 (ver Figura 1.2).
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e,

C

Figura 1.2: El 2-shift con una arista mas

Ejemplo 1.15. Consideremos la grafica de la Figura 1.2, cuya matriz de adyacencia es

(1),
eo(1 )

Asi pues, vemos que hay 3 caminos de longitud 2 del vértice 1 al vértice 1, a saber, (a,a), (b,c) y
(e,c), hay 4 caminos de longitud 2 del vértice 1 al vértice 2, a saber, (a,b), (a,e), (b,d) y (e, d), hay
2 caminos de longitud 2 del vértice 2 al vértice 1, a saber, (¢,a) y (d,c) y finalmente hay 3 caminos
de longitud 2 del vértice 2 al vértice 2, a saber, (c,b), (c,e) v (d,d).

Tenemos que

Aunque la matriz A™ nos da el nimero de caminos de longitud n de un vértice a otro, no nos
dice qué caminos son. Podria ser importante saber cudles son estos caminos. Para esto, asi como
en [14], es conveniente considerar matrices sobre anillos més generales (referimos al lector a [11]
para conceptos bésicos de dlgebra abstracta). Concretamente, pensemos en el anillo que resulta al
considerar el grupo integral sobre el grupo libre generado por el conjunto de aristas. Recordemos
que el grupo integral sobre un conjunto A se define como el conjunto de sumas formales

ZIA ={ai[x1] + -+ anlzn] | @i €Zy x; € Aparatodai=1,...,nyneN}

con la convencién de que alx] + blx] = (a + b)[z]. Si el conjunto A tiene ademds una estructura
de grupo, entonces definimos un producto inducido por la regla (a[z])(b[y]) = ablxy| y obtenemos
asi un anillo que serd conmutativo si el grupo A lo es.

Si consideramos a E como el grupo libre generado por el conjunto de aristas E, tendremos que

A

la matriz sobre Z[E] asociada a la grafica dirigida de la Figura 1.2 es
s [ a b+te
i),

A2 a’? +bc+ec ab+ ae+ bd + ed
N ca + dc cb + ce + d?

Tomamos ahora A?,
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La entrada A%l son los posibles caminos del vértice 1 al vértice 1 de longitud 2. Tomemos a la

entrada fl%l = a® +bc+ ec lo que quiere decir que los caminos de longitud 2 del vértice 1 al vértice
1 es pasar 2 veces por a o pasar por by por ¢ o bien ir por e y regresar por c¢. De igual forma se
puede hacer para todos los posibles caminos.

Es conocido que le uso del grupo integral sobre grupos (multiplicativos) resulta de gran utilidad
en el proceso de codificacién que involucran los sistemas de ciclos de primer retorno (abordaremos
un poco de ésto posteriormente).

1.1.3. Puntos periddicos y funciones zeta de Artin-Mazur

Los puntos periddicos estan asociados a las érbitas periddicas, y entender el comportamiento
de las érbitas es el fundamental en cualquier dindmica. Por lo tanto, ésto es también fundamental
en el estudio de los o-espacios. Este es el tema que abordaremos ahora puesto que estan en estrecha
relacién con los sistemas de ciclos de primer retorno que veremos més adelante.

Definicion 1.16. Sea X un SFT. Decimos que x € X es un punto peridédico si existe n > 1 tal
que
o"(z)==x

y en este caso decimos que x es de periodo n. Sixz € X es un punto peridodico, entonces decimos que
x es de periodo minimo n > 1 si 0™ (z) = x y para todo m < n se tiene que 0" (x) # x. Definimos

pn = |{z € X | x es peridédico de periodo n}|

gn = |[{z € X | z es periédico de periodo minimo n}|.
Definimos también el periodo de X como
per(X) = med{p, | n > 1}.
X es aperiédico si per(X) = 1.
Claramente ¢, < p, para toda n > 1. De hecho, como es de esperarse, la sucesién (p,) de
los puntos periédicos determina a la sucesién (g,) de los puntos periédicos de periodo minimo y

viceversa, como veremos a continuacién. Primero, como ya observamos, todo punto periédico de
periodo minimo n es un punto periédico de periodo n, es decir,

{z € X | z es periédico de periodo minimo n} C {x € X | x es periddico de periodo n}.
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Ahora bien, para cada m € N tal que m|n, tenemos que
{z € X | z es periddico de periodo m} C {z € X | z es periddico de periodo n}
pues si € X es de periodo m y n = ma con a € N, entonces como ¢™(x) = x tenemos que

o"(z) =0""(x) = O'm(O'm(.; o™(x))) = x.

De ésta manera tenemos que la sucesion (p,) puede obtenerse a partir de la sucesién (g,) de la

siguiente forma:
Pn = Z dm -

mln

La férmula explicita para la sucesién (g,) en términos de la sucesién (p,) es mas complicada
e involucra a la funcidn de inversion de Mobius.

Definicion 1.17. La funcion de inversion de Mobius se define para todo entero n > 1 por

(n) = 0 si existe un primo p tal que p2\n
) = (=1)* sin=p;1...pk con p; # pj primos distintos.

Proposicién 1.18 (Ver [12], pag. 191).

=) i (%) Dk

kln

Cuando se tiene una sucesiéon de nimeros es comun codificarla en una funcion generadora
(sobre funciones generadoras en general, referimos al lector a [8, 5]). En el caso de los puntos
periddicos, la funcién generadora por excelencia es la funcién zeta de Artin-Mazur, la cual definimos
a continuacién.

Definicién 1.19. Sea X un o-espacio. La funcién zeta de Artin-Mazur de X (o simplemente la
funcion zeta) es
oo
Pn n
t) =ex —t" ).
st exn (X127

Ya que la funcion zeta esta determinada por los puntos periédicos, también esta determinada
por los puntos periddicos de periodo minimo, como vemos a continuacién.

Proposicién 1.20 (Ver [12], pag. 201). Sea X un o-espacio. Entonces

ety = [ — (121)

1—tan’

n=1
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Ahora veremos que la funcién zeta de X es una funcién racional ya que

1

(x(t) = det(7 — tA)

donde A es la matriz de adyacencia de la gréafica de la presentacién en M-bloques de X, donde M
es la memoria de X. En virtud de lo dicho anteriormente tenemos la siguiente proposicién:

Proposicion 1.22. Si tenemos un o-espacio determinado a partir de una grdfica con matriz de
adyacencia A de tamano r X r, con polinomio caracteristico X4, entonces tenemos que

1 1
ot Xa(tY)  det( —tA)’

Cx(t)

PRUEBA. Denotemos las raices de X4(t) por A1, Ag, ..., A, enlistadas por multiplicidad. Entonces
el polinomio caracteristico es de la siguiente forma:

Xp(w)=(w—X)...(u=X ) =u"(1 = u)...(1 = ut)=u"det(] —utA);
sustituyendo a u por t~! se muestra que,
Xt ™) =t7T"(1 = Mit)... (1= \t) =t "det(I —tA).

o para nuestro caso
1 t" t"

Xat D)~ = At)... (L= A\t)  det(I —tA)

que es equivalente a

1 1 1

X)) (L=At).. (L= M\t)  det(I —tA)’ (1.23)

Nos falta demostrar que
1 1

Cx(t) = XA L) det( — tA)

Sabemos que los puntos de periodo n en X estan determinados biunivocamente por los bloques
tamafio n que son posibles de concatenar con ellos mismos, es decir por los bloques w € B, (X)
tales que ww € L(X), y estos a su vez estdn determinados por la traza en la matriz A", puesto que
en la traza se encuentran los ciclos de tamano n. Es decir,

pn(X)=tr A" =T+ X5 +---+ A
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Por lo que tenemos que

n=1 n
[e9) [e9)
Apt" Antn
—om (A 30
n=1 n=1
o9 [e%9)
Apt" Antn
(3 e (£5)
n=1 n=1
= X X 1
1 — M\t 1— A\t

La 1dltima igualdad se sigue de la conocida identidad

y del hecho de que

Uno de los hechos fundamentales que ocuparemos en esta Tesis y que tiene que ver con cocientes
de funciones zeta es el siguiente. Recordemos que si G = (V, E) es una gréfica, entonces un ciclo
en v € V es un camino cerrado que comienza y termina en v, y un ciclo de primer retorno a
v € V corresponde a un camino cerrado que cruza por v sélamente al inicio y al final del camino.
Denotaremos por

pn(v) ={7y| 7 es un ciclo en G en v}. (1.24)

gn(v) = {7 | 7 es un ciclo en G de primer retorno a v}. (1.25)
Proposicién 1.26. Sea G = (V, E) una grdfica (simple) y sea X el SFT por vértices. Sea

o) =3 lga ()],
n=1

Entonces -
folt) = Avt + > D Ay(A)E A (1.27)
n=04,jeV—{v}
y también
Ca(?)
o(t) =1—

donde AW) es la matriz que resulta de A al remover el renglén y la columna correspondientes a v.
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Vamos a probar la ecuacién (1.27) que es la que usaremos en las demostraciones de nuestros
resultados més adelante.

PRUEBA. Claramente ¢1(v) = A,v y esto justifica el término de grado uno en la ecuacién (1.27).
Si n > 2, entonces un ciclo de primer retorno a v consiste de la concatenacién de una arista en E?
para alguna i € V —{v}, seguida de un camino arbitrario de longitud n > 0 que no utiliza el vértice
vy que termina en j € V — {v}, seguido de una arista en EY. En virtud de la Observacién (1.14),
la cantidad de caminos que resultan corresponde entonces al coeficiente del n-ésimo término de la

serie de potencias f,(t).
-~

1.1.4. Entropia topolégica

Sea X un o-espacio. Si nos fijamos en el nimero |B,(X)| de los posibles n-bloques que apare-
cen en X, nos da una idea de qué tan complejo es el o-espacio X. Entre mayor (asintéticamente)
sea el nimero de posibles n-bloques, mas complicado el o-espacio es. En lugar de utilizar la suce-
sién de |B,(X)| para n = 1,2,..., resumiremos el comportamiento de ésta calculando su taza de
crecimiento. Como se ve en [12], |B,(X)| crece aproximadamente como 2" donde el valor ¢ se le
llama la constante de crecimiento.

Definicién 1.28. Sea X un o-espacio. La entropia (topoldgica) de X se define como

1
h(X) = lim —log|B, ()]

n—oo

Es de observar que si X es un o-espacio con A como alfabeto, tenemos que |B,(X)| < |A|™.
Entonces

1 1
- log|Ba(X)[ < log|A[" = log|A]

para toda n, por lo que tenemos que h(X) < log|A|. También si X # &, entonces |B,(X)|> 1 para
toda n, asi tenemos que 0 < h(x)) < oo. Si X = &, entonces se tiene que |B,(X)|= 0 para toda
n € N. Usando la definicién 1.28 calculamos la entropia lo que nos queda como h(X) = —oc.

Ejemplo 1.29. Determinemos la entropia de un o-espacio clasico. Tomemos el o-espacio X deter-
minado por la siguiente matriz (éste es conocido como el o-espacio aureo)

11
a=(14)
Para poder utilizar la férmula de la entropfa, necesitamos conocer |B,,(X)|. Como sabemos,

el numero de bloques de tamano m estd determinado por las entradas de la matriz A™. Si
diagonalizamos la matriz A podemos obtener con mayor facilidad dichas entradas. Por lo que
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tomando el polinomio caracteristico de A, t> —t — 1, obtenemos los valores caracteristicos de A, es
1+v5 1-5

decir, las raices A = =5~ y = =52, con los que podremos diagonalizar la matriz.

De forma que para calcular a A™ tenemos que si

~(11)

y
realh )
entonces
PlAP = ( A0 )
0
Por lo que

Am:P(/\ O)P—l.
0 n

Usando el hecho det A = Ay = —1 tenemos que

A L < )\m-i—l _Mm—&-l _)\m+1ﬂ+um+1)\ ) B 1 ( )\m+1 _Mm—l—l A\ _Mm )
\/5 P Mm _)\mM+Mm)\ A Mm )\mfl _ Mmfl :

V5

Si sustituimos a las entradas por una funcién de la forma f,,, = (\™ — u™)/\/5, tenemos que

m o__ fm+1 fm
AT = ( fm fm—l )

Obsérvese que A\ = X + 1, utilizando induccién se tiene que A™*+2 = X+l LA™ de forma
similar tenemos que p™*2 = ™+t 4+ 4™ Por lo que fii2 = fmi1+ fm ¥ entonces podemos calcular
fm como la sucesién de Fibonacci, es decir que el término m de la sucesién f,, estd dado por la

siguiente férmula
1 [(1+v5\" [(1-vB\| 1 ... .
- )
2 2 V5

fm:%

Calculemos | B, (X)]:

|Bm(X)| = fm+1 + fm + fm +fm—1 = fm+2 +fm+1 - fm+3-
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Veamos que la entropia sélo depende de A. Como p™ /A" — 0 tenemos lo siguiente

1 1
h(X) = lim —log|B,(X)| = lim —log fr+3
n—oo n n—oon

= lim —log ;5 (A3 — 3]

n—oo n

! 1 pte
= 731—{205 [log\/g+(n+3)log)\+log <1_)\”+3ﬂ

— lfm Slog—— + lim ~(n+3)log A+ lm ~log (1 e
B nir&nog\/g+nl—>rgonn+ 08 +nl—>nolon0g _)\TL+3

3
= lim <1+>log)\zlog)\.
n

n—oo

El o-espacio en el Ejemplo 1.29 tiene por nombre el o-espacio aureo puesto que tiene como

entropia el logaritmo de la razén aurea A = 1+—2‘/5
-

Como hemos visto, se puede calcular (diagonalizando) la entropia de un o-espacio que esté de-
terminado por una grafica G con matriz de adyacencia A # 0 de tamano r x r. Esta técnica serd una
herramienta central en el desarrollo de los resultados que presentaremos en esta Tesis.

Para calcular la entropia de dicho o-espacio necesitamos saber cuanto valen las entradas de
A" pues éstas determinan los posibles bloques de X. Es decir

Bu(X)| = Y Al

I,J=1

Para calcular la entropia, es decir, encontrar la taza de crecimiento de las entradas de A", el proceso
de diagonalizacién no es siempre el més adecuado. Para las matrices que se ven en este trabajo, el
teorema de Perron-Frobenius es la herramienta que nos ayuda a determinar el crecimiento de las
entradas de la matriz.

Primero supongamos que tenemos un o-espacio generado a partir de una grafica fuertemente
conexa con r vértices. Una grafica G = (V, E) es fuertemente conexa si para cualquier par de
vértices z,y € V, existe un camino dirigido que comienza en x y termina en y. Como mostramos
anteriormente, para determinar la entropia necesitamos saber el valor de la entrada de la matriz
A™. Supongamos que la matriz tiene un vector caracteristico positivo v, con valor caracteristico \.
Para cada coordenada I del vector v se tiene que Avy > 0y Avy = Avy. Aplicando A al vector v se
obtiene Av = \v de igual forma A%v = \?v, asf sucesivamente tenemos que A”v = A"v con n > 1.
Entonces para cada coordenada I del vector v tenemos que

r
E A?,J'UJ = )\n’l)[.
J=1
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Sea ¢ = min{vy,ve,...,v,} y d = max{vy,va,...,v,}. Entonces
T T
CZA’}J < ZA}L,J'UJ = vy < d\".
J=1 J=1
Dividiendo entre ¢ y sumando sobre I obtenemos que
Z A}{,<Z )\”—< ))\":do)\"
IJ=1

donde dy = rd/c > 0.

Veamos que también tiene una cota inferior, nétese que para cada I tenemos que
A" <A%,_ZAUUJ <dZA"J <d Z A},
I,J=1

con ¢y = ¢/d > 0. Por lo que concluimos que

.
o\ <D A7
1.7

Todo lo anterior lo podemos resumir en la siguiente proposicién.

Proposicion 1.30. Sea A # 0 una matriz no negativa con vector caracteristico positivo v. Entonces
el valor caracteristico correspondiente \ es positivo, y hay constantes cg y dg tales que

T
A" <D AT ;< doA™.
1,J

Si A es la matriz de adyacencia de una grdfica que determina a un o-espacio Xqg, entonces
h(Xg) = log A.

PRUEBA. En la discucién que precede al enunciado de la proposicién se ha desarrollado ya gran
parte de la prueba. Sélo falta demostrar la ultima afirmacién que se obtiene simplemente al tomar

el lim en todas las desigualdades, es decir
n—oo

1
lim —log(co)\ ) < hrn —log E A7 ;| < lim —logdoA".
n— n—oo n

n—00
1,J

Luego entonces

n—oo N T n—oon

1 1 1
lim —logcy + lim —(n logA\) < lim — E A7 ] < lim d + hm —(nlog\)
n—oo N n—oo T7 con
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y asi
log A < h(X) <logA.

Como se ve, lo que necesitamos para poder encontrar las cotas es poder garantizar que exista un
vector caracteristico con entradas estrictamente positivas. En nuestro caso, el Teorema de Perron-
Frobenius nos asegura la existencia de tal. Hasta ahora hemos considerado tinicamente matrices
con entradas enteras. El Teorema de Perron-Frobenius es verdadero en un casos maés generales y
sera conveniente enunciarlo para matrices con entradas reales positivas.

Teorema 1.31 (Perron-Frobernius). Sea A # 0 una matriz irreducible con entradas en RT.
Entonces A tiene un vector caracteristico vq con entradas estrictamente positivas y con valor
caracteristico Ag > 0 tal que es geométricamente y algebrdicamente simple. Si p es otro valor car-
acteristico de A, entonces |u|< Aa. Cualquier vector caracteristico positivo para A es maltiplo de
VA.

Cuando tenemos que A es una matriz real, irreducible y con entradas positivas, decimos que
A4 es el valor Perron de A,y a va se le llama el vector Perron de A. Obsérvese que el valor Perron
es Unico y que el vector Perron es tnico salvo homotesias positivas. (Aqui no se da la demostracién
del teorema de Perron-Frobernius, pues es un resultado bastante conocido en el dlgebra de matrices
no-negativas. Para la prueba véase, e.g. [7]).

En caso de que A no sea irreducible, siempre es posible reescribir a A, médulo un reorde-
namiento del conjunto que la indexa, en forma diagonal por bloques, es decir, en la forma

Ay 0 -+ 0
x Ay - 0
*  ox ... Ag

en donde cada A; es irreducible. En este caso definimos el valor Perron de A como max{\4, | i =
1,...,k}.

Si tenemos un o-espacio finito determinado por una grafica G fuertemente conexa, entonces
podemos afirmar lo siguiente:

Teorema 1.32. Sea X un o-espacio de tipo finito tal que la grifica G que lo determina es fuerte-
mente coneza y sea A su matriz de adyacencia. Entonces se cumple que h(X) = logAa donde Ag
es el valor Perron de A.

PRUEBA. Por el teorema de Perron-Frobenius tenemos asegurada la existencia del valor A en la
Proposiciéon 1.30 por lo que solo tenemos que aplicar dicha proposicién.
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El siguiente es un resultado clésico y lo enunciaremos porque serd de utilidad més adelante.

Teorema 1.33 (Ver [12], Teorema 4.4.7). Sea A una matriz irreducible y sea B una matriz con
entradas no negativas, del mismo tamano (finito) que A y tal que 0 < B < A, es decir, B;j < A;j
para todas i, j. Supongamos que existen i,j tales que B;j < A;;. Entonces Ap < Aa.

Entonces, si tenemos una grafica finita, el o-espacio que resultase de remover una arista o un
vértice serd de menor entropia. No es de sorprender entonces que la entropia también se relaciona
fuertemente con los puntos periédicos y los valores p, v ¢, de la seccidon anterior por lo que a
continuacién veremos su relacién a partir del siguiente teoremas:

Teorema 1.34. Sea X un o-espacio definido a partir de un grdfica furtemente conexa G. Entonces

1
lim sup — log p,, (X) = h(X).
n

n—o0

PRUEBA. Sea X un sigma espacio definido a partir de una grafica fuertemente conexa. Para de-
mostrar la igualdad primero demostremos la siguiente desigualdad:

1
lim sup — log p,(X) < h(X). (1.35)
n

n—oo

Para cada punto z € X de periodo n estd univocamente determinado por un bloque zjg,,_1) €
B,(X), por lo que p, < |B,(X)|. Tomando logaritmo, dividiendo entre n y tomando el limite
superior cuando n — oo, la igualdad se respeta.

Nos falta demostrar que se da la igualdad en nuestro caso, hagamos tal demostraciéon. Como
G es fuertemente conexa, entonces entre cualesquiera par de vértices, existe un camino de cierta
longitud. Como la gréfica es finita, existe un N tal que para cualquier par de vértices I, J existe un
camino de longitud igual o menor a N. Si 7 € B,,(X), hay un camino 7 de longitud menor o igual a
N del vértice terminal t(7) de 7 al vértice inicial i(7) de 7. Entonces w7 es un ciclo y (77)% tiene
periodo n + |7, el cual esta entre n y n+ N. De esta forma cada bloque en B,,(X) genera un punto
en X con algin periodo entre n y n 4+ N, bloques diferentes generan puntos diferentes. Por lo que
tenemos que,

1Bu(3)|< pu(X) + P (X) + -+ + prsn(X).

Para cada n hay un ntimero entre los p, + k con 0 < k < N que es mayor a los otros. Digamos que
tal nimero se da en k = k(n). Entonces tenemos que,

1Bn(X)| < (N + 1)ppe(n) (X)-
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Por lo que si tomamos la entropia tenemos,

1
h(X)= lim —log|B,|

n—oo n

1
< limsup |~ log(N + 1) + log p ik (n) (X)

n—00 n

< lim sup - log pm (X).

m—00

con lo cual se prueba la otra desigualdad.

De igual forma veamos como se relaciona la entropia con los puntos de periodo minimo n. De
igual forma que a partir del niimero de puntos periddicos de periodo n se puede calcular la entropia,
vamos a calcular la entropia a partir del nimero de puntos periédicos de periodo minimo n.

Por lo que tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 1.36. Sea X un o-espacio determinado a partir de una grdfica fuertemente conexa.
Entonces se tiene que,
1
lim sup — log ¢,,(X) = h(X).
n

n—oo

PRUEBA. Como todo punto de periodo minimo n es un punto periédico de periodo n, se sabe que
an(X) < pp(X). Podemos utilizar la desigualdad (1.35), es decir,

1 1
lim sup — log ¢, (X) < limsup — log p,(X) < h(X).
n—oo N n—oo N

De esta forma al igual que en la prueba anterior sélo tenemos que demostrar la otra desigualdad.
Si h(X) = 0 acabamos, por lo tanto supongamos que h(X) > 0. Como se demostré en la prueba
anterior existe una sucesiéon de p,, tal que,

1
lim sup —ny,, (X).
i—oo TV

Sea € > 0. Entonces para alguna ¢ lo suficientemente grande tenemos que
Dn; > exp(nih(X) — nse). (1.37)

También utilizando la demostracién anterior tenemos que para una m lo suficientemente grande y
toda j < m, tenemos
pj < exp(mh(X) + me). (1.38)

Pero tenemos que
n/2

Qn(X) Epn(X) - ZP](X)
j=1
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Entonces utilizando (1.37) y (1.38), para una i lo suficientemente grande, tenemos que

n

s

Gn; = pm(X) - i:lpj(X)
‘]:
> exp(nih(X) — nie) — (%) exp((Z)R(X) + (3)e
= exp(n;h(X) — ne) — (exp(nih(X) — ”15)))((%) eXP(*nZ(hTX) - %))

[exp(nih(X) — nie)][L — (%) exp(—n; (M52 — ).

Tomando una ¢ lo suficientemente pequena, tenemos que el multiplicando subrayado tiende a 1
cuando i — oo. Por lo que
1
lim sup — log gy, (X) > h(X).
i—oo T4
Tomando la desigualdad anterior y la mostrada al principio de esta prueba tenemos la igualdad.

-~

Como hemos visto tanto el nimero de puntos periddicos, asi como el nimero de puntos periédi-
cos de periodo minimo, determinan la entropia. Como éstos también determinan la funcién zeta,
es claro que si dos o-espacios tienen el mismo nimero de puntos periodicos p, o el mismo niimero
de puntos de periddicos de periodo minimo ¢,, entonces ambos tienen la misma funcion zeta y
la misma entropia. Como veremos mas adelante, esto nos sirve para determinar cierta “igualdad”
entre los o-espacios.

1.2. Homomorfismo de o-Espacios

En esta seccién presentamos definiciones y algunas propiedades de los homomorfismos entre
los o-espacios como son los c6digos de bloques.

1.2.1. Homomorfismos en o-espacios

En la dindmica simbdlica necesitamos funciones entre la categoria de los o-espacios. Para que
estén bien definidas se requiere que respeten el hecho de ser g-espacios, es decir que tienen que
conmutar con la funcién o. Comenzaremos con las funciones medibles con respecto a la o-dlgebra
de Borel y que conmutan con o. A este tipo de funciones las denominaremos homomorfismos.

Definicién 1.39. Un homomorfismo entre o-espacios es una funcion medible (con respecto a la
o-dlgebra de Borel) ¢: X — 'Y tal que Vo € X tenemos que p(o(x)) = o(e(x)), o en otras palabras,
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el siguiente diagrama conmute:

X—Y-y
i l"
XT)Y

Definicion 1.40. Una funcion ¢: X — Y es un isomorfismo si ¢ es un homomorfismo biyectivo
y cuya inversa es un homomorfismo.

Entonces dos o-espacios son isomorfos si existe un isomorfismo entre ellos.

Los isomorfismos entre SE'T’s fueron caracterizados por Ornstein y Friedmann en los anos 70’s
(ver [15] y [6]). La caracterizacién es la siguiente:

Teorema 1.41 (Ornstein-Friedman). Dos SFT’s son isomorfos si y sdlo si tienen la misma entropia
y el mismo periodo.

Los homomorfismos maés frecuentes en la dindmica simbdlica son las funciones continuas, las
cuales estén caracterizadas por el Teorema de Curtis-Lyndon-Hedlund (ver Teorema 1.44) como los
codigos de bloques.

Definicion 1.42. Sean X, Y o-espacios. Una funcion p: X — Y es un mapeo de bloques si existen
enteros m,a > 0 y una funcién ®: A"l 5 B de forma que para cualesquiera i € Z y x € X,
o(z); = @(x[i,m7i+a}). Un mapeo de bloques estd entonces representado de la siguiente forma:

L imm| T—i—mTimmt1 - Tita—1Tita [Litatl - -

g
e 80(93>i—1§0($)i+1 .

Decimos que @ tiene memoria m y anticipacién a. A la funcion ® se le llama la regla local de
. Es claro que podemos encontrar una regla local con memoria y anticipacion tan grande como

queramos. En particular podemos suponer que m = a =r, en cuyo caso decimos que r es un radio
de f.
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Definicion 1.43. Sean X yY dos SFT’s. Decimos que X yY son conjugados si existe isomorfismo
continuo p: X — Y cuya inversa es también un isomorfismo continuo. En este caso decimos que
© es una conjugacion.

Se han estudiado con amplitud este tipo de funciones aplicadas a los o-espacios. Se conoce
que mantienen diferentes propiedades a saber, puntos periédicos, equicontinuidad, puntos estables,
transitividad, etc.

Los cédigos de bloques son homomorfismos, pero cudndo una funcién que conmute con o
sera un homomorfismo, o en otras palabras, ;cudles funciones son homomorfismos cuando tenemos
la medida definida a partir de la métrica de Cantor? La respuesta a tal pregunta nos la da el
teorema Curtis-Lyndon-Hedlund.

Teorema 1.44 (Curtis-Lyndon-Hedlund). Sea ¢: X — Y una funcion entre los o-espacios X
y Y. Entonces ¢ es un homomorfismo si y solo si es un cédigo de bloques.

Por falta de espacio en est4 tesis la demostracion de tal teorema no se encuentra en las paginas
de este trabajo, pero se puede encontrar en [12] y [19]. Gracias al teorema anterior podemos afirmar
que todas las funciones continuas bajo la métrica de Cantor que son homomorfismos, son codigos
de bloques.

La siguiente pregunta resulta natural. ;Si un cédigo de bloques es biyectivo, su inversa siempre
es un codigo de bloques?, es decir si tenemos un codigo de bloques biyectivo es de suponerse que
este sea un isomorfismo, pero la respuesta es no, un cédigo de bloques biyectivo no siempre tiene
como funcién inversa a un cédigo de bloques. Un cddigo de bloques biyectivo cuya funcién inversa
es un coédigo de bloques se le llama conjugacion. Dos o-espacios de tipo finitos que sean isomorfos
bajo codigos de bloques se dice que son conjugados. Se conocen varios invariantes bajo conjugacién,
siendo el mas importante de todos la entropia [15, 6] (la demostracién se encuentra mas adelante
en esta seccién).

Se tienen clasificados los o-espacios de tipo finito, mdédulo isomorfos que sean cédigos de blo-
ques, gracias al Teorema de Descomposicién y al Teorema de la o-Equivalencia Fuerte (ambos se
encuentran en [12]). En vista de que la demostracién de que el invariante del arbol generador es
invariante de conjugacion usa el Teorema de Descomposicién, daremos su demostracion pues nos
ayudara a entender y visualizar mejor los procedimientos de las pruebas.

Para poder hacer la prueba serd conveniente definir los in-splittings y ex-splittings para las
graficas. La definiciones formales se encuentran en [12] pero aqui daremos un breve recordatorio.

Definamos primero el in-splitting. Sea G una grafica y k un vértice de G. Vamos a generar
una nueva grafica G’ a partir de G. Sean E* las flechas que tienen como vértice final a k, entonces
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podemos tomar Fi,Fa,...Fy, tal que |J" F; = EF y F,NF, = @ sir # s, una particién de
las aristas con vértice final k. Entonces en G’ tenemos un vértice k; por cada conjunto F; y los
restantes vértices son los mismos que en G.

Las aristas de GG son las mismas si no tienen como vértice inicial o final al vértice k. Si tenemos
una arista con vértice inicial k y vértice final x en GG, anadimos una arista en G’ con vértice inicial
k; y vértice final z, para cada i € {1,2,...m}. Si tenemos una arista con vértice final k y vértice
inicial = entonces k € F; para algin ¢ € {1,2,...m}, colocamos una arista con vértice inicial = y
vértice final k; en G’.

De forma anéloga se define el out-splitting. Dada una grafica G y k un vértice tomamos una
particién de las aristas que tienen como vértice final a k, Ej, = |J"| F; donde F;NF; # @ si i # j.
Vamos a generar una nueva grafica G” donde por cada F; vamos a tomar un nuevo vértice k; y los
demas vértices de G los dejamos igual.

Las adyacencias de los vértices que sean distintos a k se mantienen igual. Por cada arista e
que va de un vértice w al vértice k en GG tenemos una arista de w a cada uno de los nuevos vértices
k;. Para cada arista con vértice inicial k£ se encuentra contenida en algin F; tal arista tiene como
vértice inicial a k; en G” y como vértice final al original en G, en caso de que éste sea k se tiene
que anadir una arista hacia todos los vértices que representan a k en G”. Para cada k; tenemos que
Ey, = F;.

Teorema 1.45 (Teorema de Descomposicién). Cualquier conjugacion de un o-espacio por
aristas a otro, es la composicion de los codigos splittings y amalgamations.

PRUEBA. Gracias a la presentacion en bloques de un o-espacio podemos suponer que cualquier
codigo de bloques es un 1-bloque. Para demostrar el Teorema de Descomposicién necesitamos
utilizar el siguiente lema y aplicarlo varias veces.

Lema 1. Sean G, H grdficas, Xqa denota al o-espacio generado por las aristas de G. Sea ¢: Xg —
Xg una conjugacion cuya inversa tiene memoria m > 0 y anticipacion n > 1. Entonces hay
out-splittings G de G y H de H tales que el diagrama

conmuta, donde agy Y Y@ son los cddigos de bloques que resultan de los out-splittings. Ademds
¢~ tiene memoria m y anticipacion n — 1.

PRUEBA. Sea H el out-splitting completo de H, entonces las aristas de H son de la forma h* donde
h,k € E(H)yt(h) =1i(k)en H. Sea ¢ = @, donde ®: F(G) — E(H). Para cada vértice w € V(G)
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daremos una particiéon de sus aristas F,,, definida de acuerdo a su imagen bajo ®. Por lo que para
cada z € V(G) y h € E(H) se define EP, = {g € E, | ®(g) = h}. Sea G la grifica que resulta
de hacer el out- sphtlng bajo las particiones definidas anteriormente. Definamos ®: E(G) — E(H)
como ®(gh) = ®(g)". De esta forma inducimos un cédigo de 1-bloque dado por ¢ = @ : Xg — Xpg.
Fl siguiente diagrama muestra la accion de estos cédigos.

w ~
. 9-39-29-1-90919293 - - - —— S5 | gf132gh?19ho1 g 91 92 gS
¢:<I) \L&‘i)oo

HH

. .h_3h_2h_1.h0h1h2h3 - <a— o h}i?h}i?h}iol-hglh}fzhgghg‘l o

Para demostrar que ¢! tiene la memoria y anticipacién requerida, debemos ver que para

cualquier § € X, las coordenadas [—m,n — 1] de §, determinan a la coordenada 0 de & = <z~5_1(y).
Para esto escribimos y = a,(7), T = ¢~ (y) y observamos que

To =z

Como g|_p, -1 determina y_,, ) que determina la coordenada zo se sigue que Y[y, 1]

determinan la coordenada Zg.
-

A continuacién aplicamos el Lema 1 repetidas veces para obtener la prueba del Teorema de
Descomposicion.

Como se mencioné anteriormente en un principio, gracias a la presentaciéon de bloques de un
o-espacio, podemos suponer que el cédigo de bloques es 1-bloque. Sean m y n la memoria y la
anticipacién de ¢~!. Podemos suponer que m >0y n > 0. Si m = n = 0, entonces ¢ es un cédigo
de bloques de 1-bloque con inversa 1-bloque, entonces es solo una retiquetacién y terminamos.
Supongamos que n > 1 por el Lema 1 hay una sucesién de out splitings ¢; y conjugaciones de
1-bloques ¢, donde 1 < j < n, para las cuales se tiene que g[) tiene memoria m y anticipacién
n — j, como se muestra en el siguiente diagrama.

Xg 1 Xe, 2 Xe, o Yn Xe,
XH ) XH1 o XH2 R, XHn

La funcién inversa del cédigo de bloques ¢,, tiene memoria m y anticipacién 0.



24 Dinamica simbdlica

FEl Lema 1 puede ser usado para reducir la memoria del cédigo de bloque, aplicando lo a la
grafica transpuesta (la cual resulta de transponer la matriz de adyacencia de la grafica original o
invertir las flechas de la gréfica original). Entonces tendremos una sucesion de in-splitings ¢, 1x v
conjugaciones ¢n+k de 1-bloque para 1 < k < m tal que ng nyr tlene memoria m — k y anticipacion
0 como se muestra a continuacién

w’ﬂJrl wn+2 ¢n+
X'Gn*>AXGn_~_1 XG’n+2*>"‘4>XGn+m

id;n \Lq;'nﬁ»l \L(];n+2 lén«km

XH

n+2<7"'<7XH

Qntm n+m

En particular qﬁg}rm tiene memoria 0 y anticipacién 0, entonces es una retiquetacion. Si ponemos
estos diagramas juntos obtenemos el siguiente diagrama.

n Un Pn Un,
Xa i XVG1 v2 XG2 v XGn o XGn+1 2 XGn+2 . ... ;;Xgnﬂn
l¢ \L&’l l‘;& J{an i&’nJrl i&’nJrZ lg’ner
Xy a XH1 o _XH2 < XHn an+1XH"+1 < XHn+2<7"'<mmXHn+m

Recorriendo el diagrama primero hacia la derecha, hacia abajo y a la izquierda podemos tener las
sucesion de in-splittings y out-splitings para ir de una grafica a otra. Por lo que ¢ es una composicién

de éstos.
-y

Como colorario del teorema de descomposicién tenemos el siguiente colorario

Corolario 1.46. Sean G y H grdficas esenciales. El o-espacio por aristas Xg y Xpg son conjugados
si solo si G se obtiene a partir de H a través de una sucesion de operaciones in-splitting, out-spliting,
m-amalgamation y out-amalgamation.

1.2.2. o-equivalencia fuerte

En esta seccién enunaciamos una condicién entre SF'T’s que es equivalente a la conjugacion.
Esta es la caracterizaciéon mas importante en términos de matrices y ha dado lugar a una teoria
general llamada Teoria de Williams.

Sean A, B € M(N) matrices cuadradas, si tomamos las gréficas que determinan dichas matri-
ces a saber que estas son las matrices de adyacencia de dichas gréaficas, y tomamos los SFT que
determinan las graficas, entonces ;Cuando los SF'T son conjugados? El teorema de descomposicién
nos dice que si podemos llegar de la grafica que determina la matriz A a la grafica que determina la
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matriz B a través de operaciones de splittings y amalgamations, entonces los SF'T son conjugados.
Para determinar si las matrices A y B determinan SFT conjugados sin conocer la sucesiéon de las
operaciones en las graficas tenemos la siguiente relacién de equivalencia.

Definicion 1.47. Sean A y B matrices cuadradas con entradas enteras mo negativas. Una
equivalencia elemental de A a B es un par de matrices (R,S) rectangulares con entradas enteras
no negativas que satisfacen

A=RS y B=SR.

Y denotamos a este caso A =r g B.

Una “strong shift equivalence” o una equivalencia fuerte de longitud [ de A a B es una sucesién
de [ equivalencias elementales

A=A, =R, A, Ay =Ry,S5 Ag . A =R,.S, A, = B.

En este caso escribimos que A ~ B. Decimos que A es fuertemente equivalente a B si existe una
equivalencia fuerte de A a B para alguna longitud. Es de observarse que las matrices A y B no
necesariamente son del mismo tamano.

Es facil ver que ser fuertemente equivalente es una relacién de equivalencia en el conjunto de
matrices cuadradas de cualquier tamano finito, ver que esta relacion se da cuando los o-espacios
son conjugados se debe al trabajo de R.F. Williams en [21]. Nuestra intencién serd demostrar que si
dos matrices son fuertemente equivalente, entonces los o-espacios asociados a éstas, son conjugados.
Para probar esto primero veremos que la equivalencia elemental puede ser usada para obtener una
conjugacion.

Sean A, B matrices cuadradas con entradas enteras no negativas, tales que hay una equivalencia
elemental de A a B con las matrices R, S, es decir A =g ¢ B. Contruyamos una grafica Gg, g a partir
de las graficas G4 y G que son las graficas que determinan las matrices A y B respectivamente.
Tomemos la unién ajena de las graficas de G4 y Gp. Las aristas en G 4 las llamaremos A-aristas, y
las de Gp B-aristas. Para cada vértice I en G4 y cada vértice J en G le anadimos el niimero de
aristas en la entrada Ry ; con direccién de I a J, a estas la llamaremos R-aristas y de igual forma
anadimos S aristas de J a I y los llamamos S-aristas, completando la construccién de Gg g Por
un R, S-camino entenderemos a una R-arista seguida de una S-arista formando asi un camino en
GR,s. De forma similar definimos S, G-camino.

Sean I, I' vértices en G4. Como A = RS hay una biyeccién entre las arista de I a I’ y los R, S-
caminos de I a I'. Podemos fijar una biyeccién y a cada A-arista le correspondra un par de aristas,
donde una es R-arista y la otra es S-arista, denotaremos a < r(a)s(a) o a = a(sr) tal asignacién.
En forma similar tenemos que como B = SR, entonces para cualesquiera par de estados J,.J' en
G B tenemos una biyeccion entre las aristas de J a J' y los S, R-caminos de J a J'. Fijamos una
biyeccién y denotamos por b < S(b)r(b) o b = b(sr) tal eleccién.
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Podemos definir un cédigo de bloques de 2-bloques, dando primero la regla local de
I'r,s: B2(X4) — Bi(Xp) usando la biyeccién elegida de la siguiente forma:

I'r.s(a0, a1) = b(s(ao)r(a1)).

Lo que ocurre en realidad, es que un A-camino aga; le corresponde a un doble camino R, S-camino

r(ap)s(ag)r(ai)s(ar). La parte de en medio s(ag)r(ai), es un S, R-camino que corresponde a una

B-arista b = b(s(ag)r(a1)), €l valor de I'r g en el bloque apa;. Fijando la eleccién de biyecciones

definimos el cédigo de bloques de la siguiente forma:
vrs = (Crs)Y.

Si A y B son matrices de solo 0 — 1, entonces sélo hay una posible eleccién de las biyecciones.

Proposicién 1.48. Si la misma biyeccion es usada para definir yrs: X4 — X yvs,r: XB — X4,
entonces

YSSRCVYR,S =0A YV 7TYRSCVS,R=O0B-
En particular los cédigos de bloques Yr,s y Ys,r S0n conjugaciones.

PRUEBA. De las definiciones se ve que si ajasaz € B3(X4), entonces I'g g(a1a2) sigue a I'r s(apar)
en Gg, por lo que vg,5(X4) C Xp. De forma andloga vs r(Xp) C X4 Para visualizar ésto tenemos
el siguiente diagrama. Denotemos por r; = (a;), s(a;) = s;.

ao ai a2 a3 a4
TRr,s ;4080 151 7252 7353 T'454
\ 50 . S1 52 83
1 T2 T3 T4
bo b1 by b3
[
FS,R §807“1 S17T2 S2T3 8374
\ 7‘1/ ’I’Q/ 7‘3/
S1 S82 S3
a1 a2 ag

El argumento expresado en términos de nuestra notacién de biyecciones es de la siguiente
forma:

I'srolrg(apaiaz) =g r(b(s(ag)r(ai))b(s(ari)r(az))) = a(r(ai)s(ar)) = ar.
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Notese que de la segunda igualdad es valida por que usamos la misma biyeccién para definir I's r
y I'r,s, por lo que 7(b(s(ag)r(ai))) = a1, etc.

Un argumento similar muestra que yg s o 7s,r = op. Como 04 y op son conjugaciones, se

sigue que YR s ¥ vs,r también son conjugaciones.
-~

Utilizando la proposicién anterior vemos que la equivalencia elemental entre matrices con
entradas enteras no negativas, induce una conjugacién, entre los o-espacios que estan determinados
por las matrices. Si tomamos una equivalencia fuerte entre dos matrices A y B tenemos que gracias
a que la composiciéon de un numero finito de conjugaciones, es una conjugacién, entonces tenemos
que los o-espacios X 4 vy Xp determinados por las matrices son conjugados. A esta afirmacién se le
conoce como el teorema de clasificacion y se enuncia de la siguiente manera.

Teorema 1.49 (Teorema de Clasificacién). Los o-espacios X4 y Xp son conjugados si y sdlo
si las matrices A y B son fuertemente equivalentes.

La demostracion de tal es aplicar lo visto anteriomente.

Para poder determinar si dos o-espacios son conjugados, necesitamos encontrar el cédigo de
bloques que determina tal conjugacién. Como ésto puede ser complicado (es de hecho indescidible),
podemos encontrar invariantes bajo las conjugaciones y asi determinar si los o-espacios son conju-
gados o no. A continuaciéon demostraremos que la funcién zeta, asi como la entropia son invariantes
bajo conjugacién.

Para demostrar que tanto la funcion zeta y la entropia son invariantes bajo la conjugacion, lo
dnico que necesitamos demostrar para éste hecho, es ver que el nimero de puntos periédicos de un
o-espacios son invariantes bajo conjugacion. Como la funcién zeta y la entropia estan determinados
por el nimero de puntos periédicos es claro que ambos tendran la misma funcién zeta y la misma
entropia. Enunciemos lo escrito anteriormente.

Teorema 1.50. St X y Y son g-espacios conjugados, entonces la funcion zeta de X es igual a la
funcion zeta de'Y a saber que,

Cx(t) = Cy (B).

Asi como también se da la igualdad con la entropia, es decir que h(X) = h(Y).

El Teorema 1.50 se demuestra probando la siguiente proposicién:

Proposicion 1.51. Sean X y Y dos sigma espacios, sea ¢: X — Y un codigo de bloques entre X
yY. Six € X tiene periodo n en X, entonces ¢(x) tiene periodo n en'Y, y el periodo minimo de
o(x) divide el periodo minimo de x. Las conjugaciones respetan los puntos periddicos de periodo
minimo.
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PRUEBA. Demostremos la proposicién anterior. Si z € X tiene periodo n, entonces ox(x) = .
Tenemos que,

oy (d(x)) = ¢(ox (x)) = ¢().

por lo que ¢(z) tiene periodo n. Si x tiene periodo minimo n, entonces ¢(z) tiene periodo n. Como
el periodo de un punto siempre es miltiplo de su periodo minimo. Por lo que tenemos que, si m es
el periodo minimo de ¢(z), entonces m divide a n. Si ¢ es una conjugacién, entonces m divide a n

y n divide a m por lo tanto m = n.
-~

PRUEBA DEL TEOREMA 1.50. Utilizando la Proposicién 1.51 tenemos que g,(X) = ¢,(Y). Como
las ¢,’s determinan a las p,,’s tenemos que p,,(X) = p,(Y). Por la definicién de la funcién zeta y la
definicién de la entropia (ver definicién 1.28), tenemos que (x (t) = ¢y (t) y h(X) = h(Y).

De esta manera hemos definido dos invariantes bajo conjugacién, a saber, la entropia y la
funcién zeta. Es comtn que no sea posible encontrar el codigo de bloques entre dos espacios, por lo
que para determinar si son conjugados una forma “ficil” de hacerlo es encontrando su entropia o
su funcién zeta. Es decir, si dos o-espacios tienen distinta entropia o distinta funcién zeta, entonces
no son conjugados.

Entre mas restricciones tenga un isomorfismo, mas invariantes asociados tendra. Entre los
distintos invariantes que se conocen se encuentran los puntos periddicos, la funcién zeta, el grupo
de la dimensién (ver [12]), entre otros. En particular se encuentra el invariante de drbol generador,
el cual es un tema central de esta Tesis. Este invariante estd definido en un contexto més general
en el cual estan involucradas medidas de probabilidad. Este es el tema del siguiente capitulo.



Capitulo 2

Cadenas de Markov

2.1. Cadenas de Markov

Ahora nos interesa definir medidas en los o-espacios. Por convencion, los o-espacios seran vistos
como espacios medibles al considerar la o-dlgebra de Borel. Queremos también que las medidas
sean o-invariantes, es decir, que si X es un o-espacio, u es una medida en X y A C X es medible,
entonces p(A) = u(o(A)). En virtud del Teorema de Extension de Caratheodory (ver, e.g. [17]), si
definimos una medida en los cilindros del o-espacio, dicha medida se extiende a todo el o-espacio
(ver seccién §2.1.1 de este capitulo). Los espacios de medida resultantes son los que llamamos
Cadenas de Markov. En este capitulo describiremos el proceso de construir esta clase de medidas
sobre los o-espacios. Asumimos cierta familiaridad con conceptos de teoria de probabilidad y de
teoria de la medida. Como referencia el lector podréd consultar, por ejemplo, [4] y [8].

2.1.1. Cadenas de Markov

Definicién 2.1 (CADENAS DE MARKOV COMO PROCESOS ESTOCASTICOS). Sea (2, F,P) un espa-
cto de probabilidad, donde ) es un conjunto finito o numerable, F' es la o-dlgebra y P es la medida
de probabilidad. E es un conjunto no vacio, finito o numerable. Una sucesion de variables aleatorias

{X,,: Q—=E, n=0,1,2...}

se llama cadena de Markov con espacio de estados E si satisface la condicion de Markov, esto es,
st para todo n > 1 y toda sucesion xg,T1,...,Tn—9,T,y € E se cumple

PX,=y| Xpn-1=2,....Xo=20) =P(Xp, =y | Xp-1=12) (2.2)
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stempre que los eventos con los que se esta condicionando tenga probabilidad positiva, es decir,
siempre que
]P)(Xn,I =x,...,X0 :$0) > 0.

La distribucion de Xy se llama distribucién inicial y se denota con m = (m;).cg de forma que
P(Xo=2)=m >0y > cgTe =1, es decir, m es un vector estocdstico. Decimos que la cadena
de Markov es homogénea si

PX,=y| Xpno1=2)=PX1=y| Xo=2) Vn=12,...

La definicién anterior es la més general de una cadena de Markov (a tiempo discreto), y es la
que comunmente se asume en teoria de probabilidad (por ejemplo, ver [4, 8]). En este trabajo sélo
consideraremos cadenas de Markov homogéneas. Dada una cadena de Markov homogénea { X, } ,en
sobre el conjunto de estados (finito) E, podemos construir una gréfica dirigida G = (V, E) de la
siguiente manera. El conjunto de vértices V serd el conjunto de estados E y para cualesquiera
z,y € E, pondremos una arista e € E con vértice inicial x y vértice terminal y si y sélo si
P(X1 =y| Xo =) > 0 (la probabilidad de transicién de x a y).

De lo anterior concluimos que dada una cadena de Markov homogénea, hay un o-espacio sub-
yacente (el o-espacio por vértices que determina la grafica dirigida descrita en el parrafo anterior),
y por esto B. Parry llamo a los SFT’s cadenas de Markov intrinsicas o  “Markov shifts”. Veamos
algunas formas equivalentes de definir cadenas de Markov y que serdn de utilidad.

Definicién 2.3 (CADENAS DE MARKOV SOBRE UN CONJUNTO FINITO). Sea S un conjunto finito.
Una cadena de Markov finita p en S es una asignacion de probabilidades iniciales p(I) > 0 para
I € S y probabilidades condicionales p(J|I) > 0 para I,J € S tal que

D ouI) =1

IeS

ZM(JH) =1 paratoda I € S.
Jes

La idea es que S representa el conjunto de resultados, también llamados estados de un experi-
mento (obsérvese que la asignacién de probabilidades iniciales p(I) en la Definicién 2.3
corresponden a la distribucién inicial 7 en la Definicién 2.1). La probabilidad de que una suce-

sién de resultados Iy, I1, ..., I, suceda, esta definida por
p(lo, I, - oo In) = p(lo)p(Iy | To)p(L2 | In) ... p(In | In—1)- (2.4)
Dada una sucesién de resultados Iy, I1,...,I,—1 que ya se han dado, la probabilidad condicional
de que el siguiente resultado sea en particular I,, es
w(lo, I, ..., 1)

M(In | I, ... ’In—l) =

= #lln | - 2.5
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(la primera igualdad se sigue de la definicién de probabilidad condicional, a saber, P(A| B) =

ngfég)B) ), de forma que el siguiente resultado sélo depende del resultado mas reciente, de forma que

tenemos una propiedad de Markov (comparar las ecuaciones 2.5 y 2.2).

Ahora, usando la definicién de cadenas de Markov sobre conjuntos finitos, definiremos cadenas
de Markov en SFT’s definidos por graficas dirigidas. Hay dos posibilidades de escoger al conjunto
finito de estados, a saber, a los vértices o a las aristas. Veamos cada una de éstas y consideremos
algunos ejemplos para evaluar sus propiedades.

Definicién 2.6 (CADENA DE MARKOV EN SFT’S POR ARISTAS). Una cadena de Markov en un
SFT por aristas definido por una grdafica G = (V, E) es una asignacion de probabilidades p(I) > 0
para I € V' y una probabilidad condicional j(eli(e)) > 0 para e € E tal que

> owI) =1

%

Z p(elI) =1 paratoda I € V.
ecEy

Para cada blogue w =e; ...e, € By(Xg) y k € Z definimos la probabilidad del cilindro [w; k] por

p(lw; K]) = p(i(er))u(erli(er))p(esli(ez)) - - - plenli(en)). (2.7)

Asi como tenemos en graficas la matriz de adyacencia, en el caso de las cadenas de Markov
tenemos una matriz similar llamada matriz de probabilidades de transicién, la cual definimos a
continuacién para las cadenas de Markov en SFT’s por aristas.

Definicién 2.8 (MATRIZ DE TRANSICION DE CADENAS DE MARKOV EN SEF'T’S POR ARISTAS).
Tomemos una cadena de Markov sobre un SFT por aristas definido por la grdfica G = (V, E).
Definimos la matriz de probabilidades de transicién o simplemente matriz de transicién como una
matriz P € M gx|g|([0,1]), donde la entrada (e, f) representa la probabilidad de ir del estado (o
arista) e al estado (arista) f, es decir,

Pep = p(f | t(e)).

Tal matriz P es estocdstica; es decir, la suma de los entradas en cada renglén es 1 (si las
entradas en cada columna también sumaran uno, entonces serfa doblemente estocdstica). Veamos
un ejemplo.

Ejemplo 2.9. Sea G la gréafica en la Figura 2.1 y supongamos que la probabilidad de estar en
cualesquiera de los dos vértices 1 6 2 es la misma, es decir que p(1) =1/2 = u(2).
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¢l

Figura 2.1: Ejemplo de una cadena de Markov en un SFT por aristas.

La matriz de probabilidades de transicién es

(2.10)

e/

Il
O ool O O 0olbhooelN
O wl—xl— O O 00|00l
O 0oloolis O O 0000l
O wl—l— O O 00l—00l—

B O ORorin O O
Bl O ORioain O O
= O Ol O O

con los renglones y las columnas ordenados lexicofraficamente. Ahora, por ejemplo, la probabilidad
de tener el camino bg se obtiene de la siguiente forma:

pu(bg) = o x

00| >
X
> =
>
N

N =

Serd conveniente definir también cadenas de Markov en SF'T’s por vértices. Para esto, establez-
camos la siguiente notacién. Dada una matriz cuadrada A sobre R, definimos A# como una matriz
del mismo tamano que A y definida por la regla

1 si Aij 75 0
Al = (2.11)
0 si Aij =0

y diremos que A y A# son compatibles.
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Ejemplo 2.9 (continuacion). Consideremos la matriz P dada por (2.10). Tenemos entonces que

e

BiS

Il
O = OO =
O = = OO =

1
1
0
0
1
1
0

O == O O = =
_ O O R EFE OO
_ O O = OO
_— O O = OO

de forma que P# es la matriz de incidencia de la digrifica que determina a P (ver Figura 2.1.1).

Figura 2.2: Representaciéon como un SF'T por vértices de un SFT por aristas.

En el anterior se ilustra cémo es posible pasar de un SF'T por aristas a un SF'T por vértices.

Definicién 2.12 (CADENAS DE MARKOV EN SFT’S POR VERTICES). Una cadena de Markov en
un SF'T por vértices dado por una grdfica (simple) G = (V, E) es una asignacion de probabilidades
iniciales p(I) > 0 para cada I € V' y probabilidad de transicién p(J|I) > 0 para cada I,J € V de

forma que
> oI =1

%

Z u(JII) =1 paratodal € V.
Jev
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Para cada bloque w = vy ...v, € Bn(Xg) y k € Z definimos la probabilidad del cilindro [w; k| por

pu([w; k]) = (o) a(valor) ... j(vglvn—r). (2.13)

Definicién 2.14 (MATRIZ DE TRANSICION DE CADENAS DE MARKOV EN SFT’S POR VERTICES).
Tomemos una cadena de Markov finita en un SET por vértices dado por una grdfica (simple)
G = (V, E). Definimos la matriz de probabilidades de transicién o simplemente matriz de transicién
como una matriz P € My xv(([0,1]), donde la entrada (I,J) representa la probabilidad de cruzar
la arista del vértice I al J (si no existe, entonces el valor de la entrada es 0). De forma que

Pry=p(J| I).

Como se ilustro en los ejemplos, cualquier camino en nuestra digrafica, ya sea que se trate de una
representacion de un SFT por aristas o por vértices, es posible definir una medida de probabilidad
que claramente es o-invariante. En efecto, primero asignamos una medida a los cilindros con las
ecuaciones (2.7) o (2.13) y observamos que no dependen del valor entero k € Z, lo que implica la
o-invarianza de la medida resultante y que se obtiene del Teorema de Extensién de Caratheodory.
Las medida de un cilindro la vamos a interpretar entonces como la probabilidad condicional de un
cierto camino w dado i(w) = u, el vértice inicial del camino w, por la probabilidad de “estar” en
el vértice wu.

En la practica es mas comun el uso de los SFT’s por vértices que el de por aristas, pues en
general es mas sencillo pensar en los estados de un proceso estocastico de Markov como los nodos
de una gréfica simple (i.e. posiblemente con “loops” pero sin aristas multiples). De esta manera
es que se presentan en las aplicaciones: cadenas de Markov en SF'T’s por vértices descritas con
matrices estocdsticas indexadas por los vértices de una grafica simple. En este caso, una de estas
matrices estocdsticas P induce una grafica dirigida Gp = (V, E) con V = {1,...,|P|}, donde |P|
denota el tamano de P, y para cada 4,7 € V, ponemos una arista de i a j si y sélo si P;; > 0, de
forma que la matriz de adyacencia de G es precisamente P#, la matriz compatible con P definida
anteriormente en (2.11). Entonces la matriz P, junto con un vector de probabilidades iniciales
{pr}iev, induce una cadena de Markov en G donde la probabilidad condicional de e € FE estd dada
por p(e | i(e)) = Pje)te)- De forma que si w = g, ..., 7, es un camino en la digrifica y k € Z,
entonces la medida del cilindro [w; k] es

,u([w, k']) — ///(xO)Pmo,$1 cee Pﬂfnflafn

(esta definicién no depende del pardmetro k, por lo que en efecto determina una cadena de Markov
homogénea). Como es sabido los cilindros son la base de la topologia inducida por la métrica
de Cantor, por lo que se extiende una medida a todo el espacio de manera o-invariante. Por la
probabilidad de un camino w entenderemos

P(w) = Pyyay - Poy_ o (2.15)

Mais adelante, cuando veamos Teoria de Perron-Frobenius en la seccion §2.1.4, estableceremos a la
distribucion estacionaria como el vector de probabilidades iniciales de facto.
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2.1.2. Clases de comunicacién

A continuacién definiremos algunos conceptos de las cadenas de Markov que son comunes en
teoria de probabilidad. Observaremos algunas de estos conceptos desde varios puntos de vista tanto
de teoria de gréaficas como de dinamica simbdlica.

Definicion 2.16. Supongamos que tenemos una cadena de Markov en un conjunto de estados S y
matriz de transicion (Pyy)zyes, para x,y € S se dice que:

1. De x se accede a y si existe n > 0 tal que P}’ > 0 y se denota por (r —vy).

2. x yy se comunican entre si y se denota por (x < y) si se cumple que (xz — y) y (y — x).
(x < y) da lugar a una relacion de equivalencia (véase [4] o [8]).

En la teoria de gréaficas la definicion anterior de acceder equivale a que existe un camino de
longitud n entre los vértices = y y.

Definicién 2.17. Supongamos que tenemos una cadena de Markov (homogénea) con conjunto de
estados S.

1. Una clase de equivalencia respecto a la relacion (<) se llama clase de comunicacion.

2. Dado x € S su clase de comunicacion se denota como

Clx)={ye S| z<y}

3. Se dice que un subconjunto de estados C' C S es cerrado si ningin estado de S\ C puede ser
accedido desde un estado en C, es decir que Py, =0 para todo x € C, todo y € S\ C y todo
m > 1.

El primer concepto se refiere a las componentes fuertemente conexas de una digrafica. El tercero
hace referencia a una subgrafica C', que no tiene aristas de salida hacia el resto de la gréfica.

Los conceptos anteriores nos ayudan a determinar cudndo es posible que a partir de un estado
x € S se pueden visitar a los otros estados en S, es decir, si es posible que una sucesion de
eventos que en algin momento visita al estado x € S pueda visitar a cualquier otro estado y €
S. Aplicando la clase de equivalencia a la grafica que determina a un SFT, podemos dividir la
grafica en clases de equivalencia o clases de comunicacion, en donde los estados de cada clase se
comunican entre si. Estas clases de equivalencia determinan a o-subespacios dentro del o-espacio
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original. Como las propiedades que nos interesan en esta Tesis se pueden estudiar a partir de estos
o-subespacios, enfocaremos nuestra atencién en las cadenas de Markov que cumplan que entre
cualesquiera estados se comunican. Por lo cual a continuacién definiremos un concepto utilizando
los conceptos anteriores.

Definicién 2.18. Se dice que una cadena de Markov (homogénea) con conjunto de estados S es
irreducible si cumple con cualquiera de las siguientes condiciones (equivalentes):

(A) Desde cualquier estado de S se puede acceder a cualquier otro.
(B) Todos los estados se comunican entre Si.

(C) C(x) =S para algin z € S.

(D) C(z) =S para todo x € S.

(E) El inico conjunto cerrado (ver 3 en la Definicion 2.17) es el total.

La demostraciéon de que las condiciones son equivalentes se encuentra en [4] o [8] y no se
presentan dentro de esta Tesis. A continuacién se encuentra la definicién de una matriz irreducible
en el contexto de la dinamica simbdlica. Sélo demostraremos algunas de las equivalencias de que
las condiciones anteriores son equivalentes a la siguiente definicion.

Definicion 2.19. Sea P la matriz de transicion de una cadena de Markov. P es irreducible si para
cualesquiera par de estados i,j existe n € N tal que PZ?]» > 0. Dectmos que P mezcla si ademds
podemos escoger una n independientemente de los estados 1,7, es decir, que existe n € N tal que

Pl”j > 0 para todo i, .

Proposicién 2.20. Sea P una matriz estocdstica. Cada una de las condiciones (A), (B), (C), (D)
y (E) es equivalente a que P sea irreducible.

PRUEBA. Es suficiente demostrar que cualquiera de las condiciones en la definicién 2.18 es equiva-
lente a la definicién 2.19, como ejercicio se hacen algunas mas.

(A) < Def 2.19 . Si desde cualquier estado se puede acceder a cualquier otro, por la definicién
2.16, es claro que esto ocurre si y solo si existe n € N tal que B, > 0.

(B) < Def 2.19 . Claramente (A) < (B) y por lo tanto (B) es equivalente a la definicién 2.19.
(C) = Def 2.19 . Si C(z) = S para algin x € S, entonces quiere decir que desde el estado =

se puede acceder a cualquier estado y € S. Entonces existe m(y) € N tal que P;", > 0. Como (+)
es una relacién de equivalencia, de igual forma existe k(y) € N tal que P;x > 0. Utilizando otra
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vez que (+) es una relacién de equivalencia para cualquier par de estados y,y’ € S tenemos que
(y < 2) y (x < y') por lo que (y < y') entonces existe n € N tal que P;'; > 0.

(D) = Def 2.19 . Esta demostracién es anédloga a la anterior.

(E) = Def 2.19 . Como el tnico conjunto cerrado es el total, entonces no hay estado al cual
no se pueda acceder desde cualquier estado de S, por lo que tenemos que la clase de comunicacién

de cualquier estado es el total S y estamos otra vez como en el inciso (C)
-~

La definicién anterior se relaciona con un importante concepto en las graficas, llamado
conezidad. Recordemos que una grafica G = (V, E) es fuertemente conezra si para cualesquiera
par de vértices z,y € V, existe un camino dirigido que comienza en x y termina en y. Se puede
ver que para cualquier par de vértices existe un n € N tal que hay un camino de longitud n entre
este par de vértices, que es la definicién de irreducibilidad aplicado a la matriz de adyacencia de
la grafica. Recordemos que si tomamos la matriz de adyacencia A de la grafica del sistema que
determina la matriz P, tenemos que AZJ- es el numero de caminos dirigidos de longitud n entre el
vértice i y el vértice j. Si la gréfica es fuertemente conexa, entonces dicho camino existe y P/’ ;>0
que es la suma de las probabilidades condicionales de los caminos de longitud n del vértice i al
vértice j, dado el vértice 3.

2.1.3. Cadenas de Markov numerables y su clasificacién

En el capitulo 4 vamos a trabajar con o-espacios mas generales puesto que vamos a considerar
graficas infinitas (numerables). Por esta razén es conveniente especificar bien lo que entenderemos
por muchos de los conceptos que hemos presentado hasta entonces, pero ahora en el contexto de
conjuntos numerables de estados, asi como también observar la clasificacién de estados que se
origina en base a las propiedades de recurrencia de las cadenas. Primero, se asume que el conjunto
de estados es ahora un conjunto numerable con la topologia discreta. Entonces, por ejemplo, los
o-espacios ahora cesan de ser compactos en general. Es importante distinguir entonces a esta nueva
clase de o-espacios de los SFT’s que consideramos anteriormente.

Definicion 2.21. Un Markov shift es el o-espacio que resulta al considerar un o-espacio definido
por una grdfica dirigida (no necesariamente finita).

Entonces los SFT’s son los Markov shift’s que corresponden a graficas finitas.

La pérdida de la compacidad es s6lo una de muchas propiedades que pueden cambiar en este
nuevo contexto de espacios de estados numerables, y estos cambios dependeran de las probabilidades
de transicién. Aunque muchos de los conceptos se extienden de manera trivial, en esta seccién vamos
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hacer explicitos algunos de éstos para asi establecer las condiciones necesarias para desarrollar el
trabajo subsecuente.

Dadas dos matrices A y B reales indexadas por un conjunto numerable S, el producto AB se
define como la matriz indexada por S y que esta determinada por

€S
con u,v € S. Este producto es una generalizacién natural del clasico producto de matrices finitas.
De esta forma, si n > 0, A™ tiene sentido como el producto de A consigo mismo un total de n-veces
(definimos A° = Id, donde Id es la matriz identidad de tamafio igual al tamfio de A). Decimos que
A es con entradas no negativas es irreducible si siempre que ¢, j € N, existe un entero N = N; ; > 0
tal que Pi];[ > 0. Unicamente vamos a considerar matrices irreducibles (y por lo tanto no negativas),
a menos de que se indique lo contrario.

Sea P una matriz estocédstica indexada por los nimeros naturales N = {1,2,...}, de forma
que para toda i € N,

e}

Y Py=1.
j=1

A una matriz estocéstica P infinita también se le tiene asocia su matriz equivalente P# dada
por (2.11), y podemos pensar en esta ultima como la matriz de adyacencia de una gréfica infinita
simple Gp = (V, E) y asi tener un Markov shift. Aunque es posible que existan vértices v € V
tales que E, o E" son de cardinalidad infinita (en cuyo caso el o-espacio pierde la propiedad de ser
localmente compacto), vamos a asumir que para todo vértice v € V' y para todo entero n > 1, hay
un numero finito de ciclos en v, es decir,

pn(u) <oco = gn(u) <oo
(ver ecuacién 1.24). Definimos la entropia topoldgica como h(Xp) = log A\, donde

A = limsup | log py, (u)|V/" (2.22)
n>1
(el valor de A no depende del vértice u € V).

De nuevo, para matrices irreducibles, las definiciones 1, 2 y 3 no dependen del vértice que se
escoja (ver seccién §2.1.2).

Convencién. [ENTROPIA TOPOLOGICA FINITA] Vamos a asumir a lo largo de este trabajo que
todos los Markov shift’s son de entropia topoldgica finita.

Recordemos la siguiente definiciones clasicas en teoria de probabilidad, aunque primero la
enunciamos en el contexto de Markov shift’s a la [3]).



2.1 Cadenas de Markov 39

Definicion 2.23. Sea A una matriz de adjacencia de un Markov shift X 4 irreducible de entropia
finita log . Decimos que X 4 es

~

recurrente si Y qp(u)/A" =1,
recurrente positiva si es recurrente y »_ qny,(u)/A" < oo,

recurrente nula si es recurrente pero no recurrente positiva y

e e

fuertemente recurrentes positivas si lim sup |g, (u)|*/™ < .

Convencién. [CADENAS FUERTEMENTE RECURRENTES POSITIVAS| En este trabajo todos los Markov
shift’s son fuertemente recurrentes positivos (incluye a todos los SFT’s).

La clase de las cadenas de Markov fuertemente recurrentes positivas es la que mas asemeja a
la clase de los SFT’s (entre las caracterizaciones de ser fuertemente positivo recurrente destacan
los decaimientos exponenciales, ver [9]). Ahora hay que extender el concepto de medida al contexto
numerable.

Definicion 2.24. Sea P una matriz estocdstica irreducible que representa a una cadena de Markov
(Xp)nez. Sea Gp = (V,E) la grdfica con matriz de adjacencia P*. Decimos que P es recurrente
si existe (equivalentemente, para todo) v € V,

oo
Y PXp=v| Xo=v,X1#£v,..., Xn 1 #0,Xp=v)=1

n=1

y es positiva recurrente si es recurrente y ademds

oo
ZnIP’(Xn =v| Xo=0v,X1 #v,..., X1 #0v, X, =v) < 0.

n=1

Es importante distinguir aqui los dos conceptos que hemos presentado dentro de la clasificacion
de estados. La Definicion 2.23 no involucra a una cadena de Markov en una grafica, considera tnica-
mente Markov shift’s, las probabilidades de transicién mo estdn involucradas en las definiciones,
unicamente el valor de la entropia y el nimero de ciclos de primer retorno. En contraste, la Definicién
2.24 involucra a las probabilidades de transicién. La siguiente definicién puede ayudar a entender
mejor la diferencia.

Definicién 2.25. Sea P una matriz estocastica (posiblemente infinita) y sea G la matriz de
adyacencia de P#. Decimos que la cadena de Markov que presenta P tiene esqueleto fuertemente
recurrente positivo si X¢g es fuertemente recurrente positivo.

Obsérvese que no se involucré en las definiciones al vector de probabilidades iniciales. Abor-
daremos este tema ahora en la siguiente seccién.
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2.1.4. Teoria de Perron-Frobenius y distribuciones estacionarias

Como vimos anteriormente, tanto para cadenas de Markov en SFT’s por vértices o por aristas,
la medida o-invariante estd definida en términos de un vector de probabilidades iniciales. En el
caso de SF'T’s irreducibles, es irrelevante el vector de probabilidades iniciales ya que, a largo plazo,
el proceso tiende a ser estacionario en el sentido de que la distribucién de frecuencias de “visitas”
a cada uno de los vértices converge a una distribucion estacionaria. Este serd el caso también
para matrices estocdsticas que sean irreducibles, no necesariamente finitas, pero si (fuertemente)
recurrentes positivas. Comencemos con la definicién de distribucién estacionaria.

Definicion 2.26. Sea P una matriz estocdstica. Decimos que un vector de probabilidades iniciales
7w es una distribucion estacionaria si
P = m.

La existencia y unicidad de distribuciones estacionarias de matrices estocasticas irreducibles
la determina el Teorema de Perron-Frobenius (Teorema 1.31). A continuacién lo enunciamos en el
caso particular de matrices estocasticas.

Teorema 2.27 (Perron-Frobenius). Sea P una matriz estocdstica irreducible de tamano n X n.
Entonces

1. 1 es valor caracteristico de P.
2. Si A # 1 es valor caracteristico de P, entonces || < 1.

3. Existe un dnico vector caracteristico m = (1, ...,T,) correspondiente a 1 tal que m; > 0 para
todai=1,...,ny> 1 m=1.

Observaciéon 2.28. Sea P una matriz estocdstica irreducible. El vector caracteristico m dado por
3 en el Teorema 2.27 resulta ser la distribucion estacionaria de P.

Entonces si tenemos una matriz de probabilidades de transicion P, para conocer la probabili-
dad estacionaria lo que necesitamos hacer es encontrar el vector caracteristico izquierdo con valor
caracteristico 1. Esto es relativamente facil pues como P es una matriz estocdstica, por el Teorema
de Perron-Frobenius sabemos que tiene un valor caracteristico de norma méxima, como ya enunci-
amos, dicho valor es 1. Por lo tanto siempre vamos a tener dicho vector, y para poder determinar
cuando dicho vector es tnico, tenemos que pedir ciertas condiciones a la matriz P, en este caso,
que la cadena de Markov sea irreducible.

La razon de por qué se denomina a 7 en el Teorema 2.27 distribucién estacionaria estd dada
en el siguiente resultado clésico, el cual enunciamos, por simplicidad, para matrices mezcla'.

1Una matriz P mezcla si el SFT que determina tiene periodo 1.
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Teorema 2.29 (Ver [4, 8]). Sea P una matriz estocdstica irreducible y ademds que mezcla. Sea
su distribucion estacionaria. Entonces

lim Pj; =m; paratoda je V.

ii =
n—oo J

Convencién. Siempre que P sea una matriz irreducible, asumiremos a su (tnica) distribucién
estacionaria como el vector de probabilidades iniciales.

2.1.5. Entropia de teoria de la medida.

Como vimos en la seccién §1.1.4 se puede ver qué tan complicado es un o-espacio a partir de su
entropia topoldgica. Cuando a dicho espacio le asignamos una probabilidad, entonces la probabilidad
de que ciertos bloques sucedan con respecto a otros debe de modificar la entropia del sistema.
De manera heuristica, es natural pensar que si las probabilidades de transicién cambian, entonces
habra bloques o eventos que se vuelvan mas o menos probables, y esto deberia de afectar la entropia.
Por lo tanto, seria deseable que el concepto de entropia fuera més sensible a las probabilidades de
transicién. A continuacién damos una definicién de entropia de teoria de la medida o entropia de
Shannon de un o-espacio para cadenas de Markov homogéneas e irreducibles.

Para definir esta nueva entropia de teoria de la medida, primero necesitamos definir algunos
conceptos. Primero vamos a definir la entropia de un vector estocastico.

Definicién 2.30. La entropia de un vector estocdstico p = (p1,...,pk) €S,

k
h(p) = — 3 pilog(p)
=1

con 0log0 = 0 por convencion.

Haciendo un célculo simple, para un vector de probabilidad p = (p1,...,pk), tenemos que
0 < h(p) <logk (2.31)

con

h(p) =logk siy sélosip=(1/k,1/k,...,1/k)

h(p) = 0 siy sblo si p; = 1 para alguna i =1,...,n.

Es decir que la entropia de un vector estocastico alcanza su valor méximo cuando las probabilidades
de cada una de las entradas son iguales entre si, y su minimo cuando la probabilidad estd concen-
trada en un estado (punto masa).
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Definicion 2.32. Sea P una matriz estocdstica irreducible que presenta a una cadena de Markov
recurrente positiva. Para cada n ponemos las probabilidades de todos los caminos de longitud n en
un vector estocdstico p™). La entropia de laj teoria de la medida se la cadena de Markov se define
como

%0 = i 10 7).

donde = pp es la medida o-invariante definida por P.

Es conocido que el limite existe (ver [20]). En teorfa de la informacién, esta nocién de entropia
es llamada razén de entropia y se atribuye a Shannon (ver [18]). Esta nueva definicién de entropia
refleja la razén a la cual exp(h(p™)) crece.

Es posible escribir a la entropia de la teoria de la medida en términos de las probabilidades de
transicion y la distribucién estacionara de la cadena de Markov, a saber,

WX =— Y plie))ule] ile)log(ule | i(e))

e€E(G)

(la prueba de que la férmula anterior es equivalente a la de la Definicién 2.32; la prueba de esta
equivalencia se puede encontrar en [20]).

Concluimos esta seccién simplemente observando que la entropia topoldgica acota superior-
mente a la entropia de teoria de la medida. Tenemos que si G es una gréfica irreducible, con matriz
de adyacencia A, A = A4 el valor Perron y w, v los vectores Perron de A tomados de forma que

v-w = 1. Luego entonces los caminos de longitud n son aproximadamente (Z [Jev W ]U[) A"
Incluso, el resultado se reduce para cuando tenemos una n lo suficientemente grande, es decir que
hay a lo mas 2 (Z I1.Jev WJv I) A" caminos de longitud n. Del hecho anterior y de la ecuacién 2.31
tenemos que

h(p™) <log |2 Y wyvA"
I,JeV

De forma que,
h(X,) <logA.

Entonces, como se habia afirmado, la entropia de teoria de la medida siempre estd acotada superi-
ormente por la entropia del sistema sin medida (la entropia topoldgica).

2.2. Matrices doblemente estocasticas

Fn esta seccién exponemos los resultados mas fundamentales acerca de las matrices doblemente
estocdsticas. Se dan algunas propiedades y diferentes ejemplos de éstas. En particular, se presenta
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la demostracion del Teorema de Birkhoff-von Neumann. La intencion de la seccion es la de brindar
un breve panorama de las matrices doblemente estocasticas que consideraremos en el capitulo 4.

Como sabemos la matrices estocédsticas son aquellas con entradas no negativas tales que sus
renglones suman 1. Si anadimos la propiedad de que también las columnas de la matriz sumen 1,
entonces tenemos una matriz doblemente estocastica. Pongamos una definiciéon formal de lo dicho.

Definicion 2.33. Sea P una matriz con entradas no negativas. Si cada columna y cada renglon
suman 1, entonces P es una matriz doblemente estocdstica.

Las matrices doblemente estocasticas tienen propiedades interesantes que se veran en esta
seccién, pero antes demos algunos ejemplos simples de matrices doblemente estocasticas

Ejemplo 2.34. Claramente P = I es doblemente estocastica, pues en cada renglén y cada columna
sélo tienen un 1, por lo que la suma nos da 1.
-~

Definicion 2.35. Una matriz m es de permutacion, si se obtiene intercambiando los renglones y
las columnas de la matriz identidad I.

Ejemplo 2.36. Una matriz de permutacién es una matriz doblemente estocastica.

Denotemos al conjunto de matrices doblemente estocéasticas de tamano n x n por £2,. Ahora
enlistemos algunas propiedades de este conjunto.

o o s . . . 2
Proposicién 2.37. El conjunto §, visto como un subconjunto de R™ , es cerrado, acotado vy
convezxo.

PRUEBA. Es sencillo ver que €2, es acotado. El que €, es cerrado se sigue de la continuidad de la
suma. Demostraremos que €2, es convexo. Sean A, B € (),. Para cualquier 0 < A < 1, la matriz
AA + (1 — \)B tiene todas las entradas no negativas, y para toda i tenemos que,

A a1 =N)) b =1
J J

Por lo que la suma de los renglones nos da 1. De forma analoga tenemos que la suma de las columnas

nos da 1. De esta forma demostramos que es convexo.
-

Observemos el conjunto 2y

ng{A\Az( p 1_p>con0§p§1}.
I-p »p
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Es facil ver que podemos describirlo de la siguiente forma:

G=dp( P9V 5 a-p( % L) como<p<l,
0 1 1 0

Entonces tenemos que 22 son todas las posibles combinaciones convexas de dos matrices (de per-
mutacién), por lo tanto podemos decir que €22 es el conjunto convexo generado por,

(7)) (o),

Un punto zy de un conjunto convexo S se la llama punto extremo de S si S\ {xg} es también un
conjunto convexo.

A continuacién demostraremos un lema, el cual nos ayudard a demostrar que las matrices de
permutacion son precisamente los puntos extremos del conjunto €2,,.

Lema 2. Un punto zg de un conjunto convexro S no es un punto extremo de S si y sélo si hay un
par de puntos u,w € S tales que xy = %u + %w; esto es que xq es el punto medio de un segmento
no trivial en S.

PRUEBA. Supongamos que xp € S no es un punto extremo de S. Entonces S\ {z¢} no es convexo.
Por convencién el conjunto vacio y el conjunto con un solo punto son conjuntos convexos. Por lo
tanto existen dos elementos v,u € S\ {xo} tales que Au+(1—X)v ¢ S\ {zo} para alguna A € (0, 1).
Por lo que Au+ (1 —\)v = xp. Sin pérdida de generalidad, podemos tomar a % <A<L.SiA= a;rl,
entonces 0 < o < 1y 9 = 3u+ 2w donde w = au+ (1 — a)v.

El regreso, si 79 = 3u+ sw y u # w, entonces u,w € S\ {zo}, pero zo & S\ {zo}, por lo que
S\ {zo} no es un conjunto convexo.

Tomando el resultado anterior y la caracterizacién de €29, podemos intuir que las matrices de
permutacion son puntos extremos de €2, y que éstos son lo tnicos puntos extremos del conjunto
Q,, pero primero enunciemos la proposicion.

Proposicién 2.38. Cualquier matriz de permutacion de tamano n X n es punto extremo de §,.

PRUEBA. Sea II = (m; j) una matriz de permutacién en €2,,. Si II no es un punto extremo de 2,
por el lema 2, IT = MTB con a # By A,B € Q,. Ahora bien, para toda i,j € {1,...,n}, se tiene
m;,j = 06 1. Como A, B € €, tenemos que 0 < A4;; <1y 0 < B;; <1. Por lo tanto si m; ; = 0,
entonces A; j = B; j = 0ysim; =1, entonces A; ; = B; ; = 1. Esto contradice el hecho que A # B.

-~
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2.2.1. Permanentes

Dada una matriz cuadrada A = A; ; de tamano n, la diagonal asociada a una permutacién 7
de {1,2...,n}, es el conjunto {A; (1), A2.+(2)> - - - » An,7(n) }- Una diagonal se le dice positiva si cada

n

entrada en la diagonal es positiva. El producto [] A; +(i) se le denomina el producto diagonal de A
i=1

asociado a la permutacion 7.

Ejemplo 2.39. Consideremos la siguiente matriz de 4 x 4,

3 5 7
4
1
3

= Ot =N

6
3
2

O N O

La diagonal correspondiente a la pemutacién 7: {1,2,3,4} — {3,1,2,4} consiste en el conjunto
{2,6,2,3} = {A13,A421,A32,A44}. El producto diagonal asociado a 7 es 72.

La suma de todos los posibles productos diagonales de una matriz es llamado el permanente
de la matriz. Por lo que si A = A; ; es de tamano n X n el permanente de la matriz se define como,

per(A) = Z H Ai,r(i)-

T =1

Donde la suma es tomada sobre todas las n! permutaciones 7 de {1,2,...,n}.

Modificando un poco la definicién del permanente, obtenemos la formula del determinante. Es
decir, en la suma del permanente sumamos o restamos dependiendo del signo de la permutacién.
Recordemos que toda permutacion se puede escribir como producto de transposiciones, por lo que
se sumard cuando la permutacién sea un nimero par de transposiciones y se restarad cuando la
permutacion sea un numero impar de transposiciones. Entonces la formula del determinante de
una matriz queda de la siguiente forma:

det A = Z sig(T) ﬁ Air (i)
=1

T€S(n)

Para demostrar el teorema principal de esta seccidén, necesitamos primero del siguente teorema.

Teorema 2.40 (Frobenius-Kénig). El permanente de una matriz no negativa A de tamano n x n
es cero si y solo si A tiene un submatriz de ceros de tamano r X s conr+s=n+ 1.

PRUEBA. Si A = 0, el resultado se da. Sea A = A; ; y A;; # 0 para alguna i, jo. Por la suposicion
de que el permanente es cero, entonces todo producto diagonal es cero. Denotamos por A(i, j) a
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la submatriz que resulta de eliminar el i-ésimo renglén y la j-ésima columna de A. Como todo
permanente es cero, si tomamos la submatriz A(ig, jo) entonces per(A(ig,jo)) = 0. Aplicando el
mismo argumento y utilizando induccién sobre la matriz A(ig, jo), podemos decir que A tiene una
submatriz de orden u X v tal que u 4+ v = n. Podemos encontrar matrices de permutaciéon II; y Il

tales que,
B 0
man= (20

Donde B y D son matrices cuadradas de orden u y n — u, respectivamente. Como per(A4) = 0,
entonces per(B) = 0 o per(D) = 0. Supongamos que per(B) = 0. Por induccién B tiene una
submatriz de tamano p x g con p+ g = u+ 1. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que que
dicha matriz estd formada por los primeros p renglones y las tltimas ¢ columnas de B. Entonces A
tiene una matriz de ceros de tamano p X (¢+n—u)yp+q+n—u=u+14+n—u=n+1. Un
argumento similar se aplica cuando per(D) = 0.

Para probar el regreso, supongamos, sin pérdida de generalidad, que la matriz formada por los
primeros r renglones y las primeras S columnas de A es la submatriz de ceros, donde r+s = n+ 1.
Sea 7 cualquier permutacién del conjunto {1,2...,n}. Si mostramos que A; .(;) = 0 para alguna i
acabamos, pues todo el producto diagonal seria igual a 0 para toda permutacién 7. Supongamos
que A; ;) # 0 para toda i, entonces tenemos que

{r(1),7(2),...,7(r)}N{1,2,...,s} =2

lo que contradice el hecho que 7 + s = n + 1 por lo tanto A; ;;) = 0 para alguna ¢ demostrando

asi el regreso del teorema.
-~

Entonces jcémo se comporta el permanente de una matriz cuando ésta es doblemente estocastica?
La respuesta a tal pregunta la tenemos como lema, ya que éste nos ayudara en la prueba del teorema
principal de la seccion.

Lema 3. Si A es una matriz doblemente estocdstica, entonces A tiene una diagonal positiva.

PRUEBA. Sea A una matriz doblemente estocéstica de tamano nxn. Si demostramos que per(A) > 0
terminamos nuestra prueba, pues el producto de alguna diagonal seria positiva y esto sélo sucede
en una matriz no negativa cuando la diagonal es positiva. Supongamos que per(A) = 0, entonces
por el Teorema 2.40, A tiene una submatriz de tamano r X s con r + s = n + 1. Podemos asumir,
que después de permutar los renglones y las columnas de A si es necesario, de forma que,

(2 5)

donde la matriz cero es de tamafio r X s con r + s = n + 1. Entonces B es de tamafio r X (n — s)
y D es de tamano(n — r) x s. Como A es doblemente estocéstica, los renglones de B suman 1y
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entonces las entradas de B suman a lo méas r. La suma de las columnas de A también son iguales
a 1 y por lo tanto las entradas de B junto con las entradas de C suman a lo mas n — s. Por lo que
tenemos que tener que r < n — s, la cual es una contradiccion por que r+ s = n+ 1 . Completando
la prueba.

2.2.2. El Teorema de Birkhoff-Von Neumann

El siguiente teorema es el principal de la seccién actual, en este lo que demostramos es que:
cualquier matriz doblemente estocédstica estd denro de un politopo, el cual tiene como puntos
extremos a las matrices de permutacién y estd generado por algunas de éstas.

Teorema 2.41 (Birkhoff-Von Neumann). Cualquier matriz A doblemente estocdstica puede ser
escrita como una combinacion convexa de un numero finito de matrices de permutacion; esto es

A= M1y + Mg + - - - + N\ I0,,.

m
Donde 11y, Iy, . .., I1,,, son matrices de permutacion y 0 < A, A, ..., A < 1 con > N\ = 1.
i=1

PRUEBA. Sea A una matriz doblemente estocdstica de tamano n X n. Si A es una matriz de
permutacion, entonces la prueba es obvia. De otra forma tenemos que por el Lema 3, A tiene una
diagonal positiva. Sea II; la permutacion de tal diagonal. Si {A1,,, A1ry,...,Anyr, } es la diagonal
positiva (de forma que r; = 111 (7)), entonces

(ITy)i; = 1 si(i,5) € {(1,m1),(1,r2),...,(n,rn)}
145 0 cualquier otro caso. ’

Sea A\ = At r, = min{A;, A1 ry,...,Apnr,} > 0. Es claro que A\; < 1. Tenemos que

1
1—X

A_)\lﬂl—i—(l—)\l){ (A—)\ll'[l)}.

Es claro que B = ﬁ(A — A111;) es de nuevo una matriz doblemente estocéstica y al menos tiene

una entrada cero mas que A. Si B es una matriz de permutacién, entonces A = \II; + (1 —\)By
terminamos. De otra forma podemos encontrar una matriz de permutacion Ils, como la anterior, de
forma que B = pslla+ (1 — p2)C donde C es una matriz doblemente estocéastica. Si C' es una matriz
de permutacién, entonces A = A\1I1; + Aol + Aslls donde Ao = (1 — Ap)pua, Ag = (1 — A2)(1 — p2)
y I3 = C'. Mas aun A1, A2 ¥ A3 son no negativas y su suma es 1. También nétese que C tiene al
menos dos ceros mas que A. Si C no es una matriz de permutacién podemos continuar este proceso
como antes con otra iteracién. Entonces con a lo més n? — n iteraciones, nuestro algoritmo tiene
que terminar con una matriz de permutacién y por lo tanto A es una combinacion convexa de a lo

més n? — n + 1 matrices de permutacion.
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