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INTRODUCCION

En esta tesis se analiza una herramienta mas para el estudio de los anillos, las teorias de tor-
sién. Estas son parejas (7, F) de clases de médulos que cumplen que para cada M € T y N € F,
el Hom(M,N) = 0, ademds de ser mdximas con respecto a esta propiedad. Estas clases cumplen
que 7 es cerrada bajo cocientes, coproductos y extensiones y se le llama clase de torsién, mientras
que F es cerrada bajo submddulos, productos y extensiones, y se le llama clase libre de torsién.
El ejemplo mas conocido son los grupos abelianos de torsién y los libres de torsién, vistos como
moédulos sobre los enteros. También como mdédulos sobre los enteros, esta la teoria de torsién de los
grupos divisibles y los reducidos. Se busca dar tres distintas formas de trabajar con las teorias de
torsion.

En el capitulo 1, se presenta el concepto de prerradical como un subfuntor del funtor identi-
dad en la categoria de mdédulos sobre un anillo R. Se define un orden entre los prerradicales, a
modo que se le asigna estructura de reticula, mas aun, se le asignan dos operaciones binarias, el
producto y el coproducto, llamandose radical a un prerradical, al resultar ser idempotente bajo
el coproducto.A cada prerradical se le asocia una pareja de clases de mdédulos, los médulos que
quedan fijos y los que son anulados, esta pareja cumple que se acerca a ser una teoria de torsién
excepto que no necesariamente cumple el ser maxima. Se ve que hay una correspondencia biyectiva
entre prerradicales idempotentes y clases cerradas bajo cocientes y coproductos, por el lado de los
radicales esta correspondencia biyectiva se dard con las clases cerradas bajo submoddulos y productos.

En capitulo 2 se demuestra que se puede pasar de un teoria de torsién a un radical idempotente,
y en capitulo 3 se muestran las teorias de torsién hereditarias, que son las que su clase de torsién
es cerrada bajo submddulos y se prueba que estas estdn relacionadas con los radicales exactos
izquierdos. En los capitulos 4 y 5, se busca definir lo que es una topologia lineal en un anillo para
despues pasar a las topologias de Gabriel en un anillo , que no son mas que filtros sobre el con-
junto de ideales izquierdos del anillo. Estas iltimas, corresponden a los radicales exactos izquierdos.

En el capitulo 6 se dan una serie de ejemplos de topologias de Gabriel, y formas de calcular
su radical exacto izquierdo. En el capitulo 7 se define una teoria de torsién estable como la que
su clase de torsién es cerrada bajo capsulas inyectivas y en el capitulo 8 se define una teoria TTF
como una tripleta (C,7,F) amodo que (C,7)y (7,F) sean teorfas de torsién y se dan condiciones
suficientes y necesarias pasa que C = F.



PRERRADICALES

Un prerredical es un subfuntor de la identidad en R — Mod, es decir, o es un prerredical si:
i) o(M)C My o(M)e R— Mod para todo M € R— Mod

ii) Si f : M — N es un morfismo entonces f(o(M)) C o(N), es decir,

M LN
ivony 1 = Tion
o(M) Y o)

A la clase de prerradicales en R — Mod se le denota como R — pr. R — pr permite cuatro
operaciones, que son V la unién , A la interseccion, e el producto y : el coproducto.

Se definen estas operaciones de la siguiente manera:

para cada 0,7 € R—pr, M € R— Mod

(cAT)(M) = oM)No(M)

(cvT) (M) = o(M)+7(M)

(cor)(M) = o(r(M))
(oc:7)(M)/o(M) = 7(M/c(M))

La tripleta (R — pr, A, V) es como una reticula, excepto que R — pr no necesariamente es un
conjunto, por lo que se le llama una gran reticula.

Las operaciones A,V pueden definirse para clases de indices de la siguiente manera. Sea I una
clase y {o; € R — pr | i € I} una clase de de prerradicales indexada en I, entonces

(N\o)(M) = ()oi(M)

iel i€l

(Vo)) = 3 oi(M)

el i€l



por lo que R — pr es una gran reticula completa.
También se les puede asignar un orden parcial a R — pr de la siguiente forma

o < 7siysolosio(M)C (M) para cada M € R — Mod

este orden ordena a las operaciones de la reticula de la siguiente manera

(cem)<(ocAT)<(oVT)<(0:7T)

A un prerradical se le llamard idempotente si o e 0 = o, y radical si 0: 0 = o ( es decir
o(M/o(M)) = 0)
Lema 1.1 Si 0 € R—pr es un radical y N C o(M), entonces o(M/N) = o(M)/N.

Demostracion

Considérese el morfismo candnico y el inducido por o,
M — M/N
roo= 1
o(M) — o(M/N)
El nicleo del morfismo inducido por o es N ya que por hipétesis N C o(M) por lo que
o(M)/N Co(M/N).

Por otro lado considérese el morfismo canénico o : M/N — M /o (M)
= 1
o(M/N) — o(M/o(M))

Se induce el morfismo cero en o(M/N), de aqui o(M/N) C nuca. = o(M)/N. Por lo tanto
o(M/N)=o(M)/N.|

A un prerradical o se le pueden asociar dos clases de objetos de R — Mod,

T, = {MeR—-Mod|o(M)=M}
F, = {MeR-Mod|c(M)=0}

Proposicion 1.2 Sea 0 € R — pr

a) T, es cerrada bajo cocientes y coproductos.
b) Fy es cerrada bajo submddulos y productos.
Demostracion

a) Sea M € 7, y N C M, tomése el morfismo candnico junto al que induce el prerradical o,



M — M/N

= 1
o(M) — o(M/N)
entonces el inducido tiene el mismo dominio y por otro lado es epimorfismo, .. M/N <
o(M/N) < M/N de aqui el inducido es el mismo que el original, de lo que se sigue o(M/N) = M/N
Por lo tanto M/N € 7.

Sea {M;},.; € 7T, se tiene por hipotesis que o(M;) = M; para cada i € I, considerdndose
las inclusiones i; : M; — @ M; se llega a que im(i;) C o(@ M;) para cada i € I,. P M,; C
iel

icl

iel
o( M;) C @ M, por definicién de coproducto o(P M;) = @ M;.Por lo tanto @ M; € 7.
iel

icl
b) Sea M e F, y NC M

N = M
o=
o(N) — oM)=0

Por lo que se tiene la inclusién en el mddulo, se sigue que o(N) = 0.Por lo tanto N € F,.

Sea {M;},.; € Fs, se tiene por hipotesis que o(M;) = 0 para cada i € [

H M; — M;
el
7 T
o([[ M;)) — o(M;)=0
el

Se tiene que todas las proyecciones son cero para cada i € I, entonces se tiene que o([[ M;) =0
il
Por lo tanto [] M; € F,.]
i€l

Corolario 1.3 St M € T, y N € F, entonces Hom(M,N) = 0.

Demostracion

Toémese el siguiente diagrama

M — N
T T
M=c(M) — o(N)=0

Por lo tanto Hom(M,N) = 0]

Una clase C C R — Mod cerrada bajo cocientes y coproductos se llama clase de pretorsién, si
es cerrada bajo submodulos y productos se llama clase prelibre de torsion.



Lema 1.4 St una clase T es de pretorsion entonces T es cerrada bajo sumas.
Demostracion

Sea {M;},.; € 7T, se tiene por hipétesis que @ M; € 7T, ahora témese el morfismo natu-

iel
ral f: @ M; — > M;, este es epimorfismo y de aqui por el primer teorema de isomorfismo
iel iel
ST M; =2 (P M;)/nucf. Como T es cerrada bajo cocientes, > M; € T .|
iel il i€l

Proposicion 1.5 Hay una correspondecia biyectiva entre prerradicales idempotentes y clases de
pretorsion, dualmente hay una correspondecia biyectiva entre radicales y clases prelibres de torsion.

Demostracion

Sea 7 una clase de pretorsion y se define

or(M)=> {NCM|NeT}

Véase que o es un prerradical idempotente.
Primero que es prerradical.

Claramente o7 (M) C M y témese un morfismo f: M — M’

flor(M)) = fO_ANCM|NeTH Y {f(N)CM'|NeT}
AN CM'|N' €T} =or(M')

N

Por lo tanto o7 € R — pr.
Ahora que o7 es idempotente. Por como se define el orden o7 ¢ 07 < o7.

Sea Ke{NCM|NecT}setieneque K€eTyKCY{NCM|NecT}=o07(M),porlo
que K € {N Cor(M)| NeT},sellegaaque K CY{N Cor(M)|N €T} = (ogreor)(M).
Se deduce que o7 < o7 @ o7. Por ser un orden parcial es antisimétrico o7 = o7 e o7.

Considérese la siguiente correspondencia 7 — o7 —— 7,, y para ver que es biyectiva se de-
mostrard que 7 = 7,,.



Si M e T ,entonces o7(M) = M, de aqui que M € 7,,.

SiM e 7,

o1

se sabe que o7 (M) = M,porloque M => {NCM|Ne€T}yporld MeT.
Por lo tanto 7 =7, .
Sea 0 € R — pr idempotente y la correspondencia o +— 7, — o, .

Se tiene que o(M) € 7, por ser o idempotente (co(M) = o(M), es decir, o(M) € 7). Si
N C M entonces o(N) C o(M) (de aqui se sigue que todo sumando estd contenido en o (M) ), de
aqui

o(M)e{N<MIN €T} .o(M)<> {N<M|N€Tor,(M)=>» {NCM|N €T} <o(M)
Para el dual se toma @ # F C R — Mod prelibre de torsién y se define

(M) =(){N C M| M/N € F}.
Obviamente 77(M) C M.

Sea f : M — M’ morfismo, sin pérdida de generalidad se puede suponer epimorfismo, entonces

f(rr(M)) SN S M| M/N € FY) C({f(N) S M'| M/N € F}
(V{N' € M| M/fH(N) e F.N = f7H(N)}
(AN € M| M/N' € F} = 7(M)

N = MUV

N

N

Por lo tanto 77 € R — pr-.

Ahora véase que Tx: TF = T

re(M/7(M)) = ({N/m=(M) € M/re(M) | (M/75(M))/(N/r=(M)) € F}
(M {N/7x(M) € M/r=(M) | M/N € F}
(N €M | M/N € F}) /(M)

72 (M) /(M) = 0

N

Por lo tanto 77 es un radical.



Considérese la siguiente correspondencia F — 75 — F,,

Sea M € F, entonces 77(M) = ({N C M | M/N € F} =0 (por que M/0 € F), de aqui M €
Frr-

Sea M € F.., por ende 7(M) = (N\{NC M| M/NeF} = 0. Considérese el morfismo

candnico

ML I MmN
M/NeF

entonces nuc(f) = ({N C M | M/N € F} = 0 (por hipotesis), de aqui es monomorfismo, por

lo que M es isomorfo a un submédulo de  [[  M/N, pero ][] M/N € F por ser F cerrado
M/NeF M/NeF
bajo productos, y como también es cerrado bajo submddulos se tiene que M € F. Por lo tanto

F=Frr.
Sea 7 € R —pr un radical, témese la correspondencia 7 +— F, — T£, .

Se tiene que 7(M/7(M)) = 0 por ser radical, entonces 7(M) € F, (7(M) es un intersectando
de £ (M)).

Si N C M, entonces N N 7(M) € F,(por ser prelibre de torsién) y por la proposicién 1.1
T(M)/(NNT(M))=7(M/(NN7(M))) =0, de aqui NN7(M) =7(M), se llega a que 7(M) C N
( 7(M) estd contenido en todos los intersectandos). Por lo tanto 7¢, = 7.]

Proposicion 1.6 Para cada 0 € R — pr existe el mayor prerradical idempotente &, los menores
a o y existe el menor radical G de los radicales mayores o iguales que a o entre los prerradicales
idempotentes < o.

Demostracion

Considérese los siguientes prerradicales,

6(M) = Y {NCM|o(N)=N)}
s(M) = (V{NCM|o(M/N) =0}

Notar que esto tiene sentido en vista de la descripcién previa de &.

Sean T € R—pry M € R— Mod con 7 idempotente y 7 < o, como o(7(M)) C 7(M) por que
T(M) € R—Mody o € R—pr, por otro lado 7 < ¢ de lo que 7(7((M)) C o(7(M)) por hipétesis 7
es idempotente por lo que o(7(M)) = 7(M), de aqui 7(M) C > {NC M |o(N)= N} =46(M).



Por lo tanto 7 < 5.
Es posible construir ¢ y ¢ por recursion transfinita, de la siguiente forma:

&.— Si B no es un ordinal limite, entonces definase 6? = o  0P~1, si 3 es un ordinal limite,
entonces deffnase o = J\ 0®. De aqui se puede definir 6 = A 7.
a<f BeOrd
&.— Anélogamente, si 8 no es un ordinal limite, entonces definase og = (0 : 0g_1), si § es un
ordinal limite, entonces definase 03 = \/ 0,. De aqui se puede definir 6 = \/ o3.
a<p BEOTd

Proposicion 1.7 Sea 0 € R — pr,

a) St ceg =0 entonces G8G = 3.
b) Si o: 0 =0 entonces 5: 6 = 6.
Demostracion

a) Sea N C (M) tal que o(a(M)/N) = 0, entonces

0 = o(a(M)/N)
= o(o(M/N))
— o(("{K/N € M/N | o((M/N)/(K/N)) = 0})
— o({K/N € M/N | o((M/K) = 0})

(
(
= [H{K/N Co(M/N)|o(o(M/K)) =0}
= [{K/N Co(M/N)|o((M/K) =0}
= o(o(M/N))
= o(M/N)
por lo que {K Ca(M)|o(6(M)/N)=0} C{NCM|o(M/N)=0},
se tiene que ({K C (M) | o(a(M)/N)=0} DN{N C M |o(M/N) =0},
por ende & < G @G y ya se conocia que & @ & < &, por lo tanto G e 6 = &.

b) Se tendra que ver que 6(M/6(M)) = 0, pero esto es equivalente a ver M/6(M) no tiene
submddulos en T, distintos del cero. Supéngase que 6(M) C N C M tal que o(N/6(M)) =
N/&(M), entonces 6(M) C o(N) y por 1.1 se tiene que (D) = D, de aqui N C §(M), por lo que
(M) = N. Por lo tanto N/6(M) = 0.]



Proposicion 1.8 Sea 0 € R — pr, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) o es exacto izquierdo.
b) Si N C M entonces o(N)=c(M)NN para cada M € R— Mod.

c)oeag=o0yT, escerrado bajo submddulos.
Demostracion

a)=b)

O — N — M — M/N — 0

Do = Dhe =T
0 — o(N) — o(M) — o(M/N)

Claramente o(N) C o(M) N N.
Sea x € o(M)N N, entonces x € o(M) y z € N.

Como z € N, entonces z + N = 0, pero x € o(M), por lo que i5(c(g(x)))
monomorfismo se tiene que o(g(z)) = 0,de aqui = € nuc(o(g)) =* im(o(f)) =

hipétesis de ser exacto izquierdo).

Por lo tanto o(N) = o(M) N N.

b)=-a) Sin pérdida de generalidad se puede suponer N C M.

o — N L M £ M/N — 0
7 = 7 = 7
0 — o) L o) L o(M/N)
entonces
nuc(og) = o(M)NN
= o(N)
— im(of)

b)=c) o(oc(M))=0c(M)NM =o(M). Por lo tanto c e 0 = 0.

g

0,
(

)

omo %5 €s
(* por la

Sio(M)=My N C M, entonces o(N) =0c(M)NN =MNN = N. Por lo tanto N € 7T,.

¢)=b) Se tiene que o(M) € 7, por ser o idempotente y (M) NN C o(M), entonces por

hipétesis o(M) NN € T, de aqui o(c(M)NN) =oc(M)N N.

Claramente o(N) C o(M)NN C N, aplicdndose o a esta cadena se tiene o(o(N)) C o(a(M)N

N) C o(N) sustituyéndose las igualdades anteriores o(N) C o(M) NN C o(N). Por lo tanto
o(N)=c(M)NN.|



Cuando una clase de pretorsiéon es cerrada bajo submdédulos se le llamara hereditaria.

Corolario 1.9 Hay una correspondencia biyectiva entre los prerradicales exactos izquierdos y las
clases de pretorsion hereditarias.

Ejemplos
1. Zoclo y el radical de Jacobson

Zoc(M) = Y {NCM|N € R- Simp}

J(M) (J{N c M| M/N € R — Simp}

Zoc es un prerradical exacto izquierdo, mientras que J es un radical

2. S—torsién y S—divisibilidad

Un conjunto S se le llama denominador izquierdo si es multiplicativamente cerrado y
S1.Sise Syaé€ R entonces 3t € S,3b € R tales que bs = ta

S2. Sias =0 con s € S entonces It € S tal que ta = 0.

Sea S un conjunto denominador izquierdo en R, para cada M € R—Mod, t(M) es el submdédulo
de S—torsién de M, mientras que d(M) es el maximo submédulo S — divisible de M. Ambos son
radicales idempotentes, ¢ ademas es exacto izquierdo.

3. El ideal de pretorsion

Si o € R—pr entonces o(R) es un ideal bilateral, porque es invariante bajo todos los endomor-
fismos de Rpg.



TEORIAS DE TORSION

Definicién: Una teoria de torsién en R — Mod es una pareja (7,F) con 7,F C R — Mod tales
que

i) Hom(T,F) = 0 paracadaT € T, para cada F € F.
1) Si Hom(M,F) = 0 para cada F € F entonces M € 7.
1) S1 Hom(T, M) = 0 para cada T € T entonces M € F.

Esta definicién fue dada por Spencer E. Dickson.

A M € T se le llama médulo de torsiéon, N € F se le llama mddulo libre de torsiéon. A 7 se le
llama clase de torsién y a F clase libre de torsion.

Si se toma una clase C C R — Mod se puede generar una teoria de torsion de la siguiente forma

&(C)=(7T,F) donde
F = {FeR—-—Mod| Hom(M,F) =0 para cada M € C}
7 = {T €R-Mod| Hom(T,F) =0 para cada F' € F}

T es la menor clase de torsiéon que contiene a C. Dualmente C cogenera un teoria de torsién
x(C) = (7, F) tal que F es la menor clase libre de torsién que contiene a C.

Se dice que una clase C es cerrada bajo extensiones si para toda sucesion exacta

0—M —M-—M —0
con M', M" € C, entonces M € C.

Proposicion 2.1 T es una clase de torsion para alguna teoria de torsion si y sélo si T es cerrada
bajo cocientes, coproductos y extensiones.

Demostracion

Sea (7, F) una teorfa de torsién, M € 7, M’ € F, N C M, y el siguiente diagrama conmutativo

Mo 2w

L/



Todo morfismo de M en M/ es el cero, entonces todo morfismo de M/N en M/ es el cero, pero
esto es para toda M’ € F, de aqui M/N € T.

Sea {M;},.; € T, N € F entonces
Hom(EP M;, N) = [[ Hom(M;, N) = [J0: =0
iel iel iel

Por lo tanto @ M; € T.
iel

Sea 0 — M’ —L M —% M — 0 exacta con M, M"eT.

Si N es libre de torsion, a : M — N, considéerese que af = 0, de aqui que o induce un & de
M” en N, pero @ =0 ya que M" € T, entonces a = 0. Por lo tanto M € 7.

Sea T cerrada bajo cocientes, coproductos y extensiones, considérese N la teoria de torsién
generada por 7. Claramente 7 C N/, falta ver que N C 7.

Sea M € N, entonces existe N C M con N € T médximo (por ser clase de pretorsién), para
mostrar que M = N basta ver que M/N € F. Supdéngase que o : L — M /N para alguna L € T,
entonces ima € 7, si a # 0 entonces ima = K/N para algun submédulo N C K C M,

0—N—K-—K/N—0

por ser 7 cerrado bajo extensiones K € 7. Pero esto contradice el hecho de que N es méximo,
entonces « tiene que ser cero. Se sigue Hom(L, M /N) = 0 para cada L € 7, entonces M /N € F.Por
lo que M = N y por lo tanto 7 = N .|

Proposicion 2.2 F es una clase libre de torsion para alguna teoria de torsion si y solo si F es
cerrada bajo submddulos, productos y extensiones.

Demostracion

Sea N C M € F, K € T, considérese la inclusién ¢ : N — M y apliquese el funtor Hom(K, _),
por ser exacto izquierdo manda monomorfismos en monorfismos entonces

Hom(K,N) — Hom(K,M) =0

es monomofismo, por lo que Hom(K, N) = 0 para cada K € 7. Por lo tanto N € F.

Sea {M;},.; € F, N € T, entonces



Hom(N,[[M:) = [ Hom(N, M;) = []0: =0
el i€l i€l

Por lo tanto [[ M; € F.
i€l

Sea M, M/N € F,como (7,F) es una teorfa de torsién, 7 en particular es una clase pretorsién
tiene su prerradical idempotente ¢, un médulo M es libre de torsién si y solo si t(M) = 0, ya que
M € F siy solo si Hom(N, M) = 0 para cada N € 7. Considérese

0O — N — M — M/N — 0,
se toma el morfismo canénico de M en M/N y el inducido por ¢

M — M/N
o= 1
t(M) — 0
de donde t(M) C N, entonces t(M) = t(t(M)) C t(N) = 0 ( por ser t idempotente), de
aqui t(M) = 0, por lo que M € F. Por lo tanto F es cerrado bajo extensiones.

Para el regreso considérese que F es una clase prelibre de torsién, se toma al radical ¢ asociado
a F y se propone como teorfa de torsién a (7z, F,)

i) Por el corolario 1.3.

ii) Sea M € R — Mod tal que para cada N € F; Hom(M,N) = 0, entonces considérese el
morfismo canénico II : M — M /t(M) como ¢ es un radical M/t(M) € Fy, entonces II = 0, de lo
que se sigue que M = t(M). Por lo tanto M € 7;.

Observacion. t es idempotente
Demostracion

Considérese la sucesién exacta

0 — ¢(M)/t(t(M)) — M/t(t(M)) — (M/t(t(M)))/(t(M)/t{t(M))) — 0
Del tercer teorema de isomorfismo se tiene que (M /t(t(M)))/(t(M)/t(t(M))) = M /t(M).

Ahora como t es radical t(M)/
M/t(t(M)) € F, entonces t(M/t(t
el lema 1.1 entonces t(M)/t(t(M))
idempotente.

(HAD), M/
M))) = 0. Com
= t(M/1(t(M))

€ F, pero es cerrado bajo extensiones entonces
t(t(M)) C t(M) y t es radical se puede aplicar
0, de aqui t(M) = t(¢(M)). Por lo tanto t es

t )
( 0
)



ili) Sea M € R — Mod tal que para cada N € T, Hom(N,M) = 0, témese la inclusién
t(M) — M, como t es idempotente t(M) € Ty, entonces la inclusién es el morfismo cero, de lo que
t(M) = 0. Por lo tanto M € F;.|

De la proposicién 2.2 y de la proposiciéon 1.5 se tiene:

Proposicion 2.3 Hay una correspondencia biyectiva entre los radicales idempotentes y las teorias
de torsion.

Corolario 2.4 Si o es un prerradical idempotente, entonces & es el radical idempotente corre-
spondiente a la teoria de torsion generada por 7.

Demostracion

Como 7 es el menor de los radicales idempotentes que contienen a o, debe de corresponder a
la clase de torsién mds pequetia que contiene a 7. |

Proposicion 2.5 Sea C una clase cerrada bajo cocientes. La clase de torsion generada por C con-
siste en todos los mddulos M tales que cada cociente (diferente de cero) de M tiene un submddulo
en C.

Demostracion

Sea (7,F) la teorfa de torsién generada por C. Como C es cerrada bajo cocientes, un médulo
pertenece a F si y solo si el inico submédulo en C es cero. Se afirma que M € 7T si y solo si M
no tiene cocientes ( diferentes del cero) en F y esto se sigue de las propiedades de las teorfas de
torsion. |

Ejemplos

1. Teorias de torsion que se escinden.

Una teoria de torsién se escinde si el submdédulo de torsién de M es sumando directo de M.
Ejemplo

Si e es idempotente central en R, y definase t(M) = eM para cada M € R — Mod, entonces se
tiene una teoria de torsién que se escinde con

T = {MeR-Mod|eM =M}
F = {MeR—-Mod|eM =0}.



Una teoria de torsién que se obtiene de esta manera se dice que se escinde centralmente.
2. Mdédulos Divisibles

Sea K € R—Mod, la teorfa de torsién generada (D, R) por K (abusando de la notacién cuando
se refiere a {K}) puede ser descrita gracias a la proposicién 2.5:

D = {MeR-Mod|Hom(K,M') =0 para cada M' = M/N # 0}
R = {Me€R-Mod|Hom(K,M) =0}

Los médulos en D son llamados K —divisibles y los de R son K —reducidos. Un médulo M
contiene un submdédulo K —divisible maximo d(M). Se puede definir un prerradical ¢:

q(M) = Z Ima

acHom(K,M)

Claramente q es idempotente y d = ¢. Un caso particularmente interesante es cuando K = E(R),
cada médulo inyectivo es E(R)—divisible. De hecho, la clase de los médulos E(R)—divisibles resulta
ser la clase de torsién generada por la clase de médulos inyectivos.



TEORIAS DE TORSION HEREDITARIAS

Una teorfa de torsién (7,F) es llamada hereditaria si 7 es hereditaria, esto es, 7 es cerra-
da bajo submoédulos. De la proposicién 1.8 esto ocurre si y solo si el radical asociado ¢ es exacto
izquierdo. Junto con el corolario 1.9 y la proposicién 2.3 se tiene que:

Proposicion 3.1 Hay una correspondencia biyectiva entre las teorias de torsion hereditarias y
los radicales izquierdos exactos izquierdos.

Proposicién 3.2 Una teoria de torsion (T, F) es hereditaria si y solo si F es cerrada bajo cdpsu-
las inyectivas.

Demostracion
=) Sea t el radical asociado y M € F, como t es exacto izquierdo entonces
tEM))NM =t(M)=0.

Como M <1 E(M) (todo médulo es esencial en su cédpsula inyectiva), entonces t(E(M))
que implica que E(M) € F.

0,

<) SiM eTy N C M, se considera el siguiente diagrama donde (3 es el canénico

0 — N — M
ﬁ\ la
E(N/t(N))

Se tiene que E(N/t(N)) es inyectivo entonces existe « que hace el diagrama conmutativo.

Por ser ¢ radical t(N/t(N)) =0 de aqui N/t(N) € F. F es cerrada bajo cdpsulas inyectivas lo
que dice que E(N/t(N)) € F. Como M € T entonces Hom(M, E(N/t(N))) = 0 de lo que 5 =0,
de aqui N/t(N) = 0 entonces N =¢(N), de aqui N € 7.

Por lo tanto 7 es cerrada bajo submdédulos. |



Proposicién 8.8 Sea C C R — Mod cerrada bajo cocientes y submddulos. Entonces £(C) es
hereditaria.

Demostracion

Por la proposicién anterior basta probar que F es cerrada bajo capsulas inyectivas. Sea N € F,
MeCy

f:M— E(N)con f#0

Se tiene que Imf € C por ser cerrada bajo cocientes, como Imf # 0y N < E(N), entonces
ImfNN #£0.Pero 0# Imf NN C N, entonces Imf NN €7 NF! Contradiccién y esta viene de
suponerse f # 0, entonces f = 0. Por lo tanto E(N) € F.|

Corolario 3.4 Si o es un prerradical exacto izquierdo entonces & también.
Demostracion

7, es una clase de pretorsién hereditaria, por proposicién 3.3 y corolario 2.4 75 es una clase de
torsién hereditaria. Por lo tanto & es exacto izquierdo.

Corolario 3.5 Si o es un prerradical exacto izquierdo entonces o(M) < &(M) para cada
M e R— Mod.

Demostracion

Sea L Ca(M)y LNo(M) =0, entonces o(L) = LNo(M) = 0, se sigue que (L) = 0.Pero
g(L)y=a(M)n L= L. Por lo tanto o(M) < &(M).]

Proposicion 3.6 Una teoria de torsion hereditaria es generada por la familia de mdédulos ciclicos
R/I que son mddulos de torsidn.

Demostracion
Un médulo es de torsién si y solo si cada submodulo ciclico es de torsién.

Sea M tal que para cada © € M, Rx € 7T entonces M = > Rx e T.|
zeM

Una teoria de torsién queda unicamente determinada por la familia de ideales izquierdos I para
los cuales R/I es un médulo de torsion.



Proposicion 3.7 Una teoria de torsion es hereditaria si y solo st puede ser cogenerada por un
mddulo inyectivo.

Demostracion
Sea F € R— Mod inyectivoy T = {M € R— Mod | Hom(M, E) = 0}
SiMeTyLCMyO0#a:L—F

0 — L — M

N
E

Por ser E inyectivo se puede extender a uno en M, contradiccién, de aqui o = 0.
Por lo tanto L € T

Sea (7,F) una teorfa de torsién hereditaria. Péngase a E = ][] FE(R/I) entonces E € F.
R/IEF

Por otro lado si M ¢ 7T entonces existe un submédulo ciclico N € M con 0 # o : N — K
para alguna K € F.

La imagen de a es ciclica y libre torsion, lo cual induce un monomorfismo de N en E. Recor-
dando a FE, producto de inyectivos es inyectivo, por lo que E es inyectivo.

0O — N — M

N
E

Por ser E inyectivo se induce un morfismo de M en F distinto de cero. Por la proposiciéon an-
terior se acaba de probar que M € T siy solo si Hom(M, E) = 0, que es equivalente a x(F) = 7.
Por lo que E cogenera 7 .|

Lema 3.8 Si L, M € R— Mod, entonces Hom(L, E(M)) = 0 si y solo si Hom(N, M) = 0 para
toda N submodulo ciclico de L.

Demostracion

Claramente L € 7 = x(E(M)), de aqui 7 es hereditaria en N € 7 VN C L, en particular para
N ciclico, por otro lado M € F ya que E(M) € F. Por lo tanto, Hom(N, M) = 0 para todo N
submédulo ciclico de L.



Para el regreso, si (T, F') es la teoria de torsién generada por los submédulos ciclicos de L se
tiene por la proposicién 3.6 que esta teoria de torsién es hereditaria, entonces E(M) € Fy L€ T.
Por lo tanto Hom(L, E(M)) =0 .|

Proposicién 3.9 Sea T = x(FE) con E inyectivo, entonces M € F si y solo si M es submddulo
de un producto directo de copias de E.

Demostracion

Sea 0 # M € F entonces existe x # 0 en M, por ser F clase libre de torsion Rx € F de
aqui Rx ¢ T por lo que Hom(Rx, E) # 0. Como F es inyectivo, se tiene que para toda 0 # = € M,
existe u, : M — E tal que p.(z) # 0.

Se puede dar un morfismo n: M — E! donde I = Hom(M,E) definido como n(z) =
(u(z))per. Noétese que n(z) = 0 entonces pu(z) = 0 para cada p € I en particular para pg, de

aqui x = 0. Por lo tanto n es monomorfismo y M es un submédulo de un producto directo de copias
de F.

Por construccién de la teoria de torsién F es libre de torsion, entonces el producto directo de
copias F también es libre de torsién del cual M es un submddulo libre de torsién. |

Ejemplos
1. Cogenerador Inyectivo

Un cogenerador inyectivo para R — Mod es lo mismo que un médulo inyectivo cogenerando la
teorfa de torsién (0, R — Mod)

2. S-torsidn

Si S esun conjunto denominador izquierdo en R, entonces los médulos de S-torsién y S-libre
de torsién forman una teoria de torsién hereditaria.

3. Localizaciones Conmutativas

Sea R una anillo conmutativo y P < R ideal primo. Si S = {a € R| a ¢ P} entonces la S-
teorfa de torsién es cogenerada por E(R/P). De hecho, 0 # x € R/P implica que Ann(z) = P,
de aqui R/P es S-libre de torsién y también E(R/P) es S-libre de torsién. Por otro lado, si
Hom(M,E(R/P)) = 0 entonces Ann(z) ¢ P para toda z # 0 en M, por lo tanto M es un médulo
de S-torsién.



TOPOLOGIAS LINEALES

Un grupo abeliano G es un grupo topolégico si esta equipado con una topologia tal que

S(a,b) = a+b

inv(a) = -—a
son funciones continuas de G x G — G y de G — G respectivamente.
Para una a € G fija, la translacién z — a + 2 es un homeomorfismo, de aqui que U es vecindad

de a siy solo si U — a es una vencindad de 0. La topologia de G estd completamente determinada
por el filtro A de vecindades del 0. Este filtro satisface:

N1. Para cada U € NV, existe V € N tal que V +V C U.
N2. Si U € NV entonces —U € N.

Reciprocamente, si G es un grupo abeliano con un filtro de subconjuntos A los cuales tengan
al 0 como elemento y A satiface N1 y N2, entonces existe una tinica topologia que hace G un grupo
topolégico con N como sistema de vecindades del 0.

=) N1. Sea U € N, , entonces S~1(U) = Vi x V5 es una vecindad (0,0)en G x G. De
aqui Vi + Vo = S(Vy x Vo) = S(S7L(U)) = U.

Haciendo V=V, NV, € N, entonces V +V CV; + Vo =U.
N2. Sea U € N entonces —U = inv~1(U) € N.

<) Se define el filtro de vecindades de cada punto z € G como N, = {z+U C G |U € N},
de aqui el sistema de vecindades de la topologia serd

V={UCG|Ue€ N, para alguna = € G} (por convencién se llamard N' = Np).

Como bien se sabe dado un sistema de vecindades la topologia es unica, asi que solo basta ver
que esta hace a G un grupo topoldgico.



S) Sean z,y € Gy U € Ny, entonces U = (z 4+ y) + V para algin V € N, de aqui V =
U — (z +vy), por N1 existe W € N tal que W + W C V, por lo que S(W +z) x (W +y)) =
(W+z)+(W+y) CU donde (W +z)+ (W +y) € Nyty, pero (W +z) x (W +y) es una vecindad
de (z,y) en G x G. Por lo tanto S es una funcién continua.

inv) Sea x € Gy U € N_, entonces U = V — z para algin V € N inmediatamente por N2
—V € N por definicién x — V € N, pero x — V = inv~1(V — z). Por lo tanto inv es una funcién
continua. |

Si H es un subgrupo de un grupo topoldgico G, entonces H es abierto si y solo si H tiene algun
punto interior.

Supéngase que H tiene algun punto interior z, entonces existe U € N, tal que U C H, pero
U=V +xpara algin V € N,de aqui V = U — x C H por ser H subgrupo. Sea y € H entonces
y+V CHyy+V €N, porloque y es punto interior. Por lo tanto H es abierto. ]

De aqui el conjunto de todos lo subgrupos abiertos de G forman un filtro en el conjunto de
todos los subgrupos de G.

Un anillo topolégico es un anillo R con una topologia que lo hace un grupo topolégico bajo la
suma, y la funcién P(a,b) = ab es continua de R x R — R. Como se puede escribir

ab—zy = ab—azb—ay+axy+ay—axy+azb—2xy
= (a—2)b—y)+ (a—2)y+a(b-y)

la continuidad de la multiplicacién solo requiere:

i) Para cada a € R, x — ax y x +— za son continuas en 0.

ii) la funcién (a, b) — ab es continua en (0,0)

suponiéndose que G ya es grupo topoldgico.

Si R es un anillo topolégico, el filtro A/ de vecindades del 0 satisface N1, N2 y también:
N3. Paracadaa € Ry U € N, existe Ve N tal que aV CU y Va C U.

N4. Para cada U € NV, existe V € N tal que VV C U.



Reciprocamente, si R es un anillo con un filtro de subconjuntos N del 0 y N satiface N1-N4,

entonces existe una tnica topologia que hace R un anillo topolégico con A como sistema de vecin-
dades del 0.

=) N3. Sean @« € Ry U € N, se observa que las funciones 7, y I, d¢ R — R definidas
como 74(x) = ax y lo(x) = wa son funciones continuas, usando este hecho Vi = r;}(U) € N
y Vo = I;1(U) € N.Definase V. = Vi N Vy € Nentonces aV = r,(V) C ro(r;'(U)) = U y
aV =1,(V) Cla(I71(U)) = U.

N4. Sea U € N, , entonces P~1(U) = V; x V5 es una vecindad del (0,0), de aqui V1V, =
P(Vy x Vo) = P(P7Y(U)) =U.

Haciendo V = V; NV, € N, entonces VV C V; Vo = U.

<) Anélogamente definase el mismo sistema de vecindades que en el grupo topoldgico, solo
basta ver que que P es una funcién continua.

Sea a,b € Ry U € Ny, entonces U = ab+V con V € N,de aqui V = U — ab, por N1 existe
Vi e N tal que V7 + V71 C V, aplicando de nuevo N1 a V' se tiene que existe V; € N tal que
Vi + Vi CV/, inmediatamente Vi + V1 +V; CVI4+VIC V.

Ahora haciendo uso de N3 en V; existe Vo € A tal que aVy C Vi y Vab C Vi, por lo que se
tiene aVa 4 Vaob C V4 + V4. Por otro lado se usa N4 en V; por lo que existe Vi € A tal que VaVs C V.

Definase W = Vo N V3 € N, entonces WW + aW + Wb C V, sumando ab se tiene lo buscado
P(W+a)x (W+0b)=WW +aW + Wb+ ab C U. Por lo tanto P es una funcién continua. |

Supéngases que R es un anillo topolégico con N como sistema de vecindades del 0. Un R-médu-
lo izquierdo topolégico es R-médulo izquierdo con una topologia tal que M es un grupo topolégico
con la suma y la funcién R x M — M definida por A(a,z) = az es continua. Las pasadas consid-
eraciones pueden repetirse para modulos, asi el filtro M de vecindades del 0 esté caracterizado por
N1, N2 (En adelante se llamaré M al filtro de vecindades del 0 del médulo y N al del anillo R)

NMS3. Para cadax € M y U € M, existe V € N tal que Vo C U.
NM4. Para cada U € M y a € R, existe V € M tal que aV C U.
NMS5. Para cada U € M, existen V € M y W € N tales que WV C U.

Reciprocamente, si M es un R—moddulo con un filtro de subconjuntos M del 0 y M satiface
N1-N2 y NM3-NM5, entonces existe una unica topologia que hace M un médulo topolégico con M



como sistema de vecindades del 0.

=) NM3. Sean z € M y U € M obsérvese que la funcién A\, de R — M definida como A, (a) =

az es una funcién continua, usando este hecho V = \;1(U) € N jentonces Vo = \,(A\;1(U)) =U .

NM4. Sean a € Ry U € M,definase pq : M — M como pi,(x) = ax esta funcidén también es
continua, por esta propiedad

V =pu; (U) € M ,entonces aV = p,(u; ' (U)) = U.

NM5. Sea U € M entonces A™H({U) = W xVeconV € My W € N. por lo que U =
AATHU)) =AW x V) =WV.

<) Andlogamente se tomard el sistema de vecindades que proporciona M.

Seana € R,z € My U € My, entonces U =V 4 azx con V € M, por N1 existe VI € M tal
que V/+ V1 C V, aplicando de nuevo N1 a V' se tiene que existe V7 € M tal que Vi +V; C V',
inmediatamente Vi + V1 + Vi CVI4+ VI C V.

Ahora haciéndose uso de NM3 y NM4 en V; existen Vo € Ny V3 € M tales que aV3 C Vi y
Vox C Vi, por lo que se tiene aVs + Voxr C Vi 4+ V. Por otro lado se usa NM5 en V; por lo que
existe V3 € Ny Vs € M tales que V4V C V;.

Definiéndose W = Vo NV, e Ny W = V3N Vs, entonces WW’' + aW' + Wax C V, sumando
ax se tiene lo buscado A(W +a) x (W' +z)) = WW' + aW’' + Wz + ax C U. Por lo tanto A es
una funcién continua. |

Un R es un anillo topoldgico es un anillo topolégico lineal izquierdo si existe un base de vecin-
dades del 0 que consiste en ideales izquierdos. El conjunto F de todos los ideales izquierdos abiertos
cumplen:

T1.Sil e FylICJentonces J € F.

T2.Si1,J € F entonces INJ € F.

T3.Siae€ Ry I e Fentonces (I:a) € Fdonde (I:a)={reR|racl}.
Los dos primeros dicen que F es un filtro, mientras que T3 viene de N3.

Reciprocamente si F es un conjunto de ideales izquierdos de R, que cumple T1-T3 entonces
hay una unica topologifa lineal izquierda en R con F como base de vecindades del 0.



=) T1,T2. Se siguen de que el conjunto de subgrupos abiertos de un grupo topolégico formen
un filtro.

T3. Sean a € Ry I € F entonces por N3 existe J € F tal que Ja C I, de aqui J C (I : a). Por
T1(I:a) € F.

<=) Sea N el filtro de vecindades de 0 generado por F.Nétese que F C N.
N1. Sea U € N entonces existe I € F tal que I CU pero I +1=1.

N2. Sea U € N entonces existe I € F tal que I C U, de aqui I = —I C —U. Por ser N filtro
-UeWN.

N3. Sea U € Ny a € R entonces existe I € F tal que I C U, por lo que al C I C U. Por otro
lado (I : a) € F se sigue (I : a)a C I C U, haciendo J =1N (I : a) se tiene que aJ CU y Ja C U.

N4. Sea U € N entonces existe [ € F talque I C U pero IT C I. Aqui I = {ab € R | a,b € R},
nétese que no tiene por que tener estructura alguna.

Como N cumple N1-N4 entonces existe una tinica topologia que hace R anillo topoldgico con
N como sistema de vecindades del 0, pero por construccién F es una base para las vecindades del
0 por lo que es una topologia lineal. |

Sea R un anillo topoldgico izquierdo con F como conjunto de todos los ideales izquierdos abier-
tos. Un R—médulo izquierdo topoldégico es llamado un mddulo topologico lineal si tiene una base
de vecindades del 0 consistente en submoddulos. Los submddulos abiertos de M satisfacen:

TM1. Si L C L’ son submdédulos de M y L es abierto, entonces L’ es abierto.
TM2. Si L, L’ son submédulos abiertos entonces L N L’ es abierto

TM3. Si L es un submédulo abierto y @ € M, entonces (L : ) € F donde (L : z) =
{reR|rzelL}.

Reciprocamente, estos axiomas definen una tnica topologia lineal en M.
=) TM1 y TM2. Anédlogamente que T1 y T2

TM3. Sean x € M y L un submédulo abierto entonces por NM3 existe J € F tal que Jx C L,
de aqui J C (L : x). Por TM1 (L : x) € F.



<=) Sean M el filtro de vecindades de 0 generado por el filtro de submdédulos abiertos de M

y F el conjunto de ideales izquierdos abiertos de una topologia lineal para la cual los submdédulos
abiertos de M cumplan TM1-TM3.

N1. Sea U € M entonces existe N submaddulo abierto tal que N C U pero N + N = N.

N2. Sea U € M entonces existe N submddulo abierto tal que N C U, de aqui N = —N C —U.
Por ser M filtro —U € M.

NMs3. Sean U € M y x € M entonces existe N submoddulo abierto tal que N C U, por TM3
(N:z)e Fy(N:z)xCNCU.

NM4. Sean U € M y a € R entonces existe N submdédulo abierto tal que N C U, por lo tanto
aN CNCU.

NMS5. Sea U € M entonces existe N submoddulo abierto tal que N C U, por ser F filtro R € F
de aqui RN C N CU.

Como M satiface N1-N2 y NM3-NM35 por lo tanto existe una tnica topologia que a hace a M
en un maédulo topolégico, por construccién tiene como base de las vecindades del 0 a los submédulos
abiertos del 0 se tiene que M es un médulo topoldgico lineal. |

Para M € R— Mod existe la topologia lineal mas fina de M con respecto a F, llamada la dnica
para la cual los el conjunto de submddulos abiertos es

FM)={LC M| (L:z)e€ F,paracadaz € M}

F(M) cumple TM1 y TM2 como consecuencia de T1 y T2 para F,mientras que TM3 lo satis-
face por definicion.

Esta topologia es llamada la F-topologia en M. En particular esta topologia es la misma que
la dada en R.

La F-topologia de M es discreta si y solo si el aniquilador izquierdo Ann(x) € F para cada
x € M. Se llamara a un médulo M, F-discreto si la F-topologia de M es discreta.

Lema 4.1 La clase de modulos F-discretos es una clase de pretorsion hereditaria.
Demostracion

Sea M F-discreto y N C M, entonces Ann(z) € F para toda x € My Ann(z) C Ann(x + N)
para toda x € M, aplicando T1 Ann(x + N) € F para toda z + N € M/N. Por lo tanto M/N es



F-discreto.

Sea {M;};c; una familia de médulos F-discretos entonces Ann(z) € F para cada x € M; y

para cada i € I, si ® € @ M; se tiene que Ann(®) = [ Ann(®(i)), como este es un nimero
iel B(i)#0
finito se puede usar T2 para ver que (| Ann(®(i)) € F. Por lo tanto €@ M, es F-discreto.
B(i)#£0 i€l

De aqui que sea una clase de pretorsion.

Como un médulo M es F-discreto si y solo si Ann(z) € F para toda x € M, en particular si
N C M, Ann(x) € F para cada x € N, por lo que N es F-discreto.

Por lo tanto es una clase de pretorsién hereditaria. |

Por el corolario 1.9 a F le corresponde un prerradical exacto izquierdo ¢, y se tiene que

t(M)={x e M| Ann(z) € F} paracada M € R— Mod

Sera conveniente llamar ¢(M) al submédulo de F-pretorsion de M. Se usaran alternativamente
los términos "médulo F-discretoz "modulo de F-pretorsién”.

El corolario 1.9 puede ser extendido a:
Proposicion 4.2 Hay una biyeccion entre:
1)Topologias lineales izquierdas

2)Clases de pretorsion hereditarias de R — Mod
3)Los prerradicales exactos izquierdos de R — pr.

Demostracion

Sea F una topologia lineal izquierda y definase F EA {M € R—Mod | Ann(x) € F, para cada x €
M}, estd bien definido por el Lema 4.1. Si C es clase de pretorsién hereditaria entonces definase

C%{I<R|R/IeC}=Fe.

Véase F¢ es una topologia lineal izquierda.



T1) Sea I € Fey I C J, entonces R/I € C por ser C de pretorsion se tiene que (R/I)/(J/I) € C,
pero se sabe que (R/I)/(J/I) = R/J. Por lo que R/J € C y de aqui J € Fe.

T2) Sean I,J € F¢ entonces R/I,R/J € C, bajo la hipdtesis de que C es clase de pretorsién
R/I ® R/J € C y aparte se sabe que R/(INJ) C R/I @ R/J, aplicando que es hereditaria
R/(INJ)€C. Porlo tanto INJ € Fe.

T3) Sean I € F¢ vy a € R entonces la multiplicacién por la derecha por a r, induce una sucesién
exacta

0— (I:a) 2= R R/

de donde R/(I : a) € R/I, haciendo uso de que C es hereditaria R/(I : a) € C. De donde
(I : a) e Fe.

Ahora véase que g(f(F)) = Fy f(g(C)) = C.Sean F una topologia lineal izquierda y C una
clase de pretorsién hereditaria.

g(f(F)) = g{{M € R— Mod| Ann(z) € F, para cada z € M })
{I<R| paracadax+1I € R/I, Ann(z+1I) € F}
{I<R|(I:a)eF, paracadaa € R} =F

Primero F C g(f(F)) por T3 y sea I € g(f(F)) entonces (I : a) € F para cada a € R, en
particular 1 € Ry I = (I : 1) € F.Por lo tanto g(f(F)) = F.

f(9(C)) f{I < R|R/T€C})

{M € R— Mod | Ann(z) € ¢g(C), para cada x € M}
= {Me€R—-Mod| R/Ann(z) € C, para cada x € M}
= {MeR-Mod|N e€C,NC M submédulo ciclico}

C

Fécilmente se puede ver que C Cf(g(C)) por ser hereditaria y el regreso C Cf(g(C)) se sigue de
la demostracién de la proposicién 3.6.]

Por la proposicion anterior se dedujo que la clase de pretorsién hereditarias y la clase de pre-
rradicales exactos izquierdos sobre R — Mod son conjuntos ya que la clase de todas las topologias
lineales izquierdas es un conjunto.



Si R es un anillo y F es el conjunto de ideales izquierdo de R que cumplen T1-T3, se abusara del
lenguaje y se llamara a F una topologia de R. La correspondiente topologia lineal de R es llamada
la F-topologia en R, de acuerdo con la teminologia ya introducida.

Por una base para una topologia F se referird a un subconjunto B C F tal que para todo I € F
exista J € B tal que J C I.

Ejemplos
1. Topologias Separadas

Un grupo topolégico se llama separado si cada punto es cerrado. Una topologia I de ideales

izquierdos es separada si y solosi (] I =0.
IeF

Para demostrar esta observacion se usara el siguiente lema.

Lema Sea A un subconjunto de un grupo topoldgico G y U es el sistema de vecindades del 0,

entonces A= (| A+U.
Ueu

Demostracion

SiU €Uy x e Aentonces x — U es una vecindad de z, de aqui existe a € AN (z — U). Se

puede escribir @ = z—wu para alguna u € U. Por lo que * = a+u € A+U.Porlotanto A C (| A+U.
Ueu

Para la otra contencién supéngase que x € (| A+ U y que V es una vecindad de z, definase
ueu
W=x—-V €U ysesiguex € A+ W, si escribase = a+w con a € Ay w € W téngase que
a=z—weEzx—-W=z—(r—V) =1V entonces a € ANV. Por lo que ANV # & para toda
vecindad V' de z. Por lo tanto A D (| A+ U]
Ueu

Notese que un anillo topolégico en particular es un grupo topolégico y que en este caso U = F.

Si se hace A = 0, entonces se tiene que 0 = () (0+1)= ) I.
IeF IeF

Si cada punto es cerrado en particular el cero es decir 0 =0 = () 1.
IeF

Si N I=0entonces{a} =( () I)+a= () (I+a)={a} paracada a € R.|
IeF IeF IeF

2. La topologia I-ddica



Si I es un ideal bilateral de R, las potencias I"™ forman una base para una topologia lineal de R,
llamada usualmente la topologia I—éddica. La topologia I—4dica es separadasiysolosi () I™ =0.

neNt
Véase que () I"=0siysolosi [ J =0, nétese que {I" | n € Nt} C F por lo que la ida
neNt JeF
se sigue facilmente, de este mismo hecho se ve que [ I" 2 () J. Como {I" | n € NT} es una

neN+t JEF
base entonces (| I™C () J.Porlotanto (| I"= (| J=0.]
neNt JEF neN+t JeF



TOPOLOGIAS DE GABRIEL

Una teoria de torsién hereditaria corresponde a un topologia lineal para la cual la clase de
moédulos discretos es cerrada bajo extensiones. Para caracterizar dichas topologias se puede intro-
ducir otro axioma:

T4. Si I es un ideal izquierdo y existe J € F tal que (I : a) € F, para cada a € J, entonces
IekF.

Una familia F de ideales izquierdos de R que satisface los axiomas T1-T4 es una topologia de
Gabriel izquierda de R.

Proposicion 5.1 Hay una correspondencia biyectiva entre
1) Las topologias de Gabriel izquierdas.

2) Las teorias de torsion hereditarias para R — Mod.

3) Radicales exactos izquierdos en R — Mod.
Demostracion

Ya se ha demostrado en la proposicién 3.1 la correspondencia biyectiva entre las teorias de
torsién hereditarias y los radicales exactos izquierdos.

Sea I una topologia de Gabriel y 0 — M’ J M <5 M — 0 una sucesién exacta corta
con M’ M" médulos F-discretos. Para toda € M se pone I = ann(g(x)), entonces I € F y para
cada b € I se tiene que bx € Imf = M'. De aqui ann(bzx) € F, como a nn(bx) = (ann(z) : b) por
T4 se tiene que ann(z) € F.

Por lo tanto M € F—discreto, ahora como la clase de pretorsién hereditaria es cerrada bajo
extensiones entonces es una clase de torsién hereditaria.



Por otro lado, véase que si 7 es una clase de torsién hereditaria la topologia correspondiente
F={I <R|R/I €T} cumple con T4.

Sea I un ideal izquierdo de R que cumple (I : a) € F para toda a€ I para algin J € F y
témese la sucesién exacta

0— J/(INJ)— R/T — R/(I+J) —0

pero R/J € F, usando que es clase de torsiéon se ve que (R/J)/((I + J)/J) € F, pero por el
tercer teorema de isomorfismo se tiene (R/J)/((I+J)/J) = R/(I+J), por lo que R/(I+J) € F.

Ahora considérese que
InJ:a)={IT:a)N(J:a)=UT:a)NR=T:a)eF
como el ann(a+ (INJ)) = (INJ :a) entonces J/(INJ) € T.Como 7 es clase de torsién

entonces es cerrada bajo extensiones po lo que R/I € 7. Por lo que I € F.|

Si F es una topologia de Gabriel en R la clase de torsién hereditaria correspondiente consiste en
todos los médulos que son F-discretos, o equivalentemente, para los que para todos usus elementos
son aniquilados por algin ideal de F. Estos médulos son llamados médulos de F-torsién.

Lema 5.2 Si F # @ es un conjunto de ideales izquierdos que satisface T3 y T4, entonces F
satisface T1 y T2.

Demostracion
T1) Como F # & entonces existe I € F y se toma a € I, por T3 (I : a) € F pero (I : a) = R.
Sea K € Fy K CJ tiene que para toda a€ K, R= (J : a) € F, aplicando T4 J € F.

T2) Sean I, J € F,sia € Jentonces (INJ :a) =T :a)N(J:a)=({:a)NR=(I:a)€ F por
T3, por lo que se tiene que (INJ : a) € F, para cada a€ J, haciéndose uso de T4 se tiene INJ € F.|

Este lema es bastante 1til, ya que gracias a él cuando se quiera ver si un conjunto de ideales es
una topologia de Gabriel solo bastara checar que cumple T3 y T4.

Lema 5.3 Sea F una topologia de Gabriel . Si I,J € F entonces JI € F.

Demostracion



Para toda a € F, se tiene que J C (JI : a), por T1 (JI : a) € F y usando T4 se tiene JI € F.|

Si F y Fa son topologias de R, se dice que F; es més burda que F» (y que F7 es mds fina que Fs)
si F1 C Fs. Ya que es claro que la interseccion de dos topologias es una topologia, las topologias de
R forman una reticula completa Top(R). Como también cada interseccién de topologias de Gabriel
es una topologfa de Gabriel, hay un operador clausura J en Top(R) el cual a cada topologia calA le
asocia la mas burda topologia de Gabriel J(calA) més fina que A. La proposicién 3.1 establece un
isomorfismo de reticulas entre Top(R) y la reticula de clases de pretorsién de R—mddulos. Si calA
es una topologia entonces J(calA) es la topologia de Gabriel correspondiente a la teoria de torsién
hereditaria generada por la clase de los médulos calA-discretos.

Proposicién 5.4 Si A es una topologia lineal en R, entonces J(A) = {I < R | para cada
ICJ J#R, existea ¢ J(J:a) € A}

Demostracion

Aplicando la proposicién 2.5 a C = {J/I | I € A}, véase que C es cerrada bajo cocientes. Sea
J/I C K/I con K/I € C por T1 J € A, entonces K/J € C pero K/J = (K/I)/(J/I), de aqui C es
cerrada bajo cocientes.

De aqui la la clase de torsién 7 generada por C es {M € R — Mod | para todo M/N #
0,existe K/N € C con K/N # 0}, por lo que ya se ha visto J(A) = {I < R|R/I €T}. Clara-
mente C es cerrada bajo cocientes y por la proposicién 3.3 se tiene que 7 es hereditaria, por lo que
por la proposicién 5.1 J(A) = {I < R | para cada I C J,J # R, existe a ¢ J tal que (J : a) € A} .|

Del capitulo 3 se sabe que un teoria de torsién hereditaria puede ser cogenerada por un médulo
inyectivo, si este médulo inyectivo se da como la cédpsula inyectiva de algin moédulo la topologia
correspondiente puede ser descrita de la siguiente manera.

Proposicion 5.5 Sea F la topologia de Gabriel correspondiente a la teoria de torsion hereditaria
cogenerada por E(M) para algun M € R— Mod entonces, I € F si y solo si (I : a)x # 0 para todo
a € R,z €M con x#0.

Demostracion

Se tiene que I € F si y solo si R/I € T siy solo si Hom(R/I,E(M)) = 0, por el lema
3.8 se tiene que, si y solo si Hom(C, M) = 0 para todo submddulo ciclico de R/I. Pero todos los
submddulos ciclicos de R/I tienen la forma R/(I : a) con a € R, entonces Hom(C, M) = 0 para
todo submddulo ciclico de R/I siy solo si Hom(R/(I : a), M) =0 con a € R.|

Proposicion 5.8 La topologia de Gabriel F correspondiente a teoria de torsion cogenerada por
E(M) es la mds fina para la cual M es libre de torsion.



Demostracion

Sea J una topologia de Gabriel tal que F C J,entonces por la proposicién anterior existen
ITeJ\F,ze€ MyacRtales que (I :a)r =0, de aqui (I : a) C Ann(zx), por T1 Ann(z) € T y
si se llama ¢ al radical exacto izquierdo asociado a J se tiene que t(M) # 0. Por lo tanto M ¢ F.|



EJEMPLOS DE TOPOLOGIAS DE GABRIEL

1. 1-topologias. Una 1-topologia en R es una topologia de Gabriel con base los ideales izquierdos
principales. Una 1-topologia Z es determinada por el conjunto X(Z) ={s€ R| Rs€Z}.

Proposicion 6.1 La funcidn T — X(Z) es una biyeccidn entre las 1-topologias I de R y los
subconjuntos multiplicativamente cerrados S de R que satisfacen :

S0. Si ab € S entonces b € S.

S1. St s €S y a € R entonces existen t € S y b € R tales que bs = ta.
Demostracion

Primero véase que la funcién estd bien definida, sea I una 1-topologia:

Multiplicativamente cerrado.- Sean s,t € X(Z) entonces Rs, Rt € Z , inmediatamente (Rt :
a) C (Rts : as) para cada a € R, por T3 (Rt : a) € Z y por T1 (Rts : as) € Z, aplicando T4 Rts
con Rs se tiene que Rts € Z. Por lo tanto ts € X(Z).

S0.- Sea ab € X(Z) entonces Rab € I y se sabe que Rab C Rb por lo que T1 dice que Rb € I,
por lo tanto b € X(Z).

Sl.- Sean s € Sy a € R entonces por T3 (Rs : a) € I, como es una 1-topologia existe t € R
tal que Rt C (Rs : a) por lo que lta € Rs y de aqui ta = bs.

Por otro lado definase el inverso, sea .S un conjunto multiplicativamente cerrado que satisface
S1, definase la funcién S — II(S) donde II(S) = {I < R|INS # o}.

Obsérvese que II(S) es una l-topologia, sea S un conjunto multiplicativamente cerrado que
satisface S1:

T3.- Sea I € TI(S) y a € R, por hipétesis I NS # & de aqui existe s € I NS, por S1 existen
t € Sybe R tales que bs = ta, como s € I entonces bs € I, por lo que ta € I de aqui t € (I : a).



Por lo tanto t € (I : a) NS, asi se llega a que (I : a) NS # &, de donde (I : a) € II(S).

T4.- Sea J € II(S) e I un ideal izquierdo de R tal que (I : a) € II(S) para toda a € J, por
hipétesis se tiene que JNS # Fy (I : a) NS # & para cada a € J, de lo que existe s € SN J tal
que (I:s)NS # @, por lo que existe t € (I : s) NS, nétese que ts € I y t,s € S pero por hipétesis
S es un conjunto multiplicativamente cerrado entonces ts € S, por lo tanto INS # @y I € TI(.9).

Por el Lema 5.2 TI(S) es una topologia de Gabriel.

Base de ideales izquierdos principales.- Sea I € II(S) por definicién I NS # &, entonces existe
s€INS, porloque Rs C Iy Rsell(S).

S0 es una axioma de saturaciéon que da la biyeccién de la siguiente manera

Sea Z una 1-topologia, entonces

I(X(Z)) = N{seR|RseI})
= {I<SR|INX?Z) # o}
= {I<R|3sel,RseT}
= 7

La ultima igualdad se sigue inmediatamente de tener una base de ideales principales izquierdos.

Sea S un conjunto multiplicativamente cerrado que cumple SO y S1, entonces

SI(S) = S{I<R|INS+#o})
= {se€eR|Rsell(S)}
= {s€R|RsNS#o}
= S

Ver que S C E(II(S)) es trivial, sea s € RsN .S entonces existe x € RsN S, de donde = = rs
para algunar € Ry rs € S, por SO0 s € S.]

Para una 1-topologia Z, los médulos de Z-torsién M estan caracterizados por la propiedad de
que para cada x € M existe s € X(Z) tal que sz = 0.

2. La teoria de torsion de Goldie. La familia £ de ideales izquierdos esenciales izquierdos de R es
una topologia, pero no necesariamente satisface T4. El correspodiente prerradical exacto izquierdo
es cominmente denotado por Z, y se llama a Z(M) el submédulo singular d M. La topologia de
Gabriel J(F) es llamada la topologia de Goldie de R. El correspondiente radical de torsién G es el



menor radical que contiene a Z. El proceso del capitulo 1 por el cual se llega G desde Z se detiene
rapido.

Proposicion 6.2 G =Zy i.e. G=(Z:Z)
Demostracion

Primero véase que Z(M) = {x € M | Ann(xz) < R} y nétese que Z(M) < G(M) para todo
M € R — Mod por la proposicién 3.5. Ahora se tiene

Zy(M)/Z(M) = (2 : Z)(M)/Z(M) = Z(M/Z(M))

={z+Z(M)e M/Z(M) | Ann(z+ Z(M)) < R}
Sea x4+ Z(M) € G(M)/Z(M), entonces Ann(xz + Z(M)) = (Z(M) : ) < R. De aqui se tiene
G(M)/Z(M) C Za(M)/Z(M). Por lo tanto G = Z|

Proposicion 6.3 Si € es la familia de ideales esenciales izquierdos, entonces

JE)Y={I <R|existe J€E, I C J (I:a)€E¢E para cada a € J}

Demostracion

C) Sea I € J(£), entonces R/I es un médulo de torsién de Goldie, de aqui G(R/I) = R/I. Si
se escribe Z(R/I) = J/I, y siguiéndose que

Z(R[J) = Z((R/1)/(J/))
= Z((R/1)/Z(R/T))
= G(R/D)/Z(R/T)
= (R/D/(J/T)
= R/J

por lo que J € £. Ahora calculdndose Z(J/I) = Z*(R/I) = Z(R/I) = J/I. Esto tltimo dice
que Ann(a+1) € &€ para cada a+I € J/I, pero se tiene que (I : a) = Ann(a+I) € £ paratodaa € J.

D) Se sigue de T4, ya que £ C J(£).]

3. La topologia densa. La teoria de torsién cogenerada por el médulo inyectivo E(R) es de
particular importancia. Los ideales izquierdos pertenecientes a esta topologia de Gabriel denotada
por D se llaman densos.



Proposicién 6.4 Un ideal izquierdo I es denso si y solo si (I : a) no tiene anuladores derechos
diferentes del cero para cada a € R.

Demostracion

Escribiendo la segunda parte como (I : a)b # 0 para cada a,b € R con b # 0 y aplicdndose la
proposicién 5.5. |

Corolario 6.5 Todo ideal izquierdo denso es esencial en R
Demostracion

Se tiene que si I € D entonces (I : a)b # 0 para cada a,b € R con b # 0. En particular si se
elije a = b, es decir (I : b)b # 0, entonces existe x € (I : b) tal que xb # 0. Es fcil ver que ab € I 'y
ab € Rb. Por lo que (I :b) N Rb # 0.

Por lo tanto I < R.
Por lo que (I : a) # 0 para cada a € R. Por lo que I < R.|

Corolario 6.6 Un ideal I bilateral es denso como ideal izquierdo si y solo si I no tiene anu-
ladores derechos diferentes del cero.

Demostracion

Como I es bilateral entonces I C (I : a) para cada a € R, entonces (I : ) no tiene anuladores
derechos diferentes del cero para toda a € R.

Por la proposicién 5.6 D es la topologia mas fina para la cual R es libre de torsién. La cual en
general es méas burda que la topologia de Goldie, pero estas llegan a coincidir:

Proposicion 6.7 El anillo R es no singular izquierdo si y solo si cada ideal izquierdo esencial
es denso.

Demostracion

Si I es un ideal izquierdo esencial entonces (I : a) también lo es para cada a € R. Sea b € R
con b # 0, si se tuviese que (I : a)b = 0 implica que (I : a) C Ann(b). De esto se tendria que
Ann(b) < R, pero Z(R) = 0. Por lo cual solo queda que (I : a)b # 0 para todo b € R con b # 0.



Por otro lado, sea 2z € R con Ann(z) < R, por hipétesis se tiene que Ann(z) € D y esto pasa
si y solo si (Ann(z) : a)b # 0 para cada a,b € R con b # 0, en particular cuandosia =1y b =z,
se obtiene que el (Ann(z) : 1) = Ann(x) y Ann(z)x = 0, lo que dice z = 0. Por lo tanto Z(R) = 0.

Corolario 6.8 Cuando R es no singular izquierdo, la topologia de Goldie y la topologia densa
coinciden.

4. Las topologias Fy;. Sea M un R—médulo. Considérese la minima resolucién inyectiva de M :

0— M2 By XS By 225 By —

donde Ey = E(M) y cada F;11 = E(conucu;). Definase F}; como la topologia de Gabriel cor-
respondiente a la teoria de torsion cogenerada por Ey @ ... @ F,,. Obsérvese que fl% es la topologia
densa del ejemplo anterior.

Proposicién 6.9 Un mddulo L es de Fy;—torsion si y solo si Extin(L',M) = 0 para cada
1 =0,..,n y todos los submddulos ciclicos de L.

Demostracion

Primero véase que un mddulo L es de Fy,—torsién si y solo si Hom(L,Ey & ... ® E,,) = 0,
pero Hom(L,Ey & ... ® E,) = @ Hom(L, E;), por lo que Hom(L,Ey @ ... ® E,,) = 0 si y so-
i=0

lo si Hom(L, E;) = 0 para toda i = 0,...,n. Ahora escribase M; = imy; con i = 0, ...,n entonces
por lema 3.8 lo anterior es equivalente a que Hom(L', M;) = 0 para cada L’ ciclicoy coni =0, ..., n.
Por induccién sobre n.
Caso n = 0. Es el lema 3.8.

Témese la sucesién exacta

0— M, —E, — M,+1 —0

Por el teorema del corrimiento para inyectivos se tiene que Ext!(L‘, M,) = Ext"*Y(L', M),
aplicando la hipétesis de inducccién se tiene que L un médulo de Fj,—torsién es de Fy;—torsion
si y solo si Bat"1(L/, M) = 0 para cada L' submédulo ciclico de L. |

5. Topologias Acotadas. Una topologia se llama acotada si tiene una base de ideales bilaterales.

Proposicién 6.10 Sea B' un conjunto de ideales bilaterales finitamente generados como ideales
izquierdos. El conjunto de todos los productos finitos de ideales pertenecientes a B forman una base



para alguna topologia de Gabriel F. acotada.
Demostracion

Sea B’ el conjunto de todos los productos finitos de ideales pertenecientes a B. Se define
F ={I < R|existe J € B tal que J C I} y se afirma que esta es una topologfa de Gabriel acotada.

T3) Si I es un ideal izquierdo en F entonces existe J € B’ tal que J C I. Ahora sea a € R, se
tiene que Ja C J C I, por lo que Ja C (I : a). Por lo tanto (I : a) € F.

T4) Sea I un ideal izquierdo tal que existe J € B’ con (I : a) € F paratodaa € J. Sean xy, ..., Ty,
unos generadores de J como ideal izquierdo. Por hipétesis (I : x;) € F,para cada i = 1,...,n .Por
lo que existe un J; C (I : x;) con J; € B y para cada i = 1,...,n; de aquf se tiene J;z; C I con
i=1,..,n Entonces Jy...J,J C (JyN...NJ,)J C I donde J;...J,J € B'. Por lo tanto I € F.]

Proposicion 6.11 Sea I un ideal bilateral idempotente, entonces el conjunto de ideales izquierdos
tales que contienen a I es una topologia de Gabriel.

Demostracion
T3) Es andlogo a la proposicién anterior.

T4) Sea J un ideal izquierdo tal que I C (J : a) para cada a € I. Esto es que para toda a,b € T
se tiene que ab € J, escrito de otra forma I? C J. De que I sea idempotente se tiene que I C J. |

A este tipo de topologia se le puede dar un a descripcién alternativa.

Proposicion 6.12 Las siguientes propiedades para una topologia de Gabriel F son equivalentes:
a) La clase de mdédulos de F—torsidn es cerrada bajo productos.

b) Existe un ideal bilateral I tal que M es de F—torsidn si y solo si IM = 0.

c) F tiene una base consistente en un ideal izquierdo I.

d) F tiene una base consistente en un ideal bilateral idempotente I.

Demostracion



a)=c) Considérese la funcién canénica @ : R — ][ R/I. Por hipétesis [[ R/I es de
IEF IEF
F—torsién y como la teoria de torsion es hereditaria I'ma también es de F—torsién. Pero se tiene

que I'ma = R/nuca y se sabe que nucae = (| I. Por lo tanto () [ € F'y () I C J para toda
IeF IeF IeF
J € F. De aqui () I es ideal izquierdo que se busca.
IeF

¢)=d) I tiene que se bilateral ya que por T3 se tiene que I C (I : a) para cualquier a € R.
En otras palabras Ia C I para toda a € R, de aqui que [ sea un ideal bilateral. Por el lema 5.3 se
sabe que 1?2 € F y I C I?. Por lo que I es idempotente.

d)=b) Propdngase como ideal bilateral al que ya se tiene como base. Primero si M es de
F—torsién se tiene que Ann(x) € F para cada x € M, entonces I C Ann(x) para toda x € M. Por
lo que IM = 0.

Por otro lado si IM = 0, se tiene que I C Ann(x) para cualquier z € M y el hecho de que F
sea un filtro dice que Ann(x) € F para toda & € M. Por lo tanto M es un médulo de F—torsién.

b)==-a) Sea {M;},.; un conjunto de médulos de F—torsion, por hipétesis se tiene que IM; = 0

para cualquier ¢ € I. Calculdndose I [[ M; = [[IM; = [[0 = 0, por lo tanto [] M; es de
i€l iel icl i€l
F—torsion. |

6. Anillos conmutativos. Sea R un anillo conmutativo. Se definen Spec(R) al conjunto de todos
los ideales primos de R y para cada ideal I, V(I) = {P € Spec(R) | I C P}.

Si P es un ideal primo, hay una topologia de Gabriel correspondiente

Fp={I<R|P&V()}

Esto se puede generalizar més de la siguiente manera, si P C Spec(R) entonces se le asocia la
topologia de Gabriel,

Fp=()Fr={I<R|PNV() =2}
PcP

Reciprocamente, a F una topologia de Gabriel se le asocia

D(F)={P € Spec(R) | P ¢ F}
Ahora se tiene Fpr) = {I < R|D(F)NV(I) = 2}.

Considérese el caso de que D(F)NV(I) = ysi P € V(I) entonces P € F, es decir V(I) C F.
Por otro lado si V(I) C Fy se toma P € V(I) se tendrd que P ¢ D(F), porloque D(F)NV(I) = &



De estas dos observaciones se tiene que {I < R |D(F)NV(I) =2} ={I < R|V(I) C F}.

Proposicion 6.13 Las siguientes propiedades son equivalentes para una topologia de Gabriel F
sobre un anillo conmutativo R :

a) F = Fp para algin P C Spec(R)

b) F = Fpr)

¢) Para cada ideal I tal que I ¢ F, existe P € V(I) tal que P ¢ F.
Demostracion

b)=-a) Se elige P = D(F).

a)=c) Sea I < R tal que I ¢ F, por hipétesis se tiene que F = Fp para algiin P C Spec(R),
de aqui PNV (I) # &, es decir existe P € PNV(I), de lo cual se sigue que I C P. Si se nota que
P € V(P), se tiene que PNV (P) # &. Por lo tanto P ¢ F.

¢)=b) Sea I ¢ F entonces existe P € V(I) tal que P ¢ F,por lo que V(I) € F.De esto tltimo
I ¢ Fp(r)- Lo que dice que F 2 Fp ).

Ahora se toma I € F se tiene que D(F) NV (I) = &, si existiera P € D(F) NV (I) se tendria
que I C P, entonces P € F por ser este filtro, contradiciendo el hecho de que P € D(F).Por lo que
I e fD(]:).J

Lema 6.14 Sea F wuna topologia de Gabriel. Entonces:
i) Si I es un ideal mdzimo con respecto a I ¢ F, entonces I es primo.

it) St F tiene una base de ideales finitamente generados e I ¢ F, entonces existe P € V(I) tal
que P ¢ F.

Demostracion

i) Sean a,b € R\ I, entonces I + Ra,I + Rb € F por hipétesis de ser I mdximo. Aplicando el
lema 5.3 se tiene que (I + Ra)(I+ Rb) € F, pero (I+ Ra)(I+ Rb) = I?+IRb+I1Ra+ Rab C I+ Rab,
por ser F filtro I+ Rab € F. De nuevo por ser I maximo se llega a que ab ¢ I. Por lo tanto T es primo.

ii) Considérese S ={J < R|I C Jy J¢& F}. Setiene que S # @ ya que I € S. Si se considera
una cadena ascendente de elementos de S



Ko C K1 CKyC..

Se propone como cota superior a K = |J K,,. Para poder usarse el lema de Zorn basta ver
neN
que K € S.

Facilmente se tiene que J C K, por otro lado si K € F por hipdtesis sobre esta topologia se
sabe que existe L € F' con L. C K y finitamente generado. Como L es finitamente generado existen
X1y T € L tal que (1, ..., 2,) = L. De que L C K y K se la unién anidada de ideales, se sigue
que existe r € N tal que z1,...,x,, € K,, esto implica que L C K, y el hecho que F sea filtro dice
que K, € F, contradiciendo que K, ¢ F. Por lo tanto K ¢ F.

Aplicandose el lema de Zorn sobre S, se tiene un maximo P en este conjunto que por el inciso
i) es primo. Por lo tanto P € V(I) y P ¢ F.|

Corolario 6.15 Toda topologia de Gabriel F con base de ideales finitamente generados tiene la
forma F = Fp para algin P C Spec(R).

Demostracion
Se sigue de 6.14 ii) y después 6.13 c). |

En particular el resultado anterior siempre se puede aplicar si el anillo es neteriano.



TORSION ESTABLE

Del capitulo 5 se sabe que dada una topologia lineal F en R es induce una topologia lineal en
M un R—mdédulo dada por

F(M) = {N<M]|(N:z)€F, paratodox € M}
{N <M | M/N es un médulo de F — pretorsién}

Si L es un submddulo de M entonces la F— topologia en M induce una topologia en L, la cual
comunmente es mas burda que la F—topologia en L. La siguiente proposicién dice cuando estas
dos ultimas coinciden.

Proposicién 7.1(Gabriel P.) Las siguientes propiedades sobre una topologia F son equivalentes:

a) Para cada mddulo M y cada su submddulo M', la F—topologia en M’ coincide con la
topologia inducida en M’ por la F—topologia en M.

b) La clase de mdédulos de F—pretorsion es cerrada bajo cdpsulas inyectivas.

¢) Para cada mddulo M, su submddulo de F—pretorsion es esencialmente cerrado en M.
d) Cada mddulo inyectivo se escinde por su submddulo de F—pretorsion.

Demostracion

a)=b) Sea M un médulo de F—pretorsién y esto pasa si y solo si 0 € F(M). Por hipdtesis la
F—topologia en M coincide con la topologfa inducida en M por la F—topologia en E (M), entonces
existe K € F(M) tal que KNM =0, pero M < E(M), por lo que se tiene que K = 0. Por lo tanto
E(M) es un submédulo de F—pretorsion.

b)==-c) Sea t(M) es submddulo de F—pretorsiéon de M. Como t(M) es un médulo de F—torsién
entonces E(t(M)) también lo es. Se deduce que t(M) C E(t(M))NM C M, de que la teorfa de
pretorsén sea hereditaria E(t(M))NM es de F'—pretorsién. Como (M) es el submédulo maximo de
f—pretorsién entonces t(M) = E(t(M)) N M, pero E(t(M)) N M es la mdxima extensién esencial.
Por lo tanto t(M) es esencialmente cerrado en M.



c¢)=>d) Se tiene que N es esencialmente cerrado en M si y solo si N = M N L donde
L@ K = E(M). En este caso se toma M inyectivoy a t(M) como N, se llega a t(M)=MNL,
pero E(M) = M por lo que t(M) = L. Por lo tanto (M) es sumando directo de M

d)=b) Primero supdéngase que M = t(M) < t(E(M)). Si t(E(M)) es sumando directo de
E(M), entonces t(E(M)) = E(M) ya que M < E(M).

b)==a) Sea M’ un submddulo de M. Solo basta ver que F(M') estd contenida en la topologia
inducida por F(M) en M'. Si L € F(M) y se define S = {K <M | KN M' = L}, se quiere ver
que S tiene un maximo via el lema de Zorn.

Primero § # @ ya que L € §.5i se toma una cadena ascendente de elementos de S

y se escoge como cota superior a K = |J K, calculdndose
neN

KNnM = UKnﬁM’: UL:L
neN neN

Por lo tanto K € S y de aqui S tiene un maximo N.
Usando los teoremas de isomorfismos

M'/L=M)(NAM') = (M +N)/N

Ahora se quiere que (M'+N)/N < M/N.Si N C M" C M entonces (M'+N)/NNM"/N =0,
de esto (M'+ N)NM" = N. Como N C M”, se puede aplicar la ley modular (M'NM")+ N =N
y se llega a (M'NM") C N,ydeaqui M N M" = NN M" por lo que M" € S. Como N es
méximo se llega a que N = M". Por lo que M"/N =0y (M’ + N)/N < M/N.

Como M/N es una extensién esencial de un médulo de F— torsién M'/L = (M’ + N)/N, por
b) M/N es F—torsién. Esto dice que N € F(M)y M' NN = L, como se buscaba. |

Una teoria de torsién hereditaria se llama estable si esta es cerrada bajo cdpsulas inyectivas.

Proposicion 7.2 Sea v un prerradical exacto izquierdo tal que la teoria de torsion asociada a 7
es estable. Entonces 7(M) es la mayor extension esencial de r(M) para cada R—mddulo M.

Demostracion
Sea r(M) < L < M y K un pseudocomplemento de 7(L) en L. Entonces 7(K) = 0 por
lo que r(K) = 0. Ahora (M) N K = 0 por ser este exacto izquierdo, entonces a K = 0, pero



7(L) =7(L)® K < L. Por la proposicién 71 ¢) se tiene que 7#(L) es un sumando directo de L, por
lo que L =7(L) < 7(M).]

Lema 7.3 Sea E un mddulo inyectivo y f: E — M un epimorfismo en un mddulo no singular
M. Entonces [ se escinde y M es inyectivo.

Demostracion

Sea nucf < N < E,si nucf C N significa que existe y € N\ nucf. Se sabe que (nucf : z) < R.
Por otro lado f es un epimorfismo de lo cual M = E/nucf, como Z(M) = 0 por hipétesis, entonces
Z(E/nucf) = 0. Esto dltimo dice Ann(z+nucf) no es esencial en R para cada x+nucf € E/nucf,
pero Ann(z + nucf) = (nucf : x), en el caso particular de que z = y, lo cual dice nucf = N. Como
nucf es esencialmente cerrado en E inyectivo este debe ser un sumando directo y asi f se escinde.
De aqui E = nucf @ E/nucf por lo que M es sumando directo de un inyectivo por cual también
es inyectivo. |

Corolario 7.4 La teoria de torsion de Goldie es estable
Demostracion

Sea E un médulo inyectivo y considérese el morfismo canénico o : E — E/G(E) con nuca =
G(E). Como Z(E/G(E)) C G(E/G(E)) = 0, se llega a que E/G(E) es no singular. Aplicando el
lema anterior se tiene que G(E) es un sumando directo y por la proposicién 7.1 ¢) la teoria de
torsién de Goldie es estable. |



CLASES TTF

Una clase 7 se llama clase TT'F si es una clase libre de torsién y una clase de torsién. Del
capitulo se sabe que existen dos clases C y F de manera que (C,7)y (7,F) son teorias de torsién.
Fécilmente se tiene que (7, F) es hereditaria y (C,7) es hereditaria si y solo si (7,F) es estable.
A una tripleta (C,7,F) se le llamard una teorfa TTF.

Proposicion 8.1 Una clase de torsion hereditaria es una clase TTF si y solo si es cerrada bajo
productos.

Demostracion

Si la clase de torsion hereditaria es TTF entonces es libre de torsién y por lo tanto cerrada
bajo productos. Por otro lado si es una clase de torsion hereditaria cerrada bajo productos, por ser
hereditaria es cerrada bajo submddulos y por ser clase de torsion es cerrada bajo extensiones. Por
lo tanto es una clase libre de torsién y esto la hace una clase TTF|

Por la proposicién 6.12 y 8.1, T' sera un clase TTF si y solo si existe un ideal bilateral idem-
potente I tal que T es la clase de médulos anulados por I. Si se considera la teorfa TTF (C,7,F)
y se toman c¢ y ¢ los radicales idempotentes asociados a (C,7) y (7,F). Nétese que ¢(R) es ideal
bilateral idempotente I que se buscaba, ya que es el menor ideal bilateral I tal que R/I € T. De
aqui t(M) ={x € M | Iz = 0}.

Lema 8.2 Para cada mddulo M, ¢(M) = IM.
Demostracion

Se tiene que ¢(M) es el menor submédulo para el cual M/c¢(M) € T. Es decir I(M/¢(M)) =0
por lo que IM C ¢(M). Como I(M/IM) = 0, entonces M/IM € T. Como c¢(M) es el menor con
dicha propiedad ¢(M) = IM.|

Lema 8.8 Si (C,T) es hereditaria entonces C C F.

Demostracion



Sea M € C, como C es una clase de torsién hereditaria t(M) € C y se tiene que t(M) € T,
entonces t(M) € C N7, pero como esta pareja es una teorfa de torsién se tiene que C N7 = {0} .
Por lo tanto t(M) =0y M € F.]

Lema 8.4 F C C siy solo si para cualquier mdédulo M se tiene que M = ¢(M) + t(M).
Demostracion

Si F C C esto es si y solo si que para todo médulo M, si ¢(M) = 0 entonces ¢(M) = M. Lo
ultimo pasa en particular cuando se toma M /t(M), pero t(M/t(M)) = 0, por ser t radical, por lo
que ¢(M/t(M)) = M/t(M). Si para cualquier médulo M, ¢(M/t(M)) = M/t(M), si t(M) = 0
entonces ¢(M) = M, por lo tanto F C C.De aqui F C C si y solo si para cada médulo M,

c(M/t(M)) = M/t(M).

Calculandose

o(M/t(M)) = I(M/t(M))
— (IM +t(M))/t(M)

(c(M) + t(M))/t(M)
De esto ltimo para todo médulo M, e¢(M/t(M)) = M/t(M) siy solo si M = ¢(M) + t(M).]

Como se dijo en el capitulo 2 una teorfa de torsién (T, F') se escinde centralmente, si existe
e € R central e idempotente tal que t(M) = eM para todos los médulos M. En dicho caso se tiene
una teoria TTF (F,T,F), conversamente:

Proposicion 8.5 Las siguientes propiedades de una teoria TTF (C,T,F) son equivalentes:
a)C=F.

b) M =t(M) @ c(M) para cada mddulo M.

¢) (C,T) y (T,F) se escinden.

d) (C,T) es hereditaria y se escinde.

e) R=1t(R) ® c(M).

f) (C,T) es hereditaria y F es una clase TTF.



g) (T,F) se escinde centralmente.
Demostracion

a)=b) Por el lema 8,4 se tiene que para cualquier médulo M, M = t(M) + ¢(M). Como
C = F,se tiene que C es hereditaria. Por lo que ¢{(M) Nc¢(M) € CNT = {0}. Por lo tanto
M =t(M) @ ¢(M) para cualquier médulo M.

b)=-c) Se sigue de la definicién.

¢)=d) Como (7, F) es heditaria y como se escinde por la proposicién 7.1 T es cerrada bajo
cépsulas inyectivas. Por la proposicién 3.2 (C,7T) es hereditaria.

d)=>e) Por hipétesis (C,7T) se escinde, entonces R = ¢(R) @ J para algun ideal izquierdo J.
Calculdndose t(R) = t(c(R))®t(J) = t(J), ya que (C,T) es hereditaria por lo cual t(¢c(R)) € CNT =
{0}. Ahora J = R/¢(R) € T, pero J = t(J) = t(R).

e)==g) Se tiene que ¢(R) = R e para algin e € R idempotente, el cual es central ya que ¢(R)
y ¢(R) son ideales bilaterales. Entonces t(M) ={z e M | Iz =0} ={x e M |ex =0} = (1 —e)M,
donde 1 — e es central e idempotente.

g)=f) Se observé anteriormente que (7, F) es hereditaria y por la proposicién 7.1 7 es cer-
rada bajo cdpsulas inyectivas, por lo que (C,7) es hereditaria. Si ¢(M) = 0 entonces t(M/N) =
e(M/N) =0, por lo tanto F es cerrado bajo cocientes y F es una clase TTF.

f)=a) Por el lema 8.3 se tiene que C C F.Sea F € F , T €Ty f € Hom(F,T) como F es
cerrada bajo cocientes y T bajo submddulos, entonces F/nucf = imf € T NF = {0} . Por lo que
f=0y Hom(F,T) =0 . Por lo tanto C D F.]

Ejemplos
1. Anillos conmutativos neterianos

Lema 8.6 Si R es un anillo conmutativo, entonces cada ideal idempotente finitamente generado
es generado por un elemento idempotente.

Demostracion

Sea I un ideal idempotente generado por 1, ..., z,. Como I? = I entonces x; € I este se puede

n
escribir x; = > a;jx; con a;; € I parai=1,...,n. De esto se llega a un sistema de ecuaciones
Jj=1



(1 — a11)$1 — a122 — ... — ATy — 0

—Up1T1 — @22y — ... + (1 —app)z, = 0

El determinante de este sistema de anular a cada a; con ¢ = 1,...,n y de igual manera anular a
I. Pero el determinante tiene forma 1 — ¢ para alguna ¢ € I, de lo que I(1 — ¢) = 0. Por lo tanto ¢
es idempotente y genera a [. |

Corolario 8.7 Si R es un anillo conmutativo neteriano, entonces cada clase TTF define una
teoria de torsion que se escinde centralmente (T ,F).

Demostracion

Por lo visto anteriormente (M) = {x € M | Iz = 0}, como R es neteriano I es finitamente
generado y ya se habia visto que I era idempotente,por la proposicién anterior se tiene que I = R
e para algin e € R idempotente. Por lo tanto t(M) = (1 —e)M. |

2. Anillos Artintanos

Lema 8.8 Si R es artiniano izquierdo entonces toda topologia de Gabriel tiene un miembro
menor a todos.

Demostracion

Sea F una topologia de Gabriel, como F # @ tiene un minimo por [ ser R artiniano. Sea J € F
con J # I, entonces INJ € F, pero INJ C Iy por ser I minimo I = 1N J. Por lo tanto I C J.|

Corolario 8.9 Si R es artiniano entonces toda clase de torsion hereditaria es TTF.
Demostracion

Por el lema 8.8 se tiene una base que consiste en un solo ideal I y por la proposicién 6.12 se
obtiene lo deseado. |
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