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2. Invariantes de la segunda forma fundamental. 22
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Introducción

El objetivo de esta tesis es estudiar los invariantes escalares de la segun-
da forma fundamental de una inmersión de una superficie, M2 en el espacio
euclidiano de dimensión 4 bajo el cambio de marco móvil, basándonos princi-
palmente en las primeras dos secciones del primer caṕıtulo de [6] y en [1]

En el primer caṕıtulo consideramos principalmente [1] y comenzamos con el
estudio de los invariantes del conjunto de aplicaciones cuadráticas que tienen
como dominio y contradominio a R2, denotado por ��R2� R2), bajo rotaciones
del dominio y del contradominio. Estos invariantes estarán motivados en su
mayoŕıa por los invariantes de las formas cuadráticas. Se prueba que con estos
invariantes podemos determinar de manera única, salvo rotaciones y módulo
un signo, la aplicación cuadrática de la que provienen éstos.

En el segundo caṕıtulo, comenzamos dando algunas propiedades de los
marcos móviles en R4 para después continuar con el estudio de los invariantes
escalares de la segunda forma fundamental en un punto p ∈M ,

αp : TpM → NpM

basandonos en [6]. Dado que el espacio tangente, TpM , y el espacio normal
NpM pueden ser identificados con R2, la segunda forma fundamental puede
ser vista como un elemento de ��R2� R2) y podemos estudiar sus invariantes
de manera análoga al de estas aplicaciones. Se prueba al final del caṕıtulo que
la segunda forma fundamental puede ser determinada por estos invariantes.
Finalizamos con el tercer caṕıtulo donde damos una interpretación geométrica
de los invariantes de la segunda forma fundamental y caracterizamos los pun-
tos de la superficie por medio de la elipse de curvatura, que es la imagen de la
segunda forma fundamental restringida al ćırculo unitario.

El estudio de la elipse de curvatura y los invariantes asociados a la segunda
forma fundamental de una superficie inmersa en R4 se ha desarrollado en los
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Introducción

art́ıculos [1] y [6]. En este último se menciona la veracidad del Teorema 5 y
del Teorema 6 del caṕıtulo 3 sin prueba. En este trabajo damos una la cual es
una contribución original.
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Caṕıtulo 1

Invariantes de aplicaciones

cuadráticas.

Definición 1. Una aplicación cuadrática es una aplicación q : R2 → R2 dada
por

q�x� y) = �ax2 + 2bxy + cy2� ex2 + 2fxy + gy2)�

donde a� b� c� e� f� g ∈ R.

Denotamos al espacio de estas aplicaciones como ��R2�R2) = {q : R2 →
R2|q es una aplicación cuadrática}.

Ahora notemos que para cada q ∈ ��R2�R2) y para cada ν en el contrado-
minio, tenemos asociada una forma cuadrática < q� ν >: R2 → R, y asociada
a ella, un endomorfismo simétrico Sν : R2 → R2. Del álgebra sabemos que
la traza de Sν , tr�Sν) y el determinante, det�Sν) son invariantes bajo rotacio-
nes, luego, de manera natural definimos para cada q ∈ ��R2�R2) dos formas,
Lq� Qq : R2 → R, dadas por:

Lq�ν) =
1

2
tr�Sν) y Qq�ν) = det�Sν)

Proposición 1. Sea q ∈ ��R2�R2). Las forma lineal Lq y la forma cuadrática
Qq son invariantes bajo rotaciones del dominio.

Demostración. Sea σ ∈ SO2 y q = �ax2 + 2bxy + cy2� ex2 + 2fxy + gy2) una
aplicación cuadrática. Denotemos a q como q�x) = �xtq1x� x

tq2x) donde q1 y
q2 son las matrices asociadas a las formas cuadráticas q1 = ax2 + 2bxy + cy2 y
q2 = ex2 + 2fxy + gy2, es decir,

q1 =

�
a b
b c

�

� q2 =

�
e f
f g

�

.



1.0 Caṕıtulo 1. Invariantes de aplicaciones cuadráticas.

Ahora,
q ◦ σ�x) = �xtAtq1Ax� x

tAtq2Ax)�

donde A es la matŕız asociada a σ. Luego

< q ◦ σ�x)� ν > = �xtAtq1Ax)ν1 + �xtAtq2Ax)ν2 =

= xtAt�q1ν1 + q2ν2)Ax =

= xtAtSνAx

Aśı

Lq◦σ�ν) =
1

2
tr�AtSνA) =

1

2
tr�Sν) = Lq�ν)

y
Qq◦σ�ν) = det�A

tSνA) = det�Sν) = Qq�ν).

Recordemos que el endomorfismo simétrico asociado a una forma cuadrática
determina su polinomio caracteŕıstico, el cual tiene discriminante no negativo.
Aśı el polinomio caracteŕıstico asociado a Sν , que está dado por

X2 − tr�Sν) + det�Qν) = X
2 − 2Lq�ν) +Qq�ν)

cumple que
L2

q�ν)−Qq�ν) ≥ 0.

Luego, para cada q ∈ ��R2�R2) podemos definir una forma cuadrática Φq :
R2 → R dada por

Φq = L
2
q −Qq.

Claramente Φq es invariante bajo rotaciones del dominio.

Definamos ahora una forma bilineal antisimétrica Aq : R2 × R2 → R como

sigue: Consideremos �Aq�ν� µ) := [Sν � Sµ] donde [Sν � Sµ] = SνSµ − SµSν .
Notemos que [Sν � Sµ] no es un escalar, pero podemos asociarle uno de la si-
guiente manera.

Sea q ∈ Q�R2�R2) dada por

q = �ax2 + 2bxy + cy2� ex2 + 2fxy + cy2)

y sea {e1� e2} la base canonica de R2. Luego, si ν = ν1e1+ν2e2 y µ = µ1e1+µ2e2,
tenemos que

Sν = ν1Se1 + ν2Se2 =

�
aν1 + eν2 bν1 + fν2

bν1 + fν2 cν1 + gν2

�

8



Caṕıtulo 1. Invariantes de aplicaciones cuadráticas. 1.0

y

Sµ = µ1Se1 + µ2Se2 =

�
aµ1 + eµ2 bµ1 + fµ2

bµ1 + fµ2 cµ1 + gµ2

�

donde �
a b
b c

� �
e f
f g

�

son las representaciones matriciales de < q� e1 > y < q� e2 >, respectivamente.
De esta manera

SνSµ − SµSν =

�
0 β�ν1µ2 − ν2µ1)

−β�ν1µ2 − ν2µ1) 0

�

�

donde β = 1
2
�a− c)f − �e− g)b es el número que asociamos a [Sν � Sµ]. Aśı de-

finimos Aq�ν� µ) = β

Proposición 2. Sea q ∈ ��R2�R2). Aq es una forma bilineal antisimétrica
invariante bajo rotaciones del dominio.

Demostración. Si A =

�
cos θ sen θ
− sen θ cos θ

�

entonces [Sν1� Sν2]A = A[Sν1� Sν2 ].

Ahora

Aq◦α�ν1� ν2) = A
tSν1A · AtSν2A− AtSν2A · AtSν1A =

At�Sν1Sν2 − Sν2Sν1)A = AtA�Sν1Sν2 − Sν2Sν1) = [Sν1� Sν2] .

.

Como vimos anteriormente Φq = L2
q − Qq es una forma cuadrática posi-

tiva. Esta forma cuadrática nos ayudará a establecer una relación entre los
invariantes Lq, Qq y Aq de la siguiente manera:

Proposición 3. Dado q ∈ ��R2�R2), la forma cuadrática Φq = L2
q − Qq

cumple la siguiente identidad:

Φ�ν1)Φ�ν2) = �Φ�ν1� ν2)
2 + A�ν1� ν2)

2�

donde �Φ denota la forma polar de Φ.

Antes de dar la prueba de la proposición consideremos el conjunto de ope-
radores simétricos sin traza:

F = {ρ : R2 → R2|ρ es un operador simétrico y tr�ρ) = 0}.

F resulta ser un espacio vectorial sobre el campo de los reales y podemos dotar
a éste de un producto interior y un producto mixto. La importancia de esto
radica en que Φq se puede expresar en términos de éstos.

9



1.0 Caṕıtulo 1. Invariantes de aplicaciones cuadráticas.

Lema 1. Sean S� T ∈ F . Si identificamos a los operadores con su matŕız
asociada en la base canónica de R2 tenemos que

< S� T >F :=
1

2
tr�ST )

es un producto interno para F.

Demostración. Sean λ1� λ2 ∈ R y S� T� R ∈ F . Para probar la binealidad
notemos que

< λ1S + λ2T�R >F=
1

2
��λ1S + λ2T )R) =

= λ1
1

2
�tr�SR)) + λ2

1

2
�tr�TR)) =

= λ1 < S�R >F +λ2 < T�R >F .

Ahora, dado que S� T son simétricos, tenemos que si

ST =

�
a b
c d

�

entonces

TS =

�
a c
b d

�

de lo cual se sigue la simetŕıa. Por último supongamos que S �= 0 entonces

S =

�
a b
b −a

�

donde a2 + b2 �= 0. Luego < S� S >F=
1
2
tr�SS) = a2 + b2 > 0.

Por tanto <�>F define un producto imterior para F.

Lema 2. El producto mixto en F está dado por

[S� T ]F =
1

2
[S� T ] ∀S� T ∈ F.

Demostración. Basta notar que [S� T ] es una forma bilineal antisimétrica.

Lema 3. Sea ν ∈ R2, denotamos por λ1� λ2 los valores propios de Sν, entonces

S0
ν = Sν −

1

2
tr�Sν)Id.

es una matŕız simétrica sin traza y los valores propios de S0
ν están dados por

µ1 =
λ1 − λ2

2
� µ2 =

λ2 − λ1

2

10



Caṕıtulo 1. Invariantes de aplicaciones cuadráticas. 1.0

Demostración. Sea Sν =

�
a b
b c

�

la representación matricial de Sν . Los va-

lores propios de Sν están dados por

λ1 =
a + c+

�
�a− c)2 + 4b2

2
y λ2 =

a + c−
�

�a− c)2 + 4b2

2
.

Luego

S0
ν =

�
a+c
2

b
b c�a

2

�

y sus valores propios están dados por

µ1 =
1

2

�
�a− c)2 + 4b2 y µ2 = −

1

2

�
�a− c)2 + 4b2.

Es fácil comprobar que µ1 = λ1�λ2

2
, µ2 =

λ2�λ1

2
y que tr�Sν) = 0

Demostración de la proposición 3. Sea ν y Sν como en el Lema anterior.
Notemos por un lado que

�S0
ν�

2
F =< S0

ν � S
0
ν >F=

1

2
tr�S0

νS
0
ν) =

�
a− c

2

�2

+ b2 =
1

4
�λ1 − λ2)

2

y por otro lado

L2
q −Qq =

1

4
�a+ c)2 − �ac− b2) =

�
a− c

2

�2

+ b2.

Luego �S0
ν�

2
F = Φ�ν) y por lo tanto Φ�ν) es una forma cuadrática no negativa.

Ahora, dado que �S0
ν�

2
F = Φ�ν) tenemos que �Φ�ν1� ν2) =< S0

ν1
� S0

ν2
>F .

También observemos que [Sν1 � Sν2] = [S0
ν1
� S0

ν2
]F y por lo tanto A�ν1� ν2) =

[S0
ν1
� S0

ν2
]F .

Por la identidad de Lagrange en F tenemos que

�S�2
F�T�

2
F =< S� T >2

F +[S� T ]2F .

Aśı

Φ�ν1)Φ�ν2) = �S0
ν1
�2

F�S
0
ν2
�2

F =< S0
ν1
� S0

ν2
>2

F +[S0
ν1
� S0

ν2
]2F = �Φ�ν1� ν2)

2+A�ν1� ν2)
2.

Denotemos por P al conjunto
P = {�L�Φ� A) ∈ �R2)∗ × �S2R2)∗ ×

�2
R2 |Φ es como en la proposición 3},

donde �S2R2)∗ denota el conjunto de formas bilineales simétricas en R2 y
�2

R2

denota al conjunto de formas bilineales antisimétricas en R2.
La siguiente proposición muestra que un elemento del conjunto P es suficiente
para determinar una forma cuadrática q ∈ ��R2�R2) módulo una rotación del
dominio.

11



1.0 Caṕıtulo 1. Invariantes de aplicaciones cuadráticas.

Teorema 1. La aplicación

Θ : ��R2�R2)�SO2 → P

[q] �→ �L[q]�Φ[q]� A[q])

es biyectiva.

Demostración. Para probar la inyectividad damos una fórmula que nos pemite
recobrar [q] de sus formas asociadas L�Φ� A. Sea

E1 =

�
1 0
0 −1

�

y E2 =

�
0 1
1 0

�

una base para F.
Si Φ no es la forma nula, existe ν1 ∈ R2 tal que Φ�ν1) = a �= 0, luego haciendo
ν0 = ν1√

a
tenemos Φ�ν0) = 1. Los valores de Sν� son las ráıces del polinomio

X2 − 2L�ν0)X +Q�ν0)

y están dados por L�ν0) ± 1. Podemos elegir una base ortonormal {e1� e2} de
R2 de tal manera que en esta base

Sν� = L�ν0)I + E1�

es decir, tal que Sν� sea diagonal1. Dado que E1 y E2 forman una base para F
y S0

ν = Sν − L�ν)I ∈ F , tenemos que

Sν − L�ν)I = aνE1 + bνE2

y por tanto Sν = L�ν)I + aνE1 + bνE2 Luego

aν =< Sν − L�ν)I� E1 >F=< S
0
ν � E1 >F=< S

0
ν�
� S0

ν >F= �Φ�ν0� ν) �1.1)

bν = [S0
ν�
� S0

ν ]F = A�ν0� ν). �1.2)

Aśı, en {e1� e2},

Sν = L�ν) + �Φ�ν0� ν)E1 + A�ν0� ν)E2. �1.3)

Dado que E1 y E2 forman una base esta expresión es única para Sν lo cual
prueba la inyectividad.

� [5]
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Caṕıtulo 1. Invariantes de aplicaciones cuadráticas. 1.0

Ahora, si Φ es la forma nula, entonces para cualquier ν ∈ R2, tenemos
que el polinomio caracteŕıstico de Sν tiene una ráız doble y por lo tanto, en
cualquier base de R2

Sν = L�ν)I�

es decir, Sν es una homotecia y �2.3) también se cumple para este caso ��Φ =
A = 0) y νo se puede escoger arbitrariamente).

Ahora probaremos que Θ es suprayectiva.

Supongamos primero que Φ no es la forma nula y fijamos ν0 ∈ R2 tal que
Φ�ν0) = 1.

Denotamos por {e1� e2} la base canónica de R2 y �L�Φ� A) un elemento de
P. Luego, para toda ν ∈ R2, definimos

Sν = L�ν)I + �Φ�ν0� ν)E1 + A�ν0� ν)E2.

Notemos que

Sν =

�
L�ν) + �Φ�ν0� ν) A�ν0� ν)

A�ν0� ν) L�ν)− �Φ�ν0� ν)

�

es una matriz simétrica y por lo tanto tiene asociada un operador simétrico.
Ahora notemos que la aplicación ν �→ Sν es lineal y para toda ν ∈ R2,

1

2
tr�Sν) = L�ν)�

�
1

2
tr�Sν))

2 − det�Sν) = L
2�ν)−

�
�
�
�
�

L�ν) + �Φ�ν0� ν) A�ν0� ν)

A�ν0� ν) L�ν)− �Φ�ν0� ν)

�
�
�
�
�
= Φ�ν)�

y
1

2
[Sν�� Sν ] = [S0

ν�
� S0

ν ]F
2 =

�
�
�
�
1 �Φ�ν0� ν)
0 A�ν0� ν)

�
�
�
� = A�ν0� ν).

Por lo tanto el operador Sν tiene asociados como invariantes a �L�Φ� A), es
decir, esta asociación esta bien definida.
Ahora sea q : R2 → R2 la aplicación cuadrática tal que < q� ν >=< Sν .� . >
satisface Θ�[q]) = �L�Φ� A).
Si Φ es la forma nula basta definir S�ν) = L�ν)I. En este caso, Φ = 0 implica

que �Φ = 0 y Aq = 0 y se puede verificar, como en el caso anterior, que q cumple
con las propiedades requeridas.

2Ver pag� 5 proposición 3
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1.0 Caṕıtulo 1. Invariantes de aplicaciones cuadráticas.

Nota: Si ν = ν1e1 + ν2e2 tenemos que Sν = ν1Se1 + ν2Se2, aśı Sν tiene la
representación matricial

�
aν1 + eν2 bν1 + fν2

bν1 + fν2 cν1 + gν2

�

�

luego,

< Sν�x� y)� �x� y) > = �ax2 + 2bxy + cy2)ν1 + �ex2 + 2fxy + gy2)ν2

= < �ax2 + 2bxy + cy2� ex2 + 2fxy + gy2)� �ν1� ν2) >�

entonces q�x� y) = �ax2 + 2bxy + cy2� ex2 + 2fxy + gy2).
Hemos probado que L, Φ y Aq son suficientes para determinar una aplica-

ción cuadrática, sin embargo podemos obtener Aq, modulo un signo, con Lq y
Φq de la relación de la proposición 3.
Ahora veamos que una rotación en el contradominio actúa sobre estos inva-
riantes de la siguiente manera:
Sea σ ∈ SO2 y q ∈ ��R2�R2). Observemos el siguiente diagrama

R2
q

�� R2 σ
��

L[q]

��

R2

Lσ[q]
����

�
�
�
�
�
�

R

Luego Lσ[q] = L[q] ◦ σ
�1. Análogamente Φσ[q] = Φ[q] ◦ σ

�1.
También podemos probar, por medio de un argumento similar al de la propo-
sición 2, que Aσ[q] = A[q].
Si consideramos la acción de SO2 sobre P tal que para toda σ ∈ SO2 y para
toda �L�Φ� A) ∈ P

σ�L�Φ� A) = �L ◦ σ�1�Φ ◦ σ�1� A)

tendremos que Θ es SO2 − equivariante
3 es decir Θ�σq) = σ�Θ�q)). En efecto

Θ�σq) = �Lσq�Φσq� A) = �L ◦ σ�1�Φ ◦ σ�1� A)

= σ�Lq�Φq� A)

= σ�Θ�q))

La biyectividad y equivarianza de la aplicación Θ prueban el siguiente resultado

3 [2]
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Caṕıtulo 1. Invariantes de aplicaciones cuadráticas. 1.0

Teorema 2. La aplicación

Θ : SO2���R2�R2)/SO2
4 → SO2�P

[q] �→ [�L[q]�Φ[q]� A[q])]

es biyectiva.

Para estudiar los invariantes de SO2���R2�R2)/SO2 y dar una expresión
para ellos demos antes una expresión para Sν .

Dado [q] ∈ ��R2�R2)/SO2 tomamos, sin pérdida de generalidad, q�x� y) =
�ax2 + 2bxy + cy2� ex2 + 2fxy + gy2) como representante de esta clase.
Notemos que si ν = �ν1� ν2) entonces < q� ν >= �aν1+eν2)x

2+2�bν1+fν2)xy+
�cν1 + gν2)y

2 y por lo tanto

Sν =

�
aν1 + eν2 bν1 + fν2

bν1 + fν2 cν1 + gν2

�

.

Proposición 4. � Invariante de L[q]) Sea [q] ∈ ��R2�R2)/SO2. El vector H ∈
R2 tal que L[q]�ν) =< H� ν > para toda ν ∈ R2 está dado por H = �1

2
�a +

c)� 1
2
�e+ g)) y su norma es invariante bajo rotaciones.

Demostración. Notemos primero que

L[q]�ν) =
�a+ c)

2
ν1 +

�e+ g)

2
ν2 =< H� ν >�

donde H = �a+c
2
� e+g

2
) y ν = �ν1� ν2).

Ahora notemos que

L[q] ◦ α
�1�ν) =

�
�a+ c)

2
cos θ −

�e+ g)

2
sin θ

�

ν1 +

�
�a+ c)

2
sin θ +

�e+ g)

2
cos θ

�

ν2

= < H� ν >�

donde H =
�

�a+c)
2

cos θ − �e+g)
2

sin θ� �a+c)
2

sin θ + �e+g)
2

cos θ
�
.

Un simple cálculo nos muestra que |H|2 = |H|2, luego |H|2 es un invariante de
SO2���R2�R2)/SO2 asociado a L[q] ◦ α

�1.

Sabemos que la traza y determinante deQ[q] son invariantes bajo rotaciones,
luego definimos:

K := tr�Q[q]) y Δ := det�Q[q]).

15



1.0 Caṕıtulo 1. Invariantes de aplicaciones cuadráticas.

Para dar una expresión de éstos notemos que

Q[q]�ν) = det�Sν) = �ac− b2)ν2
1 + �ag + ce− 2bf)ν1ν2 + �ef − g2)ν2

2 �

luego K = ac− b2 + eg − f 2 y Δ = �ac− b2)�ef − g2)− 1
4
�ag + ce− 2bf)2 que

también serán invariantes de SO2���R2�R2)/SO2.

Dado que Aα[q] = A[q] podemos obtener un invariante asociado a éste, el
cual definimos como KN y está dado por

A[q]�ν� µ) =
1

2
KN�ν1µ2 − ν2µ1)�

es decir, KN = �a− c)f − �e− g)b5. De manera similar a Q[q] tenemos que los
invariantes de Φ[q] son su traza y su determinante. La siguiente proposición da
una expresión para estos.

Proposición 5. Los invariantes de la forma cuadrática Φ[q] están dados por
las siguientes expresiones.

tr�Φ[q]) = |H|2 −K y det�Φ[q]) =
1

4
K2

N �

Demostración. Sea {e1� e2} la base canónica de R2 y q�x� y) = �ax2 + 2bxy +
cy2� ex2 + 2fxy + gy2), un representante de [q] ∈ SO2���R2�R2)/SO2. La
matŕız asociada a Φ en esta base esta dada por

�
Φ�e1) �Φ�e1� e2)

�Φ�e1� e2) Φ�e2)

�

�

donde �Φ es la forma polar de Φ.
Aśı

tr�Φ[q]) = Φ�e1) + Φ�e2) = L�e1)
2 + L�e2)

2 − �Q�e1) +Q�e2))

y
det�Φ[q]) = Φ�e1)Φ�e2)− �Φ�e1� e2)

2.

Notemos por un lado que

L2
q�e1) =

1

4
�a+ c)2 y L2

q�e2) =
1

4
�e+ g)2

5Ver pag 3

16



Caṕıtulo 1. Invariantes de aplicaciones cuadráticas. 1.0

aśı

L2
q�e2) + L

2
q�e2) =

1

4
�a+ c)2 +

1

4
�e+ g)2 = |H|2

Ahora

Q�e1) = �ac− b2)

y

Q�e2) = �eg − f 2)�

luego Qe1 +Qe2 = �ac− b2) + �eg − f 2) = K.
Aśı

tr�Φ[q]) = |H|2 −K.

Para det�Φ[q]), consideremos la expresión Φ�e1)Φ�e2) = �Φ�e1� e2)
2+A�e1� e2)

2�
luego

det�Φ[q]) = A�e1� e2)
2 =

1

4
K2

N .

Determinemos ahora cuando es posible recuperar la aplicación cuadrática
via sus invariantes asociados, |H|2, KN , Δ y K.
Para ello es necesario establecer el siguiente resultado

Lema 4. Identifiquemos a Φ con su operador simétrico asociado. Existe una
única base de vectores propios de Φ, �e3� e4) la cual es orientada positiva.
Además, la base �e3� e4) es ortogonal y la matriz de Φ en �e3� e4) es diago-
nal con entradas

X1 =
1

2
�|H|2 −K +

�
�|H|2 −K)2 −K2

N )

X2 =
1

2
�|H|2 −K −

�
�|H|2 −K)2 −K2

N).

En �e3� e4), el vector H esta dado por αe3 + βe4), donde

α2 =
1

�
�|H|2 −K)2 −K2

N

�Δ +X1|H|
2 −X1X2)�

β2 =
1

�
�|H|2 −K)2 −K2

N

�Δ +X2|H|
2 −X1X2).

17



1.0 Caṕıtulo 1. Invariantes de aplicaciones cuadráticas.

Para probar este resultado nos es de mucha ayuda dar la siguiente inter-
pretación geométrica de una aplicación cuadrática.
Dada

q�x� y) = �ax2 + 2bxy + cy2� ex2 + 2fxy + gy2)

la imagen de q restringida al ćırculo unitario es una elipse. En efecto

q�cos θ� sen θ) = �a cos2 θ + 2b cos θ + c sen2 θ� e cos2 θ + 2f cos θ + g sen2 θ)�

luego, utilizando que cos 2θ = cos2 θ−sen2 θ y sen 2θ = 2 cos θ sen θ, obtenemos

q�cos θ� sen θ) =

�
1

2
�a− c)�

1

2
�e− g)

�

cos 2θ + �b� f) sen 2θ +H.

Aśı la imagen de q es una elipse doblemente cubierta con centro en H. Podemos
dar una base ortonormal {e1� e2} de R2�Dominio) tal que e1 y e2 son aplicados
en los semiejes mayor y menor de la elipse y estos últimos estén dados por

U := �
1

2
�a− c)�

1

2
�e− g))

V := �b� f)� 6

es decir,

q�e1) = H+ U y
1

2
q�e1 + e2) = H + V �∗)

Demostración. La primera parte del Lema se tiene del álgebra lineal, es decir,
dado un operador simétrico siempre es posible encontrar una base ortonor-
mal de vectores propios en la cual dicho operador tenga una representación
matricial diagonal. Ahora, como el polinomio caracteŕıstico de Φ esta dado
por

X2 − �|H|2 −K)X +
1

4
K2

N

tenemos que sus valores propios son

X1 =
1

2
�|H|2 −K +

�
�|H|2 −K)2 −K2

N )

X2 =
1

2
�|H|2 −K −

�
�|H|2 −K)2 −K2

N).

De esta manera Φ tiene la siguiente expresión

Φ =

�
X1 0
0 X2

�

�

tomando como base a sus vectores propios normalizados.
Ahora sólo basta ver que H tiene una expresión mencionada en la misma base.

18



Caṕıtulo 1. Invariantes de aplicaciones cuadráticas. 1.0

i) Determinamos una base ortonormal {e3� e4} de vectores propios de Φ.

ii) Expresamos Sν en esta base y obtenemos una expresión para Δ.

iii) Encontramos la expresión de H como solución de un sistema de ecuacio-
nes formado por las expresiones de Δ y |H|2.

i) Supongamos por un momento que

q�x� y) = �ax2 + 2bxy + cy2� ex2 + 2fxy + gy2)

es la aplicación cuadrática que tiene asociada a Φ como invariante.
Denotemos por {e1� e2} la base del dominio de q elegida de tal forma que

q�e1) = H+ U y
1

2
q�e1 + e2) = H + V

y {e3� e4} la base canónica del contradominio. De esta manera

Φ�e3) = L
2�e3)−Q�e3) =

�
1

2
�a− c)

�2

+ b2

Φ�e4) = L
2�e4)−Q�e4) =

�
1

2
�e− g)

�2

+ f 2

�Φ�e3� e4) =
1

2
�Φ�e3 + e4)− Φ�e3)− Φ�e4)) =

1

2
�a− c)

1

2
�e− g) + bf�

y por lo tanto Φ tiene la siguiente expresión

Φ =

� �
1
2
�a− c)

�2
+ b2 1

2
�a− c)1

2
�e− g) + bf

1
2
�a− c)1

2
�e− g) + bf

�
1
2
�e− g)

�2
+ f 2

�

.

Un simple cálculo muestra que

Φ�U) = |U |2U Φ�V ) = |V |2V�

donde U y V son los vectores que están sobre los ejes semimayor y semimenor
de la elipse.
Aśı definimos una base dada por

e3 =
U

|U |
e4 =

V

|V |
.

19



1.0 Caṕıtulo 1. Invariantes de aplicaciones cuadráticas.

ii) Considerando la base {e3� e4} y usando �∗) tenemos que

q�e1) = H + |U |e3�

q�e2) = H − |U |e3�

1

2
q�e1 + e2) = H + |V |e4.

Suponiendo que H = αe3 + βe4 tenemos que

q�e1) = �α+ |U |)e3 + βe4

q�e2) = �α− |U |)e3 + βe4
1

2
q�e1 + e2) = αe3 + �β + |V |)e4.

Luego, si ν = �ν3� ν4) ∈ R2, tenemos que

Sν =

�
q�e1) · ν �q�e1� e2) · ν

�q�e1� e2) · ν q�e2) · ν

�

=

�
�α+ |U |)ν3 + βν4 bν4

bν4 �α− |U |)ν3 + βν4

�

�

donde �q�e1� e2) =
1
2
q�e1 + e2)−

1
2
q�e1)−

1
2
�e2) = be4.

Ahora dado que

Qq = det�Sν) = �α2 − |U |2)ν2
3 + 2αβν3ν4 + �β2 − |V |2)ν2

4 �

tenemos que

Δ = det�Qq) = �α2 − |U |2)�β2 − |V |2)− α2β2�

luego Δ = −|U |2β2 − |V |2α2 + |U |2|V |2.
Hemos encontrado una expresión para Δ en términos de α2, β2 y de los valores
propios de Φ.
iii) Dado que |H|2 = α2 + β2 tenemos el siguiente sistema de ecuaciones

|U |2β2 + |V |2α2 = −Δ+ |U |2|V |2

α2 + β2 = |H|2.

De esta manera basta resolver el sistema para α2 y β2 para obtener la expresión
de H en términos de la base {e3� e4}

α2 =
1

|U |2 − |V |2
�Δ + |U |2|H|2 − |U |2|V |2)

β2 =
1

|V |2 − |U |2
�Δ + |V |2|H|2)− |U |2|V |2).

Por otro lado |U |2−|V |2 =
�

�|H|2 −K)2 −K2
N y |U |2|V |2 = 1

4
K2

N . Aśı α y β
pueden ser expresados en términos de |H|2, K, KN y Δ y por lo tanto H .
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Caṕıtulo 1. Invariantes de aplicaciones cuadráticas. 1.0

Cabe resaltar que el uso de la elipse asociada a q en la prueba de este
teorema es únicamente para facilitar los cálculos, dado que los invariantes no
dependen de las elecciones de las bases.

Antes de establecer el siguiente resultado, que es el que determina cuando
podemos recuperar a [q] via sus invariantes introduzcamos la siguiente nota-
ción.
Denotemos por G el subgrupo de transformaciones de R2 generado or las refle-
xiones con respecto al eje x y con respecto al eje y; identificando estas trans-
formaciones con su matriz en la base canónica de R2 tenemos

G = {

�
1 0
0 1

�

�

�
−1 0
0 −1

�

�

�
1 0
0 −1

� �
−1 0
0 1

�

}.

Este grupo actúa sobre el conjunto cociente SO2���R2�R2)/SO2 por compo-
sición ya que gSO2g

�1 = SO2 para toda g ∈ G.

Teorema 3. Sea [q] ∈ SO2���R2�R2)/SO2 y |H|
2, KN , Δ, K sus invariantes

asociados. Éstos invariantes determinan a [q] módulo la acción del grupo G.

Demostración. Retomemos la aplicación biyectiva Θ del teorema 2. Θ�[q]) es
la clase de �L�Φ� A) ∈ P donde las formas L, Φ, A estan definidas en la base
canónica de R2 por

L = �α�−β)� Φ =

�
X1 0
0 X2

�

yA =
1

2
KN

�
0 1
−1 0

�

con X1, X2, α, β como en el lema anterior. Dado que α y β estan determina-
dos módulo el signo, al conjunto de invariantes le corresponden 4 clases, sin
embargo éstas pueden ser obtenidas de una de ellas por la acción de G.
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Caṕıtulo 2

Invariantes de la segunda forma

fundamental.

En este caṕıtulo estudiamos los invariantes de una inmersión X :M2 → R4

de una superficie en el espacio euclidiano de dimensión 4 bajo el cambio de
marco móvil. Veremos que, dado que la segunda forma fundamental es una
aplicación cuadrática para cada p ∈ M , los invariantes de ésta estarán dados
por los invariantes de SO2���R

2�R2)/SO2.

2.1. Marco móvil y formas de conexión

Antes de comenzar el estudio de estos invariantes, comenzaremos dando la
definición de marco móvil sobre una variedad riemanniana, Mn, y estudiando
algunas de las propiedades de estos marcos en el caso cuando Mn = R4.

Definición 2. SeaMn una variedad riemanniana yX = {e1� e2� ...� en} un con-
junto de campos vectoriales tangentes diferenciales definidos sobre un abier-
to U ⊆ M , diremos que X es un marco móvil si para todo p ∈ U , Xp =
{e1�p)� e2�p)� ...� en�p)} es una base ortonormal para TpM .

Dado un marco móvil {ei}
n
i=1 podemos encontrar 1-formas diferenciales ωi

tales que ωi�ej) = δij, i = 1� ...n, en otras palabras, en cada p ∈ M , la base
{ωi�p)} es la base dual de {ei�p)}. Definimos este conjunto como el marco de
1− formas asociado al marco {ei}
SeaMn = R4. Dado un marco móvil para R4, Xp = {e1� e2� e3� e4}, tenemos

que ei : R
4 → R4 es una aplicación diferenciable para cada i, y en consecuencia



Caṕıtulo 2. Invariantes de la segunda forma fundamental. 2.1

�dei)p : TpR
4 → TpR

4 ∀p ∈ R4.

Ahora, como Xp = {e1�p)� e2�p)� e3�p)� e4�p)} es una base para TpR
4 pode-

mos escribir

�dei)p�v) =

4�

j=1

�ωij)p�v)ej�p) ∀v ∈ R4�

donde �ωij)p�v) ∈ R debido a que TpR
4 es un espacio vectorial real.

Notemos que �ωij)p�v) depende linealmente de v, pues dados v1� v2 ∈ TpM
tenemos que

�dei)p�v1) + �dei)p�v2) = �dei)p�v1 + v2) =
4�

j=1

�ωij)p�v1 + v2)ej�p)�

igualando términos y usando que Xp es una base obtenemos que

�ωij)p�v1 + v2) = �ωij)p�v1) + �ωij)p�v2)

De forma similar se puede mostrar que �ωij)p�λv) = λ�ωij)p�v). Aśı,

�ωij)p : TpR
4 → R

es lineal para todo p ∈ M y para todo i� j = 1� ...� 4, luego

ωij : χ�R
4)→ R

son 1-formas para todo i� j = 1� ..�4� donde χ�R4) denota el conjunto de campos
vectoriales en R4. Estas 1-formas son llamadas formas de conexión de M en el
marco móvil de X. Una prueba de la unicidad de éstas se puede encontrar en
[3].
Las formas de conexión junto con las formas asociadas al marco cumplen las
siguientes ecuaciones.

Proposición 6. �Ecuaciones de estructura de R4). Sea {ei} un marco móvil
en un conjunto abierto U ⊂ R4. Sea {ωi} el marco de formas asociadas a {ei}
y ωij las formas de conexión de U en el marco {ei}. Entonces

dωi =
�

k

ωk ∧ ωki �2.1)

dωij =
�

k

ωik ∧ ωkj� i� j� k = 1� ..�4. �2.2)
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2.1 Caṕıtulo 2. Invariantes de la segunda forma fundamental.

Demostración. Sea a1 = �1� ..�0)� ...� a4 = �0� ..�1) la base canónica de R4, y sea
xi : U → R la función que asigna a cada punto �x1� ...� x4) su i-ésima coorde-
nada. Entonces dxi es una 1-forma diferencial en U y, ya que dxi�aj) = δij ,
concluimos que {dxi} es el marco de formas asociado a {ai}.

Ahora escribimos

ei =
�

j

βijaj� �2.3)

donde βij es una función diferenciable sobre U y, para cada p ∈ U , la matŕız
�βij�p)) es una matŕız ortogonal. Ya que ωi�ej) = δij �

ωi =
�

j

βijdxj . �2.4)

Primero probaremos que dβij =
�

k ωikβkj. En efecto,

dei =
�

k

ωikek =
�

k

ωik�
�

j

βkjaj) =
�

jk

ωikβkjaj �

y ya que de �2.3) tenemos que dei =
�

βijaj � obtenemos comparando,

dβij =
�

k

ωikβkj. �2.5)

Para obtener la primera ecuación de estructura �2.1), derivamos �2.4) y
usamos �2.5):

dωi =
�

j

dβij ∧ dxj =
�

jk

ωikβkj ∧ dxj =
�

k

ωk ∧ ωki.

Para la segunda ecuación de estructura �2.2), derivamos �2.5) obteniendo

0 =
�

k

dωikβkj −
�

k

ωik ∧ dβkj�

esto es �

k

dωikβkj =
�

k

ωik ∧
�

s

ωksβsj�
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Caṕıtulo 2. Invariantes de la segunda forma fundamental. 2.1

o, finalmente, multiplicando por la matŕız inversa �βkj)

dωie =
�

k

ωik ∧ ωke�

como se deseaba.

Antes de dar la siguiente definición notemos que dada una inmersión X :
M2 → R4 de una variedad diferenciable M en el espacio euclidiano de dimen-
sión 4 tenemos, por el teorema de la función inversa, que para cada p ∈ M
existe una vecindad U ⊂ M de p tal que la restricción x|U ⊂ M → R4 es un
encaje, es decir, tenemos bien definido un plano tangente para cada p ∈ M
�No hay autointersecciones de la superficie).

Definición 3. Sea X :M → R4 una inmersión de una superficie en el espacio
euclidiano de dimensión 4, p ∈ M y V ⊂ R4 una vecindad de X�p) en R4

tal que V ∩ X�M) = X�U). Supongamos que V es tal que existe un marco
móvil {e1� e2� e3� e4} con la propiedad de que, cuando restringimos a X�U) los
vectores e1� e2 son tangentes a X�U), un tal marco se dice que es un marco
móvil adaptado.

Sea X : M → R4 una inmersión, {ei} un marco móvil adaptado, ωi su
marco de formas asociado y ωij las formas de conexión. Podemos definir formas
para M de la siguiente manera

X∗�ωi)�v) = ωi�dX�v)) X∗�ωij)�v) = ωij�dX�v))

donde X∗ es la aplicación inducida. Dado que X∗ conmuta con la derivación
exterior y el producto exterior1 tales formas satisfacen también las ecuaciones
de estructura.
Dado que dX�v) ∈ TpM , dX�v) = ae1 + be2. Aśı

X∗�ω3)�v) = ω3�dX�v)) = ω3�ae1 + be2) = 0�

de manera análoga X∗�ω4) = 0.
Con un abuso de notación escribimos

X∗�ωi) = ωi� X∗�ωij) = ωij.

Esto nos permite ver a U ⊂ M como un subconjunto de R4 dado por la
inclusión X : U → R4 y ver a las funciones ωi y ωij como restricciones a U.

�Podemos encontrar algunas propiedades de la derivación y del producto exterior en [3]
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2.1 Caṕıtulo 2. Invariantes de la segunda forma fundamental.

Notemos que si X : U → R4, es la aplicación inclusión, decir que las formas ωi

son duales del marco {ei} es equivalente a decir que dX =
�

ωiei

En efecto, por un lado �dX)p�v) = v, donde v = a1e1 + a2e2. Por otro lado
ωi�v) = ai, luego v =

�
ωi�v)ei y por tanto �dX)p�v) =

�
ωi�v)ei.

De esta manera las formas ωi y ωij están dadas por las siguientes expresio-
nes:

ωi = dX · ei ωij = dei · ej

Nota: Dado que ei ·ej = δij = {
1 i = j
0 i �= j

, tenemos dei ·ej+dej ·ei = 0. Por

lo tanto ωij = −ωji. Si además {ωi} es linealmente independiente y junto con
las formas ωij satisfacen la ecuación �1), entonces estas 1-formas son únicas

2.
Antes de continuar enunciaremos y probaremos el Lema de Cartan que

será de mucha utilidad en lo que sigue.

Proposición 7. �Lema de Cartan). Sea V n un espacio vectorial de dimensión
n, y sean ω1� ...� ωr : V

n → R, r ≤ n formas lineales en V linealmente indepen-
dientes. Supongamos que existen formas θi : V → R tales que

�r

i=1
ωi∧θi = 0.

Entonces
θi =

�

j

aijωj� con aij = aji

Demostración. Extendamos la base dual {ωi} a una base ω1� ...ωr� ωr+1� ...� ωn

de V ∗ y escribimos

�

j

aijωj +
�

l

bilωl� l = r + 1� ...� n.

Usando la hipótesis, obtenemos

0 =
n�

1=1

ωi ∧ θi =
�

ij

aijωi ∧ ωj +
�

l

bilωi ∧ ωl

=
�

i<j

�aij − aji)ωi ∧ ωj +
�

i<l

bilωi ∧ ωl.

Dado que ωk ∧ ωs, k < s, k� s = 1� ...� n, son linealmente independientes,
tenemos que bil = 0 y aij = aji.

2 [3]
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Caṕıtulo 2. Invariantes de la segunda forma fundamental. 2.2

Ahora, retomando que ω3 = ω4 = 0, tenemos que

0 = dω3 = ω1 ∧ ω13 + ω2 ∧ ω23

0 = dω4 = ω1 ∧ ω14 + ω2 ∧ ω24�

luego, por el Lema de Cartan tenemos que,

ω13 = aω1 + bω2

ω23 = bω1 + cω2

ω14 = eω1 + fω2

ω24 = fω1 + gω2.

Estas ecuaciones son llamadas ecuaciones de Codazzi.

2.2. Invariantes de la segunda forma funda

mental.

Definición 4. Sea X : M → R4 una inmersión y {ei}
4
i=1 un marco móvil

adaptado en R4. Definimos los siguientes haces fibrados:
TM = {�p� v)|p ∈ M� v ∈ TpM} el haz tangente de M, NM = {�p� ν)|p ∈
M� ν ∈ NpM} el haz normal de M; Fτ = {e1� e2} el haz de marcos tangentes
Fν = {e3� e4} el haz de marcos normales y F = {e1� e2� e3� e4} el haz de todos
los marcos.

Como vimos anteriormente podemos encontrar un abierto U ⊂ M tal que
X : U → R4 puede ser vista como la aplicación inclusión. Teniendo esto en
cuenta definimos las formas duales y de conexión de la siguiente manera

ωi = dX · ei� ωij = dei · ej i� j = 1� 2� 3� 4

Definición 5. La aplicación

αp : TpM → NpM

dada por

αp�v) = �aω
2

1 + 2bω1ω2 + cω2

2)�v)e3 + �eω
2

1 + 2fω1ω2 + gω2

2)�v)e4

es llamada la segunda forma fundamental de la inmersión.

27



2.2 Caṕıtulo 2. Invariantes de la segunda forma fundamental.

Nota: Dado que en R4, su conexión,∇, coincide con la derivada covariante
tenemos que para una inmersión X : M2 → R4 y una curva γ�−�� �) → M
con la propiedad de que γ�0) = p y γ��0) = v

∇dX◦γdX ◦ γ =
d2�X ◦ γ)

dt
|t=0�

y de esta manera

�∇dXdX)⊥ = α�dX� dX) = �dX2 · e3)e3 + �dX
2 · e4)e4.

Notemos ahora que dX · e3 = 0 y por tanto

d2X · e3 = −dX · de3�

luego, ocupando que dX =
�

ωiei, dei =
�

ωijej �Ver pag. 11) y las ecuacio-
nes de Codazzi obtenemos que

�dX2 · e3)e3 = ω1ω31 + ω2ω32 = aω2

1 + 2bω1ω2 + cω2

2

y, de forma análoga

�dX2 · e4)e4 = eω2

1 + 2fω1ω2 + gω2

2.

De esta manera, la definición anterior coincide con la definición estándar de
la segunda forma fundamental en términos de la conexión.

Para cada punto p ∈ M la segunda forma fundamental puede ser vista
como una aplicación cuadrática

αp : TpM → NpM

dada por

αp�xe1 + ye2) = �ax
2 + 2bxy + cy2)e3 + �ex

2 + 2fxy + gy2)e4

Ahora notemos que un cambio de marco móvil �adaptado) determina, en ca-
da p ∈ M , una rotación de TpM y otra en NpM y dado que estos planos
pueden identificarse con R2, podemos estudiar a αp como un elemento de
Q�R2�R2) y por lo tanto sus invariantes están dados por los elementos de
SO2���R

2�R2)/SO2.
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Caṕıtulo 2. Invariantes de la segunda forma fundamental. 2.2

Definición 6. Sea αp : TpM → NpM la segunda forma fundamental de la
inmersión en p y ν ∈ NpM . La aplicación

< αp� ν >: TpM → R

dada por

< αp�xe1 + ye2)� ν >= �ax2 + 2bxy + cy2)v3 + �ex
2 + 2fxy + gy2)v4

donde ν = �v3� v4) es llamada la ν-segunda forma fundamental.

Dado ν ∈ NpM , el endomorfismo Sν asociado a la ν-segunda forma funda-
mental, es el operador de forma y tiene la siguiente representación matricial

�
ax+ ey bx+ fy
bx+ fy cx+ gy

�

�

donde ν = xe3 + ye4.

Antes de comenzar el estudio de los invariantes de αp bajo el cambio del
marco móvil mostramos la siguiente proposición.

Proposición 8. Sea X : M → R4 una inmersión de una superficie en el
espacio euclidiano de dimensión 4 y sea {ei}

4
i=1 un marco móvil adaptado. La

2-forma ω1 ∧ ω2 es invariante bajo cambio de marco móvil.

Demostración. Sea {ei}
4
i=1 otro marco móvil adaptado y ωi las formas duales

asociadas a éste. Dado que ω1 y ω2 estan definidas sobre Fτ , un cambio de
marco en el plano normal las dejará invariantes. Ahora, dado un cambio de
marco tangente tenemos que

e1 = pe1 + qe2

e2 = −qe1 + qe2�

donde p y q son aplicaciones C∞ tales que p2 + q2 = 1. De esta manera las
formas en el marco ei pueden expresarse como

ω1 = pω1 + qω2

ω2 = −qω1 + qω2�

aśı
ω1 ∧ ω2 = �p

2 + q2)ω1 ∧ ω2 = ω1 ∧ ω2
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2.2 Caṕıtulo 2. Invariantes de la segunda forma fundamental.

Proposición 9. Sea X : M → R4 una inmersión de una superficie en el
espacio euclidiano de dimensión 4, {ei} un marco móvil adaptado, {ωi} sus
formas duales asociadas y {ωij} sus formas de conexión. Las 2-formas

dω12 y dω34

son invariantes bajo cambio de marco móvil. Estas 2-formas son llamadas las
formas de curvatura.

Demostración. Por las ecuaciones de estructura tenemos que

dω12 = ω13 ∧ ω32 + ω14 ∧ ω42

luego, aplicando las ecuaciones de Codazzi tenemos que

dω12 = �aω1 + bω2) ∧ �bω1 + cω2) + �eω1 + fω2) ∧ �fω1 + gω2) = −Kω1 ∧ ω2�

donde K = �ac− b2) + �eg − f 2). De manera similar obtenemos

dω34 = −KNω1 ∧ ω2�

dondeKN = �a−c)f−�e−g)b. Ahora, dado queK�KN y ω1∧ω2 son invariantes
bajo cambio de marco móvil también lo será su producto, por lo tanto dω12 y
dω34 seran 2-formas invariantes.

Dadas estas 2-formas invariantes podemos obtener K y KN valuando úni-
camente éstas en los básicos, es decir

−K = dω12�e1� e2) y KN = dω34�e1� e2).

A K y KN se les conoce como la curvatura Gaussiana y la curvatura normal
respectivamente.

Notemos también que el invariante Aα�
puede ser obtenido de dω34. En

efecto

Aα�
�ν1e1 + ν2e2� µ1e1µ2e2) =

1

2
KN�ν1µ2 − ν2µ1) =

=
1

2
KNω1 ∧ ω2�ν1e1 + ν2e2� µ1e1 + µ2e2) =

=
1

2
dω34.
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Caṕıtulo 2. Invariantes de la segunda forma fundamental. 2.2

La forma cuadrática Qα�
puede ser obtenida desarrollando una 2-forma de

la manera siguiente. Escribimos ν = xe3 + ye4 y consideramos

dν · e1 ∧ dν · e2.

Ahora

dν · e1 ∧ dν · e2 = �dxe3 + xde3 + dye4 + yde4) · e1 ∧ �dxe3 + xde3 + dye4 + yde4) · e2

= xω31 + yω41 ∧ ω32 + yω42

Luego, aplicando las ecuaciones de Codazzi obtenemos

dν · e1 ∧ dν · e2 = �x�aω1 + bω2) + y�eω1 + fω2)) ∧ �x�bω1 + cω2) + y�fω1 + gω2))

= ν · e1 ∧ dν · e2 = F �x� y)ω1 ∧ ω2�

donde F = �ac− b2)x2 + �ag + ce− 2bf)xy + �eg − f 2)y2.
Notemos que F �x� y) es el determinante de la matriz asociada al operador

de forma Sν .

En efecto, valuando esta 2− forma en �e1� e2) obtenemos

dν · e1 ∧ dν · e2�e1� e2) = F �x� y)ω1 ∧ ω2�e1� e2) = F �x� y)

entonces

F �x� y) =

�
�
�
�
dν�e1) · e1 dν�e1) · e2

dν�e2) · e1 dν�e2) · e2

�
�
�
� =

�
�
�
�
ax+ ey bx+ fy
bx+ fy cx+ gy

�
�
�
�

= det�Sν) = Qα
3

Aśı dν · e1 ∧ dν · e2 = Qαω1 ∧ ω2� y dado que ω1 ∧ ω2 es también invariante
se tiene el siguiente resultado.

Proposición 10. Sea X :M → R4,{ei}, {ωi} y {ωij} como en la proposición
anterior, la 2-forma

dν · e3 ∧ dν · e4 = Qα�
�x� y)ω1 ∧ ω2

es invariante bajo cambio de marco móvil.

Demostración. Dado que Qα�
= det�Sν) y ω1 ∧ ω2 son invariantes bajo rota-

ciones de TpM y NpM tenemos que dν · e3∧dν · e4 = Qα�
�x� y)ω1∧ω2 también

es invariante.
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2.2 Caṕıtulo 2. Invariantes de la segunda forma fundamental.

Consideremos e = xe1 + ye2, de manera análoga a la anterior 2-forma se
obtiene

de · e3 ∧ de · e4 = δ�x� y)ω1 ∧ ω2

donde δ�x� y) = �af − be)x2 + �ag − ce)xy + �bg − cf)y2. De esta 2-forma
podemos obtener los invariantes Δ y KN , solo basta notar que det�δ) = Δ y
tr�δ) = KN .

Proposición 11. Sea X : M → R4 una inmersión de una superficie en el
espacio euclidiano de dimensión 4. La 2-forma

de · e3 ∧ de · e4 = δ�x� y)ω1 ∧ ω2

es invariante bajo cambio de marco móvil.

Demostración. Sean {ei}
4
i=1 y {ei}

4
i=1 dos marcos móviles adaptados.

Dado un cambio de marco normal tenemos que

e3 = pe3 + qe4

e4 = −qe3 + qe4

donde p y q son aplicaciones C∞ tales que p2 + q2 = 1. Aśı

de · e3 ∧ de · e4 = de · �pe3 + qe4) ∧ de · �−qe3 + pe4)

= �pde · e3 + qde · e4) ∧ �−qde · e3 + pde · e4) =

= �p2 + q2)de · e3 ∧ de · e4 =

= de · e3 ∧ de · e4.

De esta forma los coeficientes de δ�x� y) estan definidos sobre Fτ , es decir, estos
coeficientes no cambian bajo una rotación de Fν .
Dado un cambio de marco tangente tenemos que e = xe1 + ye2 = x�e1 + y�e2,
de esta manera tenemos que

δ�x� y)ω1 ∧ ω2 = δ�x�� y�)ω1 ∧ ω2�

y dado que
ω1 ∧ ω2 = ω1 ∧ ω2

tenemos que δ�x� y) = δ�x�� y�)
Aśı de · e3 ∧ de · e4 es invariante bajo cambio de marco móvil.

Otra manera de obtener el invariante Δ es la siguiente.
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Caṕıtulo 2. Invariantes de la segunda forma fundamental. 2.2

Definición 7. La resultante de dos polinomios P1�x) = a0 + a1x+ ...+ anx
n,

P2�x) = b0 + b1x+ ... + bmxm se define como el determinante de la matriz

�










a0 · · · aq�1 · · · ap�1 ap

. . .

a0 · · · · · · ap

b0 · · · · · · bq

. . .

b0 · · · bq












.

La resultante nos indica las ráıces que tienen en común estos dos polino-
mios, una prueba de ésto la podemos encontrar en [2]. Mediante un cálculo
directo podemos probar la siguiente:

Proposición 12. Δ es igual a −1

4
de la resultante de los dos polinomios que

forman la segunda forma fundamental, es decir,

Δ = −
1

4

�
�
�
�
�
�
�
�

a 2b c 0
0 a 2b c
e 2f g 0
0 e 2f g

�
�
�
�
�
�
�
�

.

El siguiente resultado aparece en [6] y muestra que, de manera similar
al Caṕıtulo 2 podemos obtener la segunda forma fundamental a partir de los
invariantes de ésta.

Teorema 4. �Little). En un punto donde δ �= 0 y H �= 0, la segunda forma
fundamental está determinada, módulo un cambio de marco móvil, por H, δ y
Qα�

.

Demostración. Dado que δ y F son invariantes bajo rotaciones del normal
podemos suponer que H se encuentra en la dirección de e3. De esta manera
H = 1

2
�a+ c)e3 y e + g = 0.

Demos una expresión de e,g y f en términos de los coeficientes de δ y Q de la
siguiente manera Notemos que,

e =
a + c

a + c
e =

ae + ce

a + c
=
−ag + ce

a + c
=
−�ag − ce)

a+ c
�

g = −e =
ag − ce

a+ c
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2.2 Caṕıtulo 2. Invariantes de la segunda forma fundamental.

y

f =
a + c

a + c
f =

af − be− �bg − cf)

a+ c
�

donde a + c �= 0 de lo contrario H=0. Por otra parte

ge+ ce− 2bf = −�a− c)e− 2bf

af − be + bg + cf = �a− c)f − 2be

de esta manera tenemos que

�
ag + cf − 2bf

af − be + bg + cf

�

=

�
−e f
f e

� �
a− c
−2b

�

y dado que e2 + f 2 �= 04, tenemos que

�
−e f
f e

�

es no singular y por tanto

tiene inversa, luego

�
a− c
−2b

�

=

�
−e f
f e

��1 �
ag + cf − 2bf

af − be + bg + cf

�

.

De esta manera podemos expresar a a, b y c en términos de los coeficientes de
H, δ y Qα�

.

4De lo contrario e = f = g = 0 y por tanto δ ≡ 0
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Caṕıtulo 3

Elipse de curvatura.

En este caṕıtulo damos una interpretación geométrica de los invariantes
asociados a Lα�

y Φα�
, describimos Δ en términos del punto p ∈ M y de la

elipse de curvatura, que es la elipse asociada a la segunda forma fundamen-
tal en p. Con esta configuración caracterizamos los puntos de una superficie
M inmersa en el espacio euclidiano de dimensión 4. Se da una interpretación
geométrica de las formas cuadráticas Qα y δ.

Definición 8. Sea X :M2 → R
4 una inmersión de una superficie en el espacio

euclidiano de dimensión 4 y {ei}
4
i=1 un marco móvil adaptado.

Definimos el espacio unitario tangente de S en p por:

S�TpM) = {e�θ) = e1 cos θ + e2 sen θ : θ ∈ �0� 2π]}

y el espacio proyectivo tangente como el cociente:

S�TpM)

Z2
:= P �TpM) = {[e�θ)] = {e�θ)�−e�θ)}}.

Definición 9. La elipse de curvatura es la imagen del espacio proyectivo tan-
gente bajo la aplicación

αp : P �TpM) → NpM

dada por

[e�θ)] �→ αp�[e�θ)]) = αp�e�θ)� e�θ))

donde αp es la segunda forma fundamental en p.



3.0 Caṕıtulo 3. Elipse de curvatura.

Notemos que αp�−e�θ)�−e�θ)) = αp�e�θ)� e�θ)) por la bilinealidad de αp,
i,e, no depende del representante, luego αp esta bien definido en el espacio
proyectivo.
Esta aplicación la podemos ver como la proyección de γ��θ en NpM donde γ es
una curva adaptada, es decir, γθ�0) = p, γ��0) = e�θ). Por la bilinealidad y
simetŕıa de αp tenemos que:

αp[e�θ)] = αp�e�θ)� e�θ)) =

αp��e1 cos θ + e2 sen θ� e1 cos θ + e2 sen θ) · e3)e3 +

αp��e1 cos θ + e2 sen θ� e1 cos θ + e2 sen θ) · e4)e4 =

�a cos2 θ + 2b cos θ + c sen2 θ)e3 + �e cos2 θ + 2f cos θ + g sen2 θ)e4

Luego, utilizando las identidades cos2�θ) = 1+cos 2θ
2

y sen2�θ) = 1�cos 2θ
2

tenemos
que,

αp�θ) = �
1

2
�a− c) cos 2θ + b sen 2θ)e3 + �

1

2
�e− g) cos 2θ + f sen 2θ)e4 +H

donde H = 1

2
�a + c)e3 +

1

2
�e + g)e4 es el vector tal que Lα�

�ν) = 1

2
tr�Sν) =<

H� ν > y Sν es la matŕız asociada al operador de forma. Dado que |H|2 es
invariante bajo rotaciones del dominio y del contradominio tenemos que es
un invariante escalar de la inmersión bajo cambio de marco móvil. A H se le
conoce como el vector de curvatura media.
Expresando a αp�θ) en forma matricial obtenemos

�αp −H)�θ) =

�
1

2
�a− c) b

1

2
�e− g) f

� �
cos 2θ
sen 2θ

�

con lo que vemos que αp�θ) es una elipse con centro en H.
De manera natural podŕıamos pensar que el área de la elipse, bajo rotaciones
de marco móvil, se conserva. En efecto, para probar esto describiremos los
invariantes asociados a la forma Φα�

. Consideremos por un momento el caso
general de la elipse, dada como la imagen afin de un ćırculo, digamos

α�θ) =

�
A B

C D

� �
cos θ
sin θ

�

Notemos que si θ1 y θ2 son aplicados en el semieje mayor y el semieje menor res-
pectivamente entonces estas direcciones son necesariamente ortogonales. Para
ver esto, notemos primero que < α��θ1)� α�θ1) >= 0, aśı α��θ1) = ±λα�θ2). Por
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Caṕıtulo 3. Elipse de curvatura. 3.0

otro lado

α��θ) = �−A sin θ +B cos θ�−C sin θ +D cos θ) =

= �A cos�θ +
π

2
) + B sin�θ +

π

2
)� C cos�θ +

π

2
) +D sin�θ +

π

2
))

= −�A cos�θ −
π

2
) + B sin�θ −

π

2
)� C cos�θ −

π

2
) +D sin�θ −

π

2
))

= α�θ ±
π

2
)�

luego ±λα�θ2) = α
��θ1) = α�θ1 ±

π
2
), por lo tanto θ2 = θ1 ±

π
2
.

Para el caso de la elipse de curvatura consideremos una base {e1� e2} tal
que �αp−H)�0) es el vector que esta sobre el semieje mayor, U, y �αp−H)�π

4
)

sobre el semieje menor, V, aśı

U =
1

2
�a− c)e3 +

1

2
�e− g)e4

V = be3 + fe4.

Usando estas expresiones tenemos que

|U |2 + |B|2 =
1

4
��a− c)2 + �e− g)2) + b2 + f 2

=
1

4
��a + c)2 + �e+ g)2)− �ac− b2 + eg − f 2)

= |H|2 −K = tr�Φα�
).

Notemos que el área de la elipse esta dada por π|U ||V |, aśı tenemos que

|U ||V | =
1

2
KN =

1

2
det�Φα�

).

Con esto hemos probado la siguiente:

Proposición 13. El área de la elipse de curvatura es invariante bajo cambio
de marco móvil.

Antes de describir al invariante Δ retomemos la forma cuadrática < αp� ν >

Definición 10. Dada αp : P �TpM) → NpM , la segunda forma fundamental
en p ∈ M , y ν ∈ NpM definimos la ν − curvatura normal en la dirección θ
como

kν�θ) =< αp�θ)� ν >
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3.0 Caṕıtulo 3. Elipse de curvatura.

Consideremos el operador autoadjunto Sν asociado a la forma cuadrática
�αp)ν =< αp� ν >, . Existe una base ortonormal {e1� e2} de TpM tal que
Sν�e1) = λ1e1 y Sν�e2) = λ2e2. En la base {e1� e2}, Sν tiene una representación
matricial diagonal y sus elementos λ1 y λ2 sobre la diagonal son el máximo y
el mı́nimo respectivamente de kν .

1

Definición 11. Definimos k+
ν := max{kν�θ)} y k�ν := min{kν�θ)}

Definición 12. Sea X : M → R
4 una inmersión de una superficie en el

espacio euclidiano de dimensión 4, sea αp : P �TpM)→ NpM la segunda forma
fundamental de M en p y ν ∈ NpM .

Kν = det�Sν)

es llamada la ν − curvatura de M en p.

Notemos que Kν = k+
ν · k

�

ν .

Para describir al invariante Δ, observemos que dada la aplicación

αp : P �TpM) → NpM�

p puede encontrarse fuera, dentro o sobre la elipse de curvatura o que ésta
puede degenerar en un segmento de recta. En el caso en el que la elipse sea
degenerada se tiene que 1

2
KNπ = 0 , es decir su área será cero y esto pasará si

y solo si KN = 0.
Supongamos que KN �= 0 es decir la elipse es no degenerada. Entonces se tiene
el siguiente resultado:

Teorema 5. Sea X :M → R
4, una inmersión de una superficie en el espacio

euclidiano de dimensión 4 y sea p ∈M tal que KN �= 0 en p entonces:
Si Δ < 0, p se encuentra fuera de la elipse de curvatura,
si Δ > 0, p se encuentra dentro de la elipse de curvatura,
si Δ = 0, p se encuentra sobre la elipse de curvatura.

Demostración. Dado que Δ = det�Qα�
) = −dis�Qα�

) tenemos que Qα�
�ν) = 0

tiene dos, una o ninguna solución real si Δ < 0, Δ = 0, Δ > 0, respectivamen-
te.
En el caso Δ < 0 tenemos dos soluciones reales distintas y por lo tanto exis-
ten dos direcciones ν1, ν2 tales que Qα�

�ν1) = Qα�
�ν2) = 0, aśı det�Sν1

) =

� [4]
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Caṕıtulo 3. Elipse de curvatura. 3.0

det�Sν2
) = 0. Consideremos ν1

Esto significa que la ν1 − curvatura Kν1
= k+

ν1
· k�ν1

= 0 y por lo tanto k+
ν1

= 0
ó k�ν1

= 0
Que k+

ν1
= 0 ó k�ν1

= 0 significa que < αp�θ0)� ν1 >= 0 para algun θ0 ∈ �0� π] y
al ser éstos valores extremos se cumple que

d < αp�θ)� ν1 >

dθ
|θ�

= 2 < α�p�θ0)� ν1 >= 0

y dado que ν1 �= 0 entonces λα�p�θ0) = αp�θ0), es decir, la dirección donde
alcanza el máximo o el mı́nimo es tangente a la elipse y perpendicular a ν1.

Δ � 0

p

Dado que ν1 �= ν2 tenemos que existen dos direcciones tangentes a la elipse
que pasan por p, luego p se encuentra fuera de la elipse de curvatura.

Ahora si Δ > 0 tenemos que no existen soluciones reales para Qα�
�ν) = 0,

luego no hay direcciones tangentes a la elipse de curvatura que pasen por p de
lo cual se puede concluir que p esta dentro de la elipse.
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3.0 Caṕıtulo 3. Elipse de curvatura.

Ahora, si Δ = 0, Qα tiene una única solución real doble, es decir, existe
una única dirección tangente a la elipse que pasa por p, en este caso p ∈ αp.
Para probar esto notemos que como Δ = 0 entonces los polinomios p�x) y q�x)
tienen una ráız en común, es decir, existe θ1 tal que p�θ1) = q�θ1) = 0 y por lo
tanto la elipse pasa por el origen.

Δ = 0

p

Notemos que si Δ < 0 entonces la elipse no puede ser degenerada. En
efecto, si la elipse de curvatura es degenerada, tenemos que KN=0, es decir
�a− c)f − �e− g)b = 0, luego, desarrollando obtenemos

�af − eb) + �bg − cf) = 0; i.e. �af − be) = −�bg − cf).

Por otro lado tenemos que si Δ < 0 entonces

�af − be)�bg − cf) >
1

4
�ag − ce)2

aśı

−�af − be)2 >
1

4
�ag − ce)2

lo cual no es posible dado que un número negativo nunca puede exceder a un
positivo.

Para el caso en que KN = 0 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 6. Sea X :M → R
4, una inmersión de una superficie en el espacio

euclidiano de dimensión 4 y sea p ∈M tal que KN = 0 en p. Entonces
Si Δ = 0 la elipse de curvatura degenera en un segmento radial, es decir un
segmento de recta alineado con p.
Si Δ > 0 la elipse de curvatura degenera en un segmento e recta que no esta
alineado con p.
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Demostración. Si Δ = 0 entonces P �θ) = a cos2 θ + 2b cos θ sen θ + c sen2 θ y
Q�θ) = a cos2 θ + 2b cos θ sen θ + c sen2 θ tienen una solución en común, esto
debido a que Δ es la resultante de P y Q�ver [2]).
Si esta solución es real, entonces existe θ0 ∈ �0� 2π] tal que αp�θ0) = �0� 0),
es decir la elipse degenerada pasa por el origen y por tanto la elipse es un
segmento radial.
Si la solución es compleja, entonces los polinomios tienen las mismas soluciones
ya que el conjugado de la solución también es una solución común. Luego
�Pθ) = λQ�θ) y de esta forma la elipse es un segmento de recta alineado con
el origen.
Ahora, si Δ > 0 entonces la elipse no puede pasar por el origen, de lo contrario
Δ = 0 y dado que KN = 0 entonces la elipse es un segmento de recta que no
esta alineado con el origen.

Definición 13. Sea p ∈M , si:

Δ > 0

�
KN �= 0 p es un punto eĺıptico
KN = 0 .

Δ < 0 p es un punto hiperbólico

Δ = 0

�
KN �= 0 p es un punto parabólico
KN = 0 p es un punto de inflexión

Para dar una interpretación de la forma cuadrática δ, retomemos el caso
en el que la elipse es no degenerada. Dado que las direcciones tangentes son
las direcciones donde kν�θ) alcanza su máximo y su mı́nimo, tenemos que las
pendientes en estas direcciones también serán la máxima y la mı́nima que
alcance αp. Estas direcciones serán tales que δ�cos θ� sin θ) = 0. Para ver esto
definimos

mp�θ) =
e cos2�θ) + 2f cos θ sin θ + g sin2�θ)

a cos2�θ) + 2b cos θ sin θ + c sin2�θ)
.

mp�θ) nos da la pendiente de αp�θ). Ahora, derivando obtenemos que m��θ)=0
si

�af − be) cos2 θ + �ag − ce) cos θ sin θ + �bg − cf) sin2 θ = 0�

es decir las direcciones tangentes serán las dadas por las soluciones de δ�cos θ� sin θ) =
0.

Para el caso de los puntos de inflexión en la siguiente proposición daremos
una interpretación de δ

Proposición 14. �equivalencias de puntos de inflexión) Sea p ∈ M . Las si-
guientes condiciones son equivalentes.
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3.0 Caṕıtulo 3. Elipse de curvatura.

a) Δ = 0 y KN = 0;

b) δ ≡ 0 en p;

c) ran�A) ≤ 1, donde A =

�
a b c

e f g

�

.

Demostración. .
a)⇒ b)

Si Δ = 0 entonces �af − be)�bg − cf) = 1

4
�ag − ce)2. Por otro lado si KN = 0,

tenemos que �a− c)f − �e− g)b = 0, es decir

�af − be) + �bg + cf) = 0

y por tanto
�af − be) = −�bg − cf).

De esta manera

−�af − be)2 =
1

4
�ag − ce)2�

pero esto pasa si y solo si �af − be) = �ag − ce) = 0, luego �bg − cf) = 0. Por
lo tanto δ ≡ 0.

b)⇒ c)
Si δ ≡ 0 en p, entonces �ae − be) = �ag − ce) = �bg − cf) = 0 pero estos son
los menores de A. por lo tanto ran�A) ≤ 1

c)⇒ a)
Dado que ran�A) ≤ 1 tenemos que todos los menores de A son cero, es decir
�af − be) = �ag − ce) = �bg − cf) = 0 y de esta manera �af − be)�bg − cf)−
1

4
�ag − ce)2 = Δ = 0
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