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Introduccion

El objetivo de esta tesis es estudiar los invariantes escalares de la segun-
da forma fundamental de una inmersién de una superficie, M? en el espacio
euclidiano de dimensién 4 bajo el cambio de marco moévil, basandonos princi-
palmente en las primeras dos secciones del primer capitulo de [6] y en [1]

En el primer capitulo consideramos principalmente [1] y comenzamos con el
estudio de los invariantes del conjunto de aplicaciones cuadraticas que tienen
como dominio y contradominio a R?, denotado por Q(R? R?), bajo rotaciones
del dominio y del contradominio. Estos invariantes estaran motivados en su
mayoria por los invariantes de las formas cuadraticas. Se prueba que con estos
invariantes podemos determinar de manera tinica, salvo rotaciones y méodulo
un signo, la aplicacién cuadratica de la que provienen éstos.

En el segundo capitulo, comenzamos dando algunas propiedades de los
marcos méviles en R* para después continuar con el estudio de los invariantes
escalares de la segunda forma fundamental en un punto p € M,

ap : T,M — N,M

basandonos en [6]. Dado que el espacio tangente, T,M, y el espacio normal
N,M pueden ser identificados con R?, la segunda forma fundamental puede
ser vista como un elemento de Q(R?,R?) y podemos estudiar sus invariantes
de manera andloga al de estas aplicaciones. Se prueba al final del capitulo que
la segunda forma fundamental puede ser determinada por estos invariantes.
Finalizamos con el tercer capitulo donde damos una interpretacion geométrica
de los invariantes de la segunda forma fundamental y caracterizamos los pun-
tos de la superficie por medio de la elipse de curvatura, que es la imagen de la
segunda forma fundamental restringida al circulo unitario.

El estudio de la elipse de curvatura y los invariantes asociados a la segunda
forma fundamental de una superficie inmersa en R* se ha desarrollado en los



Introduccién

articulos [1] y [6]. En este ultimo se menciona la veracidad del Teorema 5 y
del Teorema 6 del capitulo 3 sin prueba. En este trabajo damos una la cual es
una contribucién original.



Capitulo 1

Invariantes de aplicaciones
cuadraticas.

Definicién 1. Una aplicacion cuadrdtica es una aplicacién g : R? — R? dada
por
q(z,y) = (az® + 2bxy + cy?, ex® + 2fxy + gy°),

donde a,b,c,e, f,g € R.

Denotamos al espacio de estas aplicaciones como Q(R? R?) = {q : R? —
R?|q es una aplicacién cuadrética}.

Ahora notemos que para cada q € Q(R? R?) y para cada v en el contrado-
minio, tenemos asociada una forma cuadratica < ¢,v >: R*? — R, y asociada
a ella, un endomorfismo simétrico S, : R? — R2. Del algebra sabemos que
la traza de S, tr(S,) y el determinante, det(.S,) son invariantes bajo rotacio-
nes, luego, de manera natural definimos para cada ¢ € Q(R? R?) dos formas,
Ly, Q, : R* — R, dadas por:

L) =5tr(S) Q) = det(S,)

Proposicién 1. Sea ¢ € Q(R?* R?). Las forma lineal L, y la forma cuadrdtica
Q4 son invariantes bajo rotaciones del dominio.

Demostracién. Sea o € SOy y ¢ = (ax® + 2bxy + cy?, ex® + 2fxy + gy?) una
aplicacién cuadrética. Denotemos a ¢ como ¢(Z) = (Z'q1 %, T'qe™) donde ¢; y
g2 son las matrices asociadas a las formas cuadréticas ¢; = ax? + 2bay + cy? v
g2 = ex?® + 2fxy + gy?, es decir,

Q1=<Zi>7 C&Z(Jecg)-



1.0 Capitulo 1. Invariantes de aplicaciones cuadraticas.

Ahora,
qoo(T) = (TA'QAT, T A AT),

donde A es la matriz asociada a o. Luego

<qoo(®@),v> = (TAQAT)» + (T' A'@AT)vy =
= ftAt(qul + q2V2>AE =
= T'A'S, Az
Asi . )
Loy (V) = étT(AtSVA) = §t7’(Sy) = L,(v)
y

Qoo (V) = det(A'S,A) = det(S,) = Q,(v).
O

Recordemos que el endomorfismo simétrico asociado a una forma cuadratica
determina su polinomio caracteristico, el cual tiene discriminante no negativo.
Asi el polinomio caracteristico asociado a S, que esta dado por

X% —tr(S,) +det(Q,) = X? — 2L, (v) + Q,(v)
cumple que
Lz(u) — Q,(v) > 0.
Luego, para cada ¢ € Q(R?* R?) podemos definir una forma cuadratica ®, :

R? — R dada por
P, =L - Q,.

Claramente ®, es invariante bajo rotaciones del dominio.

Definamos ahora una forma bilineal antisimétrica 4, : R* x R* — R como
sigue: Consideremos A, (v, 1) := [S,, S, donde [S,,S,] = S,5, — S5,
Notemos que [S,, S,] no es un escalar, pero podemos asociarle uno de la si-
guiente manera.

Sea ¢ € Q(R? R?) dada por
q = (ax® + 2bxy + cy?, ex® + 2fxy + cy?)

y sea {ey, €2} la base canonica de R2. Luego, si v = vie;+1ses ¥ ji = f11e1+[ioes,
tenemos que

Sy = I/lsel + VQS@Q = ( o i v byl N fVZ )

bvy + fro cvy + g



Capitulo 1. Invariantes de aplicaciones cuadraticas. 1.0

ap +epla by + fre
S, = 1S, + p2Se, =
p = 100 T 2 (bM1+fM2 cu1+guz>

a b e f

b ¢ f g
son las representaciones matriciales de < q,e; > y < q, e >, respectivamente.
De esta manera

0 5(”1#2 - Vzlil) )
S,S,— 5,5, = )
. . < —B(vipg — vapi1) 0

donde

donde 8 = £(a—c)f — (e — g)b es el ntimero que asociamos a [S,, S,]. Asf de-
finimos A, (v, pu) =

Proposicién 2. Sea ¢ € Q(R?,R?). A, es una forma bilineal antisimétrica
wnvariante bajo rotaciones del dominio.

cosf senf

Demostracion. Si A =
—senf cosf

Ahora

) entonces [S,,, Sy,|A = A[S,,, Su,]-

Ay (01, v2) = ALS, A~ AUS, A — ALS, A AS, A —
At(SmSVQ - SV2SV1)A - AtA(SV1SV2 - SV2SV1) - [SVl’ SVz]
]

Como vimos anteriormente ¢, = Lg — (), es una forma cuadrética posi-
tiva. Esta forma cuadratica nos ayudara a establecer una relaciéon entre los
invariantes Ly, Qg y A, de la siguiente manera:

Proposicién 3. Dado ¢ € Q(R*,R?), la forma cuadrdtica ®, = L2 — Q,
cumple la siguiente identidad:

q)(ljl)q)(ljz) = &J)(l/h V2>2 + A(V17 V2)27
donde ® denota la forma polar de ®.

Antes de dar la prueba de la proposicién consideremos el conjunto de ope-
radores simétricos sin traza:

F = {p: R* — R?|p es un operador simétrico y tr(p) = 0}.

F' resulta ser un espacio vectorial sobre el campo de los reales y podemos dotar
a éste de un producto interior y un producto mixto. La importancia de esto
radica en que ®, se puede expresar en términos de éstos.



1.0 Capitulo 1. Invariantes de aplicaciones cuadraticas.

Lema 1. Sean S,T € F. Si identificamos a los operadores con su matriz
asociada en la base candnica de R? tenemos que

1
< ST >p:= EtT<ST>

es un producto interno para F.

Demostracion. Sean \i,\» € Ry ST, R € F. Para probar la binealidad
notemos que

1
< MS+ MR >p= 5((/\15 +XMT)R) =
1 1
= Ali(tr(SR)) + >\2§(tr(TR)) S
=M<SR>4+XN<T,R>p.

Ahora, dado que S, T son simétricos, tenemos que si
a b
ST = ( o b )
a ¢
-(35)

de lo cual se sigue la simetria. Por dltimo supongamos que S # 0 entonces
a b
=5 %)

donde a* 4 b* # 0. Luego < S, S >p= 5tr(SS) = a® + b* > 0.
Por tanto <, > define un producto imterior para F. O

entonces

Lema 2. El producto mixto en F estd dado por
1

Demostracion. Basta notar que [S,T] es una forma bilineal antisimétrica. O

Lema 3. Sea v € R?, denotamos por A\, \s los valores propios de S, entonces

1
S0=5, — itr(Sy)[d.
es una matriz simétrica sin traza y los valores propios de S° estdn dados por
A=A RS R
H1 = 92 ) Ho = 9

10



Capitulo 1. Invariantes de aplicaciones cuadraticas. 1.0

Demostracion. Sea S, = Z l; ) la representacién matricial de .S,. Los va-
lores propios de S, estan dados por
a+c++/(a—c)?+ 4b? a+c—+/(a—c)®+4b?
)\1 = Yy )\2 = .
2 2
Luego

(% L)
14 b %

y sus valores propios estan dados por

1 1
=g (a — c)? + 4b? y ,u2:—§ (a — c)? + 4b%.
Es facil comprobar que p; = 24522 uy = 22221 y que tr(S,) =0 O

Demostracion de la pmposz'cz’on 3. Sea v y S, como en el Lema anterior.
Notemos por un lado que

a—c

1 2 1
ISPl =< S5, ) >p= 5tr(S5)) = ( ) 8 = 2 (0 = 2a)?

y por otro lado

— Q= (a+c) — (ac—b?) = (a;c>2+62‘

Luego [|S]|% = ®(v) y por lo tanto ®(v) es una forma cuadrética no negativa.
Ahora, dado que [|SP||7 = ®(v) tenemos que ®(vy,vp) =< S),S), >p
También observemos que [S,,,S,,] = [S), Sy ]r v por lo tanto A(vy,1n) =
[5217 SO ]
Por la identidad de Lagrange en F' tenemos que
ISIFITIF =< S.T >% +[S, T1%.
Asi

B(1)@(v2) = Sy IFIS0 T =< S, S5, >5 +[S5,, SLlE = B(vr, 1)+ A1, )

v1? v1?

Denotemos por P al conjunto
P ={(L,®, A) € (R?)* x (S?R?)* x A°R? |® es como en la proposicién 3},
donde (S2R?)* denota el conjunto de formas bilineales simétricas en R? y A? R2
denota al conjunto de formas bilineales antisimétricas en R2.
La siguiente proposicion muestra que un elemento del conjunto P es suficiente
para determinar una forma cuadrética ¢ € Q(R?, R?) médulo una rotacién del
dominio.

11



1.0 Capitulo 1. Invariantes de aplicaciones cuadraticas.

Teorema 1. La aplicacion

0 : QR*R*)\SO, — P
ld] — (L P, Apg)

es biyectiva.

Demostracion. Para probar la inyectividad damos una féormula que nos pemite
recobrar [¢] de sus formas asociadas L, ®, A. Sea

10 0 1
ne(o b)) wome (V)

una base para F.

Si @ no es la forma nula, existe vy € R? tal que ®(v1) = a # 0, luego haciendo

vy = % tenemos P (1) = 1. Los valores de S, son las raices del polinomio

X2 —2L(1) X + Q(w)

y estan dados por L(v) £+ 1. Podemos elegir una base ortonormal {ej, e} de
R? de tal manera que en esta base

SUO = L(I/o)[ + E17

es decir, tal que S, sea diagonal’. Dado que F; y F» forman una base para F
y S0=38, - L(v)I € F, tenemos que

S,/ - L(V)I = a,,El + b,/EQ
y por tanto S, = L(v)I + a, FEy + b, Ey Luego

a, =< S,/ — L(V)I,El >p=< SS, B >p=< SO SB >p= (£<V0,V> (11)

12}

b, =[S0, SYr = A(vo,v).  (1.2)

vo?

ASia en {61762}7
S, = L(v) + ®(vo, v) By + A(vo, v) Es. (1.3)

Dado que E; y FE, forman una base esta expresién es tnica para S, lo cual
prueba la inyectividad.

" [5]

12



Capitulo 1. Invariantes de aplicaciones cuadraticas. 1.0

Ahora, si ® es la forma nula, entonces para cualquier v € R?, tenemos
que el polinomio caracteristico de .S, tiene una raiz doble y por lo tanto, en
cualquier base de R?

S, = L(v)I,

es decir, S, es una homotecia y (2.3) también se cumple para este caso ($ =
A =0)y v, se puede escoger arbitrariamente).

Ahora probaremos que © es suprayectiva.

Supongamos primero que ® no es la forma nula y fijamos vy € R? tal que
O(vy) = 1.

Denotamos por {e1, es} la base canénica de R? y (L, ®, A) un elemento de
P. Luego, para toda v € R?, definimos

S, = L(w)I 4+ ®(vy, v) Ey + A(v, v) Es.

Notemos que

o _ [ L) +0wm,y) Al v)
Y A(vg, v) L(v) — ®(v,v)

es una matriz simétrica y por lo tanto tiene asociada un operador simétrico.
Ahora notemos que la aplicacién v — S, es lineal y para toda v € R2,

Lir(s,) = L),

2
' 1 (v, v)
0 w01 2 | 1 ®(w,v) |
5[51/07 Su] = [Syov SV]F = ‘ 0 A(VO, I/) = A(VO, V).

Por lo tanto el operador S, tiene asociados como invariantes a (L, ®, A), es
decir, esta asociacion esta bien definida.

Ahora sea ¢ : R? — R? la aplicacién cuadratica tal que < ¢,v >=< S,.,. >
satisface O([q]) = (L, ®, A).

Si @ es la forma nula basta definir S(v) = L(v)I. En este caso, ® = 0 implica
que d=0 y A, = 0y se puede verificar, como en el caso anterior, que ¢ cumple
con las propiedades requeridas. |

2Ver pag. 5 proposicién 3

13



1.0 Capitulo 1. Invariantes de aplicaciones cuadraticas.

Nota: Si v = vie; + 15e5 tenemos que S, = 115, + 11S.,, asi S, tiene la
representacion matricial

avy +evy by + fiy
bvy + fvy cvy +gvy )7

luego,

< Sy(z,y), (z,y) > = (ax2 + 2bxy + cyQ)l/l + (er +2fxy + ng)Vg
= < (aa® + 2bzy + cy?, ex” + 2fxy + gy°), (11, 12) >,

entonces q(z,y) = (ax? + 2bxy + cy? ex? + 2fxy + gy?).

Hemos probado que L, ® y A, son suficientes para determinar una aplica-
cién cuadratica, sin embargo podemos obtener A,, modulo un signo, con L, y
®, de la relacion de la proposicion 3.

Ahora veamos que una rotaciéon en el contradominio actiia sobre estos inva-
riantes de la siguiente manera:
Sea 0 € SOy y q € Q(R? R?). Observemos el siguiente diagrama

RQ _Q>R2 _‘7>R2

L
[q]
l A la]

R

Luego L,(q = Ljg 0 0~'. Andlogamente @, = P00
También podemos probar, por medio de un argumento similar al de la propo-
sicion 2, que Agpq = A
Si consideramos la accién de SO, sobre P tal que para toda ¢ € SO, y para
toda (L, ®, A) € P

o(L,®,A) = (Loo ', @00 ! A)
tendremos que © es SOy — equivariante® es decir ©(oq) = 0(0(q)). En efecto

O(0q) = (Lyg; Poqy A) = (Loo ', do0™! A)
= o(L, 04, A)
= 0(8(9))

La biyectividad y equivarianza de la aplicaciéon © prueban el siguiente resultado

° 2]

14



Capitulo 1. Invariantes de aplicaciones cuadraticas. 1.0

Teorema 2. La aplicacion

@:SOQ\Q(R2,R2>/SOQ4 — SOQ\P
ld — [(Lig, Pl Alg)]

es biyectiva.

Para estudiar los invariantes de SO,\Q(R? R?)/SO; y dar una expresién
para ellos demos antes una expresién para S,.

Dado [¢q] € Q(R?,R?)/SO, tomamos, sin pérdida de generalidad, q(x,y) =
(ax? + 2bxy + cy?, ex® + 2fxy + gy?) como representante de esta clase.
Notemos que si v = (v, 1) entonces < q, v >= (avy +evy)z* +2(bvy + fvo)zy+
(cv1 + gue)y? vy por lo tanto

avy +evy bvy + fuo
S, = .
by + fro cvy + gin

Proposicién 4. (Invariante de Lig) Sea [q] € Q(R? R?)/SO,. El vector H €
R? tal que Lig(v) =< H,v > para toda v € R? estd dado por H = (3(a +
c), %(6 +g)) y su norma es invariante bajo rotaciones.

Demostracion. Notemos primero que

(atc)  (etg)

L[q](V> = 5 v + 5 vy =< H,V >,
donde H = (%5, 52) y v = (11, 15).
Ahora notemos que
Ligoa l(v) = MCOSQ = Msm@ v+ (ate) sin 0 + MCOSG Vo
2 2 2 2
= < ﬁ, v >,

donde H = (mzﬂcos@— @sin@,@sin@—i— (63—9)0030).

Un simple célculo nos muestra que |H|? = |H|?, luego |H|? es un invariante de
SO,\Q(R?,R?)/SO, asociado a Lig o ™. O

Sabemos que la traza y determinante de @[, son invariantes bajo rotaciones,
luego definimos:

K :=tr(Qq) y  A=det(Q).

15



1.0 Capitulo 1. Invariantes de aplicaciones cuadraticas.

Para dar una expresién de éstos notemos que
Qg (v) = det(S,) = (ac — b°)vi + (ag + ce — 2bf)rivs + (ef — g*)v3,

luego K = ac— b +eg— >y A= (ac—b?)(ef — g*) — 3(ag+ ce — 2bf)? que
también serdn invariantes de SO;\Q(R? R?)/SO,.

Dado que A,jq = Ajg podemos obtener un invariante asociado a éste, el
cual definimos como Ky y estd dado por

1
A[q](’% p) = §KN(V1/L2 — afi1),

es decir, Ky = (a —¢)f — (e — g)b°. De manera similar a @, tenemos que los
invariantes de @, son su traza y su determinante. La siguiente proposicion da
una expresién para estos.

Proposicién 5. Los invariantes de la forma cuadrdtica ® estan dados por
las siguientes expresiones.

1
tr(®g) = [H* =Ky det(Py) = 7Ky,

Demostracidn. Sea {ey,es} la base candnica de R? y q(x,y) = (ax® + 2bzy +
cy? ex? + 2fxy + gy?), un representante de [q] € SO,\Q(R? R?)/SO,. La
matriz asociada a ® en esta base esta dada por

NCID(el) %(61, 62)
(13(61, 62) @(62) 7
donde ® es la forma polar de ®.

Asi

tr(®gy) = ®(e1) + P(ea) = L(er)* + L(e2)* — (Q(er) + Qea))

det(®y) = ®(e1)P(ea) — P(ey, ea)”.

Notemos por un lado que

e = flate? v Lies) = 3let o)

5Ver pag 3

16



Capitulo 1. Invariantes de aplicaciones cuadraticas. 1.0

asi
1 1
L2(ea) + Lafea) = (at 0 + 1(e +9)° = |HP
Ahora
Qe1) = (ac — b2)
y

Q(e2) = (eg — f?),

luego Qe, + Qe, = (ac — b?) + (eg — f?) = K.
Asi
tr(®y) = |H> — K.
Para det(®y,), consideremos la expresién ®(e,)®(es) = B(er, )2+ A(er, e2)?,
luego

1
det((I)[q]) = A(Bl, 62)2 = ZK]QV

O

Determinemos ahora cuando es posible recuperar la aplicacién cuadratica
via sus invariantes asociados, |H|?, Ky, Ay K.
Para ello es necesario establecer el siguiente resultado

Lema 4. Identifiguemos a ® con su operador simétrico asociado. Fxiste una
unica base de vectores propios de ®, (€3,€4) la cual es orientada positiva.
Ademds, la base (€3,€4) es ortogonal y la matriz de ® en (€3,€4) es diago-
nal con entradas

1
Xy = S(HP = K +/(HP - K)? = K3)

Xo = S(HP ~ K —\J(HP — K ~ K3).

En (e3,€4), el vector H esta dado por aes + (ey), donde

1
= AR RER S R - XX,
o N
1
3 = (A + Xo|H)? — X1 Xy).

V(HP = K)? = K}

17



1.0 Capitulo 1. Invariantes de aplicaciones cuadraticas.

Para probar este resultado nos es de mucha ayuda dar la siguiente inter-
pretacion geométrica de una aplicacién cuadratica.
Dada

q(z,y) = (az® + 2bxy + cy?, ex® + 2fxy + gy°)

la imagen de ¢ restringida al circulo unitario es una elipse. En efecto
q(cosf,sen ) = (acos® § + 2bcosf + csen? 0, e cos> @ + 2f cosf + gsen? §),

luego, utilizando que cos 20 = cos? § —sen? § y sen 20 = 2 cos § sen §, obtenemos

1 1
q(cosf,sen ) = (i(a —c), 5(6 — g)) cos 20 + (b, f)sen20 + H.
Asi la imagen de ¢ es una elipse doblemente cubierta con centro en H. Podemos
dar una base ortonormal {e;, €5} de R?*(Dominio) tal que e; y ey son aplicados

en los semiejes mayor y menor de la elipse y estos ultimos estén dados por

U= (5a= )5~ 9)
Vo= ().

es decir,
1
gle) =H+U y geler+e)=H+V (%)

Demostracion. La primera parte del Lema se tiene del algebra lineal, es decir,
dado un operador simétrico siempre es posible encontrar una base ortonor-
mal de vectores propios en la cual dicho operador tenga una representacion
matricial diagonal. Ahora, como el polinomio caracteristico de ® esta dado
por

1
X2 —(|HF - K)X + ZK]QV

tenemos que sus valores propios son

1
Xi= S(HE =K+ J(HP - K)? - K3)

Xo= S(HP — K~ \J(H] ~ )~ %),

De esta manera ® tiene la siguiente expresion

(X, 0
q’_(o XQ)’

tomando como base a sus vectores propios normalizados.
Ahora sélo basta ver que H tiene una expresion mencionada en la misma base.
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Capitulo 1. Invariantes de aplicaciones cuadraticas. 1.0

i) Determinamos una base ortonormal {e3,e;} de vectores propios de ®.
ii) Expresamos S, en esta base y obtenemos una expresién para A.

iii) Encontramos la expresién de H como solucién de un sistema de ecuacio-
nes formado por las expresiones de A y |H %

i) Supongamos por un momento que
q(z,y) = (az® + 2bxy + cy?, ex® + 2fxy + gy°)

es la aplicacién cuadratica que tiene asociada a ® como invariante.
Denotemos por {ej, es} la base del dominio de ¢ elegida de tal forma que

1
qle1) = H+U y §Q(€1+62)=H+V

y {es, €4} la base canodnica del contradominio. De esta manera

B(er) = L(e0) - Qea) = ( 5la - c>)2 o

O(eq) = L¥(ea) — Qleq) = (%(6 - 9))2 + f?

Bles,e0) = 5 (Bes +e1) = Bles) = Blea)) = 50— c)5(e — ) + b,

y por lo tanto ® tiene la siguiente expresion
2
o (2a—¢))" +b? %(a—c)%(e—zg)—l—bf '
sla—c)zle—g)+bf  (3e—9) +f?
Un simple célculo muestra que
oU) =|UPU (V) =|V]V,

donde U y V son los vectores que estan sobre los ejes semimayor y semimenor
de la elipse.
Asi definimos una base dada por

V]

T

v v

19



1.0 Capitulo 1. Invariantes de aplicaciones cuadraticas.

ii) Considerando la base {e3,€;} y usando (x) tenemos que
q(er) = H + [Ules,
q(ea) = H — [Ules,

1
§q(el +ey) = H+ |Veg.

Suponiendo que H = «e3 + (fé; tenemos que
q(er) = (e +|Ul)es + Oes
qe2) = (a — |Ul)es + Beq

1
§Q(€1 +e3) = aez + (B + |V])es.

Luego, si v = (v3,v4) € R?, tenemos que

S, = ( qler) v qler,ez) - v ) _ ( (a+|U|)vs + By bu, > |

gler,ea) v qlea) - v buy (o — |U|)vs + By

donde g(ey, e2) = %Q(el +e2) — %Q(el) - %(@2) = bey.
Ahora dado que

Qq = det(8,) = (o — [UP*)v5 + 20vsvs + (8% — [V ")y,
tenemos que
A = det(Qy) = (o — |UP)(8 — V) — o2,

luego A = —|U|?3? — |V]2a? + |UP?|V 2.

Hemos encontrado una expresién para A en términos de o, 32 y de los valores
propios de ®.

i) Dado que |H|* = o* + [3? tenemos el siguiente sistema de ecuaciones

U6+ |VIPa? = —A+|UP|V]?
o+ = |H]A
De esta manera basta resolver el sistema para a? y 32 para obtener la expresién

de H en términos de la base {e3,es}

Oé2

1
= ———5(A+[UP|H] = [UP|V]?
Ty &+ UPIHE - UFIVE)

1
2
7= wEoor

Por otro lado |U|? = |V|? = /(JH]? = K)> = K y [UP|V]* = 1K%. Asi oy 8
pueden ser expresados en términos de |H|?, K, Ky y Ay por lo tanto H. [

(A+|VPIHP) = [UPIV]).
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Capitulo 1. Invariantes de aplicaciones cuadraticas. 1.0

Cabe resaltar que el uso de la elipse asociada a ¢ en la prueba de este
teorema es unicamente para facilitar los calculos, dado que los invariantes no
dependen de las elecciones de las bases.

Antes de establecer el siguiente resultado, que es el que determina cuando
podemos recuperar a [¢q] via sus invariantes introduzcamos la siguiente nota-
cion.

Denotemos por G el subgrupo de transformaciones de R? generado or las refle-
xiones con respecto al eje x y con respecto al eje y; identificando estas trans-
formaciones con su matriz en la base canénica de R? tenemos

10 -1 0 1 0 -1 0
o=t )(0 5)(o D))
Este grupo actiia sobre el conjunto cociente SO5\Q(R?, R?)/SO, por compo-

sicién ya que gSOyg~! = SO, para toda g € G.

Teorema 3. Sea [q] € SO,\Q(R?,R?) /SOy y |H|?, Kn, A, K sus invariantes
asociados. Estos invariantes determinan a [q] mddulo la accidn del grupo G.

Demostracion. Retomemos la aplicacién biyectiva © del teorema 2. ©([q]) es
la clase de (L, ®, A) € P donde las formas L, ®, A estan definidas en la base
canénica de R? por

B (X0 R 0 1

con X1, Xo, a, # como en el lema anterior. Dado que o y 3 estan determina-
dos médulo el signo, al conjunto de invariantes le corresponden 4 clases, sin
embargo éstas pueden ser obtenidas de una de ellas por la accién de G. O
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Capitulo 2

Invariantes de la segunda forma
fundamental.

En este capitulo estudiamos los invariantes de una inmersién X : M? — R*
de una superficie en el espacio euclidiano de dimensiéon 4 bajo el cambio de
marco movil. Veremos que, dado que la segunda forma fundamental es una
aplicacion cuadratica para cada p € M, los invariantes de ésta estaran dados
por los invariantes de SO,\Q(R?, R?)/SOs.

2.1. Marco moévil y formas de conexion

Antes de comenzar el estudio de estos invariantes, comenzaremos dando la
definicion de marco mévil sobre una variedad riemanniana, M™, y estudiando
algunas de las propiedades de estos marcos en el caso cuando M™ = R%,

Definicién 2. Sea M™ una variedad riemanniana y X = {ey, s, ..., €, } un con-
junto de campos vectoriales tangentes diferenciales definidos sobre un abier-
to U € M, diremos que X es un marco movil si para todo p € U, X, =
{e1(p), e2(p), ..., en(p)} es una base ortonormal para T .

Dado un marco mévil {e;}*; podemos encontrar 1-formas diferenciales w;
tales que w;(e;) = d;;, ¢ = 1,...n, en otras palabras, en cada p € M, la base
{wi(p)} es la base dual de {e;(p)}. Definimos este conjunto como el marco de
1 — formas asociado al marco {e;}

Sea M™ = R*. Dado un marco mdvil para R*, X, = {e1, €2, €3, €4}, tenemos
que e; : R* — R* es una aplicacién diferenciable para cada i, y en consecuencia



Capitulo 2. Invariantes de la segunda forma fundamental. 2.1

(de;), : T,R* — T,R*  Vpe R
Ahora, como X, = {e1(p), e2(p), e3(p), ea(p)} es una base para T,R* pode-
mos escribir

4

(dea)p(v) = > (wij)p(v)e;(p) Vv € R,

Jj=1

donde (w;;j),(v) € R debido a que T,R* es un espacio vectorial real.

Notemos que (wj;),(v) depende linealmente de v, pues dados vy, v, € T,M
tenemos que

(de;)p(v1) + (dei)p(v2) = (des)p(v1 + v2) Z wij)p(v1 + v2)€;(p),

igualando términos y usando que X, es una base obtenemos que

(wig)p(v1 +v2) = (wij)p(v1) + (wij)p(v2)
De forma similar se puede mostrar que (w;;),(Av) = A(wi;)p(v). Asi,
(wij)p . TpR4 — R
es lineal para todo p € M y para todo 7,7 =1, ..., 4, luego

X(RY) — R
son 1-formas para todo i, j = 1, ..,4, donde x(R*) denota el conjunto de campos
vectoriales en R*. Estas 1-formas son llamadas formas de conexion de M en el
marco movil de X. Una prueba de la unicidad de éstas se puede encontrar en
[3].
Las formas de conexién junto con las formas asociadas al marco cumplen las
siguientes ecuaciones.

Proposicién 6. (Ecuaciones de estructura de R*). Sea {e;} un marco mdvil
en un conjunto abierto U C R*. Sea {w;} el marco de formas asociadas a {e;}
y wi; las formas de conexion de U en el marco {e;}. Entonces

dw; = Zwk N Wi (2.1)
k
dwy =Y waAwy, i k=14 (2.2)

k
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2.1 Capitulo 2. Invariantes de la segunda forma fundamental.

Demostracidén. Sea a; = (1,..,0), ...,aq = (0,..,1) la base canénica de R*, y sea
z; : U — R la funcién que asigna a cada punto (zy,...,z4) su i-ésima coorde-
nada. Entonces dz; es una I-forma diferencial en U y, ya que dz;(a;) = d;5,
concluimos que {dz;} es el marco de formas asociado a {a;}.

Ahora escribimos

e =Y Bijaj, (2.3)
j

donde f(3;; es una funcién diferenciable sobre U y, para cada p € U, la matriz
(Bij(p)) es una matriz ortogonal. Ya que w;(e;) = d;,

W; = Zﬂwdl’] (24)

Primero probaremos que d3;; = >, wirBk;. En efecto,
dei =Y wiger = > _win(Y_ Brjag) = > winBija;,
k k j ik
y ya que de (2.3) tenemos que de; = ) f3;;a;, obtenemos comparando,

dfi; = Zwikﬁkj‘ (2.5)
k

Para obtener la primera ecuacién de estructura (2.1), derivamos (2.4) y
usamos (2.5):

Zdﬁ” Ndzxj = Zwlkﬁkj Ndz; = Zwk A Wi;.

Para la segunda ecuacién de estructura (2.2), derivamos (2.5) obteniendo
0= Z dwir B — Z wir N dBj,
k k

esto es

Z dwikﬂkj = Z Wik A Z wksﬁsja
k k s
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Capitulo 2. Invariantes de la segunda forma fundamental. 2.1

o, finalmente, multiplicando por la matriz inversa (Gy;)

dw;e = E Wik N Wke,
k

como se deseaba. O

Antes de dar la siguiente definiciéon notemos que dada una inmersion X :
M? — R* de una variedad diferenciable M en el espacio euclidiano de dimen-
sion 4 tenemos, por el teorema de la funciéon inversa, que para cada p € M
existe una vecindad U C M de p tal que la restricciéon 2|U € M — R* es un
encaje, es decir, tenemos bien definido un plano tangente para cada p € M
(No hay autointersecciones de la superficie).

Definicién 3. Sea X : M — R* una inmersién de una superficie en el espacio
euclidiano de dimensién 4, p € M y V C R* una vecindad de X(p) en R*
tal que V N X(M) = X(U). Supongamos que V es tal que existe un marco
movil {ey, e, e3,e4} con la propiedad de que, cuando restringimos a X(U) los
vectores ep, ep son tangentes a X(U), un tal marco se dice que es un marco
movil adaptado.

Sea X : M — R* una inmersién, {e;} un marco mévil adaptado, w; su
marco de formas asociado y w;; las formas de conexién. Podemos definir formas
para M de la siguiente manera

X' (wi)(v) = wi(dX(v)  X*(wy)(v) = wi(dX (v))

donde X* es la aplicacién inducida. Dado que X* conmuta con la derivacién
exterior y el producto exterior! tales formas satisfacen también las ecuaciones
de estructura.

Dado que dX (v) € T,M, dX(v) = aey + bey. Asi
X" (w3)(v) = w3(dX (v)) = ws(ae; + bey) =0,

de manera analoga X*(wy) = 0.
Con un abuso de notacién escribimos

X*(wz) = Wi, X*(wij) = Wij-

Esto nos permite ver a U C M como un subconjunto de R* dado por la
inclusién X : U — R* y ver a las funciones w; y wj; como restricciones a U.

Podemos encontrar algunas propiedades de la derivacién y del producto exterior en [3]
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2.1 Capitulo 2. Invariantes de la segunda forma fundamental.

Notemos que si X : U — R?, es la aplicacién inclusién, decir que las formas w;
son duales del marco {e;} es equivalente a decir que dX = > w;e;
En efecto, por un lado (dX),(v) = v, donde v = aje; + azey. Por otro lado
wi(v) = a;, luego v = > w;(v)e; y por tanto (dX),(v) = > w;i(v)e;.

De esta manera las formas w; y w;; estdn dadas por las siguientes expresio-
nes:

wi:dX-ei wij:dei-ej
‘ 1 i=7y
Nota: Dado que e;-¢e; = 6;; = { 0 idtj tenemos de;-ej+dej-e; = 0. Por
lo tanto w;; = —wj;. Si ademds {w;} es linealmente independiente y junto con

las formas w;j satisfacen la ecuacidn (1), entonces estas 1-formas son tdnicas®.
Antes de continuar enunciaremos y probaremos el Lema de Cartan que
serd de mucha utilidad en lo que sigue.

Proposicién 7. (Lema de Cartan). Sea V™ un espacio vectorial de dimension
n, Yy sean wy, ...,w, : V" — R, r < n formas lineales en V linealmente indepen-
dientes. Supongamos que existen formas 0; : V- — R tales que >, w; A0; = 0.
Entonces

01‘ = E aijwj, con aij = CL]‘Z'
J

Demostracion. Extendamos la base dual {w;} a una base wy, ...wy, Wri1, ..., Wy,
de V* y escribimos

Zaijo+Zbilwl, l:T+1,...,7’L.
J l

Usando la hipdtesis, obtenemos

n
0 = Zwi/\@- :Zaijwi/\wj—i—Zbﬂwi/\wl
1=1 ij l

ij

= Z(aij — aji)w; A w; + Z buwi N\ wy.

i<j i<l
Dado que wp A wg, k < s, k,s = 1,...,n, son linealmente independientes,
tenemos que by = 0y a;; = aji. O

? 3]
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Capitulo 2. Invariantes de la segunda forma fundamental. 2.2

Ahora, retomando que w3 = wy = 0, tenemos que
0 = dws = w; A wiz + wa A was
0 = dws = wy N\ wig + wo A way,
luego, por el Lema de Cartan tenemos que,
w1z = aw; + bws
waz = bwi + cws
wig = ewy + fws

Woy = fwi + gws.

Estas ecuaciones son llamadas ecuaciones de Codazzi.

2.2. Invariantes de la segunda forma funda-
mental.

Definicién 4. Sea X : M — R* una inmersion y {e;}\_, un marco mdvil
adaptado en R*. Definimos los siquientes haces fibrados:

TM = {(p,v)|lp € M,v € T,M} el haz tangente de M, NM = {(p,v)|p €
M,v € N,M} el haz normal de M; F, = {e1,es} el haz de marcos tangentes
F, = {es,e4} el haz de marcos normales y F' = {ey,ea,e3,e4} el haz de todos
los marcos.

Como vimos anteriormente podemos encontrar un abierto U C M tal que
X : U — R* puede ser vista como la aplicacién inclusién. Teniendo esto en
cuenta definimos las formas duales y de conexiéon de la siguiente manera

w; =dX - e, wi; = de; - €; 1,7 =1,2,3,4
Definicién 5. La aplicacion
oy T,M — N,M
dada por
a,(v) = (aw} + 2bwiwy + cw3)(v)es + (ew; + 2fwiws + gws)(v)ey

es llamada la sequnda forma fundamental de la inmersion.
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2.2 Capitulo 2. Invariantes de la segunda forma fundamental.

Nota: Dado que en R*, su conexion,V, coincide con la derivada covariante
tenemos que para una inmersién X : M* — R* y una curva y(—e,¢) — M
con la propiedad de que v(0) =p y+'(0) = v

d*(X o)

VixeydX oy = —— =0,

y de esta manera
(VaxdX)*t = a(dX,dX) = (dX? - e3)es + (dX? - ey)ey.
Notemos ahora que dX - e3 = 0 y por tanto
d*X - e5 = —dX - des,

luego, ocupando que dX =) we;, de; = w;je; (Ver pag. 11) y las ecuacio-
nes de Codazzi obtenemos que

(dX2 . 63)63 = W1W31 + Walze = aw% + 2bW1W2 + ng
y, de forma andloga
(dX? - ey)eq = ew} + 2fwiws + guws.

De esta manera, la definicion anterior coincide con la definicion estandar de
la sequnda forma fundamental en términos de la conexion.

Para cada punto p € M la segunda forma fundamental puede ser vista
como una aplicacién cuadratica

oy T,M — N,M
dada por
ap(wer +yeq) = (ax® + 2bxy + cy?)es + (ex® + 2fxy + gy°)eq
Ahora notemos que un cambio de marco mévil (adaptado) determina, en ca-
da p € M, una rotaciéon de T,M y otra en N,M y dado que estos planos
pueden identificarse con R? podemos estudiar a «, como un elemento de

Q(R?,R?) y por lo tanto sus invariantes estdn dados por los elementos de

SO,\Q(R2,R?)/S0,.
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Capitulo 2. Invariantes de la segunda forma fundamental. 2.2

Definicién 6. Sea «, : T,M — N,M la segunda forma fundamental de la
inmersién en p y v € N,M. La aplicacién

< ap,v>T,M—R
dada por
< ap(zey +yeq), v >= (ax® + 2bxy + cy®)vs + (ex® + 2fzy + gy*)vs
donde v = (vs,v4) es llamada la v-sequnda forma fundamental.

Dado v € N,M, el endomorfismo S, asociado a la v-sequnda forma funda-
mental, es el operador de forma y tiene la siguiente representacién matricial

ar +ey bx + fy
br+ fy cx+gqgy )’

donde v = xe3 + yey.
Antes de comenzar el estudio de los invariantes de o, bajo el cambio del
marco movil mostramos la siguiente proposicion.

Proposicién 8. Sea X : M — R* una inmersién de una superficie en el
espacio euclidiano de dimension 4 y sea {e;}}_, un marco mévil adaptado. La
2-forma wi A we es tnvartante bajo cambio de marco movil.

Demostracion. Sea {€;}}_, otro marco mévil adaptado y w; las formas duales
asociadas a éste. Dado que w; y ws estan definidas sobre F,, un cambio de
marco en el plano normal las dejard invariantes. Ahora, dado un cambio de
marco tangente tenemos que

€1 = pe1 + geo

€y = —qe1 + qeg,

donde p y ¢ son aplicaciones C™ tales que p? + ¢*> = 1. De esta manera las
formas en el marco €; pueden expresarse como

W1 = pwi + quo

Wo = —quw1 + quo,

asi
01 AWy = (p* + ¢Pwi Awy = w1 A wy
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2.2 Capitulo 2. Invariantes de la segunda forma fundamental.

Proposicién 9. Sea X : M — R* una inmersion de una superficie en el
espacio euclidiano de dimension 4, {e;} un marco mdovil adaptado, {w;} sus
formas duales asociadas y {w;;} sus formas de conexion. Las 2-formas

dwio Y dwsy

son invariantes bajo cambio de marco movil. Estas 2-formas son llamadas las
formas de curvatura.

Demostracion. Por las ecuaciones de estructura tenemos que
dwia = w13 A wsz + wig A wyz
luego, aplicando las ecuaciones de Codazzi tenemos que
dwis = (awy + bwg) A (bwy + cws) + (ewr + fwa) A (fwr + gws) = —Kwy A wo,
donde K = (ac — b?) + (eg — f*). De manera similar obtenemos
dwsy = —Kywy A wo,
donde Ky = (a—c)f—(e—g)b. Ahora, dado que K, Ky y wi Awsg son invariantes

bajo cambio de marco mévil también lo serd su producto, por lo tanto dwys y
dws, seran 2-formas invariantes. O

Dadas estas 2-formas invariantes podemos obtener K y Ky valuando tni-
camente éstas en los bdsicos, es decir

—K = dwlg(el, 62) Yy KN = du)34(61, 62).

A K y Ky se les conoce como la curvatura Gaussiana y la curvatura normal
respectivamente.

Notemos también que el invariante A,, puede ser obtenido de dwss. En
efecto

1
Aq, (vier + ey, pierfigey) = iKN(VIIQ — ofi1) =
= §KNW1 Awa(vrer + vaeg, pier + figes) =
1
= —dwsy.
9 W34
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Capitulo 2. Invariantes de la segunda forma fundamental. 2.2

La forma cuadratica ()., puede ser obtenida desarrollando una 2-forma de
la manera siguiente. Escribimos v = zez + yey y consideramos

dv-e; Ndv - es.
Ahora

dv-eg Ndv-ey = (dzes+ xdes + dyes + ydey) - €1 N (dxes + xdes + dyey + ydey) - €2

Tw31 + Ywar N W3 + Ywyo

Luego, aplicando las ecuaciones de Codazzi obtenemos

dv-ey Ndv-ey = (z(awy + bwy) + y(ewr + fwa)) A (z(bwy + cws) + y(fwr + gws))
= v-egANdv-ey = F(z,y)w; Aws,

donde F = (ac — b*)2® + (ag + ce — 2bf )y + (eg — 1)y
Notemos que F(z,y) es el determinante de la matriz asociada al operador
de forma S,.

En efecto, valuando esta 2 — forma en (e, e3) obtenemos
dv-ei Ndv - eg(er, e9) = F(x,y)wr Awsler, ea) = F(x,y)

entonces

| dv(er)-er du(er)-eq

Floy) = dv(eg) - e; dv(ez) - eq
= det(S,) = Q.3

ar +ey bxr+ fy
br + fy cx+ gy

Asidv-eg ANdv - ey = Quwi Aws, y dado que wy A ws es también invariante
se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 10. Sea X : M — R* {e;}, {wi} y {wij} como en la proposicion
anterior, la 2-forma

dv-es Ndv-eqs = Qq, (2, y)w1 Awy
es invariante bajo cambio de marco movil.

Demostracion. Dado que Q,, = det(S,) y wy A ws son invariantes bajo rota-
ciones de T, M y N,M tenemos que dv-es Adv-es = Qq, (x,y)wi Awy también
es invariante. O]
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2.2 Capitulo 2. Invariantes de la segunda forma fundamental.

Consideremos e = ze; + yes, de manera analoga a la anterior 2-forma se
obtiene
de-e3 Nde- ey = §(z,y)wi A wy

donde 6(z,y) = (af — be)x® + (ag — ce)zy + (bg — cf)y?. De esta 2-forma
podemos obtener los invariantes A y Ky, solo basta notar que det(d) = Ay

tr(é) = KN-

Proposicién 11. Sea X : M — R* una inmersion de una superficie en el
espacio euclidiano de dimension 4. La 2-forma

de-e3 Nde-ey = 0(x,y)w; A ws
es invartante bajo cambio de marco movil.

Demostracién. Sean {e;}}_, v {€;}}_, dos marcos méviles adaptados.
Dado un cambio de marco normal tenemos que

€3 = pe3 + qey

€4 = —qes + qey

donde p y ¢ son aplicaciones C tales que p? + ¢ = 1. Asi

de-esNde-e, = de- (pes+ qes) Nde- (—qes + pey)
(pde - e3 + qde - e4) N\ (—qde - e3 + pde - e4) =
= (P*+¢))de-e3Nde-eq =

= de-e3 ANde - ey.

De esta forma los coeficientes de d(x, y) estan definidos sobre F;, es decir, estos
coeficientes no cambian bajo una rotacion de F),.

Dado un cambio de marco tangente tenemos que e = xe; + yes = x'e; + y'éa,
de esta manera tenemos que

Sz, y)wr Awy = 6(a',y )y A g,

y dado que
w1 N\ wy =wi N\ wy

tenemos que 0(z,y) = d(z',y)
Asi de - e3 A de - e4 es invariante bajo cambio de marco movil. O

Otra manera de obtener el invariante A es la siguiente.
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Capitulo 2. Invariantes de la segunda forma fundamental. 2.2

Definicién 7. La resultante de dos polinomios P;(z) = ag + a1 + ... + a,z",
Py(z) = by + byx + ... + b,,x™ se define como el determinante de la matriz

ag - aq—l e ap—l ap

La resultante nos indica las raices que tienen en comun estos dos polino-
mios, una prueba de ésto la podemos encontrar en [2]. Mediante un célculo
directo podemos probar la siguiente:

Proposicion 12. A es igual a —i de la resultante de los dos polinomios que
forman la sequnda forma fundamental, es decir,

a 2b ¢ 0

110 a 2b ¢
A=—1le 2f g 0
0 e 2f g

El siguiente resultado aparece en [6] y muestra que, de manera similar
al Capitulo 2 podemos obtener la segunda forma fundamental a partir de los
invariantes de ésta.

Teorema 4. (Little). En un punto donde 6 # 0 y H # 0, la sequnda forma
fundamental esta determinada, modulo un cambio de marco movil, por H, § y

Qa,-

Demostracion. Dado que 6 y F son invariantes bajo rotaciones del normal
podemos suponer que H se encuentra en la direccion de e3. De esta manera
H=1a+cesye+g=0.

Demos una expresiéon de e,g y f en términos de los coeficientes de § y () de la
siguiente manera Notemos que,

a+c ae+ce —ag+ce —(ag—ce)

e = e = — — ,
a—+c a—+c a—+c a—+c
ag — ce
= —€ =
g a-+c
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2.2 Capitulo 2. Invariantes de la segunda forma fundamental.

_a+c, af—be—(bg—cf)
f_a—i—cfi a—+c

donde a + ¢ # 0 de lo contrario H=0. Por otra parte

?

ge+ce—2bf = —(a —c)e — 2bf

af —be+bg+cf=(a—c)f —2be

de esta manera tenemos que

ag+cf —2bf [ —e f a—c
af —be+bg+cf )] \ f e —2b
—e f

y dado que e? + f% # 0%, tenemos que ( Foe

) es no singular y por tanto

tiene inversa, luego

a—c\ ([ —e f - ag+cf —2bf

-2b )\ f e af —be+bg+cf |-
De esta manera podemos expresar a a, b y ¢ en términos de los coeficientes de
H, 0y Qq,. O

4De lo contrarioe = f = g =0 y por tanto § = 0
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Capitulo 3

Elipse de curvatura.

En este capitulo damos una interpretacion geométrica de los invariantes
asociados a Lo, y ®,,, describimos A en términos del punto p € M y de la
elipse de curvatura, que es la elipse asociada a la segunda forma fundamen-
tal en p. Con esta configuracién caracterizamos los puntos de una superficie
M inmersa en el espacio euclidiano de dimensién 4. Se da una interpretacion
geométrica de las formas cuadréticas @, y 0.

Definicién 8. Sea X : M? — R* una inmersién de una superficie en el espacio
euclidiano de dimensién 4 y {e;}?_; un marco mévil adaptado.
Definimos el espacio unitario tangente de S en p por:

S(T,M) = {e(f) = ey cosf + eysenb : 6 € (0,27}
y el espacio proyectivo tangente como el cociente:

% = P(T,M) = {[e(0)] = {e(6). —e(6)}}.

Definicién 9. La elipse de curvatura es la imagen del espacio proyectivo tan-
gente bajo la aplicaciéon

a,: P(T,M) — N,M

dada por
[e(0)] = ap([e(0)]) = ap(e(0), e(0))

donde «, es la segunda forma fundamental en p.



3.0 Capitulo 3. Elipse de curvatura.

Notemos que a,(—e(f), —e(8)) = a,(e(8),e(h)) por la bilinealidad de c,
i,e, no depende del representante, luego «, esta bien definido en el espacio
proyectivo.

Esta aplicacién la podemos ver como la proyeccion de v, en N,M donde 7 es
una curva adaptada, es decir, 74(0) = p, 7/ (0) = e(0). Por la bilinealidad y
simetria de oy, tenemos que:

ale(8)] = ay (e(0), (0))
a,((egcos + egsenf,e; cosf + exsend) - e3)es
ej)eq =
)

(acos® @ + 2bcos O + csen® f)es + (ecos® @ + 2f cos ) + gsen” f)ey

+

a,((e1 cos@ + egsend, eq cos 6 + easend) - ey

Luego, utilizando las identidades cos?(6) =
que,

1+4cos 260 2 _ 1—cos 20
TR y sen?(f) = == tenemos

a,(0) = (%(a — ) cos 20 + bsen 20)es + (%(e —g)cos20 + fsen20)e, + H

donde H = 3(a + c)es + 5(e + g)eq es el vector tal que Ly, (v) = 5tr(S,) =<
H,v >y S, es la matriz asociada al operador de forma. Dado que |H|* es
invariante bajo rotaciones del dominio y del contradominio tenemos que es
un invariante escalar de la inmersion bajo cambio de marco mévil. A H se le
conoce como el vector de curvatura media.

Expresando a a,(#) en forma matricial obtenemos

a—c) b cos 26

_H — [ 2

(o () ( sle—g) f sen 20

con lo que vemos que a,(f) es una elipse con centro en H.

De manera natural podriamos pensar que el area de la elipse, bajo rotaciones
de marco movil, se conserva. En efecto, para probar esto describiremos los

invariantes asociados a la forma ®,,. Consideremos por un momento el caso
general de la elipse, dada como la imagen afin de un circulo, digamos

a(f) = A B cos 6
| C D sin 6
Notemos que si 01 y 65 son aplicados en el semieje mayor y el semieje menor res-

pectivamente entonces estas direcciones son necesariamente ortogonales. Para
ver esto, notemos primero que < o’(6y), a(f;) >= 0, asi &/(0;) = £ a(6,). Por
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Capitulo 3. Elipse de curvatura. 3.0

otro lado

a'(f) = (—Asin@—l—BcosH C’sin&—l—DcosG)—
= (Acos(9+2)+Bsm(0+ )Ccos(9+2)+Dsin( -

o] 3

)
= —(ACOS(@— g)—l—BSin(e— 5) CCOS(@- §)+DSIH(9 g))

m

luego £Aa(fs) = o' (61) = a6y = 5), por lo tanto 6, = 6, & 7.
Para el caso de la elipse de curvatura consideremos una base {ej, e} tal

que (o, — H)(0) es el vector que esta sobre el semieje mayor, U, y (o, — H)(})
sobre el semieje menor, V| asi

1 1
U = Sla-ces+5(e—gles

vV = b€3+f€4.

Usando estas expresiones tenemos que

P +1BP = J((a= 0 + (e = g) + 8 +

- i((a+c)2+(e+g)2)—(ac—b2+6’9—f2>
= |HPP = K = tr(®,,).

Notemos que el drea de la elipse esta dada por 7|U||V|, asi tenemos que

1
UlvVI= _KN—idet(q) )-

Con esto hemos probado la siguiente:

Proposicion 13. El drea de la elipse de curvatura es invariante bajo cambio
de marco movil.

Antes de describir al invariante A retomemos la forma cuadratica < a,, v >

Definicién 10. Dada «,, : P(T,M) — N,M, la segunda forma fundamental
enp € M,y v e NyM definimos la v — curvatura normal en la direccion 6
como

k,(0) =< a,(0),v >
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3.0 Capitulo 3. Elipse de curvatura.

Consideremos el operador autoadjunto S, asociado a la forma cuadratica
(), =< ap,v >, . Existe una base ortonormal {e;,es} de T,M tal que
S,(e1) = Aery Sy(ea) = Ages. En la base {e1, €2}, S, tiene una representacion
matricial diagonal y sus elementos A\; y Ay sobre la diagonal son el maximo y
el minimo respectivamente de k,.!

Definicion 11. Definimos k) := max{k,(0)} y k, := min{k,(0)}

Definicién 12. Sea X : M — R* una inmersién de una superficie en el
espacio euclidiano de dimensién 4, sea «,, : P(T,M) — N,M la segunda forma
fundamental de M en p y v € N,M.

K, = det(S,)
es llamada la v — curvatura de M en p.

Notemos que K, =k} - k.

Para describir al invariante A, observemos que dada la aplicacion
a,: P(T,M) — N,M,

p puede encontrarse fuera, dentro o sobre la elipse de curvatura o que ésta
puede degenerar en un segmento de recta. En el caso en el que la elipse sea
degenerada se tiene que %K N7 =0, es decir su drea serd cero y esto pasara si
y solo si Ky = 0.

Supongamos que Ky # 0 es decir la elipse es no degenerada. Entonces se tiene
el siguiente resultado:

Teorema 5. Sea X : M — R*, una inmersién de una superficie en el espacio
euclidiano de dimension 4 y sea p € M tal que Ky # 0 en p entonces:

St A <0, p se encuentra fuera de la elipse de curvatura,

si A >0, p se encuentra dentro de la elipse de curvatura,

si A =0, p se encuentra sobre la elipse de curvatura.

Demostracion. Dado que A = det(Q,,) = —dis(Qa,) tenemos que Qq, (v) =0
tiene dos, una o ninguna soluciéon real si A < 0, A =0, A > 0, respectivamen-
te.

En el caso A < 0 tenemos dos soluciones reales distintas y por lo tanto exis-
ten dos direcciones vy, 1, tales que Qq,(11) = Qa, (1) = 0, asi det(S,,) =

"]
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Capitulo 3. Elipse de curvatura. 3.0

det(S,,) = 0. Consideremos v,

Esto significa que la vy — curvatura K,, =k}, - k;; = 0y por lo tanto &k} =0
6k, =0

Que k;f =06k, = 0 significa que < a,(6y),v1 >= 0 para algun 6, € (0,7] y
al ser éstos valores extremos se cumple que

d < ay(f),v >
do

’90 =2< a;(QO), vy >=10

y dado que vy # 0 entonces Aa,(6h) = a,(th), es decir, la direccién donde
alcanza el maximo o el minimo es tangente a la elipse y perpendicular a v4.

A<O0

v

Dado que v; # 5 tenemos que existen dos direcciones tangentes a la elipse
que pasan por p, luego p se encuentra fuera de la elipse de curvatura.

Ahora si A > 0 tenemos que no existen soluciones reales para Q,,(v) = 0,
luego no hay direcciones tangentes a la elipse de curvatura que pasen por p de
lo cual se puede concluir que p esta dentro de la elipse.

A

A>0

)
-

\
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3.0 Capitulo 3. Elipse de curvatura.

Ahora, si A = 0, ), tiene una tunica solucién real doble, es decir, existe
una tdnica direccién tangente a la elipse que pasa por p, en este caso p € .
Para probar esto notemos que como A = 0 entonces los polinomios p(z) y ¢(x)
tienen una raiz en comun, es decir, existe #; tal que p(6;) = q(61) = 0 y por lo
tanto la elipse pasa por el origen.

OJ

Notemos que si A < 0 entonces la elipse no puede ser degenerada. En
efecto, si la elipse de curvatura es degenerada, tenemos que Ky=0, es decir
(a—c)f —(e—g)b=0, luego, desarrollando obtenemos

(af —eb)+ (bg—cf)=0; e (af —be)=—(bg—cf).

Por otro lado tenemos que si A < 0 entonces

(af —be)(bg —cf) > (ag — cc)

asi

—(af — be)? > i(ag —ce)?

lo cual no es posible dado que un nimero negativo nunca puede exceder a un
positivo.
Para el caso en que Ky = 0 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 6. Sea X : M — R*, una inmersion de una superficie en el espacio
euclidiano de dimension 4 y sea p € M tal que Ky =0 en p. Entonces

St A =0 la elipse de curvatura degenera en un segmento radial, es decir un
segmento de recta alineado con p.

St A > 0 la elipse de curvatura degenera en un segmento e recta que no esta
alineado con p.
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Capitulo 3. Elipse de curvatura. 3.0

Demostracidn. Si A = 0 entonces P() = acos?6 + 2bcosfsen § + csen® y
Q(0) = acos? 0 + 2bcosfsen 6 + csen?§ tienen una solucién en comiin, esto
debido a que A es la resultante de Py Q(ver [2]).

Si esta solucién es real, entonces existe 6y € (0,2n] tal que a,(6y) = (0,0),
es decir la elipse degenerada pasa por el origen y por tanto la elipse es un
segmento radial.

Si la solucion es compleja, entonces los polinomios tienen las mismas soluciones
yva que el conjugado de la solucién también es una solucién comun. Luego
(PO) = MQ(0) y de esta forma la elipse es un segmento de recta alineado con
el origen.

Ahora, si A > 0 entonces la elipse no puede pasar por el origen, de lo contrario
A =0y dado que K = 0 entonces la elipse es un segmento de recta que no
esta alineado con el origen. O

Definicién 13. Sea p € M, si:

A0 { Ky #0 p es un punto eliptico

KN - O

A < 0 p es un punto hiperbdlico

A =0 { Ky #0 p es un punto parabolico
Kyn =0 p esun punto de inflexion

Para dar una interpretacién de la forma cuadratica ¢, retomemos el caso
en el que la elipse es no degenerada. Dado que las direcciones tangentes son
las direcciones donde k, () alcanza su maximo y su minimo, tenemos que las
pendientes en estas direcciones también seran la maxima y la minima que
alcance «,. Estas direcciones seran tales que d(cosf,sinf) = 0. Para ver esto
definimos
ecos?(0) + 2f cos fsin  + gsin?(6)
acos?(f) + 2bcos O sin § + csin?(0)

my(0) =

my(#) nos da la pendiente de a,(#). Ahora, derivando obtenemos que m’(6)=0
s
(af — be) cos® O + (ag — ce) cosOsinf + (bg — cf) sin? 0 = 0,
es decir las direcciones tangentes serdn las dadas por las soluciones de §(cos 6, sin 0) =
0.

Para el caso de los puntos de inflexién en la siguiente proposiciéon daremos
una interpretacion de ¢

Proposicién 14. (equivalencias de puntos de inflexién) Sea p € M. Las si-
guientes condiciones son equivalentes.
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3.0 Capitulo 3. Elipse de curvatura.

a) A=0y Ky =0;

b) 6 =0 en p;
a b ¢
c) ran(A) <1, donde A = :
) ran(4) < (e %)
Demostracion. .
a)= b)

Si A = 0 entonces (af — be)(bg — cf) = 1(ag — ce)?. Por otro lado si Ky =0,
tenemos que (a —¢)f — (e — g)b = 0, es decir

(af —be)+ (bg+cf)=0

y por tanto
(af — be) = —(bg - cf).
De esta manera
~(af ~be)? = ;(ag — ce)”

pero esto pasa si y solo si (af — be) = (ag — ce) = 0, luego (bg — c¢f) = 0. Por
lo tanto 6 = 0.

b)= ¢)
Si 6 =0 en p, entonces (ae — be) = (ag — ce) = (bg — cf) = 0 pero estos son
los menores de A. por lo tanto ran(A4) <1

c)= a)

Dado que ran(A) < 1 tenemos que todos los menores de A son cero, es decir
(af —be) = (ag — ce) = (bg — cf) = 0y de esta manera (af — be)(bg — cf) —
i(ag—ce)QzA:(] O
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