UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

NUCLEO POR TRAYECTORIAS DIRIGIDAS
MONOCROMATICAS EN TORNEOS
BIPARTITOS.

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TiTULO DE:

MATEMATICA
P R E S E N T A:

CAROLINA HERNANDEZ VAZQUEZ

DIRECTOR DE TESIS:
MAT. LAURA PASTRANA RAMIREZ
(2009)



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Hoja de datos del jurado.

1. Datos del alumno.
Hernandez Vazquez Carolina
56089047
Universidad Nacional Autébnoma de México
Facultad de Ciencias
Matematicas
097242152

2. Datos del asesor.
Mat. Laura Pastrana Ramirez

3. Datos sinodal 1.
Dra. Hortensia Galeana Sanchez

4. Datos sinodal 2.
Mat. Maria del Rocio Sanchez Lopez

5. Datos sinodal 3.
Dr. Hugo Alberto Rincoén Mejia

6. Datos sinodal 4.
Mat. Ada Cintia Rosas Tavera

7. Datos de la tesis.
Nucleo por Trayectorias Dirigidas Monocromaticas en Torneos Bipartitos.
144p.
2009.



Indice general
Introduccidn. ............. 2

1. Conceptos Basicos.

1.1, Digraficas. ... 6

2. Nicleos y Nicleos por Trayectorias Dirigidas

Monocromaticas.
2.1, NUCIEOS. oo 22
2.2, SemINUCIEOS. ..o 38
2.3. Cuasinieleos. ... 46
2.4. Ntcleos por Trayectorias Dirigidas

MonocromatiCas. .........o.uuii 50

3. Torneos Bipartitos y Torneos Bipartitos
m—coloreados.

3.1. Torneos Bipartitos. ... 60
3.2. Torneos Bipartitos m—coloreados con
Ciclos de Longitud 4 Monocroméaticos. ..................... 70
3.3. Otras Condiciones para la Existencia de Ntucleos por
Trayectorias Dirigidas en Torneos Bipartitos............... 82

4. Semintcleo Médulo i por Trayectorias Dirigidas
Monocromaticas.

4.1. Semintcleo Médulo ¢ por

Trayectorias Dirigidas Monocrométicas. .................. 112
4.2. Ncleos por Trayectorias Dirigidas

Monocromaticas para Torneos Bipartitos ................. 121
Conclusiones ................. 141
Referencias .............. ... ... ... 143



Introduccion

En las Matematicas existen una gran variedad de areas, entre ellas
encontramos la Teoria de las Digraficas, de la cual se desprende el
tema de Ntcleos por Trayectorias Dirigidas Monocrométicas. En este
trabajo presentamos algunos resultados acerca de este tema.

Comenzamos con algunas definiciones y algunos teoremas basicos de
la Teoria de las Digraficas, definimos lo que es una digrafica y vere-
mos ejemplos de trayectorias, ciclos, subdigréficas por mencionar al-
gunos; que ayuden al lector a comprender de una manera facil el tema.
Posteriormente introduciremos los conceptos de niicleos, semintcleos,
cuasinucleos y nucleos por trayectorias dirigidas monocromaticas.

El concepto de Ncleo introducido por V. Neumann y Morgenstern
[9], juega un papel importante en la Teoria de las Digraficas ya que
tiene muchas aplicaciones en la Teoria de Juegos, Teoria de Codigos,
Logica, Inteligencia Artificial, Teoria de Decisiones, etc. [2], [3], [6],
[7], |8]- Un nucleo N en una digrafica D es un conjunto independiente
(entre cualquier par de vértices {u,v} C N no existen flechas) y un
conjunto absorbente (para todo v € V(D) — N existe en D una flecha
desde v hacia algun vértice de N).

En el capitulo 2 demostraremos que todas las digréaficas simétricas, las
digraficas transitivas y las digréficas sin ciclos dirigidos tienen ntcleo.
Trabajaremos con digréaficas m—coloreadas, una digrafica D se dice que
es m—coloreada si las flechas de D estan coloreadas con m colores. Un
conjunto N en una digréfica D m—coloreada es un niicleo por trayecto-
rias dirigidas monocrométicas si para todo par de vértices {u,v} C N
no existen trayectorias dirigidas monocrométicas entre ellos y para to-
do v € V(D) — N existe una trayectoria dirigida monocromatica que
va de v hacia algtn vértice de N.

El concepto de nicleo por trayectorias monocromaticas es una genera-
lizacion del concepto de ntcleo, y fue introducido por H. Galeana
Sanchez [4].
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Existe una relacion muy estrecha entre los conceptos de niicleos y
nucleos por trayectorias monocromaticas y esta dada por la cerradu-
ra transitiva de una digrafica m—coloreada, denotada por C(D), y se
define como sigue:

V(D) =V(C(D))y

F(D) = F(D)u{u,(u,v) de color i/ existe una uv—trayectoria
dirigida monocromatica de longitud mayor ¢ igual que 2 de color
i contenida en D}.

Demostraremos que D tiene ntcleo por trayectorias dirigidas mono-
cromaticas si y solo si C(D) tiene nucleo.

La existencia de ntucleos por trayectorias dirigidas monocromaéticas en
digraficas m—coloreadas ha sido estudiada por Sauer, Sands y Woodrow
[12], ellos probaron que cualquier digrafica 2-coloreada tiene ntcleo por
trayectorias dirigidas monocromaéticas. En este trabajo estudiaremos a
las digraficas m—coloreadas, con m > 3.

También, definiremos otro tipo de digrafica que tiene la propiedad de
heredarle la existencia de niicleo a todas sus subdigraficas inducidas
cuando ella misma posee nicleo. Una digrafica D es nicleo perfecta si
toda subdigrafica inducida de D tiene ntcleo y ella misma tiene niicleo
y las digréaficas nucleo imperfectas criticas. Una digrafica D es ntucleo
imperfecta critica si D no tiene nicleo, pero cualquier subdigréfica
inducida propia de D tiene niicleo. Mostramos que toda digrafica no
nucleo perfecta contiene una subdigrafica ntucleo imperfecta critica.

Podemos encontrar algunos resultados interesantes sobre ntuicleos por
trayectorias dirigidas monocromaticas en trabajos realizados por H.
Galeana Sanchez-Rojas Monroy [5] y Berta Zavala [15].

Ya teniendo claro el concepto de nicleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas pasamos a la parte medular de este trabajo: Nucleos
por Trayectorias Dirigidas Monocroméaticas en Torneos Bipartitos. Un
torneo bipartito es una digrafica D tal que:

a) existe una biparticion {V1,V2} de V(D) tal que toda flecha de D
tiene un extremo en V; y el otro en Vj y;

b) entre cualquier vértice de V; y cualquier vértice de V5 existe una y
s6lo una flecha.



Mas adelante en los capitulos 3 y 4, daremos condiciones suficientes
para que los torneos bipartitos tengan nucleos por trayectorias dirigidas
monocromaticas y presentamos algunas propiedades de éstos.



Capitulo 1
Conceptos Basicos.

Ntcleos por Trayectorias Monocromaticas y Torneos Bipartitos en
Digraficas es el objeto de estudio principal del presente trabajo. Para
poder comprender estos temas es necesario introducir primero algunas
definiciones y teoremas béasicos de la Teoria de Digraficas que nos serdn
de gran utilidad para los siguientes capitulos.

Comenzaremos con la definicién de digréafica, asi mismo; veremos ejem-
plos de trayectorias, ciclos, subdigréficas, por mencionar algunos, y pre-
sentaremos cinco teoremas basicos que nos facilitaran la demostracion
de teoremas posteriores.



1.1. Digraficas.

Definicion 1.1.1. Una Digrafica D es una pareja (V(D), F(D)), tal
que V(D) es un conjunto finito no vacio de elementos, llamados vér-
tices, y F'(D) es un conjunto de parejas ordenadas de vértices distintos,
llamadas flechas.

Decimos que el orden de una digrafica D es la cardinalidad del con-
junto de los vértices de D y el tamano de D es la cardinalidad del
conjunto de las flechas de D.

as as
Ty a1 :5133

Figura 1.1

En la figura 1.1 se exhibe la representacion geométrica de una digrafica

D = (V(D),F(D)), donde V(D) = {x1, 29,23} y F(D) = {a1, as, as}.

Definicién 1.1.2. Si f = (u,v) es una flecha de D, con u y v vértices
de D, decimos que u y v son los extremos de f; u el extremo inicial de
f v v el extremo final.

uQ——Qv

Figura 1.2

Definicion 1.1.3. Si (u,v) € F(D), entonces la flecha es dirigida de u
a vy es denotada por u — v. El vértice v es llamado sucesor de u y u
es llamado predecesor de v.

Si el inverso (v,u) de la flecha (u,v) de D también esta presente en
D, entonces diremos que (u,v) es una flecha simétrica.

Definiciéon 1.1.4. Una digrafica D es simétrica si todas sus flechas son
simétricas.
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l’lo OZL'g

Figura 1.3

En la figura 1.3 observamos una digréafica simétrica.

Definiciéon 1.1.5. Si D es una digrafica y f = (u,v) es una flecha de
D, decimos que f es una flecha asimétrica si (v, u) no es una flecha de
D.

Definiciéon 1.1.6. Decimos que una digrafica D es una digrafica com-
pleta si entre cualquier par de vértices distintos de D existe alguna

flecha.

Definiciéon 1.1.7. Un torneo es una digrafica completa asimétrica.

Z2 L4

T O(L’g

Figura 1.4

En la figura 1.4 tenemos el ejemplo de un torneo.

Definicion 1.1.8. El conjunto I'" ()= {y € V(D) | (z,y) € F(D)} es
llamado la Vecindad Exterior de x.

El grado exterior o exgrado de z, denotado por d; (), es el nimero
de flechas que salen de z, es decir, 67, (z) = [T ()|

Definicién 1.1.9. El conjunto I'"(z)= {y € V(D) | (y,z) € F(D)} es
llamado la Vecindad Interior de z.
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El grado interior o ingrado de z, denotado por d,(x), es el namero de
flechas que entran a z, es decir, d,(z) = [I'"(2)].

X2 L4

o) Zs3

Figura 1.5

En la figura 1.5 tenemos que F+( 1) = {4} es el conjunto de la
vecindad exterior de xq, 05 (1) =1y I (21) = {@2, 23} es el conjunto
de la vecindad interior de z, 5D(x1) =2.

Definicién 1.1.10. Una subdigrafica H de una digrafica D es una
digrafica tal que V(H) C V(D) y F(H) C F(D). Decimos que H es
una subdigrafica propia de D si V(H) C V(D)o F(H)C F(D).

D H:
T T
X XLy o L4
O
X1 L5 X1
Figura 1.6

En la figura 1.6 damos el ejemplo de una subdigafica propia H de D.

Definicién 1.1.11. Una subdigrafica H de una digrafica D es una
subdigrafica generadora de D si V(H) = V(D).
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Definiciéon 1.1.12. Definimos la parte simétrica de D denotada por
Sim(D), como la subdigréfica generadora de D cuyo conjunto de flechas
es el conjunto de flechas simétricas de D y su parte asimétrica denotada
por Asim(D), como la subdigrafica generadora de D cuyo conjunto de
flechas es el conjunto de flechas asimétricas de D.

D: H:

X I3 i XT3
O—0

T L4 i) :ilf

4

Figura 1.7

En la figura 1.7 tenemos un ejemplo de una subdigéfica generadora H
de D.

Definicién 1.1.13. Sea D una digréfica, si U C V(D) definimos la
subdigrafica de D inducida por U como la digrafica que tiene a U como
conjunto de vértices y como conjunto de flechas a todas las flechas de
D que tienen ambos extremos en U. Si U C V(D) denotamos por D[U]
a la subdigrafica de D inducida por U.

Definicion 1.1.14. Un camino en una digrafica D es una sucesion de
vértices (ug, ug, ..., u,) tal que para cada ¢ € {1,2,...,n — 1} se tiene
(uiyuir1) € F(D) 6 (ujg1,u;) € F(D). Decimos que uy y u, son los
extremos del camino y que el camino es un u;u, —camino de la digréfica.

Definiciéon 1.1.15. Una trayectoria en una digrafica D es un camino
(U1, ug, ..., up,) tal que w; # u; si i # j.

Definicién 1.1.16. Un camino cerrado en una digrafica D es un camino
(u1, ug, ..., up) tal que uy = u,.

Definiciéon 1.1.17. Un ciclo en una digrafica D es un camino cerrado
(w1, U, ..., Un, up) tal que w; # u; sii # j con £(C) > 2.
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us U7

uz\o
o

Uy U1t

Figura 1.8

En la figura 1.8 podemos observar que la digrafica D es un camino
con uy y up; extremos del camino, 7' = (uy, us, ug, Uz, ug) €8 un camino
y una trayectoria.

Definicién 1.1.18. Un camino dirigido en una digrafica D, es un
camino (uq,us, ..., u,) tal que para cada i € {1,2,....,m — 1} se tiene
que (u;, uit1) € F(D).

Definiciéon 1.1.19. Sean D una digrafica y C' = (ug, uq, ..., u,) un

camino dirigido en D. Decimos que la longitud de C' denotada por
¢(C), es el ntmero de flechas que recorre.

C:

U7

us ug /O\Ue;
Uy o\
. /D\ .
\O U Ug O/
Uz

U10 U11

Figura 1.9

En la figura 1.9 la digrafica C' es un camino dirigido y su longitud es
((C) = 11 ya que es el namero de flechas que recorre.
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Definicion 1.1.20. Una trayectoria dirigida, en una digrafica D, es un
camino dirigido que ademas es una trayectoria.

Definiciéon 1.1.21. Un camino dirigido cerrado C. en una digrafica D,
es un camino dirigido que ademés es un camino cerrado.

Definiciéon 1.1.22. Un ciclo dirigido en una digrafica D, es un camino
cerrado dirigido que ademés es un ciclo. Denotemos por C,, al ciclo
dirigido que consta de n vértices.

Us Ue
U4()/ Ut
us us
U9 Ug
Uy Uio
U2 Ui
Figura 1.10

En la figura 1.10 podemos observar que T = (uq,ug, ..., u12) €s un
camino dirigido y una trayectoria dirigida y C = (uq, ug, ..., u12, u1) un
ciclo dirigido.

Definicion 1.1.23. Sea C' = (uy, us, ..., u,) un camino en una digrafica
D,sil <i < j <ndenotamos por (u;, C, u;) al u;u;—camino contenido
en C, es decir, (u;, C,u;) = (Wi, i1, ooy Uj—1, Uj).

Definicion 1.1.24. Una digrafica D es fuertemente conexa si para
cada par de vértices x; y x;, existe una trayectoria dirigida de z; a x;.



12

X2 L4

O

X1 3

Figura 1.11

En la figura 1.11 tenemos una digrafica fuertemente conexa, si nos
tomamos los vértices x7 y xo tenemos que existe T} = (:L'l,:ztg) una
x1To—trayectoria dirigida y Typ = (9, 4, T3, 1) una xex;—trayectoria
dirigida esto sucede para cualquier par de vértices arbitrarios que nos
tomemos.

Definicion 1.1.25. Una digrifica D es transitiva si para cualquier
terna {z,y, 2z} C V(D), tal que (z,y) € F(D), (y,2) € F(D), entonces
(x,2) € F(D).

Figura 1.12. Digrafica transitiva

Definiciéon 1.1.26. Una digrafica D es una digrafica bipartita si existe
una particion {V, Va} de los vértices de D tal que cualquier flecha de
D tiene un extremo en Vi y otro en V5.
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T3 Ly
O\ €T
T 5
T L6

Figura 1.13 Digrafica Bipartita.

En la figura 1.13 tenemos una digrafica bipartita D con particiones
Vi={z1, 23,25} y Vo = {9, 74, 76}

Definiciéon 1.1.27. Un conjunto S C V(D) es independiente si para
todo {z,y} € 5, (z,y) ¢ F(D)y (y,2) ¢ F(D).

Definiciéon 1.1.28. Un conjunto S C V(D) es absorbente si para todo
x € V(D) — S existe un y € S tal que (z,y) € F(D).

D:

N
nd Oy
10/ \o%’

Figura 1.14

En la figura 1.14 el conjunto S; = {1, z3, T¢} es un conjunto indepen-
diente dado que no existen flechas entre sus elementos y Sy = {5, x4}
es un conjunto absorbente, puesto que, x5 absorbe a los vértices z, 3
y x4 absorbe a x5, xg.
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Los siguientes teoremas son resultados béasicos de la teoria de las di-
graficas que emplearemos a lo largo del trabajo.

Teorema 1.1.29. Todo uv—camino dirigido en una digrafica D con-
tiene una uv—trayectoria dirigida, con u # v.

Demostracion.

La demostracion se hara por induccion sobre la longitud del camino

dirigido (¢(C)).

1. Si ¢(C) = 1, entonces C' = (u,v), con u # v, donde C' claramente
es una uv—trayectoria dirigida.

Figura 1.15

2. Hipotesis Inductiva. Supongamos que todo uv—camino dirigido tal
que ¢(C') < n contiene una uv—trayectoria dirigida.

Sea C' = (u = g, x1,...,2, = v) un wv—camino dirigido tal que

((C) =n.
3. Por demostrar que C' contiene una uv—trayectoria dirigida.

Caso 1. Si x; # xj, con 7 # j, entonces C es una uv—trayectoria
dirigida.

Caso 2. Si se repiten vértices, es decir, z; = x; para algin 7 # j.
Supongamos sin pérdida de generalidad que ¢ < 7, entonces C' =
(U = o, T1,s ooy Tiy i1, ooey Tjy Tjg1, -.s Ty, = v). Consideremos C' =
(v = xg, 21, ..., % = Tj,Tjt1,..., T, = v) el cual es un wv—camino di-
rigido, con £(C") < n, y por hipétesis de induccion C’ contiene una
uv—trayectoria dirigida. Por lo tanto C' contiene una uwv—trayectoria
dirigida, ver figura 1.16.m
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To=1u
Figura 1.16
Teorema 1.1.30. Todo camino dirigido cerrado de longitud impar
contiene un ciclo dirigido de longitud impar.
Demostracion.
Sea C. un camino dirigido cerrado de longitud impar.

Demostraremos que C, contiene un ciclo dirigido de longitud impar
por induccion sobre ¢(C.).

1. Si ¢(C.) = 3, entonces C, = (ug, uy, usz, up) es un ciclo dirigido de
longitud impar.

Figura 1.17
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2. Hipotesis Inductiva. Supongamos que todo camino dirigido cerra-
do de longitud impar menor que 2n + 1 contiene un ciclo dirigido de
longitud impar.

3. Por demostrar para ¢(C.) = 2n + 1.

Sea C. = (u, U, ..., Uopy1, u1) un camino dirigido cerrado de longitud
impar.

Caso 1. Si u; # u; para todo ¢ # j, entonces C, es un ciclo dirigido
de longitud impar.

Caso 2. Si u; = u; para algun ¢, j con ¢ # j.

Si suponemos sin pérdida de generalidad que ¢ < j, entonces C, =
(Ul, Uy ooy Ujy Ujp1y --y uj—h Uj = Uy, Uj+1, ceey U241, ul)

! 1
Sean C, = (U1, Usg, ..., Ui = Uj, Ujp1, oy Uzpt1, U1) Y Cp = (Ui, Uig1, Uigo,
Wit3, ..., Uj_1,U; = u;) dos caminos dirigidos cerrados contenidos en C.,.

Como C, = C. U C", entonces £(C.) = £(C.) + £(C.)), pero £(C,) es
impar lo que implica que £(C.) 6 £(C',) es impar y s6lo uno. Supongamos
sin pérdida de generalidad que £(C.) es impar, dado que £(C.) < 2n+1,
por hipétesis de induccién C. contiene un ciclo dirigido de longitud

impar v, y v C C.. C C,, por lo que v C C..
Por lo tanto C, contiene un ciclo dirigido de longitud impar.m

Teorema 1.1.31. Toda digrafica sin ciclos dirigidos contiene al menos
un vértice v de grado exterior cero, es decir, §5(v) = 0.

Demostracion.
Sea D una digréfica sin ciclos dirigidos.

Sea T = (u = xg, 1, ..., T, = v) una uv—trayectoria dirigida de longi-
tud maxima en D.
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Figura 1.18

Supongamos que d7(v) > 0.

Por lo tanto existe w € V(D) tal que (v,w) € F(D).
Caso 1. Siw € V(7).

Supongamos que w = x; con i € {0,1,...,n — 1}.

Entonces tenemos que (w = z;, Tt 1, ..., T, = v,w) es un ciclo dirigido
en D, contradiccion con la hipotesis.

U = Xy w=2TI; T, = U

Figura 1.19

Caso 2. Siw ¢ V(7).

. / . o e .
Entonces existe T" una uww—trayectoria dirigida mas grande que 7T,
contradiccion con la eleccion de T

Por lo tanto v no es adyacente hacia algin vértice, es decir, el exgrado
de v es cero 6},(v) =0.m

Teorema 1.1.32. Si D es una digrafica bipartita, entonces D no tiene
ciclos dirigidos de longitud impar.

Demostracion.
Sea v = (uq, usg, ..., U, uy) un ciclo dirigido de D.

Sea {Vi, Vo} una particion de V(D).
Supongamos sin pérdida de generalidad que u; € V;.
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Como D es bipartita:
uy € Vi implica que uy € V5.
us € Vo implica que uz € V.
ug € V1 implica que uy € V5.

uy € Vo implica que us € V.

Observemos que los vértices con indice impar estan en V; y los vértices
con indice par estan en V5, es decir, ug; 11 € Vi, entonces ug;io € Vs.

Como (un,uy) € F(D) y u; € V;, entonces u,, € V. Por lo tanto
n=1(vy) es par. m

Teorema 1.1.33. D es fuertemente conexa si y sblo si para toda
particion {V;, V2} de V(D) existe una V;Vo—flecha y una V,V; —flecha.

Demostracion. (=)

Sea {Vi, Vo} una particion arbitraria de V(D).

Sean u; € Vi vy ug € Vs.

Como D es fuertemente conexa existe T) = (u; = xq, L1, T, ..., Ty =

ug) una ujus—trayectoria dirigida y existe To = (o = Yo, Y1, Y2, -+ Ym =
u1) una usuj —trayectoria dirigida.

Vi Va

T
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Figura 1.20

Como u; = xg € Vi y us = x, € Va, entonces V,NTy # Oy VoNTy # 0.

Sea m =min{j € {0,1,...,m} | z; € Vu}, con m > 1, entonces
(Tm—1, Tm) es una VjVo—flecha.

El procedimiento es analogo para demostrar que existe la V5V; —flecha.
(<)

Por hipotesis tenemos que para toda particion {Vi, Vo } de V(D) existe
la V1Vo—flecha y la V5V —flecha.

Por demostrar que D es fuertemente conexa, es decir, para todo {vy, va}
C V(D) arbitrarios existe una vjvy—trayectoria dirigida y una vyv; —
trayectoria dirigida.

Sean vy, vy € V(D).

Definimos:

Vi = {z € V(D) | existe una v;z—trayectoria dirigida en D}.
Vo =V(D) - V1.

Si vg € V7, entonces por la definicion de V; existe una v;v,—trayectoria
dirigida en D.

Vi Va

LA

Figura 1.21
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Si vy ¢ Vi, entonces vy € V4 y por lo tanto Vo # (). Sabemos por
definicion de Vi y Vo que ViNV, =0y VUV, = V(D), de manera que
{V1, V2} es una particion de V(D).

Ahora por hipotesis existe una V;Vo—flecha en D.

Sea (a,b) € F(D)cona€e€VyybeVs.

Como a € V}, entonces por la definicion de V; existe T' una v;a—trayec-
toria dirigida en D.

Por lo tanto T'U (a, b) es una vyb—trayectoria dirigida en D, de donde
se sigue que b € Vi, contradiccion pues supusimos que b € V5.

Vi Va

Figura 1.22

Por lo tanto v, € Vi, de manera que existe una v;v9— trayectoria
dirigida en D.

De manera analoga existe una vov; —trayectoria dirigida en D.

Por lo tanto D es fuertemente conexa.m



Capitulo 2

Ncleos y Nicleos por Trayectorias
Dirigidas Monocromaticas.

Los temas que trataremos en este capitulo son Ntcleos, semintcleos,
cuasiniicleos y niicleos por trayectorias dirigidas monocromaticas en
digraficas. Ayudandonos de los resultados anteriores facilitaremos las
demostraciones de los teoremas que presentamos.

Las digraficas Nucleo Perfectas y las digraficas Nucleo Imperfectas
Criticas son otros tipos de digraficas que definiremos y que tienen
ciertas caracteristicas especiales, también daremos algunas condiciones
para que una digrafica m—coloreada tenga nucleo por trayectorias di-
rigidas monocromaéticas.

21
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2.1. Ntucleos.

Para motivar el estudio de ntuicleos en digraficas mostraremos un ejem-
plo donde se utiliza este concepto.

TOMA DE DECISIONES.

Consideremos un grupo de n personas 1, 2, 3, ..., n que se reuniran para
tomar una decision sobre algin asunto (es decir, elegir una situacion
de un conjunto X de posibles situaciones). Para resolver el problema
de como elegir una situacion, lo primero que se ocurre es considerar
las preferencias individuales, pero cuando n > 2 encontramos que las
preferencias individuales podrian no ser compatibles digamos que la
persona 1 prefiere la situacion a a la b, pero la persona 2 opina que b
es mejor que a. {Coémo resolver este problema?.

Este problema fue primeramente planteado por John Von Neumann;
y veremos como solucioné el problema de las incompatibilidades en las
preferencias individuales. Para esto Von Neumann introdujo la nocién
de preferencia efectiva y la definié como sigue: diremos que a es efecti-
vamente preferible a b, si existe un grupo de personas (dentro de las

n personas), capaces, si quieren, de imponer la preferencia de a sobre
b.

Denotaremos a > b si a es efectivamente preferible a b y notemos que
esta relacién no es necesariamente transitiva.

Podemos ahora dar un planteamiento del problema usando digraficas
como modelo.

Tomemos un vértice por cada una de las posibles situaciones a con-
siderar, y ponemos una flecha de a a b, si b es efectivamente preferible
que a.

@ ¥

Figura 2.1

Obtenemos asi cierta digrafica D, si podemos encontrar un conjunto
S C V(D), tal que S sea un conjunto independiente y absorbente de
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D, habremos reducido el problema a elegir una situaciéon en S, ya que
por ser S independiente, tenemos que para cualesquiera dos elementos
de S, no hay uno que sea efectivamente preferible que otro, y por ser S
absorbente, tenemos que para cualquier situaciéon fuera de S siempre
hay al menos una en S que es efectivamente preferible.

A continuaciéon tenemos una digrafica que nos muestra la relacion de
preferencia efectiva de un grupo de personas:

Figura 2.2

Un conjunto independiente y absorbente de esta digrafica es N =
{e,d}, asi que el grupo de personas, puede escoger la situacion e o la
situaciéon d, pues e o d es mejor que cualquier otra situaciéon, y entre
d y e, no hay relaciéon de preferencia efectiva, es decir, no existe un
grupo de personas capaces de imponer una que la otra. El conjunto N
se llama nucleo de D.

Ahora podemos definir el concepto de nucleo en una digrafica.

Definicién 2.1.1. Si N C V(D) es tal que N es un conjunto inde-
pendiente y absorbente en D, entonces diremos que N es ntcleo de

D.

Existen algunas digraficas que no tienen ntucleo, algunas tienen mas
de uno y otras tienen un tnico niicleo, observemos los ejemplos de la
figura 2.3.
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Figura 2.3

Dy no tiene nicleo, Dy tiene 2 nucleos, a seber, {z1, 23} vy {x2, 24}, y
or altimo ue tiene un unico nucleo {x3}.
It Ds t 1 3

A continuaciéon presentamos algunos resultados importantes sobre ni-
cleos.

Lema 2.1.2. Sea N C V(D), si N es nucleo, entonces N es un con-
junto independiente méximo y un conjunto absorbente minimo.

Demostracion.

Sea N nucleo. Por demostrar que N es un conjunto independiente
maximo y un conjunto absorbente minimo.

Supongamos que existe S C V(D) tal que N C Sy S es independiente.
Como N C S existe x € S tal que x ¢ N, y al ser N nicleo N es

absorbente, es decir, existe y € N tal que (z,y) € F(D), contradiccion,
ya que {x,y} C Sy S es independiente en D.
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Figura 2.4
Por lo tanto, N es independiente maximo.
Supongamos que existe un conjunto A C V(D) tal que A C Ny A
es absorbente en D, sea u € N tal que u ¢ A, como A es absorbente

existe v € A tal que (u,v) € F(D) pero N es nicleo, es decir, N es
independiente en D, contradiccion pues {u,v} C N.

A
Figura 2.5

Por lo tanto, N es absorbente minimo.m

Teorema 2.1.3. S C V(D), S es nucleo de D si y solo si para todo
x € V(D) se cumple ¢4(z) = 1 —max{ds(y) |y € T (x)}, donde ¢, es
la Funcién Caracteristica de .S.

Demostracion.(=)

La Funcion Caracteristica de S.
¢s V(D) — {0,1}

Se define como:

0, sizégs;
1, sizes.
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Sea S C V(D), un ntcleo de D.
Sea x € V(D) arbitrario.

Caso 1. Si z € S, entonces ¢4(z) = 1. Como S es independiente,
entonces I'"(z) C V(D) — S, entonces V y € I'"(x), ¢s(y) = 0, por lo
que maz{@s(y) | y € I (z)} = 0.

Por lo tanto, ¢s(x) =1 =1—maz{ds(y) |y e TT(x)} =1-0=1.

Caso 2. Si z ¢ S, entonces ¢s(z) = 0. Como S es absorbente en D,
existe y € S tal que (z,y) € F(D) por lo tanto, y € T (x) y ¢s(y) = 1,
entonces maz{ps(y) |y € 't (x)} = 1.

Por lo tanto ¢s(x) =0 =1—maz{ps(y) |y e 'T(z)} =1—-1=0.

(<)

Sea S C V(D) que satisface ¢4(x) = 1 — mazx{os(y) | y € I (x)}
Vzebs.

Por demostrar que S es niicleo en D.

1. Veamos que S es independiente en D.

Sea x € S, entonces ¢;(z) = 1.

Por lo tanto ¢s(x) = 1 = 1 — maz{ps(y) | y € I'(x)}, y asi
maz{¢s(y) | y € I'"(z)} = 0, entonces Vy € I'(z), ¢s(y) = 0y
por definicién de funciéon caracteristica y ¢ S, de lo que se sigue que
['*(z) C V(D) —S. Por lo tanto S es independiente en D.

2. Veamos que S es absorbente en D.

Sea z € V(D) — S, entonces ¢5(z) =0 =1—maz{ps(y) | y € ['T(2)},
lo que implica maz{¢s(y) | v € I'T(2)} = 1, por lo tanto existe u
€ ' (2) tal que ¢s(u) =1, siy sélosiue€S.

Por lo tanto, (z,u) € F(D) con u € S.

Por lo tanto S es absorbente en D.
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Por lo tanto de 1) y 2) tenemos que S es nicleo de D.m

A continuaciéon presentamos dos resultados concernientes a digraficas
simétricas y transitivas, definidas en el capitulo 1; demostraremos que
ambas tienen nucleo.

Teorema 2.1.4. Sea D una digrafica transitiva, un conjunto S C
V(D) es nicleo de D si y solo si S es un conjunto absorbente minimo.

Demostracion.(=)

Sea S nicleo de D.

Por demostrar que S es un conjunto absorbente minimo.

Por el Lema 2.1.2, tenemos que S es un conjunto absorbente minimo.
(<)

Sea S un conjunto absorbente minimo.

Por demostrar que S es niicleo en D.

1. Veamos que S es un conjunto independiente en D.

Sea {u,v} C S.

Sin pérdida de generalidad supongamos que (u,v) € F(D).

Como D es transitiva, entonces (I'"(u),v) C F(D) dado que (u,v) €
F(D).

Entonces S — u es un subconjunto absorbente de D mas pequeno que
S, contradiccion ya que S es minimo.

Por lo tanto S es independiente.

2. Veamos que S es un conjunto absorbente en D.
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Por hipotesis se tiene que S es absorbente en D.
Por lo tanto, por 1) y 2) S es niicleo de D.m

Lema 2.1.5. Sea D una digrafica simétrica, un conjunto S C V(D)
es nucleo de D si y s6lo si S es un conjunto independiente méaximo.

Demostracion.(=)

Si S es nucleo en D, entonces por Lema 2.1.2 tenemos que S es un
conjunto independiente maximo.

(<)

Sea S un conjunto independiente maximo.

Por demostrar que S es niicleo en D.

1. Por hipoétesis tenemos que S es un conjunto independiente en D.
2. Veamos que S es un conjunto absorbente en D.

Sea x € V(D) — S, como S es independiente maximo, entonces existe
una Sz-flecha o una xS-flecha en D, pero como D es simétrica existen
ambas flechas.

Por lo tanto S es absorbente.
Por lo tanto S es nucleo en D.m

Cuando una digrafica no tiene ciclos dirigidos es llamada una digrafica
aciclica y a los ciclos dirigidos de longitud n se les llama n—ciclos,
mostraremos un resultado concerniente a ntcleos y ciclos dirigidos, para
esto utilizaremos el Teorema 1.1.31 que nos facilitara su demostracion.

Teorema 2.1.6. Toda digrafica D sin ciclos dirigidos tiene ntucleo y
éste es tnico.

Demostracion.
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Como D no tiene ciclos dirigidos, existe un v € V(D) tal que:

por el Teorema 1.1.31, 6},(v) = 0, es decir, a v no le salen flechas.

O—o0

Figura 2.6

Por demostrar que D tiene ntcleo.

Consideremos a los siguientes conjuntos:

Xo={veV(D)|djv) =0}y

Yy ={u e V(D) — Xy | existe uXo—flecha en D}.

Definimos Dy = D — (X, U Yp).

Caso 1. D; = ().

En este caso se afirma que X es nicleo de D.

Veamos que X es independiente y absorbente en D.

Por construccion de Xy tenemos que para todo {v,w} C Xy, v # w

no existen (v, w)-flecha y (w,v)-flecha en D dado que df5(v) = 0y
65 (w) = 0. Por lo tanto X, es independiente en D.
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D,

Yo

Xo
Figura 2.7

Por construccion Yy = V(D) — X, es decir, Yy = I'"(X). Por lo tanto
X es absorbente en D.

Caso 2. D; # 0.

Definimos a los conjuntos:

X1 ={v e V(D) | 53,(v) = 0} ¥

Y1 ={ue V(D)) — X | existe uX;—flecha en D, }.

Tenemos que X; es distinto del vacio, pues D; es una subdigréfica
inducida de D, entonces D no tiene ciclos dirigidos.

Definimos Dy = D — (X; U Y)).

Subcaso 2.1. Dy, = ().

Afirmamos que (X, U X;) es nucleo de D.

Veamos que (XoU X7) es independiente en D.

e Xy y Xj son independientes por construccion.

e La X X;- flecha no existe pues I' (Xg) = 0.
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e La X;Xj-flecha no existe, si existiera la (v, u)-flecha en D con
u € Xoyv € Xy, entonces v € Yy =I'"(Xy) por lo que Yy N Dy
es distinta del vacio, contradicciéon con la construccion de D;.

Por lo tanto (Xo U X7) es independiente en D.
Por otro lado (YoUY;) = (XoUX7)¢ o bien V(D) = (YoUY7)U(XoUX;)
sabemos por construccion que Xy absorbe a Yj ya que Yy =T (Xo) v

X, absorbe a Y] ya que Y1 = T'~(X)).

Como X; absorbe a Y; por definicion de Y; (i = 0, 1), entonces (X U
X1) es absorbente en D.

Por lo tanto (Xo U X;) es nicleo en D.

Subcaso 2.2. D, # ().

Como D es finita y continuando con este procedimiento, existe un
m € N tal que m = min{n € N/X,, = 0}.

U1 (X;) = N es niicleo de D.
Veamos que N es independiente en D.
Consideremos X;, X; C N, con i # j sin pérdida de generalidad i < j.

Cada X; es independiente.

e X; y X; son independientes por construccion.
e La X;X;-flecha no existe pues ' (X;) =0 y X; € D;.
e La X X;-flecha no existe, si existiera la (u,w)-flecha en D con

ue X;ywe X;, entonces u € Y; = ' (X;) por lo que Y;N D,y
es distinta del vacio, contradiccién con la construccion de Dy ;.

Por lo tanto N es independiente en D.

m—1

N es absorbente en D por definicion de los Y, pues N¢ = U (V7).
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Por lo tanto NV es ntcleo de D.
Para finalizar demostraremos que NN es tinico.

Supongamos que existe N' C V(D) tal que N € N y N’ es nticleo
de D.

Entonces existe z € N tal que z ¢ N, como N es nucleo, N es
absorbene, es decir, existe y € N tal que (z,y) € F(D), contradiccion,
ya que {z,y} € Ny N’ es independiente dado que N’ es niicleo de D.

Por lo tanto N es tnico. m

Existen otros tipos de digraficas con ciertas caracteristicas que nos
seran de gran utilidad para el estudio de ntcleos en digréificas que
definimos a continuacion.

Definicion 2.1.7. Una digrafica D es Nucleo Perfecta si toda subdi-
grafica inducida de D tiene ntcleo, y ella misma tiene ntcleo.

Definiciéon 2.1.8. Una digrafica D es llamada Nicleo Imperfecta Criti-
ca cuando D no tiene nicleo, pero cualquier subdigrafica inducida
propia de D tiene ntcleo.

Dl : D2 :
T I3
T
X1 4
Pa
x7o T x5 o) T3
Figura 2.8

En la figura 2.8 tenemos una digréafica nucleo perfecta D; y una digra-
fica niicleo imperfecta critica Ds, el lector puede verificar que cualquier
subdigrafica inducida en D; siempre tendra nticleo y que Dy no tiene
nucleo pero cualquier subdigrafica inducida de ella si.
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Presentamos el primer resultado para digraficas nicleo perfectas ha-
ciendo uso del Teorema 2.1.6.

Teorema 2.1.9. Toda digrafica D sin ciclos dirigidos es nucleo per-
fecta y tiene un tnico nicleo.

Demostracion.

Sea D una digrafica sin ciclos dirigidos, por el Teorema 2.1.6 D tiene
ntucleo y es tnico.

Por demostrar que D es niicleo perfecta.

Sea D7 una subdigréafica inducida arbitraria de D, D; no tiene ciclos
dirigidos, entonces D; tiene nucleo.

Por lo tanto, toda subdigrafica inducida de D tiene ntcleo.
Por lo tanto D es niicleo perfecta. m

Continuamos con resultados sobre digraficas nicleo imperfectas criti-
cas.

Teorema 2.1.10. Toda digrafica no nicleo perfecta contiene una sub-
digrafica nacleo imperfecta critica.

Demostracion.

Sea D una digrafica no nucleo perfecta, es decir, D no tiene ntcleo o
existe H una subdigrafica inducida de D, H # D tal que H no tiene
nucleo.

Si D no tiene ntucleo y todas las subdigraficas inducidas de D tienen
nucleo, entonces D es nucleo imperfecta critica. Si no, existe H sub-
digrafica inducida propia de D que no tiene nicleo, si todas las sub-
digraficas inducidas propias de H tienen niicleo, entonces H es ntuicleo
imperfecta critica. Si no, existe H; subdigrafica inducida propia de
H C D tal que H; no tiene ntucleo, si todas las inducidas propias
de H; tienen nicleo, entonces H; es niicleo imperfecta critica. Como
D es finita y toda subdigrafica con 1 6 2 vértices tiene ntcleo, existe
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H, C H;,y C H_5 C..C H C D una subdigréfica inducida sin ntcleo
tal que todas sus inducidas tienen nucleo, es decir, es niicleo imperfecta
critica. m

Teorema 2.1.11. Si D es una digrafica niicleo imperfecta critica en-
tonces:

No existe una particion {Vi, Vo} de V(D) tal que D[V, Vs3] C
Sim(D).

Donde D[Vi, V5] = {(u,v) € F(D)/ue Vi yv eV}

Es decir, Asim(D) es fuertemente conexa.

Demostracion.

Supongamos lo contrario, es decir, que existe una particion {V;, V5}
tal que D[V1, V3] C Sim(D) donde D[V, Vo] = {(u,v) € F(D) |u €V,
y v € Vol

Ahora, como {V;,V5} son una particion, entonces las V; y V5 son no
vacias. Por lo tanto D[V;] y D|[V3] tienen ntucleo (pues por hipotesis D

es una digréfica nucleo imperfecta critica) denotemos por Nj al nicleo

de D[V4].
Definimos a los siguientes conjuntos:
S = {x € V; |existe xN; —flecha}.
S" = {x € Vj |no existe 2N, —flecha}.

Tomamos D[S'] la cual tiene niicleo o es vacia (por hipétesis) que
denotaremos por N,.

Caso 1. Si S" = (). Entonces N; absorbe a V(D[V3)).

Por lo tanto V; es niicleo de D, contradiciendo que D es nicleo im-
perfecta critica.
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Caso 2. Si S" # (). Entonces N, absorbe a V(D[S'] — Ny) (pues N,
es nicleo de D[S']).

Veamos que (N7 U Ny) es nucleo de D.

1. Ny y N, son independientes en D ya que son independientes en
DI[Vi] y D[V5] respectivamente.

2. No existe una Ny N;-flecha en D ya que N, C S'.

3. No existe N;No-flecha, en D dado que ya descartamos la exis-
tencia de una Ny Nj-flecha en D y D[V;, V5] C Sim(D).

Por lo tanto (IN; U N3) es independiente.

Ahora veamos que (IN; U N3) es absorbente.

Sea x € V(D) — (N; U Ny).

Caso 1. Si xz € D[V}] — Ny, entonces N; absorbe a z.
Caso 2. Si x € S, entonces N; absorbe a x.

Caso 3.Siz e S — Ny, entonces N, absorbe a x.
Por lo tanto (IN; U N2) es absorbente.

Por lo tanto (N; U N3) es nticleo de D, contradiciendo que D es nticleo
imperfecta critica.

Por lo tanto no existe una particion {V3, Vo } de V(D) tal que D[Vy, V4]
C Sim(D), donde D[V, Va] = {(u,v) € F(D) |ue Vi yv e Va}.

Ahora se probara que Asim(D) es fuertemente conexa.

Por hipoétesis no existe una particion {V1, Vo } de V(D) tal que D[V}, V4]
C Sim(D), es decir, para toda particion {V;, Va} de V/(D), D[V4, V3] €
Sim(D). Por lo tanto existe una VjVa-flecha en Asim(D), como la
propiedad de que D[V, V5] € Sim(D) se cumple para toda particion de
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V(D), en particular para {V3, V;}, entonces también existe una V5 V-
flecha en Asim(D). Por lo tanto por el Teorema 1.1.33 Asim(D) es
fuertemente conexa. m

Corolario 2.1.12. Si D es una digrafica nicleo imperfecta critica,
entonces Asim(D) tiene ciclos dirigidos.

Demostracion.

El Teorema 2.1.11 nos asegura que Asim(D) es fuertemente conexa.
Por demostrar que Asim(D) tiene ciclos dirigidos.

Sea u,v € V(Asim(D)) arbitrarios.

Como la Asim(D) es fuertemente conexa, entonces existe:

T, = (u = xg,21,...,T, = v) una wv—trayectoria asimétrica
dirigida en D
T, = (v = Yo,Y1,---,Ym = u) una vu—trayectoria asimétrica

dirigida en D.

Existe un y; tal que y; = x; para algin k € {0,1,....,n} con j €
{1,2,...,m} ya que y,, = u = xo.

Sea m =min{j > 1 | y; = x;} para algan k € {0,1,...,n} con j €
{1,...,m}.

Entonces (zy, T1,v) U (v, Ty, Y, = ) es un ciclo dirigido en D.
Por lo tanto Asim(D) tiene ciclos dirigidos. m

Teorema 2.1.13. Si en una digrafica D cada ciclo dirigido contiene
una flecha simétrica, entonces D es nticleo perfecta.

Demostracion.

Supongamos lo contrario, es decir, D no es nucleo perfecta, por lo
tanto existe H C D subdigrafica inducida de D, tal que no contiene
nucleo, por lo que H contiene una subdigrafica inducida nicleo imper-
fecta critica, H'; por corolario 2.1.12 existe un ciclo v C Asim(H') y



37

dado que H C D, entonces v C Asim(D), contradiciendo la hipétesis
de que en D cada ciclo dirigido tiene al menos una flecha simétrica.
Por lo tanto D es una digréafica nicleo perfecta. m

Corolario 2.1.14. Si D no es una digrafica nucleo perfecta (es decir,
D es ntucleo imperfecta critica o contiene alguna subdigréafica inducida
nicleo imperfecta critica), entonces existe un ciclo dirigido contenido

en Asim(D).
Demostracion.

Suponemos lo contrario, es decir, para todo ciclo dirigido v en D no
existe v C Asim(D), por lo tanto existe al menos una flecha simétrica
contenida en v, entonces por el Teorema 2.1.13 D es nucleo perfecta,
contradiciendo que D no es ntucleo perfecta. Por lo tanto existe un ciclo
dirigido v C Asim(D). m

Teorema 2.1.15. Una digrafica completa D es ntucleo perfecta si y
s6lo si todo ciclo dirigido tiene al menos una flecha simétrica.

Demostracion.(=)

Supongamos que D es nicleo perfecta, es decir, toda subdigrafica
inducida de D tiene nucleo.

Si D no tiene ciclos dirigidos entonces el Teorema se cumple por
vacuidad.

Si D tiene un ciclo dirigido ~, por demostrar que 7 tiene al menos una
flecha simétrica:

Sea v = (xg, Z1, ..., Tn, To) dicho ciclo, consideremos H = D[V (7)] una
subdigrafica inducida en D por los vértices de tal ciclo. Por hipotesis
H tiene nucleo, que consiste de un solo punto {x;} pues H es una
subdigrafica inducida de una digrafica completa D.

Como z; es nucleo en H, entonces x; absorbe a todos los vértices de H
en particular al vértice ;41, observemos que z; € v pues V(v) = V(H).
Por lo tanto existen (z;, ;1) € F(D) y (xit1,x:) € F(D).
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Por lo tanto ~ tiene al menos una flecha simétrica.

(<)

Supongamos lo contrario, D no es nicleo perfecta. Entonces D con-
tiene una subdigrafica inducida nucleo imperfecta critica (por el Teo-
rema 2.1.10 ), por lo que existe un ciclo dirigido contenido en Asim(D)
(por el Corolario 2.1.14), contradiciendo que todo ciclo dirigido tiene
al menos una flecha simétrica. m

2.2. Seminucleos

A partir de la definiciéon 1.1.27 podemos definir un semintucleo de una
digrafica D, concepto introducido por Von Neumann-Lara [10].

Definicion 2.2.1. Sea D una digrafica.

S C V(D) es seminticleo de D si cumple lo siguiente:

1. S es independiente.
2. Si (u,w) € F(D)conu e Sywe V(D)—S, entonces existe un
v € S tal que (w,v) € F(D) (v no necesariamente es distinto de
3
5’310/ Ors
Qe (s
I'6O

Figura 2.9
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En la figura 2.9 tenemos que el conjunto N = {x1,x3, 26} es nicleo
de D el cual también es semintcleo de D, ya que el conjunto es inde-
pendiente por definicién de ntcleo y para las flechas (1, x9) v (23, 24)
que salen del conjunto existen las flechas (z5, 1) y (24, 23) en D que
satisfacen la segunda condiciéon de ser seminticleo en D.

El conjunto S = {1, x3} es seminicleo de D, pero S no es niucleo de
D ya que al vértice x¢ nadie lo absorbe.

Con estas observaciones podemos afirmar que Ntcleo implica Seminu-
cleo, pero Semintcleo no implica Nicleo y el semintcleo de una digréfica
puede no ser tinico.

Ahora presentamos resultados importantes acerca de semintucleos en
una digrafica.

Lema 2.2.2. Si cada subdigrafica inducida de D tiene seminticleo no
vacio, entonces D tiene ntcleo.

Demostracion.

Sea S un seminticleo maximo de D.
Por demostrar que D tiene ntcleo.
Sea I'(.S) los vecinos interiores de D.
Definimos Dy = D — (SUT™(95)).
Caso 1. Si D; = 0.

Entonces S es nicleo de D.

S es independiente dado que S es semintcleo y es absorbente pues
SuUr—(S)=V(D)

Caso 2. Si D, # 0
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Consideremos a 7' como semintcleo distinto del vacio de D; (T existe
por hipotesis del teorema), afirmamos que SUT es seminticleo distinto
del vacio de D.

Como S y T son semintcleos en D y D; respectivamente, S y 1" son
independientes. Por otro lado la T'S-flecha en D no existe, por definiciéon
de Dy y T C D,. La ST-flecha tampoco existe pues tendria que existir
alguna T'S-flecha, dado que S es seminticleo en D, cuya existencia ya
descartamos.

Por lo tanto (S UT') es independiente en D.

Veamos que si existe (S UT)z-flecha en D con z € V(D) — (SUT),
entonces existe (S U T')-flecha en D.

Subcaso 2.1. Si existe la Sx—flecha, entonces x € I'"(S). Por lo

tanto existe la (SUT")x—flecha y la 2(SUT)—flecha por ser .S semintcleo
de D.

Subcaso 2.2. Si existe la Tx—flecha, entonces existe la xT—flecha

pues T es semintcleo de D;. Por lo tanto existe la (S UT)z—flecha y
la z(S UT)—flecha.

Por lo tanto (SUT') es semintcleo de D, pero |[SUT| > |S|, contradic-
cién pues S es semintcleo maximo.

Por lo tanto el caso 2 no es posible.
Por lo tanto S es nucleo de D.
Por lo tanto D tiene nicleo. m

Teorema 2.2.3. Una digrafica D es Niucleo Perfecta si y solo si cada
subdigrafica inducida de D tiene semintcleo no vacio.

Demostracion.(=)

Sea D una digrafica niicleo perfecta.
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Por demostrar que cualquier subdigrafica inducida de D tiene seminii-
cleo no vacio.

Por definicion de digrafica nucleo perfecta, toda subdigrafica inducida
de D tiene nucleo, por lo tanto toda subdigrafica inducida de D tiene
semintcleo no vacio.

(<)
Por demostrar que D tiene ntcleo.

Por hipétesis tenemos que cada subdigrafica inducida de D tiene semi-
ntcleo no vacio y por el Lema 2.2.2, D tiene nicleo y cada subdigréfica
inducida de D también tiene nicleo.

Por lo tanto D es Nucleo Perfecta. m

Teorema 2.2.4. Sea D una digrafica. Si D no tiene ciclos dirigidos
de longitud impar, entonces D es Nucleo Perfecta.

Demostracion.
Sea D una digréfica sin ciclos dirigidos de longitud impar.
Por demostrar que D tiene un semintcleo no vacio.

Sea D" una componente fuertemente conexa terminal de D, es decir,
I+(D) C V(D) y D" es fuertemente conexa en D.

Caso 1. |V(D')|= 1,z € V(D).

Como ya sabemos, las digraficas con este ntimero de vértices tienen

. ro. . P
nicleo, por lo que D' tiene nicleo el cual es {x} y es un semintcleo no
vacio de D ya que ' (z) = 0.

Caso 2. |V(D")| > 2.

Como |V(D")| > 2, sean 2o € V(D') fijo y 21 € V(D') arbitrario con
Ty # 1.
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Observacion 1. Por la eleccion de D, componente fuertemente conexa
terminal, tenemos que todas las zgxi-trayectorias dirigidas y xyxg-
trayectorias dirigidas estan contenidas en D, ademés las z¢z;-trayecto-
rias dirigidas tienen la misma paridad que las x;xg-trayectorias dirigi-
das, de lo contrario, si existieran 7} una xyz;-trayectoria dirigida y 75
una xjxg-trayectoria dirigida de distinta paridad, entonces 77 U T5 es
un camino cerrado dirigido de longitud impar y por el Teorema 1.1.29
contiene un ciclo dirigido de longitud impar, el cual estaria contenido
en D, lo cual es imposible por hipoétesis.

Por lo tanto para todo v € V(D') las zgv-trayectorias dirigidas y
las vao-trayectorias dirigidas estan contenidas en D', ademas las zv-
trayectorias dirigidas tienen la misma paridad que las vxy—trayectorias
dirigidas.

Sea S = {x € V(D") | existe zgz-trayectoria dirigida de longitud par
contenida en D'}.

S # ) ya que la zgzo-trayectoria dirigida es de longitud cero, es par.
Por lo tanto g € S.

Afirmamos que S es semintcleo no vacio de D.
1. Veamos que S es un conjunto independiente.
Supongamos que S no es un conjunto independiente.

Sea {y1,y2} C S tal que existe (y1,y2) € F(D) o existe (y2,11) €
F(D).

Observemos que como {y;,y2} C S, entonces existen 77 una oy, —tra-
yectoria dirigida de longitud par y 75 una xgys-trayectoria dirigida de
longitud par, ambas contenidas en D’

Si existe (y1,y2) € F(D).

! . . o e e
Como D' es fuertemente conexa existe T3 una yoxo-trayectoria dirigida
!
en D .
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W O——=0D

Figura 2.10

Como T5 es de longitud par, entonces T3 es de longitud par, por ob-
servacion 1. Por lo tanto 75 UT} U (y1, y2) es un camino cerrado dirigido
de longitud impar, el cual contiene un ciclo dirigido de longitud impar,
lo cual no puede suceder por hipotesis.

Si existe (y2,y1) € F(D).

!/ . ! . o e .
Como D' es fuertemente conexa existe 75 una y; xo-trayectoria dirigida
!
en D .

Como 717 es de longitud par, entonces Té es de longitud par, por ob-
servacion 1. Por lo tanto Té UT5U(ya, y1) es un camino cerrado dirigido
de longitud impar, el cual contiene un ciclo dirigido de longitud impar,
lo cual no puede suceder por hipdtesis.

Ty
Zo — OW
N Y1
T;
Figura 2.11

Por lo tanto S es un conjunto independiente.
2. Sea v € V(D) — S arbitrario.

Por demostrar que si existe la Sv-flecha, entonces existe la vS-flecha.
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Como S C V(D'), entonces por eleccién de D’ donde I't(D") C V(D)
y D" es fuertemente conexa, v € V(D").

Supongamos que existe la Sv-flecha.

Como existe la Sv-flecha, entonces existe w € S tal que (w,v) € F(D),
ademés existe T" una xqw-trayectoria dirigida de longitud par contenida

!
en D .

Observacion 2. Como v ¢ S, entonces todas las zgv-trayectorias di-
rigidas son de longitud impar en D'

Caso l.veT.

Sea T = (xrg = wug,uq,...,us, = w) para algin n € N la zqw-
trayectoria dirigida de longitud par. Como v € T, entonces v = wu;
para algin ¢ € {1,2,....,2n — 1} y por la observacion 2 tenemos que
T = (o = ug, Uy, ..., u; = v,u;41) € T es una xou;,i-trayectoria diri-
gida de longitud par, por lo que u; 1 € S.

e N\ Ao~

Ui =V Ui

Figura 2.12

Por lo tanto, existe la vS-flecha.
Caso 2. v ¢ T.

Como v € V(D') y D' es fuertemente conexa, entonces 5;,(1)) # 0,
por lo que existe z € V(D') tal que (v,2) € F(D).

Subcaso 2.a. z ¢ T.

Como z ¢ T, entonces T'U(w, v)U(v, 2) es una xgz-trayectoria dirigida
de longitud par contenida en D, por lo que z € S.
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Por lo tanto, existe la vS-flecha.

we N\ N\ O—0—0-
w v

Figura 2.13

subcaso 2.b. z € T
Como z € T, entonces z = u; para algin j € {0,1,2,...,2n}.

Afirmamos que 7" = (vg = ug, U1, ..., u; = z) C T es una trayectoria
dirigida de longitud par.

Si T" fuera de longitud impar, entonces tendriamos que 7" = (z =
Uj, Ujy1, Ujya, ..., W) €S una trayectoria de longitud impar, esto porque
T es de longitud par, por lo tanto T U (w, v) U (v, 2) es un ciclo dirigido

de longitud impar, lo cual no puede suceder por hipétesis, entonces la
longitud de T" es par, por lo que z € S.

Zo

Figura 2.14

Por lo tanto, existe la vS-flecha.

Con lo anterior hemos demostrado que si existe la Sv-flecha, entonces
existe la vS-flecha.

Por lo tanto, de 1) y 2) tenemos que S es un seminticleo no vacio de

D.
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Por lo tanto, hemos demostrado que en general toda digrafica D que
cumpla con no tener ciclos dirigidos de longitud impar tiene un semini-
cleo no vacio.

Como D no tiene ciclos dirigidos de longitud impar, entonces toda
subdigrafica inducida de D no tiene ciclos dirigidos de longitud impar.

Por lo tanto toda subdigrafica inducida de D tiene seminticleo no
vacio, y por el Lema 2.2.2, toda subdigréfica inducida de D tiene nticleo.

Por lo tanto D es Nucleo Perfecta. m
2.3. Cuasintcleos.

Definiciéon 2.3.1. Sea Q C V(D), @ es cuasinticleo de D si cumple lo
siguiente:

1. @ es independiente.
2. Para todo v € V(D) — @, existe u € @, tal que (v,u) € F(D) o
existe w € V(D) — Q y existe un z € @, tal que (v,w) € F(D),

(w,z) € F(D).
® 3 /5‘3 ®
& 8

Figura 2.15

En la figura 2.15 el lector puede comprobar que el conjunto N =
{9, x4, 6} es nicleo de D y a la vez es cuasinicleo, también podemos
observar que el conjunto @ = {x4, x5, x7} es cuasinicleo de D, pero Q)
no es nicleo de D ya que a los vértice x; y xg nadie los absorbe.

Con estas observaciones podemos afirmar que Ntcleo implica Cuasi-
ntucleo, pero Cuasintcleo no implica Ntcleo.
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Ahora definiremos la distancia entre dos vértices, la cual utilizaremos
més adelante.

Definicion 2.3.2. La distancia de u a v en una digrafica D es la longi-
tud de la trayectoria dirigida méas corta de u a v, denotada por d(u, v).

"

) x3 )

Figura 2.16

En la figura 2.16 observamos que tnicamente hay dos trayectorias que
van de u a v, T} = (9, x4,v) y To = (29,4, x5,v) , T es la trayectoria
de longitud minima entre ambos vértices por lo que d(u,v) = 3.

En el siguiente teorema demostraremos que toda digrafica D tiene
cuasintcleo.

Teorema 2.3.3. Toda digrafica D tiene cuasintcleo.
Demostracion.

Por induccion sobre el namero de vértices con |V (D)| = n.
1.Sin=1.

Entonces tenemos una digréafica con un sélo vértice el cual cumple con
ser un cuasinucleo.

2. Hipotesis Inductiva. Suponegamos que toda digrafica D', tal que
|V(D")| < n, tiene cuasinticleo.

3. Por demostrar para toda digrafica D con |V (D)| = n.

Sea D una digrafica de orden n.
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Sea w € V(D) arbitrario, consideremos I'~ (w).

Sea D; = D — (I (w) U {w}).

Figura 2.17

Caso 1. D, = 0.

Entonces w es cuasinicleo de D, ya que w es independiente y absorbe
al~(w) =D —w.

Caso 2. D, # 0.

Como D, tiene orden menor que n, por hipodtesis de inducciéon D,
tiene cuasintucleo.

Sea T cuasinucleo de D;.

D,

Figura 2.18
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I) Observemos que no existe u € T, tal que (u,w) € F(D) de lo
contrario v € I'"(w) lo cual es imposible por construccion de D;.

a) Si existe la wT-flecha en D.

Entonces T es cuasintcleo en D, por ser independiente en D;, y
ademés como existe w1 —flecha en D absorbe a w y Vo € I'" (w) existe
una trayectoria dirigida de longitud 2 a 7.

Por lo tanto Vz € V(D) — T d(z,T) < 2.
b) Si no existe la wT-flecha en D.

T U {w} es cuasintcleo de D pues es independiente en D por (I),
ademés T es cuasinicleo de Dy y w absorbe a I'™(w).

Por lo tanto D tiene cuasintcleo. m

En el Teorema 2.1.4 demostramos que toda digrafica transitiva tiene
ntucleo haciendo uso de un conjunto absorbente minimal arbitrario, en
el siguiene teorema utilizaremos la definiciéon de cuasinticleo para llegar
al mismo resultado.

Teorema 2.3.4. Toda digrafica D transitiva tiene ntcleo.

Demostracion.

Por el Teorema 2.3.3, D tiene cuasintcleo.

Sea () cuasinticleo de D.

Demostraremos que () es niicleo de D.

1. Veamos que () es absorbente.

Tomamos un z € V(D) — @, tal que no existe la zQ-flecha en D,
entonces existe x € V(D) — @ y existe un y € @, tal que (z,z) € F(D)

v (z,y) € F(D) como D es transitiva se tiene que (z,y) € F(D) lo cual
contradice que (z,Q) ¢ F(D).
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N

Figura 2.19

Por lo tanto () es absorbente y como es cuasinticleo también es inde-
pendiente.

Por lo tanto ) es nucleo de D.

Por lo tanto D tiene nicleo. m

2.4. Ncleos por Trayectorias Dirigidas
Monocromaéaticas

Para definir lo que es Niicleo por trayectorias dirigidas monocromati-
cas, primero consideraremos las siguientes definiciones.

Definicion 2.4.1. Una digrafica D es m—coloreada, si las flechas de
D son coloreadas con m—colores.

$2: 1 X3
2 1
T 3 Ly

Figura 2.20



51

La digrafica D de la figura 2.20 es 3-coloreada, porque sus flechas
estan coloreadas con 3 colores.

Definicién 2.4.2. Una trayectoria dirigida o ciclo dirigido es llamado
monocromatico(a), si todas sus flechas estan coloreadas con el mismo
color.

Notemos que toda flecha de una digrafica D m—coloreada es una tra-
yectoria dirigida monocromatica de color i para algin ¢ € {1,2,...,m}.

Definiciéon 2.4.3. Sea D una digrafica m—coloreada.

Un conjunto N C V(D) es Nicleo por Trayectorias Dirigidas Mono-
cromaticas si cumple con lo siguiente:

1. Para todo {u,v} C N no existen trayectorias dirigidas monocro-
maéticas entre u y v. (Es decir, N es independiente por trayec-
torias dirigidas monocrométicas.)

2. Para todo =z € V(D) — N, existe un y € N tal que hay una
trayectoria dirigida monocromatica de x a y. (Es decir, N es
absorbente por trayectorias dirigidas monocromaticas. )

Figura 2.21

En la figura 2.21 se muestra otro ejemplo de una digrafica 3-coloreada
que tiene nucleo por trayectorias dirigidas monocromaticas.
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Afirmamos que N = {z3, x5} es un nicleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas de D, ya que podemos observar que entre z3 y s
no existen trayectorias dirigidas monocromaticas, por lo que N es un
conjunto independiente por trayectorias dirigidas monocrométicas, y
para {xl, T2, Ty, Te, x7} que no pertenecen a N tenemos que existen:

T una xqx3-trayectoria dirigida monocromaética de color 1.
T una xox3-trayectoria dirigida monocromaética de color 2.
T3 una x4x3-trayectoria dirigida monocromatica de color 2.
T3 una zgxs-trayectoria dirigida monocromatica de color 1.
Ty una xyxs-trayectoria dirigida monocromatica de color 2.

Por lo que N es absorbente por trayectorias dirigidas monocromaéticas.

Por lo tanto, N es niicleo por trayectorias dirigidas monocroméaticas
de D.

Notemos que si D es una digrafica m—coloreada completa y ésta tiene
nucleo por trayectorias dirigidas monocromaticas, entonces el niicleo de
D constara de un solo vértice, el lector puede comprobarlo en la figura
2.22.

T2 xs3
1
3 2
T 3 Ty
Figura 2.22

Podemos observar que al igual que en niicleos, existen digréaficas m—
coloreadas que tienen y no tienen ntucleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas; y si tienen, no necesariamente es inico.

Definiciéon 2.4.4. Denotemos como 713 al torneo transitivo de orden 3
y como (3 al ciclo dirigido de longitud 3, cuyas flechas estan coloreadas
con 3 colores distintos.
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Figura 2.23. Ejemplos de digraficas C3 y T5.

Definicion 2.4.5. Sea D una digrafica m—coloreada.

La cerradura de D, denotada por C' (D), es una multidigrafica m—colo-
reada definida como sigue:

1. V(C(D)) =V (D).
2. F(C(D)) = F(D)U{U;",(u,v) de color i/3 una uv—trayectoria
dirigida monocromatica de longitud > 2 de color i}.

D:

Figura 2.24

Podemos observar que en la digrafica D 4-coloreada de la figura 2.24,
todas las trayectorias dirigidas monocromaticas contenidas en D de
longitud mayor o igual que 2 son las siguientes:

T1 = (213'5,1’271'3) de color 1.
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T2 = (213'1, 1’571'4) de color 3.
T3 = (213'4, 1’271'1) de color 4.

por lo que en C(D) se tienen las flechas:

(x5, 23) de color 1.
(x1,24) de color 3.
(x4, 21) de color 4.

y todas las flechas que estaban en D con sus respectivos colores.

Observemos que si v = (21, T2, ..., Tj, Tit1, ..., Tn, 1) €s un ciclo dirigi-
do monocromatico de color a, entonces se tiene que para todo par de
vértices consecutivos z; y i1 de v, (Tip1, Tiyo, ooy T1, Toy oovy Ti_1, T;) €S
una x;.,x;-trayectoria dirigida monocromética de color a, por lo que
en la cerradura de v tenemos a la flecha (z;41, ;) con color a. Como =
también esta contenido en C(D), por definicién de cerradura, entonces
(x;, z;4+1) es una flecha simétrica de v en C'(D) y como esto pasa para
todo par de vértices consecutivos de 7y, entonces se concluye que 7 es
un ciclo dirigido simétrico en su cerradura, ver figura 2.25.

Figura 2.25

A partir de este momento, escribiremos t.d.m para referirnos a trayec-
torias dirigidas monocrométicas y nticleo por t.d.m para referirnos a
nucleo por trayectorias dirigidas monocrométicas.
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Lema 2.4.6. Sea D una digrafica m—coloreada y C'(D) su cerradura,

entonces C'(D) = C(C(D)).
Demostracion.
Sea D una digrafica m—coloreada.
Por definicién de cerradura tenemos que:
V(C(D)) =V(C(C(D))y F(C(D)) € F(C(C(D))).
Por demostrar que F(C(D)) = F(C(C(D))).
Solo basta probar que F(C(C(D))) C F(C(D)).

Supongamos que existe a = (u,v) con a € F(C(C(D))) tal que
a ¢ F(C(D)), como a € F(C(C(D))), entonces por definicién de
cerradura tenemos que en C(D) existe T' una wuv-trayectoria dirigida
monocromética de color 4, donde ¢(T) > 2 ya que a ¢ F(C(D)).

Supongamos que 7' = (u = x1,%9,....,Tp_1,T, = v) para algin
n € N con n > 3. Como {(z1,22), (z2,23), (T3, T4), ..., (Xn_1,2n)} C
F(C(D)), entonces por definicion de cerradura tenemos que existen
en D T} una x,xs—trayectoria dirigida monocroméatica de color i, T5
una xex3—trayectoria dirigida monocromatica de color ¢, ... ,7;,,_1 una
Tn_1T,—trayectoria dirigida monocromética de color ¢, por lo que la
U;:ll T, es un uv-camino dirigido monocromético de color ¢ contenido
en D, el cual contiene una wuwv-trayectoria dirigida y como todas sus
flechas tienen el mismo color, entonces esta trayectoria dirigida es
monocromatica.

Por lo tanto a € F(C(D)), lo cual es una contradiccion, ya que su-
pusimos que a ¢ F(C(D)).

Por lo tanto F(C(C(D))) = F(C(D)).

Como V(C(D)) = V(C(C(D))), entonces se concluye que C(D) =
C(C(D)). m
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Teorema 2.4.7. Sea D una digrafica m—coloreada. N es ntucleo por
trayectorias dirigidas monocrométicas de D si y solo si IV es ntcleo de
c(D).

Demostracion.(=)

Sea D una digrafica m—coloreada.

N es nucleo por trayectorias dirigidas monocromaéticas de D.
Por demostrar que N es nticleo de C(D).

1. Veamos que N es un conjunto independiente en C'(D).
Sea {u,v} C N.

Como N es nucleo por t.d.m en D, entonces no existen uv-t.d.m y
vu-t.d.m en D.

Por lo tanto, por definicién de cerradura, (u,v) ¢ F(C(D))y (v,u) ¢
F(C(D)).

Por lo tanto N es independiente en C'(D).

2. Veamos que N es un conjunto absorbente en C(D).

Sea x € V(C(D))— N, sabemos que V(D) =V (C(D)) y N es nicleo
por t.d.m de D, entonces existe zN-t.d.m en D y por definiciéon de
cerradura existe la xN-flecha en C'(D).

Por lo tanto, V z € V(C(D)) — N existe la x N-flecha en C(D).

Por lo tanto de 1) y 2) se concluye que N es nucleo de C(D).

(<)

Sea N un nucleo de C(D).

Por demostrar que N es ntcleo por t.d.m en D.
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1. Veamos que N es un conjunto independiente por t.d.m en D.

Sea {u,v} C N.

Como N esniicleo en C'(D), N es un conjunto independiente en C'(D),
entonces no existe (u,v) € F(C(D)), no existe (v,u) € F(C(D)) y por

definiciéon de cerradura no existe una uv-t.d.m en D y no existe una
vu-t.d.m en D.

Por lo tanto N es un conjunto independiente por t.d.m en D.
2. Veamos que N es absorbente por t.d.m en D.
Sea z € V(D) — N.

Como V(D) =V(C(D)) y N es absorbente en C(D), entonces existe
la x N-flecha en C(D) y por definicién de cerradura tenemos que existe
una zN-t.d.m en D.

Por lo tanto, ¥V x € V(D) — N existe una xN-t.d.m en D.

Por lo tanto, de 1) y 2) concluimos que N es nicleo por t.dmen D. m

Corolario 2.4.8. Sea D una digrafica m—coloreada, si para todo par
de flechas a y b de D el color de a es distinto al de b, entonces N es
nucleo por trayectorias dirigidas monocrométicas de D si y sblo si N
es nucleo de D.

Demostracion.

Sea D una digrafica m—coloreada tal que para todo par de flechas a
y b de D, el color de a es distinto al color de b.

Por hipotesis tenemos que en D para todo {u,v} C V(D) no existen
T1 una uv-t.d.m y T una vu-t.d.m con ((T}) > 2, [(T3) > 2, por lo que
C(D) = D.

Por lo tanto por el Teorema 2.4.8 tenemos que N es niicleo por t.d.m.
de D siy solosi N es nicleo de C(D)=D. m



Capitulo 3.

Torneos Bipartitos y Torneos Bipartitos
m—coloreados.

Basandonos en las definiciones y resultados vistos en el capitulo 1
y 2 comenzaremos con la parte medular de este trabajo: Nucleos por
Trayectorias Dirigidas Monocromaéticas en Torneos Bipartitos.

Iniciamos definiendo lo que es un torneo bipartito, los torneos bipar-
titos tienen cierta similitud con los torneos debido a la gran cantidad
de flechas que poseen. Veremos una clase especial de vértices en tor-
neos bipartitos llamados reyes y trabajaremos con torneos bipartitos
m—coloreados, es decir, todas las flechas del torneo tienen asignado un
color. Daremos algunas condiciones para la existencia de nucleos por
trayectorias dirigidas en torneos bipartitos.
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3.1. Torneos Bipartitos

Definiciéon 3.1.1. Una digrafica D es un torneo bipartito si existe una
biparticion {V1, Va} de V(D) tal que toda flecha de D tiene un extremo
en V) y otro en V5, y entre cualquier vértice de V; y cualquier vértice
de V5 existe una y solo una flecha.

T :ZL'

4

Figura 3.1.

En la figura 3.1 mostramos un ejemplo de un torneo bipartito con
particiones Vi = {x9, 24} v Vo = {z1, 23}

Definiciéon 3.1.2. Si d(u,v) < r para cada u € V(D), donde 7 es un
entero positivo, entonces v es un r-rey de D. El conjunto de todos los
r-reyes de D es denotado por K, (D).

Zs3
X 4
Zq 5
v
Figura 3.2

El lector puede comprobar en la figura 3.2 que Yz € V(D) — v,
d(x,v) <2 por lo que v es un 2-rey de D.
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Observemos que la definicion de ser 2-rey equivale a la de Cuasintcleo
que consta de un sélo elemento, visto en el capitulo 2 [2.3.1].

Ahora comenzamos demostrando algunos resultados acerca de los vér-
tices llamados reyes.

Lema 3.1.3. Un vértice v de un torneo bipartito D es un 2-rey si y
solo si v es el tnico vértice tal que 67 (v) = 0.

Demostracion.(=)

Supongamos que v es un 2-rey en D,y que {V;,V5} es una particion
de V(D).

Por demostrar que §5(v) = 0.

Supongamos sin pérdida de generalidad que v € V;. Como D es un
torneo bipartito, la longitud de las Vov—trayectorias dirigidas es impar
y las (V} — v)v—trayectorias dirigidas son de longitud par, pero como
v € Ky(D) tenemos que las uv—trayectorias dirigidas Vu € V(D) — v
son de longitud 1 6 2 por lo que d(u,v) = 1 Vu € Va y d(u,v) = 2
YueV, —w.

Por lo tanto Yu € V(D) — v, 65(u) > 0...(1)

Como d(u,v) = 1, (u,v) € F(D) Yu € Va, por lo tanto 6},(v) =0y
por (1) es el tnico vértice con esa propiedad.

(<)

Supongamos que v es el tinico vértice tal que 6},(v) = 0.

Por demostrar que v es un 2-rey en D.

Supongamos que v € Vj, como por hipotesis 6;,(v) = 0y D es un
torneo bipartito, entoces (u,v) € F(D) Y u € Vs, por lo tanto d(Vs, v) =

1. Ademas como 63, (u) > 0 Vu € V; — v existe uVo—flecha. Ahora como
existe Vov—flecha Vu € V5, entonces d(V) — v,v) = 2.

Por lo tanto v es un 2-rey en D. m
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Lema 3.1.4. Un torneo bipartito D tiene a lo méas un 2-rey.
Demostracion.

Si D tiene un 2-rey éste consiste en el tnico vértice v con 6} (v) = 0,
por el Lema 3.1.3. m

Lema 3.1.5. Un vértice v € V; de un torneo bipartito D con parti-
ciones {Vi, V5} es un 3-rey si y solo si las dos siguientes condiciones se
satisfacen:

a) ' (v) € I~ (x), para todo z € V; — v;
b) para todo y € Vo, 6;,(y) > 0.

Demostracion.(=)
v € K3(D). Por demostrar a) y b).
SeaveViyxeV)—o.

Como v es un 3-rey de D, entonces d(x,v) < 3, por lo tanto d(z,v) =
2, (la longitud de la trayectoria que va de = a v es par) entonces 3
teVytalquet e T (x) yt € T~ (v).

Vi Va

Figura 3.3

Por lo tanto I'"(v) € I'" (), para todo x € V; — v.

Por otro lado tenemos: para todo y € V5, 4 al menos una yv—trayectoria
dirigida por ser v 3-rey, por lo tanto d;,(y) > 0.
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(<)
Sea v € V] tal que v satisface (a) y (b). Por demostrar que v € K3(D).

Seav € V; yI'"(v) € I'"(z) para todo z € Vi —v, existe un y C I'" (v)
tal que y ¢ I'"(x), entonces y € I'"(x), por lo tanto d(V; — v,v) = 2.

Sea y € V.
Siy € I'"(v), entonces d(y,v) = 1.
Siy € I'*(v), por b) existe un w € V; —v tal que (y,w) € F(D), como

w € Vi — v tenemos que d(w,v) = 2.

Vi Va

[ (v)

Figura 3.4

Por lo tanto d(y,v) = 3.
Por lo tanto d(V(D),v) < 3.
Por lo tanto v € K3(D). m

Lema 3.1.6. Si D es un torneo bipartito tal que para todo y € V5,
d5(y) > 0, entonces existe u € V; tal que d(Va,u) < 3.

Demostracion.
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Para todo y € V3, 6},(y) > 0. Por demostrar que existe u € V; tal que
d(Va,u) < 3.

Definimos M (V) = {u € Vi | 05(u) > d,(x) para todo x € V;}. El

> x
conjunto de vértices de ingrado maximo en V
Sea u € M(V7).

Tomamos '~ (u) C V5, los vecinos interiores de u en D, por lo tanto la
d(x,u) =1 para todo = € I'"(u).

Ahora tomamos I't(u) C V, los vecinos exteriores de u en D, por
hipotesis 65(z) > 0 Va € V(D), por lo tanto existe z € V; — u tal que
(y,z) € F(D) para todo y € I'" (u).

Caso 1. (z,z

) € F(D) para todo x € I'"(u), entonces d(z,u)
por lo tanto d(y,u) = 3 para todo y € I'* (u). Por lo tanto d(Va, u)

=2
u) < 3.

X e
<]

N

I (u)

Figura 3.5

Caso 2. (z,z) ¢ F(D) para todo x € I'" (u
por ser D un torneo bipartito, como (I't

); ,2) € F(D)
(u),2) €

entonces (z
F (D), entonces
dp(u) +1 < d,(v), contradiccion ya que 05, (u) es maximo.

Por lo tanto este caso no es posible

Por lo tanto existe u € V; tal que d(V,u) < 3. m
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Lema 3.1.7. Si D es un torneo bipartito tal que para todo v € V(D),
d5(v) > 0y |Vi| < 3, entonces V) tiene un 3-rey en D.

Demostracion.

Por demostrar que V; tiene un 3-rey.

Si [Vi| =1, entonces D tendria un vértice de exgrado cero.
Por lo tanto 2 < |V;| < 3.

Definimos M (V) = {u € Vi | 05(u) > d5(x) para todo x € V;}. El
conjunto de vértices de ingrado maximo en V;.

Caso 1. Si |[M(Wy)] = 1.
Sea M (V1) = {u}.

Tomamos I'"(u) C V4 los vecinos interiores de w en D, por lo tanto
d(z,u) =1 para todo z € I'~(u).

Ahora tomamos I'*(u) C V, los vecinos exteriores de u en D, por
hipotesis 65 (z) > 0 Va € V(D), por lo tanto existe v € V; — u tal que
(y,v) € F(D), por lo que d(y,v) = 1 para todo y € T'"(u).

Subcaso 1.1. Si (z,y) € F(D) para todo xz € I' (u).

En este caso d5(u) +1 < 05 (v), lo cual contradice que 67 (u) es méax-
1mo.

Por lo tanto este caso no es posible.

Subcaso 1.2. Si (y,x) € F(D) para todo xz € I'(u).

Entonces d(v,z) = 1 y d(v,u) = 2, por lo tanto d(y,u) = 3 Vy €
I'*(u), ver figura 3.6.

Por lo tanto d(V (D) — u,u) < 3.
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[ (u)

I (u)

Figura 3.6

Caso 2. Si |[M(Vy)| =2, sea M(Vy) = {u,v}.

Subcaso 2.1. Si I'"(u) # '~ (v).

Por hipotesis existe z € I'" (u) tal que (v, 2) € F(D) y existey € I'"(v)
tal que (u,y) € F(D), por lo que d(v, z) =1y d(u,y) = 1, por lo tanto
dv,u) =2, d(u,v) =2y d(y,u) =3, d(z,v) = 3.

Por lo tanto d(V (D) —u,u) <3y d(V(D) —v,v) < 3.

Subcaso 2.2. Si I'"(u) = I'"(v).

Entonces ' (u) = I'*(v), por hipotesis existe w € V; con w # u,
w # v tal que (z,w) € F(D) para todo z € I'"(u) = I'(v) y existe
ye ' (u) =T"(v) tal que (w,y) € F(D) Yy € I' (u) =T (v).

Por lo tanto (z,w) = 1 para todo z € I'(u) = ' (v) y d(u,w) =
d(v,w) = 2 por ultimo (y,w) = 3 para todo y € I'"(u) = I'"(v), por lo
tanto d(V (D) —w,w) < 3.

Por lo tanto w € K3(D).

Caso 3. Si |M(Vy)| =3, sea M(Vy) = Vi = {u,v,w}.

Sil'~(u) =I'"(v) =I'"(w), entonces en D existen vértices de exgrado
cero, contradiccion con la hipotesis.
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Por lo que este caso se reduce a I' " (u) # I'"(v) y I'"(u) # ' (w) con
I'~(v) =T"(w).

Entonces I't (u) = I'"(v) = I'"(w), por lo tanto d(u,v) = d(u,w) = 2;
por otro lado tenemos I'"(u) = I't(v) = I'f(w), por lo que d(v,u) =
d(w,u) = 2, para terminar tenemos que d(z,u) = 3 para todo z €
I'“(v) =T"(w) y d(y,v) = d(y,w) = 3 para todo y € I'" (u).

Por lo tanto {u,v,w} C K3(D). m

Aqui terminamos con los resultados de los vértices llamados Reyes
y continuamos con un Lema interesante; donde demostraremos que la
(wi,u;) € F(D) 6 (uj,u;) € F(D) coni,j € {0,1,2,...,n}, si iy j
tienen distinta paridad.

Lema 3.1.8. Sea D un torneo bipartito, si C' = (ug, u1, ..., uy) €s un
camino en D, entonces para i € {0,1,2,...,n} vy j € {0,1,2,...,n},
(ui,uj) € F(D) 6 (uj,w;) € F(D) siy solo si j —i = 1(mod2).

Demostracion.(=)

Por hipétesis tenemos {V7, Vo } una particion de V(D) tal que:

a) Toda flecha de D tiene un extremo en V; y el otro en V3, y
b) Entre cualquier vértice de V; y cualquier vértice de V5 existe una
y solo una flecha en D.

Supongamos sin pérdida de generalidad que uy € V;.
Sea C' = (ug, uq, ..., u,) un camino en D.
Primero demostraremos la siguiente afirmacion.

c¢) Para cada i € {0,1,2,...,n}, u; € V; si i = 0(mod2) 6 u; € Vy si
i = 1(mod2).

La demostracion la haremos por induccion sobre .

1. Para ¢ = 0, por hipotesis uy € V.
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2. Hipotesis Inductiva. Suponemos valido para i < n, u; € Vj si i =
0(mod2) 6 u; € Vy si i = 1(mod2).

3. Por demostrar para 7 + 1.

Como (u;,ui41) € F(D) 6 (uiy1,u;) € F(D), por hipétesis de in-
duccion u; € Vi y por (a) uiyq € Vo sii = 0(mod2) 6 uyq € V4 si
i = 1(mod2), es decir, u;yq € Vo si i+ 1 = 1(mod2) 6 u; € Vi si
i = 0(mod2).

Por lo tanto para cualquier i € {0,1,2,...,n}, u; € V; si i = 0(mod2)
6 u; € Vo si i = 1(mod2).

Ahora demostremos el Lema.

Sean i € {0,1,2,....,n} y j € {0,1,2,...,n}, supongamos (u;,u;) €
F(D), por (a) y (¢) u; € Vi sii = 0(mod2) y u; € Vs si j = 1(mod2)
6 (uj,w;) € F(D), por (a) y (c¢) uj € Vi si j = 0(mod2) y u; € Vj si
i = 1(mod2), es decir, j —i = 1(mod2).

(<)

Supongamos que j — i = 1(mod2) esto implica que i = 0(mod2) y
Jj = 1(mod2) 6 i = 1(mod2) y j = 0(mod2), por (¢) y (b) u; € V3
y u; € Vs, entonces (u;,u;) € F(D) 6 u; € Vi y u; € Va, entonces
(uj,u;) € F(D) siysolosij—i=1(mod2). m

El Lema (3.1.8) que acabamos de demostrar nos sera de gran utilidad
pues nos facilitard la demostracion de algunos teoremas y lemas que
veremos a continuacion.

Lema 3.1.9. Si D es un torneo bipartito, entonces todo camino dirigi-
do cerrado de longitud a lo més 6, contenido en D, es un ciclo dirigido.

Demostracion.

Sea C un camino dirigido cerrado en D de longitud a lo mas 6, como
D es un torneo bipartito por el Teorema 1.1.32 D no contiene ciclos
dirigidos de longitud impar y por el Teorema 1.1.30 la longitud de C es
par.
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Si£(C) = 2, entonces D tiene una flecha simétrica lo cual no es posible
por definicién de torneo bipartito.

Figura 3.7.

Si4(C) = 4.
Sea C = (uy,uz,us, uyg,u;) como D es un torneo bipartito podemos
suponer sin pérdida de generalidad que {uy,us} C Vi y {ug,us} C Vs,
esto implica que u; # u; parai € {1,3} y j € {2,4}.

Si uy = uz, como (uj,uz) € F(D)y (ug,u3) € F(D), entonces se
tiene que (uy,us) es una flecha simétrica en D. Contradiccion con la

definicién de torneo bipartito. Por lo tanto u; # wus. Analogamente
uy # uy. Por lo tanto C es un ciclo dirigido de D.

Si 4(C) = 6.
Sea C = (uq, ug, ug, Ug, us, Ug, U1 ), como D es un torneo bipartito pode-
mos suponer sin pérdida de generalidad que {uq, us,us} C Vi y {ug, uy
ug} C Vi, esto implica que u; # u; para i € {1,3,5} y j € {2,4,6}.
Anélogamente al caso anterior se tiene que:

(ui,uz) € F(D) y (ug,us) € F(D), entonces u; # us.

(us,uq) € F(D)y (usg,us) € F(D), entonces us # us.

(us,ug) € F(D) y (ug,uy) € F(D), entonces u; # us.

(ug,u3) € F(D) y (us,us) € F(D), entonces us # uy.

(us,us) € F(D) y (us,us) € F(D), entonces uy # ug.

(ug,u1) € F(D) y (uy,us) € F(D), entonces ug # us.

Por lo tanto C es un ciclo dirigido de D. m
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3.2. Torneos Bipartitos m-Coloreados
con Ciclos de Longitud 4
Monocromaticos.

Lema 3.2.1. Sea D un torneo bipartito m—coloreado tal que todo C4
es monocromatico. Si {u,v} C V(D) son tales que existe 7" en D una
uv—trayectoria dirigida monocromética y no existe ninguna vu—trayec-
toria dirigida monocromaética, entonces (u,v) € F(D) o existe en D una
uv—trayectoria dirigida de longitud 2.

Demostracion.

Supongamos sin pérdida de generalidad que 7" es de color 1.

La demostracion la haremos por induccion sobre la longitud de T'.

1. Si /(T) < 2, entonces (u,v) € F(D) 6 T es una uv—trayectoria
dirigida de longitud 2.

2. Hipotesis Inductiva. Suponemos valido para 3 < /(T') < n.
3. Por demostrar para ((T) = n + 1.
Consideremos T = (u = g, Uy, ..., Up, Ups1 = V).
a) Por el Lema 3.1.8,si 4,5 € {0,1,2,...,n+ 1}, entonces (u;, u;) €
F(D) 6 (uj,u;) € F(D) siyso6losiiy jtienen distinta paridad.
b) Observemos que el resultado se cumple si (u;,v) € F(D) para
algan ¢ € {0,1,...,n — 2}.
Sea ip = min{i € {0,1,...,n — 2}/(u;,v) € F(D)} por (a) ip y n+ 1
tienen distinta paridad.

Si g = 0, entonces (ug = u,v) € F(D).

Si 79 = 1, entonces (ug = u,uy,v) es una uv—trayectoria dirigida de
longitud 2.
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Supongamos entonces que iy € {2,...,n — 2}, en particular (u,v) ¢
F(D).

Por demostrar que existe una uv—trayectoria dirigida de longitud 2.

Como ig e 79 — 2 tienen la misma paridad, entonces 1o — 2 y n + 1
tienen distinta paridad, por (a) (u;,—2,v) € F(D) 6 (v,u;y—2) € F(D),
pero por la eleccion de iy tenemos que (v, u;,—o) € F(D), por hipotesis
10—2 no puede ser 0 de lo contrario existiria una vu—trayectoria dirigida

monocromatica lo cual contradice la hipotesis del teorema, asi que ig >
3, figura 3.8.

Entonces (u;, 9, Ui, —1, Uiy, U, Uiy—2) €s un Cy que por hipotesis es mono-
cromarico, como (u;,—1,u;,) es una flecha de 7" es de color 1, asi que C4
es de color 1.

) S S S
U = uo Uig—2 (2 v
Figura 3.8

Sea T' = (u, T, us,)U(us,, v), una uv—trayectoria dirigida monocrométi-
ca de longitud menor que T', por hipotesis de induccion y como (u, v) ¢
F (D), entonces existe una uv—trayectoria dirigida monocromatica de
longitud 2 en D.

Por lo que si (u;,v) € F(D) para algun ¢ € {0,1,...,n — 2} el teorema
es cierto.

Como i e i + 3 tienen distinta paridad, por (a) (u;, u;13) € F(D) 6
(uirs,u;) € F(D) para todo i € {0,1,...,n — 2}.

Caso 1. Supongamos que para algin i € {0, 1,...,n — 2}, (u;, u;43) €
F(D). Sea jo =max{j € {i+3,...,n+1}/(u;,u;) € F(D)}, en parti-

cular por (a) i y jo tienen distinta paridad.

Subcaso 1.1. jo, = n + 1 el resultado se sigue de (b).

Subcaso 1.2. j, =n e i = 0. Entonces (ug = u;, uj, = Uy, Upt1 = V)
es una uv—trayectoria dirigida de longitud 2 en D.




72

Subcaso 1.3 jo = n et > 1. Como ¢ y jp tienen distinta pari-
dad, entonces ¢ — 1y jo +1 = n + 1 tienen distinta paridad, por
(a) (Uz—laun+1 =v) € F(D) 6 (upt1 = v,u;—1) € F(D).

Si (wi—1,upt1 = v) € F(D) el resultado se sigue de (b).

Si (Upt1 = v,ui—1) € F(D), entonces (ui—1, Ui, Ujy = Up, Upt1 =
v,u;—1) es un C4 en D que por hipotesis es monocromaético, figura 3.9,
como (u;_1,u;) es una flecha de T es de color 1, por lo que Cy4 es de
color 1.

Sea T" = (u, T, u;)U(us, tjy = 1)U (Un, Upi1 = v), Una uv—trayectoria
dirigida monocroméatica de longitud menor que 7', por hipétesis de in-
duccion (u,v) € F(D) o existe una uv—trayectoria dirigida de longitud
2en D.

1 1 e e
O ) ) ).

O 19 U 1Y 1Y O
U = Uug U; — 1 U4 Ujg = Un V = Un+1
Figura 3.9

Subcaso 1.4. jo < n — 1. Como i y jy tienen distinta paridad, en-
tonces ¢ y jo + 2 tienen distinta paridad, por (a) (u;, uj,+2) € F(D)
6 (ujo+2,u;) € F(D), por la eleccion de jy tenemos que (wjyt2,u;) €
F(D). Entonces (u;, Uy, Wjot+1, Ujo+2, U;) €s un Cq en D que por hipotesis
es monocromatico, como (uj,, u;,+1) es una flecha de 7" es de color 1,
por lo que C4 es de color 1, figura 3.10.

Sea T' = (u, T, u;) U (us, ujy) U (ujy, T, v), una uv—trayectoria dirigida
monocromatica de longitud menor que 7', por hipétesis de inducciéon
(u,v) € F(D) o existe una uv—trayectoria dirigida de longitud 2 en D.

1 1 1 1 1
O O O O O O O O O O
u="o Ui Ujo Ujo+2 v
Figura 3.10

Caso 2. Supongamos que para todo i € {0,1,2,...,n—2}, (u;13,u;) €
F (D). Entonces (;, wit1, Uir2, Uirs, ;) es un Cy en D que por hipotesis
es monocromatico, como (u;, u;11) es una flecha de T' es de color 1, por
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lo que C4 es de color 1. Por lo tanto, para todo ¢ € {0,1,2,...,n — 2},
(wiy3,u;) es de color 1.

Sea k € {1,2,3} tal que k = n + 1(mod3).

Sik =1, entonces (v =n+1,uy 2, Up_5, ..., u1)U(u1, Uz, uzg) U(us, ug =
u) es una vu—trayectoria dirigida monocromatica en D, lo cual con-
tradice la hipotesis inicial, figura 3.11.

1 1 1 1 1 1
O O O O O O O O O

U = Uug us Un—2 V= Un+1

Figura 3.11

Sik =2, entonces (v =n+1,up_2, Up_s, ..., Uz) U (uz, ug) U(us, ug = u)
es una vu—trayectoria dirigida monocromatica en D, lo cual contradice
la hipotesis inicial, figura 3.12.

1 1 1 1 1 1 1
U = Ug u us Unp—2 V= Un+1
Figura 3.12

Si k = 3, entonces (v =n+1,u,_2, Up_5, ..., Uz, Ug) €S Una vu—trayec-
toria dirigida monocromatica en D, lo cual contradice la hipétesis ini-
cial, figura 3.13.

O) O)
J J J J J J J '

U = Uug Un—2 V= Un+1

Figura 3.13

Por lo tanto este caso no existe.

Por lo tanto en D existe la (u,v) flecha o una uv—trayectoria dirigida
de longitud 2. m
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Que todo C4 sea monocromatico en un torneo bipartito es la primera
condicién para que estos tengan niicleo por trayectorias dirigidas mono-
crométicas y lo demostraremos en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.2. Sea D un torneo bipartito m—coloreado tal que todo
C,4 es monocromatico. Entonces C'(D) es ntcleo perfecta y por lo tanto
D tiene nticleo por trayectorias dirigidas monocromaticas.

Demostracion.

Demostraremos que todo ciclo dirigido de C'(D) tiene al menos una
flecha simétrica para luego aplicar el Teorema 2.1.13 y concluir que
C(D) es ntcleo perfecta.

Demostracion por contradiccion.

Supongamos que C = (ug, U1, ..., Up, Ug) €s un ciclo dirigido de C(D)
que no tiene flechas simétricas.

a) Por definicion de cerradura como (u;, u;4+1) € F(C(D)) para algun
i €{0,1,...,n}, entonces existe en D alguna u;u,; 1 —trayectoria dirigida
monocromatica, como C no tiene flechas simétricas tenemos que en D
no existen wu;,u;—trayectoria dirigida monocromaéticas, entonces por
el Lema 3.2.1 podemos concluir que (u;,u;41) € F(D) o existe una
u;u; 1 —trayectoria dirigida de longitud 2 en D.

Caso 1. Para n = 2. Como D es un torneo bipartito por el Teorema
1.1.31 no tiene ciclos de longitud impar, esto implica que para alguna

i€ {0,1,2}, (ui,uir1) & F(D).

Supongamos sin pérdida de generalidad que (ug, u1) ¢ F(D), entonces
por (a) existe vg € V(D) tal que (ug, vo, u1) €s una uguj—trayectoria
dirigida de longitud 2, ver figura 3.14.

Si (ug,us), (ug, ug) € F(D), entonces (ug, Vg, U1, Us, Ug) €s un Cy que
por hipotesis es monocromaético, asi (1, us, ug) €s una ujug—trayectoria
dirigida monocromatica en D, lo que implica que (ug, u1) es una flecha
simétrica de C en C(D), contradiccion con la hipétesis, ya que en C no
existen flechas simétricas.
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Vg U1

Uo (75

Figura 3.14

Ahora si (uy,up) ¢ F(D), por (a) existe v; € V(D) tal que (uy, vy, us)
es una ujug—trayectoria dirigida de longitud 2, entonces (ug, vg, u1, v1,
ug, ug) es un Cjy, por el Teorema 1.1.32 esto no es posible. Por lo tanto
(ug,ug) ¢ F(D), por (a) existe vo € V(D) tal que (ug,vs,ug) es una
usup—trayectoria dirigida de longitud 2, entonces (ug, vo, u1, v1, Uz, Vo,
up) es un Cp, por el Lema 3.1.8 (ug,v1) € F(D) 6 (v1,up) € F(D), ya
que 0 y 1 son de distinta paridad.

(20 Uy U1
@),

Ul 2

Figura 3.15

Si (ug, v1) € F(D), entonces (ug, v1, Uz, V2, Up) es un Cy que por hipote-
sis es monocromatico, asi (ug, vy, u2) es una ugus—trayectoria dirigida
monocromatica y (usg, Vs, Ug) €s una usug—trayectoria dirigida monocro-
matica, lo que implica que (ug, u2) es una flecha simétrica de C en C'(D),
contradiccion con la hipotesis, ya que en C no existen flechas simétricas.
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Figura 3.16

Si (v1,ug) € F(D), entonces analogo al caso anterior (ug, vo, 1, V1, Up)
es un Cy que por hipotesis es monocromatico, asi (u1,v1,up) es una
ujug—trayectoria dirigida monocromatica, lo que implica que (ug, u;)
es una flecha simétrica de C en C(D), contradiccion con la hipotesis,
ya que en C no existen flechas simétricas.

Por lo tanto este caso no es posible.

Vg

O

U1

O=

Figura 3.17

Caso 2. Paran > 3.
Por (a), tenemos que para cada i € {0, 1,...,n} definimos.
(wis wir1), st (ui, uipr) € F(D);

T; = < (usu;p1)— trayectoria dirigida de longitud 2;
st (i, uir1) ¢ FI(D).
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Por lo que C' = U T}, C! es un camino dirigido cerrado en D.

Denotemos C! = (zg, 21, ..., 2k, 20) y definimos la funcion:

¢ :{0,1,...,k} — V(C) tal que:

sl u; = z,, entonces (ig) = z;, ¥ ¢(io + 1) = z;, si la longitud
de T; es 2.

Decimos que el indice i del vértice z; de C* es principal si z; = ¢(4)
y denotaremos a Ip = {i/i es principal}.

Supongamos sin pérdida de generalidad que 0 € I, y ug = 2. Como D
es un torneo bipartito por el Teorema 1.1.32 no tiene ciclos dirigidos de
longitud impar y por el Teorema 1.1.30 todo camino dirigido cerrado
es de longitud par, es decir, k& = 1(mod2). Por el Lema 3.1.8 para
1€ {1, e %}, (Z(), Z2i+1) S F(D) o) (ZQiJ,.l,ZO) S F(D)

Subcaso 2.1. Supongamos que (23, z9) € F(D).

Entonces (29, 21, 22, 23, 20) s un Cy de D que por hipotesis es monocro-
matico, por la construcciéon de C' tenemos que: u; = 2 si (s, Uipr) €
F(D) 6 u; = 2 si existe la u;u;1—trayectoria de longitud 2.

Si uy = 21, entonces (u; = z1, 29, 23, 20 = Up) €8 UnNa ujug—trayectoria
dirigida monocromética, lo que implica que (ug, u;) es una flecha simétri-
ca de C en C(D), contradiccion con la hipdtesis de C. Por lo tanto
Uy # 21.

Z1 = Ul

22
ug = 20

Zk
z3

Figura 3.18
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En consecuencia uy = 2y, asi (u; = 29, 23, 20 = Ug) €S Una uj ug—trayec-
toria dirigida monocromaética en D, lo cual implica que (ug, u1) es una
flecha simétrica de C en C(D), contradiccion con la hipotesis de C.

Por lo tanto este subcaso no es posible.

Subcaso 2.2. Supongamos que (29, zx—2) € F(D).

Entonces (zo, 2k_2, Zk—1, 2k, 20) €8 un Cy de D que por hipotesis es
monocromético, por la construcciéon de C' tenemos que: z, = u, 6
Zk—1 = Up.

Si z, = uy,, entonces (ug = 2o, 2k—_2, Zk_1, 2k = Uyp) €8 UNA U, —trayec-
toria dirigida monocromatica en D, lo cual implica que (ug, u,) es una
flecha simétrica de C en C'(D), contradiccion con la hipotesis de C. Por
lo tanto z # u,.

Por lo tanto zx_1 = u,, asi (ug = 20, 2k_2, 2k—1 = Uy) €S UNA UgU, —tra-
yectoria dirigida monocromaética en D, lo cual implica que (ug, u,) es
una flecha simétrica de C en C'(D), contradiccion con la hipotesis de C.

Por lo tanto este subcaso no es posible.

Subcaso 2.3. Supongamos que (29, z3) € F(D) v (2k-2,20) € F(D).

Entonces kK — 2 > 5, por lo tanto £ > 7.

Sea ’io = mm{z S {1,2,...,%}/(2@,221'4_1) S F(D) y (222‘4_3,20) S
F(D)}, entonces C' = (29, 20i4 1, 22i+2, Z2i+3, 20) €s un Cy que por hip6te-
sis es monocromaético, supongamos que es de color 1.

Si2i 4+ 1 € I,, entonces 29,41 = u; para algin j € {2,3,...,n — 2},
por construccion de C" tenemos que z2jo42 = Ujy1 O 22043 = Ujy1.

Si 29ip+2 = Ujy1, entonces (Uj+1 = 22ig+2) 22i9+35 20y 22g+1 — Uj) es
una u;4iuj—trayectoria dirigida monocromatica en D, lo cual impli-
ca que (uj,uji1) es una flecha simétrica de C en C(D), contradic-
cién con la hipétesis de C. Por lo tanto 2o;,412 # 11, €en consecuen-
cla 2giy4+3 = Wjy1, asi (uji1, 20, u;) es una u;4u;j—trayectoria dirigida
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monocromética, lo cual implica que (uj,u;41) es una flecha simétrica
de C en C(D), contradiccion con la hipotesis de C.

Figura 3.19

Supongamos que 2i + 1 ¢ I, entonces por la construccion de C*,
{29, 21 + 2} C 1, es decir, 2zo;, = Uuj_1 ¥ 22iy+2 = u; para algin j €
{2, 3, ey — 2}, por el Lema 3.1.8 (ZQZ'O, 222'04_3) S F(D) o) (22i0+3, 222‘0) €
F(D).

Si (22i0+3, 222‘0) c F(D), entonces (222'0, Z20+1y R2ig+25 R2i9+3> ZQZ'O) €S un
Cy de D que por hipétesis es monocromatico, entonces (u;, 2243, j—1)
es una u;u;_;—trayectoria dirigida monocromatica, lo cual implica que
(uj,uj_1) es una flecha simétrica de C en C(D), contradiccién con la
hipotesis de C.

Supongamos que (29, 22iy+3) € F(D), por la eleccion de iy tenemos
que (2o, 29i,-1) € F(D), entonces C? = (20, 22iy—1, 22ig» 22ig+3, 20) €S UN
Cy que por hipotesis es monocromético, entonces (zz;,43,20) €s una
flecha en comtn de C! y C?, entonces C' y C? son del mismo color,
asi (Uj = Z2i9+25 2ig+35 205 R2ig—1y R2ig — Uj_1> €S una ujuj_l—trayectoria
dirigida monocromaética, lo cual implica que (u;,uj_1) es una flecha
simétrica de C en C(D), contradiccion con la hipotesis de C.

Por lo tanto este subcaso tampoco es posible.

Por lo tanto todo ciclo de C'(D) tiene una flecha simétrica, lo que
implica que por el Teorema 2.1.13 C'(D) es nucleo perfecta y de aqui se
sigue por el Teorema 2.4.7 que D tiene ntucleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas. m
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Ahora veamos la importancia de la hipotesis del Teorema 3.2.2, si le
cambiamos la hipotesis de que todo Cy es monocromatico por que todo
Cy sea casimonocromatico, entonces la cerradura transitiva de D no
necesariamente es nicleo perfecta.

Observemos el ejemplo.

Sea D* un torneo bipartito 3-coloreado tal que:

V(D*) = {a,b,c,d,e, f}

F(D*) = {(a,d), (d,b), (b, e), (e, c), (¢, ), (f, a), (d; c), (e, a), (f,0)}
Las flechas de D estéan coloreadas como sigue:

(d,c), (e, f),(f,a) tienen el color 1,

(e,a),(a,d),(d,b) tienen el color 2 y

(f.b), (b, e), (e, c) tienen el color 3.

Los tnicos C4 que posee D* son:

(a,d,c, f,a),(b,e,a,d,b)y (¢, f,b,e, c)y son casimonocromaticos.

D*

Figura 3.20

En C(D*) se tiene el triangulo dirigido (a, b, ¢, a) el cual es una subdi-
grafica inducida de C'(D*) que no tiene nucleo. Por lo tanto la cerradura
no es nucleo perfecta.
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3
/
0

@)

3
Figura 3.21

A partir de esta digrafica construimos la siguiente familia de torneos
bipartitos D,, tal que en todos ellos C} es casimonocromético y cuya
cerradura transitiva no es nucleo perfecta.

Para todon € N, sea D,, la digrafica que se obtiene apartir de agregar-
le a D* n-vértices nuevos z1, 29, 23, ..., 2, y las flechas de color 3 desde
estos vértices hacia a,b y c¢. D,, es un torneo bipartito con biparticion
{Vi,Va}, Vi ={a,b,c} y Vo ={d, e, f, 21, 29, ..., 2 } igual que en D*, los
tnicos Cy que existen en D, son (a,d,c, f,a),(b,e,a,d,b),(c, f,b,e,c)y
son casimonocromaticos. Asi como C(D*), C(D,,) contiene como sub-
digrafica inducida al triangulo dirigido (a, b, ¢, a) que no tiene nucleo.
Por lo tanto C(D,,) no es nucleo perfecta.

D :
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Figura 3.22

3.3. Otra Condicién para la Existencia de
Nucleos por Trayectorias Dirigidas
Monocromaticas en Torneos
Bipartitos.

Definicion 3.3.1. Una digrafica D es un Torneo Ciclicamente 4-partito
si existe una particion {Vi, Vs, V3, V4} de los V(D) tal que para todo
i € {1,2,3,4} cualquier vértice de V; es adyacente a cualquier vértice
de Vi41 (la suma es tomada modulo 4).

T3, L4

L5

o)

Figura 3.23

En la figura 3.23 mostramos un ejemplo de una digrafica ciclicamenta
4-partita con particiones Vi = {1, x5}, Vo = {2}, Va = {as} y Vi =

{24}

Definicion 3.3.2. Una digrafica D m—coloreada decimos que es k—ca-
simonocromatica si todas sus flechas son del mismo color salvo a lo més

k de ellas.

Lema 3.3.3. Sea D un torneo bipartito m—coloreado tal que todo C}
es 1-casimonocromatico y todo C es monocromatico. Si u,v € V(D)
son tales que existe 7" en D una uv—trayectoria dirigida monocromética
y no existe ninguna vu—trayectoria dirigida monocromaética, entonces
se tiene alguna de las siguientes posibilidades:

1. (u,v) € F(D).



83

2. Existe una uv—trayectoria dirigida de longitud 2.
3. Existe una uv—trayectoria dirigida monocromatica de longitud
4.

Demostracion.

Supongamos sin pérdida de generalidad que T es de color 1. T =
(o, Up),y -eey Up-

Si T es de longitud impar, por el Lema 3.1.8 tenemos que (u,v) €
F(D) 6 (v,u) € F(D), pero por hipotesis no existe la vu—trayectoria
dirigida monocromatica en D, por lo tanto (u,v) € F(D).

Ahora si T es de longitud par.

En este caso procederemos por induccién sobre la longitud de T, sea
¢ la longitud de T'.

1. Para ((T) = 4, el resultado es inmediato.

2. Hipotesis Inductiva. Supongamos valido para 6 < ¢(T') < 2n.

3. Por demostrar para ((T) = 2(n + 1).

T = (u = ug, U1, ..., Ug(nt1) = v), por el Lema 3.1.8 para cada i €
{0,1,2,...,2(n+ 1) — 5} tenemos que (u;.5,u;) € F(D) 6 (u;, uiys) €
F(D).

Analizaremos 2 casos.

Caso 1. Supongamos que para todo i € {0,1,2,...,2(n + 1) — 5},
(Uiys, u;) € F(D). Entonces (u;, Uit1, Uite, Uits, Uirs, Uirs, U;) €s un Cg
en D que por hip6tesis es monocromaético, como (u;, u;41) es una flecha

de T', es de color 1, entonces C es de color 1, por lo tanto para todo
1€40,1,2,...,2(n+ 1) = 5}, (uirs,u;) es de color 1.

Sea k € {1,2,3,4,5} tal que k = 2(n + 1)(mod5).

Sik=1



84

Tenemos (U = U2(n+1)s U2(n+1)—5, U2(n+1)—105 --+» UI)U<U17 U2, U3, Uy, U5)U
(us, ug) es una vu—trayectoria dirigida monocromatica en D, lo cual es
una contradiccién. Por lo tanto este caso no existe.

O0=—>0—0—0— 0—0—>0—>0—>0—>0—>0—>0—>0—0—

uUp U1 U2 U3 U4 U5 u2(n+1)_5 U=u2(n+1)

Figura 3.24

Sik=2.

Tenemos (U = U2(n+1)) U2(n+1)—55 U2(n+1)—10, ---7U2) U (u2,u3,u4,u5) U
(us, ug) es una vu—trayectoria dirigida monocromatica en D, lo cual es
una contradiccion. Por lo tanto este caso no existe.

Sik=3.
Tenemos (v = Ug(n+1), U2(nt1)—5, U2(n+1)—105 - U3)U(Us, Ua, us)U(us, uo)

es una vu—trayectoria dirigida monocromaética en D, lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto este caso no existe.

Sik=4.

Tenemos (U = U2(n+1), U2(n+1)—5) U2(n+1)—10, ---7U4) U (U4, U5) U (U5,U0)
es una vu—trayectoria dirigida monocromatica en D, lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto este caso no existe.

Sik=5.
Tenemos (U = U2(n+1)) U2(n+1)—5, U2(n+1)—10, ...,U5) U (U5,U0> €S una

vu—trayectoria dirigida monocromatica en D, lo cual es una contradic-
cion. Por lo tanto este caso no existe.

Por lo tanto estos casos no son posibles.
Caso 2. Supongamos que para algin ¢ € {0,1,...,2(n + 1) — 5},

(ui, uirs) € F(D). Por el Lema 3.1.8 existen flechas entre u; y g1
asi{ como entre ug y Uonpt1-



85

Si (u1, Us(ni1)) € F(D) 6 (ug, uant1) € F(D), entonces tenemos en D
una uv—trayectoria de longitud 2.

Supongamos entonces que (Ua(p41), U1) € F(D) y (tany1,u0) € F(D).

Observemos que si para algin ¢ € {1,2,...,2(n+1) =5}, (u2(n41), Ui) €
F(D) y las flechas (ug(m41), %) ¥ (u2n+1,u0) son de color 1, entonces
(v = Us(nt1), i) U (U, Ty Uong1, ) U (Ugng1, Up) €8 una vu—trayectoria
dirigida de color 1, contradiccién con la hipotesis. Por lo tanto tenemos:

1.Sidie {1,2,..,2(n + 1) = 5} ¥ (ugn+1), w:) € F(D), entonces
(U2(n41), u;) no es de color 1.

Analizaremos los siguientes subcasos.
Subcaso 2.1. Supongamos que i € {1,2,...,2(n+1)=5} y (tapm+1), i)

€ F(D) esto implica que (ua(n+1), w;) no es de color 1. Por el Lema 3.1.8
(Ua(n 1), Uz(nt1)-5) € F(D) 6 (Uami)-s, Uzms1)) € F(D).

Si (Ua(nt1), Uont1)—5) € F(D), entonces (Us(mi1)—5, Uz(nt1)—45 Uz(n+1)—3»
UQ(n+1)—25 U2(n4+1)—1, U2(n+1), U2(n4+1)— 5) €S un C6 de D que por hlpéteSIS
es monocroméatico, como (Us(n+1)—5, Uam+1)—1) € V(T), entonces el ci-
clo es de color 1 y por lo tanto (us(n+1), Uz(nt1)-5) €s de color 1 esto
contradice nuestra suposicion.

Por lo tanto (ua(n+1), Uzn+1)-5) € F(D), es decir, (Uz(nt1)-5, Uznt1)) €
F(D).

Como (ug(n+1),u1) € F(D), entonces elegimos iy =max{i € {0,1,2....
2(n+ 1) = 7}/ (ugm+1), ui) € F(D)}, entonces (uami1), ti) € F(D) y
(Uig42, Ua(n+1)) € F(D), ademas (ua(n41), i) no es de color 1, lo cual
implica que (Ug(n+1), Wigs Uig+1, Uig+2, Uz(n+1)) €8 un Cy de D que por
hipotesis es 1-casimonocromético, como {(wi,, wigr1), (Wigr1, Uigr2)} C
F(T), entonces son flechas de color 1y como (ua(m+1), %;) no es de color
1, entonces (U;y42, Uz(n+1)) s de color 1.

Por lo tanto tenemos (u = ug, T, Ujg12) U (Uig42, Ua(nt1) = V) €8 Una
uv—trayectoria dirigida de color 1 de longitud menor que 1" y por
hipotesis de induccién se sigue el resultado.
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U = Ug U1 Ui, WUig+2 UV = U2(n+1)

Figura 3.25

Subcaso 2.2 Supongamos que (ug, 41, u) no es de color 1.
Sabemos que para algtn i € {0, 1,...,2(n+ 1) — 5}, (u;, ui15) € F(D).

Sea {ig,jo} C {0,1,...,2(n+ 1)} tal que jo — ip = max{j —i/{i,j} C
{0,1,...2(n+ 1)} y (w4, uj,) € F(D)}, por lo anterior jo —ip > 5.

Supongamos que iy > 2y jo < 2n, como (u;,, uj,) € F(D), entonces
por el Lema 3.1.8 jo —ig = 1(mod2), asi (jo +2) — (ig — 2) = 1(mod2),
aplicando nuevamente el Lema 3.1.8 tenemos (u;,—2, ujy+2) € F(D) 6
(Ujot2, Uip—2) € F(D), por la eleccion de {ig, jo}, (wjo+2, tig—2) € F(D).

Entonces (uio_g, Ujy—1, Wigs Ujyy Ujo4+15 Ujg4+2, Uio_g) €S un C6 de D que
por hipdtesis es monocromatico, lo que implica que (u;,, u;,) es de color
1.

Ast (u = ug, T, wi) U (g, ujy) U (o, T, Uani1y = v) €s una uv—trayec-
toria dirigida de color 1 de longitud menor que 7" y por hipotesis de
induccion se sigue el resultado.

U = Uo Uig—2 Uig Usg Ujo+2 UV = U2(n+1)

Figura 3.26

Supongamos que 7o < 1 6 jo > 2n + 1, es decir, ig € {0,1} 6 jo €
{2n + 1,2n + 2}. Analizaremos los 4 casos posibles.

2.2.1 iy = 0. Supongamos que jg < 2n + 3.
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Sabemos que jo —ig = 1(mod2), entonces (jo + 4) —ig = 1(mod2) por
el Lema 3.1.8 tenemos que (i, wjo+4) € F(D) 6 (wjyta,uiy) € F(D),
pero por la eleccion de {ig, jo} tenemos que (w44, u;,) € F(D).

Entonces (ug = iy, Wiy, Wjg+1s Wjg+25 Wjo+3, Ujo+4, Uiy) €S un Cg de D
que por hipétesis es monocromatico, entonces (u;,, u;,) es de color 1.

Asi (ug, T', wiy) U (g, wjo) U (e, T Ua(ni1y = v) €s una uv—trayectoria
dirigida de color 1 de longitud menor que 7" y por hipétesis de induccion
se sigue el resultado.

O0—0—0—>0—>0— O0—0—0— O0—0—0

U = Ui, U Ujo+4 U = U2(n+1)

Figura 3.27

Supongamos que jo > 2n — 1, como jy — ig = 1(mod2) e ig = 0,
entonces jo € {2n — 1,2n + 1}, como (ugni1,up) € F(D), entonces
Jo = 2n — 1. Asi (ug = iy, uj, =, Uap—1, Uzp, Uznt1, Up) €s un Cy en D
que por hipétesis es 1-casimonocromético, como (ug,11,up) no es de
color 1, entonces (u;,, uj,) es de color 1.

Por lo tanto (v = wuo,uj, = Uap—1,Usm, Usn+1, Us(ny1) = V) €8 UDA
uv—trayectoria dirigida de color 1 de longitud 4.

o0—0—0—>0—>0—>0—>0—>0— O—O0— 0]

U = Ui Ujo = U2n+1 U2n+1 UV = U2(n+1)

Figura 3.28

2.2.2 ig = 1. Supongamos que jo < 2n — 2, por los mismos argumen-
tos usados en el subcaso 2.2.1 tenemos que (wjy+4,u;, = u1) € F(D),
entonces (U1 = Uiy, Ujy, Ujo+1, Ujot+2, Wjot+3, Wjo+4, Uiy ) €s un Cg de D que
por hipétesis es monocromatico, entonces tenemos que (u;,, uj,) es de
color 1. Asi (u = uo, T, u;y) U (sy, ujy) U (wjg, T, Ugny1) = v) €S una
uv—trayectoria dirigida de color 1 de longitud menor que 1" y por
hipotesis de induccién se sigue el resultado.
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O—> O0—0——0— O0—>0 O0—>0 O 0]

U=1uop Ui Ujo+4 U = Uz(n+1)

Ujo
Figura 3.29

Supongamos que jo > 2n, como jo — iy = 1(mod2) e ig = 1, entonces
Jo € {2n,2n + 2}, como (uz,i2,u1) € F(D), entonces jo = 2n. Asi
(w1 = Uiy, Wjy = Uap, U2pt1, U, U1) €s un Cy de D que por hipotesis es 1-
casimonocromatico, como (ug,41, o) no es de color 1, entonces (w;,, ;)
es de color 1. Por lo tanto (ug, u1 = w;,, Uj, = Ugp, Uznt1, Uznta = V) €S
una uv—trayectoria dirigida de color 1 de longitud 4.

Om\ o)

19

U= U UL = Ui U2n = Ujg U2n+1 U = U2(n+1)

Figura 3.30

2.2.3 jo = 2n + 1. Supongamos que iy > 4, como jo — ig = 1(mod2),

entonces jo — (ip — 4) = 1(mod2), por el Lema 3.1.8 tenemos que
(Wig—a1,uj,) € F(D) 6 (ujy, wig—a) € F(D), pero por la eleccion de
{i0, jo} tenemos que (uj, = Ugpi1,Uiy—a) € F(D), entonces (u;,, u;, =
Up+1, Wig—a, Wig—3, Ujo—2, Ujo—1, Ui,) €8 un Cg de D que por hipotesis
es monocromatico, entonces tenemos que (u;,,uj,) es de color 1. Asi
(u = uo, T, uiy) U (i, 1jy) U (e, T Ua(ni1y = v) es una uv—trayectoria
dirigida de color 1 de longitud menor que 7" y por hipoétesis de inducciéon
se sigue el resultado.

O0—0—0—0—0— O—O0—

U=U) Uig—4 (0 U2n+1 = Ujy U = U(n+1)

Figura 3.31

Supongamos que ig < 2, como jo — ig = 1(mod2) y jo = 2n + 1,
entonces ig € {0,2}, como (ugnt1,ug) € F(D), entonces iy = 2. Asi
(ug = Uiy, Ujy = Uon+1, Ug, U1, Uz) es un Cy de D que por hipotesis es 1-
casimonocromatico, como (ug,41, o) no es de color 1, entonces (w;,, ;)
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es de color 1. Por lo tanto (ug, u1, us = iy, Uj, = Uan41, Ug(ni1) = V) €S
una uv—trayectoria dirigida de color 1 de longitud 4.

o=—0— O0—0 O0—>0 O0—>0 0]

U = Uo Uiq U2n+1 = Ujg U = U2(n+1)

Figura 3.32

2.24 jo = 2(n + 1). Supongamos que iy > 5, por los mismos argu-
mentos de los subcasos anteriores tenemos que (Ug(n41) = Ujo, Uig—1) €
F(D), entonces (Uio, Ujq = Ug(n+1), Uig—4, Uijg—3, Ujg—2, Ujn—1, Uio) €S un C6
de D que por hipétesis es monocromatico, lo que implica que (u;,, uj,)
es de color 1. Asi (u = wo, T, uiy) U (Wiy, Uj, = Ugny1) = V) €5 una
uv—trayectoria dirigida de color 1 de longitud menor que 1" y por
hipotesis de induccion se sigue el resultado.

O0— 00— 00— 0=—=0—0—0— O0— 00— 00— 00— 0—0—0—

U = uo Uig—4 Uig U= Uz(nt1) = Ujo

Figura 3.33

Supongamos que iy < 3, como jy — ip = 1(mod2) y jo = 2(n + 1),
entonces ip € {1,3}, como (um+1),u1) € F(D), entonces iy = 3. Por
lo tanto (us = s, Uj, = Usm+1), U1, U2, uz) es un Cy de D que por
hipotesis es 1-casimonocromatico.

Si (Ui, Ua(nt1y) €s de color 1, entonces (ug, ur, Uz, Us = Uiy, Ua(nt1) = V)
es una uv—trayectoria dirigida de color 1 de longitud 4.

O O O O O O O O O O O

U = uop Ul us = uio v = ug(n+1) = ujo

Figura 3.34

Supongamos que (u;,, Uzm41)) NOo es de color 1, entonces las otras
flechas de Cy son de color 1, en particular (ua(m41),u1) es de color 1.
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Si para algin i € {3,...,2n + 1}, (u;,up) € F(D) y es de color 1, en-
tonces (v = Ug(n—1), u1) U (u1, T, u;) U (u;, ug = u) es una vu—trayectoria
dirigida de color 1, contradiccion con la hipotesis.

Por lo tanto si i € {3,...,2n+ 1} y (u;, up) € F(D), entonces (u;, uo)
no es e color 1.

Si (us,ug) € F(D), entonces (ug, uy, us, us, Uy, Us, Ug) €s un Cg de D
que por hipotesis es monocromaético, entonces (us, ug) es de color 1 lo
cual es una contradiccion.

Por lo tanto (us,ug) ¢ F(D), es decir, (ug,us) € F(D).

Sea kg =max{i € {5, ...,2n+1}/(uo, u;) € F(D)}, entonces (ug, ug,) €
F(D)y (ugy+2,u0) € F(D) ademés (ug,+2,uo) no es de color 1, lo que
implica que (ug, Uky, Ukgt1, Ukgr2, Uo) €s un Cy de D que por hipote-
sis es 1-casimonocromatico, como { (Uky, Ukg+1)s (Ukg+1, Ukgr2)} C F(T),
entonces son flechas de color 1y como (ug, 42, ) no es de color 1, en-
tonces (ug, u,) es de color 1. Asi (u = ug, ur,) U (U, T, Ug(nt1) = V) €8
una uv—trayectoria dirigida de color 1 de longitud menor que 7"y por
hipo6tesis de induccion se sigue el resultado. m

O O O O O O O0—O o)
19 19 19 19 19 19

U = uop Ul kO kO + 2 v = UQ(n+1) = Ujq

Figura 3.35

En el siguiente teorema damos otras condiciones para la existencia de
nucleos por trayectorias dirigidas monocromaticas en torneos biparti-
tos.

Teorema 3.3.4. Sea D un torneo bipartito m—coloreado tal que todo
Cy es l-casimonocromético, todo subtorneo ciclicamente 4-partito de
orden 5 es 2-casimonocromatico y todo Cg es monocromatico. Entonces
C'(D) es nucleo perfecta y por lo tanto D tiene ntcleo por trayectorias
dirigidas monocromaéticas.
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Demostracion.

Demostraremos que todo ciclo dirigido de C(D) tiene al menos una
flecha simétrica.

Demostraciéon por contradiccion.

Supongamos que existe C = (ug, U1, ..., Uy, Ug) un ciclo de C'(D) con
n > 2 que no tiene flecha simétrica.

Sea i € {0,1,...,n}, como (u;,u;+1) € F(C(D)), entonces tenemos
una u;u;41—trayectoria dirigida monocromatica en D, como C no tiene
flecha simétrica, entonces no existe la u;,u;—trayectoria dirigida mo-
nocroméatica en D, por el Lema 3.3.3 (u;,u;11) € F(D) o existe una
u;u; 1 —trayectoria dirigida de longitud 2 o existe una wu;u;; —trayecto-
ria dirigida monocromatica de longitud 4.

Para cada i € {0,1,...,n}, definimos.

((wi wis1), st (ui,uirr) € F(D);
u;u; 41—  trayectoria dirigida de longitud 2,
T, = si (u,uip1) ¢ F(D) y 3 tal trayectoria;
u;u;r1—  trayectoria dirigida monocromatica de longitud 4,
L en otro caso.

Sea C' = U"_T;, C' es un camino dirigido cerrado en D.

Sea C' = (29, 21, ..., 2k, 20) y definimos la funcion:

¢:{0,1,...,k} — V(C) de la siguiente manera:

si T; = (Ui = Zigy Zig41y -y Zig4r = Uiy1) con r € {1,2,4} en-
tonces p(j) = z;, para todo j € {i,ip + 1,90+ 2,...,50 +7 — 1}.

Decimos que el indice i del vértice z; de C* es principal si z; = ¢(4)
y denotaremos a Ip = {i/i es principal}.
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De acuerdo con la definiciéon de C' y de indice principal podemos
afirmar:

1. Para cualquier i € {0, ..., k} se tiene {i,i+1,i+2,i+3}NI, # 0,
es decir, en C' no pueden haber 4 vértices consecutivos sin que
el indice de ninguno de ellos sea principal.

Supongamos sin pérdida de generalidad que 0 € I, y que zp = uo.

Como D es un torneo bipartito por el Teorema 1.1.30 y el Teorema
1.1.32 tenemos que k > 4 y k = 1(mod2) ya que no pueden haber ciclos
de longitud impar en D y para cualesquier i,j € {0,1,...,k} tal que
Jj —i = 1(mod2), por el Lema 3.1.8 (z;, 2;) € F(D) 6 (2;,2) € F(D).

Analizaremos los siguientes casos.

Caso a. Supongamos que k = 3.

Entonces C! = (2q, 21, 22, 23, 20) es un Cy de D que por hipotesis es

1-casimonocromatico y como n > 2, entonces u; € {z1,2} y u, €
{2’2,23}.

Ug = 2o 2

<3
Figura 3.36
Subcaso a.l. Si C*! es monocromatico, entonces existe u;uy—trayec-

toria dirigida monocromatica en D, lo que implica que (ug, u;) es una
flecha simétrica de C en C'(D), contradiccién con nuestra suposicion.
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Si la flecha (2, z1) tiene diferente color, entonces existe u;uy—trayec-
toria dirigida monocromatica en D, lo que implica que (ug,u;) es una
flecha simétrica de C en C'(D), contradiccion con nuestra suposicion.

Subcaso a.2. Supongamos que la flecha (z1, 29) tiene diferente color,

entonces existe (z2, 23, 20, 21) una trayectoria dirigida monocromatica
en D.

Siwuy = 21, entonces uy € {29, 23} en cualquiera de los 2 casos tenemos
que existe usu;—trayectoria dirigida monocromatica en D, lo que im-
plica que (u1,us) es una flecha simétrica de C en C'(D), contradiccion
con la hipoétesis.

Subcaso a.3. Supongamos que la flecha (29, z3) tiene diferente color,
entonces existe (z3, 2o, 21, 22) trayectoria dirigida monocromética en D.

Si u, = 23, entonces existe u,u,,_1—trayectoria dirigida monocromaéti-
ca en D, lo que implica que (u,_1,u,) es una flecha simétrica de C en
C (D), contradiccion con nuestra suposicion.

Siu, = 2y, entonces n = 2y existe ugu, —trayectoria dirigida monocro-

méatica en D, lo que implica que (ug,ug) es una flecha simétrica de
C en C(D), contradiccion con nuestra suposicion.

Subcaso a.4. Supongamos que la flecha (z3, zp) tiene diferente color,
entonces existe (2o, 21, 22, 23) una trayectoria dirigida monocromatica
en D, como u, € {ug,uz}, entonces existe ugu,—trayectoria dirigida
monocromatica en D, lo que implica que (u,,, ug) es una flecha simétrica
de C en C(D), contradiccion con nuestra suposicion.

Por lo tanto para k = 3 no es posible.

Caso b. Supongamos que k = 5.

Entonces C' = (2, 21, 29, 23, 24, 25, 20) es un Cs de D que por hipote-
sis es monocromaético, lo cual implica que C es simétrico en C(D),

contradiccion con nuestra suposicion.

Por lo tanto este caso tampoco es posible.
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Caso c. Supongamos que k > 7.
Entonces tenemos los siguientes casos:
l.c. Seai € {0,1,...,k} NI, entonces (z;, z45) € F(D).

Como (i + 5) — i = 1(mod2), entonces (z;, ziy5) € F(D) 6 (zi45,2i) €
F (D), por contradiccion, supongamos que (z;45,2;) € F(D), entonces
(Zi, Zid1, Zivo, Zit3s Zivd, Zivs, 2i) €s un Cg en D que por hipotesis es
monocromatico, sea j € {0,1,...,n} tal que u; = z;, entonces por
la definicién de principal uji1 € {241, Zit2, Zi4a}, lo cual implica que
existe u;,u;—trayectoria dirigida monocromatica en D, por lo tan-
to (uj,u;41) es una flecha simétrica de C en C(D), contradiccion con
nuestra suposicion. Por lo tanto (z;, z;45) € F(D).

2.c. Seai € {0,1,...,k}, tal que i +5 € I,,, entonces (z;, z;45) € F(D).

Supongamos por contradiccion que (245, 2;) € F(D), entonces (z;, zi11
Zit2, Zits, ZiraZivs, 2i) €s un Cg de D que por hipotesis es monocromati-
co, sea j € {0,1,...,n} tal que u; = z.5, entonces por la defini-
cion de principal u;—1 € {zit+1, Zi+3, Zita}, lo cual implica que existe
una u;u;_;—trayectoria dirigida monocromética en D, por lo tanto
(uj_1,u;) es una flecha simétrica de C en C'(D), contradiccion con nues-
tra suposicion. Por lo tanto (z;, z;45) € F(D).

3.c. Por demostrar que (zo, z;) € F(D) para cualquier i € {5,6, ..., k—
2} tal que i = 1(mod4).

Supongamos por contradiccion que (zg,2;) € F(D) para algun i €
{5,6, ...,k — 2} tal que i = 1(mod4).

Como 0 € I, por (l.c) (2, 25) € F(D), entonces i > 9.

Sea ig =min{i € {5,6,....,k —6}/i = 1(mod4) vy (2i+4,20) € F(D)},
entonces (2, ziy—4) € F(D), (20, 2i,) € F(D) y (2ig+4, 20) € F(D).

2 _
Sea C% = (20, Zig; Zig+1, Zig+2s Zig+3s Zig+4s 20) €s un Cg de D que por
hipotesis es monocromético. Supongamos que es de color 1.

Siig € I,
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Entonces z;, = u; para algun j € {5,6,...,n — 6}, por construccion
de O, ujp1 € {Zig+1, Zig+2, Zig+a} €n cualquiera de los caso C? con-
tiene una wu,;y u;—trayectoria dirigida monocromatica dirigida en D,
entonces (u;, uj4+1) es una flecha simétrica de C en C'(D), contradiccion
con nuestra suposicion.

Figura 3.37

Supongamos que ig ¢ I,.

Por (1) {’io-?), i0—2, 7;0—1, Zo}ﬁlp §£ (Z), entonces {’io-?), i0—2, Zo—l}ﬂ
I, # 0, seal € {ig—3,ig—2,ip—1} NI, y seau; € V(C) tal que u; = z,
entonces por (1.c) (zg, ze45) € F(D) y £+ 5 € {ig + 2,19 + 3,49 + 4},
esto implica que C% = (2, — 4, 01, 20) U (21, z245) U (2015, C1, 21g14) U
(Zig-+4s 20, Zig—a) €s un Cg en D, pues si zp = z;,-1, €NLONCES Zp15 = Zjy+4
lo cual implica que (20, Zig—a, Zig—3, Zig—2: Zig—1 = 24, Zig+4 = Z0+5, 20) €S
un Cg que por hipotesis es monocroméatico y como (z;,14 = 2p+5, 20) €
F(C?*) N F(C?), entonces C® es de color 1.
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Z0
Zig+4 ?O’?
1
Zig+3 Zig—4
Zig+2

Rig+1

Figura 3.38

Ahora por construccion de C uj 1 € {zo41, 2o, 2014} C {Zig—2, Zig—1,
Zigs Rig+1s Fig+23 Zio+3}'

St wjr1 € {Zigs Zig+1, Zig+2s Zig+s 1> entonces (24, C?, 29) U (20, C?, 20 =
u;) contiene una u;4iu;—trayectoria dirigida monocromaética en D, lo
que implica que (uj,u;41) es una flecha simétrica de C en C(D), con-
tradicion con nuestra suposicion.

Supongamos entonces que ;11 € {2ig—2, zip—1}, sea i1 € {2;,—2, Zig—1}
tal que w1 = 2;,, entonces por (c.1) (2;,,2i,45) € F(D) con z;,45 €
{Zio+3> Zio+4}> asi C' = (Zi0—4a Cla Zi1) U (Ziw Zi1+5) U (Zi1+5> Cl> Zio+4) U
(Zig-+4s 20, Zig—a) €sun Cg de D, pues si z;, = z;,_2, entonces z;, 5 = 2j,+3
lo cual implica que (20, 2iy—4, Zig—3, Zig—2 = Zirs Zig+3 = Ziy+5 Zig+4s 20)
es un Cg que por hipotesis es monocromatico y como (2,44, 20) esta
en C? es de color 1, entonces C* es de color 1. Como u; € V(C*),
por lo tanto existe una w;u;;—trayectoria dirigida monocromatica en
D lo que implica que (u;, u;41) es una flecha simétrica de C en C'(D),
contradiccion con nuestra suposicion

4.c. Por demostrar que (z;, 29) € F/(D) para cualquier i € {3, ..., k—4}
tal que ¢ = k(mod4).

Si i = k(mod4), como k = 1(mod2), entonces i — 0 = 1(mod2), por el
Lema 3.1.8 (20, 2;) € F(D) 6 (2, 20) € F(D).

Procediendo por contradiccion, supongamos que (zg, z;) € F(D) para
cualquier ¢ € {3,...,k — 4} tal que i = k(mod4). Como (zx_4,20) €
F(D), entonces i < k — 8.
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Sea ig =max{i € {7,....k —4}/i = k(mod4) y (20,2i_4) € F(D)},
entonces (2o, ziy—4) € F(D), (ziy, 20) € F(D) y (zig+4, 20) € F(D).

Sea C2 = (Z(], Zig—4y Rig—3s Rig—2y Rig—1 Zo> es un CG de D que por hlp(’)te—
sis es monocromaético, supongamos que es de color 1.

Si g Glp

Entonces z;, = u; para algun j € {5,6,...,n — 6}, por construcciéon
de C', ujr1 € {Zig41, 2igr2s Zig+a} €n cualquiera de los caso C? con-
tiene una wu,;y u;—trayectoria dirigida monocromatica dirigida en D,
entonces (u;,uj11) es una flecha simétrica de C en C(D), contradiccion
con nuestra suposicion.

Supongamos que ig & I,.

Por (1), {ig—3,i0—2,i0— 1,40} N1, # 0, entonces {ig—3,i9g—2,ip—1}N
I, # 0, seal € {ig—3,ig—2,ip—1} NI, y seau; € V(C) tal que u; = z,
entonces por (c.1) (zp, ze15) € F(D) y £+ 5 € {ig + 2,19 + 3,10 + 4},
esto implica que CF = (s, O 21) U (20, 2245) U (2218, OV, zs) U
(Zig+4, 205 Zig—a) €s un Cg en D, pues si zp = z;,_1, entonces zp,5 = 2jy14
lo cual implica que (20, Zig—4, Zig—3; Zig—2, Zig—1 = 20 Zig+4 = 245, %0) €S
un Cg que por hipotesis es monocroméatico y como (2,14 = Zo15, 20) €
F(C?) N F(C?), entonces C? es de color 1.

Ahora por construccion de C* ujy1 € {2011, 2o, 2044} C {Zig—2, Zig—1,
Zigy Zig+1s Fig+25 Zi0+3}'

Si Uj+1 S {Zim Zig+1y Rig+25 Zi0+3}, entonces (Zim 02, Zo) U (Zo, 037 2y =
u;) contiene una u;4iu;—trayectoria dirigida monocromaética en D, lo
que implica que (u;, u;j+1) es una flecha simétrica de C en C(D), con-
tradicion con nuestra suposicion.

Supongamos entonces que ;41 € {Zj,—2, Zip—1}, sea i1 € {ziy—2, Zig—1}
tal que u;41 = z;,, entonces por (c.1) (2, 2i,+5) € F(D) con z;,45 €
{Zio+37 Zio+4}7 asi C* = (zio—47 Clv zil) U (Zilv Zi1+5) U (Zi1+57 Clv Zio+4> U
(Zigds 20, Zig—a) €sun Cg de D, pues si z;, = z;,_2, entonces z;, 15 = 2j,+3
lo cual 1mphca que (20722'0—4722'0—3722'0—2 = Ziyy Rig+3 — Zi1+5,Zi0+4,Zo)
es un (g que por hipdtesis es monocromético, y como (z;,44,20) €
F(C* N F(C*), entonces C* es de color 1. Como u; € V(C*), por
lo tanto existe una wu;u;4;—trayectoria dirigida monocromatica en D
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lo que implica que (uj,u;j+1) es una flecha simétrica de C en C(D),
contradiccion con nuestra suposicion.

5.c. Por demostrar que (z;, 29) € F/(D) para cualquier i € {3, ..., k—4}
tal que ¢ = k(mod4).

Si i = k(mod4), como k = 1(mod2), entonces i — 0 = 1(mod2), por el
Lema 3.1.8 (20, 2;) € F(D) 6 (2, 20) € F(D).

Procediendo por contradiccion, supongamos que (zg, z;) € F(D) para
cualquier ¢ € {3,....k — 4} tal que i = k(mod4). Como (2—4,20) €
F(D), entonces i < k — 8.

Sea ig =max{i € {7,....k —4}/i = k(mod4) y (20,2i_4) € F(D)},
entonces (29, ziy—4) € F(D), (2iy, 20) € F(D) y (zig+4, 20) € F(D).

Sea C2 = (Z(], Zig—4y Rig—3s Rig—2y Rig—1 Zo> es un CG de D que por hlp(’)te—
sis es monocromatico, supongamos que es de color 1.

Siig € I, entonces z, = u; para algin j € {3,..,n — 4} y por
construccion de C! uj—1 € {Zig—1, Zig—2, Zip—a }, €0 cualquier caso C?
contiene una wuju;_;—trayectoria dirigida monocromética en D, lo que
implica que (u;_1,u;) es una flecha simétrica de C en C(D), contradic-
cién con nuestra suposicion.

Supogamos que ig ¢ I, entonces por (1) {ig—3,i9—2,i9— 1} NI, # 0,
sea { € {ig — 3,i9 — 2,99 — 1}, es decir, u; = 2 para algin u; € V(C),
entonces por (1.c) (zg, 2e45) € F(D) y L+ 5 € {ig + 2,19 + 3,4 + 4},
esto implica que C® = (z;,_4, C', 2¢) U (24, 2045) U (2045, CY, 2ig4a) U
(Zig+4s 20, Zig—a) €s un Cg de D, puesto que si zp = z;,_3, entonces zp5 =
Zig4+2 Y tenemos que (Zj,—4, Zig—3 = 20, Zig+2 = 245 Zig+3» Zig+4s 20, Zig—4)
es un Cg de D que por hipdtesis es monocroméatico y como (2o, zij,—4) €
F(C?)N F(C?), entonces C® es de color 1.

Ahora w1 € {241, Zog2, Zeva} C {Zig—25 Zio—1, Zig» Zig+1» Zig+25 Zig+3 } -

Siujy € {Zig—2, Zig—1, Ziy |, €ntoONCces C? contiene una Uj1u;—trayec-
toria dirigida monocromética en D, lo que implica que (u;, u;41) es una
flecha simétrica de C en C'(D), contradiccién con nuestra suposicion.
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Supongamos entonces que ;i1 € (Zig+1, Zig+2, Zig+3), S€a i1 € (Zig+1,
Zig+2 Zig+3) tal que w1 = z;,, entonces por (2.c) (zi,-5,2i,) € F(D)
con z;, 5 € {2iy—4 Zig—3, Zig—2}, ast C* = (24,4, O, 25, _5) U (24,5, 23, ) U
(2iy, C1, 2igsa) U (Zigaa, 205 Zig—4) €s un Cg de D, puesto que si i3 =
ipr1 con { = ig — 3, entonces i;_5 = z,—4 y tenemos que (z,_4 =
Ri1—5y Fig+1 = Zip = Wjt1, Zig+25 Zig+35 Rig+4r 205 Zig—5 = Zio—4) es un Cg de
D que por hipoétesis es monocromatico y como (zo, zi,—4) € F(C?) N
F(C*), entonces C* es de color 1.

Entonces (uj41 = 2i,,C% 2ig—a) U (2ig—4, C*%, 20 = u;) contiene una
uj1u;—trayectoria dirigida monocromatica en D, lo que implica que
(uj, u;41) es una flecha simétrica de C en C'(D), contradiccion con nues-
tra suposicion.

Ahora analizaremos los siguientes casos:
Subcaso 1c. Supongamos que k = 1(mod4).

Como 0 € I, por (2.c) (2k—4,20) € F(D), por otro lado k — 4 =
1(mod4), entonces por (3.c) (zo, 2k—4) € F(D) pero esto es una con-
tradiccion pues D es un torneo bipartito y por lo tanto no tiene flechas
simétricas.

Subcaso 2c. Supongamos que k = 3(mod4).

6.c. Entonces por demostrar que (z;,29) € F(D) para cualquier i €
{3, ...,k — 4} tal que i = 3(mod4).

Sii = 3(mod4) y como k = 3(mod4), entonces i = k(mod4), aplicando
el (4.c) tenemos que (z;, z0) € F(D).

7.c. Por demostrar que (z;, z;) € F(D) para cualquier ¢, j € {0,1, ..., k}
tales que i € I, y j —i = 1(mod4).

Sea r € {0,1,...,n} tal que u, = z;, renombramos los vértices de C de
tal forma que el ciclo inicie en u,., uniendo las correspondientes trayec-
torias entre los vértices de C obteniendo un camino dirigido cerrado
Cl = (Zo, ..., Zx, Zo) que es igual a C'* con los vértices renombrados de
la siguiente manera:
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Para cada t € {0,...,k} tenemos que Z; = z.y;, asi Zp = z;, por (3.c)
tenemos que (Zo, z;) € F(D) si t = 1(mod4).

Sea j € {0, ..., k} tal que j —i = 1(mod4), entonces (Zo,Z;—;) € F (D),
como zZo = 2; ¥ Zj—; = z; entonces (z;,2;) € F(D).

8.c. Por demostrar que (zj, 2;) € F(D) para cualquier ¢, j € {0,1, ..., k}
tales que i € I, y j —i = 3(mod4).

Procediendo de la misma manera que en el inciso (7.c) obtenemos CT
y aplicando (6.c) obtenemos (Z;,Zo) € F'(D) si t = 3(mod4).

Sea j € {0, ..., k} tal que j —i = 3(mod4), entonces (Z;_;,Zy) € F (D),
como zy = z; ¥ Z;—; = z; entonces (z;,2;) € F(D).

9.c. Por demostrar que {z;, z;_3} € F(D) para cualquier i € {0, 1, ..., k}.

Procederemos por contradiccion, supongamos que (z;_s, 2;) € F(D)
para cualquier ¢ € 0,1, ..., k.

Como i — (i — 3) = 3(mod4) por (8.c) i —3 ¢ I,, y como (i —3) —i =
1(mod4) por (7.c) i ¢ I,. Ahora por 1 {i —3,i —2,i—1,i} N1, # 0,
pero por lo anterior {i — 2,7 — 1} N I, # ), analizaremos estos 2 casos.

9.c.a. Supongamos que i — 2 € [,,.

Sea j € {0,...,n} tal que z;_o = u;. Como i + 1 — (i — 2) = 3(mod4),
entonces por (8.¢) (241, zi—2 = u;) € F(D), por otro lado (i —5) — (i —
2) = 1(mod4), entonces por (7.c) (zi—2, zi—5) € F(D).

2 _ _ _

Sea C* = (Uj = Zi—2, Ri—5s Ri—4s Ri—3y Zjy Zi+1y Ri—2 — Uj), €S un Cﬁ de D
que por hipétesis es moncromético supongamos que es de color 1. Por
construccion de C* w;_q1 € {zi_¢, 2i—4, 2i—3 }-

Como i — 3 ¢ I,,, entonces u;_1 # zj_3.

Si uj_1 = zi_4, entonces {u;_1,u;} C V(C?) y por lo tanto existe
una u;, ;i —trayectoria dirigida monocromatica en D, lo cual implica
que (uj_1,u;) es una flecha simétrica de C en C'(D), contradiccién con
nuestra suposicion.
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Entonces uj_1 = 2,_g, como (i + 1) — (i — 6) = 3(mod4), entonces por
(80) (ZZ'+1, Zi—g = Uj_1> c F(D)

Sea C3 = (uj—l = Zi—6y Ri—b5y Ri—4s Ri—3y Riy Zi+1s Ri—6 — Uj_1>, €S un C6
de D que por hipétesis es moncromatico y como (z;_3,2;) € F(C?) N
F(C?), entonces C® es de color 1. Por lo tanto (u; = 2;_2,C?, 2;11) U
(Zit1, 2i—¢ = U;j—1) €s una u;u;_y—trayectoria dirigida monocromatica
en Dy por lo tanto (uj_1,u;) es una flecha simétrica de C en C'(D),
contradicciéon con nuestra suposicion. Por lo tanto este casos no es
posible.

9.c.b. Supongamos que i — 1 € I,

Sea j € {0, ...,n} tal que z,_; = u;. Como (i+2) — (i — 1) = 3(mod4),
entonces por (8.¢) (242, zi-1 = u;) € F(D), por otro lado (i —4) — (i —
1) = 1(mod4), entonces por (7.c) (z;—1,zi—4) € F(D).

2 _ _ —

Sea C* = (Uj = Zi—1y Ri—45 Ri—3 Ry Ri+1s Zi+25 Ri—1 — Uj), €S un Cﬁ de D
que por hipoétesis es moncroméatico supongamos que es de color 1. Por
construccion de C* i1 € {2, Zig1, Zivs )

Como ¢ ¢ I, entonces ;1 # z;.

Si uji1 = ziy1, entonces {u;,u;41} C V(C?) y por lo tanto existe
una uj41u;—trayectoria dirigida monocromatica en D, lo cual implica
que (u;,uj11) es una flecha simétrica de C en C'(D), contradiccién con
nuestra suposicion.

Entonces uj 1 = 243, como (i —4) — (i + 3) = 1(mod4), entonces por
(7.¢) (uj+1 = ziys, 2i-a) € F(D).

Sea C% = (Uj11 = Zit3, Zimas Zio3s Ziy Zid1, Zi42, Zit3 = Uji1), €s un Cp
de D que por hipétesis es moncromatico y como (2;_3,2;) € F(C?) N
F(C?), entonces C® es de color 1. Por lo tanto (u;j11 = 2iy3,2i—4) U
(zi_4, C?% 2 = u;) es una u;4+1u;—trayectoria dirigida monocromatica
en D y por lo tanto (uj, u;j41) es una flecha simétrica de C en C(D),
contradiccion con nuestra suposicion. Por lo tanto este caso tampoco
es posible.

Por lo tanto (z;, z;—3) € F(D) para cualquier i € {0,1, ..., k}.
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Terminamos la prueba con los siguientes incisos.

10.c. En C' debe existir al menos dos flechas con colores distintos,
es decir, para algun ¢ € {0,....,k}, (z;_1,2i) v (25, zi11) son de colores
distintos, de lo contrario C' es monocromético y por lo tanto todas
las flechas de C serfan simétricas en C'(D), contradiccién con nuestra
suposicion.

11.c. Sii € {0,...,k}, v (zi—1,2) v (2, 2zi+1) son de color distinto,
entonces ¢ € I,. Por (1) {i —3,i—2,i—1,i} N1, # 0.

Sea 1o =min{r € {0,1,2,3} | i —r € I,,}.

Sea j € {0,...,n} tal que z;,_,, = u;, entonces u; € {z_3, zi_2, Zi—_1, % },
por construccion de C* tenemos que w1 € {2i—rg 11, Zirg+2s Zimrota} C
{Zi—27 Zi—15 i
) Zid1s Zi42, Zit3s Zigd )

Consideremos ¢ € {i —ro+ 1,7 —ro+2,i —ro + 4} tal que w11 = 2
por la eleccion de 1o y como ¢ € I, y ¢ ¢ {i —2,i — 1,i}, es decir,
Wjp1 € {Zig1, Zig2, Zig3, Ziga)-

Si la trayectoria 7} es de longitud 4, entonces es monocromatica y
no puede contener a la vez a las flechas (z;_1, 2;) v (2, zi41), entonces
Z2i =U; Y Zi4qa = Ujy1- Por lo tanto ¢ € ]p-

Si la trayectoria T} es de longitud 1, entonces z; = u;, es decir, @ € I,,.
Supongamos que 7} es de longitud 2, entonces u; € {z_1, 2 }.
Si Uj = Zi—1, entonces Uj1 = Zi41 POT (90) (Zi+2, Zi—l) € F(D)

Sea C2 = (Uj = Zi—1, iy Zit+1l = Uj41, 242, Zi—1 = Uj) €S un C4 que por
hipotesis es 1-casimonocromatico, como las flechas (z;_1, z;) v (2, 2i+1)
son de color distinto, entonces (u;j+1 = 241, Zit2) ¥ (Zit2, zi—1 = u;) son
del mismo color, entonces existe u;; u;—trayactoria dirigida monocro-
matica en D, por lo tanto (u;,uj;+1) es una flecha simétrica de C en
C(D), contradiccion con nuestra suposicion, por lo tanto u; = z; y en
consecuencia i € I,.
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Supongamos que (z;_1,2;) es de color 1y (z;,z;41) es de color 2, en-
tonces:

12.c. {i—1,i+1}NI, = 0. Por (11.c) i € I,, supongamos que z; = u;
para algtin j € {0,...,n}.

Supongamos que ¢ — 1 € I,, entonces por construcciéon de C*! z;,_; =
w;j—1. Por (9.¢) (2i42,2i-1) € F(D),sea C? = (uj_1 = 2i_1, zi = U, Zi41,
Zit2, zi—1) es un Cy que por hipotesis es 1-casimonocroméatico, como las
flechas (z;_1, 2;) y (2i, zi+1) son de color 1 y 2 respectivamente, entonces
(zi+1, Zix2) ¥ (Zix2, zi—1) son del mismo color digamos a, con a € {1,2}.

U; = 2 9 Zit1

Uj—1 = Zi—1 Zi+2

Figura 3.37

Si @ = 2, entonces tenemos que (z; = Uj, Zit+1, Zit2, Zim1 = Uj_1) €S
una u;u;_;—trayectoria dirigida monocromética en D, por lo tanto
(uj_1,u;) es una flecha simétrica de C en C(D), contradiccién con nues-
tra suposicion.

Por lo tanto a = 1, por (1l.c) i + 1 € I, y por construccion de
Cl Zi+1 = Uj41, entonces (Uj+1 = Zi+1, Ri42, %i—1 = Uj—1,%; = Uj)
es una u;iiuj—trayectoria dirigida monocromatica en D, por lo tan-
to (uj,u;41) es una flecha simétrica de C en C(D), contradiccion con
nuestra suposicion. Por lo tanto ¢ — 1 ¢ 1,,.

Supongamos ahora que i + 1 € I,, entonces por construccion de C*
Zix1 = Ujp1 y por (9.¢) (zit1,2i—2) € F(D), sea C* = (2;_9,2i_1,2; =
Uj, Zig1 = Ujt1,2i—2) €s un Cy que por hipotesis es monocromatica,
como las flechas (z;_1, 2;) ¥ (2;, zi41) son de color 1y 2 respectivamente,
entonces (2,41, 2i—2) v (2i_2, z;_1) ambas son de color b, con b € {1, 2}.
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Zi—1 Uj = 2

Zi—o b Wil = Zig1

Figura 3.38

Sib=1, entonces (Uj41 = Zit1, Zi—2, Zi—1, % = U;) €S UNA Uj4U;—tra-
yectoria dirigida monocroméatica en D, por lo tanto (u;,u;+1) es una
flecha simétrica de C en C'(D), contradiccién con nuestra suposicion.

Por lo tanto b = 2, por (11.c) i — 1 € I, pero esto no es posible ya que
acabamos de mostrar que i — 1 ¢ I,,.

Por lo tanto {i — 1,i+ 1} NI, = 0.

13.c. (241, zir2) tiene que ser de color 2. En caso contrario (z;, zij11),
(Zit1, 2i+2) serfan de color distinto y por (11.c) i+1 € I, contradiccion
con el inciso (12.c).

14.c. (z;_9, z;_1) tiene que ser de color 1. En caso contrario (z;_2, 2;_1),
(zi—1, 2;) serfan de color distinto y por (11.c) i — 1 € I, contradiccion
con el inciso (12.c).

15.c. Por demostrar que el subtorneo H generado por el conjunto de
vértices {z;_a, 2i_1, 2, Zit1, Zix2} €s un torneo ciclicamente 4-partito.

Sea V| = {Zi—2,Zi+2}, Vo = {Zi—1}, Vs = {Zi}, Vi = {Zi—l—l}- Por
definicion de C* existen en D las flechas (z;_9, z;i_1), (2i-1, %), (25, 2i41),
(zi+1, ziva) y por (9.c) existen en D las flechas (z;11, z;2) ¥ (zi2, 2i—1),
entonces tenemos que todo vértice de V; es adyacente a todo vértice
de Vi1, la suma es tomada modulo 4. Por lo tanto H es un torneo
ciclicamente 4-partito.

Finalmente observemos que H es la union de los ciclos C? y C* men-
cionados en el inciso (12.¢).
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En C? la flecha (z;_1,2;) es de color 1, (z;,2i41), (2it1, Ziz2) son de
color 2 y como C? es 1-casimonocromatico, entonces (ziv2,zi—1) es de
color 2.

Por otro lado en C? tenemos que (z;, 2;41) es de color 2 y (z;_2, 2i_1),
(2i-1,2;) son de color 1 y como C? es 1-casimonocromatico, entonces
(2i+1, zi—2) es de color 1.

Uj = Zi 2 Zit1
1
2
Zi—1 2 O
Zi4+2
1 1
)
Figura 3.39

Como H tiene 3 flechas de color 1 y 3 de color 2, esto contradice la
hipotesis de que todo subtorneo ciclicamente 4-partito de orden 5 en
D es 2-casimonocromatico.

Con esto finalizamos la prueba.

Por lo tanto todo ciclo de C(D) tiene al menos una flecha simétrica,
lo cual implica que C'(D) es nucleo perfecta y por el Teorema 2.4.7 D
tiene nicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas. m

Ahora si tenemos dos digraficas 3-coloreadas con nicleo por trayec-
torias dirigidas monocromaéticas, ;la union de estas tendra nicleo por
trayectorias dirigidas monocroméaticas?.

Veamos un ejemplo:

Sea Dy y Dy dos digraficas 3—coloreadas.
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D : D, :

L3 Y3 4
x
Ly Y2 5
1
I 9
L5 n 6
Figura 3.40
N1 = {z1,22} vy No = {yg} son nicleos por trayectorias dirigidas

monocromaticas de Dy y Dy respectivamente, en este caso podemos
observar que si unimos las dos digraficas tomando cualquier vértice
arbitrario, no cualquier vértice nos sirve para que la digrafica resultante
tenga nucleo por trayectorias dirigidas monocromaticas, por ejemplo en
D; tomamos el vértice x3 y en Dy el vértice yo v las unimos la digrafica
resultante no tiene nucleo por trayectorias dirigidas monocromaticas,

el lector puede comprobarlo en la figura 3.41.

Figura 3.41
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Nuestra siguienta pregunta es ;qué pasa si tomamos dos digraficas
m—coloreadas con niicleo por trayectorias dirigidas monocromaéticas y
aplicamos la operacion de suma la resultante tendra niicleo por trayec-
torias dirigidas monocromaticas?. La respuesta es si, y se demuestra a
continuacion.

Definimos la operaciéon suma:

y
(D1) U F(D2) U{(u,v)/u€V(Dy) yveV (D)}

Sea D; y Dy dos digraficas m-coloreadas con ntucleo por trayectorias
dirigidas monocromaticas. Demostraremos que D; + Dy = D* tiene
nucleo por trayectorias dirigidas monocromaéticas.

Sabemos por hipotesis que Dy y D5 tiene nicleo por trayectorias di-
rigidas monocromaticas, sean N; y N, respectivamente.

Por definicion de la operacion suma tenemos que (u,v) € F(D*) tal
que u € V(D) y v € V(Dy), es decir, todos los vértices de Dy van a
todos los vértices de Ds, por lo tanto Ny es niicleo por t.d.m en D* ya
que Ny es nicleo por t.d.m en Dy y Dy C D*.

Por lo tanto Dy + Dy = D* tiene ntcleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas. m

., Qué pasa si una de las dos digraficas no tiene nicleo por t.d.m, D*
tendra niicleo por t.d.m?; veamos un ejemplo.

Consideremos dos digraficas, D; la cual no tiene nicleo y D, con
N = {x4} como nucleo, ver figura 3.42.
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T 2 XT3
1 1: 3
T3 T 2 05174

Figura 3.42

Primero sumamos D; + Ds. Veamos que pasa con la resultante.

Figura 3.43

Como podemos observar la resultante de Dy + D5 si tiene niicleo y no
importa la coloraciéon de las flechas, esto es porque las flechas van de
Dy a D, y el nucleo de D5 absorbe a todos los vértices de Dy .

Ahora sumamos Dy + D;. Veamos que pasa con la resultante.
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Figura 3.44

Aqui podemos observar que Dy + Dy no tiene nicleo, pues todas las
flechas van a D, el cual no tiene nucleo.



Capitulo 4

Seminticleo médulo ¢ por Trayectorias
Monocromaticas.

Continuamos con los torneos bipartitos m—coloreados, definiremos lo
que es un seminicleo modulo ¢ por trayectorias dirigidas monocromati-
cas, que nos seré de gran utilidad para demostrar que todo torneo bi-
partito bajo cieta condicién que en este capitulo daremos, tiene niicleo
por trayectorias dirigidas monocromaéticas. Trabajaremos con m > 3.

111
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4.1. Semintuicleos Moédulo i por Trayectorias
Dirigidas Monocromaticas.

Comenzaremos demostrando el Lema 4.1.1 el cual nos ayudara a dar
solucion al teorema 4.1.2 para posteriormente definir lo que es un semi-
ntucleo modulo 4.

Lema 4.1.1. Si D es una digrafica y no es fuertemente conexa, en-
tonces tiene al menos una componente fuertemente conexa terminal

final.
Demostracion.

Supongamos por contradiccion que no tiene componentes fuertemente
conexas terminales, es decir, a cada componente fuertemente conexa en
D le sale al menos una flecha.

Como D es finita, entonces cada componente fuertemente conexa es
finita.

Supongamos que D tiene n componentes fuertemente conexas.

Sea B; una componente fuertemente conexa, llamemos By a la com-
ponente fuertemente conexa tal que existe la By By—flecha, Bs a la
componente fuertemente conexa tal que existe la ByBs—flecha y asi
sucesivamente hasta obtener una sucesion { By, By, Bs, ..., B, } de com-
ponentes fuertemente conexas en D tal que existe la B; B;.1—flecha en
Dy B;# B, parai# jconi,je{l,2,..,n}

Como a cada componente fuertemente conexa le sale al menos una
flecha y D es finita tenemos la B, B;—flecha en D con B; € {Bj, By, ...,
By_1}, pero por la construccion de la sucesion de las componentes
fuertemente conexas se tiene que existe la B;Bj 1 —flecha, B 1B, o—
flecha, ...,B, 1 B,—flecha en D. Por lo tanto para todo {u,v} C UL,V
(B;) existe un wv—camino dirigido, entonces Bj, Bji1,...B,_1, By, for-
man una sola componente fuertemente conexa, contradiccién pues su-
pusimos que todas las B; son componentes fuertemente conexas de D,
con (i=y4,7+1,...,n).
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Por lo tanto D tiene al menos una componente fuertemente conexa
terminal. m

Ahora ya tenemos la herramienta para demostrar el siguiente teorema.

Teorema 4.1.2. Si D es una digrafica, entonces existe B C V(D) tal
que:

1. No existen uv—trayectorias para {u,v} C B.
2. Para cada = ¢ B existe una x B—trayectoria.

Caso 1. D es fuertemente conexa.

Entonces para todo {x,y} C V(D) existe una zy—trayectoria dirigida
y existe una yx—trayectoria dirigida por lo que el conjunto B que
buscamos consta de un sélo vértice y es cualquier vértice arbitrario
de D, dado que es independiente y existe la yB—trayectoria dirigida
Yy e V(D) — B.

Caso 2. D no es fuertemente conexa.

Entonces nos tomamos todas sus componentes fuertemente conexas
y por el Lema 4.1.1 D tiene al menos una componente fuertemente
conexa terminal.

Como D es finita sus componentes son finitas.

Supongamos que D tiene n componentes fuertemente conexas y m
componentes fuertemente conexas terminales.

Sean { B, By, Bs, ..., B,y } el conjunto de las componentes fuertemente
conexas terminales en D, a estas componentes no le salen flechas.

Nos tomamos un vértice arbitrario de cada B; con i € {1,2,...,m}.

Sea B = {x; € B; | B; es una componente fuertemente conexa termi-

nal en D}.
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B es un conjunto independiente, ya que para cualquier z;,z; € B
con i # j I't(x;) € B; y I'"(x;) € B;j con B; # Bj, por lo tanto
(zi,25) ¢ F(D) y (x;,2;) ¢ F(D).

Ahora vamos a demostrar que para todo y € V(D) — B existe una
yB—trayectoria dirigida.

Caso a. y € B;.

Como B; es una componente fuertemente conexa terminal V y €
V(B;) — z; existe la yz;—trayectoria dirigida.

Casa b. y € V(D) — {By, B, ..., B, }.

Supongamos que y € H; con j € {1,2,...,n}, H; componente fuerte-
mente conexa.

Como H; no es una componente fuertemente conexa terminal, en-
tonces 't (H;) ¢ H;, por lo que existe un H;yy tal que existe la
H;H; —flecha, si H;;; es una componente fuertemente conexa termi-
nal terminamos si no existe un H; o tal que existe la H;;,H; o—flecha
si Hjo es una componente fuertemente conexa terminal terminamos si
no existe un H;;3 y asi continuando con este método como D es finita
en algin momento llegaremos a una componente fuertemente conexa
terminal.

Por lo tanto para todo y € V(D) — B existe una yB—trayectoria
dirigida.

Por lo tanto B es el conjunto buscado. m

Teorema 4.1.3.[12] (Sands, Sauer y Woodrow). Si D es una digrafica

posiblemente infinita 2-coloreada, sin trayectorias infinitas exteriores,
entonces D tiene nticleo por trayectorias dirigidas monocromaticas.

En la observacion 4.1.4 veremos que pasa cuando m = 1y m = 2,
apartir de aqui se aclarara el porque trabajaremos con m > 3.
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Observacion 4.1.4. Si T' es un torneo bipartito m—coloreado con
m < 2, entonces T tiene nicleo por trayectorias dirigidas monocromati-
cas.

Demostracion.

a) m = 1. Entonces por el Teorema 4.1.2, T' tiene nticleo por trayec-
torias dirigidas monocromaticas N = B.

b) m = 2. En este caso T satisface las hipotesis del Teorema 4.1.3,
por lo tanto T" tiene niicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas.
]

La siguiente definicién nos seréa de gran utilidad para demostrar que los
torneos bipartitos tienen nicleo por trayectorias dirigidas monocromati-
cas.

Definicion 4.1.5. Sea D una digrafica m—coloreada, sean 1,2, ...m
colores distintos, i € {1,...,m} cualquiera pero fijo. Un subconjunto
S C V(D) es un seminticleo de D modulo i por trayectorias dirigidas
monocromaticas si se cumplen las siguientes condiciones:

1. S es independiente por trayectorias dirigidas monocromaéticas, es
decir, para {u,v} C S, no existe uv—trayectoria dirigida monocromati-
ca y no existe vu—trayectoria dirigida monocromaética.

2. Para cada z € V(D) — S tal que existe Sz—trayectoria dirigida
monocromatica de color distinto de 4, existe una zS—trayectoria diri-
gida monocromatica en D.
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Figura 4.1

En la figura 4.1 podemos observar que el conjunto S = {zs, x5, x7} de
la digraficas D 5—coloreada es un semintcleo modulo i, ya que el con-
junto es independiente pues no existen trayectorias dirigidas monocro-
maéticas entre sus elementos.

Para las trayectorias dirigidas que le salen al conjunto Sy son de color
distinto de 7 existe una trayectoria dirigida que regresa al conjunto S
por ejemplo:

Existe xsrg—trayectoria dirigida monocromética de color 1 y
xgry—trayectoria dirigida monocromatica de color 7.

xr7x1—trayectoria dirigida monocromaética de color 2 y
xr1x9—trayectoria dirigida monocromatica de color 3.

xrry—trayectoria dirigida monocromatica de color 2 y
xr4x5—trayectoria dirigida monocromatica de color 4.
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Lo cual satisface la segunda condicion.

La definicién anterior generaliza la definicién 2.2.1 de seminticleos del
capitulo 2 dada por V. Neumann-Lara [9].

Para los teoremas posteriores utilizaremos la siguiente hipotesis: I't (u)
es monocromatico para cada u € V(D).

Teorema 4.1.6. Sea D una digrafica m—coloreada tal que I't(u) es
monocromatico para cada u € V(D). Entonces D tiene seminicleo
modulo ¢ distinto del vacio por trayectorias dirigidas monocromaticas
para cada i € {1,...,m}.

Demostracion.

Como D es una digrafica m—coloreada podemos suponer que en D
existen flechas de color ¢ para cada i € {1,...,m}.

Sea zp € V(D) tal que I'*(29) es de color 3.

Es claro de la definicién que 2y es un seminticleo médulo ¢ distinto del
vacio por trayectorias dirigidas monocromaéaticas. m

Sean i € {1,...,m} y I'; = {5 | § es un semintcleo modulo 7 distinto
del vacio por trayectorias dirigidas monocromaticas de D}.

Observemos que en las digraficas con I'" () monocromético para cada
u e V(D), T; # 0 por el Teorema 4.1.6.

Definiciéon 4.1.7. Sea {Si,S2} C T;. Decimos que S; < Sy si para
cada z; € 9] existe ro € Sy tal que satisface una de las siguientes
condiciones:

1. 1 = T2

2. Existe xjzo—trayectoria dirigida monocromética de color ¢ y no
existe wox—trayectoria dirigida monocromaética de color .
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Figura 4.2

En la figura 4.2 podemos observar dos conjunto S; = {zg} y Sy =
{9, x4, 7} los cuales son semintcleos modilo i, por la definicién an-
terior tenemos que S; < Sy dado que para xg € S existe xo € Sy tal
que existe la xgro—trayectoria dirigida monocromatica de color ¢ y no
existe la zoxg—trayectoria dirigida monocromética de color <.

Notaciéon 4.1.8. Denotaremos por:

1. 21 = x4 si existe 2,25— trayectoria dirigida monocromatica de
color .

2. 11 »' x5 si no existe x,z,— trayectoria dirigida monocromética
de color 7.

Teorema 4.1.9 (I';, <) es un conjunto parcialmente ordenado.

Demostracion.

a) S < S para cada S € T;.
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Sea x € S.
Es claro que & = x para cada x € S.
Por lo tanto S < S.

b) Si {S1,S52} C I'; y son tales que S; < Sy y Sy < Sy, entonces
Sl = SQ.

Por demostrar que S; C S,.

Sea x; € Sp, probaremos que x; € Ss.

Como S; < 95, tenemos que existe xo € S5 tal que 1 = 29 6 1 — 29
yV Tg ' x7.

Analicemos los dos casos:

Caso b.1. Si zy = zo, entonces x; € Ss.
Caso b.2. Si 71 5 25 v 29 -5 71.

Como z9 € Sy y Sy < S existe u; € Sy tal que To = Uy 6 Ty N Uy
up " To.

Analicemos estos dos subcasos:
} i
b.2.1. Si 3 = wuy, entonces ;7 — x93 = wuy con {x,u1} C S,

lo que contradice que S; es independiente por trayectorias dirigidas
monocromaticas.

b.2.2. Si 29 — wu; y u; —»' x9, entonces x;y — T, — u; €s un
camino dirigido monocromatico el cual contiene una trayectoria di-

rigida monocromatica por el Teorema 1.1.29, por lo tanto z; — w4
lo que contradice que S; es independiente por trayectorias dirigidas
monocromaticas.

Por lo tanto el caso b.2 no es posible.

Por lo tanto S; C S,.
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La demostracion para el caso en que Sy C S; es analoga.

Asi Sl = SQ.

C) Si Sl < Sg y Sg < Sg, entonces Sl < Sg, para Sl, Sg, Sg - Fz

2

Sea x1 € S;. Por demostrar que existe x3 € S3 tal que x; = 23 0
Z' .
Ty — X3y T3 - x1.

Como 57 < Ss, entonces existe xo € S5 tal que x1 =29 6 11 — T2 ¥
To " Tq.

Analicemos los dos casos:

Caso c.1. Si 21 = 2.

Como S5 < S3, entonces existe x3 € S3 tal que o = 23 6 9 — 3y
T3 " To.

Analicemos estos dos subcasos:

c.1.1. Si 9 = x3, entonces x; = xo = x3 con r3 € Ss.

c.1.2. Si z, R T3y X3 »" 19

Como x1 = x5, entonces tenemos que x| = Ty LR T3y T3 -t 1y = 27.
Caso c.2. Si z; 5 9 y Tg ' 11,

Tenemos los siguientes dos subcasos:

c.2.1. Si 1y = 73, entonces ¥ - 3 v T3 - 1.

c.2.2. Si xy — x3 y 3 " To, entonces ry — Xy y T9 — x3 y por el
i
Teorema 1.1.29 1 — z3.

Por demostrar que x3 =" .
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Supongamos por contradiccion que existe x3 — x;. Como existe x; —

(3 .
Zo, entonces por el Teorema 1.1.29 3 — x5 lo cual contradice que
T3 " To.

Por lo tanto S; < S3. m

4.2. Nicleo por Trayectorias Dirigidas
Monocromaticas para Torneos
Bipartitos.

Notemos que como D es finita y (I';, <) es un conjunto parcialmente
ordenado, entonces tiene elementos maximos.

Denotemos con 7T} al torneo tal que:

V(T) = {1, x9, 3,24} son los vértices.
F(T) = {(z1,x2), (v2,x3), (73, %4), (x1,74)} son las flechas.

Denotemos con (1,1,2) a la digrafica 3-coloreada la cual es una sub-
division de Cj tricolor, es decir, a C3 le agregamos un vértice sobre
cualquiera de sus flechas para obtener un nuevo vértice y una nueva
flecha la cual tendra el color y la direccion de la flecha original.

V(17 17 2) = {'Uly V2, U3, U4}
F(1,1,2) = {(v1,v2), (v2,v3), (v3,v4), (v4,v1)} tal que (vq,v2) es
de color a, (vy,v3) es de color b, (vs,v4) y (v4,v1) es de color c.

T, (1,1,2)
X ) v Vo
c b
T4 XT3 () Cc U3

Figura 4.3
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En adelante, sin perder generalidad supondremos que m > 3, por la
observacion 4.1.4.

Teorema 4.2.1. Sea T un torneo bipartito m—coloreado, con m > 3
tal que I't(u) es monocromatica para cada u € V(T'). Si todo T con-
tenido en T" es a lo mas 2—coloreado y 7" no contiene (1,1, 2) subdivi-
siones de Cj tricolor, entonces 7' tiene ntcleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas.

Demostracion.
La demostracion se hara por induccion sobre |V/(T')].

Observemos que si [V(T)| < 3 a lo méas tendremos 2 flechas y por lo
tanto 7" no puede ser 3-coloreado.

1. Si |V(T)| = 4.

Tenemos los siguientes casos:

1.1. Si T es un torneo bipartito tal que V(T) = {x1,z9, 3,24} ¥

F(T) = {(x1,22), (z1,23), (x1,24)}, entonces este caso no es
posible, pues I't(u) es monocromética para cada u € V(T) y
m > 3.

L1 L3

O
: 1
T )
.’I?QO L4
Figura 4.4

1.2. Si T es un torneo bipartito tal que V(T') = {z1,x9, 23,24} y
F(T) = {(x1,22), (x3,71), (x4,21)} con (x1,z5) es de color 1,
(x3,21) es de color 2 y (z4,21) es de color 3. En este caso N =
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{9, 3,24} es nicleo por trayectorias dirigidas monocrométicas
de T

T 1 i)
O
T 2
3
Ty X3
Figura 4.5

1.3. Si T es un torneo bipartito tal que V(T) = {x1, 22, x3,24}
y F(T) = {(z2,21), (x3,21), (x4, 1)} con (xq,x1) de color 1,
(x3,21) de color 2y (z4,21) de color 3. En este caso N = {z}
es nucleo por trayectorias dirigidas monocrométicas de 7T'.

Xy X3

Figura 4.6

1.4. Si T es un torneo bipartito tal que V(T) = {x1,z9, 23,24} ¥
F(T) = {(z1,22), (21, 23), (x4, 1)}, este caso no es posible, pues
I'*(u) es monocromatica para cada v € V(T) y m > 3.
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X1 )
L0
1
T: 2
Ty xr3
Figura 4.7

1.5. Si T es un torneo bipartito tal que V(T') = {z1,x9, 23,24} y
F(T) = {(z1,x3), (1,24), (2, x3), (T2, 74) }, este caso no es posi-
ble, pues I'* (1) es monocromatica para cada u € V(T') y m > 3.

T i)
2
T 1
2
XT3 L4
Figura 4.8

1.6. Si T" es un torneo bipartito tal que V(T') = {z1,x9, 23,24} y
F(T) = {(z1,x3), (2, 23), (x2, x4), (x4, 1)} con (z1,x3) de color
1, (x4, 1) de color 2, (x2,z3) y (22, 24) de color 3. Este caso no
es posible, pues T contiene un 7} 3-coloreado.

Ea )

w

Xy 3
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Figura 4.9

1.7. Si T es un torneo bipartito tal que V(T') = {z1,x9, 23,24} y
F(T) = {(z1,23), (21, 34), (w3, 2), (x4, 22) } con (1, 23) y (21, 24)
de color 1, (x3,22) de color 2 y (24, x2) de color 3. En este caso
N = {z1,x2} es nicleo por trayectorias dirigidas monocromati-
cas de T'.

X1 X9
5 O
T 1
2
Ty X3
Figura 4.10

1.8. Si T" es un torneo bipartito tal que V(T') = {z1,x9, 23,24} y
F(T) = {(x1,23), (x2, 24), (z3, 22), (x4, 21) } con (21, x3) de color
1, (x5, 22) de color 2, (x4, 1) de color 3 y (x2,x4) de color b.

X1 )
b
T 3
2
Ty £x3
Figura 4.11

En este caso tenemos los siguientes subcasos:

1.8.1. Si b = 1, entonces T tiene nucleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas, N = {xy,z5}.
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1.8.2. Si b =206 b = 3, entonces T contiene (1, 1,2) subdivision de
Cj tricolor, por lo que no es posible.

1.8.3. Si b = 4, entonces T tiene nucleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas, N = {x, z5}.

2. Hipotesis Inductiva. Supongamos que T es un torneo bipartito
m—coloreado que satisface las hipotesis del Teorema y [V (7T')| <
n — 1, entonces T tiene nicleo por trayectorias dirigidas mono-
cromaticas.

3. Sea T un torneo bipartito m-coloreado que satisface las hipotesis
del Teorema y |V(T)] > n, n > 5. Probaremos que 7T tiene
nucleo por trayectorias dirigidas monocromaéticas.

Supongamos lo contrario que 7' no tiene ntcleo por trayectorias di-
rigidas monocromaticas.

Como I'(u) es monocromatico por el Teorema 4.1.6 sabemos que T’
tiene semintcleo moédulo ¢ distinto del vacio por trayectorias dirigidas

monocromaticas.

Sea S un elemento maximo (I';,<). Entonces S no es nucleo por
trayectorias dirigidas monocromaéticas de 7'.

Sea X = {z € V(T')—S | no existe ©S— trayectoria dirigida monocro-
maética}.

Como S # () y S no es nicleos por trayectorias dirigidas monocromati-
cas se tiene que 7T'[X,] es una subdigrafica inducida propia de 7.

Por lo tanto T'[ X tiene nucleo por trayectorias dirigidas monocrométi-
cas, llamémosle Ny.

Sea B = {z € S |no existe xNy—trayectoria dirigida monocromatica
de color i en T'}.

Entonces tenemos las siguientes afirmaciones:
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a) (B U No) erl;.

a.l. Por demostrar que B U Ny es independiente por trayectorias
dirigidas monocromaéticas.

a.l.1. B es independiente por trayectorias dirigidas monocrométicas,
pues B C S.

a.1.2. Por demostrar que Ny es independiente por trayectorias dirigidas
monocromaticas en 7.

Observemos que N es independiente por trayectorias dirigidas
monocromaticas en 1T[X], pues Ny es nicleo de T'[X,).

Supongamos por contradiccion que Ny no es independiente por
trayectorias dirigidas monocromaticas en 7', por lo que existe
{z,y} C N, tal que existe una ry—trayectoria dirigida monocro-
matica, & = (z, Uy, ..., Up, Y)-

Para o tenemos las siguientes afirmaciones:

a.1.2.1. V(a) N (V(T) — Xo) # 0.

Supongamos por contradiccion que V() N (V(T) — Xg) = 0,
entonces V(a) C Xy lo que contradice que Ny es independiente
por trayectorias dirigidas monocrométicas en 77 X).

Por lo tanto V() N (V(T) — Xo) # 0.
a.1.2.2. V(a)N S = 0.

Supongamos por contradiccion que V(a)NS # ), de donde existe

w € V(a)N S, entonces w = u; para algun i € {1,...,n} asi que

(x,uq,...,u; = w) es una rw—trayectoria dirigida monocromati-

ca, contradiciendo la definicién de Xg, ya que z € Xoy w € S.
Por lo tanto V(o) NS = (.

Como V(a) N (V(T) — Xo) # (), entonces existe z € V(a) N
(V(T) — Xo) y por lo anterior podemos suponer que z ¢ S. Por
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lo tanto existe una zS—trayectoria dirigida monocromaética en
T, llamémosle 7.

Como z € V(a) N (V(T) — Xo) y I'"(2) es monocromatico se
tiene que « y -y tienen el mismo color ya que z # x y 2z no es el
ultimo punto de « pues z ¢ Np.

Ahora (z, a, z) U7y es un camino dirigido y por el Teorema 1.1.28
contiene una xS—trayectoria dirigida monocromatica, lo cual
contradice la defincion de Xy, pues x € Ny C X,.

Por lo tanto Ny es independiente por trayectorias dirigidas
monocromaticas en 7.

. Demostraremos que no existe BNy— trayectoria dirigida mono-

cromatica.

Supongamos por contradiccidon que existe v € B y existe u € N
tal que existe vu—trayectoria dirigida monocromética, llamé-
mosle « la cual es distinta del color i, ya que v € B. Como
S C T, S es semintcleo por trayectorias dirigidas monocrométi-
cas modulo ¢ distinto del vacio, entonces por definicién existe
uS— trayectoria dirigida monocromatica en T, lo cual contradice
la definiciéon de Xj.

Ahora probaremos que no existe Ny B— trayectoria dirigida mo-
nocromatica.

Como B C S, Ny C X, y por la definicion de Xy no existe
NyB— trayectoria dirigida monocromética.

Por lo tanto B U N, es independiente por trayectorias dirigidas
monocromaticas.

Por demostrar que para cualquier z € V/(T') — (B U Ny) tal que
existe (B U Ny)z—trayectoria dirigida monocroméatica de color
distinto de i, existe z( BUNy)—trayectoria dirigida monocromati-
ca.
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Observemos que Ny es distinto del vacio, pues es nucleo de T'[ X,
de donde (B U Ny) es distinta del vacio.

Sea z € (V(T) — (BUN,)) tal que existe (B U Ny)z—trayectoria
dirigida monocromética en T" de color distinto de .

Supongamos por contradiccion que no existe z(B U Ny)—trayec-
toria dirigida monocromatica en 7'.

Sea w € (BUNy) y sea o una wz—trayectoria dirigida monocro-
matica de color j, con j # i, supongamos que j = 2.
Tenemos los siguientes casos:

Caso 1. w € B.

Como w € B C Sy S eI}, entonces existe zS—trayectoria dirigida
monocromatica en T, por lo que existe s € S y existe zs—trayectoria
dirigida monocromaética en T, llamémosle o’

Como estamos suponiendo que no existe zB—trayectoria dirigida mo-
nocromatica, entonces s ¢ By asi s € S — B.

Como {w, s} C S el cual es independiente por trayectorias dirigidas
monocromaticas, se sigue que a y o’ tiene diferente color, supongamos
que o es de color b # 2.

B
Figura 4.12
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Como s € S — B, entonces por la definicion de B se tiene que existe
u € Ny y existe una su—trayectoria dirigida monocromatica de color ¢,
llamémosle o”.

Si b = i, entonces o’ Ua” es un camino dirigido y por el Teorema 1.1.29
contiene una zu—trayectoria dirigida monocromatica con u € Nj.

Figura 4.13

Por lo tanto existe z(B U Ny)—trayectoria dirigida monocromatica,
contradicciéon pues supusimos que no existia la z(B U Ny)—trayectoria
dirigida monocromética.

Por lo que b # i y b # 2, por lo tanto b = 3.
Sil(a) = 1.

Entonces nos tomamos a z~ el vértice de o anterior inmediato a z
en o tal que (27,2) € F(a) y tomamos a st el vértice de o pos-
terior inmediato de s tal que s € o’ y (s,s7) € F(a"). Entonces
(27,2,5,87) es una trayectoria de longitud 3, sabemos que (u;,u;) €
F(D) 6 (uj,u;) € F(D) siy solo si j — i = 1(mod2) por el Lema 3.1.8
por lo que z~ y st son adyacentes.

Si (27,sT) € F(T), se tiene que es de color 2 pues « es de color
2 y I'f(27) es monocromético, entonces H[z™, z,s,s7] es un T}
tricolor, contradiccion con la hipotesis.
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Figura 4.14

Si(st,27) € F(T), " es de color i, I'"(sT) es monocromaético,
entonces tenemos las siguientes posibilidades:

l.a. () > 2.

Entonces (s, z7) es de color 7, en donde tenemos que H[z™, z, s, s1, 27|
esuna (1,1, 2) subdivision de Cj tricolor, contradiccion con la hipotesis.

1.b. (") = 1.
En este caso tenemos que s™ = w.
Como (u,z~) € F(T),entonces tenemos los siguientes casos:

1.b.1. (u,z7) es de color i, entonces H[u,z",z2,s,u] es una (1,1,2)
subdivision de Cj tricolor, contradiccion con la hipdtesis.

1.b.2. (u,z7) es de color 2, entonces Hlu, 2z, z,s,u| es una (1,1,2)
subdivision de Cj tricolor, contradiccion con la hipdtesis.

1.b.3. (u,z7) esdecolor jcon j#2 i#2yj#i.
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Tenemos los siguientes casos:
1.b.3.1. /(«a) > 2.

Entonces sea z” el vértice anterior inmediato a 2z~ en a de donde
(2,27, 2,8) es una trayectoria dirigida de longitud 3 y por el Lema
3.1.8 se tiene que 2" y s son adyacentes.

Si (2",s) € F(T) y es de color 2, pues a es de color 2 y I'"(2”)
es monocromatico, por lo tanto se tiene que H|[z", s, u, 27| es un
T, tricolor, contradicciéon con la hipotesis.

Figura 4.15

Si (s,2") € F(T) y es de color i, pues o es de color i y I't(s)
es monocromatico, entonces se tiene que Hls, 2", 27, s| es una
(1,1,2) subdivision de Cj tricolor, contradiccion con la hipotesis.

1.b.3.2. Si {(a) = 1.

Entonces tenemos que (w, z, s, u) una wu—trayectoria dirigida de lon-
gitud 3 y por el Lema 3.1.8 se tiene que u y w son adyacentes.
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Si (w,u) € F(T) y es de color 2, pues « es de color 2 y I't(w)
es moncromatico, entonces H[(w, z, s, u)] es un T} tricolor, con-
tradiccion con la hipotesis.

Figura 4.16

Si (u,w) € F(T), contradice la definicion de Xy, puesu € Xoy w € S.
Por lo tanto ¢(a) > 1.

Si 6(a’) > 1.

Sea s— € V(o) tal que (s7,s) € F(«), como w no es adyacente a
s, ya que {w, s} C Sy S es independiente por trayectorias dirigidas
monocromaticas y por ser 17" un torneo bipartito, tenemos que w y s~
son adyacentes.

Si (s~,w) € F(T), entonces es de color 3, pues o’ es de color
b=3yI'"(s7) es monocromatico, asi (z,a/,s7)U(s~,w) es una
zw—trayectoria dirigida monocromética.
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Figura 4.17

Por lo tanto existe z(B U N0)—trayectoria dirigida monocromaética,
contradiccion con la hipotesis.

Si (w,s™) € F(T), entonces es de color 2, pues « es de color 2
y I'(w) es monocromético, asi (w,s™, s, st) es una trayectoria
dirigida de longitud 3 y por el Lema 3.1.8 s™ y w son adyacentes.

Si (w,sT) € F(T), entonces es de color 2, pues « es de color 2
y I'"(w) es monocromético, asi H|[w, s™,s,sT| es un T} tricolor,
contradiccion con la hipotesis.

Figura 4.18
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Si (st,w) € F(T) y £(«) > 2, se tiene que (st ,w) es de
color i, pues o es de color i y I'"(sT) es monocromatico, asi
Hlw,s™,s,s", w] es una (1, 1,2) subdivision de Cj tricolor, con-
tradiccion con la hipotesis.

Si (st,w) € F(T) y ¢(a") = 1, entonces sT = u, asi (u,w) €
F(T), contradiccion con la definicion de X.

Figura 4.19

Por lo tanto este caso no es posible.
Caso 2. w € Ng.

Sabemos que existe una wz—trayectoria dirigida monocromatica de
color 2.

Si 2z € Xg, como Ny es nucleo por trayectorias dirigidas monocrométi-
cas de T'[ Xy, entonces existe zNy—trayectoria dirigida monocromatica.

Por lo tanto existe z(B U Ny)—trayectoria dirigida monocromatica,
contradiccion.

Si z ¢ X, existe o’ una zs—trayectoria dirigida monocromética para
algin s € S.
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Sis € B, entonces existe z( BUN,)—trayectoria dirigida monocromati-
ca, contradiccion.

Por lo tanto s ¢ B.

Por definicion de B, existe € Ny y o una sx—trayectoria dirigida
monocromatica de color 7.

Si o es de color 2, entonces a U o/ es un camino dirigido y por el
Teorema 1.1.29 contiene una ws—trayectoria dirigida monocromética
con s € S, contradiccion con la definicion de Xy ya que w € Ny C X,.
Por lo tanto o’ no es de color 2.

Si o/ es de color i # 2, entonces o' U es un camino dirigido y por el
Teorema 1.1.29 contiene una zx—trayectoria dirigida monocromaética
con x € Ny. Entonces existe z(B U Ny)—trayectoria dirigida monocro-
mética, contradiccion.

Por lo tanto o’ es de algin color k # i y k # 2, supongamos que
k=3,con3#iy3#2.

Tenemos los siguientes subcasos:

2.a. Si w y s son adyacentes, como w € Ny C X, entonces se sigue
de la definicion de Xy que (s,w) € F(T) y es de color ¢ ya que o es
de color i y T'*(s) es monocromatico.

Sean s~ el vértice de o anterior inmediato de s en o' tal que (s7, s) €
F(o/) y w™ el vértice de o posterior inmediato de w tal que w* € V(«)
y (w,w") € F(a), entonces (s~, s, w, w™) es una trayectoria de longitud
3y por el Lema 3.1.8 w' y s~ son adyacentes.

2.a.1. Sea ((a) > 2.
Si (wt,s7) € F(T), entonces es de color 2, pues « es de color 2 y

['*(w™) es monocromético, de donde H[s™, s, w,w™', s7] es una (1, 1,2)
subdivision de Cj tricolor, contradiccion con la hipdtesis.
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Figura 4.20

Si (s7,w") € F(T), entonces es de color 3, pues o es de color 3 y
['"(s7) es monocromatico, de donde H[s™, s, w,w™] es un T} tricolor,
contradiccion con la hipotesis.

2.a.2. Si {(a) = 1, entonces w™ = z, en este caso (w,s7) es de
color 3 y asi (z,s7,s,w,z) es una (1,1,2) subdivision de Cj tricolor,
contradiccion con la hipodtesis.

Figura 4.21
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Si (s—,w™) € F(T), tenemos que es de color 3, pues o’ es de color 3
y I'"(s7) es monocromatico, entonces H[s™, s, w, z| es un T} tricolor,
contradiccion con la hipodtesis.

Notemos que s~ # w™ pues T no tiene ciclos dirigidos de longitud
impar por ser un torneo bipartito.

2.b. Si (s—,w) € F(T), entonces es de color 3 ya que (s~, s) es de color
3y I'f(s7) es monocromatico, de donde (z,a/,s7) U (s7,w) contiene
una zw—trayectoria dirigida monocromatica.

Asi existe una z(B U Ny)—trayectoria dirigida monocromatica, con-
tradiccion.

2.c. Si (w,s™) € F(T), entonces es de color 2 ya que (w,w™) es de
color 2 y I'(w) es monocromatico, sea s el vértice de o posterior
inmediato de s en o tal que (s,s7) € F(a"), por lo que (w, s, s,s7) es
una trayectoria de longitud 3 y por el Lema 3.1.8 s* y w son adyacentes.

Si (w,st) € F(T), entonces es de color 2, pues (w,w™) es de color 2
y I'"(w) es monocromatico, entonces H[w,s™,s,s"| es un Ty tricolor,
contradiccion con la hipotesis.

Observemos que st # x ya que z,w € Ny y Ny es nucleo por trayec-
torias dirigidas monocromaéticas de 77 X).

Si (sT,w) € F(T) y es de color i, pues o' es de color i y I'(s™) es
monocromatico, entonces H[w, s, s, s, w| es una (1, 1,2) subdivision
de C} tricolor, contradiccion con la hipotesis.

Por lo tanto para cada z € V(T) — (B U Ny) tal que existe (B U
Ny)z—trayectoria dirigida monocromética de color distinto de 7, existe
z(B U Ny)—trayectoria dirigida monocromatica.

Por lo tanto (B U Ny) € T';.

Por dltimo demostraremos que S < B U Nj.

Sea u € S.
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Por demostrar que existe v € (BUNy) tal que u =v 6 u Soyvsa
Siu € B es claro que u = v = u.

Siu € S—B, entonces existe uNy—trayectoria dirigida monocromética
de color 7, es decir, existe v € Ny tal que existe uv—trayectoria dirigida

monocromatica y v — u por definicion de Xy (Ny C Xp).

Por lo tanto S < B U Ny, lo que contradice que S es un semintcleo
modulo ¢ no vacio maximo por trayectorias dirigidas monocromaticas
en (I';, <).

Por lo tanto 7' tiene nicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas.
]



Conclusiones

En la Teoria de las digraficas existen muchos resultados que han sido
demostrados y otros que faltan por demostrar o descubrirse. En esta
tesis se presentan algunas condiciones para que los Torneos Bipartitos
tengan Ntcleos por Trayectorias Dirigidas Monocromaticas.

Sauer, Sands y Woodrow probaron que toda digrafica 2-coloreada
tiene nicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas.

Demostramos que todo torneo bipartito m—coloreado con m > 3
tiene nucleos por trayectorias dirigidas monocromaticas a partir de
ciertas condiciones tales como que C} es 1-casimonocromatico, Cg es
monocromatico, todo subtorneo ciclicamente 4-partito de orden 5 es
2-casimonocromatico y I't(u) es monocromético para cada u € V(T).
Un resultado que fue de gran importancia para ayudarnos a demostrar
que todo torneo bipartito m—coloreado bajo ciertas condiciones tiene
ntcleos por trayectorias dirigidas monocromaticas fue el siguiente: Sea
D un torneo bipartito, si C' = (ug, u, us, ..., u,) €s un camino en D, en-
tonces para ¢ € {0,1,2,...,n}y j € {0,1,2,...,n}, (u,u;) € F(D) 6
(uj,u;) € F(D) siysélosi j—i=1(mod2).

En el Teorema 3.3.4 (ver Pag.89) demostramos que todo torneo bipar-
tito m—coloreado con C} 1-casimonocromatico, Cg monocromatico y
todo subtorneo ciclicamente 4-partito de orden 5 2-casimonocromético
tiene nicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas.

Se deja como problema abierto analizar la importancia de las hipotesis
de este teorema, jqué pasaria si faltara alguna de las hipotesis?, jel
resultado se seguirfa cumpliendo?.

., Qué otras digraficas coloreadas, ademas de los torneos bipartitos bajo
las hipotesis del Teorema 3.3.4 satisfacen que su cerradura transitiva
es nucleo perfecta?.
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