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Prefacio

En el presente trabajo se estudia las ondas gravitacionales emitidas por un hoyo negro rotante
o de Kerr, perturbado. Haciendo hincapié en la relaciéon entre las propiedades de la perturba-
cién y del hoyo negro con la senal gravitacional emitida. Se dedujo las ecuaciones que describen
el problema y se resolvieron numéricamente. Al principio del trabajo se muestra brevemente la
deduccién matematica de las ondas gravitacionales para el caso de campo débil gravitacional, se
presenta la solucién mas sencilla que es la de ondas gravitacionales planas asi como sus efectos
sobre la materia. El marco matematico en el que se trabajard es el formalismo de tétradas nulas de
Newman-Penrose, mostrando las generalidades de este formalismo y se deducird detalladamente
la ecuacion del escalar de Weyl W, perturbado a primer orden en su caso general en términos de
coeficientes espinoriales y escalares de Weyl.

Posteriormente se trabajard esa ecuacién en un caso particular de un hoyo negro rotante en
vacio con la eleccion de una tétrada nula, mostrando antes algunas propiedades fisicas del hoyo
negro de Kerr. Al sustituir la tétrada elegida en la ecuacién se llega a una nueva ecuacién en
términos de derivadas parciales de las coordenadas (t,r, 6, ¢) expresada como la suma de dos ope-
radores, uno que describa la parte radial y temporal y un segundo que describe la parte puramente
angular. Para el operador angular lo simplificaremos introduciendo los operadores eth y eth-barra
(9,0) lo que nos permite expresar la solucién en términos de arménicos esféricos de peso de espin
y,bm (0, ¢). Esto nos lleva a proponer una solucién como combinacién lineal de arménicos esféri-
cos de peso de espin y funciones dependientes del radio, tiempo y los nimeros arménicos [ y m,
> Rim Y_,""™. Vemos que el operador angular es eigenfuncién de los operadores eth y eth-barra
lo cual nos permite encontrar una solucién en principio angularmente independiente pero ahora
nos da un sistema de ecuaciones diferenciales infinito acoplado por el armoénicos (. Introduciendo
la solucién propuesta a la ecuacién a resolver e integramos sobre el dngulo sélido para usar la
propiedad de ortonormalidad de los arménicos esféricos y asi poder rescribir las ecuaciones en una
forma que no dependa de los arménicos esféricos explicitamente. Finalmente llegamos a un sistema
de ecuaciones diferenciales acoplado dependiente solo del radio y el tiempo, esto es la formulacién
1-D. El sistema de ecuaciones a resolver lo haremos de forma numérica, pero antes se reducird a
un sistema de ecuaciones diferenciales a primer orden.

Se dard una breve descripcién de ecuaciones diferenciales parciales y métodos numéricos. Ha-
ciendo hincapié en ecuaciones diferenciales parciales hiperbdlicas como son la ecuacion de advec-
cién y de onda, métodos de diferencias finitas y de Runge-Kutta. El sistema de ecuaciones se
resolverd con el programa en Fortran 90 llamado pertolin K que fue desarrollado por el grupo de
relatividad numérica del Instituto de Ciencias Nucleares de la Universidad Nacional Auténoma de
México. Se presenta brevemente y de forma general la estructura del programa.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Ecuacion de onda a partir de la teoria de campo débil

Alejados suficientemente de fuentes que generen curvatura el espacio-tiempo es plano, es de-
cir, de Minkowski, entonces un campo débil gravitacional puede decirse que es aquel en el que
el espacio-tiempo es casi plano. De esta manera expresamos al tensor métrico para campo débil
gravitacional como:

JaB = Nap + haﬁy |h(xﬁ| <1 (11)

esto es Minkowski mas una pequena pertubacion.

Un aspecto importante que hay que tomar en cuenta para este desarrollo son las transforma-
ciones de Lorentz, que en relatividad especial definen la forma de cambiar de sistema de referencia
a otro, y estan dadas por:

¥ —vy 0 0
ay_| —vv o+ 00 _ 1
0 0 01

. . . . o _ Ao B BoAv_ — - S
de donde se tiene para un cambio de sistema de referencia 2% = Az x” y Ag A 3 M = Ng3- Si
transformamos nuestro sistema de referencia encontramos que para la métrica se cumple:

9pv = A% Aﬂvgaﬁ = A% AP (Nag + hag) = Maw + A% AP hag = Naw + haw (1.3)
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donde definimos hzp = A% AP hag.

Podemos entonces trabajar como si tuviéramos un espacio-tiempo plano con un término adicio-
nal h,, definido en él y usar la métrica de Minkowski 77, para subir y bajar los indices. La tnica
excepcion a esta regla es el mismo tensor métrico g, y esto es debido a que el término adicional
lo consideraremos como un cambio a primer orden. Por tal motivo es necesario saber la forma
explicita de g"¥. Definamos g = n*¥ + y*, donde v*¥ también se una pequena perturbacion,
con esto aprovechemos que g"” por definicién es el inverso de g, (g"“gra = 0F), entonces:

9ap 98 = 0% = (Nap + hap) M +7°F) = 1agn®® + 10agv? + 1*Phag + hagy?

como nagno‘ﬂ =00y hag'yaﬁ = 0 por ser a primer orden, tenemos que:

1ap7*? = =1 hap

= 77&[37aﬁ = _naﬁhaﬂ

= ’Yaﬂ _ _haﬁ

= g =P —p? (1.4)

Ahora teniendo tanto g, como g"” podemos obtener la expresiones para el tensor de Riemann
y el tensor de Ricci en esta aproximaciéon simplemente sustituyendo las expresiones obtenidas para
la métrica en las definiciones y tomando todos los términos a primero orden. Para el tensor de
Riemann tenemos:

Raﬁuu = (8ﬁaugau + 6(xaljgﬁ;t - aﬁaugau - 6aaugﬁu)

1
2

% 658Mhm, + 8Q6thu — 858,,haﬂ — aaauhg,/) (1.5)

y el tensor de Ricci se transforma:
1
R%,00 =Ry = 5(80‘8“h,,a + 0%0yhya — 0,0,h — 0,0%hyy) (1.6)

donde h = h{ es la traza de hy,, y denotamos 0% = naﬁag. Es posible calcular el tensor de
Einstein G, = Ry, — %g,wR en campo débil de manera similar como se hizo con el tensor de
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N h

Riemann pero es més conveniente definir al tensor b, = h,, — y escribir al tensor de Einstein

en términos de EW:
G = %(6"‘8uﬁm + 0“0y hye — 0 0% Ry — nwaaaﬁﬁaﬁ) (1.7)
utilizando las ecuaciones de Einstein podemos escribir:
0*Ophya + 0O hye — 00 0%hy — nwﬁ‘xﬁﬁﬁaﬁ = 16771, (1.8)

Estas ultimas ecuaciones (1.8) pueden ser simplificadas, para hacerlo consideremos un pequeiio
cambio de coordenadas arbitrario de la forma z* — x* + £*, donde £ es un vector pequeno en el
sentido que |9,£#| < 1. La matriz jacobiana de cambio de coordenadas estd dada por:

AL = 0,2 =8 +0,¢" (1.9)

y la transformacién inversa (a primer orden)

AL = 6 — 9, (1.10)

w

La transformacién de la métrica es gzw, donde a primer orden es:

9w = A%Ag Jap
= (0% — 0uE*)(8) = 3,67) (Nap + hap)
= 0200 N0 + 0uE*0uE Nap — 0,780 ap — 0uE™ ) Nap
+0260 hap + 0,670, hap — 0,67 0% has — 0,01 hap

simplificando y eliminado los términos mayores a primer orden tenemos finalmente:

Jgo = NMuv + h/u/ - a,u€u - 8V£u (1'11)
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Como solo es una transformacién de coordenadas para cambios arbitrarios pero pequenos de
&F la naturaleza no se ve afectada si cambiamos nuestro sistema coordenado . Esto es llamado una
transformacion de norma, esta libertad estd presente en toda la teoria de Einstein. Por tal motivo
podemos hacer el siguiente cambio sin que se vea afectada la descripcion fisica:

huu - huu - 8;451/ - al/fu (1'12)

7 . N —pv
y en términos de hy, y b,

E}U/ - Euu - 8;1,51/ - 81/5;1« + nuuaafa
Elw N E/W _ a/_l,é-u _ al/é-/_L + nuuaagoz (1.13)

Podemos ahora usar la libertad de norma para simplificar las ecuaciones (1.8) escogiendo un
vector arbitrario €7 que satisfaga la ecuacién,

9,0°€% = 0,7 (1.14)

Que esta ecuacién puede ser siempre resuelta de forma sencilla partiendo de el hecho que es

una ecuacién de onda para &7 con una fuente dada por (%Eaﬁ. Derivando la ecuacién (1.13) para
THY a1 .z .
R y utilizando la relacién anterior encontramos que:

aR™" = 9, — e — BV 4 0,EY)
R — 9,01 — 8,07 M + 01D,
on" —a,h" —0,0M" + 90,6 =0 (1.15)

Esto significa que siempre podemos encontrar una norma tal que la divergencia de h,,, sea cero.
Tal norma es conocida como la norma de Lorentz [1]. Si asumimos que estamos en la norma de
Lorentz tenemos. Con lo cual las ecuaciones de Einstein (1.8) se reducen a:

Ohy = —167T),, (1.16)
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donde [J denota el operador de onda en espacio plano, es decir, es el operador de onda. Para el
caso de vacio (T}, = 0) tenemos:

Ohyw = (=0} + V) hyu =0 (1.17)

Que es simplemente una ecuacién de onda cuya velocidad de propagacion es la velocidad de
la luz (¢ = 1). Por lo cual encontramos que pequefnias perturbaciones en el campo gravitacional
se comportan como ondas propagandose en el espacio-tiempo a la velocidad de la luz, esto es, las
ecuaciones predicen la existencia de ondas gravitacionales.

1.2. Ondas gravitacionales planas

La solucién més sencilla para la ecuacién (1.17) son ondas gravitacionales planas de la forma:

Ry = Ay explikaz®), (1.18)

donde definimos al tensor constante A,, como el tensor de amplitud y k. el vector de onda.
Sustituyendo en la ecuaciéon de onda en vacio, es facil encontrar que:

Dk, 17 = Kk Ty, = 0. (1.19)

como h,, es arbitrario tenemos que k,k* = 0, esto implica que k* es un vector nulo, lo que
corrobora que las ondas gravitacionales se propagan a la velocidad de la luz. Y al sustituir la
solucién propuesta en la norma de Lorentz encontramos que:

APEg =0. (1.20)

esta condicién de la norma de Lorentz nos indica que el tensor de amplitud es perpendicular al
vector de onda.

Cuando imponemos la norma de Lorentz escogiendo un vector de transformacién de norma
especifico £, la unica restriccién que se debe cumplir es que [I€® = 0, entonces podemos sumar
al vector £% cualquier otro vector (¢ siempre y cuando también cumpla [(O(“ = 0. En particular



10 CAPITULO 1. INTRODUCCION

escogemos (* = B® exp(ik,z"), con k, el vector de onda mencionado anteriormente y B® un vec-
tor constante arbitrario. Podemos tener ahora cuatro grados extra de libertad de norma. Como el
espacio-tiempo es de cuatro dimensiones, el tensor de amplitud A4,, tiene 24 = 16 componentes.
Pero al ser simétrico nos indica que hay seis componentes dependientes, la ortogonalidad con el
vector de onda nos da otras cuatro componentes independientes y la condiciéon de norma de Lorentz
da otras cuatro; dejandonos solo dos componentes independientes del tensor de amplitud. De hecho

podemos escoger siempre al tensor B de forma tal que las siguientes condiciones se cumplan para
A

pvt

At =0, Au’ =0. (1.21)

para cualquier vector temporaloide unitario u” (en particular una 4-velocidad constante). La
primera condicién indica que el tensor de amplitud no tiene traza lo que nos dice que en esta norma
se cumple h,, = ﬁ;w y la segunda condicién dice que es ortogonal a la 4-velocidad. Ahora si nos
cambiamos a un sistema de referencia en donde u” = (1,0,0,0), entonces las condiciones (1.20) y
(1.21) implican que:

Ao =0, > Ayk; =0, > Aj;=0. (1.22)
J J

Cualquier tensor que satisfaga esta condiciones se le conoce como tensor transverso sin traza
(TT). Ya se vio que no tiene traza, y se llama transverso porque es puramente espacial y ortogonal
a su propia direcciéon de propagacién de las ondas. Si tomamos la direccién de propagacién a lo
largo del eje z (en coordenadas cartesianas), todas las condiciones mencionadas implican que A4,
tiene la forma:

0 O 0 0
0 At A 0

A/,Ll/ = 0 A% _At 0 (123)
0 O 0 0

donde AT y A* son las componentes independientes [2]. Habiendo encontrado la solucién gene-
ral para ondas gravitacionales planas en la norma TT, la siguiente interrogante es conocer cual es
su efecto fisico sobre la materia. Pensemos en una onda gravitacional plana que viaja en la direccién
z para que su tensor de amplitud sea de la forma de la ecuacién (1.23), de esta manera tenemos
Age = Aty Ay = A*. Consideremos una particula libre que un tiempo después se encuentra con
la onda gravitacional. Escojamos a la particula inicialmente en reposo y un marco de referencia en
donde se cumpla (1.21) para su 4-velocidad u*. Una particula libre obedece la ecuacién geodésica:

du®

e + I ufu” = 0. (1.24)
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Como la particula inicialmente estd en reposo, el valor inicial de la aceleracion es:

—— =t = T = =~

du® naﬁ
dr 2 (

201hg — Oghut) (1.25)

Pero por la ecuacién (1.23), la componente hgo se anula, entonces inicialmente también la
aceleracion es nula. Esto significa que la particula va a estar en reposo un instante después, y
consecuentemente se mantendréd en reposo sin que la onda gravitacional la afecte. Sin embargo en
“reposo significa mantenerse constante en su posicién coordenada. Para saber que le pasa real-
mente a la materia cuando estd bajo el efecto de una onda gravitacional consideremos ahora dos
particulas una cerca de la otra. Tomemos una en el origen de nuestro sistema de referencia y la
otraax =€y y=2z=0y las dos inicialmente en reposo. Ambas permaneceran en sus posiciones
coordenadas y la distancia propia entre ellas es:

€ 1
Al :/|d52|1/2 = /\gaﬁdxad:cﬁp/z :/ |92z |? & |gan | %e ~ {1+ 2hm|z_o}e (1.26)
0

Como hg, en general no es cero, la distancia propia (no distancia coordenada) cambia con el
tiempo. Otra forma de ver el efecto de las ondas gravitacionales en la materia es utilizando la
ecuacion de desviacién geodésica,

d2

ﬁx“ = R, suru’x"? (1.27)

que describe el comportamiento del vector x® que representa la distancia entre las particulas.
Como suponemos que al inicio se cumple v = (1,0,0,0) y x= (0,¢,0,0), entonces a primer orden
para hy, la ecuacién (1.27) se reduce a:

d? o?

FXO‘ = @X(x = eR%0zx = —€R%0z0 (1.28)

T =t porque estamos montados en el sistema de referencia de las particulas. Ahora usemos la
ecuacién (1.5) donde vemos que en este caso particular tenemos:

1 02

thxt = —iwhma
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1 02
Rytmt = _5@}%3}7
102
Rytyt = _iwhyy = _thact (129)

y las demés componentes son cero. Esto quiere decir que las dos particulas inicialmente sepa-
radas en la direccién x tienen un vector de separacién que obedece:

0? 1 02 0? 1 02

=¥ = —e==hpy, —=X!=—-€=—=hy 1.30
a2t T 2o N T 2 g (1.30)
Regresemos a la ecuacién (1.26) vemos que Al = dy con lo que tenemos:
Al 0ox 0 1 1 Ohgy
—xL = |14 Shegleeole= = 1.31
At ot 6t[+2 | 0]6 2 ot (1.31)
derivando de nuevo respecto al tiempo,
O (1 Ohye\ 1 0Phyy
— | = == 1.32
ot (26 ot > 2 o2 (1.32)

este resultado es consistente con la ecuacién (1.26). Por lo que la interaccién de las ondas gra-
vitacionales con la materia es de estirar y contraer el espacio tiempo (i.e. alejar y acercar a dos
particulas) de manera oscilatoria. Las ecuaciones anteriores nos ayudan a describir la polarizacién
de la onda gravitacional. Para ejemplificar lo anterior consideremos un anillo de particulas ini-
cialmente en reposo en el plano x — y y suponemos que una onda gravitacional tiene h,, # 0y
hzy = 0, entonces las particulas serdn movidas (en términos de su distancia propia relativa de una
con el centro) como lo muestra la figura 1.1b, primero hacfa dentro y luego hacia afuera, conforme
la onda gravitacional oscila y h,, cambia de signo.

Si ahora la onda gravitacional tiene hyy # 0y hze = hyy = 0, entonces el anillo serd movido
como lo muestra la figura 1.1c. Como h;y, y hg, son independientes, 1.1b y 1.1c nos dan una
representacién pictérica de dos diferentes polarizaciones lineales. Notemos que los dos estados de
polarizacién simplemente estan rotados 45°uno del otro. Esto contrasta con la polarizacion de las
ondas electromagnéticas que lo estan a 90°. Este patrén de polarizacién es debido a que estamos
representando a la gravedad con un tensor de segundo grado simétrico hy,, [3].
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f
a b c

Figura 1.1: (a) Un anillo circular de particulas libres. . (b) Deformaciones del anillo producido
por una polarizacién AT de una onda gravitacional viajando en direccién z. (¢) Deformaciones del
anillo producido por una polarizacién A* de la misma onda gravitacional.



14

CAPITULO 1. INTRODUCCION



Capitulo 2

Formalismo de tétradas

2.1. Formulaciéon matematica de las tétradas nulas

Comunmente la forma de tratar problemas en relatividad general es manejando a las ecuacio-
nes de Einstein en un sistema coordenado local adaptado de la mejor forma para cada problema
en especifico. Sin embargo en algunos casos es mucho mas ventajoso trabajar eligiendo cuatro
vectores linealmente independientes. A estos cuatro vectores se les conoce tétrada. A continuacién
presentaremos de forma breve las ideas bésicas del formalismo matematico de la tétrada de vectores.

Empecemos eligiendo cuatro vectores linealmente independientes contravariantes Z*,, donde
el indice p corresponde a las componentes del vector (©=0,1,2,3) y el indice a = 1,2,3,4 es la
etiqueta del vector de la tétrada. Asociados a los cuatro vectores Z," se tienen cuatro vectores
covariantes. Los cuales estdn relacionados de la siguiente manera:

Zap = GuwZa" donde g, es el tensor métrico (2.1)

También se define a Z,” como al inverso de la matriz [Z,"] (donde el indice de la tétrada
corresponde a las a las filas y el indice de coordenadas a las columnas) que cumple las siguientes
condiciones:

z4 z,,0 =68y 20,7, =" (2.2)

v

También asumamos la siguiente condicion:

Za“ Zb# = TNab (23)

15
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Donde 7, es una tensor simétrico (1., = 7p,) constante. Al tensor 74, lo usaremos para subir
y bajar indices de tétrada de la siguiente manera:

naqu,a = ZaDZbuZMa = 5MVZbV = Zbﬂ
,,,]abZaM _ ZauZl/bZau _ (SMVZ,/b _ Zub
77abnbC _ ZauZHbeVZCV _ (SuyZaHch _ 5ca (24)

dado un vector o tensor en componentes de coordenadas se puede proyectar en los vectores Z*,
para conocer sus componentes en el sistema de la tétrada, teniendo:

,T;w = ZaquyTab = ZauTaua
Ty = Za”ZbVT;w = Za“TMb, (2.5)

De las dos ecuaciones anteriores se puede ver que es posible pasar sin problemas de componentes
con indices de coordenadas a componentes con indices de tétrada y viceversa, lo cual nos va ser
muy util mas adelante.

Por otro lado, los vectores contravariantes Z, considerados como vectores tangentes en una
variedad definen la derivada direccional:

T = Zauai“; (2.6)
donde tenemos para una funcién escalar ¢:
bu=Tud= 2400 = 2,00, @7)
y de forma mas general:
Trra = ZaTor = Zo" 0 Tonr = 24" 0,Txr (2.8)

Qah
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.9

También definiremos a la derivada covariante (denotado como ”;”) de un vector de la tétrada
proyectado en dos vectores de la misma tétrada como:

Yabe = Za# Zbu;u ch (29)

A las cantidades 7,pc se les conoce como coeficientes de rotacion de Ricci y en esta descripcion
juegan el papel de los simbolos de Christoffel I'! 5- Notemos que por la misma definicion de Yape, si
tiene la relacién 74p,c = Yabe+Ybac = 0 (porque 71,5 s constante) donde la coma en los indices quiere
decir derivada parcial, implica que son antisimétricos en los dos primeros indices Yope = —Vbac-

Por ultimo podemos definir operadores como derivadas direccionales en direccién a cada vector
de la tétrada.

D=2,"0, A=2"0, 0=2"0, 6 =2s"0,. (2.10)

2.2. El formalismo de Newman-Penrose

El formalismo de Newman-Penrose es un formalismo de tétradas con la condicién de que
est4 normalizada, esto quiere decir, que la norma de cada uno de los vectores es cero Z," Z, p=0
[4] [5]. Usaremos la siguiente forma de expresar al tensor métrico:

uv = 277ab(Za (1 Zbl/)) (2'11)

A dos vectores de la tétrada Z1#, Zo* los elegimos alineados en direccién del cono de luz apun-
tando hacia el futuro. Un punto importante es notar que como ambos apuntan hacia el futuro, el
signo de la normalizacién depende de la signatura que se elija. Si la signatura usada es +, —, —, —
la normalizacién serd n12 = +1 y si la signatura el —, +, 4+, + la normalizacién serd 2 = —1.
La eleccién de la signatura no depende de la fisica de la naturaleza, es mas bien un asunto de la
convencion usada en el formalismo matematico. Si se trabaja con cuidado con una signatura las
soluciones son completamente equivalentes. Nosotros trabajaremos con la signatura —, +, +, 4. El
primer vector Z;# lo tomaremos apuntando hacia afuera de la fuente un cono de luz y lo denota-
remos [#, el otro vector Zx" apunta hacia adentro de la fuente y lo denotaremos k*.

Los otros dos vectores de la tétrada Z3", Z4* los tomamos perpendiculares a los dos anteriores.
Los elegimos de tal manera que se cumpla la condicién Zz" Zy,, = n34 y también nzy = —nia.
En este formalismo se toman a estos dos vectores de forma tal que uno de estos vectores sea el
complejo conjugado del otro. Al vector Z3* lo denotaremos como m* y al vector Z4* como m**
(donde el asterisco denota complejo conjugado). Dadas las condiciones anteriores sobre la tétrada,
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la representacion matricial del tensor 74, que queda de la siguiente forma:

0 M2 0 0

_pap_ | m2 O 0 0
[Mab) = [*°] = 0 0 0 —712 (2.12)

0 0 —m2 0

Ya que tenemos los vectores de la tétrada y sabemos como estdn relacionas unos con otros, el
siguiente paso es conocer como son los coeficientes de rotacién de Ricci. El nimero total de combi-
naciones posibles para los coeficientes de rotacién de Ricci es de 4% = 64, porque hay tres indices
con cuatro posibles valores. Por simplicidad nos gustaria poder reducirlos al minimo sin perder
informacion, por tal motivo buscaremos los que sean linealmente dependientes usando sus propie-
dades generales. Primero, dado que son antisimétricos en los dos primeros indices, Yape = —Vpac,
implica que podemos eliminar 40 de ellos. Haciendo esta eliminacién tenemos como resultante el
siguiente conjunto de 24 coeficientes de rotacién de Ricci:

Y211 Y231 Y241 Y311 V341 Y411
Y212 Y232 7242 Y312 Y342 V412
Y213 Y233 7243 Y313 V343 V413
Y214 Y234 Y244 V314 Y344 Y414

Por otro lado como los indices de tétrada 3 y 4 son indices correspondientes a los vectores
complejos, podemos usar la propiedad de que el complejo conjugado de cualquier coeficiente de
rotacién de Ricci se obtiene simplemente sustituyendo el indice 3 (no importando donde se ubique)
por 4 y viceversa, por ejemplo Y324 = (7423)*. Esto nos permite reducir a catorce los coeficientes
de rotacién de Ricci, con lo que nos queda:

Y211 Y241 Y311 Y341
Y212 Y242 Y312 Y342
Y213 Y243 V313

Y244 Y314 7344

Ahora notemos que Y211 = (7211)" ¥ Y212 = (7212)" lo que quiere decir que Y211 y Y212 son
funciones reales. Y también que (y341)* = Ya31 = —Y341 ¥ (V342)™ = Y432 = —7Y342, entonces (y341)*
v (7342)* son funciones puramente imaginarias. Dado que tenemos dos funciones reales y dos ima-
ginarias podemos, haciendo una combinacién lineal adecuada, tener dos funciones complejas. Con
esto reducimos a doce el nimero de coeficientes linealmente independientes, los cuales se designan
con simbolos especiales llamados coeficientes espinoriales, que son:
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Kk = 7311 = m# lu;u v T ="7312 = m# lg;l/ kY
o = 7313 = m# lu;u m” P = 7314 = m# lp,;l/ m*”
T = 7241 = Kt m*/_t;lz v V ="242 = Kkt m*,u;u kY
4 Yoaz = kK m”,mY N =youq = EF m” i, m*Y
1 1 "
€ = 3 (Y211 + Y341) = 5 (KM 1y +mP m™ ) 17
1 1
Y = 3 (Y212 + 7342) = 3 (K" Ly +mH m*u;u) kY
1 1
B = b} (7213 +7343) = 3 (K L +mtm” ) m”
1 1
a = 5 (’}/214 + ’}/344) = 5 (k# l“;y + mt m*“;,,) m*" (2.13)

Notemos que estamos usando en la definicién de « a 214 y en la de 3 a 343 que ya habiamos
eliminado, su inclusién es por pura convencién.

Otra definicién importante en este formalismo de tétradas es el paréntesis o conmutador de

Lie, [X,Y] = XY — Y X, que también es un vector tangente, por lo cual lo podemos representar
en términos de la base Z,

Zo,Z) = C°wZ (2.14)

Los coeficientes C'¢,p son conocidos como constantes de estructura y son antisimétricos en los
indices a y b, por lo que tenemos 24 coeficientes independientes. Las constantes de estructura pue-
den ser expresadas en términos de los coeficientes de rotacién de Ricci 45, de la siguiente forma:
apliquemos el paréntesis de Lie sobre una funcién escalar f.

[Zaa Zb] f = Za H[Zb Vf,u],,u - Zb #[Za Vf,u],,u = [ZaHZb V;u - Zb #Za V;,u]f,u
= [%" % %" o =% % 7 e v (2.15)

comparando con la ecuacién (2.14) tenemos

Cb=7%a 7 ab (2.16)
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La ecuacidén (2.14) escrita explicitamente con las constantes de estructura expresadas en térmi-
nos de los coeficientes rotacionales define las relaciones de conmutacion.

Veamos como se aplica el paréntesis de Lie a los operadores D, A, § y 6*

[AvD] = [ka1]:[22’21]:(%12*%21) z°
—y121 Z' 4 212 Z% 4 (v312 — Y321) Z° 4 (Yar2 — Ya21) Z*
= 71214 — Y212 D+ (v312 — Y321) 0" + (Y412 — Ya21) O (2.17)

si expresamos a la ecuacién (2.17) en términos de los coeficientes espinoriales tenemos

[A,D]=(y+7*) D+ (e+e)A— (" +7) §— (r+77) 5. (2.18)

De manera similar, tenemos para los otros operadores

[6D] = —(@"+f—7") D—kA+(p* +e—e) 6+0 0", (2.19)
[0A] = vD—(r"—a—B)YA—-\d—(u —7 +7)0", (2.20)
0,6] = —( —p) D—(p' —p)A—(a—F") 6 (F—a") & (2.21)

2.3. Los tensores de Riemann y Weyl en el formalismo de
Newman-Penrose

El tensor de Riemann R“g,, cumple las propiedades simetria en la primera pareja de indices
af con la segunda uv, antisimetria con los dos primeros a3 — (o y dos tltimos indices purv — vpu,
la propiedad ciclica y la identidad de Bianchi:

Raﬁlﬂf = RHVaﬁ
Rozﬂ,uv = 7Rﬂ0tlw = 7R0¢ﬂ”#
Rapuy + Rapvp + Ravap =0
Raguvix + Ragapy + Raguru =0 (2.22)
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Usaremos la definicién del tensor de Riemann en términos de conmutacién de las derivadas
covariantes de la tétrada de vectores:

Raul/)\ Zu,(7 = Za 2. Zau;ku (223)

Ahora veremos la representacién del tensor de Riemann en términos del formalismo de tétradas.
Notemos que recordando la definicién Yape = Zo" Zp ;0 Zo”, implica que:

’Ybach,bZVC = (ZbHZp,b) Za u;u(ZcVZVC) = Zap,;u (224)

entonces:

Za,u;l/)\ = (IYbacZ/_LbZUC);)\ = ’Ybac;)\(Zb;Lch/) + ’ybac(Zb;L;)\ZCV + Zb;LZCU;)\)

pero Rogef = (RUWTZQ”)Zd“Ze”ZfA = (Zapwr — ZW;A,,)Zd“Ze”Zf/\. Por un lado tenemos:

Zau;l/)\ ZdMZeVZf)\ = Zf)\ ’Ybac;)\(ZdHZbu)(ZeVZCV) + Ybac nmed#Zp,m;/\Zf)\(ZeVZCy)
+Ybac ncmZeVZum;)\Zf)\(ZdNZbu) = Ydae;f + nbm’)/bae'ydmf + ncm'}/dac’)/emf
= Ydae,f + nnm ('_Ynae?/dmf + 'Ydan’Yemf)

De forma andloga obtenemos: Zam)\,,Zd“Ze”Zf/\ = Ydaf,e + 0" (VnafYdme + YdanVfme). De
las dos expresiones anteriores tenemos para el tensor de Riemann:

Radef = VYdae,f — Vdaf,e + U"m (rYnae’Ydmf — TnafVdme + ’Ydan(’)/emf - '7fmc))

Haciendo los cambios de indices d — b, e — f y f — d finalmente tenemos:

Rabcd = —Yabe,d + Yabd,c + 77nm (fYabn (dec - ’7cmd) + Yand Yome — Yanc fybmd) (225)
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Notemos que hicimos en cambio Ygqe:f — Vdae,f, €sto es valido porque la derivada covariante
aplicada a un escalar se reduce a la derivada parcial y 7.p. €s un escalar. Por notacién tomamos

Yabe,d = Zd“ a,u Yabe-

Otras dos cantidades fundamentales en Relatividad General son el tensor de Ricci R, y el
escalar de curvatura R. La representacién del tensor de Ricci y del escalar de curvatura en este
formalismo, estos estan dados por:

Rae = 1" Rapeas y R =1n"Rap = 2(Ri2 — Raa). (2.26)

Otro tensor de gran importancia es el tensor de Weyl, que se define como el tensor de Riemann
sin su traza. Su representacién en cuatro dimensiones es:

1 1
CMVAT = RMUAT - § (gu)\ R, + 9ur Ru)\ 2N Rp,‘r — 9ur RV)\) + 6 (gu)\ 9ur — Gur gz/)\) R (227)

El tensor de Riemann en términos del tensor de Weyl proyectado en la tétrada da como resul-
tado:

RyurrZa" 2" Z 24" = Raped = Cabea + 5 (Nac Rod + Mbd Rac = Mbe Rad — Nad Rve) —
& (Mac ba — Nad Mbe) R (2.28)

Despejando tenemos la expresiéon del tensor de Weyl en términos de la tétrada.

Cabcd == Rabcd - % (77ac Rbd + Nvd Rac — Mbe Rad — Nad Rbc) -
& (acbd — Nad Me) R (2.29)

El tensor de Weyl hereda todas las propiedades de intercambio de indices del tensor de Rie-
mann (ecuaciones (2.22)) entonces también tiene por construccién 236 componentes dependientes
(no sabemos en principio si también tiene 20 componentes independientes). Pero la propiedad de
que no tiene traza implica que:
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N"“Capea = Cvez + Coper — Capes — Capez =0 (2.30)
cuando se cumple b = ¢ obtenemos,
C1314 = Ca324 = Ci332 = Craa2 = 0 (2.31)

y cuando b # ¢ junto con la propiedad ciclca, Ch234 + Ci342 + Cr423 = 0, tenemos,

Cio31 = Ci3as;  Chroiz = Csy3a;  Croan = Coysa;
Cra41 = Craaz;  Craza = Cozys;

1 1
Ci3a2 = 5(01212 — Cla34) = 5(03434 — Cla34). (2.32)

Lo que nos elimina diez componentes del tensor de Weyl donde solo son necesarias cinco fun-
ciones complejas. En el formalismo de Newman-Penrose, las diez componentes independientes del
tensor de Weyl se representan con cinco escalares complejos llamados escalares de Weyl :

Uy = —Ciz13=—Cpu. Fm” 1*m”

Uy = —Cioiz = —Cpunr "K' Pm”

Uy = —Cizaz = —Cun-"'m” m kT

Uy = —Ciaaz = —Cun- 1"k m* kT

Uy = —COgoq = —Cpuprr K'm* E*m*7. (2.33)

Dadas las simetrias del tensor de Weyl, y las que vienen directo de las relaciones de conjugacién,
cambiar 3 por 4 y viceversa en las definiciones, las siguientes relaciones también se cumplen:

Cigza =¥1;  Cioia =Csuga = — (Vo + U");  Cioga = (P2 —Uo");  Couus = V¥3.  (2.34)

Con las definiciones hechas podemos obtener expresiones de las derivadas direccionales actuan-
do sobre los coeficientes espinoriales y los escalares de Weyl, para asi derivar una ecuacién que
describa algin problema fisico de interés. Usaremos las proyecciones sobre la tétrada de la identi-
dad de Bianchi R, xr;0 + Ruvor;r + Ruvro;x = 0, y tomaremos en cuenta la derivada intrinseca
del tensor de Riemann, donde la derivada intrinseca se define como la proyeccién de todas las
componentes de la derivada covariante sobre la tétrada. R,uar o Zo' 2" ZN72T 7.7 = Rapedle
esto es [6]:

Rabcd|e = Rabcd,e - nnm (’Ynae Rmbcd + Ynbe Ramcd + Ynce Rabmd + Ynde Rabcm) . (235)
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2.4. La ecuacién perturbada de ¥,

Nuestro interés se va a centrar en el escalar de Weyl ¥, perturbado. Por tal motivo vamos
a derivar explicitamente las proyecciones en la tétrada necesarias. Estas son dos ecuaciones con
operadores direccionales y coeficientes espinoriales actuando en los escalares de Weyl U3 y Wy.
También las proyecciones del tensor de Riemann en la tétrada para obtener la accién de operado-
res sobre los coeficientes espinoriales v y A. Vamos a perturbar las ecuaciones a primer orden y
haremos actuar los operadores en las dos primeras ecuaciones, las sumaremos y mostraremos que
los operadores actuando sobre el escalar de Weyl W3 se anulan. Usando las proyecciones del tensor
de Riemann que dan la accion del operador A en los coeficientes espinoriales o y 7, y el operador
0* actuando sobre v y i, todo esto para terminar con una expresion que nos da el comportamiento
del escalar de Weyl perturbado ¥4 (el super indice (1) denota que es un término perturbado a
primer orden). Dejaremos el término 712 en todas las ecuaciones con el propésito de tener expre-
siones generales sin importar que signatura que se elija.

Comencemos con las ecuaciones de Einstein:

1
R, =K (T — 3 9T (2.36)

que en términos del formalismo de la tétrada se representan como:

Rap = K (Tap — nayn™* (T2 — Ts4)) (2.37)

donde tomamos K = 8;“—46‘7 Tap como el tensor de energia-momento.
Comencemos con la identidad de Bianchi 42[21|4]:

%(R4221\4 + Raao1 + Ragraj2 — Ruzija — Razoapn — Ragarj2) = 0.
= Ryz21ja + Razaop1 + Raz14)2 = 0. (2.38)

Usando la ecuacién (2.28),

Ry22114 + Razaon + Ryo14)2
Cyo214 + %(7742R21\4 + M1 Ryzja — M2 Rarja — Na1 Rogpa) — %(77427721 — Na2n22) R
Caz1a)2 + 5 (a1 Razja + m2aRazj2 — 21 Rasjp — MaaRo1p2) — & (Na1m2a — Maanz1) R
04242\1 + %(7744322\1 + 7722R44|1 - 7724R42|1 - 7742324\1) - é(ﬂ447722 — Na2n24) R
= Cyao1ja + Cuzazpt + 2m2(Razja — Raapp) = 0. (2.39)

+ +
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Llegamos a este resultado tomando en cuenta que las tinicas componentes no nulas de n™* son
n'? = n?l = —p3* = —y*3. Por otro lado usando la definicién de la derivada intrinseca (2.35),
tenemos para las componentes del tensor de Weyl :

nm(

Yn4aCma21 + Tn24Cama1 + Yn24Cazm1 + Yn14Ca22m)
= Cy01,4 — 1 (7124Ca221 + 7124Ca221 + Y¥244C1221 — 1344Ca201 — 7314C4224 — V424C4321
—7424C1231 + 7214C1a221) = Cao21.4 — 712 (—2a V3 + 3\, — pUy).
S Chomp = 0705 — 712(~2005 + 30U, — ply), (2.40)

Cyoo114 = Caz214 — 1
12

Usando el procedimiento anterior tenemos para Cyog|1:

C4242|1 = 7D\I/4 - 7712(46\114 - 47T\I/3). (241)
Para las derivadas intrinsecas del tensor de Ricci Ryg)4 ¥ FRaq)2:

Rusjs = K(Tyos — nazn**(Tr2 — Ts4)) + nazA
= KTy4
Rysj2 = KTyy)o. (2.42)

Entonces sustituyendo las expresiones anteriores de la derivada intrinseca del tensor de Ricci
en la ecuacién (2.39) vemos que se reduce a:

K
Cuz21ja + Cazaopn + 57712(T42|4 — Tyap2) = 0. (2.43)

Ahora para las derivadas intrinsecas del tensor de energfa-momento:

Tyops — Taajo = (Taz,a — 0" (YnaaTomz + Yn2aTam)) — (Taa2 — 0" (Yna2Tona + YnazTam))
=Tuoa — Tuao — N*?(144Ta2 + y124Th2 — 27v142T24 + 2447012
—2v242T14 — Y344Ta2 — V324 Tas + 2v342Tas — Yya24T43)
=Tyo4 — Taao — n'2(—0*Tog + NTho — 20T14 + N34 + (0% + 2y — 29*)Tya + (=20 + 27%) Thy)
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Haciendo el cambio de indices: 1 — 1,2 — k, 3 - m y 4 — m* en la expresién anterior nos

queda:

Tyaja — Taajz = 6" Thome — AT — ' (=0 T, + ATig — 20Ty
FA T + (0 4 27 = 29") T + (=200 + 27%) T+ ) (2.44)

Sustituyendo (2.40), ( 2.41) y (2.44) en (2.43), tenemos finalmente una expresién explicita para
la identidad de Bianchi 42[21]4],

K
(6" +2ma (a+27m) U3 — (D —ma (p—4€) Yy —3n12A ¥y = T2y (0" +2m2 (@ =7)) Thm»
—(A+me (W +27y—29") T — M2 AT +m20" Tk + 202 v Tims — M2 AT me) - (2.45)

De forma similar obtenemos la identidad de Bianchi 42[43|2],

K
(A+2ma Zp+7)) Y5 — (0 +mz (45— 7)) Ya=3mav ¥z =m2 o (A +2m2 (17 +7)) Thm-
— (0" +m2 Ca+28"—7) Tuw —m2 vk — M2 ¥ mms — M2 V s e + 2012 ATk ) . (2.46)

la 42[132]:

(A + 37]12 /J) \:[12 — (5 + 27712 (5 — T)) \113 — N2 0 \:[14 — 2’1712 I/\Ifl = 1M12 % (—(D — M2 ([)* — 2¢€ — 26*)) Tkk
+(0+2m2 (B+ 7)) Tems — M2 A T e + 2012 T Thom — 5(A + 32 1) Tiie + 5(A = 3012 1) Ty ).
(2.47)

y la 42[13]4]:

(5* + 37]1271’) \I/Q — (D — 27]12 (pf 6)) \I/g — 7]12/1\1/4 — 27]12)\\111 =
M2 K (=(D = 2012 (p* — €)) Thom~ + (6 — m2 (20 =28 = 7)) Trr mox — M2 6* T, — 212 W Ty e —
(0% = 3mam) Tik + (6% + 3m27) T ). (2.48)
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También vamos a necesitar la proyeccion del tensor de Riemann Rg4o4, comenzaremos usando
la expresién (2.28) y recordando que para las componentes de 7, se cumple 712 = —n34 # O:

Rouzs = Cosos + 5 (n22 Raa + 1as Rao — mu2 Roa — noa Raz) — ¢ (22 Maa — 124 n2a) R = Cosoy = — V4.
(2.49)

Y usando la ecuacién Rabcd = _’Yabc,d+A/abd,c+77nm (’Yabn (’ydmc - ’ycmd) + Yand Ybme — Yanc ’med)
junto con la definicién de los coeficientes espinoriales tenemos:

Rosoa = —v242.4 + Y2aa,a + 1" (V2an (Yamz — Y2ma) + Y2na Yam2z — Y2n2 Yama)
= —0*v + AN + ' (yo147422 + V214V422 — V2127424 + V242V412
—Y242Y214 + V2437244 — V2447432 + V2447234 — V2447432 + V2427V434)
= —0"U 4+ AN+ 02 (=7 — Yo14V + MY212 + TV — YoraV + pA — MYigo + A — Myiao — Y3447)
= (=0 + 0" (=7 + 2214 + TF — Y344)) + A(6* + 02 (Y212 + 1 — 29342 + 1¥)).  (2.50)

aqui igualamos la ecuacién anterior con (2.49) dandonos:

Wy + (6% 4+ 02 (212 + 1 — 29342 + p*))A — (=6* 4+ 2 (=7 + 27214 + 7% — y344))v = 0 (2.51)

pero notemos que lo podemos escribir en términos de los coeficientes espinoriales como:

w

1 *
(V212 — 7432) = 37 — 297,

Y212 — 2’Y§42 = Y212 — 27342 = *(7212 + ’7342) - 5

[\

3 1 .
YV 29214 + Y344 = 5(7214 + Y344) + 5(’7214 + Ya34) = 3a + 5".
(2.52)

Con lo finalmente al sustituir las dos expresiones anteriores en la ecuacién (2.51) tenemos:
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Uyt (A+me (p+p"+37y =)A= (0" +m2 Ba+p"+7—7")r=0. (2.53)
De forma similar al procedimiento anterior, encontramos las proyecciones Rio40 — R3442:
(Adme (=) a=0"+me (B =7) v+m2 AB+7)—v (p+e€)+T¥3=0. (2.54)

la Ro421

K
Us+(A+n2 (p+v—=9") 1=(D+m2 Be+€)) vdnme (u7" + X (7" + 7)) +n12 5 Tim= =0.
(2.55)

v la Royy3

K
—W3+(6" +m2 (a4 %+ 7)) p—(0 —m2 (@ =30)) A=m2 " +ma (p— p*) v+me > Tym= = 0.
(2.56)

Y por tltimo también vamos a necesitar la relacién de conmutacién [§*, A] dada por la ecuacién
(2.20)

Vamos a derivar la ecuaciéon de perturbacion en un fondo de espacio-tiempo tipo D, en la clasi-
ficacién de Petrov (para mds detalles ver el apéndice). Vamos a considerar soluciones para el hoyo
negro en el vacio, es decir, T}, = 0. En este contexto el unico escalar de Weyl distinto de cero es
W,, v los siguientes coeficientes espinoriales son cero: k,0,v, y A. Comencemos perturbando a la
ecuacién (2.45), es decir, haciendo el cambio F — F + F():

(" + 6 4 2mp9(a+ oM 4 21 + 27 (W4 + \If(l)) — D +DD —py(p+ pM — de — 4D (W, 4+ TV
312\ + AD)(Ty + T) = ~may K (" + 60 L 2ms(a+ a® — 2 — 2Oy (10 +1,

—(A+ AD (4 P £ 2y 429D — 2y = 2 O (T e + T L) — i (A + MDY (T + T

)
)
)
(o™ + 0" ) (T + T{) + 202 + v O) (Tine +T00) = oA+ AD) (T e + T0)

(2.57)
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Como estamos perturbando a primer orden entonces todo término de segundo orden o mayor se
anula, XYM = 0. Eliminando estos términos junto con los que se eliminan por estar en espacios
tipo D, nos queda la siguiente expresién para el Bianchi 42[214]:

((5* + 2’1712 (OZ + 27’(’)) \113(1) — (D — N2 (p — 46)) \:[14(1) - 3’[712 )\(1) \:[12 =

K * * *
Mz ((5* + 2012 (a—=7)) TW e — (A + 12 (W5 + 2y — 27%)) TW,,. m*)'
(2.58)

Para las ecuaciones (2.46) y (2.53) tenemos las siguientes ecuaciones perturbadas:

(A+2ms 2p+7) UM — (6 +ma (48— 7)) TuY) = 301D Ty
K
=25 ((A +2ma (0 +7) TV g — (8 + 12 (20 +26* — %)) T(l)kk) (2.59)

UM+ (A e (n4p 437 =) A = (5" +m12 Ba+ 8" +7—77) v =0
(2.60)

Tomemos en cuenta que las ecuaciones (2.47) y (2.48) en espacio-tiempo tipo D, tienen la forma:

AUy ==3nap¥; 6" W= -3n7m¥ (2.61)

Con las ecuaciones (2.60) y (2.61), podemos obtener una expresién para obtener la accién de
los operadores A sobre A1) Wy, y §* sobre (1) ¥y, Empecemos haciendo actuar ¥y — (2.60) .

Uo (A+n2 (4 p"+37—77) AD =Wy (6" + iz Ba+ B+ 7 —77)) vV Wy =~y T,V
(2.62)

Para que los operadores A y 6* estén actuando sobre ¥ queremos una ecuacién de la forma:
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(A + AANVW, — (5 + B,
= (AN, + XD (AT,) — AAND W, — (3 D)Wy — D (6 T,) — BLD @,

por las ecuaciones (2.61) tenemos que la ecuacién anterior se transforma en:

(AN — 3010 A DTy — AND T, — (5 D)Wy 4 30m DTy — BD W,
= \IIQ(A + A— 37712,[1/))\(1) - \:[12((5* + B - 31’]1271’)1/(1) = —\IIQ \:[14(1) (263)

Comparando con la ecuacién (2.62) vemos que se debe de cumplir:

A=3nmop =n2(p+p"+3y=7") = A=no@p+up"+3y—7")
B—37]127T:T]12(30é+ﬂ*+71'—7'*) = B:7712(304+ﬂ*+4’ﬂ'—7'*) (264)

De donde finalmente tenemos para la ecuacién (2.63) usando las relaciones (2.64):

(A4me (Ap+p* +3y— 7)) AV Wy — (6 +m12 Ba+8* +4m—79) W Ty = 0y v,V
(2.65)

Si hacemos actuar (A + m12(4 1 + p* 4+ 3y — v*)) sobre la ecuacién (2.58), y a (6* + n12(3a +
B* + 47 — 7)) sobre la ecuacién (2.59), y restamos ambas ecuaciones tenemos:

(A +ma(dp + p* 43y = ) (0" + 2ma(a +27)) = (6 +ma2(3a + B + 47 — 7)) (A + 2012 (2 pp + 7)) T
(A +ni2(4p+ p* 437 — 7)) (D — malp — 4€)) — (0" + ma(Ba + B* +4m — ) (5 + m12(4 8 — 7)) Wy
+3m2 W v, = —M2 %((A + o (4p 4 g+ 3y — YN0 + 2n12(a — 7)) TW o
—(A +ma(p* + 2y = 27 )T W =) + (6 + m2Bar+ B + 41 — 7)) (A + 2n12(1* + )T g o
(0" + ma(Re 428" — 7)) TW ) (2.66)
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En donde hemos usado la ecuacién (2.65), y la relacion de conmutacién (2.20). Notemos que
los operadores que actiian sobre \113(1) se anulan:

(A +ma(dp + p" + 3y =7%)) (6" + 2ma(a +27)) — (6" + m2Ba+ 8 + 47 —77)) (A + 2m12(2p + 7))
= A" + 220+ 47) A + 2ma(Aa) + 4o (AT) + qua(dp + p" + 37 —77)0" + (dp + 4" + 37 —77) (20 + 4m)
—0*A —ma(dp + 27)6" — An12 (0% p) — 2m12(8*y) — m2Ba + 0" + 47 — 7°)A — Ba+ B* + 47 — 7%)(4dp + 2)

pero en el espacio-tiempo tipo D, Ad* —0*A = nia(a+8*—7*) A —nia(u*+v—+*)d*, por tanto:

=ma(a+ 8" — 7"+ 20 +4r —3a — " —Ar + 1) A+ ma(—p" —y " HAp+pt 4+ 3y — 9" —dp — 29)6°
2ma2(Aa) + 42 (AT) — 4120 p) — 2m2(6™y) + (dp + p* + 3y —77) (2a + 4m) — Ba + B° +4m — 77) (4p + 2)
=2m2((Aa) = (677)) + 4m2 (A7) — dmia(6p) + (=29" + 2p" —dp)a+4(—y" + v+ p')m — (8% — 77)(dp + 29)

(2.67)

Tomando las proyecciones de las componentes del tensor de Riemann Rjsse — R3aqz (2.54),
Roy21 (2.55) y Raygss (2.56) tienen la siguiente forma en el espacio-tiempo tipo D

Ri242 — R3442 = (Aa) = (0%y) = ma((Y" = p")a+ (8" —17)7)
Roy01 = AT = —no((m + 7))+ (v —v*)7)
Rowsz = —0"p=nua((p—p")m+ (a+ 8")u)

Sustituyendo las expresiones anteriores en (2.67)
(29" = 20" +4p = 29" + 207 —Ap)a +2(8" —77)y = 2(8" = 77)y —A(m + 7 )
—4(y =)+ 4(p — p)m HApfT + A=y oy — )T — 48T — T
=4+ Fp—p gy )T+ AT T+ B =T T ) =0

Finalmente nos queda la ecuacién que rige a \114(1) en espacios tipo D:

(A + 2 (4 + p* + 37 — 7)) (D — ma(p — 46)) — (0* + ma(Ba+ F* + 47 — 7)) (0 +ma (48— 7)) ¥,V
—3m2 Ua UM =iy K (Ao (4p+ 7 + 37 —77) (6" +2m12 (0 = 7)) TW e
—(A+mz (0" +27 = 29" ) TW e ) + (6% + 2 (Ba+ 5 + 47 = 7)) (A + 212 (1 + 7)) T o
—(6" +ma2 (2a+26* — 7)) TWyy) (2.68)
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Esta es la ecuacién de ¥, que vamos a resolver més adelante [7].



Capitulo 3

Hoyo negro de Kerr

3.1. Nociones preliminares del hoyo negro de Kerr

La métrica de Kerr es la métrica que describe la geometria del espacio-tiempo alrededor de
un hoyo negro rotante. La métrica de Kerr es una solucién exacta a las ecuaciones de Einstein y
es una generalizacién de la métrica de Schwarzschild. Esta métrica fue descubierta por el fisico
neozelandés Roy Kerr en 1963.

A diferencia con el hoyo negro de Schwarzschild que tiene solo una, el hoyo negro de Kerr tiene
dos superficies en donde la métrica aparentemente tiene divergencias, estas son llamadas singulari-
dades coordenada que en pocas palabras son divergencias de la métrica debidas a una eleccién no
adecuada de un sistema de coordenadas. El tamano y la geometria de estas superficies dependen
solamente de la masa y momento angular del hoyo negro. Una de las superficies esta dentro de la
otra, la superficie interior es una esféra y delimita el radio de no retorno o también llamado hori-
zonte de eventos, la superficie exterior tiene forma de esfera ovalada y toca a la superficie interior
en los polos por donde pasa el eje de rotacién.

Uno de los resultados sorprendentes de la métrica de Kerr es el fendmeno llamado arrastre gra-
vitacional, que consiste en que objetos cercanos al hoyo negro (o un cuerpo muy masivo) rotante
comienzan a rotar en el sentido de rotacion del hoyo negro. Esto no es debido a alguna fuerza o
torca aplicada, sino debido a que el mismo espacio-tiempo esta rotando. Entre las dos superficies
se encuentra una region llamada ergdsfera, en esta region el arrastre gravitacional es tan intenso
que todo, incluso la luz, rota con el hoyo negro.

El elemento de linea de la métrica de Kerr para un cuerpo de masa M y momento angular por
unidad de masa a, en unidades ¢ =1y G = 1, tiene la forma:

AMrasin® 6
b))

dtde

oM 5 2Mra?
ds? = — (1 - 27") dt? + S dr® + Sdf? + <r2 o+ #sinQ 9> sin 0 do? +

33
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donde definimos ¥ = r2 +a?cos?0 y A =12 —2M r + a. A es la generalizacién de la funcién
de horizonte de la métrica de Schwarzschild h(r) =1 — 22 [g]

El horizonte de eventos del hoyo negro de Kerr ocurre cuando la componente radial g, va a
infinito, es decir, cuando A = 0. Resolviendo la ecuacién cuadrdtica A = 0 podemos saber donde
se encuentra,

A=7r2+a?—-2Mr =0,
2M + VAM? — 4a?
r= 5 a4 =M+ /M2 — a2

(3.2)

Tomemos la raiz ry,y = M + v M? — a? que nos da el horizonte de eventos del hoyo negro de
Kerr. Observemos que si el hoyo negro no rota, es decir a = 0, el horizonte de eventos de Kerr se
reduce al horizonte de eventos de Schwarzschild, r;,; = 2M = rg.n, ademéas cumple la condicién
Tint < T'sch. Esto corresponde a una singularidad coordenada.

Otra singularidad coordenada ocurre cuando la componente puramente temporal g;; de la métri-
ca cambia de signo de positivo a negativo. Nuevamente resolviendo la ecuacién cuadrética g, = 0
llegamos a,

2Mr
>
= r2—2Mr+a®cos’6=0
. 2M + 4AM? — 442 cos2 6
2

1 =0

=M+ /M2 —a?cos?0 (3.3)

tomamos 1o = M + VM2 — a?cos? 6, de nuevo si a = 0 tenemos que 7oy = Tgen, = 2M y
cumple rez: < 7Tgen. Debido al término cos? @ de la raiz cuadrada, esta superficie exterior tiene
forma de esfera aplastada que toca a la superficie interior en lo polos del eje de rotacion, donde
0 = 0,7. Hemos tomado tanto para 7;,; como para 7.;; las raices positivas de las soluciones de
las ecuaciones cuadraticas, esto es porque las otras dos raices se encuentran dentro del horizonte
de eventos y las desechamos por estar causalmente desconectadas con el exterior de dicho horizonte.

La singularidad real del hoyo negro de Kerr corresponde a ¥ = r% +a% cos? @ = 0, lo que indica

que la singularidad ocurre cuando r =0y 6 = 5"

3.2. Ecuacién de perturbacién para el hoyo negro de Kerr

Vamos a estudiar la ecuacién de perturbacién derivada en el capitulo anterior, ecuacién (2.68),
para el caso de un hoyo negro rotante sin carga en vacio (7),, = 0), descrito en un sistema de coor-
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denadas penetrantes estéricas (t,,0, p). Las coordenadas penetrantes son aquellas que resultan de
una transformacion de las coordenadas de las de Boyer-Lindquist en donde se evita la singularidad
coordenada del horizonte. El elemento de linea es:

Mr Mr Mr Mr
2_ _(1_ 2 _ .2 2
ds® = <1 2 > )dt +4 > dtdr —4 5 @ sin 0dtd<p+(l+2 > >dr

M M
—2 (1 + 2;) a sin® @ dr de + ¥ d6? + (1"2 +a® + 2% a? sin’ 9) sin? 0 dip? (3.4)

El siguiente paso es la eleccién de la tétrada nula. A los vectores nulos reales los elegimos
de forma tal que describan la parte temporal y radial, esto es I#(t,r) y k*(¢t,r). Ambos apuntan
hacia el futuro y nuevamente elegimos que [* apunte hacia afuera de la fuente y k* hacia den-
tro. Mientras que a m* solo depende del dngulo polar 6. Con esto tenemos la siguiente tétrada [7][9]:

(iasinf,0,1,7 csch)

V2 (r —ia cosf)

* = r?+a®+2Mr A0,2a) k' =k (1,-1,0,0) m"= (3.5)

1
73 (

Y el otro vector nulo, m** es el complejo cojugado de m*. Ahora usaremos esta tétrada en la
definicién (2.13) para obtener los coeficientes espinoriales y la definicién (2.33) para los escalares
de Weyl para calcular sus valores en esta tétrada en particular. Haciendo esto tenemos que para los
coeficientes espinoriales Kk = v = 0 = XA = 0, y para los escalares de Weyl ¥y =¥y = U3 =¥, =0,
y como trabajamos en el espacio-tiempo tipo D de la clasificacion de Petrov, el coeficiente espinor
~ también es cero. Para los deméas tenemos:

B 1 _ A _ r— M
B Tiacoss P axt TP oy
a sind asing cot 6
T=—1 T=0— a=——nup* =—a*+T 3.6
7T N Vol 5 (3.6)

\IIQZM,LL?’

Trabajaremos con la ecuacién para ¥, derivada en el capitulo anterior considerando solucio-
nes para el vacio. La ecuacion reducida es:

(A —dp—p*) (D —p+de) — (0 —3a—B* —dn+7%) (6 —48+7) +3¥,) U, M = 0(3.7)
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Sustituyendo las expresiones obtenidas para este caso de los coeficientes espinoriales y escalares
de Weyl en la ecuacién anterior obtenemos:

(O + Op ) UMY =0 (3.8)

Donde definimos a los siguientes operadores como:

9 9 9 82 82 82 82
O = —(r + a* cos 9+2MT)@+A82+4MT(‘%8 +2a 87"890
0 0
2 (2 M+2i 0) — —M) —+14
(2r+3M+ zacos)6t+6( )8r+

0? 1 02 0 cosf 0 14 cos?d
O = — t0 — — 41 — 22— 3.9
be 002 +sm 0 0% +eo 00 Zsin29 Op sin” # (39)

El cambio de los operadores (D, A, §, 0*) a derivadas parciales (0¢, 0y, Og, O,) es debido a
la definicién misma de los operadores (2.10). Por otro lado en lugar de trabajar con ¥, traba-
jaremos con la funcién &; = r U, M 1a cual se espera que tenga un comportamiento constante
en regiones muy alejadas del hoyo negro, ya que el escalar de Weyl ¥, disminuye radialmente
como ~ % como dice el teorema de peeling (ver apéndice A). Haciendo este cambio la ecuacién de
perturbacion resultante es:

[Dltr + DO@] b, =0 (3.10)

donde solamente el operador ;. cambia al operador [y, definido como:

2, 2 2 0? 9? 2 H?
Oy = —(r*+a® cos®0+2Mr) @+A82+4M7ﬂ8t6r+2aara(‘0+
. 0 a®?\ 0 M7+ a?
2(27"+M+2zacost9)8t+2<2rM>8T ra 23

Para el operador angular [y 4, introduciremos a los operadores eth y eth-barra definidos como:
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0 0
= —_— — = 12
O, (804—@ Cscﬁa@ scot@) 0o + s cot 0, (3.12)
0s = — 0 ea+ t6 | =0p — s cot 6 (3.13)
s = % — 1 csc P 5 o =0y — s cot 0, .

En donde el subindice s indica que actia sobre alguna funcién de peso de espin s. Estos opera-
dores acttian en particular sobre los arménicos esféricos con peso de espin Y,5™ (0, %), que son la
generalizacién de los arménicos esféricos usuales (para s = 0). Cuando el operador 9 actia sobre
un arménico esférico con peso de espin, le sube el peso:

0, Vb = /(I —s) (I4+s+1) Yo "™ (3.14)

y cuando el operador 9 actia sobre un armonico esférico con peso de espin, le baja el peso:

B, V! = —/(I+s) (I—s+1)Y,_,"™ (3.15)

La introduccién de estos dos operadores es debido a que existe una relacién entre el operador
angular [y, y los operadores 05 y 05 que estd dada por:

0_10_9 = ((‘fe —1 csc@3 — cot9> (8 41 0509i 42 cot@)

dp a0 dp
0? 1 02 0 cosf O 1+ cos? 0
002 sin% 60 0p? oo o0 A sin? 6 Oy sin? 6 B¢ ( )

_ Cuando acttia 9_2 sobre una funcién de peso —2 le sube el peso a —1 para que cuando actia
0-1 se lo baja de nuevo a —2, implicando que un arménico esférico de peso —2 (Y,gl’m) sea una
eigenfuncién del operador 0_10_s:

D&,,Yz =0_,0,Y, 0_1/(1+2) I —-1)Y_ "™
+2)

=—/(-1)(+2)/I+ (l—l)Y o= —(1=1) (1+2) Y ™ (3.17)

La propiedad anterior nos sugiere que al utilizar los operadores 8 y ® en lugar del operador
g es conveniente expresar a la funciéon ®; en términos de y_,bm
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3.3. Formulacién para una dimension

La funcién en la que estamos interesados depende del tiempo y de la tres coordenadas espa-
ciales @1 = D4 (¢, 1,0, ¢), la formulacién para una dimensién quiere decir que rescribiremos a las
ecuaciones para ®; de modo tal que la informacién relevante esté expresada es una sola dimensién
espacial y el tiempo, ddndonos como resultado una ecuacién dependiente solo de dos variables.
Usaremos para la parte angular a los armédnicos esféricos con peso de espin Y_,bm para aprovechar
la ventaja de que son eigenfunciones del operador angular [y, y que también lo son de la derivada
parcial respecto al angulo azimutal ¢.

d
% Y_oob™ = imY_ ™ (3.18)

también aprovecharemos el hecho de que los arménicos esféricos con peso de espin Y"™ forman
una base completa ortonormal en el espacio de funciones:

y{dQ R (3.19)

’ (5m’m/

Para las componentes temporal y radial asociaremos a cada Y, ™ funciones de la forma Ry (t, 1)
de manera que propondremos una expresién ®; como solucién a la ecuacién (3.10) de la siguiente
forma:

1= Rym(t,r) V5" (0, 0) (3.20)
lm

Usando las propiedades angulares dadas por las ecuaciones (3.17) y (3.18), obtenemos para la
ecuacién de perturbacién (3.10):

0 0> 0>
> v { (r? +a% cos®0+2M7) s + A= +4Mr
lm

0
2 (2r+ M +2ia cost) =
oz "2 oz gror T2 @AM 2iacost) Ft

Mr + a?

a? 0 . a
2(2r—M—-—+4iam| — —2im—+2 s (=1 (+2)]| Rim=0 (3.21)
T r r

or

’
M

7
Para deshacernos de la suma, multiplicamos cada término por Y_o! e integramos sobre el

angulo sélido:
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2 2 2
> f{ AQY_,l ™y _ybm {— (r2+2Mr) o +A 4 +4Mr

2(2r+ M) 8-1—

a2 T2 ator at

2 M 2
2 (2r—M -2 +iam 2—2img+2ﬂ—(l—1)(l+2) Rim
T or 72 '

'm! " m! m a
7Za2%dQY_2l’ Y_ob™ cos 9@R1m+z4za7{dQY_2l’ Y_ob™ cos@ aRl’m:O

(3.22)

Usando la propiedad de ortonormalidad (3.19), tenemos:

2 82 2

Z 01,17 Oy [ (7'2+2M7“) %JrAa 5 +4Mr8t8r

+2(2r+M)aat

2 8 M 2
2 (2T—M—a+iam) E—zimﬁm%—(z—n (z+2)] Rim

_azz lej{dQYgl my2l7ncos 0+4zaZalefdQY2le2 cosf = 0.

(3.23)

Quedan aun un par de términos que tienen cos? f y cos f para los cuales usaremos su expresion
en términos de armoénicos esféricos:

4 |m 1 T
cos? f = 31 / gYOQ’O + 3 cosf =2,/ gYOI’O (3.24)

déndonos

82 82 2
Z(su/ mm/|: T +2MT)@ Aﬁ+4MT6ta’r

+22r+ M) gt

or 72

4 1
2 RmfdQYle l,m \/71/2,0 -
GZ l 2 2 3\ 5% +3

+dia ZaRl,m 7{ dQY_,'m y_,bm (2 \/iyolﬁo) =0 (3.25)
lm

2 a M 2
P (Qr—M— a—|—iam> ——2im9+2’"7+a (' —1) (z’+2)} Ry
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aplicando las &;;y v d;nm para eliminar la suma del primer término

-4#+2M@fi+Aéﬂ+4Mr82+2@r+M)9+

ot r? ator ot
2 M 2

2(2r—m-Cviam) L _oim® 42Tyt )| B
r or r 72 ’

4 o 62 ’oo! a 62 ’,
2 E U',m L,m 2,0 U';m l,m
— g \/; : 78252 Rl,m j{ dQ) Y,Q Y,Q YO - 73 8152 Rl m % ds) Y,Q Y,Q

, 0 0 ot .
+82a\/§Z&Rl»m j{ dQY U™y ,bmy Lo — ¢

y sigue

2 2 2 2
[ <r toMr+ L ) i—i—Aa——i-éer 0 +2(2r+M) 88t+

ot? or? otor
a? 0 . a Mr—I—a
2 (QT—M— —|—zam> E—Z@m;—i— — 2 —("=1) (l/+2)} Ry oy (3.26)

/ ZatZle dQY2le le2O+82a\/728tle%dQY le l’mylo_o

ilm

Para resolver el par de integrales faltantes usamos los simbolos de Wigner 3 — Im dados por:

Opr—1

1 (=2)1+2)(+m)(l—m)
i (20 +1)(20 — 1)

/3
%‘Y, lmylon E(Sm,m/

2m 1 (= D)A+3)(+m+1)(—m+1)
KP+D&”+(H4JV @ +3)2+ 1) oL+ (3:27)

+

7{ Yy Yy ao
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B 35 3 (l—2)(l—3)(l+2)(l+1)(l+m)(l+m—1)(l—m)(l—m—1)6
TR B Y ICTRE ST (20 +1)(21 — 3) bz
m (=2)TI+2)(I+m)(l—m) (I+4)(1-3)(I(1+1)—3m?)
+24 Orpr—1 + 011
I+DHDHI-1) (2l+1)(20—1) Q2L+ 3)I+1D)()(20—1)
o4 m =D+ +m+DHl-—m+1)
(I+2)(1+ 1) (20+3)(20 + 1) b
. 3 (l+4)(l+3)(l)(l—1)(l+2+m)(l+m—|—1)(l—m+2)(l—m+1)6
2(1+2)(2l+3)(I + 1) (20 +5)(20 + 1) itz
(3.28)
Sustituyendo las expresiones anteriores en la ecuacién (3.26) y haciendo I, m’ — I, m por simple
notacién, obtenemos la ecuaciéon para ®; en 1-D para perturbaciones gravitacionales en un hoyo
negro de Kerr:
7(12 A(l —+ 27 m) att Rl+2,m — 4CLB(Z + 1, m) <4a ﬁaﬁ — Zat> Rl—‘rl,m + i(l, m) Rl,m
m
—4aB(l,m) (4a(l+1)(l_1)3 8)Rl 1m — @ A( )8ttRl Qm—o (329)
En donde hemos definido:
B 1 (=2)0=-3)(+2)(+1D)(l+m)I+m-1)(1—-m)l—m—1)
Albm) = Termhas 1)\/ (20 + 1)(20 — 3) (3:30)
1 (-2)0I+2) I+ m)I—m)
Bl,m) = 3 \/ 20+ 1)(20— 1) (3:31)
2 2
= (o a” I+4)1-3)(1(1+1)—3m?) 0
a{,m) = <'r +2Mr+3 (1+2 @+ 3+ 02 —1) +4Mrat8r
vo(or+ M+ gia—") 2 4o (o M7ﬁ+mm 3* (3.32)
(14+1)) ot or '
2zma +2M (1—1)(1+2)
r2

En la ecuacién (3.29) podemos ver que si elegimos un modo cualquiera (I,m) de un arménico
esférico la ecuacion depende de otros modos, es decir, estan acoplados. Este es el precio que tuvimos
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que pagar al hacer la formulacién en una dimensién en una simetria axisimétrica. Por otro lado,
como los escalares de Weyl son funciones complejas, expresaremos a R; ,, en términos de su parte
real e imaginaria:

Rl,m = +Rl,m +1 —Rl,m (333)

Sustituyendo la expresién anterior en la ecuacién de evolucién para modos acoplados (3.29) y
separando la parte real de la imaginaria de los operadores, obtenemos un par de ecuaciones (para
la parte real usamos ”” ara la imaginaria 7 _"):

Jr

—a? A(l + 2, m) Ont +Riyom — 4aB(l + 1, m) <4a latt + R m £ O :,:Rl+1)m)

m
(I1+2)
+rﬁ(lu m) :I:Rl m ¥2am (4815 + 8'r - 1) :FRl m

' (i+1)1 T ’
m

—4aB(l,m) (4(10+1><l—1>

O +Ri—1,m £ 0, ¥Rl1,m> —a® A(l,m) Oy + Ri—2.m = 0.
(3.34)

Donde definimos un nuevo operador para la parte real de CI(I,m) como:

2 2 2 2
— (o a’ I+4)(1=3)1(1+1)—3m? 9 0
O,m) = <r +2Mr+ (1+2 B3 T T =D Sm AL (339
2 b a2\ o Mr+a?

Notemos que por las definiciones de A(l,m) y B(l,m) para el caso de | = 0 divergen, por
tal motivo tomaremos a Ry, = 0 y para | = 1 los coeficientes A(1,m), B(1,m) no estdn bien
definidos. Por tanto tomaremos [ = 2, 3,4, ... y la tinica restriccién para m es que cumpla |m| <.
Tenemos un sistema infinito de ecuaciones debido al acople de los modos, esto nos compromete a
elegir un un valor l,,,,, a partir del cual si tenemos cualquier | que cumpla la condicién | > l,,40
tendremos R;,, = 0. Para el primer caso no trivial tenemos l,,4; = 2, de donde solo tenemos
Ro m # 0, nos queda el siguiente sistema de ecuaciones:

i(2vm) Rymy = 0, (l - 2)

—4a B(3,m) <4au4)ﬂ(12)3n+i3t>R2$m = 0, (I=3)

—a® A(4,m) 0y Roy = 0, (1=4)
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Para cualquier eleccion de [,,,, tenemos de tres ecuaciones y una sola incégnita, por lo cual
tenemos un sistema sobredeterminado. La primera ecuacién es la mas complicada y a la que toma-
remos en cuenta y haremos caso omiso de las tltimas dos ecuaciones. Otra observacién importante
es que cuando a = 0, se reduce al caso del hoyo negro de Schwarzschild donde los modos de I se
desacoplan dando U(I, m) Ry, = 0.

3.4. Formulacion a primer orden

Las ecuaciones importantes de la seccién pasada (3.29) por su complejidad las resolveremos de
forma numérica. Como tenemos en el operador [J(I, m) segundas derivadas parciales reduciremos el
problema a ecuaciones diferenciales de primer orden para poder implementar un método numérico
a primer orden. Esto no quiere decir que no se pueda tratar problemas con segundas derivadas o
de orden mayor con métodos numéricos solo que en nuestro caso hemos optado por hacerlo. Para
ello definiremos las siguientes funciones auxiliares:

£V m = 0 £ Ry, (3.36)

1L =0 + Ry + B+ V0 s (3.37)

donde [ ,,, es una funcién en principio arbitraria de r y distinta para cada modo relacionada
con la componente radial del shift [7] , pero en nuestro caso usaremos la misma ., para cada
modo. Para estas expresiones obtenemos:

O +Rim = +Illpm — B4V, (3.38)
O +Vim = O (+li;m —B+Vim), (3.39)
att :tRl,m = at :I:Hl,m - ﬂar (:I:Hl,m - ﬂ:t\:[/l,m) (340)

Usando estas tltimas ecuaciones obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales par-
ciales de primer orden acopladas:

T10; *Mhom + €1 0 Fliyom + 20, W40 1 + S1EW 4o 1 + T2 0, T1igq 4 €30, T1ig1m
+c40p EV g1 m + S2F g1 + S3EW 4 + SATU Ly + T30, F10, + €50, F10, 4,
+¢6 0 TV + S5EI 4, + S6 TI0; p, + STEV, + S8 T, + SOER) ,, + S10 TRy +
T40, E Ty + €7 0p FI 1 + 80, TW gy + SITFILy y + 1250y 5, + S13 Ty 4
T50; ¥ _9 n + €90, 119, + 100, Ty _5,, + S14FV;_ 5, =0
(3.41)
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donde para simplificar hemos definido los siguientes coeficientes.

_m
i+2)0

B a® (I+4)(1=3)(1(1+1)—3m?)
T?’__(Tz”MHs (1” @213 0+ >>

(I+1) (1-1)
cl =-T18, 2 =T103% 3 =-T28, c4 = T2 52,
c5=T3 (4Mr—p3), 6=T3 (8> —4Mrp3+A)

7 =-T4p, 8 = T4 3, 9 =—T53, cl0 = T5 62,
S1=T130,0, S2 = F4aBii1m, S3="T2030,0,

T1=—a® Ajyom, T2 = —16a® Biy1.m

T4 = —164> By, T5 = —a® A,

m
54:i4aBl+17mﬂ7 55:2(2T+M) T37 56::!:8@ng,
2
S7 = ((5—4M7~) 8,82 (2r+ M) B +2 (2T—M—i)> T3,
4 Mr+ a?
S8 =F2am (1_6(Z+1)l> T3,  S9= (27’;“—(1—1) (l+2)> T3,

S10=+2m=T3,  Sll=F4aB,,,  S12=T438,8,
T
S13=+44aBy,, 3, Sl4=T580,8.  (3.42)

Este es el sistema de ecuaciones a resolver para conocer la evolucion de las ondas gravitacionales
de un hoyo negro de Kerr perturbado 1-D [7].



Capitulo 4

Solucion Numérica

4.1. Un poco de ecuaciones diferenciales parciales

En el capitulo anterior llegamos a un sistema de ecuaciones diferenciales (3.41) cuya solucién
nos da la evoluciéon de &, = r \114(1), pero este sistema de ecuaciones es practicamente imposible
resolver de forma tal que nos de una solucién analitica. Por tal motivo buscaremos una solucién
aproximada mediante un método numérico. Antes de hacer esto daremos algunas ideas importantes
sobre ecuaciones diferenciales parciales y métodos numeéricos.

Una ecuacién diferencial parcial (EDP) es una ecuacién que enuncia una relacién entre una
funcién de dos o més variables y las derivadas parciales de esta funcién con respecto a estas varia-
bles independientes:

F(D"f(x),D" "' f(x),... Df(x), f(x),x) =0,  paran>1
0 o) 0 >

_— ., — 4.1
0z, 0Tn_1 T Ox1 (4.1)

con X = (T1,T2, ..., Ty), D= <

En fisica, comunmente, las variables independientes son las coordenadas del espacio y del tiem-
po (t,z,y, z). Las EDPs estdn presentes en casi todas las ramas de la fisica y son fundamentales
para describir la dindmica de un sistema. Se dice que la solucién de una EDP es una funcién par-
ticular f(x1,x9,...,x,), que satisface la EDP en el dominio de interés Q(xy, xo, ..., x,) , y satisface
las condiciones iniciales y/o a la frontera en el dominio. En algunos casos particulares la solucién
de una EDP puede expresarse de forma cerrada pero en la mayoria de los casos esto es imposible
y tiene que obtenerse mediante un método numérico.

Se dice que una EDP es de primer orden si la derivada parcial de mayor orden es de primer

orden, consecuentemente una EDP de orden n es aquella que el orden de la derivada parcial de
mayor orden es n.

45
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Una forma de clasificar a las EDP es usando el criterio de linealidad, a continuacién se muestra
esta clasificacién:

EDP lineal. Si F(D"f(x),D" ' f(x),...,Df(x), f(x),x) = 0 en una funcién lineal de f y
todas sus derivadas.

n

Z ar(x)DF f = h(z) (4.2)

k=0

donde h y aj son funciones. Si h(z) = 0 se dice que la ecuacién es homogénea.

EDP semilineal. Si F = 0 tiene la forma:

n

ag(D" f(x), D" f(x), ... Df(x), f(x),%) + Y _ a(x)D*f =0 (4.3)

k=1

donde la funcién ag es el tinico término no lineal.

EDP cuasilineal. Si F' = 0 tiene la forma:

n—1

anan + Z a’k(an(X)a Dn71f<x)7 ...,Df(X), f(X),X) Dkf =0 (44)

k=0

donde el término de la derivada maés alta es el tnico lineal.

EDP no lineal. Es no lineal en la derivada més alta. Se dice que es completamente no lineal
si no es lineal en cada uno de los términos.

Una expresion de la forma:

F(D"f(x), D" 'f(x), ..., Df(x),f(x),x) =0  (x € Q) (4.5)

donde

F:R™ xR™ ' x . xR™ x R™ x Q — R™

y dada la funcién incognita f

f:Q—R™ f=(f" ..., fH
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es conocida como un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de orden k. Aqui estamos
suponiendo que que el sistema consta del mismo niimero m de ecuaciones escalares como incégnitas
(f™, ..., f1). Los sistemas de ecuaciones diferenciales parciales se clasifican del mismo modo siendo
lineal, semilineal, cuasilineal y no lineal.

Otro aspecto importante que hay que mencionar de las EDPs son las condiciones de cuando un
problema es un problema bien planteado, que son:

= El problema tiene una solucién (existencia).
= Esta solucién es tnica (unicidad).
= La solucién depende continuamente de las condiciones iniciales y/o de frontera del problema.

La dltima condicién es particularmente importante en problemas con aplicaciones fisicas, es
preferible que la solucién (unica) cambie solo un poco cuando las condiciones que especifican al
problema cambian poco. [10]

Es claro que existe una amplia gama de tipos de EDPs pero centraremos nuestra atencion a las
de segundo orden con una variable espacial y una temporal, ya que estas son las que modelan al
problema en el que estamos trabajando porque hemos deducido una ecuacién 1-D. El caso general
de una EDP cuasilineal, de segundo orden, no homogénea, de dos variables independientes (x, t) es:

JPI@O) | @) | (Pl | ol | ol

920z D201 Lot L o T @t =C (4.6)

donde los coeficientes A, B, C' dependen de z, t, g—i y %{, los coeficientes D, E, F' dependen de
xz,ty [y el término no homogéneo G solo depende de x y t. En analogia con la ecuacion algebraica
de segundo grado Ax? + Bxy + Cy?> + Dz + Ey + F = 0, la clasificacién depende del valor del
discriminante B2 — 4AC.

Valor de B? — 4AC Tipo de ecuacién

Negativo Eliptica
Cero Parabdlica
Positivo Hiperbdlica

Las soluciones de cada tipo de ecuacién tienen propiedades generales propias. La solucién de
la EDP eliptica es un funcion estacionaria y cuya forma cumple propiedades de minimizacién de
energia, volumen, tiempo, etc. La soluciéon parabdlica es una funcién muy suave y que representa
flujos que se dispersan. Y la solucién hiperbdlica tratan problemas de propagacién. [11]

En nuestro caso tenemos la EDP (3.33):
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a2

Ol m) Ry = — (r2 +2Mr + (1 )

_ _ m2 2 2 2
(+4)1-3)11+1)—3 )))a B 0

@ +3)(+ DIl — 1) gz TR g TAMr G

) m 0 a® 0 . a Mr + a?

calculando el valor de su discriminante:

a? (I+4)(=3)(L(1+1) — 3m?)
(4M7)? — 4(A) (- <r2+2M7"+3<1+2 20+ 3)(1+ 1)I(20 - 1) )))

B a® I+4)(1-=3)1(1+1)—3m?)
—(4Mr)2+4A<r2+2Mr+3<1+2 ORI ES >>>0 (4.7)

Porque M, r, a > 0, y |m| < I. Por tanto el problema a resolver es un sistema de EDPs de
segundo orden hiperbdlicas de dos variables (r,t). Ya que sabemos un poco del fondo matemédtico
del problema al que vamos a resolver, ahora veamos un poco de métodos numéricos que son parte
clave en este trabajo.

4.2. Nociones preliminares de métodos numéricos

El andlisis numérico es una rama de las matematicas que se puede definir a grandes rasgos
como la disciplina ocupada de describir, analizar y crear algoritmos numéricos que nos permi-
tan resolver problemas matematicos, en los que estén involucradas cantidades numeéricas, con una
precisién determinada. A través de nimeros y operaciones matemaéticas simples como la suma, res-
ta, multiplicacién y divisién, se encarga de disenar algoritmos que simulen y aproximen procesos
matematicos méas complejos como son la integracién, interpolaciéon y extrapolacién, solucién de
sistemas de ecuaciones algebraicas y diferenciales etc.

Un algoritmo se define como un procedimiento que nos puede llevar a una solucién aproximada
de un problema mediante un ntimero finito de pasos que pueden ejecutarse de manera légica. A
pesar de que se trata de un nimero finito de pasos en la mayoria de los casos la cantidad de pasos
necesarios para obtener una solucién numérica que aproxime adecuadamente a la real puede ser
muy grande, lo cual es inoperable sin la ayuda de una computadora. Las computadoras son he-
rramientas muy utiles para cdlculos matematicos extremadamente complejos y para el desarrollo
de muchas ramas de la fisica son imprescindibles, pero en el fondo operan con nimeros binarios y
operaciones matematicas simples.

Los métodos numéricos son la forma de implementar de forma particular los algoritmos para
resolver de forma aproximada un problema. Existen una gran cantidad de métodos numeéricos para
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diversos problemas de los cuales nos vamos a centrar en soluciones numéricas de ecuaciones dife-
renciales parciales.

Uno de los métodos més populares para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales
es el método de diferencias finitas. Una diferencia finita es una expresion matematica de la forma
Af(z) = f(x+b)— f(z+a) de una funcién f = f(z) definida en un intervalo I € R, donde a, b son
puntos tal que: a,b € I. Si una diferencia finita se divide entre Ax = b — a se obtiene una expresiéon
llamada cociente diferencial, %(;) que es una aproximacién a la derivada. Las diferencias finitas
nos interesan para resolver ecuaciones diferenciales por el aspecto importante de que las diferencias

finitas aproximan a la derivada a medida que Az se acerca a cero.

Los métodos de diferencias finitas aproximan soluciones de ecuaciones diferenciales reempla-
zando las expresiones de la derivada por un cociente diferencial. Esto es adecuado debido a la
definicién de la misma derivada, que para una funcién f(x) su primera derivada en el punto xg es
por definicién:

fwo +h) = fxo)

! _ z
fi(zo) = lim W (4.8)
entonces una aproximacion razonable puede ser:
h) —

h

para valores pequenos de h, donde Az = h lo definimos como el paso espacial. Para saber que
tan bien aproxima el cociente diferencial a la derivada usamos el Teorema de Taylor asumiendo
que la funcién f(z) es continuamente diferenciable alrededor del punto zy. Con lo que nos da:

o), fP0) e 1)

1! 2! n!

f(zo+h) = f(xo) + R" + O(h™t) (4.10)

Entonces la aproximacién de f(z) en términos de la primera derivada es:

f(xo +h) — f(x0)

f(zo+h) = f(xzo) + f'(xo)h + O(R*) = f'(a)= h

+O(h)  (411)
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con lo cual ya podemos saber que tanto se aproxima a la primera derivada:

f(xo +h) = f(xo)
h

= ['(w0) = O(h) (4.12)

Podemos ver que el error es proporcional a h, este resultado no es general sino es particular del
tipo de aproximacion que se haga. La expresién anterior se conoce como ecuacion de diferencias
hacia adelante. De hecho esta no es la tinica manera de aproximar una derivada, existe una amplia
variedad aproximaciones como son:

ecuacion de diferencias hacia atrds

f(@o) — i];(xo —h) — f(wo) = O(h) (4.13)
ecuacion de diferencias centrada
f(fo + h) - f(xO - h) . f/(iﬂo) _ O(hz) (4.14)

2h

notemos que la ecuacién de diferencias centrada tiene una mejor aproximacion que las anteriores
ya que su error va al cuadrado del paso espacial h. Esto es por su deduccién misma, comencemos
con dos distintas expansiones en serie de Taylor a segundo orden de una funcién:

flxo+h) = flao) + f/(ffO)h + f@;(!“”O)hZ +O(h%)
"(x @) (g
flzo — h) = flxo) — f(1!0)h+f 2(! 0)h2+(’)(h3)

al restar la primera expresion de la segunda tenemos

Flao + 1) — Flao — ) = 22100

L AW S h) )~ ope)

h+2+0(h?)
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También es posible obtener expresiones en diferencias finitas para aproximar derivadas de or-
den mayor, esto es aprovechando el hecho de que la n-ésima derivada es simplemente la primera
derivada, derivada n — 1 veces:

i (df) (4.15)

dx™  dax™1 \dx

de forma que para obtener la expresion en diferencias finitas de una derivada de orden n, sim-
plemente hay que aplicar recursivamente n veces la aproximacién de la primera derivada de esa
funcién. Por ejemplo usando la féormula de la diferencias centrada mostrada anteriormente con un
paso espacial de Az = h/2 para f'(x + h/2) y f'(x — h/2) y aplicando la férmula de diferencia
central a la derivada de f’ en x, obtenemos la aproximacién de la diferencia centrada de la segunda
derivada de f:

fle+h)=2f(x) + flx—h)
h2

f(x) = +O(h?) (4.16)

Entonces los métodos de diferencias finitas para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias y
parciales consisten a grandes rasgos en discretizar el espacio en donde estd definida la ecuacion,
sustituir las expresiones de las derivadas por su aproximacién en diferencias finitas y obtener una
expresién que nos permita reconstruir la solucién a partir de los datos iniciales y/o a la frontera.
Para que quede més claro veamos un ejemplo sencillo de una ecuacién diferencial ordinaria:

Consideremos la siguiente ecuacion diferencial:

u'(z) = 3u(z) +2, u(0)=ug (4.17)

discretizemos eligiendo un paso Az = h pequenio y definiendo los puntos del espacio discreto
como z; = jAz, j=0,1,2,.... Ahora aproximemos la derivada:

u(z + h) — u(x)
h

u(@jp1) — u(wy)
h

~u'(z) cambiando de notacién

~u'(z) (4.18)
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sustituyamos la aproximacién de u’(z) y despejemos para obtener una regla de recurrencia para
unJrl

w(wyi1) = ule;) + h(3u(e;) +2) (4.19)

conociendo el valor de la condicién a la frontera u(0) = ug es posible aplicar la regla de re-
currencia para j = 0 y asf calcular el siguiente punto j = 1, u(z1) = u(zg) + h(3u(zg) + 2) y
asi de forma sucesiva para conocer el valor de u; todos los puntos del espacio discretizado que
es la aproximacién a la solucién real u(x). La calidad de la aproximacién numérica depende de
muchos factores, entre ellos el tipo de aproximacién a la derivada que se utilice y el tamano del
paso espacial de manera tal que el error sea lo mas pequeno posible.

Es importante mencionar que la implementacién del método de diferencias finitas para resolver
ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales, y en general la implementacién de cualquier méto-
do numérico requiere cuidado especial si se desea tener una buena aproximacién. Existen varios
factores, como la forma de discretizacion, tipo de ecuacién de diferencias, condiciones de frontera
o iniciales, etc. que si no se eligen de forma adecuada hardn que la solucién numérica sea mala en
el sentido de que no se aproximen la solucién que estamos buscando.

4.3. Meétodos numéricos para la ecuacion de adveccion

La ecuacién de adveccién es una ecuacion diferencial parcial que describe el movimiento de
una funcién escalar que es transportada por un campo de velocidades conocido. Por ejemplo: el
transporte de una sustancia contaminante por la corriente de un rio; en meteorologia, el proceso
de transporte de una propiedad atmosférica, como el calor o la humedad, por efecto del viento; en
oceanografia, el transporte de ciertas propiedades, como la salinidad, por las corrientes marinas.
Tales propiedades tienen una distribucién espacial.

En coordenadas cartesianas el operador de adveccién es:

0 0 0
oV = vy — — 4 v, — 4.20
M v@x+vy8y+v 0z ( )
donde v = (vg, vy, v,) es la velocidad.
La ecuacién de adveccién para una funcién escalar u es:
0
v (uv) =0 (4.21)

ot
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donde (V) es el operador divergencia y v es una funcién vectorial (usualmente velocidad). Asu-
miendo que se satisface V - v = 0 (si describe un fluido se dice que es incompresible). La ecuacién
anterior se reduce a:

a—&—v-Vu:O (4.22)

Ahora consideremos la ecuacién de adveccién en una dimensién con condiciones iniciales,

Ou au—(), —oco<zr<oo, t>0

o ox T
u(z,0) = g(x) (4.23)

Este es el ejemplo mas sencillo de una ecuacion diferencial hiperbdlica, que de hecho tiene
solucién analitica: u(x,t) = g(a — vt), la cual derivando y utilizando la regla de la cadena se ve
claramente que efectivamente es solucién.

A pesar de que conocemos la solucién analitica de la ecuacién de adveccién con velocidad cons-
tante en una dimension, es de nuestro interés resolverla numéricamente ya que podemos asi probar
distintos métodos numéricos con la confianza de que conocemos la solucién y asi poder estudiar que
tan buenas aproximaciones nos dan. Otro motivo importante para estudiar la solucién numérica
de la ecuacién de adveccién es porque estd intimamente relacionada con la solucién numérica de
la ecuacion de onda que més adelante veremos que es un punto fundamental en nuestro estudio.

Como se dijo anteriormente un método numérico utiliza un niimero finito de operaciones sen-
cillas para resolver un problema mas complicado, y por tanto es necesario discretizar el espacio en
el cual estd definido el problema. Para el problema planteado en (4.23), discretizaremos el plano
x-t haciendo una malla de paso espacial Az = h y paso temporal At = k, y definimos la malla
discreta de puntos (z;,t,) como:

z; = jh, j=0,1,2,..
nk, n=0,1,2,..

~
3
Il

Es importante destacar que tomamos por simplicidad a Az y At constantes. También definimos
a U € R™ como la solucién numérica aproximada al punto de la malla u(x;,tn) ¥ a los valores
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puntuales los denotaremos como uf = u(x;,tn).

En este caso no tenemos condiciones a la frontera por lo que = € (—00,00), lo cual en prin-
cipio no parece ser un problema, pero al implementar un método numérico en necesario definir
adecuadamente el dominio espacial ya que de lo contrario serd imposible implementar un método
numérico. Esto es porque los métodos numéricos utilizan un nimero grande pero finito de puntos
por lo que es necesario tener un punto inicial y un punto final. Por tanto debemos aplicar el método
numérico en un dominio espacial finito, digamos a < x < b, con la condicién de frontera periédica:

u(a,t) =u(b,t), Vt>0

De los datos iniciales u(x,0) = g(z) definimos U’ = g(x) como dato inicial de la solucién
numérica. Ahora usaremos una evolucién temporal para construir el paso siguiente U! a partir de
UY, para después obtener U? a partir de U (y posiblemente también de U°) y asf en lo sucesivo
hasta tener U™; teniendo asi la solucién numérica de la ecuacién de advecciéon con condicién inicial.

Podemos empezar reemplazando la derivada temporal por una ecuacién de diferencias hacia
adelante y a la derivada espacial por una ecuacién de diferencias centrada:

n+1 T n n
uim =uy Lo (Y —Uib)
k 2h

n n k n n
= Uj = = Uj ~on o(Ujy = U ) (4.24)

este método numérico es conocido como Fuler hacia adelante. Que a pesar de su derivacién
natural es un método poco estable y es précticamente inttil [12] (mds adelante vamos a hablar de
estabilidad). Existe una gran variedad de métodos para resolver la ecuacién de adveccién, tanto
de diferencias finitas como de otro tipo. A continuacion se muestran algunos métodos ttiles para
resolver la ecuacion de adveccién:

método de un lado

k
n+1l __ n

e

k

o UMt =Ul- v v(Upy, — U} (4.25)

v(Uj" = Ujy)
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método de Lax-Wendroff

Ut = Uf = gpo(Ufsa = Ujy) + 5550° (U =207 +ULy) (4.26)

método de Beam-Warming

k,2

n k n L L
U] +1 = UJn — ﬁ’l}(ngn — 4an71 + an72) + m’l}2(Ujl — 2an71 + UJLQ) (427)
método Crank-Nicholson
k
n+1 n n+1 n+1 n+1 n n n
Ut = U} — oo (U =207 + U + (U — 207 + UjLy) (4.28)

4.4. Meétodos numéricos para la ecuaciéon de onda

La ecuacién de onda es una importante ecuacién diferencial parcial hiperbdlica lineal de se-
gundo orden que describe la propagacién de las ondas en general, como son las ondas sonoras, las
ondas de electromagnéticas y las ondas gravitacionales. En su forma mas elemental, la ecuacién de
onda hace referencia a una funcién escalar ¢ que satisface:

2
% = V3¢ (4.29)

donde V2 es el laplaciano y ¢ es una constante equivalente a la velocidad de propagacién
de la onda. La solucién general de la ecuacién de onda escalar unidimensional fue obtenida por
d’Alembert en el siglo XVIII. La ecuacién de onda puede ser escrita de una forma factorizada:

Do 0% AV A
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Que da el producto de dos ecuaciones de adveccién con velocidades de igual magnitud pero en
sentido opuesto, por consiguiente si ' y G son funciones arbitrarias, cualquier suma de la forma
¢(x,t) = F(z — ct) + G(x + ct) satisface la ecuacién de onda. Los dos términos son ondas viaje-
ras, cualquier punto de la onda dada por un argumento especifico ya sea F' o G se moverd con
velocidad c¢ ya sea hacia el frente o hacia atras. En este caso F' es la funcién que se mueve hacia
adelante (hacia valores cada vez mayores de x) y hacia atrds para G, estas funciones pueden ser
determinadas para satisfacer condiciones iniciales:

¢(x,0) = f(z)
99
E(*ﬁo) = g(x)

Utilizando las condiciones iniciales obtenemos la solucién general para la ecuacién de onda
en una dimensién con velocidad constante, la solucién también es conocida como la Férmula de
dAlembert:

flx=ct)+ f(x+ct) 1

x+ct
o(z,t) = 5 + %/ g(s)ds (4.31)

Es posible resolver la ecuacién de onda en una dimensién con diferencias finitas para segundas
derivadas. Pero es mds conveniente reducir esta ecuacion diferencial parcial de segundo orden a
un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden. Esto es porque los métodos numéricos de
derivadas a primero orden son los mas estudiados, los teoremas matematicos en este tema se apli-
can a primero orden y son los que usan menor capacidad de almacenamiento de memoria ya que
necesitan menos puntos para definir una derivada. Hay varias alternativas para reducir el sistema
a primer orden, nosotros elegimos la siguiente manera:

definamos las funciones auxiliares 7(x,t) y ¥ (x,t) como

¢
0
U t) = 22 (4.32)
entonces la ecuacion de onda se reduce a
om  ,09
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y notemos que

9 9004 _ 09 _Om
ot  otdxr Ox ot Oz’
ov _om _ (4.34)

Con lo que nos queda el siguiente sistema de ecuaciones:

or  ,0¢
Er
d _om _
Jgt  Ox ’

¢
w5 =0. (4.35)

0,

De este sistema de tres ecuaciones diferenciales dos de ellas son la ecuacién de adveccion y la
ultima ecuacién se puede resolver sin problemas con diferencias finitas ya que es una simple deri-
vada. Para resolverlo numéricamente solo hay que resolver las ecuaciones de adveccién acopladas
y dar las condiciones a la frontera adecuadas.

4.5. FErrores y estabilidad de métodos numéricos

A continuacién se muestran algunos conceptos y definiciones matematicos importantes de la
teoria de métodos numéricos [13].

Error puntual y convergencia
Estamos interesados en saber como U;™ aproxima a la solucién real u(z,t), para ello se define al
error puntual como la diferencia entre la solucién numérica y la real en un punto en especifico
E;" =U;"™ —u;". De la definicién anterior se define a la funcién error:

Ey(z,t) = Ug(x,t) — u(x, t) (4.36)

de donde ahora E;" es el valor puntual de Ej(x;,t,). Con esta definicién de error, se dice que
un método es convergente en alguna norma || - || si:
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IExC,B)] =0 si k—0 (4.37)

para cualquier ¢ > 0 fija, y para toda condicién de frontera. Entendemos como convergencia
a la propiedad de que a medida que refinamos nuestra malla el error tiende a cero y la solucién
aproximada tiende a la solucién real.

FError de truncamiento local

El error de truncamiento local Ly (z,t) es la medida de que tan bien aproxima una ecuacién de
diferencias a una ecuacién diferencial localmente. Se define reemplazando la solucién aproximada
Uj' de la ecuacion de diferencias por la solucién real w(xn,t;). Para que quede mds claro este
concepto primero definamos Hj, al operador del método de diferencias utilizado de forma que se
tenga Hy(U™;j) = UJ’?H, y ahora consideremos el siguiente ejemplo:

Comencemos con el método de Lax-Friedrichs,

1 n n

n 1 n n
Ut = S (U + Ufn) | + o

El i

Si reemplazamos a UJ' por la solucién exacta al punto correspondiente, no obtenemos precisa-
mente un cero, lo que obtenemos es lo que hemos definido como error de truncamiento local,

Li(z,t) = — |u(z, t + k) — % (u(z — h,t) +u(z+h,t)| + %v[u(m + h,t) —u(z — h,t)] (4.39)

1
k

Cuando evaluamos al error de truncamiento local asumimos que las soluciones son suaves, en-
tonces podemos expandir cada término del lado derecho de la ecuacién anterior en su serie de
Taylor alrededor de u(z,t). Haciendo esto y agrupando términos tenemos (con u = u(x,t)):

Li(z,t) = % [(u + kug + %kQUtt...) — (u + kuy + %kQum)] + ﬁv [2hum + %h?’umz]
= u; + vuy + % (k:utt + %um) + O(h?) (4.40)

Como asumimos que u(z,t) es la solucién exacta, entonces u; + vu, = 0. Usando lo anterior y
el hecho de que uy = —vuy = —VUy = —V(—VUg )y = 12Uy, encontramos que:
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2

1
Ly (z,t) = ik (v2 — Z2> Upr + O(K%) = O(), conforme k — 0 (4.41)

Ahora tenemos los elementos suficientes para poder dar una definicién méas adecuada para error
de truncamiento local y de consistencia.

DEFINICION. Error de truncamiento local.

Li(a, ) = %[u(w, t4 k) — Hy(u(-, ) 2)] (4.42)

DEFINICION. Un método es consistente si:

|Lg(z, )| =0 si k—0 (4.43)

Estabilidad
Se dice que un método es estable para cada tiempo T hay una constante Cs y un valor kg > 0 tal que:

|H;|| < Cs paratodo nk<T, k<ko (4.44)

Teorema de equivalencia de Lax

Este es el teorema fundamental de convergencia para métodos lineales de diferencias, béasica-
mente dice que para un método consistente, la estabilidad es necesaria y suficiente para garantizar
convergencia. Para més detalles ver [14].

4.6. Métodos SSPRK

Cuando se implementan métodos numéricos para aproximar EDP tipicamente se usa la teoria
de estabilidad lineal para garantizar convergencia. Actualmente existen discretizaciones de alto
orden en el tiempo que pesar de ello no garantizan que una discretizacién no lineal estable en el
espacio de resultados estables cuando esta acoplada con una discretizaciéon temporal linealmente
estable.

Por tal motivo se han desarrollado métodos con discretizaciones temporales y espaciales ” Strong
Stability Preserving” (SSP) para EDP hiperbdlicas. La idea principal de los métodos SSP es asumir
que la discretizacién temporal a primer orden de Euler hacia adelante es fuertemente estable bajo
cierta norma, cuando el paso de tiempo At esta adecuadamente restringida, para después encontrar
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una discretizacién temporal de mayor orden (métodos de Runge-Kutta o multi-step) que mantenga
la esta estabilidad fuerte para la misma norma a pesar de estar bajo una restricciéon del paso de
tiempo distinta. El objetivo principal consiste en encontrar una discretizacién espacial que satis-
faga ciertas propiedades de estabilidad no lineal o propiedades no oscilatorias, cuando usualmente
es acoplado con un Euler hacia adelante en el tiempo.

Por otro lado los métodos de Runge-Kutta son una familia de métodos de resolucién numérica
de ecuaciones diferenciales. En estos métodos el orden de precisién aumenta al utilizar puntos
intermedios en cada intervalo. Una mayor precisién implica ademds que los errores decrecen mas
rapido al reducir el intervalo de la discretizacién. Los métodos de Runge -Kutta se caracterizan
por ser estables en la mayoria de los casos.

La forma més general de un método de Runge-Kutta de orden N estda dada por la siguiente
expresion:

Ug = Un
1—1
wi = (g + AtByf(up)), i=1,...,N
k=0
it =N (4.45)

. . 1 —1
donde los coeficientes air y Bik son no negativos y se cumple ZL:O a;r=1.

Si por ejemplo nuestro objetivo es resolver la siguiente ecuacién us — f(u), = 0, donde si lla-
mamos —L(u) a la discretizacién espacial tenemos:

ur = L(u) (4.46)

debemos asumir que u es conocido para t < t", y que queremos encontrar la solucién para el
tiempo ¢"*1. Partiendo de este problema mostraremos a continuacién dos ejemplos de métodos de
SSPRK(m,p) donde m denota el ntimero de pasos y p el orden del método.[15]

SSPRK (2, 2):
ut) =™ + AtL(u™),
utt = %u" + %u(l) + %AtL(u(l)) (4.47)
SSPRK (3, 3):
ut =™ + AtL(u™),
u® = Zu” + %u(l) + iAtL(u(l)),
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2
unt = Syt 4 Su® 4 gAtL(u(Q)) (4.48)



62

CAPITULO 4. SOLUCION NUMERICA



Capitulo 5

Cdédigo computacional y resultados

5.1. pertolin K

La soluciéon numérica del sistema de ecuaciones en una dimensiéon que se llegé en el capitulo
3, ecuacién (3.41), se resolvié numéricamente utilizando un cédigo en Fortran 90, denominado
pertolin K. Este cédigo fue desarrollado por el grupo de relatividad numérica del Instituto de
Ciencias Nucleares (ICN) de la Universidad Nacional Auténoma de México (UNAM). Este cédigo
ya ha sido utilizado por los investigadores de este grupo y es un cédigo adecuado para resolver
nuestro problema. El c6digo toma como base las técnicas mencionadas en el capitulo anterior de
diferencias finitas, solucién de la ecuacion de adveccién y de onda, y los métodos de SSPRK. Es
un codigo modular, es decir, es un programa con varios médulos que realizan operaciones particu-
larmente asignadas en donde hay un moédulo principal que invoca a los demés para conjuntarlos.
A continuacién se mostrard una breve explicacion de cada médulo.

* params.f90

Médulo que lee el archivo de texto pars.in en donde se escriben los parametros para la evolucién,
tales como las propiedades fisicas del hoyo negro: masa y momento angular; propiedades de la
perturbacién: amplitud y ancho (de la perturbacién gaussiana inicial) y algunas caracteristicas del
método numérico: nimero de pasos temporales y espaciales, frecuencia de salida, posiciéon de donde
inicia y finaliza la malla espacial, posicién de los cinco observadores (més adelante se hablard de
ellos), tipo de condicién a la frontera y orden de la derivada espacial . Este mdédulo declara en el
programa los parametros que en pars.in se les asigno un valor.

* boundary.£90
Médulo que da las condiciones a la frontera de la evolucién numérica. Invoca al médulo params . £90,
en el archivo de pardmetros pars.in viene la opcién para elegir la condicién a la frontera que puede
ser: tipo Olsson, sin frontera para R para modo estacionario, copiar frontera, periddica y Sommer-
feld.

* derivs.£90
Invoca al médulo params.£90. Médulo que calcula las derivadas utilizadas en la evolucién numéri-
ca, esto es, implementa el tipo de aproximacién para el operador derivada. Este médulo al calcular
la derivada define el orden de de aproximacién de ésta O(h™) para las fronteras y en el interior

63
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de la malla espacial. En pars.in viene la opcién para elegir el orden de la derivada a utilizar que
puede ser: primer orden en la frontera y segundo en el interior, segundo orden en la frontera y
cuarto en el interior, tercer orden en la frontera y sexto en el interior y cuarto orden en la frontera
y octavo en el interior.

*x initial.f90
Médulo que da las condiciones de iniciales. Calcula con los pardmetros definidos en pars.in la
funcién gaussiana que va a ser la perturbacién, también calcula su primera derivada.

*x evolve.f90
Médulo que invoca a los médulos: derivs.£90, boundary.f90, rhs.f90 y a pars.£90. Es el encar-
gado de resolver el sistema de ecuaciones apoyandose en los demas programas. El método numérico
utilizado es el de Runge-Kutta SSP(3,3,2).

* main.f90
Médulo que invoca a initial.f90, evolve.f90 y a pars.f90 y se encarga de conjuntarlos para
dar la evolucién numérica cumpleta. Se encarga también de crear los archivos de datos de salida
para R (®1), 7, ¥; ademds de crear los archivos de salida para los observadores.

Antes de presentar los resultados, mostraremos una prueba de convergencia hecha a pertolin
k. Esta consiste en fijar todos los pardmetros a una resolucién dada (A) y correr el programa, para
luego repetir el procedimiento anterior con la mitad (2A) y con la cuarta parte (4A) de resolucién.
Si llamamos R, a la solucién exacta, se cumplen las siguientes relaciones:

Rin = R. + C(4A)3 = R, + 64CA?
Roa = R, + C(2A)3 = R, + 8CA3
Ryn = R. + CA3 (5.1)

entonces obtenemos

Ran — Ron = 56CA3
Ron — Ra = TCA3 (5.2)

Con C una constante y la potencia 3 es porque la aproximacién que tenemos es a tercer orden
lo que quiere decir que si duplicamos la resolucién el error debe reducirse en un factor de 23 = 8.
Si graficamos simultdneamente Ryn — Roa v 8(Raa — Ra) las curvas deben aproximarse una a
otra probando convergencia del cédigo numérico.
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Figura 5.1: Prueba de convergencia variando el nimero de puntos espaciales Nx=5000, 10000 y
20000 tomando valores absolutos. Senal gravitacional de un hoyo negro de masa M = 1, momento
angular por unidad de masa a =0.25, numeros arménicos | = 2 y m = 0, amplitud de A=0.005 y
ancho de s =1. Todas registradas por un observador situado a 100M

5.2. Resultados

A continuacién se muestran las graficas obtenidas al implementar el cédigo computacional. La
perturbacion usada fue un pulso gaussiano en ¥, de la forma:

oY = Aexp [_(:5—523:0)2] (5.3)

donde A es la amplitud, s? es la varianza o ancho medio y g es el centro de la gaussiana,
recalquemos que A, s y z son valores constantes.

Se variaron los pardmetros de momento angular, arménico m y los de amplitud y ancho de la
perturbacién para generar distintas respuestas gravitacionales del hoyo negro y asi ver como es la
dependencia de la respuesta con cada pardmetro. También se vié el caso no rotante para ver que
efectivamente la solucién numérica se reduce al caso de Schwarzschild.

5.2.1. Caso no rotante

De las ecuaciones a resolver vimos que cuando a = 0 se reduce al caso del hoyo negro de Sch-
warzschild por tanto la evolucién numérica hecha para del hoyo negro de Kerr cuando a = 0 y
m = 0 debe reducirse a la evolucién numérica para el hoyo negro de Schwarzschild. En caso de
que no sucediese esto tendriamos una incongruencia en la implementacién del método numérico.
Por tal motivo comparemos el cédigo utilizado para Kerr, pertolin K, con el utilizado para Sch-
warzschild, pertolin S (también desarrollado en el ICN). A continuacién se muestran en la figura
5.2 dos senales gravitacionales para probar que efectivamente el cédigo de Kerr se reduce al de
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Schwarzschild cuando el momento angular es cero.
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Figura 5.2: Comparacion de ondas gravitacionales del cédigo del hoyo negro de Kerr y el de
Schwarzschild. Hoyos negros de masa M = 1, momento angular por unidad de masa a=0 para el
de Kerr, niimeros arménicos | = 2 y m = 0, amplitud de A=0.005 y ancho de la gaussiana de
s = 1. Escala natural y logaritmica.

De la figura 5.2 se ve que claramente la solucién numérica de Kerr se reduce a la de Schwarzschild
cuando a = 0, ahora podemos estudiar algunas propiedades fisicas de las ondas gravitacionales
obtenidas en la simulacién numérica.
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5.2.2. Cambio de la onda gravitacional con la distancia

Primero veamos como cambia la senal gravitacional conforme se aleja del hoyo negro. En el
c6digo se han implementado cinco observadores que registran el paso de la onda gravitacional,
éstos pueden ser colocados arbitrariamente en el dominio espacial del método numérico. Con estos
observadores es posible estudiar a la onda gravitacional a distintas distancias. La figura 5.3 muestra
la grafica de la senal gravitacional recibida por los distintos observadores.
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Figura 5.3: Registro de la senal gravitacional por cinco observadores: obsR1, obsR2, obsR3,
obsR4 y obsR5 los cuales estan a 100M, 150M, 200M, 250M y 300M respectivamente. Hoyo negro
de masa M = 1, momento angular por unidad de masa a =0.7, nimeros arménicos [ =2y m =1,
amplitud de A=0.005 y ancho de la gaussiana de s =1.

Para saber si cambia o no, sobrepondremos las sefiales registradas por los cinco observadores
colocados a las mismas distancias de la grafica 5.3.

De las graficas de la figura 5.4 donde se sobreponen las senales podemos observar que los re-
gistros de los distintos observadores empalman casi a la perfeccién. Los cinco observadores fueron
colocados a la misma distancia de 50M entre ellos y como la senal gravitacional se mueve a la
velocidad de la luz, la distancia temporal entre ellos también es la misma. Tomamos como referen-
cia el mayor pico de senal registrada por el observador 1 y luego recorrimos las otras senales de
forma tal que sus picos mayores coincidan, dando como resultado la figura 5.4. El hecho que no
cambie la onda gravitacional conforme se aleja de su fuente es debido a que previamente habiamos
multiplicado al escalar de Weyl perturbado \Ilfll) por r para contrarrestar su amortiguamiento con
la distancia que por el teorema de peeling sabemos que es de ~ 1/r [2].

Ya que vimos que las senal gravitacional generada no cambia conforme se aleja de la fuente,
ahora podemos estudiar como cambia si variamos los parametros de la perturbacién, el momento
angular y el armoénico m.
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Figura 5.4: Registro de la senal gravitacional por cinco observadores. Hoyo negro de masa M =1,
momento angular por unidad de masa a =0.7, nimeros arménicos [ = 2 y m = 1, amplitud de
A =0.005 y ancho de la gaussiana de s =1. A 100M, 150M, 200M, 250M y 300M de distancia. En

escala natural y logaritmica.
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5.2.3. Cambio de la onda gravitacional con la amplitud A

Comencemos fijando todos los pardmetros menos el de la amplitud para conocer como esta
relacionada la amplitud de la respuesta con la amplitud de la perturbacién. Graficaremos en la
escala natural y en escala logaritmica.
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Figura 5.5: Senal gravitacional variando la amplitud de la gaussiana. Hoyo negro de masa M =1,
momento angular por unidad de masa a =0.5, nimeros arménicos | = 2 y m = 1 y ancho de
la gaussiana de s = 1. Todas registradas por un observador situado a 150M del hoyo negro. Las
amplitudes son de A = 0.05, 0.025, 0.005 y 0.0005. La primera en escala natural y la segunda en
escala logaritmica para el eje de R.

Podemos ver en la figura 5.5 que hay una relacién lineal entre la amplitud de la senal de la
gaussiana entrante y la amplitud de la senal de respuesta. Es natural que a mayor amplitud de la
gaussiana mayor la amplitud de la senal. También observamos que no hay desfase de las senales,
es decir, la ubicacién de los picos de las senales no cambia en el tiempo al variar la amplitud.
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Al multiplicar la amplitud de la gaussiana por un factor dado la senal de respuesta cambia con
el mismo factor, es decir, si duplicamos la amplitud de la senal de la gaussiana se duplica la
amplitud de la sefial gravitacional. Esto es porque de las ecuaciones de movimiento (3.29) y (3.33)
del capitulo 3 se puede ver linealidad cuando a R se multiplica por algun factor constante, este
factor estd siendo multiplicado por constantes y/o esta siendo operado por derivadas parciales que
son operadores lineales por lo que puede ser factorizado de las ecuaciones.

5.2.4. Cambio de la onda gravitacional con el ancho s

Por otro lado comparemos ahora la senal gravitacional variando el ancho de la gaussiana s
entrante. De las figuras 5.6 y 5.7 notamos que tanto la amplitud como la frecuencia de la onda
gravitacional cambia. Lo méas importante de la que muestran estas graficas es que la frecuencia de
oscilacién de las senales gravitacionales aumenta conforme el ancho de la perturbacién gaussiana
disminuye. Un comportamiento similar ya ha sido reportado para el caso de acrecién de flujos
de materia a un hoyo negro de Schwarzschild [16]. Es interesante que a pesar de que en nues-
tro caso la perturbacién fue un pulso gaussiano en ¥, y en la literatura es materia acretada, el
comportamiento de los modos de oscilacién son cualitativamente similares. Los comportamientos
de variacion de amplitud y ancho del pulso gaussiano y comparacién de la senal gravitacional a
distintas distancias son un comportamiento observado también en el hoyo negro de Schwarzschild
usando el cédigo pertolin S [17].
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Figura 5.6: Senal gravitacional variando el ancho de la gaussiana. Hoyo negro de masa M = 1,
momento angular por unidad de masa a =0.25, nimeros arménicos [ = 2 y m = 2 y amplitud de
la gaussiana de A=0.005. Todas registradas por un observador situado a 100M del hoyo negro. Los
anchos de la gaussiana son de s = 0.1, 1, 2, 5y 10
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Figura 5.7: Escala logaritmica de la figura anterior.

La energia puede de la onda gravitacional puede ser calculada usando la siguiente ecuacién [17]:

2

dE r? %' /t
— = lim — Wydt’ (5.4)
dt  r—oo 167 o

en nuestro caso tenemos fijo el arménico [ = 2 y tomamos un solo valor de m con lo cual
solo hay un término para la suma, integrando la ecuacién anterior y considerando que estamos
trabajando en un espacio-tiempo finito llagamos a la siguiente expresién para la energia:

to
/ Ry dt’
0

donde t; es el ultimo punto temporal de la malla. Numéricamente se calculé la energia para dis-
tinos valores de s, los resultados se muestran graficando la energia E' como funcién del pardmetro s.

- 167 (5:5)

De la figura 5.8 se ve una dependencia clara de la energia con el ancho de la gaussiana, a valores
menores del ancho son mayores los valores de la energfa. Este comportamiento es cualitativamente
similar con resultados obtenidos con pulsos de materia en Schwarzschild [17] [16]
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Figura 5.8: Energia de la onda gravitacional producida por una gaussiana de ancho s = 0.1, 0.5,
1,2,3,4,5,6,7, 10y 15

5.2.5. Cambio de la onda gravitacional con el momento angular por
unidad de masa a

Comencemos dejando fijos los parametros y solo variemos a con una perturbacién gaussiana
también fija. De la ecuacién (3.2) vemos que si |a| < 1 tenemos que los dos horizontes estdn bien
definidos, para a > 1 ya no hay horizonte, dando una singularidad sin horizonte de eventos o como
suele llamarse una singularidad desnuda, lo cual la mayoria de los fisicos considera que no existen
por la conjetura de censura césmica. En nuestro cédigo valores superiores a 1 para a no generan
soluciones numéricas con sentido fisico, por lo que solo se usaron valores de |a| < 1. A continuacién
se muestran los resultados:

De la figura 5.9 para distintos valores de a es facil ver que la amplitud de la senal gravitacional
aumenta conforme el valor de ¢ aumenta. También se ve desfasamiento, es posible ver que conforme
aumenta el valor de a la separacion entre crestas de la onda gravitacional es menor. Ahora viendo la
figura 5.10 podemos ver més detalles: antes de la cresta mayor, las cinco senales son préacticamente
las mismas, en la cresta mayor vemos que solo difieren en la amplitud y a partir de esta cresta se
presenta el desfase.

Calculando la energia como funcién de a usando la ecuacién (5.5) obtenemos la siguiente grafi-

ca:

De la figura 5.11 podemos apreciar que conforme es mayor el valor de a mayor es el valor de la
energia y que a mayores valores de a el crecimiento es mayor.
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Figura 5.9: Senal gravitacional del hoyo negro de Kerr variando el momento angular por unidad de
masa a. Hoyo negro de masa M = 1, ntimeros arménicos | = 2 y m = 0, amplitud de la gaussiana
de A=0.005 y ancho s = 1. Todas registradas por un observador situado a 100M del hoyo negro.
Los valores tomados son a=0.2, 0.4, 0.6, 0.8.
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Figura 5.10: Escala logaritmica para el eje de R de la grafica anterior
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Figura 5.11: Energia de la onda gravitacional contra momento angular por unidad de masa a =0.02,
0.04, 0.06, 0.08, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 0.83, 0.86, 0.89, 0.92, 0.95 y 0.98

5.2.6. Cambio de la onda gravitacional con el nimero arménico m

Y ahora veamos la respuesta de la senal gravitacional con respecto al niimero arménico m. Cabe
aclarar que en todos los casos hemos fijado al nimero arménico I = 2. De las ecuaciones mismas es
facil probar que los coeficientes de las ecuaciones (3.31) y (3.32) cumplen que A(l,m) = A(l,—m)
y B(l,m) = B(l,—m) y de la parte real del operador LJ(I,m) (ecuaciones (3.33) y (3.35)) tenemos
que 0(I,m) = ,0O(I, —m). La parte imaginaria del operador [J(I,m) es el tinico término que no es
simétrico ante el cambio de signo de m. Por tal motivo comparemos la senal gravitacional cuando
m=2y -2, y cuando m=1y -1.

De las gréficas de la figura 5.12 es claro que se cumple que no importa el signo del nimero
armonico m. Esto es debido a que la perturbacion gaussiana es una funcién real y no despierta
la parte imaginaria de las ecuaciones evolucionadas. Por lo que no es necesario estudiar todos los
casos, con estudiar los casos para m positivo (o negativo) es suficiente. De esta manera compara-
remos la respuesta gravitacional ahora variando m positivo.

Podemos apreciar que el comportamiento de las ondas gravitacionales es un tanto parecido a
cuando se varié el pardmetro a. Los parecidos son que desde el inicio hasta la primera cresta las
senales son esencialmente iguales, en el primer valle es claro que la amplitud varia siendo mayor a
valores mayores de m pero no hay un desfase claro. Y es hasta la segunda cresta cuando notamos
el desfase de las senales siendo més evidente conforme van pasando las crestas.
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Figura 5.12: Senal gravitacional del hoyo negro de Kerr con nimero arménico m=2 y -2 pra la
primera grafica y m=1 y -1 para la segunda. Hoyo negro de masa M = 1, momento angular por
unidad de masa a=0.7, nimero arménico [ = 2, amplitud de la gaussiana de A = 0,005 y ancho
s = 0,5. Registradas por un observador situado a 150M del hoyo negro.
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Figura 5.13: Senal gravitacional del hoyo negro de Kerr variando en nimero armoénico m= 0, 1,
2.. Hoyo negro de masa M = 1, momento angular por unidad de masa a=0.7, nimero armonico
I = 2, amplitud de la gaussiana de A=0.005 y ancho s=0.5. Registradas por un observador situado
a 150M del hoyo negro. La primera en escala natural y la segunda en escala logaritmica para el eje
de R.



Capitulo 6

Conclusiones

En el capitulo anterior se mostraron los resultados graficos obtenidos del cédigo pertolin K.
Se mostraron pruebas de que el cédigo es consistente para las situaciones fisicas esperadas como
la condicién de que se reduzca al caso de Schwarzschild para cuando no hay rotacién, lo cual es
algo que por construccién de la métrica de Kerr se debe cumplir. Otra es que la senal gravitacional
no cambia de forma y mantiene una velocidad constante al salir de la fuente. Esto nos indica que
la propiedades fisicas béasicas de las ondas gravitacionales no se vieron afectadas por el cambio
CI)l =T \IJ4(1).

En cuanto a las propiedades fisicas de la perturbacién, como la amplitud, se mencioné pre-
viamente que las ecuaciones mismas nos dicen que un cambio de amplitud sale linealmente de la
ecuacion, lo cual se aprecié perfectamente en la simulacién. Para el momento angular por unidad
de masa del hoyo negro, la métrica de Kerr para valores a < 1 vemos que la senal gravitacional
aumenta y se desfasa, lo que nos muestra una dependencia importante de la senal gravitacional
respecto a la rotacién del hoyo negro. En cuanto a las propiedades del acoplamiento de las ecua-
ciones, se muestra que el nimero arménico m solo depende de su magnitud y no de su signo, y que
conforme este aumenta la senal gravitacional también lo hace con un desfase claro después de la
segunda cresta. Este niimero m estéd asociado a la descomposicién que se hizo para la formulacién
de una dimensién.

El desarrollo matematico de este trabajo parte de una teoria pertubativa, pero el estudio de
ondas gravitacionales no se limita a este desarrollo matematico. Existen otros tipos de técnicas
matematicas y numéricas que consideran el problema de emisiéon de ondas gravitacionales de un
hoyo negro rotante o un sistema binario, como son los cédigos de evolucién espectral 3+1 [18], cédi-
gos 241 convergentes a cuarto orden [19], estudios numéricos completamente no lineales [20], ente
otros. Lo importante es que los resultados obtenidos van de acuerdo con otros trabajos relacionados
con este tema como son las ultimas referencias mencionadas. Esto indica que el trabajo realizado
tiene buena pauta y no se desvia de los resultados previos en este tema. Una de las aportaciones
més importantes del desarrollo del c6digo pertolin K es que en el trabajo [7] se muestra que el
armonico dominante en la emision es el mismo que el de la perturbacion, lo cual permite discrimi-
nar conociendo la perturbacién otros armoénicos de la emisién sin perder informacién importante.
Esto consecuentemente ahorra tiempo de computo en las simulaciones numéricas.

7
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De lo mencionado anteriormente es claro que las ondas gravitacionales dependen fuertemente
de los parametros fisicos de la perturbacién, la pregunta interesante ahora es dada una onda gra-
vitacional ;qué la generd y que caracteristicas tiene o tenia su fuente? Buscar la respuesta a esta
pregunta mediante simulaciones numéricas es de gran importancia ya que se espera pronto detectar
ondas gravitacionales, y cuando ya se tengan senales claras lo que sigue es tratar de conocer su
fuente. Y también con otros medios conocer las fuentes gravitacionales y comparar si la fuentes
van acorde con las predicciones computacionales. Y més ain, cuando se pueda detectar una fuente
mediante el estudio de su radiacién gravitacional con certeza, serd posible estudiar regiones del
universo hoy en dia son imposibles de estudiar por estar rodeadas de muchas fuentes luminosas,
como es el caso de los nicleos galdcticos. Abriendo el campo de la astronomia gravitacional.

Por 1ltimo, la emisiéon de ondas gravitacionales de un hoyo negro puede ser debida a que capta
ondas gravitacionales de otra fuente las cuales lo perturban, pero este no es el inico mecanismo
de perturbacién de un hoyo negro, puede ser también la rapida rotacion de un sistema binario, la
colisién con un cuerpo masivo compacto o bien la acrecién de materia. Por ello el siguiente paso
natural de este trabajo es la de hacer un modelo mas realista del hoyo negro de Kerr perturbado,
ya que desde el principio se trabajé en vacio lo cual simplifica considerablemente el desarrollo
matemadtico y las ecuaciones a resolver. Entonces ahora hay que hacer 7}, # 0 y modelarlo con
polvo o un fluido perfecto, y hacer un desarrollo analogo al de este trabajo, llegar a las ecuaciones
de evolucién, modificar pertolin K o hacer un nuevo cédigo para resolverlo numéricamente y
finalmente hacer el estudio de los resultados viendo si son congruentes con casos limite (como
Schwarzschild y Kerr en vacio) y con trabajos ya hechos con otras técnicas. Es de particular
interés conocer como estd relacionada la acrecion de materia a un hoyo negro y su emisién de
ondas gravitacionales, y conocer la relacién entre la distribucién de materia y las propiedades
fisicas del hoyo negro con la radiacién gravitacional emitida.



Apéndice A

Clasificacion de Petrov y Teorema
de peeling

El tensor de Weyl puede ser completamente descrito en términos de cinco escalares ¥, los
cuales dependen completamente de la eleccion de la tétrada. Entonces es factible preguntarse si es
posible encontrar una transformacion que haga a uno o més de los ¥, igual a cero. Para ello sin
pérdida de generalidad supongamos que W, # 0 para transformaciones de la forma:

transformacion de clase I

W= m*-mt+a”, m*-m*™+al”, k' — kP +am’ 4+ am™ + aalt. (A1)

los escalares de Weyl se transforman

Uy — W,

Uy — Uy +aPy,

Uy — Uy + 280, 4+ a0y,

Uy — Uy + 3a0sy + 3020, + a0,

Uy — Uy +4a¥sz + 662Uy + 43V, + a* 0. (A.2)

y para la transformacién de la forma:

transformacion de clase IT

= X7 kR — NEM, mt — ePmt, m — e Om, (A.3)

tenemos

79
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Uy — Uy + 400 + 6b°Ts + 403 U5 + b1,

Uy — Uy 4 300y + 3b° Ty + b3y,

Uy — Wy + 26W5 + 2Ty,

Uy — Ug + bWy,

Uy — Uy (A.4)

Para que el escalar ¥ de la expresion anterior sea cero debemos elegir al pardmetro b de forma
tal que sea la raiz cudartica de la ecuacién:

Uy + 4bT, + 6b2Wy 4+ 403U + bW, =0 (A.5)

esta ecuacion tiene en general cuatro raices complejas. Las direcciones resultantes del nuevo
vector [* son:

I* — 1" 4 bm* 4 bm*" 4 bbkH. (A.6)

que son conocidas como las direcciones principales del tensor de Weyl. Cuando alguna de las
raices de la ecuacién (A.5) coincide se dice que el espacio-tiempo es algebraicamente especial. Esta
es la base de la clasificacién de Petrov que separa a los espacios-tiempo de acuerdo con el niimero
de raices distintas de la ecuacién (A.5):

Tipo I.- Las cuatro raices by, bo, b3, by son distintas, en este caso podemos hacer una transfor-
macién de clase II con b igual a cualquiera de las otras raices, que va a dar como resultado ¥y = 0.
Después podemos hacer una transformacién de clase I para hacer ¥, cero manteniendo ¥y = 0.
Para Petrov tipo I, es posible escoger una tétrada para un espacio-tiempo de forma tal que solo
Uy, Uy vy W3 sean distintos de cero.

Tipo II.- Dos raices coinciden b; = by, b, bs. En este caso la derivada de (A.5) con respecto
a b debe anularse para b = b;. Y viendo la transformacion de ¥, podemos ver que esto implica
que ¥; también se anula. Entonces cuando b = b; es posible hacer ¥ = 0y ¥; = 0 y como
en el caso anterior podemos hacer una transformacién de clase I para hacer a ¥, cero. Para un
espacio-tiempo de tipo II siempre es posible escoger una tétrada donde solo ¥, y W3 son distintos
de cero. Espacios-tiempo de tipo II combinan los efectos de espacios tipo D, III y N pero de una
manera no-lineal mas complicada.

Tipo III.- Tres raices coinciden b; = by = b3, by. Siguiendo los argumentos anteriores vemos
que eligiendo b = b; tanto la primera como la segunda derivada de (A.5) con respecto a b se anulan
lo que implica que ¥y = ¥; = ¥, = (0. Por tanto pata espacios-tiempo de tipo III siempre es
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posible escoger una tétrada donde solo W3 es distinto de cero.

Tipo N.- Todas las raices coinciden by = by = b3 = by. Con el mismo argumento se tiene que
para una transformacion de clase II tenemos: ¥y = W) = Uy = U3 = 0, sin embargo ahora no es
posible hacer que ¥, sea cero. Para espacios-tiempo de tipo N podemos escoger una tétrada en la
que solo ¥, sea no nulo.

Tipo D.- Dos pares de raices coinciden: by = by, bg = by. Este caso debido a las dos raices dobles
necesariamente la transformacién de clase II para ¥ debe de tener la forma: ¥y — Uy (b— b1)2(b—
b2)%. Esto debe de cumplirse sin importar los valores de los ¥,,. Podemos obtener transformaciones
de los ¥,, como derivadas de esta transformacion con respecto b y con el apropiado reescalamiento
tenemos:

v
Uy — 74(1) — by)(b— by)(2b — by — by),

U
Ty — ?4[619 — 6b(by — ba) + b? + b3 + 4by ba],

U
Uy — 74(21) — by — by),
Wy — Uy (A7)

Podemos ahora sustituir estas nuevas variables en una transformacion de clase I para encontrar
que después de estas transformaciones ¥4 se convierte en:

Uy — Wyfalb — by) + 12 + [a(b — by) + 12 (A.8)

Escojamos ahora b = by, entonces antes de la primera transformacion tenfamos ¥y = ¥; = 0
(doble raiz). Después, para la segunda transformacién encontramos:

Uy — Uyfalby — by) + 1]2. (A.9)

Esto muestra que la ecuacion cudrtica en donde ¥, se anula tiene una doble raiz @ = ﬁ.
Tomando en cuenta este valor para @ podemos ahora hacer tanto ¥4 como W3 cero mientras man-
tengamos ¥y = U; = 0. El resultado final es que para un espacio-tiempo de tipo D podemos
siempre escoger una transformacién donde solo ¥s sea distinto de cero (o como en el caso de este
trabajo W4). Los espacios-tiempo tipo D estdn asociados con campos gravitacionales de cuerpos
masivos aislados, tales como estrellas, hoyos negros etc. Mas precisamente, los espacios-tiempo
tipo D suceden cuando un objeto es caracterizado por su masa y su momento angular. Las dos
direcciones dobles principales estdn definidas radialmente, hacia adentro y hacia afuera del cuerpo.
Los ejemplos méas importantes para espacios-tiempo tipo D son los hoyos negros de Schwarzschild
y de Kerr en vacio.
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Tipo O.- El tensor de Weyl se anula idénticamente, es decir, el espacio-tiempo es conforme-
mente plano. Los ejemplos caracteristicos para estos espacios-tiempo son el espacio-tiempo de Min-
kowski y el espacio-tiempo cosmolégico de Friedmann-Robertson-Walker. En este espacio-tiempo
los efectos gravitacionales deben ser nulos.

Finalmente mencionaremos una propiedad importante de los espacios-tiempo asociados a cuer-
pos aislados. Se puede llegar a que, bajo condiciones muy generales, es posible mostrar un com-
portamiento asintdtico de los escalares de Weyl es de la forma:

1
y el tensor de Riemann
N IIT II I

Esto es conocido como el teorema de peeling, y en particular implica que lejos del la fuente gravi-
tacional las ondas gravitacionales se comportan localmente como una onda plana [2].
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