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Introduccion

Esta tesis consistird en el desarrollo de dos demostraciones del teorema acerca de la
lemniscata formulado por Niels Henrik Abel, contenido en la segunda parte de su trabajo
Recherches sur les fonctions elliptiques.

Teorema. FEs posible dividir la lemniscata en n partes iguales utilizando solamente regla
y compds si y solo sin = 2°py ...p, donde s es un entero positivo y los p; parai = {1,...,1}
son primos de Fermat distintos.

Las demostraciones presentadas en este trabajo son contemporaneas y pertenecen a los
matematicos Michael Rosen y David A. Cox, estas demostraciones seguiran las ideas de
las demostraciones del teorema presentadas por el mismo Abel y el matematico aleman F.
Einsestein, pero con la diferencia de que estas hardn uso de herramientas no desarrolladas
completamente en el tiempo de Abel, como lo son la multiplicaciéon compleja y la teoria de
Galois.

Cabe mencionar que Abel s6lo demostro la posibilidad de dividir la lemniscata con regla y
compas en n partes iguales si la n tiene la forma descrita, pero el no probé que la construccion
para otros valores de n fuera imposible. Pero las pruebas presentadas en este trabajo incluyen
demostraciones detalladas de la doble implicacion del teorema.

Nota para el lector:

Los primeros dos capitulos de este trabajo correspondientes a la suma de puntos en una
ctibica y a las propiedades de la funcién p(z) de Weierstrass, no son utilizados sino hasta la
segunda parte del tercer capitulo, asi que su lectura no interfiere con la primera demostracion
proporcionada.

IX
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Capitulo 1

Geometria de Curvas Cubicas

En junio de 1796 la revista Literature Gazette, publicada en ese tiempo en Jena, ofrecié a
sus lectores la siguiente nota (en Alemén):

Nuevos Descubrimientos.

Todo principiante en geometria sabe que es posible construir geométricamente, es decir, con
regla y compds, varios poligonos requlares, a saber, un tridngulo, un pentdigono, un 15-dgono
y los poligonos que se pueden obtener de cada uno de estos dividiendo consecutivamente el
numero de sus lados. Esto ya se conocia en el tiempo de Euclides vy, pareciera, que la creencia
retnante, a partir de ese tiempo, es que el dominio de la geometria elemental no traspasa
estos limites: al menos yo mo conozco ningun intento exitoso para expandir la geometria en
esta direccion. Por lo tanto, el descubrimiento de que, a parte de estos poligonos requlares,
es posible construir geométricamente una multitud de otros poligonos, por ejemplo, un 17-
agono, me parece a mi digno de mencion. Este descubrimiento es esencialmente un mero
corolario de una teoria de gran envergadura que no ha sido finalmente completada todavia.
En el momento que esta teoria sea completada esta serd ofrecida al piublico.

C.F. Gauss de Braunschweig,
estudiante de matemadticas en Gottingen.

La teoria fue completada cinco anos més tarde y publicada por Gauss en la séptima
edicion de las Disquisitiones Arithmeticae, las cuales aparecieron en 1801. Gauss probd que
si el nimero n de lados de un poligono regular es de la forma n = 2%p; - - - p;, donde los p;
son primos de Fermat distintos, es decir, nimeros primos de la forma 22" + 1, entonces el
poligono podia ser construido con regla y compas. En lenguaje algebraico, esta afirmacion
significa que para los numeros n indicados, la ecuacion x™ + 1 = 0 es soluble en radicales
cuadrados.

La prueba del teorema de Gauss esta basada en una ingeniosa teoria algebraica la cual
sirvié como piedra angular para la teoria de Galois creada treinta anos mas tarde de que las
Disquisitiones Arithmeticae fueran publicadas.
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En la séptima seccion de las Disquisitiones Arithmeticae, aparte de la teoria de la division
del circulo, es decir, la teoria algebraica de las funciones circulares, se encuentra una pequena
observacion, también hecha por Gauss, que se refiere a que el método que el mismo habia
desarrollado también es aplicable a ciertas funciones trascendentales; en particular, a las

funciones relacionadas con integrales de la forma [ \/%.

Esta observacién se convirtié en el punto de partida para los estudios de Abel, quien en
1827 probé que para los mismos valores de n mencionados por Gauss, es posible dividir la
lemniscata de Bernoulli con regla y compas en n partes iguales. Para hacer esto, Abel tuvo
que mejorar considerablemente el método de Gauss y, lo que es mas importante, crear una
nueva disciplina matematica —la teoria de las funciones elipticas.

La teoria de las funciones elipticas y su gemela geométrica —la teoria de las curvas
elipticas— ocupan uno de los mas importantes lugares en matematicas unificando varias de
sus ramas. A pesar de su avanzadas edades, la teoria de las funciones elipticas y la teoria de
curvas elipticas siguen siendo un dominio de las matematicas vivo y de rapido desarrollo, es
decir, estas teorias son una fuente inexhaustible de técnicas, problemas y conjeturas para los
investigadores.

1.1. Adicion de puntos en una cubica

Una curva algebraica plana es el conjunto de puntos (z,y) € R? que satisfacen la
ecuacion f(z,y) = 0, donde f(x,y) es un polinomio en dos variables distinto de cero.

Para algunas curvas planas, existen leyes naturales para la adicion de puntos. Por
ejemplo, tales leyes existen en cualquier recta y sobre la circunferencia unitaria 2% + 3% = 1.
Para sumar puntos en una recta, debemos fijar un punto O en ésta y entonces la suma de

— —_— =
los puntos X y Y puede ser definida como el punto Z tal que OZ = OX + OY.

C=A+B A

O x Yy z=x+y

Figura 1.1
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También es natural definir la suma de los puntos (cosa,sena) y (cos3,sen3) de la
circunferencia unitaria (Figura 1.1 (b)) como el punto (cos(a + (3),sen(a + (3)). Esta ley
de adicién de puntos puede ser expresada de la siguiente manera. Sea F el punto (1,0) y
sean A = (cosa,sena) y B = (cos 3,sen ) puntos arbitrarios de la circunferencia unitaria.
Dibujemos la recta que pasa por E y es paralela a la recta AB; la nueva recta dibujada
interseca a la circunferencia en el punto C', definamos la suma de los puntos Ay B como
el punto C.

Esta definicién sirve para cualquier e¢dnica (una curva de segundo orden). A saber,
fijando un punto F en una cénica y considerando el punto en el cual la recta que pasa por
E y es paralela a la recta AB interseca a la conica por segunda ocasién como la suma de
los puntos Ay B. La conmutatividad de la operacion obtenida es clara, ya que los papeles
de A y B son simétricos; el punto F sirve como elemento neutro o cero. Para encontrar el
elemento —A, debemos dibujar la recta que pasa por A y es paralela a la tangente en FE.
Ahora veamos la asociatividad

(A+B)+C=A+ (B+C)

que no es tan clara. Para probar esto, denotemos los puntos A+ By B+ C como Py @,
respectivamente. La asociatividad es equivalente a la siguiente proposicion: Si A, B,C, E, P
y Q son puntos en la conica tales que AB||EP y BC||EQ, entonces AQ||CP. Pero esta
proposicion es un caso particular del teorema de Pascal sobre un hexdgono inscrito en
una conica, lo cual veremos un poco mas adelante.

Ejemplos. a) Para la parabola y = z? con el punto fijo £ = (0,0) la suma de los
puntos (z1,v1) = (21,2?) v (22,92) = (w9, 23) es el punto (1 + 2o, 1 + Yo + 27179) =
(Il + o, ((L’l + ZE2)2).

b) Para la hipérbola 2 —y* = 1 con el punto fijo £ = (1,0) la suma de los puntos (xy,y;)
y (z9,y2) es el punto (x1x9 + Y1Ya, Y122 + Yox1). Bajo la parametrizacion de la hipérbola
x = cosht y y = senht esta adicién corresponde a la adicién del pardmetro ¢, es decir,
para (x1,y1) = (coshty,senht;) y (x2,y2) = (coshity, senhty) la suma de estos puntos es
(cosh(ty + t2),senh(ty + t3)).

Una cibica es una curva algebraica plana ), - a;a'y’ = 0, donde el valor méximo
de 7 + 7 es igual a 3. Para cualquier ctibica no singular, también existe una ley de adicion
de puntos bastante natural (mas adelante discutiremos en detalle que es una cibica no
singular). La ley de adicién de puntos distintos en una ciibica no singular puede ser definida
de la siguiente manera.

En una cubica, fijemos un punto arbitrario E (éste resultara ser el elemento cero). Para
sumar los puntos A y B, dibujemos la recta AB. Esta interseca la ciibica en el punto X. El
punto de interseccién de la recta X E con la cubica sera la suma de A y B (Figura 1.2). En
la definicién de la adicién usamos dos veces la siguiente propiedad de una cubica:

St una recta interseca una cubica en dos puntos, entonces la recta interseca a la cibica
necesartamente en un punto mds.

Esta propiedad parece ser mas o menos obvia. De hecho, resolviendo la ecuacién de la
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\

+B

Figura 1.2

recta ax + by + ¢ = 0 para x o y y sustituyendo los valores en la ecuacién de la cubica,
obtenemos una ecuacion de tercer grado. Por hipdtesis esta ecuacion tiene dos raices reales
y, por lo tanto, debe tener una tercera raiz real.

Pero en realidad todo esto no es tan simple. El problema no es solamente que el polinomio
puede tener raices multiples sino que el grado del polinomio puede incluso resultar ser menor
que 3. En el ultimo caso la operacién de adicién es degenerada, lo que quiere decir, que no
podemos sumar cualquier par de puntos, pero por ahora este caso no es de nuestro interés.
Maés adelante discutiremos como es posible definir la adicion para tales puntos.

La conmutatividad de la operacién obtenida es inmediata. También es facil verificar que
E es el elemento cero. La asociatividad de la operacién no es obvia en absoluto. La igualdad
(A+ B)+C = A+ (B+C) es equivalente al hecho de que los puntos de interseccién de las
rectas que conectan a los puntos (A + B) con C'y a (B + C') con A se encuentran sobre la
cubica.

Denotemos las rectas descritas como:

p = AB, p2 = E(B+ (), p3=C(A+ B),

¢ = BC, ¢ = E(A+ B), g3 = A(B+C).

Asumiendo que todos los puntos de interseccién de las rectas p; y g; son distintos por pares.
Entonces la proposicién que garantiza lo que se desea puede escribirse como:

Teorema 1.1.1. Sea A;; el punto de interseccion de las rectas p; y q;, donde 1 <4i,5 <3
y supongamos que los puntos A;; son distintos. Supongamos también que todos los puntos
Aij, excepto, quizds, Asz, se encuentran sobre una cubica. Entonces Ass también se encuentra
sobre la ciubica.
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A+ B

B+C

Figura 1.3

Demostracion. Sean p;(x,y) = 0y gj(x,y) = 0 las ecuaciones de las rectas p; y ¢;. Entonces
la ecuacién de tercer grado pypops = 0 determina las rectas pq, po v p3 vy la ecuacion ¢ qaq3 = 0
determina las rectas qi1, ¢o v g3. De ahi que, la cibica apipaps + B¢1g2q3 = 0 pasa por todos
los puntos A;;.

Veamos ahora que de esta forma podemos representar la ecuacion de cualquier cubica que
pase por ocho de los nueve puntos A;;. Tomemos las rectas p; y ¢1 como ejes coordenados,
es decir, supongamos que pi(z,y) =y v ¢1(z,y) = x. Si la cibica dada estd determinada
por la ecuacién P(z,y) = 0, entonces las funciones P(0,y) v yp2(0,y)p3(0,y) se anulan
en los tres puntos Ai;, As; v Az en el eje-y. Ademas estas funciones son polinomios de
grado menor o igual a 3. Por lo tanto, P(0,y) = ayp2(0,y)ps3(0,y). De forma similar,

P(z,0) = Bzga(x,0)qs3(z, 0).
Considerando el polinomio
Q(z,y) = P(x,y) — aypa(z,y)ps(x,y) — Brg(z,y)g3(z,y).

Claramente,
Q(0,y) = P(0,y) — ayp2(0,y)ps(0,y) = 0.

El polinomio ag(y)+ai(y)z+as(y)z*+- - - se anulaen x = 0 siy sélo si ag(y) es idénticamente
igual a cero, es decir, si el polinomio es divisible entre x.
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O/AH 11412 IA13

Figura 1.4

Argumentos similares muestran que Q(z,y) también es divisible entre y, es decir,
Q(z,y) = 2zyQ1(x,y). Como el grado @ < 3, tenemos que, Q1(x,y) es o una funcién lineal
o una constante. Ahora, como los polinomios P, pap3 y ¢2q3 se anulan en los puntos Ao,
Agz v Asg, se tiene que el polinomio () también se anula en estos puntos. Como zy # 0, la
funcion lineal () tiene que anularse en estos puntos. Pero los puntos Ass, Aoz y Ass no se
encuentran sobre una recta y como una funcién lineal distinta de cero f(x,y) = 0 determina
una recta. De ahi que, )1 = 0, es decir, P = apipap3 + Bq1429s-

En particular, el punto As 3 se encuentra en la curva P(z,y) = 0. También hemos probado
que cualquier ctibica que pase por los puntos A;; esta dada por la ecuacién

apipaps + B3qiq2q3 = 0.

En otras palabras, tales curvas constituyen una familia a un pardametro. La demostracion
del Teorema 1.1.1 esta completa y, junto con esta, la comprobacién de la asociatividad de la
adicion de puntos en una cibica. O

Del Teorema 1.1.1, podemos obtener una demostracién muy simple del siguiente:

Teorema de Pascal. Los puntos de interseccion de lados opuestos de un hexdgono
inscrito se encuentran sobre una recta.
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Figura 1.5

Demostracion. Sean py = AB, ¢ = BC, po = CD, q¢o = DE, p3 = EF y g3 = AF. Como
cubica tomemos la curva generada por la ecuacion @)l = 0, donde ) = 0 es la ecuacion
de la circunferencia y [ = 0 es la ecuaciéon de la recta UV, donde U y V son los puntos
de interseccién de las rectas p; con ¢ y p3 con ¢, respectivamente. Sea W el punto de
interseccién de las rectas po v ¢3. Ya que sabemos que todos los puntos distintos de W se
encuentran en la curva ()l = 0, entonces el punto W también se encuentra en esta curva y
ademas como este punto no se encuentra en la conica tiene que pertenecer a la recta [. [

En lugar de la conica ) = 0 podemos tomar cualquier curva de segundo grado. En
particular, podemos suponer que ) = pq, donde p y ¢ son funciones lineales. En este caso
obtenemos

Teorema de Papus. Si los puntos A, C y E estdn sobre una recta p, asi como los
puntos B, D y F' estdn sobre una recta q, entonces las rectas AB y DE, BC' y EF, AF y
CD se intersecan en los puntos U, V y W, que se encuentran sobre una recta. O]

D B F

Figura 1.6
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Algunas veces tendremos que aplicar el Teorema 1.1.1 cuando varios de los puntos A;;
coinciden. Por esta razén, tenemos que entender como debemos reformular el teorema de tal
manera que resulte verdadero en tales circunstancias. Durante la demostracion del teorema
ocupamos dos veces la posibilidad de distinguir los puntos A;;:

1) la funcién xy es distinta de cero en los puntos Asg, Aasz y Ass v, por lo tanto la funcién
lineal )7 se anula en ellos;

2) estos puntos no se encuentran en una recta; de ahi que, @1 = 0. (Aqui usamos el signo
= para expresar la nocién “idénticamente igual a”).

Durante la demostracién del Teorema 1.1.1 solo hemos ocupado la restriccion del
polinomio P a las rectas p; y g;. Por esta razén, podemos esperar que en lugar de requerir
que los puntos A;; sean distintos, es suficiente suponer que

Si dos (o tres) de los puntos A;; en las rectas p; o q; coinciden, entonces la restriccion
del polinomio P a estas rectas tendrd en el punto de coincidencia una raiz de multiplicidad
dos (o tres).

Esta modificacion también se aplica al punto Ass.

Mostremos que la formulacién del Teorema 1.1.1 puede ser modificada de la manera
requerida. La demostracion del hecho de que el polinomio ) = P — apipsps — 5q1q2q3 €s
divisible entre xy = piqi, funciona sin cambios. Si A;; = A;; = A, entonces en el punto
A la restriccion de P a p; tiene una raiz de multiplicidad 2, la restriccién de pipaps a p; es
idénticamente cero y la restriccion a g1 go¢;3 tiene una raiz de multiplicidad 2 ya que g;(A4;;) = 0
y qr(Aix) = 0. Por lo tanto, la restriccion de @) a p; tiene una raiz de multiplicidad 2 en A.

Los argumentos para la recta g; son similares y también en el caso de que los tres puntos
coincidan. Por esta razén, es claro que la funciéon lineal ), sigue anulandose en los puntos

A22, Ags y Ass.

Si algunos de estos puntos coinciden, usaremos el hecho de que una funcién lineal distinta
de cero en la recta puede tener una raiz de multiplicidad 2.

En la afirmacion del Teorema 1.1.1, es claro que para la restriccion de la funcion
ap1paps + £q1g2q3 a la recta p3 la multiplicidad de la raiz en el punto Ass es igual al niimero
de rectas g; que pasan por el punto Ass.

Figura 1.7
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Para la recta [ tangente a la curva F(X) = 0 en el punto Xy la restriccion de F a [
es de multiplicidad 2 en el punto Xy. De hecho, si movemos un punto X; sobre esta curva
acercandonos al punto X, la restricciéon de la funcion F' a la recta XX, tiene raices Xy y
X;. En la posicién limite la recta Xy.X; coincide con [ y las raices Xy y X; se juntan para
obtener una sola raiz de multiplicidad 2 (Figura 1.7 (a)). La fusién de tres raices se da en la
tangente de un punto de inflexion. En la Seccion 1.3 discutiremos en detalle los puntos de
interseccién multiple de una recta con una cibica.

Para curvas de grado n > 3 el Teorema 1.1.1 puede ser generalizado de la siguiente
manera.

Teorema 1.1.2. Sean A;; los puntos de interseccion de las rectas p; y q;, con1 <1,5 <
n; supongamos que los puntos A;; son distintos. Y supongamos que todos los puntos Aj,
donde i 4+ j < n+ 3, se encuentran en una curva de grado n. Entonces los otros puntos A;;
también estdn en la curva.

Demostracion. Tomemos las rectas p; y ¢; como ejes coordenados. Supongamos que la curva
estd dada por la ecuacién P, (x,y) = 0. Entonces P, (0,y) = apy -+ pny Pu(x,0) = B¢y - - gn-
Consideremos el polinomio @, = P, — apy - p, — 8q1 - - q,- Es suficiente demostrar que
@, = 0. Como en el teorema anterior se tiene que @), es divisible entre xy = p1q;, es decir,
@Qn = P11 Qn_2. Asi que resta probar que el polinomio distinto de cero @),,_o de grado no
mayor a n— 2 no puede anularse en los puntos A4;;, donde i, j > 2 e i+j < n+3. (Probaremos
esta proposicion por induccién sobre n.)

Figura 1.8

Supongamos que tal polinomio distinto de cero (),,_o existe. Su restriccién a la recta po
se anula en los n — 1 puntos Agg, Aoz, -+, Ag,. Por lo tanto, la restriccién de @),,_» a esta
recta es idénticamente cero, es decir, (),_2 = p2Q),—_3. El polinomio (),,_3 se anula en los
puntos formando una configuracién semejante de menor tamano. Estos argumentos ilustran
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el paso inductivo. La base de la induccién (n = 3) esta ya considerada en la demostracién
del Teorema 1.1.1. O

El método de probar teoremas geométricamente usando la familia de curvas

(1.1) P1P2p3 + pq1Geqz = 0

fue desarrollado por el matemédtico aleman Julius Pliicker (1801-1868). La idea de
representar una terna de rectas como una cubica degenerada resulta ser bastante fructifera.
Esta representacion permitiéo reducir la demostracion de varios complicados teoremas
geométricos a la ingeniosa seleccion del coeficiente p en (1.1); esta u comenzd a aparecer
regularmente en los papeles de Pliicker.

Tal algebraizacién de la geometria no convencié a todo el mundo. Jacob Steiner (1796-
1863) — uno de los gedmetras méds prominentes de estos tiempos — se rehusé a atribuir signos a
cantidades geométricas y en vez de eso prefirio considerar distintas variantes de las posiciones
de los puntos. A pesar de la complicada manera de tratar los temas que Steiner selecciono,
el consiguié en muchas ocasiones obtener resultados més finos y més profundos que Pliicker.
Steiner se rehusé a los nuevos métodos algebraicos en geometria.

1.2. Rectas y curvas en el plano proyectivo

En la seccién anterior mencionamos que la adiccién de puntos en una ctbica no
estd definida generalmente para todos los puntos. [lustremos esto usando la curva

(1.2) v’ =z(x —1)(z —2).

Sustituyendo la ecuacién de la recta z = % en (1.2) obtenemos y? = %. El grado de esta

ecuacién es igual a 2, no 3. De ahi que, la recta z = % interseca a la curva (1.2) solamente en

dos puntos. Y los puntos de interseccién no son multiples. Un intento de sumar estos puntos
no sera posible.

Si (z,y) es un punto de la curva (1.2), entonces

x? x
1/ —_— = l/ fry O
oo g2 oo (7 — 1)(x — 2)

Surge la suposicién de que ambas la curva (1.2) y la recta z = % pasan por un punto infinito
en direccion del eje y. El punto de intersecciéon faltante puede resultar estar situado en la
recta al infinito. Intentemos aumentar la coleccién de puntos del plano ordinario con puntos
al infinito, pensando en estos puntos como puntos de interseccién de rectas paralelas. Otra
razén para hacer esto es que de otra manera nuestras formulaciones y demostraciones de
los teoremas de Papus y Pascal serian inexactas. De hecho, hemos asumido siempre que
las rectas que consideramos se intersecan. Pero estas rectas también pueden ser paralelas.
Desde luego, podemos considerar, por separado, los casos cuando ciertas rectas se intersecan
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Figura 1.9

y ciertas rectas son paralelas. Pero esto es un poco mas fastidioso, pues cada caso requiere
no solo una formulacién por separado, sino también una demostracion tal vez diferente.

Tomemos un plano 7 en un espacio tridimensional y consideremos un punto O fuera del
plano 7. A cada punto A € 7 le asociamos la recta O A. Para una recta [ € 7 no le corresponde
asignarle todo el plano Ol sino solamente la recta I’ que pasa por O y es paralela a la recta
[. Silarecta l; € 7 es paralela a [, entonces los planos Ol y Ol; se intersecan a lo largo de la
recta I’. También es claro que si el punto A corre a lo largo de la recta [ al infinito, entonces
la posicién limite de la recta OA es la recta [’

Definiremos el plano proyectivo real RP? de la siguiente manera. Los puntos en
RP? son rectas que pasan por O. Las rectas en RP? son los planos que pasan por el punto
O descrito anteriormente. Construido asi, las rectas paralelas al plano 7 corresponden a
puntos infinitos de 7 y el plano paralelo a 7 corresponde a la recta al infinito en 7. En el
plano proyectivo, dos rectas cualquiera se intersecan en un punto. Las rectas proyectivas
correspondientes a rectas paralelas en 7 se intersecan en un punto de la recta al infinito.
Cuando nos olvidamos de 7 los puntos infinitos, no difieren de los otros puntos.

Para trabajar con curvas algebraicas tenemos que introducir coordenadas en el
plano proyectivo. Asumiremos que O es el origen del sistema coordenado en el espacio
tridimensional y que el plano 7 esta dado por la ecuacién z = 1. Una recta que pasa por
O consiste en los puntos de la forma (Ax, Ay, Az), donde x,y y z estan fijos y A corre sobre
R. Por lo tanto, podemos considerar las ternas de nimeros reales distintas del cero (z,y, 2)
como puntos en RP? aqui las ternas (z,v,z) v (Az, \y,Az), A # 0, son consideradas
equivalentes, y RP? es el espacio cociente del conjunto de ternas médulo esta relaciéon de
equivalencia. La recta al infinito estara dada por la ecuacién z = 0.

En la definicion de plano proyectivo x, ¥y, z y A pueden elegirse como niimeros complejos.
De esta manera obtenemos una definicién del plano proyectivo complejo CP?%. La
geometria de curvas algebraicas en CP? es considerable mds simple que en RP?. Este
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fenémeno esta relacionado con el hecho de que sobre C cada polinomio de grado n tiene
precisamente n raices (contando multiplicidades).

A la curva
(1.3) v’ =z(x —1)(z —2)
podemos asignarle la curva
(1.4) vz =a(xr — 2)(z — 22)

en el plano proyectivo. El hecho de que la ecuacién (1.4) defina una curva en el plano
proyectivo dependera de que los puntos (z,y,2) v (Ax, Ay, Az) satisfagan simultdneamente
(1.4) o no. Méas aun, en el plano 7 dado por la ecuacién z = 1, ambas ecuaciones (1.3) y
(1.4) coinciden.

De igual forma, a cualquier curva algebraica Y a;;z'y’ = 0 podemos asignarle la curva
Z aijx'y’ 2" =0, donde n = méx(i+ j),

en el plano proyectivo. Ahora podemos verificar nuestra hipétesis de que la recta z = %z y
la curva y?z = z(x — 2)(z — 22) se encuentran en el punto al infinito en la direccién del eje
y. Sustituyendo la expresion z = £ en la ecuacién de la curva tenemos que y2r = %. Esta
ecuacién tiene tres tipos de soluciones, a saber, (1) z = 0, donde y es arbitrario; (2) y = kz y
(3) y = —kz, donde k = \/% y z es arbitrario. En otras palabras, cada vez que obtenemos
una familia de soluciones, la familia corresponde a un punto de CP2.

Por lo tanto, la recta = = %z en el plano proyectivo, interseca a la curva considerada

en tres puntos: (%, \/%, 1), (%, —\/g, 1),(0,1,0). El tercer punto es el punto al infinito en

direccién del eje y.

Incluso es posible hacer un esbozo de como se ven la recta x = %z y la curva considerada
en una vecindad del punto infinito (0, 1,0). Para esto, en vez del plano z = 1 debemos tomar
un plano que pase por el punto (0,1,0) y que no pase por el origen. Tomando, por ejemplo, el
plano y = 1. En este, obtenemos la curva z = z(x — z)(z — 22). Para x y 2z pequetios nuestra
curva luce casi como la curva z = 23 (Figura 1.10).

El paso al plano proyectivo es de ayuda no solamente en el caso anterior. Mostremos,
por ejemplo, que cualquier recta en el plano proyectivo pertenece enteramente a una ctibica
o interseca a esta (contando multiplicidades) en precisamente tres nimeros complejos; si
consideramos solamente puntos reales, entonces ésta interseca a la cibica en sélo uno o en
tres puntos.
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Figura 1.10

Podemos encontrar los puntos de interseccion de la recta ax + by + cz = 0 y la cibica
D itk QY 2% = 0 en el plano proyectivo de la siguiente manera. Uno de los niimeros
a, b, c es distinto de cero. Sea, por ejemplo, ¢ # 0. Entonces z = ax + fy, donde o = —a/cy
B =—b/c (el caso o = # = 0 no esta excluido). Insertando esta expresién en la ecuacién de
la ctibica obtenemos una ecuacién de la forma @ = 0, donde Q(x,y) = >_ b,aPy*P. Los dos
casos siguientes son posibles:

1) Todos los coeficientes b, son cero. Entonces la recta ax + by 4+ cz = 0 esta contenida
enteramente en la curva, es decir, () es divisible entre ax + by + cz.

2) No todos los coeficientes b, son cero. Entonces

Q(z,y) =bx"y’(x — ty) - - - (. — tny),

donde 7 4+ s + m = 3. Para el factor " le corresponde el punto de interseccién (0,1, 3) de
multiplicidad r; para el factor y® le corresponde el punto (1,0, a) de multiplicidad s; y para
el factor (z — t;y) le corresponde el punto (¢;, 1, at; + 3).

Un polinomio ctibico @) con coeficientes reales puede tener tres raices reales o una. Por
lo tanto, cualquier recta en el plano proyectivo interseca a una ctibica en tres puntos reales
o en un punto (contando multiplicidades). Por lo tanto, casi tenemos el manejo claro de
como sumar puntos distintos en una cibica. Solo tendremos problemas con puntos que se
intersecan en si mismos o con puntos cuspide. El problema es que cualquier recta que pase
por uno de estos puntos tiene una interseccion multiple con la curva. Por lo tanto, tomando
la suma de dicho punto con cualquier otro punto nunca obtendremos un nuevos puntos. Mas
adelante en la Seccién 1.5 discutiremos con detalle las cibicas singulares.

Por ahora, veamos como hacer la operacion de adiciéon de puntos que coinciden y entender
el significado geométrico de la multiplicidad de estos puntos de interseccién.
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1.3. Las tangentes y puntos de inflexién

Para sumar puntos A y B en una ctubica tenemos que dibujar la recta AB. ;Como
debemos proceder si los puntos A y B coinciden? Supongamos que el punto A estd fijo y que
el punto B se mueve hacia A a lo largo de la curva dada. Entonces, bajo ciertas condiciones
(por ejemplo, el punto A debe ser no singular), la recta AB tiende a una recta fija, la tangente
en A. Por lo tanto, para encontrar la suma A+ A, en vez de la recta AB, deberemos dibujar
la tangente en A (con la condicién de que la tangente quede definida de manera tnica en
este punto).

Si la curva que pasa por los puntos A y B estd dada por la ecuacion F' = 0, entonces
la restriccion de F' a AB tiene raices en los puntos A y B. En la posicion limite, cuando
los puntos A y B coinciden, la restriccién de F' a A tiene una raiz miultiple, por lo tanto,
la restricciéon de F' a la tangente tiene una raiz multiple en el punto de tangencia. Esta
propiedad puede ser usada para obtener la ecuacion de la tangente.

Sea P = (p1,p2,p3) un punto perteneciente a la curva F' = 0, es decir, F(P) =0, y sea
X = (z1, 9, z3) un punto arbitrario. Los puntos de la recta proyectiva PX son de la forma
AP + pX. Los puntos de esta recta distintos de X son de la forma P +¢X. Consideremos la
restriccion de F' a la recta PX como una funcién de t. En el caso que nos interesa F' es un
polinomio de grado 3, por esta razon,

F(P+tX)=F(P)+at+bt>+ct’ = Q(t),

donde F(P) =0, a =Y F;(P)x;, y b= 3 F;;(P)z;z; (aqui F; es la derivada parcial con
respecto a la i-esima variable). El punto P corresponde al valor ¢ = 0. El polinomio Q(t)
tiene una raiz multiple en cero si a = 0, es decir, Y F;(P)z; = 0.

Un punto P para el cual al menos uno de los nimeros F;(P) es distinto de cero es llamado
un punto no singular de la curva. Para un punto P no singular la ecuacién | F;(P)x; =0
determina de manera tnica una recta [, la recta tangente a la curva en P.

La tangente a la curva estd definida geométricamente sea cual sea el sistema coordenado.
Por ahora no es claro que la definicion de tangente y la singularidad de un punto no dependan
de la eleccion del sistema coordenado. Probemos la invariancia de estas definiciones. Veamos
que pasa bajo el cambio de coordenadas (z1, e, x3) — (uy, us, us), donde z; = Zj a;uj. Sea
G(uy,ug,uz) = F(z1(u), z2(u), z3(u)). Entonces

GJ B (9uj n . 8% an n ZZ,:ECLU.

Como la matriz J = (a;;) es no singular, la terna (G4, G2, G'3) es distinta de cero si y sélo si la
terna (Fy, Fy, F3) es distinta de cero. Si f y g son los renglones (Fy, Fy, F3) y (G1,G2,G3), y x
y u son las columnas (21, T2, ¥3)7 v (u1, us, u3)”, respectivamente, entonces x = Juy g = fJ.
De ahf que gu = (fJ)(J 'x) = fx y las ecuaciones fo =Y Fa; =0y gu =Y Gju; =0
determinan la misma recta.
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Para pasar de las coordenadas proyectivas (x1, 22, x3) a las coordenadas Cartesianas
(x1,22) tenemos que hacer x3 = 1. Para satisfacer la condicién z3 = 1 para un punto de
la recta P, tenemos que expresar los puntos de la recta PX de la forma P + ¢(X — P). El
desarrollo

F(P+HX —P)) =) _ F(P) Pt+

nos permite expresar la ecuacién de la tangente en la forma

Fl(P)l’l + FQ(P)JIQ = Fl(P)pl + FQ(P)]DQ

En las coordenadas proyectivas, es decir, para una funcion homogénea F', la expresién
> F;(P)p; es igual a cero. La razén es que para cualquier polinomio homogéneo F' de grado
n se cumple la formula de FEuler

> Fi(X)z; =nF(X).

Por ejemplo para el monomio M = a* 2525, donde > p; = n, es claro que para p; positivo

tenemos xl =p; M.

Sea P un punto no singular de la curva F' = 0, entonces la tangente | en P estd bien
definida. La restriccién de F' a [ tiene una raiz multiple en P. Si la multiplicidad de esta
raiz es mayor o igual a 3, entonces P es llamado punto de inflexion. En otras palabras,
la condicién a = Y Fj(P)z; = 0 debe implicar que b = 1> Fj;(P)z;z; = 0, es decir, la
cuadratica ) Fj;(P)z;x; = 0 debe contener la recta ) F;(P)x; = 0.

Recordemos que el polinomio de grado 2, 27 Az (expresado aqui en su forma matricial)
es divisible entre la funcién lineal 271 sélo si 27 Ax = 27im” x para alguna m. Estos significa
que la matriz A = Im” es el producto de una columna por un renglén, es decir, es de rango
1 (estando en el caso en el cual [ y m no son cero). En particular, det A = 0. Esto es, si P
es un punto de inflexién, entonces det(F;;(P)) = 0.

Mostremos que para un punto no singular de la curva el reciproco también es cierto, es
decir, si P es un punto no singular y el det(F;;(P)) = 0, entonces P es un punto de inflexién.
Consideremos la cuadrética ) F;(P)z;x; = 0. El punto P pertenece a ésta ya que por la
formula de Euler

> Fy(P)pip; =2) | F;(P)p; = 6F(P) = 0.

Més aun, larecta ), F;(P)z; = 0 es la tangente a esta cuadratica en P. De hecho, la ecuacion
de la tangente a la cuadrética ) Fj;(P)z;z; = 0 en P es de la forma

> Fy(P)zip; =0

y por la férmula de Euler ), . Fj;(P)zip; = 23 ; Fi(P)r;. Ain no hemos usado que la
cuadratica es degenerada; en cualquier caso la tangente a la curva en P es también la
tangente a la cuadratica ZZ ; Fijx;z; = 0. Pero en el caso cuando la cuadratica consiste
de un par de rectas ésta contiene enteramente a la tangente.
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Resumamos. El conjunto de puntos de interseccion de la curvas FF' =0y H = 0, donde
H(X) = det(F;;(X)), contiene a todos los puntos de inflexién de la curva F = 0 (de estos
puntos de interseccion solo los puntos singulares de esta curva no podran ser puntos de
inflexién). La curva H = 0 es llamada la curva de Hesse o el Hessiano de F = 0. Si F
es un polinomio homogéneo de grado n, entonces Fj; es un polinomio homogéneo de grado
n — 2. Por lo tanto, H es un polinomio homogéneo de grado 3(n — 2). Para un polinomio
cibico F' el polinomio H también es cubico.

La invarianza de la nociéon de punto de inflexién y la de la curva de Hesse pueden ser
probadas casi de la misma forma en que probamos la invarianza de la tangente.

Sea G = (uy, ug, u3) = F(z1(u), z2(u), z3(u)), donde z; = ) a;;u;. Entonces

0*G O*F  Ox; Ox;
Gpg=—F5— = - — = i Fijq,
P Ou,ydu, - O0x;0x; Ouy Ouy Z,Zjap i%ia
es decir, (G,y) = JT(F};)J, donde J = (a;;). Por lo tanto, det(G,,) = (det J)*det(F};). Por
esta razon, la condiciones det(F;;) = 0 y det(G,,) = 0 son equivalentes.

La busqueda de puntos de inflexién de la curva se reduce a la buisqueda de los puntos
de interseccién de la curva con el Hessiano. Entonces tenemos que encontrar los puntos de
interseccién de estas dos curvas. Ya hemos hecho esto en el caso cuando una de estas curvas
es una recta. La ecuacion de la recta nos permite expresar una variable en términos de la otra.
Sustituyendo esta expresion en la ecuaciéon de la curva podemos excluir una de las variables.
Para curvas de grado arbitrario también podemos excluir una variable, pero el proceso es mas
dificil. Para hacer la representacion mas clara, primero deberemos considerar las curvas en
las coordenadas Cartesianas (x,y) para después pasar a las coordenadas proyectivas (z,y, 2).

Para simplificar, nos centraremos en las curvas de grado tres. Es posible expresar los
polinomios de grado tres F'(z,y) y H(z,y) de la forma

F(x,y) = aoy3 + @1(35)3/2 + az(x)y + as(x),
H(z,y) = boy’ + bi(z)y* + ba(2)y + bs(x),

donde ax(z) y br(z) son polinomios de grado no mayor a k, 0 < k < 3. Si (x¢,¥0)
es un punto comun de las curvas F(z,y) = 0y H(z,y) = 0, entonces los polinomios
fly) = aoy® + a1y® + aoy + az y h(y) = bey® + biy? + bay + bz, donde ar = ag(zo) y
br = bi(z0), tienen una raiz comun yo; el reciproco también es cierto: si los polinomios tienen
una rafz comun g, entonces las curvas tienen un punto en comun (o, yo)-

Sobre C, dos polinomios tienen una raiz comun si y sélo si estos tienen un divisor comin
que no sea constante (sobre R el divisor comin puede no tener raices). Si agby # 0, entonces
los polinomios f(y) y h(y) tienen un divisor comun d si y s6lo si existen polinomios hy y fi
tales que f = dfi, h = dhy, por lo que fhy = hf;, donde los grados de h; y fi son menores
que los grados de H(z,y) y F(z,y), respectivamente, asi grado f; < grado f. Entonces todos
los divisores primos de f deben encontrarse en la factorizacion prima de hf;; ademds, estos
tendran el mismo grado; pero no todos estos se encontraran en la factorizacion de f;.
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La restriccion agby # 0 es, sin duda, muy fuerte pero en el caso proyectivo es facil de
satisfacer.

Sean hy(y) = uoy® + vy +us y fi(y) = voy® + v1y + vo. La igualdad fhy = hf; puede
ser expresada de la forma

apUp —bo'UO = O,
ajy  +aguy —bivg  —bovy =0,
aoUy +a1uy  +agus —bQUO —blvl —b(ﬂ)g = 0,
asug +asuy; +ajus —bgUO —bgUl —bﬂ)g = U,
azuy  +asu —bsvy —byvy =0,

asus —631)2 =0.

Este sistema homogéneo de ecuaciones lineales con respecto a u y v tiene una solucién distinta
de cero si y solo si su determinante se anula, equivalentemente si el siguiente determinante
se anula

apg ap as as
Gy a; as as
g a1 G2 ag

(1.5) b b b b = 0.
bo b1 by by
bo b1 by by

Este determinante es llamado el resultante de los polinomios f y h. Los coeficientes ay y
br dependen de z y, por lo tanto, el determinante (1.5) es un polinomio R de z, quizas el
polinomio cero. Para cada raiz xy del polinomio R(z) las curvas F(z,y) =0y H(z,y) =0
tienen un punto en comun (z,yo) (Observemos que en el caso real el hecho de que z( sea
real no implica necesariamente que yo lo sea). Si el polinomio R(z) es idénticamente cero,
entonces las curvas tienen una componente comun.

Ahora, repitamos los argumentos anteriores para las coordenadas proyectivas. Exprese-
mos primero los polinomios F' y H en la forma

F((L‘,y,Z) = aoz3+a1(x,y)22+a2(x,y)z+a3(x,y),
H(I,y,Z) = b023—|—b1(l‘,y>22+b2($7y)2+b3($,y),

donde aj y by son polinomios homogéneos de grado k con 0 < k£ < 3, es posible escoger
coordenadas tales que las curvas F' = 0 y H = 0 no pasen por el punto (0,0,1). Entonces
la condicién que necesitamos, agby # 0, se puede satisfacer. En el caso proyectivo el
determinante (1.5) es un polinomio en dos variables, R(x,y). Probemos que R es el polinomio
cero o un polinomio homogéneo de grado 9 (para curvas de grados m y n el grado de R(x,y)
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es igual a mn). De hecho,

Qo )\CLl )\20/2 )\36L3
Qo )\al )\20/2 )\3CL3
Qg )\a1 )\26L2 )\36L3
bo by A?hy A3bs
bo  Abr A%by A3y
bo  Abi A%by A3y

R(Az, \y) =

Multipliquemos el segundo y el quinto renglén por X y el tercero y sexto por A%2. Como
resultado, tenemos una matriz para R(z,y) en la cual la k-esima columna esta multiplicada
por A\*. Por lo tanto, ASR(\z, \y) = NP R(x,y), es decir, R(Ax, \y) = N R(x,y), luego R es
homogéneo de grado 9.
9
El polinomio distinto de cero R(z,y) puede ser representado en la forma H(yzx — zy),
i=1
donde z; y y; no se anulan simultdneamente. Para cada uno de los nueve pares (z;,y;) existe
z; tal que (z;,¥;, %) es un punto de interseccién de las curvas f = 0y h = 0. El polinomio
R(z,y) puede tener raices multiples, es decir, ciertos pares (x;,y;) pueden ser proporcionales.
Por lo tanto, no todos los pares de ctibicas tienen nueve puntos en comun distintos. Pero en
el plano proyectivo complejo cualesquiera dos cubicas tienen al menos un punto en comun,
por esta razon,

cualquier cubica no singular tiene un punto de inflexion (y entonces, nueve puntos de
inflexion, contando multiplicidades).

Esta es precisamente la propiedad que necesitaremos en la siguiente seccion.

1.4. Cubicas no singulares. Formas normales

Una curva cubica es llamada no singular si todos su puntos son no singulares. En esta
seccién probaremos que sobre C la ecuacién de una cibica no singular puede ser reducida
por cambios lineales de coordenadas homogéneas a cualquiera de las siguientes formas:

1) y?z = 23 + pr2® + ¢2° (la forma de Weierstrass);
2) 2 + 12 + 23 = 3\ayz.

En el primer caso el polinomio #* + pz + ¢ no tiene raices multiples (de no ser asi la curva
seria singular) y en el segundo caso A* # 1 (de otra forma la curva consistirfa de tres rectas,
como veremos mas adelante).

Consideremos una ctibica no singular > a;;2'y’ 237 = 0 sobre C. En la seccién anterior
mostramos que esta tiene un punto de inflexién. Podemos suponer que las coordenadas del
punto de inflexién son (0, 1,0) y que la tangente en este punto esta dada por la ecuacién z = 0.
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En otras palabras, la restriccién de la funcion F(z,y,2) = 3 a;x'y’ 23777 ala recta z = 0
(es decir, el polinomio azyz® + a1 x? + apry? + agsy®) tiene una rafz x = 0 de multiplicidad
3. De aqui se sigue que as; = a2 = agz = 0 pero agy # 0, ya que de otra manera la curva
considerada tendria que contener completamente a la recta z = 0. La tangente en (0, 1,0)
esta dada por la ecuacién

F,(0,1,0)z + F,(0,1,0)y + F.(0,1,0)z = 0.

Por esta razén, F,(0,1,0) = F,(0,1,0) = 0 pero F,(0,1,0) # 0, ya que de otra manera el
punto (0,1,0) deberfa ser singular. El valor del polinomio homogéneo F,(z,y, z) de grado 2
en (0,1,0) es igual a agy y podemos suponer que age = 1. En coordenadas Cartesianas la
ecuacion de la curva toma la forma

y* = 2(ax +b)y + P3(z) =0,

donde P3 es un polinomio de grado tres. Haciendo los cambios de variables y; =y —ax — b
tenemos que

y? — (ax +b)* + P3(z) =0,
es decir, y? = Q3(x), donde Q3(z) = (ax+b)?— P3(x) es un polinomio de grado tres. Bajo un
cambio de la forma x = Az; + u el polinomio Q3 puede ser reducido a la forma a3 + px; + ¢.

El polinomio ()3 no tiene raices miltiples, ya que de otra manera la ecuacion de la curva
se podrfa haber reducido a la forma y? = 2?(ax + 3) y para curvas asf el origen es un punto
singular.

En la seccién anterior probamos que cualquier cibica tiene 9 puntos de inflexion,
contando multiplicidades, pero no podemos determinar cuando estos son o no son distintos. Si
la ecuacién de la cibica no singular estd expresada en la forma y? = Q3(z) = 23 +az*+br+c,
entonces es facil encontrar los puntos de interseccién de la ciibica con el Hessiano y mostrar
que todos son distintos.

Teorema 1.4.1. La cibica no singular y*> = Qs(z) en CP? tiene precisamente 9 puntos
de inflexion distintos.

Demostracion. Podemos suponer que el polinomio )3 tiene una raiz z = 0, es decir, que la
curva considerada estd dada por la ecuacién f(z,y) = 0, donde f(x,y) = y* — 2* — az? — ba.
Como el polinomio (3 no tiene raices miultiples, se sigue que b # 0 y que a? — 4b # 0.
Para obtener una ecuacién del Hessiano, pasemos a coordenadas homogéneas: F(z,y,z) =
y?z — 2% — ax®z — bxz?. Entonces

—6x —2az 0 —2ax — 2bz
H(z,y,z) = 0 2z 2y
—2ax — 2bz 2y —2bx

= 8[(y* + bxz)(3x + az) — (azx + bz)*2],
es decir, (dividiendo entre 8 y tomando z = 1) tenemos

h(z,y) = y*(37 + a) + br(3z + a) — (ax + b)*.
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Es facil de encontrar los puntos de interseccién de las curvas f = 0 y h = 0. Expresemos la
ecuacién f = 0 en la forma y? = 2® + az? + bz y sustituyamos esta expresién en la ecuacién
h = 0. Como resultado tenemos que

(2% + ax® 4+ bz)(3x + a) + bx(3z + a) — (ax + b)* =0,

es decir,
q(z) = 32* + 4ax® + 6bz® — b*> = 0.

Probemos que el polinomio ¢(x) no tiene raices multiples. Supongamos que xy es un cero
multiple, entonces q(zy) = ¢'(xy) = 0. Notemos que zy # 0 ya que q(0) = —b* # 0. Como
¢ () = 12(2® 4+ ax® + bx) se tiene que

q(z)

q(z) — 15

<3m +a— E) = (4b — a*)z”.
x

Como q(xg) = ¢'(x¢) = 0, se tiene que (4b — a?)x2 = 0, luego 4b — a®> = 0, que es una
contradiccion.

Hemos probado que el polinomio g(x) tiene cuatro raices distintas x;. A cada raiz x; le
corresponden dos valores distintos de y porque y* = x? + ax? + bx; = % # 0. Asi que,
las curvas F' = 0y H = 0 tienen 8 puntos de interseccién en el dominio finito z # 0. Como

F(x,y,0) = —23 v H(z,y,0) = 24xy?, se sigue que en la recta al infinito z = 0 las curvas
F =0y H = 0 tienen precisamente un punto en comun, (0, 1,0), con esto hemos completado
la demostracién del teorema. ]

Cualquier recta que pase por dos puntos de inflexién contiene otro punto de inflexion.
De hecho, podemos suponer que las coordenadas de uno de los puntos de inflexion son
(0,1,0). Si (zg,¥0) es un punto en comun de la curva y? = z* + ax? + bz y su Hessiana
v*(3z + a) + bx(3z + a) = (ax + b)?, entonces (zg, —yp) también es un punto en comun. Los
puntos (0,1,0) y (zo, £yo, 1) se encuentran en la recta z = x¢z.

Esqueméticamente la configuracién de los nueve puntos de inflexién y las doce rectas
que los contienen estd representada en la Figura 1.11 (a). Un esquema mas simétrico de esta
configuracién es mostrada en la Figura 1.11 (b).

Recordemos una nocién importante de la geometria proyectiva. Cuatro puntos en CP?
son llamados puntos genéricos (o en posicién general) si ninguna terna de estos se
encuentra sobre una recta; cuatro rectas en CP? son llamadas rectas genéricas (o en
posicién general) si ninguna terna de ellas pasa por un mismo punto.

Puntos con coordenadas homogéneas (x;,y;, z;) = e;, donde i = 1,2,3,4, son genéricos
si y soélo si los vectores e, €9, e3 son linealmente independientes y e4 = Aje; + Aoes + Ages,
donde \jA\aA3 # 0. No es dificil mostrar que para cualesquiera 4 puntos genéricos en CP?
existe una transformacion proyectiva (es decir, una transformacion lineal de coordenadas
homogéneas) que manda estos 4 puntos en otros 4 puntos genéricos dados.
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1 8
6
h 3
5 7
2
(b)
Figura 1.11

De hecho, sean {e;}{; y {g;}}_, dos conjuntos de cuatro puntos genéricos cada uno de
ellos. Entonces ey = A\je; + Aoes + Age3 y €4 = 161 + foes + pses, donde Aoy # 0y
ppapis 7 0. La transformacion proyectiva requerida es la siguiente:

€; > QyE;, donde «; = Hi para 1 =1,2,3.

Ai

Existe una correspondencia uno-a-uno entre los conjuntos de puntos y los conjuntos
de rectas en CP?: al punto (a,b,c) le corresponde la recta ax + by + cz = 0 (dualidad
proyectiva). Si los puntos A y B se encuentran en la recta [, entonces las rectas a y b
duales a A y B se cortan en el punto L dual a la recta [.

A la recta ax + by + cz = 0 le corresponde el punto (a,b,c) = a. Por lo tanto, si CP?
esta sujeto a la transformacién proyectiva (z,y, z) — (z,y,2)A, donde A es una matriz no
singular, entonces la recta (z,y,z)a’ = 0 se convierte en la recta (z,y, z) Aa® = 0, es decir,
(z,y,2)(aAT)T = 0. Por lo tanto, la ley de transformacién de las coordenadas en la recta es
a — aAT. Esta transformacién también es proyectiva. Por esta razén, la dualidad proyectiva
hace posible probar que para cualesquiera 4 rectas genéricas pueden ser convertidas en otras
4 rectas genéricas por una transformacién proyectiva.

Teorema 1.4.2. Bajo un cambio de coordenadas los 9 puntos de inflexion de una curva
cubica pueden ser transformados en el siguiente conjunto de 9 puntos:

(0,1,-1) (0,e%, —¢) (0,¢,&?%)
(—=1,0,1) (—€2,0,1) (—&,0,1)
(1,-1,0) (—&,1,0) (—€%1,0),

donde 3 =1 ye # 1, es decir, > +e+ 1= 0.
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Demostracion. Las rectas 189, 463, 527 (Figura 1.11 (b)) no pueden concurrir a un punto. En
efecto, si R es un punto en comun de estas rectas, cualesquiera 4 puntos genéricos en CP?
pueden ser convertidos por una transformacién proyectiva en cualesquiera otros 4 puntos
genéricos, podemos suponer que los puntos R, 1, 5 y 6 son reales. Entonces también todos
los otros puntos de la configuracién son reales. Es facil de ver que esto es imposible.

Tomando la recta 145 junto con la terna de rectas mencionadas tenemos cuatro rectas
genéricas. Por lo tanto, podemos suponer que las rectas 145, 189, 463, v 572 estan dadas por
las ecuaciones r+y+2 =0, x =0,y = 0y z = 0, respectivamente. Entonces las coordenadas
de los puntos de inflexion son de la siguiente forma:

(0,1,-1) (0,a,—b) (0,c,—d)
(1.6) (—=1,0,1) (=d’,0,1) (=¢,0,1)
(1,-1,0) (=¥,1,0) (—=d',1,0)

)

donde todos los ntimeros a, b, ..., d" son distintos de cero.

Los puntos (0, a, —b), (—a’,0,1) y (=V/,1,0) se encuentran en una recta, a saber, la recta
862. Si ax + Py + vz = 0 fuese la ecuacion de la recta 862 al sustituir las coordenadas de
los puntos que se encuentran en ella, obtenemos las ecuaciones fa —vb =0, —ad’ +v =0
y —ab’ 4+ 3 =0, lo que nos obliga a que ab’ = ba’, por lo que podemos suponer que a = a’ y
b =1"V". De forma andloga, c=c yd=d'.

Utilizando el proceso anterior y considerando las rectas 167 y 123 tenemos que a = d
y b = ¢, respectivamente. De igual forma, considerando las rectas 538 y 569, tenemos que
a = bc y ¢ = ad, respectivamente. De ahi se sigue que b®> = 1y a = b%. Es claro que b # 1.
Sustituyendo a = €%, b=¢,c=¢cy d =€ en (1.6) tenemos los puntos requeridos.

Es facil verificar que las ocho rectas restantes contienen ternas de ciertos puntos los

cuales son dados por ecuaciones de la forma x + ay + (z = 0, donde « y (§ toman valores 1,
2
€, £°. O

Con la ayuda del Teorema 1.4.2 es facil probar que cualquier cibica no singular
puede ser reducida a la forma 23 + vy + 23 — 3\zyz = 0. En efecto, si los puntos de
inflexién de la curva dada tienen las coordenadas indicadas en la formulacién del Teorema
1.4.2, estos puntos pertenecen a la terna de rectas zyz = 0 y a la terna de rectas

(x+y+2)(x+ey+e2)(z+ ey +ez) =0.
Por lo tanto, cualquier ctibica que pase por estos nueve puntos esta dada por la ecuacién
pryz +v(v+y+2)(x 4+ ey +e22)(w + %y +e2) = 0.
Pero como,
(x+y+2)(r+ey+e2)(z+ey+ez) =2 +y° + 2° — 3wyz,

la cubica toma la forma
(2% +y* + 2°) + 3\ayz = 0,

donde A\ = LA 1.
3v
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1.5. Cubicas singulares

La ecuacién de una cibica no singular puede ser escrita en la forma
2 _
y* = (z —z1)(z — 22) (2 — x3),

donde los nimeros x1, T2 v x3 son distintos. En el caso real una de tales curvas es mostrada
en la Figura 1.12.

T 0] To |T3 T

Figura 1.12

Sean x1 < xy < x3. Cuando las raices x1 y x5 se confunden, tenemos una curva de la
forma y* = x?(x — 1) (ver Figura 1.13 (a)); cuando las raices 2o y x3 se confunden, tenemos
una curva de la forma y* = 2%(x + 1) (ver Figura 1.13 (b)). Sobre R estas curvas son
distintas, pero sobre C la distincion desaparece. Si las tres raices se confunden obtenemos la
curva y? = 2% (ver Figura 1.13 (c)). Para estas tres curvas el origen es un punto singular.

Y / Y y/
/! VL

Figura 1.13
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Cualquier recta y = kx interseca la curva y? = z%(z = 1) y y* = 22 en el punto singular
con multiplicidad al menos dos. De hecho, para las ecuaciones k*r? = z%(z + 1) y k*2? = 23
la raiz es al menos doble. Por lo tanto, cualquier recta que conecte el punto singular con
otro punto de la cibica, el tercer punto de interseccion es nuevamente el punto singular.
Por lo tanto, la suma del punto singular con cualquier otro punto siempre debe resultar el
punto singular. Por esta razén, no podemos definir la adicién para un punto singular. Pero
si excluimos el punto singular, entonces para las curvas y? = z%(z + 1) y y? = 2® la adicién
de puntos esta bien definida. Si en ambos casos tomamos como elemento cero el punto al
infinito, entonces la curva y*> = z%(z + 1) sobre R se convierte en el grupo de los niimeros
reales distintos de cero con respecto a la multiplicacién y la curva y? = 2% se convierte en el
grupo de nimeros reales con respecto a la adicién (sobre C obtenemos es grupo C\ {0} con
respecto a la multiplicacién y C con respecto a la adicién, respectivamente).

Comencemos con la curva y? = 23. Esta curva admite una parametrizacién racional
x =12 y=1t3. Los puntos de interseccién de la curva con la recta ax + by + ¢ = 0 estén
determinados por la relacién ct® + at + b = 0. Si la recta no pasa por el punto singular,
entonces ¢ # 0. En este caso tenemos una ecuacién cibica con coeficiente cero en t?. La
suma de las raices de tal ecuacién es igual a cero: t; 4t + t3 = 0. Tomemos como elemento
cero F el punto al infinito correspondiente al parametro tg = 0. Sit4 y tg son los valores de
los parametros correspondientes a los puntos A y B de la curva dada. La recta AB interseca
a la cubica en el punto X; tenemos t4 + tg + tx = 0. La recta £ X interseca a la curva en
el punto A + B, es decir, tg +tx +tarp = 0. Por lo tanto, ta g = —tx = ta + tg. De
ahi que para sumar puntos de la curva y? = 23, debemos sumar los correspondientes valores
del parametro t. Observemos que al punto singular le corresponde el valor del parametro
t = o0.

La curva y? = 2?(z + 1) también admite una parametrizacién racional. De hecho, sea
y = tz. Entonces t?2% = x*(z+1), es decir, v = t*—1y y = tz = t3—t. Larecta ax+by+c = 0
interseca la curva y? = z?(x + 1) en el punto cuyo valor del pardmetro satisface la relacién

a(t* = 1)+ b(t* —t) +c=0.

Si b # 0, entonces después de la divisién por b tenemos una ecuacion cibica con coeficiente
lent3y —1 en t. Las raices de tal ecuacién satisfacen la relacion tity + tots + tst; = —1.

Podemos obtener una relacién mas simple después de la reparametrizacién
t=01+7)(1-7)""

De hecho, es facil verificar que 117573 = 1. Tomemos como elemento cero E el punto al infinito
correspondiente al valor del parametro 7z = 1. Para encontrar la suma A + B, debemos
considerar el punto X en el cual la recta AB interseca a la cubica. Como T4y7p7x = 1y
TxTETA+B = 1, sesigue que T4, g = Ta7p. Cuando sumamos puntos de la curva y? = 2?(z+1),
multiplicamos los valores correspondientes del pardmetro 7. Al punto singular le corresponde
no uno sino dos valores de cada pardmetro ¢t y 7, a saber, t = £1 y 7 = 0,00 (ver Figura
1.14).
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t +00 T 41
+1 0
0 —1 —1 00
—00 41
(a) (b)
Figura 1.14

1.6. Una cibica no singular no admite parametrizacion
racional

Las cibicas singulares que estudiamos en la secciéon anterior admiten una parametrizacion
racional. Ahora probaremos que ninguna de las cibicas no singulares admiten una
parametrizacién racional. Recordemos que una ctibica no singular puede reducirse a la forma

y> =x(xr — 1)(z — ), donde X # 0, 1.

Teorema 1.6.1. Si A # 0,1, entonces no existen polinomios Py, Ps, QQ1, Qo tales que
las funciones no constantes y(t) = Pi(t)/Pa(t) y x(t) = Q1(t)/Q=2(t) satisfagan la relacion
v =a(r—1)(z—N).

Demostracion. Supongamos que Pi(t)/Py(t) vy Q1(t)/Q2(t) no son constantes y que

satisfacen,
PP Qi Qi—-Qr Qi-AQ

Py Q Q2 Q2
Podemos suponer que los polinomios P; y P, son primos relativos y también @)1 y (J2. Ya
que

PIQ; = PQ1(Q1 — Q2)(Q1 — A@»),

se sigue que el polinomio P}, el cual es primo relativo con P, es divisible entre Q3 y que el
polinomio Q3, el cual es primo relativo con Q1, Q1 — Q2 v Q1 — AQs, es divisible entre P?. Por
esta razon, los polinomios Q3 y PZ son proporcionales entre si. Por lo tanto, reemplazando
P, con un polinomio proporcional podemos obtener la igualdad

(1.7) P = Q1(Q1 — Q2)(Q1 — AQa).

Ademds, el polinomio @3 es el cuadrado de un polinomio; de ahi que, Q5 también es el
cuadrado de un polinomio.

Los polinomios @1, Q1 — Q2 v Q1 — AQ2 son primos relativos por pares y, por lo tanto, la
igualdad (1.7) implica que cada uno de ellos es un cuadrado perfecto. Por esta razoén, en la
familia de polinomios de la forma a1 + 5Q)2, donde «, § € C, existen 4 cuadrados perfectos,



26 CAPITULO 1. GEOMETRIA DE CURVAS CUBICAS

a saber, 1,2, Q1 — Q2, y Q1 — A(Q2; estos polinomios no son proporcionales y son distintos
porque A # 0, 1.

Para obtener una contradicciéon mostremos que en la recta proyectiva a@)q + Q2, donde
(1 y ()2 son primos relativos, no hay més de tres puntos que pueden ser cuadrados perfectos.
De hecho, supongamos que en esta recta proyectiva hay 4 cuadrados perfectos:

R, R;, aiRi—0(iR; vy ooRi— (R

Como los polinomios R; y Ry son primos relativos, se sigue que los polinomios /a; R1£v/3; Ry
deben ser cuadrados perfectos. Como resultado, de la recta proyectiva a)y + Q)2 en la cual
hay 4 cuadrados perfectos llegamos a la recta proyectiva aR; + fRs en la cual también hay
4 cuadrados perfectos. De esta recta proyectiva, podemos llegar a otra recta proyectiva, etc.
Pero cada paso decrece el grado maximo de cada polinomio de la forma a@); + Q> al menos
por un factor de 2. Contradiccion. [



Capitulo 2

Funciones Elipticas

La adicién de puntos en la circunferencia esté relacionada con su parametrizacion dada
por las funciones seno y coseno. De hecho, considerando la funcién f : R — S! definida
por la férmula f(t) = (cos(t),sen(t)), resulta que esta funcién parametriza la circunferencia
con numeros reales de tal forma que la adicién de puntos en la circunferencia se corresponde
con la adicion de ntimeros reales.

Una parametrizacion similar existe para las cibicas. Esta se obtiene por medio de
funciones elipticas. Bajo esta parametrizacién la adicion de puntos en una cubica definida
en el capitulo 1 se corresponde con la adicion de los valores del parametro.

En este capitulo estudiaremos las principales propiedades de las funciones elipticas y
mostraremos como podemos parametrizar una cibica no singular con su ayuda.

El nombre funciones elipticas desde luego estd ligado con la elipse, pero la relacion
es bastante indirecta. La relacién viene dada por las integrales elipticas que si estan
directamente relacionadas con la elipse. La longitud de un arco de la elipse es expresada
por una integral eliptica de una forma particular. Aqui es precisamente donde se origina el
nombre de integrales elipticas. Las funciones elipticas aparecen en el proceso de inversion
de las integrales elipticas de una manera especial, no exactamente relacionada con el calculo
de la longitud de arco de una elipse.

Las integrales elipticas aparecen a principios del siglo diecisiete en el cdlculo de longitudes
de arcos de ciertas curvas, principalmente elipses. Aparte de la elipse un ejemplo interesante
es la lemniscata de Bernoulli cuya longitud de arco se encuentra con una integral de la
forma foa \/ld—f?. Fue por esta integral que el matemaético italiano Conde Giulio Fagnano
(1682-1766) obtuvo una férmula de duplicacién, que después Euler extendié en la primera
mitad del siglo dieciocho a un teorema de adicién

/a dx +/ﬁ dx _/7 dx
0 \/1—1’4 0 \/1—1’4 0 \/1—%‘47

27
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donde

/I F VI

1+ 232

En realidad, Euler consiguié obtener un teorema de adicién para integrales de una forma
mas general. A saber, el prob6 que

T dx

/J%+/ﬁ¢%: o VP@)

donde

= VPOV s by =14 ma?

Euler incluso obtuvo teoremas de adicién para formas mas generales.

Después de Euler, Legendre trabajo incansablemente por muchos anos en el desarrollo
de la teoria de las integrales elipticas. El resumié los resultados de sus estudios en el
libro Exercises de calcul integrdl (Ejercicios de calculo integral), publicados entre
1811 y 1819. Una edicién revisada del libro fue publicada entre 1827-1832 bajo el nombre
Traité des fonctions elliptiques et des intégrales eulériennes (Tratado sobre funciones elipticas
e integrales eulerianas).

Legendre llamé funciones elipticas a lo que hoy en dia llamamos integrales
elipticas. Después de los trabajos de Abel y Jacobi la importancia del libro de Legendre
disminuy6. Sin embargo, Abel y Jacobi se refirieron al libro de Legendre con gran respeto,
como se lo merecia.

La teorfa de las funciones elipticas comenzé propiamente con el trabajo de Abel
Recherches sur les fonctions elliptiques (Estudios sobre funciones elipticas). Abel
mostré que la inversion de una integral eliptica de primer orden,

“= / 1- cx;)ifl T ea?)

da origen a una funcién ¢(a) que tiene dos periodos en el dominio complejo. Abel
estudié meticulosamente las ecuaciones que relacionan ¢(a) con ¢(na). Jacobi comenzé a
estudiar la teoria de las funciones elipticas casi simultdneamente con Abel. Esto llevé a una
tensa, aunque corta, competencia entre ellos. Sin un puesto laboral permanente, casi en
la pobreza, Abel finaliz6 la segunda parte de los Recherches... y continué sus intensivos
estudios. Pero pronto Abel enfermo gravemente y murié en 1829 a los 27 anos de edad.

Mucho antes de Abel y Jacobi, Gauss conocia varios de los descubrimientos de estos
personajes. Pero Gauss no publico sus resultados, se sabe de ellos por sus memorias, su diario
y las multiples biografias que existen de él.

Es conveniente considerar a las funciones elipticas como funciones de una variable
compleja. Muchas de sus propiedades estan desarrolladas solo en el plano complejo C, y
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no en la recta real R. La parametrizacion de una curva cibica es mucho mas grafica sobre C.
Por lo tanto, comenzaremos con la investigacion de la topologia de una cubica no singular
en CP?%. Resultard, que desde el punto de vista topoldgico todas estas curvas son iguales:
todas ellas son toros bidimensionales.

2.1. La estructura topolégica de las cubicas no singu-
lares en CP?

La ecuacién de cualquier ctibica no singular en CP? puede reducirse a la forma
(2.1) vz = (v —a12)(x — ax2)(z — asz),

donde los niimeros a; son distintos por pares. Esta ecuacion determina una curva compleja
en CP? con dimensién compleja igual a 1 y con dimensién real igual a 2.

Para encontrar la estructura topoldgica de la curva (2.1) en CP? consideremos la
proyeccion

p:CP*\ {(0,1,0)} — CP', (z,y,2) (z,2).

La recta proyectiva compleja CP! (es una compactificacién de C a un punto y por tanto) es
homeomorfa a la esfera bidimensional S?. Para b # 0 la ecuacién y? = b tiene exactamente
dos soluciones distintas. Por lo tanto, si 2 # 0 y  — a;z # 0, entonces un punto (z,z) € CP!
tiene exactamente dos preimégenes que pertenecen a la curva (2.1). Si z # 0 pero x/z es
igual a uno de los nimeros a;, entonces solo existe una preimagen. Para z = 0 la ecuacion
(2.1) se convierte en la ecuacién x® = 0. Por lo tanto, el punto oo = (0,1) también tiene
solamente una preimagen, a saber, (0,1,0). Ademas, la preimagen del punto (1, z) tiende al
(0,1,0) cuando z — 0.

La proyeccién bajo p de la curva (2.1) sobre CP! funciona de la manera siguiente. Si
excluimos de CP! los puntos ay, as, as, ¢ 0o, entonces todos los puntos tienen exactamente
dos preimagenes. La estructura de la funciéon en vecindades de los puntos a; e oo debe
ser estudiada con mayor detalle. Para simplificar, supongamos que a; = 0. Consideremos
coordenadas afines, es decir, sea z = 1. La proyecciéon de la curva (2.1) en CP! con este
sistema de coordenadas resulta ser (x,y) — x. Entonces (2.1) toma la forma
Yy’ = o(x — az)(z — az),
donde asaz # 0. Para puntos = cerca del cero la cantidad (x — as)(x — a3) casi es constante,
es decir, casi tenemos la ecuacién y?> = cx. Esta ecuacién tiene soluciones de la forma
x = c\?e?%, y = che. Cuando ¢ varfa de 0 a 7, recorremos una vuelta completa alrededor
del punto (0,1) en CP'. Bajo dicha trayectoria, y cambia de signo. Al nacer esta trayectoria
alrededor del (0,1) en CP! de la curva (2.1) no regresamos al punto inicial (ver Figura 2.1).
Pero si recorremos una vuelta mas si regresaremos al punto inicial, ya que cambiando el
signo de yy dos veces obtenemos .
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(900, yo)
(950, —yo)

Zo

Figura 2.1

La estructura de la proyeccién de la curva (2.1) en CP' en una vecindad de oo es la
misma que de las vecindades de a;. De hecho, sea x = 1. Entonces en una vecindad de z = 0
la ecuacién (2.1) aproximadamente se ve como y? = % y, por esto, el signo de y cambia
cuando damos una vuelta completa alrededor del punto z = 0.

Cortemos CP! de a; a ap y de az a co. Los levantamientos de estos cortes a la curva (2.1)
divide esta en dos partes. De hecho, avanzando por cualquier trayectoria cerrada en CP! que
no interseque los cortes solo podremos encerrar los puntos ay, as, as, € 0o en pares y bajo la
trayectoria alrededor de dos puntos el valor de y no cambia. Por lo tanto, es imposible pasar
de una preimagen de un punto de CP! a su otra preimagen sin intersecar los cortes.

\ curva
/ en CP?

CP!

Figura 2.2
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Si cortamos CP! de a; a ay vy de ag a 0o, entonces la parte restante de CP! puede ser
representada en la forma de un plano con cortes. La parte de la curva (2.1) que se encuentra
por encima de este plano consiste en dos piezas. Realizando un corte en CP! vamos del limite
marcado con un signo mas en una pieza de la curva (2.1) al limite marcado con un signo
menos de la otra pieza. De ahi que, cuando los limites son pegados, obtenemos un toro (ver

Figura 2.3).
a2 a2

Figura 2.3

Una parametrizacién de la cibica en CP? puede ser determinada por medio de una
funcién f: C! — CP? donde f(z) = (Fi(z), F5(2),1). La imagen de tal funcién debe ser un
toro. La funcién més simple de C! a un toro se obtiene identificando todos los puntos de la
forma z + nw; + mwo. En otras palabras, se hace que w; y ws sean periodos de las funciones
Fyy Fs.

2.2. Las funciones elipticas

Una funcién f se llama doblemente periddica si existen wq,ws € C distintos del
cero tales que i—; no pertenece a R y se cumple que f(z + nw; + mws) = f(z) V2 € Cy
Vn,m € Z. Supondremos que [ m(i—;) > (. Esto quiere decir que la rotaciéon que se hace en
el plano complejo para mandar w; en wy es en el sentido del avance de las manecillas del
reloj (Figura 2.4). Al conjunto Q = {nw;, + mwq; n,m € Z} se le llama la latiz generada
por w; Y ws, y resulta que cada punto w de €2 es un periodo de f.

W1

N\ Z

Figura 2.4
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En lo que sigue sélo nos interesaran las funciones meromorfas doblemente periddicas.
Recordemos que una funcién es llamada meromorfa en un dominio de C si esta funcion es
analitica en el dominio salvo en un conjunto numerable de puntos aislados, y de manera que
tales puntos singulares sean polos. En una vecindad de cualquier punto finito a del dominio
de la funcién meromorfa f, esta puede ser desarrollada en una serie

f(z) :Co(Z—a)T+cl(z—a)’”+1_|_... :

donde ¢y # 0y r € Z (desde luego si a es un punto donde f es analitica se tendra que r > 0
y si a es un polo, r < 0). Una funcién meromorfa doblemente periédica es llamada funcidén
eliptica.

W1 + Wo

%1

)
Figura 2.5

Cualquier nimero complejo z puede ser representado de la forma z = ajw; + aswo, donde
a; € R. Como el nimero a; puede ser representado como la suma de su parte entera y su
parte fraccionaria, se tiene que, una funcién eliptica esta completamente determinada por
sus valores en el paralelogramo fundamental (Figura 2.5).

{a1w + asgws 1 0 < g, s < 1}

La imagen del paralelogramo fundamental bajo cualquier traslacién paralela (z — z + b con
b € C fijo) también puede ser considerado como un paralelogramo fundamental.

Teorema 2.2.1 (de Liouville). Una funcion eliptica sin polos es constante.

Demostracion. Sea f una funcién eliptica sin polos entonces f es una funcion analitica en C
y como el paralelogramo fundamental P es compacto entonces para alguna M € R, se tiene
que |f(z)] < M Vz € Py por lo tanto en todo C. Entonces por el teorema de Liouville
para funciones enteras f es constante. [

Como todo punto singular de una funcion meromorfa es aislado, el paralelogramo
fundamental contiene sélo un numero finito de puntos singulares. Por lo tanto, existe
una traslacién paralela del paralelogramo fundamental de manera que no existen puntos
singulares en la frontera del paralelogramo fundamental.
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Proposicion 2.2.2. Sea f una funcion eliptica y P el paralelogramo fundamental con
vértices a,a + wi,a + wy + wy Y a + we, y sea OP su frontera (Figura 2.6), entonces
fap f(z)dz =0.

o+ wy + wo

o+ wq
o+ Wo
Q
Figura 2.6
Demostracion.
a—+w2 a+wi+ws a—+wi o
f(z)dz = / f(2)dz +/ f(z)dz + / f(z)dz + f(z)dz
OP o a+tws oa+twi+ws oatwi

Pero por ser f(z) eliptica tenemos que

atws atwi+ws atwi
/ f(2)dz = / F(z 4 w)d(z +wr) = - / f(2)dz

+wi atwi+tw2

Y analogamente

/a e F(2)dz = — /a TR

+wsg +w1
Por lo tanto
f(z)dz = 0.
op
O

Esta proposicion nos permitira obtener informacion esencial en los ceros y polos de las
funciones elipticas, veamos como

Teorema 2.2.3. a) La suma de los residuos de una funcion eliptica en los puntos
singulares dentro del paralelogramo fundamental es igual a cero.
b) Para una funcion eliptica, sean a; los ceros y polos que se encuentran dentro de un
paralelogramo fundamental y sean r; sus ordenes (positivos para los ceros y negativos para
los polos). Entonces > r; =0 y Y ria; =0 (mdd Q), es decir, Y ria; = mwy + nws, donde
m Yy n son enteros.

Demostracion. a) Sea f(z) una funcién eliptica y sea P un paralelogramo fundamental sin
puntos singulares de esta funcion en la frontera. Entonces por el Teorema del residuo sabemos
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que como f es analitica en 0P y 0P es homdloga a cero dentro de un rectangulo abierto que

contiene a P que:
1
Zres(f, z) = o /(?P f(z)dz.

zeEP

Pero por la proposicién anterior sabemos que [, op f(2) = 0. Por lo tanto

Z res(f,z) = 0.

zeP

b) Sea g(x) = J;/((ZZ)), como f es una funcién eliptica entonces g(z) también es una funcién

eliptica. Si a es una singularidad de g entonces a es un cero o un polo de f(z), si el orden es
r entonces f(z) = (z —a)" f1(z) con fi(z) analitica alrededor de a y fi(a) # 0, luego

e AR
1= T oo T A

por lo que el residuo de g(z) en el punto a es igual a r. Por la parte a) aplicada a g(z) se

tiene que
Z r, = 0.

(que es una funcién meromorfa, pero no necesariamente

zf'(2)
f(z
eliptica), si a es un cero o polo de f(z) de orden r entonces a es un polo de h(z) y como
antes

) EAE)
fz)  z—a  fi(2)

por lo que el residuo de h(z) en el punto a es ar. Y entonces

Ahora consideremos a h(z) =

h(z)

f'(2) ,
o Zf(;; dz = 2mi Zaim.

Ahora calcularemos la integral anterior de otra manera. Primero veamos la siguiente igualdad

/a+w2 Zf,(Z) /&—Hug (Z _ wl)f,<z) /a—i—uJQ f’(Z)
dz = — S —dz +w dz

TRz w) oo
/(x+w1 flz+w) dz +w) + o [logf(Z”a }

_/a+w1 Zfl(z)dz—l—wl [logf(z)lgﬂ’ﬂ.

+wi+wso f(Z)

Como f(a+ ws) = f(a), el logaritmo de f(z) solo puede variar por 2kmi para alguna k € Z
cuando z varia de a a o + wo. Como resultado tenemos que

a+tw2 a+twi
/ h(z)dz +/ h(z)dz = 2mi(muw,).

tFwitw2



2.3. LA FUNCION © DE WEIERSTRASS 35

Anélogamente tenemos que

a+wi+w2 «a
/ h(z)dz + / h(z)dz = 2mi(nw,).

+w2 +wi

Por lo tanto

/ h(z)dz = 2mi[nwy + mws],
opP

es decir, Y a;r; = mw; + nwy para algunos n,m € Z. O]

Como hemos mencionado, una funcién eliptica que no sea constante debe tener al menos
un polo dentro del paralelogramo fundamental. Pero como la suma de los residuos en los
puntos singulares que se encuentran dentro del paralelogramo fundamental es igual a cero, la
funcion no puede tener exactamente un polo de orden 1. Para una funcion eliptica el niimero
de polos (contando la multiplicidad) dentro del paralelogramo fundamental es llamado el
orden de la funcion eliptica. El minimo orden posible es 2; y dos formas de que el orden
sea 2 son:

1) un polo de orden 2. (Como sucede en la funcién p de Weierstrass)
2) dos polos simples. (Como sucede en las funciones elipticas de Jacobi)

Por el Teorema 2.2.3 b), para una funcién eliptica la suma de los ordenes de los ceros
dentro del paralelogramo fundamental es igual a la suma de los ordenes de los polos, es decir,
es igual al orden de la funcién. También es claro, que los polos de la funcién f(z) — ¢ son
los mismos que de la funcién f(z). En consecuencia, una funcién eliptica de orden r toma
cualquier valor finito dentro del paralelogramo fundamental exactamente r —wveces (contando
la multiplicidad).

2.3. La funcién p de Weierstrass

Ahora mostraremos que para cualquier latiz € la funcién
1 1 1
2.2 = — O
(2.2) plz) =5+ Ew {(z—w)z wQ} ,

es una funcién eliptica (donde Z; = Zweg\ (0} quiere decir, hacer la suma sobre todos los
puntos w distintos de cero de la latiz €2). La agrupacién de los términos en corchetes es
esencial, ya que las series Y (2 —w) 2y >/ w2 divergen.

Primero, demostraremos que la serie (2.2) define una funcién meromorfa. En cualquier
compacto K que no contenga los puntos de la latiz, esta serie converge uniforme y
absolutamente. Ya que

1 1 Q2w — 22 1 22— 22wt

(z—w)? W W(z-w)? W (2w l—1)?



36 CAPITULO 2. FUNCIONES ELIPTICAS

y como
1

2z — 22w~
lim ——— =22
w—oo (zw™l —1)2
tenemos que Yw € Q\0 con |w| suficientemente grande y V z € K existe una constante C' tal
que
1 1

(z—w)? w?

C

< —.
jwl?

Ahora demostraremos que Y |w|™ converge. Si definimos
Q, = {mw; +nwy : m,n € Z y max(|m|, |n|) =r}

tenemos que para r > 0 [Q,| = 8. Ahora sea d = min(|m|, |n|) entonces

wazizmwsiww3

r=1 weQ,
[e.9]
8 1
= p2
r=1
/ — ’ .2
por lo tanto Y |w| ™3 converge. Asi que p(z) es una funcién meromorfa con polos en los puntos

de la latiz Q). Esta funcién es llamada la funcion o de Weierstrass. Ahora probaremos
la periodicidad de p(z). Para esto vamos a considerar su derivada

plz)=-2> (z—w)™

Claramente w; y wy son periodos de la funcién ¢/(z). De ahi que ¢/(z + w;) — @'(2) = 0
por lo que, las funciones p(z + w;) y p(z) pueden diferir solamente por una constante c.
Sustituyendo z = —% en la igualdad p(z +w;) = p(2) + ¢ tenemos que p(%) = p(—%) +c,
pero por la férmula (2.2) sabemos que la funcién @(z) es par. Por lo que la constante es
¢ =0, es decir, wy y wy son periodos de p(z).

La funcion g tiene polos dobles en los puntos de la latiz; y ésta no tiene otros puntos
singulares. Dentro del paralelogramo fundamental sélo se encuentra un punto de la latiz. Por
lo tanto, dentro del paralelogramo fundamental la suma de los polos de p es congruente a
cero modulo 2. Por el Teorema 2.2.3, dentro del paralelogramo fundamental se encuentran
dos ceros de p, llamémoslos u y v, tales que u + v = 0 (mdd ). Para cualquier constante
¢ los polos de la funcién p(z) — ¢ coinciden con los polos de la funcién p(z) y, por lo tanto,
dentro del paralelogramo fundamental se encuentran exactamente dos puntos, u y v, para
los cuales p(u) + p(v) = cyu+v =0 (m6d Q). Si u = —u (méd Q), entonces estos dos
puntos coinciden, es decir, el valor correspondiente de g es alcanzado dos veces. En los puntos
donde los ceros de p(z) — ¢ se confunden, la derivada ¢'(z) se anula. Es posible seleccionar el
paralelogramo fundamental de tal forma que éste contenga exactamente cuatro puntos para
los cuales u = —u (méd ), mas precisamente, los puntos

w1 Wo w1 +WQ

0.2+ ==
27272
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(Figura 2.7). El primero de estos puntos es el polo de g y los otros tres puntos son ceros de
/

.

Figura 2.7

Asi, los valores

w1 Wo Wi + W
do(2) o) vo-a(]

de g son de multiplicidad 2 y no hay otros valores de multiplicidad 2. Los valores de
multiplicidad 2 corresponden a los ceros de la derivada, por eso, ©'(z) = 0 si y sélo si

1 1
Sw2, §(w1 + wo) (méd Q).

Wi,

N
Il
N | —

Observemos que los nimeros ey, €3 y e3 son distintos. Sea f;(z) = p(2) —e; para j = 1,2, 3.
Como los polos de f; son los mismos que los de g, entonces f; es una funcién eliptica de
orden 2 y por lo tanto tiene dos ceros (contando multiplicidades). Ya que

fiGGw;) = f'(3w;) =0,

f; tiene ceros dobles en %Wj y por esta razén no tiene otros ceros. En particular, fj(%(&)k) #0
para j # k. Como
fiGGwr) = p(Gwr) — ¢
= €L — €y,
de ahf se sigue que e; # ey, si j # k.

La funcién de Weierstrass no solamente nos da un ejemplo de una funcién eliptica, sino
que veremos, que nos permite describir la estructura de todas las funciones elipticas con
respecto a la misma latiz 2.

Teorema 2.3.1. Sea f(z) wuna funcion eliptica arbitraria y ©(z) la funcion de
Weierstrass con los mismos periodos. Entonces existen funciones racionales R y Ry tal que

f=R(p) + Ri(p)¢
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Demostracion. Sabemos que es posible representar a f(z) como la suma de la funcién par

9(z) = 3(f(2) + f(—2)) y la funcién impar h(z) = 3(f(z) — f(—=2)). Puesto que la funcién

2
h . .
,(Z) es una funcion par, entonces las funciones pares g
©'(2) ’

¢'(z) es una funcién impar, hi(z) =
y hi son pares y tenemos que

f(2) = 9(2) + ha(2)¢' ()

Por lo tanto, es suficiente probar que cualquier funcion eliptica par puede ser representada
como una funcién racional de .

Primero resaltamos dos propiedades de los ceros y polos de una funcién eliptica.

1°. Si f es una funcién par, y u es uno de sus ceros (o polos) de orden m, entonces
—u también es un cero (o polo) de orden m. De hecho, en el caso de los ceros es suficiente
observar que para f una funciéon par tenemos:

FE(=2) = (=) f®(2) V>0

1
f

2°. Si f es una funcién eliptica par y w = —u (mdd Q); entonces el orden de un cero o
un polo de f en u es par. Probaremos esto solamente para los ceros (puesto que para los
polos podemos considerar %+ en vez de f). La condicién u = —u (mdéd ) es equivalente al

f
hecho de que

En el caso de los polos tenemos que considerar < en lugar de f.

Wi Wo Wi+ Wy
2727 2
Ademés, la periodicidad de f” implica que f'(u) = f'(—u). Pero la derivada de una funcién
par es impar; por esta razon, f'(u) = 0. Por lo tanto, si la funcién f tiene un cero en wu,
entonces la multiplicidad de este cero es al menos dos. Para cualquiera de los casos

u=0

(méd Q).

w1 + Wa
2

u= %, %, (mdd )
la funcién F'(z) = p(z) — p(u) tiene un cero de orden dos en wu, pero si u = 0 (méd )
entonces la funcién F(z) = — tiene tal propiedad. Usando F, podemos construir una

p(2)

funcién eliptica par fi(z) = % para la cual el orden del cero en u es el orden de u en f

menos dos. De ahi que, si fi(u) # 0, entonces el orden del cero en u es igual a 2 y si f; =0,
entonces podemos aplicar los mismos argumentos a f; en vez de a f, etcetera.

Por la proposiciones anteriores de los ceros y polos de la funcion eliptica par f estos
pueden ser divididos en pares de la forma {z,—z}. Seleccionando un representante de
cada par, de tal manera que aq,...,a; seran los representantes de los ceros y by, ..., b los
representantes de los polos. Consideremos la funcion eliptica
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donde solo tomaremos los a; y b; distintos de los puntos de la latiz (puesto que en tales
puntos latiz la funcién p toma valores infinitos). Si no tomamos en cuenta los puntos de la
latiz, entonces el sistema completo de ceros y polos de @) es el mismo que el de f, puesto que
p(z) = p(a) siy sélo si z = +a (mdd Q). Pero por el Teorema 2.2.2 b) para una funcién
eliptica la suma de los ordenes de sus ceros y polos dentro del paralelogramo fundamental
es igual a cero; por esta razon, el orden de un cero 6 un polo en un punto de la latiz es

unicamente determinado por los ordenes de los otros ceros y polos. Por lo tanto /(z (( )) es una

funcién eliptica sin polos, es decir, una constante (digamos ¢). Como resultado tenemos que
f(z) = cR(p(z)) como se deseaba. O

2.4. Una ecuacion diferencial para la funcién ¢ de
Weierstrass

En la seccién anterior probamos que una funcién eliptica puede ser expresada
racionalmente en términos de p(2) y ¢'(2) y la expresion fue descrita explicitamente. Esto
puede ser aplicado a la funcién par (p/(z))? ésta tiene ceros de multiplicidad 2 en £, €2 @1rea
y un polo de multiplicidad 6 en un punto de la latiz. Por esta razon,

(2.3) (¢'(2))7 = c(p(2) — er)(p(2) — e2)(p(2) — e3),

wi1twa +w2 )

donde e; = p(4),e2 = p(2),e3 = E(L32) y puesto que p(z) = 2° + -+ y ¢(z) =

—2z73 4+ .-, se deduce que ¢ = 4.

Existe otra manera de obtener esta ecuacién diferencial para p(z). La siguiente manera
no solamente nos ofrece un nuevo método de deducir la ecuacién, si no también nos provee
otra forma de expresarla. Para deducirla, usaremos el hecho de que si los coeficientes de
las potencias negativas en el desarrollo de Laurent de las funciones (p'(2))? v ap?®(z) +
bp*(2) + cp(2) + d coinciden, entonces estas funciones son iguales. De hecho bastara ver que
su diferencia es una funcién eliptica sin polos que se anula en el origen. Por esta razén, su
diferencia es constante e igual a 0.

1
1—-2
1\ 4/ 1
= =142 3224 ...
(1—2) dz <1—z) T AR,
de ahi se sigue que

oz) = &+ X (e — &)
:%24_2’ L(1+2£+3(£)2 )_ﬁ>
— L+ (25 435 45 455+ )

Como

entonces
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Pero si w € €2 también —w € (), y entonces tenemos que para k impar

> W=
Por lo tanto
0(2) = 272+ 3G42% + 5Gez* + - -
donde G, = Y'w™*. De ahi que,
zH+6Gy + 10062 + -

=276 —i— 9G,272 4+ 15Gg + -
=4z —24G4z2—80G6+~-

DN ~— —
|

De esta manera,
ap®(2) + bp?(2) + cp(2) +d = az % + b2 + (9aG4 + ¢)2 7% + (15aGs + 6bG4 + d) +
Por lo tanto, ap?® + bp? + cp +d = (')? si
a=4,b=0,9aGy +c=—-24G4 y 15aG¢ + 6bG4 + 6bG4 + d = —80G,

es decir,

a=4,b=0,c=—-60Gy y d=—140Gk.

Si definimos go = 60G, y g3 = 140G¢. Entonces tenemos la ecuacion diferencial,
(2.4) (¢/(2))" = 4p°(2) — g20(2) — gs.

Comparando (2.3) y (2.4) observamos que

(W) = Alp(2) —e)(p(2) — ea) (9(2) — e3)

= 4p*(z) —4(e1 4 ex + e3)p%(2) + 4(ere + eze3 + ezer)p(z) — dejeqes

que son validas las relaciones:

g2 gs
e1+ex+e3 =0, eey+ eges + eze; = 1 y eiegey = —.

4

De aqui, podemos verificar la siguiente igualdad
gs —27g2 = 16(ey — e2)?(ea — e3)(e3 — €1)”.
Observemos primero que de las igualdades anteriores podemos deducir que

92

e +e3+ e§ = (e1 + ey +e3)” — 2(e1en + €263 + e3e1) = 5

v que
92

2.2 2.2 2.2
ejes + exe; + ese] = (e1en + eges + ezer)? — 2ereze3(er + ex + e3) = 16
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Ahora diferenciando (p'(2))? = 4(p(2) — e1)(p(2) — e2)(p(2) — e3) v (¢'(2))? = 4p3(2) —
g2g(2) — g3 con respecto a @ y evaluando en z = %, tenemos

A(er — e2)(er —e3) = [(/(2))?]
= 126% - 92,
con expresiones similares para z = 2 y z = % De ahi que si definimos
A, = 16(e1 — e2)*(ea — e3)*(e3 — e1)? tenemos que
3

A, =i 1102¢] - 9)
i=1
—1(1728(ereaes)® — 144gs(efel + e3¢ + e3ed) + 12g5(ef + €5 + €3) — g3)

= — (10845 — 9g3 + 695 — g3)
= g5 — 2743,
En la seccion anterior se mostré que los nimeros e;, e; y eg son distintos. Por lo tanto,
3 —27g2 #0.
92 93

De aqui surge una pregunta natural: ;jDados nimeros go y g3 tales que g5 # 27g3,
existird una latiz para la cual go = 60wy g3 = 140 w™6?

La respuesta a esta pregunta es afirmativa, ver el capitulo 6 de [5].

2.5. Una parametrizacion de la ctbica via la funcién p
de Weierstrass

La ecuacion diferencial para p nos permite aclarar la naturaleza de la adiciéon de puntos
en una cubica. Para esto tendremos que ocupar el hecho que dejamos sin demostracion la
seccién anterior:

Para cualquier par de nimeros g y g3 tal que g3 # 27g5 existe una latiz para la cual la
funcion de Weierstrass asociada a la latiz satisface la ecuacion

(¢')* = 49" — 920 — 5.

La curva cibica y?> = 4x3 — gox — g3 puede ser parametrizada con la ayuda de @
definiendo z = p(2) y y = ¢/(z). Pasando a las coordenadas homogéneas en CP? la funcién
[ : C/Q2 — CP? puede ser definida como

_J (p(2),0'(2),1) para  z #0,
/(@) { (23p(2), 230/ (2),2%) = (0,1,0) para z=0.

Obviamente, esta funcién es analitica en todos los puntos distintos de los puntos de la latiz.
Expresando esta funcion de la forma
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podemos verificar que también es analitica en una vecindad de un punto de la latiz. La
funcién f es una funcién inyectiva del toro C/€ en la ctibica y?z = 423 — gox2? — g323 en
CcPr2.

De hecho, en la recta al infinito z = 0 solamente se encuentra el punto (0,1,0) de la
curva; los puntos de la latiz que corresponden a un solo punto en el toro son enviados por
la funciéon f precisamente a este punto. Para todos los otros puntos podemos considerar la
curva affn y* = 42® — gox — g3 y la funcién z — (p(2), '(2)).

La ecuacién p(z) = ¢ puede tener una o dos soluciones (si es una, es de multiplicidad
2). Esta ecuacién tiene dos soluciones si ©'(z) # 0, ademdas de las dos soluciones una es
la negativa de la otra. Las imagenes de estos dos puntos bajo la funcién bajo la funcion
z +— (p(2), ¢'(2)) no coinciden, puesto que los niumeros ¢'(2) y ¢'(—z) = —¢'(2) difieren por
un signo.

La suma de numeros complejos induce una adicién de puntos en el toro la cual, en
consecuencia, con la ayuda de la funciéon f induce una adiciéon de los puntos en una cibica.
Resulta que esta suma es precisamente la adicion de puntos en una cubica definida en la
Seccién 1.1 si tomamos como elemento neutro el punto infinito (0,1, 0), veamos como.

Sean P; y P, los puntos en la ctbica correspondientes a los puntos z; y 25 en C, es
decir, P; = (p(z), ¢'(z;)). Dibujemos la recta y = ax + b que pasa por P; y P,. Entonces
¢ (zi) = ap(z;) + b, donde i = 1, 2.

En el punto z = 0 la funcién eliptica ¢'(z) — ap(z) — b tiene un polo de multiplicidad 3
y no tiene ningtin otro polo en el paralelogramo fundamental. Por lo tanto, el orden de esta
funcion es igual a 3, es decir, estd tiene precisamente 3 ceros, a saber, los que ya conocemos z;
y 2o y un tercer cero z3. Puesto que la suma de los polos y ceros es igual a cero, tenemos que
21420+ 23 =0 (mdéd Q), luego, 23 = —21 — 2o (m6d Q). Asi, el tercer punto de interseccion
de la recta P; P, con la cibica es el punto

Py = (p(23), 9'(23)) = (p(—21 — 22), 9’ (=21 — 22))
= (p(21 + 22), —9'(21 + 22)).

Por lo tanto, el punto P; = (p(z1 + 22), ¢'(21 + 22)) correspondiente a la suma de z; y 29
es simétrico a Pj con respecto al eje x. En otras palabras, P; es el punto de interseccién
de la cibica con la recta PyE, donde E = (0,1,0) es el punto infinito en la ctibica. Esto es
precisamente lo que queriamos establecer.

Extendiendo un poco mas los argumentos anteriores, podemos mostrar que existe un
teorema algebraico de adicion para g, esto es, p(z1+22) puede ser expresado algebraicamente
en términos de ©(z1) y ©(22). De hecho la recta y = ax + b que pasa por los puntos P y
P, interseca la cibica y* = 423 — gy — g3 en los tres puntos (z;,y;), donde z; = p(21),
Ty = p(22) ¥y 3 = p(21 + 22). Por lo tanto la ecuacién cibica

(azx + b)2 = 42% — gox — g3

tiene las raices indicadas 1, xo y 3. Expresando el coeficiente de 22 en términos de estas
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raices tenemos que
2

p(21) + p(22) + p(z1 + 22) = T

p(z1)—p(22)
p'(z1) — P’(Zz))Z
p(21) — p(22)

De esta manera, p(z; + 22) puede ser expresado racionalmente en términos de o(z;) v ¢'(2:),
con ¢ = 1,2. Es preciso recordar que ¢'(z;) puede ser expresado algebraicamente en términos
de p(z;), como vimos anteriormente

0 (2:) = V493 (z1) — g290(2:) — gs.

Notemos también que si en la formula de adicion hacemos z, — 27 = z se obtiene la formula

de duplicacién
L(¢"(2)*
2z) = =2 - )
o(22) = -20(0) + 1 (5

Con la ayuda de la funcién de Weierstrass podemos también parametrizar la curva

y? = Gy(x),

Como ¢'(z1) = ap(z1) +by ¢'(22) = ap(z2) + b, se sigue que a = (M) Por lo tanto

(25) @@H%ﬁz—ﬂa%%Wﬁ+l<

4

donde G4(z) = apz*+a12>+a3+azr+ay es un polinomio de grado cuatro sin raices miltiples.
Para este fin hagamos los cambios de variable z = 27" + a y y = 3127 2. Obteniendo

yioyt = bazyt 4 bsx® + ber? + byt + Gala).
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Si « es una raiz de Gy, entonces y? = bz} + byx? + bsxy + by. Esta ciibica pude ser

parametrizada con la ayuda de la funcién de Weierstrass. Observe que los cambios de variable
r=a7'+a y y=ya"

nos permiten de una forma andloga pasar de la curva y* = Go, () a la curva y* = Ga,_1(z).

2.6. Las integrales elipticas

La funcién de Weierstrass g(z) satisface, como hemos visto, la ecuacién diferencial

dg ? 3
7 = 40" — g2 — g3.

Por lo tanto,
dg

dz = ,
V49 — 920 — g3

es decir,

/ du
z = ;
\/4U3 — 92U — g3

donde u = p(z). Asi que, 2 = p~(u), luego, la inversién de la integral

/ du
\/ 4ud — gou — g3
da lugar a la funciéon de Weierstrass.

Una integral eliptica es una integral de la forma

/ R(z, /G (x))de,

donde G(z) es un polinomio de grado 3 6 4 sin raices multiples y R(x,y) es una funcién
racional de dos variables. En un principio, estas integrales aparecieron en los calculos de la
longitud de arco de varias curvas, por ejemplo, elipses. Solamente més tarde se noté que
para ciertas integrales elipticas las funciones inversas poseian propiedades mas interesantes,
principalmente la doble periodicidad.

Las integrales elipticas se pueden reducir a ciertas integrales simples. Iniciaremos
considerarendo integrales mas simples que las integrales elipticas. Primero, probaremos que
si R(z) es una funcién racional, entonces [ R(z)dz es la suma de una funcién racional y un
cierto nimero de sumandos de la forma ¢; log(x — a;). Es suficiente probar que una funcién
racional R(z) puede ser representada en la forma

Cik
A@)+ (& — a)F
ik v
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donde A(z) es un polinomio. Sea R(z) = P(z)/Q(x), donde P y @ son polinomios.
Dividiendo P entre @ tenemos que P(z) = A(z)Q(z) + S(x), con A(z) y S(x) polinomios,
donde S(z) es el residuo y grado S < grado Q. Sea @ = 102, donde Q1 y ()2 son polinomios
primos relativos. Entonces, existen polinomios a y b tal que a(z)Q1(x) + b(z)Q2(x) = 1. Por
lo tanto,

S aSQi+bSQ,  aS  bS

00 i@ @@

En las fracciones obtenidas podemos dividir el numerador y el denominador con un residuo.
Repitiendo este procedimiento llegamos a la suma de un polinomio A(z) y varias fracciones
de la forma p(z)(x — a)™", donde grado p(z) < n. La demostracién se completa expresando
el polinomio p(z) de la forma

p(x) = bi(x — a)"‘l + by(z — a)"_2 + -+ by,

Leibniz fue el primero en estudiar la integracién de funciones racionales. El considero la
factorizacion de polinomios en factores con coeficientes reales y, por lo tanto, el se cuestiono:
sSera cierto 6 no que cualquier polinomio real puede ser factorizado en factores de grado 1
y 2 con coeficientes reales?. En 1702 Leibniz publicé un articulo en el cual el decia que era
imposible factorizar el polinomio z* + a* en la forma requerida puesto que

zt +at = (22 + a*) (2® — a*i)

= (z+ aVi)(x — a/i)(x + av/—i)(x — ay/—7)

y el producto de cualesquiera 2 de estos factores no puede ser, como el creyd, una cuadratica
con coeficientes reales. Solo 17 anos después fue que Nicolds Bernoulli (1687- 1759) indicara
que

ot + at = (22 + a®)? - 2a%2% = (2 + V2az + a®)(2® — V2azx + d?).

En su correspondencia Leibniz y Jacob Bernoulli también discutieron integrales de
expresiones irracionales que aparecian en varios problemas fisicos y matematicos. Muchas
de estas integrales son elipticas.

Pasemos ahora de las funciones racionales a las irracionales mas simples. Para calcular
la integral

/ R(z, \/G(2))dz,

donde G () = ax+b es una funcién lineal, primero haremos el cambio de variables u = az+b.
Como resultado tenemos una integral de la forma

/Rl (u, Vu)du,

donde R; es nuevamente una funcién racional. Ahora, sea t = \/u. Entonces du = d(t*) = 2tdt
y, por lo tanto,

/ Ry (u, v/i)du = / Ri(£2, 4)2tdt — / Ro(t)dt,
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donde R, es una funcién racional, por lo que el estudio de estas segundas integrales se reduce
las primeras.

Ahora sea G(z) = az?® + bx + ¢. Como hemos dicho en la seccién anterior, con la ayuda
de los cambios de variable # = 27! + a y y = y127' podemos pasar de la curva y? = G(z) a
la curva y? = Gy(z;) donde G es una funcién lineal. Apliquemos estos cambios de variable
para calcular la integral [ R(z,y)dz, donde y* = G(x). Sea x = 27" +a y y = y127 ", donde
G(a) = 0. Entonces dx = —z7%dz; y

/R(f’fv?/)dif = _/R(%_l + o,y ey Cday = /Rl(xlayl)dxla

donde y? = Az, + B.

De esta manera, las integrales de la forma [ R(x,y)dz, donde R es una funcién racional
y y = /G(x), pueden ser expresadas en términos de funciones elementales si el grado G < 2.

En el caso donde grado G = 3 pueden aparecer funciones las cuales son inversas de
funciones elipticas. La integral [ R(x,y)dz, donde y = /G4(z), puede ser reducida a la
integral [ Q(z,y)dz, donde y = \/ 413 — gox — g3. En efecto, usando los cambios de variable
=z +ayy=yx;> podemos pasar del polinomio de grado cuatro G4 a un polinomio de
grado tres y de cualquier polinomio de grado tres podemos pasar con la ayuda de un cambio
lineal a un polinomio de la forma 43 — gz — gs.

Habrfamos podido confinarnos al cdlculo de integrales de la forma [ R(z,y)dz, donde
y? = 43 — gy — g3, pero en muchos otros casos son convenientes algunas otras formas de
integrales elipticas. Por lo tanto, primero calcularemos las integrales elipticas en su forma
general y después estudiaremos algunas formas especiales.

Sea I = [ R(z,y)dz, donde R es una funcién racional, y
y2 = apz* + da, 2% + 6asx® + dagx + Qy,
donde al menos uno de los coeficientes ag v a; es distinto de cero.

Teorema 2.6.1 (Legendre). La integral eliptica I puede ser representada como una
combinacion lineal de una funcion racional en x y y; la integral de una funcion racional en

x; y de las integrales
/da: /:cdx /xQda: / dx
_7 _7 y TN
y y y (z —c)y

Demostracién. Como y? puede ser expresado en forma de polinomio en términos de x,
podemos suponer que la funcién racional R no contiene y* para k > 2. Por otra parte,

a+by (a+by)(c—dy)y —é+B
ctdy (ct+dy)c—dyly y

Y

donde A y B son funciones racionales de z. Por lo tanto, el calculo de la integral [ R(z,y)ds
A(z)dx

. La funcién racional A(z) puede

de reduce al célculo de las integrales [ B(z)dz y [
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ser representada de la forma
arm
P ILAD B
(x —¢)™
De ahi que, solamente es preciso considerar las integrales de la forma

= [EE =0y Ha= [ ),

y (x — )™y
Puesto que
L(z™y) = m y—i—xmdy —i [ ™" 1y2+ s (dac)]
— (m +2) (2m + 3) (m + 1as (2m + 1)ag™" + mas = —

de ahi se sigue que
™y = (m+ 2)agdmes + 2(2m + 3)ay Jpae + 6(m + Dasdmir + 2(2m + 1)asgJ,, + mag 1.

Usando estas identidades para m = 0,1,2,..., consecutivamente podemos expresar .J3
en términos de Jy, Ji, Jo (y una funcién racional de z y y), después J; en términos de
Jo, J1, J2, J3, etcetera. (En el caso cuando ag = 0 podemos expresar J, en términos de Jy y
Ji; después J3 en términos de Jy y Ji, etcetera.)

Para calcular la integral H,, = [ ( dr__  escribamos el polinomio G(x) en la forma

x—c)my’

G(x) = bo(z — ) + 4by(z — ¢)® + 6by(z — ¢)* + 4bs(z — ¢) + by,

donde by = ag. Como en el caso anterior, tenemos la identidad

d T —C m+3 T —rc m+2
Dt — ey = m+ 20 =0 g 3y I
—_ o\ym+1 _A\m 2 ym—1
-+Mm+1MJI 2 +%%n+D%QL:2—+mME;£L—n
Integrando estas identidades para m = —1, —2, —3, ... tenemos que
AT _
Iy, / (= 4 1o, / iy 9y Hy, —byH,,
xr—c Y Y
Y - — by Jo —6byHy —GbsHy —2byHs,
(z —c)?
y - —b()Jo —6b1J1 —12b2H2 —10b3H3 —3b4H4,
(x —c)?
Estas identidades nos permiten expresar Hs, H3, Hy,... en términos de Jy, Ji, o, Hy y

funciones racionales de x y y. ]
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Como hemos mencionado, cualquier integral eliptica puede reducirse a la integral
| R(z,y)dz, donde
92 = 4a’ — 92X — gs-.
Esta forma de las integrales elipticas es llamada la forma de Weierstrass. Puesto que en

este caso ag = 0, se sigue que Jo puede ser expresado en términos de Jy y Ji; por lo tanto,
existen tres tipos de integrales con las cuales el resto pueden ser calculadas:

/ dx / rdx . / dx
\/4x3—g2x—93’ \/4a:3—g2x—g3 (:U—c)\/4x3—g2x—g3'

Otro forma muy utilizada de las integrales elipticas es la forma de Legendre. Para
esto es usada la ecuacién

y? = (1 —2?)(1 — k*2?).
Nosotros podemos pasar de la forma de Weierstrass a la forma de Legendre de la siguiente
manera. Usando el cambio lineal de variable z = ax;+b pasamos de la expresion 43 — gz — g3
a x1(r; — 1)(x; — k?). En seguida, aplicando los cambios de variable £2 = 27! y n? = 3?2,
Tenemos que 1* = (1 — &€2)(1 — k2&?).

Para la forma de Legendre, aparecen cuatro tipos de integrales:

/ :cdx 2d:z: dx

VG (z —¢)\/G(z)

donde G(z) = (1 — 2?) (1—/%2 2) Pero, como

rdx 1 du
/ (1—22)(1 — k222) 5/ (1—u)(l — k)’

donde u = 22, esta integral puede ser expresada en términos de funciones elementales.

Para simplificar bastante la forma de las integrales en la forma de Legendre, hagamos el
cambio de variable x = sen ¢. Entonces

dx = cos pdyp, V1 — 12 =cosy, V1= k222 = \/1 — k2sen?

Por lo tanto, las integrales (no elementales) mencionadas anteriormente toman la forma

dy sen” pdy de
/ 1—k25en2<,0’/ 1—kzsen2<p’/(sengo—c)\/m.
Estas integrales son llamadas integrales elipticas de primer, seqgundo y tercer orden,
respectivamente.
sen? pdyp

1 — k%sen? p

Observemos que en lugar de la integral podemos tomar la integral

1 — k2% sen? pdp porque

2 od d
k2/ bl ot 4 :/ d —/ 1 — k% sen? pdyp
1 — k%sen?p 1 — k%sen?p
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Para las integrales elipticas de primer y segundo orden es usada la notacion de Legendre:

@ do ]
F(@)Z/ y E(so)=/ V1= k?sen® pdp.
0 1 — k%2sen? p 0

2.7. Teorema de adicion para las integrales elipticas
F(e)y E()

Primero consideraremos a 0 g
2
F = —
(@ 0o A (@)

donde A(p) = /1 — k%sen? . Si F(¢)+ F(¢) = F(u), entonces sen p puede ser expresado
algebraicamente in términos de sen ¢ y sen. Para probar esto, consideremos la ecuacion

diferencial
dyp dy

(*) + =0
V1—Fk?sen?¢p /1 —k?sen?)

Su integral F'(¢) + F'() es constante y podemos suponer que es de la forma F(u) donde p
es una constante. Considerando que F' es una funcion impar, la integral puede ser expresada
de la forma F(p) 4+ F(¢) + F(—u) = 0. Mostremos ahora que la integral de la ecuacién
diferencial satisface la relacién

(2.6) cos p cos ) — sen psen /1 — kZsen? yp = cos p
la cual puede ser reescrita en una forma mas simétrica:
(2.7) cos? p + cos? 1) 4 cos? pu — 2 cos p cos 1 cos p1 + k% sen” psen? ¢ sen? = 1.

Esto se obtiene de reordenar (2.6) asi, cos ¢ cos ) — cos u = sen g sen /1 — k? sen? pu, elevar
al cuadrado y reducir. El termino “simétrico” significa que no solo se satisface (2.6) sino
también las siguientes dos relaciones

(2.8) cos pcosp + sen prsen /1 — k2 sen? ) = cos 1,

(2.9) cos pcosty + sen psen /1 — k2 sen? o = cos ¢,

ya que los argumentos ¢, y —u entran en (2.7) simétricamente.

Dividiendo ambos lados de (2.6) entre sen ¢ sen® y derivando la expresién obtenida. El
resultado puede ser expresado de la forma

do (cosw — cos,ucosgp) i <cosg0— cos,ucosz/J) _o

sen sen 1)
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Ocupando las férmulas (2.8) y (2.9) tenemos que
dyp dip

+
V1—Fk%?sen?¢p /1 —k%sen?7

Por esta razon, (2.6) es de hecho una integral de la ecuacién diferencial (x). Pero estd no
puede tener dos integrales independientes y, por lo tanto, la igualdad F(¢) + F(¢) = F(u)
implica que

cos p cos — sen psen /1 — k?sen? 1 = cos .

Esto nos provee de una expresién implicita para cos . No es dificil obtener también una
expresién explicita. Indiquemos como, sea & = cos u; entonces sen? = 1 — 22 y la relacién
(2.7) puede ser considerada como una expresion cuadratica en x. Resolviendo esta para x
tenemos que

cos @ cos i — sen psen YA(p) A1)

2.10 =
(2.10) OSH 1 — k% sen? psen?

(El signo es tomado de tal forma que las férmulas (2.10) y (2.6) son compatibles para ¢ y 9
pequenas.)

Mediante transformaciones algebraicas podemos obtener las siguientes expresiones para

sen 1y A(p):

sen ¢ cos YA (1)) + sen 1 cos A(p)

2.11 =
(2.11) senk 1 — k% sen? psen?

)

A(p)A(Y) — k% sen ¢ sen 1) cos p cos

1 — k2?sen? psen? 1)

(2.12) Alp) =

Dividiendo (2.11) entre (2.10) obtenemos

_ tanpA(p) + tan P A(y)
(2.13) = o tan A () A1)

La tltima férmula puede ser interpretada de la manera siguiente. Sean los dngulos ¢ y
de tales que tan ¢’ = tan pA(p) y tant’ = tanA(y). Entonces p = ¢ + 9.

En aplicaciones el caso cuando p = %71’ es bastante importante. En este caso cospy =0
y senp = 1. De (2.8) y (2.9) tenemos que seny = cos®/A(Y) y senty) = cosp/A(p), v de
(2.6) tenemos que cos p cost) = bsen psen 1), es decir, btan ptanty = 1, donde b = /1 — k2.
Entonces de (2.10) se sigue que

cos p cos ) = A(p)A(y)) sen g sen ¢
y, por lo tanto, A(p)A(¢)) = b. De ahi que,

bsen ¢
Ayp

cos p = sen Y A(p) = bszzw y cost =
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Las féormulas (2.10) y (2.11) se parecen, hasta cierto punto, a las férmulas para coseno y
seno de la suma de dos angulos. Con su ayuda podemos obtener expresiones similares para
cosnp y senng en términos de cos ¢ y sen ¢. Sea F(p,) = nF(¢). Entonces

2 sen p cos pA(p) 1 —2sen? ¢ + k%sen’
SE1n = CcOS =
72 1—k2sen*yp 72 1 — k2sen* ’
1 — 2k%sen? ¢ + k? sen 2 tan A (o)
A(@?) = , tangs = .
1 —k2sent ¢ 1 — (tan pA(p))?

Para encontrar ¢ de un ¢, dado, podemos usar el hecho de que tan(%) = tan pA(y) y
también podemos resolver la ecuacion
1—22% — k22*

1— k22t

COS (g =

donde = = sen ¢. Esta ecuacién corresponde a la division de F'(¢7) en mitades.

Para dividir F'(¢) en tres partes iguales, debemos resolver la ecuacién

3z —4(1 — k?)a® + 6k%2° — k'2°
1 — 6kZzt 1 4k2(1 1 K2)a® — 3kizS

sen ) =

donde x = sen . Para ¢ = 7 tenemos la ecuacion
(1+2)(1 — 2z + 2k*2* — k*2*)* = 0,
es decir, la divisién de F'(7/2) en tres partes iguales se reduce a la solucién de la ecuacién

1 — 2sen o 4 2k?sen® p + k?sen ¢ = 0.

Para la integral eliptica de segundo orden FE(y), solo hay un teorema de adicién, con
un término algebraico extra. Este teorema esta directamente relacionado con el teorema de
adicién para la integral eliptica de primer orden, F(¢p).

Teorema 2.7.1. Si F(¢) + F(¢) — F(u) = 0 entonces
E(p) + E(¥) — E(u) = k* sen g sen 1 sen .
Demostracion. Sea E(p) + E(¢) — E(n) = P(p,v¢,u). Tomemos la diferencial de esta
igualdad con un valor constante .

Como resultado tenemos que
Alp)dp + A()dy = dP.
Pero por (2.8) y (2.9)

COS — COS COS COS — COS COS
A(p) = ® Y cos p A() = (0 peos it

sen v sen fu sen p sen [
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Por esta razon,

ip - (cosgo—coswcosu) d(p+(cosw—cosgocosp) )

sen ¢ sen [ sen ¢ sen fu
d(sen? o + sen® 1) + 2 cos ¢ cos 1) cos 1)

2sen psen 1 sen i

Por (2.7) tenemos que
1 —sen?p+ 1 —sen®1) — 2cos pcostpcos =1 — cos® i1 — k? sen® p sen 1 sen pu.

De ahi que,

d(k ’
P — ( sen (p sen 1 sen ,U) _ de(Sen Y sen Y sen ,u).
2 sen  sen 1 sen fi

Ya que P y sen@sen) sen y se anulan en ¢ = 0, tenemos que P = k?senpsentysenpy. [

Este teorema de adicién nos permite obtener las siguientes expresiones para nE(p) —
E(py), donde F(p,) =nF(p):

ZE(SO)_E(%) = k2sen2gosen<p2,

3E(p) — E(ps) = (2E(p) — E(p2)) + (E(p2) + E(p) — E(p3))
= k%sen psen po(sen ¢ + sen p3),

etcetera.

2.8. Las funciones elipticas de Jacobi

La funcién considerada en la seccién anterior

B T dx . s ng
F(p) _/0 \/(1 — 22)(1 — k222 _/0 \/m,

donde x = sen ¢, tiene mucha analogia con la funcién

/” dz /“"d
arcsen r = — = ,
o V1—2a? 0 4

donde x = sen. Por ejemplo si F(p) + F(1) = F(u), entonces sen u es expresado en
términos de sen ¢ y sen ) por la formula

sen o cos YA (1)) + sen ) cos p Ay
1 — k%sen? psen?

(2.14) sen p =

Y

de igual manera si arcsenx + arcseny = arcsen z, donde z = sen ¢, y = sent, y z = sen [,
entonces

(2.15) Sen [ = seny cos 1 + sen Y cos .
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Esta analogia no es accidental, para k = 0 la funcién F'(¢) se vuelve la funcién arcsen = = ¢
y la férmula (2.14) se convierte en (2.15).

Por muchas razones es mas conveniente considerar la funcion ¢ = arcsenz en lugar de
la funcién inversa x = sen . La funcién inversa de la funciéon F(p) es incluso en varios
sentidos més conveniente que la funcién F(p) misma. Reemplacemos ahora la notacién de
Legendre F'(p) por la notacién de Jacobi, para ello sea u(¢) = F(¢). La funcion ¢(u) inversa
de u(yp) es llamada la amplitud de u y es denotada por ¢ = am u. Obtuvimos las férmulas
(2.10)-(2.12) para las funciones seng, cosp y A(p) = /1 — k?sen? . Introduciendo las
funciones

snu=senamu, cnu = cosamu y dnu= A(amu)

podemos expresar las férmulas (2.10)-(2.12) de la siguiente manera:

cnucnv —snusnvdnudnv

2.16 _
( ) cn(u + v) R E P D 7
(2.17) (u+v) snucnvdnv +snvenudnu
. sn(u+v) =

1 —k2sn?2wusn2wv ’
(2.18) dn(u+v) = dHUdDU—kzsnuancnucnU.

1 — k%2sn?usn?wv
Las funciones snu, cnu y dnwu usualmente son llamadas funciones elipticas de Jacobi

aunque muchas propiedades de estas funciones fueron establecidas, hasta cierto punto, por
Legendre y Abel antes que Jacobi.

Una de las mas importantes propiedades de las funciones snu, cnu u dnw es su doble
periodicidad. La existencia de un periodo para estas funciones es bastante obvio. De hecho, las
funciones sen ¢ y cos ¢ tienen periodo 2m = 4(%) y la funcién sen® ¢ tiene periodo 7 = 2(%).
Por lo tanto, las funciones snu y cnu tienen periodo 4K, donde

w/2 d
K= / d ;
o 1—k?sen?p
y la funcién dnu = /1 — k2 sn? u tiene periodo 2K.

Con la ayuda de las férmulas de adicién (2.16)-(2.18) veamos como cambian las funciones
snu, cnu y dnu si el argumento se incrementa en un cuarto del periodo, K, y en un medio
del periodo, 2K. Sustituyendo

snK=1, enK=0 y dnK=+v1-k?
en (2.16)-(2.18) tenemos que

VI— K VI—
sufu+ ) = S en(u i) = ~YITEIMY gy VIR

dnu dnu

Puesto que sn2K =0, cn2K = —1 y dn2K = 1, se sigue que
sn(u+2K) =—snu, cn(u+ K) =—cnu y dn(u+2K) =dnu.
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Es bastante mas dificil imaginar cual sera el otro periodo de las funciones elipticas de
Jacobi. Primero recordemos que la integral

| =
1 —k%sen?p

se obtuvo de la integral

/ dx
\/(1 —22)(1 — k22?)

con la ayuda del cambio de variable x = sen ¢. Ahora sera mas conveniente trabajar con la
integral original. En el plano complejo C, la funcion

* dz
) :/o V- - )

no esta definida generalmente porque el valor de u(x) depende de la trayectoria de integracién
que se une para si de 0 a x. Los valores de la funcién u(x) en el mismo punto pueden diferir
por un nimeros de la forma

dx
" /c V= )1~ R2a?)

donde la integral estd tomada a lo largo de una trayectoria cerrada C'. Aqui cada uno de los
numeros L es un periodo de la funcién inversa z(u). El integrando tiene puntos singulares
en &1, k7L,

Veamos ahora como la eleccién de la trayectoria alrededor de estos puntos afecta el valor

de las funciones snu = x, cnu = V1 — 22 y dnu = /1 — k222

Sean

! dx X dx
/ “

o /(1 —22)(1 — k2a?) 0o (1—22)(1— k222
La trayectoria mostrada en la Figura 2.9 muestra que los valores de la integral en el punto X
sonigualesa ay a K+(K—a) = 2K —a. De hecho, en la dltima parte de la trayectoria el signo
de la funcién v/1 — 22 y la direccién del segmento de integraciéon cambian, como resultado de
estos dos cambios el signo de la integral no cambia. Por lo tanto, sn a = sn(K — «). Ademads,
en esta trayectoria el signo de la funcién /1 — 22 cambia pero el signo de /1 — k222 no. De
ahi que, cna = —cen(2K — o) y dna = dn(2K — «). Reemplazando o por —a tenemos que

sn(a+2K) =sn(—a) = —sna,
cn(a+2K) = —cen(—a) = —cna,
dn(a+ 2K) = dn(—a) = dna.

Hemos obtenido estas féormulas por otro método.
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X 1
<
o /. D
\—/

Figura 2.9

Ahora, consideremos la trayectoria a lo largo de la curva mostrada en la Figura 2.10. Sea

-1
k dx

= 1K'
1 /(1 —22)(1 — k2a2)

(El ntimero K’ es real puesto que el nimero v/1 — 22 es imaginario puro para x € (1,k71)).
Por lo tanto, los valores de la integral en el punto X sonigualesaay a K+iK'+iK'—(K—a).
Aqui sélo el signo del ultimo sumando necesita aclaracion.

X 1 kL
0 /=0 7
¥, \._ \__/'

Figura 2.10

Observe que ahi ocurren tres cambios de signo: la direccién del contorno de integracion
a cambiado, y por esto los signos de las funciones v/1 — 22 y /1 — k222 también. Como
resultado, tenemos que
sna = sn(a+ 2iK'),
cna = —cn(a+ 21K'),
dna = —dn(a + 2iK").

Por lo tanto, las funciones snwu, cnu y dnwu tienen periodos 2iK’, 4iK', y 4iK’,
respectivamente. Ademds, la funcién cnu tiene periodo 2K + 2iK’. De hecho,

en(a+ 21K’ 4 2K) = en(a 4 2iK') = cna.

Por lo tanto, la funciéon snu tiene periodos 4K y 2K7; la funcion cnu tiene periodos 4K y
2K + 2iK’; y la funcién dnwu tiene periodos 2K y 4iK’.

2.9. El teorema de Weierstrass sobre funciones que
poseen un teorema algebraico de adicién

Diremos que una funcién meromorfa ¢(z) posee un teorema algebraico de adicion
si existe un polinomio F en tres variables distinto de cero tal que

F(p(21 + 22), 0(21), p(22)) = 0;
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esta identidad significa que ¢(2z; + z2) puede ser expresado algebraicamente en términos de
o(21) y p(22).

Por ejemplo, la funcién sn z posee un teorema algebraico de adicién (que se sigue de
(2.17)). De hecho, si a = sen(z; + z2), b =snz; y ¢ = sn zy, entonces

B bvV1 — 2V1 — k2¢2 + ¢/ 1 — b2/1 — k2b2
“= 1— k2022 '

Elevando al cuadrado dos veces podemos librarnos de los radicales y obtener una relacion
polinomial

F(a,b,c) =0.

La funcién de Weierstrass p(z) también posee un teorema algebraico de adicién. De
hecho, si a = p(z1 + 22), b = p(z1) y ¢ = p(22), entonces

2
1 [ /403 — gob — g3 — \/4c® — —
a:—b—c+1< 92 gs C gaC 93)

b—c
Es posible simplificar esta féormula para obtener una relacién de la forma F(a,b,c) = 0,
donde F' es un polinomio.

Como vimos en la Seccion 2.3, cualquier funcién eliptica puede ser representada de la
forma

f=R(p) + Ri(p)¢,
donde Ry R; son funciones racionales. Esta representacion nos permite obtener un teorema
algebraico de adicién para una funcién eliptica arbitraria si tomamos en cuenta que

(9)? = 40" — g2pp — 3.

De hecho, si Ry # 0, entonces @' = ! ;ffg)- Por esta razon,

(f};l—l(?i;()p))Q =49 — g2 — gs.

Y ésta ultima relacién puede ser reescrita de la forma P(f,p) = 0, donde P es un
polinomio (para el cual su grado con respecto a f es igual a 2). Si, R; = 0, la relacién
f = R(p) también puede ser representada en la forma expresada. Sean A = f(z; + z2),
B = f(z1) y C = f(z2). De las relaciones F(a,b,c) = 0y P(A,a) = 0 podemos obtener
una relacién Fj(A,b,¢) = 0 calculando el resultante de los polinomios f(a) = F(a,b,c) y
g(a) = P(A,a).

Después, de las relaciones Fi(A,b,c) =0y P(B,b) = 0 obtenemos Fy(A, B,c) =0y de
las relaciones Fy(A, B,c¢) = 0y P(C,¢) = 0 obtenemos la relacién G(A, B,C) = 0, como
requeriamos.
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No solamente las funciones elipticas poseen un teorema algebraico de la adicion. Por
ejemplo, la funciéon exponencial e* posee un teorema algebraico de adicién, ya que
e %2 = ¢#e?, Atin més si u = R(f), donde R es una funcién racional, entonces P(u, f) = 0,
para algtin polinomio P (lineal en u). Para ver esto, definamos F(a, b, ¢) asi

a—(b+c) sif=z
F(a,b,c) = : '
(a,b,c) {a—bc si f=e?,
podemos obtener, como antes, una relacién G(A, B,C) = 0, donde A = R(a), B = R(b) y
C' = R(c). Por lo tanto, cualquier funcién racional y también cualquier funcién racional en
e posee un teorema algebraico de adicién. Resulta que los ejemplos descritos anteriormente
agotan todas las funciones meromorfas que poseen un teorema algebraico de adicién.

Teorema 2.9.1 (Weierstrass). Toda funcion meromorfa ¢(z) que posea un teorema
algebraico de adicion o es una funcion eliptica o es de la forma R(z) o R(e*?), donde R(z)
es una funcion racional.

Demostracion. (W. S. Osgood). En un dominio finito una funcién meromorfa tiene como
puntos singulares solamente a sus polos. Si los limites

, ;o 1
Jim (=) 6 lim o(2)
existen, entonces la funcién ¢(z) es racional. De hecho, restando a ¢ la suma de sus partes
principales en todos los polos (si el punto co es un polo, entonces la parte principal de la
funcién en este punto es de la forma a,2" +a, 12" +- -+, donde r > 0), dan como resultado,
una funcién f sin puntos singulares; el punto oo también es un punto no singular. Por lo
tanto, f es una constante y la funcién inicial ¢ es racional.

En lo que sigue supondremos que la funcién ¢ no es racional, es decir, el punto oo es
una singularidad esencial. Para probar el teorema de Weierstrass, necesitaremos el siguiente
teorema sobre el comportamiento de una funcién en una vecindad de un punto singular
esencial.

Gran Teorema de Picard. Cualquier funcion analitica ¢(z) toma en una vecindad
arbitraria de un punto singular esencial cualquier valor finito excepto, quizds, un valor.

La demostracién de este teorema puede se encontrada en [9], pag. 240.

Sea F(p(z1 + 22),¢(21), p(22)) = 0, donde F' es un polinomio de su grado con respeto al
primer argumento igual a n. Tenemos que probar que ¢ es una funcién periddica y si no es
doblemente periédica, entonces p(z) = R(e*). El gran teorema de Picard implica que en una
vecindad de un punto singular esencial la funcién ¢ toma un cierto valor ¢ infinitas veces.

Sean aq,...,a,+1 puntos en los cuales ¢ toma el valor c¢. Los puntos singulares de ¢,
junto con los puntos z para los cuales los puntos z 4 a; son singulares, forman un conjunto de
medida cero. Por lo tanto, existe un punto no singular zy de la funcién ¢ para el cual todos
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los puntos a; + zo son también no singulares. Entonces los puntos z y a; + z para valores z
suficientemente cerca de zy son no singulares. Para tales puntos z considera la ecuacion

(2.19) F(z,¢(2),c) =0.
Esta tiene n + 1 raices x; = ¢(z + a;), porque

Fleo(z + ai), ¢(2),¢) = Fp(z + a;), ¢(2), p(a;)) = 0.

La ecuacion (2.19) es un polinomio en x distinto de cero de grado n y, por lo tanto, esta
tiene a lo mas n raices distintas. De ahi se sigue que ¢(z + a,) = p(z + a,) para ciertos p y
q distintos. Tal relacion se satisface por cualquier punto z de una vecindad de zg, pero los
pares (p, q) pueden diferir.

Sin embargo, solo hay un nimero finito de pares (p,q) y, por lo tanto, alguna relacién
©(z + a,) = ¢(z + a4) se cumple para un conjunto infinito de puntos z. Estos punto tienen
un punto limite z; y la funcién ¢ es regular en z;. Por el teorema de unicidad vemos que las
funciones ¢(z + z,) y ¢(z + a,) coinciden, es decir, a, — a, es un periodo de .

Tenemos probado que ¢ es una funcién periddica; por definiciéon, podemos suponer que
el periodo minimo de ¢ es igual a 27. Supongamos que ¢ no tiene otros periodos y entonces
mostremos que ¢(z) = R(w), donde w = e”* y R es una funcién racional. La funcién
2z — w = e manda la franja 0 < Rez < 27 en el plano con el corte de 0 a co. La funcién
(w) = p(z) es meromorfa en C\{0,00}. Si estos puntos no son singularidades esenciales,
entonces la funciéon v es racional.

Supongamos que al menos uno de estos puntos es una singularidad esencial. Entonces por
el gran teorema de Picard existen puntos by, ..., b, tales que 9 (b;) = c. Las preimagenes
B1y -, Bny1 de estos puntos con respecto a la funciéon z — w son distintos y pertenecen a la
franja 0 < Rez < 27. La ecuacién F(x,p(z),c) = 0 tiene raices z; = ¢(5; + z). Repitiendo
los mismos argumentos anteriores, vemos que la funcién ¢ tiene un periodo 3, — 3,, donde
0 < Ref,, Ref; < 2m. Por lo tanto, ¢ tiene otro periodo aparte del periodo puramente
real 27 o tiene un periodo real mas pequeno que 27. El dltimo caso es imposible, ya que
supusimos que el periodo 27 era el mas pequeno. O



Capitulo 3

Lemniscata

La lemniscata es una curva plana definida por la ecuacién (2% + y*)? = 22 — % y su
grafica es:

El astronomo Cassini fue el primero en estudiar la lemniscata. El incluso consider6 cur-
vas mas generales para las cuales el producto de las distancias de uno de sus puntos a
dos puntos fijos es una constante. En las bases de las observaciones astronémicas Cassini
crey6 que con las ayuda de tales curvas se podria describir méas precisamente el movimiento
de los planetas que con la ayuda de las elipses. Ahora estas curvas con llamadas ovalos de
Cassina.

Pero el libro de Cassini Eléments d’astronomie, en el cual fueron estudiadas, fue publicado
en 1749, muchos anos después de su muerte. Para la comunidad matematica la lemniscata
fue conocida por los articulos de Jacob Bernoulli y Johann Bernoulli publicados en 1694
y, por lo tanto, usualmente es llamada la lemniscata de Bernoulli.

Las propiedades mas importantes de la lemniscata fueron senaladas por el matematico
italiano Conde Fagnano (1682-1766). Fagnano descubrié que la longitud de arco de la
lemniscata puede ser expresada en términos de una integral eliptica de primer orden. Por
cierto, él fue quien creo el término integrales elipticas. El obtuvo un teorema de adicion
para esta integral y, por lo tanto, demostré que la division de arcos de la lemniscata en n

29
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partes iguales es un problema algebraico. En 1750 Fagnano publicé una coleccion de sus
articulos bajo el nombre Produzioni matematiche.

En ese momento Fagnano sabia que la divisién de la lemniscata podia reducirse a la
solucién de una ecuacion algebraica. Sin embargo, los métodos para investigar la solubilidad
de ecuaciones en cuadraturas (es decir, via raices cuadradas) no estaban desarrollados en
ese tiempo. El primero en lograr avances esenciales en este campo fue a sus 19 anos Gauss
(en 1796). El descubri6 que un 17-agono regular podia ser construido con regla y compaés, es
decir, que la ecuacién 2'”—1 = 0 es soluble en raices cuadradas. Més tarde, Gauss mostré que
con regla y compas uno podia construir un n-agono regular para cualquier n de la forma
2%p1 -+ - pi, donde los p; son primos de Fermat distintos, es decir, primos de la forma
22" 4+ 1. Gauss escribié que para cualquier otro n era imposible construir un n-agono con
regla y compds pero no existen evidencias suficientes de que en verdad él sabia demostrar
esto.

Gauss también estaba interesado en la ecuacién para la division de la lemniscata. Por
ejemplo, el mostré que una ecuaciéon de grado 25 relacionada con la divisién de la lemniscata
en b partes iguales se podia resolver en raices cuadradas. Sus argumentos estaban basados
en el hecho de que el numero 5 puede ser representado como el producto de 2 4 ¢ por 2 — 1.
Gauss no publicé esta investigacién pero en su libro Disquisitiones Arithmeticae, el cual
fue publicado en 1801, mencioné que los métodos que el habia desarrollado eran aplicables
no solamente a las funciones trigonométricas sino también a las funciones relacionadas a la

integrales de la forma [ \/%.

Esta afirmacion intrigd a N. Abel. Abel investigo en detalle la ecuacion para la divisién
de la lemniscata y probd que la lemniscata podia ser dividida en n partes iguales para todo
numero n de la forma 2%p; - - - pi, donde los p; son primos de Fermat distintos (es decir,
los mismos numeros descritos por Gauss). Abel consideré su teorema como uno de sus mas
importantes resultados. Este resultado esta contenido en la segunda parte de su trabajo mas
grande Recherches sur les fonctions elliptiques. La prueba de Abel es algo larga y complicada.

Mads tarde, F. Eisenstein (1823-1852) obtuvo una prueba mas simple. Haciendo esto
Eisenstein descubrié interesantes propiedades de los polinomios relacionados con la division
de la lemniscata. La prueba de Eisenstein sigue siendo un poco complicada.

En tiempos relativamente recientes Rosen encontré en 1981 una elegante prueba del
teorema de Abel. Su prueba es bastante mas simple y, mas aun, en su demostracion resalta
el papel decisivo de la invariancia de la latiz de periodos de la funcién lemniscatica con
respecto a la multiplicacion por i, ésta la presentaremos aqui.

Ademads de la prueba encontrada por Rosen, mostraremos una prueba un poco mas
simple propuesta por Cox en [3].

Abel solamente probé la posibilidad de dividir la lemniscata en n partes iguales con
regla y compas para los valores indicados de n. El no prob6 que para los otros valores de
n la construccién es imposible. En la prueba de Rosen se muestra que para otros valores
de n es imposible construir las coordenadas de los puntos que dividan la lemniscata en n
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partes iguales con regla y compas. Esto, sin embargo, no significa que para otros valores de
n es imposible dividir la lemniscata en n partes iguales con regla y compas si la lemniscata
esta ya dibujada. De hecho, si la lemniscata esta dada, hay posibilidades adicionales para
nuevas construcciones. Considerando los puntos de interseccion de rectas y circunferencias
con la lemniscata uno puede, en general, construir algo mas que solamente raices de funciones
cuadraticas con coeficientes racionales.

3.1. Puntos de division y longitud de arco

Para formular cuidadosamente el teorema de Abel en la lemniscata, necesitamos definir
los n-puntos de division de la lemniscata y estudiar la longitud de arco de esta curva.

3.1.1. Puntos de division de la lemniscata

Las n raices de la unidad ayudan a determinan cuando un n-agono regular puede ser
construido con regla y compds (ver Apéndice A.3). En términos de la circunferencia unitaria
centrada en el origen, las n raices de la unidad dividen la circunferencia en n segmentos de
la misma longitud, empezando en el punto (1,0). Para n = 5, las cinco raices de la unidad
1, Cs, €2, (3, ¢2 dividen la circunferencia de la siguiente forma

G5

G

En general, las n raices de la unidad {C’}i—o.. -1, son los n-puntos de division de la
circunferencia unitaria. Entonces el teorema de Gauss sobre la circunferencia puede ser
reformulado de la siguiente manera: los n-puntos de division de la circunferencia unitaria
pueden construirse con regla y compés si y sélo si n es una potencia de 2 por un producto
de distintos primos de Fermat.
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Abel, siguiendo la idea de Gauss, se formulé la misma pregunta para la lemniscata.
Aqui, los n-puntos de division de la lemniscata se obtienen de la siguiente manera.
Comenzando en el origen y siguiendo la curva por el primer cuadrante, bajando por el cuarto
cuadrante, volviendo al origen para seguir la curva por el segundo cuadrante, continuando
por el tercer cuadrante, y finalmente regresar al origen. Este recorrido completa la longitud
de arco total de la lemniscata. Para n = 5, los 5-puntos de division dividen la lemniscata de
la siguiente forma

Asi los n-puntos de divisién, dividen la lemniscata en n segmentos de la misma longitud.
Cuando n es impar, como en la figura anterior, el segmento de en medio cruza el origen.
Cuando n es par, los n-puntos de divisién son simétricos con respecto al eje x y al eje vy,
con el punto de division de en medio en el origen. Para n = 6, los 6-puntos de division de la
lemniscata son de la siguiente forma, note que el origen es un punto doble.

Los n-puntos de division de la lemniscata nos llevaran a algunos importantes polinomios
analogos a los polinomios ciclotémicos. La teoria de Galois de estos polinomios nos
permitira entender cuando los n-puntos de division pueden construirse con regla y compas.

Al principio, definimos la lemniscata usando la ecuacién Cartesiana (22 +y%)? = % — y%.
Al expresar la ecuacién en su forma polar, ésta toma la siguiente forma

(3.1) r? = cos(26).

En efecto si & = rcosf, y = rsend, se tiene que z + y> = r?(cos? @ — sen?0) = r?cos 20 y
(22 + y?)? = r4, al igualar y cancelar se obtiene (3.1).
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La coordenada polar r juega un papel central en la division de la lemniscata. Una razon
es que para construir un punto de la lemniscata, solo necesitamos r. Esto puede parecer obvio
ya que obtendremos el punto deseado (y sus imagenes reflejadas con respecto a los ejes = y
y) intersecando la lemniscata con la circunferencia de radio 7. Pero de hecho la lemniscata no
es necesaria. En otras palabras, si 0 < r < 1 es un niimero que se puede construir, entonces
también lo son las coordenadas = y y de los cuatro puntos de la lemniscata a distancia r
del origen. Para ver esto, usaremos que (2?2 + 4?)? = 2% — y? y que r? = 2% + y%. Esto nos
proporcionan las ecuaciones

r4:x2—y2 y T2:x2+y2.

Resolviendo para z y y en términos de r, obtenemos
r ==+ %(7’2—1—7’4) y y==+ %(7’2—7*4).

Ya que por el Teorema A.2.2 del Apéndice los niimeros construibles forman un subcampo de
C cerrado bajo raices cuadradas, observamos que x y y son numeros construibles cuando r lo
es. De esta manera, para probar si un punto dado sobre la lemniscata es construible con regla
y compads, es suficiente mostrar que la correspondiente coordenada polar r es construible.
Notemos también que el inverso se cumple, es decir, si x y y son construibles entonces también

lo es r = \/x? + y2. Hemos probado el siguiente resultado.

Proposiciéon 3.1.1. Sea P un punto sobre la lemniscata, y sea r la distancia de P
al origen. Entonces P puede construirse con regla y compds si y solo si v es un niumero
construible. ]

3.1.2. Longitud de arco de la lemniscata

Los n-puntos de division de la lemniscata estan definidos en términos de la longitud de
arco. Por esta razén necesitamos estudiar la longitud de arco de la lemniscata, partamos de
la ecuacién polar de la lemniscata,

r? = cos(26).

Si nos fijamos en el primer cuadrante, entonces obtenemos la figura
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Resolviendo la ecuacién anterior para # obtenemos 6 = 3 cos™*(r?). Esto convierte a 6 en

una funcion con respecto a r. Notemos que # decrece de I a 0 cuando r se incrementa de 0

4
al.

Recordemos que la longitud de arco en coordenadas cartesianas y polares esta dada por

ds = \/da? + dy? = Vdr? + r2df2.

De aqui se sigue que la longitud de arco de la lemniscata desde el origen a un punto
en el primer cuadrante con coordenadas polares (19, 6p) es

longitud de arco = / \/1+ 7”2 dr

Diferenciando 72 = cos(26) con respecto a r tenemos 2r = — sen(26) - 2%, por lo tanto
do r rd
14+ r*(—=) =1+7r*(— P=14 —
r <dr) i Sen(29)) * sen?(260)

Como sen?(20) = 1 — cos?(20) = 1 — r?, obtenemos

2
1—1—7‘2(@) =1+ o1

dr 1—r4 1=

Por lo tanto nuestra férmula para la longitud de arco se transforma en

3.2 longitud de arco = /

(3-2) 8 m

La integral (3.2) es impropia cuando r = 1, sin embargo esta converge por lo que,
fo ~12dr es la longitud de arco de la porcién de la lemniscata en el primer cuadrante.

En el 81g10 dieciocho, este nimero fue denotado como £, donde w es una variante de la letra
griega 7. Por lo tanto

1
1
w =2 ————dr =~ 2,622006.
/0 VvV1—rt
De aqui se sigue que la longitud de arco de la lemniscata es 2w y que la longitud de arco
entre dos n-puntos de divisiéon consecutivos es 271”

Escribiremos (3.2) como

T
1
3.3 5= / —dt,
(3.3) ) Vih
donde s representa la longitud de arco sobre la lemniscata desde el origen a un punto en
el primer cuadrante con coordenadas polares (r,f). Entonces (3.3) expresa a s como una
funcién de r. Siguiendo a Abel la funcién inversa sera escrita como r = ¢(s), por lo tanto

(3.4) =(s) <= s = /Or \/%dt
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Como -
0<r<i corresponde a 0<s< 5

observamos que ¢ estéd definida en el intervalo [0, 5], la llamaremos funcion lemniscdtica

o de Abel. En la Seccion 3.2 extenderemos ¢ a una funcion periddica en R, y en la Seccion

3.3 extenderemos ¢ a una funciéon meromorfa doblemente periédica en C.

En particular, cuando n > 4, el primer n-punto de divisién de la lemniscata se encuentran
en el primer cuadrante. Como su longitud de arco desde el origen es 277”, la Proposicién 3.1.1
implica que el primer n-punto de divisién es construible con regla y compés si y sélo si

2w
=9

es un numero construible. En la siguiente seccion desarrollaremos férmulas de multiplicacion
para p(ns), n € Z y usaremos éstas para mostrar que:

= ©(22) es la rafz de un polinomio con coeficientes en Z.

. cp(%w) es construible si y sélo si todos los n-puntos de divisién son construibles con
regla y compas.

En la Seccion 3.5 consideraremos los grupos de Galois de la extension

acais (22)).

La aparicién de i = /—1 es inesperada pero tendra un sentido perfecto una vez que hallamos
estudiado las férmulas de la multiplicacion compleja para ¢((n +im)s), n+im € Z[i], en la
Seccion 3.4. Usando esto y algunas astutas ideas de Eisenstein, se podra probar el teorema
de Abel sobre la divisién de la lemniscata.

Notas Matematicas

e Integrales y Funciones Inversas. La definicién de la funcién de Abel r = ¢(s) envuelve
una integral definida s en términos de r y entonces una funcién inversa para obtener r en
términos de s.

La idea de una funcion inversa de una integral es mas comun de lo que se podria esperar.
Por ejemplo, una definiciéon estdndar de e* es primero definir el logaritmo natural via la
integral

1
ln(x):/ —dt, x>0,
1t

y después definir e® como la funcién inversa de In(z). Por lo tanto e® es la funcién inversa
de una integral.

Otro ejemplo del calculo es la integral

sen”! 1<z <1.

@ = [ =t
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La funcién inversa de sen™! es obviamente sen(z). Por lo tanto sen(z) es la funcién inversa
de una integral.

Ahora surge una intrigante idea. Supongamos que no conocemos la funcién sen(x) ni el
sen~!(z). ;Como podemos entender la integral [(1—x?)"*/2dz? Una forma podria ser definir
sen(x) como la funcién inversa de

v 1
T — —dt.
| ==

Ademés, si definimos cos(z) = “Lsen(z) y 7 = 2f01(1 — t2)71/2dt, entonces todas las

propiedades estandar de sen(x) y cos(x) pueden ser derivadas de estas definiciones.

Una manera de entender (3.4) es que la funcién de Abel ¢(s) se obtiene aplicando la
misma idea a la integral [(1 — 2*)~1/2dz. Existen muchas analogfas entre sen(z) y ¢(s), y
es posible desarrollar paralelamente las propiedades de estas funciones, una presentacién de
esto se puede ver en [1] y [6].

3.2. La funcién lemniscatica

En (3.4) definimos la funciéon de Abel ¢(s) por

(3.5) r=p(s) <= s= /OT \/%ﬁdt.

Puesto que s representa la longitud de arco del origen a algin punto de la lemniscata en el
primer cuadrante, observamos que ¢(s) esta definida en [0, £], donde

'3
2/1 L
w = —=dt.
0 V1—t4

En esta seccion, extenderemos w(s) a una funcién en R de periodo 2w y mostraremos que
la extension satisface algunas importantes férmulas de adicién y multiplicacion. También
aplicaremos estas férmulas a las construcciones con regla y compas sobre la lemniscata.

3.2.1. Una funcion periédica

Nuestra primera tarea serd extender ¢(s) a una funcién en R de periodo 2. Haremos
esto extendiendo la interpretacién de longitud de arco ¢(s) dada en la Seccién 3.1.

La parametrizacién de la lemniscata que obtenemos se su longitud de arco se define
mandando los ntimeros reales s al punto P en la lemniscata de tal forma que:

= Si s =0, entonces P es el origen.
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= Si s > 0, entonces nos desplazaremos comenzando por el primer cuadrante y
continuaremos recorriendo la curva hasta llegar al punto P de manera que la longitud
de arco acumulada desde el origen sea s.

= Si s < 0, entonces nos desplazaremos comenzando por el tercer cuadrante y
continuaremos recorriendo la curva hasta llegar al punto P para el cual su longitud de
arco acumulada desde el origen sea —s.

Llamaremos a s la variable de la longitud de arco con signo de la lemniscata. Cuando
|s| es grande, podemos necesitar dar varias vueltas a la lemniscata completa antes de alcanzar
el punto P. Puesto que el total de la longitud de arco de la lemniscata es 2w, observamos
que s y s + 2w nos proporcionan el mismo punto sobre la lemniscata para cualquier s € R.
Esto es parecido a medir angulos en la circunferencia unitaria, donde s y s + 27 denotan el
mismo punto sobre la circunferencia.

La lemniscata en coordenadas polares se expresa como r? = cos(26). Recordemos que
estd permitido que 7 sea negativo asi como positivo o cero. Restringiremos 6 a [—7, 7], de tal
forma que 0 < r < 1 denotara la mitad derecha de la lemniscata y —1 < r < 0 denotara la
mitad izquierda. Llamaremos a r la distancia polar del punto correspondiente sobre la
lemniscata. Estrictamente hablando, r es en realidad la distancia polar con signo, puesto
que r es negativo en la mitad izquierda de la lemniscata. Usaremos el término mas corto
“distancia polar” para simplificar.

Ahora consideremos (3.5). Es facil observar que la longitud de arco con signo s satisface

/ L

s = —

0 VI— ¢

para —% < s < Ty —1 <r < 1. Esto implica que (3.5) puede usarse para definir ¢(s) para
—% < s < 7. En otras palabras, para s en este rango, la funcién de Abel es simplemente

la distancia polar (con la convencién anterior sobre r) del punto sobre la lemniscata con
longitud de arco con signo s.

Ahora es facil extender ¢ a todo R: dada s € R, ¢(s) es la distancia polar del punto
sobre la lemniscata cuya longitud de arco es s. De esta manera

p(s)=r,

donde s y r estan relacionadas de acuerdo al diagrama
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Notemos que ¢(s) tiene periodo 2w, puesto que s y s+ 2w proporcionan el mismo punto
sobre la lemniscata. Ademés, ¢(s) también satisface las siguientes identidades:

o(—=s) = —p(s),
(3:6) ow—s) = os)

Lo primero se sigue de que s y —s corresponden a puntos sobre la lemniscata simétricos con
respecto al origen, y lo segundo se sigue de que s y @w — s corresponden a puntos simétricos
con respecto al eje x (recordemos que cada mitad de la lemniscata tiene longitud =@). Usando
la interpretacién de la longitud de arco de ¢(s), podemos probar que ¢(s) es infinitamente
diferenciable para todo s € R, pero omitiremos esta prueba.

La funcién sen(Zs) tiene el mismo periodo y la amplitud que ¢(s). Si trazamos las
graficas de ¢(s) y sen(Zs) para 0 < s < 2w, entonces obtenemos:

La funcién de Abel ¢(s) La funcién sen (Zs)

N\ N\
A R Y

La funcién sen(x) satisface identidades similares a (3.6), pero la teorfa completa de sen(x)
requiere sen’(z) = cos(z). Lo mismo es cierto para ¢(s), donde usaremos ¢'(s). También
necesitaremos la siguiente identidad que es esencial.

Proposicién 3.2.1. Sea p(s) definida como antes. Entonces
P (s) =1 —¢'(s).

Demostracion. Primero observemos que por la forma en que definimos ¢(s) en (3.6) tenemos
que

P (=5) = ¢"(s) = (@ — )
por lo tanto es suficiente probar que

¢'(s) =V1—pi(s), 0<s<

para demostrar que la igualdad se cumple para todo s € R.

Y

ro | §

Para demostrar esta ecuacion, primero observemos que por (3.5) obtenemos la identidad
e(s) 1
—dt,
0 V1—t4

Derivando ambos lados con respecto a s y utilizando la Regla de la Cadena junto con el
Teorema Fundamental del Calculo, obtenemos que

5§ = 0<s<

SIRS

1
1= ————¢(5), O§s<%

1 —¢i(s)
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(observemos que hemos excluido el valor s = % ya que en este valor la integral esta
indeterminada). De aqui se sigue que

O'(s) =+1—ps), 0<s< %

Para s = 5, notemos que /1 — ¢*(s) se anula en 5 debido a que ¢(%) = 1. Por la forma
en la que hemos definido a ¢(s) sabemos que 1 es un valor maximo para esta funcién por lo
que ¢'(%) = 0. Por lo tanto la ecuacién se cumple para todo 0 < s < . O

Ahora que probamos la identidad podemos junto con (3.6) obtener algunas otras
propiedades de ¢'(s):

= P(w—s) = —¢/(s).

Puesto que ¢(s) es una funcién impar tenemos que
Pl(=s) = V1= pl(=s) = V1 - ¢is) = ¢/(s),

por lo que ¢'(s) es una funcién par.

Puesto que ¢(s) = ¢(s + n - 2w) se cumple para todo n € Z tenemos que

P(s+n-2m) = /1-¢l(s+n-2w) = /1 -pl(s) = (s),

por lo que ¢'(s) también tiene periodo 2w.

Derivando la ecuacién de la proposicion anterior tenemos que

¢"(s) = —2¢°(s).

3.2.2. Leyes de adicion
La ley de adicién para el sen(zx) afirma que
sen(x + y) = sen(x) cos(y) + cos(x) sen(y).

Para (), su ley de adicién se remonta a Euler, quien en 1753 probé la identidad

/a L dt+/ﬁ ! dt—/v L o

o V1I—t o VIt Jo VI—#*
ay/1—p4+ V1 —at

v = :

1+ o232

(3.7)
cuando «, B €[0,1] vy
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Para afirmar esto en términos de ¢, representemos como x, y y 2z a las tres integrales en
(3.7), de tal forma que ¢(x) = «, p(y) = 5, y ¢(z) = 7. Entonces x + y = z implica que

ay/1— 34+ BV/1—at

1+ a?3?

plx+y)=p(z)=7=

utilizando este hecho en combinacién con p(z) = a y ¢(y) = § obtenemos

o)/ 1 — oM y) + o(y)/1 - 904(93).

1+ @2(z)9*(y)

(3.8) oz +y) =

Ademds, por la Proposicion 3.2.1 /1 — ¢*(z) = ¢'(x) para 0 <z < F. Por esta razén

o(7)¢'(y) + @(y)¢' ()
L+ @2(2)e?(y)

(3.9) oz +y) =

En vez de ocupar el resultado de Euler, Abel proporcioné una prueba diferente de (3.9)
que se cumple para todo x, y € R. Para esto Abel definié una funcién g(z,y) diferenciable
en R? y defini6 la funcién h(u, v) de la forma: h(u,v) = g(3(u+v), (v —v)), derivando esta
funcion tenemos con la ayuda de la regla de la cadena que

=3 2 (Gt gu-0) -3 2 (Jurogw-n).

Utilizando esta ecuacién podemos mostrar que g(z,y) = g(z+v,0) en R? si y sélo si
en R2.

99 _ 99
Ox ~ Oy

Primero supongamos que 99 — 99 gygtituyendo este hecho en la parcial de h que

) ox oy
obtuvimos tenemos que

oh

ov

por lo que observamos que h(u,v) = h(u,0) para toda u,v € R. De aqui que si tomamos
t4+y=21(u+v)yay=1i(u—v) obtenemos

(u,v) =0, paratodo (u,v)€ R?

g(z,y) =hz+y,z—y)=h(r+y,0)=h(z+y,z+y) =glz+y,0).

e(@)¢’ (Y)+e(y) ¢’ (z)
1+92(2) 92 (y)
= g—z aplicando el criterio anterior tenemos la ley de

Finalmente Abel tomé la funcién g(z,y) = y puesto que esta funcién

99

cumple la propiedad de que Z?

adicion:
o(x)¢' (y) + ()’ ()
14+ @2(2)e*(y)

o(r+y)=g(r+y,0)=g(r,y) =

Usando ¢(—z) = —¢(z) podemos mostrar que (3.9) implica la ley de sustraccion

- p(x)¢' (y) — p(y)¢'(z)
L+¢2(2)p*(y)

o(r —
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Cuando combinamos esto con (3.9), podemos facilmente obtener la identidad

(3.10) plrty)+ele—y) =1 —ifo(f()f)/sgzy)'

Esto sera de utilidad en la siguiente seccién.

La leyes de adicion proporcionan algunas construcciones con regla y compas.

Ejemplo 3.2.2. Dividamos la lemniscata en ocho partes de longitud 2% = 7. En la
figura se muestran ro = (%) y los 8-puntos de divisién:

To

La Proposicién 3.1.1 muestra que para construir los 8-puntos de divisién, solamente es
necesario construir ro. Puesto que ¢(%) = 1, la ley de adicién (3.8) implica que

14+ ¢4(2) 140

2 177

w w w 20(F)V1 =04 (%) 2roy/1—13
t=o(3)=e(T+7)- -
4 4
Para resolver esta ecuacién necesitamos obtener las raices del polinomio

TS+ ArS 4+ 2rg —drg +1 =0,
para obtener estas raices sea r = rg, entonces tenemos que

gt + 423 +22° —dr + 1= (2* + 22 — 1)%,

de ahf que la tnica rafz positiva de este polinomio sea = v/2 — 1, por lo tanto la tnica
solucién real positiva del primer polinomio sera

7’0:\/\/5—1.

Pero este niimero es construible y por lo tanto proporciona la construccién deseada.

El razonamiento detras del Ejemplo 3.2.2 puede ser generalizado de la siguiente manera.

Proposicién 3.2.3. Si p(xg) es construible, entonces ¢(%3) también lo es.
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Demostracion. Tomando x = y en (3.9) obtenemos la formula de duplicacion

(3.11) o(2z) = %.

Sean 1o = p(%) y a = ¢(xo). Entonces (3.11) y ¢"*(%) = 1 — ¢*(%) implican que

2 (27“0@’(%0))2 _ 4r2(1 —1r))

BRNEERY (1+rd?

Para resolver esta ecuacion para rq, sea t € C tal que satisface

2412
(3.12) =200 /T

= <,
y observemos que

;2
. 2irg

(3.13) —2it? 2oy 2: 4r3(1 —4rg) o,
1—t4 2ir2 (14 15)?
1-— q

Resolviendo (3.13) para t* y (3.12) para rq por la férmula cuadratica tenemos que

s 1E+Vat—-1 —i Vit —1
"= 2 yque 7o= e
entonces t? es construible por que a es construible por lo tanto ry es construible. O

Las férmulas (3.12) y (3.13) en la prueba anterior al parecer aparecen de la nada. En la
Seccién 3.4 utilizaremos la multiplicacion compleja y la factorizacion 2 = (1 +)(1 — i)
para dar la férmula de duplicacién para ¢(2z) en (3.12) y (3.13). Entonces estas férmulas
tendrdn mas sentido.

Veamos un ejemplo un poco més complicado.

Ejemplo 3.2.4. Dividiendo la lemniscata en seis partes de la misma longitud obtenemos
la siguiente figura:

To
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Para calcular rg = ¢(22) = ¢(%), primero observemos que si tomamos (3.10) con 2z y
x en lugar de x y y obtenemos

2p(22)¢' ()
1+ ¢*(22)¢?(x)

Utilizando (3.11) y la igualdad ¢"?(x) = 1 — ¢*(z) junto con un poco de dlgebra obtenemos
la férmula de triplicaciéon

p(32) + ¢(x) = (2 + ) + (22 — 2) =

@8 () + 60 () — 3
14 6p(x) — 3p%(x)

(3.14) o (32) = —p(x)

Ya que p(w) = 0 sustituyendo x = ¢ en (3.14) obtenemos que ry = ¢(%) satisface
rS + 6rg — 3 = 0, ficilmente podemos ver que para esta ecuacién la tnica solucién real

positiva es 79 = v/2v/3 — 3. Este valor claramente es construible y por lo tanto obtenemos
la construccion con regla y compas deseada.

3.2.3. Multiplicacién por enteros

Las férmulas de duplicaciéon y triplicacion

_ 20(z)¢'(x)
p(2z) = Tt o)
p(30) = —p(n) L3 3

1+ 6p%(z) — 3¢8(x)

de (3.11) y (3.14) pueden ser generalizadas a férmulas para expresar ¢(nz) en términos de
o(x) y ¢'(x) para cualquier entero positivo n.

Teorema 3.2.5. Dado un entero n > 0, existen polinomios primos relativos
P,(u), Qn(u) € Zlu] tales que si n es impar, entonces

y st n es par, entonces

Ademds, Q,(0) =1

Demostracion. Probaremos el teorema por induccién sobre n. Definiendo P (u) = Q1(u) =1
obtenemos la férmula deseada para n = 1. Para n = 2, notemos que (3.11) se puede reescribir

p(2r) = @(x)msd(x)-
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Por lo tanto el teorema se cumple para n = 2 con Py(u) = 2, Q2(u) = 1+ u. Ahora
supongamos que se cumple para n — 1 y para n. Usando (3.10) con nz y = en lugar de x y
y, obtenemos

2p(nx)¢'(x)
1+ @*(nx)@?(x)
Si n es par, entonces n — 1 es impar, entonces tenemos que nuestra hipétesis de induccién
implica que

p((n+1)z) = —¢((n-1z)+

2 (05 @) o)

—
P (o (z
L+ (o) B2 () @2 (a)

Palo)

¢«n+n@——(m@Q%M¢@»

Utilizando ¢?(x) = 1 — p*(x) y simplificando obtenemos

Puii(¢*(x))

p((n+1)z) = @(@m,

donde
(3.15) Poy1 () = 2P, (w)Qn (w) Q1 (w) (1 — 1) = Py (w) Q3 (w) + uP3 (u)(1 — u)]

y
Qur1(1) = Qno1 (W)@ (u) +uP7(w)(1 — u)].

Para el caso cuando n es impar, tenemos que n — 1 es par, entonces nuestra hipdtesis de
induccién implica que

51&ﬁ@ﬁ'@0+2<w®%%%§)¢@)

¢((n+1)z)=—|¢) TN P 3 :
( Qn-1(¢*(7)) 1+<<p(:c)—£z((i4((§))))> P2(z)

De donde eliminando los denominadores y factorizando obtenemos que

o x Pn+1(904(x)) / T
P ((n+ 1)a) = pla) 5™ Eoossel @),
donde
P (u) = 2P, (u)Qn(w)Qn-1(u) — Poo1 (uw)[Q5 (u) + uP; (u)]
y

Qur1(u) = Qu-1(W)[Qr (1) + uly (u)]

De aqui se sigue por nuestra hipétesis de induccién que en ambos casos P, 1(u), Qni1(u) €
Z[u], y puesto que Z[u] es un dominio de factorizacién tnica entonces podemos escribir

Pn+1(u) = n+1Pn+1(U> y Qn+1(u) = n+1@n+1<u)a donde Cj41, ﬁnﬂ’ @nJrl € Z[U] y

P11y Q11 son polinomios primos relativos. Sustituyendo estos polinomios en las férmulas
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obtenidas para ¢ ((n + 1)x) tenemos que Ignﬂ y énﬂ son polinomios que cumplen todas las
condiciones del teorema. Finalmente falta demostrar que @Q,(0) = 1, para esto observemos
que en ambos casos por las férmulas recursivas para @, 1(u) tenemos que

Qni1 (0) = Qn1 (O)Qi(0)7

recordemos que Q(u) = 1y que Q2(u) = 1+ u, entonces Q1(0) = 1 y @2(0) = 1, ahora
tomando estos valores como hipdtesis de induccion y aplicando induccién sobre n para la
férmula recursiva tenemos que @,+1(0) = 1. Puesto que @Q,+1(0) = C,11(0)@Q,41(0) =1y
que Cy41(0), @n+1(0) € Z tenemos que @, +1(0) puede tomar el valor 1 6 —1, en el caso en
el cual toma el valor —1 podemos multiplicar los polinomios JSnH y @nH por —1 sin alterar
las férmulas y seguir afirmando que Q,+1(0) = 1. O

El Teorema 3.2.5 tiene algunas importantes consecuencias en lo concerniente a los puntos
de division de la lemniscata. Las distancias polares de los n-puntos de divisién son

2
go(m—w>, m=0,1,...,n—1.
n
Cuando n es impar, la periodicidad de ¢ y el Teorema 3.2.5 implican que

29) (22 Felet (075

0=p(m- 2w) = n-m— ,
olm-22) = (- n ) Qo (ot ()

por lo tanto la distancia polar ¢ (m22) es una raiz de uP,(u*) cuando n es impar. En el
caso cuando n es par, por la periodicidad de ¢ y el Teorema 3.2.5 tenemos que

et o) - () B ().

y recordando que ¢'(z) = /1 — ¢*(x) podemos observar que
uP,(u)V1 —ut =0 < uP,(u*)(1 —u®) =0,

por lo tanto las distancias polares serdn las raices del polinomio uP,(u*)(1—u?). Llamaremos
a estos polinomios los n-polinomios de division. Hemos probado entonces el siguiente
corolario del Teorema 3.2.5.

Corolario 3.2.6. Sean € Z*, entonces las distancias polares de los n-puntos de division
de la lemniscata son las raices de los n-polinomios de division. O]

También tenemos el siguiente resultado referente a las construcciones con regla y compas.

Corolario 3.2.7. Sea n € Z* tal que ¢ (277”) es construible, entonces

(a) ¢ (m22) es construible para cada m € Z.
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(b) Los n-puntos de division de la lemniscata son construibles con regla y compds.

(¢) Si ademds ¢ (%ﬂ) es construible para un entero positivo m, entonces también lo es
2w

¢ (22), donde N = mem(n,m).

Demostracion. Si @ (27“) es construible, entonces ¢’ (27“') también lo es puesto que ¢'(x) =
+4/1 — ¢*(x). La parte (a) es obvia para n =1 y 2, por lo que supondremos que n > 2.

Cuando m > 0, el Teorema 3.2.5 implica que gp(m%’”) es una funcién racional en
términos de (22) y ¢/(22) con coeficientes en Z. Para demostrar la existencia de este
valor probaremos que el denominador Q,,(u*) de esta funcién racional no se anula cuando
u = gp(%w), para esto utilizaremos que n > 2 y que del Teorema 3.2.5 tenemos que los

polinomios P, (u) y Q.,(u) son primos relativos.

Primero observemos que si tomamos polinomios primos relativos P(u), Q(u) € Z[u] tales
que Q(0) = 1 podemos mostrar que los polinomios uP(u*) y uP(u*)(1 — u*) no comparten
raices con Q(u*) en ninguna extensién de Q. Como u = 0 es una rafz del polinomio uP(u*)
pero Q(0) = 1 tenemos que u = 0 no es raiz comun, ahora si suponemos que ug es una raiz
comun de estos polinomios tendriamos que

u—u|P(u') yque u—up|Qut),

pero esto es imposible dado que estos polinomios son primos relativos, por lo tanto uP(u*)
y Q(u*) no tienen rafces en comiin, tomando este hecho, pero ahora tomando en cuenta los
polinomios uP(u*)(1 —u?) y Q(u*) tenemos que su tnica rafz comiin posible es u* = 1, pero
tomando las férmulas recursivas del Teorema 3.2.5 podemos observar que 1 no es raiz de
Q(u), por lo tanto estos polinomios no comparten raices.

Ahora fijemos z € Ry m > 0 impar en Z y sean P,,(u), Q. (u) € Z[u] como en el Teorema,
3.2.5. Asf o(mz)Q,(¢*(z)) = o(z) P, (p*(x)). Si suponemos que Q,,(¢*(z)) = 0, entonces
por la igualdad anterior tenemos que p(x)P,(¢*(z)) = 0, pero puesto que los polinomios
P,. vy Q,, son primos relativos, tenemos que ¢(x) = 0, lo cual implica que @Q,,(p*(x)) # 0
cuando ¢(z) # 0. El caso m > 0 par es similar.

Finalmente como tenemos que @(27“) # 0 para todo n > 2 en Z por lo anterior tenemos
que Qm(go‘*(%w)) # 0. Por lo tanto el denominador no se anula para estos valores por lo que
cp(mQTw) es un numero construible, puesto que los niimeros construibles forman un subcampo

de C.

El caso m = 0 es obvio, y m < 0 se sigue de m > 0 puesto que ¢ es una funciéon impar.
Esto completa la prueba de (a)

La parte (b) se sigue inmediatamente de la parte (a) y la Proposicién 3.1.1.

Para la parte (c), sea d = mcd(n, m), Entonces N = mcm(n, m) = “. De aqui se sigue
que si los enteros p y v satisfacen un + vm = d, entonces
2w 2w 2w 2w 2w

Mm T n (un+ym)nm nm N
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2w

Por la parte (a), ¢ (,u%w) V) (V7) son construibles, y lo mismo que ¢’ (u%w) y ¢ (V%w)
Entonces la ley de adicién (3.9) define a ¢ (%2) como una expresién racional con coeficientes
en Z en los nimeros construibles dados por los valores de ¢ y ¢’ en ,u%w y VQTW. Como el
denominador de esta expresion racional es

2w 2w
14 ¢? (ME> oy <V7) # 0,

) es construible. O]

2w

se sigue que ¢ (W

Las partes (b) y (c) del Corolario 3.2.7 implican que si los n-puntos de divisién y los m-
puntos de divisién de la lemniscata son construibles con regla y compas, entonces también
son construibles los N-puntos de division para N = mcm(n, m). Este hecho sera ttil més
adelante.

Ahora mostremos algunas aplicaciones del Corolario 3.2.7.

Ejemplo 3.2.8. Como ¢(2w) = 0, la Proposicién 3.2.3 implica que ¢ (22—?) es construible
para n > 0, entonces la parte (b) del Corolario 3.2.7 muestra que los 2"-puntos de divisién
de la lemniscata se pueden construir con regla y compas.

Ejemplo 3.2.9. Cuando n = 5, podemos mostrar que

o(br) = go(x)%, donde

Ps(u) = ub + 50u® — 125u* + 300u® — 105u> — 62u + 5,
Qs(u) = 1+ 50u — 125u? + 300u® — 105u* — 62u° + 5u’.

(3.16)

Notemos la “simetria inversa” de los coeficientes de P5(u) vy @Qs(u). Para los 5-puntos de

division de la lemniscata, la discusion que precede al Corolario 3.2.6 implica que ry = ¢ (QTW)

es una rafz del 5-polinomio de divisién uPs(u?). Asi que tenemos que obtener las raices del
polinomio

0 =roPs(ry) = ro(ra* + 5013 — 125r% 4 300ry* — 10575 — 62rg + 5).
esta ecuacion puede ser factorizada como
0 =ro(ry — 2r 4+ 5)(rg® + 52rg” — 261§ — 12rg + 1)

y las tnicas soluciones reales positivas son

Q/—13 +6v/5 + 24/85 — 38v/5, que son construibles.

Por lo tanto ¢ (%w) es construible, esto junto con el Corolario 3.2.7 muestra que los 5-puntos
de division de la lemniscata son construibles con regla y compas.

Esta discusion aclara la relacion de los n-puntos de divisién de la lemniscata con la
férmula de multiplicacién para ¢(nz). Pero para utilizar todo el poder de estas férmulas,
necesitaremos extender ¢ a una funcién de variable compleja. Haremos esto en la siguiente
seccion.
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3.3. La funcion lemniscatica compleja

El Corolario 3.2.6 implica que las distancias polares r = ¢ (m%w) de los n-puntos de
division de la lemniscata son raices de los n-polinomios de division. Para probar el teorema
de Abel sobre la lemniscata, necesitamos representar todas las raices de estos polinomios
usando ¢. Puesto que muchas de estas raices son complejas se requiere que sigamos a Gauss
y a Abel y extendamos ¢ a una funcion definida en C.

Abel comenzé considerando ¢(iy) para y € R. Nosotros sabemos que r = ¢(y) es la
funcién inversa de y = [/’ (1 — ¢*)~*/2dt. El cambio de variable ¢ = ui muestra que

i q oy
/o —mdt = Z/O —mdu = 1y.

Esto sugiere definir ¢(iy) como ¢(iy) = ir = ip(y). Entonces Abel usé la ley de adicién para
definir p(z + iy) como
()¢ (iy) + o(iy) ¢ (x)

L+ (2)e?(iy)
Como de ¢(iy) = ip(y) se implica facilmente que ¢'(iy) = ¢'(y), entonces la férmula para
(x4 iy) se simplifica a

o(r +iy) =

o(2)¢'(y) +ip(y)e' ()
1—@2(x)e*(y)

Para hacer la extensién de Abel rigurosa, debemos definir ¢(z) usando (3.17). Sobre R,
©(x) es periddica y definida en todas partes; sobre C, debemos ver que ¢(z) es doblemente
periédica y tiene polos. Las propiedades de ¢(z) jugaran un papel crucial en las Secciones
3.4y 3.5,

(3.17) o(2) = p(r +iy) =

3.3.1. Una funciéon doblemente peridédica

Como antes, definamos ¢(z) = ¢(z + iy) usando la ecuacién (3.17) y veamos algunas
propiedades basicas de esta funcion.

Proposicién 3.3.1. La funcion ¢(z) satisface lo siguiente:

(a) () es analitica para toda z # (m +1in)%, donde m, n son impares.

(b) La ley de adicion
p(2)¢'(w) + p(w)¢'(2)
15 P2 ()2 (w)
se cumple para todos z, w € C tales que ambos lados estén definidos.

oz +w) =

(¢) Para z € C y m, n € Z, tenemos que

m-+n

o(z +mw + nwi) = (—1)""p(2).
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Demostracion. Primero observemos que ¢(z) esta definida siempre y cuando el denominador
1—¢*(x)p?(y) en (3.17) no se anule. La interpretacién de p(x) como distancia polar muestra
que p?(x) < 1 para toda z € R, donde la igualad se cumple si y sélo si z es un multiplo
impar de %. De ahi que ¢(z) esta definida en el conjunto abierto G = {z € Clz #
(m+in)%, donde m, n € Z y son impares}.

Escribiendo ¢(z) = ¢(x + iy) = u(z,y) + iv(z,y), donde u(x,y) y v(z,y) son las partes
real e imaginaria del lado derecho de (3.17). Es facil ver que u(z,y) y v(z,y) como funciones
de (z,y) son diferenciables sobre G, puesto que ¢(x) es infinitamente diferenciable en R.
Ademds, usando la identidad ¢? = 1 — ¢*(z) para z € R, es sencillo verificar que u(z,y) y
v(x,y) cumplen que

du _ P (@)¢'(y)[L +¢*(x)p*(y)] _ dv

Oz [1—¢*(x) 2 (y))? dy
y

Ou _ 2p(2)ew)l¢*(2) — * )] _ v

By [1— (@) ()P O’

es decir, cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, por esta razon o(z) es analitica en G.

Para la parte (b), sean z y w variables complejas, y definamos

p(2)¢ (W) + p(w)¢'(2)
L+ (2)p*(w)

Cuando xy € R esta fijo, p(zg + w) y g(zo,w) son analiticas en w € G y cuando w € R
coinciden, entonces por el Teorema de identidad!, ¢(zg + w) = g(x, w) para toda w € G.
De aqui se sigue que cuando wy € C esta fijo, ¢(z + wy) = g(z,wp) son analiticas en z
y coinciden cuando z € R. Usando nuevamente el Teorema de identidad, tendremos que
©(z +wg) = g(z,wp) para toda z € C tal que ambas funciones estan definidas. Puesto que
wy es arbitrario, esto prueba la ley de adicién.

g(sz) =

Para probar la parte (¢) necesitaremos una serie de propiedades de (z) v ¢'(2).
Comenzaremos con la siguiente tabla de valores:

z | p(x) | ¢(x) = 1 —¢l(x)
0 0 1
(3.18) =l 1 0
w 0 —1
= -1 0

También necesitaremos las siguiente identidades validas para z € C:

(3.19) pliz) = ip(z),

!Teorema de identidad.
Si f y g son funciones analiticas en una regién G € C y el conjunto donde coinciden tiene un punto de
acumulacién en G entonces coinciden en todo G.
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Un poco antes, estas identidades fueron probadas para x € R, por lo que nuevamente por el
Teorema de identidad tenemos que estas identidades se cumplen para z € C.

Puesto que ¢ y ¢’ tienen periodo 2w en R, (3.18) y (3.19) facilmente implican que

(3.20) p(mw@) = p(mwi) = 0,

m

¢'(mw) = ¢'(mwi) = (1)

para toda m € Z. Usando la ley de adicion junto con las identidades anteriores es sencillo
mostrar que:

(3.21) p(z+mw) = (=1)"p(2) v @(z+nwi)=(-1)"¢(z)

para m, n € Z. Por lo tanto la identidad ¢(z + mw + nwi) = (—1)"""p(z) se sigue
inmediatamente. O

La parte (¢) de la Proposicién 3.3.1 implica que ¢ es doblemente periddica:
(3.22) o(z)=pz+1+iw) =p(z+ (1 —i)w).

Notemos que los periodos (1 +i)w y (1 — i)w son linealmente independientes en R.

201

(3.23)

—2w1

Los puntos senalados en la figura anterior son los niimeros complejos del siguiente conjunto
G ={(m+ni)w|m+n=0 (mdd 2)} = {m(l+i)w+n(l —i)w|m,n € Z}.

Esta es la latiz de periodos de ¢. La periodicidad doble implica que una vez que conocemos
los valores de ¢(z) para toda z en uno de los rombos pequenos, conocemos sus valores para
toda z € C.
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3.3.2. Ceros y polos

Nuestra siguiente tarea serd estudiar los ceros y polos de la funcién ¢(z). Recordemos
que zp € C es un cero simple de una funcién analitica g(z) si g(z0) =0y ¢'(20) # 0. Esto
es equivalente a decir que la expansién de ¢g(z) en una serie de potencias en zj es de la forma

g(z) =a1(z — 20) + Z an(z —20)", a1 #0.

Por otro lado, zy es un polo simple de una funcién meromorfa g(z) si la expansion de
Laurent de g(z) en zy es

4

9(z) = _lzo + Zan(z —2)", a_1 #0.

z —

n=0

Teorema 3.3.2. ¢(z) es meromorfa en C con los siguientes ceros y polos:

(a) Todos los ceros son simples y ocurren cuando z = (m + ni)w para m,n € Z.

(b) Todos los polos son simples y ocurren cuando z = (m +ni)% para m,n impares.

Demostracion. Puesto que ¢(0) = 0y ¢'(0) = 1, la parte (¢) de la Proposicién 3.3.1
facilmente implica que ¢ tiene un cero simple en (m + ni)w para toda m,n € Z.

Usando la ley de adicién junto con (3.18) y (3.19), observamos que

@\ _ () (F)+e(F)(z) _ ¢(2)
“0<Z+2>— 1+@2(2)p2(2) 1+¢2(2)

De forma analoga,

w . ¢'(2)
+ — ) =+i——.
(’0<Z 2" Z1—g02(,2)
Multiplicando las dos ecuaciones anteriores obtenemos la importante identidad

o(z+2) (2 20) = (%) (ii%) = +i,

puesto que ©2(z) = 1 — pi(2).

Reemplazando z con z + £ y utilizando ¢(z + @) = —¢(z), obtenemos que
(3.24) o(2)¢ (z (1t o%) — Ti.

Si ¢(z9) = 0, entonces ¢ (2o + (1 + %)) esta indefinida por (3.24). De ahi que
w

Zo+(1+2)2

N .
=(m+ m);, m,n impares
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por la Proposicion 3.3.1. Se sigue facilmente que zy es uno de los ceros simples conocidos.

Para analizar los polos de ¢, escribiremos (3.24) como

T ¥

gp(z—i—(liz)—)— :
2/ ¢(2)

Puesto que ¢(z) tiene un cero simple en z = 0, observamos que ¢ tiene polos simples en

z = (14+14)%. Usando la doble periodicidad de ¢, concluimos que ¢ tiene polos simples en

(m + ni)% para m,n impares. Entonces hemos terminado, puesto que estos son las tinicas

singularidades posibles de ¢ por la Proposicion 3.3.1. O

Nuestro siguiente resultado jugara un papel importante en la siguiente seccion.

Teorema 3.3.3. Fijando un nimero complejo wy. Entonces la ecuacion ¢(z) = wy tiene
una solucion zg € C. Ademas, si zy es una solucion entonces todas las soluciones estan dadas
por

z=(=1)""2z + (m+ni)w, m,n€Z.

Demostracion. Recordemos que si g(z) es analitica en una regién G C C, y sea C' C C una

curva cerrada simple, orientada en el sentido contrario al avance de las manecillas del reloj,

el principio del argumento (ver [7] capitulo 6) asegura que si g(z) no tiene ceros o polos
en C', entonces

1 [d()

211 Jo g(2)

dz= 7 — P,

donde Z es el numero de ceros de g(z) dentro de C, contando las multiplicidades, y P es el
ntimero de polos de ¢g(z) dentro de C, contando también las multiplicidades.

La funcién g(z) = ¢(2z) — wp tiene los mismos polos que ¢, los cuales son (m + ni)%,
con m,n impares, por el Teorema 3.3.2. Esto significa que no podemos usar el rombo de
(3.23). Sin embargo, puesto que los ceros de g(z) estan aislados, podemos desplazar uno de
los rombos hacia la izquierda como en la siguiente figura para obtener una curva C' tal que
g(z) no tenga ni ceros ni polos en C' (Figura (3.25)).

Los puntos dentro de los circulos pequenos son polos de g(z) y son simples por el Teorema
3.3.2. Exactamente dos de ellos se encuentran en el interior de C, por lo tanto P = 2.

Puesto que g(z) = p(2) — wy tiene periodos (1 + i), lo mismo es cierto para ¢'(z) y
g'(2)/g(2). Los bordes opuestos de C' difieren por (1 + i)w, por lo que ¢'(2)/g(z) toma los
mismos valores en los bordes opuestos. Por esta razén las integrales sobre bordes opuestos
se cancelan, puesto que estos bordes tienen orientacion opuesta. De aqui obtenemos que

1 /
Z_-9=7_p= 9) g, _ o,

"~ 2mi c 9(2)
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Concluimos que dentro de C, g(z) —wy tiene dos ceros simples o un cero doble. En particular,
g(z) = wo debe tener una solucién z, dentro de C.

__,n,l(l +i)w

(3.25)

=

{1 — i)

Conocido zj, la Proposicién 3.3.1 proporciona las soluciones adicionales, primero veamos que
las que se proponen lo son

© ((—1)m+"z0 + (m+ m)w) = (=1)™*"p ((—1)m+nz0) = p(z0) = wy,

donde la segunda igualdad se sigue puesto que ¢ es impar. Debemos mostrar que no existen
otras soluciones. Sea D la region encerrada por C (incluyendo la frontera). Trasladando
D por elementos de la latiz de periodos €2 cubrimos completamente el plano complejo. En
particular, —zy + w tiene un trasladado por €2 que se encuentra en el interior de D, esto es,
existen m,n € Z con m + n par tal que

(3.26) —z0+ @+ (m+ni)w = (=1)""" Mz + (m+1) +ni) @

se encuentra dentro de la curva C. Puesto que cualquier otro cero tiene un trasladado por
Q2 que se encuentra dentro de C|, se sigue que todas las soluciones de p(z) = wy tienen la
forma deseada. Finalmente, si (3.26) coincide con zy, entonces es facil de ver que

20 = (CL + bl)%,

a,b € Z, a+bimpar.

De aqui podemos observar que por (3.17) tenemos que
p(aF)e' (bF) +ip(bF )¢’ (aF)
1 —*(aF)e*(bF)

Puesto que a + b es impar solamente si uno de los numeros es par y el otro impar, por (3.18)
y la periodicidad de ¢ y ¢’ tenemos que

w
a—

2

¢(20) = ¢ (

w
'b—) _
+1 5

o(zo) =xi 6 (z0) = %1,
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en cualquiera de los cuatro caso tenemos que p*(z9) = 1, recordando que ¢%(z) =1 — p(2)
hemos mostrado que ¢'(zy) = 0 cuando 2, tiene la forma anteriormente mencionada. Por lo
que probamos antes, se sigue que zj es el tnico cero de g(z) dentro de C'. Luego, concluimos
que las soluciones tienen la forma deseada. [

Notas Matematicas
Dos ideas implicitas en esta seccién requieren ser comentadas.

e Funciones Elipticas. Por la proposicién 3.3.1, ¢ es una funcién meromorfa en C con
periodos (1 + é)w, (1 — 7)w que son linealmente independientes en R. Como hemos visto
en el capitulo anterior, una funcién eliptica es una funcion meromorfa en C con periodos
w1, ws que son linealmente independientes en R. Mientras las ideas basicas de las funciones
elipticas remontan a Abel y Jacobi, ahora los textos siguen la presentacion de Weierstrass,
quien definio la funcion ¢ de Weierstrass como

p(z;w1,w2) = é + Z <(Z _ (nw11+ muws))?  (nw +1mw2)2) '

m,ne”z
(m,n)#(0,0)

Por ejemplo, si denotamos como g (z) a la funcién p con periodos (1+i)w , (1—i)w, entonces
podemos mostrar que

p1(2) , 4pi(2) — 1
3.27 z) = —2 z) =
(3.27) o) =228y g6 = AT
Ademas, la relacion
P2 (z) =1—¢'(2)
se traduce en la relacion
(3.28) 0'1(2) = 407(2) + p1(2).
En general, la p(2) = p(z; w;,ws) satisface
(3.29) 07(2) = 49°(2) — gap(2) — g3,

donde g5 y g3 son constantes determinadas por los periodos w; , we. Existe también una ley
de adicién para p(z + w). Como lo hemos senalado en el capitulo 2.

e Curvas Elipticas. El objeto geométrico primario es la lemniscata, la cual es la curva
definida por la ecuacién (2% + 3?)? = 22 — y2. Sin embargo, las funciones elipticas que hemos
estado estudiando daran otras curvas de interés. Por ejemplo, la relacion

P2(2) =1 - ¢(2)

muestra que la funcién z — (o(2), ¢'(2)) parametriza la curva y* = 1 —z*. De forma similar,
la relacién (3.28) para la funcién de Weierstrass @;(z) muestra que z +— (p1(2), 9}(2))
parametriza la curva

v = 42% +
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y en general para una funcién p, la ecuacion (3.29) muestra que z — (p(z2), ¢'(2)) parametriza
92 = 4a’ — g2 — gs.

Estas son las curvas elipticas. Y tienen una ley de adicién intrinseca con la ley de adicion
de la funcién p. Algunos de los mas importantes teoremas y conjeturas de la teoria de
numeros moderna esta relacionada con las curvas elipticas.

3.4. Multiplicacién compleja

Utilizando el teorema de identidad (ver pie de pégina de la seccién 3.3.1) podemos
observar que las férmulas de multiplicacién para p(nz), = € R, se pueden extender a férmulas
v(nz), z € C. Sobre C también tenemos la férmula (3.19) dada por

(3.30) o(iz) = ip(z), i=+v—1.

Por lo tanto ademés de multiplicar por n € Z, también podemos multiplicar por .
Combinando esto con las leyes de adicién obtenemos férmulas para ¢ ((n + mi)z), donde
n + mi € Z[i] es un entero Gaussiano. En otras palabras, ¢(z) tiene multiplicacion
compleja por elementos de Z]i].

Antes de desarrollar la teoria general, daremos un ejemplo para ilustrar el poder de la

multiplicaciéon compleja.

Ejemplo 3.4.1. Como hemos mencionado utilizando las leyes de adicién junto con las
identidades p(iz) = ip(2) y ¢(—z) = —p(z) obtenemos las siguientes férmulas

o((1+4)2) = U J;Z'_)s&(p(;();o)’(z),
(3.31) =
— — (1 —=1)p(2)¢'(2)

Estas formulas son ejemplos simples de la multiplicacién compleja.

Para observar la relevancia de (3.31), elevemos al cuadrado cada lado y apliquemos
©"%(z) =1 — ¢*(2). Obtenemos que

(14002 = T
(3.32) A

La sorpresa es que hemos visto versiones similares de estas férmulas en la prueba de la
« ey . _ 0 —
Proposicién 3.2.3. Para explicar por que, sean rog = ¢ (7) y a = ¢(xg) como en la prueba
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de la proposicién requerida. Entonces definamos t = ¢ ((1 + z)%o) y apliquemos la primera
férmula de (3.32) para obtener

2 _ 2ir2
1—rg

Puesto que 2 = (1 —)(1 + i), la segunda férmula de (3.32) implica que

)
a? = p2(z0) = ¢ <(1 — i1+ )xo> _ —2Zip E(l +i)%) 20t

2 H1+i)Z)  1—
Las dos férmulas anteriores son justamente las férmulas (3.12) y (3.13) de la Proposicién

3.2.3. Antes, estas al parecer surgieron de la nada, pero ahora que conocemos la multiplicacién
compleja, ya no son tan misteriosas.

La prueba de la Proposicién 3.2.3 usé la férmula de duplicacién para ¢(2z). El Ejemplo
3.4.1 muestra que la factorizar 2 en Z[i] nos permite factorizar la férmula de duplicacién en
ecuaciones que son mas simples de entender. Usaremos factorizaciones similares en la Seccion
3.5 cuando probemos el Teorema de Abel sobre la lemniscata.

La teoria de la multiplicacion compleja proporciona férmulas para ¢(5z), donde z € C
y 0 =n+ mi € Z[i] es un entero Gaussiano. En esta seccién primero revisaremos algunos
hechos bésicos de Z[i] y después derivaremos férmulas para ¢(3z), poniendo especial atencién
al caso cuando (3 es primo en Z[i].

3.4.1. Los enteros Gaussianos

El anillo de los enteros Gaussianos esta definido por
Zli] ={a+1ibla,be Z}.
Las unidades de Z[i] forman el grupo Z[i]* = {£1,+i} = {i°|e =0, 1, 2,3}, y dos enteros
Gaussianos ' y [ estdn asoctados si a = i°( para algin ¢ € Z[i]*. Ademads, Z[i] es un
dominio de factorizacién unica con los siguientes primos (més los asociados):
» 2=(1414)(1—1),donde 1+ ¢y 1—ison primos asociados en Z[i].
» Cuando p =3 mdd 4 es un primo en Z, p también es un primo en Z][i].

» Cuando p = 1 mdd 4 es un primo en Z, existen a,b € Z tal que p = a® + b* =
(a + bi)(a — bi), donde a + bi y a — bi son primos no asociados en Z[i].

También, Z[i] es un dominio de ideales principales, por lo tanto todo ideal es de la forma
BZ[i| para algin @ € Z[i]. Estos hechos estan probados en la Seccién 3.8. de [4].

Dada « € Z[i], decimos que f =~ mdd « si a divide a § — v en Z[i]. Para entender el
anillo cociente Z[i|/BZ][i], necesitamos definir para o = a + ib € Z[i] su norma

N(a)=aa = |a]* =a* +V* € Z.
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La norma cumple que N(af) = N(a)N(3). Entonces tenemos el siguiente resultado.

Lema 3.4.2. Sea o un elemento de Z[i| distinto del cero. Entonces:

(a) Z[i]/aZ]i] es un anillo finito con N(a) elementos.
(b) Si «v es primo, entonces Z[i|/aZli] es el campo finito

Z[Z]/O./Z[Z] ~ IFN(Q).

Demostracion. Para probar (a) sea a € Z[i] y sea m el méximo comun divisor de las partes
real e imaginaria de «, de tal forma que a = m(a + bi), donde el med(a,b) = 1 y tomemos
¢,d € Z tales que ad — bc = 1. Entonces observando que la funcién de Z[i]| — Z & Z definida
por

p+iv — p(d,—b) + v(—c,a) = (ud — ve, —ub + va)

es un isomorfismo de grupos bajo la adicion, y puesto que, las imagenes bajo la funcion de
a e i estan dadas por

a=ma+imb — (m,0)
ic = —mb+ima +— (—m(ac+ bd), m(a® + b?))

tenemos que la funcién manda el subgrupo aZ[i] C Z[i] al subgrupo

mZ ®m(a* +b°)Z CZ® L.

Por lo tanto |Z[i]/aZ[i]| = m - m(a® + b*) = N(a).

Para la parte (b) sea a € Z[i| primo, entonces & = p donde p es primo en Z 6 a = a + ib
donde a? +b? = p y p es un primo en Z. Entonces por la parte (a) tenemos que Z[i]/aZ[i] es

un anillo finito con cardinalidad p o p? al cual sabemos que se le puede asociar un isomorfismo
con [F,. O]

Diremos que un entero Gaussiano a + ib € Z[i| es impar si a + b es impar y es par si
a+ b es par. Si «a, § € Z[i], son inmediatas las afirmaciones:

aff es impar <« y [ son impares,
(3.33) a—+ Fespar <  «,( son ambos pares o ambos impares,
a es par < 1+ divide a a.

Puesto que 1 + i es primo en Z[i], la dltima linea de (3.33) puede ser reformulada como

a es impar < 1 + ¢ y « son primos relativos.

Mas adelante utilizaremos el hecho de que el criterio de irreducibilidad de Schonemann-
Eisenstein para polinomios en Z[u] y primos en Z, también es aplicable para polinomios en
Z[i|[u] y primos en Z[i|. Mostremos esto.
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Teorema 3.4.3. Sea 3 € Z[i] primo, y sea f = agu® + au™t + -+ + aq € Z[i][u] de
grado d > 0. Si 3 es tal que 81 ag, Blay, ..., Blaqg y B* 1 aq, entonces f es irreducible sobre
Q).

Demostracion. Supongamos que f es reducible en Q(7) entonces existen polinomios g,h €
Z[i)[u] de grado < d tales que f = gh. Entonces considerando el homomorfismo de anillos
[Z][i]lu] — Fn(glul que se define enviando ¢ = bou* + biu*~' + .-+ + by € Zli][u] a
g = [boJuf + [bi]u"t + -+ [by] € Fyg[u] donde [b] € Fy(g)lu] es la clase de congruencia
modulo 3 de b € Z[i].

Entonces f = gh implica que [ao]u® = gh, puesto que f|ai, .. ., Blaq. Sin embargo, Fns)
es un campo, lo cual significa que la factorizacién tnica se cumple en Fy(g[u]. Dada que
Bt ag, se sigue que § = [a]z” v h = [b]2®, donde [a][b] = [ao] y r + 5 = d.

Ahora, si 7 = 0, entonces g = [a] y grado(g) > 0 implicaran que el primer término de g
es divisible entre (3, entonces f = gh implicara que lo mismo es cierto para el primer término
ag de f. De esta manera (31 ag implica que r > 0, y para s > 0 se procede de forma similar.

Pero entonces g = [a|z" para r > 0 implica que [ divide al término constante de g, y lo
mismo pasa para el término constante de h, puesto que s > 0. Dado que el término constante
aq de f es el producto de los términos constantes de g y h, se sigue que 3%|ay. Esto contradice

3% 1 aq. u

3.4.2. Multiplicacién por enteros Gaussianos

Cuando n € Z, el Teorema 3.2.5 expresa a ¢(nz) en términos de ¢(z) cuando n es
impar y en términos de p(z) y ¢'(2) cuando n es par. Aqui, generalizaremos el caso anterior
proporcionando férmulas para ¢(/3z) en términos de ¢(z) cuando § € Z[i] sea impar.

En cierto sentido, las férmulas son faciles — la prueba del Teorema 3.4.5 que
proporcionaremos mas adelante muestra que estas son simples consecuencias de la ley de
adicién, las férmulas de la multiplicacién para ¢(nz) del Teorema 3.2.5, y la identidad
©(iz) = ip(z). Sin embargo, para probar el teorema de Abel sobre la lemniscata, necesitamos
entender la fina estructura de estas férmulas.

En el siguiente ejemplo se ilustran algunas de las relaciones implicadas.

Ejemplo 3.4.4. Deduzcamos una férmula para ¢ ((2+14)z). Sean x =z y y = (1 +1i)z
por (3.10) tenemos

plz+ (L+1)2) + oz = (L +1)2) = 5 inggg’;gl(g mz)

y ahora utilizando (3.19) tenemos que

20" (1 +1)z) ,
1+ 2?(2)9*(1+1)2) “) ’

o (2 +1)2) = ol2) (
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para obtener el valor de ¢'((1 4+ 7)z), recordemos que por (3.32) tenemos

4p*(2)
(1—¢(2))%

de este hecho junto con la férmula ¢ = 1 — p?(z) obtenemos que

Pt (1+14)2) = -

_ 1+¢'(2)
1—p(2)

Sustituyendo los valores de ¢'((1414)2) y »*((1+)z) en la primera férmula obtenemos

o' ((L+14)z)

o4 (2) + (=1 4+ 20)
(—1+2i)pt(z) +1

(3.34) e ((2410)2) = —ip(2)

Factorizamos el valor —i para asegurarnos de que el numerador es moénico y de que el
denominador tiene termino constante 1. Notemos también la “simetria inversa” de los
coeficientes del numerador y el denominador. Este hecho sera importante mas adelante.

El siguiente Teorema generaliza la férmula (3.34).

Teorema 3.4.5. Sea 3 € Z[i| impar. Entonces existen polinomios primos relativos

Ps(u), Qs(u) en el anillo de polinomios Z[i|[u] y existe € € {0,1,2,3} tales que

(a) Para toda z € C, tenemos

(b) =i mdd 2(1+1).
(¢) Ps(u) y Qp(u) tienen gradod = (N(B) — 1)/4, donde N(3) es la norma de (3.

(d) Las raices del 3-polinomio de divisién uPs(u?) son los mimeros complejos ¢ (a%)

para o € Z[i] impar.

(e) Ps(u) es mdnico, Qp(0) =1, y Qp(u) = u?Ps(1/u), donde d es el de la parte (c).

Antes de comenzar la prueba, expliquemos que dice el teorema acerca de ¢((3z) cuando
B € Z[i] es impar. Sean Pg(u), Qg(u) € Z[i][u] los polinomios dados en el teorema. Las partes
(¢) v (e) implican que Psz(u) y Qp(u) pueden ser escritos de la forma

Py(u) = v +au™t 4 +ay

Qp(u) = u’Ps(1/u)

= u' ((1/w)" + a(1/u)™" + - + aq)
= l+au+--+au
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donde d = (N(B) — 1)/4 y ai,...,aq € Z[i]. Esta es la “simetria inversa” mencionada
anteriormente. Entonces la férmula de la multiplicacién compleja para ¢(3z) puede ser escrita

como
P(z) Farp(2) + -t ag

Thargt(s) -+ dap()
donde $ =14 méd 2(1 + i) por la parte (b). Demos otro ejemplo.

p(Bz) = i*p(2)

Ejemplo 3.4.6. Supongamos que 3 = 2+i. Puesto qued = (N(8)—1)/4 = (b—1)/4 =1

y B = —i mdd 2(1 + i), la férmula anterior se reduce a
4
: : 0 (2) +a
2+1)2) = —ip(2) ———,
o(@+i)) = —ipl) L
donde a; € Z[i]. Comparando esto con (3.34), deberd suceder que a; = —1 + 2.

El siguiente lema sera ttil en la prueba del Teorema 3.4.5.

Lema 3.4.7. Sea (3 € Z[i] impar. Entonces el conjunto

Rg ={p(z)|z € C, p(Bz) = 0}
tiene precisamente N([3) elementos y consiste en todos los nimeros complejos de la forma

© (a%) , con « € Zli] impar.

Demostracion. Primero observemos que si « € Z[i] es impar, entonces ¢ (a%) € Rg, puesto
que ¢ (6 . a%) = p(aw) = 0, donde la dltima igualdad esta dada por el Teorema 3.3.2.
Tomando otro camino, supongamos que ¢(fz) = 0. Entonces el Teorema 3.3.2 implica que

Bz = (a+ib)w, con a,b € Z.

w
B
hemos terminado. Por otra parte, si « es par, entonces 3 — « es impar. Usando la identidad

o(w — z) = p(z) de (3.6), obtenemos

o(0-0Z)=o(w-aZ) = o (aZ).

Esto muestra que los elementos de Rg, tienen la forma deseada.

Sea o = a+1ib € Z[i]. Entonces z = a3, por lo que (z) = ¢ (a ) Si «v es impar, entonces

Para determinar el tamano de Rg, fijemos ¢ (a%) € Rg, donde o € Z[i] es impar.

Afirmamos que « es tinica médulo SZ[i|. Para ver esto, supongamos que

© (04%) = (&%) , a,a € Z[i] impares.
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Por el Teorema 3.3.3, existe a + ib € Z[i] tal que

az% - (—1)a+ba% + (a+ ib)o.

Esto implica que
a = (—=1)""a + (a +1ib)B.

Puesto que o, & y 3 son impares, a + ib es par por (3.33). Por esta razén (—1)*** =1y de
ahi que
a=a+ (a+1b)s,

por lo tanto « y & son congruentes médulo BZ[i]. Puesto que todo elemento de Z[i]/(5Z]i]
puede ser representado por un entero Gaussiano impar (dado cualquier « se tiene que «
6 a+ [ es impar), se sigue que

|Rs| = |Z[i]/BZ[i]| = N(B),
donde la ultima igualdad se obtiene del Lema 3.4.2. ]

Comencemos ahora la prueba del teorema.
Demostracion del Teorema 3.4.5. Probaremos el teorema en cinco pasos.

Paso 1: Existencia de Ps(u) y Q3(u) para toda (. Dada 3 € Z[i], afirmamos que existen
Ps(u), Qp(u) € Z[i][u] tales que Qp(0) =1y

(3.35) p(Bz) = »(2)

cuando [ es impar, y
Po(e'(2)
REIEIM

cuando [ es par. Probaremos (3.35) y (3.36) usando las férmulas de multiplicacién del
Teorema 3.2.5 junto con las identidades

(3.36) p(Bz) = ¢(z)

p(iz) = ip(z),
2 = (LT De()¢(2)
Pll+i)2) = iy
3.37 i
(3:37) P((B+1)2) = —w<<ﬁ—1>2>+1iﬁf<ﬁ);;2zz>’
2ip(62)¢’(2)
1— ¢2(B2)¢%(2)

p((B+1)z) = —o((B-1i)z)+

Nosotros solamente hemos demostrado la primera y la segunda lineas, la tercera y
la cuarta se siguen de la primera y de (3.10) sustituyendo los valores = = fz,y = z y
xr = (z,y = iz en cada caso.
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Primero obtendremos férmulas para ¢((n + ¢)z) para todo entero n > 0. Para esto
bastara tomar 3 = n + i, sustituir este valor en la tercera linea y repetir los argumentos de
la prueba del Teorema 3.2.5, tomando como hipétesis de induccién las férmulas para ¢(iz)
y ¢((1+14)z). En particular cuando n es impar, siguiendo este procedimiento obtenemos la
féormula recursiva

Qny11i(u) = Qn_14i(u) [Qiﬂ(u) + UPsﬂ'(u)(l - U)]

similar a (3.15). Esto facilita mostrar que @,,4;(0) = 1 para toda n > 0 impar, el argumento
para probar que @),,.1(0) = 1 para toda n > 0 par es similar.

Ahora obtendremos férmulas para ¢((n + im)z) para n + im € Z[i], n,m > 0. Para
esto fijemos un entero n > 0 y tomemos 3 = n + tm, sustituyendo este valor en la cuarta
linea y repitiendo los argumentos de la prueba del Teorema 3.2.5, tomando en este caso
como hipétesis de induccién las férmulas para ¢(nz) y ¢((n + i)z). De forma similar al
caso anterior, en particular cuando n + ¢m es impar, siguiendo el procedimiento descrito
obtenemos la formula recursiva

Qn+(m+1)i(u) = Qn+(m71)i(u) [ 72'L+im(u) + uPSHm(U)} :

Con esto podemos mostrar que Q1 (0) = 1 para toda n + im, n,m > 0 par, el argumento
para probar que Q,1i,(0) = 1 para toda n +im, n,m > 0 impar es similar. De esta manera
hemos demostrado que @, (0) = 1 para todo par de enteros positivos n, m.

Por lo tanto hemos obtenido férmulas para ¢((n + im)z) para todo par de enteros
n,m > 0. Entonces como

o((—m+in)e) = @lin+im)z) = ip((n+im)z),
(3.38) p((—n—im)z) = @(=(n+im)z) = —p((n+im)z),
o((m—1in)z) = p(—i(n+1im)z) = —ip((n+im)z)

se facilitrd la construcciéon de los polinomios deseados Ps(u),Qs(u) € Z[i|[u] para toda
B € Zli].

Paso 2: Remover los factores comunes. Para el resto de la demostraciéon, asumiremos
que (3 es impar. Los polinomios Fg, )3 construidos en el Paso 1 pueden tener un factor
comun. Puesto que Z][i] es un dominio de factorizacién unica entonces también esto es cierto
para Z[i|[u] por el Teorema A.1.2 del dpendice. De ahi que

Ps(u) = Cs(w)Ps(u) vy Qp(u) = Cy(u)Qs(u),

donde Cs(u), Ps(u), Qs(u) € Z[i][u] y }Njﬂ(u), @g(u) son primos relativos. Como @Q3(0) = 1,
podemos multiplicar Cs(u), Ps(u), Qp(u) por unidades convenientes en Z[i]* = {£1, £i} de
tal forma que Q(0) = 1. Al ser [ es impar tenemos que

_ Bl @) _ o Bale'2)
P(82) = o) gy = #) : o) =
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Por lo tanto podemos suponer que Ps(u) y @3(u) son primos relativos en Z[i][u].

Paso 3: La Constante . Un ejercicio de rutina muestra que (Z[i|/2(1 + )Z[i])* =
{£[1], £[i]}. Ahora si 3 es impar entonces [ no es multiplo de 2(1+14) y entonces la clase [(]
de 3 es alguna de {£[1], £[i]} por lo que 8 = © mdd 2(1 + i) para alguna ¢ € {0,1,2,3}.
Multiplicando Pg(w) por una unidad apropiada de Z[i]*, obtenemos

Bole'(2)

Qs(*(2))

Si f =i mdd 2(1+1) entonces F —i° = 2(1 +1i)(m +in), ahora usando que ¢ es periddica
o bien la proposicién 3.3.1 (¢) junto con (3.18) y (3.19) se puede ver que

(3.40) 0 (5%) — .

(3.39) p(Bz) = i"p(2)

Esto ultimo se usara después. Es inmediato que los polinomios relativos Ps(u), Qs(u) € Z[u]
satisfacen las partes (a) y (b) del teorema, junto con la condicién Qz(0) =1 de la parte (e).
Los pasos siguientes serviran para demostrar que Pg(u), Qg(u) cumplen las condiciones
restantes del teorema.

Paso 4: Las Raices de uPs(u*). Usaremos el Lema 3.4.7 para determinar las raices del
S-polinomio de divisién Ag(u) = uPs(u?). También sea Bs(u) = Qg(u*). Puesto que 3 es
impar, (3.39) implica que

< As(p(2))
(3.41) o(fz) = 1fF —=——F——F==.

Bp(p(2))

Puesto que Ps(u') y Qs(u?) son primos relativos en Z[i][u], estos polinomios no tiene raices
en comun por lo tanto la Unica rafz comun que pueden tener Agz(u) y Bg(u) es el cero, pero
ya que Bg(0) = Qp(0) = 1 se observa que Ag(u) y Bg(u) también son primos relativos en
Z[i][u]. Utilizando este hecho y (3.41), se sigue que

Ap(p(2)) = 0 = ¢(f2) = 0.

Puesto que cualquier raiz de Ag(u) es de la forma ¢(z) para alguna z € C por el Teorema
3.3.3, concluimos que las raices de Ag(u) forman el conjunto

Ry ={p(2) |z € Z, p(Bz) = 0}

del Lema 3.4.7. Entonces el lema implica que la raiz puede ser escrita en la forma que afirma
la parte (d) del teorema.

Ahora mostraremos que todas las raices tienen multiplicidad 1. Para esto supongamos
que ug = ¢(20) es una raiz miltiple. Entonces Ag(ug) = Aj(ug) = 0,y de ahi que Bg(ug) # 0
por el parrafo anterior. Diferenciando (3.41) con respecto a z y evaluando en z = z, tenemos

que
By (uo) Aj(uo)¢'(20) — Bj(uo) As(uo)¢'(20)
B (u)

¢ (B20)B = i =0
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(notemos que ¢'(2g) estd definida por que (zo) también esta definida). Puesto que ¢(5z9) =
0, observamos que ¢ tiene un cero multiple en Szy. Pero esto es imposible por el Teorema
3.3.2.

Concluimos que el grado de Ag(u) es el nimero de elementos de Rg. Por el Lema 3.4.7, se
sigue que Ag(u) = uPs(u*) tiene grado N(f3), por lo que Ps(u) tiene gradod = (N(5)—1)/4.
Esto prueba la parte (c) para Ps(u).

Paso 5: Relacionar Ps y (). Una vez que probemos que
(3.42) Qslu) = uPy(1/u), con d = (N(B) — 1)/4,

se seguird inmediatamente que Q(u) tiene gradod y que Ps(u) es ménico (puesto que Qg(u)
tiene término constante 1). Por esta razdén solo necesitamos probar (3.42) para completar la
prueba.

La identidad (3.24) asegura que
o(2)p (z +(1+ z)%) = —i =i

Definiendo w = z + (1 +7)%, obtenemos que

(3.43) p(2)p(w) =,

De nuevo como en 3.40 se llega a que

(3.44) p(82)p(Bw) = 7.

Entonces

(3.45) p(B2) _ Fplw) _ Qslp'(w) _ Qs(1/¢(2)

Fo(z)  @(Bw)  Pa(pt(w))  Pa(1/9'(2))’

donde la primer igualdad utiliza (3.43) y (3.44), la segunda utiliza (3.39) con w en lugar de
z, y la tercera se sigue de elevar (3.43) a la cuarta potencia para obtener p?(w) = 1/p(2).
Comparando (3.45) con (3.39), concluimos que

Qp(1/u?)  Py(u?)
Bp(1/ut) — Qa(u?)

como funciones racionales en u con coeficientes en Q(7). Por esta razén
Qu(1/w) _ Py(u)
Py(1/u)  Qp(u)

Recordemos del Paso 4 que el grado(Ps(u)) = d, donde d = (N () —1)/4. Ahora supongamos
que el grado(Qs(u)) = m tal que m > d entonces por la ecuacién anterior tenemos que

Qs(uw)Qs(1/u) = Ps(u)P(1/u), si suponemos

Pu)=aqu®+---+ay y Qu)=buu™+ --+b
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entonces operando y factorizando 1/ uwly 1 Ju™ respectivamente tenemos que

bobmt®™ 4 -+ - + boby, = Z—d(aoaduw + -+ apag)

por lo cual esta igualdad se cumple si y solo si los grados de estos dos polinomios son iguales,
y esto se cumple cuando 2m = m — d+ 2d, es decir, cuando m = d. El caso m < d es analogo
al anterior, por lo tanto Pg y ()g tienen el mismo grado.

Ahora, utilizando nuevamente la igualdad anterior tenemos que u?Qs(u)Qg(1/u) =
u? Py (u) P3(1/u) entonces si suponemos que g es raiz de u? P3(1/u) entonces por ser Ps(1/u)
y Qp(1/u) primos relativos ug es raiz de Qg(u). El caso para cual ug es raiz de Qg(u) es
analogo. Por lo cual se demuestra que

(3.46) u'Ps(1/u) = AQp(u)
para alguna constante distinta de cero A € Q(4). Sin embargo, si evaluamos (3.39) en z = 5
y utilizamos (3.40) y ¢(%) = 1, entonces obtenemos
Ps(1
oo e Pe)
Qs(1)
Por esta razén Ps(1) = QQ5(1) # 0. Entonces sustituyendo v = 1 en (3.46) implica que A = 1,
por lo tanto Qs(u) = u?Ps(1/u). Esto completa la prueba. O
Mostraremos ahora dos ejemplos del Teorema 3.4.5 del principio del capitulo.
Ejemplo 3.4.8. Cuando (§ = 3, la ecuacién (3.14) proporciona
8 4
©*(2) +6¢7(2) =3
3z) = — :
P09 = N 6 — 30
En la notacién del Teorema 3.4.5, esto significa
Py(u) =u*+6u—3 y Qs(u) =u’Ps(1/u) =1+ 6u — 3u’.
Estos polinomios tienen grado (N(3) — 1)/4 = 2. Notemos también que i€ = —1, puesto que

= —1 mdéd 2(1 +1).

Cuando # = 5, la ecuacion (3.16) proporciona

0(5z) = @(2) donde

Ps(u) = u®+50u° — 125u* 4+ 300u® — 105u* — 62u + 5,
Qs(u) = 1+ 50u—125u? + 300u® — 105u* — 62u° + 5u’.

Estos polinomios tienen grado(N(5) — 1)/4 = 6 y satisfacen Qs(u) = u®Ps(u). Ademas,
tenemos i = 1, puesto que 5 =1 mdéd 2(1 + ).
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En general, se puede mostrar que para un entero n > 0, los polinomios P,(u) y Q,(u)
del Teorema 3.4.5 se encuentran en Z[u).

Para calcular ¢(5a), podemos usar el hecho de que

2¢(30)¢'(20)

©(Ba + 2a0) + p(3a — 2a) = T 22060) 02 (20)

Simples pero laboriosos cdlculos muestran que

©* + 5002 — 12500 + 30002 — 1050° — 62¢* + 5

3.47 Ba) = - :
(347) P50) = T R0,T — 19565 + 30057 — 10501 — 6207 + B

Para resolver la ecuacién F5(p) = 0 en raices cuadradas, Gauss usé el hecho de que sobre
Z[i] el nimero 5 se factoriza en el producto de 2+iy 2—i. Sean § = (2+i)ay = (2—i)a.
Entonces

it (240) it (R2-d)

90(5)—90-1_“_22.)@4—1#, w(ﬁ)—w-l_(1+2i)¢4—w,
it (2 . =i+ (249)

ploa) = 1— (14 2i)g" pl5e) =4 1—(1-20)3

Observemos que en (3.47) el numerador es divisible entre los numeradores de las fracciones
Yy 1. Dividiendo el numerador de (3.47) por

(—ig" + (2 +0)) (" + (2 1) = " — 20" +5,

obtenemos el polinomio
"% + 520" — 260° — 12¢* 4 1.

La solucién de ¢(ba) = 0 (si hacemos caso omiso del caso obvio ¢ = 0) puede obtenerse,
primero, resolviendo la ecuacién i) + (2 — i) = 0 y, después, resolviendo la ecuacién

—ip*+ (2414 :
(3.48) Q- (120, =1 =1+ 2i.

: 4 . .
Podemos, alternativamente, resolver la ecuacién —it) + (2 +¢) = 0 y entonces la ecuacién

i904+(2_i) AT o
(3.49) ('0'1—(1—{—22')@4_1#_\/1 2i.

Dividiendo (3.48) entre (3.49) obtenemos una ecuacién cuadrética para p*.
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3.4.3. Multiplicacién por primos Gaussianos

Cuando [ es un primo impar en Zl[i], el Teorema 3.4.5 tiene el siguiente importante
refinamiento debido a Eisenstein. Este resultado jugara un papel central en la prueba del
teorema de Abel.

Teorema 3.4.9. Sea (3 € Z[i| un primo impar, y sea
Py(u) = u? + ayu®t + -t ag € Z[i][u], d=(N(3)—1)/4,
el polinomio correspondiente del Teorema 3.4.5. Entonces:
(a) ai,...,aq son divisibles entre 3 y aqg = i°3, donde f =1i* mdd 2(1 + ).
(b) Ps(u) es irreducible sobre Q(i).
Demostracion. Primero observemos que la parte (a) y el Teorema 3.4.3 implican que
Ps(ut) = u' + ayu@V .. ay € Zi][u]

es un polinomio irreducible sobre Q(7). Por lo tanto la parte (b) del teorema se sigue de la
parte (a).

Probar la parte (a) serd méas dificil. Puesto que 5 es impar, el Teorema 3.4.5 implica que

P'(2) + () + -+ ag

3.50 z2) =1%p(z ,

(3.50) p(B2) = i"¢p(2) T+ ap() £ T 2o (2)
donde los coeficientes ay, ..., aqs € Z[i] dependen de (. Para probar la parte (a), analizaremos
la relacién entre ay, ..., aqy 3 desarrollando cada lado de (3.50) como una serie de potencias
en z.

Durante la prueba apareceran varias series de potencias. La primera proviene de

cuttaudT 4 ay
14+ au+ -+ aqu?’

la cual escribiremos como ; i
LUt ar(B)ut 4+ 4 aq(B)

[+ a(Bu+ -+ aa(Bul

para enfatizar la dependencia de (. Esta funcién racional es analitica en u = 0 (el
denominador no se anula en 0) y de ahi que tenga un desarrollo en serie de potencias

-s“d+a1(5)ud_1+---+ad(ﬁ) o > X
(3.51) v 1+ ai(B)u+ -+ aq(B)ud = kzobk(ﬁ)u

= bo(B) + bi(B)u+ ba(B)u? + - - - .
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Notemos que bx(f) € Z[i] para toda k ya que bi((3) es la k-ésima derivada de la parte
izquierda evaluada en 0 y dividida entre k!, La derivacién dard una funcion racional que al
evaluar en v = 0, tendra denominador igual a 1 y el denominador de la parte izquierda en
u = 0 es 1. Utilizando la serie de potencias (3.51), la férmula de multiplicacién (3.50) puede
ser escrita como

552) p(B2) = @(2)(bo(B) + bi(B)e*(2) + ba(B)pS(2) + - --)
‘ = bo(B)p(2) + bi(B)°(2) + ba(B)P(2) + - -

Puesto que ¢(z) es analitica en z = 0, esta puede ser desarrollada en una serie de
potencias en z alrededor de z = 0. Para observar como es esta serie, tomamos la serie de
Taylor al rededor del cero dada por

SO(Z) = bO + blz1 + ngz + b32’3 + b4Z4 + b5z5 4+ ...

donde by = ¢ (0)/k! y utilizamos la igualdad ¢(iz) = ip(z), de donde podemos observar
que esta se cumple solamente si b, = 0 para toda k # 45 + 1 para toda j € N. Puesto que
bp = 0y by = 1 podemos reescribir a la serie de potencias como

(3.53) o(z) =2+ Z iz =242 e+, ¢ €Q.
j=1
Tomando en cuenta que p?(z) =1 — p? y que ¢”(2) = —203(2), derivando reiteradamente
la funcién p(z) tenemos que ¢; = —lio y que ¢y = ﬁ). Entonces reemplazando z por Sz en
(3.53) obtenemos la tercera serie de potencias.
(3.54) ©0(Bz) = Z ;BT = B2 401 8°2° + o927 + - - - .
=0

De aqui, la prueba procedera en tres pasos. Antes escribiremos una perspectiva general
de lo que haremos en cada paso:

» Paso 1. Deduciremos una férmula para bi(/3) en términos de 3, vélida para todo impar
B € Z[i]. Esto se seguird de sustituir las series para ¢(z) y ¢(8z) en (3.52).

» Paso 2. Probaremos que (3 divide by(3), ..., bg_1(5) cuando 3 es un primo impar. Esto
se hara analizando la férmula del Paso 1 utilizando una inteligente idea de Eisenstein.

» Paso 3. Relacionaremos a;(f3), ..., aq(3) con by(f3),...,bs—1(3) y concluiremos que /3
divide a a1 (), ..., aqs(B). Esto se seguira facilmente de (3.51).

Comencemos ahora con el primer paso.
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Paso 1: Expresar b;(3) en términos de f. Si sustituimos (3.53) y (3.54) en la identidad
(3.52), entonces obtenemos

Bz + 125+ %22+ = bo(B)(z+ 12 + 2 + -0 )+
(3.55) bi(B)(z + c12° + c22” + -+ )P+
b2<ﬁ)(2+0125 +6229 =+ - -)9 4+ -

Cuando desarrollamos el lado derecho de (3.55), una potencia dada de z aparece solamente
un numero finito de veces, puesto que para toda j la siguiente igualad

(z+c12° + ez - )T = 201 2t 4 2 - )T

garantiza que el menor grado de las potencias de z es mayor o igual a 45 + 1. El lado derecho
de (3.55) comienza asi:

(356) bo(ﬁ)z + (bo(ﬁ)cl + bl (ﬁ))ZS + (bo(ﬁ)CQ + 5b1 (5)61 + bg(ﬁ))zg + -

Puesto que esto es igual a 8z + ¢13°2° + 342" + - - -, comparando coeficientes obtenemos

= bo(9),
0155 = bo(B)er + b1(B),
6259 = bo(ﬁ)CQ + 5b1(ﬁ)01 + b2<5), ce

y entonces resolviendo para by(3), b1 (), ba(3) tenemos

bo(ﬁ) = ﬁa

bi(B) = 5(0154 —c1),

bg(ﬁ) = ﬁ(CQﬁg — 5C1ﬂ4 + 501 — Cg)

Estas ecuaciones se cumplen para todo impar § € Z[i]. Mas adelante observaremos que

bo(B) = [ es muy importante.

En general, para cualquier k, existe un polinomio Si(u) € Q[u] de grado 4k tal que

(3.57) br(8) = BSk(8), B € Z[i] impar.

Esto se sigue por que todos los términos c¢; se encuentran en Q. El punto crucial aqui es
que el mismo polinomio Si(u) funciona para todo [ impar. Por ejemplo, como ¢; = —, las
ecuaciones anteriores implican que

bi(B) = BS:1(B), Si(u) =——u"+ —.

Paso 2: Probar que [ divide a by(53),...,bs_1(3) cuando [ es un primo impar. La
ecuacién (3.57) parece implicar que bg() es un multiplo de 3 para toda k& > 0. El problema
es que Sk(u) € Qlu| necesariamente no tiene coeficientes enteros, como mostramos para
S1(u). Por esta razén necesitamos estudiar los denominadores de los coeficientes de Sk (u).
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Sea s el minimo comun multiplo de estos denominadores. Entonces

Su(u) = iw),

donde s, € Z\{0}, Tx(u) € Z[u], y £1 son los tnicos enteros enteros que dividen a sj y
a todos los coeficientes de Ty (u). Eisenstein observo que si o € Z[i] es un primo impar,
entonces

(3.58) alsy = N(a) <4k + 1.
Para probar esto, primero observo que (3.57) implica que

(3.59) sbe(B) = 6T(B), [ € Z[i] impar.

Arriba notamos que bi(3) siempre se encuentra en Z[i|. Esto significa que si un primo
Gaussiano impar « divide a s, entonces a también divide a 8T (/). De ahi se sigue que

(3.60) BTe(6) =0 méd «, [ € Z[i] impar.

Entonces consideremos lo siguiente:

» Puesto que « es impar, la prueba del Lema 3.4.7 muestra que los elementos de Z[i] /o Z]i]
son de la forma [3], § impar. Asi que (3.60) implica que la reduccién de uTy(u) médulo
« es un polinomio con al menos |Z[i]/aZ]i]| raices.

» Puesto que a divide a sy, la definicién de s muestra que la reduccién de uT}(u) modulo
a es un polinomio distinto del cero de grado a lo mas 4k+1. De ahi que que la reduccion
tenga a lo méas 4k + 1 raices puesto que Z[i]/aZ[i] es un campo por el Lema 3.4.2.

Estos puntos implican que |Z[i]/aZ]i]| < 4k + 1. Sin embargo, |Z[i]/aZ[i]| = N(«) por el
Lema 3.4.2. Por esta razén N(«) < 4k + 1, y por lo tanto se cumple (3.58).

Ahora fijemos un primo Gaussiano impar (3. Entonces (3.58), aplicado a 3, nos dice que
N(B) > 4k +1 = (1 s

Notemos que N(f3) > 4k + 1 siy sélosi k <d = (N(8) — 1)/4. De aqui se sigue (1 s;, para
k=0,...,d—1. Como (3 es primo, 3.59 implica que 3 divide a bi(3) para k =0,...,d — 1.
Esto es lo que necesitamos probar.

Paso 3: Relacionar a;(3),...,aq(3) con by(f3),...,bs_1(3). Esto es facil, si escribimos
(3.51) de la forma

Fu! +a(B)u’ 4+ aa(B)) = (L4 an(B)u+ - + aa(B)u?) (Z bk(m“k)
k=0
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y al hacer la multiplicacién del lado derecho, y comparando los coeficientes de las potencias
de u obtenemos las ecuaciones

i“aq(B) = bo(B),
iag1(B) = ar(B)bo(B) + bi(B),
i*ag—2(B) = aa(B)bo(B) + ar(B)bi(B) + ba(5),

ifa1(B) = aq—1(8)bo(B) + ag—2(B)01(B) + - - - + ba_1(5).

Los a;() se encuentran en Z[i], y bo(5), - -, ba—1(03) son divisibles entre 3 por el Paso 2. De
aqui se sigue que en las ecuaciones anteriores, el lado derecho siempre es divisible entre [3.

Esto muestra que § divide a a1(8), ..., aq(), puesto que i es una unidad. Ademads, antes
probamos que by(3) = 3, por lo tanto la primera ecuacién implica que a4(3) = i~ <. Esto
completa la prueba de la parte (a). ]

Nota Matematica
Mencionemos ahora algunos comentarios mas acerca de la multiplicaciéon compleja.

e Multiplicacion Compleja. En nuestra discusiéon de las funciones elipticas en la Seccién
3.3, mencionamos que la funcién p de Weierstrass o(z;wy,ws) para periodos wy, ws tiene una
ley de adicién. De aqui se sigue facilmente que esta funcién también satisface las formulas
de multiplicacién para n € Z que generaliza el Teorema 3.2.5. Sin embargo, la funcion
© pocas veces tiene multiplicacién compleja. Mdas preciso, o(z;wi,ws) tiene multiplicacién
compleja para algunos 5 € C\S si y sélo si wy/w; es una raiz de un polinomio cuadrético
con coeficientes enteros. Esto significa que wq/w; se encuentra en un campo imaginario
cuadrdtico, el cual es un campo de la forma Q(y/—m) para alguna m > 0 en Z. Por ejemplo,
para los periodos w; = (1 — i)w, wy = (1 + i)w de la funcién de Abel ¢(z) se tiene razén

) (1 —|—’i)w

—_— = =1

w1 (1 — z)w ’

la cual es rafz de 22 + 1 = 0. Por lo tanto el campo imaginario cuadratico asociado es Q(i).
En general, las funciones elipticas con multiplicaciéon compleja tienen una profunda relacién
con los campos imaginarios cuadraticos.

3.5. Teorema de Abel

En esta seccién, probaremos el teorema de Abel acerca de las construcciones con regla y
compas de los puntos que dividen a la lemniscata en n partes iguales. Las herramientas que
utilizaremos incluiran teoria de Galois y la teoria de la multiplicaciéon compleja desarrollada
en la Seccion 3.4.
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3.5.1. El grupo de Galois lemniscatico

Sea n un entero positivo impar y consideremos

10 (is(3)

Observaremos que el grupo de Galois de Q(z) C L involucra al grupo

(Z[)/nZla))"

de las unidades en Z[i]/nZ][i]. Puesto que Z[i] es un dominio de ideales principales, tenemos
que « es primo relativo a n en Z][i]

<= existen a,b € Z[i] tales que acx + bn = 1
<~ aa=1 mébd nZli]
< |a] € (Z[i]/nZ]i])*

Teorema 3.5.1. Q(i) C L es una extension de Galois y existe un homomorfismo
myectivo de grupos
Gal(L/Q() — (Zli)/nZ[i))".
En particular, Gal(L/Q(i)) es Abeliano.

Demostracion. Sea A,(u) = uP,(u") el n-polinomio de divisién definido en la parte (d) del
Teorema 3.4.5. El teorema nos dice que las raices de A, (u) estan dadas por

(3.61) © <a%> , « € Z[i] impar

y la prueba del Lema 3.4.7 muestra que para cada raiz, la a € Z[i] asociada es tinica médulo
nZli).

Puesto que cada « en (3.61) es impar, la formula de la multiplicacién compleja para

¢(az) dada por el Teorema 3.4.5 muestra que ¢(a®) es una funcién racional en (<) con

coeficientes en Q(i), es decir, p(a®) € Q (i,9(2)) = L. De aqui se sigue que A,(u) se
descompone completamente en L = Q(i,o(%)). Puesto que una de la raices es o(%), se
sigue inmediatamente que L es el campo de descomposicién de A, (u) sobre Q(i). Por lo

tanto Q(i) C L es una extensién de Galois.

Ahora tomemos o € Gal(L/Q(7)). Puesto que 0 € Q(i) y que A,(u) € Z[i][u] tenemos

=00 =7 (4 (+(5))) = 4 (- (5)))

Entonces o(¢(%)) es una raiz de A,(u) y por lo cual es uno de los niimeros (3.61). Por lo
tanto existe a € Z[i] impar tal que

oo o(+(2) =0(s3).
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Como notamos antes, « es unica modulo nZli].

Utilizando el hecho anterior y el Teorema 3.4.5 podemos mostrar que si § € Z[i| es impar,
entonces

olom) = 0 (o () Gy

Qs(
(3.63) _ o (T Bt aR)
= e n>Pg<¢4<a%>>

= ¢ (af%)

Ahora probaremos que a es primo relativo con n. Sea m el orden de o en Gal(L/Q(7)),
luego es 0™ es la identidad. Entonces aplicando repetidamente (3.63) obtenemos

e()= (o) = ()

Por unicidad, concluimos que
1=a™ mdd n.

De ahi que « sea primo relativo con n en Z[i], por lo que [a] es unidad de Z[i|/nZ][i], de tal
forma que o — [«a] proporciona una funcién bien definida

(3.64) Gal(L/Q(3)) — (Z[i]/nZ[i])".

Si 0 y 7 son mandados a « y [ respectivamente, entonces (3.63) facilmente implica que
o7(p(Z)) = p(afZ). Por lo tanto o7 es mandado a af3, lo cual muestra que la funcién es
un homomorfismo de grupos. Ademas, si [a] = [5] en (Z[i]/nZ][i])*, entonces

a=L03+(a+ib)n

donde a + ib es par por que «, 3y n son impares. Entonces la Proposicion 3.3.1 implica que

(o)) =e(07) =2 () =7 (- (7)),

de lo cual concluimos que la funcién es inyectiva puesto que ¢(%) genera L sobre Q(7). Esto
completa la prueba. O

Ahora, gracias al Teorema 3.5.1 podemos mostrar que los n-puntos de divisién de la
lemniscata se pueden expresar por radicales sobre Q. Veamos esto, por el teorema sabemos
que la extensién Q(i) C L es de Galois y que el grupo de Galois Gal(L/Q(7)) es Abeliano, por
estos hechos junto con los Teoremas A.1.16 y A.1.17 sabemos que por ser el grupo Abeliano
es soluble y que esto implica que la extensién Q(i) C L es soluble. Por la definicién de
extension soluble sabemos que existe una extension de campo L C M tal que la extension
Q(i) € M es radical, puesto que la extensiéon de campo Q C Q(z) también es radical, por
el Teorema A.1.20 sabemos que la extensiéon Q C M también es radical. Finalmente como
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sabemos que los n-puntos de division se encuentran en L y por lo tanto en M y que son
raices de los n-polinomios de divisién que se encuentran en Q[x] tenemos que los n-puntos
de division son expresables por radicales.

El homomorfismo (3.64) construido en el Teorema 3.5.1 es el andlogo lemniscético del
homomorfismo

Gal(Q(¢n)/Q) — (Z/nZ)".

3.5.2. Construcciones con regla y compas

Teorema 3.5.2. Sea n un entero positivo. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

(a) Losn-puntos de division de la lemniscata pueden ser construidos usando regla y compds.

(b) ©(%2) es construible.

(¢) n es un entero de la forma
n=2p,,

donde r,s > 0 son enteros y py---p,. son primos de Fermat distintos.
Demostracidn. La implicacion (a) = (b) es facil, puesto que p(22) es la distancia polar de
un n-punto de divisién. El reciproco (b) = (a) se sigue de la parte (b) del Corolario 3.2.7.

La prueba de (¢) = (b) serd una aplicacion del Teorema 3.5.1 junto con algunos resultados
de la Seccién 3.2. Primero observemos por la parte (¢) del Corolario 3.2.7 que bastara ver,
para que @(2%) sea construible, que

2w 2w 2w .
) ol — ), 0 son construibles.
2 P1 Pr
2w

Pero como ¢(57) es construible por la Proposicién 3.2.3, asi solamente necesitamos mostrar
que gp(%w) es construible cuando p es un primo de Fermat.

Por la parte (a) del Corolario 3.2.7, ¢(=7) es construible cuando ¢(%) lo es. Para esto
ultimo, tenemos que el Teorema 3.5.1 proporciona una extensién de Galois Q(i) C L =

Qi, p(=)) con

2w
p

Gal(L/Q(7)) ~ un subgrupo de (Z[i]/pZ[i])*.
Primero mostraremos que si
(3.65) |(Z[i]/pZ][i])*| = una potencia de 2,

entonces go(%) es construible. Para esto recurriremos a algunos teoremas del apéndice. Sea
H = Gal(L/Q(i)) C (Z[i]/pZ][i])* el subgrupo del Teorema 3.5.1, entonces por el Lema 3.4.2
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(b) sabemos que (Z[i|/pZ][i])* es finito, entonces por el Teorema A.1.21 sabemos que |H|
divide a |(Z[i]/pZ[i])*|, por lo cual el |H| también es una potencia del 2, sea s > 0 tal que
|H| = 2°. Ahora, por el isomorfismo dado en el Teorema 3.5.1 y puesto que la extensién
Q(i) C L es de Galois, por el Teorema A.1.22 tenemos que

2° = |H| = [Gal(L/Q(:)) = [L : Q(7)].

Como el grupo Gal(L/Q(i)) es Abeliano sabemos que es soluble entonces por definiciéon
tenemos que existen subgrupos

{e} =G, C G,y C--- CGi CGo = Gal(L/Q(3)),

tal que {e} es la identidad en el grupo de Galois, G; es normal en G;_; y [G;_1 : G;] es primo
paratoda: =1,...,n. Dado que estamos suponiendo que el orden del grupo de Galois es una
potencia de 2, entonces tenemos que [G;_; : G;] = 2 para toda i = 1,...,n. Por otra parte
sabemos que Lg, = Ly = Ly que por ser Q(i) C L una extensién de Galois por definicion
tenemos que L es un campo de descomposicion de un polinomio separable en Q(7)[u] lo cual
por el Teorema A.1.23 es equivalente a que Lgai(z/qa)) = Q(). Por esto tltimo, tomando los
campos fijos de los subgrupos del grupo de Galois obtenemos los subcampos

Q(Z) = LGO C LG1 cC---C Lanl C LGn = L,

dado que la extensién Q(i) C L es de Galois por la Proposicién A.1.24 tenemos que Lg, C L
es una extensién de Galois para toda ¢ = 0,...,n — 1, este resultado junto con el hecho
de que G; C Gy = Gal(L/Q(7)) es subgrupo para toda i = 1,...,n nos proporciona por el
Teorema A.1.25 (b) que

Gal(L/Lg,) = G; para toda i =0,...,n
y que
[Le, : Lg, | = [Gal(L/Lg, ,) : Gi]| = [Gi—1 : Gy =2 parai=1,...,n.

Finalmente, puesto que go(%) € L y que sabemos que Q es un subcampo de Q(i) tal que
[Q(7) : Q] = 2, agregando este subcampo a los subcampos anteriores tenemos por el Teorema
A.2.3 que (%) es un nimero construible.

Mostraremos ahora que (3.65) se cumple cuando p = 22" + 1 es un primo de Fermat.
Para el caso cuando p = 3 por el Lema 3.4.2 (b) sabemos que

Z[l]/?)Z[Z] ~ FN(g) = Fg,

por la definicién de campo sabemos que todo elemento distinto del cero en Fy tiene
inverso multiplicativo, y por tltimo sabemos que los isomorfismo mandan la identidad en la
identidad, por lo tanto

|(Z[i] /32[i])"| = | Fg| = 8.

Ahora, si p > 3, entonces m > 1, por lo tanto

p=2"4+1= (22’“” - z) (22"”1 - 2) = 3P,
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donde 3, 3 son primos no asociados en Z[i] y tales que N(3) = N(3) = 38 = p, en este caso,
el Teorema chino del residuo para Z[i] y el Lema 3.4.2 proporcionan los isomorfismos

Z[i /pZli] = Z[i/ BBLIi] ~ Z[i)/BLIi)  Zli)/BLli] ~ F, x F,

De ahi que
m m m—+1
(Z[E)/pZIi))*| = [Fy x Byl = (p— 1)* = 22" . 22" = 277",
Esto muestra (3.65) para todos los primos de Fermat y completa la demostracién de la
afirmacién (c) = (b).

Falta probar (b) = (c¢). Aqui es donde usaremos el resultado de irreducibilidad probado
en el Teorema 3.4.9. Sea n un entero tal que @(2%) es construible. Podemos suponer que n > 1
puesto que el teorema es trivial para cuando n = 1. Ademas, la férmula de duplicacién (3.11)
implica que podemos asumir que n es impar, ya que duplicando repetidas veces podemos
eliminar el factor 2° en n, y la Proposicién 3.2.3 muestra que ¢(%) es construible.

Sea p un primo que divida a n. Entonces p es impar puesto que n lo es. Sea (§ un primo
complejo tal que p = Bsip=3 méd4yp=FBsi p=1 méd 4. Entonces n/3 € Z[i] es
impar (puesto que ny 3 lo son), por lo tanto % = %% es un multiplo impar de % y entonces
el Teorema 3.4.5 garantiza que,

w , w
o\ = €@<z,s0(—))-
I} n
De aqui se sigue que gp(%) es construible, puesto que i y ¢(%2) lo son. Por lo tanto por el
corolario A.2.4 sabemos que el polinomio minimo de 4,0(%) sobre Q tiene grado igual a una

potencia de 2. Entonces el Teorema de la torre? muestra que el polinomio minimo de (%)
sobre Q(7) también tiene grado igual a una potencia de 2.

El Teorema 3.4.5 implica que (%) es una raiz del polinomio de uPg(u*). Es facil mostrar
que @( %) = 0, primero en el caso cuando (3 = p para algin primo de la forma 4k + 3 sabemos
por la definicién de ¢(2) que para todo n € N se tiene que ¢(%) # 0 en particular para p,
para el caso cuando 3 es tal que 53 = p para algin primo de la forma 4k + 1 tenemos que

% = _ﬁ% = B% es un multiplo impar, entonces por el Teorema 3.4.5 sabemos que
(2) - (52) o () D)
3 p p) Qz(p* (%))’
y por el mismo teorema sabemos go(%) es cero cuando % = a%, es decir, cuando aff = 1,

pero esto no puede pasar puesto que (3 es primo, por lo tanto @(%) es una raiz de Ps(u?).

’Teorema de la torre.
Suponiendo que tenemos campos F' C K C L.

(a) Si[K:F]=006[L: K] =00, entonces [L: F] = co.
(b) Si[K:F]<ooy[L:K]<oo,entonces [L: F]=[L:K|K:F]
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Puesto que (8 es un primo impar, por el Teorema 3.4.5 Ps(u?) tiene grado N () — 1y por el
Teorema 3.4.9 este polinomio es irreducible sobre Q(i). Esto prueba que el polinomio minimo
de (%) sobre Q(i) tiene grado N(3) — 1.

Cuando p = 8 para p = 3 mdd 4, tenemos que N(3) —1 =p> —1= (p+ 1)(p — 1).
Observamos que este producto es una potencia de 2 si y sélo si p = 3. Por otra parte, cuando
p= (0 parap=1 méd 4, tenemos que N(B)—1=p—1, lo cual es una potencia de 2 si y
solo si p es un primo de Fermat.

Por esta razén los tinicos primos que dividen a n son los primos de Fermat. Para completar
la prueba del teorema, necesitamos mostrar que no puede ocurrir que p?|n. Por lo tanto
asumamos que p?|n, donde p es primo. Entonces existe un primo complejo impar 3 tal que
(3%|n, igual que antes puesto que (% es impar y n también lo es tenemos que n/3* € Z][i]
también es impar, de ahi se tiene que % = %% es un multiplo impar por lo tanto nuevamente
el Teorema 3.4.5 nos garantiza que,

w-o(3) 1= (2)).

lo cual implica como antes que ug es construible. De ahi que el grado del polinomio
minimo sobre Q(7) sea una potencia de 2. Probaremos que el polinomio minimo tiene grado
N(B)(N(B) — 1). Observemos que este producto no puede ser una potencia de 2 puesto que

N(B)=p 6 p.

Puesto que § es impar, el Teorema 3.4.5 implica que

()= (2) = (g (e~

62

Puesto que ¢(%) es una rafz de Ps(u'), esta férmula para ¢(Z) proporciona la ecuacién

@z
B

(4 (5) -5 ) o

Si escribimos Ps(u) = u? + aju™t + -+ + aq, d = (N(5) — 1)/4, entonces despejando el
denominador en la ecuacién anterior mostramos que ug es una raiz de

P(u) — u4dP5(u4)4d 4 a1u4d74pﬁ(u4)4d74Qﬁ(u4)4 4t adQﬂ<U4)4d.

Este polinomio tiene coeficientes en Z[i] y grado 4d(4d — 1) = N(G)(N(5) — 1), puesto que
Ps(u), Qp(u) € Zi][u] tienen grado d. Ademads, el Teorema 3.4.9 implica que

(3.66) G divide a aq,...,aq.

d

Por esta razén Ps(u) = u® mdéd . Utilizando esto y (3.66), observamos que

P(u) = uNOWNB=1) - med 6,
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puesto que 4d(4d + 1) = N(B)(N(B) — 1). Ademads, @3(0) = 1 por el Teorema 3.4.5, por lo
tanto el termino constante de P(u) es

P(O):0+---+O+adQ@(0)4d:ad.

El teorema 3.4.9 muestra que aq no es divisible entre 32, por lo tanto por el criterio de
Schénemann-Eisenstein (Teorema 3.4.3) sobre Q(i), P(u) es irreducible sobre Q(i). Por esta
razon el polinomio minimo de ug sobre Q(z) tiene grado N(B)(N(8) — 1). La prueba esta
completada. O

3.5.3. Otra demostracion del teorema.

En esta seccion daremos otra demostracién del teorema de Abel propuesta por Rosen.
La piedra angular de esta demostracién es, al igual que en la demostracion original de Abel,
el hecho de que la latiz de periodos de la funcién ¢(«) es invariante con respecto a la
multiplicaciéon por la unidad compleja i.

En la demostracion de Rosen, una funcién de Weierstrass o(z) es usada en lugar
de la funcién lemniscatica ¢(«). La funcién de Weierstrass usada corresponde a la latiz
Q = {2aw+2biw | a,b € Z}. Observemos que esta latiz estd contenida en la latiz de periodos
de ¢ pero no coincide con esta. Al final de esta secciéon mostraremos que para {2 tenemos
go = 411 y g3 = 0, y entonces tal p satisface:

1

§2(2) = 46°(2) — 9(2)

La justificacién de utilizar la funcién p(z) estd relacionada con la siguiente proposicion.

Proposiciéon 3.5.3. Si un segmento de longitud o(«) puede ser construido con regla
y compds, entonces el segmento de longitud ¢(a)) también puede ser construido con regla y
compas.

Demostracion. Mddulo Q, los ceros de ¢ son de la forma 0, @, iw, (1+)w y sus polos son de
la forma (HQ’)W, (3+2’)w, (Hgl)w, (3+g”)w. La funcién ¢'(z) también tiene ceros w, iw, (141i)w

recuerde que estos son los puntos criticos de p, mientras que 0 es un polo de ¢'(z). Ademas,

1+i \  [(3+3 3+i \  (1+3i

Counsideremos la funcién

9(2) = o)
(0(2) — p(F @) (p(2) - p(Fw))
En una vecindad de cero tenemos p(z) = 272 4 -+ y ¢/(z) = —2273 4 ---; por esta

razon, g(0) = 0. De aqui se sigue que g tiene los mismos ceros y polos que ¢. Por lo que,

p(2) = Cy(2).
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Ahora probaremos que es posible construir segmentos de longitud p(%),p(%w) y

p(w). Primero que todo, observemos que los segmentos de longitud ¢(w), p(iw) y
p(( i)w) pueden ser construidos. Puesto que w, iw, (1 + i)w son ceros de ©' y como
o =4p® — T entonces p(w), p(iw) y p((1+ i)w) son raices de la ecuacién 42° — 1z =0,

por lo tanto son construibles.

Observemos que de la definicién de la funcién p (2.2) del Capitulo 2 y de la invariancia
de la latiz Q al multiplicarse por i (es decir, 2 = i2) tenemos

p(=2) =p(2) v pliz) = —p(2).
Derivando estas férmulas obtenemos
O (—2)=—¢'(2) v ¢liz) =ip'(2).

Utilizando estas propiedades de la funcién g junto con la férmula de adicién (2.5) del Capitulo
2 podemos verificar que

p(z+iz) = —p(z) — p(+iz) ﬂl; (pip(z)_—i((i;))
_ (@ FivE)
4 ( o(2) + p(z) )

(LF0)*0™(2)

, . . . _ s _a
Evaluando las formulas anteriores en z = [y bara el caso positivoy z = iop = o bara

el caso negativo tenemos que

o(a) = p((1 +i)z) = —=

v que o
o) = o (1 -0)0) = L)

de esto ultimo tenemos que si p(«a) es construible entonces también lo es p(z), pero entonces
por la segunda igualdad también lo es p(§). Notemos que hemos demostrado: p(a) implica
©(5) construible.

Por lo tanto puesto que los segmentos de longitud p(w), p(iw) y p((1 + é)w) son
construibles entonces también lo son los segmentos (%), p(Fw) v p(3Hw). Con esto
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y por el hecho de que si es posible construir p(«), entonces también es posible construir

o(a) = \/493(00 — 1p(a) podemos asegurar que g(2) es un ntimero construible y puesto

que ©(%5) = 1, tenemos que la constante C' también es construible. Como resultado, de la
relacion ¢(z) = Cg(z) tenemos que si es posible construir g(«) también es posible construir

o(a). O

Por lo tanto, para probar el teorema de Abel, debemos verificar que si n = 2%y - - - Py,
donde los p; son primos de Fermat distintos, entonces los segmentos de longitud p(’%m), donde
k=1,...,n— 1, pueden construirse.

La funcién z — (p(2), ¢'(z)) puede ser considerada como un homeomorfismo del toro
C/Q ala curva E definida por la ecuacién y? = 42® — z. La adicién de puntos en el toro
induce bajo esta funciéon una adiciéon de puntos en E. Los elementos del grupo E cuyo orden
divide a n forman un subgrupo

o { (p (2@@—2262@) o (2@@22bzm)>‘0§a7b<n}'

El elemento cero corresponde a a = b = 0; éste es el punto al infinito.

El grupo E, es andlogo al grupo C,, para la circunferencia (para la definicién de C,, ver
la seccidén A.3.2 del apéndice). Extendiendo la analogfa, mostremos que si (a,b) y (¢, d) son
puntos de F, entonces

(a,b) + (¢,d) = (f(a,b,c,d), g(a,b,c,d)),

donde of(u) = f(ou) y og(u) = g(ou) para cualquier automorfismo ¢ del campo C. El
teorema de adicion de la funcion g,

1(&=4)2 para a # c. Diferenciando la ecuacién (3.67) y
tomando en cuenta que p”(z) = 6p*(z) — 392 = 6p*(2) — 5 podemos representar a g como una
funcién racional de a, b, ¢, d con coeficientes racionales. En el caso z; = 2o (mdd €2) podemos

usar la férmula ,
1 (o"(2)
2z) = =2 — .
o(22) = ~20(2) + 1 (55

Siz; = —2z (mdd ), entonces la férmula (3.67) se sigue cumpliendo; solamente se tiene que
considerar a ambas expresiones como infinitas.

muestra que f(a,b,¢,d) = —a — ¢ —

Con la ayuda de las funciones f y g podemos obtener funciones f, y g, para las cuales
(fu(x,y), gn(z,y)) = n-(z,y). Los puntos de F,, estan dados en esta forma por las ecuaciones
fo(z,y) = 00y gn(x,y) = co. Para los puntos finitos esto significa que los denominadores de
las fracciones f,, y g, se anulan.
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Ahora podemos considerar el campo K, generado sobre Q por las coordenadas de los
puntos finitos de E,. Repitiendo para F, los mismos argumentos que para C,,, vemos que el
grupo G, de automorfismos de K, sobre Q es isomorfo a un subgrupo del grupo Aut(FE,).
Puesto que

E,=Q/nQ=7/n7 & Z/nZ,

se sigue que Aut(E,) = GLy(Z/nZ). En el caso de un primo n el orden de GLy(Z/nZ) es
igual al nimero de bases de (Z/nZ)?, en otras palabras, es igual a (n? — 1)(n? — n). Este
nimero es divisible entre n(n+ 1) y, por lo tanto, para n > 2 este no puede ser una potencia
de 2. Nuestros argumentos han llegado a un callején sin salidal

Solamente nos podemos librar de esto con un truco el cual hemos usado repetidas veces
en el estudio de polinomios para la divisién de la lemniscata, a saber, la invariancia de la
latiz de periodos bajo la multiplicacién por i. En nuestro caso, esto significa que p(iz) y
©'(iz) pueden expresarse en términos de p(z) y ©'(z). Probemos que p(iz) = —p(z) y que
¢'(iz) = ig/(2). De hecho, como

p) =27+ ((z—w) P —w™),

we

La invariancia de {2 con respecto a la multiplicacién por i (es decir, i€2 = Q) implica que

1 1 1 1 1 1
pliz) = iz Z (iz —w)?  w? 22 (z —iw)? i (iw)? o(2)
we wen
Diferenciando esta ecuacién tenemos ig'(iz) = —g'(2). Por lo tanto, la accién de i sobre el

toro C/€ induce la i-accién sobre E dada por la féormula i(x,y) = (—=z,iy). Sobre el grupo
Q/nS) isomorfo a E,, la accién de k + il € Z][i] esta dada por la férmula

(2aw + 2biw) (mdd n) — (k +il)(2aw + 2bi2)  (méd n).
Esta accién puede trasladarse al grupo F,,.

Sean F' = Q(i), F), el campo generado por las coordenadas de los puntos de E, sobre
F,y G, el grupo de automorfismos de F,, sobre F. Si o0 € G,,, entonces o(i) = i; por esta
razon, o(i(z,y)) = o(—z,iy) = (o(—xz),0(iy) = (—o(z),io(y)) = i(o(x),0(y)). Ademas,
o((a+0b)+ (c+d)) =o(a,b) + o(c,d). De ahi se sigue que G,, es un subgrupo del grupo de
automorfismos del Z[i]-médulo ©/nfQ.

La inversa de la funcién a + ib — (k + il)(a + ib), donde a y b estan tomados mdédulo n,
es la funcién

k —il
a+ib— k2—+l2(a+ib).
Esta funcién esta definida si y sélo si el ntimero k2 + [? es primo relativo a n. Para obtener
distintas funciones, tenemos que suponer que 0 < k,I < n — 1. Por esta razén, el orden
del grupo de automorfismos del Z[i]-médulo Q/n€) es igual al nimero de pares (k,[), donde
0<k,l<n-—1yk?+1?es primo relativo a n. Sea ®(n) el numero total de dichos pares.
Nosotros dividiremos el calculo de ®(n) en varios lemas.
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Lema 3.5.4. Sip y q son primos relativos, entonces ®(pq) = ®(p)P(q).

Demostracion. Sean 0 < a1,bp < p—1y 0 < ag, by < g — 1. Entonces los pares
(a,b) = (a1q + asp, b1q + bap) constituyen un sistema completo de pares de residuos modulo
pq. Ademds a?® + b* = (a? + b?)q® + (a3 + b2)p?. Por lo tanto, si (u,v) representa el maximo
comun divisor de v y v,

(a® +0%,pg) = 1 < {(ai + b7, p) = 1y (a3 + b3, q) = 1},

Lema 3.5.5. Si p es un primo de la forma 4k + 3, entonces ®(p) = p* — 1.

Demostracion. Debemos probar que si a? + b? es divisible entre p, entonces ambos ntiimeros
a’® y b* son divisibles por p. Supongamos que a® + b® es divisible entre p pero que al
menos uno de los nimeros a y b no es divisible entre p. Entonces ambos nimeros a y
b no son divisibles entre p; de ahi que, por el pequeno teorema de Fermat a?~! = 1
(méd p) y P~ = 1 (méd p), consecuentemente, a?~! + b*~1 = 2 (mdd p). Por otra parte,
aP~t + WPl = @2 4 piR 2 = (@2)2R L 4 (B%)%RFL es divisible entre a® + b?; por lo tanto, es
divisible entre p. O

Lema 3.5.6. Sip es un primo de la forma 4k + 1, entonces ®(p) = (p — 1)2.

Demostracion. Antes que de comenzar la demostracion, recordemos que cualquier primo p
de la forma 4k + 1 puede ser representado como la suma de dos cuadrados. La demostracion
conocida mas simple de esta proposicion fue sugerida por D. Zagier y es como sigue:

Se considera al conjunto de todas las soluciones de la ecuacién 22 + 4yz = p en ntimeros
naturales. Es suficiente probar que esta ecuacion tiene una solucién para la cual y = 2. En
otras palabras, la involucién o(x,y,z) = (z,z,y) definida sobre el conjunto de soluciones
tiene un punto fijo. (Recordemos que una snvolucién es una funcién f tal que f(f(z)) =«
para toda x; si f(xg) = xo, entonces xq es llamado punto fijo.) En un conjunto que consista
de un nimero impar de elementos cualquier involucién tiene un punto fijo. Por lo tanto, es
suficiente probar que el nimero total de soluciones de la ecuacion dada es impar. Para este
fin, es suficiente construir otra involuciéon 7 de este conjunto, que tenga exactamente un
punto fijo. A saber, definiremos:

(x 4+ 2z,2,y —x — 2) para r<y-—2z, (A)
T(z,y,2) =< u—=z,y,c—y+2) para y—z<x<2y, (B)
(x —2y,x —y+ z,y) para 2y < x. (C)

Es facil verifica que x # 2y v x # y — z; junto, cualquier solucién es de hecho transformada
por T en una solucion.

Dividamos las soluciones en tres tipos (A)-(C) de acuerdo con cual de las siguientes tres
desigualdades se satisface:

r<y—=z yYy—z<z<2l, 2y<ux.
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La funcién 7 manda soluciones del tipo (A) en soluciones del tipo (C), soluciones del tipo
(B) en soluciones del tipo (B), y soluciones del tipo (C) en soluciones del tipo (A). Ahora es
facil mostrar que 7 es una involucién. Sélo un punto del tipo (B) puede ser fijo. La ecuacién
(r,y,2) = (2y — x,y,x — y + 2) implica que y = z. Por lo tanto, p = z(x + 4z2), es decir,
r =y = 1 (aqui tenemos que ocupar el hecho de que p es primo). Por esta razén, existe
exactamente un punto fijo; a sabe, el punto (1,1, k) (y aqui haremos uso del hecho de que p
es de la forma 4k + 1).

Ahora probemos que para un a # 0 fijo la ecuaciéon 2? + a®> = 0 (mdd p) tiene
precisamente dos soluciones. De hecho, existen numeros distintos de cero b y ¢ tal que
b> + ¢ = 0 (méd p). Multiplicando esta desigualdad por (ac™!)? vemos que b? + a® = 0
(méd p), donde by = abc™t. Por lo tanto, 22 = b? (mdd p); las soluciones de esta ecuacién
son x = £by. Por esta razdén, solamente 2(p — 1) pares con a y b distintos de cero y el par
(0,0) no entran en ®(p). De ahi se sigue que

Pp)=p"—1-2(p—1)=(p—1)>

También es obvio que ®(2) = 2.

Lema 3.5.7. Sean p un primo, k > 1. Entonces ®(p*) = (p*~1)2®(p).

Demostracion. Los ntimeros a + a1p, donde 0 < a < p—1y 0 < a; < pF~! — 1, forman
un sistema completo de residuos médulos p*. El nimero (a + a;p)? + (b + b1p)? no es primo
relativo a p* si y sélo si este no es primo relativo a p, es decir, a®> + b* = 0 (méd p). Falta
observar que a todo par (a,b) que entre en ®(p) le corresponden (p*~1)? pares que entran en

D (pk). [

Ahora es facil verificar que ®(n) es una potencia de 2 si y s6lo si n = 2ap; - - - p,, donde
los p; son primos de Fermat distintos. De hecho, <I>(2°‘p’f1 -+ pFm) puede ser una potencia de
2siysélosiky ==k, =1.Sip=4k+1, entonces ®(p) = (p—1)?, y este nimero es una
potencia de 2 si y sélo si p = 1+2¢. Si p = 4k+3 entonces como ®(p) = p*—1 = (p—1)(p+1),
este sera una potencia de 2, si los niimeros pares consecutivos p— 1y p+ 1 son una potencia
de 2, pero esto sera verdadero si y sélo si p = 3.

Para completar la demostracion del teorema de Abel falta verificar que para la latiz
considerada, es decir, Q = {(2aw + 2ibw) | a,b € Z}, tenemos

1
92 =60 € (2w + 2ibw) " = TV 9= 140 ) ~ € @' (2aw + 2ibw) ¢ = 0.

La segunda igualdad es obvia ya que g3(€2) = —g3(i€2) y en nuestro caso i§2 = 2. La principal

dificultad es probar que Y '(aw + bif2) ™ = 1.
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Consideremos las tres latices

Ly = {aw + biw},
L - { atwo + biw
2

aw + biw

2

a vy b son impares} ,

Ly =

a—>bes impar} )

Entonces %Lo =LoULiULyy Ly = %Ll. Definamos |L| = /1 l™*. Entonces

1 2 \*
16|Lo| = |z Lo| = |L L L Lol = —— | |Li| = —4|L4];
ol = |5o| = Vol +12al +12al v 12l = (5 ) 1al = =4l
de ahf que, |Ly| = —5|Lo|. Para probar la desigualdad deseada |Log| = = necesitamos una

relaciéon mas entre |Li| y |Lo|. Para esto usemos el hecho de que Lg es la latiz de ceros de
©(z) y Ly es la latiz de sus polos. Tomando en cuenta que ¢'(0) = 1 tenemos que

_Zago <1——) 51;1/ (1—%)1,

donde los productos infinitos deben entenderse como limites de productos finitos sobre
||, |B] < N cuando N — oo. Los elementos distintos de cero de las latices Ly y L1 pueden
dividirse en cuartetas de la forma {+7, £iv}; por esta razon,

oI ()

donde 0 < arga, arg 8 < 7. Por lo tanto,

d
=z Inp(z) = 1+ (ILs| - |Lol)2" +

(3.68) o @

La funcién z7'¢(z) no cambia bajo la transformacién de z a —z é a +iz; de ahi que
0(2) = 2(1 + cz* +--+). Ademds como, (¢'(2))? =1 — p*(2), se tiene que

(1+5C24+"')2:1—Z4(1_|_CZ4+...)4

y, por lo tanto, ¢ = ——. De ahi se sigue que
/
ZSO(Z):1+4CZ4+ =1-Z2*+
(2) 5
Comparando (3.68) con (3.5.3) deducimos que |L;| — |Lo| = —2. Como |L;| = —5|Lo|, se

sigue que |Lo| = &. O
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3.6. Notas historicas

La primera apariciéon de la lemniscata en la literatura matematica fue como parte de
los 6valos de Cassini, descritos en 1680 por el astrénomo frances de origen italiano Jean-
Dominique (Giovanni Dominico) Cassini (1625-1712). En coordenadas Cartesianas, los 6valos
son la familia de curvas definidas por la ecuacion

(3.69) (2 —a®) +y*)((z +a®)* +y°) = b".

La lemniscata que hemos estado estudiando corresponde a a =b =1/ V2. En general, a < b
dibuja una especie de burbuja y a > b dibuja dos évalos, como en la siguiente imagen:

NN
AN

Sin conocer el trabajo de Cassini, en 1694 Jacob Bernoulli expres6 la ecuacién de la

lemniscata como
T+ Yy = a/rxr — yy.

El describié la curva como “la figura en forma de 8 acostada, también como una cinta
amarrada como nudo, o como una lemniscus, o como un nudo de un listén Frances”. Aqui,
“lemniscus” es una palabra en Latin (tomada del Griego) que se refiere al listén que llevaba
colgando la guirnalda que era portada por los ganadores de una competencia atlética.

Bernoulli fue llevado a esta curva por una ruta indirecta. En 1691 el encontré la integral
2 fol(l — Y7124t (esto debe parecer familiar) en su estudio de la curva eldstica. Para
representar esto geométricamente, el buscaba una curva definida por una ecuacién algebraica
cuya longitud de arco fuese igual a 2 fol(l — t9)7124dt. En 1694 el mostré que la lemniscata
tenia la longitud de arco que él deseaba, usando la descripcion polar de la lemniscata como
hicimos nosotros antes.

El uso de Bernoulli de las coordenadas polares para calcular la longitud de arco de la
lemniscata representa el primer uso de la longitud de arco con coordenadas polares. Es irénico
que los estudiantes de calculo estudien la lemniscata en una parte del curso y la longitud
de arco en coordenadas polares en otra, pero que nunca junten estas ideas, ain cuando la
integral que resulta no pueda ser evaluada por los métodos usuales del céalculo.

Nuestra discusién muestra que la lemniscata y su longitud de arco fueron bien conocidas
a principios del siglo dieciocho. Por esta razén el teorema de Abel sobre la divisién de
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la lemniscata en arcos de la misma longitud tiene relacién con un tépico de moda en la
comunidad matematica de esa época.

Aunque la relacién entre la longitud de arco y la lemniscata se remonta a Bernoulli, la
primera persona en realizar un progreso sustancial en esta drea fue el matematico italiano
Conde Giulio Carlo Fagnano (1682-1766). En 1718 el probé el caso o = 3 de la ley de adicién
de Euler (3.7), a saber

2v/1 — ot

dt cuando = ot
Q@

“ 1 71
2 [ = [
/0 V1—tt o V1—1tt
Usando éste y otros resultados, Fagnano fue capaz de dividir un arco de la lemniscata en
dos, tres, y cinco segmentos de la misma longitud con regla y compaés. Los resultado y los
métodos de Fagnano son discutidos en [1].

Los descubrimientos se tornaron interesantes cuando los trabajos de Fagnano fueron
enviados a la Academia de Berlin como parte de su solicitud a ser miembro. En Diciembre
de 1751 se le pidi6 a Euler que leyera estos escritos. En enero del siguiente ano da un dictamen
favorable y para 1753 Euler fue capaz de mostrar que la férmula de duplicaciéon de Fagnano
era un caso especial de (3.7). Mas importante, el también se dio cuenta de que v/1 — t* podia
ser reemplazada por 1/ P(t), donde P(t) puede ser cualquier polinomio separable de grado 4
con coeficientes reales. Esto prepard el camino para la teoria de las integrales elipticas, la
cual fue desarrollada en mayor proporcion por Lagrange y Legendre. Eventualmente estas
integrales fueron expresadas en su forma estandar

1
(3.70) /
1 —k2sen26

la cual después de la sustitucion ¢t = sen 6 se expresa como

(3.71)

1
/ V(I —=82)(1 - k2t2)dt

Llamaremos a k el médulo de la integral, nuestra integral [(1 — t*)~!/2dt corresponde al
moédulo k = 1.

La primera persona en considerar la funcién inversa de [(1 — ¢*)~%/2dt fue Gauss en
1797, pero su trabajo no fue publicado hasta después de su muerte en 1855. En el articulo de
Abel Recherches sur les fonctions elliptiques, él considera la funcién inversa de una integral
eliptica de la forma

1
(3.72) / VI =)+ thQ)dt

de tal manera que ¢ = e = 1 proporciona la funciéon lemniscatica que hemos estado
estudiando. Jacobi, por otra parte usé la integral (3.70) y expresé su funcién inversa como
0 = amu. Por esta razén senf = senamu es la funcién inversa de (3.71). Hoy en dia, se
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escribe senamu como sn(u, k) o simplemente sn(u) si tenemos definido el médulo. De esta
forma tenemos que la funcién lemniscética es p(u) = sn(u, 7).

Uno de los descubrimientos criticos de Gauss, Abel y Jacobi es que las funciones inversas
de integrales elipticas son funciones doblemente periédicas de una variable compleja. Mas de
la historia de las integrales elipticas puede encontrarse en [1] o en [11].

Abel denoté a la funcién inversa de la integral (3.72) como ¢(x) y entonces
definié f(z) = /(1 — 2p?(x)) y F(x) = /(1 + €2¢?(x)). Estas funciones estan relacionadas
via ¢'(x) = f(z)F(x). Abel proporcioné leyes de adicién para ¢(x), f(z), F(x) y férmulas
de multiplicacién para ¢(nz), f(nz), F(nz) en un espiritu similar al Teorema 3.2.5. El
también extendio estas funciones para nimeros complejos y determiné sus periodos, ceros y
polos.

Jacobi desarrollé una teoria similar basada en la integral (3.71). El definié las funciones
senamz,cosamz y Aamz, para las cuales su notacién se simplificé a sn(z), en(z), dn(x).
Su version de la teoria llegd a ser muy influyente, aunque eventualmente fue reemplazada por
la funcién @ introducida por Weierstrass en 1822. Un importante resultado de Weierstrass
es que toda funcién eliptica con los mismos periodos de p es una funcién racional de p(z)
y ¢'(2). Por lo tanto una vez que la latiz de periodos esta fija, bastara conocer a éstas dos
funciones elipticas para obtener todas las demés.

Gauss anticipé mucho del trabajo de Abel y Jacobi sobre funciones elipticas pero nunca
publicé sus resultados. Como el escribié en 1828,

Muy probablemente no prepararé todavia mi investigacién sobre funciones
trascendentales que he tenido por muchos anos —desde 1798- por que tengo
muchos otros temas que deben ser esclarecidos. El distinguido Abel me ha
anticipado y relevado de la carga con respecto a un tercio de estos temas,
particularmente desde que el realizé todos estos desarrollos en forma concisa
y con gran elegancia.

. Que llevé a Gauss y a Abel a trabajar sobre los niimeros complejos? Al parecer ellos
estuvieron inspirados en definir ¢(z) para z € C para representar todas las raices de los
n-polinomios de divisiéon de la lemniscata. Ademas para estos polinomios conocian que las
raices no pueden ser todas reales.

En adicion a la teoria general de las funciones elipticas, Abel también consideré la funcién
lemniscética ¢(z) que hemos estado estudiando. Sea m + pi € Z[i] impar, y definamos
x = ¢(0). Entonces Abel establecié la multiplicacién compleja por m + pi como “una que
cumple

o(m+pi)o =x-T,

donde T es una funcién racional de z*”. Como un ejemplo, el escribié la féormula para la
multiplicacion compleja por 2 4 ¢ como
2 — 228 + (1 — 62 + 2®) o 1=2i—2*

21 i)5 = — .
PRHI = T 20
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Esto esta muy relacionado con lo que hicimos en el Ejemplo 3.4.6.

Eisenstein también juega un papel importante en esta historia puesto que el fue el primero
en probar los Teoremas 3.4.5 y 3.4.9. Transcribiremos un fragmento de una carta que el
escribio a Gauss en 1847:

. o . . . _ U o
Si m = a+ ib es un entero complejo impar, p es su norma y y = 3 =
A0m+A1$5+---+A(p_1)/4$9

1+Blfl'4+---+B(p_1)/4:Bp

es la integral algebraica de la ecuacion

[avVi=g =m [ oI

he mostrado que para un nimero complejo primo de dos términos m los
coeficientes del numerador, excepto por el iltimo el cual es una unidad compleja,
y los coeficientes del denominador, excepto por el primero el cual es = 1, son
divisibles por m. Yo conjeturo que el teorema también es correcto, cuando m es
un numero primo de un solo término ...

Aqui, un primo complejo impar de “dos términos” es m = a + bi tal que p = a® + b?
es un primo en Z con p = 1 médd 4, y un primo complejo de “un término” es un primo en
Z tal que p = 3 mdd 4. En esta carta, Eisenstein puede probara la parte (a) del Teorema
3.4.9 solo en el caso de los “dos términos”, pero mas tarde él obtendra una prueba general.
También, si pensamos en ¢(z) como la funcién inversa de la integral eliptica [(1 —t4)~1/2dt,
entonces debe ser claro que la ecuacién mostrada en la carta de Eisenstein se refiere a la
férmula de multiplicacién para ¢(mz) en términos de p(z2).

La afirmacién mas clara del criterio de irreducibilidad de Eisenstein aparece en un articulo
que escrito en 1850, donde encontramos el siguiente teorema:

Si en un polinomio F(z) de s de grado arbitrario cuyo coeficiente del mayor
termino es = 1, y todos los siguientes coeficientes son enteros (reales o complejos),
en los cuales un cierto numero primo (real o resp. complejo) m aparece, y ademas
el ultimo coeficiente es = em, donde ¢ representa un nimero no divisible por m;
entonces es imposible llevar a F'(z) a la forma

(2" 4+ a4 ay) (@ b D),

donde py v >1, u+v =ael grado de F(z), y todas las a y b son enteros (reales
o resp. complejos); v le ecuacién F'(z) = 0 es por lo tanto irreducible.

La razén por la cual Eisenstein afirmé el teorema para Z y Z[i] es que probablemente el
primero descubri6 esto para Z[i] en sus estudios acerca de la multiplicacién compleja en la
lemniscata y entonces se dio cuenta de que esto también se aplica en Z.
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Apéndice de Algebra

A.1. Extensiones de campos y teoria de Galois

Definicién A.1.1. Un dominio integral R es un dominio de factorizacion inica o
(DFU), silas siguientes dos condiciones se cumplen:

(a) Cualquier elemento de R distinto del cero es o una unidad o un producto de irreducibles.

(b) Siry---ri, =815, donde ry, -+ 1,81, , 8 € R son irreducibles, entonces k =1,
y existe una permutacion o € Sy tal que para cada 1 < i < k existe una unidad a; € R*
tal que r; = a;Sq(i).-

Teorema A.1.2. Sea R un dominio de factorizacion unica, y sea R[x] el anillo de
polinomios en una variable x con coeficientes en R. Entonces R[x] también es un dominio
de factorizacion unica.

Definicién A.1.3. Dado un homomorfismo de campos inyectivo ¢ : F — L, decimos
que L es una una extension de campo de F wvia ¢. Usualmente se identifica a F con
su 1magen

p(F) ={¢la)|ac F} C L
y se escribe F C L.

Definicién A.1.4. Sea F C L una extension de campo.

(a) L es una extension finita de F si L es un espacio vectorial de dimensidn finita sobre
F.

(b) El grado de L sobre F, denotado por [L : F], esta definido de la siguiente manera:

dimg L si L es una extension finita de F,
00 de otra forma,

i ={

119
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Definicién A.1.5. Sea f € F|x] de grado n > 0. Entonces una extension F' C L es un
campo de descomposicion de [ sobre F si

(a) f=clx—a) - (x—an), dondece Fyo €L,y
(b) L=F(ai,...,on).

Definicién A.1.6. Sea F' C L wuna extension finita. El grupo de Galois de la
extension es Gal(L/F') es el conjunto

{0 : L — L|o es un automorfismo y o(a) = a para toda a € F'}
En otras palabras, Gal(L/F') consiste en todos los automorfismos de L que fijan a todos los

elementos de F'.

Definicién A.1.7. Sea f € F[z]. El grupo de Galois de f sobre F es Gal(L/F),
donde L es un campo de descomposicion de f sobre F.

Definicién A.1.8. Un polinomio f € F[z]| es separable si es no constante y sus raices
en un campo de descomposicion son todas simples

Definicién A.1.9. Una extension F' C L es llamada una extension de Galois si L
es el campo de descomposicion de un polinomio separable en F[z].

Definicién A.1.10. Sea L una extension de F', y sea o € L. Entonces o es un elemento
algebraico sobre F si existe un polinomio no constante f € F|x] tal que f(a) = 0. Si a no
es algebraico sobre F', entonces se dice que o es trascendente sobre F'.

Definicién A.1.11. Una extension de campo F C L es algebraica si cada elemento de
L es algebraico sobre F.

Definiciéon A.1.12. Una extension algebraica ' C L es mormal si cada polinomio
irreducible en Fx] que tiene una raiz en L se descompone completamente sobre L.

Definicién A.1.13. Un grupo finito G es soluble si existen subgrupos
{6}:GnCGn_1C"'CG1CG0:G

tales que para cada i =1,...,n se tiene que:

(a) G; es normal en G;_;.
(b) [Gi—1: Gy] es primo.
Definicién A.1.14. Una extension de campo F C L es radical si existen campos
F=FKCchc---CF,1CF,=1L
donde para cada i =1,...,n, existe v; € F; con F; = F;_1(v;) y " € F;_1, conm; > 0.

Notemos que si tomamos b; = ;" € F;,_y, entonces y; es una m;-esima raiz de b;. Esto
permitird escribir v; = "/b;, por lo cual F; = F;_; (mi bi) , b; € F,_1. FEsto muestra que
una extension radical se obtiene adjuntando radicales sucesivamente.
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Definicién A.1.15. Una extension de campo F C L es soluble (o soluble por
radicales) si existe una extension de campo L C M tal que F C M es radical.

Teorema A.1.16. Todo grupo Abeliano finito G es soluble.

Teorema A.1.17. Sea F' C L una extension de Galois. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) F C L es una extension soluble.
(b) Gal(L/F) es un grupo soluble.

Definicién A.1.18. Sea f € F[x] no constante con campo de descomposicion F' C L.

(a) Una raiz o € L de [ es expresable por radicales sobre I si o se encuentra en
alguna extension radical de F.

(b) El polinomio f es soluble por radicales sobre F' si F' C L es una extension soluble.

Definicién A.1.19. Sea F' C L un extension finita con grupo de Galois Gal(L/F'). Dado
un subgrupo H C Gal(L/F), llamaremos al campo

Ly ={a€L|o(a)=a para toda o € H}

el campo fijo de H. Donde F' C Ly C L son subcampos.

Lema A.1.20. St F C L y L C M son extensiones radicales, entonces F' C M también
es extension radical.

Teorema A.1.21. Si H es un subgrupo de un grupo finito G, entonces |H| divide a |G]|.

Teorema A.1.22. Sea F' C L una extension finita. Entonces:

(a) |Gal(L/F)| divide a [L : F].
(b) F C L es una extension de Galois si y solo si | Gal(L/F)| = [L : F].

Teorema A.1.23. Sea ' C L es una extension finita. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) L es el campo de descomposicion de un polinomio separable en F|x].
(b) Laa/r = F.
(¢c) F C L es una extension normal y separable.

Proposicion A.1.24. Suponiendo que F' C L es una extension de Galois y si tenemos
un campo intermedio F C K C L. Entonces K C L es una extension de Galois.
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Teorema A.1.25. Sea F' C L una extension de Galois.

(a) Para un campo intermedio F' C K C L, su grupo de Galois Gal(L/K) C Gal(L/F)
tiene campo fijo
Lear/x) = K.
Ademds, |Gal(L/K)| =[L: K] y [Gal(L/F) : Gal(L/K)] = [K, F].
(b) Para un subgrupo H C Gal(L, F'), su campo fijo F' C Ly C L tiene grupo de Galois
Gal(L/Ly) = H.

Ademds, L : L) = |H| y [Ly : F] = [Gal(L/F) : H].

Las demostraciones de estas afirmaciones pueden encontrarse en [3] y [4].

A.2. Numeros construibles

Para definir las construcciones con regla y compas, sean «, § y v puntos en un plano.
Entonces, una regla es un instrumento que nos permite construir la recta que pasa por dos
puntos dados y un compds es un instrumento que nos permite construir una circunferencia
con centro en un punto dado y que a su vez pase por otro punto dado (equivalentemente nos
permite construir una circunferencia con un punto dado y un radio dado). De esta manera
tenemos nuestras primeras construcciones:

C1. De a # 3, podemos dibujar una recta ¢ que vaya de « a 3.
C2. De a # 3y v, podemos dibujar una circunferencia C con centro en v cuyo radio sea la

distancia de a a (3.

Finalmente, los puntos que utilizaremos para nuestras construcciones seran las intersecciones
de las figuras construidas de las dos formas descritas antes.

P1. El punto de interseccién de distintas rectas f; y f5 construidas como antes.

P2. Los puntos de interseccion de una recta ¢ y una circunferencia C construidas como
antes.

P3. Los puntos de interseccién de circunferencias distintas C; y Cy construidas como antes.

Por lo tanto, con estas construcciones podemos ahora definir que es un nimero construible.

Definicién A.2.1. Un numero complejo o es construible si existe una sucesion finita
de construcciones con regla y compds utilizando C1, C2, P1, P2, P3 que comience con 0
y 1 y termine con a.
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Teorema A.2.2. El conjunto de C = {o € Cla es un numero construible} es un
subcampo de C. Ademds:

(a) Sea o =a+1ib € C, donde a, b € R. Entonces a € C si y solo sia, b e C.
(b) a€C siy sdlo si/aeC.

Teorema A.2.3. Sea o un numero complejo. Entonces o es un numero construible si y
solo si existen subcampos

Q:F()CFlC"'CFn_lCFnCC
tales que a € I, y [F; : Fiq] =2 para 1 <i<n

Corolario A.2.4. Si o € C, entonces [Q(«), Q] = 2™ para alguna m > 0. Por lo tanto
todo numero construible es algebraico sobre Q, y el grado de su polinomio minimo sobre Q
es una potencia del 2.

Teorema A.2.5. Sea o € C algebraico sobre Q, y se a Q C L el campo de
descomposicion del polinomio minimo de a sobre Q. Entonces a es construible si y solo
si [L: Q] es una potencia del 2.

Las demostraciones de estas afirmaciones las podemos encontrar en el capitulo 10 de [3].

A.3. Construccion de poligonos regulares

Debido a la estrecha relacién existente entre la divisién de la lemniscata y la divisién de
la circunferencia, en este apartado estudiaremos este tltimo caso detenidamente. Primero
en A.3.1 considerando una ecuacion mas simple para la division de la circunferencia,
mostraremos como resolver en raices cuadradas la ecuacién z'7 — 1 = 0 por un método mas
o menos elemental, a pesar de que este método no puede ser generalizado para la ecuacion
de la divisién de la lemniscata. Después, en la seccién A.3.2 discutiremos como el estudio de
la solubilidad de la ecuacion ™ — 1 = 0 en raices cuadradas puede ser generalizado para la
ecuacion de la division de la lemniscata.

A.3.1. Construcciéon de un 17-agono regular.
Una aproximacion elemental

Las raices de la ecuacion 2™ — 1 = 0 son los vértices de un n-dgono regular. De hecho,
si € = exp(2mi/n), entonces €,¢%,...,e" = 1 son raices de esta ecuacién. Dividiendo el
polinomio 2" — 1 por x — 1 obtenemos el polinomio "' +2" 24 ... 4+ 2+ 1. De esta manera
si la ecuacion

(A1) g P+ 1=0



124 APENDICE A. APENDICE DE ALGEBRA

se puede resolver en raices cuadradas, entonces es posible construir un n-agono regular con
regla y compas.

Para n = 3 no hay problema, ya que sin duda, la cuadratica 22 + x + 1 = 0 se puede
resolver en raices cuadradas. Para n = 5 la ecuacién (A.1) también es facil de resolver. De
hecho, la substituciéon u = x + 27! transforma tal ecuacién en u? +u — 1 = 0.

Para n = 17 no es tan facil resolver la ecuacién (A.1) en raices cuadradas. Para hacer
esto, Gauss usé una particién especial de los ntimeros e,e2,e3,...,e'% en grupos, donde
e = exp(2mi/17). Para obtener dicha divisién, enumeraremos los niimeros dados de tal forma
que para [ fijo la raiz €;,; se obtiene de ¢; de la misma forma, a saber, elevandolas a una
potencia fija: ex; = ()%

ELEL = Ek+l-
Dicha enumeracién se puede obtener definiendo ¢, = 9" donde los residuos de los nimeros
1,9,9%, ...,g" después de dividirlos por 17 toman todos los valores de 1 a 16. Es facil ver

que g = 3 posee tal propiedad. Para g = 3 los nimeros g, ...,15 y sus respectivos valores
son escritos uno bajo el otro en la siguiente tabla:

e 53 69 510 513 65 615 511 516 514 58 67 54 512 52 86

€0 €1 €2 €3 &4 &5 € &7 E8 €9 €10 €11 €12 €13 €14 €15

Sea x1 la suma de los nimeros € con indice par, y x5 la suma de los nimeros g5 con
indice impar, es decir,
2 = e+l 4P+ 40+ 84t + &2
By = 34 el0 Pyt My Ty 12 6
La suma de todas las raices de la ecuacién z'7 — 1 = 0 (incluida la raiz z = 1) es igual a

cero, de ahi que, 1 + 9 = —1. Calculos simples muestran que x;z5 = —4. De hecho, si
a = 27/17, entonces e = cos ka + i sen ka, por esta razén,

e+el®=2cosa, %4 % =2cos8a,
el3 4 e* =2cosda, & +e? =2cos20,

es decir,
x1 = 2(cos a + cos 8av + cos da + cos 2av).

De forma anéloga,
Ty = 2(cos 3a + cos Ta + cos ba + cos 6av).

Usando la formula
2 cos paccos qae = cos(p + q)a + cos(p — q)a

obtenemos

129 = 8(cos o + cos 2a + cos 3+ - - - + cos 8a) = 4(xq + x) = —4.
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Asi que, podemos encontrar x; y xo de la ecuacion cuadratica
(A.2) 2 —x—4=0.

Ya que
T
cos « + cos 2a > 20081 = \/§> — Cos 8«

y cosda > 0, se sigue que z; > 0. Por esto, zo = —=+ < 0, es decir, z; es la raiz positiva de
x1
la ecuacién (A.2) y x5 es la raiz negativa.

Denotando a y1,¥s,y2 y ¥4 como la suma de los nimeros ¢, con indices tales que su
residuo modulo 4 sea igual a 0,2,1 y 3, respectivamente, tenemos que

vy = e+eB4+e®+et = 2(cosa+ cosda),

yo = 24+ +e¥+e? = 2(cos8a + cos2a),
ys = e+ +et+e?2 = 2(cos3a+ cosba),
ys = e+l +e"+e% = 2(cosTa+ cosba).

Es claro que y; + y2 = 21 ¥ y1 > Y2, poOr que cosa > cos 2« y cosda > cos 8a. Ademas,
y1y2 = 4(cos a + cos da)(cos 8a + cos 2a) = 2(cosa + - - - + cos 8a) = —1.

Por lo tanto, 1, v 3, satisfacen la ecuacién y? — z;y — 1 = 0. Es fécil verificar que y3 y ya
satisfacen la ecuacién y? — oy — 1 = 0; ademas, y3 > y4.

Finalmente, consideremos z; = € + !0 = 2cosa y 2o = e + ¢* = 2cos4a, es decir,
la suma de los numeros €5 con indices tales que su residuo modulo 8 sea igual a 0 y 4,
respectivamente. Entonces 21 > 20,21 + 20 =191 ¥

2129 = 4 cos acos 4o = 2(cos ba + cos 3a) = ys3.

Por lo tanto, z; es la rafz mas grande de la ecuacién 22 — 3,2 + y3 = 0. Por esta razén, la
longitud del segmento z; = 2 cos(27/17) puede ser construido con regla y compés. Ahora es
claro como construir un 17-agono regular.
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Para finalizar esta secciéon mostraremos un construccion simplificada del poligono regular
de 17 lados preparada por H. W. Richmond en 1983. En la pagina siguiente se mostrara la
ilustracién paso a paso de la construccion.

La construccién procede de la siguiente manera:

(1)

(2)

(3)

(4)
(5)
(6)

Se traza una circunferencia de centro O y radio OF, de longitud arbitraria. Se traza la
recta OB, perpendicular a OF,. Se determina un punto .J a la cuarta parte del recorrido
OB. Se halla el punto E tal que el angulo OJFE sea una cuarta parte del angulo OJF,
(lo cual puede hacerse mediante doble biseccién de este dngulo). Se determina un punto
F tal que el angulo F'JFE mida 45 grados (lo cual puede obtenerse por biseccién de un
angulo recto).

Se construye una circunferencia de diametro F'Fy. Esta circunferencia corta a OB en
el punto K.

Se traza otra circunferencia de centro F y radio EK. Esta circunferencia define los
puntos N5 y Nj.

Se trazan las rectas N3P3 y N5Ps, perpendiculares a OF,.
Se traza la bisectriz del arco P;Ps, a fin de obtener el punto P;.

Se lleva sucesivamente la cuerda PyP; sobre la circunferencia, a partir de F.
Finalmente, los puntos obtenidos se unen por segmentos rectilineos para formar el
poligono deseado.
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A.3.2. Construccion de poligonos regulares.
Elementos de la teoria de Galois

En la seccién anterior mostramos como resolver en raices cuadradas la ecuacién 27 —1 =
0. Ahora probaremos que para todos los numeros de la forma 2"p; - - - pi, donde los p; son
primos de Fermat distintos, la ecuacion z™ — 1 = 0 también se puede resolver en raices
cuadradas. Nuestra exposicion sera de tal forma que un buen manejo de esta, pueda ser
utilizada en el caso de la lemniscata casi sin cambios.

Asignando a cada nimero real ¢ el punto con coordenadas (cost,sen t), obtendremos una
parametrizacion de la circunferencia unitaria C' mediante nimeros reales. Como resultado,
C' resultard un grupo abeliano con elemento unitario (1,0) con pardmetro real t.

Ya que
cos(t + s) = costcoss —sentsens y sen(t+ s)=sentcoss+ costsens,

La ley de adicion de puntos en la circunferencia puede ser expresada de la siguiente manera:
(a,b) + (¢,d) = (ac — bd,ad + bc) = (f(a,b,c,d), g(a,b,c,d)).
Es facil verificar que
2(z,y) = (z,y) + (z,y) = (2% — y*, 2y)

y que
3(z,y) = (2° — 3ay?, 32y — o).
De forma anéloga,
n(x, y) = (fn(xv y)7 gn(x7 y)>7

donde f,, y g, son polinomios con coeficientes enteros. Ahora, usando la relacion de Moivre:
cosny + isenng = (cos @ + isen )" tenemos que

(A3) ey = CEEEZOE ) -

(z +1iy)" — (v —iy)"
2 ‘

Sea C,, el conjunto de puntos (z,y) € C tal que n(x,y) = (1,0), es decir, fu(z,y) =1y
gn(z,y) = 0. Estos puntos pueden servir como vértices de un n-adgono regular. Es claro que
C,, es un subgrupo de C isomorfo a Z/nZ, el grupo aditivo de residuos modulo n.

Sobre C, ademaés de los puntos de C,, existen otras soluciones del sistema

Encontremos estas soluciones. Usando las férmulas (A.3) podemos pasar a un sistema de
ecuaciones equivalentes

(r+iy)" =1, (z—iy)"=1.



A.3. CONSTRUCCION DE POLIGONOS REGULARES 129

Por lo tanto, = + iy = e? y x — iy = ¢ para € = exp(2mi/n). En particular 2> + y* = Pe?;
de ahf que, la igualdad 2% +y? = 1 se cumple si y sélo si e? = £7%. Por esta razén, C,, puede
ser caracterizado como el conjunto de todas las soluciones del sistema de ecuaciones

(A4) falzy) =1, gu(z,y) =0, 2°+y°=1

Consideremos el campo K, generado sobre Q por las coordenadas Cartesianas de todos
los puntos de C,,. Por ejemplo, C3 consiste en los puntos (1,0) y (—%, j:*/Tg); y, por lo tanto,

K3 = Q(v/3); Cy consiste en los puntos (£1,0) y (0,41); de ahi que, Ky = Q.

Sea o un automorfismo de K, que sea la identidad sobre Q. Puesto que los coeficientes
de los polinomios f,, y g, son enteros, ¢ manda cualquier solucién del sistema (A.4) en otra
solucion del sistema, es decir, o determina una permutacién de los puntos de C,,. Cualquier
automorfismo o de estos puede ser recuperado de forma unica de esta permutacion por que
las coordenadas de los puntos de C,, generan el campo K,,. También es claro que

o((a,b) + (¢,d)) = o(ac — bd, ad + bc) = o(a,b) + o(c, d),

es decir, esta no es una permutacién arbitraria de los puntos de C,, que corresponde a ¢ sino
induce un automorfismo del grupo Z/nZ. Por lo tanto, el grupo G,, de automorfismos de K,
sobre Q es isomorfo a un subgrupo del grupo Aut(Z/nZ).

La idea de la parte restante de la demostracion es la siguiente. Primero, deberemos
mostrar que si n = 2% - - - pg, donde los p; son primos de Fermat distintos, entonces el
grupo Aut(Z/nZ) es una potencia de 2. En particular, el orden de G, también serd una
potencia de 2.

Después, deberemos probar que si el orden de un grupo G es igual a 2¥, entonces existe
una sucesion de subgrupos

G=G">G > --->G" ={e}

de manera que G* es un subgrupo de G*~! de indice 2 para i =1,..., k.

Finalmente, usando esta sucesién de subgrupos construiremos una sucesion de exten-
siones cuadraticas de campo comenzando con Q y terminando con K, (en particular, las
coordenadas de los puntos C), son irracionales cuadréticos), es decir, pueden ser construidos
usando una sucesion de raices cuadradas.

Lema A.3.1. EIl orden del grupo Aut(Z/nZ) es igual a una potencia de 2 si y solo si
n = 2% ---p, donde los p; son primos de Fermat distintos.

Demostracion. Como se sabe, todos los automorfismos del grupo aditivo Z/nZ son de la
forma x — mx, donde m es un entero que es primo relativo a n. Por lo tanto, el orden
de Aut(Z/nZ) es igual a ¢(n), donde ¢(n) es el nimero de enteros positivos menores a
n y que son primos relativos con n. Si los niimeros p y ¢ son primos relativos, entonces
©(pq) = p(p)p(q). En efecto, sean 0 < a <p—1y 0 <b < q— 1. Entonces los residuos de
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la division entre n de los n = pg niumeros de la forma aq + bp, forman un sistema completo
de residuos modulo n.

Para probar esto, es suficiente observar que a1q + b1p = asq + bap (méd pq), si y sélo si
(a1 — az)qg = (by — by)p (méd pq), es decir, a; = az (mdd p) y by = by (m6d q). También es
claro que los nimeros aq + bp y pg son primos relativos si y solo si a y p y también by ¢ son
primos relativos.

Si n = p*, donde p es un primo, entonces ¢(n) = p*~1(p — 1). En efecto, de los ntimeros
que no exceden a n solo los nimeros p,2p,...,p" 'p tienen un comun divisor con n. El
nimero total de dichos ntimeros es p*~!.

Sean = pi' ... pfm . Entonces ¢(n) es el producto de los niimeros pfi_l(pi —1). El nimero
p~1(p — 1) puede ser una potencia de 2 solamente en los siguientes dos casos:

a) p=2y k es un entero positivo arbitrario;

b) p—1=2¢yk=1.

En el segundo caso el niimero ¢ no puede tener divisores impares. De hecho, si d es un
divisor impar de ¢, entonces 2+ 1 = (2%)¢ + 1 es divisible entre 2% + 1. Por lo tanto, p es un
primo de la forma 22 4 1, es decir, un primo de Fermat. ]

Lema A.3.2. Si el orden de un grupo G es igual a 2%, entonces existe una sucesion de
subgrupos

G=G">G > --->G" ={e}
tal que G' es un subgrupo de G*~' de indice 2 parai=1,... k.

Demostracion. Apliquemos induccién sobre k. Para k = 1 la afirmaciéon es obvia.
Supongamos que la afirmacién es verdadera para todos los grupos de orden 2¢~!. Para cada
elemento x € GG consideremos la clase de elementos conjugados a este, es decir, el conjunto
[grg'] de elementos de la form gzg~!, donde g € G. Cualesquiera dos de estas clases o
coinciden o son disjuntas, es decir, G esta dividido en la union de clase que no se intersecan
de elementos conjugados. La igualdad g17g; ' = ¢goxg; ' es equivalente a la igualdad xh = hz,
donde h = g, *g;. Consideremos el subgrupo

G, ={h € G| zh = hz}.

Los elementos gizg; ' v gazg, ' son iguales si y sélo si g € goG,. Por lo tanto, el nimero de
elementos en la clase [grg~'] es igual al indice del subgrupo G, en G; de ahi que este sea de
la forma 2°.

La clase [grg~!] contiene exactamente un elemento sélo si r conmuta con todos los
elementos de G, es decir, z es un elemento del centro de G. Supongamos que el centro de G
consiste solamente del elemento unitario. Entonces la suma de cardinalidades de todas las
clases conjugadas es igual a 1 + 2% + ... 4+ 2% donde s; > 1. Por esta razén, esta suma es
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un nimero impar. Por otra parte, esta suma es igual al orden de G, es decir, es igual a 2%.
Esta contradiccion implica que el centro de G tiene un elemento a # e.

El elemento a genera un subgrupo ciclico de orden 2". Consideremos el elemento b = a™,
donde m = 2"71. El elemento b genera un subgrupo H de orden 2 que pertenece al centro
de G; en particular, H es un subgrupo normal. Por la hipdtesis de induccion para el grupo
F = G/H de orden 2F71 existe una sucesién

F=F'>F'>...0F" 1 ={e}

donde F' es un subgrupo de F*~! de indice 2 para i = 1,...,k — 1. Para obtener la sucesién
de subgrupos requerida, definamos G* = ey G = FP UbF parai=0,...,k— 1. [

Sea n = 2%y - - - P, donde p; son primos de Fermat distintos. Entonces el grupo G,, de
automorfismo del campo K, sobre QQ tiene una sucesion de subgrupos

G,=G"D>G" D---2>G"={e},

donde G' es un subgrupo de G*~! de indice 2 para i = 1,...,k. Para el subgrupo G*
asignaremos el conjunto L que consista de los elementos de K, que estén fijos bajo la accién
de todos los automorfismos en G*. Como la suma, resta, producto y cociente de elementos
de L' pertenece a L', se sigue que L' es un campo. Es claro que L* = K,, y que L! D Li™1.

Podemos mostrar que L° = Q, es decir, para cualquier z € K,,/Q existe un automorfismo
del campo K,, sobre Q que mueve x. En general, no toda extensién de QQ posee tal propiedad.
Por ejemplo, el campo

{p+qV2+rV4|pqreq}

no tiene automorfismos distintos de la identidad. En efecto, el elemento /2 solo puede
obtenerse como raiz de la ecuacién 23 — 2 = 0, pero sélo una raiz de esta ecuacién pertenece
al campo considerado.

La razoén por la cual L° = Q serd dada un poco mas tarde. Por el momento asumamos
esto sin una demostracion.

Todo automorfismo en G* preserva los elementos de L¢. Ademds, G'~! = G*UcG?, donde
o € G ! De ahi que, 02 € G* por que o2 no puede pertenecer a oG*. Por lo tanto, el
automorfismo o de K, es tal que si € L?, entonces o?x = x. Por otra parte, ox = x si
y sélo si o € Li~!. Cualquier elemento x € L’ puede ser representado como la suma de los
elementos z; = %(ZL‘ +ox)y x9 = %(x — ox), donde ox; = x1 y oxy = —x9. Por lo tanto,
rneEL'CLliyay=0—x € L.

Supongamos que L' # L' Sean a € L'\ L'"! y a = oa — a. Entonces, ca = —a,
donde a # 0. Ademds, o(axs) = (—a)(—z2) = axs, es decir, axy € L't y 2y € a L1,
Por lo tanto, L' = L'~ +a ' L=, De ahi que, si € L, entonces los elementos 1, z, 22 son
linealmente dependientes sobre Li~!: por lo tanto, 22 4+ px + ¢ = 0, donde p,q € Li~!. De
esto se sigue que cualquier elemento de K, es un irracional cuadratico sobre L°.
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Ahora probemos que LY = Q. Primero, observemos que K, es una extensién algebraica
de Q, es decir, las coordenadas de los puntos de C,, son nimeros algebraicos. De hecho, las
soluciones del sistema de ecuaciones

fn(x,y) =1, gn(SU,y) =0

son algebraicas; para probar esto, es suficiente considerar f,(z,y) — 1 y gn(z,y) como
polinomios de y y examinar sus resultantes.

Sea Q el conjunto de todos los niimeros algebraicos (sobre Q). Es facil verificar que
Q es un campo. De hecho, sea «,3 € Q. Entonces a? = ag + a1 + -+ + a, 10”7ty
B1=0by+ b1+ 4,187, donde a;,b; € Q y aghy # 0. Por lo tanto, cualquier elemento
de un anillo generado sobre Q por elementos a y [ puede ser representado en la forma
de una combinacién lineal con coeficientes racionales de elementos o3/, donde 0 < i < p
y 0 < j < ¢. En particular, cada uno de los elementos 1, + 3,..., (a 4+ 3)P? puede ser
representado como una combinacién lineal de los pg elementos indicados; por esta razon,
estos elementos son linealmente dependientes sobre Q, es decir, o + 3 € Q.

1

De manera similar se demuestra que a8 € Q. Ademéds, apa™ = o' —a;—---—a, 107

de ahif que, a~ ! € Q.

Cualquier automorfismo 7 del campo Q sobre Q manda kK, en si mismo. De hecho, el
campo K, esta generado por coordenadas de puntos de C), y C,, coincide con el conjunto de
todas las soluciones (sobre Q) del sistema de ecuaciones

fn(xvy) = 17 gn(xay) = 07 'TQ + y2 = ]-

La igualdad L° = Q significa que
sia € K, \ Q, entonces existe un automorfismo o : K, — K, para el cual o(a) # a.

Para probar esto, es suficiente exhibir un automorfismo 7 : Q — Q para el cual 7(a) # a.

Teorema A.3.3. Sean a y b dos raices de un polinomio irreducible sobre Q. Entonces
existe un automorfismo 7 : Q — Q tal que 7(a) = 0.

Demostracion. Sean K un campo, « una raiz de un polinomio irreducible P sobre K, y
K(a) el campo generado por « sobre K. Entonces un isomorfismo arbitrario f : K — K’
puede ser extendido a un isomorfismo g : K(a) — K’(3), donde 3 es una raiz del polinomio
f(P). En efecto, el campo K («) consiste en los elementos de la forma Y k;a?, donde j > 0
v k; € K. Definamos g(> k;ja?) =Y f(k;)3. Esta funcién queda bien definida por que la
igualdad Y~ k;ja? = 0 es equivalente al hecho de que el polinomio F' = Y k;z’ es divisible
entre P.

Primero, con lo anterior, construyamos un isomorfismo 7 : Q(a) — Q(b). Entonces
seleccionando un elemento t; € Q \ Q(a). Este elemento es una raiz de un polinomio
irreducible P, sobre Q(a). Sea t, una raiz del polinomio 7 (F2).
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Después, nuevamente por lo descrito en el primer parrafo podemos construir un
isomorfismo 7, : Q(a,ts) — Q(b,t,). Seleccionando un elemento t3 € Q \ Q(a,ty) y
construyendo un isomorfismo 73 : Q(a, t2,t3) — Q(b, t), t}), etcetera. Puesto que la dimensién
de Q sobre Q es numerable, podemos construir una base {1,e; = a,&y,¢3,...} de Q sobre

Q. Los elementos to,t3,... pueden escogerse tal que el campo Q(a,ts,...,t;) contenga al
subespacio generado por los elementos 1,¢q, ..., k.

Como resultado, obtenemos un monomorfismo 7 : Q — Q tal que 7(a) = b. Falta
verificar que 7 es un epimorfismo. Sea v; € Q una rafz de un polinomio irreducible R sobre
Q y sean 71, ... ,7, todas las raices de este polinomio. Entonces 7(7;) € {7, ..., v}, donde
todos los ntimeros 7(71),...,7(7,) son distintos. Por esta razén, los conjuntos {v1,...,v.}
v {7(m),...,7(7n)} coinciden. En particular, 7y = 7(v;) para alguna j. O

Es posible generalizar significativamente el Teorema A.3.3. Primero observemos que Q es
cerrado algebraicamente. De hecho, sea x( una raiz del polinomio a+(Gz+- - -+wz™ = 0, donde
a,f,...,w € Q. Consideremos un polinomio R irreducible sobre Q y con una raiz . Sean
aq,...,q, todas las raices de R. Entonces todo polinomio simétrico elemental de oy, ..., ay
puede ser expresado en términos de los coeficientes de R y, por lo tanto, son racionales. De
forma similar definamos 3i,...,08,;...;w1,...,w, y considerando el polinomio

P(x) = H (a; + Bjz + -+ -+ wia™).

ivjv"vk

Este polinomio es distinto de cero y todos sus coeficientes pueden ser expresados en términos
de los polinomios simétricos elementales os(cu, ..., qp), ..., 0¢(wi,...,w.); de ahi que, sus
coeficientes sean racionales. Como P(zq) = 0, se sigue que zy € Q.

En el caso general la siguiente proposiciéon se cumple para los automorfismos de un campo
algebraicamente cerrado €2 sobre su subcampo K.

Teorema A.3.4. Si los elementos x,y € ) son trascendentes sobre K, entonces existe
un automorfismo de w sobre K que manda a x en y. Si los elementos x,y € ) son raices
de un mismo polinomio irreducible sobre K, entonces existe un automorfismo de 2 sobre K
que manda a x en y.

Nosotros no probaremos este teorema para campos arbitrarios, pero si para el caso mas
interesante —los automorfismos de C sobre Q— pero atin mas no probaremos solamente este
teorema, sino muchas de sus generalizaciones. Por ejemplo, probaremos que la cardinalidad
del conjunto de automorfismos de C coincide con la cardinalidad del conjunto de todos los
mapeos de C — C (es decir, esta cardinalidad es més grande que la cardinalidad de C).

Primero, observemos que un isomorfismo de campos ¢ : F' — G puede ser extendido a
un isomorfismo ¢ : F(a) — G(f) si y solo si las siguientes condiciones se cumplen:

1. Si un elemento « es algebraico sobre F' y P es un polinomio irreducible sobre F' con
un raiz «, entonces [ es una raiz del polinomio p(P);
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2. Si « es trascendente sobre F', entonces 3 es trascendente sobre G.

Para nuestros argumentos necesitaremos el lema de Zorn. El punto es que hacer pruebas
por induccién solo es aplicable a conjuntos numerables mientras que la dimension de C sobre
@ no es numerable. Por lo tanto, para trabajar con automorfismos de C sobre QQ necesitaremos
otra técnica y el lema de Zorn es suficientemente conveniente para este propdsito.

Antes de formular el lema de Zorn, daremos algunas definiciones. Sea g un conjunto.
Denotemos por 29 el conjunto de todos los subconjuntos de ¢g. Un conjunto A C 29 es
llamada una cadena si para cualquier par de sus elementos a,b € A tenemos que a C b o
que b C a (recordemos que a y b son subconjuntos de un mismos conjunto ¢). Un conjunto
B C 29 es llamado Zorn cerrado si para cualquier cadena A C B el conjunto B también
contiene la union de todos los elementos de A. Un elemento m € B es llamado maximal
si el conjunto m C g no esta contenido en cualquier otro subconjunto a C g el cual es un
elemento de B (es decir, a € B).

Lema de Zorn. Cualquier conjunto B C 29 que sea Zorn cerrado y distinto del vacio
contiene al menos un elemento maximal m.

Con la ayuda del lema de Zorn podemos extender cualquier automorfismo ¢ de un
subcampo de C a un automorfismo de todo el campo C. Para esto, tenemos que aplicar el
lema de Zorn a la familia de automorfismos que extiende . Pero aqui hay una dificultad.
Puede pasar que una extensién de un automorfismo del campo F' al campo F” que contenga
a F' no deje I’ invariante, tal extension del automorfismo no resultard un automorfismo de

F’ sino un isomorfismo de F’ con algin otro campo. Por ejemplo, el automorfismo del campo
Q(ﬁ) dado por la férmula a + bv/2 — a — by/2. Su extensién a Q({‘/ﬁ) es como sigue:

a+bV2+ V2 +dV8 — a+ibV2 — cv/2 —idV3.
Este mapeo es un isomorfismo de Q(v/2) a Q(iv/2) pero no un automorfismo de Q(v/2).

Para superar esta dificultad primero probemos la siguiente proposicion.

Teorema A.3.5. Cualquier isomorfismo de campos ¢ : F' — G puede ser extendida a
un isomorfismo de cerraduras algebraicas F — G.

Demostracion. Consideremos todas las posibles extensiones del isomorfismo ¢ a un
isomorfismo ¢, : F, — G,, donde F, C F'y, por lo tanto, G, C G. Mostremos que el
conjunto

S = {los subconjuntos de F' x G de la forma {(a, ¢4(a))|a € F,}}

es Zorn cerrado. Considerando una cadena arbitraria en S. Por la definicion de una cadena,
para cualesquiera dos de sus elementos los isomorfismos correspondientes ¢, y @3 son tales
que uno de estos isomorfismos es una extension del otro. Esto significa que para la unién de
todos los elementos de la cadena corresponde un isomorfismo, es decir, su uniéon pertenece
al conjunto considerado.
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Por el lema de Zorn el conjunto S tiene un elemento maximal. A este elemento le
corresponde un isomorfismo ¢ : F' — G, entonces debemos probar que F' = F y que
G’ = G. Supongamos que un elemento a € F no pertenece a F’. Pero a es algebraico sobre
F'y G es cerrado algebraicamente. Por lo tanto, G contiene un elemento b que es la raiz de
la imagen (bajo 1) del polinomio minimal de a sobre F”. Por esta razén, es posible extender
este isomorfismo ¢ : F' — G’ a un isomorfismo F'(a) — G'(b), pero este contradice la

maximalidad del elemento correspondiente a .

Por lo tanto, F’ = F. Falta probar que G’ = G. El campo G’ es isomorfo a F; de ahi que,
G’ es en si mismo cerrado algebraicamente. En adiciéon, G’ contienes a (. Por lo tanto,
G' =G. O

Ahora podemos probar el teorema sobre extensiones de automorfismos de subcampos de

C.

Teorema A.3.6. Cualquier automorfismo ¢ de un subcampo de C puede extenderse a
un automorfismo de C.

Demostracion. Consideremos todas las posibles extensiones del automorfismo dado ¢ : F' —
F' al automorfismo ¢, : F, — F,, donde F, C C. Como en la demostracién del Teorema
A.3.5, vemos que el conjunto consistente de conjuntos de la forma {(a,ps(a))|a € F,}
tiene un elemento maximal. A este elemento le corresponde un automorfismo ¢’ : F/ — F".
Debemos probar que F’' = C.

Supongamos que un nimero complejo a no pertenece a F’. Si a es algebraico sobre F’,
entonces por el Teorema A.3.5 existe una extensién de ¢’ a un automorfismo de la cerradura
algebraica de F' y esta cerradura es estrictamente mayor que F’. Si a es trascendental sobre
F’, entonces existe una extension de ¢’ a un isomorfismo F'(a) — F’(a) que manda a en
a. En ambos casos obtenemos una contradiccién con la maximalidad de F’. Por lo tanto,
F'=C. O

Observemos que no siempre es posible extender un isomorfismo de dos subcampos de C
a un automorfismo en C. Por ejemplo, existe un isomorfismo C — F C C, donde F' # C. Tal
isomorfismo es construido de la siguiente manera. Sea aj, as, ... un conjunto numerable de
numeros complejos algebraicamente independientes sobre Q. El mapeo a; +— a;,1 determina
un isomorfismo

Q(al,ag, .. ) — Q(ag,ag, .. ) - @(al,ag, .. )

Considerando todas las posibles extensiones de este isomorfismo al isomorfismo 6, : F, —
Go(F,, G, C C) tal que a; es trascendental sobre G,

Por el lema de Zorn el conjunto {F,} tiene un elemento maximal el cual, como es fécil
mostrar, coincide con C. Por lo tanto, obtenemos un isomorfismo C — F C C, donde el
campo F no contiene a a; y, por lo tanto, F' # C.

La demostracion del Teorema A.3.4 para el caso de automorfismos de C sobre QQ ya no es
un problema. De hecho, si los nimeros complejos x y y son trascendentes, podemos considerar
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un automorfismo del campo Q(z,y) que intercambie x con y. Por el Teorema A.3.6 es posible
extender este isomorfismo a un automorfismo del campo C. Si x y y son raices del mismo
polinomio irreducible sobre Q, entonces existe un isomorfismo de campos Q(z) — Q(y) que
manda x en y. Por el teorema A.3.5 este isomorfismo puede extenderse a un isomorfismo de
las cerraduras algebraicas de Q(z) y Q(y). Pero las cerraduras algebraicas de estos campos
coinciden y, por lo tanto, obtenemos no solo un isomorfismo, sino un automorfismo. Este
automorfismo puede extenderse a un automorfismo de C.

Ahora es claro que la cardinalidad del conjunto de automorfismos de C no es menor
que la cardinalidad del continuo. Resulta que la cardinalidad del conjunto de todos los
automorfismos de C es, de hecho, mayor que la cardinalidad del continuo.

Teorema A.3.7. La cardinalidad del conjunto de todos los automorfismos de C coincide
con la cardinalidad de todos los mapeos de C — C.

Demostracion. Tenemos que probar que la cardinalidad de todos los automorfismos de C
coincide con la cardinalidad del continuo. Basta probar que la cardinalidad de todos los
automorfismos de C no es menor que la cardinalidad del conjunto de todos los subconjuntos
del continuo. Un conjunto B C C es llamada una base de trascendentalidad sobre Q
si B es algebraicamente independiente sobre Q y B no esta contenido en cualquier otro
conjunto de nimeros complejos algebraicamente independientes sobre Q. La maximalidad
de B implica que C es algebraico sobre Q(B). Por lo tanto, en particular, la cardinalidad de
B es igual que la del continuo.

Mostremos que a cualquier subconjunto S C B le podemos asignar un automorfismo g
de C tal que a conjuntos diferentes les corresponden automorfismos diferente.

Consideremos un automorfismo de Q(B) sobre Q que mandaz € Bazsiz € Sy a —x
six ¢ S. Por el Teorema A.3.6 este automorfismo puede extenderse a un automorfismo g
de todo C. Claramente, si x pertenece a uno de los conjuntos S o T' y no pertenece al otro
conjunto, entonces pg(x) = —pr(x) vy, por lo tanto pg # @r. ]
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