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Introduccion

Pronosticar o dar aproximaciones a futuros eventos ha sido siempre una practica fre-
cuente para los seres humanos. En tiempos remotos estos prondsticos se realizaban median-
te métodos “magicos” o poco ortodoxos. Con el paso del tiempo y gracias a los avances
tedricos y tecnoldgicos de la ciencia estas aproximaciones han ido cambiando hasta llegar a

metodologias rigurosamente cientificas y bien fundamentadas teéricamente.

Hoy en dia una herramienta fundamental para el prondstico y aproximacion de eventos
que aun no ocurren es la estadistica, ya que esta se sirve de la informacién previamente
colectada para proyectar tendencias y posibles comportamientos futuros. La estadistica al
considerarse una ciencia que da una interpretacién mas que una explicacién de los fenéme-
nos naturales, puede tener diversos enfoques y ascepciones por lo cual lo més adecuado es

encontrar aquel enfoque que cubra las necesidades especificas de cada problema planteado.

Dentro de la estadistica se encuentra el andlisis de supervivencia, el cual surge como
una herramienta para medir la probabilidad de ocurrencia en un cierto evento, esto median-
te estimaciones de su distribucién de probabilidad. Para tal fin existen principalmente dos
aproximaciones estadisticas, la foma paramétrica, la cual busca darle a la distribucién una
forma funcional conocida y posteriormente encontrar los parametros que ajusten a dicha
distribucién y la no paramétrica, en la cual no interesa la forma de la distribucién sino que

la aproximacién dada se encuentre cercana a esta.

La aproximacion que se presentard en esta tesis conjuga ambos enfoques, debido a las

caracteristicas propias del problema que se desea abordar y a su vez para evitar supuestos
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que podrian limitar los alcances del analisis a realizar.

Un problema que se presenta dentro del analisis de superviencia es el de encontrar los
parametros que ajusten al modelo paramétrico propuesto, para tal fin la estadistica bayesia-
na constituye una herramienta eficaz para encontrar dichos parametros utilizando, ademas
de la informacién contenida en la muestra, informacién previa que puede considerarse en los

modelos.

Dentro del siguiente trabajo se presenta un enfoque bayesiano del anélisis de superviven-
cia el cual se ha venido desarrollando a ultimas fechas gracias a los avances en materia de
computo y simulacién principalmente. La ventaja al utilizar inferencia estadistica bayesiana
radica principalmente en que se puede incorporar de manera natural al modelo informacion
“extra” que ayuda al modelo siempre y cuando represente de manera adecuada los fenome-

nos observados.

Asimismo, en el presente trabajo se plantea una aplicacién del andlisis de supervivencia
con inferencia bayesiana en el campo de la medicina, especificamente en la epidemiologia
realizando un andlisis de la mortalidad de la poblacién mexicana debido a la diabetes; la
cual se ha convertido en un grave problema de salud publica y uno de los objetivos del

presente trabajo es proveer de una herramienta para analizarlo desde otro dngulo.

El trabajo se divide de la siguiente forma:
En el capitulo 1 se presentan nociones bésicas y definiciones del analisis de supervivencia,
asi como algunos de los modelos mas utilizados en la metodologia “clésica”.
En el capitulo 2 se describe en lo que consiste la aproximacion bayesiana, conceptos basicos
del esquema bayesiano y resultados que seran de utilidad durante el desarrollo del presente
trabajo.
El capitulo 3 presenta el problema que se aborda en esta tesis, se dan algunas aproximaciones
a la solucién del mismo, mediante métodos “clasicos” para posteriormente implementar un
modelo de supervivencia haciendo uso de herramientas bayesianas presentado a su vez los
resultados, graficas y demas andlisis referentes a la implementacion del modelo propuesto.

Para finalizar se presentan los apéndices correspondientes y las conclusiones alcanzadas.

VI



Capitulo 1
Un acercamiento al analisis de

supervivencia

El anélisis de supervivencia es una rama de la estadistica que se especializa en estudiar
tiempos de ocurrencia de un cierto evento (plenamente identificado), esto se realiza mediante
el andlisis de variables aleatorias que miden el tiempo transcurrido desde un punto inicial

hasta el “evento” a estudiar.

En muchos casos este enfoque se plantea como un analisis de los tiempos de transicién
de un estado a otro, como lo es, por ejemplo, el paso de la vida (estado 1) a la muerte
(estado 2); al realizar estas consideraciones lo importante es decidir en que se va a enfocar
el estudio, ya que algunas veces hay mayor importancia en estudiar la transicién, es decir
la incidencia de un estado a otro y en otros casos es el estado, es decir la prevalencia que se

estd modelando.

El andlisis de supervivencia se presenta de manera natural al estudiar fenémenos relacio-
nados con la medicina, como lo son el tiempo de recuperacién tras alguna cirugia, recaida
de algin padecimiento, desarrollo de enfermedades, tiempo libre de tumores, tiempo a la
muerte; aunque también es ampliamente utilizado en otros campos como lo son los seguros
(en tiempos de reclamacion), la sociologia (duracién del primer matrimonio), la industria
(tiempo de vida de componentes) o la mercadotecnia (duracién de una suscripcién a una

revista).



Para realizar un estudio de esta indole se debe contar con la informacién correspondiente.

Dentro de los datos que considera este andlisis o “datos de supervivencia” se pueden enlistar:
= Respuesta a tratamientos determinados.
= Caracteristicas del paciente relacionados con la respuesta.
= Mediciones de tiempo de supervivencia.
= Desarrollo de alguna enfermedad.

El objetivo que se plantea en esta clase de andlisis estd en pronosticar la ocurrencia
de una determinada respuesta, la supervivencia de un individuo o estimar la esperanza de
vida; aunque dltimamente también se ha utilizado para identificar el riesgo y los “factores

de prondstico” que estan relacionados con la respuesta, supervivencia y desarrollo del evento.

Un problema frecuente en el anélisis de supervivencia es el de medir los tiempos exactos
de ocurrencia del “evento”, ya que observaciones o “datos censurados” pueden ocurrir una
vez finalizado el estudio o que los individuos involucrados en el estudio se pierdan y con ello

parte de la informacion a utilizar.

A continuacién se presentan algunas definiciones y conceptos del andlisis de supervivencia

que son importantes para familiarizarse con el tema.

1.1. Definiciones

Considérese a T una variable aleatoria real no-negativa continuamente distribuida la
cual representa el tiempo de supervivencia de un individuo en una poblacién. T' definido en

[0,00). Sea f(t) la funcién de densidad de Ty sea la funcién de distribucién

F(t) = P(T < 1) = /0 F(u)du.

Esta funcién es la ampliamente conocida en el ambito de la probabilidad, la interpretacién
en el andlisis de supervivencia recae principalmente en la funcién de densidad la cual se puede
entender como el limite de la probabilidad de que un individuo falle en el intervalo (¢, At)

por unidad de tiempo At.



1.1.1. La funcion de supervivencia

La probabilidad de que un individuo llegue con vida al tiempo ¢ esta dada por la funcién

de supervivencia S(t), la cual se define como

S@t) = P(T>t)=1—F(t), te]0,00),
es decir
S(t) = P(T > 1) = /t Fu)du.

Esta funcién debe satisfacer cuatro condiciones:
1. 5(0)=1,
2. 5(t)<1, Vt,
3. S(o0) =limy—0 S(t) =0,
4. S(t) es no creciente i.e. si u < t entonces S(u) > S(t).

Esta funcién es la base del analisis de supervivencia ya que ejemplifica perfectamente
el concepto de supervivencia una vez que queremos modelar el hecho de que una variable

aleatoria T exceda un determinado tiempo t.

1.1.2. La funcion de riesgo

También conocida como tasa instantdnea de falla, fuerza de mortalidad (en ciencias
actuariales), tasa de mortalidad condicional y tasa de falla a una edad determinada, se
encuentra definida como

Pt<T<t+AtT >t
) = lm LUSTStHAIT>1
At—0 At

f(t)
TeTot (1.1)

Esta funcién calcula la probabilidad de que la falla (evento) ocurra en un intervalo corto de
tiempo, siempre y cuando el individuo haya llegado con vida al inicio del intervalo.

Con la funcién anterior se define la funcién de riesgo acumulada la cual estd dada por

H(t) = /0 h(z)da.



1.2. Relaciones y equivalencias

A continuacién se presentan algunas de las expresiones que ligan las definiciones de la

seccién anterior, esto con el fin de encontrar alternativas para una modelaciéon més adecuada.

1. De la definicién de funcién de riesgo y funcion de supervivencia se sigue que

f(@)
1-F(t)
f)

S(t)

ht) =

2. De la relacién entre funciéon de densidad y distribuciéon

d

ft) = aF(t)

3. Por1.2y 1.3

—5'(t)
S(t)

d
= log S(t).

4. Integrando la funcién de riesgo y dado que S(0) = 1, por 1.4 se tiene que
t
—/ h(z)dz = log S(t) o H(t) = —log S(b),
0

por tanto

S(t)=e" Jo h(@)de _ ,—H(t)

5. Por 1.5y 1.2

1.3. Censura de datos

Algo caracteristico del analisis de supervivencia y que le diferencia de otras herramientas

estadisticas es la censura de datos, esta se refiere a que dentro del andlisis de supervivencia
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se consideran aquellas observaciones que por alguna razén contienen informacién incomple-
ta, es decir, se incluye en el andlisis toda la informacién de las observaciones, ain aquellas
que pudieron perderse durante el estudio o cuyo “evento” sucede después de finalizado el
estudio. La importancia de conocer sobre los datos censurados radica primordialmente en

saber que es lo “faltante” y las implicaciones que esto traerd al analisis posterior.

Existen tres posibles casos de datos censurados: censurados por la derecha, censurados

por la izquiera y censurados por intervalo.

s Censurado por la derecha: Se da cuando sabemos que el “evento” a estudiar ocurre
en algin punto posterior al tiempo de duracién del estudio (o tiempo de recopilacién de
datos); es decir, cuando se rebasa el periodo de observacién y no es posible determinar

la ocurrencia exacta.

= Censurado por la izquerda: Ocurre cuando la informacién correspondiente a una
observacion queda incompleta debido a que se pierde el seguimiento de la observacion
o en el caso médico el paciente “sale” del estudio y se vuelve imposible recuperar los

datos para el andlisis.

= Censurado por intervalo: Es similar a la censura por la izquierda solo que esta
se diferencia en que no se puede establecer un punto determinado de “pérdida de la

informacién” y esta se define que ocurre dentro de un intervalo.
Asimismo, se consideran tres tipos de censura.

s Tipo I: se fija un tiempo determinado para observar el desarrollo de las variables (du-
racién del estudio) y sobre ese intervalo de tiempo se observan las censuras ocurridas.

En la figura 1.1 se muestra un ejemplo gréfico.

= Tipo II: se determina una cantidad m de observaciones con las cuales concluira el
estudio, i.e. si se tienen 100 sujetos en observacién se determina que el estudio finali-

zard con la ocurrencia del 30° “evento”.En la figura 1.2 se muestra un ejemplo grafico.

= Tipo III: se considera el tiempo fijo para la observacion del desarrollo de las variables

pero estas no entran todas al mismo tiempo al estudio, i.e. el tiempo de supervivencia



X

Perdido
I I I I I
2 3 4 5 6
Tiempo (meses)
Figura 1.1: Gréfica tipo de censura I
—X
X

AV
N\

Perdido

2 3 4 5 6 7 8 9
Tiempo (meses)

Figura 1.2: Gréafica tipo de censura II




se considera a partir de la entrada del sujeto al estudio y hasta la ocurrencia del

“evento”. En la figura 1.3 se muestra un ejemplo grafico.

A——Perdido

B

X

I I
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Fin
Tiempo (meses)

Figura 1.3: Grafica tipo de censura III

A los tipos I y II se les conoce como “censura simple” y al tipo III como “censura
progresiva” o “censura aleatoria” dentro de estos el tipo de datos censurados que presentan

es el censurado por la derecha.

1.4. Modelos de supervivencia

Dado el espectro de este enfoque se han presentado diversas técnicas para abordar el pro-
blema del anélisis de supervivencia, existen aproximaciones paramétricas y no paramétricas
(aunque también existen conjunciones de ambas o semiparamétricas), cada uno tiene un
planteamiento diferente para la resolucién, de acuerdo a las caracteristicas, necesidades y

objetivos que se planteen. A continuacién se presentan los métodos mas utilizados.



1.4.1. Paramétricos

Dentro del andlisis de supervivencia existen determinadas distribuciones que son amplia-

mente conocidas y aplicadas en este contexto, dentro de las principales se encuentran:

Distribucién exponencial

Es la funcién més simple y la méds importante de las distribuciones de supervivencia. Algu-
nas las aplicaciones de esta funcion se encuentra al describir patrones de vida en sistemas
electrénicos, como por ejemplo sistemas de generacién de estados de cuenta bancarios, ca-
jeros automaticos y componentes de radares. Es usualmente asociada a patrones de falla
puramente aleatorios, también es famosa por la propiedad de “falta de memoria” con el
unico detalle que esta propiedad requiere que la edad de la persona (componente, animal)
no afecte su supervivencia futura. Esta caracterizada por una tasa de riesgo constante A,
como su unico parametro. Valores grandes de A se asocian a riesgo alto y por tanto baja
supervivencia y viceversa.

El tiempo de supervivencia T sigue una distribuciéon exponencial con pardmetro A si su

funcién de densidad estd dada por

ft)=xe ™ t>0, >0, (1.7)

por tanto las funciones de distribucién acumulada, supervivencia y riesgo estan dadas por

F(t) = 1—e t>0 (1.8)
S(t) = e t>0 (1.9)
ht) = A (1.10)



f(t) S() h(t)

Figura 1.4: Graficas para la distribucién exponencial(\)

Distribucién weibull

Es una generalizacién de la distribucién exponencial; se diferencia de la anterior en que no
supone una tasa de riesgo constante, logrando con esto aumentar sus posibles aplicaciones.
Sus primeras aplicaciones se dieron en rentabilidad, mortalidad humana, en pacientes con
cancer de pulmén y tiempos de mejora en cirugias mayores. Estd caracterizada por dos
parametros: 7 que determina la forma de la distribucién y A que determina su escala.
Cuando v = 1 se obtiene el caso exponencial. Cuando t crece, la tasa de riesgo aumenta
cuando vy > 1 y viceversa.

Las funciones de densidad, distribucién acumulada, supervivencia y riesgo estan dadas a

continuacion

) = M) et >0, 4, A>0 (1.11)
F(t) = 1—e=7, (1.12)
Sty = e, (1.13)
h(t) = M) (1.14)




f(t) S(t)

Figura 1.5: Graficas para la distribucién weibull(y,A = 1)

Distribucién gamma
Esta distribucién incluye a las distribuciones exponencial y ji-cuadrada. Inicialmente fue
utilizada para describir el tiempo ttil de los vasos de cristal de cafeteras y para la duracion
de materiales, de igual forma se ha utilizado en la industria y supervivencia humana. Esta
distribucién surge de suponer que la falla o muerte ocurre en n periodos, o cuando n subfallas
han sucedido, es decir, al tiempo 77, la primera subfalla ocurre, al tiempo 75 la segunda
subfalla ocurre y asi sucesivamente. La falla total o muerte ocurre al final del n-ésimo periodo
con la n-ésima subfalla. El tiempo de supervivencia T es entonces 177 + 15 + ... + T}, se
supone que dichos tiempos son independientes y distribuidos exponencialmente con funcién
de densidad Aexp(—At;), ¢ = 1,...,n. Lo cual quiere decir que las subfallas ocurren de
forma independiente con tasa constante A. La distribucién de T es llamada distribucién de
Erlang y ha sido ampliamente usada en teoria de colas y procesos de vida. Si se generaliza la
distribucién de Erlang reemplazando el pardmetro n por un pardametro real v > 0 se obtiene
la distribucién gamma. La distribucién gamma esta caracterizada por dos pardametros vy y
A, los cuales determinan la forma y la escala respectivamente. Si 0 < v < 1 la tasa de riesgo
disminuye mondétonamente de infinito a A conforme avanza el tiempo; si v > 1 la tasa de
riesgo crece mondtonamente de 0 a A cuando ¢ avanza y si v = 1 la tasa de riesgo se vuelve

constante con tasa A como en el caso exponencial.
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Las funciones de densidad, distribucién acumulada, supervivencia y riesgo son:

f(t) = ) (M) "le ™ >0, 7, A>0 (1.15)
Flt) _ /O F?V)(Ax)“ewx, (1.16)
) _ /t h F()\W)(/\x)’y_le"\zdx, (1.17)
h(t) = f(t)/S(t) (1.18)

f(t) S(t) h(t)

y<1

y>1 y=1

Figura 1.6: Gréficas para la distribucién gamma(y,A = 1)

1.4.2. No paramétricos

A diferencia de los paramétricos estos modelos no especifican distribucién alguna, en
esta seccion el modelo que se verd mas detalladamente sera el Kaplan-Meier.

Kaplan-Meier
Este es uno de los métodos no paramétricos de estimacion mas frecuentemente utilizados
(si no el mds utilizado) en el dmbito de la supervivencia, debido a que su implementacién
es relativamente sencilla y se llega a buenos ajustes para la funciéon de supervivencia, sin
embargo debido a que lo que realiza este método es aproximar una funcién discreta a la
funcién de supervivencia (la cual es continua) no es posible estimar directamente la funcién
de riesgo, que en muchos casos es de interés analizar. Aunque esta se puede aproximar me-

diante otros métodos.
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Cabe senalar que este método tunicamente considera el numero de elementos que se
encuentran con vida a un determinado tiempo t y por tanto unicamente tiempos de super-
vivencia reportados, es decir que en ningin momento considera informaciéon contenida en

covariables, lo cual podria ser una limitante para un anélisis méas a fondo.
Estimaciéon de Kaplan-Meier

Considérense 11,75, . .., T, tiempos de observacion, independientes y sus correspondien-
tes indicadores de ocurrencia (muerte) Dy, Do, ..., D,. Para cada t se define el nivel de
riesgo como R(t) = ) . 1{T; < t}, la cual es una funcién escalonada, decreciente, continua
por la izquierda y que se puede interpretar como el niimero de personas bajo observacién al
tiempo t. Se particiona el tiempo en intervalos de la forma 0 = zg < 1 < ... < X = 00,
por coveniencia, se supone que la censura solo ocurre en el extremo final de cada intervalo
o en aquellos intervalos en los que no se haya presentado ocurrencia (muerte), asimismo se
toman los intervalos como equidistantes (a excepcién del dltimo intervalo, el cual abarca
hasta co), ahora se procede a parametrizar la distribucién mediante las probabilidades de

muerte condicionadas dentro de los intervalos, las cuales estdn dadas por
p; = P(J?j_l <T< xj\xj_l < T)

Se supone que el individuo se encuentra con vida al inicio del intervalo; esta es una forma
discretizada de la funcién de riesgo. Si se condiciona el niimero de muertes con respecto a
R(xj_1), el ntiimero de muertes sigue una distribucién binomial con pardmetro p;; esto es,
para cada individuo que llegue con vida al inicio del intervalo, existe una variable aleatoria

D;j, tal que:

P(Dij =1) =pj, P(Dij =0) =1-p;.

El estimador para p; resulta de manera natural D ; = >, D;; dividido entre R(z;_1), esto
es, p; = D j/R(z;_1). Entonces, para estimar la funcién de supervivencia en algin punto

final del intervalo, por ejemplo x,, debemos notar primero que S(z,) = [[?_,(1—p;). Ahora,

Jj=1

de la expresién anterior y considerando los estimadores para p;

st =1 {155



Para considerar esta una estimacion no-paramétrica, se refina la particién de los intervalos
de tal forma que no pueda ser definido en un punto ¢ y supéngase que quiere estimarse el
valor en un punto t cualquiera, en caso de que t no sea un extremo final de un intervalo se
considera el extremo final inmediato anterior, si los intervalos son suficientemente finos, no
habré ocurrencias (muertes) entre estos dos puntos a menos que ocurra exactamente en t.
Si se analizan detenidamente los intervalos se observa que no hay muchos con ocurrencias,
por lo cual estos intervalos contribuyen a la funcién de supervivenvia con factores de 1, por
tanto estos pueden ser omitidos, entonces solo habra ti,%s,...,t, tiempos donde se hayan
observado ocurrencias, donde cada uno de estos tiempos de muerte, t., r = 1,2,...,q, se
encuentra contenido en un intervalo, j(r). Si se supone una distribucién continua, inica-
mente podra ocurrir una muerte en cada uno de estos tiempos. Entonces el estimador para
la funcién de supervivencia queda expresado como:

q

S(t)H{lfz(x;M}'

r=1
Dado que cada tiempo de muerte contribuye a la funcién y la manera de asignar los intervalos
estd dada por j(r) y este Unicamente describe el nivel de riesgo justo antes del tiempo ¢,.,
se puede cambiar el término R(x;(,)—1) por R(t,). En la prictica puede suceder que existan
muchas ocurrencias en el mismo punto y por lo tanto al tiempo ¢, ocurren N, muertes.

Entonces la férmula para el estimador de Kaplan-Meier estd dada por:

S(t) = ﬁ {1 — RJ(\;’;) } (1.19)

r=1

Cabe notar que este modelo tinicamente considera los tiempos de supervivencia y no asi a
las covariables que intervienen en el proceso, esto podria limitar las conclusiones o posibles
interpretaciones en un modelo donde intervengan covariables. La importancia de este méto-
do es que da una aproximacién muy precisa a la funcién de supervivencia y su analisis e

interpretacion se presenta de manera natural, lo cual para muchos casos es suficiente.

1.4.3. Semi paramétricos

Riesgos proporcionales
Los modelos de riesgos proporcionales son una alternativa semiparamétrica para modelar la

funcién de riesgo basandose en la informacién que se tiene, a continuacién se presenta una

13



descripcién de esta aproximacion.

Considérese que la funcién de riesgo se ve afectada principalmente por dos factores, el
primero es como varia esta a través del tiempo y la segunda es referente al efecto de las

covariables al describir como el riesgo se relaciona con diversos factores.

El principio de riesgos proporcionales supone que la funcién de riesgo puede ser expresada
como la funcion de riesgo inicial multiplicada por el efecto de las covariables dentro del

modelo, esto es:
h(t|z) = g(x)ho(t),

donde hg(t) es la funcién de riesgo inicial y g(x) una funcién que caracteriza el efecto de las
covariables dentro del modelo.
En otras palabras, si se cambia de variable (observacién), obtendremos una nueva fun-

cion de riesgo la cual serd proporcional a la funcién de riesgo inicial.

El modelo de riesgos proporcionales de Cox estd dado por
h(tlz) = ho(t)exp{G(z,3)}

, donde hg(t) es la funcién de riesgo inicial y [ es el vector de coeficientes; el segundo término
se escribe en forma exponencial debido a que debe ser positivo. El modelo implica que la
proporcién de riesgo entre dos individuos es constante a través del tiempo; siempre y cuando
las covariables no se alteren en el tiempo. Se supone a su vez que el efecto de las covariables

es multiplicativo, dejando a la funcién de riesgo expresada como
h(t|x) = ho(t)exp(z'B)

donde n = 2’3 es llamado el predictor lineal. Este modelo implica que la proporcién de riesgo
entre dos individuos depende de la diferencia entre sus predictores lineales en cualquier

momento.
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Capitulo 2

La aproximacién bayesiana

El enfoque bayesiano surge como una de las opciones mas frecuentes para realizar infe-
rencia sobre un pardmetro determinado esto mediante la funcién posterior y/o la funcién
predictiva que son el objetivo principal de la estadistica bayesiana. Muchas son las discusio-
nes que se han presentado con respecto a este enfoque, aunque en muchos casos el andlisis se
realiza de manera natural y deja de utilizar resultados asintdticos tales como el teorema del

limite central y la ley de los grandes niimeros las cuales no se verifican en todas la muestras.

Por tal motivo se presenta como una opcién viable para estudiar fenémenos de supervi-
vencia cuando los estudios se realizan sobre grupos particularmente pequenos ademas de que
se puede hacer uso de la informacién previa resultante de estudios o anélisis anteriores, esto
puede dotar de una mayor relevancia a la investigacion en cuestién. No obstante siempre se

deberdn tener consideraciones al aplicar cualquier modelo sea bayesiano o no.

2.1. El paradigma bayesiano

Sea una serie de observaciones, x1,...,x, las cuales seran utilizadas para el andlisis es-
tadistico, dichas observaciones provienen de una funcién de distribucién paramétrica, i.e. x;
(i=1,...,n) tiene una distribucién con densidad f;(x;|0;, z1,...,Tn—1), tal que el pardme-

tro 6; es desconocido y la funcién f; conocida. Lo anterior puede ser expresado como:

x ~ f(x]0),

donde x es el vector de observaciones y 6 es el conjunto de parametros, 61,...,6,, el cual

pertenece a un espacio paramétrico. Por espacio paramétrico se entiende el conjunto © de
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todos los valores que puede tomar 6.
Este modelo representa de manera adecuada observaciones tnicas, observaciones depen-
dientes y observaciones independientes e idénticamente distribuidas(i.i.d.) de una distribu-

cién f(x;]0), en cuyo caso si x = (x1,...,z,) son v.a.lid. se sigue que:
n
F(@18) =TT f(il6)-
i=1

Se define a f(x]0) como un modelo probabilistico paramétrico si las observaciones de una
variable aleatoria se distribuyen de acuerdo a f(x|f), donde inicamente el pardmetro 6 es

desconocido y pertenece a un espacio vectorial © de dimensién finita.

Una vez conocido el modelo se procede a hacer inferencia sobre el pardmetro recurriendo
al Teorema de Bayes. Sean A y B dos eventos tales que P(B) # 0, entonces P(A|B) y
P(BJA) se relacionan mediante
P(B|A)P(A)
P(B|A)P(A) + P(B|Ac)P(A°)
P(B|A)P(A)
PB)

P(A|B) =

Asimismo Thomas Bayes introdujo una versién continua de su resultado para un caso
particular y posteriormente Laplace generalizé dicho resultado, esto es que dadas dos va-
riables aleatorias x y y, con distribucién condicional f(x|y) y distribucién marginal g(y), la

distribucién de y dado x estd dado por

f(mly)g(y)
9lule) = [ fzly)g(y)d

Bayes y Laplace consideraron que la incertidumbre sobre el parametro 6 podia ser mo-
delado mediante una distribucién de probabilidad () sobre © llamada distribucién a priori.
Entonces la inferencia se basa sobre la distribucién de 6 condicionado a x, esto es m(6|x),
llamada distribucién a posteriori o simplemente distribucion posterior, la cual esta definida

[ (x|0)m(0)
m(6lz) = Jo f(x]0)m(0)do

Y dado que [, f 6 (2]60)7(0)dO no depende de 6 la expresién anterior puede escribirse como:

m(0|z) o f(z]0)m(6), (2.1)

16



es decir la funcién a priori multiplicada por la verosimilitud.

Es asi como se define el modelo estadistico paramétrico bayesiano el cual estd conforma-
do por un modelo estadistico paramétrico, f(z|f) y una distribucién a priori, w(6) sobre los

parametros.

Otro paso importante dentro del enfoque bayesiano radica en la facilidad de hacer pre-
dicciones, basandose en la funcién posterior, previamente definida en el modelo estadistico
paramétrico bayesiano y la cual se presenta a continuacién. Considérese que se desea realizar
inferencia sobre observaciones desconocidas, la distribucién de x la cual se presenta como

datos observables pero desconocidos es

p@) = [ pla0)as
_ /w(&)f(x\&)d&. (2.2)

La cual es llamada distribucion predictiva a priori; considérese ahora que han sido obser-
vados los datos x y se desea predecir a una observacién T del mismo proceso, a la distribucién

de  se le conoce como distribucion predictiva posterior y se define como

p(ilz) = / p(&, 6]x)d6

/ p(E(0, 2)p(0]z)do. (2.3)

2.2. El principio de verosimilitud

Para dar entrada a este principio se retomard el concepto de funcién de verosimilitud.

Definicién: Funcidn de verosimilitud Sean x = {x1,xa,...,Z,} observaciones de una
poblacién con funcién de densidad f(x|6), la funcién de verosimilitud de 6 denotada por

£(0|x), se define como la funcién de densidad conjunta:

€(9|m) = le,...,X" (ml, e ,l’nw)

El valor de £(0|z) se denomina como verosimilitud de 0. Esta funcién se encuentra asociada

a la probabilidad de = dado que se considera a 6 como el valor correcto o “adecuado” del
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parametro, la cual cambia si se varia el valor de 6, es decir, se puede hablar de una mayor

probabilidad o mayor “plausibilidad” en los datos dependiendo del valor de 6 asociado.

Principio de verosimilitud: La informacion acerca de 6 proporcionada por una serie
de observaciones z se encuentra contenida en la funcién de verosimilitud ¢(6]z). M4s aun si
1y T2 son dos series de observaciones tales que ambas dependen del mismo pardmetro 6,

entonces existe una constante ¢ la cual satisface:
£1(0)z1) = el (0]22),

para cada 6, esto es, ambas observaciones aportan la misma informacién sobre 6 y deben

conducir a inferencias idénticas.

Habré que notar que el principio de verosimilitud es vélido inicamente cuando:
1. La inferencia se realiza sobre el mismo parametro 6 y
2. 6 contiene “toda” la informacién desconocida del modelo.

Es importante aclarar que el principio de verosimilitud no afirma que “toda” la infor-
macion sobre 6 estd contenida en £(6|z) sino toda la informacién “experimental”, en otras
palabras, que unicamiente contiene todo aquello que las observaciones aportan a 6 sin con-

siderar otra informacién relevante como conocimientos previos u otros factores adicionales.

A pesar de las implicaciones del principio de verosimilitud, este cuenta con algunas limi-
taciones inherentes a su misma definicién. Toda vez que este principio no dice nada sobre
como desarrollar un andlisis estadistico ni sobre su implementaciéon en dicho anéalisis. Esto
es, el principio de verosimilitud no prove marco alguno para, por ejemplo, realizar prediccio-
nes acerca de futuros valores de x ni para incorporar informacién adicional existente acerca

del modelo.
Dentro de los diversas esquemas que se han propuesto para utilizar la funcién de verosi-

militud para llegar a conclusiones sobre 6, el enfoque bayesiano provee un marco apropiado

para tal fin, como se verd en las siguientes secciones.
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Definicién: Intercambiabilidad Una sucesion infinita x1, zo, ..., Z,, ... de variables alea-

torias se dice que es intercambiable si para toda n = 2,3, ..., se cumple que:

T1,...,Tn L Tr(1)s- - Tu(n) VT ES(n),

donde S(n) es el grupo de permutaciones de {1,...,n}.
Observacion: Si x1,...,Ty,...son independientes e idénticamente distribuidas entonces

son intercambiables, pero el regreso no es necesariamente cierto.

La importancia de la intercambiabilidad radica en que es un concepto mas débil que el
de variables independientes e idénticamente distribuidas y por tanto mas asequible y que
ademas formaliza la idea de que futuras muestras se comportaran como muestras pasadas,
lo cual conduce a que la distribucién de dichas variables depende tinicamente del valor de

estas y no del orden en que fueron obtenidas.

2.3. La funcién a priori

En esta seccion se discutirdn algunas de la principales cuestiones referentes a la funcién

a priori, la cual es de suma importancia en el contexto bayesiano.

2.3.1. Obtencion de una a priori

Un primer paso dentro de la inferencia bayesiana radica en la correcta interpretacién de
la informacién previa con la que se cuenta, es de crucial importancia dar un andlisis adecua-
do a la informacioén con la que se cuenta y la manera en que esta serd introducida al modelo
en cuestién, hay muchas discusiones acerca de la manera en que se procede a “traducir”
la informacién previa para que pueda ser utilizada como una funcién a priori que refleje la
intencién de los datos previos. A continuacién se presentan algunas consideraciones a tener

para un adecuado manejo de la informacién a priori con la que se cuenta.

Algunas de las grandes discusiones acerca de la utilizacién del enfoque bayesiano para

realizar inferencia radican en la implementaciéon de una funcién a priori, estas radican pri-
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mordialmente en la imposibilidad de encontrar “la distribucién” a priori, este es en esencia
el principal problema de la estadistica bayesiana. Otro punto a considerar es la influencia
que tiene la funcién a priori sobre la inferencia, ya que de influir demasiado traeria ciertas
consecuencias en los resultados, toda vez que dependen de la eleccién (subjetiva) de la dis-
tribucién a priori, una manera de medir esta influencia en los resultados estd en métodos de
analisis de sensibilidad lo cual nos da una idea de cuanto puede afectar a la inferencia la uti-
lizacién de una distribucién u otra. Otra forma de abordar este inconveniente se encuentra
en implementar modelos jerdrquicos para aminorar la arbitrariedad en la eleccién de una
funcién a priori, para mas informacién sobre la implementacién de modelos jerarquicos ver

Gelman et al (2004 Cap 5).

2.3.2. Familias conjugadas

Dado que tanto 7(6]z) como 7(#) son funciones de distribucién sobre 6 el paso de una
funcién a otra estd dado por la informacién aportada por = y en este sentido 7(|z) es una
actualizacion de la funcién a priori. Y para fines practicos se consideraba deseable que tanto

m(0|z) como 7(f) pertenecieran a la misma familia.

Definicién: Sea P = {p(z]0)|0 € O} una familia paramétrica. Una clase (o coleccién) de
distribuciones de probabilidad f es una familia conjugada para P si para todo p(z|f) € P
y m(0) € f se cumple que 7(f|z) € f.

La anterior definicién provee de una serie de familias paramétricas para las cuales se

cumple lo anterior. Entre estas encontramos:
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Fam. paramétrica Fam. conjugada

Bernoulli(4) Beta(0|a, 8)
Poisson(\) Gamma(A|a, 5)
Geométrica(6) Beta(0|a, )
Exponencial()) Gamma(A|«, 5)
Uniforme(0, §) Pareto(f|a, B)
Normal(u) Normal(u|po, Ao)
Normal(\) Gamma(A|a, )

Normal(fs, A) Normal-Gamma(p, A| o, no, o, 5)

Tabla 2.1: Familias conjugadas conocidas

Para la tabla 2.1 en la normal el pardmetro A es llamado precision y se define como en

inverso de la varianza.

2.3.3. Informativas y “No informativas”

Como ya se menciond, uno de los cuestionamientos que han emergido dentro del mar-
co bayesiano se encuentra en la correcta utilizacion de la informacién previa con la que se
cuenta, en el sentido de que tanto se puede decir (o no decir) sobre el problema mediante

una funcién a priori.

Para tal fin se ha buscado proponer funciones a priori que sean acordes con la informa-
cién con la que se cuenta y es aqui donde surge un problema, jcémo proceder cuando no se
tiene informacién previa?, es decir, una funcién a priori que no refleja informacién alguna
sobre 6 (o en su defecto, no se quiere o no se puede utilizar dicha informacién), es aqui
donde la utilizacién de funciones a priori no informativas surge para darle respuesta a estos

inconvenientes.

A menudo sucede que al implementar una funcién a priori no informativa de manera
natural, esta resulta una a priori impropia, es decir el valor de la integral (suma) de la fun-
cién de densidad (probabilidad) sobre todo el soporte no es finito. El problema a enfrentar
entonces es el de determinar funciones a priori no informativas. Para tal fin hay diversas y

muy variadas técnicas para determinar dicha distribucién, una primera idea estd en asig-
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narle la misma probabilidad a cada posible pardmetro, en el caso discreto esta idea resulta
sencilla, con esto se pretende no favorecer de ninguna forma a algin valor del parametro
en particular, lo cual se logra mediante la utilizacién de una distribucién uniforme sobre el

intervalo, el inconveniente surge cuando lo anterior no puede llevarse a cabo.

Ahora la pregunta estd en que sucede una vez que la funcién a priori es determinada
pero el producto resultante (funcién posterior) no es una funcién conocida (es decir, no es

conjugada), en la siguiente seccién se presentard la forma de abordar este inconveniente.

2.4. Calculo de estimadores

El objetivo final de la estadistica bayesiana es encontrar la funcién posterior y asi pro-
veer de estimaciones para el modelo planteado, en la practica para llevarlo a cabo se utilizan
diversas técnicas para calcular los resultados. Como se ha visto en las secciones anteriores el
principal problema que surge al desarrollar un esquema bayesiano radica en determinar la
forma funcional de la funcién posterior, lo cual en muchas ocasiones no es posible, una de las
técnicas que a ultimas fechas ha sido ampliamente utilizada para sortear este inconveniente
se encuentra en los métodos de simulacién Markov Chain Monte Carlo (MCMC). A conti-

nuacion se dard una breve introduccion a estos métodos y en donde radica su importancia.

2.4.1. MCMC

Los métodos MCMC surgen de la idea original de la simulacién Monte Carlo, la cual
consiste en aproximar integrales mediante promedios de las funciones conocidas utilizando
resultados asintéticos, pero a diferencia de estos, los métodos MCMC requieren un poder

computacional mayor.

Estos métodos se usan con frecuencia para generar “aproximaciones” a una funcién de
distribucién objetivo las cuales se realizan mediante algoritmos para muestrear dicha funcién
basandose en cadenas de Markov; cuya principal idea es que para producir aproximaciones
aceptables a las integrales y/o a funcionales dependientes de una funcién de distribucién es
suficiente con generar una cadena de Markov (™) cuya distribucién limite es la distribu-

cién objetivo de interés. Para estos métodos la convergencia es asegurada por la siguiente
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proposicién (Teorema ergddico).

Proposicién: Sea () ) una Cadena de Markov homogénea, irreducible y ape-

riédica, con espacio de estados © y distribucién Iimite p(f|x). Entonces si t — oo,

(1) 00 20, donde 0 ~ p(d]z);

(i) §Xim19(09) — E(g(0)]2).

Muestreo de Gibbs
Como se menciond anteriormente lo que se desea es simular una cadena de Markov (0(1), 02, . 2
cuya distribucién limite estd dada por p(f|z) la cual es la distibucién posterior del modelo
estadistico bayesiano ya presentado. El muestreo de Gibbs es un algoritmo, cuya particu-
laridad radica en que la simulacién la realiza mediante funciones univariadas, que son mas
faciles de simular que las distribuciones conjuntas las cuales suelen tener formas més com-
plejas.
Considérese a @ = (6, ...,0;) una particién del vector 6, tal que §; € R% y Zle d; = d.

Asimismo
p(01|92, e ,Gk,x)
p(ei‘el,...,91'_1,9“_1,...,Gk,l‘) (7, = 2,...,k} — 1)
p(0k|91; ey 01671, :E)
son llamadas condicionales completas (o totales) las cuales para cada i € (1,...,k) cumplen

lo siguente:

p(01|91, ey 91‘_1, 01’—&-1, ey Gk, CIE) X p(9|l‘),
vista como funcién de #;. Hay que notar que estas caracteristicas son las que ayudan a
encontrar la funcién posterior, para tal fin, las funciones que deben ser féciles de simular
deben ser estas densidades condicionales completas, lo cual sucede en muchos casos, por
esta razon el muestreo de Gibbs se ha convertido en un algoritmo cuya implementacion es

relativamente sencilla.

A continuacién se muestra el algoritmo, cuya idea principal es simular una cadena de

Markov en la que el paso t + 1 se obtiene a partir del paso ¢:
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1. Generar un valor inicial de 6(©) = (0§0), ol 0,(60)) pasot =0

2. Generar una observacién de thﬂ) a partir de p(91|0§t), ce 9,(:), x)

Generar una observacién de Gétﬂ) a partir de p(02|0§t+1), Gét), cee Gg), x)

Generar una observacién de 0,(€t+1) a partir de p(9k|0£t+1)0§t+1), e 9,?:1), x)

De esta forma, la sucesién (1), 0(2) ... es una realizacién de una cadena de Markov, con

distribucién limite p(6|z) y kernel de transicién

yVic1 HYidns

k
p(0 19y = T o0l V105", 000 680l ).
i=1
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Capitulo 3

Un modelo de supervivencia con

inferencia bayesiana para

diabetes

En este capitulo se presenta un modelo de supervivencia para la diabetes haciendo uso
de herramientas bayesianas. La inquietud de implementar un modelo con estas caracteristi-
cas surge de la necesidad de pronosticar o dar una explicacién a futuro utilizando datos
actuales y asi conocer el impacto de la mortalidad por diabetes en la poblacién mexicana
esto para poder cuantificar y prever posibles afectaciones derivadas de esto en el sector salud

principalmente.

3.1. El problema inicial

Se tiene una base de datos que contiene el nimero de muertes por diabetes ocurridos de
1979 a 1998 desglosados por edad de ocurrencia. Adicionalmente se cuenta con la supervi-
vencia general de la poblaciéon comprendida en los mismos anos y desglosada por edad de
igual manera. También se cuenta con los nacidos vivos para los anos comprendidos entre
1893 y 1998. Con esta informacion se construye una base de datos que contendra las muertes
por diabetes para una cohorte determinada asi como el niimero de vivos a edad x para cada
cohorte. Con base en la informacién que se cuenta, se desea encontrar las variaciones que

ha sufrido la funcién de supervivencia a través del tiempo, las posibles tendencias de esta y
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una vez determinado lo anterior, pronosticar comportamientos.

Denotemos con M. jd(x) al nimero de muertes por diabetes a edad = de la j-ésima cohorte
y con L;(x) al nimero de vivos a edad z de la j-ésima cohorte. El horizonte temporal que se
maneja es de 100 anos, medidos de uno en uno, esto debido a que es la forma méds préctica
en que se pueden hacer las mediciones y captaciones correspondientes. Se supone que los

vivos se encuentran a inicio del ano en cuestién y los muertos son registrados al final del ano.

De esta forma los datos quedan acomodados en el siguiente arreglo

Afio\Cohorte 1 2 e j . 87 e 106
0 Mg (0) -+ Miye(0)
1 < Mg(1) .
x M (x)
86 ME(86) Mg(86)
105 M{(105)

Un arreglo similar se presenta para el nimero de vivos a edad z, con la tinica diferencia

de que para este arreglo el nimero de vivos a edad 0 es conocido para todas las cohortes.

Dadas las caracteristicas de la informacién (la ventana de observacién y el desglose im-
plementados), se presenta incompleta para ciertos periodos de tiempo por cohorte, la parte
triangular superior del arreglo hace referencia a datos pasados y la parte inferior del arre-
glo presentado, cuyos datos no son observados atn. Esto comprende un problema para una
adecuada implementacién de algin método. Para subsanar lo anterior se procede a hacer
algunos supuestos sobre el comportamiento (pasado) tanto del niimero de vivos a edad x

como del nimero de muertes por diabetes observadas a edad z.

Estimacion del niimero de vivos
Se desea encontrar el nimero de vivos para el tridngulo superior de la matriz. Para es-

to se procede como sigue, se supone que el porcentaje de decrementos se mantiene sin
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variaciones considerables durante periodos de tres anos, entonces, la estimacién proce-

Ljt1(z) Ljy2(x) Ljts(x)
Lijt1(z+1)? Ljt2(z+1)° Lijta(z+1)

el numero entero debido a que esta estimacién representa el nimero de vivos a edad =x.

de como sigue: L;(z) = L;(z + 1) % promedio( ), tomando
Para llenar completamente todo el tridngulo superior se debe aplicar dicha estimacion
diagonalmente, es decir, no es posible estimar L;(z) y después L;(z — 1) ya que no se
cuenta con la informacién de Ljii(x — 1) la cual es necesaria para la estimacién co-
rrespondiente. Asi, el llenado de la informacién faltante se sigue de la siguiente manera:
Li(x),La(x — 1), Ls(x — 2),...,Lj(x —j+1),..., siempre que dicho valor sea consistente

con los indices de edad y ntimero de cohortes.

Estimacion del niimero de muertes por diabetes
De manera andloga se realiza la estimacién para el nimero de muertes por diabetes, tinica-
mente que lo que se supone constante por periodos de tres anos es la tasa de muerte por
diabetes. Asi que para encontrar el niimero de muertes por diabetes correspondiente se multi-

plica el nimero de nacidos vivos en la j-ésima cohorte por la tasa de muerte respectiva, la cual

M; 11 () M y2(x) Mjy3(x) )
Mjp1(z+1)" Myyo(a+1)’ Mjqa(z+1)

donde M;(z) es la proporcién de muertos por diabetes a edad = de la j-ésima cohorte, que es

es calculada como sigue: M;(xz) = M;(z + 1) * promedio(

obtenida mediante M Jd(x) /L;(0) para aquellos valores donde esta informacién exista. Una
vez que se obtienen todas las estimaciones correspondientes, el niimero de muertes por dia-

betes se obtiene al multiplicar L;(0) por su respectiva tasa de muerte.

Al realizar esto con las ciento cinco cohortes correspondientes a los anos comprendidos
entre 1893 y 1998 se presentan ciertas perturbaciones en la funcién de supervivencia (deja
de ser mondtona decreciente), debiéndose principalmente a errores propios de los censos de
los que se obtuvo la infomacién. Estos errores se presentan principalmente en los anos cuya
terminacién es 5 o 0. Este fendmeno se ha estudiado en demografia y se debe principalmente
a la tendencia de redondear hacia esas cifras la edad declarada, lo que causa diferencias entre
la estimacion de la supervivencia de la cohorte inicial y la supervivencia observada anos mas
tarde. Para aminorar este impacto en la funcién de supervivencia se agrupan las cohortes de
forma quinquenal. Las siguientes secciones abordan el problema y se implementan diversas

aproximaciones para la modelacién de la funcién de supervivencia.
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3.2. Primeras aproximaciones

Un primer acercamiento a la funcién de supervivencia de forma heuristica es considerar
directamente los eventos a analizar, sea SD,, el evento de sobrevivir a la diabetes a edad x

v D, el evento de morir por diabetes a edad x, la relacién entre estos se define mediante
{SD,} ={D{}n{Ds}n...n{D5_}.

De manera similar se define {D,} en términos de dos eventos. Sean {A,_1} el evento de
llegar con vida a edad * — 1 y {B;} el evento de morir por diabetes entre las edades = — 1

y x. Por tanto

{D.} ={As-1}n{B.}.

Tomando probabilidades

P(D,) = P(A;-1NBy;)
= P(B;|Az-1)P(Az-1).

De este modo los estimadores de la probabilidad de morir por diabetes a edad x en la
j-ésima cohorte en términos de los datos con los que se cuenta, se expresa de la siguiente

manera

P(D}) = P(BiA,_)P(A]_y)

Mj(x) Lj(x—1)
Lij(x—1) L;(0)

, Ve[l (3.1)

donde w es la edad maxima de muerte observada.

Asi, la funcién de supervivencia a edad x para la j-ésima cohorte:
P(SD}) = P(DInDIn..nDI_%
rz—1 )
= [P0
t=1

)
t=1

= M) Ly(t—1)
- -y e (3.2)
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Los curvas resultantes de este enfoque se muestran en la figura (3.1).

Figura 3.1: Estimacién de la funcién de supervivencia aproximacién condicionada
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Otra aproximacién mas frecuentemente utilizada estd dada por el estimador Kaplan-
Meier, el cual da una forma grafica a la curva de supervivencia y de manera empirica
muestra el comportamiento de la supervivencia de las diferentes cohortes. De primera ins-
tancia se utilizara este estimador, el cual es uno de los mas utilizados para los estudios
de esta naturaleza. Como ya se presenté en el capitulo I, este estimador esta dado por:

M (t)

S’%'(_M(t) =l 91— LJ(t)} donde j es el nimero de quinquenio correspondiente. Las

curvas resultantes se muestran en la figura (3.2).

29



Figura 3.2: Estimacién de la funciéon de supervivencia, estimador Kaplan-Meier
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En ambos gréficos se alcanza a observar que las curvas tienden a decrecer mas rapida-
mente conforme se presentan los quinquenios, en el primer enfoque este decremento es mas
marcado a pesar de que la supervivencia total no se ve afectada tanto como en el segundo
enfoque, cuyas curvas se encuentran mas cercanas.

Como se observa en las gréficas de ambos enfoques a pesar de que alcanzan diferentes valo-
res, se muestran comportamientos similares con respecto al incremento en el riesgo de morir
por diabetes conforme los quinquenios van avanzando, pero debido al enfoque utilizado no

es posible cuantificar exactamente de cuanto son estos incrementos.

Tras realizar estos primeros esbozos se generan cuestionamientos con relacién a la re-

levancia que estos andlisis presentan, esto después de utilizar algunos supuestos como el
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comportamiento previo de las muertes por diabetes y la estimacién utilizada, lo cual puede
traer consigo serias desaveniencias en cuanto a su implementacién, de igual forma el poder
predictivo de estos métodos es limitado o nulo debido a la naturaleza misma de su enfoque

al ser este de mayor caracter descriptivo.

3.3. Aproximacion bajo un esquema bayesiano

Nieto y Walker (2001), publican un trabajo sobre modelacién de tasas de riesgo utili-
zando un enfoque bayesiano con procesos de markov beta y gamma, que se enfocan en la
generalizacion del proceso beta en tiempo discreto con incrementos independientes que pro-
puso Hjort (1990) y en generalizar el proceso gamma independiente para modelar tasas de
riesgo constantes en intervalos discretos propuesto por Walker y Mallick (1997); la principal
aportacién de este modelo se basa en la incorporacién de procesos a priori con incrementos
Markovianos, debido a que no siempre es apropiada una estructura de incrementos indepen-
dientes, es decir que no es realista suponer que dos tasas de riesgo consecutivas carecen de
relacion entre ellas. Este modelo cambia esta perspectiva al incorporar elementos de depen-

dencia entre tasas mediante procesos de Markov, lo cual enriquece los modelos propuestos.

El interés en este modelo radica en que para la funcién de supervivencia no es necesaria
una distribucién en especifico sino que trabaja con la expresién general de esta; a su vez uti-
liza intervalos de tiempo discretos (o discretizados) y esto se ajusta bien a lo que el problema
original presenta, debido a las caracteristicas de la informacién con que se cuenta; de igual
manera, el modelo es flexible en cuanto a la incorporacién de mayor informacién (cualidad
en los enfoques bayesianos) lo cual serd de gran ayuda para evitar supuestos excesivos en el

comportamiento de los datos.
Procesos Markov Beta y Gamma para modelar tasas de riesgo

Antes de iniciar se introduce la notacién que serd utilizada. Sean ga(w, ) una den-
sidad gamma con media «/3; po(A\) una funcién de probabilidad poisson con media A;
po—ga(a, B, c) una densidad poisson-gamma con media ca/8; be(a, 3) una densidad beta

con media «/(a + (§); bi(e, 7) una funcién de probabilidad binomial con 0 < 7 < 1 y media
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em; bi—be(a, B, ¢) una densidad binomial-beta con media ca/(a + 3); T'(+) la funcién gam-
ma y T1,...,T, tiempos de falla independientes -posiblemente con censura por la derecha

incluida-.

A continuacién se presentan ambos enfoques, el proceso gamma en (1) y el proceso beta

en (2).

(1) La idea consiste en la particién del eje temporal en intervalos, asi 0 =79 < 72 < ...,
y se define Ay a la tasa de riesgo en el intervalo (731, 7%]. Aqui Walker y Mallick (1997)
proposieron una densidad inicial de tal forma que se toma {A;} como variables aleatorias
independientes con distribucién gamma; para el siguiente trabajo se propone de manera
alternativa un proceso Markov como a priori que generaliza la idea de variables gamma
independientes y a su vez mantiene a la a priori gamma como conjugable. Sobre algunas
otras aproximaciones mediante procesos de Markov, ver Gamerman (1991), Gray (1994) y

Arjas y Gasbarra (1994).

(2) La idea consiste en tiempos de falla discretos, los cuales ocurren en el conjunto
{11, 72,...} y la tasa de riesgo al tiempo 74 estd dada por my; esto es P(T = 74|T > 13) = 7g.
Hjort (1990) tomé a priori independientes y con distribucién beta para {7} que resulta con-
jugable y el estimador bayes generaliza al estimador Nelson-Aalen; para el siguiente trabajo
se propone un proceso de Markov a priori para modelar las {7} lo cual generaliza el modelo

de procesos beta independentes propuesto por Hjort.

Procesos de Markov beta y gamma

Para ambas aproximaciones. Sea 6}, la tasa de riesgo (A; o 7). Para tener una interpre-

tacion del modelo de Markov, es de importancia asegurar que:

E[ek—i-l |9k] =a+ bﬁk,

donde (a,b) son fijos y dependen de k. No se asegura que marginalmente §; sea beta o

gamma sino cuando {6} son independientes es cuando estas se vuelven beta o gamma.
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Esta aproximacion sirve para introducir un proceso latente {uy} tal que {6y} provenga de:
01— up — by — ug — ...
donde se asignan las densidades condicionales f(u|6) y f(f|u) basadas en la densidad con-

junta f(u, ).

(1) Se comienza con \; ~ ga(aq, £1) y se toman ug| A\, ~ po(cxAg) ¥ Mgt |ur ~ galogr1+

Uk, Br+1 + ck) vy asi sucesivamente. Estas actualizaciones surgen de la densidad conjunta,

fu, X) = ga(Alev, B)po(ulcA)

el cual es parecido a una actualizacién de un muestreo de Gibbs, la diferencia es que los
pardmetros (o, 3, ¢) estdn cambiando en cada iteracién y por tanto la cadena no es estacio-

naria y marginalmente {\x} no son gammas. De cualquier forma

Q41 + Ug
E[X up| = ———-—=
P fe] Br+1 + ¢k
entonces
kg1 + CEAk
EMpi1| ] = ——m—.
Al hel Brt1 + c

Si ¢ = 0 entonces P(ur = 0) = 1y de aqui {\z} son variables gamma independientes.

También es sencillo mostrar que

Opt1 + 2c M

VarlnalAs = (Brs1 +cr)?’

por tanto si ag+1 y Br+1 son pequenios, lo cual es lo mas recomendable a menos de que se

cuente con informacién a priori bien sustentada, entonces

E[)\k-&-l‘/\k] ~ >\k

VaT[)\k+1 |/\k] ~ 2)\k/ck

para c; > 0. En el caso que se tome o = a1 y O = (51 constantes para toda k entonces el
proceso {uy} es poisson-gamma con marginales ug ~ po—ga(ay, 1, cx). Més ain el proceso

{Ar} es estrictamente estacionario y marginalmente \; ~ ga(aq,01).
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(2) Se comienza con 71 ~ be(ay, B1) y se toman uy |y ~ bi(cg, k) ¥ Trt1|ug ~ be(agr1+
Uk, Be+1 + ek — ug) v asi sucesivamente. Esto surge de la conjugada de una binomial-beta

con densidad conjunta

flu,m) = be(r|a, B)bi(u|e, 7).

Asi,
Blmisifug] = — kLT Uk
Wkt1 + Bry1 + Cr
entonces
Elmosa|m] = Q1 + CpTg

1+ Bry1 F o
Como en el proceso gamma, si se toma ¢ = 0 entonces P(ux, = 0) = 1 y entonces {7} se

vuelven variables beta independientes. Para a1 y Bk+1 pequenos

B[y 1|mi] ~ mx

2my, (1 — )

Var|ngi1|mi] = o

para ci > 0. Si se toman oy, = oy y B = (1 constantes para toda k, el proceso {ur} es un
proceso binomial-beta con marginales ug ~ bi—be(aq, 81, cr). Y mds adn el proceso {7y} se

vuelve estrictamente estacionario y marginalmente m ~ be(aq, £1).
Andlisis posterior

Dadas {ux}, {0r} son independientes y debido a eso es posible actualizarlas utilizando
los datos disponibles y {u}. Esto es, se tiene f(0|u,datos), donde v = (uy,us,...), § =

(01,04,...) y f(Ok|lug—1,ur) x f(ur|0k)f(Ok|ur—1). También es posible obtener
f(ul6, datos) = [ | f (u|0k, Oxs1)
k

donde f(ug|0k,0k1) < f(Orr1]w))f(ur|fr). A continuacion se presentan las particularida-

des de ambos procesos.

(1) Sea T una variable aleatoria continua con funcién de distribucién F(t) = P(T < t)

definida en [0, 00). Se particiona el eje temporal en intervalos, sean 0 =79 <73 < 75 < ...,
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y sea Ay la tasa de riesgo en el intervalo (71, 7] entonces la funcién de riesgo se encuentra

dada por
M) =D MLy (1)
k=1
Por tanto, la funcién de distribucién y la funcién de densidad dadas {Ag}, son
F(tl{Ax}) = 1 —exp{-A(t)}, (3.3)
FE{ARY) = A(t) exp{=A(1)}, (3.4)

donde A(t) = [}

o A(s)ds. También se tiene que

FOkluk—1,ux) = galag + uk—1 + ug, Br + cr—1 + k).

Entonces, dada una muestra 77,75, ..., T, de f(-|[{\x}), se sigue que

f(Ak|ug—1,ur, datos) = galar + up—1 + wp + 1, B + cp—1 + cx + mi), (3.5)

donde ny, es el nimero de observaciones no censuradas en el intervalo (75—1,7%] y my =

> Tki; ademds

Tk — Th—1 t; > Tk
Tki = ti—Te_1 t; € (Tk—l,Tk]
0 e.o.C.

Adicionalmente se tiene que

{er (Brrr + i) A A1}
F(ak+1 —+ uk)I‘(uk + 1) ’

P(uk = u|)\;c, )\k+1) X (3.6)

con u=0,1,2,.... De aqui es posible implementar un muestreo de Gibbs, dadas las condi-

cionales totales anteriores con el fin de obtener andlisis posteriores.

(2) Sea T una variable aleatoria discreta con valores en el conjunto {7, 72,...} con
funcién de densidad f(7) = P(T = 73). Sea 7 la tasa de riesgo en el punto 7 entonces la
funcién de distribucién y la funcién de densidad dadas {7y} estdn dadas por

J

F(rjl{m}) =1- ] =), (3.7)

k=1

Fail{my) == [ — ). (3.8)
k=1
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Por otro lado, la densidad condicional de 7y es
f(mrlug—1,ur) = be(ar, + up—1 + ug, B + ck—1 — up—1 + cx — up).
Entonces, dada una muestra 17,75, ...,T, de f(-|{my} se sigue que
f(mk|ug—1, ug, datos) = be(ay, + ug—1 + ug + Nk, Bk — Ug—1 + Ck—1 — Uk + c + my), (3.9)
donde ny, es el nimero de fallas en 73, mp = >, 7k ¥

1 t;,>71

Tki =
0 e.o.c

es decir, my denota al nimero de individuos sin fallas en 7. De forma analoga al caso

anterior se tiene que

—up

(T 17m) " [(1 — mh1) (1 — )]

. (3.10
(o1 + ur)D(Brgr + e — up)C(up + 1) (cx — up + 1) (8.10)

P(uy, = u|mg, Tpi1)

conu =0,1,...,¢c. Al igual que con el proceso anterior, la implementacién de un muestreo

de Gibbs es viable utilizando las condicionales totales mostradas.

Ahora bien, este modelo es presentado para datos dentro de una misma poblacién de
seguimiento, en el caso que se presenta en este trabajo se aborda la supervivencia para
varias poblaciones a seguir, las cuales estan determinadas por los quinquenios en que fueron
agrupados los datos. Aqui es donde se deben tener ciertas consideraciones con respecto a la

dimensién que se le adiciona a los datos y el impacto que esto genera en el modelo a utilizar.

Es asf que, a partir de los modelos presentados se realizan las consideraciones necesarias
para adecuarlo al problema planteado originalmente, primero se toman los intervalos para el
proceso gamma como 7o = 0y 7, = Tx—1 + h, con h = 1 y para el proceso beta se considera

el conjunto {7y, 71,...} como {0,1,...}.

Un problema también se presenta al determinar la forma en que serd utilizada la in-
formacion de los datos en referencia a su cardcter predictivo, es decir, el como afecta la
informacién de quinquenios anteriores en quinquenios posteriores. Para efectos de este tra-
bajo la influencia de los quinquenios pasados estard dada por los pardametros a y (§ del

quinquenio siguiente. Esto es para definir los parametros de inicio donde no se cuenta con
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informacién (parte inferior de la matriz de datos) se consideran los datos posteriores del
quinquenio inmedianto anterior. Asi, la muestra generada por el muetreo de Gibbs en el
quinquenio j para el ano k serd utilizada para el ano k pero del quinquenio j + 1 siempre

y cuando en la entrada aj, j41) de la matriz de datos no se cuente con informacién registrada.

3.4. Resultados

Proceso Gamma
El analisis se enfoca a la mortalidad en las edades posteriores a los 20 anos, esto debido a que
para edades inferiores es muy baja y para efectos de cualquier estudio esta no es realmente
significativa. Tras realizar el muestreo de Gibbs para los 22 quinquenios y edades posterio-
res a 20 anos utilizando o =0.1, 8 =0.1, ¢; = 10 constantes, un nimero de iteraciones de
5000 y un periodo de calentamiento de 3000 se obtienen los siguientes promedios ergddicos.
Cabe senalar que por razones de espacio no se incluyen todas las graficas sino los resultados
para algunos quinquenios y afios para observar el comportamiento general de las cadenas

simuladas (graficas C.1 a C.8).

Proceso Beta
Para este proceso se utilizé6 a =1, § = 1, ¢ = 10 constantes para todas las edades y quin-
quenios, un numero de iteraciones de 5000 y un periodo de calentamiento de 3000 donde se
obtienen los siguientes promedios ergddicos e histogramas. De nuevo se incluyen algunas las

graficas (C.9 a C.16) para mostrar el comportamiento para este caso.

Asimismo se realizan las comparaciones referentes a las tasas de riesgo para todos los

quinquenios, los resultados se presentan en las graficas 3.3 y 3.4.

Una vez que se obtienen todos los resultados se observan principalmente dos cosas: la
primera es referente al comportamiento en si de las tasas de riesgo, las cuales como se pre-
vefa van incrementando conforme los quinquenios avanzan, siendo de esta forma consistentes
con lo que presentaban los anteriores enfoques. La segunda observacion es en relacién a que

el enfoque bayesiano completa lo que las anteriores aproximaciones dejaron truncado, esto
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Figura 3.3: Comparativo de tasas de riesgo modelo poisson-gamma todos los quinquenios
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mediante una metodologia bien sustentada teéricamente. Esto es importante porque hace

posible realizar una cuantificacién plausible del riesgo de muerte por diabetes en el futuro.

Adicionalmente se analiza la capacidad predictiva de los modelos, esto mediante la dis-

tribucién predictiva posterior (Capitulo II 2.3). Se hiz6 una simulacién de la distribucién

predictiva posteror, considerando la posterior de cada uno de los modelos para el quinque-

nio 1 y se comparo con los datos reales del quinquenio 2. Se decidié que estos quinquenios

podian proporcionar una mejor 6ptica de la capacidad predictiva ya que son los quinquenios

que mayor informacién real poseen. Los comparativos se observan en las graficas 3.5 y 3.6.
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Figura 3.4: Comparativo de tasas de riesgo modelo binomial-beta todos los quinquenios
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Figura 3.5: Predictiva posterior modelo poisson-gamma contra muertes reales
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Figura 3.6: Predictiva posterior modelo binomial-beta contra muertes reales
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Apéndice A

Desarrollo de resultados

Resultado 3.5
f (Mg, ug—1, ug, datos)
fuk_1, ug, datos)
_ f(datos| A, uk—1, ur) f( Nk, up—1, u)
f(ug—1, uk, datos)
f(datos| Ag) f (Mg lug—1, up) f (ug—1, ur)
f(ug—1,ux) f(datos)
f(datos| k) f(Aklug—1, uk)
f(datos)

x f(datos| i) f(Mk|ug—1,ur)

= \re M TiF i

FOg|ug—1, uk, datos) =

_ _ -1
(Bk + Crp—1 + ck)ak+uk_1+uke (Bk-,Jrck_lJrck))\k)\:kJruk 1+tug
Ty + uk—1 + uk)
_ /\zk+uk71+uk+nk—1e—>\k(ﬁk+ck,1+ck+z?’c ti) o

(ﬁk +cp_1 + Ck)ak"!‘uk—l"!‘uk
Dok + ug—1 + ug)

= ga(ak 4+ up_1 +ug +ng, B +c_1 + ¢k + mk).
Resultado 3.6

P(ug = u|Ag, Apr1) o< galag 1 + uk, Ber1 + cx)po(cpAr)
(B + cp) s e M (B e Ao T gmene (g ) ) v
(k41 + ug) I(uk +1)
~ A{er(Bra1 + cr) M Appa free” QenBeete) e f(8 1 4+ o) Ay}
- Dokt + ue)D(uk + 1) Agta

{er(Bra1 + i) A Apg1 }*
F(Oék+1 + uk)F(uk + 1) '
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Resultado 3.9

b — 1 d t
F(mulun—t, ug, datos) = f(mk, ug—1, ug, datos)

f(uk—1,ug, datos)
_ f(datos|my, up—1,ur) f(Tr, up—1, ur)
f(ug—1, uk, datos)
_ f(datos|my,) f(mp|ug—1, up) f(ugp—1, u)
- f(ug—1,ur) f(datos)
_ f(datos|my) f(mr|ur—1, ur)
f(datos)

o f(datos|my) f(mpluk—1, ur)
=" (1 =)™ X

I (e + exm + ey T (L ) e Tt

Dok + up—1 +up) T (Br — uk—i + ck—1 — ur + cx)
_ D(ag + Bk + ck—1 + cx) y
I + up—1 + )T (Be — up—i + o1 — up + cx)

W;k+uk—1+uk+nk*1 (1

_ ﬂ.k)ﬁk*uk71+ck71*uk+ck+mk*1

= be(ay, + up—1 + up + ng, B — Uk—1 + Cp—1 — Uk + cx + My).
Resultado 3.10

P(u = u|my, Tpt1) o< be(up1 + Uk, Br1 + ¢ — ug)bi(cr, mr)

F(ak-i-l +ﬁk+1 + ck)ﬂgril-&-uk—l(l _ ﬂ.k_"_l)ﬁkdrl"er—uk—l
I(aptr + up)l(Brrr + o — ur)
ek 4+ 1)mp* (1 — g ) vx
T(uk + DT (e —ug + 1)

X

= F(ak+1 + Br+1 + Ck)l—‘(ck + 1)71‘:{1&1(1 - 71';€+1)6k+20k_1><

—ug

(T mi) " [(1 — mp1) (1 — )]
D(agy1 + we)T(Brt1 + e — up)T(uwr + 1) (e — ug + 1)

—Up

o (1) [(1 = mog1) (1 — )]
T(ags1 + k) T(Br+1 + ek — ug)T(ug + DT (cp — ug + 1) '
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Apéndice B

Cdédigo del muestreo de (Gibbs

El siguiente cédigo fue implementado en el paquete estadistico R para realizar el muestreo
de Gibbs dadas las condicionales totales que se presentaron en el modelo poison-gamma y

binomial-beta.

#Modelo Poisson-Gamma

al<-.1

bi<-.1

c_k<-10

N<-5100

B<-3100

du_pg<-function(x,al,be,ck,1lk,1k1l)

#funcién de densidad de la condicional total de u del modelo poisson-gamma
{

co=double (1)

for (y in 0:(2%xck)) co<-co+exp(y*(log(ck)+log(ck+be)+log(lk)+log(1lkl));
-lgamma (y+1)-lgamma (al+y))
res<-exp(x*(log(ck)+log(ck+be)+log(lk)+log(lkl))-1lgamma (x+1);
-lgamma(al+x))/co

res

}

setwd("") #determina el directorio donde se encuentran las bases de datos
set.seed(147) #fija una semilla para la generacidén de aleatorios

#lee los datos con los que se cuenta
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Md<-read.csv("Md(x) _quinq.csv" ,header=TRUE,sep = ",")
S<-read.csv("L(x)_quing.csv" ,header=TRUE,sep = ",")
#esta parte llena la matriz de alfas y betas
am<-read.csv("Alpha_quing.csv" ,header=TRUE,sep = ",")
bm<-read.csv("Beta_quing.csv",header=TRUE,sep = ",")

#asignando espacio y valores a las variables a utilizar
qui<-22 #ntmero de quinquenios
anios<-102 #nimero de afios
theta<-c(rep(0,N*qui*anios))
dim(theta)<-c(anios,qui,N)
u<-c(rep(0,N*qui*anios))
dim(u)<-c(anios,qui,N)
ck<-c(rep(c_k,anios))
#llena la matriz de alfas y betas con las iniciales dadas
for (i in 1:qui)
{ for (j in 1:anios)
{
if(am[j,i+1]!'=-1) am[j,i+1]=al
if(bm[j,i+1]!'=-1) bm[j,i+1]=bl
X
}
#Aqui comienza el muestreo de Gibbs para el modelo poisson-gamma

for (j in 1:qui)

{
for (k in 1:anios)
{
if (am[k, j+1]==-1)
{

#Estima los parametros alfa y beta de una distribucién gamma con
#base en la informacidén previa cuando no se cuenta con datos para
#realizar la simulacién.

am[k, j+1]=al
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Md [k, j+1]=median(thetalk,j-1, (B+1) :N]) "2/ (mad(thetalk,j-1, (B+1):N])"2)
bm[k,j+11=b1
S[k,j+1]=median(thetalk,j-1, (B+1):N])/mad(thetalk,j-1,(B+1):N])"2
}
}
thetall,j,1]=rgamma(1,am[1,j+1],bm[1,j+1])
for (k in 2:anios)
{
ulk-1,j,1]1=rpois(1,ck[k-1]*thetalk-1,j,1])
thetalk,j,1]=rgamma(1l, (am[k, j+1]+ulk-1,j,1]1), (bm[k, j+1]+ck[k-1]1))
}
ulanios,j,1]=rpois(1,ck[anios]*thetalanios,j,1])
for (i in 2:N)
{
thetal1,j,il=rgamma(1,am[1,j+1]+ul1,],i-11+Md[1,j+1],bm[1,j+1]+ck[1];
+S[1,j+11)
for (k in 2:anios)
{
thetalk,j,il=rgamma(1,am[k,j+1]+ulk-1,j,i-11+ulk,j,i-1]1+Md [k, j+1];
,bm[k, j+1]+ck [k-1]+ck [k]+S [k, j+1])
}
for (k in 1:(anios-1))
{
x=rpois(20,ck[k])
ulk,j,il=sample(x,1,prob=du_pg(x,am[k+1,j+1] ,bm[k+1,j+1],ck[k];
,thetalk,j,i],thetalk+1,j,i]))
}
x=rpois(20,ck[anios])
ulanios,j,il=sample(x,1,prob=du_pg(x,am[anios, j+1] ,bm[anios, j+1],ck[anios];
,thetalanios, j,i],thetalanios,j,i]l))
}
}

47



#Modelo Binomial-Beta

al<-.1

bi<-.1

c_k<-10

N<-5100

B<-3100

du_bb<-function(x,al,be,ck,1lk,1kl)

#funcién de densidad de la condicional total de u del modelo binomial-beta
{

co=0

for (y in 0:ck) co<-co+texp(y*(log(lk)+log(lkl)-log(1l-1k)-log(1-1k1));
-lgamma (y+1) -1gamma (ck-y+1) -1gamma(al+y) -lgamma (be+ck-y) )
res<-exp(x*(log(1lk)+log(lkl)-log(1l-1k)-log(1-1k1))-lgamma(x+1) ;

-lgamma (ck-x+1)-1gamma (al+x)-1gamma (be+ck-x))/co

res

}

setwd("") #determina el directorio donde se encuentran las bases de datos
set.seed(147) #fija una semilla para la generacién de aleatorios

#lee los datos con los que se cuenta

Md<-read.csv("Md(x)_quing.csv" ,header=TRUE,sep = ",")
S<-read.csv("L(x) _quing.csv" ,header=TRUE,sep = ",")
#esta parte llena la matriz de alfas y betas
am<-read.csv("Alpha_quing.csv",header=TRUE,sep = ",")

bm<-read.csv("Beta_quing.csv" ,header=TRUE,sep = ",")
#asignando espacio y valores a las variables a utilizar
qui<-22 #nimero de quinquenios

anios<-102 #nimero de afios

theta<-c(rep(0,N*qui*anios))

dim(theta)<-c(anios,qui,N)

u<-c(rep(0,N*qui*anios))

dim(u)<-c(anios,qui,N)
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ck<-c(rep(c_k,anios))
#llena la matriz de alfas y betas con las iniciales dadas
for (i in 1:qui)
{ for (j in 1:anios)

{

if(am[j,i+1]!'=-1) am[j,i+1]=al

if (bm[j,i+1]1!=-1) bm[j,i+1]=bl

}
}

#Aqui comienza el muestreo de Gibbs para el modelo binomial-beta

for (j in 1:qui)

{
for (k in 1:anios)
{
if (am[k,j+11==-1)
{

#Estima los parametros alfas y betas de una distribucién beta con
#base en la informacién previa cuando no se cuenta con datos para
#realizar la simulacién.
am[k,j+1]=al
Md [k, j+1]=median(thetalk,j-1, (B+1) :N])*(median(thetalk,j-1,(B+1):N]);
-mad (thetalk, j-1, (B+1):N])"2) /mad (thetalk, j-1, (B+1) :N]) "2
bm [k, j+1]=b1
S[k, j+1]1=(1-median(thetalk,j-1, (B+1):N]))*(median(thetalk,j-1, (B+1):N]);
-mad (thetalk, j-1, (B+1):N])"2) /mad (thetalk, j-1, (B+1) :N]) "2
}
}
thetall,j,1]l=rbeta(l,am[1,j+1],bm[1,j+1])
for (k in 2:anios)
{
ulk-1,j,1]=rbinom(1,ck[k-1],thetalk-1,j,1])
thetalk,j,1]=rbeta(l,am[k, j+1]+ulk-1,j,1] ,bm[k, j+1]+ck [k-1]-ul[k-1,7,1])
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}
ulanios,j,1]=rbinom(1,ck[anios],thetalanios,j,1])
for (i in 2:N)

{
thetal1,j,il=rbeta(l,am[1,j+11+(ul1,],i-11+Md[1,j+1]1)/F1,bm[1,j+11+(ck[1];
-ull,j,i-11+S8[1,j+1])/F1)
for (k in 2:anios)

{

thetal(k,j,il=rbeta(1,am(k, j+1]+ulk-1,j,i-1]+ulk,j,i-1]1+Md [k, j+1];
,bm [k, j+1]+ck [k-1]+ck [k]-ul[k-1,j,i-1]-ulk, j,i-1]1+S[k, j+1])

}

for (k in 1:(anios-1))

{

x=rbinom(20,ck[k],.5)

ulk,j,i]l=sample(x,1,prob=du_bb(x,am[k+1,j+1] ,bm[k+1,j+1],ck[k];

,thetalk,j,i],thetalk+1,j,i]))

}
x=rbinom(20,ck[anios], .5)
ulanios,j,il=sample(x,1,prob=du_bb(x,am[anios,j+1] ,bm[anios, j+1],ck[anios];
,thetalanios,j,i] ,thetalanios,j,i]))

}
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Apéndice C

Resultados de diagnédstico

A continuacién se presentan algunas de los resultados generados por el algoritmo para el
modelo poisson-gamma y binomial beta; histogramas y promedios ergddicos para diferentes
edades y quinquenios. Debido a la cantidad de anos y quinquenios simulados es imposible

mostrarlos todos en este apéndice.
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Figura C.1: Promedios ergddicos para la tasa de riesgo, modelo poisson-gamma, edad 20
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Figura C.2: Promedios ergddicos para la tasa de riesgo, modelo poisson-gamma, edad 40
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Figura C.3: Promedios ergddicos para la tasa de riesgo, modelo poisson-gamma, edad 60
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Figura C.4: Promedios ergddicos para la tasa de riesgo, modelo poisson-gamma, edad 80
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Figura C.5: Histogramas para la tasa de riesgo, modelo poisson-gamma, edad 20
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Figura C.6: Histogramas para la tasa de riesgo, modelo poisson-gamma, edad 40
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Figura C.7: Histogramas para la tasa de riesgo, modelo poisson-gamma, edad 60
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Figura C.8: Histogramas para la tasa de riesgo, modelo poisson-gamma, edad 80
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Figura C.9: Promedios ergddicos para la tasa de riesgo, modelo binomial-beta, edad 20
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Figura C.10: Promedios ergddicos para la tasa de riesgo, modelo binomial-beta, edad 40
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Figura C.11: Promedios ergédicos para la tasa de riesgo, modelo binomial-beta, edad 60
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Figura C.12: Promedios ergddicos para la tasa de riesgo, modelo binomial-beta, edad 80
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Figura C.13: Histogramas para la tasa de riesgo, modelo binomial-beta, edad 20
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Figura C.14: Histogramas para la tasa de riesgo, modelo binomial-beta, edad 40
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Figura C.15: Histogramas para la tasa de riesgo, modelo binomial-beta, edad 60
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Figura C.16: Histogramas para la tasa de riesgo, modelo binomial-beta, edad 80
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Conclusiones

El andlisis de supervivencia es una rama de la estadistica que se enfoca en el estudio
de los tiempos de ocurrencia de eventos considerando a estos como variables aleatorias y
mediante datos observados poder realizar inferencias sobre las probabilidades de dichas ocu-
rrencias y analizar las mismas mediante funciones caracteristicas de esta rama como lo son
las funciones de supervivencia y de riesgo las cuales pueden representarse mediante funciones
conocidas en el ambito de la probabildad como lo son la funcién Weibull o la exponencial o
incluso mediante modelos no paramétricos los cuales solo dan aproximaciones numéricas o

estimaciones a estas funciones como lo puede ser el modelo Kaplan-Meier.

El incorporar un enfoque bayesiano fue de suma importancia para el fin que se persi-
gue durante el trabajo, ya que utiliza informacién previa para hacer inferencia sobre los
parametros de interés en los quinquenios posteriores y se complementa bien al utilizar los
datos con los que se cuenta pudiendo decidir dependiendo del caso en donde se puede o no
dar mayor peso a los datos, cuando estos existen o a la informacién a priori, en los casos en
que no se cuente con datos para realizar la inferencia, siendo asi mas o menos informativos
dependiendo de si se tienen o no datos, proveyendo asi de alternativas para la modelacién del
problema planteado. Otro punto importante del modelo utilizado radica en la dependencia
de las tasas de riesgo via los procesos beta y gamma, lo cual al generar una dependencia
entre la tasa de riesgo del ano k con el inmedianto anterior k — 1 aporta una estructura que

hace factible las proyecciones realizadas.

Tras realizar un andlisis de supervivencia de diabetes de la poblacién mexicana surgen

diversas interrogantes sobre el aumento de esta con el paso del tiempo, es importante poder
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cuantificar estos incrementos para asi poder preveer el impacto que se podria presentar para
el sector salud primordialmente, el enfoque presentado aporta para este fin una metodologia
que puede ser implementada sistematicamente, esto debido al esquema bayesiano primor-
dialmente ya que una principal cualidad de este esquema es precisamente la posibilidad de
actualizar datos de manera sencilla. Otro punto importante del modelo propuesto radica en
el papel que juega la dependencia via procesos de markov de las tasas de riesgo, el cual es

esencial para el prondstico de las futuras tasas.

Con respecto a la implementacién de la rutina en el paquete estadistico R, la principal
dificultad que se presenté se dio al muestrear de la condicional total de la variable latente
u lo cual fue solucionado completando la constante con la que la funcién de probabilidad
sumaba uno. En cuanto a la eficiencia del programa y debido a que se corrieron alrededor de
5000 iteraciones del muestreo de gibbs para todas las edades(20 a 100) de los 22 quinquenios,
el tiempo que se tard6 en completar la rutina fue alrededor de 5 horas, lo cual no presenta

mayores inconvenientes.

Cabe senalar que dentro de cualquier prondstico existe un momento en que este ya no
es plausible o sus resultados se alejan de la realidad, esto se debe a que conforme se va
avanzando en el tiempo los datos dejan de ser observados y por tanto se vuelven a hacer
las proyecciones con datos estimados generando margenes de error en cada ocasién que el
proceso se repite. Este trabajo no es la excepcién y la prueba de esto se da al observar
las tasas de riesgo finales para todos los quinquenios, donde se observa que llega un cierto
quinquenio a partir del cual todas las tasas de riesgo para los quinquenios posteriores son
muy parecidas y esto no tendria que ser necesariamente cierto lo que al parecer sucede es
que ya no es posible hacer mayor prondstico con la informacién con la que se cuenta y es

por eso que se presentan datos similares a partir de ese quinquenio.
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