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INTRODUCCION

Cuando se estudia la resolucién de ecuaciones de segundo grado, debiera ser natural
preguntarse por qué estas ecuaciones tienen dos soluciones. Las respuestas que recibimos
se relacionan con el llamado discriminante de la ecuacién cuadratica, reduciéndose la
comprension de lo que sucede al manejo de un algoritmo del que cominmente se
desconoce su procedencia. En la educacion escolar, desde la escuela secundaria ese
algoritmo se reduce a la aplicacion de una férmula general de resolucién: Dada la ecuacion

ar? +br+c=0,cona = 0, sus soluciones son

B —b+ \b? — dac

2a

T

En el bachillerato y posteriormente en los cursos superiores, las respuestas a por qué una
ecuacion cuadratica tiene dos soluciones se complican ain mas: las soluciones tienen razoén

de ser gracias al teorema fundamental del dlgebra.

En la carrera de matematicas de distintas universidades los temas relacionados con el
teorema fundamental del algebra se incluyen en los primeros cursos de dlgebra superior

(4lgebra superior 11 en la Facultad de Ciencias de la UNAM) y posteriormente en un primer



curso de andlisis de variable compleja. Particularmente, de acuerdo con el “temario” de
algebra superior 11, se pretende que el alumno conozca y maneje el teorema fundamental
del algebra asi como sus consecuencias, pero no se proporciona demostracion alguna del
mismo; se aborda nuevamente el teorema en el apartado “Teoremas de Liouville y
fundamental del dlgebra” en la asignatura de variable compleja I, reduciéndose el teorema
fundamental a la calidad de colorario de otro teorema que no es fundamental.

Bajo esta perspectiva, el propdsito central de este trabajo es mostrar la primera
demostracion vélida del teorema cuyo caracter geométrico proporciona las ideas
subyacentes de uno de los resultados mas importantes de las matematicas, que los autores
modernos han dejado de lado en beneficio de demostraciones formales y artificiosas. Como
punto de partida para el estudio del teorema se analizarad por qué las ecuaciones de segundo
grado tienen dos raices, lo cual se aborda en el capitulo I. A su vez, esto

motivard preguntas como las siguientes:

—{Cdémo se entendian y resolvian en el pasado los problemas que actualmente se
representan con ecuaciones?
—({Qué relacion guardaban la practica de resolucion de esos problemas y el entorno social

en el que surgieron?

La primera interrogante es muy ambiciosa: una respuesta detallada y profunda requeriria
una investigacion exhaustiva, lo cual no es la finalidad de este trabajo. Sin embargo, se

considera de interés mostrar un panorama general sobre como los drabes y algunos otros



estudiosos del medievo enfrentaron estas cuestiones, ya que la difusion de sus ideas
cimentd los estudios de las matematicas en el continente europeo hasta mediados del siglo
XVI aproximadamente.

La segunda pregunta obedece a que las matemdticas son una creacion del hombre
influida por lo que le rodea. Estas dos interrogantes se tratan en el capitulo 11, abarcando
desde el surgimiento de una de las principales obras de las matemadticas arabes, el Al-jabr
wa’l-mugabala, hasta las aportaciones de los estudiosos de finales de la época medieval.

Durante mucho tiempo las técnicas de resolucion de problemas considerados
actualmente algebraicos estuvieron ligadas a la percepcion. Sin embargo, el interés
creciente en “ecuaciones” de grado mayor que 3 suscit6 una separacioén del dominio de lo
visible, tendiendo al empleo de algoritmos aritméticos. Estas cuestiones se presentan en el
capitulo 111, donde también se habla del surgimiento de un “simbolismo” mds apropiado
que, sin duda, beneficié el estudio de la teoria de ecuaciones.

Finalmente, con el surgimiento de este nuevo simbolismo, problemas relacionados
con el andlisis geométrico y aritmético de la antigua Grecia se vieron desde una nueva
perspectiva surgiendo asi la geometria analitica, lo cual se muestra en el capitulo 1v. El
lenguaje de la nueva geometria fue esencial para la demostracion del teorema fundamental
del 4lgebra, que se expone en el capitulo Vv, recurriendo a la acciéon generadora de las
magnitudes complejas de Carl Friedrich Gauss.

Los temas tratados en cada uno de los capitulos muestran el camino de la resolucién
de problemas relacionados con ecuaciones cuadraticas por medio de un lenguaje retdrico,

avanzando hacia problemas cada vez méds complicados y llegando a ecuaciones



polindémicas de mayor grado que en algiin tiempo no tendrian referente fisico. El desarrollo
del simbolismo y la conceptuacién de los objetos matemadticos tratados en cada época son
de importancia relevante, pues fue finalmente la interpretacion que Gauss hizo de aquellos
conceptos lo que origind los cimientos de su demostracion: la clave fue su vuelta hacia el

pasado y su reinterpretacion.



CAPITULO 1

¢POR QUE LAS ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO TIENEN DOS RAICES?

Para responder a la pregunta de por qué las ecuaciones de segundo grado tienen dos
soluciones, tenemos que comenzar con otra interrogante: ;Qué significado geométrico
tiene elevar al cuadrado una magnitud? En las matematicas griegas del siglo v a.C., en la
escuela de Platon (h. 427 -h. 348 o 347 a.C.), encontramos en uno de los Didlogos un
problema en el que estd implicado el cuadrado de una magnitud: la duplicacion del area de

un cuadrado.

Figura 1.1. Duplicacién del area de un cuadrado



En la conversacion entre Socrates, Menon y un esclavo de éste, Socrates mostro al
esclavo un cuadrado cuyo lado media 2 pies, es decir, un cuadrado con drea de 4 pies, y
después le preguntd: “; No podria formarse un espacio doble que éste y del todo semejante,
teniendo como €l todas sus lineas iguales?” (Platén 2007, p. 301)

Tras conducir al esclavo por el camino de las reminiscencias, Socrates logré que
recordara que para duplicar el drea se tiene que construir el nuevo cuadrado sobre la
diagonal del original, como se muestra en la figura 1.1. La principal dificultad que
enfrento el esclavo para resolver el problema planteado por Sécrates fue su estrecho
panorama amarrado a la aritmética de los nimeros enteros. De este modo, en el espacio se
mostraron longitudes que no podrian determinarse mediante cuantificacién. Socrates le
dijo al esclavo, refiriéndose a la linea que proporciona una superficie de 8 pies: “;Con
qué linea se forma? Procura decirnoslo exactamente, y si no quieres calcularla,
muéstranosla” (Platén 2007, p. 303). Asi, Socrates pasé de los nimeros al espacio: “la
prueba de Socrates demuestra que el espacio hace posible lo que los nimeros hacen
imposible” (Serrés 1996, p. 234).

Con la idea anterior, consideremos un cuadrado de drea 1 y construyamos otro cuya
area sea el doble. Si continuamos el proceso de duplicar las dreas de los cuadrados que
sucesivamente se van obteniendo, se tendrd un esquema como el de la figura 1.2.
Observemos como crecen las longitudes de los lados de los cuadrados dibujados. Notemos
que en la ilustracién aparecen las longitudes 2, 4 y 16, es decir, 2, 22 y (2%)2. El segmento
OB de longitud 2 forma un dngulo recto con el segmento O A girando éste en sentido

dextrdgiro. Para pasar del segmento de longitud 2 al segmento OC, de longitud 22 = 4,



ocurre una rotacién de un dngulo recto y una extensién de 2 a 22 = 4. Asi, el segmento OC'
de longitud 4 forma con el segmento horizontal O A un dngulo equivalente a dos dngulos

rectos.
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Figura 1.2. Duplicacién sucesiva de dreas de cuadrados

Para obtener el segmento de longitud (22)% = 16 se requiere de una rotacién de 180°
del segmento de longitud 2% = 4 y de la extension de 4* = 16. De esta manera observamos
que la accion de elevar al cuadrado una magnitud se genera de las acciones geométricas de
rotar y extender. En este proceso aparecen magnitudes inconmensurables; éstas sélo tenian
sentido a través de la geometria, como lo muestra el didlogo entre Sdcrates y el esclavo de
Menon.

A lo largo de la historia surgio la necesidad de resolver problemas relacionados con

lo que actualmente llamamos ecuaciones de segundo grado. Los arabes, por ejemplo



solucionaron esta clase de problemas mediante la representacion geométrica de los 6 tipos
de “cuadraticas” que trabajaron. Actualmente englobamos todas esas “‘ecuaciones” bajo
un solo modelo: ax? + bz + ¢ = 0. Los 4rabes trabajaron diferentes tipos porque atn no
conceptuaban los nimeros negativos.

Los procedimientos de los drabes para resolver problemas relacionados con
ecuaciones cuadrdticas, interpretados con el simbolismo de nuestro tiempo conducen a las

. _ 2_
soluciones x = =ttvb —dac ”2’;4“

y x= ===l congiderando que b® — 4ac no podia ser
negativo; de resultar asi, tal “solucion” se descartaba por carecer de sentido. Una
observacion digna de mencionar sobre los antecedentes de las matematicas drabes la hace
Katz, al afirmar que éstas provienen de las matemdticas babilonias (Katz 1993, p. 229) y no
de Euclides, como se reporta en muchos libros de historia de las matemadticas.

A pesar de que durante mucho tiempo se omitieron las cantidades negativas en los
resultados obtenidos al resolver ecuaciones cuadraticas, estas entidades asi como los
inconmesurables despertaron un interés aritmético en los estudiosos. Es por esto que desde
la época arabe algunos de sus sabios surgidos en los siglos XI y XIT manipularon cantidades
negativas por medio de algoritmos (Katz 1993, p. 236); de igual forma ocurri6 con los
inconmensurables en una tradicion que avanzoé hasta bien entrado el siglo X VI, cuando
Rafael Bombelli (1526 - 1572) oper6 con unas extrafias cantidades incomprensibles,
aunque muy utiles para resolver ecuaciones: las raices cuadradas de nimeros negativos.

Un inconveniente que se presentd para el cabal entendimiento de las soluciones de las

ecuaciones cuadréticas, asi como para la resoluciéon de muchos problemas de la antigiiedad,

fue el simbolismo. Frangois Viete (1540 - 1603) retomo los conocimientos de los antiguos



griegos y los adapt6 a las necesidades de su tiempo, creando un nuevo simbolismo
matematico. Después Pierre de Fermat (1601 - 1665) y René Descartes (1596 - 1650)
crearon la geometria analitica y mejoraron el simbolismo de Viete. Surgio asi el lenguaje
apropiado que nos permitird responder las preguntas planteadas al inicio de este capitulo.
Mediante el lenguaje de la geometria analitica y con el significado explicado
previamente de elevar al cuadrado una magnitud, partiendo del razonamiento de duplicar
un cuadrado, consideremos un segmento de recta ubicado en el plano cartesiano, con uno
de sus extremos en el origen y con determinada inclinacién con respecto al eje horizontal.
Este segmento representard lo que llamaremos una magnitud compleja; para elevarla al
cuadrado se necesitara duplicar su dngulo de inclinacién y extender su longitud al
cuadrado. De este modo, para obtener la raiz cuadrada de una magnitud se sigue un
proceso inverso: el dangulo que forma el segmento de recta con el eje de referencia se

reduce a la mitad y su longitud se disminuye numéricamente a su raiz cuadrada.

0 I T 7 il

Figura 1.3. Significado geométrico de v/ —1
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Ubiquemos entonces las magnitudes 1 y —1 en el plano, caracterizadas por los
nimeros reales 1 y —1 respectivamente. Ahora estamos en condiciones de comprender el
significado geométrico de v/—1. El punto sefialado como —1 se localiza a 180° en sentido
levégiro respecto al eje horizontal O_A> y a una distancia 1 del origen O. Asi, su raiz
cuadrada /—1, se ubicard a 90° respecto al eje O_A> y a una distancia de v/1 = 1 del origen
(véase la figura 1.3). También podemos ver que el angulo de 180° es el mismo angulo que
180° 4+ 360° = 540°. De este modo, otra raiz cuadrada de —1 se ubicara a 540° — 2 = 270°
y a una distancia 1 del origen. Si agregamos 360° mas a 540° y extraemos la raiz cuadrada,
obtendremos nuevamente la primera raiz. De acuerdo con el esquema cartesiano adoptado

para describir este proceso, hemos encontrado /—1 y —+/—1.

Figura 1.4. Una magnitud compleja z

Luego, hemos comprendido el significado de v/—1 a través de la accién que genera
tal magnitud. Hay que aclarar que aunque se toma prestado el lenguaje de la geometria

euclidiana, el principio para elevar al cuadrado no proviene de ella. Al igual que v/—1 y
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—+/—1, podemos determinar cualquier magnitud en el plano cartesiano por medio de su
longitud r y de su dngulo de inclinacién 6. Mas especificamente, cada magnitud z del
plano se distingue de otra por sus coordenadas (r cosf, rsenf), con 0 < 0 < 27 (véase la
figura 1.4.)

Consideremos entonces la magnitud compleja z de la figura 1.5, cuyo dngulo de
inclinacion respecto al eje horizontal es ¢ y cuya longitud es r. Si elevamos al cuadrado
dicha magnitud, se tendrd que 22 tiene como 4ngulo de inclinacién 2¢ y como longitud r?;

similarmente, (z2)? tendra como angulo de inclinacién 4¢ y como longitud (r?)? = r4,

)’

(o

Figura 1.5. Elevacion al cuadrado una magnitud

Trabajemos ahora con la ecuacién cuadratica X = 22 + Az + M = 0. Hemos
observado que los nimeros complejos pueden descomponerse en términos de su longitud,

el coseno de su dngulo de inclinacién y el seno de su dngulo de inclinacién. Es decir, el



12

nimero complejo z estd representado en el plano por el punto (7 cos ¢, r sen ). De este
modo las coordenadas de 22 son (r? cos 2¢, % sen 2¢), ya que sabemos que elevar al
cuadrado una magnitud de este tipo implica duplicar su dngulo de inclinacién y extender su

longitud al cuadrado.

e
53

t=rsen’pt+Arseno

} ;

Figura 1.6. Construccion de la superficie 7' = 72 sen 2 + Ar sen ¢

Apoyéandonos en esta descomposicion de los niimeros complejos, asociemos a la

expresion X = x? + Ax + M dos superficies. La primera superficie serd

T =r?sen2p + Arsenp + M(r°sen0p) o T =1r*sen2p + Arsen o,

es decir, sobre cada punto del plano levantaremos una perpendicular cuya longitud
serd 2 sen 2¢ + Ar sen ¢, como se muestra en la figura 1.6, donde precisamente r es la
distancia del origen al punto en el plano y ¢ es el dngulo de inclinacién de la recta que une

al punto con el origen respecto al eje de referencia. La segunda superficie se muestra en la
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figura 1.7 y esta representada por la expresion

U =r1r%cos2p + Arcosp+ M(r°cos0p) o U =1r*cos2p + Arcosyp + M.

L

Ly

L

T =r’sen 2o + Arsen o

?
1
4
H
!
i

U =1r%cos 290 + Arcos 9 + M

Figura 1.7. Superficies T' = r?sen 2 + Arsenp, U = r?cos2p + Arcoso+ M

y su interseccion
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Para encontrar las soluciones de la ecuacién X = 22 + Ax + M = 0, bastara con

mostrar que existe un angulo ( y una longitud r que satisfacen

T =r?sen2¢p+ Arsenp =0y U =r1r%cos2p + Arcosg + M =0

simultineamente (véase la figura 1.7). En otras palabras, ubicaremos las intersecciones de
cada superficie con el plano y las intersecciones de esas curvas entre si. De este modo esas
intersecciones representaran las soluciones buscadas.

Analicemos primero la superficie T' = r% sen 2 + Ar sen . Si r es infinito, el
término Ar sen ¢ no aporta nada a la expresion comparado con % sen 2¢; asi, la superficie
T = r?sen 2¢p + Ar sen ¢ coincidird con la superficie S;(r, ) = r?sen 2¢. Puesto que
Fi(¢) = sen 2¢p es una funcién continua que varia de 1 a —1, la expresion 7' = 72 sen 2¢
serd algunas veces positiva y otras negativa. En el intervalo 0 < ¢ < 27 la funcién
F5(p) = sen ¢ cambia de positiva a negativa una vez, es decir, en el intervalo 0 < ¢ < 7
se tiene que sen ¢ es positiva, y en el intervalo m < ¢ < 27 se tiene que sen  es negativa.
Observemos entonces que la funcién F}(p) = sen 2 cambiara de signo tres veces: cuando
0 < ¢ < msetendrd que 0 < 2¢p < 27,y cuando ™ < ¢ < 27 tendremos que
21 < 2p < 4m; de este modo, si evaluamos la funcién F (@) = sen2pen0 < ¢ < 27, el
angulo ¢ recorrerd la circunferencia dos veces y obtendremos que la funcion se anulard 4
veces. Observemos que 7' = r? sen 2¢ + Ar sen ¢ se encontrara sobre el plano cuando
O<p<form<ep< 37”, y se encontrard bajo el plano en los intervalos 5 < o <7y

3
o< p <2
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Por otra parte, podemos escribir
9 9 A
T =r“sen2p+ Arsenp =0 como 7T =r(sen2p + —seny) =0,
r

y asuvez como 1" = sen2¢ + é sen ¢ = 0. Si r es infinito, la curva
T =sen2p + é sen ¢ = 0 coincidird con la curva T = sen 2¢ = 0. Esta ecuacion se

cumple siempre que 2¢ = k7, con k en los enteros; es decir, si ¢ = k7. Esto es,

s
)99

sen2p = 0 cuando ¢ € {0, 3, 7, 37”} (el resto de los dngulos posibles coincide con alguno
de los de este conjunto). De este modo, la curva sen 2¢ = 0 estd formada por 4 semirrectas
cuyos angulos de inclinacion son @1 = 0, w2 = 7, 3 =T, P4 = 37” (véase la figura 1.8).

Las semirrectas dividen al plano en 4 regiones iguales. Tenemos de este modo que la curva

tiene 4 ramas.

S
-

[l
2| "

?;=0 Py =7
0

T
a7

f;ﬂ_;: )

Figura 1.8. Curva r? sen 2 + Ar sen ¢ = 0 cuando r es infinito
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Retomemos la expresion 7' = r? sen 2 + Ar sen ¢, que puede escribirse como
T =r? (sen 2¢p + é sen gp). Procedamos a examinar qué ocurre cuando 7 es finito.
Consideremos una circunferencia de radio r sobre el plano; las condiciones que debe
cumplir 7 se obtendran en el proceso del analisis. Veamos para qué puntos de la
circunferencia la superficie 7' tiene valores positivos y para cuéles la superficie tiene
valores negativos. Para ello dividiremos a la circunferencia: asignemos (1) al punto que se
ubica sobre ésta a %(%) respecto a O? en sentido dextrégiro (véase la figura 1.9).
Etiquetemos con (3) al punto que se encuentra a 3(), con (5) al punto que estd a 2(5) y

asi sucesivamente hasta (15), que se encuentra a %(%)

(5)
-
£
S (T)
Y
1
1
i
g
/O
A

Figura 1.9. Divisiones de una circunferencia de radio r

En el punto (1), en sentido dextrégiro a partir de @, ¢ =3(%) = Z;asique

2¢ = 7. Sustituyendo el valor de 2¢ en la expresion T" = r? (sen 2¢ + é sen gp) se tiene

A 1 A
T=r(sen’™ + Zseng ) =12 \/j—l——sengo
4 r 2
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Para que el valor de 7" sea positivo se necesita que ‘é sen go‘ < \/g . Notemos que

Fon <]
—senp| = |—
r r

A A 1
sen ] < H " (—) <14 (
T T

1
r—1/,°

La dltima desigualdad se cumple si > 1, pues de este modo r» > r — 1 y por tanto

1 < L Luego,si 4] (1) < \/g, se tendra que ’ésen <,0| < \/g Asi, si

Al (Z5) < \/gentonces r > |A|vV2 + 1. De todo esto se concluye que |2 sen | < /1

siempre que el circulo tenga un radio r > |A| V2 + 1. Es decir, la funcién

T =r? (Sen Tt é sen gp) conservara el mismo signo que sen 7. Consecuentemente, para

todos los angulos ¢ para los cuales | sen 2p| > \/g se tendrd que

_ 2 A . . .
T=r (sen 20 + = sen go) conservara el mismo signo que sen 2¢.

Regresemos a la circunferencia de radio r. Se ha determinado que 7 > |A|v/2 + 1.

Analicemos el valor de 7" de acuerdo con los valores de 2 en los puntos que marcamos:

en(l),p=1(%)=2p=
en(3),p=3(2) =20 =
en (5), ¢ = 3 (1) = 20 =
en (7. p =5 (5) = 20 =
en(9),p=12(%) =2p=
en(11),p =4 (5) = 2¢

[y

15
2

(
en(13), o =2 (3) = 2¢
en (15), p = (

y

y

y

y

Sen v

5w
sen 1

T __

sen - = —

4

91

Sen =~ =

4

y sen

y sen

y sen
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Podemos deducir entonces que 7' tendrd un valor positivo cuando 2¢ caiga entre (1) y
(3) y entre (9) y (11); T' tendrd un valor negativo cuando 2¢ caiga entre (5) y (7) y entre
(13) y (15), como se muestra en la figura 1.10; la superficie 7' nunca tendrd como valor 0

en cualquiera de estos intervalos, pues sen 2¢ nunca es nulo en ellos.

)

(11)

o

Figura 1.10. Puntos de la circunferencia donde 7" es positiva o negativa

Como el valor de " es positivo en (3) y negativo en (5), y puesto que la superficie es
continua, se sigue que en algin punto entre (3) y (5) 7" serd igual a 0 (véase la figura 1.11).
Lo mismo ocurrird para algin punto entre (7) y (9), para otro entre (11) y (13), y uno mas
entre (15) y (1). Veamos que 17" = 0 en unicamente un punto de cada intervalo sefalado.
Para ello, notemos que si existieran dos puntos con tal caracteristica forzosamente existiria
un maximo o un minimo de la funcién en dichos intervalos.

Obtengamos la derivada de T' = 7% sen 2 + Ar sen . Se tiene que

ar
— =2r%cos2p + Arcos .
dip
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Podemos escribir esta expresion como 3—T = 272 (cos 20 + A cos cp). Observemos que en
© 2r

el punto etiquetado con (3), ¢ = 2 (Z); es decir, 2¢ = 2T y cos & = —\/g . Para que

ar _ o2 (_ /1 A : : —_. /1 i

dp = 2r < 5 + 3, COS go) conserve el mismo signo que cos 2¢p = 5 Se necesita que
A 1

}% cosap} < 4/3- Pero

A

r

<
[cose| < |5

- (2) ()

1
2

A A
— o =|—
2r S 2r

(11)

Figura 1.11. Puntos de la circunferencia donde 7" = 0

La dltima desigualdad es cierta siempre que > 1. De este modo, si | A| (rll) < %

se tendra que |§ cos g0| < \/I; luego, si esto ocurre, r > \A]\/ﬁ + 1, que es la misma
condicion que se obtuvo para que la superficie T' = (Sen 2 + é sen gp) conservara el

mismo signo que sen 2¢. De este modo, sobre la misma circunferencia de radio
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r > |A|v/2 + 1 la derivada fl—g = 2r? (cos 2¢ + % cos ) tendrd el mismo signo que cos 2
para todos los angulos ¢ tales que | cos 2¢| > \/g :

Asi, % es negativa cuando 2¢ cae entre (3) y (5) y entre (11) y (13). La derivada es
positiva cuando 2¢ cae entre (7) y (9) y entre (15) y (1). Es decir, d—g no es nula en ningln
punto de esos intervalos; consecuentemente, en ellos no hay maximos ni minimos. Por lo

tanto, 7' = 0 en Unicamente un punto de cada intervalo.

% ©)
/\\

(1), ™

Figura 1.12. Primera curva

Si trazamos otra circunferencia de radio menor que r pero mayor que |A|v/2 + 1y la
dividimos de la misma manera, encontraremos también un punto entre (3) y (5) donde 7" es
igual a 0, asi como uno entre (7) y (9), (11) y (13) y entre (15) y (1). Lo mismo ocurrira en
una circunferencia de radio mayor que 7. Mientras més proximas sean las circunferencias,
mas proximos estaran entre si los puntos entre las marcas (3) y (5) donde 7" = 0; de igual

modo ocurrird con los demds puntos.
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El conjunto de todos esos puntos en las diferentes circunferencias forma la curva
T = r?sen 2¢ + rsen ¢ = 0, que llamaremos primera curva, como se ilustra en la figura
1.12. En otras palabras, estas circunferencias se intersecan con las 4 ramas de la curva
T = 0. Es importante dejar claro que el eje horizontal siempre formard parte de la primera
curva, pues evaluando ¢ =0 y ¢ = menT = r?sen2p + Ar sen ¢ obtendremos
r?sen0+ Arsen0 =0 y r?sennw + Arsenn = 0, respectivamente.

Analicemos ahora la superficie U = 72 cos 2 + Ar cos ¢ + M. Esta expresion puede
escribirse como U = r? (cos 20 + é cos ¢ + TMQ) Para el caso en que r es infinito se
obtendra que U coincide con la superficie Sa(r, ¢) = 7% cos 2; 'y puesto que cos 2 varia
de 1 a —1, en algiin valor de ¢ se tendrd que U es igual a 0. En el intervalo 0 < ¢ < 27 la
funcién f(yp) = cos ¢ cambia de signo 2 veces; cuando 0 < ¢ < 7 se tiene que cos ¢ > 0;
siZ < ¢ < 3 setiene que cosp < 0,y si 2 < ¢ < 27 entonces cos ¢ > 0. Luego, cos 2¢

cambia de signo 4 veces:

0<p<i=0<20<3 y cos2p >0

§<g0<‘%’r:>§<2<p<37” y cos2p < 0;

3

Bcp<= 3

<20 < y cos2¢ > 0;

7 5
T<p<T=>T <2<

5 oy cos2p <0,y

T<gp§27rz>%”<2<p§47r y cos2p > 0.

Asi, U = r? cos 2¢ se encontrard arriba del plano cuando 0 < ¢ < T, ij <p< %” 0

%” < ¢ < 2m. La superficie U se encontrara bajo el plano cuando 7 < ¢ < %” 0
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%” <p< %r. U = r?cos2p + Arcos o + M = 0 se puede rescribir como

U = cos2¢ + é cos ¢ + TMQ = 0 cuando r es infinito; la curva que obtenemos en este caso
coincide con cos 2¢ = (. Esta ecuacion se cumple siempre que 2 = k7, con k en los
enteros impares; es decir, si ¢ = k7; esto es, cos 2¢p = 0 cuando ¢ € {%, %, %, %’r} Asi,
la curva cos 2 = 0 estd formada por las semirrectas que parten del origen y cuyos dngulos
de inclinacion son los anteriormente dichos. Esto nos lleva a concluir que la curva

U = r?cos2p + Arcos ¢ + M = 0 tiene 4 ramas.

Analizando U de manera similar a la superficie 7" cuando r es finito, consideremos

una circunferencia de radio 7 dividida igual que antes. En el punto etiquetado como (3),

nojw

¢ =3 (2); asi, 20 = 2~ Sustituyendo el valor de 2 en U = r? (cos2¢ + 4 cos ¢ + 1)

se tiene que

9 3 A M 9 1 A M
U=r"|cos—+—cosp+— | =r"| =/ =+ —cosp+ —
4 r r? 2 r r?

37.

Veamos en qué intervalos de la circunferencia conserva U el mismo signo que cos =f;

para que esto ocurra se necesita que |é cos ¢ + TMQ‘ < \/g ; se tiene que

Seosip+ 4] < | cosp] + ||

|51 cos ¢l + 52
< |51+ 15
= A1) + 1M1 (35)

<o(t+ )

r r2
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<g(z+Z+F+ -+ +...)

=9()
):

= g (+%5), siendo g = méx {|A|,| M|} y siempre que 2 < 1.

M1 < g (); de este modo, si g (-15) < \/gentonces

}é cos p + TMZ| < \/g Pero ¢ (%) \/gimplica que 7 > gv/2 + 1. Luego,

_ 3 A M
U=r (COS =+ T Cos -+ T_Q) conservara el mismo s1gn0 que COS s1empre que la

circunferencia sobre la que trabajamos tenga radio r > gv/2 + 1, con g = max {|A|, | M|}.
De igual modo, para todos los dngulos ¢ para los cuales | cos 2¢| > \/g se tendrd que

U =r? (cos 2¢ + 2 cos p + ) conservard el mismo signo que cos 2.

i, (3) (5) ;
\\\ /-')({F t\f/“\ 3
< |7 TX
ML N\ P
+ \\\ g : /X
™ e
sy 4 RNEA )
A I
(13) ) 5

Figura 1.13. Puntos de la circunferencia donde U es positivo o negativo
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Por un razonamiento andlogo al empleado con la superficie 7', se concluye que la
superficie U tiene valores negativos del punto (3) al (5) y del (11) al (13); y U tiene valores
positivos del (7) al (9) y del (15) al (1), como se muestra en la figura 1.13. Ademads, existe
un unico punto entre (1) y (3) donde U = 0, del mismo modo que entre (5) y (7), (9) y (11)
y entre (13) y (15). De aqui que si tomamos como radio de la circunferencia » = gv/2 + 1,
encontraremos puntos donde 7' = 0 y puntos donde U = 0 ubicados de forma alternada

alrededor de la circunferencia.

Figura 1.14. Segunda curva

Como se menciond anteriormente, si tomamos circunferencias con radio mayor que
g\/§ + 1, y las dividimos de la misma manera, los puntos donde U = 0 entre las marcas (1)
y (3), por ejemplo, de cada circunferencia estardn tan préximos como lo estén las propias
circunferencias. Asf, estos puntos formaran la curva U = 12 cos 2¢ + |Alr cos o + M = 0,

que llamaremos segunda curva, como se muestra en la figura 1.14.
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En un circulo de radio r > g/2 + 1 designemos con el niimero 0 la parte izquierda
del eje horizontal, que es la primera rama de la primera curva (véase la figura 1.15).
Asignemos el 1 a la rama inmediata que entra al circulo y que pertenece a la segunda
curva; con el ndmero 2 a la segunda rama de la primera curva; con el nimero 3 a la
segunda rama de la segunda curva, y asi sucesivamente hasta el nimero 7, que identifica a

la cuarta rama de la segunda curva.

e (11)

Figura 1.15. Rama de la curva 7 = 0 que no sale del circulo de radio r > gv/2 + 1

Veamos que cada rama de la primera curva que entra al circulo saldra de €l por medio
de otra rama de la misma curva y en su camino se intersecard con una rama de la segunda
curva. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que la rama 2 que corresponde a la primera
curva no sale del circulo perdiéndose dentro de él, como se muestra en la figura 1.15. La

rama 1 correspondiente a la segunda curva entra al circulo entre (1) y (3); hagamos que
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dé un rodeo a la rama 2 para no tocarla, y de ese modo salga por la rama 3, pues si saliera
por la rama 5 o la 7 cortaria al eje horizontal, que siempre forma parte de la primera curva.
Notemos ahora que la rama 1 tiene a la superficie 7' = r% sen 2 + Ar sen ¢ sobre
ella, pues de (1) a (3) la superficie siempre tiene valores positivos. Observemos ademds que
la rama 3 tiene a la superficie 7" debajo de ella, pues de (5) a (7) la superficie tiene valores
negativos. Luego, puesto que la rama 1 se encuentra en el plano y como 7' es una superficie
continua, en algiin momento la rama 1 estd sobre la superficie 7', y esto ocurre justo cuando
T esigual a 0, es decir, larama 1 toc6 a la rama 2. Hemos llegado a una contradiccion. De

lo anterior se concluye que toda rama que entra al circulo necesariamente sale de él.

Figura 1.16. Interseccion de las curvas 7'=0y U =0

Otra consecuencia de la observacion anterior es que toda rama etiquetada con un
nimero par perteneciente a la primera curva esta conectada con otra rama par; del mismo

modo, toda rama etiquetada con un nimero impar que forma parte de la segunda curva
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estd conectada con otra de su misma naturaleza. Veamos que independientemente de la
conexidn entre ramas pares y ramas impares siempre ocurrird una interseccion de la
primera curva con la segunda.

Supongamos que se pueden unir dos ramas impares de tal manera que no se
intersequen con la primera curva. Puesto que el eje GG’ forma parte de la primera curva
necesariamente tendremos que unir la rama 1 con la rama 3, como se muestra en la figura
1.16. Por otra parte, la rama 2 tendria que unirse con la rama 6 puesto que no puede
perderse dentro del circulo; de aqui que la rama de la primera curva, resultado de unir 2
con 6, se interseca con la rama de la segunda curva que se gener¢ al unir 1 con 3. Luego,
siempre ocurrird una interseccion de la primera curva con la segunda curva. Asi, las
intersecciones de la curva 7' = 0 con la curva U = 0 seran las soluciones de la ecuacion
X=2>+Az+M=0.

Veamos las posibles formas en que se pueden intersecar las ramasde 7' =0 y
U = 0 dentro del circulo. Puede ocurrir que ambas componentes de la segunda curva se
intersequen con la misma componente de la primera curva. En este caso la segunda curva
se puede intersecar con el eje de referencia dando lugar a dos raices reales, o con la
segunda componente de la primera curva, generandose dos raices complejas (véase la
figura 1.17 a y b). La tercera posibilidad es que las todas la componentes se toquen en un
solo punto. Es decir, las dos componentes de 7' = 0 y las dos de U = 0 coinciden en un

punto que representa una Unica raiz de doble multiplicidad (véase la figura 1.17 ¢).
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(11)

a)

%@

3) 5)

().

\
(13)ﬂf

c)

Figura 1.17. Intersecciones de 7' = 0 y U = 0 que generan 2 raices
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Mediante este andlisis podemos comprender por qué las ecuaciones de segundo grado
tienen 2 raices, haciendo explicita la manera en que estas soluciones se generan. Los
siguientes ejemplos muestran los tres diferentes tipos de soluciones. El primero es de la

ecuacién cuadrdtica 2% — 2z — 35 = 0, que tiene dos soluciones reales (véase la figura

1.18).

I A i L L FE S,

a o

(1D

Figura 1.18. Geometria de las soluciones de 2% — 2z — 35 = 0
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El segundo ejemplo es el de la ecuacion 2% — 4z + 13 = 0, que tiene dos soluciones

complejas (véase la figura 1.19).

Figura 1.19. Geometria de las soluciones de 2% — 4z + 13 =0
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Finalmente, el tercer ejemplo es el de la ecuacion z? — 4z + 4 = 0, la cual tiene una

solucion real de multiplicidad 2 (véase la figura 1.20).

Figura 1.20. Geometria de las soluciones de 22 — 42 + 4 = 0
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CAPITULO II

LOS ESTUDIOSOS DEL MEDIEVO Y LAS EXPRESIONES CUADRATICAS

El arte del al-jabr y el al-mugabala

El Al-jabr wa’l-muqabala de al-Khwarizmi y la obra de ibn Turk

Uno de los libros méds antiguos del mundo arabe relacionado con lo que actualmente
conocemos como dlgebra es el al-Kitab al-muhtasar fi hisab al-jabr wa’l-mugabala [El
libro condensado sobre cdlculo mediante al-Jabr y al-Mugabala]. Este tratado fue
desarrollado por Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi, alrededor del afo 830 d.C., quien
fue un estudiante de la Casa de la Sabiduria, establecida en Bagdad en el periodo 786 - 809.

El titulo al-Kitab al-muhtasar fi hisab al-jabr wa’l-mugabala contiene los términos
que representan los principales rasgos de las matematicas desarrolladas en esta obra:
al-jabr wa’l-mugabala. “Al-jabr” es eliminar las cantidades que aparecen restando en una
expresion, y “al-muqgabala” es reducir los términos semejantes de una expresion. Por
ejemplo, empleando el simbolismo actual, la expresion x = 10 — 3z se transforma
mediante “al-jabr” en 4x = 10y 10z + 64 = 5x + 36 + 2? se transforma mediante

“al-mugabala” en 5z + 28 = 2%
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Al-Khwarizmi elaboro este tratado como un libro de texto elemental de matemaéticas
précticas y fue escrito de manera totalmente retdrica, es decir, no se manejaban simbolos, y
las manipulaciones se hacian verbalmente, como era usual en los trabajos drabes sobre
estas cuestiones matemadticas. Comienza con una discusion sobre las expresiones que
actualmente conocemos como ecuaciones de primer y segundo grados y al final de la obra
se incluyen dos partes sobre aplicaciones practicas a los negocios y asuntos de medidas y
herencias (Parshall 1988, p. 132).

De acuerdo con lo comdnmente escrito en los libros de historia de las matematicas,
cuando al-Khwarizmi elabor6 su obra, tenia conocimientos de matematicas griegas gracias
a la introduccidn de éstas en la Casa de la Sabiduria; conocié los Elementos de Euclides
(300 a.C. aproximadamente), cuya traduccion al drabe existia en dos distintas versiones y
esto lo motivo a dar una demostracion geométrica de todos los procedimientos algebraicos
que abordé. Sin embargo, Katz afirmé que estas demostraciones no se tomaron de los
textos griegos, sino que muestran gran similitud con los argumentos de los babilonios,
tomando como evidencia mads clara el desarrollo de las expresiones actualmente asociadas
con ecuaciones de segundo grado (Katz 1993, p. 229).

Al-Khwarizmi distingui6 seis tipos diferentes de expresiones sobre cuadrados y
trabajo con tres clases de cantidades: una cantidad desconocida o raiz, el cuadrado de la
misma y los nimeros absolutos o las constantes. Propuso entonces la siguiente
clasificacion, en donde los términos de las expresiones y las raices de las mismas siempre

se tomaron positivos:
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1.- Cuadrados iguales a raices (en lenguaje moderno: ax?® = bx).

2.- Cuadrados iguales a niimeros (es decir, ax? = c).

3.- Raices iguales a niimeros (es decir, bx = c).

4.- Cuadrados y raices iguales a niimeros (es decir, az? + bz = c).

5.- Cuadrados y niimeros iguales a raices: ax® + ¢ = ba.

6.- Raices y niimeros iguales a cuadrados: bx + ¢ = ax?.

(En lo subsecuente emplearemos el simbolismo moderno para referirnos a las expresiones
anteriores, dejando claro que las ecuaciones como tales no existian en aquella época, pues
no se utilizaba el lenguaje simbdlico empleado en nuestros dias.)

A continuacién se describird como al-Khwarizmi resolvié problemas del tipo
cuadrados y niimeros iguales a raices (esto es, del tipo 5: ax? + ¢ = bx). Para comenzar, la

2

expresion puede ser llevada a la forma 22 + ¢ = bx. En la figura 2.1 se representa a 22 con

el cuadrado ABC D; el rectangulo AH N B representa a c.

M I X
H R |G 4 D
I
|
|
|
|
|
|
;
N E T B £

Figura 2.1. Esquema geométrico para la resolucién de 2% + ¢ = bx
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Como z? + ¢ es lo mismo que bz, la longitud de H D es b. Se localiza G, el punto
medio de H D, y se traza GT paralelo a AB prolongandolo hasta K, de modo que
GK = GA; luego se traza el rectangulo GK M H. Se determina L de modo que
GK = KL,y se completa asf el cuadrado K LRG. Como G es punto medio de HD 'y
GA = LR = RG, se tiene que AD = HR, por lo que el rectangulo LM H R es igual al
rectangulo GT' B A. Luego, el area del cuadrado M NT K es (g) 2, siendo el area de éste
menos el area del cuadrado K L RG igual al area del rectangulo AH N B, que es c. Asi, el
cuadrado K L RG tiene como area (g)2 — ¢. Como el lado de K LRG es igual a AG, se
sigue que x = AD = GD — AG, es decir, el procedimiento nos lleva al resultado que en

notacion moderna escribimos como £ = 2 — (g) — c. Al-Khwarizmi aclard, respecto a

N |

la cantidad dentro del radical, que

b

...si el producto [de la mitad del nimero de “raices” (5) con ella misma] es

menor que el ndmero relacionado con el cuadrado [es decir c¢] entonces el caso
es imposible; y si el producto [(%) } es igual al nimero mismo [c], la raiz [z]

es igual a la mitad del nimero de raices [g] unicamente, sin la adicion o

sustraccion. (Citado en Katz 1993, p. 231)

Para al-Khwarizmi no tenia sentido una cantidad negativa, ya que sus procedimientos
se basaban en la representacion de dreas y segmentos, y no se tenia la conceptuacion de
areas negativas ni de segmentos negativos.

Otro libro sobre al-jabr y al-muquabala fue escrito por Abd al-Hamid ibn Wasi ibn

Turk al-Jili (fl. 830), contempordneo de Al-Khwarizmi: Kitab al-jabr wa’l mugabala. En
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su libro, ibn Turk trata con expresiones de los tipos 1, 4, 5 y 6 de la clasificacion de
al-Khwarizmi e incluye mas detalles sobre las demostraciones. Por ejemplo, en la
resolucion de expresiones de la forma % + ¢ = bz, al-Khwarizmi colocé G, el punto
medio de HD, en H A (véase la figura 2.1); ibn Turk puso énfasis en que G puede estar en

el segmento AD, lo que llevaa que z = 2 + 4/ (3) ? _ ¢. En este caso, el procedimiento

NS

con base en la figura 2.2 se muestra a continuacion.

b |
H A G D
L K
X
F E T

N B P €
Figura 2.2 Esquema utilizado por ibn Turk

El cuadrado ABC D representa a 22 y el rectangulo AH N B representa a c; asi que la
longitud DH es igual a b. Se encuentra el punto medio de DH y se denota con (i (nétese
que G estd en AD). Se construye el cuadrado GALK y se prolonga G'K hasta T', de modo
que KT tenga la misma longitud que AH. Asi, se tiene el cuadrado GH F'T'. Ahora, como
DG+ GA=xy AE + EB = z,siendo DG = AE (DG = GH = GT = AE), al
sustituiren AF + EB = z se obtiene que DG + EB = x. Luego, GA = E B (conviene

recordar que K' I = G A). Por otra parte, por construcion se tiene que KT'= AH = EF.
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Asi, el rectdngulo K LET es igual al rectangulo £'F'N B. Luego,
GHFT — GALK = AHNB = c. Siendo GHFT = ()*, el cuadrado
GALK = (3)2 —c,porloque GA = AL = (3)2 —c.Como z = DG + G A, se tiene
quez =2 +1/(8)* — ¢ (Katz 1993, p. 231).

En sus procedimientos al-Khwarizmi e ibn Turk emplearon la geometria para
interpretar las incognitas y las constantes de las expresiones con que trabajaron. Lo que

hoy escribimos como z? fue representado con el drea de un cuadrado de lado .

Abu-Kamil y Thabit ibn Qurra

A fines del siglo IX y principios del X aparecieron nuevas traducciones de los Elementos
realizadas por contemporaneos cercanos a Abu-Kamil (850 - 930), un egipcio que
escribi6 su propio Kitab fi al-jabr wa’l-muqgabala basado en el trabajo de al-Khwarizmi.
Abu-Kamil empleé las justificaciones formales y deductivas de Euclides en el trabajo que
desarroll6 al-Khwarizmi, introduciendo asi el rigor euclidiano en las bases de la obra de
al-Khwarizmi (Parshall 1988, pp. 134 - 135).

Abu-Kamil encontré el valor de z en la expresién 22 + 10z = 39 empleando la

proposicion 6 del libro 11 de los Elementos de Euclides:

Si se divide en dos partes iguales una linea recta y se le afiade, en linea recta,
otra recta, el rectangulo comprendido por la (recta) entera con la (recta)
afiadida y la (recta) afiadida junto con el cuadrado de la mitad es igual al
cuadrado de la (recta) compuesta por la mitad y la (recta) anadida. (Euclides

2000, p. 94) (Obsérvese la figura 2.3.)
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Figura 2.3 Proposicion 6 del libro 11 de los Elementos de Euclides

Represent6 22 + 10x = 39 partiendo del cuadrado ABG D de la figura 2.4, donde la
longitud de AB es z. El procedimiento es el siguiente: se construye el rectangulo W HBA
en el que la longitud de BH es 10. Asi, la superficie W HGD representa 2 + 10z, por lo
que WHGD es igual a 39. Se divide BH por la mitad, siendo F' su punto medio. Se traza
M paralelo a BA y se prolonga hasta K, de modo que M K = BF,y se completa el

cuadrado K M AF asi como el rectangulo ADNE.

H i
F M K
B 4 E
G D N

Figura 2.4. Procedimiento geométrico de Abu-Kamil
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Por la proposicion 6 del libro 11 de los Elementos de Euclides, se tiene que el
cuadrado FFGN K es igual al rectingulo W HG D mas el cuadrado M AE'K. Siendo el
producto de HG por GD igual a 39 y el producto de F'B por si mismo igual a 25, es decir,
(FB)? = 25, la suma de ambos es 64. Asf, F'G tiene como longitud 8 puesto que
v/64 = 8; y sabiendo que F B tiene como longitud 5, se tiene que el segmento restante BG
mide 3, que es la raiz buscada (Parshall 1988, p. 135).

Otro estudioso de este tipo de problemas fue Thabit ibn Qurra. Sus escritos y los de
Abu-Kamil aparecieron aproximadamente 50 anos después de los trabajos de
al-Khwarizmi. Thabit ibn Qurra fue un estudiante de la Casa de la Sabiduria nacido en
Harran, regién que actualmente se sitia en Turquia. Ibn Qurra y Abu-Kamil, segtn las
versiones estandares de los historiadores de las matematicas, pensaron que las
justificaciones para resolver los problemas sobre al-jabr y al-muqgabala debian emanar de
los Elementos de Euclides (Katz 1993, p. 233) por su carécter sintético.

Uno de los trabajos de Thabit ibn Qurra fue Qwal fi tashih masa-il al-jabr bi
I-barahin al-handasiya. Como un ejemplo de su obra, se resolverd la ecuacién z2 + bx = c.
En la figura 2.5, AB representa a x. Asf, el cuadrado ABCD es x?; BE representa a b, por
lo que el rectangulo BEF'C es bx. Luego, el rectaingulo AEF'D = AB x AFE es c.

Sea W el punto medio de BE; de acuerdo con la proposicién 6 del libro 11 de los
Elementos de Euclides, se tiene que AB x AE + (BW)? = (AW)?. Pero AB x AE = ¢
y (BW)?2 = (2)%, Asi, (AW)? = ¢+ (£)*. Como z = AB = AW — BW,

T =1/Cc+ (%)2 — % Segun el relato de Katz (1993, pp. 233 - 234), Thabit not6 que la

geometria de Euclides era “andloga” a la geometria utilizada por al-Khwarizmi, la cual a
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su vez fue tomada de los babilonios, y la empled como la justificacién que consideraba
necesaria; de este modo Euclides aparece como sintetizador de los babilonios y su trabajo
sirvi6 a Thabit para dotar de rigor a sus aportaciones. Este planteamiento lleva a preguntar
si existe alguna relacion entre el trabajo desarrollado por los babilonios y los Elementos de

Euclides que conduzca a tal similitud.

A B W E

D C F

Figura 2.5. Representacién geométrica de 2% + bx = ¢

Los trabajos sobre exponentes de al-Karaji y al-Samaw’al
Abu Bakr al-Karaji (aprox. 953 - 1029) y al-Samaw’al (aprox. 1130 - 1180) continuaron la
linea matemdtica drabe utilizando técnicas de aritmética en los temas relacionados con el
al-jabr y al-muqabala. En la primera década del siglo X1 al-Karaji escribi6 su obra
al-Fakhri (El Maravilloso), cuyo propdsito fue “la determinacion de desconocidas
partiendo de conocidas”, del mismo modo que el arte del al-jabr y al-muqgabala en general
segun el autor. Al-Karaji trabajo en Bagdad alrededor del afio 1000 y escribi6 diversas
obras matematicas y tratados relacionados con ingenieria. Comenzd6 su obra al-Fakhri
estudiando lo que actualmente conocemos como el dlgebra de exponentes, aunque este

tema ya habia sido abordado por escritores mds antiguos, entre ellos Diofanto (fl. 250 d.C.).
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En su obra, al-Karaji planteé que las potencias pueden extenderse infinitamente,
defini6 cada potencia de forma recursiva, es decir multiplicando por z la potencia anterior,

desarrollando una serie infinita de proporciones (Katz 1993, p. 235); asi construye las

L.
9 xn'

potencias x" y sus reciprocas

2 1'2‘1'3 1'3.5174

8

Al-Karaji establecié procedimientos generales para sumar, restar y multiplicar monomios y
polinomios; también dividi6 monomios y polinomios entre monomios.

Otro trabajo relacionado con estos temas fue el de al-Samaw’al, quien
considerd coeficientes negativos en las expresiones que utilizo. Las reglas para trabajar con
estos coeficientes aparecen en el libro de texto Al-Bahir fi’l-hisab (El libro brillante de
célculo), mediante las cuales al-Samaw’al pudo sumar y restar polinomios facilmente
combinando los términos de los mismos; formulé ademas la ley de los exponentes que en
notacién moderna establece que x™x™ = 21", aunque esta ley ya habia sido utilizada por
otros como al-Karaji y Abu-Kamil. En aquellos tiempos, a causa del estilo retérico
empleado en la elaboracion de escritos algebraicos, la propiedad de sumar los exponentes
cuando se multiplican potencias de una misma base no fue observada; como ejemplo del
estilo retdrico, se tiene que para expresar el producto de una potencia ctbica por una

cuadrada se utilizaban las palabras cuadrado-cubo (Katz 1993, pp. 236 - 237).
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Al-Samaw’al explico la ley de los exponentes utilizando una tabla, en la que cada
columna, encabezada por un nimero ardbigo, representaba una potencia diferente de la
“desconocida”. Considerando que la columna central de la tabla estd encabezada por el 0,
hacia la izquierda de ésta se encuentran las potencias de = y hacia la derecha se localizan

las potencias de % La tabla, con simbolismo actual, es la siguiente.

..128 164 132116 8 | 4 |21

N |—
=
o=
—
[«
w
[\o}
(=)
~
=
N
o

La columna encabezada por el 2 a la izquierda del O es llamada “cuadrado”; la
encabezada por el 5 a la izquierda es llamada “cuadrado-cubo”, y la encabezada por el 3 a
la derecha es llamada “parte de cubo”. En el tercero y tltimo renglén de la tabla colocé las
potencias de 2. Al-Samawa’l utilizé la tabla para explicar que z™z"™ = ™" de la

siguiente manera:

La distancia del orden del producto de los factores a uno de los factores es
igual a la distancia del orden del otro factor a la unidad. Si los factores estan en
diferentes direcciones entonces contamos (la distancia) del orden del primer
factor a la unidad; pero si estdn en la misma direccion, contamos del més

lejano a la unidad. (Katz 1993, p. 237)
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Como ejemplo, para multiplicar 2% por z*

se cuentan cuatro ordenes a la izquierda de
la columna 2, obteniendo como resultado z:%; para multiplicar 2= por 2 se cuentan 5
ordenes a la derecha de la columna 3, obteniendo x 2.

Los trabajos de al-Karaji y al-Samawa’l mostraron un interés en la manipulacion de

potencias mayores mayores que 2 aunque no se les asocidé ningun referente fisico.

Las expresiones cuadréticas después de los arabes

Durante la Edad Media (del siglo v hasta mediados del siglo XV), drasticos cambios
sociales se relacionaron intimamente con el empleo y el desarrollo de la aritmética. La
produccion e intercambio de bienes llevaron a la necesidad de asociarles un valor; el
pensamiento filoséfico, religioso y politico de los productores forjé el concepto de valor.
Un hecho relevante en las actividades de produccién, intercambio y valuacion de los
bienes fue la invasion de Espafia por los drabes en el afio 711 y su posterior dominio
durante tres siglos. Como consecuencia surgié un nuevo imperio dentro de un continente
con gran intercambio comercial y se establecié la moneda en circulacién para efectos de
intercambio. Cuando el régimen drabe cayo, las bibliotecas fueron destruidas y los libros
que sobrevivieron se colocaron en las bibliotecas de las nuevas cortes. Fue asi como
Espafia se convirtio en uno de los principales centros de traduccion del drabe al latin, pues
resguardo textos como el Al-jabr wa’l-muqabala que fue traducido en el siglo XII por
Robert de Chester (fl. 1141 -1150) y también por Gerard de Cremona (1114 -1187)

(Parshall 1988, p. 137).
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Como resultado de las nuevas condiciones sociales que dieron al comercio un lugar
clave, aparecieron nuevas formas de cdlculo. Pronto el manejo de la aritmética se
convirtié en requisito indispensable para una carrera exitosa en la burocracia. Las
ganancias y pérdidas que se midieron en dinero, se pudieron predecir aritméticamente. De
este modo, la relacién producto-valor-intercambio inici6 una gran tradicién algebraica con

bases aritméticas, pero sobre todo con raices sociales (Hadden 1994, p. 88).

Leonardo de Pisa
Uno de los principales exponentes de las matematicas medievales fue Leonardo de Pisa
(1170 - 1240), conocido como Fibonacci. Gracias a las practicas comerciales de su padre
recorrié Egipto, Siria, Grecia, Sicilia y Provenza. Durante sus viajes aprendio reglas para
realizar calculos con los ndmeros hindo-ardbigos, como resolver problemas practicos
relacionados con ganacias, conversiones de moneda y mediciones, ademas de problemas
que actualmente consideramos de cardcter algebraico relacionados con movimiento, el
residuo Chino, problemas de contenedores y con lo que ahora llamamos ecuaciones
cuadraticas.

En 1202 escribi6 el Liber abaci (Libro de dbaco), revisado y aumentado en 1228. Las
fuentes del Liber abaci son arabes en su mayoria, obtenidas en los viajes de Fibonacci,
pero adaptadas y complementadas por €l mismo (Katz 1993, p. 282). La obra contiene
soluciones a problemas practicos, asi como aritmética tedrica y geometria. Algo
importante es que trabajo con las demostraciones de los libros 11 'y IX de los Elementos de

Euclides dando demostraciones numéricas (Hadden 1994, p. 88).



Una de los problemas mas famoso del Liber abaci es el problema de los conejos:

Un hombre tiene un par de conejos juntos en un lugar cerrado, y desea saber
cuantos seran procreados por este par en un afio, cuando es de su naturaleza
que en un mes nace otro par, y en el segundo mes, esos nacidos procrearan
también. Por lo escrito anteriormente, en el primer mes nacerd un par, [asi]
habra dos pares en un mes. Uno de éstos, a saber, el primero procreard en el
segundo mes, y asi en el segundo mes habrd 3 pares; de éstos en un mes dos
estardn prefiados, y en el tercer mes nacerdn 2 pares de conejos, y asi habra 5
pares en el mes; en este mes 3 pares estaran prefiados, y en el cuarto mes
habréa 8 pares, de los cuales 5 pares procreardn otros 5 pares, €stos son
afiadidos a los 8 pares haciendo 13 pares en el quinto mes; estos 5 pares que
nacerdn en este mes no se aparearan, pero los otros 8 pares estaran prefiados, y
asi habra en el sexto mes 21 pares; a €stos son afiadidos los 13 pares que
naceran en el séptimo mes, habra 34 pares en este mes; a éstos se afladen los
21 pares que nacerdn en el octavo mes, habrd 55 pares en este mes; a éstos son
afiadidos los 34 pares que naceran en el noveno mes, habra 89 pares en este
mes; a éstos son afiadidos los 55 pares que nacerdn en el décimo mes,

habra 144 pares en este mes; a éstos son afladidos otra vez los 89 pares que
naceran en el onceavo mes, habrd 233 pares en este mes. A €stos son afiadidos
aun los 144 pares que nacerdn en el dltimo mes, habra 377 pares; y estos
muchos pares serdn producidos a partir del par anteriormente escrito en el

mencionado lugar al fin de un afo. (Fibonacci 2002, pp. 404 - 405)

45
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En el margen de sus notas list6 la sucesion

1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, ...

en la que se observa que cada nimero se obtiene de sumar los dos anteriores. Esta sucesion
recursiva es conocida en nuestros dias como sucesion de Fibonacci.

En el capitulo XV del Liber abaci Leonardo de Pisa introdujo los conocimientos de
Al-Khwarizmi sobre la resolucién de lo que ahora llamamos ecuaciones de segundo grado.
La seccidn lleva por titulo “Aqui comienza la parte tres sobre la solucién de determinados
problemas de acuerdo con el método de dlgebra y almucabala, a saber proporcion y
reintegracion”. Aqui Fibonacci expuso tres propiedades inherentes a los ndmeros, escribio:
“En la composicion del dlgebra y almucabala tres propiedades que estdn en cualquier
numero son consideradas; son raices, cuadrados y numeros simples ” (Fibonacci 2002, p.
554), llamando raiz y census a la desconocida del problema y a su cuadrado,
respectivamente. En este apartado trabajo con los seis tipos de expresiones propuestas por
Al-Khwarizmi en su Al-jabr wa’l-muqabala, dio la regla general para resolver cada una y
las justificé por medio de argumentos geométricos. Para el caso census mas nimero igual a

un nimero de raices (en notacién moderna, 22 + ¢ = bz) escribié:

Y cuando ocurra que el census mas un nimero sea igual a un ndmero de
raices, entonces se puede operar con cualquier nimero igual o menor que el
cuadrado de la mitad del nimero de raices, si es igual entonces la mitad del

numero de raices es la raiz del census, y si el nimero con el cual el census es
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igual al nimero de raices es menor que el cuadrado de la mitad del nimero de
raices entonces sustraiga el nimero del cuadrado [de la mitad del ndmero de
raices], y [la raiz cuadrada de] eso que queda se sustrae de la mitad del nimero
de raices; y si eso que queda no es la raiz del census buscado entonces se suma
eso que ha sido sustraido al nimero desde el que se sustrajo, y se tendré la raiz

del census buscado. (Fibonacci 2002, p. 557)

A Gr Ld B

I ¥ Z

Figura 2.6. Representacién geométrica de 2% + 40 = 14z

Para argumentar la regla resolvié la ecuacion census més 40 igual a 14 raices
(2* + 40 = 14x) con el siguiente procedimiento. Emplearemos la figura 2.6. Sea el
segmento de linea AB igual a 14, se divide tal segmento en dos partes iguales por el punto
Gy en dos partes desiguales por el punto D, de tal forma que AD sea mayor que DB.
Sobre la porcién menor DB, se construye el cuadrado DZ, se extiende Z E hasta el punto
I, de modo que el segmento 7/ sea igual al segmento AB, y se traza I A. Como ZB es la
raiz del census DZ,y AB esigual a 14 se tiene que AZ son 14 raices del census. Como
x? + 40 = 14, se tiene que el drea AF es igual a 40, pero AE = DA x DE, esto es,
AE = DA x BD (yaque DE = DB); si el cuadrado del segmento DG es agregado a 40,

se tendrd como total 49 (esto se argumenta perfectamente cuando se completa el cuadrado
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de AG segun el procedimiento de Al-Khwarizmi, como en la figura 2.7), es decir, el
cuadrado del segmento G B, de aqui que DG? = 9y GD = 3. Luego,

GD+GA=10=DA y GB—GD =4 = DB, que es laraiz del census buscado.

M L K
A R G D B
I H r E Z

Figura 2.7. Justificacién geométrica para resolver x2 + 40 = 14x

Y si el census se construye sobre el segmento AD (véase la figura 2.8), es decir,

2? = AE, entonces el drea DZ esigualad0y DZ = DE x DB = AD x DB;y si se
resta 40 del cuadrado del segmento AG, que es lo mismo que restar 40 del cuadrado de
G B, el residuo serd 9, cuya raiz, a saber 3, es el segmento de linea G'D (la justificacion
geométrica se da por el procedimiento de ibn-Turk, como en la figura 2.8), asi AD = 10,
que es la raiz del census 100.

Leonardo de Pisa escribi6 cuatro trabajos mas. Practica geometriae trata con
problemas de geometria de figuras planas y sélidas, del tridngulo a los poliedros; el tercero
fue Flos super solutionibus quarumdam questionum ad numerum et ad geometriam
pertinentium [Ramillete de soluciones de determinadas cuestiones relativas al niimero y a
la geometria]; su cuarta obra fue una carta a Teodoro, filésofo de la corte de Federico II

(1194 -1250), que contiene dos problemas, uno relacionado con proporciones y otro sobre
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geometria. El quinto trabajo fue el Liber quadratorum o libro de los nimeros cuadrados

(De Pisa 1973, pp. 8- 13).

4 G D B A G D B
|
H—R
o W N
I E z 1 G E z
14

Figura 2.8. Representacion geométrica de z2 + 40 = 14x

El Liber quadratorum fue escrtito como respuesta a un par de retos formulados por
Juan de Palermo, un estudioso de la corte de Federico II, y por Teodoro. Palermo pidi6 a
Fibonacci “encontrar un nimero cuadrado al que, cuando se le agreguen o sustraigan cinco

unidades, quede un numero cuadrado”. Teodoro le plante6

[...] encontrar tres nimero los cuales, sumados al cuadrado del primer nimero
den un nimero cuadrado. Ademas, si este cuadrado es sumado al cuadrado del
segundo nimero se produzca también un nimero cuadrado. Si a este cuadrado
se suma el cuadrado del tercer ndmero, resulte similarmente un ndmero

cuadrado. (Katz 1993, p. 285)

La obra est4 formada por 20 proposiciones, todas son propiedades de los nimeros
cuadrados que conducen a la solucidn de los problemas indeterminados propuestos al

autor. Algunas proposiciones fueron desarrolladas anteriormente por Nicomaco de Gerasa
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(60 - 120 aprox.) en su Introductio Arithmetica, pero esto no resta reconocimiento al
trabajo de Fibonacci, pues demostrd y justificé numéricamente otras proposiciones que
Nicémaco nunca demostro.

Los problemas desarrollados en el trabajo de Leonardo de Pisa guardan semejanza
con los problemas que solucioné Diofanto en su Arithmetica durante el siglo 111. La
influencia de la obra diofantina no fue directa, pues lleg6 a Italia a finales del siglo XV y
fue publicada por primera vez en 1575 por Xilander (1532 - 1576). Los 4rabes estuvieron
en contacto con la Arithmetica desde el siglo X; asi, Fibonacci tuvo acceso a los
conocimientos de Diofanto (fl. 250 d.C.) por medio de las obras arabes (De Pisa 1973, pp.

17-20).

Los maestros de dbaco

En el periodo de 1200 a 1600, en Europa nuevos estudiosos de las matematicas asimilaron
los conocimientos griegos y drabes que penetraron en el continente por medio de las
conquistas arabes, adaptandolos a las necesidades de su entorno social. Los maestros de
abaco o abacistas pertenecieron a este grupo. El periodo abacista comprende desde la
aparicion del Liber abaci de Fibonacci en 1202, hasta la publicacion del Summa de
arithmetica geometria proportioni et proportionalita de Luca Pacioli (1445-1517) en
1494 (Hadden 1994, p. 89).

Los algoritmos del sistema hindo-ardbigo que los abacistas ensefiaron a sus
estudiantes, asi como los diferentes métodos para resolver problemas, fueron tomados de

las matemadticas darabes. Los textos que emplearon fueron escritos por ellos mismos en
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lenguaje vernaculo y constaban de problemas con soluciones, algunos eran problemas
auténticos que los estudiantes enfrentaban en los negocios de sus padres, otros eran
problemas de recreacion, y habia algunos relacionados con el calendario y la astrologia. De
esta manera, los textos de las escuelas de abaco no sélo servian a los alumnos: eran ademas
una buena referencia para los comerciantes, pues los procedimientos de resolucion de los
problemas podian seguirse facilmente sin necesidad de comprender la teoria existente
detras de ellos (Katz 1993, p. 315).

Con el crecimiento del comercio, el uso de las proporciones se convirtié en un
recurso indispensable. Los célculos aritméticos se volvieron mas complicados, algunos de
los mercaderes intercambiaron sus mercancias, pero otros comenzaron a utilizar dinero
(Hadden 1994, p. 89). En estas condiciones, aparecen en el siglo XIV las primeras casas
bancarias en Italia. El término ragione fue utilizado entonces para referirse a los informes
de contabilidad de alguna firma, otros derivados del término se atribuyeron a las practicas
contables o a los encargados de éstas. En 1328 Paolo Gerardi escribi6 el Libro di ragioni,
un libro de dbaco con el primer intento de resolucién de una expresion que en la actualidad
relacionamos con una ecuacion cubica (Hadden 1994, p. 95). La obra contiene 193
problemas escritos de forma retdrica, todos de naturaleza comercial, con excepcion de los
ultimos 15 que resuelve sin demostracion, a saber, las 6 expresiones cuadraticas que
trabaj6 al-Khwarizmi y 9 expresiones cubicas de las cuales 5 eran irreducibles. De esta
manera, aparecen por primera vez en la literatura de occidente las soluciones, aunque
erréneas, de las que hoy conocemos como ecuaciones cubicas irreducibles; en notacion

moderna, az® = bx + N, ax® = bx* + Ny ax® = bx? + cx + N, lo cual indica que la
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busqueda de tales soluciones no comienza en el siglo XVI con la tan mencionada
controversia entre Cardano y Tartaglia (Parshall 1988, p. 139).

La propuesta de Gerardi para resolver la ctibica irreducible az® = bz + N fue una
aplicacion de la ya conocida solucién para la ecuacion cuadratica; afirmé que la respuesta

era

A mediados del siglo X1V la ecuacion irreducible de cuarto grado aparecié en dos nuevos
libros de la escuela de dbaco, en el andénimo Trattato dell’alcibra amuchabile (1340) y en
el Aliabraa argibra, del Maesrtro Dardi de Pisa, escrito posiblemente en 1344,
constituyendo evidencia de que la investigacion de ecuaciones de orden superior tiene una
larga tradicion (Parshall 1988, p. 139).

Los abacistas crearon términos especiales para referirse a cantidades desconocidas,
éstos no se relacionan con los términos que aparecen en los trabajos de Diofanto, pues
estuvieron fuera de su alcance. Probablemente los maestros de dbaco tuvieron actividades
y tradiciones similares a las de Diofanto que los llevaron a la construccién de un
“simbolismo” (Hadden 1994, pp. 92 - 93).

En 1463 aparece el Trattato di praticha d’ arismetrica del Maestro Benedetto, en el
que se introducen abreviaciones de las varias potencias de la incognita, a saber cosa = p,

lo que en nuestro sibolismo es la incognita x; ¢ = census, en notacion moderna x2;

3. cc = censo di censo, en nuestros dias x*; bc = cubo relato cosa, es

b = cubo, es decir, ©
decir, 2° y bb = cubo di cubo cosa que representaba 2% (Parshall 1988, p. 139). En 1494 se

imprime el primer libro de algebra y contabilidad, el Summa de arithmetica geometria
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proportioni et proportionalita, escrito por Luca Pacioli (Hadden 1994, p. 93). El autor
introdujo en la obra abreviaciones de los términos desconocidos asi como de sus potencias.
La palabra cosa (cosa) cambi6 por C, censo (cuadrado) cambi6 por Ce, cubo (cubo) y
radice (raiz) fueron sustituidas por Cu y R respectivamente. Agrega a estas abreviaciones p
que significa pizt (mds) y m que quiere decir meno (menos) (Parshall 1988, p. 141).

Asi, se lograron avances respecto a la forma de nombrar los diferentes elementos
empleados en estas cuestiones matematicas, pero los adelantos respecto a la resolucion de
los problemas relacionados con las ecuaciones de tercero y cuarto grados tuvieron que
esperar. El maestro Benedetto reconocié que la supuesta solucion manejada por varias
generaciones de abacistas era erronea, y que la solucién correcta continuaba siendo
eludida.

Scipione del Ferro (1465 - 1526), profesor de la Universidad de Bologna, movido por
las ideas de Luca Pacioli resolvié la ecuacién cuibica az® + bz = c entre 1500 y 1515. Del
Ferro guardo su descubrimiento en secreto segun las costumbres de su tiempo, revelandolo
s6lo a un grupo selecto entre los que se encontraban su yerno Annibale della Nave y su
alumno Antonio Maria Fiore. Del Ferro muere en 1526, y en 1530 Fiore lanza un desafio a
Zuannnin de Tonini da Coi, un matemaético de Brescia, pidiéndole resolver una serie de
problemas que implicaban la solucidn de la ecuacidn ctbica. Tales desafios eran muy
comunes entre los matematicos de esa €poca, pues ademads de obtener renombre, el
ganador de tal prueba ptiblica aseguraba una buena cantidad de alumnos que ofrecian

buena paga por clases de alto nivel; de aqui que el poseer un descubrimiento era una
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ventaja especial para cualquier competidor y por tanto tal hallazgo era guardado
celosamente (Parshall 1988, p. 142).

De Tonini, incapaz de resolver los problemas, los proporciona a Niccolo Tartaglia
(1499 - 1557), quien concluye que es imposible dicha tarea; en 1535 Tartaglia recibe el reto
nuevamente pero de manos de Fiore. La prueba consistia de 30 problemas que requerian la
formula para resolver la ecuacion cubica. Tartaglia resuelve de manera independiente la
ecuacion y gana la contienda. Al saber Girolamo Cardano del descubrimiento de Tartaglia,
le propone incluir el hallazgo en la obra que preparaba. Tartaglia se niega, pero Cardano

publica el resultado en 1545 (Parshall 1988, p. 143).

Asignacion del valor de las mercancias como proceso de abstraccion
Para comprender mejor por qué las matematicas actuales presentan la estructura que
conocemos es importante mirar hacia atrés, hacia el proceso que las origind. Retomando el
estudio de Hadden (1994) sobre como se desarrollaron los conceptos necesarios para la
creacion de la mecdnica matematica a partir de las experiencias artesanales, nos guiaremos
en obras marxistas como un recurso especial de este historiador para comprender cémo las
relaciones sociales producen una apropiaciacion particular del conocimiento. En especial
dirigiremos nuestra atencion al proceso de abstraccion que el ser humano realiz6 en busca
de la asignacion del valor de los bienes que producia con fines de intercambio, que mas
tarde daria sentido a la reinterpretacion del conocimiento matematico anterior para

conformar el dlgebra que conocemos actualmente.



55

Desaparecer los grilletes de la teologia y encontrar los fundamentos de las nuevas
formas de aduenarse de la naturaleza en beneficio de la sociedad requiri6é de un nuevo
conjunto de relaciones. Las premisas sobre las cuales Karl Marx (1818 - 1883) realiz6 su
investigacion dentro de las bases de la sociedad burguesa fueron llamadas por él premisas
reales. Marx no basoé sus estudios en alguna concepcion de las cualidades que hacen
humanos a los humanos: parti6 de los humanos mismos afirmando que la presuposicion
basica de toda la historia es la existencia real y viva (Hadden 1994, p. 35). En este
contexto, los seres humanos no conceptualizan las diferencias entre ellos y los animales, ni
concluyen tales diferencias bajo observacion: los seres humanos hacen la diferencia en
virtud de su actividad productiva. La habilidad de producir un excedente conduce a la
division del trabajo, de clases y del estado. El acto historico de producir nuestros medios
de subsistencia es lo que nos permite tener una historia (Hadden 1994, p. 36).

Cuando nos preguntamos por qué un principio se manifest6 en un siglo o en otro nos
estamos forzando a examinar con detalle qué clase de hombres vivieron en aquel siglo,
cudles fueron sus necesidades, sus fuerzas productivas, su modo de produccion, sus
materias primas; en resumen, necesitamos saber qué relaciones existian entre los hombres
y cuéles resultaron de aquellas condiciones en las que vivian. El andlisis marxista de la
economia moderna parte de la mercancia, el valor de uso, el valor de intercambio, el trabajo
y el dinero. Para su estudio, se investigo la forma, la substancia y la magnitud del valor.

El proceso comenz6 con el andlisis de la mercancia, un producto que satisface una
determinada necesidad del hombre y que no se produce para el consumo propio sino con

fines de cambio. Asi, la cara concreta de la sociedad capitalista, la mercancia, presentd un
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doble aspecto que debe considerarse: el valor de uso y el valor de cambio. Examinemos un

poco mads; en El Capital, Karl Marx escribi6:

La mercancia es en primer término un objeto externo, una cosa apta para
satisfacer necesidades humanas, de cualquier clase que ellas sean. El caracter
de estas necesidades, el que broten por ejemplo del estémago o de la fantasia,
no interesa en lo mas minimo para estos efectos. Ni interesa tampoco desde
este punto de vista, cdmo ese objeto satisface las necesidades humanas, si
directamente como medio de vida, o indirectamente como medio de

produccion. (Marx 1982, p. 3)

La propiedad que tiene la mercancia de satisfacer una necesidad humana se
denomina valor de uso. Por otra parte, en la produccién mercantil se realiza un constante
cambio de unos valores de uso por otros en funcion de una determinada relacion
cuantitativa, dicha relacion respecto a la que un valor de uso se cambia por otro representa

el valor de cambio de 1la mercancia. En su obra Miseria de la filosofia Marx explico:

El intercambio tiene su historia. Ha atravesado diferentes fases. Hubo un
tiempo, como por ejemplo en la Edad Media, en que no se cambiaba mds que
lo superfluo, el excedente de la produccién sobre el consumo. Hubo luego un
tiempo en que no solamente lo superfluo sino todos los productos, toda la vida
industrial, pasaron a la esfera del comercio, un tiempo en que la produccién
entera dependia del cambio [... ] Por ultimo, llegd un tiempo en que todo lo

que los hombres habian venido considerando como inalienable se hizo objeto



57

de cambio, de trafico y podia enajenarse. Es el tiempo en que incluso las cosas
que hasta entonces se transmitian, pero nunca se intercambiaban; se donaban,
pero nunca se vendian; se adquirian, pero nunca compraban: virtud, amor,
opinidn, ciencia, conciencia, etc., todo en suma, paso a la esfera del comercio.
Es el tiempo de la corrupcion general, de la vanalidad universal, o para
expresarnos en términos de economia politica, el tiempo en que cada cosa,
moral o fisica, convertida en valor de cambio, es llevada al mercado para ser

apreciada en su mds justo valor. (Marx 1847, p. 29)

Aungque el valor de intercambio aparezca como algo meramente accidental y
cuantitativo, pues por una determinada mercancia se recibe en intercambio otra cantidad de

otra mercancia, Marx refiere al respecto:

[...] primero, que los diversos valores de cambio de la misma mercancia
expresan todos ellos algo igual; segundo, que el valor de cambio no es ni
puede ser mds que la expresion de un contenido diferenciable de €l, su “forma

de manifestarse”. (Marx 1982, p. 4)

Pero, ;qué propiedad de las mercancias determina su valor de intercambio? Sin duda
nos referimos a aquello contenido en la mercancia, a la substancia social que encontrara la

“forma de manifestarse” en dicho valor (Hadden 1994, p. 41).

Ahora bien, si prescindimos del valor de uso de las mercancias, éstas s6lo

conservan una cualidad: la de ser productos del trabajo. Pero no productos de
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un trabajo real y concreto. Al prescindir de su valor de uso, prescindimos
también de los elementos materiales y de las formas que los convierten en tal
valor de uso. Dejardn de ser una mesa, una casa, una madeja de hilo o un
objeto util cualquiera. Todas sus propiedades se habran evaporado. Dejaran de
ser también productos del trabajo del ebanista, del carpintero, del tejedor o de
otro trabajo productivo concreto cualquiera. Con el caracter util de los
productos del trabajo desaparecera el carécter ttil de los trabajos que
representan y desapareceran también, por tanto, las diversas formas concretas
de esos trabajos, que dejaran de distinguirse unos de otros para reducirse todos
ellos al mismo trabajo humano, al trabajo humano abstracto. (Marx 1982, pp.

5-6)

Marx defini6 el doble caracter del trabajo: trabajo concreto y trabajo abstracto o trabajo
humano, lo que justificé el doble cardcter de las mercancias y por tanto las bases del valor

de las mismas. Sobre el trabajo concreto escribio:

El trabajo cuya utilidad viene a materializarse asi en el valor de uso es lo que
llamamos, resumiendo todo eso, trabajo iitil [...] Vemos pues, que el valor de
uso de toda mercancia representa una determinada actividad productiva
encaminada a un fin o lo que es lo mismo, un determinado trabajo util. Los
valores de uso no pueden enfrentarse los unos con los otros como mercancias

si no encierran trabajos utiles cualitativamente distintos. (Marx 1982, p. 9)
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El trabajo que produce un valor de uso es de tipo diferente al que produce un valor de
intercambio. Para producir un valor de uso se aplican movimientos particulares sobre un
material particular para transformarlo en satisfactor de una necesidad humana. Para
producir un valor de intercambio se requiere Unicamente del gasto de trabajo humano

abstracto. Para explicarnos qué es el trabajo abstracto, Marx escribi6:

Si prescindimos del cardcter concreto de la actividad productiva y, por tanto,
de la utilidad del trabajo, ;qué queda en pie de €é1? Queda simplemente, el ser
un gasto de fuerza humana de trabajo. El trabajo del sastre y del tejedor, aun
representando actividades productivas cualitativamente distintas, tiene de
comun el ser un gasto productivo de cerebro humano, de musculo, de nervios,
de brazo, etcétera; por tanto, en ese sentido, ambos son trabajo humano [...] el
valor de la mercancia s6lo representa trabajo humano, gasto de trabajo

humano pura y simplemente. (Marx 1982, p. 11)

Ademas escribio:

Recordemos, sin embargo, que las mercancias sélo se materializan como
valores en cuanto son expresion de la misma unidad social: trabajo humano,
que por tanto, su materialidad como valores es puramente social, y
comprenderemos sin ningtn esfuerzo que esa materialidad como valores s6lo
puede revelarse en la relacion social de unas mercancias con otras. En efecto,
en nuestra investigacion comenzamos estudiando el valor de cambio o relacion

de cambio de las mercancias, para descubrir, encerrado en esta relacion, su
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valor. Ahora, no tenemos més remedio que retrotraernos nuevamente a esta

forma o manifestacion de valor. (Marx 1982, pp. 14 - 15)

La magnitud del valor de una mercancia estd determinada por la cantidad de trabajo
que ésta encierra. A su vez la inversion de trabajo se mide en tiempo: horas, dias, semanas.
No todos los productores de determinada mercancia emplean el mismo tiempo en su
elaboracidn, de aqui que no puede medirse la magnitud del valor de un producto de acuerdo
con el tiempo que cada productor individual invierta en él. La magnitud del valor de una
mercancia se mide por el tiempo de trabajo socialmente necesario para la produccion en
cuestion. Por tiempo de trabajo socialmente necesario se entiende la cantidad de trabajo
que se emplea para producir una mercancia en las condiciones sociales medias de
produccion (el nivel técnico, la habilidad de los productores, la intensidad de trabajo).

El valor de las mercancias es producto del trabajo invertido en su elaboracién; dicho
valor s6lo puede manifestarse mediante la equiparacion de unas mercancias con otras
mediante el proceso de intercambio. Pensemos, por ejemplo, en que 20 metros de lino
equivalen a un abrigo, es decir, 20 metros de lino = un abrigo. El abrigo sirve de medio de
expresion para el valor del lino, la igualdad muestra que en la produccion del lino y en la
elaboracién de un abrigo se ha invertido igual cantidad de trabajo. La mercancia cuyo valor
se expresa en otra, en nuestro ejemplo el lino, representa la forma relativa del valor; la
mercancia cuyo valor sirve de medio para expresar el valor de otra, en nuestro ejemplo el

abrigo, representa la forma equivalente del valor. Marx escribi6 al respecto:
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Forma relativa del valor y forma equivalente son dos aspectos de la misma
relacidn, aspectos inseparables y que se condicionan mutuamente, pero
también y a la par dos extremos opuestos y antagonicos, los dos polos de la
misma expresion del valor; estos dos términos se desdoblan constantemente
entre las diversas mercancias relacionadas entre si por la expresion del valor.

(Marx 1982, pp. 15-16)

El valor del lino en nuestro ejemplo sélo puede expresarse en términos relativos, es
decir, recurriendo a otra mercancia. La forma relativa del valor de una mercancia supone
como premisa el que otra mercancia cualquiera desempeifie la funcién de forma
equivalente. A su vez, esa otra mercancia, en nuestro caso el abrigo, siendo la forma
equivalente no puede desempefiar al mismo tiempo el papel de la forma relativa del valor,
pues no es su propio valor lo que él expresa, se limita a ser el material para la expresion del

valor del lino.

[...] para que las magnitudes de objetos distintos puedan ser
cuantitativamente comparables entre si, es necesario ante todo reducirlas a la
misma unidad. S6lo representdndolas como expresiones de la misma unidad
podremos ver en ellas magnitudes de signo igual y, por tanto, conmensurables
[...] Es la expresion de equivalencia de diversas mercancias la que pone de
manifiesto el caracter especifico del trabajo como fuente de valor, al reducir a
su nota comun, la de trabajo humano puro y simple, los diversos trabajos

contenidos en las diversas mercancias. (Marx 1982, p. 18)
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En este esbozo de algunos de los principales términos marxistas que explican el
sistema capitalista, puede apreciarse de manera clara como el ser humano trabajé con
razones, proporciones, equivalencias surgidas directamente de su entorno social,
empledndolas como un medio para entender su realidad. El desarrollo de una de las
principales ramas de las matematicas, el dlgebra, estd inminentemente ligado a la historia

del desarrollo social del hombre.
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CAPITULO 111
EL PRELUDIO DE LA NUEVA CIENCIA: LAS EXPRESIONES CUBICAS Y

AQUELLAS SIN REFERENTE FISICO

Girolamo Cardano y las expresiones cubicas del Ars Magna

Girolamo Cardano naci6 en 1501 en Pavia y muri6 en 1576 en Roma. Escribi6 sobre
medicina, astronomia, astrologia, filosofia, matemaéticas y otras materias. Como escritor y
maestro de matematicas se intereso en exponer todas las ideas que llegaban a sus manos,
fueran suyas o no. Esta actitud lo llevo al conflicto con Niccolo Tartaglia (1499 - 1557) por
la solucién general de la ecuacidn de tercer grado (Cardano 1968, p. xviii).

En su De libris propiis asi como en su autobiografia titulada De propria vita,
Cardano afirm¢ ser el autor de una gran cantidad de escritos, aunque no todos vieron la luz.
La obra més significativa de todo su trabajo fue el Artis magnae sive de regulis algebraicis
liber unus (1545), comunmente llamado Ars Magna que pertenecio a una coleccion de 14
volimenes que titul6 El trabajo perfecto, donde trat problemas actualmente relacionados
con aritmética, algebra y geometria. Aunque Girolamo Cardano fue el autor del Ars

Magna, reconoci6 que las ideas de tres hombres mds aparecen en la obra: la solucion de
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una de las trece posibles formas de la ecuacidn cubica pertenece a Scipione del Ferro
(1465 - 1526) y a Niccolo Tartaglia, y el método para resolver la ecuacion bicuadrética es
de Ludovico Ferrari (1522 - 1560), quien fue pupilo y sirviente de Cardano (Cardano 1968,
Pp. XVi - XVii).

Al comienzo del Ars Magna Girolamo Cardano mostré por medio de un pasaje
histdrico las influencias que lo llevaron a desarrollar sus ideas, sobresaliendo al-Khwarizmi
(720 - 840 aprox.), Fibonacci (1170 - 1240) y Luca Pacioli (1445 - 1517) (Parshall 1988, p.

144). Refiriéndose al arte que ahora conocemos como dlgebra, expreso:

Puesto que este arte sobrepasa toda la agudeza humana y la claridad del talento
mortal y es un obsequio verdaderamente celestial y una muy clara prueba de la
capacidad de las mentes de los hombres, el que lo aplique creerd que nada hay

que no pueda comprender. (Cardano 1968, p. 8)

Siendo un filésofo natural, Cardano buscé encontrar los medios que le permitieran
conocer y comprender la naturaleza, lo que representd una de las principales limitantes en
su trabajo. En el Ars Magna escribi6: “Como positio [la primera potencia de la
desconocida] se hace referencia a una linea, guadratum [el cuadrado de la desconocida] a
una superficie, y cubum [el cubo de la desconocida] a un cuerpo sélido, seria muy tonto ir
mas alld de este punto. La naturaleza no lo permite”. Entonces restringi6 sus estudios sobre
ecuaciones a las de tercer grado a lo més, pues desde su perspectiva son las Gnicas que
tienen sentido y describen la naturaleza permitiendo modelar aspectos del espacio

tridimensional (Parshall 1988, p. 144).
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En el capitulo X1 del Ars Magna, Sobre el cubo y la primera potencia igual al niimero
(en notacién moderna 2® + cx = d), Cardano aclaré que Scipione del Ferro de Bologna
descubrié la regla para resolver este problema casi 30 afios antes de su publicacion, y que
Niccol0 Tartaglia también la desarroll6 de manera independiente. Cardano afirmé haber
obteniendo de Tartaglia la solucién sin demostracion de este problema (Cardano 1968, p.
96). Procederemos a mostrar como Cardano resolvio esta ecuacion cubica; para ello nos

auxilaremos de la figura 3.1.

D L

G H

A B C K

Figura 3.1. Esquema de Girolamo Cardano

Por ejemplo, supongamos G H?> mas seis veces su lado GH es igual a 20, y
supongamos que AFE y C'L son dos cubos cuya diferencia es 20 y tales que el
producto de AC), el lado [de uno], y C'K, el lado [del otro], es 2; a saber, un
tercio del coeficiente de = [tomando GH = z]. Delimitando BC' igual a C'K,
digo que si esto estd hecho, la linea restante AB es igual a GH y es, por lo
tanto el valor de x, para GH que ha sido dado como [igual a x]. (Cardano

1968, p. 96)
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En lenguaje moderno, las hipétesis del problema son:

GH?+6GH =20, AE—-CL=200AC?—-CK*=20 y AC xCK =2.

Lo que Cardano desea demostrar es que si BC' = C'K entonces AB = G H, siendo
G H = x. Para resolver este problema Cardano utilizé dos proposiciones que aparecen en

el capitulo VI del Ars Magna:

Proposicion 1. Si una cantidad es dividida en dos partes, el cubo del todo es igual a los
cubos de las dos partes mds tres veces los productos de uno y el cuadrado del otro

(Cardano 1968, p. 52).

En notacién moderna, establece que si N = a + b entonces N3 = a® + 3ab? + 3a’b + b°.
El autor aclar6 que esto habia sido probado previamente por Euclides y realizé una
demostracién fundamentada en las proposiciones 11.4 y 1.43 de los Elementos. En la figura

3.2 se ilustra la proposicion.

Proposicion 2. [... ] AB? + 3(AB x BC?) es mayor que BC? + 3(BC + AB?) por el cubo

de la diferencia entre AB y BC (Cardano 1968, p. 53).

Esto es, AB® + 3(AB x BC?) = BC® 4+ 3(BC + AB?) + (AB — BC)?. En la figura 3.2

se ilustra geométricamente este resultado. De aqui se desprende el siguiente corolario.
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Corolario. |[... ] si BC se asume como negativo [o se resta del segmento AC], AB?

consistird de AC? + 3(AC x BC?) + (—=BC?) + (=3BC x AC?) (Cardano 1968, p. 54).

(Las demostraciones de las proposiciones 1 y 2, asi como del corolario pueden verse en el

apéndice 3.1 de este capitulo.)

. E| |
a | ' |
|£":--'ri-’.- | - _5 | | I
b |I = ___III___———_L-_____:'E e
ATl
C K

Figura 3.2. Representacion geométrica de un binomio al cubo

Regresando al problema, se tienen como hipétesis que AE — CL =20y
AC x CK = 2 (véase la figura 3.1). Con base en la primera proposicién del capitulo VI
del Ars Magna, el cubo de lado AB + BC est4 formado por los cuerpos BC?, AB3,

3(BC x AB?) y 3(AB x BC?); obsérvese la figura 3.2. Por hipétesis, AC x CK = 2;

luego, AC' x 3C K = 6, que es el coeficiente de x. De lo anterior se tiene que
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AB x 3(AC x CK) = 6AB, y puesto que BC' es igual a C'K'se tiene que
3(AB x BC x AC') = 6AB.
Supongamos ahora que se resta BC' del segmento AC’; el corolario de la proposicion

2 establece que

AB? = AC® + 3(AC x CB?) — BC® — 3(BC x AC?).

Por otra parte, se tiene que
3(BC x AC?) — 3(AC x BC?) = 3(BC x AC)(AC — BC)
— 3(BC x AC)(AB)
= 3(AB x BC x AC)
= 6AB,
de lo cual se tiene que 3(AC x BC?) — 3(BC x AC?) +6AB = 0.

Como la segunda proposicion establece que

AB? = AC® + 3(AC x BC?) — BC? — 3(BC x AC?),

al sumar 6AB a ambos miembros de la igualdad se obtiene

AB? 4+ 6AB = AC® + 3(AC x BC?) — 3(BC x AC*) + 6AB — BC?;

asf, AB® + 6AB = AC® — BC3, puesto que 3(AC x BC?) — 3(BC x AC?) + 6AB = 0.

Ademds, una de las hipétesis del problema es que AE — C'L = 20, es decir,
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AC?® — CK? =200 AC? — BC?® = 20. Con esto se tiene que AB> + 6AB = 20y, como
GH? + 6GH = 20, de las proposiciones 1.35 y X1.31 de los Elementos se tiene que
GH = AB (Cardano 1968, pp. 97 -98).

Del procedimiento anterior el autor del Ars Magna obtuvo la siguiente regla para

resolver este tipo de ecuaciones:

Al cubo de un tercio del coeficiente de = se suma el cuadrado de la mitad de la
constante de la ecuacion y se toma la raiz cuadrada de todo. Se hara esto dos
veces, a uno de los dos se le suma la mitad del nimero que ha sido elevado al
cuadrado y al otro se le resta la mitad del mismo. Se tendran un binomium 'y su
apotome [por binomium se entiende una expresion de la forma a + by por
apotome una expresion del tipo a — b]. Se resta la raiz cubica del apotome de
la raiz cubica del binomium, el resto [o] lo que queda es el valor de x.

(Cardano 1968, pp. 98 -99)

Aplicando este razonamiento en la ecuacién 2® + 6z = 20 del ejemplo de Cardano,

se obtiene que el valor de x es \3/ V108 + 10 — {’/ v/ 108 — 10. La regla para resolver una

ecuacién ctibica del tipo 22 + cx = d se obtiene al resolver el sistema de ecuaciones
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donde u y v son dos cubos cuya diferencia es la constante de la ecuacion, y cuyos lados

multiplicados entre si producen un tercio del coeficiente de la cantidad desconocida. Asi,

3

Cardano dio como solucién de la ecuacion x° = cx + d la expresion

Cardano adopt6 el esquema de demostracion geométrica que sus antecesores
siguieron, aunque lo combind con argumentos que actualmente serian calificados como
puramente algebraicos. Sin embargo, rechazé ese esquema para tratar con ecuaciones de
grado superior. Notese que para resolver la ecuacion cubica Cardano completd un cubo de
manera similar a como al-Khwarizmi completd un cuadrado, pero no concibi6 una figura
de cuatro dimensiones y, con mayor razon, le fue imposible completarla. Pensé disparatado
usar geometria para resolver la ecuacion irreducible de cuarto grado que su estudiante
Ludovico Ferrari resolvié con éxito; entonces, al creer que la geometria le quedaba a deber,
se inclind por confiar sélo en los algoritmos algebraicos (Parshall 1988, p. 146).

La resolucién de las ecuaciones de cuarto grado marcé un creciente interés por los
algoritmos en este tipo de problemas; las cuestiones geométricas ya no fueron consideradas

como método prioritario para resolverlos.
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La Arithmetica de Diofanto y su influencia en el trabajo de Rafael Bombelli

La Arithmetica de Diofanto de Alejandria

Aproximadamente en 1463, Johannes Miiller (1436 - 1476), mejor conocido como
Regiomontano, decubrio seis de los libros de la coleccion titulada Arithmetica escrita por
Diofanto de Alejandria alrededor del afio 250. Regiomontano tradujo al latin los seis libros
que sobrevivieron en griego (Parshall 1988, p. 149). Cuatro libros mas fueron descubiertos
en versiones arabes, pero el estilo de éstos difiere un poco de los libros griegos. Los libros
arabes explican con més detalle los pasos que deben seguirse para encontrar las soluciones
de los problemas que ahi se presentan. Es muy probable que estos libros no sean
traducciones de los originales de Diofanto, sino de comentarios sobre la Arithmetica
escritos por Hypatia (h. 370 -h. 415) en el afio 400 aproximadamente (Katz 1993, p. 163).
Diofanto introdujo en su trabajo letras para representar las cantidades que solucionaban sus
problemas propuestos. Este hecho es comunmente ligado al surgimiento del simbolismo
algebraico, pero faltaban muchos siglos ain para su nacimiento; sin embargo, el trabajo de
Diofanto desempeii6 un papel importante para que el dlgebra adquiriera su forma actual.
Generalmente, la evaluacién que Paul Tannery hizo de la obra de Diofanto y que se
menciona en el trabajo de Jacob Klein, Greek mathematical thought and the origin of
algebra (1992), es bien aceptada por los historiadores de las matematicas. En ella, el
trabajo de Diofanto es considerado como original o, en el peor de los escenarios, como
basado en muy pocos predecesores. El punto mas importante de esta originalidad, segtin

Tannery, reside en la nueva concepcion que Diofanto tuvo del objeto de estudio de la
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logistica griega. Se incluye una breve descripcion de la logistica griega en el apéndice 3.2
de este capitulo. Klein analiz6 la obra de Diofanto desde otra perspectiva.

Se considera que Diofanto elevo la logistica al rango de verdadera ciencia al
introducir en ella la demostracion; es decir, hizo de la logistica una ciencia apodeictica.
Ademads, los nimeros con los que trabajé Diofanto fueron abstractos y no concretos, como
los empleados por los estudiosos de la logistica anteriores a él. En sus investigaciones
Tannery lleg6 a la conclusion de que el caracter abstracto de los nimeros de Diofanto tuvo
un origen religioso. Segtin Tannery, Diofanto fue cristiano y su obra fue utilizada como
libro de texto de la escuela ecuménica de Alejandria. De acuerdo con las costumbres
cristianas, no se podian ensenar los problemas verbales de orden matematico en términos
paganos o mitoldgicos. Por este motivo surgieron los términos abstractos empleados en
toda la obra diofantina, con excepcion del problema 13 del libro quinto, en el que se
empled una formulacién verbal que no aludia a la mitologia (Klein 1992, pp. 128 - 129).
Sin embargo, Tannery resolvio el problema de explicar como surgio la abstraccion en la
logistica diofantina de manera muy superficial, encontré una solucién de forma pero no de
fondo. ;Qué era un nimero para Diofanto y como logré expresarlo de manera general? El
argumento de Tannery no contestd esta pregunta.

En la Definicion 1 de la Arithmetica, Diofanto escribio: “Todos los nimeros consisten
de determinada multitud de ménadas”. En sus calculos las cantidades conocidas son
consideradas como nimeros de ménadas puras, el signo que representa a las ménadas es el

o o _ o
prefijo M, por ejemplo M quiere decir 4 unidades. El uso del signo M se relacioné con el

significado de arithmos que, en el habla comun de la época, significaba determinado
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numero de determinadas cosas; de manera mds elaborada diremos que significa un nimero
de unidades de medida o de ménadas “puras” o “neutrales” (Klein 1992, p. 130).

Seguin Theon de Alejandria (fl. finales del s. 1V d.C.), en su cardcter de medida la
monada no puede sufrir particion, pues es invariable y siempre constante (Klein 1992, p.
137), lo que se divide es algo corpdreo o geométrico. Por otra parte, para Diofanto (como
en toda la matemadtica griega) arithmos significaba “un nidmero de”, y aplico esta
definicion en su concepcidn de fraccion. Diofanto entendié una fraccién como un ndmero
de partes o una multitud de partes de una ménada; asi, para €l las ménadas fueron piezas de
medida que admitian division (Klein 1992, p. 137). Lo anterior llevé a Diofanto a concluir
que si se multiplicaba una parte fraccionaria de una unidad por el nimero de divisiones que
sufri6 dicha unidad, la unidad original estaria reconstruida. Una observacion importante es
que la parte fraccional de una ménada puede ser entendida como una nueva ménada.

Algo digno de distinguir es que desde el concepto de niimero de Diofanto es
completamente imposible llegar al concepto de nimero negativo y numero irracional. Asi,
una ecuacion con solucién negativa o irracional era una ecuacién “imposible” o “no
enunciable”, pues un arithmos irracional no era precisamente un arithmos del mismo modo

que un arithmos negativo (Klein 1992, p. 138).

Por otra parte, Diofanto emple6 en la Arithmetica nimeros de orden superior
(potencias) que fueron llamados con anterioridad por Arquimedes (287-212 a.C.)
“ndmeros [formados] andlogamente a aquéllos basados sobre ménadas™ y por Apolonio
(fl. finales del s. I1I - principios s. I a.C.) “numeros andlogos” o “andlogos”. Respecto a

estos numeros, escribio:
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[...] Entre ellos estan los cuadrados, que se forman cuando cualquier nimero
es multiplicado por si mismo; el nimero es llamado lado del cuadrado; cubos,
que se forman cuando cuadrados se multiplican por sus lados;
cuadrado-cuadrados, que se forman cuando cuadrados son multiplicados por
ellos mismos; cuadrado-cubos, que se forman cuando cuadrados son
multiplicados por cubos formados por el mismo lado; cubo-cubos, se forman
cuando los cubos son multiplicados por si mismos.

(Tomado de: Katz 1993, p. 163)

A cada uno de los nimeros anteriores Diofanto le asigné un nombre abreviado: el
cuadrado de una cantidad desconocida fue llamado dynamis y se representé con AY, el
cubo fue llamado kubos y se representé con K'Y, el cuadrado de un cuadrado recibi6 el
nombre de dynamo-dynamis representado por AY A, el cuadrado multiplicado por el cubo
fue dynamo-kubos y lo representaron las letras AK Y, las letras K'Y K representaron el
cubo multiplicado por si mismo, es decir el kubo-kubos. Diofanto afirmé que al sumar,
restar, multiplicar o dividir estas magnitudes se generaban nuevas magnitudes (Katz 1993,
p. 163). Las cantidades desconocidas y sus potencias también aparecieron como
denominadores de las fracciones en el trabajo diofantino, éstas obtuvieron su nombre de la
misma cantidad desconocida. Por ejemplo, la “fraccién cibica” es el reciproco de la
desconocida cubica (Klein 1992, p. 132). Diofanto utilizé la letra x para los reciprocos; por

ejemplo, AYx quiere decir z% .
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La obra de Diofanto es considerada parte de la logistica tedrica; se tiene que poner
énfasis en que el dividir y manipular la unidad no implica que dicha logistica pierda su
caracter teorico o apodeictico. Por otra parte, el proceso de resolucion de cada problema de
la Arithmetica es estrictamente metddico en cada caso, lo que le imprime un caricter
general; es decir, se puede emplear dicho procedimiento en otros problemas similares,
aunque la dificultad de los célculos varia segun los nimeros determinados con los que se
trate.

Una de las principales caracteristicas, y por la que podria considerarse al trabajo de
Diofanto como “algebra primitiva”, es que plante6 problemas de naturaleza indeterminada,
en nuestros dias llamados ecuaciones diofantinas, los cuales siempre son transformados
por el autor en ecuaciones determinadas a través de suposiciones numéricas que permiten
una solucién Unica aunque no siempre entera. La debilidad del trabajo de Diofanto a la luz
de nuestros dias radica en que no se propuso llegar a soluciones generales (Klein 1992, pp.
133-134). De lo anterior se concluye que Diofanto conoci6 un tipo general de problemas
pero no un objeto matemadtico general. El objetivo de Diofanto fue encontrar nimeros
determinados en cada uno de sus problemas, ya fueran nimeros enteros o fracciones de la
unidad. Se debe distinguir estrictamente entre el procedimiento y el objeto: el
procedimiento es aplicado a las eide (ideas), que son como tales independientes de cada
multitud de ménadas y por tanto dicho procedimiento se vuelve “general”, pero el objeto
entendido en cada caso es un nimero determinado de ménadas (Klein 1992, pp. 144 - 145).

Por otra parte, a Diofanto no le interes6 organizar el conocimiento alrededor de los

diferentes tipos de ecuaciones y sus métodos de resolucion, como sucede actualmente al
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estudiar estas cuestiones: €l busco las posibles relaciones que los nimeros cuadraticos y
ctibicos tenian con sus raices. Esto coloca a la Arithmetica como una obra no de caracter
logistico sino aritmético, en la que la ménada aparece como unidad de célculo “abstraida”
de las unidades de medida (Klein 1992, p. 135).

La asimilacién de los trabajos diofantinos fue importante para el surgimiento del
algebra de nuestros dias y particularmente para la resolucion de problemas en los que
estaban implicadas lo que hoy conocemos como ecuaciones cuadraticas y de grado mayor
que 2. La ruta histdrica pasa por los drabes, Leonardo de Pisa, los cosistas, Cardano
(1545), Tartaglia (1499 - 1560) y Rafael Bombelli (1526 - 1572), por mencionar a algunos.
A lo largo de este camino ocurrieron restructuraciones respecto a las técnicas de célculo,
introduciendo los numeros negativos, los irracionales y los imaginarios. Sin embargo, se
tuvo conciencia del caracter “cientifico” de este proceso hasta que estuvo en contacto con

la Arithmetica de Diofanto a través de la obra de Rafael Bombelli.

Las aportaciones de Rafael Bombelli
Rafael Bombelli (1526 - 1572) fue un ingeniero y arquitecto sin instruccion formal en
matematicas. Consider6 que el Ars Magna de Cardano era un libro con argumentos
dificiles de seguir, y con el objetivo de elaborar un tratado sobre estas cuestiones més claro
y profundo escribi6 el primer borrador de su obra L’algebra parte maggiore
dell’arithmetica divisa in tre libri entre los afios 1557 y 1560. Aparecié impresa en 1572y
se convirtié en el punto maximo alcanzado por las matematicas del Renacimiento (Parshall

1988, p. 152).
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Con el trabajo de Rafael Bombelli se inici6 el camino hacia la creacion de un
verdadero simbolismo matemético. En esta obra el autor expuso el trabajo realizado por
Diofanto aproximadamente en el afio 250. Asi, gracias a que Tartaglia y Bombelli
emplearon las obras de Arquimedes (287-212 a.C.) y de Diofanto en la construccion de
sus conocimientos, los europeos del siglo XVI puedieron apreciar las matematicos griegas
(Hadden 1994, p. 112).

La obra original de Bombelli sufrié modificaciones importantes. La primera version
del Algebra cambi6 cuando Antonio Maria Pazzi mostré a Bombelli una copia de la
Arithmetica de Diofanto encontrada en la Biblioteca del Vaticano. En su forma original el
Libro 1T contenia problemas practicos sobre intercambio, asociaciones, intereses y tiempo
laborable. Bombelli transformé este libro después de leer la Arithmetica; no
considerd “acciones humanas”, tal como las obras de autores contemporaneos de
matematicas; sustituyé los problemas practicos por 143 problemas tomados de Diofanto.
De este modo Rafael Bombelli pretendi6 ensefiar aritmética superior a la manera de los
antiguos. En su obra Bombelli reemplaz6 la cosa y el censo empleados hasta entonces en
los trabajos matematicos por el tanto y la potenza utilizados por Diofanto. Represento las
potencias de la cantidad desconocida por medio de un semicirculo dentro del que se
colocé el exponente; por ejemplo, l representd x, g representd x2 y 7 E fue 7x (Hadden
1994, pp. 112-113). Us6 R.q. para denotar raiz cuadrada, I?.c. para la raiz cubica y otras
expresiones similares para raices superiores. Incluyé | | como paréntesis para encerrar
expresiones largas; por ejemplo, R.c. |2p R.q. 21, y conservé los simbolos p y m para mds

y menos respectivamente (Katz 1993, p. 335).
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Cuando Bombelli trabajé con la expresion ctbica del tipo 2 = cx + d
considerd cantidades negativas bajo un radical; asi, es el primero que reconocid y operd los
nimeros complejos, muy a su pesar. En la primera parte de su Algebra se refiri a ellos
como “otro tipo de raices ctibicas muy diferentes de las anteriores, las cuales vienen del
capitulo sobre el cubo igual a cosa y nimero; [...] esta clase de raices tiene sus propios
algoritmos para varias operaciones y un nuevo nombre” (Katz 1993, p. 335). A los
nimeros conocidos actualmente como complejos Bombelli les llamé piii di meno (mas de
menos) y meno di meno (menos de menos). De este modo escribi6 el nimero complejo
2+ 3i como 2pdim 3y el nimero 2 — 3¢ como 2 m di'm 3. Bombelli present6 por primera
vez las reglas para sumar, restar, multiplicar y dividir estos nuevos nimeros, pero escribio:
“el asunto entero parece descansar sobre un sofisma més bien que sobre la verdad” (Katz
1993, pp. 335-336).

Algo digno de considerar es el contexto en el que surge la obra de Rafael Bombelli.
El Algebra fue escrita antes de que su autor leyera la Arithmetica. Este hecho constituye
evidencia de que el trabajo de Bombelli no se basé en la obra de Diofanto. El Algebra
nacid en un contexto social y econdmico especifico en una cultura comercial, lo que
permitio a su autor hacer una lectura moderna del “simbolismo” diofantino. De este modo,
los objetos matemaéticos abstractos empleados en las matematicas actuales tomaron forma

en el contexto del calculo comercial (Hadden 1994, p. 114).



79

Los origenes de la nueva ciencia. Viete como proveedor de un nuevo lenguaje

Desde el punto de vista de los griegos de la antigiiedad, el hombre puede conocer cuando
se dedica a la contemplacion de lo que le rodea en completa libertad y ocio, y es a través de
esta actividad que puede lograr la felicidad. De aqui que la ciencia se coloc6 en franca
oposicion a las tareas de la vida cotidiana que esclavizan al individuo. Sin embargo, en
ellas reconoci6 sus propias raices (Klein 1992, p. 118), pues es en la realizacion de las
mismas que surge la curiosidad y el deseo de comprender el porqué de lo que se ejecuta.

La ciencia griega tuvo su punto de partida en la naturaleza, aunque surgié como tal
fuera de esos fundamentos cuando el hombre comenzé a razonar respecto a lo que le
rodeaba, entregandose al mundo de las ideas. Asi, la ciencia griega estd definida en
términos de su distincion y su origen en esos fundamentos naturales. La creacion de sus
conceptos dependi6 de lo natural, de las experiencias precientificas desde las cuales el
concepto cientifico fue abstraido. El carédcter del concepto, y por tanto de la abstraccion,
estuvo determinado por el problema ontoldgico que apremi6 las investigaciones de la
antigliedad (Klein 1992, p. 120).

La ciencia de nuestros tiempos, llamada la nueva ciencia, se cimentd durante los
siglos XVI y XVII. En esa época los fundamentos naturales de la ciencia antigua fueron
remplazados por una ciencia ya en existencia, la misma ciencia griega, pero sus principios
y métodos fueron rechazados. Los fundadores de la nueva ciencia, hombres como Galileo
Galilei (1564 - 1642), Simon Stevin (1548 - 1620), Johannes Kepler (1571 -1630) y

René Descartes (1596 - 1650), fueron impulsados por problemas de interés practico
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relacionados con mecdnica aplicada, arquitectura, construccion de maquinas, pintura y la
construccidn de instrumentos Opticos. Sin embargo, la estructura conceptual de sus ideas se
derivo de los conceptos tradicionales (Klein 1992, p. 119).

La nueva ciencia regreso a las fuentes griegas que fueron negadas por la anterior
ciencia escoldstica basada en una filosofia cristiana; sin embargo estas fuentes fueron
interpretadas desde una base ajena a la de la antigiiedad. Esta nueva interpretacion de la
doctrina griega condujo a la transformacion de sus conceptos generando los cimientos de la
nueva ciencia asi como de su intencién. Sus conceptos fueron obtenidos en su polémico
proceso contra la ciencia escoléstica y no tuvieron un significado natural, ya no
representaron una idea inmediata sino que cobraron sentido a través de las conexiones con
otros conceptos, es decir, a través de sus relaciones mutuas y su subordinacion total al
nuevo edificio de la ciencia (Klein 1992, p. 120).

Uno de los principales rasgos de la nueva ciencia fue la relacién que guardaban su
caricter de arte y la generalizacion de sus métodos. Las expresiones mas significativas de
esa conexion son el formalismo simbdlico y las técnicas de cédlculo de las matemaéticas
modernas. Esa relacion entre la generalizacion y el caricter de arte determind la
interpretacion moderna de las matematicas antiguas. Un ejemplo de esto es el término
dlgebra geométrica, con el que se hace referencia al modo antiguo de presentar los hechos
matematicos. Esta interpretacion surge de una distincion insuficiente entre la generalidad
del método y la generalidad del objeto de investigacién (Klein 1992, p. 122). El concepto
de dlgebra geométrica se relaciona inmediatamente con el concepto de magnitud general,

esta vision de las matemdticas antiguas choca con la verdadera concepcion griega. Los
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antiguos centraban sus investigaciones en preguntas relacionadas con el ser de los objetos
matematicos, que podian ser figuras o curvas geométricas, proporciones de magnitudes
conmensurables o inconmensurables, y razones, entre otros. Estos objetos marcaban la
direccion de la investigacion asi como el punto de partida y el punto final de la misma. De
este modo, el problema de la aplicacion general de un método representaria para los
antiguos el problema de la generalidad de los objetos matemdticos; este problema puede
resolverse s6lo sobre la base de una ontologia de los objetos matematicos (Klein 1992, pp.
122 -123).

De manera contrastante las matemdticas modernas, y por tanto la interpretacion
moderna de las matemadticas antiguas, centran su atencién de principio a fin en el método.
Los objetos quedan determinados por la forma en que éstos se vuelven accesibles a través
de un método general. Uno de los principales representantes de este nuevo movimiento fue
Francois Viete (1540 - 1603). En 1591 apareci6 su obra mds importante, In artem
analyticem isagoge seorsim excussa ah opere restitutae mathematicae analyceos seu
algebra nova mejor conocida como Introduccion al arte analitico (Piaget y Garcia 1982, p.
138). Las principales fuentes griegas del arte analitico de Francois Viete fueron el libro
séptimo de Pappo (s. 1V) y la Arithmetica de Diofanto.

De la obra de Pappo estudi6 sus ideas sobre el andlisis. Viete escribid que en
matematicas existe un procedimiento especial para el descubrimiento, “una via de
inquisicion de la verdad” que fue descubierta primero por Platén (h. 427 - h. 348 a.C.). De
acuerdo con Viete, Thedn de Alejandria llamé a ese procedimiento andlisis y lo

defini6 como un proceso que inicia con “la suposicion de lo que es buscado como si fuera
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admitido y por medio de las consecuencias [se prosigue] a una verdad [la cual fue de hecho
ya admitida]” (citado en: Klein 1992, p. 155). Por otra parte defini6 su procedimiento
reciproco, la sintesis, como un proceso que comienza con “la suposicion de lo que es
admitido y por medio de las consecuencias [se prosigue a] la conclusién y comprension de
lo que es buscado” (Klein 1992, p. 155).

Estas definiciones se localizaron de manera modificada en el libro séptimo de Pappo.
De acuerdo con la aplicacion del andlisis, es decir, si se empleaba para encontrar la
demostracién de un teorema o para resolver un problema mediante una construccion
geométrica, Pappo disitingui6 dos tipos de andlisis: el andlisis zetético o también llamado
tedrico que sirve para investigar la verdad de un teorema, y el andlisis poristico o
problemadtico que proporciona lo que es requerido para resolver un problema. Para Pappo
la diferencia entre andlisis fedrico y andlisis problemdtico es el tipo de objetos presentados
en un teorema 'y en un problema (Klein 1992, p. 155).

Si se desea convertir el andlisis zetético en sintesis el procedimiento es directo, basta
con invertir el orden de los pasos ejecutados. En cambio, para transformar el analisis
poristico en sintesis se requiere de una construccion geométrica previa para apoyarse. Sin
importar la diferencia entre analisis tedrico y problemdtico, en ambos casos Pappo llamo a
las respectivas sintesis simplemente apodeixis, e inversamente considerd la apodeixis (o
demostracion) la conversa del andlisis (Klein 1992, pp. 155 - 156).

De lo anteriormente expuesto, se tiene que el andlisis concierne inmediatamente a la
generalidad del procedimiento, y la sintesis esta obligada, de acuerdo con la concepcion

griega de los objetos matemadticos, a realizar este procedimiento general en un objeto



83

determinado. El andlisis muestra la posibilidad de una demostracién o construccion; un
teorema puede considerarse probado sélo cuando es derivado de las relaciones dadas entre
las magnitudes dadas en €l, aunque la dades de la que hace uso el andlisis es entendida
s6lo como una posible dades. Esta posibilidad aparece en el analisis geométrico en la
construccion efectuada que no necesita usar las magnitudes que aparecen en él como
determinadas sino s6lo con carécter de ser posibles. Esta situacion puede transferirse al
andlisis aritmético cuando los nimeros dados en un problema son entendidos en su
caricter de posibles y no justo como aquellos nimeros determinados. En otras palabras,
para comparar el analisis aritmético con el geométrico los nimeros dados deben permitirse
con algunas indeterminaciones limitadas s6lo por la condicion de posibilidad del problema
(Klein 1992, pp. 163 - 164).

Asi, en el andlisis aritmético una solucion indeterminada debe ser posible en

cualquier caso y se podran distinguir tres etapas en el proceso de solucién:

1.- La construccién de la ecuacion.

2.- La transformacion a la que se sujeta hasta adquirir una forma canénica que proporciona
inmediatamente la solucidn indeterminada.

3.- La explotacion numérica de esta ultima, es decir, el calculo de los nimeros

determinados que cumplen las condiciones puestas en el problema.

Soélo las primeras dos etapas representan el procedimiento propiamente analitico; la

ultima etapa pertenece a la sintesis, pues se corresponde con la construccion geométrica en
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el andlisis geométrico. En Diofanto la conversion de cada solucion, que tiene la finalidad
de mostrar que los nimeros encontrados cumplen las condiciones del problema, fue
llamada apodeixis.

Después de comparar el andlisis problemético geométrico con el anélisis aritmético
de Diofanto en la manera antes mencionada, Viete concibié un modelo de cdlculo que se
realizaba en términos de especies de nimeros llamado logistice speciosa o logistica
especiosa, en contraste con el calculo sobre nimeros llamado logistice numerosa o
logistica numerosa. De este modo la logistica especiosa esta estrechamente conectada con

el procedimiento de Diofanto que a su vez es el andlogo aritmético del andlisis geométrico.

Expliquemos un poco a qué se refirié Viete con el concepto de especies. Existen
algunas interpretaciones historicas que sefialan a Diofanto como el creador del algebra
simbdlica. Es verdad que Diofanto introdujo letras a modo de “simbolos” para representar
las incognitas de los problemas artiméticos que tratd, pero dichos “simbolos”
representaron una cantidad especifica en un lugar especifico, y no fueron factibles para las
operaciones y mucho menos para la representacion de un “objeto general” (Piaget y
Garcia 1982, p. 137). Sin embargo, la idea de fondo que utilizé Diofanto fue muy bien
empleada por Viete.

En su trabajo, Diofanto represent6 a los nimeros desconocidos aunque en relidad
eran nimeros “determinados” por su eidos, su idea, su especie. De este modo, cuando las
eide de la desconocida y sus potencias aparecieron como nuevas unidades de calculo,
mientras el calculo real se estableci6 en términos de nimeros determinados, el cdlculo que

se ejecutd con las especies de los nimeros cambié completamente de dominio, se
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realizé en el dominio de lo indeterminado. Este paso fue crucial para el desarrollo del
trabajo de Viete, quien lo consideré como una prictica ampliamente usada entre los
antiguos y encontrada especialmente en Diofanto, aunque no suficientemente aclarada por
ellos, lo que le permitio reinterpretar la tradicion.

Diofanto hizo uso instrumental del arithmos o eidos platénico, es decir de aquello
que hace posible el ser unificado de cada nimero y que hace referencia inmediata a las
cosas o unidades. Con el concepto de especies, Victe llegd a la realizacion simbdlica del
eidos, pues con el concepto de especies se refiere a la propiedad de “ser nimero” en
general, propiedad que ademaés de pertenecer a cada nimero pertenece a las cosas u objetos
cuya “numerosidad” estd representada por un nimero. De este modo surgié un concepto
que se refiere a otro concepto y no a un ser. Con esta interpretacion se puede representar lo
que se busca y lo que se tiene para buscarlo, es decir, la férmula se hace posible y con el
surgimiento de la misma se crea una nueva manera de alcanzar el conocimiento.

A los dos tipos de andlisis explicados por Pappo, el anélisis tedrico o zetético y el
andlisis problemditico o poristico, Viete agregd un tercer tipo al que llamo rético o
exegético. Para Viete el andlisis zetético es un procedimiento a través del cual se construye
la ecuacion con las magnitudes dadas, el andlisis poristico es el procedimiento por medio
del que la verdad del teorema se investiga a través de la ecuacion obtenida en la zetética, y
finalmente por medio del andlisis rético la magnitud buscada es producida por la ecuacion
establecida. La magnitud requerida es un nimero determinado y por tanto comunicable al
habla, o una magnitud geométrica visible y medible. De aqui el doble nombre del tercer

tipo de andlisis: rético, porque los nimeros pueden ser expresados a través de sus nombres
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ordinarios en nuestro lenguaje; y exegético, porque pueden representarse por medio de
magnitudes geométricas disponibles a la vista (Klein 1992, p. 167).
Lo relevante y crucial del arte de Viete queda establecido en la siguiente cita, en la

que se refiri6 a las especies:

Ahora bien, lo que pertenece realmente al arte zetético es establecido por el
arte de la l16gica a través de silogismos o entimemas, cuya fundamentacién
estd dada por las estipulaciones mismas (simbolos) por medio de las cuales se
llega a las ecuaciones y proporciones, estipulaciones que a su vez se derivan de
nociones comunes como también de teoremas que son demostrados por el
poder del andlisis mismo. En el arte zetético, sin embargo, la forma de
proceder es peculiar al arte mismo, en tanto el arte zetético no emplea su
l6gica en los nimeros — que fue el tedio de los analistas antiguos — sino que
usa su logica a través de una logistica que tiene que ver, en una forma que es
nueva, con especies. Esta logistica es mucho maés eficaz y poderosa para
comparar magnitudes entre si que la logistica numérica, una vez que la ley de

homogeneidad ha sido establecida. (Citado en: Piaget y Garcia 1982, p. 139)

Viete dedico la logistica especiosa al servicio del dlgebra pura, aplicada de forma
indiferente a nimeros y magnitudes geométricas; el concepto de especies sufrié una
extension, aunque preservo su vinculo con el reino de los nimeros. Las especies o forma
de las cosas, como también las llamo Viete, representaron simplemente magnitudes

generales. Recordemos que para Pappo la diferencia entre andlisis tedrico y problemdtico
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reside en el tipo de objetos presentados en cada caso. Viete distinguidé muy externamente
entre estos dos tipos de anélisis ya que sus reflexiones se centraron en los procedimientos;
considero todos los teoremas como problemas (Klein 1992, pp. 165 - 166). Por otra parte,
Viete se interes6 menos en las verdades encontradas, por ser verdades, que en la forma de
encontrarlas correctamente; defini6 el “arte analitico” como la “teoria para encontrar lo
que es buscado en matematicas en general”.

Para Viete, su arte analitico represent6 un algebra tanto geométrica como aritmética
y considerd que dejaba atras todos los estudios sobre estas cuestiones realizados con
anterioridad. Aunque para Viete el principal objetivo de su obra no fue encontrar
construcciones geométricas o nimeros, sino encontrar los nimeros “posibles” que, segtin
él, eran aquellos que podian interpretarse geométricamente (Klein 1992, p. 159). Viete

concluyo el capitulo Vv de su obra, donde aborda estas reglas, con lo siguiente:

Diofanto, en aquellos libros que tenian que ver con la aritmética, empleé la
zetética en la forma maés sutil. Pero €l lo presenté como si fuera establecido
por medio de nimeros y no también por especies (las cuales fueron, sin
embargo, usadas por €l), a fin de que su sutileza y habilidad pudiera ser
admirada, en tanto aquellas cosas que parecen mads sutiles y ocultas para quien
usa consideraciones acerca de nameros (logistice numerosa) son enteramente
comunes e inmediatamente obvias para quien usa consideraciones acerca de

especies (logistice speciosa). (Piaget y Garcia 1982, pp. 140-141)
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En este capitulo hemos observado como las expresiones cuadréticas y cubicas cuya
resolucion estd ligada a la percepcion abrieron paso a expresiones que no fueron asociadas
a ningun referente fisico. Se ha esbozado cémo los conocimientos heredados de una
tradicion social comercial adquirireron caricter cientifico a la luz de los conocimientos
griegos, particularmente, con el redescubrimiento de las obras diofantinas estudiadas con
anterioridad por los drabes pero poco difundidas a causa de la caida de su imperio y la
destruccion de las bibliotecas. Ademads, se muestran las principales raices del simbolismo
algebraico actual. El estudio de la resolucion de las ecuaciones cuadraticas invita a conocer

como es que el dlgebra actual adquirid su estructura.
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Apéndice 3.1. Dos proposiciones y un corolario del Ars Magna

Proposicion 1. Si una cantidad es dividida en dos partes, el cubo del todo es igual a los

cubos de las dos partes mds tres veces los productos de uno y el cuadrado del otro

(Cardano 1968, p. 52).

En notacion moderna esta proposicion dice que

si N = a + b entonces N° = a® + 3ab® + 3ab + b°.

Cardano afirm6 que esta proposicion habia sido demostrada en el libro VII de los

Elementos de Euclides, y decidi6 incluirla en su trabajo. Considérese la figura 3.1.1.

¥ )

/3]

A B €

Figura 3.1.1. Cuadrado AFE

Sea AC un segmento de recta dividida en dos partes por el punto B, y sea AE el cuadrado
formado a partir de AC'. Con base en la proposicion 4 del libro 11 de los Elementos de

Euclides, que establece que
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Si se corta al azar una linea recta, el cuadrado de la (recta) entera es igual a los
cuadrados de los segmentos y dos veces el rectingulo comprendido por los

segmentos. (Euclides 2000, p. 90)

AF estard integrado por los rectangulos DAy DF, que son el producto de AB 'y BC'; por
DF, el cuadrado de AB;y DC, el cuadrado de BC.

Pensemos ahora en el cubo de AC. Estara formado por AC' veces el cuadrado AF; es
decir, estara integrado por AC' veces las superficies DA, DE, DF'y DC'. Puesto que
AC = AB + BC, se tiene que AC? estara formado por 8 cuerpos, a saber: AB veces
DA, DE, DF, DC;y BC veces DA, DE, DF, DC. Se tiene que AB x FD = AB3y

BC x C'D = BC?3. Estudiemos los cuerpos restantes;

AB x DA, AB x DC, AB x DE, CB x DA, CBx DF y CB x DFE.

Los paralelepipedos AB x DA, AB x DE 'y C'B x DA son iguales, pues en los tres casos
las bases y las alturas son iguales; ademds, AB x DC, CB x DAy CB x DFE también
son iguales, todo lo anterior fundamentado en la proposicion 43 del libro I de los

Elementos, que establece:

En todo paralelogramo los complementos de los paralelogramos situados en

torno a la diagonal son iguales entre si. (Euclides 2000, p. 71)

De aqui que el cubo de AC' esta formado por el cubo de AB, el cubo de BC, tres veces

AB x BC?y tres veces BC' x AB.
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Proposicion 2. Desde esta [primera proposicion] viene una segunda, a saber, que
AB? + 3(AB x BC?) es mayor que BC? + 3(BC + AB?) por el cubo de la diferencia entre

AB y BC (Cardano 1968, p. 53).

F B

D

4 G B €

Figura 3.1.2. Esquema de Cardano

Se afirma que AB? + 3(AB x B(C?) = BC? + 3(BC x AB?) + (AB — BC)?. Para
demostrar este resultado Cardano utilizé un esquema como el de la figura 3.1.2. En él se
tiene que AG es igual a BC'y por tanto AB — BC' = G B. Procederemos entonces segtiin

el autor. De acuerdo con la proposicion 1, se tiene que

AB® = AG? + GB? + 3(AG x GB?) + 3(AG? x GB);

sumando en ambos miembros 3(AB x BC?) se llega a que

AB? 4+ 3(AB x BC?) = AG® + GB* 4 3(AG x GB?) + 3(AG? x GB) + 3(AB x BC?);
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sustituyendo AG por BC' se obtiene que

AB® +3(AB x BC?) = BC® + GB® +3(BC x GB?) +3(BC? x GB) + 3(AB x BC?).

Por otra parte, 3(BC? x GB) es igual a 3BC veces el rectdangulo BC' x G B, es
decir, 3BC(BC x GB);y 3(AB x BC?) es igual a 3BC veces el rectdngulo AB x BC,
es decir, 3BC(AB x BC). Sustituyendo estos resultados, la expresién queda escrita del

siguiente modo:

AB?*4+3(AB x BC?) = BC*+GB*+3BC(BC x GB)+3BC(AB x BO)+3BC(GB?).

Obsérvese ahora que el rectingulo AB x B(C' es igual al rectangulo GB x BC' maés
el cuadrado del lado AG, es decir, AB x BC = AG? + (GB x BC). Teniendo en cuenta
esta observacion y la proposicion 4 del libro 11 de los Elementos, se tiene que el rectdngulo

AB x BC mis el rectdngulo GB x BC més BG? es igual a AB?, es decir,

(AB x BC) + (GB x BC) + BG* = AB>.

De este modo,

AB*+3(ABx BC?) = BC®*+GB?*+3BC(BC xGB)+3BC(BC x AB)+3BC(GB?)
= BC?® + GB? +3BC[(BC x GB) + (BC x AB) + (GB?)]
= BC®? + GB* + 3BC(AB?)

= BC® + GB* +3(BC x AB?).
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Como GB? = (AB — BC)3, se concluye que AB? + 3(AB x BC?) es mayor que
BC?® + 3(BC x AB?) por el cubo de la diferencia entre AB 'y BC'.
De la proposicion anteriormente demostrada, Cardano desprendio el siguiente

corolario:

Corolario. [. .. ] si BC se asume como negativo [o se resta del segmento AC], AB?

consistird de AC? + 3(AC x BC?) + (—=BC?) + (=3BC x AC?) (Cardano 1968, p. 54).

D

|
|
|
|
4 B C B

Figura 3.1.3. Cuadrado AD.

Sea AD el cuadrado cuyo lado es el segmento AB’ (véase la figura 3.1.3), siendo

BC = B'C'. De acuerdo con la proposicion 2 anterior,

AC? +3(AC x CB”) = (OB')* + 3(AC* x CB') + (AC — CB')*.
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Como AC — CB' = AB, se tiene que

AC® 4+ 3(AC x CB"?) = (CB')* + 3(AC? x CB') + AB®.

Al sustituir a C'B’ por BC, obtenemos que

AC? 4+ 3(AC x BC?) = (BC)? + 3(AC? x BCO) + AB®.

De este modo,

AB? = AC® + 3(AC x BC?*) — (BC)? — 3(AC? x BO).
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Apéndice 3.2. La filosofia de Platon: Las artes de la aritmética y la logistica

El estudio de los nimeros en la antigua Grecia pertenecio a dos disciplinas que algunos
creyeron opuestas: la aritmética y la logistica. La aritmética fue considerada como una
disciplina tedrica y la logistica como el arte practico del célculo.

Para Platon (h. 427 - 348 a.C.) no fueron materias de niveles diferentes, €l traté con
una sola ciencia de la que se desprendieron dos ramas. Segun Plat6n, adquirimos esa
ciencia cuando tratamos con los objetos de la vida diaria y posteriormente desarrollamos
nuestras experiencias para convertirlas en conocimientos expertos o especiales.
Expliquemos un poco: cuando nos encontramos frente a una cantidad de objetos podemos
determinar exactamente el nimero de ellos, es decir, podemos contarlos. Esta accion
supone una familiaridad con los niimeros, una capacidad de distinguir cada ndmero de
manera individual, por ejemplo distinguir el dos del tres. Platon llamé a la ciencia de todos
los numeros posibles el arte del niimero o aritmética. Notese que la aritmética de Platon no
es la aritmética de nuestros tiempos.

Por otra parte, una vez contados los elementos de determinado conjunto de cosas no
nos contentamos con ello, podemos incrementar la cantidad determinado nimero de veces,
por ejemplo cinco veces mds, o podemos separar elementos como la mitad o la tercera
parte de ellos. En otras palabras, es habitual multiplicar o dividir. En esas multiplicaciones
y divisiones, asi como en todos los cdlculos que se pueden realizar con las cantidades,

esta implicito el conocimiento de los diferentes niimeros y el de las relaciones que guardan
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unos con otros. La ciencia de las relaciones mutuas entre los nimeros que nos permiten

calcular con ellos fue llamada el arte del cdlculo o logistica.

Para los pensadores platonicos la aritmética no fue una teoria de nlimeros sino el arte
de contar correctamente, y s6lo sobre sus bases era posible adquirir nuevos conocimientos
en el terreno de los nimeros. Sobre la misma linea, la logistica no fue tinicamente una
disciplina que mostraba los posibles procedimientos de operacién con los ndmeros, las
operaciones significativas requieren un verdadero conocimiento de las relaciones que
conectan un nimero con otros y, por ende, se requiere de un conocimiento firme de los

numeros (Klein 1992, p. 19). De este modo, la aritmética y la logistica no se oponen.

Como se dijo con anterioridad, podemos adquirir estos conocimientos mediante las
operaciones elementales que aplicamos a cosas contables. Sin embargo, en este primer
nivel resulta muy complicado distinguir la aritmética de la logistica; los conocimientos que
adquirimos son netamente practicos y los usamos para satisfacer necesidades de nuestra
vida cotidiana, ambas disciplinas se tratan como una sola y esta unidad tiene sus raices en

el objeto con que ambas trabajan: el nimero.

Por otra parte, la aritmética y la logistica fueron divididas a su vez en aritmética
tedrica y aritmética prictica y en logistica tedrica y logistica practica. De acuerdo con
Jacob Klein, Platon contrast6 en la Repiiblica y en el Filebo la aritmética prdctica y la
logistica prdctica con sus contrapartes teoricas. Platon hizo notar que la gente comun
cuenta de manera diferente a los “amantes de la sabiduria”, la principal diferencia son las
unidades con las que unos y otros trabajan (Klein 1992, p. 22). Respecto a esto, hablemos

de la logistica: la diferencia entre logistica prdctica y logistica tedrica es el tipo de
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multitudes con las que cada una trata. La logistica prdctica trabaja con multitudes de
objetos distintos y obviamente son objetos de sentido; sin embargo, a pesar de sus
diferencias se consideran iguales. Por ejemplo, dos campamentos armados, dos cabezas de
ganado, o dos de las mas pequefas o mas grandes cosas. La logistica tedrica trabaja con
multitudes de unidades iguales, a saber, aquellas que no ocurren entre los objetos de

sentido sino solo en el pensamiento (Klein 1992, pp. 22 - 23).

Asi, la logistica tedrica surge de la logistica prdctica cuando sus aplicaciones
practicas son rechazadas y sus suposiciones son investigadas en beneficio del conocimiento
mismo. En este proceso los nimeros son comprendidos en su propia naturaleza sélo por el
pensamiento y no como se entienden cuando se tornan hacia objetos de sentido donde
toman cuerpos visibles o tangibles.

Platén postul6 una ciencia completamente libre del sentido de la percepcidn, una
ciencia cuyo objeto final fue el orden césmico, invisible e inaudible sobre el que se
fundamenta nuestro mundo de los sentidos. La exigencia de Platén sobre la formacién de
la logistica tedrica se fundament6 en que dentro de la estructura de las ciencias noéticas, es
decir, las ciencias que son s6lo para el pensamiento, tenia que existir una dirigida a las
relaciones puras de los nimeros que se corresponden con el arte comun del célculo para
proporcionarles los cimientos necesarios. El obstdculo crucial para la logistica tedrica,
considerando su relacion con el célculo, surge con las fracciones, de manera precisa, con la
divisién de la unidad de célculo. La logistica tedrica trata con unidades que pueden ser
entendidas sélo en el pensamiento, que son iguales entre si y sobre todo que rechazan

cualquier particién (Klein 1992, p. 39).
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Un objeto que podemos percibir a través de los sentidos puede ser dividido en varias
partes. Dicho objeto disminuye respecto a su tamaio original, pero se multiplica en el
proceso respecto a la unidad anterior; en otras palabras, el objeto es dividido pero no asi la
unidad respecto a la cual cada parte adquiere su caracter individual. En todo célculo o
proceso de conteo se trabaja con unidades, y si en el proceso se “divide” alguna unidad lo
que sucede en realidad es que se sustituye la unidad original por una nueva que también
estd sujeta a “division”, en lenguaje correcto diremos que la unidad no se divide sino que
se multiplica. Este proceso puede repetirse una y otra vez sin tocar la naturaleza esencial de
las unidades: la indivisibilidad. De este modo surge la necesidad de hacer una distincién
entre el “uno” como objeto de sentido y que esta sujeto a conteo y cdlculo, y la unidad
como tal, que mantiene estrictamente separadas una cosa individual de todas las demas
(Klein 1992, p. 40). Cada cosa individual puede ser dividida infinitamente gracias a su
naturaleza corpdrea, la unidad que sélo puede ser entendida en el pensamiento es
indivisible precisamente por ese cardcter noético que posee. Se debe considerar que la
necesidad de introducir partes fraccionarias de la unidad surge precisamente en el cdlculo
mismo. En este punto emerge un desajuste muy importante e interesante entre el material
sobre el que se ejecutan los cdlculos, por una parte, y los nimeros puros cuyo caracter
noético se expresa precisamente en la indivisibilidad de las unidades (Klein 1992, p. 43).

A lo largo de esta breve descripcion de la aritmética y 1a logistica platonicas se ha
trabajado alrededor del concepto de arithmos (apiBuos). El significado de arithmos es
contar o, de manera mas precisa, separar de determinado nimero de cosas que pueden ser

diferentes pero que son consideradas uniformes cuando son contadas (Klein 1992, p. 46).
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La palabra pronunciada al final de la separacion o numeracion da el “nimero contado”, el
arithmos de las cosas implicadas. El 7, por ejemplo, es siempre un nimero definido de
cosas definidas: manzanas, perros, gatos y, en el caso extremo, unidades puras. El arithmos
estd relacionado indisolublemente a eso que se enumera. Los griegos determinaron que la
unidad como tal no es arithmos, puesto que el arithmos se refiere a una multitud de cosas
contadas y ni un objeto de sentido ni una unidad pura son un nimero de cosas o unidades
(Klein 1992, p. 49).

Algo digno de estudios profundos pero que no sera tratado en este escrito es el
surgimiento de los los nimeros “puros” como opuestos a nimeros “visibles o tangibles”
fuera del fendmeno natural de conteo. De acuerdo con Platén, la prictica continua de
conteo y cdlculo crea en nosotros familiaridad con los nimeros y sus relaciones o, en
términos platénicos, con la aritmética y la logistica; pero aquellos nimeros que tenemos a
nuestra disposicion antes de comenzar un conteo o cédlculo y los que deben ser claramente
independientes de las cosas que experimentan dicho conteo, ;a qué estan asociados?,

(qué numeran? (Klein 1992, p. 49). En este nuevo contexto evidentemente ya no hay
interés alguno en los requirimientos de la vida diaria. De este modo se pone especial
atencion a la naturaleza del objeto de la aritmética y la logistica, dicho objeto requiere un
cardcter puramente noético y que al mismo tiempo exhiba las caracteristicas esenciales de
lo contable. Estos requisitos son cubiertos completamente por las unidades puras que son
no sensibles, accesibles solo al pensamiento, indistinguibles una de otra y que no admiten

particion (los antiguos las llamaron moénadas).
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La filosofia de Platon fue influida de manera decisiva por la ciencia pitagorica; sin
embargo, Platon, en oposicion a los pitagoricos, separ6 a los “niimeros” de los objetos de
sentido de tal forma que aparecieron junto a las cosas perceptibles con un ser aparte. Este
nuevo reino estuvo representado por las unidades “puras” o moénadas. Nuestra capacidad
de contar una multitud definida de objetos de sentido, de acuerdo con Platén, estd basada
en la existencia de ménadas que pueden ser unidas para formar el nimero en cuestion.
Aqui se pone de manifiesto uno de los principales rasgos de la filosofia platénica: que lo
que proporciona el fundamento de otra cosa, lo que hace posible el ser de otro, es mas
significativo y poderoso en su propio ser que eso otro a lo que da sentido. El segundo no
puede existir sin el primero, pero el primero puede ser sin el segundo. En nuestro caso el
modo especial de ser al que pertenecen los nimeros de monadas “puras” se vuelve
perceptible a la luz de su papel de fundamento en la actividad de contar (Klein 1992, pp.
70-71).

En la Repiiblica Platén divide en dos el universo de todo aquello que es accesible al
pensamiento. Una de esas divisiones estd caracterizada por los objetos de sentido que
comprendemos como imagen de algun otro objeto; en otras palabras, examinamos algunos
objetos por medio de los sentidos, aunque no nos referimos exactamente a ellos sino a lo
que los fundamenta y de lo cual son imagen, es decir a un objeto de pensamiento (Klein
1992, p. 72). Como ejemplo digamos que algunos logisticos reflejan sus ideas sobre los
nimeros pares e impares en algunos objetos contables, pero estas reflexiones surgidas en el
pensamiento no apuntan a aquellos objetos particulares sino a los niimeros “puros” o sus

eide (ideas) que son supuestos en el pensamiento y reflejados en los objetos. (Este esbozo
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sobre la aritmética y la logistica, asi como sobre lo que es accesible al pensamiento desde
el punto de vista de Platon es de utilidad para comprender algunos sucesos ocurridos en
siglos posteriores y que influyeron directa o indirectamente en las matematicas de nuestros

tiempos.)
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CAPITULO 1V

EL NACIMIENTO DE LA GEOMETRIA ANALITICA EN EL SIGLO XVII

El aporte de René Descartes

René Descartes (1596 - 1650) y Pierre de Fermat (1601 - 1665) de manera independiente
crearon la geometria analitica, una nueva forma de reinterpretar y conjuntar el analisis
griego y el dlgebra elaborada por sus antecesores. Segun algunos autores, Descartes fue
influenciado en un principio por los textos de Cristéforo Clavio (1538 - 1612). Javier de
Lorenzo sefialo: “[...] a Descartes no le interesa la Matemética por la Matemética misma.
Busca en ella, como antes PLATON, como en su misma época PASCAL, como después
LEIBNIZ, como después la 16gica simbdlica, un modelo de razonar” (Lorenzo 1989, p.
81). En esta busqueda cred la geometria analitica como una nueva unificacion del método
de la aritmética y la geometria cldsicas; este descubrimiento aparecio en el Discurso del
método publicado en 1637 como un apéndice titulado La Geometria. Otras obras de
Descartes muestran su filosofia y modo de proceder en la construccion de su matemética,
entre ellas su Regulae ad directionem ingenii, escrita hacia 1628, pero publicada de manera

postuma e inacabada.
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El trabajo de Descartes parti6 de una critica a las materias clésicas y a los estudiosos
de las mismas. En su Regulae ad directionem ingenii, en la Regla 1v, citada por Javier de

Lorenzo, afirmé:

Cuando comencé a aplicarme al estudio de las disciplinas matemadticas, lef uno
tras otro a la mayor parte de lo que la tradicion corriente nos ha legado
procedente de quienes son autoridad en estas materias, y cultivé, sobre todo la
aritmética y la geometria... Pero ni para la una ni para la otra consegui dar con
ningln autor capaz de satisfacerme plenamente... Es que en verdad nada es
mas vano que ocuparme de niimeros abstractos y de figuras imaginarias, hasta
el extremo de querer contentarse en conocer parecidas bagatelas; nada es méas
vano que aplicarse a esas demostraciones superficiales, que se encuentran mas
frecuentemente por azar que por savoir faire, y que son fuente de los ojos y de
la imaginacién mas que del entendimiento, hasta el extremo de
desacostumbrarse de alguna manera en el uso de la razon; y al mismo tiempo,
nada es més complicado que poner en claro, por tal método de demostracion
las dificultades nuevas que se esconden bajo la alineacién confusa de los

numeros. (Citado en: Lorenzo 1989, pp. 81 - 82)

En el Discurso del método Descartes manifesto:

En cuanto al andlisis de los antiguos y el dlgebra de los modernos, ademas de
que no se extienden mas que a materias muy abstractas y que no parecen de

utilidad alguna, la primera esta siempre tan restringida a la consideracion de
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las figuras que no puede ejercitar el entendimiento sin fatigar mucho la
imaginacion; y se esté de tal forma sometido, en la dltima, a ciertas reglas y
ciertas cifras, que se ha hecho un arte confuso y oscuro que embaraza el
espiritu, en lugar de una ciencia que lo cultive. (Citado en: Lorenzo 1989, p.

82)

Viete fue el primero en relacionar el anélisis griego con el proceso matemédtico que se
realizé hasta poco antes de 1591 (fecha de publicacion del Isagoge); por otra parte, los
trabajos de algebra de Viete aparecieron con una década de anticipacion al Algebra de
Clavio. Sin embargo, Descartes aceptd haber leido el trabajo de Viete s6lo después de que
publicé su Geometria. En una carta que dirigié a Mersenne (1588 - 1648) con fecha 20 de
febrero de 1639 escribid: “No tengo ningin conocimiento de ese gedmetra del que me
escribe [Beaugrand?], y me asombro de eso que €l dice, que estudiamos juntos a Victe en
Paris; ya que es un libro del que no recuerdo haber visto nunca la cubierta, mientras estuve
en Francia” (Citado en: Mahoney 1994, pp. 27 - 28). Sin lugar a dudas, la obra de Viete fue
una de las fuentes més importantes para dar un paso adelante en la unificacion
algebra — geometria que él mismo inicid. Sin embargo, algunos matematicos como
Descartes, Mersenne y otros parisinos conocieron el trabajo de Viete y obtuvieron
provecho de él, pero no adoptaron ni su simbolismo ni su espiritu.

Dentro de las criticas realizadas a los trabajos de sus antecesores, Descartes
escribio sobre los términos empleados para referirse a las cantidades desconocidas: cosa,
raiz, cuadrado, cubo, bicuadrado, entre otros. En la Regla XVII rechaz¢ la representacion

espacial de la “desconocida” argumentando que
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[...] acabé por darme cuenta de que con esta manera de representar las cosas,
no habia descubierto absolutamente nada que no hubiese podido reconocer sin
ella con mucha mayor facilidad y distincion, y que es necesario rechazar
completamente los términos de este género bajo pena de hacer confusa la

representacion [.. . ] (Citado en: Lorenzo 1989, p. 83)

Es asi como considera indispensable la creacion de un lenguaje univoco, que permita
el desarrollo de una interpretaciéon mas abstracta del significado de las incégnitas y que
evite cualquier equivocacion; del lenguaje geométrico sélo conservo la linea recta. El
numero o cantidad discontinua fue representado por la linea recta o cantidad continua, de
este modo se suma, resta, divide, multiplica y se extren raices por medio de lineas rectas.

Entonces el producto de dos lineas genera otra linea y no un rectangulo, y elevar al
cuadrado no generd una magnitud plana (4rea de un cuadrado), el resultado fue la segunda
potencia de una cantidad, y asignando un numero a cada linea las operaciones estuvieron
representadas en terreno algebraico solamente (Lorenzo 1989, p. 85).

En la Regla XV1 Descartes expres6 que las magnitudes conocidas las denotaria con
las letras a, b, ¢,... y las desconocidas con las letras A, B, C,... precedidas
frecuentemente por los nimeros 1,2, 3,... para indicar su multiplicidad. Los nimeros
también indicarfan el niimero de relaciones de la magnitud, por ejemplo 2a? significa el
doble de la magnitud designada por la letra a que contiene tres relaciones. El punto clave
en los trabajos posteriores de Descartes fue convenir en una notacién diferente a la
empleada por Viete: dejé de lado las vocales mayusculas que representaban a las

incognitas para introducir los signos z, y, z,... para el mismo fin, pues considerd, como
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Javier de Lorenzo senalo, que el signo de la incognita es un signo artificial enteramente
arbitrario y no abreviador.

La nueva notacion cartesiana permitié representar las potencias de manera
exponencial (z - x - x - ¥ - & = °) y operar con potencias de exponente generalizado z",
asi como efectuar la division de polinomios. Por otra parte, se atribuye a Descartes la
transposicion de términos de una ecuacion; por ejemplo, az® + bz? + cx + d = 0, lo que
permiti6 eliminar del estudio de una ecuacion de determinado grado la multitud de casos
que debian considerarse.

En un pasaje del Libro Tercero de La Geometria, citado por Javier de Lorenzo,
Descartes se refiri6 a las raices de una ecuacion, a su naturaleza y a su relacion con el

grado de la misma:

Cudntas raices puede haber en cada ecuacion.

Sépase, pues, que en cada ecuacion, seglin cuantas dimensiones tenga la
cantidad desconocida, otras tantas seran las diversas raices que puede haber, es
decir valores de esa cantidad; pues, por ejemplo, si se supone = = 3, o bien

x — 3 = 0y multiplicamos estas dos ecuaciones t —2 =0y z — 3 = 0 una

por otra, se tendra

rr—5r+6=0, obien zxr=>5xr—06

que es una ecuacion en la cual la cantidad z vale 2 y al mismo tiempo vale 3.

Que si luego se hace © — 4 = 0 y se multiplica esta suma por xz — Hx + 6, se
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tendra

22— 9xx + 260 —24 =0

que es otra ecuacion, en la cual z, teniendo tres dimensiones, tendra tres

valores, que son, 2, 3 y 4. (Citado en: Lorenzo 1989, p. 89)

También considera las “raices falsas” asumiendo el caso en que x sea igual a un
defecto (nimero negativo), por ejemplo x igual al defecto de 5, entonces x + 5 = 0. Si se
multiplica z + 5 = 0 por 23 + 92z + 262 — 24 = 0 se obtiene
x* — 423 — 1922 + 1062 — 120 = 0 cuyas raices son 2, 3, 4 y una falsa que es 5. Ademds

escribid sobre codmo saber si una cantidad dada es el valor de una raiz:

Y reciprocamente, si la suma de una ecuacién no puede ser dividida por un
binomio, compuesto de la cantidad conocida + o — alguna otra cantidad, esto
prueba que esa otra cantidad no es el valor de ninguna de sus raices; asi la
ultima

2t — 42% — 1922 + 1062 — 120 = 0

puede ser dividida por x — 2y por x — 3y por x — 4 y por z — 5; pero no por x
+ o — ninguna otra cantidad: lo que muestra que ella no puede tener més que

las cuatro raices 2, 3,4 y —5. (Citado en: Lorenzo 1989, p. 90)

Es indudable que Descartes realizé una de las més grandes aportaciones a la
matemadtica con su convenio notacional, pero de manera conciente o inconciente, en 1628

siguid los pasos de Viete, pues el dlgebra simbdlica fue fundamento de sus “matemaéticas
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genuinas”, y en particular de la teoria de ecuaciones del Libro 111 de La Geométria, que en

esencia no es mas que el arte del andlisis de Viete (Mahoney 1994, p. 32).

Pierre de Fermat y el proyecto de reconstruccion de las obras griegas

Durante el siglo XVII las matemaéticas sufrieron una reorientacion. Ya no se trataba de
resolver problemas especificos ni de clasificarlos, los esfuerzos de los estudiosos se
dirigieron hacia los métodos de solucion. En el siglo anterior, Viete retom¢ el dlgebra de
los cosistas y la Arithmetica de Diofanto para analizarlas y sistematizarlas por medio de los
trabajos citados por Pappo en el Libro VII de la Coleccion matemdtica. Para incorporar
este material al arte analitico Viete se enfrentd a dos problemas que se convirtieron en los
principales objetivos de la nueva escuela del andlisis. El primer objetivo fue claro:
reconstruir tan fielmente como fuera posible el contenido de los trabajos perdidos del
andlisis geométrico griego citados por Pappo. El segundo objetivo fue traducir ese
contenido geométrico al lenguaje del arte analitico, es decir, convertirlo en logistica
especiosa o dlgebra simbdlica. Viete inici6 este proyecto de restauracion y traduccién con
el Apollonius Gallus, seu exsuscitata Apollonii Pergaei peri epaphon geometria (Mahoney
1994, p. 39).

Influido por los trabajos de Viete y el ambiente de reconstruccion y restauracion de
aquella época, Pierre de Fermat (1601 - 1665) comenzo la restauracion del Plane Loci de
Apolonio (fines s. I1I - principios s. 1T a.C.). Por medio de la geometria analitica que
surgid gracias a esa labor, Fermat encontr6 el camino para reconstruir el Solido Loci de

Aristeus, y el Superficie Loci y los Porismas de Euclides.
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Algunos trabajos fueron mds faciles de traducir al arte analitico, como las Secciones
en una razon dada, pues contenian problemas de métrica que tenian un punto por solucion,
por ejemplo dividir un segmento de recta en una razén dada. Este tipo de problemas se
represento con ecuaciones con una desconocida. Sin embargo, trabajos que implicaban
lugares geométricos, como las Cénicas de Apolonio, no contaban con un modelo para su
traduccion. Asi, quedd como tarea para Fermat y Descartes encontrar una técnica adecuada
que permitiera expresar los loci en ecuaciones (Mahoney 1994, pp. 40-41).

Un nuevo obsticulo en la traduccién de las antiguas obras fue el problema de la
homogeneidad ligado a la dimensionalidad. Empleando las combinaciones de las cuatro
operaciones bésicas de los griegos en geometria (suma, multiplicacién, divisién, obtencién
de raices) Viete trabajo con un elemento totalmente ajeno al dlgebra numérica: la
dimension, dejando en su Arte analitico un problema conceptual que Fermat y Descartes
tuvieron que librar para lograr sus objetivos.

Para los griegos los numeros no tenian dimension, cualquier combinacién de
operaciones aplicada a un par de nimeros daba como resultado otro nimero. Un punto
tampoco tenia dimension, una linea era unidimensional y un rectdngulo era bi-dimensional.
Podian sumarse tinicamente elementos con la misma dimension y el producto de elementos
generaba un elemento de dimension mayor; por ejemplo, el producto de dos lineas era un
rectangulo y el producto de un rectangulo y una linea generaba un paralelepipedo.

Viete respetd estos aspectos de las obras griegas, pues dichas obras fueron su
motivacion para la realizacion de su proyecto, y con ellos establecio la Ley de

Homogeneidad en su Introduccion al arte analitico de 1646, cuya esencia fue: s6lo pueden
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sumarse magnitudes homogéneas obteniéndose también una magnitud homogénea, el
producto de cualesquiera dos magnitudes es heterogéneo con ellas (Mahoney 1994, p. 42).
Esto dio como resultado que todas las ecuaciones del Arte analitico de Viete tuvieran una
dimension relacionada directamente al grado de la ecuacion.

De acuerdo con lo anterior, la ley de homogeneidad y su vinculacién a la geometria
cléasica griega no dejaban espacio para las ecuaciones de grado mayor que 3 en el nuevo
arte de Viete, pues bajo esta vision carecian de significado. Pero el autor rechaz6 esto
tajantemente e introdujo procedimientos mecanicos como el Pseudo-Mesolabe cuyos
resultados podian ser descritos abstractamente mediante el arte analitico revelando su
relacién con los problemas de grado superior. Tal fue el caso de las construcciones de las
cuarta, quinta, sexta, etc. proporcionales a dos segmentos de lineas dados.

Fermat y Descartes encontraron dificultades con la dimensionalidad al traducir al
lenguaje algebraico los problemas geométricos relacionados con el loci. Aunque Fermat
parecio estar de acuerdo con la Ley de homogeneidad de Viete, no relaciond la dimension
con el grado de una ecuacién cuando emple6 el dlgebra en problemas geométricos. Nunca
justificé su desarrollo, aunque al parcer asumi6 la misma linea de razonamiento que
Descartes hizo explicita al principio de su Geometria (Mahoney 1994, p. 42).

Viete y después Descartes observaron que las potencias sucesivas de la incognita

20020300 3. 4. 4.5

formaban una proporcién continua, es decir, x : z* :: x :x° a1 x" 2t 2. .. Pero

Descartes dio un paso adelante comenzando la proporcién continua con la unidad de la
: P T TP PN S RO R R S R 2
magnitud, es decir, 1 : x ::x:2® nx®a® na” i x® a2t 2. .. y argumento con base en

Euclides que las proporciones sélo pueden obtenerse entre cantidades homogéneas

(Mahoney 1994, p. 44).
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Los trabajos de Fermat, por otra parte, no mostraron explicitamente la solucion al
problema de la homogeneidad en la combinacién de operaciones de la geometria. Sin
embargo, el proceder de Fermat hizo evidente que su conclusion sobre el problema era la
misma que la de Descartes. De este modo, Fermat y Descartes rompieron la barrera
conceptual heredada por Viete e introdujeron los trabajos analiticos griegos sobre loci en la
teoria de ecuaciones, preparando el terreno para el inminente surgimiento del concepto de
funciéon (Mahoney 1994, p. 44).

Fermat hered6 de Viete todo un sistema algebraico con una teoria de ecuaciones
definida asi como un programa de investigacion con un enorme potencial de aplicacion a
distintos campos de la matematica que exploté fructiferamente, es decir, tomo el Arte
analitico como modelo. Adoptando la notacion de esta obra se colocé en desventaja ante la
publicacién de La geometria de Descartes con su reluciente “nueva” teoria de ecuaciones,
pues aunque no fue una obra tan completa como el sistema creado por Viete, muchos
aspectos importantes de la estructura de las ecuaciones se hicieron claros con la notacién
cartesiana a pesar de que fueron considerados con mucha anterioridad en el Arte analitico.
Asi, aunque la teoria de ecuaciones de Fermat igual6 a la de Descartes e incluso la superd,

no fue accesible a estudiosos educados bajo el modelo cartesiano (Mahoney 1994, p. 45).
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CAPITULO V
GAUSS Y LA PRIMERA DEMOSTRACION DEL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL

ALGEBRA

La tesis de doctorado de Carl Friedrich Gauss

La primera demostracion valida del teorema fundamental del dlgebra fue elaborada por
Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855) y con ella obtuvo su doctorado en filosofia en 1799. A

continuacion presentaremos esta demostracion.

Teorema Fundamental del Algebra. Toda ecuacion algebraica de la forma
x™ + Ax™L 4 Bx™ 2 + ... + M = 0 se puede resolver en m factores reales de primer o

segundo grado.

Convengamos en llamar X a 2™ + Ax™~! + Bax™ 2 + ... + M. Para comenzar, Gauss

planteé las condiciones necesarias para la demostracion del teorema a través de dos lemas:

Lema 1. Siendo m cualquier niimero entero positivo, la funcion

xMsen p — r"Ixsenme + r™sen(m — 1) es divisible entre x* — 2rx cos ¢ + 1.
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Demostracion
Sim = 1, tenemos que (zsen ¢ — xsen p + rsenOp) + (x? — 2rz cosp + r?) = 0.

Para m = 2, se tiene que

(z%sen ¢ — rosen 2p + rsen @) + (2 — 2rz cosp + 1) = sen .

Se demostrara que para m > 3 el cociente es

m

2" Fsen @ + ra™ P sen 2¢ + 2™ tsen3p 4 - - 42

sen(m — 1)¢p.
Procederemos por induccion probando que el producto de esta funcién por
x? — 2rx cos p + r? da como resultado ™ sen o — ™ Lz sen mep + r™ sen(m — 1)¢p.

Sea m = 3. Se tiene que

(zsen ¢ + rsen2p)(x? — 2rzcos p + r?) =

¥ sen o + rx?sen 2 — 2ra? sen ¢ cos @ — 2r?x sen 2 cos p + 2w sen ¢ + r3sen 2

= 23 sen p+2rz? sen ¢ cos o — 2ra? sen  cos p —4r?x sen @ cos? o +rix sen p+13 sen 2

= 23 sen ¢ — 4r?z sen p cos?  + r?x sen p + r3 sen 2.

Como
—4r?x sen p cos? ¢ + r?rsen p = —3r2x sen ¢ cos? ¢ — r?x sen p cos? ¢ + r’rsen @

= —3r?zsen @ cos® ¢ + r?zsen p(— cos? p + 1)

= —3r?zsen ¢ cos® p + r’x sen p(sen? )
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= —3r?zsen ¢ cos® ¢ + r?rsen’ ¢

= —2r’zsen ¢ cos® ¢ — rwsen @ cos® p + r’zsen’ @
= —r?z(2sen ¢ cos® o + sen p cos? ¢ — sen® )

= —r2x[2 sen ¢ cos? © + sen ap(COS2 Y — sen” ©)]

= —r2x(sen 2 cos p + sen p cos 2¢)

= —r?x sen 3y,

resulta que

3

(zsen o + rsen 2p)(2? — 2rx cos ¢ + r?) = 2 sen ¢ — rizrsen 3¢ + r® sen 2.

Supongamos ahora que el resultado se cumple para m = k, es decir,

k

[2F 2 sen o + ra* 3 sen 20 + r2xFtsen3p + - - + rF 3z sen(k — 2)p+

r*2sen(k — 1)p] (22 — 2rzcos p + r?) = 2¥sen ¢ — r*lrsen ko + r¥sen(k — 1)p. (1)

Demostremos que la afirmacién es valida para m = k + 1; es decir,

k—1

[zF "L sen o + ra*2sen 2¢ + r2a*3sen3p + - - + r* 2w sen(k — 1)p +

r*Lsen kyo|(2% — 2rzcos o +1?) = ¥ sen o — rfrsen(k + 1) + r**tsenkp.  (2)

Notemos que el primer miembro de (2) puede rescribirse en la forma

(¥ Tsen o + ra*Zsen 20 + - - - + ¥ Zsen(k — 1)¢](2® — 2rzcosp +1r?) +

(r*=Ysen k) (x? — 2rx cos ¢ + r?). (3)
Si se multiplican ambos miembros de la ecuacion (/) por x, se obtiene

(zF L sen + raf=2sen2p + - - - + rF 2w sen(k — 1)) (22 — 2rxcosp + r?) =
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k+lgen o — k=1

=z 2?sen kp + rfxsen(k — 1)p.

El primer miembro de esta nueva expresion es el primer sumando de (3); sustituyendo, se
tiene que

(xF 1l sen p — r*1a?sen kp + rfxsen(k — 1)) + (r*Lsen kp)(2? — 2racos p + r?) =

2

= (x"sen o —r*ta?sen ko +rfxsen(k — 1)) + (rF1a? sen ko — 2rFz sen kg cos p+

k+1

r*lsen k) = ¥ sen ¢ + rFrsen(k — 1)¢ — 2rfz sen ko cos p + r**1sen k.

De esta tltima igualdad analicemos 7%z sen(k — 1)@ — 2r*z sen ko cos . Se tiene que

rPrsen(k — 1)@ — 2r¥z sen kg cos ¢ = Tkx[sen(k: —1)p — 2senky cos¢].

Utilizando la identidad trigonométrica sen 6 cos 3 = 1 [sen(@ — B) +sen(f + )], se

obtiene que

¥z [sen(k—1)¢p—2 sen ke cos | = rkz -sen(k:—l)go—?(%[sen(kgo—gp)—l—sen(kgo—i—go)])]

= r'e | sen(k — 1) — ((sen(k — 1) +sen(k + 1))

= rhg| - sen(k + 1)@]

= —rkzsen(k + 1)p.
Asi, después de estas consideraciones, se obtiene que

k—1

T sen @ + rr¥2sen2p + r2zF 3 sen3p 4+ - - - + ¥ 2xsen(k — 1)o +
2 2 ® 2

r*Lsen ky|(2? — 2rzcos o + 1?) =
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= (" sen — r*tetsen ko + rFrsen(k — 1)) + (r*sen k) (22 — 2rz cos o + 1?)

k+1

= 2" tsen p — rfwsen(k + 1)¢ + r¥+ sen k.

Es decir, (2) se cumple y por lo tanto se cumple el lema.

Lema 2. Si la cantidad v y el dngulo ¢ estdn determinados de tal manera que se cumplan
las ecuaciones

™ cosmep + Ar™ ! cos (m — 1)¢ + Br® 2 cos (m — 2)¢ + - - - + Kr? cos 2¢ + Lr cos ¢
+M =0 )
y

™ senmep + Ar™ !sen (m — 1)p + Br™?sen (m — 2)p + - - - + Kr? sen 2¢ +

Lrsenyp =0 %)

entonces la funcion

XA B 2 4 K+ Ix+ M =X

serd divisible entre el factor de segundo grado x* — 2rx cos ¢ + 1? solamente si r sen ¢ no
es igual a 0. Pero si rsen ¢ = ( entonces esa funcion serd divisible entre el factor simple

X — I' COS .

Demostracion
De acuerdo con la demostracion del lema 1, las siguientes cantidades seran divisibles entre

2% — 2rz cos p + r?:
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ra™sen p — r™x sen my + rmtl

sen(m — 1)y,

Arz™tsenp — Armtzsen(m — 1)p + Ar™sen(m — 2)¢,
Braz™?sen¢ — Br™ 2z sen(m — 2)p + Br™ ! sen(m — 3)p,
(6)
Kra?senp — Kr2zsen2p + Kr3sen o,

Lrxsenp — Lrzsen ¢ + Lr?sen(0)p = Lrrsenp — Lrrsen o, y

Mrsenyp — Mxzsen(0)p + Mrsen(—yp) = Mrsen p + Mrsen(—g).

J

Observemos que para la primera cantidad se tiene que

m—+1 1

ra™ sen p—r"z sen mp+r"" sen(m—1)p = r(z™ sen p—r" "z sen mp+r" sen(m—1)p).

k

El lema 1 afirma que 2% sen ¢ —r*~1z sen ko + r* sen(k — 1)¢p es divisible entre

2% — 2rx cos o + r? para cualquier k entero; luego,

m—+1

re"senp — r'"*rsen my +r sen(m — 1)y es divisible entre 2° — 2rx cos ¢ + r2.

Veamos ahora que
Araz™ tsenp — Ar™lxsen(m — 1)p + Ar™sen(m — 2)p =
Ar(z™ tsen o — r™ 2z sen(m — 1)+ r™ ' sen(m — 2)p);

Bra™ %sen ¢ — Br™ 2z sen(m — 2)¢ + Br™ sen(m — 3)p =
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Br(z™ ?sen p — r"™ 3z sen(m — 2)p+ r"™ % sen(m — 3)p);

Kra?senp — Krlzsen2p + Krdsen o = Kr(x?sen o — ra sen2¢ + r? sen ).
Por medio de estas igualdades se puede ver que todas las expresiones son divisibles entre

2% — 2rx cos ¢ + 12, de acuerdo con el lema 1. Obsérvese que

Lrx seng — Lrx sen ¢ + Lr?sen(0)p = Lrxz senp — Lrz senp = 0

Mrsenyp — Mxzsen(0)p + Mrsen(—1)p = Mrsen g + Mrsen(—¢)
= Mrsenyp — Mrsenp

=0.

Asi, las dos dltimas expresiones de (6) también son divisibles entre 2> — 2rx cos ¢ + 2.
De lo anterior se tiene que la suma de todas las cantidades especificadas en (6) es
divisible entre 2> — 2rx cos ¢ + r2. La suma del primer término de cada una de las

expresiones (6) produce

re™sen p + Ara™ tsen ¢ + Bra™ ?sen¢ + --- + Kraz?sen ¢ + Lrzsen ¢ + Mrsen ¢



119

=rsenp(z™ + Az™ '+ Ba™ 2 + .-+ Kz? + L + M)

=rX sen .

Analicemos la suma de los segundos términos:

—r™xsen mp — Ar™ lrsen(m — 1) — Br™"2zrsen(m — 2)p — -+ — Lrosen ¢
= —(r"™x sen my + Ar™lzsen(m — 1)¢ + Br™ 2z sen(m — 2)p + - - - + Lrzsen )

= —x [r™sen mp + Ar™ tsen(m — 1) + Br™?sen(m — 2)¢o + - - - + Lrsen ].

El segundo factor de esta ultima expresion es igual a 0, por la hipdtesis (5); luego,
—r™zsen mp — Ar™ e sen(m — 1) — Br™ 2z sen(m — 2)p — -+ — Krirsenp —
Lrzsenp = 0.

Con la finalidad de analizar la suma de los terceros términos, multipliquemos la
igualdad (4) por sen ¢ y la (5) por cos ¢ (después se restara un producto del otro):
sen o (r™ cos mp + Ar™t cos(m — 1)@ + Br™ % cos(m — 2)¢p + - - - + Kr? cos 2¢ +
chos<p+]\/[) =0.
cos ¢ (r™senmy + Ar™sen(m — 1) + Br™ % sen(m — 2)p + - - + Kr?sen2p +
Lr sen ap) = 0.
Desarrollando ambas ecuaciones obtenemos respectivamente:
™ cosmep sen p + Ar™ ! cos(m — 1) sen p + Br™ 2 cos(m — 2)p sen + - - - +

Kr? cos2p sen ¢ +Lr cos ¢ sen o + M sen ¢ = 0. (7)
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r™senmy cos p + Ar™ L sen(m — 1) cosp + Br"™ 2sen(m — 2)p cosg + -+ - +
Kr?sen2p cos +Lrsenp cosp = 0. (8)
Mediante la identidad cos o sen 3 = 1 [sen(a + ) — sen(a — 3)] transformaremos cada
uno de los sumandos de las expresiones anteriores, para restar ficilmente una de la otra;

asi, tenemos que

™ cos my sen p = 2r™sen(m + 1) — 3r™sen(m — 1),
™ sen me cos p = ir™sen(m + 1) — 2r™sen(1 — m)p
= 2r™sen(m + 1)@ 4 3r™sen(m — 1),
Arm=tcos(m — 1)p seng = Ar™ tsen mp — LAr™ ! sen(m — 2)¢,
Arm=tsen(m — 1) cosp = SAr™Lsen mp — LAr™tsen(—m + 2)p
= LAr™tsen my + 3 Ar™ ! sen(m — 2)¢,
Br™2cos(m — 2)¢ sen = 1 Br™ ?sen(m — 1) — 1 Br™ 2sen(m — 3),

Brm=2sen(m — 2)p cosp = 3 Br™ ?sen(m — 1) — 3 Br™%sen(—m + 3)¢

= 1Brm2sen(m — 1) + 1 Br™?sen(m — 3)¢,

Kr?cos2¢ sen = $ Kr?sen 3¢ — $ Kr? sen o,
Kr?sen2p cosp = $Kr?sen3p —  Kr?sen(—y)
= 1Kr?sen3p + 1 Kr?sen o,

Lrcos g senp = 3sen2p — 3 sen(0), y

Lrsen ¢ cos ¢ = 5 sen2¢p — 3 sen(0)

= 2 sen2¢ + 3 sen(0).



121

Restando (8) de (7), se obtiene:

—r"™sen(m — 1) — Ar™ tsen(m — 2)¢ — -+ — Krsenp + Msenp = 0,

es decir,

r™sen(m — 1) + Ar™ tsen(m — 2)p + - - + Kr®senp — M sen p = 0.

Multiplicando la expresién anterior por 7, tenemos que

" *sen(m — 1) + Ar™sen(m — 2)p + -+ + Kr®sen ¢ — Mrsen g = 0,

que es lo mismo que

™ sen(m—1)p+Ar™sen(m—2)p+- - -+ Kr®sen ¢+ Lr* sen(0) o+ Mrsen(—¢p) = 0.

Con esto concluimos que la suma de los terceros términos de (6) es nula. Se sigue
que la funcién rX sen ¢ es divisible entre 22 — 2rx cos ¢ + r? y por lo tanto la funcién X
lo es siempre que r sen o no sea igual a 0.

Sirsen ¢ = 0 entonces » = 0 o sen ¢ = 0. En el primer caso M = 0, por la hipbtesis
(4); asi,

X=a"+Az" '+ Bas™ 2%+ ...+ Ko’ + Lz

=x(x™ '+ Az™ 2+ Bz™ 3 + -+ Kz + L),
y por lo tanto X serd divisible entre x.
Si sen ¢ = 0 entonces ¢ = k7 con k en los enteros. Si k es par se tendrd que

senkm = 0y coskm = 1; si k es impar se tendrd que sen km = 0y cos km = —1.
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Observemos lo siguiente:

Si ¢p = km con k par entonces cos 2¢ = cos 2k ; como 2k es par se tiene que cos 2¢ = 1.
Si ¢ = k7 con k par entonces cos 3¢ = cos 3k ; como 3k es par se tiene que cos 3¢ = 1.
Si ¢ = k7 con k impar entonces cos 2¢ = cos 2k7 ; como 2k es par se tiene que

cos2¢ = 1.

Si ¢ = k7 con k impar entonces cos 3¢ = cos 3k ; como 3k es impar se tiene que
cos3p = —1.

Esto implica que cos 2 = 1, cos4dp = 1, cos6p = 1y costp = 1, siendo ¢ = km
con k par o impar y ¢ par. De manera similar, cos 3p = 1, cosbp = 1,cosTp =1y
costy = 1, siendo p = km con k par y ¢t impar. Asimismo, cos 3p = —1, cosbp = —1,
cos T = —1ycosty = —1, siendo ¢ = k7 con k impar y ¢ impar. Asi, de manera general
para estos casos se tiene que cos k¢ = (cos )¥. Por lo que si x = r cos ¢, se tendra que
X = 0 por la hipétesis (4), pues haciendo la sustitucién convenida en

X =a™+ Az™ ' + Ba™ 2 + ... + M, se tiene que

X = (rcosp)™+ A(rcos )™ 1 + B(rcosp)™ 2+ -+ + K(rcosp)* + L(rcos ) + M
= r™mcos™ o+ Ar™tcos™ o+ Br2cos™ 2o+ - - -+ Kr? cos? o+ Lrcos p + M
= r™ cos me+Ar™ ! cos m—1o+Br™ 2 cos m—2p+- - -+Kr?cos 20+ Lr cos o+ M

= 0.

En consecuencia, la funciéon X = 2™ + Ax™ ' + Bx™ 2 + ... + M es divisible

entre & — 7 cos ¢, y por lo tanto 2™ + Az™ ! 4+ Bx™ 2 4 ... 4+ M es divisible entre
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2% — 2rx cos p+ 12 0 entre T — r cos p siempre que se satisfaga el sistema de ecuaciones

simultaneas

r™cosmp + Ar™tcos(m — 1) + - + Kr?cos2p + Lrcosp + M = 0

r™senmep + Ar™lsen(m — 1)p + -+ - + Kr?sen2p + Lrsen o = 0.

\

Respecto a los lemas anteriormente demostrados, Gauss escribi6 en el apartado 15 de

su disertacién de doctorado (Gauss, 1799):

Manifestum iam est, ad demonstrationem theorematis nostri nihil aliud requiri
quam at ostendatur: Proposita functione quacunque X formae

2™+ Ax™t + Ba™ 2 + ete. + Lz + M = 0, r et @ ita determinari posse, ut
aequationes [1] et [2] locum habeant . Hinc enim sequetur, X habere factorem
realem primi vel secundi gradus; divisio autem necessario producet
quotientem realem inferioris gradus, qui ex eadem ratione quoque factorem
primi vel secundi gradus habebit. Per continuationem huius operationis X

tandem in factores reales simplices vel duplices resolvetur.



124

[ [...] Ya es evidente que para la demostracion de nuestro teorema no se
requiere otra cosa sino mostrar que:

Propuesta cualquier funcion X de la forma

2"+ Ax™ L+ Bem 2 4 ete. + Le + M =0

Ty @ se pueden determinar de tal manera que se cumplan las ecuaciones [1] y
[2]. [(4)y (5) en este capitulo].

De aqui en efecto se sigue que X tiene un factor real de primer o segundo
grado; por otra parte, la division necesariamente produce un cociente real de
menor grado, el cual por la misma razén también tendra un factor de primer o
segundo grado. Mediante la continuacion de esta operacion X finalmente se

descompondra en factores reales simples o de segundo grado. [...] }

Pero, ;cudl es el significado que Gauss da a las ecuaciones

™ cosmep 4+ Ar™t cos(m — 1) + -+ + Kr*cos2¢p + Lrcosgp + M =0

r™senme + Ar™ sen(m — 1) + -+ + Kr?sen2p + Lrsen p = 07

(Coémo podemos comprender con mayor claridad la manera en que estas ecuaciones
generan la descomposicion de una ecuacién polinomial en factores de primer y segundo

grado?
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Consideremos un plano infinito, y en él una linea recta o eje GG’ en la que
seleccionamos un punto C' y determinemos un segmento rectilineo como unidad de medida

de longitud (véase la figura 5.1).

T=1"senmo + 4" 'sen(m— Do + .. +Lrsen ¢

P R
\
@X\
G C 2 - 7 o

Figura 5.1. Construccién de la perpendicular con longitud 7" sobre el punto P

Ubiquemos un punto cualquiera P en el plano cuya distancia a C' sea r. Se tiene que PC'y
GC forman el £ PCG = 4. Sobre P levantemos un segmento rectilineo perpendicular al

plano cuya longitud sea

T = r™senmep + Ar"™ tsen(m — 1) + - - - + Lrsen o,

como en la figura 5.1. Consideremos que 7 siempre serd un valor positivo y que para los
puntos P que caen al otro lado del eje GG', © se incrementard en 7 o serd tomado como

negativo.
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Tr=d

P”
T =0

Tr=1dad

Figura5.2.7 >0, T7"<0y T"=0

Si “levantamos” segmentos rectilineos perpendiculares de longitud correspondiente

T en todos los puntos del plano, los extremos de los mismos se ubicaran arriba del plano si

T =r"senmep + Ar'"™ tsen(m — 1) +--- + Lrsen ¢

es positiva, bajo el plano si 7' es negativa y en el plano si 7' = 0, como se muestra en la

figura 5.2. Respecto a los extremos de las perpendiciulares, Gauss escribio:

Extremitates horum perpendiculorum (quae pro valore positivo ipsius 7’ supra
planum accipiendae sunt, pro negativo infra, pro evanescente in plano ipso)
erunt ad superficiem curvam continuam quaquaversum infinitam, quam

brevitatis gratia in sequentibus superficiem primam vocabo. (Gauss, 1799, §16)
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[Los extremos de estas perpendiculares —los cuales para valores positivos de T
se encuentran por arriba del plano; para negativos, por abajo; y cuando T
desaparece, en el plano mismo— estardn en una superficie curva continua e
infinita en todas direcciones, a la cual por brevedad llamaré en lo que sigue

primera superficie.]

De manera similar construiremos una segunda superficie relacionada con los puntos
del plano tomando como referencia el mismo eje GG’ y el centro C'. Las alturas de los

puntos de la superficie seran

U=r"cosmp+ Ar™ ' cos(m — 1)+ -+ Lrcosg + M.

Esta nueva superficie también serd continua e infinita en todas direcciones, y se
localizara arriba del plano para los puntos en que U sea positiva, bajo el plano para los
puntos en que U sea negativa y en el plano cuando U sea igual a 0. Un ejemplo de estas
superficies se muestra en la figura 5.3.

Entonces nuestro problema para demostrar el teorema fundamental del dlgebra se
reduce a mostrar que existe al menos un punto ubicado en el plano simultdneamente sobre

la primera superficie y sobre la segunda superficie, como se ilustra en la figura 5.4.

Analicemos qué ocurre cuando la distancia r del centro al punto P es muy grande. En
este caso, en la expresion T' = r™ sen mep + Ar™ 'sen(m — 1)p + -+ + Lrsen ¢ los

términos Ar™ !sen(m — 1)¢ + - - - + Lr sen ¢ no contribuyen en nada a la suma
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Figura 5.3 Superficies 7' = 74 sen 4 — 312 sen 2¢+6r sen ¢

y U =rtcos4p — 3r?cos2p + 6rcosp — 2

asociadas a la ecuacién z* — 322 + 62 —2 =10

Superficie I fi Superticie U

37

T = ’sen 4o — 317sen 20+ 6rseno =10

i aud
U=rcos4o—3rcos 20 + 6rcoso =10

Figura 5.4. Intersecciones de las curvas 7'=0 y U =0
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comparados con " sen m(p, por lo que para » muy grande

T =r™senmep + Ar™ tsen(m — 1) + --- + Lrsen ¢

se vuelve practicamente en 7' = "™ sen m; es facil notar que 7" puede tomar valores
positivos o negativos, segtn varie el dngulo ¢. De este modo, la primera superficie se
intersecard necesariamente con el plano; a dicha interseccion le llamaremos primera curva.
De igual manera, para » muy grande la expresion
U =rm™cosmy + Ar™ 1 cos(m — 1)p + - - + Lr cos ¢ + M estard dominada por el
primer término, 7" cos my. Asi, por la razon expuesta anteriormente, la segunda superficie
se intersecard tembién con el plano; dicha interseccion serd llamada segunda curva.
Nuestra tarea se ha simplificado atin mds: basta mostrar que existe por lo menos un punto
comun de la primera curva y de la segunda curva.

Analicemos la curva T,

™ senme + Ar'™ tsen(m — 1) + -+ Lrsen ¢ = 0.

Dividiendo ambos miembros de esta ecuacion entre 7", tenemos que

A B
senmy + ?sen(m — 1+ = sen(m —2)p + -+ - + e 0.

A una distancia infinita del punto C, la curva 7" = 0 coincidira con la curva sen my = 0;

pero sen my = 0 si y sélo si mp = k, siendo k£ un ndmero entero; es decir, si y sélo si
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¢ = 27, Luego, la curva sen m¢p = 0 esta formada por m lineas rectas que se intersecan

m
en el punto C'y cuyos angulos de inclinacion respecto al eje GG’ son

0, L, %7?, cee mT’lw. Estas rectas dividen al plano en 2m regiones iguales, m por
encima del eje GG’y las otras m por debajo del mismo. De aqui se concluye que la
primera curva tiene 2m ramas infinitas que dividen a la circunferencia de radio infinito y
centro C' en 2m partes iguales. Ademads, el eje mismo forma dos ramas infinitas de esta

primera curva, la primera y la (m + 1)-ésima (obsérvese la figura 5.5).

Analicemos ahora la segunda curva, U;

™ cosmep 4+ Ar™tcos(m — 1) + -+ Lrcosp + M = 0.

Dividiendo ambos miembros de esta ecuacion entre r™, tenemos

A B
cosmep + — cos(m — 1) + — cos(m — 2)p + -+ + cosp+ M = 0.
r r

Tm—l

A una distancia infinita del punto C, la curva U = 0 coincidira con la curva cos my = 0;
pero cos my = 0 si'y solo si my = k7, siendo k entero impar; es decir, si y s6lo si

= % ( %) Asi, la segunda curva estd compuesta de m rectas que se intersecan en C,

T . / 1 3 5 (2m-1)
cuyas inclinaciones respecto al eje GG’ son 5 -7, 5-T, 57, ..., 5 —T
Sean L7 y Etlr conk € {0,1,...,m — 1}, los dngulos de inclinacion de dos rectas
m m
: — N & : 2k\ ™ 2k+2\ w
consecutivas que forman parte de la curva 7' = 0; éstos son iguales a (%) Ty (2:42) =

respectivamente. Entre ellos se encuentra el angulo (%T“) 5> que es el angulo de

inclinacién de una recta perteneciente a U = 0. De lo anterior se concluye que cada rama
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de la segunda curva se localiza entre dos ramas consecutivas de la primera curva, como se

muestra en la figura 5.5.

Figura 5.5. Primera curva y segunda curva para r infinitay m = 4

Veamos qué ocurre con las superficies y las curvas cuando la distancia de P a C'es

finita. Gauss demostro el siguiente teorema:

THEOREMA. Manentibus cunctis ut supra, ex centro C describi poterit circulus, in cuius
peripheria sint 2m puncta, in quibus T=0, totidemque, in quibus U=0, et quidem ita, ut

singula posteriora inter bina priorum iaceant. (Gauss 1799, §19)

[TEOREMA. Manteniendo todo como antes, se puede describir un circulo de centro C en
cuya circunferencia estdan 2m puntos en los cuales T = 0, y la misma cantidad en los cuales

U = 0; y de tal manera que cada uno de estos ultimos yace entre dos de los primeros.)
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Demostracion
Sea un circulo de radio r (més adelante determinaremos r ). Designemos con (1) el punto
sobre la circunferencia del mismo que se localiza a (%) 7 de la interseccion de la

circunferencia con la parte izquierda del eje GG’, es decir, para el punto (1) el dangulo ¢ es

igual a (%) 7> como se muestra en la figura 5.6. Denétese con (3) el punto sobre la

Jen

circunferencia para el cual ¢ = (%) 7» con (5) aquel para el que ¢ = (m) Ty

asf sucesivamente hasta el punto (8m — 1) para el cual = (¥2=1) T,

m

bl

2] 5

al

(2m—1) 3z
LW L e

e

N
8_- \ (4m—1)
4

(8m—1) \
1z —r’/ - 5z
4

{6m—-1) 4

CJ g - 4
(7)) | 9

V\‘\Sl)

) (13)

(1 (15)

(3D )/L(l‘)
(29) (19)

(25) | (23)

Figura 5.6. a) y b) : Proceso de division de la circunferencia en 4m puntos;

¢) : Una circunferencia dividida para m = 4
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De este modo se tienen 4m puntos sobre la circunferencia espaciados a intervalos
iguales (véase la figura 5.6). Veamos que se cumplird que 7' = 0 en algin punto entre
(8m — 1) y (1), asi como en alguno entre (3) y (5), (7) y (9), (11) y (13), etc. Ademas, se
cumplird que U = 0 para algtn punto entre (1) y (3), (5) y (7), (9) y (11), etcétera.
Notemos que con los 4m puntos que localizamos en la circunferencia podemos
formar 4m parejas de puntos consecutivos. Entonces se tendran 2m puntos en los que
T = 0y, de manera similar, 2m puntos donde U = (. Demostremos las afirmaciones
anteriores. Primero, analicemos en qué intervalos de la circunferencia de radio r la funcién
T = r™senmp+ Ar™tsen(m—1)p+ Br™2?sen(m—2)p+-- -+ Kr?sen 2¢p+ Lr sen ¢
tiene valores positivos y en cudles la funcion tiene valores negativos; es decir, encontremos
los intervalos de la circunferencia en los cuales la superficie 7' se encuentra sobre ella, y
por tanto sobre el plano; y los intervalos en los que la superficie esta debajo de ella, y en

consecuencia debajo del plano. Consideremos que podemos escribir la funcién

T =r"senmep + Ar™ 'sen(m — 1)¢ + Br"™ ?sen(m — 2)p + -+ + Lrsen

como

A B L
T =7r"(senmp+ —sen(m — 1)p + — sen(m — 2)p + -+ + seny | .
r r

rmfl

Sea D = 4 sen(m — 1) + & sen(m — 2)¢p + - - - + - sen ¢; con esta nueva notacion se
tiene que 7' = r™(sen myp + D). Recordemos que en la circunferencia de radio r el angulo
de inclinacion de (1) respecto a GG’ es ¢ = (%) 7> luego, en ese punto mp = 7.

Evaluando 7" en el punto (1) de la circunferencia se tiene que 7' = r™(sen § + D); es decir,
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T=rm <\/g + D>. Para que 7" sea positivo para cualesquier valores de A, B, ..., L,
como sucede en el caso de 7 infinito cuando ¢ = 7, se necesita que [D| < \/g .
Analicemos cuidadosamente a |D|:
|D| = |—sen — Do+ Esen(m—2)p+ -+ rm%sengp‘
S‘é n(m —130}+‘Qsen —2)<p‘+'--+‘7%sengo}
:|%||Sen —1g0|+‘ Hsen —2)<p|+---—|—}m%l}|seng0|

< |2+ &+ -+ |7=] (pues 0 < [senkep| <lconke {1,2,...,m—1})

=y B
Siendo ¢ el maximo del conjunto {|A|, |B|, |C|,...,|L|},

Dl <244 +...+ 24
=g(E+5+ -+ ).

Consideremos que

1 1 1 1 1 1
-4 — 4+ 4+ —
r r

Sabemos que r > 0; si se toma r > 1, se tendrd que % < 1. Luego,

1 1
D L = )
pi<o(Ey) =9 (:55)

Obtuvimos una relacion mds clara entre Dy r. Si -4 < \/> , se cumplird que | D| < \/7 ;

por lo que © > gv/2 + 1. Asi, en el punto (1) de cualquier circunferencia cuyo radio r
cumpla la condicién 7 > gv/2 + 1 se tendré que | D| < \/g ; es decir, la funcion

T=rm (sen I+ D) conservard el mismo signo que sen 7. Consecuentemente, para todos
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los angulos ¢ para los cuales | sen mep| > \/g se tendrd que 7' = ™ (senmyp + D)
conservara el mismo signo que sen m. Analicemos los valores de ¢ y de m para cada

uno de los 4m puntos de la circunferencia:

en(D,p=(3)F = mp=1,
en(3) =37 = me=",
en ()= ()5 = me="7,
en(Mp= ()5 = me=T,
en(9), 9= ()5 = me="T,
en (8m-3), p = (33) T = = BT,

en(8m-1), p = (1) 2 = mp = (Bm_L)m,

Podemos deducir que 7" tendra un valor positivo siempre que mp caiga entre 7y = 4 ,
es decir, del punto (1) al punto (3). De igual manera, la primera superficie tendrd un valor
117r

positivo cuando m caiga entre 2 Ty =1 es decir, del punto (9) al punto (11), y de manera

general siempre que m caiga entre (81“4'1)” y (ka’)” conk €{0,1,2,...,m — 1}; dicho

de otro modo, entre los puntos (8% + 1) y (8k + 3), como se ilustra en la figura 5.7. Por

otra parte, T' siempre tendrd un valor negativo cuando mg caiga entre °T TY T 4 o entre los
puntos (5) y (7) de la circunferencia de radio r; T" también serd negativa entre los puntos
(13) y (15), y de manera general entre (8k +5)y (8k+7) conk € {0,1,2,...,m — 1},
como se muestra en la figura 5.7. En ninguno de los intervalos mencionados 7' = 0, pues

sen m nunca es nulo.
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Puesto que en (3) el valor de 7" es positivo y en (5) es negativo, y como 7' es una

funcién continua, se tendrd que en alguna parte entre (3) y (5) 7" serd igual a 0. Por la

misma razon, también serd igual a 0 entre (7) y (9), entre (11) y (13) y de manera general

entre (4k + 3) y (4k + 5), con k£ un nimero entero. En total se tendrdn 2m puntos donde

T = 0, puesto que de los 4m intervalos consecutivos de la circunferencia, en la mitad de

ellos la funcién 7' tiene valores positivos o negativos.

n,j—i

0,5+

e —

et
=,

Y (7
\\\ ({l//ﬂ,f?

3, /\

(1)/

©) Fa
"—7\(1\1) -/./ T
. La3)
(15)

GO

(29 \f

s o

25)

Figura 5.7. Valores positivos y negativos para la superfice 7', segtin los

valores del angulo m para la ecuacién x4 —322+6x—2 = 0

Pero, ;puede existir mds de un punto en algin intervalo [4k + 3,4k + 5] de la

circunferencia donde 7' = 0? Supongamos sin pérdida de generalidad que entre (3) y (5)

hay al menos dos puntos donde 7" = 0; asi, 7' tiene un mdximo o un minimo en ese

intervalo; es de01r

= 0 en algtn punto de dicho intervalo. Analicemos la derivada de 7"
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dr
== mr™ cosmep + (m — 1)Ar™  cos(m — 1)@ + - - + Lr cos ¢
¥

m (m—1)A L
=mr™ | cosmp + ———cos(m — 1)p+---+ -cosy ).
mr mrm=

Tomando F = % cos(m — 1)p + ( )B cos(m — 2)p + -+ + —E— cos ¢,

j—g = mr™(cosmy + E). Veamos bajo qué circunstancias ;lT conserva el mismo signo que
cosmp. En (3) mp = =y cos 3T —\/> Para que r™(cosmy + F) tenga el
mismo signo que cos m para cualesquier valores de A, B, . .., L, se necesita que

|E| < \/g Tenemos que

|E| = ‘%cos(m — D+ (":;TQQ)B cos(m —2)p+ -+ #COSQ&‘
|E|:‘%c0s( — D)+ 28 cos(m —2)90+~~+#cos<p‘
= |Em24] [eos(m — 1] + |32 fcos(m — 2)ip| + -+ + |rh=r| [eos e
§‘m UA‘—&—’ Wg ‘4— +’Wm1‘(pues()<\coskg0]<1)
=2+ B2 R+ L

<|gl+1El+ 4w

<24 % 4+ 5L (donde g es el maximo de {|A|, |B|,...,|L[})

<24 %4 -+ L (donde g es el maximo de {|A|, |B|,...,|L[})
Entonces, |E| < g (-5); pero si - < \/g, tendremos que |E| < \/g Esta

condicién nos lleva a que 7 > gv/2 + 1, que es la misma condicién que empleamos para

que la superficie 7' = 7™ (sen mep + D) conservara el mismo signo que sen m. Se deduce
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entonces que en la misma circunferencia de radio r > g\/§ + 1 la derivada

dar
dyp

angulos ¢ tales que | cos mep| > \/7 se tendrd que - dT consevard el mismo signo que

cos me. De lo anterior se tiene que

es negativa cuando m¢ cae entre 3T T y

= mr™(cosmy + E) mantiene el mismo signo que cos myp. De aqui que para todos los

, es decir

entre los puntos (3) y (5) de la circunferencia, como se muestra en la figura 5.8, por lo que

% # 0 en ese intervalo de la circunferencia. Luego 7" = 0 en un solo punto entre (3) y (5).

e DO /
(ﬁ)\/lh\f\/tll
\\\ +
0,5 (3) 13)
(1) (15)
1] .\'\.f/ +
o e an | e P b G i [ _ * 2| 8
(31) # | (17)
-0 1 (29) ,,-’// \\\ (19)
g M \\\
Z  @27) (21)
] 7 (25) ] (23) R
-1,0-

Figura 5.8. Derivada de T’

De manera similar se demuestra que U tiene un valor negativo en cualquier punto
desde (3) hasta (5), de (11) a (13) y de manera general de (8% + 3) a (8k + 5). La supeficie
U tendrd un valor positivo de (7) a (9), de (15) a (17) y de forma general de (8k + 7) a
(8k +9). Entonces U = 0 en algtin punto entre (1) y (3), entre (5) y (7), entre (9) y (11) y
(4k +3) con k € {0,1,2

de forma general entre (4k + 1) y y ey 2m — 1}; es decir, en 2m

puntos. Puede comprobarse que en esos intervalos la derivada % = 0, por lo cual no

existen mds de 2m puntos sobre la circunferencia en los que U = 0.
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En el apartado 20 de su disertacion doctoral, Gauss (1799) explico que si trazamos
otro circulo con un radio mayor que r y lo dividimos de la misma manera, en ese circulo
también caerd un punto entre (3) y (5), entre (7) y (9) y en general entre (4k + 3) y
(4k + 5) donde 7' = 0. Lo mismo pasara si trazamos un ciculo de radio menor que r pero
mayor que gv/2 + 1. Entre mds préximos se encuentren los circulos, mas préximos se
encontraran aquellos puntos donde 7" = 0 (por ejemplo, entre (3) y (5)); de tal forma que
serd mas claro que la circunferencia de radio 7 se interseca con alguna rama de la primera
curva precisamente en ese punto, como se ilustra en la figura 5.9. Lo mismo ocurrird para

los otros puntos donde 7" = 0.

Figura 5.9. Ramas de 1" = 0 entrando en circunferencias de radio mayor

que gv/2 + 1
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De igual manera, el circulo de radio r se intersecard con alguna rama de la segunda
curva en los 2m puntos donde U = (. En resumen, cuando se traza un circulo de radio
r > gv/2 + 1, 2m ramas de la primera curva y 2m ramas de la segunda entrardn en él, de
tal modo que entre dos ramas de la primera curva se encontrara una de la segunda. En el

apartado 21 de su disertacion, Gauss escribio:

Iam ex hoc situ relativo ramorum in circulum intrantium tot modis diversis
deduci potest, intersectionem alicuius rami lineae primae cum ramo lineae

secundae intra circulum necessario dari, [...] (Gauss, 1799, §21)

[Ya se puede deducir de esta posicion relativa de las ramas entrando al circulo
de tantas maneras diversas que necesariamente debe ocurrir dentro del circulo
una interseccion de alguna rama de la primera linea con una rama de la

segunda linea, [... ]]

Designemos con el numero 0 la parte izquierda del eje GG’, que es la primera rama
de la primera curva. Asignemos con 1 a la rama inmediata que entra al circulo, la cual
pertenece a la segunda curva. Con el nimero 2 marquemos la segunda rama de la primera
curva, con el numero 3 la segunda rama de la segunda curva y asi sucesivamente hasta la
rama 4m — 1. Con los nimeros pares marcamos las ramas de la primera curva y con los
numeros impares las ramas de la segunda curva, como se muestra en la figura 5.10.

Mostraremos ahora que cualquier rama de cualquiera de las dos curvas que entra al
circulo necesariamente saldra de él. Observese la figura 5.11; supongamos que la rama 2,

por ejemplo, no sale. Podemos entrar al circulo por cualquier parte permitida del espacio
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Figura 5.10. Ramas numeradas de las curvas 7' = 0 y U = 0 asociadas

a una ecuacion de cuarto grado

(21 \

Figura 5.11. Supdngase que la rama 2 no sale del circulo de radio mayor

que gv/2 + 1
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entre la rama O y la rama 2; esta ultima se ha perdido dentro del circulo de tal suerte que
podemos rodearla y finalmente salir por algin lugar entre 2 y 4 sin intersecar la primera
curva; veamos que esto es absurdo.

Al entrar entre las ramas 0 y 2 la primera superficie o superficie 7' tiene valores
positivos; es decir, estd sobre o por encima del circulo. Al salir entre las ramas 2 y 4, la
superficie 1’ tiene valores negativos; es decir, estd bajo el circulo. Entonces en algin
momento estuvimos sobre la primera superficie; es decir, sobre la primera curva y por tanto
tocamos la rama 2. Luego, toda rama que entra en la circunferencia tiene que salir de ella.

De lo anterior se tiene que toda rama sefialada con un nimero par estd conectada con
otra marcada con un nimero par dentro del circulo y, de igual forma, toda rama etiquetada
con un numero impar estd conectada con otra impar en el interior del circulo. Veamos que
independientemente de la naturaleza de la conexion entre nlimeros pares € impares,

siempre ocurrird una interseccion de la primera curva con la segunda.

271t

Figura 5.12. Conexiones entre ramas

Supongamos que se pueden unir dos puntos pares y dos puntos impares cualesquiera

de tal manera que no resulta una interseccion de la primera curva con la segunda. Puesto
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que el eje GG’ forma parte de la primera curva, se tendra que el punto 0 estd conectado con
el punto 2m. El punto 1 puede conectarse entonces con cualquier otro punto impar n tal
que n < 2m, pues de otro modo una rama de la primera curva se intersecaria con una rama
de la segunda; esto se ilustra en la figura 5.12. Unamos ahora el punto 2 con un punto 7/,
donde n’ < n, para evitar que esta nueva rama de la primera curva se interseque con la
rama de la segunda curva que hemos construido. El punto 3 tendrad que unirse entonces con
un punto n” tal que n” < n’. Notemos que la cantidad de puntos que hay entre cualesquiera
dos puntos impares es un nimero impar, y la cantidad de puntos entre dos puntos pares
también es impar. Lo anterior nos conduce a que en algiin momento sé6lo reste conectar el
punto / con el punto h + 2, como en la figura 5.13, por lo que la rama que entra al circulo a
través del punto h + 1 necesariamante se intersecard con la rama que une h con h + 2. Pero
alguna de ellas pertenece a la primera curva mientras la otra pertenece a la segunda curva,
lo que contradice la suposicion inicial, y por lo tanto existe una interseccion de la primera

curva con la segunda curva.

ip)
I+ B2

h

Figura 5.13. Conexiones entre ramas
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En el apartado 23 de su demostracion, Gauss explicé que no sélo habra una sino al
menos m intersecciones de la primera curva con la segunda, pudiendo suceder que la
primera curva se interseque con varias ramas de la segunda en un mismo punto generando

que X tenga varios factores iguales. En ese mismo apartado Gauss escribi6:

Denique observo, minime impossibile esse, ut demonstratio praecedens, quam
hic principiis geometricis superstruxi, etiam in forma mere analytica

exhibeatur: sed eam repraesentationem, quam hic explicavi, minus abstractam
evadere credidi, verumque nervum probandi hic multo clarius ob oculos poni,

quam a demonstratione analytica exspectari possit. (Gauss, 1799, §23)

[En seguida advierto que de ninguna manera es imposible presentar la
demostracién precedente, la cual aqui construi sobre principios geométricos,
también de manera puramente analitica: mas mediante esta representacion, la
cual expuse aqui, pienso que resulta menos abastracta, y realmente aqui se
coloca ante los ojos el centro neurdlgico de lo que se demuestra mucho mas

claramente de lo que se podria esperar de una demostracion analitica.]

Las magnitudes complejas de Gauss

En una carta de Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855), dirigida a Wolfang Bolyai
(1775 -1856), le dio a conocer que habia elaborado un ensayo en el que demostraba el

teorema fundamental del dlgebra y por medio del cual pretendia obtener su grado de
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doctor. En este documento Gauss hizo una fuerte critica a los intentos de demostracion del
teorema desarrollados hasta esos momentos por algunos estudiosos de la época (Director
2002, p. 22).

Para su demostracion Gauss utiliz6 el lenguaje de la geometria de posicion, pues
aunque las ideas plasmadas en la misma no pertenecian a tal dominio, su lenguaje permitia
mostrarlas con mayor facilidad. Los fundamentos de la demostracion se remontan a la
concepcion platénica de magnitud en la antigua Grecia. Los estudiosos griegos
distinguieron tres diferentes tipos de magnitudes, cada una generada por una accién
distinta; asi, estas magnitudes poseen potencias diferentes. En primer lugar se encuentra la
magnitud lineal o magnitud simplemente extendida que se puede generar mediante la
“extension” de un segmento de recta; en segungo lugar se tiene la magnitud doblemente
extendida que se genera por una accion circular o rotacién de un segmento rectilineo
(radio) alrededor de un punto, siendo ésta la magnitud propia de las superficies; y
finalmente esta la accion circular extendida o triplemente extendida, accion con la que se
generan por ejemplo un cono, un cilindro o un toro (Director 2002, p. 22).

Se debe aclarar que una magnitud de potencia inferior no puede generar una
magnitud de potencia superior; es decir, una magnitud lineal no puede generar una
magnitud doblemente extendida o de superficie, del mismo modo que esta magnitud no
puede generar una magnitud de volumen o triplemente extendida. Como ejemplo,
considérese la duplicacion del drea de un cuadrado.

Sea el cuadrado ABC'D de area 1 (véase la figura figura 5.14). Para construir un

cuadrado con el doble de area partiendo de éste, es necesario construirlo sobre su diagonal



146

BD, cuya longitud es v/2. Obsérvese que la longitud v/2 es inconmensurable con la
longitud del lado del cuadrado original. De aqui que la diagonal generadora del nuevo
cuadrado no tiene el mismo poder que los lados originales; es decir, no se puede obtener

como una extension lineal de ellos.

\
iyl @ 5
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Figura 5.14. Construccion del cuadrado de drea 2

En las investigaciones de la resolucion de ecuaciones aparecieron raices cuadradas de
numeros negativos sin que alguien anterior a Gauss hubiera podido explicar qué clase de
accion genaraba estas magnitudes. Tampoco existia un referente fisico para las ecuaciones
de grado mayor que 3, a pesar de la importancia formal que cobraron.

Desde tiempos muy anteriores a Gauss algunos estudiosos manipularon raices
cuadradas de nimeros negativos, pero la interrogante persistia: si se puede representar el
significado de 22 = 1 como un cuadrado de 4rea igual a 1, ;qué referente fisico habia para
2% = —1? Otras estudiosos como Euler (1707 - 1783) y Lagrange (1736 - 1813) afirmaron

que ecuaciones del tipo 22 = —1 tenian solucién pero que tal solucién era “imposible”.
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Para elaborar la demostracion del teorema fundamental del dlgebra, Gauss
desarroll6 la concepcién de las raices cuadradas de niimeros negativos, denomindndolas
niimeros complejos; los consideré como la sombra de una accion sobre otra. Gauss, al igual
que Leibniz (1646 - 1716), rechazo la idea de trabajar deductivamente en su investigacion
sobre los nimeros complejos; eligié ver “hacia atrds” y desprender el significado fisico de
v/—1 del concepto de magnitud de los antiguos griegos; especificamente, recurrio al

principio de cuadrar.

90°

Figura 5.15. La duplicacion del drea de un cuadrado

Pero, ;qué significa cuadrar segtn los estudiosos de Platon (h. 427 - h. 348)?
Obsérvese que dado un cuadrado cuya drea es 1, para obtener un nuevo cuadrado cuya drea
sea el doble basta con trazar su diagonal y sobre ésta construir el nuevo cuadrado.
Tomando como referencia el lado horizontal inferior del cuadrado inicial, la accién que
genero el cuadrado cuya area es 2 fue una rotacion de 45 ° y una extension de la longitud

de 1 a v/2. Para obtener un cuadrado de drea 4 a partir del cuadrado de 4rea 2 se necesita
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construirlo sobre la diagonal de éste, es decir, se hace una nueva rotacion de 45 ° (con la
que se tiene una rotacién de 90 ° a partir del lado horizontal inferior del cuadrado inicial) y
se hace una extensién de /2 a 2, como se ilustra en la figura 5.15. Podemos continuar este
proceso indefinidamente.

En resumen, para cuadrar la magnitud v/2 representada por la diagonal del cuadrado
de drea 1 y considerando como referencia el lado horizontal inferior de éste, el angulo de
45° se duplicé a 90° y se hizo una extensién equivalente al cuadarado de v/2 (véase la
figura 5.16); para cuadrar la magnitud igual a 2 se duplic6 el dngulo de rotacién de 90 ° a
180 ° y se hizo una extension de 2 a 4; para cuadrar la magnitud igual a 4 se duplico el

angulo de 180 ° a 360 ° y se hizo una extension de 4 a 16 (Director 2002, p. 24).
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Figura 5.16. Generacién de magnitudes cuadradas
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De acuerdo con lo anterior, para obtener la raiz cuadrada se sigue un procedimiento

inverso: el dngulo se reduce a la mitad y la longitud cambia por su raiz cuadrada. De este

modo Gauss obtuvo los elementos para comprender el significado de v/—1: asocio sus

numeros complejos a las acciones combinadas de rotar y extender sobre el plano; asi, cada

punto del plano estaria representado por un nimero complejo.

/
|
e 9]

Figura 5.17. La unidad en el dominio complejo de Gauss

Consideremos el circulo unitario: el centro serd el origen y los extremos de uno de

sus didmetros corresponderdn a 1 y —1, como se muestra en la figura 5.17. Tomando como

eje de referencia este didmetro, la raiz cuadrada de —1 se obtendra al reducir el dngulo de

rotacién entre 1y —1 a la mitad y la longitud del didmetro a v/1. De este modo, v/—1 se

ubicara sobre la circunferencia a 90°. Puesto que el dngulo de 180° es equivalente al angulo

de 180° 4 360° = 540°, tendremos que una segunda raiz cuadrada de v/—1 se ubicara a

540°
2

= 270° y a una distancia 1 del origen, es decir, es el punto antipoda de la primera raiz.

Asi, la unidad en el dominio complejo de Gauss es la circunferencia unitaria, donde 1
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representa una rotacion completa, —1 media rotacién, v/—1 un cuarto de rotacién y —/—1
tres cuartos de rotacion (Director 2002, p. 28).

Por medio de las acciones de rotar y extender (o acortar; en el caso de Vi=1
obviamente queda igual) cualquier poder algebraico o potencia algebraica puede
observarse en el dominio complejo. Por ejemplo, para cubicar un nimero complejo, el
angulo de rotacion se triplica y la longitud se multiplica tres veces por si misma.
Comprender este proceso fue necesario para Gauss porque para €l una magnitud tenia
sentido sélo si se conocia su principio generador (Director 2002, p. 28)

En su disertacion de doctorado Gauss demostro que el principio general que produce
cualquier ecuacion algebraica podia hacerse visible por medio de superficies; es decir, se
preocupd por la representacion de aquello que genera a la ecuacion y no por la
representacion de lo que la ecuacion genera, como en otros tiempos sucedi6 al referirse a
las lineas, cuadrados y cubos. Pensemos por ejemplo en un nimero complejo z; para
cuadrarlo hay que duplicar su dngulo de rotacion « para obtener 2« y su longitud cambia
de A a A%, Si se repitiera este proceso con todos los niimeros complejos de la
circunferencia en donde se ubica z, se tendria que el circulo de z se proyectaria dos veces
en el circulo de 22. Si z se cubicara, el dngulo « se convertirfa en 3o y la longitd A
cambiarfa por A3; entonces el circulo de z se proyectaria tres veces en el circulo de z°.

Gauss utilizo6 esto para crear las superficies que son solo las sombras de sombras del
principio generador de cualquier ecuacion algebraica. Como primer paso, ubiquemos en el
circulo unitario el tridngulo que producen las rotaciones y extensiones de los nimeros
complejos: el cateto horizontal del tridngulo es el coseno del angulo de rotacion y el cateto

vertical es el seno, como se muestra en la figura 5.18.



151

_,-"/ l -./i \..\-.‘
‘sen @
i \

|

Figura 5.18. La unidad en el dominio complejo de Gauss

Consideremos las relaciones que guardan el seno y el coseno del 4ngulo mientras éste
avanza en sentido levogiro y la longitud de z es 1. Si 6 = 0°,senf = 0y cosf = 1; si
0 =90°senf =1ycosf =0.510=180°senf =0y cosf =—1;s16 =270°,
senf) = —1y cos# = 0; finalmente, cuando ¢ = 360°, sen = 0y cosf = 1.

Observemos la relacion entre el sen  correspondiente a z y sen a que corresponde a
22. Cuando el dngulo de rotacién de z va de 0 a 90 °, el valor de sen § va de 0 a 1, mientras
que el dngulo de rotacién de 22, o, va de 0 a 180 °, variando sen v de 0 a 1 y nuevamente a

0 (obsérvese la figura 5.19).

Cuando el angulo 0 de z va de 90° a 180 °, sen # varia de 1 a 0 mientras que el angulo « de
2% vade 180°a 360°ysena de 0a —1y a0, como se muestra en la figura 5.20. Entonces,
sen f cambi6 de 0 a 1 y regres6 a 0, mientras que sen o se moviode OalaOa —1,y
finalmente a 0; es decir, en media rotacion de z, sen o cambi6 de positivo a negativo y
regresO a 0. Entonces, en la rotacion completa de z sen o cambiaria de positivo a negativo

2 veces; es decir, se moveriade0alaOa—-1a0alaOa—1aO0.
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Figura 5.19. Angulo de = que varfa entre 0° y 90°

Figura 5.20. Angulo de z que varfa entre 90° y 180°
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Figura 5.21. Angulo de z que varfa entre 180° y 270°
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Para cada ecuacion Gauss construy6 una superficie relacionada con el seno del
angulo de rotacién de cada nimero complejo y otra relacionada con el coseno. Cada punto
de la superficie correspondiente al seno se obtiene multiplicando la magnitud del nimero
complejo por el seno de su dngulo de rotacién. Asi, la potencia de un punto en el plano
estd representado por la altura de la superficie sobre ese punto. Entonces, si un nimero
complejo estd mas cerca del origen, su altura en la superficie disminuira respecto a
aquellos que se encuentran mds alejados del origen.

Tomando en cuenta que el seno del dngulo de un nimero complejo varia de positivo a
negativo, segun el poder que multiplique dicho dngulo, la superficie subird y bajard. Asi,
una superficie de una ecuacion cuadrética tendra dos “jorobas” sobre el plano y dos bajo
€l; una superficie de una ecuacion cubica tendré tres “jorobas” sobre el plano y tres bajo €l.
Todo lo anteriormente descrito se aplica a la superficie relacionada con el coseno del
angulo de rotacion de los nimeros complejos (Director 2002, pp. 29 - 31).

Gauss observo que las intersecciones de estas dos curvas con el plano complejo
dependian del ndmero de “jorobas” y por tanto de la potencia mas elevada de la ecuacion,
ademds de que estas curvas se intersecarian, puesto que el seno y el coseno se desfasan 90 °.

Con ello Gauss demostrd que una ecuacion tiene tantas raices como su potencia mas alta.

Las criticas a la primera demostracién de Gauss

El 16 de julio de 1799 la facultad de filosofia de Helmsted confiri6 el titulo de doctor a

Carl Friedrich Gaus antes de que su tesis fuera publicada y sin presentar defensa oral
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(Dunnington 2004, p. 35). En su disertacion de doctorado Gauss presento la primera
demostracion del ahora llamado teorema fundamental del dlgebra. Desde su aparicion
hasta nuestros dias, multiples criticas se han suscitado en torno a esa demostracion.

La demostracion de Gauss ha sido comparada en varios escritos con los intentos de
demostracion de Jean Le Rond d’ Alembert (1717 - 1783), Leonhard Euler (1707 -1783) y
Joseph Louis Lagrange (1736 - 1813), entre otros. Gauss elabor¢ otras tres demostraciones
del teorema fundamental del dlgebra. Algunos de sus mas tempranos descubrimientos
aparecieron en ese escrito, asi como en sus Disquisitiones Arithmeticae de 1801 (Struik
1987, p. 142). La segunda demostracion fue dada a conocer en 1815 (Gauss, 1815), la
tercera en 1816 (Gauss, 1816) y la cuarta fue realizada en 1849 (Gauss, 1849). Esta tltima
demostracion fue una nueva version de su disertacion de doctorado con motivo de la
celebracién del 50 aniversario de la misma (1849 — 1799 = 50). Los cambios de la
demostracion no fueron muy profundos; la diferencia méas notable fue el uso explicito del
dominio complejo, el cual fue evitado en su disertacion de doctorado, aunque Gauss hizo
uso implicito de €l (Biihler 1987, p. 150). En la introduccién de su cuarta demostracion,

publicada en 1850, Gauss escribi6 sobre su disertacion de doctorado:

La memoria aparecida en 1799, Demonstratio [... ], tenia un doble objetivo,
en primer lugar mostrar que todas las demostraciones intentadas hasta el
momento del mds importante teorema de la teoria de las ecuaciones
algebraicas eran insuficientes e ilusorias, y después dar una prueba

perfectamente rigurosa. (Citado en: Gilain 1991, p. 118)
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Segun Gilain, afirmaciones como €sta fueron repetidas por historiadores de las
matematicas, como Struik y Boyer, con el fin de desvalorizar los intentos de demostracién
anteriores por no otorgale al teorema estatus de teorema de existencia, aunado a la estima
excesiva por la modernidad y el rigor de los trabajos de Gauss (Gilain 1991, p. 118). Al
respecto consideremos la critica de Bernard Bolzano (1781 - 1848). En el prefacio de la
memoria de 1817 escrita por €l, cuyo titulo comienza con Rein Analytisher Beweis
(Demostracion puramente analitica), explico por qué las demostraciones existentes de lo
que ahora llamamos teorema fundamental del dlgebra no eran satisfactorias (Barbin 1994,
p. 46). Las demostraciones de d’ Alembert, Euler, Lagrange, Pierre Simon de Laplace
(1749 - 1827) y Gauss existentes en aquellos tiempos no cubrieron los requisitos de
Bolzano para ser consideradas demostraciones validas. Particularmente, Bolzano critico las
demostraciones que recurrian a la intuicién geométrica, pues segin €l las demostraciones
no sélo deben apoyarse en la evidencia sino que deben exponer el fundamento objetivo de
la verdad que se estd demostrando (Barbin 1994, p. 47).

De acuerdo con la filosofia de Bolzano, un teorema se vuelve fundamentalmente
verdadero cuando se relaciona con otros teoremas o proposiciones. En este contexto, para
la existencia de las raices de un polinomio la idea fundamental es la de funcion continua,
nocién que el mismo Bolzano definié (Barbin 1994, p. 47). Para €l la verdad del teorema se
establece de acuerdo con su utilidad como fundamento en la estructura completa de las
matematicas; el problema ontolégico concerniente a la existencia y la verdad del objeto
que el teorema trata ya no es relevante. Bolzano aplic6 su definicién al teorema

fundamental del algebra y no considerd como dificultad la existencia de la raiz ni el tipo de
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ser que representd; su objeto de investigacion fue una proposicion que encajara en una
estructura y no contempl6 investigar como objetos los entes a los que dicha proposicion
hace referencia. Bolzano resolvié su problema filoséfico de forma pero no de fondo. Con
relacion a lo anterior se afirma que Bolzano creia que las matemadticas (y por tanto las
proposiciones matematicas) tenian una existencia ontoldgica y lo que constituia la
existencia de una proposicion era su relacion con otras proposiciones (Barbin 1994, p. 47);
es decir, para Bolzano las matematicas tenian existencia ontoldgica pero no directamente
sobre el ser de los objetos que intervienen en sus proposiciones sino que consideré de
mayor importancia el ser de la proposicion dentro de la estructura matematica.

Bolzano rechaz6 las consideraciones geométricas sobre las que sus predecesores se
apoyaron y esa actitud se extendid cada vez mas (Barbin 1994, p. 47). En el caso de Gauss,
la geometria fue un modelo indispensable para explicar el ser subyacente de lo que
fundamenta su demostracidn, no las proposiciones mismas, sino aquello de lo que las
proposiciones hablan.

Respecto a la continuidad, Stillwell (1989) indicé que Gauss no tuvo claro este
concepto. Se vali6 de la afirmacion de Gauss usada en su disertacion de doctorado de que
una rama de cualquier curva algebraica que entra en un espacio limitado debe
necesariamente salir de este espacio en alguna parte. Asi, Stillwell opin6 que la
demostracion de Gauss podria ser juzgada de manera diferente en la actualidad. Esto es
inobjetable: la definicién de funcidn continua surgié después de la disertacion de Gauss y
con un espiritu diferente al de ésta, una demostraciéon completamente rigurosa de acuerdo

con los estandares de nuestro siglo resultaria imposible en la época de Gauss. Sin embargo,
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la rigurosidad de Gauss no va encaminada al formalismo puro: su rigor tiene como punto
de partida el principio generador de los elementos que intervienen en su demostracion, y
este hecho deja muy por detrds los intentos de sus contemporaneos.

Sobre el tema del rigor en la primera demostracion del teorema fundamental del

algebra, Biihler escribi6:

La idea de la demostracion es intuitivamente accesible; la demostracion misma
no es rigurosa de acuerdo con nuestros estindares presentes, pero es
facilmente superior a cualquier esfuerzo anterior, especificamente al de

d’Alembert, al cual es relacionada. (Biihler 1987, p. 41)

Por otra parte, hay quienes opinan que Gauss intento convencer a sus lectores de que
su demostracion era la primera vélida mostrando las debilidades de los anteriores intentos,
pero dejando de lado que la suya contenia suposiciones no probadas (Stillwell 1989, p.
196). Stillwell senalo dos puntos débiles en la demostraciéon de Gauss que, segun su
criterio, impiden considerarla una demostracién completa: no se emplearon en ella las
propiedades geométricas de los nimeros complejos y no se utiliz6 adecuadamente el
concepto de continuidad. Segin Stillwell, la identificacién del nimero complejo = + iy con
el punto del plano (z, y) no fue reconocida por los matemadticos sino hasta fines del siglo
XVI1l, siendo hasta 1806 cuando Argand desarrollé completamente esta concepcion.
Stillwell agregd ademads que probablemente Gauss tuvo la misma idea que Argand sobre
los nimeros complejos, pero tal idea permaneci6 oculta en su demostracion (Stillwell

1989, p. 196).
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Sin embargo, lo que Stillwell considerd “oculto” en la demostracion de Gauss es en
realidad el sustento de la misma. Gauss desarroll6 previamente el concepto de nimero
complejo encontrando su principio generador como magnitud, lo cual volvio evidente en
su demostracion con la creacion de dos superficies asociadas a cada ecuacion polinomial.
Asociado con esto, en 1825 y en 1831 aperecieron los trabajos de Gauss sobre residiuos
bicuadraticos. El tratado de 1831 trata del dlgebra de los nimeros complejos. La nueva
teoria sobre estos nimeros expuesta por Gauss disip6 todas las dudas relacionadas con su
representacion por puntos en el plano (Struik 1987, pp. 144-145).

Para otros autores la demostracion de Gauss extendié exitosamente las ecuaciones
binomiales a los terrenos de las magnitudes complejas. Dunnington considera como uno de
los principales logros de Gauss la colocacion de lo imaginario sobre bases firmes, pues
Gauss interpretd /—1 como la media geométrica entre 1 y —1; ademds, fue el primero en
utilizar el simbolo i para v/—1. Desde la perspectiva de Dunnington, el hecho de
materializar la solucion completa de las ecuaciones binomiales fue suficiente para que la
facultad de Helmstedt otorgara el doctorado a Gauss (Dunnington 2004, p. 40).

En nuestros dias se concede privilegio a la creacion de nuevas estructuras
matematicas que surgen de las ya establecidas. Gilain, por ejemplo, se refiere a una
observacion de Bachmacova sobre la posibilidad de construir un cuerpo de
descomposicion para una ecuacion algebraica sin recurrir a la existencia del cuerpo de los
nimeros complejos (Gilain 1991, p. 119).

Es posible que se considere que el teorema fundamental del dlgebra ha perdido ya su

estatus de fundamental a causa de que el dlgebra ya no se relaciona inicamente con la
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teoria de ecuaciones algebraicas con coeficientes reales o complejos. Sin embargo, es a
partir del estudio de las raices de las ecuaciones algebraicas que surgen estructuras mas

abstractas en el algebra.
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REFLEXIONES

Comprender por qué las ecuaciones de segundo grado tienen 2 raices nos ha llevado por
caminos que la memorizacién de un algoritmo no nos puede mostrar. Hemos observado
como los arabes dieron una interpretacion geométrica sobre lo que una expresion
cuadrética representa y como sus ideas se difundieron por el continente europero gracias al
intercambio comercial que prevalecié en la época en que dominaron Espafia. Estas ideas
llegaron hasta Girolamo Cardano, quien interpreté geométricamente lo que una expresion
cubica representaba, pero rechazé las expresiones de grado mayor que 3 porque no tenian
sentido en la naturaleza, no podian modelar nada real; sin embargo, otros estudiosos de su
época trabajaron con expresiones bicuadraticas resolviéndolas satisfactoriamente. El
interés por los algoritmos crecid. Las matemadticas surgidas en un contexto social comercial
se convirtieron en base para el surgimiento de lo que hoy llamamos algebra. Se tuvo
conciencia del caracter cientifico de todas estas ideas cuando fueron confrontadas por
Rafael Bombelli con los trabajos diofantinos.

Por otra parte, fue inminente la necesidad de un simbolismo que permitiera realizar
célculos con mayor facilidad. El surgimiento del simbolismo va encadenado directamente

a la nocién de numero que los estudiosos tenian; finalmente, representar un nimero de
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forma general implicé comprender las propiedades que éste posee.

En cuanto al problema planteado inicialmente en este trabajo, se tiene que para
resolver satisfactoriamente una ecuacion de segundo grado necesitamos comprender como
se genera un numero complejo, qué es lo que lo hace posible y qué lo representa. En este
contexto, la primera demostracion valida del teorema fundamental del dlgebra, ademds de
“demostrar” expone de manera clara el significado de las ideas que lo componen,
mostrando asi que las matematicas no son Unicamente un lenguaje creado con una vision
formalista.

La demostracion de Gauss representa el desenlace de una importante etapa de las
matematicas, en la que se desarrollaron la concepcion de los objetos de estudio de la
misma, sus relaciones y sus transformaciones. La primera demostracion de Gauss de dicho
teorema promueve la creacion y el descubrimiento e invita a la apropiacion de las ideas: no
s6lo convence, sino que ilustra dejando en segundo plano los argumentos deductivos y el
rigor del formalismo al que los estudiosos de su época y los actuales se aferran.

Gauss regreso6 al pensamiento de los antiguos, retomé su filosofia y planted el
teorema fundamental del dlgebra recurriendo a la investigacion de la existencia de las
raices de una ecuacion y a su forma. Los argumentos de la demostracion estdn intimamente
relacionados con el objeto de estudio del teorema: las magnitudes complejas.

El estudio de las matematicas desde una perspectiva historica enriquece el
pensamiento gracias a que motiva y permite el planteamiento de muchas otras preguntas,
situacion que el estudiante no enfrenta en el &mbito escolar. En nuestros dias pareciera que

ya no se buscan principios generadores de objetos matematico. Esta posicion ha quedado
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relegada por la creacion de nuevas estructuras a partir de las ya establecidas. Es por ello
que, a pesar de las criticas hacia la primera demostracion de Gauss del teorema
fundamental del dlgebra, debe ser considerada vigente, apropiada y accesible para el
entendimiento y la apropiacion de los conceptos implicados.

El surgimiento del dlgebra puede considerarse paralelo al desarrollo de las ecuaciones
en un primer nivel, pues finalmente podemos considerar que una ecuacion existe como tal
hasta que puede expresarse un niimero cualquiera mediante un simbolismo universal.
Aunque los griegos, los drabes y otros estudiosos del medievo tenian los conocimientos
necesarios para resolver problemas que implicaban, desde nuestra actualidad, expresiones
cuadréticas, no podemos afirmar que usaban algebra, pues no tenian el simbolismo
requerido ni los métodos generales para una expresion general en la que interviniera un
objeto matematico general. Sin embargo, sus matemaéticas son tan valiosas como las
nuestras; sobresale que las ideas subyacentes de los procedimientos actuales de resolucién

de ecuaciones y la demostracion del teorema fundamental del dlgebra descansan en ellas.
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APENDICE
UNA DEMOSTRACION MODERNA DEL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL

ALGEBRA

En algunos textos de variable compleja se demuestra el teorema fundamental del dlgebra
con base en teoremas desarrollados después del siglo X VII1. Un ejemplo de estas
demostraciones es la que se realiza por medio del teorema de Liouville (Joseph Liouville,

1809 - 1882). Este teorema dice:

Teorema de Liouville. Si f es una funcion entera y acotada entonces f es constante.

(Conway 1995, p. 77)

Conway (1995) enuncia el teorema fundamental del dlgebra de la siguiente manera:

Teorema fundamental del dlgebra. Si p(z) es un polinomio no constante entonces existe un

niimero complejo a tal que p(a) = 0. (Conway 1995, p. 77)

La demostracion del teorema fundamental del dlgebra se realiza de manera indirecta, por

reduccion al absurdo.
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Seap(z) = ap2" + ap 12" + -+ + ag, cona, # 0yn > 1, una ecuacién
polinomial con coeficientes reales. El teorema fundamental del dlgebra afirma que el
segundo miembro de esta ecuacion puede descomponerse en factores de primer o segundo
grado; es decir, tiene raices en los complejos. Concretamente, p(z) = 0 tendra n raices,
algunas de las cuales pueden ser repetidas.

Supongamos que p(z) = 0 no tiene solucién. Tomando como modelo del campo de
los nimeros complejos al plano, lo dividiremos en dos regiones: la primera
serd Ry = {z | |z| < r}; laregion R, serd el resto del plano, es decir, Ry = {z | |z| > r}.

Consideremos la funcion zﬁ; como p(z) nunca se anula, tenemos que [ﬁ es una
funcién continua en todo el plano, en particular en R;. De acuerdo con la teoria actual de la
variable compleja, si f(z) es una funcién continua en alguna regién R del plano complejo,
| f(2)| también lo serd; ademds, si R es acotada y cerrada, es decir, si contiene a su

frontera, entonces existird un real positivo M tal que |f(z)| < M para todo z en R. Este

1
p(z)

resultado nos conduce a que < M para alguna M real, siempre que 2z se encuentre en

Ry, que es una region cerrada y acotada.
Analicemos ahora el comportamiento de ﬁ en la regién R,. Para ello utilizaremos

la desigualdad

£ (2) +9(2)| = [f(2)] = |g(2)], enlaque [f(2)] = [g(2)]

Expresemos p(z) como

p(2) = f(2) + g(2) siendo f(2) = an2" y g(2) = an-12""" + an22" " + -+ a1z +ao.



Notemos que r puede ser lo suficientemente grande para cumplir que | f(z) > |g(2)].
Tendremos asi que
p(2)| = |f(2) + 9(2)] = |anz" + an_12""1 + - + ag|

> |an2"| — |an_12""1 + -+ + ag|

= [f(2)] = lg(=)].

Por otra parte,

12" ap02" 4 ag] < fanoa|[2" T fanal[2]" 7 4 4 aol.

De este modo,

|@p2" + @ 12"+ ag| > a2 = |an_12" -+ ag

> Jan||2]" = (Jan-1][2[" + - + lao]),

siempre que 7 sea lo suficientemente grande para que el dltimo miembro de esta doble
desigualdad sea positivo. Tenemos asi que

p(2)] = lan]|2]" = (lan-l2]""" + - - + [aol)

||

= |an|2]" — |2|"! (\an,l\ + el 4 sl g il |Z"‘1?,'1).

Sea A el nimero mayor del conjunto {|a, 1|, |an_2|, |an_3|, -, |ao|}; se tendrd que

Ay Ay a A A A
] + 1222l ] 3|+---+|—°_|1§A+—+—
|| |2[? |2[" 2| |2[?

E

4o —— < nA.
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Como consecuencia, obtendremos que

Ay a A A
|an||z|n_|z|n—1 (’an_1|+| 2| + -+ ’ 0’ > Z |6Ln||2|n—|z|n_1 (A-l——"‘"""—)

|| i || 2"

> |anl|z]" = 2" (nA);

es decir,
n n— A A n n— n TlA
D) 2 lenlleP =l (44 2 et ) 2 o) = o (Jaal = 1 ).
z| || ]
Lo anterior nos lleva a que
1 1
<

PG o (jau) - 24)

el segundo miembro de la desigualdad alcanzara su valor maximo respecto a los puntos de

R cuando |z| = r, pues cada punto z de R, cumple que |z| > 7. Asi, en la segunda regién

1 1
p(2)] ~ 7 (|an| —22)

En R; se obtuvo que ol ( 1 < My en R, se concluy6 que " (lz)‘ < (ja l‘_ﬁ). Sea M
la mayor de las dos cotas. Se tendrd que ol ( I < M’ para cualquier z en el plano complejo.
De este modo, la funcién —— ( j es acotada. Bajo estas condiciones puede aplicarse el

teroema de Liouville obteniendose que ( y €s una funcidn constante, es decir, = k. Lo

(
anterior lleva a que p(z) = 1 y esto es absurdo ya que p(z) es una funcién polinomial.

Por lo tanto la ecuacion p(z) = a,2" + a,_12""' + -+ + a1z + ag = 0 si tiene

solucion en los complejos.
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