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Introducciéon

Desde finales del siglo XIX hasta nuestros dias se ha producido el sur-
gimiento (o re-surgimiento) de una gran diversidad de sistemas y lenguajes
logicos. Ejemplo de ello son los sistemas modales de Lewis (|[Lew60]), que
pueden considerarse como una extension de la légica clasica anadiendo un
operador modal, asi como su enriquecimiento con diversas modalidades como
la de la logica epistémica, temporal, dinamica, etc. ([Via00|), las logicas no
clasicas como la intuicionista desarrollada por Brouwer ([Bro75]), los sistemas
de logica paraconsistente (|[dC63]) o bien el uso que se ha dado a formalismos

como el calculo A ([Bar81]) o el calculo o (I[NAO1]).

Esta circunstancia ha dado pie a investigaciones que tienen como fina-
lidad el desarrollo de herramientas o teorias que nos permitan lograr algin
conocimiento general de esta diversidad. Su motivacion estd dada bien por
problemas teéricos, como saber el alcance de ciertos metateoremas de la
logica clasica, saber las relaciones que existen entre diversos sistemas 16gicos,
o bien por problemas préacticos, como el desarrollo de especificaciones en

computacion, para lo cual se requiere el uso de diversas logicas.

La manera en la que se han tratado este tipo de problemas ha sido muy

diversa. Un ejemplo notable dentro de la teoria de modelos abstracta es el

IX
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trabajo hecho por Barwise en |Bar74|, donde establece una axiomatizacion
para dicha teoria. La motivacion detras de este trabajo es el dar un marco lo
suficientemente general para trabajar con todas las logicas que extienden la

logica clasica de primer orden.

Siguiendo este mismo derrotero pero utilizando diferentes herramientas,
podemos mencionar el trabajo de Hintikka [Hin02|, en el que se utiliza teoria
de juegos para modelar el comportamiento de cuantificadores ramificados de
manera semantica (Ver apéndice A). Cualquier sistema logico que pueda te-
ner este tipo de semantica, se dice que es libremente afin con la logica clasica.
De manera semejante se han establecido propiedades como la afinidad logica

para los sistemas en los que se puede generalizar el operador de consecuencia

([Mako5]).

Como se puede observar, los enfoques mencionados se concentran en
establecer conexiones entre sistemas logicos de acuerdo a la relacion que
guarden con la logica clasica. En este sentido, a pesar de la diversidad de
sus métodos, dan un tratamiento muy semejante a los problemas antes men-
cionados. Existen al menos dos enfoques que intentan dar cuenta de estos
problemas mediante otro tipo de herramientas. La tendencia denominada
Légica Universal, fundada en el trabajo de J. Y. Béziau ([Béz95al), y la pro-
puesta que se da desde la Ldgica Algebraica Abstracta Categorica se centran

en el estudio de los sistemas 16gicos vistos como una estructura matematica.

Sin embargo estos dos enfoques difieren entre si. Para el primero, juega
un papel fundamental el rechazo a la dependencia de ciertas herramientas
como el dlgebra, la logica algebraica o la teoria de categorias para el anélisis

de los sistemas logicos y sus propiedades. El segundo es propiamente una
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generalizacion de los métodos usados tradicionalmente en logica algebraica
mediante el uso de teoria de categorias. Esto implica la postulaciéon de dos
diferentes nociones de lo que pueda ser un sistema logico visto como una

estructura matematica, es decir, de lo que pueda ser una estructura logica.

Por un lado, desde el enfoque de la logica categorica, se define una nocién
como la de Ldgicas generales de Meseguer ([Mes89]) que es una estructura que
refleja las propiedades de un sistema logico. Por el otro, con Béziau tenemos
la siguiente definiciéon base: una estructura logica es una estructura (S,F),
donde S es un conjunto que debe poder tomar cualquier tipo de estructura,
y | es una relaciéon sin axiomas predeterminados. Béziau parte de esta base
para dar algunas variantes de esta definicién y para dar una taxonomia de

las diversas estructuras logicas existentes.

En el presente trabajo defendemos que en la formalizacién de una no-
cion de estructura logica, no se puede dejar de lado una herramienta como
la teoria de categorias, que nos ha dado una formalizacién de la idea de es-
tructura matemaética en general, asi como un poderoso aparato para manejar
estructuras matemaéticas y obtener informacion de ellas. Esta defensa consta
de dos partes propiamente: en primer lugar, una critica al rechazo del uso de
la logica algebraica (que mas tarde se extiende en una critica al rechazo del
uso de la teoria de categorias) y a la nocion de estructura logica y estruc-
tura matemaética postulada por Béziau y en segundo lugar la presentacion
de la nocién de estructura logica dada desde la logica algebraica abstracta

categorica asi como de sus ventajas.

Debemos notar que las motivaciones del rechazo al uso de la logica al-

gebraica no son nuevas. Desde su inicio con el trabajo de Boole, se puso en
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tela de jucio la pertinencia de sus métodos. Ello, llevd a discutir el papel de
la logica dentro de las matematicas (y viceversa), en particular, con respec-
to al algebra. Ciertos resabios de esta discusion parecen seguir jugando un
papel determinante en la postura de Béziau. En el capitulo 1 exponemos un
panorama de lo que han sido las constantes en el rechazo al uso del algebra
en el estudio de los sistemas logicos.

En el capitulo 2 exponemos la postura particular de Béziau para este
rechazo y discutimos la pertinencia de tal postura. Como se menciono, el
corazon de su propuesta se centra en la nociéon de estructura logica, nocion
que se pretende formalizar para llegar a una estructura matemaética que sea
incluida dentro de las existentes.

En el capitulo 3 exponemos la idea de estructura matemaética y de estruc-
tura logica que propone Béziau y criticamos tales nociones. Proponemos la
definicion de categoria concreta, que es la definicion categorica de estructura
matematica, como el punto de partida 6ptimo para las preguntas planteadas
desde su postura.

Por tltimo en el capitulo 4 exponemos el trabajo que se ha hecho en Logi-
ca Algebraica Abstracta Categorica y las nociones que han sido la base de tal
propuesta que son la nocién de institucion y m-institucion. En particular de-
fendemos que la Logica Algebraica Abstracta Categorica da una herramienta
que resuelve muchos de los problemas planteados por el enfoque de la Logica
Universal como es el de saber qué tipo de estructura es un sistema légico
o qué relacion guardan entre si diversos sistemas, y se ha desarrollado con

anterioridad a la propuesta de Jean-Yves Béziau.



Capitulo 1

La idea de Universalidad

El inicio de las relaciones entre algebra y logica en lo que conocemos como
logica algebraica, se da con el trabajo de Boole ([Boo58|).! Sin embargo, el
uso de sus métodos en logica y el surgimiento de ciertos sistemas logicos, se
han visto como trabajos que implican distintos proyectos para el desarrollo

de la logica.

Uno de los sistemas que mas frecuentemente se confronta con el trabajo de
Boole es el propuesto por Frege (|[Fre72|). De aqui que generalmente se hable
de una tradicion Boole-Schréeder-Tarski y otra Frege-Russell. No obstante
que la idea de una disputa Frege-Boole es una idea falsa — el trabajo de Frege
es posterior al de Boole y ¢l nunca estuvo interesado en discutir con Frege,
es mas bien éste ultimo el que queria deslindarse del trabajo de Boole — es

importante notar lo que se dirime detras de tal confrontacion en tanto que

ITambién es usual encontrar a Tarski como iniciador de esta &rea en tanto que es el
primero en proponer una manera de relacionar las algebras booleanas con el calculo de

predicados. Sobre esto se comenta en el capitulo 2.
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estas ideas iluminan parte del desarrollo de la légica algebraica y parecen
seguir teniendo vida en el papel que pueda jugar el algebra dentro de la
logica o el papel de la logica algebraica misma dentro del desarrollo de las
logicas actuales, en particular en algunas propuestas que intentan construir

una teoria general de las logicas.

Un cambio importante para el desarrollo de la logica es aquel que repre-
senta el paso de la logica de predicados a la teorfa cuantificacional, dado por
el trabajo de Frege. En [vHG67|, van Heijenoort hace énfasis en una diferen-
cia que Frege mismo establece entre su sistema y el de Boole: su logica, a
diferencia de la desarrollada por Boole, no es un calculus ratiocinator o no

l l . . . l‘ h . 2 ﬁ .,
meramente un calculus ratiocinator, SIno una lingua characterica, “ refirién-
dose a la distincion que Leibniz tenia en mente para la creacion de una logica

matemaéatica.

Jean van Heijenoort senala que con esta distinciéon Frege intenta dar un
caracter universal a su proyecto de logica. Tal universalidad, es en primera
instancia, la universalidad que la teoria de cuantificaciéon tiene en su vocabu-
lario y que falta en el calculo proposicional. Para Frege, el trabajo desarro-
llado por Boole es una logica abstracta: las formulas de un lenguaje logico
son reducidas a sus valores de verdad, en cambio, con la introducciéon de
variables predicativas, variables, y cuantificadores las formulas pueden tener
significado.

Sin embargo lo importante del senalamiento de van Heijenoort es que hace
notar otra cara de la universalidad que implica el proyecto de Frege que se

juega en el dominio de cuantificacion supuesto. Para Frege, los cuantificadores

2 Articulo citado en [Hin97].



corren sobre todos los objetos, en tanto que en los sistemas de Boole, De
Morgan etc. tal dominio puede ser cambiado. En este sentido, el sistema de
Russell en [WR90|, no obstante que corre sobre tipos estratificados, sigue

siendo fijo.3

Esto llevo a diferentes respuestas en las tradiciones que representan tales
trabajos en cuestiones metalogicas. Por ejemplo, la respuesta a si un sistema
logico es completo, en un lado (Frege-Russell) era, experimental, nota van
Heijenoort utilizando una expresion de Herbrand. Del otro lado, Lowenheim
retomando la escuela de Boole nos lega su famoso teorema* fruto de la liber-

tad de poder cambiar de dominio de cuantificacion.

Ahora bien, no obstante que en los trabajos de Skolem ([Sko70]), Lowen-
heim (|[L6w67]) y Herbrand (|Her68|) se da la union de estas tendencias,
es decir, que histéricamente ambos proyectos terminan complementandose;
para algunos por los trabajos ya mencionados para otros por los trabajos de
Henkin ([Hen56, HMTS85]); se sigue manteniendo la distincion entre dos tipos
de trabajos logicos. De forma maniquea, esta distincion se puede caracterizar
mediante el ejercicio de una logica abstracta sin significado, y una logica mas

natural, apegada a una idea intuitiva de su uso en un lenguaje natural.

3La necesidad de que tal dominio fuera tinico no tiene una motivacion logica, y existen
diversas explicaciones a este respecto. Van Heijenoort senala que es debido a la ontologia
de Frege: solo existen objetos y funciones, y nada debe quedar fuera del sistema de la
logica. Hintikka ([Hin97]) sefiala que para Frege solo hay un posible Begriffsschrift en
tanto que so6lo existe un tipo de pensamiento humano que debe reflejar. Sin embargo esta

discusién no es importante para la presente exposicion.

4Teorema de Léwenheim-Skolem: Si un conjunto ¥ de sentencias de L tiene un modelo

infinito, entonces para cada cardinal k > |L| + w tiene un modelo de cardinalidad k.
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1.1. Dos proyectos de lenguaje universal

Otra caracteristica por la que se ha diferenciado a estas dos tendencias
es el papel que se le asigna a la logica dentro de las diversas areas de las
matemaéticas, en particular con respecto al algebra y a su interrelacion. Un
ejemplo de ello es el senalamiento que hacen Dunn y Hardegree: ‘The diver-
gences between the two fields (algebra and logic) was in part a matter of
attitude. Thus Boole, following in the tradition of Leibniz, wanted to study
the mathematics of logic, whereas the aim of Frege, Whitehead and Russell
was to study the logic of mathematics’ ([DHO1]).?

Comtnmente se dice que tal diferencia en la vision de las matematicas con
respecto a la logica, esta alimentada por la ya citada distincién que establece
Leibniz con miras al desarrollo de una légica matematica. Sin embargo, se
debe notar que tal distincion, a la luz de su motivaciéon histérica, no con-
tiene en si una vision que determine cierto papel a la logica dentro de las
matematicas o viceversa.

Antes bien, la idea de universalidad que esta detras de esta distincion es
algo que podemos ver no sélo en Leibniz sino en los filésofos de su tiempo,
més aun, esta idea es compartida por el proyecto de la logica de Leibniz y
por el proyecto del algebra abstracta, ambos en su espiritu mas ilustrado.

Leibniz en su Ars Combinatoria se propuso la tarea de encontrar un

alfabeto del pensamiento humano con el cual se pudiera, por medio del arte

SLa diferencia entre estas dos areas (algebra y logica) era en parte una cuestion de
actitud. Asi, Boole, siguiendo la tradiciéon de Leibniz, queria estudiar las matematicas de
la logica, en tanto que el objetivo de Frege, Whitehead y Russell era estudiar la logica de

las matemaéticas.
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combinatoria, dar cuenta de todo lo pensable, con lo que el razonamiento
quedaria reducido a una operaciéon cuasi-mecénica. En esta tarea, se debia
dar seguridad de que tal alfabeto fuera completo en el sentido logico es decir,
que el procedimiento elegido nos diera efectivamente todas las combinaciones
posibles. Esta preocupacion es la que dié lugar a la busqueda de una buena
notacion para este tipo de descubrimientos, cosa que no podia provenir tan
solo de una characteristica universalis sino que debian conocerse bien los

simbolos para las nociones que se tomarian como no analizables.

Kneal y Kneal (JKK86]) hacen notar al respecto, que Leibniz en algunas
obras se pronunciaba por el algebra como el modelo a seguir en este proyec-
to, en otras mencionaba que debia ser como el alfabeto chino. El proposito
principal era, en todo caso, que una gramética construida filoséficamente
facilitaria el razonamiento dando el marco para un calculus ratiocinator, es

decir, para este método cuasi-mecanico de trazar conclusiones.

Es interesante senalar que Leibniz estaba interesado en que se hiciera una
enciclopedia ya que pensaba que la coleccion sistematica del conocimiento
ayudaria a crear su characteristica universalis. En este tiempo, el proyecto
ilustrado de la enciclopedia, sblo lo ayud6 en concebir que el conocimiento

podia organizarse en un sistema deductivo.

No obstante, aquellos que intentaron llevar a cabo este proyecto —una en-
ciclopedia que recogiera todo el saber humano— quienes crearon la Encyclo-
pédie tenian asignado este mismo papel al lenguaje formal del algebra. Es-
to no so6lo por el caracter universal que se pretendia dar al algebra que se
desarrollaba en esta época, que es la semilla de lo que se autodenominé un

algebra moderna o un algébre nouvelle; sino por los fines para los que se
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queria desarrollar tal formalismo.

La distincion que D’ Alembert plantea —y con él gran parte de los matemati
cos iluministas— en la entrada de Algébre ([DBAILC84]) entre dos especies de
algebra: la numeral (numérale ou vulgaire) y la literal (littérale ou spécieuse,
ou la nouvelle Algébre) es un eco perfecto de la distincion establecida antes:
se busca el lenguaje formal en el que se pueda representar un problema in-
dependientemente de su naturaleza.

El 4lgebra numeral o vulgar es aquella de los antiguos algebristas, que no
tenfa lugar més que para la resoluciéon de cuestiones aritméticas. La cantidad
buscada era representada por cualquier letra, pero todas las cantidades dadas
eran expresadas en nimero. El algebra literal o aparente o la nueva algebra es
aquella donde las cantidades dadas, asi como las desconocidas son expresadas
o representadas generalmente por letras del alfabeto.

El algebra aparente no nacié como la numeral, tiene un tipo distinto
de problemas. Las letras usadas en el algebra representan cada una sepa-
radamente lineas o nimeros dependiendo de si el problema es aritmético o
geométrico, y puestos juntos representan el producto de planos, sélidos y de
potencias méas elevadas. Es decir, se esta en la busqueda de la definicién de
nuevas operaciones hechas en un lenguaje nuevo: el del algebra aparente.

Este lenguaje debia servir dentro de los diversos problemas que plantea la
matematica, sin embargo autores como Condillac tenfan en mente el poder

aplicar este formalismo a todo problema humano:

Les mathématiques sont un science bien traitée dont la langue
est ’dlgebre (...) Voila ce que je me propose. Ainsi les mathéma-

tiques, dont je traiterai, sont dans cet ouvrage un objet subor-
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donné & un objet bien plus grand. Il s’agit de faire voir comment
on peut donner & toutes les sciences cette exactitude qu’on croit

étre le partage exclusif des mathématiques ([dC98]).0

El caso de Condillac representa el extremo del proyecto ilustrado del
algebra, sin embargo en mateméticos como Lagrange, este mismo espiritu esta
presente en la intencién de convertir las ecuaciones de la mecanica analitica

al lenguaje del algebra:

On ne trouvera point de Figures dans cet Ouvrage. Les mé-
thodes que j’y expofe ne demandent ni conftructions, ni raifon-
nemens géométriques ou méchaniques, mais fuelement des opéra-
tions algébriques, affujetties 4 une marche réguilere & uniforme.
Ceux qui aiment I’Analyfe, verront avec plaifir la Méchanique en
devenir une nouvelle branche, & me fauron gré d’en avoir étendu

ainfi le domaine (|Lag88]|).”

Podemos ver, entonces, que la distincion leibniziana responde a cierta

6Las matematicas, cuyo lenguaje es el algebra, son una ciencia muy trabajada (...)
Es esto lo que me propongo. Pues las matematicas tal como las trataré en esta obra
son un objeto subordinado a un objeto mucho més grande. Se trata de mostrar cémo se
puede dar a todas las ciencias esta exactitud que creemos es la propiedad exclusiva de las

matematicas.

"En esta obra no se hallara ninguna figura. Los métodos que en ella expongo no re-
quieren ni construcciones ni razonamientos geométricos o mecanicos, sino solamente ope-
raciones algebraicas, sujetas a un desarrollo regular y uniforme. A quienes les gusta el
analisis, verdn con placer a la mecénica volverse una nueva rama, y sabran agradecerme

haber extendido asi la materia.
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idea de universalidad que era propia de la época y que llevo a la biisqueda
de ese lenguaje formal que pudiera ser una lengua comin para la resolucion
de problemas. No tiene que ver en principio con el establecimiento de un
lugar determinado para la logica dentro de las matematicas o viceversa. Esta
altima interpretacion esté ligada con la recepcion que ha tenido tal idea y
no con ella misma ni con un problema de la época.

Las posturas que estos autores han emitido acerca del papel que tiene,
o puede tener la légica dentro del conjunto de las mateméaticas responden
més bien a otro tipo de ideas.® Sin embargo, esta preocupacion sigue vigente,
cuando se plantea la pregunta por el papel que debe jugar la logica dentro
de las diversas areas matematicas y la preocupacion de que sea una rama

dependiente de una o mas de estas areas, o bien la preocupacion inversa.

8Ejemplo de ello son las siguientes citas de Boole y Halmos:

Tomando como fundamento este principio general, me propongo estable-
cer el Calculo de la Logica para el que reclamo un lugar entre las formas
conocidas del Analisis Matemaético, prescindiendo del hecho de que, en la ac-

tualidad, sea tnico tanto por su objeto como por sus instrumentos ([Boo79]).

La fisica no es la tnica fuente externa de las teoria matemaéticas; otras
disciplinas (como la economia y la biologia) pueden jugar un rol similar. Una
adicion reciente, y tal vez un tanto sorprendente, a esta coleccion es la logica
formal; la rama de las matematicas puras que se ha decantado de esta seréa
llamada aqui Logica algebraica.

La logica algebraica comienza desde ciertas consideraciones logicas especiales,
abstrae de ellas, la coloca en un contexto algebraico, y via la generalizacion
hace contacto con otras ramas de las mateméticas (como la topologia y el

anélisis funcional.) ([Hal56]).
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Es importante mencionar no obstante, que tal tipo de ideas pudo llevar
a postular diferentes tipos de sistemas. Dunn y Hardegree ([DHO1]) senalan
que la distincion entre las dos tradiciones en este punto (sus sistemas) es tan
sutil que no pudo ser vista hasta que Curry (|Cur77]) conté con los elementos
suficientes para hacer la distincién entre un sistema aseverativo y un sistema
relacional o bien uno ecuacional. Esta distincion, tal vez ahora més familiar,
puede darse en términos informales como sigue.

Curry, da una definicién general de sistema, como una cierta clase con-
ceptual de objetos llamados objetos formales, y una clase conceptual de pre-
dicados, llamados predicados bésicos, que tienen asociado un nimero natural
llamado su grado. Llama enunciados elementales a aquellos enunciados que
aseveran que un predicado basico se satisface para una secuencia ordenada

de objetos formales en un nimero igual a su grado:
b(ay,....,an)

Dada esta definicién, podemos decir, de manera general, que un sistema
en el que hay un solo predicado que es una relacion (binaria) se llama un
sistema relacional (binario). Si la teorfa del sistema es tal que la relacion
es reflexiva y transitiva, entonces el sistema se llama cuasi ordenado, si la
relacion tiene las propiedades de la igualdad se llama un sistema ecuacional.

Un sistema en el que s6lo existe un predicado y es unario se llama de tipo
aseverativo o logicista. Se le da tal nombre por la prevalencia de este sistema
dentro de importantes estudios logicos.

Para la operacion unaria se utiliza la operacion F, es decir, los enunciados

elementales seran de la forma:

X
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donde X es un objeto formal. El signo  es llamado signo de aserciéon y

usualmente un sistema arbitrario puede ser reducido a un sistema aseverativo.

Esta distinciéon ha dado dos maneras de acercarse a casi cualquier logica
(mediante un sistema asertivo o uno ecuacional o relacional). El método
de Tarski-Lidenbaum nos ha dado una manera de relacionar este tipo de
sistemas,” y es un trabajo que une estos dos enfoques y que da lugar a uno de
los problemas mas importantes en logica algebraica. Cuando Curry establece
esta distincion, la ejemplifica con lo que considera los sistemas relacionales

mas importantes hasta esos anos (1963) (|Cur77, p.66|).

Curry se refiere a las obras de Tarski en algebras cilindricas y los traba-
jos de Halmos en é&lgebras poliadicas (|[Cur77]). Si anadimos a estas obras
los trabajos de Rasiowa (|Ras74|), Sirkoski (|[RS63]) y de Wajsberg (obras
que no comentaremos aqui), tenemos un buen panorama de lo que fueron los
inicios de la logica algebraica. Notemos ademés que, en particular, las alge-
bras cilindricas de Henkin, Monk y Tarski ([HMTS85], HMT en adelante) y
las poliddicas de Halmos (|Hal54, Hal56]), se desarrollan a partir del trabajo
de Boole enriqueciéndolo con operadores de cuantificacion, en este sentido,
podemos verlos también como trabajos que han unido (nuevamente) los re-

sultados importantes de las tradiciones antes mencionadas.

9Ver capitulo 2.
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1.2. Piedras de toque en la logica algebraica

El sistema que Boole present6 en [Boob8| era de facil manipulacion pero
presentaba algunos defectos.!” En el curso de la mitad del siglo después de
la publicaciéon de tal obra, estos inconvenientes fueron removidos por sus
seguidores. Jevons comenzo esta reforma en 1864 en [Jev64], en donde sugiere
el uso del simbolo + en el sentido del o inclusivo. La forma actual de las
‘algebras booleanas’ es una herencia de E.V. Huntington que desarrolld en
[Hun04].

Recordemos entonces la definiciéon de algebra booleana actual que here-
damos de Huntintong:

Podemos construir lo que es un algebra booleana partiendo de una latiz
que es un conjunto parcialmente ordenado en donde cada subconjunto de
dos elementos tiene tanto supremo como infimo. Entonces, dado un orden
parcial (X, <) definimos V y A como sigue:

Para cada dos elementos z,y € X xVy = sup{x,y} y x ANy =inf{z,y}

Dada una latiz L y para cualesquiera elementos x,vy, z € L; si L cumple

las siguientes identidades:

L. xVy=yVzx TANYy=yAzx
Ly. xV(yVz)=(xVy)Vz xAyAz)=(@Ay) Az

Ly. (zVy)ANy=y (@Ay)Vy=y

1ONo se podia escribir # 4+ i a menos que se supiera el valor de verdad de la ecuacién
zy = 0, asi como algunos defectos de rigor como el uso de la letra v para la expresion de
proposiciones existenciales, que no se admitieran coeficientes numéricos que no fueran el 0
y el 1, y el uso de la operacion de divisiéon al cual no se le asigna un significado constante

en logica ([KK86]).
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y, si ademés cumple ser complementada, es decir, si tiene un elemento méaximo

1 y un elemento minimo 0 y para cada x € L, existe y € L tal que :

Ly zVy=1y zNy=0
(tal elemento y se llama el complemento de x y es denotado por z’) y dis-

tributiva:

Ls. (zVy)ANz=(xAy)V(rxAz)
(xAy)Vz=(xVy A(zVz2)
lo cual obliga a ser tnico al complemento; entonces tenemos un algebra

booleana. Alternativamente podemos decir que B una estructura algebraica:
B=(B,V,A,x*,0,1)

donde * es una operaciéon unaria llamada de complementacion, y V, A satis-

facen L; — Ls, es un algebra booleana (|KK86, BS97|).

1.2.1. Henkin, Monk y Tarski

Como mencionamos, la construccion de algebras cilindricas comienza con
la finalidad de introducir la cuantificaciéon explicita dentro de las algebras
booleanas mediante la introducciéon de operaciones de cilindrificacion ¢,. La
definicion de algebra booleana de la que parte el trabajo de HMT es ligera-
mente distinta a la dada anteriormente, pero son equivalentes. Un algebra
booleana es una estructura algebraica 4 = (A, +,-,—,0,1) en donde + y -
son operaciones binarias y — es una operacion unaria sobre A, mientras que
como es costumbre 0, 1 son elementos distinguidos de A y que satisfacen bien

conocidos postulados. Sin embargo la version que presentan aqui HMT tiene
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algunas modificaciones sugeridas por [Berb0| —para mayores detalles véase
[HMT85, pp.161 y ss.|-, y es la siguiente:

Para cualesquiera z,y, z € A:

(Bo) +y=y+u, Toy=y-x (1.1)
(B1) 2+ (y-2)=(x+y) (z+2) e (y+z)=(x-y+( 2 (1.2)
(B2) T+0=0, rol=gx (1.3)

(Bs) o+ —x=1 zo—1=0 (1.4)

Se define un algebra cilindrica de dimensién a donde « es cualquier ordinal

como una estructura algebraica:
U= <A7 T O, 1: Ck)s dﬁ,)\>k,)\<a

tal que, 0, 1 y d,» son elementos distinguidos de A llamados elementos dia-
gonales (para todo k,\ < «), + y - operaciones binarias sobre A, y las
operaciones ¢,, con ¢, : A — A, llamadas cilindrificaciones, tales que los
siguientes postulados se satisfacen para cualesquiera x,y € A y cualesquiera

Ry A, b <

(Co) La estructura t = (A, +, -, —,0, 1) es un algebra booleana

(Ol) CHO =0

(Cy) x < cur (ie. T+ cut = Ci2)
- (03) Cﬁ(z : Cmy) = CgT - CRY

n (Cy4) cxernt = creur



14 1. LA IDEA DE UNIVERSALIDAD

L] (C5) dﬁﬁ == 1
n (Cg) Sik# M\ p, entonces dy, = cq(dys - dyy)
w (C7) Sik# Xentonces, c¢(dey-x) - co(den—2) =0

Notemos que este tipo de formulacion, al igual que el de las algebras
poliddicas que se definiran adelante, supone un conjunto contable de varia-
bles.

Otra fuente més concreta de &lgebras cilindricas es la de las algebras
cilindricas de conjuntos que Tarski introdujo como una contraparte algebraica
de la semantica de logica de primer orden.

No obstante que estas algebras son en gran medida equivalentes en muchos
resultados con las algebras poliadicas, las primeras han representado una
fuente muy amplia de problemas para la logica algebraica, como se expone

en el capitulo 2 y en el apéndice A.

1.2.2. Halmos

Utilizando también como base un algebra booleana, Halmos desarroll un
formalismo semejante a las algebras cilindricas, y este fue el de las algebras
poliddicas, que definimos a continuacion.

Sea « un ordinal arbitrario. Un dlgebra poliddica de dimensiéon « es una

estructura algebraica:

U= <A7 +, = 07 17 Cr, ST>F§a,T€T

donde T" = {7|T : @« — a}, + y - son operaciones binarias sobre A, — y

cr son operaciones unarias sobre A, 0,1 € A y los siguientes postulados son
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satisfechos para cualesquiera xz,y € A, cualesquiera I') A C « y cualesquier

o,Trel:

(Py) La estructura 4 = (A,+,-, —,0, 1) es una algebra booleana

(P1) cr0 =0

(P) x < crx

w (P3) cp(z-ery) = crx - cry
» (Py) cor==x

n (P5) crear = crpat

n (F) Satrar =

n (P7) Sgor® = 555:0

(P8) Sd(m + y) = S;T + Sol

s (Py) So(—2x) = —s,x

(P) Si (") T o = (a"T) 1 7, entonces s,crx = S,crx

(Py1) Si (7' -T) 1 7 es uno a uno, entonces, crs,& = s,caAT, con

A=7r"1.T

donde el subindice o T Id significa que se toma el dominio de la funciéon
identidad restringido a «, y o~T significa la diferencia de o y I', y 77! es
la inversa de 7. Notemos que los elementos de T son permutaciones de los
elementos de un conjunto de cardinalidad «, por lo que son funciones que

tienen inverso.
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Con lo que tenemos la formalizacion alternativa a las algebras cilindricas
para definir un cuantificador en un algebra booleana. Las relaciones que se
establecen entre las algebras cilindricas y las poliadicas fueron detalladas
también en [HMTS85].

Notemos entonces que esta diferencia entre sistemas nos da dos herra-
mientas para abordar el estudio de diversos sistemas logicos, y que seria
incorrecto juzgar que responden simple y sencillamente a una diferencia de
enfoques. Como se menciond la logica algebraica ha dado medios de rela-
cionar estos dos tipos de construcciones y con ello brinda informaciéon que no
tenemos dentro de ninguno de estos enfoques por separado como sucede en la
aplicacion del método de Tarski-Lindenbaum (Ver capitulo 2). Sin embargo,
esta diferencia entre sistemas sigue mencionandose como una diferencia entre
dos tradiciones. Por un lado, una tradicién cuyos formalismos ayudan poco
al estudio de logicas existentes y por otro, una tradicién que se preocupa mas

por el caracter no-formal y lingiiistico de la logica.



Capitulo 2

Nuevas logicas, nuevos problemas

En el capitulo anterior senalamos las constantes mas relevantes en las
criticas que se han hecho a la tradicion logica que privilegia el uso de he-
rramientas algebraicas para la formalizacion de sistemas o su estudio. Estas
constantes siguen vigentes ahora en el nuevo contexto de un patente creci-
miento de los sistemas logicos existentes. En este capitulo nos interesa ver
el papel que juegan en la propuesta de la l6gica universal. Para ello veamos

primero un esbozo de lo que es ésta propuesta.

2.1. Logica Universal

El término Ldgica Unwviersal, ideado por J.Y. Béziau, aparece por primera
vez en 1995 ([Béz95¢c, Béz95al). Este, reemplaza al término ldgica abstracta
([Béz94]), que fue una idea temprana acerca de lo que deberia ser un estu-
dio de los sistemas logicos en abstracto. Ambos términos fueron acunados

en analogia con términos de origen algebraico. El ultimo en analogia a la

17
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definicion de algebra abstracta dada por Birkhoff en [Bir40]," el primero en
analogia al algebra universal.

Asi, una légica abstracta era pensada como una relaciéon de consecuencia
sobre un conjunto indeterminado ([Béz01]), y si el dlgebra universal tiene co-
mo objeto el estudio de las estructuras algebraicas, la 16gica universal tendria
como objeto el estudio de las estructuras logicas.

Podemos dar una vision de lo que es esta tendencia mediante la siguiente

caracterizacion que Béziau ha dado en sus manuales [BCL05, BHC107]:

What is universal logic?

In the same way that universal algebra is a general theory of
algebraic structures, universal logic is a general theory of logical
structures. (...) Universal logic is not a new logic, it is a way of
unifying this multiplicity of logics by developing general tools and
concepts that can be applied to all logics.

One aim of universal logic is to determine the domain of va-
lidity of such and such metatheorem (...) and to give general for-
mulations of metatheorems. (...) Universal logic can also be seen
as a toolkit for producing a specific logic required for a given
situation, (...)

Universal logic helps to clarify basic concepts explainig what

is an extension and what is a deviation of a given logic, what does

!Damos a continuacion la idea de dlgebra abstracta o simplemente algebra de Birkhoff:
Un dlgebra A es un par (S, F) donde S es un conjunto de elementos no vacio, y F es un
conjunto dado de operaciones f, en donde para cada « se establece f, : S™®) — S| para
algin entero finito no negativo apropiado n(«). En particular, por ejemplo, para el caso

de grupos, tal operacion satisface los axiomas de grupo [Bir40, p.132].
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it mean for a logic to be equivalent or translatable into another

one (...).2

Propone que una teoria general de las logicas debe ser una teoria formal
que no dependa de su objeto. En este sentido, menciona a Tarski como el
iniciador de una teoria general de las logicas con el desarrollo de su teoria de
la consecuencia logica como un operador que se puede caracterizar por medio
de algunos axiomas basicos sin importar la légica que se esté tratando.

Este operador es lo que se conoce como un operador de consecuencia
finitario. Consideremos para algin conjunto contable A, funciones

Cn: p(A4) — p(A)

tales que satisfacen para cada X C A,

1. X CCn(X)

2. Cn(Cn(X)) =Cn(X)

2Del mismo modo que el algebra universal es una teoria general de las estructuras
algebraicas, la logica universal es una teoria general de las estrucutras logicas. (...) La
logica universal no es una nueva logica, es una forma de unificar la multiplicidad de logicas
mediante el desarrollo de herramientas generales y conceptos que puedan ser aplicables a
todas las logicas.

Una de las metas de la légica unviersal es determinar el dominio de validez de tal y tal
metateorema (...) y dar una formulacion general de ciertos metateoremas. (...) La logica
universal también puede ser vista como una caja de herramientas para producir una logica
especifica requerida para una situaciéon dada, (...)

La logica universal ayuda a clarificar conceptos basicos explicando qué es una extension
y que es una desviacién de una légica dada, qué significa para una logica que pueda ser

traducida en otra o ser equivalente a otra logicaf(...).
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3. On(X) =U{Cn(Y) : Y C X,Y finito}

La condicién 3 es llamada la condicién finitaria, que implica la propiedad

débil de monotonia de Cn, es decir:

4. Si X CY, entonces Cn(X) C Cn(Y)

El operador de consecuencia no necesita definirse sobre un conjunto contable
y es cualquier funciéon Cn : p(A) — p(A) que satisface las condiciones
1 y 2. Si ademas satisface 3 el operador de consecuencia se denomina fini-
tario (|[FJP03|). Tarski anade ademés algunos axiomas que ya no son validos
para cualquier disciplina deductiva, sino sélo para aquellas que presuponen
el calculo de proposiciones (|Tar28, Tar30, Tar35]).

La importancia de las propiedades que determina este operador es que
son el punto de partida para la investigacion de propiedades estructurales que
sean aplicables a diversas logicas. Esto ha sido asi desde el inicio de la teoria
de modelos abstracta, hasta la propuesta de la l6gica universal. En particular,
el enfoque de la légica universal intenta ver en qué medida este tipo de
propiedades pueden determinar a un sistema légico como una estructura
mateméatica, ademas de clasificar las 16gicas que denomina ‘normales’.?

No se busca saber si un sistema logico tiene una estructura de anillo con-
mutativo con unidad bajo su representaciéon como un algebra o si tiene algin
orden bajo alguna relaciéon o es algiin tipo de espacio bajo cierto operador. Se
busca encontrar qué tipo de estructuras son las estructuras logicas de manera
que se logre una formalizaciéon de una estrucutra que no sea de ninguno de

los tipos antes mencionados y que deba ser incluida dentro el catalogo de es-

3Es decir, las logicas que cumplen reflexividad monotonia y transitividad.
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tructuras matemaéticas existentes ([Béz02, Béz00]). Y este es el punto nodal
de su propuesta: determinar el tipo de estructuras que son las estructuras
logicas.

Ahora bien como se mencioné en la introducciéon, para Béziau lo que
llamamos logica algebraica no es una herramienta que sea lo suficientemente
general en su analisis como para abarcar las diversas logicas existentes y para
ser de ayuda en esta tarea. La critica al uso de este tipo de herramientas
constituye el punto de partida de su propuesta y en gran medida una de las

motivaciones principales para el surgimiento de la misma.

2.1.1. El papel de la légica algebraica

LEn qué radica la critica al trabajo que se hace en logica algebraica? Su
critica es de dos tipos. Por un lado critica la ‘calidad’ del analisis que ofrece
ésta area y por otro el alcance que puede tener. Antes de presentar éstas
criticas, debemos tener en cuenta que Béziau restringe lo que debe entenderse
por logica algebraica. Para él, bajo este nombre se han agrupado trabajos que
hacen un estudio de las logicas que involucran conceptos algebraicos, o bien
simplemente los trabajos hechos desde la l6gica polaca. Pero eso es incorrecto
y lleva a confusiones (|Béz00]). Para Béziau, por logica algebraica debemos
entender ‘el estudio de las estructuras de tipo Tarski-Lindenbaum’[Béz00].

Recordemos la construccién a la que el autor intenta referirse. Esta al-
gebra se da definiendo una relacion = sobre un conjunto F' de férmulas del

calculo proposicional dada por:

p=vYsiysolosi Fo—PYy Fp—op (2.1)
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que es una relacion de equivalencia sobre F'. Ahora, dado ¢ € F' denotamos

con [p] su clase de equivalencia bajo =, esto es:

[Pl ={v e F:p=1}

Sea

F/=={lp]:peF}

Definimos una relaciéon < sobre F'/ = dada por

o] < [Y] siy sélosi Fo—

y tenemos el algebra booleana llamada de Tarski-Lindenbaum, TL en ade-
lante (|[BS97]).

Podriamos denotar por TL = (F,=) lo que Béziau llama estructuras de
tipo TL, donde F' es un conjunto de féormulas y = es la relacion antes definida.

Entonces

If one considers algebraic logic as the study of this kind of
structures, and this is probably the only rigorous way to use this
terminology, it seems then that algebraic logic is too restricted

for developing a general theory of logics (|Béz00]).*

Partir de tal vision de la logica algebraica es, sin embargo, desafortunado

ya que restringe el campo de lo que es este ejercicio de manera innecesaria.

4Si se considera la logica algebraica como el estudio de este tipo de estructuras (TL), y
esta es probablemente la inica manera posible usar este término rigurosamente, parece en-
tonces que la logica algebraica es demasiado restingida para desarrollar una teoria general

de las logicas.
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Lo que conocemos como las algebras de TL es un método que relaciona
algebras de logicas con sistemas logicos. Intuitivamente, decir que una légica
es algebraizable es decir que esta logica puede ser relacionada con algtun tipo
de estructura algebraica mediante algin tipo de relaciéon. En este sentido,
el método particular TL ha jugado un papel muy importante dentro del
desarrollo de la logica algebraica, sin embargo esta area dista mucho de ser

tnicamente el estudio de tal método.

Tradicionalmente la logica algebraica se concentré en la investigacion al-
gebraica de clases particulares de algebras de logicas, pudieran éstas o no
ser relacionadas con algin sistema aseverativo por medio del método de TL
([FJPO3]).

Las algebras cilindricas, poliddicas y de Wajsberg® fueron delineadas antes
de que éste método fuera aplicado por primera vez. Por el contrario, las
algebras de Heyting ([Bor94, DHO1]), parecen ser el primer ejemplo de una de
las algebras de la logica que fueron identificadas por la aplicaciéon de TL a un
sistema aseverativo conocido, a saber, el calculo proposicional intuicionista

(|Bro75, Gab81]).

De modo que la independencia de este tipo de algebras del método cita-
do es evidente. Es importante senalar en este sentido que el estudio de los
procesos por los cuales una clase de algebras puede ser asociada a una l6gi-
ca arbitraria es uno de los principales temas de investigacion dentro de ésta
area.

Ademas debemos notar que las algebras cilindricas o las poliddicas no

han sido sé6lo construcciones que historicamente resolvieron el problema de

5Ver apéndice B.
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incluir la cuantificacion explicita dentro de los modelos algebraicos, sino que
son un objeto de estudio en si mismas. Un ejemplo de ello es la utilidad que
ha tenido el uso de las algebras cilindricas y su papel en el desarrollo de
formalismos como las élgebras cilindricas modales ([Ven95]).

Las algebras cilindricas también dieron pie al surgimiento de uno de los
problemas que tal vez sea el que menos se restringe al estudio del método
TL. Nos referimos al problema de representacion.’

Ahora bien, la critica que Béziau hace con respecto a la extension o el
alcance que tiene este tipo de métodos tuvo como motivacién el mostrar
que el tipo de formalismos dados desde la logica algebraica eran carentes de
significado, o abstracciones que en su complejidad no capturaban un ejercicio
mas natural de las logicas, muy en el espiritu de las criticas hechas por Frege
a Boole [Béz93, Béz96b, Béz99, Béz00).

En este sentido, Béziau trabaja en dar contraejemplos de légicas que no
puedan ser capturadas por estos formalismos y en 1997 (|Béz97]), se pregunta
JExisten logicas que sean algebraizables mediante una relaciéon de congruen-
cia diferente a la que propone el método TL? Blok y Pigozzi, entre otros, se
habian preguntado esto mismo en 1986 en su articulo [BP86].

La respuesta en ambos casos es: si, existen logicas que son algebraizables
y a las que no se puede aplicar el método de TL. Sin embargo, el marco de
la pregunta hecha por Béziau presupone, como se menciond, que el tnico
método para algebraizar una logica, es TL. Por ello, Béziau da como res-

puesta un ejemplo de este tipo de logica, que es el sistema € de da Costa’ y

5Ver apéndice C.
“El problema de la algebraizabilidad de C; fue planteado por da Costa mismo casi

desde la formulaciéon de su sistema. El desarrollé un método alternativo para algebraizar
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propone un sistema alternativo: C" ([Béz95b]), que es algebraizable por TL.
Blok y Pigozzi dieron un criterio por el cual podemos decir en sentido estricto
cuando una logica es algebraizable o no, independientemente de que sea al-
gebraizable por el método TL o por algin otro método. El punto importante
para Béziau detras de esta pregunta es el mostrar que existen logicas que
no son algebraizables mediante el método TL, y que sin embargo son sus-
ceptibles de ser vistas como una estructura.® En este sentido, Béziau toma
como el ejemplo de los limites de esta area el hecho de que la logica paracon-
sistente Cj como es presentada por da Costa en [dC63| no es algebraizable
(|Bé2z93, Béz97, Béz98, Béz00, Béz01]).

Los sistemas C' son una familia de sistemas basados en la idea de permitir
el uso de la logica clasica en proposiciones ‘normales’ o consistentes pero no
en el caso de las proposiciones ‘abnormales’ o inconsistentes. Esto lleva a la
formulacion de un operador o para poder hacer esta division formal. ‘oy’
significa, intuitivamente ‘p es consistente’. Estos sistemas cumplen con una

serie de condiciones bésicas que damos a continuacion ([CCIDo02]).

Sean ‘C:? = {\/7 A, _>}7£cl = {\/, A _'}7 y ‘aC = {\/7 Ny —, 7, O}

su logica mediante lo que llama ‘algebras de Curry’ ([dC66, dCBB95]). Tal construccion ha
sido de utilidad en otro tipo de légicas paraconsistentes (|[AAN]). Mortensen, en [Mor80]
prueba que en C7 no se pueden establecer mas relaciones de congruencia sobre el dlgebra
de féormulas que no sean las triviales. Sin embargo, tal prueba no cuenta con un criterio

de algebraizabilidad, pero fue hecha antes de que algin criterio fuera formulado.
8Béziau menciona que hay personas (no ofrece referencias al respecto) que piensan que

las légicas que no son algebraizables no son susceptibles de ser vistas como estructuras.
Sin embargo, debemos notar que ésta idea no ha surgido desde el ejercicio de la logica

algebraica. Esto serda mucho mas claro en los siguientes capitulos.
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Sea HCL™ un sistema estandar de tipo Hilbert que tiene MP como tnica
regla de inferencia, y que es correcto y fuertemente completo para el frag-
mento £, de logica proposicional clasica.

Se definen los siguientes sistemas en L¢:

bC o C es el sistema que se obtiene de HCL™ adicionando los esquemas:
(t) ~p Ve
(c) "o — o
(b) o — ((p A=) — ¥)
Ci es el sistema obtenido de C por la adicion del esquema:
(i) 7o = (pA—p)

Cia es el sistema obtenido de Ci por la adiciéon del siguiente esquema:

(a) op Aotp — o(p*1)), conx € {V,A,—}

Ahora para L € {C, Ci, Cia}

Le es el sistema obtenido de L adicionando:
(€) ¢ = =

L1 es obtenido de L adicionando:
(1) ~(p A=) = op

L1le es el sistema que se obtiene adicionando (1) y (e).

El sistema Cial es equivalente al sistema C) de da Costa (|dC74]. El papel
de este contraejemplo no es el de dar un caso que invalide los resultados
obtenidos mediante logica algebraica en el estudio de otros sistemas logicos
(para lo cual seria suficiente), sino el de ser un caso en el que no podemos

aplicar el método de TL. Entonces, como contraejemplo, es al menos uno
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muy particular,” y puede considerarse sin ninguna novedad ya que el hecho
de que el método TL no es el tinico que puede dar algin tipo de estructura
a un sistema logico es algo que es sabido al menos desde la propuesta del
criterio de algebraizabilidad de Blok y Pigozzi, y ya se tenian pruebas de la
no-algebraizabilidad de C; por TL.*

La suposicion de que el tinico método para relacionar sistemas logicos con
algebras es TL parece estar detras de muchos de los trabajos de Béziau. Por
ejemplo, en [Béz98| intenta dar una prueba de que una logica con negacion
paraconsistente no es algebraizable. Es facil ver como esta idea es asumida
aqui.

Dada una logica £ = (S,Cn) donde S es un conjunto cualquiera, define
una negacién paraconsistente como un operador unario sobre S que cumple

la siguiente condicién:
Existe a € S tal que Cn{a,—a} # S

Para esta prueba establece el siguiente criterio de algebraizabilidad:

Criterio 2.1 Una negacion es algebraizable si dados a,b € S, tales que a = b
entonces ~a = —b. Esto es, una logica es algebraizable si la equivalencia logica

es una congruencial sobre su conjunto de formulas.

De donde, si demuestra que la negacion paraconsistente con —(a A —a)

como teorema (lo que constituye una negacién paraconsistente plena que es

9Podriamos mencionar que existen légicas paraconsistentes que si son algebraizables,

como la logica paraconsistente P1 ([LMS94]).
0Ver nota 8 de este capitulo.
"Una congruencia es una relaciéon de equivalencia sobre el 4lgebra de férmulas compati-

ble con las operaciones logicas. Esta idea se definira formalmente més adelante.
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la que utiliza el sistema de da Costa) no es algebraizable, entonces se seguira
que toda logica que tenga tal negacion no seré algebraizable ([Béz98, p.137]).

Este criterio es sin embargo parcial o no es estricto. Del hecho de que no
podamos establecer una ecuacion del tipo (2.1) que sea una congruencia sobre
el dlgebra de formulas no se sigue necesariamente que la logica en cuestion
no sea algebraizable. Existen logicas para las que esta ecuaciéon no puede ser
definida directamente sin que ello signifique que son no-algebraizables.

Un ejemplo muy claro es el sistema R de relevancia (|JAB75]), en donde
(2.1) no se puede establecer de manera directa en tanto que en esta logica
existen teoremas ¢ y v para los cuales la implicacion ¢ — 1 no es un teorema.
Sin embargo, es un sistema algebraizable de acuerdo al criterio que daremos

a continuacion.

2.1.2. Algebraizabilidad

La utilidad de un buen criterio de algebraizabilidad radica en que es éste
el que nos mostrara los limites de aplicacion de los métodos de la logica alge-
braica. El hecho de mostrar una légica que no es algebraizable no dice mucho
de los alcances de estos métodos. Ademas resuelve el problema que represen-
ta saber cuando podemos establecer que una légica no es algebraizable en
sentido estricto.

Un buen punto de partida para esto es el trabajo que Blok y Pigozzi han
hecho al respecto.'? Nos han dado un criterio y una condicion suficiente para

poder establecer este tipo de propiedades.

12En un sentido un poco distinto Andréka, Németi y Sain han introducido un proceso

de algebraizacion mediante seméanticas [AN94, ANS84, ANS93].
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Este criterio para logica proposicional es el siguiente: Un sistema de-
ductivo S es algebraizable si éste tiene una seméntica algebraica equiva-
lente (|[BP86]). Vayamos poco a poco para exponerlo. Para ello debemos dar

primero algunas definiciones.

Definicion 2.1 Por un lenguaje proposicional se entenderd un conjunto L
de conectivas proposicionales. Las L — formulas son construidas sobre el
congunto de variables proposicionales po, p1, ... usando las conectivas de L.
Se denota el conjunto de todas las formulas de £ por Fmg, y es llamado el

dlgebra de formulas.

Definicion 2.2 Un sistema deductivo S sobre L estd definido por un con-
Junto (posiblemente infinito) de reglas de inferencia y axiomas.*> Consiste de
un par § = (L,Fs), donde ks es una relacion entre conjuntos de formulas y
formulas individuales, y se define por la condicion: A Fg 1 si y sélo si ) estd
contenido en el conjunto mds pequeno que incluya a A union el conjunto de
todas las instancias de sustitucion de los axiomas de S, y sea cerrado bajo

4

derivabilidad directa ** mediante las reglas de inferencias de S. La relacion

Fs es llamada la relacion de consecuencia de S.'°

13Por una regla de inferencia (finitaria) se entenderd un par (T, ¢) donde I" es un conjunto

finito de formulas y ¢ una formula ([BP86]).
Decimos que una formula 1) es directamente derivable de un conjunto A de férmulas

por la regla de inferencia (I, ) si existe una sustitucion o tal que o(¢) =¥ y o(T') C A,
donde: o(T') = {0 () : ¥ € T'} y o esta definida como sigue:
A partir de una asignacion o : {pg,p1....} — Fm, extendemos a una una funciéon de

sustitucion: o : Fmz — Fm, donde o(p(po, .-, 0n-1)) = o/ (Do), - -, Pn-1/0(Prn-1))
5 Usualmente denominamos a esta relacion la relacién de derivabilidad.
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Ejemplos de la definicién anterior son los siguientes:
El célculo proposicional clésico:
CP = (Lcp,Fep) con Lop = (V, A, —, )
como conjunto de axiomas:
Acp ={a— (6 — a)
(@ = (6—7) = (a—=pF) = (a—7)),
(=8 = —a) = (=6 — a) = F}
y su conjunto de reglas de inferencia es:
Rep = {{{a,a — 8}, 8)}
El sistema de relevancia R
R = (Lr,Fr) con Lr = (V, A\, —, )
su conjunto de axiomas es:
Ar ={p—p,
P—a)—=g—r)=@—r),
p—(lp—4q) —a)
p—=P—q)—=@—09,
(pAg) = p,
p—(pVa),
(= A=) —=(p—(gAT))
(pvag)—=r)=((p—=a A —r)),
AgVr) = ((pAg)V(pAT)),

y su conjunto de reglas de inferencia es:

Rr ={({p,r — ¢}, @), {p;a};pNaQ)}
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Ahora bien, lo primero que se debe construir para ver si una logica es
algebraizable o no, es su semantica algebraica. Para ello debemos introducir

algunas definiciones.

Definicién 2.3 Un £ — dlgebra es una estructura A = (A, w?), e, donde
A es un conjunto no vacio llamado el universo de A, yw? es una operacion

sobre A de indice k para cada conectiva w de k argumentos.

Definicion 2.4 Sea £ un lenguaje proposicional. Por una £ — ecuacion o
simplemente una ecuacion, se entenderd una expresion formal ¢ =~ 1) donde

0,10 € Fmy. Se denota el conjunto de todas las L-ecuaciones por Eqp.*

Definiciéon 2.5 Sea K una clase de L-dlgebras. Sea =k la relacion que se
da entre un conjunto de ecuaciones I' y una ecuacion ¢ ~ 1 como Sigue:
I' Ex ¢ = siy solo si para cada A € K y cada interpretacion @ de las

variables de T'U {@ ~ ¢} como elementos de A, se cumple que:

Si £Aa@) = p(a@) para cada €~ € T entonces (@) = YA(a)

Por mor de la claridad de este criterio, anadimos una definicién de lo que
es interpretar una férmula en un algebra dada mediante una asignacion v. Si

bien dicha definiciéon estaba implicita en [BP86], nunca es formalizada.
Definiciéon 2.6 Dada una asignacion v:

v:Var — A

16Cuando la légica de la que se esté hablando esté clara, se omitira el subindice.
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donde Var es el conjunto de wvariables proposicionales dado, definimos la

interpretacion de una formula @ en un dlgebra A = (A, w?) como sigue:

Sip=p

Sip = fier,--,¢n)
JA o1, en) V] = fARRIY]L . eftv])

Dados estos elementos, queremos dar la definicién de lo que es una semantica

algebraica:

Definicion 2.7 Sea S = (L,Fs) un sistema deductivo y K una clase de
dlgebras. K es llamada una semantica algebraica para S si existe un conjunto

finito de ecuaciones con una sola variable p,
{0:(p) = €;(p) }ier con I un conjunto de indices finito,

tal que para todo T U{p} C F'm y algin j € I', con I' un conjunto de indices
finito:

(1) I' s ¢ sty solo si {&:[v/p] = &[v/p], o € T} =k 05[0/p] = €5]0/p]

El conjunto de ecuaciones {d; =~ €;};cs es llamado el conjunto de ecuaciones

definitorias para S y K7

1"En adelante se omiten los indices y las asignaciones, p.e. (i) se abrevia:

())Ths psiysolosi {06(¥) =e(®): v el Ex d(p) =~ e(p).
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Un ejemplo (|[BP86]) de una semantica algebraica para el calculo proposi-
cional (CP en adelante), es la clase de las algebras booleanas BA, donde:
BA = {B|B es una Lcp—algebra}

En particular el dlgebra booleana de dos elementos:

B = ({0,1},AB,vB -B T5B)

donde TB =1y AB, VB —B se definen mediante las tablas de verdad usuales,
por si sola es una semantica algebraica para el calculo proposicional con el

conjunto de ecuaciones definitorias:

{p~T}
En este caso la condiciéon (i) toma la forma:

Theppsiysolosi{p~T el Epp~T.

Ahora bien, dada una seméntica algebraica para un sistema deductivo S,
ésta debe cumplir con algunas otras condiciones para ser equivalente a tal

sistema deductivo.

Definiciéon 2.8 Sea S = (L,Fs) un sistema deductivo y K una semdntica
algebraica para S con un conjunto de ecuaciones definitorias {0; = €;}icr, €S
decir, ecuaciones cumpliendo la condicion (i), se dice que K es equivalente

a S st existe un conjunto finito:

{A;(p,q)}jer, con I como antes,

donde Aj(p,q) es una conectiva binaria definida, es decir, una formula con

dos variables tal que, para cada
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QD%@DEE(]L,

se cumple que:

(1) ¢ =P Hi 0(pAY) = e(pAip)'®

el conjunto {A;};c; de conectivas binarias satisfaciendo (ii) es llamado el

conjunto de féormulas de equivalencia para S y K.

Ahora bien, la condicion (i) garantiza que Fgs puede ser interpretada en
. También se pueden dar condiciones que garanticen que =5 pueda ser in-
terptetada en Fg.'? Pero esta condicién es suficiente para entender el presente

criterio de algebraizacion.

Criterio 2.2 Un sistema deductivo S es algebraizable si éste tiene una semdn-

tica algebraica equivalente.

Establecido este criterio, podemos ver que R es algebraizable con las féormulas

de equivalencia
{p—a¢.q9—p}
y conjunto de ecuaciones que definen:

{pA(p—p)~=p—0p}

18Se escribe (A1) en lugar de A(p, 1), y @ Hi 1) es una abreviacion de ¢ Ex ¥y

VK ¢
9Ver [BPS6.
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Sin embargo, este criterio depende de que exista una semantica algebraica
para el sistema deductivo que se desea analizar, por lo que Blok y Pigozzi
dan otros criterios que llaman intrinsecos, es decir, independientes de esta
condicién. Uno de ellos se da por medio del operador de Leibniz, y este criterio
es ademas una condicién suficiente para saber si un sistema es algebraizable.

El operador de Leibniz es una relaciéon de equivalencia que es una con-

gruencia, y puede ser definido en esos términos (|BP86]).

Definicion 2.9 Una relacion de equivalencia © sobre A un L-dlgebra, es
llamada congruencia si para cada L-formula ¢(po,...px—1) se tiene que:

(@A(ao, ey Q1) @A(bo, b)) €0

siempre que {a;, b;)i<r € O para toda i < k.

Se dice que una congruencia © es compatible con un subconjunto F' de
A si, dado a € F' 'y (a,b) € O, entonces b € F para todo a,b € A.

Entonces, para cualquier algebra A y cualquier subconjunto FF C A, Qo F
es la maxima congruencia de A compatible con F' (|BP86]).

Ahora bien, este operador nos da un criterio de algebraizabilidad in-
trinseco de acuerdo al comportamiento que tenga sobre las teorias de un

sistema deductivo dado, y con ello nos da una jerarquia de éstos.

Definicion 2.10 Dado un sistema deductivo S, un conjunto T de formulas
es llamado una teoria de S (una S-teoria) si T Fs ¢ implica que ¢ € T para

cada p € Fm.

El conjunto de todas las teorias de S, denotado ThS es cerrado bajo

intersecciones, lo que le da una estructura de latiz bajo V°. Esto es:
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ThS = (ThS, N, V®)

es una latiz completa, donde, dadas dos S-teorias :

TVvSS=({ReThS:TUSC R}

Entonces, el operador de Leibniz sobre estas teorias nos da la llamada
jerarquia de Leibniz. Un ejemplo de las clases de esta jerarquia esta dado por

las siguientes definiciones.

Definicion 2.11 Dado un sistema deductivo S, este es algebraizable si y solo
St
(1) S es inyectivo y preserva orden sobre ThS,

(ii) Q@ preserva uniones de subconjuntos dirigidos de ThS*
Definicion 2.12 Dado un sistema deductivo S, este es protoalgebraico si y
solo si §) preserva orden sobre la latiz de S-teorias, i.e. Dadas dos teorias
arbitrarias T, S € ThS tales que:

T C S entonces QT C QS

Las definiciones que dan la totalidad de la jerarquia de Leibniz se pueden ver

en [FJP03]. La ilustracion de la clasificacion completa es la siguiente:

20Un subconjunto Y de una latiz arbitraria es dirigido si cada subconjunto finito de Y’

tiene una cota superior en Y.
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Algebraizable ! Fregeano
regular finito protoalgebraico
Algebraizable Algebraizable
finitamente regular

Finitamente : Algebraizable
equivaluado Algebraizable regular débil

~

equivaluado

T

Protoalgebraicas

/
\

Algebraizable
débilmente

\

Estas son las principales clases de logicas en la jerarquia de Leibniz. — sig-

nifica C y el superindice f denota ‘para logicas finitarias’.

Una prueba de la no-algebraizabilidad de C; que utiliza este criterio se
puede encontrar en [LMS91|. Una vez establecido, podemos ver que la apli-
cacion de los métodos de la logica algebraica no se restringe a las logicas
algebraizables, sino que, por ejemplo, son también aplicables a logicas como
las protoalgebraicas, y en mayor o menor medida a todos los sistemas l6gicos
que vemos en esta clasificacion.

Es decir, ademas de ser un criterio en sentido estricto, nos ofrece un mapa
completo de los alcances de ésta area, con lo que podemos ver que este tipo de
analisis se aplica a una cantidad mayor de sistemas logicos que la supuesta por
Béziau. Con esto, también vemos que la concepcion de la que parte Béziau
acerca de la logica algebraica no es la mejor, y que sus resultados en este
aspecto no son novedosos ni ofrecen una generalidad mayor a la que ofrecen

los métodos existentes.
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Ahora bien, las criticas que Béziau hace con respecto a la ‘calidad’ de este
tipo de anélisis, estan ligadas a la nocién de estructura logica que propone,
y que sera discutida en el capitulo siguiente. Sin embargo, es importante
senalar antes de finalizar este capitulo, que es principalmente con base en
las criticas expuestas hasta ahora que Béziau postula la necesidad de una
‘nueva’ nocion de estructura logica que no dependa de su caracter algebraico
o que no ‘reduzca la logica al algebra’ suponiendo que s6lo se habia hablado
de estructura logica como estructura algebraica.?! Es importante notar que
cuando Béziau menciona que existen personas que piensan que las logicas
que no tienen una formulaciéon algebraica no pueden ser definidas como una
estructura matemética no ofrece referencias (|Béz97, Béz99, Béz00, Béz01]).2

Como se puede notar, en los trabajos presentados hasta ahora, nunca se
ha hablado de estructura logica. Se intenta ver como se pueden relacionar
diversos sistemas logicos con diversos tipos de dlgebras, o de espacios, como
es el caso del problema de representacion, pero no es sino hasta que se intenta
dar una genera- lizacion de este tipo de herramientas que podemos hablar

propiamente de una ‘estructura logica’.

2lEn escritos posteriores comienza a hacer criticas acerca del caracter que debe tener
una estructura logica y su relaciéon con teorfa de categorias. Estas criticas las exponemos

en el capitulo siguiente.
22En la mayoria de los casos en los que Béziau menciona esto, tener una formulacién

algebraica se restringe a ser una ‘estructura’ de tipo TL.



Capitulo 3

Estructuras Matematicas

La propuesta de Béziau tiene como principal interés el poder generar una
nociéon de estructura logica. Pretende mostrar con esto que un enfoque es-
tructuralista no necesariamente implica una reduccion de la logica al dlgebra
[Béz97, p.133|. El rechazo a la idea de que la logica dependa del algebra se
extiende aqui en un rechazo a una ‘dependencia de la teoria de categorias’,
[Béz00] en el mismo sentido de las criticas' citadas en el capitulo 1. Una
teoria que verse sobre estructuras logicas no debe ser una rama més de la
teoria de categorias debe poder aportar resultados desde su particularidad

que puedan ser aplicables a otras estructuras matematicas.

LConcernientes a cual debe ser el papel de la légica entre las distintas areas de las

matematicas.

39
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3.1. Estructuras logicas

Béziau nota que existen diversas maneras de considerar logicas como es-
tructuras matemaéticas. Una de ellas, menciona Béziau, ha surgido de la logica
polaca con Wojcicki (|[W6j88]), que presenta una logica £ como una estruc-

tura (F,+) donde:

1. F es un algebra absolutamente libre?

2. I es unarelacion sobre p(F') X F obedeciendo los tres axiomas tarskianos

usuales.?

Debemos notar que Wojcicki, no presenta tal par como una estructura
logica, sino que lo presenta, como es usual, como un sistema ldgico, y habla
de una relacién F que puede ser estructural en tanto que cumpla con la

propiedad de invariancia (|[W6j88, p.22 y ss.|).

2Decimos que ¥ una signatura o tipo de semejanza es algebraica si no contiene simbolos
relacionales. La clase de algebras construidas sobre el lenguaje £ que tiene como tipo a 3
se denotard Ayx, . Sea A € As y X C A, se dice que X es un conjunto de generadores

para A, libre con respecto a X si y solo si:
a) A es generada por X

b) Para todo A; € Ax, toda funcién de X en A; se puede extenderse a un homomor-

fismo de A en A;

Decimos que el algebra A es libre sobre X en la clase Ax si y solo si X es un conjunto
generador para A libre con respecto a Ay y se dice que A es libre en la clase Ax siy
solo si A es libre sobre algiin conjunto en la clase As. Entonces, dada una signatura X
algebraica y A un algebra sobre esa signatura se dice que es absolutamente libre sobre el

conjunto de generadores X si y solo si es libre sobre X en la clase Ax
3Ver capitulo 2 seccién 2.1.
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Como se mencion6 en la introduccion, Béziau da ciertos lineamientos o
desideratums acerca de lo que debe ser una estructura logica . Esta estructura
no debe ser reducida a una estructura algebraica, topolégica o de orden,
debe ser incluida dentro de las ‘estructuras madre’ que plante6 el grupo
Bourbaki en su popular articulo [Bou50|, que en gran medida es una especie
de manifiesto para esta propuesta (|Béz00, Béz01, Béz02]).

No obstante, plantea que desea dar una definicion de estructura logica
més abs- tracta que la que pueda plantearse dentro de la vision Bourbaki. La

idea general de lo que debe ser este tipo de estructura consiste en lo siguiente:

Definicion 3.1 Una estructura ldgica es una estructura de tipo (S,F) donde
F es una relacion sobre ©(S) X S y S no tiene ninguna estructura dada,
puede ser cualquiera y ningun axioma se debe imponer a b= en analogia a la

definicion de dlgebra abstracta de Birkhoff (Ver seccion 2.1).

Estos son todos los lineamientos generales que Béziau propone como de-
sideratums para una formalizaciéon de los sistemas l6gicos como estructuras
matematicas. Por otro lado, ademés de estos lineamientos, Béziau hace una
clasificacion de las estructuras logicas existentes. Ejemplos de la taxonomia

que elabora son las siguientes definiciones:

Definicion 3.2 Una estructura tarskiana (/Béz00, Béz01]) es un par (S, Cn)

donde S es un conjunto y Cn obedece los siguientes aziomas:*

4Estos son los axiomas dados en el capitulo 2 seccién 2.1. En [Béz95b], Beziau llama a
esta estructura una estructura de consecuencia, pero anadiendo en esta sola estructura la

propiedad de invariancia.
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1. S C Cn(S)
2. Cn(Cn(S)) = Cn(S)
3. Cn(S) =U{Cn(Y) : Y CS,Y finito}

Definicién 3.3 Una estructura de Los es un par (S,Cn) donde S es un
dlgebra absolutamente libre y Cn cumple con los aziomas de una estructura
tarskiana y ademdas con la propiedad de ser invariante bajo sustituciones, es

decir, para cada endomorfismo F : S — S,
F(Cn(S)) € Cn(F(8))

Definicién 3.4 Una estructura de Susko es un par (S,Cn) donde S es una

l6gica abstracta y Cn cumple con los aziomas de una estructura tarskiana.’

Otras definiciones que corresponden a distintos sistemas logicos se pueden

ver en [Béz00|. Algunos otros ejemplos son:

5No queda claro cuél es la definicién de lo que Béziau llama una légica abstracta. En
[Béz95b| da la siguiente definicién: Now we give the following definition of a Logic (or
Logical Structure, or Abstract Logic),
A Logic is a pair (£,F) where:

= L is a set,

= - is a relation over p(L) x £

The quality and quantity of the elements of L is left unspecified.
Otra definicion que llega a dar es la siguiente. Una logica abstracta es una relacion
de consecuencia sobre un conjunto dado indeterminado [Béz01]. Esta definiciéon pretende

hacer una analogia con la idea de algebra abstracta de Birkhoff dada en [Bir40].
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Definicion 3.5 Por una estructura logica [Béz96b, BK98] se entiende una
triada (S, L,tv), donde S es un conjunto, L es un conjunto de enunciados
acerca de los elementos de S y no contiene enunciados de la forma a = b y

tv es una funcion tv : L — {0, 1}.

Definicion 3.6 Una estructura fregeana, es una estructura ldgica que cumple

con la siguiente condicion:

Si to(g) = to(®) y to(x) = to(xlp/v]) entonces

tv(x[p/v]) = tv(x[p/¥])

Definicion 3.7 Dada una estructura logica (S, L, tv), un endomorfismo logi-

co F' es una funcion que cumple:

donde d es una secuencia de elementos de S y F' es un endomorfismo propio

(i.e. no es inyectivo).

Definicion 3.8 Una estructura rigida, es una estructura logica que no tiene

endomorfismos logicos propios.

Obsérvese que la definicion de morfismo logico se da restringida a las
estructuras que denominé logicas en [Béz96b, BK98|. Esto es lo que denomina

una extension de la nocién de morfismo ([Béz96b)).
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3.2. Estructuras matematicas

Una vez dada esta taxonomia es natural que surjan ciertas preguntas. ;Ba-
jo qué definiciéon de estructura matematica podemos afirmar que las estruc-
turas anteriores son eso: una estructura matematica? El proyecto de Béziau
busca insertarse en el programa planteado por el grupo Bourbaki en su articu-
lo [Bou50]. Sin embargo partir de tal marco seria un comienzo desafortunado
ya que, a pesar de los aportes que este grupo pudo dar a las matematicas,
este articulo no es uno que pueda ser 1util para los fines que se buscan desde
la l6gica universal: dar una formalizacion estructural de los sistemas logicos.

Bourbaki mismo aclara esto en su texto, mencionando, después de haber
dado una definicién de estructura matematica,® que esto no tiene la suficiente
generalidad para las necesidades de las matematicas, y llama a consultar para
ello su trabajo propiamente matematico sobre estructuras. En este sentido
compartimos la critica que Corry hace de la recepcion que ha tenido este

texto, y que ha llevado a confusiones.”

6La definicién dada en este texto es la siguiente:

It can now be clear what is to be understood, in general, by a mathema-
tical structure. The common character of the different concepts designated by
this generic name, is that they can be applied to sets of elements whose nature
has not been specified; to define a structure, one takes as given one or several
relations, into which these elements enter (...) then one postulates that the
given relation, or relations, satisfy certain conditions (which are explicitly

stated and which are the axioms of the structure under consideration)p.225-

226

"Corry menciona que existen al menos dos sentidos en que Bourbaki habla de estructura,



3.2. ESTRUCTURAS MATEMATICAS 45

En algunos trabajos, Béziau sugiere que Bourbaki obviamente esta in-

una estructura que se refiere a esta idea general de lo que podria establecerse como una
Bourbaki-estructura, como esa que dibujarfa el mapa de las matemaéticas, y una estructura

en sentido estricto mateméatico. Citamos en extenso su critica:

Many assertions that were suggested either explicitly or implicitly by
Bourbaki or its individual members -i.e., that all mathematical research can
be understood as research on structures, that there are mother structures
bearing a special significance for mathematics, that there are exactly three,
and that these three mother structures are precisely the algebraic, order
and topological structures (or structure) - all this is by no means a logical
consequence of the axioms defining a structure. The notion of mother struc-
tures and the picture of mathematics as a hierarchy of structures are not
results obtained within a mathematical theory of any kind. Rather, they be-
long strictly to Bourbaki’s non-formal images of mathematics; they appear
in non-technical, popular, articles, (...) or in the myth that arose around
Bourbalki.

(...) Bourbaki, and in particular Dieudonné, dedicated considerable efforts
to historical writing, that produced an influential historiographical body of
marked Whiggish spirit. (...) The idea of a mathematical structure appears in
it as the culminating comprehensive and definitive stage of historical deve-
lopment of the whole discipline: the structural presentation of mathema-
tics as embodied in Bourbaki’s treatise was here to stay. And in saying so,
reference was made not only to the image of mathematical knowledge put
forward in the book; implicitly, and often also explicitly, Dieudonné asserted
that mathematics had come now to be the discipline dealing not only with
structures , but more specifically with Bourbaki’s structures. As a matter of
fact, Bourbaki’s work did imply many important contributions to twentieth
century mathematics, but the concept of structure is certainly not among

them.
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tentando partir de un enfoque ‘informal’ o sin principios para fundamentar
las matematicas, y es en este sentido que intenta trabajar [Béz01]. Esto es,
podemos apelar a definiciones no formales para fundamentar una teoria de
las estructuras logicas. Definiciones como la que da el grupo Bourbaki, o la

que ofrece McLane:

(...) a structure is essentially a list of mathematical operations
and relations and their required properties, commonly given as
axioms, and often so formulated as to be properties shared by a
number of possibly quite different specific mathematical objects

(|Mac96])®

, 0 alguna definiciéon similar seria entonces sufuciente para sus propoésitos.

Sin embargo, Béziau sostiene que es comiin el confundir estructura mateméti-
ca con estructura algebraica, y partir de este enfoque ‘informal’ o sin princi-
pios, deja abierto el camino a no poder discernir, tal como se quiere, una
estructura matematica sin mas, de una estructura algebraica definida de
manera igualmente intuitiva, como es el caso de la siguiente definicion: Una
estructura algebraica o sistema algebraico es un conjunto C' junto con una o
mas operaciones n-arias definidas en C' las cuales satisfacen ciertos axiomas
([Pue06]).

La necesidad de dar una definiciéon formal de lo que se esta entendiendo

por estructura matematica en esta propuesta proviene del hecho de que,

8(...) una estructura es esencialmente una lista de operaciones matematicas y relaciones,
asi como de sus propiedades requeridas, comunmente dadas como axiomas, y a menudo
formuladas de tal manera que puedan ser compartidas por un nimero objetos mateméaticos

especificos posiblemente muy diferentes.
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dada cierta clasificacion de estructuras y una teoria que versa sobre estas

estructuras, espera- mos saber ciertas cosas naturales como las siguientes:

1. {Cuando estamos ante dos construcciones de esencialmente la misma
estructura? Sabemos por ejemplo, que un espacio topolégico puede ser
caracterizado por sus conjuntos abiertos, o sus cerrados o por otras
diferentes cons- trucciones. Sin embargo, podemos saber que todas el-
las son esencialmente diferentes presentaciones de la misma categoria.

Entonces, en este caso la pregunta que se debe responder es la siguiente:

., Cuando estamos ante dos presentaciones de esencialmente la misma

logica?

2. ;Podemos establecer alguna clasificaciéon de este tipo de estructuras?

Un ejemplo de los problemas que se pueden presentar al intentar propo-
ner una taxonomia son los problemas que se presentan, por ejemplo,

en la clasificacion de los grupos.

La taxonomia de estructuras logicas que establece Béziau estd dada
por criterios heterogéneos: propiedades de la relaciéon de consecuencia,
propiedades de sustituciéon dentro de una logica, propiedades seman-
ticas, etc. Entonces, ;Es posible una clasificacion como la propuesta?
i.Sabemos qué logicas estamos dejando fuera? ;Cuéles son el alcance
y la correctud de este procedimiento?, es decir, ;estan correctamente
representados los sistemas 16gicos en su clasificacion? y en este sentido,
..Cémo es que este enfoque nos permite manejar un mayor nimero de

logicas? Entonces la pregunta en este caso seria:
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. Qué tipo de clasificacion se puede establecer para este tipo de estruc-

turas?

3. ;Bajo qué criterios podemos diferenciar un sistema logico de una es-
tructura logica? Esta dltima pregunta, es pertinente tnicamente para
la propuesta de Béziau, ya que, por ejemplo, en la teoria de grupos
siempre es claro cuando estamos hablando de de un grupo particular,
por ejemplo, el grupo de permutaciones, y de un grupo en abstracto,
como un par ordenado (G, x) que satisface conocidos axiomas. Esto no

sucede asi en la propuesta de Béziau, como explicamos a continuacion.

Mas adelante, en este capitulo veremos como la definiciéon categorica de
estructura matematica nos da una formalizaciéon que puede responder este
tipo de preguntas y en el capitulo 4 veremos cémo se aplica esta formalizacion
a los sistemas logicos. Expliquemos ahora las motivaciones de éstas preguntas.
Tal vez, la motivacion de la tercera pregunta sea la menos clara. Cuando
Béziau nos da su taxonomia, echa mano de criterios que se han utilizado
tradicionalmente para ‘clasificar’ o definir sistemas logicos con base en las
propiedades de la relacion de consecuencia (o bien con base en otro tipo de
propiedades) desde la teoria abstracta de modelos y desde la logica algebraica.

Tomemos como ejemplo la estructura tarskiana y la estructura de Los.
Cuando Tarski propone su operador de consecuencia Cn en |Tar28|, menciona
que los axiomas que da son validos para cualquier ‘disciplina deductiva’ y pro-
cede a dar axiomas particulares para los sistemas deductivos que presuponen
el calculo de predicados. Mas tarde, Los y Suszko en [LosS58|, aniaden a las

condiciones de Tarski la invariancia bajo sustitucion. Los sistemas deductivos
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descritos mediante estos componentes han constituido un marco de estudio
para la logica algebraica (entre otras areas).

Es decir, desde mediados del siglo pasado, una logica, o un sistema de-
ductivo en un lenguaje £ se describe como un par § = (F'm,s) donde F'm
es el algebra de formulas de £ y Fg es una relacion de consecuencia invari-
ante bajo sustituciones sobre F'm, esto es, una relacion -C p(F'm) x F'm que

satisface:

1. Sip € X, entonces X g ¢
2. SiY ks ¢ para toda o € X,y X s 1, entonces Y g ¢

3. Si X Fspy X CY, entonces Y g ¢

ademéas de la condiciéon de invariancia

4. SiT ks ¢, entonces para toda sustitucion o, o[I'] Fs o(p)

donde, 1, 2 y 3 son propiedades que la relacién de consecuencia C'n hereda
a k. Esto es claro si transformamos la operacién de consecuencia Cn en
una relacion k¢, C p(A) x (A) entre subconjuntos de A y elementos de A

postulando que para cada subconjunto X C A y cada p € A :

X Fen psiysolosi g € Cn(X)

Generalmente un sistema deductivo se presenta con las propiedades 1y 2
yva que juntas implican 3. La condicion 4, es la correspondiente propiedad de
invariancia asociada a la relacion de consecuencia. Entonces, la presentacion

de Béziau no es novedosa.
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Es decir, bajo qué criterios estos componentes de un sistema deductivo,
son llamados ahora una estructura de Los bajo la presentacion (S, Cn) con
S = F'm el algebra de formulas, como se acaba de describir. ;Qué fue lo que
cambié en nuestra idea de sistema deductivo para ser ahora una estructura
de Y.os?

Tomemos el ejemplo de las légicas que cumplen el principio de exten-
sionalidad de Frege. Este y el principio débil de Frege, reflejan su idea de
composicionalidad, que es la que caracteriza la estructura fregeana de Bézi-
au. Estos principios, formalizados para logica proposicional clasica (CP) son
los siguientes:

Para cada teoria T del CP,

siTU{ptbcept¢ v TU{Y}Ecop o,

entonces para cada féormula ¢ con la variable proposicional x = p,

TU{d(e/p)} For (¥ /p) y TULS(¥/p)} Fep 6(0/p),

mientras que el principio débil es el siguiente:

SipklepyYleopp,

entonces para cada féormula ¢ con la variable proposicional x = p,

(¢/p) Fep 6(v/p) y 6(¢/p) Fep 0(¢/p)

es facilmente generalizable a la nociéon de sistema légico tradicional dada
antes, mediante la siguiente relacion:
Sea & un sistema logico en un lenguaje £. Una relacion de Frege en S,

denotada AS es una relacion entre formulas definida como sigue:

AS={(p,¥) sV ydts o}

Las logicas que satisfacen este principio son llamadas logicas auto-extensionales
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([FJPO3]).

Para el principio de Frege se procede de manera analoga. Dada una S-
teoria T" decimos que dos formulas son T-equivalentes si y solo si cada cual es
consecuencia de la otra cuando son adjuntadas a T'. La relacion asi definida es

llamada la relacion fregeana sobre T relativa a S y es denotada AgsT, donde:

AsT = {{p, ) T, ols by T, ks o}

Las logicas que cumplen tal principio son llamadas logicas extensionales o
fregeanas. El primer criterio de distincion formal entre este tipo de logicas
parece haber sido dado por Suszko ([FJP03, Sus75]). Nuevamente, entonces,
se debe responder qué es lo que hace que tales principios que han clasificado
diversos sistema logicos como fregeanos o no-fregeanos puedan ser llamados

ahora estructuras logicas.

3.2.1. Morfismos logicos

La pregunta 1 planteada en la secciéon anterior, pretende resaltar que,
una vez que se han formalizado las estructuras sobre las que versara la logica
universal, debemos dar cuenta del tipo de morfismos que existen entre ellas.
Esto es importante ya que gran parte de la informacién que tenemos acerca
de las estructuras en matemaéticas, se establece por medio de estas relaciones
que se codifican en los morfismos o en los funtores de sus categorias, no tanto
en la formalizacion de la estructura en si misma.

Este tipo de informacion es algo que se deja pendiente en este enfoque, en
dos sentidos: no habla de ello en la mayoria de sus escritos, y en los escritos

maés recientes menciona que es algo que atin no ha investigado [Béz00]. La idea
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de morfismo légico propuesto por Béziau, como se defini6é antes, claramente
no actua en este sentido, ya que es un morfismo que preserva relaciones dentro
de una estructura particular,® a saber, lo que denomina estructura légica, no
entre estructuras.

Béziau menciona que las conectivas logicas no son susceptibles de ser cap-
tadas por una funcién en tanto que parecen més una relacién ya que, por
ejemplo, en el lenguaje natural existen diferentes negaciones de una misma
formula (|Béz95a, Béz96al). Sin embargo esto no parece ser una gran dificul-
tad en tanto que en un lenguaje formal estas distintas negaciones deben ser

consideradas como equivalentes.

3.2.2. Definicion categoérica de estructura

Ahora bien, teniendo en cuenta las preguntas y observaciones planteadas
anteriormente es que podemos decir que debemos tener una idea formal y
precisa de lo que es una estructura matematica en general. La teoria de
las categorfas nos ofrece una definicion formal de lo que es una estructura
matemaética en la nocion de categoria concreta.

Mas atn, creemos que el dejar de lado esta idea formal de lo que es una
estructura matemaética requiere al menos una justificacién en tanto que se as-
pira a formalizar un sistema logico como una estructura matemaética, y hemos
visto que tal formalizacion facilita el estudio de las relaciones y propiedades
del objeto que se esté estudiando, sean grupos, espacios topologicos o sistemas
logicos.

Podemos decir entonces que la idea de estructura matemaética de la que se

9Como lo hace una funcién de sustitucién comun.
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debe partir esta dada por la nocion de ‘categoria concreta’ (JAHS05]). Para
entender qué es una categoria concreta debemos comenzar por definir lo que
es un constructo. Un constructo es una categoria de conjuntos estructurados

y funciones que preservan estructura.'®

Dado un constructo, existe el funtor subyacente o funtor que olvida,
U:A — Set

donde para todo a € Ob(A), U(a) es el conjunto subyacente de A y para
toda f € Mor(A), U(f) es la funciéon subyacente del morfismo f.!!

Tomemos como ejemplo los espacios topolégicos. Un espacio topologico
es un conjunto con una estructura adicionada por sus abiertos (o equiva-
lentemente por sus cerrados, su operador de cerradura etc. (|Pri04])), y sus
morfismos, o las funciones bajo las cuales podemos saber cuando dos espacios

son ‘isomorfos’ son los homeomorfismos.!?

Informalmente lo que se define como la categoria de los espacios topolégicos

Top, es decir, la categoria que tiene como clase de objetos la clase de todos los

10Recordemos que no todas las categorias tienen como objetos conjuntos estructurados
ni funciones que preservan estructura. Un ejemplo de ello es la categoria Mat cuyos objetos
son los nimeros naturales y cuyos morfismos hom(m,n) es el conjunto de todas las matrices
m X n reales, su identidad, id,, : n — n la matriz unitaria diagonal n x n y la composiciéon
de matrices esta definida por Ao B = BA donde BA denota la multiplicacion usual de

matrices.
HDebemos recordar que la categoria Set tiene como clase de objetos la clase de todos

los conjuntos, hom(A, B) es el conjunto de todas las funciones de A a B, id4 es la funcién

identidad sobre A, y o es la composicion usual de funciones.
12Recordemos la definicién de homeomorfismo: una funcion es homeomorfismo si dados

dos espacios topologicos X, Y y f : X — Y es una aplicaciéon continua, biyectiva y su

inversa f~! : Y — X también es continua.
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espacios topologicos; como morfismos los mapeos continuos de A en B, A,B
€ Ob(Top), como multiplicacién la composicion usual de funciones, y como
identidad la funcién identidad, es lo que corresponde a la que se denomimé
su categoria abstracta.
Si damos un funtor que olvida en Set U : Top — Set tal que:
U:(X,7)—X
a cada espacio topolodgico lo envia a su conjunto subyacente, y para cada

f € hom({X,m1),{Y, 7)),
U(f)— fdonde f: X =Y

tenemos entonces la formalizaciéon correspondiente a su categoria concreta.

Si se quieren estudiar estructuras més complejas como los grupos topologi-
cos, se puede dar la correspondiente categoria abstracta TopGrp con fun-
tores que olvidan no sélo sobre Set sino sobre Grp'? o sobre Top, olvidando
en cada caso la estructura de grupo y la topologica, la topoldgica o la de
grupo respectivamente. Esto es si tenemos una categoria particular, en este
ejemplo TopGrp, entonces se puede dar un funtor que olvida sobre varias
categorias base X, es decir, X puede ser Top, Grp o Set.

Esto da lugar a la definicion de categoria concreta sobre una categoria X

como sigue:

Definicion 3.9 Sea X una categoria. Una categoria concreta sobre X es un
par (A, U) donde A es una categoria y U : A — X es un funtor fiel'* U es

llamado el funtor que olvida y X es llamada la categoria base de (A, U).

13Recordemos que Grp es la categoria que tiene como objetos todos lo grupos y como

morfismos todos los homeomorfismos entre ellos.

14Ge dice que un funtor es fiel si es inyectivo siempre que esta restringido a cualquier
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Obsérvese entonces que un constructo es una categoria concreta sobre Set.

Esto supone las definiciones de funtor concreto e isomorfismo concreto.

Definicion 3.10 Si (A,U) y (B,V) son categorias concretas sobre X en-
tonces, un funtor concreto de (A,U) sobre (B,V) es un funtor F': A — B

con U =V o F. Tul funtor se denota por:

F:(AU)— (B,V)

Definicion 3.11 Un isomorfismo concreto F : (A,U) — (B,V) entre dos
categorias concretas sobre X es un funtor concreto que es un isomorfismo de

categorias.

Este es el punto importante para nosotros. Que tal isomorfismo exista
significa intuitivamente que cada estructura en A, es decir cada A en A
puede ser completamente sustituida por una estructura en B a saber, F'(A).
Volviendo a nuestro ejemplo, esto significa que la descripciéon de espacios
topologicos por:

Conjuntos abiertos

Conjuntos cerrados

Operadores de clausura
son técnicamente diferentes constructos de Top, es decir podemos saber cuén-

do estamos ante dos construcciones de esencialmente la misma estructura.

conjunto de morfismos. Esto es un funtor F' : A — B es fiel si todas sus restricciones a
conjuntos:
F : homa(A, A") — homp(F(A), F(A"))

son inyectivas
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Ahora bien, estos funtores como habiamos mencionado, nos pueden dar
también la ‘naturaleza’ de una estructura determinada.

Por ejemplo el hecho de que el constructo de Vec!® es algebraico y el hecho
de que el constructo de Top es topoldgico es formalizado por las propiedades
de los funtores subyacentes (JAHS05]). Como ejemplo de lo que determina
que una estructura sea topologica véase [AHS05, pp. 357 y ss.|.

Sin embargo, esto es suficiente para mostrar la informacién que nos puede
dar esta formalizacion categorial de la nocién de estructura matemaética. La
finalidad de esta descripcion es pues, el enfatizar que tenemos una definicién
formal de la nocién general de estructura matematica en la nocion de cate-
goria concreta. Notemos que, como hemos enfatizado en su descripcion, esta
definicién de estructura matematica nos da una forma sistemética de saber
cuando estamos ante diferentes presentaciones de esencialmente la misma es-
tructura, cudndo podemos establecer algun tipo de relaciéon entre ellas etc.,
es decir, si podemos formalizar un sistema légico de una forma semejante,

podremos entonces tener las misma respuestas para los sistemas 16gicos.

3.3. Observaciones

Es importante resaltar una vez mas que desde un enfoque categorial con-
tamos con una definicién precisa de lo que es una estructura mateméatica
en la nocion de categoria concreta. Se debe ademéas recalcar que ver a los

sistemas logicos desde la teoria de las categorias no es reducir la logica al

5Recordemos que Vec tiene como clase de objetos todos los espacios vectoriales reales

y como morfismos todas las transformaciones lineales entre ellos.
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algebra, en tanto que, como acabamos de ejemplificar, la formalizacion de
algiin sistema en una categoria y posteriormente en su constructo, podra
darnos informacion del tipo de estructura con la que estamos tratando, esto
es, si es de caracter topoldgico o algebraico, etc. Entonces si se quiere ver a
los sistemas l6gicos como estructuras matematicas, este tipo de herramientas
no puede ser soslayado. En este punto, Béziau menciona que no quiere seguir
a Bourbaki sino dar una nociéon un tanto més abstracta de estructura logi-
ca, esto ya que ‘desde el punto de vista de Bourbaki’ la idea de ‘estructura
tarskiana’ por ejemplo, es topologica ([Béz00, Béz01]), o bien una ‘estrucutra
mixta’, es decir, una estructura que tiene propiedades algebraicas y topolog-
icas. Menciona asi que, existen propiedades de los sistemas logicos que no
pueden ser captadas por las estructuras algebraicas, y que pueden ser de

orden o topoldgicas o de algin otro tipo.

Tomemos su argumento y notemos que, si estas propiedades que no son
re- presentables en una estructura algebraica son de orden o topoldgicas,
etc. entonces debera aceptar que las estructuras logicas se reducen a este
tipo de estructuras. De no ser asi debera entonces mostrar® qué propiedad
es esa que no es reducible a ninguna otra estructura existente y probar que
efectivamente no es representable. Pero partir de la idea de que las estructuras
logicas no deben ser de tal o cual tipo es una peticion de principio. Las
afirmaciones citadas en el parrafo anterior, fueron hechas sin tener en miras
la definicién de lo que es ser una estructura topologica, algebraica, etc, y
sin tener en cuenta que diversas estructuras pueden ser perfectamente vistas

de diversas maneras de acuerdo a la categoria subyacente que utilizemos

16Ya que no la ha mostrado.
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en nuestro constructo sin que eso invalide en algiin punto la formalizacion

categorial.

Notemos entonces que, desde la propuesta de la Loégica Universal, no
se da una definiciéon formal de estructura, o en su defecto, no contamos con
principios de algtn tipo con los cuales definir qué podemos tomar dentro de la
taxonomia que ha iniciado Béziau. La mayoria de las estructuras que propone
como tales, son sistemas logicos que pueden ser tratados algebraicamente y
para los cuales se cuenta con definiciones mas generales en la clasificacion
de sistemas mencionada anteriormente. Con lo cual podemos ver que en este

punto tampoco existe alguna novedad en sus planteamientos.

Especificamente, la definicion de estructura logica que propone, parece
particu- larizar atun méas la aplicacion de este enfoque. Debemos recordar
que este tipo de estructura no es 1util para analizar muchas l6gicas proposi-
cionales, en tanto que se basa en la idea de una bivaluacién. Si bien, esta idea
fue propuesta para analizar diferentes definiciones de igualdad, este tipo de
estructura por ejemplo, no es 1til para analizar 16gicas modales cuya semén-
tica, por marcos de Kripke, no se valia a {0,1} sino a mundos posibles, o
bien no se puede aplicar a todas las logicas multivaluadas o las difusas que
se valtian al intervalo [0,1] € R. Més atn no queda claro incluso para qué
tipo de logicas es 1til en tanto que no se determina esto y por lo tanto no se
determina la correctud de esta abstraccion. Esto es, no nos da una idea de

los alcances de su taxonomia.

Ahora bien, lo mas importante es que su taxonomia hereda los ‘defectos’
o las limitaciones que tenfa la definicién de sistema logico dada antes, que

son, por ejemplo, el que nos liga a una sola signatura, es decir, es valida
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solo la para logica subyacente, o bien que no nos da algin mecanismo para
cambiarla. También, el hecho de basarse principalmente en la nociéon de con-
secuencia o de equivalencia. No nos da una respuesta a cuél es la relaciéon que
existe entre este tipo estructuras o a la traduccién que pueda hacerse entre
diversos sistemas logicos. El enfoque de logica algebraica abstracta categorica
da una formalizaciéon que recupera las ventajas de la definicion formal, vale
decir, categorial, de estructura matematica e inicia precisamente dando una

formalizacion que permite resolver las limitantes antes mencionadas.
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Capitulo 4

Logica algebraica abstracta

categorica

En este capitulo presentaremos el trabajo que se ha hecho dentro del
area de la logica algebraica abstracta en la incorporaciéon de la teoria de
categorias para el estudio de diversas logicas. El uso de teoria de categorias
aplicado al analisis de diversas logicas, puede rastrearse hasta los anos 60
con el trabajo de Lawvere (|Law63, Law69]). Desde entonces se han seguido
desarrollando conceptos tendientes a incorporar este tipo de herramientas.
Como se mencioné en la introduccién, las motivaciones para favorecer el uso
de esta herramienta fueron tanto tedricas como précticas.

Uno de los principales problemas a nivel tedrico era el dar una definicion
formal de lo que es un sistema logico. Recordemos la definicion dada en el
capitulo anterior de un sistema deductivo o logica como un par S = (Fm, I-5)
donde s6lo Fm y s juegan un papel importante, independientemente de c6-

mo se defina g, por contraposicion a otras definiciones de sistema logico que
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toman en cuenta aspectos seméanticos para su definicién. Tomando una logica
como tal par, nos ligamos a un solo lenguaje fijo. Para algunos propositos,
la seméantica de una logica debe entrar también como una nociéon abstracta
de modelo en la formalizacion. Estas y otras deficiencias debian desaparecer
de una definiciéon formal de sistema l6gico. Un panorama de las motivaciones

préacticas se encuentra en [FS88, GB84, Gog91].

El trabajo en esta area se enfoca principalmente en uno de los aspectos
més importantes de la logica desde el punto de vista de la logica algebraica
abstracta: su invariancia bajo sustituciones. Tal propiedad, se formaliza en
la nocion de institucion, que también incorpora la propiedad de que la logica
debe ser invariante bajo ciertas transformaciones lingiiisticas, tales como la
seleccion de conectivas primitivas ([FJP03]), como se vera cuando se muestre

la categoria Sign.

Como suele suceder en logica, en los diversos trabajos hechos en esta area
se le da mayor peso a los aspectos seméanticos, en demérito de los aspectos
sintacticos o viceversa. Esto ha dado pie a proyectos que intentan unir ambos
enfoques. Ejemplos de ello son el trabajo iniciado con Diskin en [Dis96], y
que denomina Abstract Universal Algebraic Logic; o bien el trabajo iniciado
por Meseguer en [Mes89|, que une las dos nociones basicas que han dado pie
a la categorizacion de la logica —la nocién de institucion y la de w-institucion—

dando con ello una generalizacion de la definiciéon formal de logica.
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4.1. Instituciones y w-instituciones

Las nociones de institucion y m-instituciéon han dado pie al desarrollo de
una gran cantidad de trabajo en esta area. Sus inicios, los podemos encontrar
desde los afios ochentas con Goguen y Burstall ([GB84]).

Informalmente hablando, una institucion consiste de una categoria Sign
cuyos objetos son signaturas, junto con dos funtores SEN y MOD que dan,*
respectivamente, para cada objeto ¥ en Ob(Sign), el conjunto de X-formulas
y la categoria de X —modelos. Para cada objeto X de las signaturas, formulas
y modelos son relacionados via una >-relacion de satisfaccion. Sus principales
axiomas formalizan la propiedad de que la verdad es invariable bajo cambio
de notacién o traduccion.

Basados en esta nocion (institucion), Fiadeiro y Sernadas (|[FS88]) han
formalizado el concepto de ™ —institucion que es la contraparte natural para
la relacion de derivabilidad. Antes de dar estas dos nociones? centrales en
esta seccion (institucion y m-institucion), definiremos formalmente los com-
ponentes que las constituyen y que se mencionaron informalmente antes.

Una categoria Sign tiene como clase de objetos signaturas, como mor-
fismos, morfismos de signaturas: Mor(Sign) = {H | H : ¥ — ¥’} que son
funciones que nos permiten cambiar o ‘traducir’ una logica de signatura ¥ en
otra de signatura >'; su multiplicacién es la composicién usual y su identidad
la funcion identidad.

Una signatura es una n-ada que consta de conjuntos de simbolos no 16gi-

ISEN viene del inglés sentences.
2La presentacién que ofrecemos difiere ligeramente de la original. Para conocer ésta

ultima ver apéndice D.
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cos. Por ejemplo, para el caso de la l6gica proposicional clésica, una signatura
S es un par (F, P) donde, F = {£*, ... £} con fi(aj) un simbolo de fun-
ciéon de indice o nimero de argumentos a; y P = {p§°), o p,(g)} donde cada
pgo) es, como se espera, un simbolo de predicado de indice cero dado que
no hay individuos. Para la logica de proposicional clésica, los morfismos de
signaturas son funciones que preservan el indice entre simbolos de predicados
y funciones.

El funtor SEN : Sign — Set nos da por cada ¥ € Ob(Sign) el con-
junto SEN(X) = {¢|¢ es una ¥ — formula}, y por cada morfismo H €

Mor(Sign), si H : ¥ — %', entonces
SEN(H): SEN() — SEN(X)

manda a cada ¢ € SEN(X) a una formula ¢’ € SEN(Y') tal que si I' Fx ¢,
entonces SEN(H)(T") v SEN(H)(p). Es facil ver que SEN es en efecto un

funtor. Ahora podemos dar nuestra primera definicion.

Definicion 4.1 Una mw-institucion es una terna & = (Sign, SEN,F) donde:
= Sign es una categoria de signaturas.
» SEN: Sign — Set es el funtor de formulas.

» - 0b(Sign) — p(p(SEN(X))xSEN (X)) es una funcion que asocia a
cada 3 € Ob(Sign) una relacion® binaria by, C p(SEN (X)) x SEN(X)

que satisface las siguientes propiedades:

3En lugar de escribir = (X)), escribiremos Fs. Si (I',¢) € by, entonces escribiremos

Fl_Z ®.
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1. Reflexividad: Para toda ¢ € SEN(Y), {p} s .
2. Monotonia: Si Tty oy I' CTV, entonces I s .

3. Transitividad: Si T by @i € I, y T U{p;li € I} Fx ), entonces T Fx
.

4. F-traducibilidad: Si T bFyx ¢ entonces para cualquier H € Mor(Sign),

H:Y—=Y:
SEN(H)(I') kg SEN(H)(p).

Es importante notar que estas restricciones sobre la relacion - no deben
ser vistas como reglas particulares de algin calculo de pruebas que genera
F sino como propiedades abstractas, independientes de como se genere esta
relacion. Es comun pensar que este tipo de formalizacién no se aplica a las
llamadas logicas subestructurales que son las logicas que no cumplen con
alguna o con todas las reglas estructurales, es decir, con reflexividad, mono-
tonia o transitividad. Sin embargo, como se menciono, esta construccion es
independiente de una relaciéon F particular.

La reflexividad puede ser entendida como un esquema de axiomas, la
monotonia como una regla de debilitamiento, y la transitividad como una
regla de corte (|[Mes89]). Meseguer ofrece un ejemplo de esto con la logica
lineal [Gir87, Gir95], en la que debilitamiento y contraccion estan prohibidas,
con lo que su calculo es en algin sentido no-mondétono ([Mes89, p.284|). Se
tiene el secuente A — A como axioma, pero no se puede derivar ni A, B — A
ni A, A — A como consecuencias. El modo correcto de entender este tipo de

célculo dentro de una 7-institucion sera tomando como objetos de SEN (X)
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para Y una signatura de logica lineal, secuentes y no féormulas. Entonces, si
definimos ., como una forma de generar secuentes de logica lineal, es de-
cir, identificando F,, con la barra horizontal que separa nuestros ‘secuentes
premisas’ de nuestro ‘secuente conclusion’, entonces . si es reflexiva, mono-
tona y transitiva. Notemos entonces que aqui resultaria irrelevante para una
clasificacion de las m-instituciones los axiomas particulares que cumpliera una
relacion - dada. Con ello vemos que los criterios usados por Béziau para la
taxonomia de las estructuras logicas no son suficientemente adecuados.

Ahora procederemos de la misma forma para dar la nocién de institucion,
que hace uso de otra categoria, Th cuya definiciéon esta en funcién de una -
institucion. Dada una w-institucion &, podemos asociarle la categoria Th que
tiene como clase de objetos la clase de todas sus teorias. Una teoria es un par
T = (X,I') con ¥ una signatura y I' € SEN(X) donde, de forma intuitiva,
I es un conjunto de axiomas. Comunmente entendemos por una teoria un
conjunto de formulas cerrado bajo consecuencia logica. Sin embargo, aqui no
se pide como requisito que sea cerrado.

El conjunto Mor(Th) de morfismos de Th se define como sigue. Dado
H: &) — (& 17)
H € Mor(Th) si y solosi H: Y — ¥y para toda ¢ € I" se cumple que
s SEN(H) ().

Tales morfismos son llamados morfismos de teorias. Aqui nuevamente la mul-
tiplicacion es la composicion usual de funciones y la identidad la funcion

identidad.
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Ademaés se define el funtor MOD: Sign — Cat®P, que para cada > €
Ob(Sign) nos da la clase de todos los 3-modelos. Dada una signatura ¥ un
Y. — modelo es un par (S, f) con f una funciéon de interpretacion y S un
conjunto universo.

Para cada H € Mor(Sign), si H : ¥ — ¥/, entonces
MOD(H) : MOD(Y') — MOD(Y)

asocia a cada X'—modelo M’ = (3 f’) un Y—modelo M = (3, f) como
sigue: Si s € X entonces f(s) = f'(H(s)). Ahora podemos dar la definicion

de institucion.
Definicion 4.2 Una institucion es una cuddrupla
I ={(Sign, SEN, MOD, E)

donde:

= Sign es una categoria de signaturas.

= SEN: Sign— Set es el funtor de formulas.

» | 0b(Sign) — p(MOD(X)) x SEN(X)) es una funcion

que asocia a cada signatura X con una relacion* de satisfaccion
=y € MOD(Y) x SEN(X)

tal que para cada M' € MOD(Y'), cada H : ¥ — ¥’ morfismo de
signaturas y cada p € SEN(X) se cumple que:

M' s SEN(H)(p) si y sélo si MOD(H)(M') Esx ¢.

1Si (M, ¢) € =y escribimos M =5 .
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Se debe notar que, no obstante que no hemos dado una definiciéon gene-
ral de logica, la nociéon de institucion y w-institucion por separado pueden
servirnos para formalizar categéricamente un sistema logico. Para ejempli-

ficar esto haremos uso del siguiente teorema:

Teorema 4.1 Dada una institucion I = (Sign, SEN, MOD =) la tercia:
It = (Sign, SEN, |=)

con |= ahora denotando la relacion de consecuencia ldgica entre conjuntos de

formulas y formulas, es una w-institucion.

Por otro lado mediante estas construcciones podemos obtener informacion
importante acerca de la ‘naturaleza de la estructura’ de una logica dada, que
era una de las preocupaciones centrales de la logica universal. Como se men-
cion6 en el capitulo anterior, esta informacion esta dada por las propiedades
de los funtores que podamos establecer aqui. Por ejemplo, se puede saber el
caracter liberal de una institucion, que es una medida abstracta del caracter
algebraico de una logica en cuestion. Es decir, tenemos ahora una formaliza-
cion que puede darnos informacion acerca del caracter de nuestras estructuras
de la siguiente manera.

Asociada a una 7-institucion It tenemos la categoria Thi=. Llamamos

a una institucion liberal si para cada morfismo de teorias H : T'— T’, con

H € Mor(Thy), el funtor:
MOD(H) : MOD(T') — MOD(T),

siempre tiene funtor adjunto izquierdo denotado H*, esto es, existe un iso-

morfismo natural:
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MOD(T')(H*(M),M') =~ MOD(T)(M, MOD(H)(M"))

con M’ € MOD(T"), M € MOD(T) y H* : MOD(T) — MOD(T")

4.2. Lobgicas Generales

Como mencionamos antes, el trabajo de Meseguer ha tomado las dos
nociones antes presentadas y con ellas generaliza la nocién de sistema logico.
Ahora, un sistema ldgico consta de una logica junto con un calculo de pruebas.
Las nociones de institucion y m-institucion son suficientes para definir una
logica. Sin embargo se debe hacer énfasis en que, como se menciond antes,
se puede hacer uso de estos componentes de acuerdo a la logica con la que
se esté tratando. Es decir, se puede dar mayor énfasis a la parte del calculo
de pruebas o bien omitir ésta y basarse en la idea de institucion etc. Veamos
ahora como se utilizan en la nocion de ldgica general. Para ello definimos

primero lo que es una logica.

Definiciéon 4.3 Una ldgica es una quintupla
L = (Sign, SEN,MOD I, =)
donde:

» (Sign, SEN,F) es una w-institucion,

» (Sign, SEN,MOD, =) es una institucion
y para cada
S € Ob(Sign), T C SEN(X) y ¢ € SEN(X):

se satisface que:
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Si T'by ¢ entonces T' =5 ¢

que es una condicion de correctud. Una logica es completa si cumple la con-

trapuesta:

[' s ¢ entonces T by ¢

Como mencionamos, un sistema logico tiene ademés un calculo de prue-
bas. La idea basica que maneja Meseguer de un calculo de pruebas es, que
podamos asociar a cada teoria T = (X, ") una estructura teérico-probatoria
P(T), que consiste de todas las pruebas que usan las formulas de T' co-
mo axiomas. La estructura de P(T") generalmente relaciona tales pruebas de
algin modo algebraico, pero no se necesita elegir entre diferentes tipos de
estructuras algebraicas permitidas para algtn calculo de pruebas particular.

Se puede hacer abstraccion de tal eleccion diciendo que para un calculo
de pruebas dado existe una categoria Str que tiene como objetos algin tipo
de estructuras P(T) y un funtor P : The — Str que asigna a cada teoria T
su estructura de pruebas P(T'), donde T'hg es una subcategoria de Th con
los mismos objetos pero con morfismos de teorias que preservan axiomas, es
decir, manda axiomas en axiomas. Por ejemplo, P(T) puede ser una multica-
tegoria. En este sentido, los axiomas generales que Meseguer presenta de un
calculo de pruebas no imponen ninguna estructura particular, s6lo postulan
que P(T) tiene alguna estructura, declarandolo un objeto de alguna categoria
de estructuras. En particular aqui se modela mediante multicategorias.

Una multicategoria consiste de

= Una coleccion de objetos
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= Un conjunto de morfismos de x1,x,..., vy x, a y para cada secuencia
finita (21, xs,...,z,) de objetos (paran = 0, 1, 2, ...) y para un objeto

Y

= Un morfismo identidad Id : z — x (con n= 1) para cada objeto z

Se definen ademés las operaciones de composicion siguientes. Dada una se-
cuencia de secuencias de objetos

<$1,1, L1255 T10n1,221,022, -+, X202y -+ -3 Tm,1, Tm2; - - - axm,nm>7

una secuencia de objetos

<y1’y27 "'7ym>7

y un objeto z, si:

= f; es un morfismo de z11,%12,..., Y 1, @ Y1

= fy es un morfismo de z31,%22,..., Y Tan a Yo

n

= f, es un morfismo de Ty, 1, Tm2, .-, Y Tmn & Ym ¥
= ¢ es un morfismo de y1,92,..., ¥V Ym a 2;

entonces exsite un morfismo composicion:

g(f17f27"'7fm>
de LT11,21,25+ -5, T1n15,L2,1, 22, -, L2025+ - -, Tm 1, Lm2y+ -, Y Tmpm & 2, qUE

satisface los siguientes axiomas:

m simesl, zesyy g es el morfismo identidad para y, entonces g(f)

debe ser igual a f
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msinresl,noesl, ..., n,es 1, xyesyy, Ta€S Yo, ..., Ty €S Y, f1 €S
el morfismo identidad para ¥, fo es el morfismo identidad para s, ...,
y fm es el morfismo identidad para y,,, entonces g(fi, fa, ..., fm) debe

ser igual a g

» Una condicién de asociatividad

Se denotara MultiCat a la categoria que tiene como objetos multicatego-
rias y como morfismos funtores estrictamente monoidales. En la presentacion
de Meseguer se pide ademés que los morfismos manden objetos bésicos en
objetos basicos.

Un ejemplo de multicategoria es la logica clasica proposicional con se-
cuentes de Gentzen como célculo de pruebas:

Dada una teoria T' = (X, A) en Lop, asociamos a ella una multicategoria
P(T) con SEN(X) como su conjunto de objetos bésicos y sus morfismos:

a:Ay,... A, — By,...,B,
consisten de secuencias a = aq,...,q,, con a; un arbol de prueba en se-
cuentes de Gentzen de B; cuyas hojas s6lo tienen féormulas contenidas en
A.

La identidad
iday.a, 0 Ao A — Ao AL

es la secuencia A; ... A, vista como una secuencia de arboles de prueba. La

composicion, dados:
a:A... A, —B...B,,y 8:B;1...B,, = Cy...C}

es una secuencia;:
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Y=71-- Yk

con 7; el arbol de prueba obtenido del arbol 3; pegando el drbol a; en cada
presencia de B; en las hojas.

Ahora bien, se puede extraer de P(T') el conjunto de todas las pruebas
de los teoremas de 7"

proofs(T) ={a: @ — pen P(T)|p € SEN(T)}
como el conjunto Pr(P(T)), donde Pr es un funtor,

Pr: MultiCat — Set
que manda cada multicategoria (O, C) al conjunto:

Pr(0,C)={a:@ — Aen C|A € O}.

El modo en que un célculo de prueba y una m-institucion se relacionan esta
dado por la funcién :

mp :proofs(T) — SEN(T)
que manda cada prueba « : @ — ¢ a su correspondiente teorema

Finalmente se define lo que es un calculo de pruebas como sigue:

Definicion 4.4 Un cdlculo de pruebas es una séxtupla

P = (Sign,SEN,F, P, Pr,7t) con:
1. (Sign,SEN,F) una 7- institucion,

2. Un funtor P : Tho — Str; donde Thqy es una subcategoria de Th
con los mismos objetos pero con morfismos de teorias que preservan
aziomas. Para cada teoria T, el objeto P(T) € Str es llamado su

estructura teorico-probatoria.
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3. Pr: Str — Set un funtor; para cada teoria T el conjunto Pr(P(T))
es llamado el conjunto de pruebas. Se denota por proofs el funtor com-

puesto Pro P : Thy — Set,

4. m:proofs = SEN una transformacion natural tal que por cada teoria
T = (X,T) la imagen de mr : proofs(T) — SEN(T) es el conjunto
Cn(T).

Con estas nociones, finalmente podemos dar la definicion generalizada de

sistema logico de Meseguer:

Definicion 4.5 Un sistema logico es una dctupla;

S = (Sign, SEN,MOD,\, =, P, Pr,), tal que:

1. (Sign, SEN,MOD,F, =) es una ldgica,

2. (Sign, SEN,, P, Pr,m) es un cdlculo de pruebas.

Como tal formalizacion se desea ademas implementar, lo siguiente en el
trabajo de Meseguer es definir un célculo de pruebas que sea efectivo. Sin
embargo, es suficiente lo expuesto aqui para ilustrar una formalizacién de
un sistema logico como estructura. Hasta aqui, hemos visto lo que seria una
estructura logica. Para poder dar la categoria de tal estructura, se deben
establecer por separado los mapeos de cada parte constituyente de un sistema
logico: esto es, mapeos para m-instituciones, para instituciones y para calculos

de pruebas. Una explicaciéon detallada de su funcionamiento se encuentra en

[Mes89, GB84, Gog91].
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Es importante senalar que la idea expuesta aqui es una idea basica de
como se formaliza un sistema logico en teoria de categorias. Sin embargo
el trabajo hecho en esta area es muy diverso y se han propuesto muchas
generalizaciones y modificaciones a esta idea base. Por ejemplo, Goguen y
Brustall mismos, han propuesto las instituciones generalizadas, que permiten
valores no booleanos para la relacion de satisfaccion.

Otras propuestas son, wnstituciones contertuadas, que manejan contex-
tos de variables y sustituciones, instituciones multivariadas, que asignan una
variedad de conjunto a cada signatura abstracta, instituciones fibradas o
de Grothendieck, que combinan multiples instituciones en una sola estruc-
tura. Estas tltimas fueron desarrolladas para semanticas multiparadigmas.
Un panorama de estas variaciones se encuentra en |GR, Vou03|.

Debemos resaltar algunas de las ventajas que tiene esta formalizacion de
sistema logico. El concepto de institucion, en si mismo es una generalizacion
del trabajo hecho por Barwise en [Bar74| en tanto que toma como marco
de los axiomas ofrecidos a la teorfa de conjuntos lo que puede resultar in-
conveniente para ciertos modelos. La nocién de instituciéon en cambio tiene
como trasfondo a la teoria de categorias. En segundo lugar, claramente esta
nocion no depende de una logica fija, ademas de ser una formalizacion que
nos permite obtener informacion acerca de las relaciones que existen entre
los diversos sistemas logicos. Con esto podemos tener, por ejemplo, repre-
sentaciones particularmente sencillas de una gran variedad de logicas. Para

las ventajas en cuestiones computacionales véase [GB84].
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Conclusiones

Hagamos un resumen de lo hecho hasta ahora. En el capitulo 1 se dio un
panorama de las criticas al uso de métodos algebraicos en logica que han sido
constantes desde el trabajo de Boole. Estas pueden agruparse en tres temas:
(1) La pertinencia del uso de métodos algebraicos en logica, (i7) El papel
que se le da a la logica dentro de las matemaéticas y (iii) La postulacion de
diferentes tipos de sistemas logicos. Se ejemplific6 como este tipo de criticas
ha trazado distintas tradiciones que se han complementado en el desarrollo

de areas como la teoria de modelos o la logica algebraica misma.

En el capitulo 2, vimos el papel que juega este tipo de criticas en la
propuesta de Béziau. Las criticas que Béziau hace de la légica algebraica
se pueden enmarcar en los temas del tipo (i) y (#4) que mencionamos en el
parrafo anterior. Por ejemplo, su postura concerniente a los temas planteados
en (i) consiste en mostrar que los métodos algebraicos no son adecuados del
todo para el estudio de los sistemas logicos y da como ejemplo de ello el
caso de la logica paraconsistente C', que es una légica no algebraizable. Se
muestra que la concepciéon de logica algebraica de la que parte Béziau es
excesivamente restringida, y se expone céomo el papel del ejemplo dado por

Béziau es limitado y no aporta ningun resultado con respecto a los avances

7
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que ya se tenian desde el primer criterio de algebraizablilidad dado por Blok

y Pigozzi.

En el capitulo 3 se muestra la propuesta de Béziau con respecto a la no-
cion de estructura logica y su postura con respecto a la nocion de estructura
matematica. Se exponen los lineamientos generales que Béziau da para la
determinacion de lo que puedan ser las estructuras logicas asi como la taxo-
nomia que propone de las mismas. Se muestra que la nocién de estructura

matemaética de la que parte Béziau no es apropiada para sus fines.

Se expone la formalizacion categorial de estructura matemaética senalan-
do que una formalizacion de este tipo daria respuesta a preguntas planteadas
desde la légica universal como son ;Qué es una estructura logica? ; Qué sig-
nifica que una logica sea equivalente o ‘traducible’” a otra logica? ;Qué es una
extension o una ‘desviacion’ de una logica dada? etc. y a otras preguntas que
debe responder una teoria de cualquier tipo de estructuras. Se senalan los
problemas que tiene la taxonomia iniciada por Béziau, como son el hacer uso
de criterios heterogéneos, con lo que no garantiza que su taxonomia sea co-
rrecta, el hecho de utilizar basicamente criterios ya conocidos desde la teoria
de modelos abstracta y desde la logica algebraica para caracterizar sistemas

logicos, entre otros.

Por tultimo, en el capitulo 4 se expone la nociéon categorial de sistema
logico, que utiliza como base las nociones de institucion y w-institucion. Se
muestra como este tipo de formalizacién da una definicion de lo que puede
ser llamado una ‘estructura logica’ y da informacién acerca de la naturaleza
de este tipo de estructuras. Ademés representa una generalizaciéon real, es

decir, es una formalizacion independiente del tipo de logica con la que se esté
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tratando, del tipo de calculo de pruebas que se prefiera, etc. y tiene como
ventaja que es la tnica formalizacion que nos ha dado un mecanismo para
tener informacion acerca de las relaciones que puedan establecerse entre los
diversos sistemas logicos ya sea la de isomorfia, ser sublogica, ser extension

de una logica dada, etc.

Debemos observar que los trabajos que se han hecho en logica algebraica
abstracta categorica han tenido como meta explicita desde sus inicios en los
ochentas —al menos once anos antes de que surgiera la propuesta de Logica
Universal, y la incorporacion de las nociones categoricas a la logica al menos
veinte anos antes— el ‘hacer tanto como sea posible independientemente de la
logica de la que se trate’ (|[GB84|). En ese aféan se ha tenido como objetivo el
dar una nociéon de logica que no dependa, como se mencion6 en el capitulo
3, de un lenguaje fijo, y que se pueda introducir en tal abstraccion la idea de

modelo de manera directa.

Esta formalizacion nos da una idea mas precisa de lo que son ciertas
estructuras logicas y sus propiedades. Como mencionamos, podemos tener
desde este enfoque cierta informacién que no se brinda desde el enfoque de
Logica Universal. Por ejemplo, una medida del caracter algebraico que pueda
tener una logica dada su formalizacién como una estructura. En este sentido,
podemos tener una claridad mayor de este tipo de caracteristicas si tomamos

en cuenta el trabajo que se ha hecho en esta area.

En general, podemos decir que dentro de otras areas como la teoria de
modelos abstracta, o bien los diversos trabajos que se han hecho dentro de
una ‘comparacion’ con la logica clasica se tiene este mismo propoésito: es-

tablecer resultados que puedan ser aplicables al mayor nimero de légicas
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posibles. Esto es asi en el caso de Barwise ([Bar74]), como se mencioné en
la introduccién, o bien, en el caso de Hintikka (|[Hin02]), en el que existe la
posibilidad de pensar nuevas logicas mediante diversos patrones de cuantifi-

cadores ramificados (Ver apéndice A).

Entonces, el alcanzar este tipo de resultados, generalizables al mayor
ntmero de légicas posibles, parece ser un objetivo comin a todas estas areas
desde el resurgimiento de diversas logicas. Sin embargo, lo que parecia ser la
carcteristica distintiva de la Logica Universal era el postular a los diversos

sistemas logicos como estructuras matematicas.

En este sentido no queda claro qué se gana con los desideratums dados por
Béziau para establecer una definiciéon de estructura logica ni en qué aspectos
pueda ser mas general este tipo propuesta. Es muy importante resaltar, como
se menciond en el capitulo 3, que los lineamientos de Béziau son en realidad
una peticion de principio. El camino avanzado desde la logica algebraica es
uno mucho mejor definido y nos da una idea clara del tipo de relaciones que

se pueden establecer entre los diversos sistemas l6gicos.

Los avances dados por la categorizacion de la logica algebraica amplian
los alcances de esta area. El enfoque de la Logica Universal particulariza
algunos métodos a sistemas especificos. En contraste el trabajo que se esté
haciendo en las variaciones de la nocién de instituciéon, amplia ain mas el
uso de estas herramientas. Resaltemos ademas que es el tinico formalismo que
da una respuesta precisa a qué tipo de relaciones se pueden establecer entre
los diversos sistemas logicos asi como una idea formal lo que es un sistema
logico. En este sentido los resultado logrados en este campo dan respuesta

a muchas de las preguntas planteadas desde la Logica Universal y han sido



81

postulados con anterioridad a tal propuesta.

Se debe hacer una aclaracion mas. Meseguer en su articulo [MO] se pre-
gunta: jes razonable esperar una respuesta univoca a la pregunta qué es una
logica? Es de suma importancia el senalar lo que podemos aprender de tal
pregunta. El hecho de intentar llegar a una generalizacion del tipo pretendido
por la légica unviersal, puede ser una idealizacion que no es razonable esperar.
El seguir viendo la extension que pueden tener las propiedades estructurales
que conocemos a un nivel tan general como el ofrecido por nociones como la
de logica general, parece una meta mucho mas asequible.

Queda pendiente atn el comparar qué ventajas tiene esta formalizacion y
la formalizacion categorial que presta mas peso a las conectivas lo6gicas como
es la propuesta por Goldblat y otros que también es anterior a la propuesta
de Béziau. Ademés es importante notar que se debe proseguir el trabajo en el
estudio detallado de las propiedades de los funtores que pueden establecerse
dentro de diversos sistemas l6gicos y obtener con ello la informacion detallada

de los constructos que podamos obtener.
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Afinidad

El concepto de afinidad (friendliness) ha sido un derrotero en el trabajo
de diversos logicos y se puede caracterizar como el intento de una clasifi-
cacion, o bien, agrupamiento de las diversas logicas existentes bajo el criterio
de su afinidad o no-afinidad con la légica clasica, de acuerdo al grado en que
podamos aplicar o generalizar resultados de la metateoria de la logica clasi-
ca, o propiedades de este sistema l6gico. Uno de los caminos tomados para
lograr esto, es aquel de senalar las caracteristicas que una logica tendria que

generalizar. Un ejemplo de ello lo podemos ver en el trabajo de Hintikka.

En su articulo [Hin02|, Hintikka hace notar que en la logica clésica, la
dependencia de las variables en una féormula cuantificada es una relacion an-
tisimétrica y transitiva. Sin embargo, esto no tiene porque ser asi en toda
logica posible. Una teoria general de las logicas que tuviera como deber crear
un lenguaje universal, un Begriffsschrift en el sentido de Frege (|Hin02, p.
404]), debera ser capaz de expresar cualquier forma de dependencia e inde-
pendencia entre variables. Sea cual sea la forma que tenga tal cuantificacion,

a este tipo de estructuras se le llama ‘libremente amigables’.

Un tipo de cuantificacién que no es una relacion antisimétrica y transitiva

es la cuantificacion ramificada tipo Henkin.
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Por ejemplo en la siguiente formula:
VedyF(z,y)
y depende de z, y en la siguiente:
VaedVyFuF (z,y, z,u)

z depende de x, pero no de y en tanto que u depende tanto de x como de y.
Sin embargo, esta dependencia puede ser modificada mediante sus funciones

de Skolem si se cuantifica de la siguiente manera:

Vady

Flz,y, z,u]

\
o

Vz3du

La condicion de verdad de 4.2 estd dada por sus funciones de Skolem de

la siguiente manera:
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(A.1) siy solosi (3f)(3g)(Vx)(Vz)F(z, f(z),2,9(2))

El significado de esta formula puede ser descrito mediante teoria de juegos.
Se tienen dos equipos, cada uno con dos agentes, el ‘verificador’ y el ‘falsifi-
cador’. Este ultimo elige dos individuos al azar = y 2z y en el otro equipo uno
elige y conociendo tinicamente a x y el otro elige u conociendo tinicamente a
z. El equipo verificador gana si y solo si los individuos elegidos satisfacen la
formula. La formula es verdadera si y so6lo si existe una estrategia ganadora
para el equipo verificador. Las estrategias de cada jugador se dan por los
diferentes arreglos de sus funciones de Skolem.

Esto ilustra el enfoque llamado de semantica de teoria de juegos y es
una herramienta que ayuda en el estudio de patrones mas complicados de
independencia en cuantificadores. Esto constituye entonces un ejemplo de
extension de ciertas propiedades afines o compatibles con la logica cléasica

por medio de la teoria de juegos.
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Wajsberg

Un algebra de Wajsberg ([FRT84]) es una cuadrupla:
A = <A7 _)7 _‘7 1>

tal que los siguientes axiomas son satisfechos:

sl o=
= r—=y) = (y—=2)—(r—2)=1
= oy my=@Wy—z)—ow

= (=) = (y—a)=1

La obra de Wajsberg es importante no so6lo porque dié una axiomati-
zacion al calculo mutivaluado de Lukasiewicz ([McC67]), sino porque este
tipo de algebras, basadas en su trabajo, son las mas comunes después de las

cilindricas y las poliadicas.
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Problema de representacion

Como mencionamos en los capitulos 1 y 2, las algebras cilindricas han da-
do pie a muchos problemas interesantes dentro de la logica algebraica. Uno
de ellos es el llamado problema de representacion. Tarski introdujo este tipo
de éalgebras de forma que cumplieran las siguientes dos condiciones (equiva-
lentes).

Para cualquier algebra A que tenga la misma signatura que CA, las

siguientes dos condiciones son equivalentes:

1. A= A para algtn conjunto de formulas de primer orden,

2. Aesuna CA, tal que A, = {i € w: ¢;x # z} es finito para cada

r e A

Donde C'A,, es la clase de todas las algebras cilindricas de dimension w. Un
algebra para la que el conjunto Az es finito para toda = es llamada localmente
finita. Ademaés, propone el siguiente hecho:
Si A € CA, es localmente finita, entonces A es isomorfa al subproducto
directo de C's,,.

Tratar de generalizar esta proposicion, quitando las restricciones de car-

dinalidad, es decir, aplicarlo para cualquier cardinal « e intentar quitar la
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restriccion de que A sea localmente finita, es lo que se ha llamado tradi-
cionalemtne el problema de representacion.

El problema de representacion en las algebras booleanas esta comple-
tamente resuelto por el teorema de representacion de Stone, y es en gran
medida el mejor conocido de este tipo de problemas. Este teorema formula-
do algebraicamente tiene una contraparte topologica. Presentamos la version
algebraica.

Si F es un filtro en el algebra booleana potencia < p(X), C>, decimos que
F' es un filtro sobre X. De forma analoga, un ultrafiltro en < p(X),C> es
un ultrafiltro en X.

Dada un algebra booleana B, sea S(B) el conjunto de todos los ultrafiltros

en B. Si X C S(B) denotamos su complemento en S(B), S(B) — X por cX.

Entonces podemos enunciar el teorema en su version algebraica:

Teorema .2 Dada un dlgebra booleana B, ésta es isomorfa a un subconjunto

del p(S(B)), considerado como un dlgebra booleana potencia.

Su contraparte topologica se enuncia como sigue:

Teorema .3 Cada espacio booleano es homeomorfo al espacio de Stone de

su dlgebra caracteristica.

Podemos encontrar un ejemplo de este tipo de espacios para logica de
primer orden en el clasico [Bar78|.
Sea L un lenguaje de primer orden, y sea S el conjunto de todas sus

teorias completas. Llamamos a los elementos p = Th(R) € S puntos de S.
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Queremos demostrar que S, el espacio de L es un espacio de Stone.

Para cada enunciado ¢ de L, sea

] ={peS:pep}

y sea S la topologia cuyos conjuntos bésicos cerrados son los conjuntos de la
forma [¢]

Queremos dar una base mediante una familia {[p]} de cerrados tales que:

Si{leltier S {lel}; entonces i leli € {le]} v si
Si{lgltier € lel}, finito, entonces, Ui {l#l}i € {l¢]}

Veamos que tales conjuntos forman una base de abiertos-cerrados.

Estos conjuntos forman una base cerrdada ya que:

o vyl = el VY]

y los conjuntos cerrados de S son exactamente aquellos conjuntos que son la

interseccion de cerrados basicos, es decir, son los conjuntos de la forma:

S(T)= (el ={peS: T Cp}

peT

Observemos que estos conjuntos también son abiertos ya que para cualquier

¢ € L [~y] es abierto ya que
[l =5 =[]

tenemos entonces una base de abiertos-cerrados para este espacio.

Ahora queremos ver que este espacio es de Hausdorff.
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Sean p,q € S, con p # ¢ entonces existe un enunciado ¢ € p —q y
p €[], q ¢ [¢], pero esto implica que g pertenece al complemento de [¢], es
decir, ¢ € S—[p] = [~¢] que es abierto como vimos lineas atras; y claramente
[l N[~y =2

Veamos por tltimo que este espacio es compacto.

Una teoria T es satisfacible s6lo en caso que:

mweT[SD] a2

entonces por teorema de compacidad, si cada conjunto finito de bésicos ce-
rrados {[p] : ¢ € T'} tiene una interseccion distinta del vacio, entonces, todo
el conjunto tiene una interseccion distinta del vacio y por tanto, este espacio

es compacto. Tenemos entonces que S es un espacio de Stone.

El teorema de representacion de Stone ha dado ademés varias versiones
para diferentes areas. En logica modal por ejemplo, el teorema conecta un
algebra modal M con el marco que toma los ultrafiltros en M y la relacion
entre dichos ultrafiltros preservando la estructura como es usual. Este tipo de
marcos son utilizados para demostraciones de completud para éstas logicas.

Un articulo que muestra este tipo de pruebas es [vB79].



Institucion y m-institucion

Definicion .6 (Goguen-Burstall)
Una institucion I = (Sign, SEN, MOD |=), consiste de:

1. Una categoria Sign cuyos objetos son llamados signaturas,

2. Un funtor SEN: Sign — Set llamado el funtor de formulas y que nos
da para cada signatura > un conjunto cuyos elementos son llamados

formulas sobre la signatura ¥ o X-formulas,

3. Un funtor MOD : Sign — Cat®°P llamado el funtor modelo y que da
por cada signatura Y una categoria cuyos objetos son llamados ¥ —

modelos y cuyos morfismos son llamados ¥ — mor fismos,

4. Una relacion =xC |IMOD(X)| x SEN(X), para cada 3 € |Stgn|, lla-
mada Y-satisfaccion tal que para cada morfismo f : ¥ — Yo € Sign

la condicion de satisfaccion:

my =, SEN(f)(¢1) siy sélo si MOD(f)(m2) F=x, ¢1
se cumple para cada mg € |[MOD(%,)| y cada 1 € SEN(X;).
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106 .INSTITUCION Y 7-INSTITUCION

Esta definicién y las conexiones entre sus componentes pueden ser ilustradas

mediante el siguiente diagrama:

Set
Sign =

P~
Cat”

Mas atin, la condicion de satisfaccion puede ser dada como sigue:

Si f: 31 — Y5 es un morfismo en Sign, entonces:

MOD(S,) s SEN(S)
MOD(f) SEN(f)

MOD(%s) =, SEN (%)

La nocion de m-institucion es definida como sigue:

Definiciéon .7 (Fiadeiro y Sernadas)
Una m-institucion T = (Sign, SEN, {Cs. }sc|sign)) consiste de:

1. Una categoria Sign cuyos objetos son signaturas,

2. Un funtor SEN: Sign — Set que a cada signatura le asocia su con-

Junto de formulas,

3. Un mapeo Cx, : p(SEN(X)) — p((X)) por cada ¥ € |Sign| llamado

Y.-cerradura tal que:
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A C Cx(A), para toda 3 € |Sign|, A C SEN(Y),
Cx(Cx(A)) = Cxs(A) para toda X € |Sign|, A C SEN(X),
Cx(A) C Cx(B) para toda ¥ € |Sign|,A C B C SEN(Y),

SEN(f)(Cs,(A)) C Cs,(SEN(f)(A)), para toda ¥1, % € |Sign|, f €
Sign(%:, %), AC SEN(Z)).
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