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Introduccion

Desde los griegos, romanos y fenicios ya se llevaban a cabo contratos de deriva-
dos, especificamente de opciones. Pero no fue sino hasta el siglo XVI cuando se dio
un mercado més organizado en Holanda. En 1900, Louis Bachellier fue el primero en
modelar el movimiento browniano para valuar opciones financieras. En 1973 se da
una férmula matemaética mas completa para valuar opciones financieras, encontrada
por Black, Scholes y Merton, la cual, hasta la fecha, ha sido la base en el desarrollo
de nuevas formas de valuar diferentes instrumentos financieros. Hay que reconocer
que aunque la férmula de Black-Scholes no es muy realista, proporciona una bue-
na aproximacién de referencia [73]. Cualquier nuevo método o forma encontrada, es
comparada con la férmula de Black-Scholes, es decir, dicha férmula de Black-Scholes
puede ser considerada como el problema candnico en la valuaciéon de derivados fi-
nancieros.

A la fecha, se han desarrollado y siguen desarrollandose, nuevas y diversas formas
para estimar derivados financieros, asi como riesgo de crédito. El problema de todos
los modelos existentes es que son poco realistas, ya que los cambios ocurridos en los
sistemas econémicos y financieros han puesto de manifiesto la necesidad de desarro-
llar modelos més complejos. Esto es particularmente cierto en el caso de México,
donde las peculiaridades del sistema hacen que las metodologias tradicionales no
sean aplicables. La extensién de estas metodologias implica, a su vez, la formulacién
de problemas matemaéticos interesantes per se en probabilidad y procesos estocdsti-
cos, ecuaciones diferenciales parciales (problemas de frontera libre), etc. Cada dia
se estd en la necesidad de aplicar matematicas mas sofisticadas.

Los objetivos principales de la tesis son los siguientes:

1) Se propone un método alternativo para estimar el precio de una opcién ameri-
cana basado en la férmula de Samuelson. La idea principal del método radica
en valuar una opcién europea en cada paso del tiempo, multiplicada por un
ponderador muy especial, que representa la probabilidad de permanecia en el
estado S (es decir, es la probabilidad de que el activo subyacente tome el valor
de S) al tiempo t. Dicha probabilidad se determinard mediante la ecuacién de
Fokker-Planck (o Kolmogorov hacia adelante). Es importante mencionar que
en este caso también se tiene el problema de frontera libre.

XIII
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INTRODUCCION

Lo relevante de utilizar este método alternativo radica en que en esta nueva, for-
ma de valuar opciones americanas se puede incorporar de manera sistemética
el impacto de los factores macroeconémicos. Para ello es necesario estudiar la
influencia que dichos factores ejercen en la medida libre de riesgo y la forma
en que se obtiene dicha medida (en el caso de no arbitraje). En este caso la
integracién es con respecto al tiempo y no con respecto al activo, como en la
mayoria de las férmulas existentes para valuar opciones americanas muestran.

En el contexto de un modelo log-normal, se muestra rigurosamente que esta
frmula coincide con los resultados conocidos del modelo Black-Scholes. En este
mismo apartado se da una primera aproximacién de la nueva forma de valu-
ar opciones americanas y se compara con otros métodos tradicionales (tales
como arboles binomiales y método explicito e implicito). Esta aproximacién
no resulta muy satisfactoria pero tampoco proporciona resultados ilégicos, en
este sentido se tiene que trabajar mucho méas en dicha aproximacion, lo cual
se dejard para trabajo futuro.

Para visualizar dicha propuesta se muestra el mecanismo de la figura 1.

2) Como un segundo punto se da un acercamiento a la teoria racional de opciones

de Merton (TROM), es decir, se demuestran las propiedades de opciones fi-
nancieras dadas por Merton, utilizando herramientas puramente matematicas.
Esto no quiere decir que no existen otras, simplemente aqui se enfoca el andli-
sis a técnicas de ecuaciones diferenciales parciales (EDP). Cabe mencionar
que desde un punto de vista probabilistico, algunas propiedades pueden de-
mostrarse con el teorema de paro éptimo.

En la figura 2, se muestra en forma resumida las propiedades de Merton que
seran demostradas mediante las técnicas de EDP.

Cabe mencionar que la técnica que se utilizard en las demostraciones de la
TROM, puede ser extendida a modelos semilineales y no lineales ([18] y [65]).
Al final del capitulo correspondiente se muestra el caso semilineal.

Este punto surge por la necesidad de demostrar algunas propiedades de mono-
tonia de los precios de las opciones, desde un punto de vista mas analitico,
las cuales servirdan de apoyo y justificacion para probar algunos hechos impor-
tantes de la tesis.

3) Como una aplicacién de todas las herramientas desarrolladas en los incisos an-
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s FORMULA DE SAMUELSON
*ECUACION DE FOKKER PLANCK (F-P)
s ECUACION DE BLACK-SCHOLES (B-S)

*ESPERANZA CONDICIONAL

VA(S,t) = Ep Ve, (S, 1)]

Tfp(S,r)vEu(s,r)dr

Epo es la esperanza con respecto a la medida
fisica o.

p es la probabilidad de permanencia, es decir,

de que el activo tome el valor 8l tiempot.
Ve, €s el valor de una opcion europea.
Ts es el tiempo en que el activdtoca la
frontera libreS.

Figura 1: Nueva forma de valuar opciones americanas
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ePara una opcion de venta, la desigualdad antevisiempre
se cumple, lo que implica que el ejercicio temprasn.’ptimo
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con diferentes precios de ejercicios E2>E1,

Gt SE)<G,t.SE)
\\ C.t.SE)<C,tSE) /

Figura 2: Propiedades de Merton que se demuestran analiticamente
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teriores, particularmente de la parte de incorporar factores macroecéomicos a
diversos modelos de productos derivados y riesgo de crédito, se propone una
estructura dinamica para la valuaciéon de derivados de crédito, asi como la
estimacién de las probabilidades de transicién en las calificaciones de transi-
cién en riesgo crediticio. También se modifica la metodologia del modelo de
valor presente neto (VPN) incorporando factores macroeconémicos usando la
misma probabilidad de transicion antes mencionada.

En la figura 3 se muestran las metodologias histéricas més comunes, que llevaron
a encontrar la mejor forma de llegar a los objetivos principales de la tesis.

Las herramientas naturales para llegar a los objetivos son:

a) La férmula de Samuelson y su conexién con la férmula de representacion de
Feynman-Kac ([66] o Capitulo 1).

La formula de Samuelson esta dada por el siguiente resultado.

Considere un proceso estocastico S; con valor inicial Sy definido en un espacio
de probabilidad (€2, P), donde P es la medida fisica bajo la cual la distribucién
de las variables S; son consideradas. Dicho proceso describe el desarrollo del
precio del activo en un mercado financiero. Suponga que la tasa libre de riesgo
es T.

El rendimiento esperado del activo en el intervalo de tiempo [0, T] es Ep(St)/So,
donde Fp denota la esperanza bajo la medida fisica P. Entonces el valor pre-

sente de St estd dado por

So
—57.
Ep(Sp)""

Su valor futuro libre de riesgo es entonces

S

rT 0

_ 20 g
Ep(Sr)”"

Definicién 1 El precio p(g) de un derivado europeo g(St) estd dado por

S

—rT T rT

p(g) =e Ep{g<Soe )} 1
(9) Ep(ST) M
donde Ep representa la esperanza con respecto a la medida fisica, r es la tasa
de interés libre de riesgo y Ep(St) = e*TSy con So y St el valor inicial y
final del activo subyacente y u no es necesariamente la tasa instantdnea del
rendimiento.
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La teoria racional de opciones
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dominacién de portafolios.
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INTRODUCCION

TIEMPOS DE PARO
V, = sup E(9(S,)e" "/ F).

tsr<T

-~

r>0 eslatasa de rendimiento libre de riesgo

T tiempos de paro c.r.ala filtracion §b. .+
del proceso de Wiener Wbajo la medida
libre de riesgo Q.

g(S) eslafuncion de pago de una opcion

americana.
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~

compra o venta. Entonces aV
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con condicion final Vv, (
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BLACK-SCHOLES

Sea Y el valor de una opcién americana, la cual puede ser una opci6
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~

h de
2
10282a Va +r8ﬂ rv, <0,
2 oS
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S>3

. ov
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J
N

SAMUEL SON
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%

A 4
/ FEYNMAN-KAC \
o

APROXIMACION
ACTUARIAL

~

9(S;) esta dado por Si u(x,t) es la Unica soluciofl E| precio de una opcion
(s .. || @cotada del problema com compra americana, C(a,T),
p(g):e EP E(S)%é) yE($) eHSb Valor - ,f|na| dadO pOI’ IaE t|empo de expiracién T y prec
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libre de riesgo.
e'T representa el descuent
deterministico.
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esperado de;S
S es el valor inicial
derivado.

X=Xy p

tbproceso X«

del

%

(lJ.l(X,t) = E[h(x?‘)ex;{- f r(Xﬁ",s)ds}

la solucién de la EDE

o <o

0% £, (0 (t/X)clxclt

fs; es la densidad de.SEstg
aproximacion pued
considerarse como u
aplicaciéon de la férmula d

aras[t,T] , el
es definido por|

racio

~

=)

e

io

|

na

dt+ o (X ', s)dB,

@muelson [8]. /

Figura 3: Resumen de

metodologias mas comunes.



XIX

El hecho importante de la féormula de Samuelson es que no hace referencia a
ninguna distribucién especifica.

En el caso particular donde Sy sigue un proceso lognormal, puede demostrarse
que la férmula (1) coincide con la férmula de Black-Scholes, es decir,

dS; = pSydt + 0% S;dWy,

con valor inicial Sy, p corresponde a la tasa media en el crecimiento del activo,
o es la volatilidad del activo y W} es el movimiento browniano.

Entonces la solucion a la ecuacién diferencial estocéastica es
S, = S (,uf%oz)t+cht
t = 00€ ’

entonces el precio del activo estd dado por

Spelh=30")T+oWr

_ —rT
plg) = e Eqly( SoorT

= ¢ T Eq[g(Spel 2T +oXT)], (3)

Soe™)] (2)

En este caso se transforma el problema de calcular una esperanza con una me-
dida fisica, en una esperanza con una medida neutral al riesgo, considerando
el descuento apropiado. Para méas detalles ver Apéndice F'.

La ventaja y la importancia de usar la férmula de Samuelson para llegar al
primer objetivo de esta tesis es que al considerar la medida fisica, se puede
introducir la funcién de densidad de probabilidad, la cual puede depender de
factores macroeconémicos.

Como consecuencia de la férmula de Samuelson, se da un nuevo enfoque que
relaciona el problema analitico, de la solucion de la ecuacion diferencial parcial
(Black-Scholes) y el problema probabilistico, de calcular una esperanza. Dicho
enfoque estd representado por la férmula de Feynman-Kac (ver Capitulo 1).
La importancia de esta formulacién radica en hacer todos los calculos en un
mundo neutral al riesgo, es decir, se utiliza r la tasa libre de riesgo en lugar
de usar p, la tasa media de crecimiento en el precio del activo subyacente (ver
[51], Apéndice B, Apéndice C y figura 3).
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b) La ecuacién de Fokker-Planck (Kolmogorov hacia adelante) y Kolmogorov hacia
atrds asociadas a la densidad de la medida libre de riesgo ([72], [58], [61] y [71]
y Capitulo 1).

Las ecuaciones de Kolmogorov son importantes para alcanzar el objetivo, ya
que se considera que la funcién de densidad de probabilidad mencionada en
a), satisface una ecuacién de Fokker-Planck.

La importancia de usar esta ecuaciéon de Fokker-Planck radica en que cada
factor macroeconémico puede ser descrito por una determinada ecuacién di-
ferencial estocéstica y asi para varios factores macroecondémicos se tendra un
sistema de ecuaciones. Sin embargo la densidad de transicién de dicho sistema
satisface una sola ecuacién diferencial parcial para la probabilidad de perma-
nencia (p) en un determinado estado en algin tiempo dado. Esto simplifica el
problema considerablemente, en caso de introducir factores macroeconémicos.

c) La relacién con el enfoque probabilistico (martingalas, tiempos de paro, etc., ver
la figura 3 y [42], [51], [54], [66] vy [69)]).

d) La relacién con el enfoque de ecuaciones diferenciales parciales (Black-Scholes
[55] v [73]).

Los cuatro puntos de a)-d) dan la pauta para proporcionar una nueva forma de
valuar opciones americanas.

La tesis estd dividida de la siguiente forma. En el capitulo 1 se proporcionan las
herramientas matemaédticas necesarias para el desarrollo de la tesis, tales como las
ecuaciones de Kolmogorov y la representaciéon de Feynman-Kac. En el capitulo 2 se
muestran los principios en los que se basa la teoria racional de opciones de Merton
[51] y se proporciona una de las contribuciones de la tesis, es decir, las demostraciones
analiticas de las propiedades de la teoria racional de opciones de Merton, basadas en
el principio del maximo ([23] y [14]), métodos de planos méviles y de deslizamiento
[6]. En el capitulo 3 se proporcionan las metodologias mds comunes para valuar
opciones americanas y se da la principal contribucion de la tesis, que es la nueva
forma de valuar opciones americanas. En el capitulo 4 se bosquejan algunos modelos,
tanto de derivados financieros, valor presente neto, asi como de riesgo de crédito, en
los cuales se aplican los métodos o técnicas desarrolladas en el capitulo 3. Y en los
apéndices del A al I, se proporcionan definiciones bésicas de opciones financieras,
movimiento brownianao, integracién estocéstica, arbitraje, cambios de medida y
riesgo de crédito.



Capitulo 1

Herramientas matematicas

En este capitulo se dardn las herramientas matemadticas necesarias para el de-
sarrollo de la tesis. En la primera seccion se muestran detalladamente las ecuaciones
de Kolmogorov hacia atras y hacia adelante que proporcionaréan la densidad libre
de riesgo, la cual es indispensable, ya que se utilizard para la valuacién de deriva-
dos financieros, asi como el calculo de riesgo de crédito. En la segunda seccién
se muestra la férmula de representaciéon de Feynman-Kac que no es méas que una
derivacién de la férmula de Samuelson que relaciona la solucién de la ecuacién dife-
rencial parcial( EDP(1.25)) y el problema probabilistico, de calcular una esperanza
(1.26). Lo interesante de esta representacién es que un problema en el mundo real
es transformado a un problema en un mundo neutral al riesgo.

1.1. Ecuaciones de Kolmogorov hacia atras y hacia ade-
lante (Fokker-Planck)

En esta seccién primeramente se obtienen intuitivamente las ecuaciones de Kol-
mogorov hacia adelante (forward) y hacia atrés (backwards), para la probabilidad de
transicién usando caminatas aleatorias [73]. Posteriormente se deduce la ecuacién
de Fokker-Planck mediante un enfoque fisico, asi como su representacion al proble-
ma estacionario. Se dardn ejemplos representativos de dichas ecuaciones ([71], [61]
and [?]). Finalmente se proporcionan las deducciones mateméticas formales de las
ecuaciones de Kolmogorov, desde un punto de vista probabilistico.

1.1.1. Motivacion

En un mundo realista, existen una multitud de factores o variables que afectan
la economia de un pais, en particular los mercados financieros, los cuales en muchas
ocasiones no se pueden manipular o medir, por lo que se dice que dichos factores
o variables tienen un comportamiento aleatorio en sistemas econémicos o financieros.
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Una herramienta natural para poder representar este tipo de efectos aleatorios es
la probabilidad, ya que por medio de ella se pueden desarrollar modelos matematicos
0 econdmicos tan complejos como sea necesario, de tal forma que capten los efectos
aleatorios que se desean analizar.

Las herramientas matematicas mas adecuadas, para el analisis de datos econémi-
cos y financieros, son las ecuaciones diferenciales estocésticas, ecuaciones diferencia-
les, esperanzas condicionales, tiempos de paro, etc.

Para fines de la tesis lo que interesa es poder estimar los precios de derivados
financieros, asi como riesgo del crédito con un enfoque mas realista, es decir, se
desean encontrar modelos financieros y de riesgo de crédito en los cuales se puedan
introducir sistematicamente los efectos de los factores macroeconémicos.

En el caso de la valuacién de derivados financieros se utilizard como base la
féormula de Samuelson (1), que corresponde a calcular la esperanza con respecto a
la medida fisica P. Es importante recordar, que cuando se calcula una esperanza,
hay que considerar una funcién de densidad con respecto de quien se esté tomando
la esperanza (probabilidad del tiempo de transicién). La forma natural en que se
calculara esta funcién de densidad sera por medio de las ecuciones de Kolmogorov
hacia atras o hacia adelante (Fokker-Planck), por tal motivo es interesante e impor-
tante conocer como funciona este tipo de ecuaciones para el desarrollo de esta tesis.

La ventaja de usar cualquiera de estas ecuaciones, es que la funcién de densi-
dad en estudio puede depender de un sistema de ecuaciones (para el caso de esta
tesis pueden ser los factores macroeconémicos), y a su vez dicha densidad puede
representarse cémo la solucion a una séla ecuacién diferencial parcial, lo cual hace
el estudio més simple.

La utilidad de las ecuaciones de Kolmogorov radica en calcular la densidad aso-
ciada a una ecuacioén diferencial estocastica, como se muestra en lo siguiente.

A continuacién se da la deduccion intuitiva de las ecuaciones de Kolmogorov
utilizando trayectorias trinomiales aleatorias.

1.1.2. Deduccién usando caminatas aleatorias
La funcién de densidad de transicién

Se derivara una ecuacion para la funcién de densidad para una variable aleatoria
definida por una ecuacién diferencial estocéstica (EDE). Dicha densidad describe la
evolucién temporal de la posicion, x, y el tiempo, ¢, del fenémeno en estudio.
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Se introduce una variable aleatoria z, la cual satisface la EDE

dx = f(z,t)dt + g(x,t)dW, (1.1)

donde f y g son funciones que dependen de x y ¢, y W es un proceso de Wiener
o movimiento browniano.

f(x,t)dt corresponde a la parte deterministica del proceso y

g(xz,t)dW es la parte aleatoria del mismo proceso.

Entonces, la funcién de densidad de transicién p(x, t; z*,t*) con x* y t* los valores
futuros de x y t respectivamente, con ¢t < t*, para algin conjunto X, tiene las
siguientes propiedades:

i) La probabilidad de que x € X al tiempo ¢t dado z* al tiempo t* es

/ p(x, t; 2", t")dx.
X

ii) La probabilidad de que z* € X al tiempo t* dado que x al tiempo ¢ es

/Xp(;v,t;m*,t*)dx*.

Para entender mejor las dos propiedades anteriores (i-ii) véase el siguiente ejem-
plo: suponga que se conoce el valor de x en algiin tiempo ¢, entonces a menos de que
g = 0enla EDE (1.1), existe incertidumbre en el valor futuro de z. El tiempo y valor
futuro de la variable aleatoria se denota por t* y x* respectivamente. En el inciso i),
se conoce el valor futuro de z* con certeza, por lo cual se podria encontrar su funcién
de densidad si después de todo (1.1) tiene toda la informacién del movimiento de x.
A esta funcién de densidad se le llamara problema hacia atrés (backwards). Inver-
samente, si se conoce el valor de x y ¢, entonces se puede determinar la funcién de
densidad para x* en el tiempo futuro ¢t*. Este tltimo sera llamado el problema hacia
adelante (forward). Las dos densidades anterirores estan contenidas en la funcién
de densidad de transicién p(zx,t; x*,t*). Esta funcién p puede ser derivada como la
solucién de la ecuacién diferencial parcial (EDP), que resultard de la deduccion de
las ecuaciones de Kolmogorov.

La EDP se resuelve para cada uno de dichos problemas. La deducciéon no es
rigurosa pero estd basada en una simple representacién trinomial de una caminata
aleatoria. Esta es una version discreta de una caminata aleatoria para x, dado el
proceso descrito en (1.1).
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t t+3t

Figura 1.1: Caminata aleatoria para el problema hacia atras

El problema hacia atras (retrégrado o backwards)

En la figura 1.1 se muestra el diagrama de una caminata aleatoria trinomial en x.

Al tiempo futuro t* la variable aleatoria toma el valor de z*. Al tiempo anterior
t, la variable tiene el valor de x. Si se considera un lapso de tiempo dt, la variable
tiene tres posibilidades de desplazarse una distancia dx: hacia arriba, hacia abajo o
quedarse sobre la misma recta; con probabilidades «(z, t), B(z,t) y 1—a(z,t)—B(x,t)
respectivamente. Si la variable puede tomar sélo uno de los tres nuevos valores al
tiempo t 4 dt, es muy simple relacionar la probabilidad inicial de x al tiempo t a la
probabilidad inicial con las otras z, z + dz o x — dx en un tiempo dt después. En
otras palabras, se tiene el siguiente analisis.

La probabilidad de que la variable aleatoria esté en (z,t) es igual a la proba-
bilidad de ir a (x + dz,t + §t) multiplicada por la probabilidad de moverse hacia
arriba, mas la probabilidad de seguir en = multiplicada por la probabilidad de no
movimiento, més la probabilidad de ir a (x — dz,t + §t) multiplicada por la proba-
bilidad de moverse hacia abajo.

Por simplicidad, no se considerara la dependencia de p en x* y t*, entonces la
probabilidad de estar en x al tiempo ¢ es
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p(z,t) = plz+dx,t+o0t)o(z,t) + p(x,t +6t)(1 — alz,t) — B(z,t))
+ p(x — oz, t + 0t)B(z, 1),

para 0t y dx pequenos, se pueden expandir todos los términos de la ecuacién anterior
en series de Taylor alrededor de (z,t). Después de célculos directos se obtiene

Op
o

Para encontrar los valores de las funciones . y 8, se consideraran las propiedades
de la ecuacion (1.1).

(0~ )57 5m+1( +5) 95— . (1.2)

Asi la media del salto en = debe ser f(x,t)dt y la varianza del salto estara dada
por g%(z,t)dt. El proceso trinomial, sin embargo, tiene media de salto (o — )éx
y varianza (a + 3 — (a — (3)?)6x?. Para encontrar a y 3 es importante considerar
que 0%/t = O(1), es decir, que dicho cociente permanece acotado cuando § — 0,
entonces queda

ot

a(z,t) = m[g%x,t)—l—f(w,t)&c]
Brt) = oorlg(wt) ~ Flx, 1))

Si se substituyen a y 3 en (1.2) y se divide por dt, se obtiene la ecuacién

1 0*p dp

—g°(x,t)=— —+==0. 1.3

RO LE NP (13)
Esta ecuacion es conocida como la ecuacion de Kolmogorov hacia atras, o como

la ecuacion diferencial parcial hacia atras o retrégrada. Se le da este tltimo nombre

porque es un problema bien planteado con condiciones finales.

Es importante observar que la EDP retrégrada es un problema bien planteado,
porque tiene una solucién y es unica [23], ademés de que la solucién depende con-
tinuamente de los datos en el problema. También se deben de imponer condiciones
de frontera y una condicién final, como se menciond antes.

Las condiciones de frontera se determinan mediante consideraciones especificas
sobre la variable aleatoria, mientras que la condicion final es mas directa.

Si se toma en cuenta la dependencia en z* y t*, entonces la condicién final queda
como
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p(z, t; 2™, %) = 0(x — x¥), para t=t".

donde 6(-) es la funcién delta de Dirac'. Esta condicién simplemente dice que al
tiempo t*, la variable x puede tomar sélo el valor z*.

Es importante mencionar que si la ecuacién (1.3) se multiplica por una funcién
q(x,t) y se integra por partes, se puede obtener directamente la ecuacién de Kol-
mogorov hacia adelante (Fokker-Planck) y se hace el cambio de variable ¢t = t* — 1
para transformar el problema de condiciones finales a un problema con condiciones
iniciales.

El problema hacia adelante (forward)
Andlogamente al problema retrégrado, se considera la caminata trinomial, con

la misma eleccion para las probabilidades de cada rama de la caminata, a y (.

Haciendo el anélisis y dejando a un lado la dependencia de p sobre = y ¢ por
simplicidad, se obtiene

p(x*,t*) = p(z* =0z, t* — dt)a(z” — dz, t* — ot)
+ p(a*,t" = 6t)(1 — a(z*,t* = dt,) — B(z*, t* — o))
+ pla* 4 dx,t* — ot)B(x" + dx, t* — o). (1.4)

Esto es similar a la ecuacion hacia atras. La diferencia principal radica en que
las probabilidades o y 8 son ahora evaluadas en * —dx , * +dx y x*. Si se expande
en series de Taylor y se hace un analisis similar al anterior, se tiene

!La delta de Dirac puede representar la distribucién de densidad de una masa unidad concen-
trada en un punto zo. En ocasiones se denomina también funcién de impulso.

Se escribe como
dzp(x) = 0(z — wo),

siendo §(z) para el caso zo = 0.

También puede definirse por la integral

0 si xo<aoxy>bh.

/: 5z — 20) () — {f(mo) 5% a < zo < b,

o bien por
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t-St t

Figura 1.2: Caminata aleatoria para el problema hacia adelante

10%(g?(=*,t")p)  O(f(a*,t")p)  Ip

2 Ox*? ox* o

—0, (1.5)

la cual es conocida como la ecuacién de Kolmogorov hacia adelante o bien como la
ecuacién de Fokker-Planck o como la ecuacién parabdlica hacia adelante. Se le da
este nombre porque es un problema bien planteado con condiciones iniciales.

Introduciendo nuevamente la dependencia en x y ¢, la condicién inicial es

p(z, t;x*,t") = 0(z* —x) para t=t".

Para entender mejor el funcionamiento matematico de las ecuaciones de Kol-
mogorov, antes de proporcionar demostraciones formales y estrictas, se da la inter-
pretacion de la ecuacién de Fokker-Planck desde un punto de vista fisico. Al final
se dan algunos ejemplos de su aplicaciéon en el caso méas simple, la ecuacién de
Fokker-Planck estacionaria en una dimension.
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1.1.3. Interpretacién

En esta seccién se da un analisis un poco mas formal para llegar a la ecuacion
de Fokker-Planck utilizando sistemas dindmicos? mediante un enfoque fisico.

La idea de introducir sistemas dindmicos o sistemas de ecuaciones, radica en
mostrar que las ecuaciones de Kolmogorov pueden depender de varias variables,
las cuales estan representadas por la dindmica del sistema. Cabe mencionar que
aunque se tenga un sistema de ecuaciones, como argumentos, sélo se tendrd una
sola ecuacién diferencial parcial representada por las ecuaciones de Kolmogorov o
la ecuacion del tiempo de salida.

Este punto es muy importante para la tesis, porque se intentard mostrar un
modelo financiero que depende de varios factores macroecondmicos, los cuales son
representados por medio de un sistema dinamico.

A continuacién se muestra cual es el efecto que tiene un sistema dinamico en la
construccién de las ecuaciones de Kolmogorov.

Formulacién del problema

Supoéngase que se tiene un sistema dindmico determinado por k ecuaciones dife-
renciales de primer orden.

ddil = D@y, 2,y ar);  i=1,2, ..k (1.6)

Para condiciones iniciales dadas, estas ecuaciones determinan iinicamente el com-

portamiento del punto que representa el sistema en su dominio®. Se considera que

dicho sistema esta sujeto a impulsos o perturbaciones, las cuales actian de acuer-

do con leyes de cambio bien determinadas (diferentes hipétesis de probabilidad son
posibles aqui).

Ecuacion para la distribucion de densidad

Se considerard el caso méas simple cuando n = 1 y el dominio es la linea recta.
Del sistema (1.6) se obtiene la ecuacién

2Un sistema dindmico es un sistema complejo que representa un cambio o evolucién de su estado
en un tiempo, el comportamiento en dicho estado se puede caracterizar determinando los limites
del sistema, los elementos y sus relaciones; de esta forma se pueden elaborar modelos que buscan
representar la estructura del mismo sistema.

3Se restringe el anélisis a sistemas auténomos, es decir, a sistemas para los cuales la ecuacién
diferencial no depende explicitamente del tiempo. Un anélisis similar puede ser desarrollado para
sistemas no auténomos.
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dx = f(x)dt. (1.7)

En este caso supéngase que el impulso aleatorio ocurre como sigue: después de
cada intervalo de tiempo 7, el punto fase salta instantaneamente una distancia a, a
lo largo de una direccién aleatoria (la direccién es de derecha a izquierda con la mis-
ma probabilidad), cuando transcurren otros 7 segundos de acuerdo con la ecuacién
del movimiento, el punto fase da otro salto y asi sucesivamente.

Como el movimiento del punto representativo es determinado no sélo por la
ecuacién anterior, sino también por la ley de probabilidad es imposible considerar a
x como una funcién definida de ¢ y en este caso se puede hablar sélo de la proba-
bilidad para el punto representativo definido en alguna regién particular del dominio.

El anadlisis probabilistico necesario, estd dado comparativamente en el caso limite
cuando se supone que a — 0 junto con 7, tal que 2 g°, donde ¢ es un
limite finito que caracteriza la intensidad de los impulsos (en la caminata trinomial
corresponde a la varianza del salto), es decir, en el limite se obtiene la ecuacién
diferencial parcial:

op(at) | DU@p) 1o Prlet) o a? (1.8)

ot ox 2 (z) ox? g 50 T

la cual se satisface por la distribucién de densidad p(z,t)*.

En un caso mas general, se debe suponer que se tiene un movimiento deterministi-
co del punto representativo de acuerdo con la ecuacién (1.8) y sobreimpuesto esto, un
proceso aleatorio que satisface una cierta ley estadistica que depende de la posicién
del punto representativo. Si se supone que este proceso, al cual se le llamara pro-
ceso estocastico, no tiene alguna direccionalidad intrinseca y que las perturbaciones
aleatorias son tales que la probabilidad de un desplazamiento grande tiende a cero
suficientemente rdpido en un tiempo decreciente 7, entonces la ecuacién (1.8) se
transforma en:

op(a.t) | Olf@hpl@.t)] _ 18 [F@p(a.)

ot Ox 2 0x? ’ (1.9)

donde g(x), es el coeficiente que caracteriza la intensidad distributiva del proceso
estocéstico, la cual es definida como, lim,_g€? /7, donde € es la media cuadrética

“Hay que observar que si p(z,t) es la distribucién de la densidad, la probabilidad de encontrar
el punto representativo al tiempo ¢ en la regién G es W (G, t) = fG p(z,t)dx
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del desplazamiento durante el tiempo 7 bajo la influencia del proceso estocéstico®.
A esta ecuacion se le conoce como la ecuacion de Fokker-Planck o Kolmogorov hacia
adelante [?].

De acuerdo con el significado de la densidad se estd interesado en las soluciones
de la ecuacién (1.9) para la cual®,

i) p(x,t) >0
i) [, ple, t)de = 1

Ahora, para encontrar la solucién de la ecuacién (1.9), se necesita conocer la
distribucién de la probabilidad inicial. Si se desea estudiar el comportamiento del
punto representativo que al tiempo inicial tuvo la posicién definida €, entonces es
necesario encontrar la densidad p(x,t) que en el limite (¢ — 0) tiende a cero en
todos los puntos excepto para € y adicionalmente satisface la condicién ii). La fun-
ciéon determinada de esta manera depende solamente del punto € y se denotard por
p(z,t,€), por lo que p(x,t, €)dx es la probabilidad de que un punto aleatorio situado
al tiempo t = 0 en la posicién € al transcurrir un tiempo ¢, dicho punto se encuentre
entre la posicién x y = + dz.

Si sucede lo antes mencionado (es lo que esperaria uno), para cada funcién de
distribucién no estacionaria p(x,t) converge a la funcién limite definida p(z) cuando
t — o0, bajo ciertas condiciones que se veran especificamente mas adelante [?]. Para
encontrar la funcién de distribucién limite estacionaria’ se impone la restriccién
Op/0t = 0 en la ecuacién (1.9), por lo que dicha ecuacién se reduce a

5Sea p(z,7,y)dy la probabilidad del punto representativo, situado en la posicién z, llegando
como un resultado del proceso aleatorio a la posicién desde y a y + dy durante el intervalo de
tiempo 7. Entonces

oo

1
g(x) = lim — p(z, 7,y)(y — z)*dy.

Si se ha supuesto que el proceso estadistico no tiene alguna direccionalidad, entonces

oo

1
lim — — z)dy = 0.
lim — 7oop(9:my)(y x)dy

La tasa de decrecimiento de la probabilidad de desviaciones grandes con decrecimiento en 7 es
caracterizado por la relacion

1 oo
lim f/ p(z,7,y)ly — 2|’ dy = 0.

T—0 T

5Bajo ciertas suposiciones de una naturaleza general supuestas a la ecuacién (1.9), se puede
afirmar que si f(z,0) es positiva en todas partes y normalizada en ¢ = 0, entonces estas condiciones
se mantendran para toda ¢ > 0. Es decir, este hecho se conserva generalmente cuando se tienen
ecuaciones de tipo parabdlico

"La funcién estacionaria, se define como la funcién limite de una funcién no estacionaria cuando
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A=) _ 1018 @)p(a)]
Ox 2 Ox? ’

(1.10)

la cual se conoce como la ecuacién estacionaria de Fokker Planck. La solucién de
esta ecuacién no depende de condiciones iniciales.

En la mayoria de los casos, este tipo de ecuaciones se resuelven mediante méto-
dos numéricos, ya que es complicado encontrar soluciones cerradas. Una forma en
que se pueden obtener soluciones analiticas, es considerar el caso en que la ecuacién
en estudio es estacionaria. A continuacién se muestra este caso para la ecuacion de
Fokker-Planck, asi como algunos ejemplos especificos..

Solucion de la ecuacién de Fokker-Planck estacionaria

Ahora se trabajard sobre la linea recta. Como ya se habia visto, una distribucién
estacionaria es una soluciéon normalizada no negativa de la ecuacién

o @) - 55 (@) o (111)

En el caso general, no se puede asegurar la existencia de una solucién estaciona-
ria. Las condiciones méas naturales bajo las cuales se puede esperar la existencia de
dicha solucién, y las cuales de aqui en adelante se supondran que se satisfacen son

7]

i) ¢ > g%(x) > c* >0, donde ¢** y ¢* son constantes positivas,

ii ) f(x) < 0 para x > 0 suficientemente grande y f(z) > 0 para = < 0 suficiente-
mente grande, en ambos casos es mayor en modulo que alguna constante r > 0.

La primera integracién de la ecuacién (1.11) da

[92(93)1)(:6)] = (1. (1.12)

t — oo, es decir
p(x) = lim p(z,t).
t—oo

Dicha funcién es invariante con respecto al tiempo. Concretamente se puede decir que la funcién
estacionaria existe y es tinica si dicho limite existe y ademas fp(x) =1.
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Si las condiciones i) y ii) se satisfacen, p(z) > 0 y normalizable, entonces C; = 0%.
Integrando por segunda vez

C i@, ., [T 1
p(r) = g?(g;)e @, plz) = 2/0 20 de, (1.13)
y C es una nueva constante de integraciéon o un coeficiente de normalizacién. Hay
que notar que para la constante ¢g?(z), la maxima y minima solucién coinciden con
los puntos de equilibrio estable para el sistema dinamico original determinado por
(1.7). Como e* es monétona, la maxima y minima solucién coinciden con las solu-
ciones de la funcién p(x).

Ahora se analiza la solucién bajo la suposicién de que g?(z) decrece uniforme-
mente en x. Para esto, se representa en la forma ¢?(z) = Ag(z), donde g¢(z) (c** >
q(x) > ¢* > 0) es una funcién fija, mientras A es un pardmetro real que en el limite
tiende a cero (lim A — 0).

Haciendo el cambio de g, la soluciéon puede escribirse de la forma

p(z) = e x, (1.14)

donde

z f(e) 1 0o o557
() :/0 @de, o :/_Oo @de. (1.15)

Supdngase que existe un inico punto en el cual ¢(z) alcanza su méximo absoluto.
Se puede mostrar [?] que en el lim A\ — 0, la funcién, p(z), tiende a cero en todas
partes excepto en el origen, aqui la funcién se va a infinito. En este caso se puede
estimar la C'(\) para A suficientemente pequena:

——— = s(\)An, (1.16)

donde n es un entero positivo par y s(\) estd entre limites positivos®. Asi

8Se puede mostrar que bajo las condiciones anteriores, p y sus derivadas decrecen muy rapido
cuando x — 00, asi el lado izquierdo de la ecuacién anterior tiende a cero y C; = 0.

1 L vy "l (e)/ o (e)/ L v/

— p(e)/A _ P(e)/ A P(e)/ X Ple) /X

= e de = e de + / e de + / e de.
C\) /m q(€) /,h q(e) oo 4(€) w4
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g)=—°2 1.17
P = o (17

Si z # 0, entonces la expresion (1.17) tiende a cero ya que el numerador decrece
mas rapido cuando A — 0 que el denominador. Pero si x = 0, el numerador no
depende de A lo que implica que la expresién tiende a infinito.

Dada f(z), se puede escoger la funcién ¢(z) de tal forma que el maximo absolu-
to de ¢ (x) se alcance en algun punto de equilibrio estable de la ecuacién (1.7). La
distribucién estacionaria tiende a cero casi seguramente cuando A — 0, excepto en
el punto de equilibrio estable que es donde 1 (z) alcanza su méximo absoluto.

Se consideran un par de ejemplos para distribuciones estacionarias:
Ejemplo 1
dx
— = —kux; k > 0; g*(x) = 2D,
dt
donde D es una constante.

El dominio en este caso es una linea recta infinita con un estado de equilibrio en
x = 0 (ver figura 1.3). Este estado de equilibrio es estable. Las condiciones i) y ii)

Sea h un numero positivo muy pequeno. De acuerdo a las propiedades de 1 (¢) y de que en el
limite A — 0, las dos tltimas integrales son infinitesimalmente pequenas comparadas con la primera
integral. En un intervalo suficientemente pequeno (—h, h), la funcién ¢ (x) puede ser representada
aproximadamente en la forma —kz™, donde n es un entero par positivo, es decir,

—k"z™ > (z) > k2",
donde —k* > kK** > 0.
Asi en el mismo intervalo se tiene

1 _pregn 1 " 1 _pean
**ek /)‘<—ew( )/)‘<—*ek /)‘.
q q(z) q

Entonces en la ecuacion

h %S} %)
/ e R N e = / e R N e — 2/ e_k'en/kde7
—h —o0 h

analogamente como se habia hecho antes, se puede ignorar el segundo término del lado derecho y
entonces

=

3

/ e—ké"/>\d6 — )\% / eikzndz = f(k)()‘)

oo

donde f(k) no depende de .
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Un estado de equilibrio

Tres estados de equilibrio

O mmimimimimii e X
X=-a X=0 X=a

Figura 1.3: Espacios fase

se satisfacen. La ecuacién dindmica se resuelve por medio de la funcién x = Ce™".
Si en t = 0 se tiene z = xp, entonces la solucién es & = xge ¥

plx) = 2/ /() de = —2/ Ecle = —ieQ (1.18)

con

g2 1 00 g2 2D
p(z) = Ce s ’ - = e 35 de — 1| T2 (1.19)

Se obtiene la distribucién Gaussiana ordinaria.
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pPx)

Figura 1.4: Distribucién Gaussiana ordinaria

Ejemplo 2
dx 2 2 2
i kz(a® — x%); k>0, ¢°(zr)=2D, D =cte. (1.20)
En este caso el dominio es la linea recta con tres estados de equilibrio (ver figura
1.3): 2 =0,z =ay x = —a. De éstos, x = 0 es inestable mientras que z = a y
x = —a son estables. Las condiciones i) y ii) se satisfacen. La siguiente ecuacién

dindmica (depende del tiempo) es solucién de la ecuacién (1.20)

3 a?

En t = 0 se tiene x = g, entonces

C' =

Por lo tanto

T kaZe — ke3 k |a“x

') [\

[\
| 8
| S —

con lo que

pla) = Celi ],
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siendo

1 oo
== /_ ~ ein <] ge.

Entonces la distribucién estacionaria tiene dos maximos (x =+ay z=—a )y
un minimo en z = 0.

P (<)

Figura 1.5: Distribucién estacionaria con dos maximos

Independiente de las funciones de densidad, existe otra funcién importante para
caracterizar el comportamiento de un proceso estocéastico, la probabilidad del tiempo
de salida, la cual puede verse como una aplicacién a la ecuacion de Fokker-Planck.
Su analisis y desarrollo, al igual que su esperanza se muestran en el Apéndice I.

Ya conociendo la parte intuitiva de las ecuaciones de Kolmogorov y la solucién
analitica de la ecuacién de Fokker-Planck estacionaria. Se estd preparado para dar
demostraciones formales de la deduccién de las ecuaciones de Kolmogorov.

1.1.4. Deducciéon matematica formal

Por completez se deducen a continuacion de forma rigurosa las ecuaciones de
Kolmogorov hacia atras y hacia adelante, utilizando la desigualdad de Chapman-
Kolmogorov, asi como resultados basicos de procesos estocasticos.

En este caso se consideran més de dos variables por lo cual se dejan a un lado
los astericos (*) considerados en la deduccién por medio de caminatas aleatorias y
se toman a los valores futuros como z* = y y t* = t y los valores pasados como
r =1z yt=s, para hacer el analisis més sencillo.
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Procesos Markovianos de Difusion
Supéngase que al tiempo t se determina el proceso X; en el estado x. El incre-
mento AX; del proceso X; esta dado por
AX; = fa(z) + og(z) AW;.
Definiendo a = f\(z) y VD = og(z), entonces

AXt = aAt + \/EAWt,

es un movimiento browniano. D es la constante de difusiéon y a es la tendencia o
velocidad del proceso. Para més detalle ver [72].

Dichos procesos son caracterizados por tres propiedades: siempre son continuos,
es decir, sea X; un proceso de Markov con probabilidad de transicién p(y, t|z, s)

a) Ve >0

. 1
llmtisi p(ya t|$, S)dy = Oa
t—s ly—z|>€

o bien

pll Xt — X5 |> €| Xs = 2] = o(t — s).

El proceso de Markov es continuo, diferenciable y deterministico X = f(X (t))
con Xy, = C, donde el elemento aleatorio es la condicién inicial C'.

b) Ve > 0 existe una funcién f(z, s), llamada la tendencia o direccién del proceso,
tal que

1

limgs——
tlst s

J ol e sy = S (2.5)

c) Ve > 0 existe una funcién g(z, s), llamada difusién del proceso, tal que

1
t—s

limy|s / - (y — 2)?p(y, ]z, s)dy = g*(, ).
y—z|<e

Un proceso de Markov que cumple con a), b) y ¢) es llamado un proceso de
difusién. En b) y c) los momentos generalmente no existen, entonces se usan los
momentos truncados, es decir,

a*) Existe § > 0 tal que

) 1
timisi— [ Ty=o [ p(y. e, s)dy = 0.
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o bien
E( X; — X, 270 | X, = ) = o(t — ).

Se tiene

ot=s) = [ ly=a P ply.tie)dy
ly—z|>e

|y —x PP
= 62+6/| N porT p(y, t|z, s)dy
y—x|>e€

> 20 / p(y, t|z, s)dy
ly—z|>e

1
[ y=alpltles)dy < o5 [ 1y—o P ply,te,s)dy = oft —5)
ly—z|>€ € R

y

1
| =l tiesdy < 5 [ ly—a P p. sy = oft — 9
ly—z|>€ € JR

Entonces se puede reemplazar b) y ¢) por

b*) Existe una funcién f(z,s) tal que

. 1
lzmtlsm /R(y —z)p(y, tlz, s)dy = f(z,s).

c*) Existe una funcién g(z, s) tal que

. 1
llmtls; /R(y — :B)Zp(y,t]m, s)dy = gz(x, s).

Las condiciones a*), b*) y ¢*) son suficientes para que un proceso de Markov X; sea
un proceso de difusién. Si X; es un proceso de Markov con tiempo homogéneo, es
decir,

p(y, tlx,s) = p(y,t — s|z).
Entonces la direccién de f y la difusién g? son funciones independientes del tiem-
po.

La condicién b*) puede escribirse como:

E{(X; — Xs|Xs =2} = f(z,s)(t —s) + ot — s).
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Para la varianza del incremento condicionado en X4 = z, se obtiene

E{(X; — X;) — B{(X; — X,)}*| X, = =}

= B{(X; — X,)*|X, = 2} — B{(X; — X,)|X; = 2}”

=% (z,8)(t —s) +o(t —s) — f2(x,5)(t — 5)* + ot — s)
= ¢*(x,5)(t — s) + o(t — s).

Teorema 1 Supdngase que la direccion f(x,s) y la difusion g(x,s) son funciones
continuas y sea v(x) una funcién continua y acotada tal que

u(w,s) = B{u(X)|X, = 2} = /R v (y)p(y, t], )dy,

tiene derivadas parciales continuas Ou(z, s)|0x y 0*u(x, 5)|0x2. Entonces la derivada
parcial Ou(z, s)/0s existe y u(z, s) satisface la ecuacion:

Oou(z,s) ou(z,s) 1, 0u(zx, s)
T os f(z,s) or + 29 (%3)W7 (1.22)
o bien
Ap(y,tlz,s) _ Wy, tle,s) 15— Op(y,tlz,s)
T a5 = f( ’S)T+§ (an)T, (1.23)

con la condicion de frontera limgy u(z, s) = v(x).

En este caso se tiene informacién disponible sobre el comportamiento de x hasta el
momento s y se desea inferir sobre su valor de y al tiempo futuro t.

Haciendo la analogia con el caso de caminatas aleatorias y sin pérdida de gene-
ralidad: y y ¢ corresponden a z* y t* y s es t.

Demostracion

Considérese s; < s < sp < t. De acuerdo a la definicién de u(z, s) se tiene:

Au = ula,s) = ule,sa) = [ v tias)dy = [ (. e, s2)dy
— [ v | [ o0 tlz. 52z soles1)dz] dy
—/ V(y)p(y,tl»’v,SQ)dy/ p(z, s2lz, s1)dz
R R
= /U(Z,SQ)p(Z,SQ’Q?,SI)dZ—/’LL(Z(:,SQ)p(Z,SQ’fE,Sl)dZ
R R

= /[u(z,SQ) —u(x, s2)|p(z, s2|x, s1)dz.
R
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Descomponiendo el espacio de estados en dos partes se obtiene:

Au = / [u(z, s2) — u(x, s2)|p(z, s2|x, s1)dz
|z—z|<e
/| | [u(z, s2) — u(z, s2)|p(z, s2|x, s1)dz = J1 + Jo.
zZ—x|>€

Primeramente se verd que sucede con Jo. Sea v(z) acotada, u(z, s) cumple con
la propiedad sup,, | u(z, s2) |< co. Asi,

Jo < 2sup | u(z, s2) | / p(z, so|z, s1)dz,
z |z—x|>€
y por la condicién (a), se tiene
Jo = o0(sy — s1)

Para Jp, se usa la formula de Taylor de la siguiente forma:

1
J1 = / ‘ [u;(x, s9)(z —x) + iug(aﬁ, s2)(z — x)2 + re(z, 2, 82) | p(z, s2|x, s1)dz.
z—x|<e
El término de error tiene la siguiente propiedad

| re(x,2,82) | < |z—a:|2 Oc,

donde

2 _ 2
o= sup | 0 u(:v—l—ié(z z),82) O ua(:v;b@) ]
|z—z|<e €z €T

0<9<1lyo.— 0cuando e — 0.

Usando las otras dos condiciones en la definicién de proceso de difusién, se tiene

0 1
B = | o, ) 222 L)

0*u(x, s2)

8%2 + Re (82 — 81) + 0(82 — 81),

donde lim g limg, | s, Re = 0.

Dividiendo ambos lados por (s2 — s1) y tomando el limite sy | s1,81 T sy e |0,
se obtiene (1.22).
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Si se recuerda que u(x, s) = [ v(y)p(y, t|x, s)dy. Entonces (1.22) puede escribirse
en la forma

2
/Ry(y) [W+f(m,s)(w+;g2(x,s)w dy = 0.

Como v(y) es una funcién arbitraria, se sigue que la densidad de la probabilidad
de transicién de un proceso de difusién satisface la ecuacion diferencial parcial:

8p(y,t|ﬂ?, S) _ 8p(y)t‘$75) 1 2 azp(y,ﬂx,s)
T s f(:c,s)T + 59 (x,s)T )
0
ou(x, s) ou(z,s) 1, 0?u(zx, s)

= flx,s + =g (x,8)————— .
s fla,s)—- 59 (@8) =5 53—
La cual como ya se ha visto, es la ecuacién de Kolmogorov hacia atras.
Ahora se dard la ecuacién de Fokker Planck.
Teorema 2 Si se cumplen las condiciones a) y b) uniformemente en x, entonces

la densidad de la probabilidad de transicion p(y,t|x,s) del proceso de difusion X
satisface:

Oy, tle,s) _ _Olf(y, Dy, tlz, )] | 10%[g°(y, )ply, tlz, o))

ot oy 2 oy? ’

las respectivas derivadas parciales existen y son continuas.

Demostracion

Sea v(x) una funcién arbitraria doblemente diferenciable, la cual converge dentro
de un intervalo acotado. Entonces

gt/R p(y,tlz,s)v(y)dy = I ! /R[p(y,t2|:z:,s) —p(y, t1|z, )| v(y)dy

= 1m
t1Ttstalt To — 11

~ 1 p(y,tnx,s>[ [ pletaly ()~ viy) | dy

t1ttalt JR to — 11

La igualdad se obtiene usando Chapman-Kolmogorov en el primer término,
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[ plstele, sy = [ [ ool 0p( bl s)vi)dydz,

y renombrando las variable: y «—— z

://p(z,tg\y,tl)p(y,tﬂx,s)y(y)dzdy.

Por otro lado se sabe que

1i — d
Jim [ () — @G sale, )
= 1/ / ) 9 d -
ol o [Pz salen, s1)dz — (@)
ou 1 0%u
= f(l’vs)% + 59(%5)@- (1.24)

Aplicando este resultado a (1.24) del lado derecho se obtiene

;/Rp(y,ﬂﬂv,s)u(y)dy = /p(y,t\x,s) [f(y,t) 9y + %g2(y,t) o

Integrando por partes se obtiene:

2 2
R R e L

De aqui se sigue

Oply. tlz,s) _ _Olf(y: hp(y, tlz, )] | 19%[g*(y, )p(y, tle, 5)] ‘
ot N oy 2 Oy ’

1.2. Representacion de Feynman-Kac

Como se mencioné anteriormente, para propésitos de esta tesis se estd buscando
una férmula que no dependa de la tasa de interés u, es decir se necesita una férmula
en donde la tasa de interés no dependa de que tan rapido crece o decrece el activo
subyacente, cuando se estda hablando de derivados financieros. Se necesita trabajar
en un mundo neutral al riesgo.

Como ya se vio en la introduccién, una férmula que relaciona la medida fisica
con la medida neutral al riesgo es la férmula de Samuelson y como un caso particular
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se describird a continuacién la representacién de Feynman-Kac.

La representacién basica del teorema de Feynman-Kac establece a grandes ras-
gos, que para un par de funciones acotadas ¢ : R — R, f : R — R y para alguna
solucion acotada u(x,t) del problema con valores iniciales

du(z,t) 1 O*u(w,t)

ot T2 Ox2 + q(z)u(a:, t) u(‘rv 0) = f(x)7 (1.25)

se puede representar a u(x,t) por la férmula de Feynman-Kac como:

u(z,t) =FE [f(a: + Whi)exp (/th(x + Ws)ds>] . (1.26)

La importancia de este resultado (asi como sus generalizaciones) relaciona al
problema analitico, de la solucién de la ecuacién diferencial parcial(EDP(1.25)) y el
problema probabilistico, de calcular la esperanza (1.26).

Naturalmente, existen relaciones entre las ecuaciones (1.25) y (1.26) para proce-
sos que son generalizaciones de movimientos brownianos y éstas pueden ser usadas
para representar las soluciones de interés de las EDP. En particular, se deberia de
encontrar la version de la formula de Feynman-Kac que da una nueva representacién
para la solucién de la EDP de Black-Scholes y sus diversas extensiones.

1.2.1. Un caso especial

Se sabe de la ecuacion de difusiéon que para una funciéon bien comportada, f :
R — R, existe una tnica solucién acotada u(z,t) del problema con valores iniciales

ou(z,t) 182u(x, t)

ot 2 ox? u(z,0) = f(z), (1.27)

cuya solucién puede escribirse como la integral Gaussiana

_ (u—:c)2

e 2t du. (1.28)

1 o0
uet)= o [

Ahora, por inspeccién se puede ver que u(zx,t) también puede escribirse como:

u(z,t) = Elf (x 4+ W) (1.29)
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Esta formula es precisamente la representacion de Feynman-Kac para el caso
q(z) = 0. Esta observacién puede ser utilizada para probar la férmula de Feynman-
Kac para el caso general ¢, y en particular, se debe probar la férmula de Ité conve-
niente. Pero antes se determinard la derivacién de la férmula general de Feynman-
Kac, para el caso cuando ¢(x) es una constante.

1.2.2. Movimiento browniano: ruina o descuento

Se construird el problema de la ruina mediante el movimiento browniano expo-
nencial de la ruina y se vera que este proceso recupera la férmula de representacién
de Feynman-Kac.

Se considera una variable aleatoria (v.a.) no negativa 7. El movimiento brownia-
no descontado es definido como el proceso {X;} con valores en el conjunto RU {6},
el cual estd definido al tiempo ¢ por

th{Wt si 0<t<T,
0 si T >t.

Aqui {0} es un estado especial que introduce el movimiento browniano que de-
beria tomar su lugar cuando se obtiene la ruina.

Dada alguna f : R — R, se puede extender la definicién de f a RU{6} tomando
f(6) = 0, asi se puede dar un analogo de la férmula del movimiento browniano (1.29)
que resuelve la ecuacién de calor (1.27). Ahora se determina 7" para la distribucién
exponencial con pardmetro ), asi se tiene P(T > t) = e~ para t > 0 y para el
ultimo momento, se supone que 7" es independiente del movimiento browniano { B;}.
En este caso, el proceso {X;} es llamado movimiento browniano exponencial de la
ruina con tasa instantanea de ruina A > 0.

En este momento, se desea saber si se puede encontrar una soluciéon para el
problema (1.27) con valores iniciales que satisfaga:

u(z,t) = E[f(z + X))

Como consecuencia de que Xo = z, se tiene u(z,0) = f(x).

De la definicién de u(z,t) junto con la independencia del proceso {W;} y el
tiempo de ruina 7', se tiene la factorizacién explicita

u(z,t) = E[f(x + W)L(T > t)] = e ME[f(x + Wy)], (1.30)

aqui 1(T > t) representa a la funcién indicadora, la cual toma el valor de uno para
toda T >tyceroenT <t.
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Por célculo directo se tiene:

0 t 0
u(avrta ) — 67)\15 atE[f(l, + Wt)] o )\eiktE[f(iU + Wt)]

= e M5 SBlf (@ + W)l = AB[f(z + W) L(T > 1)]
10

= 552 Bl @+ WOUT > )] = AE[f (2 + W) I(T > t)]
1 0%u(x,t)

= 32 u(z, t).

Esto nos dice que para el caso especial g(x) = —\, la férmula de representacién

de Feynman-Kac estda dada por:

u(z,t) =F {f(a: + Wy)exp (/Ot q(z + Ws)dsﬂ =F [f(x + Wt)e_kt] , (1.31)

lo que deberia ser una representacion de la solucién de (1.25), con u(z,0) = f(x). En
otras palabras, la férmula de Feynman-Kac es vélida cuando ¢(z) es una constante
no positiva.

A la esperanza (1.31) es més natural darle una interpretacién econdémica y ver
aF [ flx+ Wt)e*)‘t} como el pago descontado, donde A es la tasa de interés. Con
este punto de vista, no existen razones para que la tasa de interés no sea constante
y si se considera que la tasa de interés depende de {z + W}, entonces la férmula de
Feynman-Kac es mas evidente.

1.2.3. La representaciéon para el movimiento browniano

En esta seccién se dara la férmula de Feynman-Kac que representa el movimiento
browniano mediante el siguiente teorema.

Teorema 3 (Teorema de representacion de Feynman-Kac para el movimiento brow-
niano)

Supongase que la funcion q : R — R es acotada y considérese el problema con
valores iniciales:

ou(z,t)  10%*u(w,t)
ot 2 0Ox?
donde f : R — R es también acotada. Si u(x,t) es la unica solucion acotada del
problema con valores iniciales, entonces u(x,t) tiene la representacion

+q(z)u(z,t) con u(x,0)= f(z),

u(z,t) =F [f(x + Wy)exp </0t q(z + Ws)ds)] . (1.32)
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Demostracion

Antes de dar la demostracién, se proporcionan las definiciones bésicas para en-
tender tanto esta demostracién, asi como las subsecuentes. Para mas detalles ver
Apéndice B.

Definicién 2 Sea F = (F;) una filtracién'®. Un proceso M es una martingala, si
éste es integrable, adaptado' y

E[M(t)|Fs] = M(s),
para s,t € T, 0 < s < t.

Definicién 3 Si un proceso {M;} es adaptado a la filtracion {F;} para todo 0 <t <
00, entonces {M; : 0 <t < oo} es llamado una martingala local, dado que existe una
sucesion no decreciente de tiempos de paro {1y} que cumplen la propiedad T — oo
con probabilidad uno cuando k — oo y tal que para cada k el proceso definido por

Mt(k) = Minr, — Moy para t € [0,00),
es una martingala con respecto a la filtracion {Fy : 0 <t < oo}.

Existen diferentes demostraciones de la féormula de Feynman-Kac, pero la idea
bésica es encontrar una martingala { M} para la cual se tiene

t
My = u(x,t) Yy E(M;)=F [f(x + Wi)exp </ q(z + Ws)ds)} .
0
Alguna martingala trivialmente satisface F(My) = E(M;) y esto es identificado
como la férmula de Feynman-Kac. Se puede pensar a esta técnica como un método
de interpolacién, de donde se desprenden muchas identidades interesantes que tienen

demostraciones andlogas [66].

Sea el proceso { M} que es definido para 0 < s < ¢ por

My = u(x + Wy, t — s)exp (/OS q(z + W,,)dy) , (1.33)

por la férmula de Ito y la suposicién de que u(z,t) se resuelve mediante su EDP, se
tiene

198i un subconjunto {F; : 0 < t < oo} de sub ¢ dlgebras de F tiene la propiedad de que si s < ¢
implica que Fs C F}, entonces el subconjunto es llamado una filtracién.

11Gj las variables aleatorias {M: : 0 <t < oo} son tales que X; es F; medibles, entonces se dice
que X; es adaptado a la filtracién.
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Sati 1 2 S;tf
du(:r + Ws,t . S) _ 3u(56 ‘I’;Z S)dWS i 58 U(IE +8zg S)ds
_au(x—i-Ws,t—s)dS
ot
ou(x + W, t — s)

- po dWs — q(x + Ws)u(x + Wy, t — s)ds,

por la regla del producto se ve que

dM, = exp (/ q(x + Wr)dr> {&L(w +g[;s’ L= S)dWs —q(z + Wy)u(x + Ws, t — s)ds
0

+ exp (/ q(z + Wr)dr> q(z + Ws)u(x + Wy, t — s)ds
0

= exp (/ q(z + Wr)dr> Qu(x + Ws,t = 5) ds.
0

ox

Esta dltima férmula dice que {M; : 0 < s < ¢} es una martingala local y de la
definicién de la ecuacién (1.33) se tiene

sup | My [<[| w [loo exp(t || ¢ lloo), (1.34)
{o<s<t}
donde || 4 ||oo ¥ || ¢ ||co son acotadas, ya que por hipétesis ¢ y u son acotadas. La
desigualdad (1.34) dice que la martingala local {M; : 0 < s < t} es acotada y como
consecuencia ésto es una martingala.

Dicha consecuencia es la igualdad de las esperanzas FE(My) = E(M;), es decir,

t
E(My) = u(z,t) = E(My) = E {f(x + Wy)exp </ q(z + Ws)dsﬂ , (1.35)
0
justamente como se desea mostrar.§

Este teorema puede ser utilizado para establecer un gran niimero de teoremas de
representacién para funciones que satisfacen la EDP parabdlica. A continuacién se
dard una aplicacién clasica de la férmula bésica de Feynman-Kac para el movimiento
browniano.

Ley del arcoseno de Lévy

Ahora se aplicard la férmula de Feynman-Kac a un problema concreto. No existe
mejor ejercicio que trabajar a través de la derivacion de Mark Kac de la famosa Ley
del Arcoseno de Levy para la distribuciéon del tiempo T; que el movimiento browniano
se desplaza en la linea positiva [0, 00) durante el periodo de tiempo [0, ].
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Teorema 4 (Ley del arcoseno de Lévy)
Para alguna 0 < p <1 y alguna t > 0, se tiene

2 1 P du
P(t; < pt) = —arcoseno :—/ —_—
( t> P ) T (\/i)) 7~ Jo \/m §
Se obtiene el comp(l)rtamient? fisico de esta ley, se deberia notar que la densidad
del arcoseno es 7 'u~2(1 —u)~ 2 tiene una masa cercana a v = 0 y u = 1, entonces
la masa minima se alcanza en u = %

(1.36)

Demostracion

La demostracién de este teorema se hara por pasos.
1) Traslacion a la EDP
Para el caso ¢(z) = —Al(x > 0) y f(z) = 1, se obtiene

t
—)\Tt:/ q(Wy)ds.
0

La relacién de Feynman-Kac también dice que

E [exp (/Ot q(x+ Ws)dsﬂ = u(w,t), (1.37)

dado que u(z,t) es la tnica solucién del problema con valores iniciales

ou 10%u

5 =392 AM(z > 0)u Yy u(z,0) =1 Vz e R. (1.38)

Se necesita resolver el problema con valores iniciales (1.38), encontrando la
transformada de Laplace de T; y checando que esta transformacién coincide
con la densidad del arcoseno.

2) Resolviendo la EDP

Del problema con valor inicial (1.38) se obtienen dos ecuaciones:

ox
o (1.39)

ou(z,t) %M — du(z,t) six >0,
%L“(ﬁ” siz <0,
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y la condicion inicial puede ser escrita como

u(x,07) =1,

donde u(x,0") denota el limite de u(x,t) cuando t — 0, a través de un va-
lor positivo. La funcién u(t,z) representa la transformada de Laplace, pero
el camino mds rapido para resolver el problema con valor inicial (1.38) es
tomando la transformada de Laplace de ambos lados para convertirla en una
ecuacién diferencial ordinaria (EDO).

Si se toma la transformada de Laplace de u(x,t) en la variable ¢ y se escribe

(z, @) :/ e~ u(x,t)dt,
0

entonces integrando por partes, se muestra que du(zx,t)/0t es transformada
a 1 + au(z,a), mientras que la diferenciacién bajo el signo de la integral
muestra que 9?u(z,t)/0x? es transformada a d*u(x,a)/0x?. La EDP(1.27),
se transforma en la EDO

2/\
%%@;a) — iz, ) siz >0,

N — 19}
1 —'I_ Oéu(:f, Oé) - { l82ﬂ(x1},06) Si T < 0

2 0x2

(1.40)

La solucion general de la EDO debe ser obtenida por la substitucion exponen-
cial usual, se encuentra que las soluciones acotadas de la EDO (1.40) estan
dadas por

(o, a) = {a}r)\—I-Cge:I;p(—:U\/Q(a—l—)\)) sixz >0, (1.41)

1 .
=+ Crexp(zv20) six <0,

donde Cj y C] son constantes de integracion, que deben ser determinadas. Es-
tas constantes son encontradas si existe la solucién del problema con valores
iniciales (1.38). La tinica solucién se sigue de la correspondiente a la EDO y a
su transformada de Laplace.

3) Usando la suavidad en el ajuste

La forma maéas natural para encontrar las dos variables Cy y C; es buscar un
sistema de dos ecuaciones lineales que ambas satisfagan. Una solucién de la
EDP (1.25) debe ser doblemente diferenciable en = y para alguna u(z,t) esto
es continuamente diferenciable, asi se tiene
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ou(0t,t) _ ou(0~,t)

u(0T, ) = u(07, ) Yy 9 o

Como una consecuencia, la transformada de Laplace @ debe también satisfacer

. o 0u(0T, (e
a0, 0) = a(07,0) oy Oo) _ou0a)l 1)

y estas ecuaciones deben dar un sistema necesario. Cuando se calculan los
correspondientes limites en la férmula (1.41), se ve que la primera ecuacién de
(1.42) da:

1 1
Co=—-+0C
a+)\+ 0 a+ b

y la segunda ecuacion de (1.42) queda como

—Cy 2(0& + )\) = C1V2a.

Cuando se resuelve este sistema para Cy y (4, se encuentran sus respectivos
valores, los cuales son:

C \/Oé+)\—\/a y C \/>—\/OZ+)\
0:— 1= —F———"
ava+ A

alo+ A
Si se considera z = 0 en (1.41) y la coleccién de términos, se encuentra

1

Vala+ )

esto es una férmula simple, tal y como se esperaba encontrar.

(0", a) = /0  emoty(0, £)dt — (1.43)

4) Checando la transformada y Confirmando la Ley

La ley del Arcoseno dice que 7/t tiene la densidad del arcoseno en [0, 1],
es decir, ésto es equivalente a mostrar que 7T; tiene la densidad del arcoseno
en [0,t]. En términos de la transformada de Laplace, esto significa que la
demostracién del Teorema de Lévy debe estar completo si se muestra que

B () = e (1.44)

N 0 ;\/S(t— S)ds.
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Por la unicidad de la transformada de Laplace, la identidad (1.44) debe seguirse
si se prueba la igualdad de la transformada

/0 B (e7) eotdt = / / Ss)dsdt, (1.45)

el lado izquierdo de la integral (1.45) es justo u(0,t), para la cual se tiene la
férmula (1.41), asi la demostracién del teorema de Lévy debe completarse al
checar que

e—)\s

e h LT

dsdt. (1.46)

Afortunadamente, el lado derecho de la ecuacién (1.46) es facil de calcular. Si
se comienza con el teorema de Fubini, se puede terminar con dos aplicaciones

de la integral gama,
o vVt o \/;

se encuentra en un orden rapido que

1 /oo e~AS oo p—at dtd As  poo efa(tJrs)d p
— tds = / tds
™Jo \/g s Vt—s \[ \/>

_ 0 e ()\Jra)s ds ¢ at

\f 0 \f

Ahora se cancelan las 7’s y se obtiene la ecuacién (1.46) lo que termina la
demostracién de la Ley del Arcoseno o de Lévy.§

1.2.4. La representacion para procesos de difusion

La técnica de Martingala de interpolaciéon que ayuda a probar la féormula de
Feynman-Kac para el movimiento Browniano, puede también usarse para obtener
resultados andlogos para un proceso mas general.

Teorema 5 Sea ¢ : R — R y f : R — R funciones acotadas y suponga que
u(z,t) es la unica solucion al problema definido por la ecuacion
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ou(z,t) 1 5,  0*u(z,t) Ou(x,t)
wl) = 2o 0 e g ) P48 (e ) (1.47)
y condicion inicial
u(z,0) = f(x).

Si las funciones p : R — R y o : R — R son Lipschitz y satisfacen la
condicion de crecimiento

p?(x) + o?(z) < A(1 4 2?), (1.48)

para alguna constante A > 0, entonces la funcion u(x,t) tiene la representacion

u(z,t) =F {f(:c + Xy)exp </0t q(z + Xs)ds)] , (1.49)

donde el proceso X; es la solucion iunica de la Fcuacion Diferencial Estocdstica
(EDE), dada por

dX; = p(Xy)dt + o(Xy)dWy Xo=0. (1.50)
Demostracion

Considérese el proceso

Mg = u(Xs, t — s)exp (/Os q(X,,)du) : (1.51)

Si se escribe My = Uglg, el proximo paso es usar la regla del producto para
mostrar que {My : 0 < s <t} es una martingala local.

Aplicando la férmula de 1t6 a Us, se tiene

_ Ou(Xs,t—s) 10%u(Xs,t — 8) ou(Xs,t—s)
dUs = o dXs + 5 922 dXsdXs — T ds
_ Ou(Xg,t—s) 10%u(Xs,t —8) ou(Xs,t — s)
= To(Xs)dWs + {iTO’ (Xs) + TM(XS)
ou(Xs,t—s)
0 tds
ou(Xs,t —s)

=SS (X)W, — a(Xu(Xe,t — )ds,
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y para I, la formula de Ito se reduce al calculo ordinario dado por

dls = [exp (/OS q(X,,)dV)} q(Xs)ds = I;q(Xs)ds. (1.52)

Por la regla del producto aplicada a My, se obtiene

dMy = I,dUg + Ugdls
7 {8U(Xs,t —5)
B Ox
7 ou(Xs,t —s)
e oz
La EDE confirma que {M;} es una martingala local y el primer paso del argu-
mento de interpolacién es completo.

o(Xs)dWs — q(Xs)u(Xs,t — s)ds| + u(Xs, t — s)I5q(Xs)ds

o (X)dWs.

Finalmente, la representacién definida en (1.51) para M, y la hipdtesis de que u
y q son acotadas, implica

sup | My [<|| w [|loo exp(t || ¢ [loo) < 00, (1.53)
0<s<q

lo que indica que la martingala local {Ms : 0 < s < t} es acotada y se ve que
{M,} es una martingala. Para la martingala identidad se tiene, E(My) = E(M;),
esta identidad es una transcripcién de la ecuacién (1.49), asi la demostracion de la
representacion de Feynman-Kac es completa.§

1.2.5. La representaciéon y la ecuacion de Black-Scholes

La busqueda tradicional para las aplicaciones financieras del método de Feynman-
Kac, esta dado por el conjunto de modelos de bonos y activos que pueden escribirse
como:

dS; = /,L(St, t)dt + U(St, t)th Y dﬁt = T’(St, t),@tdt, (154)

donde los coeficientes del modelo (S, t), o(St, t) y 7(St, t) estan dados por funciones
explicitas del tiempo y el precio del activo subyacente actual. Este conjunto de
modelos contiene al modelo clasico de Black-Scholes, donde los coeficientes toman
la forma especifica

w(Se,t) = Sy, (S, t) = oSy y  r(Syt)=r,

para constantes y, oy .
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Una de las caracteristicas para este conjunto de modelos definidos por el sistema
(1.54), es que dichos modelos son esencialmente una clase amplia, en las cual se
puede usar el método de la EDP para las reclamaciones contingentes. De hecho, si
se repite la derivacion original de la EDP clésica de Black-Scholes, se puede mostrar
que al tiempo t el precio de arbitraje es u(S;,t) y al tiempo de ejercicio T de una
reclamacién europea, dado por X = h(Sr), debe satisfacer el siguiente problema
con valor final

Qul,t) _ 12,

22 0?u(z,t) ou(z,t)
ot 2

52 —r(z,t)x o

+ r(x, t)u(x,t), (1.55)

u(z, T) = h(z). (1.56)

La pregunta que surge a partir del problema anterior es la siguiente: ; Cual es la
modificiacién del método de Feynman-Kac que da la representacién para la solucién
del problema con valor terminal (1.55)7

Para contestar la pregunta anterior, supongase que el proceso de la tasa de
interés no negativo r(z,t) es acotado y que los pardmetros del activo u(z,t) y o(z,t)
satisfacen, ambos, las condiciones de Lipschitz

(u(z,t) = u(y, 1)) + (o(z,t) — o(y,1))* < Az —y)?,

y la condicién de la tasa de crecimiento lineal

p2(z,t) + o%(x,t) < W(1 + 2?).

Se debe suponer que h(z) es acotada. Después de todo, las opciones de com-
pra europeas corresponden a funciones no acotadas h(z) = (x — k)4. Ahora, si se
reemplaza h(x) por ho(x) = min(h(x), M), donde M denota al total de dinero en
el universo, entonces hg es acotada y el nivel de claridad del modelo fundamentado
debe ayudar a aceptar el precio de ho(S7) como una eleccién razonable para el pre-
cio de h(St).

La férmula de Feynman-Kac para la solucién de la EDP de Black-Scholes, puede

ser mas compleja que la del problema con valor final. Este hecho se verd en el si-
guiente teorema.

Teorema 6 Siu(x,t) es la unica solucion acotada del problema con valor final dado
por las ecuaciones (1.55) y (1.56), entonces u(x,t) tiene la representacion

u(z,t) = FE [h(x)exp (— /tT r(z, s)ds)] , (1.57)
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donde para s € [0,t], el proceso es simplemente x y para s € [t,T], el proceso es
definido por la solucion de la siguiente EDE

dx = r(z,s)xdt + o(x, s)dWj (1.58)

Demostracién
Se usard nuevamente la técnica de martingalas de interpolacién.

Se considera

Mg =u(x,s)exp (—/ r(z,v) dV) =Usl,, para t<s<T, (1.59)
t

entonces se encuentra que M; = u(x,t). También, la esperanza de Mrp es igual al
lado derecho de la identidad (1.57), asi se puede probar que M, es una martingala
para s € [t, T, por lo cual se considera que la demostracién del teorema es completa.

Como es usual, se deberia extraer la propiedad de la martingala M, con la regla
del producto de dM;. Para ello, se calcula primero dUy por la formula de 1t6 para
encontrar

ou(z,s) 1 ,
5 + 5 (z,s)

| Ou(x,s) 1, O*u(x,s)  Ou(x,s)

= [ 5 +§U (x,s) 92 + o r(z,s)| ds

ou(x, s)
Ox

Después se nota que dIs = —I,r(x, s)ds, asi la regla del producto da

dx

U, = l W%S)]dHMM

0x2

X

o(x,s)dWs.

dMs = I1,dUg+ Usdl,
= I;[dUs — Ugsr(z, s)ds]

B Ou(z,s) 1 O*u(x,s)  Ou(z,s)
= I o +20(:U,3) 902 + O r(z,s)z| ds
—u(z, s)r(z, s)ds — Isﬁuéx, S)U(x, $)dW
x

(1.60)

Por la suposicién de que u(z,t) satisface la ecuacién de Black-Scholes (1.57), se
ve que el término puntual ds de dM, debe converger y como consecuencia, M; es
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una martingala local, como se esperaba. Asi, como r(z,t) es positiva y u(x,t) es
acotada, de la definicién de M, dada por la ecuacién (1.59), se observa que Mj es
acotada. Esto implica que M, es una martingala, lo que completa la demostracion.§

Algunas de las posibles dificultades que se desprenden de la integral (1.57), se
pueden solucionar transformando la integral de tal forma que se obtenga el proceso
{z:t < s <T}ycuya EDE se represente de la siguiente forma

dx = r(z,s)xdt + o(z, s)dW;. (1.61)

Cuando las soluciones de la EDE son bien entendidas, existe una excelente posi-
bilidad de que la esperanza (1.57) puede ser obtenida explicitamente.

Para problemas més complicados, la caracteristica de Feynmac-Kac (1.57), re-
presenta un problema que es directamente accesible por simulacion.

La férmula explicita de la EDE para el proceso x, significa que la interpolacién
plausible del método de Euler para la solucién numérica de EDO, puede ser usada
para generar muestras de x. Como es usual, el total exacto de estas simulaciones
debe ser dificil de encontrar, pero en este caso si los pasos de Euler son pequenos,
entonces las simulaciones deben ser validas. Esta observacion y la oportunidad de
reducir el tamano de los pasos de Euler en una serie de simulaciones independientes
puede ser desarrollada dentro de la aproximacién practica de la evaluacion de la
esperanza descontada (1.57).

El campo de la simulacién de EDE es grande y crece rdpidamente. En la practica,
la simulacion estd dentro de los tépicos mas importantes en el cdlculo estocdstico.
Para los seguidores de la férmula de Feynman-Kac, la observacion clave es que en
cada avance de la técnica de simulacién y en cada incremento en el gasto com-
putacional se adiciona la importancia a la representaciéon de Feynman-Kac, para la
solucion de la EDP de Black-Scholes en general.

Como una aplicaciéon de las ecuaciones de Kolmogorov y la representacién de
Feynman-Kac, se vera a continuaciéon como se relacionan ambas con la ecuacién de
Black-Scholes.



Capitulo 2

Una aproximacién analitica a la
teoria racional de opciones de
Merton

En el ano 1970, Merton desarrollé una teoria basada en argumentos econémicos y
financieros para estudiar las propiedades del precio de una opcién [49]. La herramien-
ta principal que usa Merton en sus demostraciones, es el principio de dominancia
de portafolios. En el contexto donde el precio de una reclamacién contingente satis-
face una EDP se dan demostraciones analiticas de la teoria racional de opciones de
Merton (TROM) para una opcién.

Se utilizarédn diferentes versiones del principio del méximo ([14], [23], [59], [26] ¥y
[68]), asi como, el método de planos mdviles y deslizamiento [6], para demostrar los
resultados. La importancia de usar este enfoque es la posibilidad de poder extender
esta teorfa a modelos semi lineales y no lineales ([18] y [65]). Aqui se da una idea
de como extender esta herramienta a modelos semi lineales.

Cabe mencionar que en las demostraciones, utilizando como herramienta un en-
foque de ecuaciones diferenciales parciales, de los lemas 1 al 5 y de los teoremas
del 10 al 12 son parte de la contribucién a esta tesis. Como se mencioné con ante-
rioridad, Merton sélo basa su teoria en argumentos econémicos y financieros y sus
demostraciones no son formales desde un punto de vista matematico. También se
puede mencionar que algunos de los resultados de Merton, pueden ser demostrados
por medio de herramientas probabilisticas, tales como: tiempos de paro, martingalas,
entre otras.

37
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2.1. Introduccion

A continuacién se muestran los supuestos mas importantes de la TROM.

La teoria racional de opciones de Merton se basa en fundamentos que per-
miten establecer algunas propiedades de los precios de las opciones, a partir de
supuestos débiles que proporcionan validez universal, es decir, sus supuestos son de
tipo econdémico y financiero de dominacién de portafolios.

Dichos supuestos estan dados por:

a) Un inversionista prefiere ganar més que menos, esto es para obtener una férmula
consistente.

b) No hay costos de transaccién, todas las ganancias estan sujetas al mismo im-
puesto y es posible obtener y conceder préstamos con una tasa libre de riesgo.

c) La tasa a la que se obtiene un préstamo se llama tasa pasiva y la tasa a la que
se concede éste es la tasa activa. Es importante mencionar que en el caso de
esta tesis, ambas tasas son iguales y estan representadas por 7, la tasa libre
de riesgo.

Antes de plantear las restricciones a los precios racionales de opciones, Merton
consideraba cuatro tipos de intrumentos de inversién: contratos garantizados (wa-
rrants) americanos y europeos, ambos son emitidos por una empresa, el americano
puede ser ejercido en cualquier fecha del periodo de vigencia del contrato, mientras
que el europeo sélo podra ser ejercido en la fecha de vencimiento, opciones ameri-
canas y europeas, de acuerdo a la fecha de ejercicio son similares a los contratos
garantizados, la diferencia radica en que las opciones son emitidas por un individuo.

Es importante mencionar que la diferencia de valuar una opcién de compra y un
contrato garantizado (warrant) radica en que el agregado de la oferta de las opciones
es cero, mientras que el agregado de la oferta de un contrato garantizado es positivo,
lo que implica que la oferta de un contrato garantizado puede modificar los precios
de las acciones emitidas en cantidades positivas.

De la definicion de un contrato garantizado o de una opcién se sigue que ambos,
ya sean americanos o europeos, siempre toman valores mayores o iguales a cero.
También se deduce que el valor de un contrato garantizado (o de una opcién) de
compra americano(a) y europeo(a) son iguales en la fecha de vencimiento. Al consi-
derar la posibilidad de arbitraje en el mercado ambos contratos americanos siempre
son mayores o iguales a su pago, lo que no necesariamente sucede en el caso de un
contrato europeo.
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Para fines de esta tesis, de aqui en adelante, s6lo se manejara el caso de opciones.
Para plantear las restricciones sobre los precios de opciones se define la dominancia
entre valores o portafolios de éstos. Se considera a un valor o portafolio A como
dominante sobre un valor o portafolio B, en una fecha conocida en el futuro, si el
pago en A es mayor que el pago en B para algunos posibles estados de la naturaleza,
entendiendo por éstos las condiciones que pueden darse en el mercado y es al menos
igual al pago de B en todos los posibles estados de la naturaleza.

El supuesto més importante que considera Merton es dar una condicién nece-
saria que asigne a las opciones un precio tal que no sea un valor ni dominado ni
dominante, es decir, que si se tienen dos opciones americanas en donde el tiempo de
duracion de una es més largo que el de la otra, entonces la opcién con tiempo mas
largo debe tener un valor méas grande que la otra. Cabe mencionar que debido a que
la opcién americana permite el ejercicio temprano, lo que no es posible en la opcién
europea, deja la posibilidad de que antes de la fecha de vencimiento la opcién ame-
ricana tome un valor estrictamente mayor que el valor de una opcién europea, en
cuyo caso seria un valor dominante. De este mismo supuesto se desprende el hecho
de que para dos opciones europeas o americanas con diferente precio de ejercicio se
cumple que la que tiene precio de ejercio mas grande toma un valor més chico que
la otra. El resultado mas importante que surge de este supuesto es que una opcién
de compra americana no serd ejercida antes de la fecha de vencimiento del contrato.
En cuyo caso el valor de una opcién de compra americana es el mismo que el de su
contraparte europea.

Lo que se desea hacer en esta parte de la tesis es un analisis similar al dado en
la teoria racional de opciones de Merton, justificAndolo usando un enfoque analitico
(EDP), aqui se vera que los supuestos dados por Merton son similares a los usados en
la EDP. Se utilizardn herramientas matemaéticas como el principio del maximo ([14],
[23], [59], [68]), método de deslizamiento y planos méviles [6], asi como la aplicacién
de la ecuacion de Fokker-Planck (capitulo anterior). Se verd que es més ventajoso
demostrar estos resultados matematicamente ya que hasta el momento sélo se han
justificado con argumentos de tipo econémico y financiero de dominacién (o pre-
ferencia) de los activos. Es importante mencionar que esto lleva a generalizar esta
teoria a modelos no lineales y semi lineales que son de importancia en la practica
([3], [4] ¥ [18]). Se muestra a grandes rasgos la extensién a modelos semi lineales.
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2.2. Principio del maximo (para operadores parabdlicos
lineales)

2.2.1. Principio débil del maximo

Para una variable u : Ur — Ry u = u(x,t)!, se considera un operador L de la
forma

Lu = —ngjzlaijuxﬁj + Elnzlbiuzi + cu, (2.1)

donde los coeficientes /b’ y ¢ son continuos. Siempre se supondré la condicién de
parabolicidad uniforme y también que a” = a’* (i,j=1,...,n). Se considera a U como
un subconjunto de R™ abierto y acotado. Se denota a Up = U x (0,T] para algin
tiempo fijo T > 0. Hay que recordar que la frontera parabdlica es I'r = Up — Ur.

t >

v D

<,

T
RI’]

Figura 2.1: La region de Ur

Teorema 7 (Principio débil del mdzimo)
Se considera que uw € C3(Ur)NC(Ur) yc=0 en Uy.

i) Si
1Se define u,, = % Y Uziz; = %auxj'

En el caso de finanzas, se puede considerar a u como el valor del derivado, es decir, u(S,t) = V (S, t).
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entonces
max u = max u.
Ur 1—‘T
ii) Andlogamente, si
ug +Lu >0 en Ur, (2.3)

entonces

min v = min u.
UT I_‘T

NOTA: una funcién u que satisface la desigualdad (2.2) es llamada una sub-
solucién y asi se asegura que dicha subsolucién alcanza su méaximo en la frontera
parabdlica de I'r. Andlogamente, u es una supersolucion si se verifica (2.3) y en este
caso u alcanza su minimo en I'7.

Teorema 8 (Principio débil del mdzimo para ¢ > 0)
Se supone que u € C2(Ur)NC(Ur) yc >0 en Ur.

i) Si
ug + Lu <0 en Ur, (2.4)
entonces
maxu < méxu’.
UT I'r
ii) Andlogamente, si
ur + Lu >0 en Up, (2.5)

entonces

minu > minu~ .
UT 1—‘T

NOTA: en particular, si u + Lu = 0 en Ur, entonces

max | u |=max |u| .
UT Ip

2.2.2. Principio fuerte del maximo

Teorema 9 (Principio fuerte del mdzximo para ¢ =0)
Se supone que u € C3(Ur)NC(Ur) y ¢ =0 en Ur. Suponga también que U es
CONexo.
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—

Figura 2.2: Principio fuerte del maximo para la ecuacion de calor

i) Si
us + Lu <0 en Ur, (2.6)

y u alcanza su mdzimo sobre Ut en el punto (zo,to) € Up, entonces u es
contante en Uy, .

ii) Andlogamente, si
u + Lu >0 en Up, (2.7)

y u alcanza su minimo sobre Ur en el punto (wo,to) € Ur, entonces u es
contante en Uy, .

Teorema 10 (Principio fuerte del mdzximo para ¢ > 0)

Se supone que u € C3(Ur)NC(Ur) y ¢ > 0 en Ur. Suponga también que U es
conezo.

i) Si
w +Lu <0 en Ur (2.8)

yu alcanza su mdzimo y éste es no negativo sobre Ut en el punto (xo,t0) € Up,
entonces u es contante en Uy,.
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ii) Andlogamente, si
ug + Lu >0 en Ur, (2.9)

y u alcanza su minimo y éste es no positivo sobre Ut en el punto (xo,to) € Ur,
entonces u es contante en Uy,.

Como consecuencia de los resultados anteriores surge el siguiente lema, el cual
sera muy util para las proximas demostraciones.

Lema 1 Sean u' y u?, dos soluciones que satisfacen la ecuacion

u+Lu=0 en Up, (2.10)

y satisfacen la condicion
ul < u? en I'p,

entonces

Demostracion

Si u! y u? satisfacen (2.10), entonces

uff +ILut=0 para i=1,2.

1

Si w = u! — u?, entonces

wg+Lw=0 en Up,
y se sabe por hipétesis que u? > u' en I'p, implica que
w<0 en Ip.
Y si se aplica el principio del maximo, se obtiene
w <0 en Ur,
es decir, u' < u? en Up.§

Los resultados correspondientes pueden ser facilmente adaptados para ecuaciones
hacia atrds (backwards).
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2.3. Valuacién de opciones de compra y venta

2.3.1. Opciones de compra europeas y americanas

La EDP de Black-Scholes para una opcién de compra europea estd dada por

ot T2°° a5z T™gs

—1rCpy =0, (2.11)

con funcién de pago Cg,(S,T) = max(S—E,0) y condiciones de frontera Cg,,(0,t) =
0y Cru(S,t) — S si S — oo

Anilogamente la desigualdad de Black-Scholes para una opcién de compra ame-
ricana es

0Ca 1 , 2820,4 0C 4
- — - < .
5 +20 S 552 +rS 59 rCy <0, (2.12)

con funcién de pago C4(S,t) = maz(S—FE,0) y condiciones de frontera C4(0,t) =0
y Ca(S,t) — S si S — oo y condicién de frontera libre C'4(S,t) > max(S — E,0)
parat <T.

Nota: Para el precio de una opcién de compra europea o americana, la condicién
de frontera cuando S — oo, de ahora en adelante se considerda en un dominio aco-
tado, pues técnicamente es méas sencillo. En general si V(S,t) — S cuando S — oo,
donde V' puede ser una opciéon de compra o de venta europea o americana, entonces
V(S,t) < C para S suficientemente grande.

La afirmacién anterior se demuestra de la siguiente manera:

Si V(S,t) = S cuando S — 00 = 3 Sy > |V(S,t)—S|<esiS>S) =
V(S,t) < S +e

SiS>8) =V(S,t)<S+econ C=85+e§

Un primer resultado trivial que se desprende del principio del maximo es el
siguiente.

Lema 2 La positividad en los precios para una opcion de compra europea Crgy, vy
americana C 4 estdn dados por

Cpu(S,t) >0 y Ca(S,t) >0 para t<T.

2M4s formalmente CEgu(S,t) ~ S si t — oo, es decir, Cg, es asintéticamemte equivalente a S.
Para més detalles ver simbolos de orden asintético (O, 0,~) en [19].
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Demostracion

Se hard la demostracién sélo para una opcién de compra americana, el caso eu-
ropeo es similar.

P.D. C4(S,t) >0

Se considera la desigualdad de Black-Scholes para una opcién de compra ameri-
cana (2.12).

Por argumentos de regularidad estdndar [23], C4(S,t) € C?(Uy) N C(Uy) y
Ft = U_t — Ut.

Haciendo el cambio de variable

_ _ 0Cq . _ 0Ca
T=T—-t = e = el

entonces (2.12) es transformada en

0C 4 80,4 1 2528 Cy 0C 4

—_ — > .

o Lps(Cy) = 5. 2 552 rS 59 +rCy >0, (2.13)
o bien,
(=Ca) _ _ _ (9( Ca) } 202 0*(=Ca)
i = LA A
o(=Ca) |

— _ < .

rS————= 99 +7r(—Cy) <0, (2.14)

como r > 0, se cumplen las condiciones para aplicar el principio del maximo débil

para ¢ = r > 0 (ecuacién (2.4)), entonces para la ecuacién (2.14), se desea verificar
el principio del maximo

Cy>0 10) —(C4s4 <0
Sea u = —Cy, entonces por la ecuacién (2.14) se tiene
ur — Lpg(u) < 0.

Entonces aplicando el principio del méximo, se llega a:
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méax(—Cjy) < HféX(—C’A)Jr =0, (2.15)
U, B

dado que en la frontera se tiene:

i) SiS>F
= C4=S-E>0 = —04<0 = rr%a;mx(—CA)Jr:O.
ii) Si S < E
= O4=0 = —Cy=0 = n%a}x(—CA)J“:O.
iii) Si S =0

= (O4=0 = —(Cy=0 = H%‘Eix(—C'A)+:O.
iv) Si S es grande
= O4~8 = —Cp~-5<0 => rrlgéx(—CA)+:0.

Del anélisis anterior se obtiene que

max(—Cy) <0

T

= —Cs1 <0 = Ca >0, (2.16)

que es lo que se deseaba demostrar. §

Andlogo a las definiciones anteriores, se considera la EDP de Black-Scholes para
una opcién de compra europea cuyo activo subyacente paga dividendos, la cual
esta dada por

82CED aCED

- D
+ —0c°S +(1" O)S B

ot 2 052
con funcién de pago Cgp(S,T) = max(S — E,0).

—rCgp =0, (2.17)

Y para una opcién de compra americana con pago de dividendos de su activo
subyacente, la igualdad de la ecuacién (2.17) cambia a desigualdad (ver [73]). En
este caso, se tiene la condicién de frontera libre Cap(S,t) > maz(S — E).
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Observacién 1 Por simplicidad se dird que la opcion, ya sea de compra o venta
europea o americana, paga o no dividendos. Pero queda claro que ese dividendo,
aunque ya no se mencione explicitamente, es siempre sobre el activo subyacente.

Lema 3 Para una opcion de compra americana sin dividendos y sin posibilidades
de arbitraje se debe cumplir que

Ca(S,t) > max(S — E,0) (2.18)
Demostracion

Esta desigualdad siempre se ha demostrado mediante argumentos econémicos y
financieros de la siguiente forma:

Sea la paridad entre una opcién de compra Cg, y de venta Pg,, dada por

Cpy = Ppy, + S — VP(E), donde VP representa el valor presente. Entonces

Cgyw = Ppu+S—-VPE)+E-F
= (S—FE)+{E—-VP(E)}+ Pg,
> S—FE.

Ahora se desea demostrar el mismo lema utilizando la nueva herramienta que es
el principio del maximo.

P.D. Cx(S,t) > max(S — E,0)

Se sabe por el lema 2 que C4(S,t) > 0, asi que sblo resta demostrar que
Ca(S,t) > S —E.

Se considera la desigualdad de Black-Scholes para una opcién de compra ameri-
cana (2.12) y se le aplica el cambio de variable anédlogo al lema 2, 7 =T — ¢, y se
llega a la ecuacién (2.14), para la cual hay que verificar el principio del méximo.

Cy>S—-F o (S—E)—Cs<0

Sea u = (S — E) — Cy, entonces se tiene que verificar que
ur — Lpg(u) <0

substitiyendo el valor de u, se obtiene



48 CAPITULO 2. ENFOQUE ANALITICO DE LA TROM

(S —=E)r +(—=Ca)r — Ls(S — E) — Lps(—Ca)

NS—E) . . 1 4,0%S—E)
S S T Les(-Ca) -3’ g
oS—F
—’I“S(BS) + T(S — E) + LBS(_CA)

< —rS+rS—rE=—1rE<0
pues r >0, E>0.
Entonces aplicando el principio del méximo, se llega a:

méx((S — E) — Cy) <méax((S — E) — Cx)" =0,
U, Ly

dado que en la frontera se tiene:
i) SiS>F

= O4=S-EFE = (S—E)-Cx=0 = mix((S—E)—-Cx)" =0.

ii) SiS<E
= O4=0 = (S—E)-Cy=S-E<0 = n%éx(S—E)Jr:O.
iii) Si S =0

= Cy4=0 = (S—E)-Cy=-E<0 = mix(—E)" =0.

T

iv) Si S es suficientemente grande

= Ca~8S = (S—E)-Ca~-E<0 = mix(—E)" =0.

s

Del anélisis anterior se obtiene que

méix(($ — E) ~ Ca) <0

= (S—E)-Ca<0enlU, y Ci>(S—E).

Esto completa la demostracién. §
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La interpretacion financiera de este hecho nos da un resultado muy importante:
el ejercicio temprano para una opcion de compra americana no es éptimo, lo que
quiere decir que el valor de una opcién de compra americana es igual al valor de una
opcién de compra europea.

Lema 4 Para el caso de una opcion de compra americana con pago de dividendos,
la desigualdad Cap > (S — E) no siempre se satisface.

Demostracion

Sea la desigualdad de Black-Scholes para una opciéon de compra americana con
dividendos

0Cap 1 5 28QCAD 9Cap
—0°S —Dg)S
ot 27 % Tagr T PSTGg
Analogamente a la demostracién anterior se considera el cambio de variable
7 =T —t, para obtener

—rCap <0, (2.19)

O(=Cap)
o Lpsp(—C4D)
O(—Cap) 1 5.90*(—Cap) 9(—Cap)
_ _1 (r— _ <
or 27 a5 (r=Do)S=—55— +r(=Cap) <0,

PD.(S—E)-Cap <0
Se toma u = (S — E) — C4p, entonces se obtiene

ur — Lpsp(u) < —rS+SDy+1rS—rE < SDy—rE.

En este caso no se puede aplicar directamente el principio del méximo, ya que en
general no se sabe el signo de SDy — rE, por tal motivo no se puede garantizar que
Cap > S — FE se mantenga siempre. Este hecho se puede interpretar financieramente
como que el ejercicio temprano si puede ser éptimo.

Lo importante de utilizar el principio del maximo es que se puede decir con
precisién en qué casos el ejercicio temprano no es 6ptimo. A continuacién se da un
andlisis mas detallado.

Si SDy < rE implica que u; — Lpgp(u) < 0y por el principio del maximo se
obtiene la desigualdad Cap > S — E, lo que quiere decir por la demostracién del
lema anterior que el ejercicio temprano no es éptimo.
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Para el caso en que SDy > rE, se obtiene que u, — Lpsp(u) > 0 y aplicando el
principio del méximo se llega a la desigualdad C4p(S,t) < maz(S — E,0). El pro-
blema de tener esta desigualdad es que se pueden dar oportunidades de arbitraje, las
cuales se resuelven con los resultados dados en [14], en donde nos dice que pequenas
oportunidades de arbitraje son permitidas, ya que el principio del méaximo sigue
siendo valido para muy pequeiias ventanas de arbitraje. Y financieramente quiere
decir que el ejercicio temprano es permitido. Un andlisis méas detallado de este he-
cho, se deja como un problema abierto o bien para un trabajo posterior a esta tesis.§

Por consistencia, se verificara que el ejercicio temprano para una opcién de venta
americana, no puede ser excluido con esta metodologia.

Lema 5 Para una opcion de venta americana sin dividendos, la desigualdad Pa >
(E —S) no siempre se satisface.

Demostracion
Se procederd por contradiccién, se tratard de mostrar que P4 — (E — S) > 0.

Su desigualdad de Black-Scholes, estd dada por

— + = — —rPy < 2.2
N +2US 592 +7rS 59 rPy <0, (2.20)

haciendo el cambio de variable 7 =T — t, se llega a

d(—Pa)
or
P.D.Py—(E—S)>0

O(=Pa) 1 500%(=Pa) O(=Pa)

— <
or 2 052 a5 Tr(=Pa) <0,

— Lps(—Ca) =

Sea u = P4 — (FE — S), entonces

ur — Lps(u) < —rS —rE+7rS < —rE <0.

Por el principio del maximo se tiene la desigualdad

ngzx(PA —(E-29)) < nlléx(PA —(E-9))".

Se revisara que pasa en la frontera
i) SiS>F

= Pa=0 = P4—(E-5)=5-F = mix(S-E)" =S -F.
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ii) Si S < E

= Py=FE-S = P,—(E-8)=0 = n%eix(o)*:O.
iii) Si S =0

= P,=F = PA—(E—S)IS = H%éX(S)+=S.

T

iv) Si S — oo

= Py=0 = Ps—(E-S)=8 = max(5)" =5.

De acuerdo al anélisis, no existe un resultado concreto o congruente con el cual
se pueda asegurar que el maximo sobre la frontera sea cero, como en los casos an-
teriores, por tal razén no se da la desigualdad P4 > max(E — S,0). Es decir, una
opcién de venta americana sin dividendos puede ser ejercida en cualquier periodo
de tiempo, es decir, P4y < maz(E — S,0) y andlogo a una opcién de compra ameri-
cana con dividendos, ésta desigualdad no quiere decir que existan oportunidades de
arbitraje. Ya que se puede aplicar el principio del maximo en peqgenas bandas donde
el arbitraje es permitido. Ver [14].§

Ya teniendo la idea de los modelos para una opcién de compra europea y ame-
ricana, se desea probar el siguiente resultado.

Teorema 11 Si el activo subyacente no paga dividendos, el valor de una opcion de
compra europea es el mismo que el valor de una opcion de compra americana, es
decir, el ejercicio temprano para una opcion de compra aMericana nNo OCurre.

De alguna forma ya se hizo, demostrando que las opciones de compra americanas
tienen que cumplir con la condicién de que C'y > max(S — E), para evitar oportu-
nidades de arbitraje. Pero ahora se desea demostrar este teorema utilizando otros
métodos. Como es bien sabido, la ecuacién de Black-Scholes coincide con la férmu-
la de Samuelson (en el caso log-normal), entonces se utilizard una representacién
basada en ésta tultima, las ecuaciones de Kolmogorov para encontrar la densidad
correspondiente en la férmula de Samuelson y el principio del maximo para obtener
lo que se desea.

Muchos de los resultados que a continuacién se presentan, se veran con detalle en
el capitulo 3, aqui se daran por hechos. Se hace la demostracién de este resultado en

esta parte, porque en dicha demostracién se utiliza también el principio del maximo.

Antes de dar la demostracién, se muestran algunos hechos importantes.
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Considérese la ecuacién para una opcién de compra europea (2.11).

De acuerdo a la férmula de Samuelson, el precio de una opcién de compra europea

Sir_
(st = B (o (ot st )

donde g(-) es la funcién de pago; E(S;) = e#tSy es el valor esperado del activo al
tiempo ¢, con tasa de rendimiento p y valor inicial del activo Sp; y E];q’t es el valor
esperado al tiempo t y valor del activo .S, con respecto a la medida fisica P.

es

Si se escribe el precio de una opcién de compra americana en términos de una
opcién de compra europea (ver préximo capitulo ), se obtiene la siguiente férmula

Ca(S,t) = ES* (Cpu(S,)/7) = /t " pn(S,7)Cu(S, 7, T)dr, (2.21)

donde Cgy,(S,t,T) es el valor de una opcién de compra europea con tiempo de ejerci-
cio T'y tiempo antes de expirar ¢, con p(S,t) es la densidad con respecto a la medida
fisica correspondiente, que da la probabilidad de que el activo tenga o alcance un
precio S al tiempo ¢, pp(S,t) = p(S, t)/ftTS p(S,T)dr y Ts es el tiempo en que el
activo subyacente toca la frontera libre. Es importante mencionar que se ha usado
el hecho de que las opciones europeas y americanas sin dividendos son idénticas.

Y se sabe que p(9,t), satisface la siguiente ecuacién de Fokker-Planck

O 1o a0 s
5 — 5° S 552 + (20 u)SaS + (0% — p)p. (2.22)

Con condiciones de frontera p(0,7) =0 V7 <ty p(0,7) =1 V7T =1, p(S,0) =
(S —So) v p(S,t) — 0 cuando S — oo. Para mas detalles ver capitulo 3.

Demostracion al Teorema 11

Usando ésta aproximacién (2.21), se puede verificar facilmente C4(S,t) < Cgy(S,1).

T,
Ca(S,t) = /t Spn(S’, T)Cpu(S,7)dT  (por el Teorema 12, ver abajo)

IN

Ts
/ (S, 7)Cru(S, t)dr
t

IN

T
/ on (S, 7)CEy (S, T)dT
t

T
= Cpgu(S, t)/ pn(S,7)dT  (CEy(S,t) no depende de T)
t
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< Cpu(S,1) (por ser p una funcion de distribucion

de probabilidad que integra a uno en [t,T))

La desigualdad opuesta, C'4 > Cgy, se demostrara por el principio del maximo
(ver [23]). La demostracién es andloga a la mostrada en el lema 2 .

Sea u = Cg, — C4, se verificard

ur — Lpg(u) <0.

Entonces

(CEu - CA)T - LBS(CE'u - CA) = (CEU)T + (_CA)T - LBS(CEu) - LBS(_CA)
= (CEU)T - LBS(CE'u) + (—CA)T - LBs(—C'A) <0.

Es menor que cero pues los primeros dos términos corresponden a la ecuacién
de Black-Scholes los cuales son iguales a cero y los ultimos dos términos por la de-
sigualdad (2.14) es menor que cero, por lo tanto la combinacién de ambos resultados
da una desigualdad menor o igual a cero.

Entonces aplicando el principio del méximo se tiene

HléX(CEu —Cy) < HILéX(CEu — CA)+ =0,
U, -

dado que en la frontera se tiene:
i) SiS>F
= Ca=Cpy=5—F = (Cg,—Cs=0 = n%z;xx(C’Eu—CA)Jr:O.

ii) SiS< FE

= Ca=Cpy=0 = Cp,—Ca=0 = nlléx(CEu—CA)Jr:O.
iii) SiS=0

= 04 =Cg,=0 = Cp,—Ca=0 = n%z;xx(CEu—CA)JF:O.
iv) Si S es suficientemente grande

= CA:CEUNS = CEu_CA_>0 = HlLéX(CEu—CA)+:O.
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Del anélisis anterior se obtiene que

méX(CEu - CA) <0

T

= Cpu—04a<0 enU, vy Ca>Cgy.

Por un lado se tiene que Cg, < Cy4 y por otro Cg, > C4, entonces no queda
mas que Cy = Cgy.

Por lo tanto,

T
Cas.t) = | " (8, 7)Cru(S, T)dT = Cru(S, 1).

Y para que se de la igualdad p, = §(S, T — t), lo que significa que la porcién de

la frontera donde p puede ser diferente de cero estd en {t =T} y como [;; pn =1,
se verifica que esta medida es una delta de Dirac concentrada en {t = T'}.

Con lo que se concluye que el valor de una opcién de compra americana es igual
al valor de una opcién de compra europea, es decir, el ejercicio temprano no es opti-
mo para una opciéon de compra americana.§

Otros resultados importantes acerca de opciones de compra europeas y ameri-
canas se mencionan a continuacion. Sus demostraciones se haran utilizando nueva-
mente el principio del maximo.

Considérese la ecuacién de calor

ou  9*u . b@u n

— =—+4+b—+cu

ot 022 Oz ’
0,77, con condiciones inicial y de frontera u(x,0) = ug(x)
)=0,0 <t <T, respectivamente.

en el rectdangulo [0, L] x |
convexa y u(0,t) = u(L,t

Teorema 12 Si u es una solucion cldsica, entonces u es mondtona en t, i.e,
w(z,t) > u(x,t') si t>t, Vel L]
Demostracién

La demostracion se hard por contradiccion.
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Supéngase que u(z,t) < u(z,t’), con t >ty sea
t* = sup{tju(z,t) > u(z,t'), = €10,L]}.
Si t* > 0, entonces

w(z,t) > u(x,t') Ve el[0,L] y 0<t' <t< 7"

Hay que notar que esto es verdadero si la condicién inicial es convexa.

Se define

u =u(x,t+7), para te[t" —e,t" +¢el,

con ¢ suficientemente pequeno, asi que la medida de [0, L] x [t* — &,t* + ¢] es
pequeno y el principio del mdximo se mantiene [14]. 7 también es pequena.

Entonces u” (z,t* —¢) > u(x,t* —¢), por definicién de t*.

Del principio del méximo se sigue que la desigualdad previa es valida en [0, L] x
[t* — e, t* +€].

Esto implica que u(z,t) > u(z,t'), para t’ <t < t* 4+ ¢, lo cual es una contradic-
cién.§

Como un caso particular, se tiene el préximo lema.
Lema 6 Dadas dos opciones de compra con el mismo precio subycente, S, y el

mismo precio de ejercicio, E, pero ejercidas en diferentes tiempos antes de expirar
(tiempo real), ta > t1, se debe de cumplir

C(S, B, ts) < C(S, E, t1) (2.23)

Hay que darse cuenta que por el teorema 5, C puede ser una opcién europea o
americana.

Demostracion
Sean C(S, E,t2) y C(S, E,t1) dos opciones con ty > ;.

Considérese los cambios de variables siguientes:

S=FEe", ti=T-15 y CalS Et)=Ev(z,7), para i=1,2.

1
2
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De acuerdo a este cambio, la ecuacién (2.11) se transforma en la siguiente
ecuaciéon de calor con las 7’s que corresponden a los tiempos de expiracion

ov 0% ov r ,
or ~ oa2 + (k1 — 1)z — kv, k1= T3 bara i= 1,2, (2.24)

ox 3

y la condicién final se transforma en condicién inicial de la siguiente manera

v(x,0) = mazx(e® — 1,0).
Y su condicién de frontera es
v(0,t) = v(L,t) =0, 0<t<T.
Y por el teorema anterior, se considera t = 7, ' = 7, u(z,t) = v(z,71) y

u(z,t') = v(z,m2).8

Ahora se muestra una gréafica para ver més claramente este hecho, con diferentes
tiempos antes de expirar t =5 < ¢t = 12 se tiene C(S, E,t =5) > C(S, E,t = 12).

Observacién 2 FEs fdcil mostrar con el principio del mdzimo, que para dos opciones
de compra con el mismo activo subyacente S, con el mismo precio de ejercicio F,
pero con diferentes tiempos al expirar, Ty > T1, ellas satisfacen C(S,Ty) > C(S,T1).

Lema 7 Dadas dos opciones de compra idénticas excepto que una tiene un precio de
ejercicio mds grande que la otra, es decir Eo > Fn, se deben cumplir las siguientes
desigualdades

Cru(S, Ea,t)
Ca(S, Ea,t)

Cru(S, By, 1), (2.25)
Ca(S, E1,t). (2.26)

IN A

Demostracion

Se demostrara para el caso europeo Cpy (S, Eo,t) < Cpy(S, E1,t). El caso ame-
ricano es andlogo.

Sean dos opciones de compra europeas, Cgy (S, E1,t) y Cpy(S, Ea,t), que cumplen
la ecuacién (2.11), con las siguientes condiciones de frontera:

e Cpy(0,E;,t) =0, parai=1,2
e Cpy(S,Eit) — SsiS — oo, parai =12y
e Cpy(S,E;,T) =max(S — E;,0), para i = 1,2
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Time=0 Line:u

a0

70

a0

s0

a0

30

20

[i] 10 20 30 40 50 60 70 a0

t=5, s=0.3, r=0.12, E=40

t=12, s=0.3, r=0.12, E=40

Figura 2.3: Diferentes tiempos antes de expirar

Utilizando el lema 1 y haciendo el cambio de variable andlogo a las demas de-
mostraciones para cada F;:

S=FEge", t=T-— %‘2 y  Ca(S,E;i,t) = Ev(x;, 7).
2

la ecuacién (2.11) se transforma en la ecuacion de la conduccién de calor.

0 0? 0
8717}:871:2]+(k1_1)8;~_kw’ ki=

2.27
%0_2 ( )

v la condicion final se transforma en condicién inicial de la siguiente manera

v(zi,0) = max(e® —1,0).

Como lo que se necesita es llegar a la ecuacion de calor se hace otro cambio de
variable dado por
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1 k1— 1)x1 (k1+1)7'

v(xs,7) = e 2( u(r,x;), i=1,2.

Asi con este cambio de variable la ecuacién (2.27) nos da
ou  d*u

E_E?TSZZ —o<r; <00 y T>0, (2.28)

v la condicion a su vez se transforma en
u(z,0) = max(e2(k1+1) — elli=zi ),

Para usar el lema 1, solo falta demostrar que u(x1,0) > u(z2,0).

Primero, se consideran dos casos

o)

1)Si S>E = £>1 = In($)>0, para i=12
5

2)Si S<E = £<1 = In(g)<0, para i=12.

.
N

Sin pérdida de generalidad sélo se considera el caso S > F;, porque para el se-
gundo caso se tiene max(S — E;,0) = 0.

Sea Fh<FEy, S>0yS>E;parai=1,2,

S S S S

2r

Por un lado se tiene con k1 = 25 > 0

1 1 L4z < L(k+1)z

§(k1 + 1)z > §(k1 + 1)z = 27U > ez M HT2 (2.29)
y

1 1 LDy ~ L (ki—1)z2

§(k1_1)x Z§(k1_1) = e2 > e2 ,

= —eat=Dmi < _ea(ki-Dz> (9 30)
De las desigualdades (2.29) y (2.30) se obtiene la siguiente desigualdad

e%(k:l-i-l)xl %(/ﬂ 1)z > 62(k1+1)$2 e%(kl—l)xz

De aqui se obtiene

maz(e2®TDE1 _eztri-Dar ) > pgg(eaithes _ ozl )
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por lo tanto u(x1,0) > u(x2,0) para xo < 7.
Entonces, aplicando el lema 1 se tiene

u(xy,t) > u(xa,t).

Asi queda demostrado que

CEU<S, EQ,t) < CEU(S, El,t) si By < FEs.

Para el caso de opciones americanas, la demostracién es andloga, ya que tienen
las mismas condiciones de frontera.§

Este hecho se puede ver ficilmente mediante la siguiente figura, es decir, para
E; =20 < Ey =70 se tiene Cgy (S, E =20,t =12) > Cgy (S, E =70,t = 12).

T=12, s=0.3, r=0.12, E=70

T=12, s=0.3, r=0.12, E=40

Figura 2.4: Diferentes precios de ejercicio

Finalmente, de acuerdo a Merton, supéngase que una opcién europea es equi-
valente a una posicién larga en su activo comun apalancado por un prestamo des-
contado con una obligacién limitada, donde el deudor promete pagar F ddlares al
final de 7 periodos, pero en el evento de incumplimiento es sélo obligado a extender
el valor del activo en ese tiempo. Si el valor presente del préstamo es una funcién
decreciente de la tasa de interés, entonces, para un precio del activo dado, el precio
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de una opcién serd una funcién creciente de la tasa de interés.
Sea P(T) el precio de un préstamo (o bono) descontado sin riesgo (en términos

de incumplimiento), el cual paga un dollar 7 anos a partir de ahora. Si se supone
que ahora y en el futuro las tasas de interés son positivas, entonces

1=P(0) > P(t1) > P(t2) >...> P(tn), para 0<t; <ty <...<t,.

Teorema 13 Si el precio de ejercicio de una opcion de compra europea es E y no
paga dividendos y se construye el stock comun sobre la vida de la opcion, entonces

Cpu(S,E,t) > maxz(0,S — EP(t)).
Demostracién
Se hard de una manera andloga a la demostracién del Teorema 7.

Si S < EP(t) = maz(0,S — EP(t)) =0, entonces

Cpu(S,E,t) >0

Si S > FEP(t) = max(0,S — EP(t)) =S — EP(t), entonces

Cpu(S,E,t) > S — EP(t).

P.D. (S—EP(t))—Cgu(S,E,t) <0
Para Cg, (S, E,t) se considera su EDP, dada por la desigualdad (2.14).

Sea u = (S — EP(t)) — C4, entonces se tiene que verificar que

Ur + LBS(U) <0

substitiyendo el valor de u, se obtiene

ur + Lps(u) = —rS+rS —rEP(t) = —rEP(t) + Lps(—Ca) <0
(2.31)

pues r >0, EP(t)>0.

Entonces aplicando el principio del méximo, se llega a:
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r%éx((S — EP(t)) — Ca) < n%éx((s — EP(t)) —Ca)t =0. (2.32)

Pues sobre la frontera P(t) = P(0) =1 y Ca(S,t)=S—E.

= méx((S — EP(t)) — Cy) <0. (2.33)
U-
= (S—EP(t)—Cxs <0 = Ca>(S—EP(1)).8 (2.34)
En conclusién se ha encontrado una técnica, usada en las demostraciones del

capitulo correspondiente, que puede ser extendida tanto a modelos semi lineales co-
mo a ecuaciones no lineales.(ver [18] y [65]).

2.3.2. Extension a modelos semi lineales

Una forma practica de extender dicha técnica a modelos semi lineales es la si-
guiente.

Supéngase que se tiene un modelo semi lineal de la forma

Au+ f(u) =0,

con u(x) y u(2A — x) = vy(x) su valor trasladado [6].
Sea w(z) = vy(z) — u(z).
Por demostrar que w(z) > 0 con x < 0, entonces
Aw = Avy — Au+ f(vy) — f(u) =0,
de aqui se sigue que
1
fon) = £ = [ L= - tu)e
- (/01 Pt — (1— t)u)dt) (vr — 1), (2.35)

si se considera ¢(z) = fol 4 (f(tva — (1 —t)u))dt y w = vy — u, entonces
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Aw + c(x)w = 0.

Entonces se redujo el problema semi lineal al problema lineal que ya se conoce
y al cual se le puede aplicar directamente el principio del maximo.

Otra aplicacién puede darse al considerar modelos que permiten pequenas opor-
tunidades de arbitraje. En cuyo caso esta aproximacién permitird considerar ecua-
ciones de la forma (2.11) con tasa de interés variable. En este contexto, una opor-
tunidad de arbitraje se generaria si r(¢) fuera negativa en un periodo corto.

Sin embargo, las herramientas empleadas en esta tesis podran ser aplicadas dadas
estas ventanas en el tiempo, siempre y cuando dichas ventanas no sean muy grandes.

2.4. Resultados importantes

2.4.1. Principio del maximo para dominios estrechos

Los siguientes resultados fueron encontrados y demostrados por Xavier Cabré [14].
Se hace mencion de ellos especificamente porque son importantes en algunas de-
mostraciones hechas en este capitulo.

Sea L el operador parabélico en un dominio D C R"*! = {(x,t) € R" x R} de
la forma

Lw = Mw + c¢(z,t)w = —0uw + a;j(x,t)0jw + bi(x, t)dw + c(z, t)w,  (2.36)

tal que a;; = aj; son funciones medibles en D, no necesariamente continuas y

co|eP< aij(z,t)eie; < Co e ? Ve € R V(z,t) € D, (2.37)
para algunas constantes positivas ¢y y Cp.

D puede ser acotada o no acotada y no se supone que D sea un cilindro. Se
supone que b; € L>°(D) y se fija una constante positiva b tal que

O bi(,)HY?* <b  Y(x,t) € D. (2.38)

También se supone que ¢ es una funcién medible en D, no necesariamente aco-
tada.
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. . ) . . 2,1
L siempre se considerara como una funcién en el espacio de Sobolev? Wl 1ee(D)-

Se considera para (zg,ty) € R,
Qr(o,to) = Br(wo) X (to — R*,t9).

Qr(zo,to) serd llamado el cilindro parabdlico de radio R con centro en (xg,tg)
y Br(zo) es una bola con radio R centrada en zg. Si Qr = Qr(zo,to), entonces
se denota a Qrr(xo,to) por Q-r. Es importante observar que Qr v Q,r, tienen el
mismo centro (zg, to).

Se considera a | D | como la medida de Lebesgue (n + 1) — dimensional de D
(en el caso finito) y por 9D la frontera parabdlica de D.

Bajo estas suposiciones se tiene la siguiente estimacién para subsoluciones de
Lw = f, las que se llamaran estimaciéon de ABP-Krylov-Tso.

Teorema 14 KRYLOV

Se supone que D C By x (0,00), donde d es una constante positiva, By es una
bola en R" de radiod, c <0 en D, w € Wiﬁl’loc(D) NC(D), f € LY (D) y Lw > f
en D.

Entonces

supw < supwt + C d/FD | f l Lrt1(Dys (2.39)
D rpD

donde C' es una constantes que solo depende de n, co y bd.
Para el caso en que D = Q x (0,7T) es un cilindro, se tiene el siguiente resultado.

Definicién 4 Sean 0 < 7 < o < 1 nimeros fijos y D un dominio de R"*'. Se dice
que un nimero positivo satisface la condicion (PG) relativo a o, T y D, si para algin
(z,t) € D existe un cilindro parabdlico QR(N) de radio R, 4) tal que Rz ) < Ry

(.’L‘,t) S QTR(JM) Y | QR(m,t) \D(x,t) ’ > | QR(z’t) |7 (240)

donde D,y es la componente de QR@J) N D que contiene a (x,t).

3El espacio de Sobolev WP (U), consiste de todas las funciones sumables localmente u : U — R,
tales que para cada multi indice « con | « |< k, D%u existe en un sentido débil y pertenece a LP(U).
Para més detalles ver [23]
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Resultados

(i) Sean | D |< oo y R una constante positiva tal que | Qr |= 2 | D |, donde Qg
es algtin cilindro parabélico de radio R. Entonces R = C(n) | D |V/("*2) para
alguna constante positiva C'(n) que depende sélo de n y R, la cual satisface la
condicién (PG) relativa a 1/2,1/2y D.

(ii) Se supone que
D c QX(0,00),

donde © es un dominio de R™ con medida de Lebesgue | 2 | n-dimensional
finita. Sea R; tal que | Br, |= 2| |, donde Bp, es una bola en R"™ de radio
Ry. Sea Qr, = Br, X (s — R%, s), donde s es algiin nimero real.

St Qr, N[22 x (0,00)] |[<[ Qr, | /2, de aqui se tiene

| Qr \ D[ 2 [ Qr, \ [2x(0,00)] | > [ Qr, | /2

(iii) Se supone que
D cC R"x (0,7).

Sea Ry tal que R = 2T Sea Qr, = Br, X (s — R3,s), donde Bp, es alguna
bola de radio Ro en R™ y s es algtin ntimero real.

Como en (ii), si | Qr, N[R" x (0,T)] |<| Qr, | /2, de aqui se tiene que
Ry = (2T)'/? satisface la condicién (PG) relativa a 1/2, 1/2 y D.

Con estas suposiciones se enunciara un resultado similar a la estimacién de ABP-

Krylov-Tso, con la diferencia de que d/("t1) es reemplazada por R™ ("1

Teorema 15 Suponga que R satisface la condicion (PG) relativa a o, 7, D y R <
Ry, para algunas constantes o, T y Ry. Se supone también la ec. (2.36) con w acotada
en D. Entonces

supw < supwt +C RV | f | Ln+1(D)> (2.41)
D rpD

donde C' es una constante que sélo depende de n, co, bRy, 0 y T.

Y como consecuencia de los resultados anteriores y el iltimo teorema se tiene el
siguiente corolario.

Corolario 1 Se supone la ec. (2.36) con w acotada en D.



2.4. RESULTADOS IMPORTANTES 65

(i) Si D tiene una medida Lebesgue | D | (n+1)-dimensional finita, entonces

supw < supwt + ¢ DV (FDMA) g | Ln+1(D)> (2.42)
D rpD

donde C es una constante que denpen de de n, ¢y, Co, y b | D \1/(’”2).

(i) Si D € Qx (0,00), y Q tiene una mediada Lebesgue | Q| n-dimensional finita,
entonces

supw < supwt +C | Q |V f I r+1 (D), (2.43)
D rpD

donde C es una constante que denpen de de n, cy, Co, y b | Q |1/".

(iii) St D € R™ x (0,T), entonces
supw < supwt + C TV20HD | f | zn+1(D)> (2.44)
D T'pyD

donde C' es una constante que depende de n, cg, Cy, y b2,

2.4.2. Meétodo de deslizamiento en dominios generales

Este método fue encontrado por Berestycki H. y Nirenberg L. [6]. También se
dan los resultados méas importantes de este método, porque fueron usados en algunas
demostraciones de esta tesis.

Teorema 16 Sea ) un dominio de R™ arbitrario acotado, el cual es convexo en la
direccion de x1. Sea u € VV;?(Q) NC(Q) una solucion de

Auf(u)=0 en (2.45)

u=¢@  sobre  OS. (2.46)

La funcion f se considera Lipschitz continua. Aqui se supone que para cua-
lesquiera tres puntos ' = (24,y), v = (z1,y) y 2" = (2f,y), sobre un segmento
paralelo al eje x1 con o) < x1 < xf y z},z] € 0Q, lo siguiente se mantiene

o) <u(z) <p@”) si ze (2.47)
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o(@) < plx) <p@”) si  xelQ. (2.48)

Entonces, u es mondtona con respecto a x1 en §2:

u(ry +7,y) > u(r,y)  para  (z1,y), (1 +7,y)€Q y >0

Asi, si f es diferenciable, entonces ug, > 0 en Q. Finalmente, u es la unica
solucion de (2.45) y(2.46)en VV;:(Q) NC(Q) que satisfacen (2.47).

La condicion (2.48) requiere la monoticidad de ¢ en algin segmento paralelo
al eje x situado en la I'Q). Por esta razon es necesaria una condicion para que el
resultado se mantenga.

Demostracion

Se demuestra utilizando la técnica de deslizamiento. Para 7 > 0 se tiene u” (z1,y) =
u(z1+ 7,y). La funcién u” es definida en el conjunto Q7 = 2 — 7e; obtenido de Q y
deslizando hacia la izquierda una distancia 7 paralela al eje x1. La parte principal
de la demostracién consiste en demostrar que

u'>u en Q' NQ  para alguna T >0, (2.49)

esta desigualdad quiere decir que u es monétona creciente en la direccion xy.

Sea w™(x) = u"(z) — u(x), es decir, W (z1,y) = u(r1 + 7,y) — u(x1,y), W’ es
definida en D™ = QN Q7. Como antes, u” satisface la misma ecuacién (2.45) en Q7,
como u esta en €2, se ve que w” satisface la ecuacién

Aw™ 4+ " (x)w” =0 en D7
w’ >0 sobre I'D", (2.50)

donde ¢" es alguna funcién L* que satisface | ¢ (z) |< b, Vx € D y Vr. La de-
sigualdad sobre la frontera D™ C 9 U 09" sigue las suposiciones (2.47)-(2.48).

Sea 19 = sup{T > 0; D7 # ©}. Para 0 < 79 — 7 pequenio | D7 | es pequeno,
esto es, D™ es un ”dominio estrecho”. Asi, de (2.50) se sigue que para 0 < 79 — T
pequeno, w” >0 en D7.
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Posteriormente, se comienza a deslizar 7 hacia la derecha, esto es, se decrece T

de 79 a una posicién critica 7 € [0,79). Sea (7,79) el intervalo méximo, con 7 > 0,
! /

tal que para todo 7 en 7 < 7 < 19, w™ > 0 en D7 . Se quiere probar que 7 = 0. Se
demostrara por contradiccion, suponiendo que 7 > 0.

Por continuidad se tiene que w™ > 0 en D". Por (2.47) se sabe que para alguna
x € QNID™, w™(x) > 0. Por lo que w™ # 0 en cada componente del conjunto
abierto D7. Por el principio del Méximo fuerte, se sigue de (2.50) que W7 > 0 en
D7. Ahora si x = (z1,y) es algin punto interior de D7, entonces la linea media
{z1 4+ t,y;t > 0} toca la D" en un punto z € I'Q™ NT'Q. Este punto T esta en la
frontera de la componente de D7 a la cual x pertenece y u(z) > 0.

Ahora se escoge 6 > 0 en un conjunto cerrado K C D7 tal que | D™ \ K |< §/2.
Se sabe que w”™ > 0 sobre K. Para € > 0 pequenias, w” ¢ es también positiva en K.
Sin embargo, para ¢ > 0 pequenia | D"¢\ K |< §. Entonces 'D"™¢ C D" UK,
se ve que w”™ ¢ > 0 sobre I'(D™ ¢\ K). Asi, w™ ¢ satisface

Aw F 4+ ()w” F =0 en D¢

w' >0 sobre  T'(D" ¢\ K). (2.51)

Por lo que se obtiene w™"¢ > 0 en D" ¢\ K, asi como en D"~¢. Por lo que se
obtiene la contradiccién y se prueba que u es mondtona:
u">u en DT, vr > 0.
Si f es diferencible, u,, satisface la ecuacion lineal en (2, por diferenciacion de
(2.45):
Aug, + fl(w)uz, =0 en Q.
Entonces ya se conoce que ug, > 0, uy, # 0 y se infiere por esta ecuacion que

Ug, > 0 en €.

Para demostrar la tltima afirmacion del teorema, supéngase que v es otra solu-
cién. Se toma como antes w™ = v” — u. La misma demostracién muestra que v > u
¥ > 0. Aqui v > u y por simetria se tiene v = u.§
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Capitulo 3

Opciones americanas

En este capitulo se muestra uno de los resultado mas importante de la tesis, que
es el dar una nueva forma para valuar opciones americanas. El precio se obtiene del
correspondiente de una opcién europea al tiempo ¢ ponderado por la probabilidad
de que el activo subyacente tome el valor S al tiempo ¢ (probabilidad de transi-
cién). Dicho ponderador estd dado por la solucién a la ecuacién de Fokker-Planck
(funcién de densidad). La principal utilidad de usar esta ecuacién es que se pueden
introducir el efecto de n factores macroeconémicos de forma sistematica, dados por
algiin sistema dindmico de ecuaciones y sélo se tiene que resolver una sola ecuacién
diferencial parcial que depende directamente de dicho sistema. En este contexto se
verifica, s6lo por consistencia, que dicha féormula es valida en el marco log-normal.

La nueva forma de valuar opciones americanas, no pretende ser mejor que los
métodos ya existentes, en el contexto del modelo de Black-Scholes. Simplemente se
desea mostrar que es consistente con éstos. Lo mas interesante de este nuevo método
es la técnica empleada (introducir la ecuacién de Fokker-Planck), ya que por medio
de ésta se pueden resolver problemas més complejos, en donde el activo subyacente
no necesariamente siga un proceso log-normal o no se conozca a priori la distribucién
de la densidad generada por la ecuacion de Fokker-Planck, permitiendo incorporar
modelos macroeconémicos mas generales.

A continuacién se describen los dos métodos mas comunes para valuar opciones
americanas: ecuaciones diferenciales parciales y tiempos de paro 6ptimo, en el caso
log-normal. Para los fines de esta tesis, el método méas importante es el primero, por
lo cual se muestra con mas detalle.

69
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3.1. Valuacién mediante la desigualdad diferencial par-
cial (DDP)

Para analizar una opcién americana hay que tener en mente que ésta puede ser
ejercida antes de expirar, lo que lleva a resolver problemas de frontera libre. Al
evaluar opciones americanas no se conoce a priori dénde se aplican las condiciones
de frontera, es decir, el tiempo éptimo al que se ejerce la opcién. Esta situacién
es comun en muchos problemas fisicos y como ejemplos candnicos se mencionan el
problema del obstaculo y el problema de Stefan [73].

El problema de encontrar el precio de una opciéon americana es especificado por
un conjunto de restricciones similares al problema del obstéculo [73], las cuales son:

1) El valor de la opcién debe ser mayor o igual que su funcién de pago (payoff).

Sea V4(S,t) el valor de una opcién americana de compra o venta y maz(S —
E.0) o max(E — S,0) su funcién de pago respectivamente, entonces se debe
de cumplir que

Va(S,t) > { maz(S — E,0), opcién de compra;
A, L) Z

max(E — S,0), opcién de venta,

para toda t.

Si se cumpliera lo contrario, es decir, sin pérdida de generalidad para el caso de
una opcién de venta V4 (S,t) < max(E — S,0), entonces la opcién es ejercida
inmediatamente, pues ya se tiene una ganancia cuyo valor serd max(E — S, 0).
Si el valor de la opcidn es V4(S,t) > max(E — S, 0), entonces el ejercicio tem-
prano no deberia ocurrir. Finalmente si V4(S,t) = maz(E — S,0), el ejercicio
temprano es 6ptimo. Este hecho se demostré con detalle en el capitulo 2, uti-
lizando el principio del maximo en la parte del enfoque analitico a la teoria
racional de opciones de Merton.

2) La igualdad de Black-Scholes es reemplazada por una desigualdad.
Recuérdese que Lpg = % + 50252867;2 + TS% 0

Si V4(S,t) < max(E — S,0) ya se mencion6 que la opcién se ejerce.

Si V4(S,t) > max(E — S,0) el ejercicio temprano no es 6ptimo, lo que quiere
decir que la opcién debe ser ejercida para tiempos posteriores (también se
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demostro en el capitulo 2 que una opciéon de compra europea sin dividendos
es igual a una opcién de compra americana), es decir, se sigue cumpliendo la
ecuacién de Black-Scholes y Lpgs(V4) = 0.

Para el caso de una opcién de venta, V4(S,t) = maz(E — S,0), el ejercicio
temprano puede ser éptimo y se satisface Lpg(Va) < 0.

Para ilustrar la iltima afirmacion se da un ejemplo:

Sea V4 = E — S el valor de una opcion de venta americana para S < F,

entonces

Los(E-5) = L(B-8)1 10252 0 (B_5) 1150 (B-8)—r(E—8) = —+E <0

—-8)= —(FE=-9)+=0“S*—(E-9)+rS—(E-S)—-r(E-S) = —r ,

Bs ot 2”7 9s? as =

es decir, la ganancia del portafolio es menor o igual que la ganancia de de-

positarlo en el banco y asf el ejercicio temprano es éptimo, esta interpretacion

puede verse con més detalle en [73]. Para el caso en que V4 > E — S entonces

se sigue cumpliendo Lpg(V4) = 0 y el ejercicio temprano no es éptimo.

3) El valor de la opcién debe ser una funcién continua de S.

En caso contrario, si V4 es discontinua, siempre existe la posibilidad de cons-
truir un portafolio en donde existe arbitraje.

Se define el portafolio
T=Vs—5,

es decir, se compran opciones, V4 y se venden acciones, .S. Para un lapso de
tiempo pequeno At, el valor del portafolio se incrementa como

Am = AV, — Se"At,

con AV, = VX — V4 en el punto de discontinuidad S. Por simplicidad se
supondréa que AV, > 01,

Si At tiende a cero implica que el incremento del portafolio tiende a Am =
AV, > 0. Por lo cual siempre se obtiene un beneficio.

Financieramente esto quiere decir que un inversionista podria pedir dinero
prestado a una tasa libre de riesgo e invertir en un portafolio 7 que da un
beneficio seguro y estrictamente positivo. Este hecho implicaria una posibilidad
de arbitraje.

1 . ’ . . . .,
El caso general es ligeramente mas complicado, pero se obtiene finalmente la misma conclusién.
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4) La razén de cobertura delta debe ser continua.

Para la cuarta restriccién se considera el caso de una opcién de venta americana
P4(S,t), cuya frontera de ejercicio S = Sf(t) es la frontera libre y su valor
varia con el tiempo, donde la opcién debe ser ejercida si S < Sy y conservarse
en otro caso. Suponiendo que S¢(t) < E, la pendiente de la funcién de pago
dada por max(E — S,0) en el punto de contacto es —1. Por lo cual 0P4/0S
en S = Sf(t) es

0Py

A= 2
as

Para més detalles ver [73].

3.1.1. Andlisis para una opcién de venta americana

En las opciones americanas se divide la region en dos partes, una donde el ejer-
cicio temprano es éptimo y

OPs 1 5 50°Py OP4
W—i_?j S 952 +1rS 95 rPy <0, (32)

y otra donde el ejercico temprano no es éptimo

Py=FE-5,

0Py 1 5 2(92PA 0Py

P E— — 4= —rPy=0. .

A > S, 5 —|—2JS 552 +TS8S rPy =0 (3.3)
De las dos regiones se tiene la desigualdad de Black-Scholes para opciones de

venta americanas dada por

— 4+ =0°S S—— —rPy <0. 3.4
o 277 a5 TTVgs TTAS (34
Con condiciones de frontera P4(0,t) = E, Ps(S,t) — 0 cuando S — oo, con

funcién de pago Pa(S,T) = max(E — S,0).

Como se mencioné antes, para S = S¢(t) la frontera libre estd dada por

PA(S;(t),t) = maz(E — Sy(t),0) (3.5)

2De acuerdo a las condiciones de regularidad en el interior, la igualdad puede expresarse como

lim 9Pa _ -1
s—s; 08
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P4(S,t) > max(E — S,0) st S > S¢(t). (3.6)

Un andlisis local cerca de la frontera libre muestra que

%(Sf(t),t) =1, (3.7)

lo cual proporciona las dos condiciones en la frontera libre (3.5 y 3.7). Para més
detalles ver [73].

3.1.2. Opcién de compra americana con dividendos

La EDE que obedece un activo que proporciona dividendos con tasa Dy es:
dS = (u— Dy)Sdt + SodW,

y la correspondiente desigualdad de Black-Scholes esta dada por

0Cap
ot

0Cap
os

0?Cap
052

1
+ 50252 + (r — Dy)S —rCap <0, (3.8)

con pago Cap(S,T) = max(S — E,0) y restriccién Cap(S,t) > max(S — E,0).

Para un ejercicio 6ptimo en la frontera S = S¢(t), se deben cumplir las siguientes
condiciones de frontera libre

Cap(S5(1),1) = mar(Sy(1) ~ B,0), 042 (5(1).4) = 1,

cuya deduccién es analoga a la de una opcién de venta.

En general no es posible resolver explicitamente el problema de determinar el
precio de una opcién americana, por lo que es necesario recurrir a métodos numeéri-
cos que proporcionen buenas aproximaciones a dicho precio, tales como el método
de diferencias finitas, el método de arboles, el método de elemento finito, entre otros.

En la siguiente subseccién se muestra a grandes rasgos una forma eficiente de
resolver numéricamente el problema de la DDP (3.4). Para més detalles ver [73]
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3.1.3. Solucidon de las opciones de tipo americano

En esta subseccién se muestra el caso de una opcién de venta. El caso de una
opcién de compra es similar y se puede consultar en [73].

La formulacién de Black-Scholes para las opciones de venta americanas, conside-
rado un problema de frontera libre, puede ser reducido a un problema complemen-
tario lineal y a una desigualdad variacional parabdlica.

Considere la igualdad en (3.4), tomando el cambio de variable siguiente

S=FEe",  t=T--1—,
20”

Ps(S,t) = Ev(z,T),

de donde se obtiene el valor de la opcién

Pu(S,t) = Be~zka=De=(g(kat ) tha)7y 00 1)

con k; = r/30”. Como se menciond antes entonces la igualdad en (3.4) se transforma
en

ou  0%*u
o2 3.9
or  0z?’ (3.9)
con condicién inicial
u(@,0) = g(x,0) = maz (2= — ealhite o), (3.10)
y restriccion
u(w, ) > ga,7) = X (FD) g (eblre _ e3utDe g) (3.11)

La condicién de frontera libre se transforma en lim, o, u(x,7) = 0.
Con u y du/dx continuas en todas partes.

De lo anterior se tiene

ou  0%u

3 —ﬁZO para x # 0.
T T

El esquema numérico es restringido a un intervalo finito. Entonces el problema
(3.9)-(3.11) es resuelto en el intervalo —x~ < x < ™, donde z* y =~ son suficien-
temente grandes. Entonces se imponen las condiciones de frontera
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u(zt,7) =0, u(—z7,7) =g(—x,7).

En términos financieros se pueden reemplazar las condiciones de frontera exacta
por las aproximaciones de valores pequenos de S, tales que P4 = E — S. Mientras
que para valores grandes de 5, se tiene que P = 0.

Una forma de reescribir el problema (3.9)-(3.11) en una forma complementaria
lineal es

u Q’U/
(gT - g:ﬂ) >0, (u(@,7)—g(z,7)) 20, (3.12)
ou  0%*u
(6‘7 N aa:2> e = ate ) =0 o

con condiciones inicial y de frontera

u(x,0) = g(z,0). (3.14)

yT), (3.15)

con u(x,7) y Ou/0x(x,T) continuas.

La ventaja de la formulaciéon complementaria lineal es que no existe una mencion
de la frontera libre, es decir, el problema de frontera libre se transformé en un
problema de frontera fija. Si se puede resolver el problema complementario lineal,
entonces se puede encontrar la frontera libre. Sea S¢(7) la condicién que define esto,

u(Sy(1),7) = g(Sf(1),7)  pero u(xz,7) > g(x,7)  para x> S§(T),

Para aproximar la solucién del problema (3.9)-(3.10) o (3.12)-(3.15), se utilizan
métodos niimericos, tales como el método de diferencias finitas, explicito o implicito,
entre otros. Para més detalles ver [73].

3.2. Valuacion de opciones americanas mediante méto-
dos probabilisticos

El caso de opciones americanas es considerablemente més complicado, porque el
precio o la inversién de estas opciones debe tomar en cuenta diferentes estrategias
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o politicas de ejercicio. Para ciertas opciones con funciones de pago convexas, tales
como las opciones de compra con activos que no pagan dividendos, la estrategia
6ptima es ejercer sélo al tiempo de ejercicio (al vencimiento). En otros casos, in-
cluyendo las opciones de venta, existe también una estrategia de ejercicio 6ptimo;
sin embargo, esta estrategia Optima es raramente simple o facil de calcular.

Se considera el precio y ejercicio éptimo de opciones americanas en el conjunto
mas simple no trivial, el modelo de Black-Scholes, donde el activo subyacente no
paga dividendos y el precio sigue un proceso S; bien comportado, bajo la medida
neutral de riesgo @), como un simple movimiento browniano geométrico:

2
Sy = Spexp {O’Wt + (7‘ — G2> t} .

Aqui r > 0, es la tasa de rendimiento libre de riesgo, la cual es constante y W;
es el proceso estandar de Wiener bajo ). Para una opciéon americana sobre el activo
subyacente, las estrategias de ejercicio admisibles deben ser tiempos de paro?, 7, con
respecto a la filtracién (Fy)o<i<7 del proceso de Wiener W;. Si g(S) es la funcién de
pago de una opcién americana ejercida cuando el precio del activo es S y si T es la

fecha de expiracion de la opcidn, entonces su valor Vy, al tiempo ¢ < T es

Va, = sup Eq(g(S;)e""Y/F).
t<r<T

Una vez mencionados los dos enfoques clasicos de valuar opciones americanas,
se proporciona en lo subsecuente una de las principales contribuciones de esta tesis.

3.3. Una nueva forma de valuar opciones americanas

Se desean valuar opciones americanas utilizando la férmula de Samuelson (1),
usando un enfoque probabilistico generando la densidad correspondiente con la
ecuacién de Fokker-Planck ([72], [45], [58], [61] ¥ [71]), de manera analitica y numéri-
ca. Por consistencia, se hard una comparacién de esta nueva forma de obtener el
precio de una opcién de venta americana con las tradicionales en el marco de la
teorfa de Black-Scholes, caso log-normal ([42], [45], [51], [54], [66], [69] ¥ [73]). Se
comparara también esta propuesta con ejemplos especificos estimados con métodos
de drboles (binomial y Cox, Ingersoll y Rubinstein) y método de diferencias finitas,
mas adelante se explica brevemente cada uno de ellos.

3Una variable aleatoria 7 que toma valores en [0, 00) es llamado tiempo de paro para la sucesién
{Fn} si
{r<n}eF, V0<n<oo,

donde F;, es una filtracién.
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Es importante mencionar que el planteamiento del problema usando la formula
de Samuelson y la ecuacién de Fokker-Planck es probar que la ultima funciona efi-
cientemente para resolver problemas de derivados financieros, en este caso se enfoca
el estudio en las opciones americanas donde el activo subyacente sigue un proceso
log-normal. Pero la idea principal detras de esta formulacién radica en poder utilizar
la ecuacién de Fokker-Planck en problemas més generales o complejos, como es el
caso de poder introducir el efecto de factores macroeconémicos a diversos modelos
de derivados financieros y de riesgo de crédito, en donde no se conozca a priori la
distribucién exacta de la densidad y en donde el activo subyacente no necesaria-
mente tenga una distribucién log-normal.

Para entender mejor el comportamiento de las opciones, en las Figuras (3.1) y
(3.2) se muestran las opciones europeas y americanas con respecto a sus funciones
de pago respectivas.

Peu(S,t)

> Funcion de pago

>0pcidn de venta europea

> S

E

Cals,t)

Opcién de compra europea <

Funcién de pagc—‘

_— .S
E

Figura 3.1: Comparacién de las opciones europeas con respecto a su funciéon de pago.

3.3.1. La nueva féormula general

Introduciendo la nueva forma de valuar opciones americanas, se define el precio
de una opcién americana de la siguiente forma.

Para una S fija, se tiene:
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PAA(S,t) Region de nf) ejercicio

r
> Funcion de pago

>Punto de ejercicio 6ptimo

~~——>0pcién de venta americana

P
Regidn de ejercicio

Ca(S;t)
4\ Region de To ejercicio

[

Funcién de pago <+

Punto de ejercicio dptimo <

Opcién de compra americana <———
_ |

Regidn de ejercicio

E S

Figura 3.2: Comparacion de las opciones americanas con respecto a su funcion de
pago.

Ts .
— t Pn(S, T)VEU(S, T)dT, S > Sf,

maz(E — S,0), para una opcién de venta. (3.17)

PO — { maz(S — E,0), para una opcién de compra;

S € [0,00), Sf corresponde a la frontera libre, 0 < ¢t < Tg es el tiempo antes

de ejercer, 0 < Ty < T es el tiempo de ejercicio en la frontera?, T' es el tiempo de

expiracién (para ver la relacién entre los tiempos T'y Ts se muestra la figura 3.3),

pn(S,t) es la probabilidad normalizada de que el activo tome el valor de S al tiempo
t vy Vgy es la solucién analitica a la ecuacion de Black-Scholes, es decir,

SN(dy) — Ee " N(dy), opcién de compra;

Viu(S,7) = { Fe "N (—dy) — SN(—d;), opcién de venta, (3.18)

donde

4Nétese que cuando se dice que Ts es el tiempo de expiracién, se refiere al tiempo correspondiente
de la frontera libre, es decir, para cada S existe un tiempo Ts sobre la frontera libre.
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Opcién de Venta

LI SO

Figura 3.3: Relacién entre los tiempos de expiracion

In(%) + (r+0%/2)(7)
o\T
ln(%) +(r—o0?/2)(7)

dQ = O'\/’F :dl—O'\/’T',

dy

(3.19)

y N(:) es la funcién de distribucién acumulativa de una normal con media cero y
desviacién estdandar uno.

Las condiciones de consistencia estan dadas por

_J 0, opcién de compra;
Va(0,t) = { E., opcién de venta, (3.20)
y
S, opcién de compra;
Va(S:t) =500 { 0, opcién de venta. (3.21)

Cabe mencionar que una férmula analoga para valuar opciones americanas, en
donde la integracién se hace con respecto al tiempo, puede verse en [16].
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Antes de continuar con los detalles de la neva forma de valuar opciones ame-
ricanas, es necesario hacer algunas precisiones sobre la frontera libre, para ello se
muestran a continuacién los siguientes resultados.

Frontera libre

Como se menciond al principio del capitulo, el problema de encontrar el valor de
una opcion americana se traduce en hallar una solucién a un problema de frontera
libre. La estrategia para aproximarse a dicha solucién es localizar la frontera libre S.

Entonces si V4 es continua y mondétona, existe un valor 0 < Sy < E, donde se
encuentra localizada la frontera libre y V4(Sf,t) = E — S para una opcién de venta
y Va(Sy,t) = S — E para una opcién de compra. Si Sy es calculada, se debe cumplir

Opcién de Compra (Cy4).

S <S¢, se mantiene;
{ S > S, seejerce . (3.22)
Opcion de Venta (Py).
S < Sy, se ejerce;
{ S > S, se mantiene . (3.23)

La curva S; divide el dominio de S en dos partes tal como se muestra en la
Figura 3.4. La curva S = S¢(t) representa la frontera libre. Las partes sombreadas
de ambas gréficas, representan el dominio donde la opcién, de compra (S < Sf) o
de venta (S > S¢), no es ejercida y su valor estd dado por

Ts ;4 .
V= { . % pn(S,7)CEyu(S,T)dt, opcién de compra; (3.24)

ftTS on (S, 7)Ppy (S, 7)dt, opcién de venta .

La region fuera de la curva, S = S¢(t), es donde la opcién es ejercida. Dicha
regién para la opcién de compra es S > Sy y para la opcién de venta es S < Sy, y
su valor estd dado por sus respectivas funciones de pago PO.

Un punto fuera de la curva para una opcién de venta esta dado por (S,t*), para
0<t*<TyS < S Un punto sobre la curva estd representado por (Sf,t) para
0 <t < Tsgy S = S Finalmente, un punto dentro de la curva es (S,t) para
0<t<TsyS > S El caso de una opcién de compra es similar, solo hay que
invertir las desigualdades correspondientes a S respecto a Sf.§
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Opcidn de Compra

S=>S
Se ejerce la opcién
V, = max (S- E,0)

s<s

No se ejerce la opcion
Va=[p(s.0)C (S, 1)d7

t W Opcién de Venta
S =S,

S < S,
Se ejerce la opcion
V, = max (E - S,0)

S =>S
No se ejerce la cpcion

Va= [p(s.r)P(S.0)dr

Figura 3.4: Region de solucién de una opcién americana

Ya definida la regién de solucién de la opcion americana, se regresa al problema
de la nueva forma de valuar opciones americanas.

Entonces en palabras, se define el precio de una opcién americana en términos
de calcular el precio de una opcién europea para cada tiempo t, donde t € [0, Ts]
(hay que observar que el tiempo de expiracién corresponde al tiempo cuando se toca
la frontera libre Tg), multiplicada por un ponderador normalizado que representa
la probabilidad de permanencia en S al tiempo ¢t. Finalmente estos valores son inte-
grados con respecto al tiempo. Cabe mencionar que se sigue teniendo un problema
de frontera libre, ya que el valor de Ts depende de donde se encuentre ubicada la
frontera libre.

Matematicamente para cada t, dicho ponderador, p, corresponde a la funcién de
densidad, la cual estd determinada por la ecuacién de Fokker-Planck siguiente:

dp _19*(0°S%p)  9(rSp)

= 3.25
ot 2 052 oS 7’ ( )
o bien calculando las parciales correspondientes, se llega a
dp 1 500 2 dp 2
T 205 8S2+( o r)SaS+(a )P, (3.26)

con condicion de frontera:
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a) p(0,0) = 0. Esta condicién no es necesaria para el caso de una opcién de venta
americana.

b) p(S,0) = 0pirac(S — So) para S € [0, 00).

c) p(S¢,t) = p(Sy,t), donde Sy representa la frontera libre.

La ecuacién de Fokker-Planck con respecto a p(S,t) se define en el rectdngulo
[0,S] x [0, T] y tiene condiciones de frontera p(0,t) = 0y p(S,t) — 0 cuando
S — o0. En el caso de la nueva férmula, la regién de solucion esta restringida
por la curva resultante de la frontera libre Sy.

d) p(S,t) — 0 cuando S — oo.

Otra condicién de consistencia pero con respecto al pardmetro es p(S,t) — 0
cuando Sy — oo.

Observaciéon 3 FEs muy importante tener en mente que la densidad p no satisface
un problema de frontera libre. La frontera libre estd determinada por el precio de
la opcion, es decir, el dominio en el que se resuelve p estd bien determinado y no
depende de p misma.

Observacion 4 Cabe mencionar que dicha ecuacion de Fokker-Planck con respec-
to a p tiene una solucién explicita en el caso log-normal (Black-Scholes)®, y dicha
solucion estd dada como sigue.

Sean Sy el valor inicial del activo subyacente y to el tiempo inicial. S yt son los
valores futuros correspondientes. Entonces la probabilidad de que el activo subyacente
tome el valor de S al tiempo t, dado que al tiempo inicial to tuvo el valor de Sy es

2
I S L e )
SV 1) |

La demostracion de que la ecuacion (3.27) satisface la ecuacion de Fokker-
Planck, asi como la ecuacion de Kolmogorov hacia atrds, se puede verificar en el
apéndice H.

p(So, to; S,t) = (3.27)

Observaciéon 5 La normalizacion para la funcion de densidad esta dada por:

Ts
/ p(S,7)dr =1,
t

En general la ecuacién de Fokker-Planck no tiene soluciones explicitas.
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de donde se obtiene que

p(S,t)

S0 =T s

(3.28)

3.3.2. Férmula para una opcion de venta

En lo que sigue y para efectos de los calculos numéricos, se especifica el caso de
una opcién de venta americana.

Sea Pg, y Pa el precio de una opcién de venta europea y americana respectiva-
mente, entonces la nueva forma de valuar una opcién de venta americana esta dada
por

TS pn(S,7)Peu(S, 7)dr, S > Sf;
PAs(S.t) = j;t p’ﬂ( 77—) Eu\P, ’ fs 3.99
A(5:1) { max(E — S,0), S < Sy, (3:29)
La probabilidad p cumple las mismas condiciones antes mencionadas.
Las condiciones de consistencia para el caso de una opcién de venta son:
a) P4(0,t) = maz(E —0,0) =F
b) Ps(S,t) — 0 cuando S — oo
Ts
lim P4(S,t) = lim pn (S, T) Py (S, T)dT
S—o0 S—o0 J¢
Ts
< / i {pu(8,7)Prul(S, 7)}dr
t —00
Ts
< / lfm pn(S,7) lfm Ppo(S,7)dr = 0.
t S—o0 S—o00
(3.30)

Se pasa de la igualdad a la desigualdad por el lema de Fatou. ftTS on (S, T)dT
es acotada cuando S — 0o. Ademés claramente P4 > 0.
c) Ademas % = —1 para S = Sy

El precio de una opcién de venta de acuerdo a [16] cerca de la frontera en una
vecindad de Sy y considerando que Sy < ES puede escribirse como

5Si V4 es continua y monétona, existe Sy tal que 0 < Sy < E. En el caso contrario, Sy > E, se
ejerce la opcién. Para més detalles se puede consultar [73].
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Py =FE — S+ o(dist(S, Sy)), (3.31)

con d = dist(S, Sy). Esta ecuacién corresponde a la condicién que debe satis-
facer una opcién americana en la frontera libre S = S;.

Ts

) pn (S, 7)Pgy (S, T))dT

Ts
_ /t [E — S + o(d)]p (S, 7)dr

Ts Ts
= (E_S) ,On(S, T)dT+O(d) pn(S,T)dT
t t

= (E—-2S5)+o(d). (3.32)

La primera igualdad se da aplicando Taylor a Pgy,.

Si se toma la parcial con respecto a S de la ecuacién (3.32)

OP4(S,t)  O[E — 8] B
Sg = ag s toll) = -1, (3.33)

y como consecuencia al evaluar en S = Sy se tiene

OPa(Sy,t) _ | [IlE—S]

Del analisis anterior se puede observar que la nueva forma de valuar opciones
americanas cumple con las condiciones necesarias de un problema americano (op-
ciones de venta) en el caso de Black-Scholes.

A continuacién se mostrard, por consistencia, que la nueva férmula satisface la
desigualdad de Black-Scholes.

3.3.3. Consistencia de la fé6rmula

La ventaja de usar esta nueva férmula es que se puede introducir de forma
sistemética el efecto de factores macroeconémicos a la valuacién’. Se obtendrs la

"En el anélisis de este capitulo no se consideré el efecto de los factores macroeconémicos. En el
capitulo 4 se proporciona la forma en que puede introducirse dicho efecto.
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funciéon p numéricamente, pero antes de eso lo primero que se quiere es verificar,
por consistencia, que esta nueva forma de valuar opciones americanas es equivalente
con la ya conocida en el caso log-normal.

Hay que recordar que la desigualdad de Black-Scholes para opciones americanas
esta dada por

8VA 1 2 28 Va oVy
— < 0. .
rr 2 S 552 +7rS 55 rVa <0 (3.35)

Sea T = T + t, entonces

Tg—t
Vi= [ pu(S, 7)Viu(S, 7)dF = / (ST + O Via(S, T+ t)dr. (3.36)
t 0

Sin pérdida de generalidad y para simphﬁcar los célculos, se toma a p, (S, 7+t) =
Pns p(S, T+t) = p,VEu(S, 7+1t) = VEy, I, = ft+r p(S, k)dk y como ya se mencioné an-
teriormente 0 < t < Tj.

Ahora, de las ecuaciones (3.28) y (3.36) se determinan las siguientes derivadas
parciales:

8Pn _ l@ 2

at Lot P

Opn _ L0p _pu (500, P OTs

S ~ 1,08 I, ). 08" (I1,)? 0S

oo _ LPp 2 0p [T0p g (5% 2o (700N
952~ 1,08 (1,208 Ji1- 08 1,, e 0527 T ()2 \ Jiyr 08

2pn, 0p 0Tg 2 GTS Ts op dk 2pn, 0Tg

1, 9S 0S I 0S Jiir 8S I, 9S8
2" (8Ts> PP

TP \os ) ~ (1,2 05*
3VA B Tg—t aVEu Tg—t 1 3p Tg—t 9

—p(S,Ts — t)VEu (S, Ts)

Ts—t 1 Ts—t Ts—t Ts
Va = / Op VEudT+/ 8VEual —/ Pn< apdk> Veudr.
0 0

25 7,05 7, \Jur 35
Tst 2 o or
_ p S ﬁis
/0 @72 95 Vit T gg Ve

aZVA Ts—t 1 32/) Ts—t 1 ap Ts 8/)
852 /0 7,957 VEudT = /0 (1,205 \ )iz, a5 ™ | VEudT
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Tg—t Ts ap Ts—t On Ts 82
2 dk | Vgudr — dk | Veud
w2 p<+TaS>ET/o Ip<+Tas2 bt

Ts—t P dp 0T Ts—t 2 8T Ts 9
n 0P S S 1Y
—2 ———DE d7 +4 —d VEudT

I S \Jir 08
Ts—t 8T Tg—t 3 aT
Pn S p s
—2 Viudr + 2 (S vy d
h faSE”/ s (s ) Vet
Ts—t 2 92T Ts L1 9pdV
P S p FEu
/0 (1,7 os2 BT /0 7,05 a5 "
Ts—t T To—t 2
_2/ . " 90 g OVE“dT_Q/S p~_0T5 OV
0 (Lp)z \Jegr OS oS o (I)2 9S 08
Tg—t 82VEu 2 ap 8TS 2p 8TS Ts 8p
n 55z Tt T 5555 VEu T dk: .
+/o Pngs2 T T 9598 VBT (1,)2 s / Ve
2P2 6TS>2 2/) 8VEu aTS p aQTS
(Ip)? (65 Vot I, 95 aS ' 1, 082 Veu. (3.37)

Si se substituye (3.37) en la desigualdad (3.35) se obtiene

Ts—t OV aVEu 1 o2 28 VEu Ts=t 1 6[’
Ts—t Tg—t 1 8p
+/ anEudT — (S TS —t)VEu(S TS —i—T’S/ I %VEUC[T
To—t P Ts—t 52 9T oT
Pn p p> OTs p 0Ts
s [ ’ ( n 8Sdk> Viudr — rs/ (7 98 Vol + 7S g Vi
122/T5t1520 22/Tst 1 @ s 9p
—1—20 S A T 952 Veudr — 0“8 A (Ip)2 95 \ oo GSdk VEudr
Tg—t Ts a 1 Ts—t Ts 82
2 @2 Pn p 22 Pn
—_ —dk wdT — = TP ik ud
+0°S /0 0,2 < .5 > VEudT 20 S /0 I, ( o 057 >VE T

0

TS aT Ts—t 3 8T
202 Pn S 202 14 S
— uwd —_— uwd
O'S/O 7, 8SVE T+US/O (Ip)3<8S> VeudT
(1
P

L 2/TS “t p? 0Ty 2 Q/Ts_t 1 9p OV
——0“S Viud S — d
27 o EasE T Tas as
Tg—t
—025’2/
0 (L)

T Ts—t 2
( s dp dk) Veuw,  og / st p2 OTs OV,
0
e 8p8T5V 262 P 6T3< dp

tr 08 dS (I,)2 S 8S
1,08 9S 77 7 (12 08 \Jiis asdk> Veu

Ts—t . 9p O, Ts—t 2 T, B
_2ge [T pu Op 95 22 s p
as/o 795 g5 Veuds +2as/ oS </+T dk:)VEudT

dr
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0°T,
652

2512

2

L 2qap
S 1, 0S S 5"57

(Lp)?
los términos que estdn dentro de los paréntesis cuadrados son cero, ya que di-
chos términos corresponden a la ecuaciéon de Black-Scholes para opciones europeas.
Ademss se sabe cudl es el valor de dp/0t, s6lo hay que observar el hecho de que la
ecuacion de Black-Scholes es una ecuacion hacia atras o retrograda. Entonces para
hacer todos los calculos consistentes, hay que considerar la ecuaciéon de Kolmogorov
hacia atras para p. Por tal motivo se toma la siguiente ecuacién (haciendo el cambio
de variable 7 = T's — t y abusando de la notacién, volviendo a usar ¢ en vez de 1)

R Y
Eri rSaS 5 S8S2 (3.38)

Substituyendo la ecuaciéon anterior en la desigualdad se tiene

Tstlap 122T5t182p
—TS/O I 8SVEudT_§ S /0 I 8SQVEUdT

Ts—t s=t 1 9p
+/ anEudT— (S Tg —t)VEu(S TS —i—TS/ fVEudT

Ts—t Ts 9 Ts—t  p? 8T T,
Pn 14 S P S
—rS — dk | Veud S —5 VEud S——=VEu
T/o p<+T6S>ETT/ )26SET+T £

122/Tstlf92 22/Tst /8P
~o28 W AT — dk ud
+2 A 7 8S2VE o°S ; 285 s D Veudr

Ts—t Ts—t Ts 2
10282 / ’ (p” ( s Op dk) Vigudr — %(7252 / p”( s dk) Viudr
0 0

L7 \ Jiir 38 1, \ )14, 852
—ats? | o t?;’;%Tstud 200 | o 12 2 ( +TT ggdk:> Vipudr
~o2s? | o ‘;—”%de +o2s? o T 3)3 (%ZS) Viudr
505 /OTS t(pQ)Q%QSg Viudr + 027 /OTS tIl gg’ 6;@“(17
s / (L gﬁd’f) i =0 [ s s
LT o ([ )
252( AL (%?>2VEU+0252£)‘9§§“%TSS ;0252}”%52 Vi < 0.
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Se puede ver facilmente que el primer término se elimina con el quinto y el
segundo con el noveno término, entonces los términos que quedan son

Tg—t
+/ inEudT — p(S, Ts — t)VEu(S, TS)
0

Tg—t Ty Ts—t 2 T
—rS / pn( Op dk) Viudr — 1S / ” IS iy

1, \Jiss 08 (I,)? 08
p 9Ts 9 Q/Tst L 9p s dp
SI 8SV ) A (Ip)QaS +T@Sdk VEudr
Tg—t 8/)
4 252/ Pn 9P ak) Vgud
7 12 \Uiys 08 Eu?

1 9 00 /TS t Pn Ts 82
—— — 9Pk uwd
20 S 0 I i a SQ VE T

T Tog—t 2
5282 / T 0pOTs 4 og2g? / 57 P 9T ( ° Op dk) Viudr
0

1,98 08 0 Ias tir 09
0252 /OTS /;—H%VEudT+UQS2 /OTSt (23;3 (%) Viudr
50252 /OTS t(fj)Q %Q;SVEudT+a2S2 /OTS_tiggagg“
s [ fi g5 [ o e
2 2(;;"’)2 (%?)QVEu QSQ;)agguc’;:gs
%(;25 I (?952 Vi, <0. (3.39)

Sélo falta verificar que el lado izquierdo de la desigualdad es menor o igual que
cero, lo cual se hard a continuacién. La mayoria de los términos son negativos, asi que
solo se necesitan estimar los términos con signo positivo. De hecho se mostrard que
los términos positivos, después de un rescalamiento apropiado, son siempre de menor
orden que los negativos. Antes hay que recordar algunos hechos importantes que
seran utiles en la demostracién. El término 0Vg, /0S, estd dado por la letra griega
A, que corresponde a la expresién

OPgu In(S/E) + (r 4+ 02/2)T

(3 55 (d1) con dy /T

(3.40)
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la cual es negativa para el caso de la opcién de venta europea cuyo activo subyacente
no paga dividendos y

8C’Eu
oS

In(S/E) + (r + 02/2)T
oVT ’

es siempre positiva para una opcién de compra europea, cuyo subyacente no paga
dividendos (ver [73] y [28]). A continuacién se muestra en la Figura 3.5 la variacién
de la delta de una opcién de compra y venta con respecto al activo subyacente,
asi como la variacion de la delta con respecto al tiempo de maduracién.

ACEU = = N(dl) con d1 = (3.41)

AC,, AP,

0.0 |

-1.0

0.0 1
e s

Variacion de la delta con respecto al precio subyacente para una
opcion de compra y venta europeas sin dividendos

A

Dentro del dinero

Fuera del dinero

T

Variacion de la delta con respecto al tiempo de maduracion para
una opcioén de compra

Figura 3.5: Variacién de la A con respecto a las opciones europeas.

De aqui se desprende que

apEu < 0’
oS ~

S1 < Sy = Pry(Si,t) > Ppy(S2,t) =

para una opcién de venta y
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OCpu 0

S1 <83 = Cpu(S1,t) < Cpu(S2,t) = 05 20

para una opcién de compra.

Este tipo de comparaciones, monotonia en precios, fue la principal motivacion
para desarrollar el capitulo 2 de esta tesis.

Por lo tanto, para el caso de una opcién de venta, que es la que interesa para
este andlisis, se tiene 0Pg, /0S < 0.

Lema 8

/TstlapavEu<0
0 1,08 0S8 —

Demostracion
Se procederd por contradiccion.

Para alguna Sy se cumple que

Ts—t 1
/ L WVeuy g (3.42)
0

I@S oS

Por continuidad la integral sigue siendo positiva para alguna § arbitraria y
pequena tal que S € [Sy — 9, Sp + 6], entonces

So+0 pTs—t 1 ap 6VEU Ts—t rSo+9d 1 ap aVEu
dSd
/ / Iasasdd‘g/ /518585 Sdr

Ts—t So+0 aQVEu Tg—t So+90
- - d
/ [ /So 352 ar Jr/ l( ) 0—6 !
Tg—t So+9d 1 aVEu Ts ap
L 1, 05 < rer S )dS]

Ts—t
= / (Il+12+13)d7'.
0

Ahora se analizard cada término por separado.

OVEu(So — 9)
oS

— 0.

= p(So +6,1)

Vi \ 200 OV (So + 6.t
I2Z< £ > - ; E(&OS)_p(SO_(S?t)
So—98
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La diferencia I tiende a cero, porque como ¢ es arbitraria y las funciones in-
volucradas son continuas, puede tomarse tan pequena como uno desee, lo cual hace
dicha diferencia despreciable.

Para el término I; se tiene que p > 0 por ser una funcién de densidad y por otro
lado ya se vio que 0Vg,, /0S = N(d;) — 1 < 0, entonces
0*Viy
052
Asi que p(8*Vg,/0S?) > 0, entonces

=N'(d1) >0 con N'(dy)= \/12?(3@1)2/2,

So+9d OQVEU
I =— n——a—dS < 0.
! /so—a n 52 -

Para I3 de la relacion en (3.40) se sabe que Vg, /0S es negativa para una opcién
de venta y 0p/0S < 0, asi que

S+ 1 Vi, [ [T5 8p
I :/ —dk | dS > 0. 3.43
° 7 Joo—s (I,)2 0S <t+r o8 - (3.43)

Aunque el término sea mayor que cero, se puede hacer méas pequefio que los
términos negativos. Lo cual se explica con detalle en la observacién 7.

Finalmente se llega a
Tg—t So+9d 1
/ / 1 %0 Weu 4647 <
0 So—s 1,05 OS

Lo cual es una contradiccién que vino de suponer la desigualdad (3.42).

(3.44)

Por lo tanto se cumple que

/Ts—t l@aVEu <0
0 IpOS oS —

Ademas, p(S,Ts —t) > 0y Vgu(S,Ts) > 0 por lo cual
—p(S, Ts — t)VEu(S,Ts) < 0.

Observacién 6 FEs importante mencionar que el tiempo Ts depende de la frontera
libre Sy, lo que implica que la primera y sequnda derivada con respecto a Tg tam-
bién dependen de dicha frontera libre. Pero sabemos que la frontera libre es regular,
concava, creciente y al menos es de clase C?, lo que nos garantiza que esta frontera
exista y a su vez las derivadas de Ts también existen.
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Observacién 7 Para los términos positivos de la desigualdad (3.39), sea m un
valor arbitrario muy grande tal que redefinimos

Ts
p=m
t+T1
Esto es posible porque la ecuacion de Fokker-Planck es lineal. Obsérvese que
también la formula de valuacion propuesta es lineal con respecto a p. Por lo tanto
podemos multiplicar y dividir por m sin alterar el resultado. En el cdlculo arriba
presentado, asi como en la desigualdad (3.39), los términos positivos escalan al
menos como 1/1, y por lo tanto pueden hacerse mds pequenios en relacion a los
términos megativos que son invariantes bajo dicho rescalamiento. Nétese que hay
al menos uno de tales términos, por ejemplo, el sequndo de la desigualdad (3.39),
—p(S, Ts — t)VEu(Sv TS)'

Con esto finalmente se acaba de demostrar la afirmacién de que la nueva forma
de valuar opciones americanas dada por (3.29) satisface la desigualdad de Black-
Scholes para el caso log-normal. Lo cual hace a esta nueva propuesta consistente.§

Observacién 8 En el capitulo 2 (TROM) también se utilizé la nueva formula para
demostrar que el valor de una opcion de compra americana es igual al valor de una
opcion de compra europea, es decir, que una opcion de compra americana no Se
puede ejercer antes de expirar, C4(S,t) = Cgy(S,t) y para llegar a este resultado

se encontré analiticamente que la funcion p es una delta de Dirac concentrada en
{t=T}.

Observacion 9 Otra forma de ver la consistencia de la formula es verificar que la
formula de Carr, Jarrow y Myneni [16] es consistente con la nuestra. Para ello a
grandes rasgos se define la formula de Carr, Jarrow y Myneni como:

Teorema 17 En una region C' = (B, 00) x [0,T], el valor de una opcién de venta
americana, P, puede ser descompuesto en el precio de una opcion de venta europea,
Dr, Y una prima de ejercicio temprano, e;:

P = pte
T In(B,/S) —

e = rE/ e—”N(”( /5) p27> dr, (3.45)
t O'\ﬁ

y N(z) = [ exp(—2z2/2)/V/2rdz es la funcion de distribucion normal estindar. By
es la frontera libre y po =1 — 0 /2.
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Entonces partiendo del teorema anterior se tiene:

P = pite

T — ln(BT/S) — P27
— E T’TN
pe+r /t e < o/ ) dr

T T 2
t t br

T z
= / Dr {25(7’ —t)+ TET] dr
t Dr

T
= /t prp(S,7)dr. (3.46)

Aqui, pr = Ppy(S,t), z- = e "™N (M> y p(S,7) =20(T —t) + rEZ.

oVT

3.3.4. Aplicacion de la nueva formula

Para verificar la eficiencia de la nueva forma de valuar opciones americanas, es
necesario analizar su comportamiento con ejemplos especificos. Para ello se consi-
deraron diversos casos, en donde se estiman los precios de opciones de venta ame-
ricanas con la nueva forma de valuar opciones americanas y se compararon con
diferentes métodos, tales como: el métodos de arboles y el método de diferencias
finitas (método explicito e implicito para EDP), esto por consistencia se hace para
el caso log-normal (Black-Scholes).

Antes de entrar en detalles sobre los métodos numéricos, se presenta a contin-
uacion el algoritmo por medio del cual se calcularon los precios de las opciones de
venta americanas, mediante la nueva forma de valuar opciones americanas.

Para S € [0, Siaz] con Spae = 2S5 fija:

1. En general, se estiman las probabilidades mediante la solucién de la ecuacién dife-
rencial parcial de Fokker-Planck (3.25), para diferentes tiempos antes o iguales
a expirar. Dichas probabilidades para el caso log-normal pueden encontrarse
también mediante la solucién explicita (3.27).

2. Se normalizan las probabilidades de tal forma que ftTS p(S,T)dr = 1.

3. Se calcula el precio de una opcién de venta europea, mediante la formula explici-
ta de Black-Scholes (3.18) con valor del activo subyacente S en los diferentes
tiempos reales t8.

8 A priori no se sabe la ubicacién de la frontera libre, lo que implica que el valor del tiempo de
expiracién en la frontera Ts tampoco se conoce, entonces para los cdlculos numéricos en su lugar
se toma el tiempo de expiracién T'.
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4. Si no se conoce la frontera libre, se verifica si el ejercicio temprano es éptimo
en cada paso del tiempo, es decir, se toma el maximo entre la solucién de la
ecuacién de Black-Scoles (Pg,(S,t)) y la funcién de pago, max(E — S,0). En
otras palabras se considera la funcién P(t) = max(Pgy(S,t), mazx(E — S,0)).

5. Se multiplica la probabilidad normalizada p con la funcién P(t) para cada t.

6. Se calcula la integral ftTS pn(S, 7)P(7)dT para determinar el valor de una opcién
de venta americana.

El algoritmo puede entenderse mejor en la figura 3.6.

Se calcula el precio de una opci6n

europea por la formula explicita de Estimar las probabilidades
Black-Scholes 1

P(S.1)

P (S, T—1)

Se conoce la frontera libre

No se conoce la frontera libre

Si no se conoce la frontera libre
P(t) = max(F, (S,t),max(£ —S,0))

Normalizar probabilidades
P, (S.1)

L £,(S,1)* P(t)

l

[" p.(s.0)* P()dr

Figura 3.6: Diagrama de flujo para encontrar el precio de una opcién de venta
americana dada por la férmula (3.29).

Ya teniendo el algoritmo general, se describe a continuacién la forma numérica
de resolver los ejemplos especificos que se mencionan mas adelante, asi como la com-
paracién de algunos de ellos resueltos con métodos tradicionales y la nueva forma
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de valuar opciones americanas, para el caso de una opcién de venta.

Para encontrar la solucién numérica a la EDP de Fokker-Planck, se utilizé el pa-
quete Finite Element Modeling LABoratory (FEMLAB Multiphysics in MATLAB),
el cual es un paquete de software avanzado para el modelado y la simulacién de
cualquier proceso fisico que se pueda describir a través de EDP’s. La idea del méto-
do de elemento finito radica en dividir el dominio en estudio en un ntimero finito de
elementos, es decir, discretizar el dominio y resolver sobre cada uno de los elemen-
tos las ecuaciones del sistema, para después ensamblar la solucién total. Una forma
que se usa en el método para aproximar la solucién de una EDP consiste en hacer-
lo mediante polinomios. Este método fue primeramente descrito por Clough en 1960.

Para obtener la solucién de un problema mediante el método de elemento finito,
se siguen los pasos genéricos

a) Generacién de la geometria.

b) Discretizacién del sistema.

c) Seleccién del tipo de elemento.

d) Asignacion de las propiedades del material o materiales.
e) Definicién de las cargas y de las condiciones de frontera.

f) Solucién del conjunto de ecuaciones.

Para este caso en particular, donde S sigue un proceso log-normal (Black-Scholes),
se puede utilizar la solucién explicita (3.27) para determinar las probabilidades p.
A continuacién se muestra mediante el cuadro 3.1, la solucién explicita de dichas
probabilidades y la aproximaciéon numérica. Se consider6 S = Sy = 80, r = 0.1,
o =0.4y At = 0.0833 para los doce meses de un ano.

Como se puede observar del cuadro 3.1, la aproximacion numérica estd muy cer-
cana a los valores reales o explicitos de las probabilidades. Asi que indistintamente
se puede usar tanto la aproximacion numérica o la férmula explicita. Para fines
practicos y solo en este caso para verificar que la nueva forma de valuar opciones
americanas (3.29) es consistente con el caso log-normal (Black-Scholes), se utilizé la
féormula cerrada (3.27), la cual fue implementada en MATLAB.

A continuacién se muestra con un ejemplo concreto, los pasos que sigue el algo-
ritmo para valuar opciones americanas mediante la nueva férmula (3.29). Siguiendo
el orden del algoritmo se tienen los siguientes resultados.

Sea el precio del activo subyacente S = Sy = 50, el precio de ejercicio £ = 50,
la tasa de interés libre de riesgo r = 0.1, la volatilidad o = 0.4, se fija el tiempo
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Cuadro 3.1: Comparacién explicita y numérica de las probabilidades (p)

tmeses p explicita p numérica (EDP)
1 0.0432 0.0429
2 0.0305 0.0302
3 0.0249 0.0245
4 0.0216 0.0210
5 0.0193 0.0189
6 0.0176 0.0173
7 0.0163 0.0161
8 0.0153 0.0151
9 0.0144 0.0143
10 0.0136 0.0135
11 0.0130 0.0129
12 0.0125 0.0124

maximo que toma T en 5 meses que corresponde a T' = 0.41667. En este caso no se
conoce explicitamente la frontera libre.

1. Célculo de las probabilidades p para una S fija (cuadro 3.2).

Cuadro 3.2: Probabilidades (p)
tmeses 0 1 2 3 4 5
p || 0.9974 || 0.0691 || 0.0489 || 0.0399 | 0.0345 || 0.0305

2. Normalizacion de las probabilidades.

Se suman las p’s y el resultado se multiplica por At , es decir, se calcula
pT = f(;[ p(S,T)dr = 5_o p(S,4)At = 1.2203. Después cada p(S,i) se divide
entre pp, para obtener las p,(S,7) para i =1,...,5, con t el nimero de meses.

3. Calculo del precio de una opcién de venta europea con la férmula explicita de
Black-Scholes (cuadro 3.3).

Cuadro 3.3: Precios de una opcién de venta europea para diferentes valores de t
tmeses 0 1 2 3 4 5
Pg.,.(S,t) 5.4011 5.2747 5.1331 4.9738 4.7935 4.5881
Fuente: precios calculados en el paquete de MATLAB,
mediante la funcién blsprice(S,E,r, T — t;,0) con.
t; = 0,0.08333,0.16667, 0.25, 0.33333 y 0.41667

4. Verificar si el ejercicio es éptimo, es decir, P = max(Pgy(S,t), maz(E — S,0)).
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En este caso la funcién de pago, max(E — S,0), es cero, pues E = S = 50,
asi que la opcién en cada paso del tiempo toma el valor que se deriva de la
férmula de Black-Scholes, P = Pg,.

5. Se multiplican las probabilidades por el valor obtenido en 4, p, * P.

6. Por tultimo se determina el valor de la opcién para las variables deseadas.

Se calcula V4 (S, t) = ftT Pru(S,7)pn(S, 7)dr. En este caso se tomé V4 (50,t) =
f05 Pgy (50, 7)p(50, 7)d7. Los resultados se muestran en el cuadro 3.4.

Cuadro 3.4: Valores de una opcioén de venta americana

tmeses VA(S, t)
1 5.3565
2 5.3087
3 5.2573
4 5.2019
5 5.1421

Fuente: calculos propios utilizando
como aproximacién a la integral,
el método del trapecio.

3.3.5. Comparacion con otros métodos

Los métodos numéricos estan basados en técnicas especificas que proporcionan
resultados cuantitativos a modelos mateméaticos que no tienen una solucion analitica
o cerrada’. La idea de los métodos numéricos es construir algoritmos que puedan
ser implementados facilmente y que sean computacionalmente eficientes.

Es importante estar consciente de que no todos los métodos numéricos se ajustan
bien a todos los problemas.

Hay diferentes métodos para encontrar la solucion numérica a los problemas de
opciones financieras. Entre ellos se encuentran los métodos de Monte Carlo; éstos
involucran la generacion de un gran ntmero de simulaciones numéricas del proceso
aleatorio que sigue el activo subyacente. Estos métodos tienen la desventaja de que
las caracteristicas del ejercicio temprano son dificiles o imposibles de implementar.

Otra clase conocida de métodos son los métodos de lattice, los cuales incluyen
el método binomial y trinomial. Estos modelos suponen que el proceso estocastico

Q . . 7 . . . . .

9 Algunos modelos admiten soluciones exactas solo en términos de series infinitas o por funciones
especiales muy complejas. En general es més eficiente resolver estos modelos numéricamente que
aproximar por series infinitas.
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del subyacente es discreto. En estos casos, los modelos pueden escribirse directa-
mente como conjuntos discretos de las ecuaciones en diferencia. Estos métodos son
altamente eficientes cuando se estiman simples opciones de compra y venta, pero
son menos eficientes cuando las estimaciones consideran opciones més complicadas.
Otros métodos lattice cominmente usados son casos especiales de esquemas de di-
ferencias finitas explicitas.

Los métodos numéricos mas utilizados para resolver ecuaciones diferenciales par-
ciales son las diferencias finitas y elementos finitos. Estos métodos se aplican a mo-
delos cuyo activo subyacente supone un proceso estocédstico continuo. Se basan en
la discretizacién del problema de tal forma que la aproximacién sea estable y con-
vergente.

A continuacion se describen brevemente los diferentes métodos maés tradicionales
utilizados para valuar o aproximar el valor de una opcién de venta americana.

1. Método de arbol binomial (encontrada por Cox, Ross y Rubinstein). Suponga
que la vida de una opcién de venta americana que no paga dividendos es
dividida en N subintervalos de longitud At. Se denotara al j-ésimo nodo al
tiempo iAt como el nodo (z,7) (0 < N,0 < j < ). Se define a f;; como el
valor de la opcién en el nodo (i,j). El precio del activo subyacente en dicho
nodo es Sou/d~J. Si el valor de una opcién de venta en la fecha de expiracién
es max(E — St,0) entonces

fnj =maz(E = Sou!d¥"7,0), para  j=0,1,..,N.

La probabilidad de movimiento del nodo (4, j) al tiempo iAt, al nodo (i+1, 5+
1) al tiempo (i + 1)At es p. Anédlogamente la probabilidad de movimiento del
nodo (7,7) al tiempo iAt, al nodo (i + 1,j) al tiempo (i + 1)At es 1 — p.
Suponiendo que no hay ejercicio temprano, la valuacién neutral al riesgo da

fig = e D v + (1= p) fivrl,

para 0 <i < N —1y 0 < j <1. Cuando el ejercicio temprano es tomado en
cuenta, el valor de f; ; debe ser comparado con el valor intrinseco, entonces

fig =maz{E — Sou?d" T e7 "M pfiyr i+ (1= p) firrsl},
se consideraau = 1/d,p = (a—d)/(u—d), u = VAL g = e=oVALy g = AL,

2. Método de diferencias finitas (explicito). Este método es utilizado cuando el pre-
cio de una opcioén europea es expresado en términos de una ecuacién diferencial
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parcial. Sup6ngase que el precio de la opcién es representado por (3.4) y sin
pérdida de generalidad se toma a P4 como f.

Suponga que la vida de la opcion es T. Se divide este tiempo en N intervalos
iguales de longitud At = T/N, entonces se tienen N + 1 tiempos, es decir,
0,At,2At,...,T.

Suponga que Spae es el precio del activo suficientemente grande tal que
cuando es alcanzado, la opcién de venta ya no tiene valor. Se define AS =
Smaz/M, lo que genera M + 1 precios del activo espaciados igualmente, es
decir, 0, AS, 2AS, ..., Saz-

El nivel de Spqz €s escogido de tal forma que uno de éstos es el precio del
activo actual.

Ambos conjuntos de puntos definen una malla que consiste de (M +1) x (N +1)
puntos. El punto (7, 7) en la malla corresponde al tiempo iAt y al precio del
activo jAS y fi; denota el valor de la opcién en ese punto.

Para un punto (7, ) en la malla, las parciales pueden ser aproximadas por:

of  firrge1 — firr1

as 2AS
*f _ g+ fingo = 2fing
052 AS2 ’

Entonces la ecuacién en diferencias queda como

Jit1,5—f:, n o fit1j+1 — fit15-1
Pl Mt E ATV AS »J »J
rfid At T 2AS
1 5o, cofivrj+1+ firrj—1 — 2fit1
_ AS >, >, 2
37 AS?

fij = ajfiv1j-1+ 0} fivrj + ¢ fir1j+1,

donde
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1 1 1
* = ——rjAt+ — 2'2At>
“ 1+rAt( 5! IR+ 50

1 1
bE = 1— = 2'2At)
j 1+rAt( 27/

1 1 1
o= ZriAt + = 2’2At>.
% 1+ rAt (277 N

(3.47)

Este método no resuelve el problema de frontera libre.

3. Método de diferencias finitas (implicito). Anédlogo al método explicito se toman

las parciales como:

of  fig— fij

ot At

of  _  Jfig+1— fig1

as 2AS
P _ fignt figo1 = 2fiy
052 AS2 '

Ahora substituyendo las parciales en la igualdad tomada de (3.4), se tiene

fivr; — fi.J i rjASfi,j—i-l — fij—1 102j2AS2 fijr1+ fij—1—2fi;

At 5AS T3 AS2 = rfij,

paraj=1,2,... M —1eit=0,1,..., N — 1. Reordenando términos se obtiene

ajfij—1+bifij+¢ifijer = fivr

donde
1 1
a; = irjAt—ﬁcTQjQAt
b = 14+0%°At+rAt
1 1
c; = irjAt—§02j2At. (3.48)

El valor de una opcién de compra al tiempo T' es maz(E — S,0), es decir,

fn; =maz(E —jAS,0), para j=0,1,.. M.
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El valor de una opcién de venta cuando S = 0 es F, es decir,

fio=E, para i=0,1,...,N.

Se supone que la opcién de venta es cero cuando S = S04, asi que

fim =0, para i=0,1,.. N.
Para més detalles del método se pueden consultar los libros [28] y [73].

Ya conociendo un poco la estructura de los métodos tradicionales con los cuales
se va a comparar la nueva forma de valuar opciones americanas, a continuacién se
presentan diferentes ejemplos resumidos en cuadros.

En los siguiente cuadros, para estimar el valor de una opcién de venta ameri-
cana mediante los métodos Binomial y diferencias finitas (Ezplicito e Implicito),
se tomo la implementacién numérica de Bernt Arne (Ddegaard (ver el sitio de in-
ternet: http://finance.bi.no/ bernt/), mientras que para los métodos CRR (pre-
cio de una opcién americana via arboles de Cox-Ross-Rubenstein calculado usando
el método de diferencias finitas aplicado a la EDP de Black-Scholes), FD (pre-
cio de una opcién americana via diferencias finitas aplicado a la EDP de Black-
Scholes) se utilizé la implementacién numérica de MATLAB (ver el sitio de inter-
net http://www.mathworks.com / matlabcentral /fileexchange/loadFile.do? objec-
tId=16476&object Type=file). El método Nuevo corresponde a la nueva forma de
valuar opciones americanas dada por la ecuacién (3.29).

La estimacion numérica es una primera aproximacion del nuevo método, la cual
puede no ser buena, pero la idea es simplemente mostrar que tampoco da resultados
ilégicos. El refinamiento numérico del método se dejara para trabajo posterior.

Consideraciones generales de la estimacién numérica:

1. El tiempo se considera en anos, es decir 5 meses equivale a 5/12 = 0.4167.

2. t,, es el tiempo mensual: 1,2,...,12 son los meses en donde se estima la opcién
con respecto al Nuevo método.

3. En los otros métodos (Binomial, Explicito, Implicito, CRR y FD), el tiempo
correspondiente es 7 =T — t,,,, en donde T' = 1 que equivale a 12 meses.

4. S:SoySmeZQ*SO.

5. Se considera N = 100 para el tiempo y M = 100 para el subyacente, excepto
para el método explicito. En dicho método se utilizan N =11 y M = 20.
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6. At = (t/12)/N y AS = (2 S)/M.

7. Debido a que no se concoce la frontera libre, entonces se aproxima el método
Nuevo como ftT pn (S, T)max(Pgy (S, 7), max(E — S,0))dr.

8. En las estimaciones no se conoce la frontera libre, asi que se considerara a Tg
como T

A continuacién se presentan los célculos numeéricos, considerando las especifica-
ciones antes mencionadas.

En el cuadro 3.5, en cada ejemplo cambian todas las variables involucradas en
el modelo.

Cuadro 3.5: Comparacion de una opcion de venta americana

l Variables ” Ejemplo 1 ” Ejemplo 2 ” Ejemplo 3 l
So 300 62 40
E 300 60 45
r 0.08 0.10 0.05
o 0.3 0.2 0.2
tm 4 5 7

Método || V(S t)

Nuevo 23.1808 1.6929 5.0000
Binomial 22.9975 1.7652 5.1420
Explicito 22.8051 1.6504 5.0550
Implicito 22.9190 1.7535 5.1340

CRR 22.9970 1.7652 5.4720

FD 22.4680 1.5100 5.4030

En el cuadro 3.6 se muestran otros ejemplos, en los cuales se compara solo el
método Binomial con el Nuevo método, en éstos se considera el intervalo de inte-
gracién t € [1,12] para el método Nuevo, asi que para el caso Binomial se toma a
T=0.

Finalmente, como ejemplo 10 se considera a Sy = 78, £ = 78, r = 0.07 y
o = 0.01. Para el método Binomial se toma 7 = T — t,, = 0 cuyo valor es

Viamenin = 0. En la integraciéon del método Nuevo se mueve a t,, en el intervalo
[1,12]. Ver cuadro 3.7.

La finalidad de presentar todos estos ejemplos, no es verificar si la propuesta de
esta tesis da mejores o peores estimaciones que los métodos tradicionales ya exis-
tentes. La idea bésica consiste s6lo en verificar que el nuevo método dado por la
ecuacién (3.29) da estimaciones congruentes.

El principal objetivo de la nueva metodologia es que permite la incorporacion
sistematica del efecto de los factores macroeconémicos. Algunos ejemplos tedricos
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Cuadro 3.6: Comparacion de una opcién de venta americana,

l Variables ” Ejemplo 4 ” Ejemplo 5 ” Ejemplo 6 | Ejemplo 7 | Ejemplo 8 | Ejemplo 9
So 40 10 25 30 100 5
E 45 8 25 32 300 2
T 0.05 0.07 0.05 0.08 0.20 0.07
o 0.05 0.10 0.10 0.10 0.50 0.08
tm 2-12 1-12 1-12 1-12 1-12 1-12
Método || Va(S,t)
Binomial 5.000 0.000 0.000 0.000 200 0.000
Nuevo 5.000 6.29e-05 0.391 0.000 200 7.04e-39

En este caso ty, es el intervalo en donde se considera la integracién del Nuevo método

En el método Binomial, el tiempo correspondiente es 7 = T — t,,, es decir T = 0.0833 o T' = 0.

Cuadro 3.7: Comparacién de una opcién de venta americana
[ tm [ t12 | 212 [ 312 [ 612 | 11-12 ]

[ Nuevo [ 0.001 [[ 0.11e-03 [ 0.13¢-04 [ 0.20e-07 | 0.60e-12 ]

tm es el intervalo en donde se considera la integracién del Nuevo método

seran presentados en el siguiente capitulo de esta tesis. El ejemplo numérico ca-
librado con datos reales se deja para trabajo posterior. Para fines de la tesis nos
quedamos con los modelos tedricos.

En conclusion se puede decir lo siguiente:

1. Matematicamente se demostré que esta nueva propuesta para valuar opciones
americanas satisface la ecuacién de Black-Scholes.

2. También se demostrd, analiticamente con esta nueva féormula que una opcién
de compra americana es igual a una opciéon de compra europea, es decir, el
ejercicio temprano de una opciéon de compra americana no es éptimo y la
probabilidad de ejercicio p es una Delta de Dirac concentrada en {t = T'}.

3. Como una aplicacion de la nueva forma de valuar opciones americanas se dio una
primera aproximacién numérica con algunos ejemplos y se compararon con los
métodos tradicionales, tales como: arboles (Binomial CRR) y diferencias finitas
(Explicito e Implicito). Los resultados no son muy buenos porque no se conoce
con presicién la frontera libre y por consiguiente no se sabe el valor de Ts. Se
dejara para trabajo futuro mejorar la aproximacion numérica.

La ventaja de usar esta propuesta con respecto a las ya existentes es que se hace
la integracion con respecto al tiempo, lo cual es un tema que se ha explorado poco,
ademas de que por medio de la ecuacién de Fokker-Planck se puede incorporar sis-
tematicamente el efecto de diferentes factores macroeconémicos.
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El hecho de que se tenga un sistema de ecuaciones dado por los factores macroe-
condmicos, no complica mucho el modelo, pues dicho sistema es representado por
una sola ecuacion de Fokker-Planck. En este caso ya no se tiene una solucién cerrada
a dicha ecuacién. La solucién sera una aproximacién numérica.

Ademss, al representar la probabilidad p por medio de las ecuaciones de Kol-
mogorov, se tiene la ventaja de poder incorporar sistematicamente el efecto de los
factores macroeconémicos, lo que haria el cdlculo del precio de las opciones mas
realista.



Capitulo 4

Incorporacion de factores
macroeconomicos a diversos
modelos financieros y de riesgo
de crédito

Se propone una estructura dindmica para la valuaciéon de derivados incluyendo
derivados de crédito, asi como la estimacién de las probabilidades de transicién en
las calificaciones en riesgo crediticio. En la metodologia de valuacion, esta aproxi-
macion esta basada en la construccién de modelos macroeconémicos y en ocasiones,
incorporando observaciones tedricas y empiricas. La idea central es modelar el am-
biente macroeconémico usando una ecuacién diferencial estocdstica (EDE). Esto
conduce de forma natural, a la ecuacién diferencial parcial de Fokker-Planck para
la densidad de probabilidad de transicién del activo subyacente. Entonces se uti-
liza la féormula de Samuelson para calcular el precio de la reclamaciéon contingente.
La ventaja de esta aproximacién es que la informacién macroeconémica puede ser
sistematicamente incorporada dentro del proceso de valuaciéon. Esto es particular-
mente relevante en el caso de mercados incompletos, donde es bien sabido que las
metodologias tradicionales no proporcionan respuestas especificas. En el caso de la
valuacion del riesgo de crédito, se aplica un modelo similar, el cual puede ser ajusta-
do con datos reales. Ademds, se proporcionan estimaciones para las probabilidades
de transicién y de incumplimiento, asi como estimaciones de los tiempos esperados
de transicién. Se presentan diversas aplicaciones usando datos para diferentes esce-
narios. También se modifica la metodologia del modelo de valor presente neto (VPN)
incorporando factores macroeconémicos usando la misma probabilidad de transicién
antes mencionada. En la introduccion se presenta una revision de los aspectos mas
importantes relativos a los factores macroeconémicos.

105
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4.1. Introduccion

El uso de herramientas matemaéticas en la economia y las finanzas siempre han
sido aplicadas. Sin embargo, los cambios ocurridos en las 1iltimas tres décadas en
los sistemas politicos, econémicos y financieros han mostrado la necesidad de desa-
rrollar modelos mas realistas. Dichos modelos, al ser mas realistas, son también mas
complejos y sofisticados. En muchas ocasiones las metodologias tradicionales no son
aplicables. Por lo cual se desarrollaran nuevas metodologias para calcular derivados
financieros, asi como riesgo de crédito.

Hoy en dia la economia se mueve alrededor de diversas variables macroeconémi-
cas, las cuales deben de tomarse en cuenta para cualquier andlisis. La originalidad
de este trabajo surge a partir de proporcionar un modelo eficaz, el cual considere
diferentes ambientes macroeconémicos, que de solucién a problemas més realistas,
particularmente, el objetivo fundamental de este trabajo es el de incorporar de for-
ma sistematica una serie de factores macroeconémicos relevantes que normalmente
se consideran implicitamente al suponer cierto comportamiento de la tasa de interés
libre de riesgo y de los activos relevantes.

En este enfoque, se propone, con base en datos reales, diversos modelos econémi-
cos que determinen posteriormente la forma en la que se establecen los precios de
diversos productos financieros.

Se aplica este marco a la valuacién de opciones (europeas y americanas), asi como
a diversos problemas de riesgo de crédito, administracion de portafolios y general-
izacion del medelo del VPN.

La aplicacién de factores macroeconémicos no es nuevo, ya que desde el siglo
XV, los investigadores han estado interesados en estudiar los fenémenos econémi-
cos, asi como el desarrollo de algunas de sus variables y por ende se han creado
diferentes teorias macroeconémicas. Dichas teorias se construyen a partir de mo-
delos que relacionan las distintas variables agregadas, tales como el producto, el
consumo, la inversién, el nivel general de los precios, el empleo, etc. Estas relaciones
se establecen mediante supuestos simplificadores de una realidad econémica com-
pleja, cuidando que las conclusiones o explicaciones proporcionadas por el modelo
no sean irreales. En el cuadro 4.1, se presenta un resumen del desarrollo histérico
de la macroeconomia.

En la actualidad existen diversos modelos los cuales consideran el efecto de los
factores macroeconomicos, entre ellos estd la aproximacion de Hull y White que
puede producir un ajuste exacto a una curva de mercado precisa y permite solu-
ciones cerradas para opciones. Se tiene la versién de un factor del modelo extendido
de Vasicek, asi como la versién de dos factores de la aproximacién de Hull y White
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Cuadro 4.1: Desarrollo histérico de la Macroeconomia

Anteriores a los clasicos

William Detty (1665)

* HEstudié fenémenos sistemdticos y regulares.
* Intenta medir la riqueza total de Irlanda.

Richard Cantillon (1755)

* Analizé y midié los flujos de ingreso entre
los diferentes sectores econémicos.

Francois Quesnay (1755)

* Calculd el primer flujo circular de ingreso y
gasto, para evaluar los efectos de las politicas
gubernamentales sobre la economia francesa.

* Fueron los primeros en hacerse llamar economistas.

Fisiécratas * Utilizaron y desarrollaron el concepto multiplicador
(aumento en exportaciones implica aumento del ingreso).
+ Fundador de Ta economia inglesa de libre comercio.
Monetarista David Hume (1711-1776) * Hizo el andlisis monetario de los flujos comerciales.
* Desarroll6 el mecanismo de ajuste de la balanza de pagos.
Mercantilistas * Hicleron la primera formulacidn de la teoria.
cuantitativa del dinero.
Clasicos
J.S. Mill (1806-1873) +* Habld sobre el “pleno empleo” del capital y no de la fuerza
de trabajo.
* omith es considerado el padre del liberalismo moderno.
Adam Smith (1776,1817) * Fueron los primeros en construir un cuerpo analitico
David Ricardo (1776,1817) s6lido, para explicar el funcionamiento de la economia
capitalista.
Neoclasicos
L.Walras (1834-1910)
W. S. Jevons (1835-1882) * Desarrollaron la teoria Neoclésica de los precios determinados
C. Menguer (1840,1921) por las curvas de la oferta y la demanda.
E.Marshall (1842,1924) + Hicieron la sintesis de las teorias de la utilidad marginal
F. Von Wieser (1851-1926) y la productividad marginal.
E. Bohm-Bawerk (1851-1940)
Epoca moderna
* Originé la Macroeconomia moderna.
* Introdujo conceptos que hoy son muy comunes en los libros de
Monetarista Keynes (1936) Macroeconomia: la preferencia por la liquidez, la eficiencia mar-
ginal del capital,la trampa de la liquidez, el efecto riqueza o el
efecto Pigou, las expectativas, la propensiéon marginal
a consumir y el multiplicador.
* Realizé Ta “Sintesis Neoclasica”.
J. R. Hicks (1937) * Introduce el modelo IS-LM de interaccién entre los mercados
monetarios y reales
F. Modigliani (1944) * Estudia el desempleo involuntario usando el modelo IS-LM.
Patinkin (1965) * Estudia el fenémeno de la trampa de liquidez en la demanda
de dinero.
* Padre del monetarismo moderno
Monetarista Milton Friedman(1968) * Reformula la curva de Phillips, incorporandole expectativas

de precios de los trabajadores (expectativas adaptativas).

(1960-1970)
Robert Lucas
Thomas Sargent
Robert Barro
Neil Wallace

* Dieron origen a la revolucién de las expectativas racionales.

Edward Prescott

* Desarrolla Ia teoria de los ciclos econémicos reales.

Gregory Mankiw
Oliver Blanchard
David Romer
Larry Summer

* Desarrollan la nueva teoria Keynesiana.
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que ofrece una solucién al modelo de un factor mediante un proceso de calibracién
[60].

A continuacién se hace una revision de algunos articulos recientes, en los cuales
se aplican variables macroeconomicas. La idea principal de hacer esta revisién es
mostrar la forma en que las variables macroecondmicas estan inmiscuidas en resolver
problemas econdémicos y financieros reales.

i) Anélisis de mercados emergentes. En este articulo se examinan las estructuras
comunes de un gran numero de crisis de la balanza de pagos, considerando
una muestra de 26 mercados emergentes. Se analiza el comportamiento de un
conjunto de variables tales como: tipo de cambio, componentes individuales
de la balanza de pagos, producto interno bruto, importaciones, exportaciones,
etc. Se aplican métodos estadisticos multivariados [63].

ii) Valuacién en mercados emergentes. Muestra procedimientos para estimar el flujo
descontado de las compariias a una tasa donde los riesgos que refleja son los
mismos donde sea. Se enfocan en la forma de incorporar, dentro de la valuacién,
el nivel extra de riesgo que caracteriza muchos mercados emergentes. Estos
riesgos pueden incluir altos niveles de inflacién, volatilidad macroeconémica,
controles de capital, cambios politicos, guerras o resistencias civiles, cambios
regulatorios, derechos de inversionistas probremente definidos o con contratos
forzados, control de cuentas descuidadas y corrupcién [34].

iii) Factores macroeconémicos que afectan las industrias en Alemania. Se estudia la
importancia de diversos factores macroeconémicos que expliquen la estructura
de rendimiento para seis indices industriales. Se concentran en instituciones
financieras y comparan resultados empiricos con 5 diferentes indices indus-
triales. Utilizan un modelo multi-factor con los siguientes indices: quimicos,
utilidades, vehiculos, companias de construccion, asi como bienes de consumo.
Y como factores macroeconémicos utilizan: la maduracién de la ganancia del
riesgo, el rendimiento de un bono con cupon cero, tipo de cambio con respecto
a U.S.A., el indice de negocios y el rendimiento del DAFOX [7].

iv) Modelo de valuacién de 3 factores para hipotecas. Generalizan el modelo de
valuacion de MBS propuesto por Kariya y Kobayashi a un modelo de 3 fac-
tores. Su valuacion se basa en un tiempo discreto, en la teoria de no arbitraje,
haciendo una asociacién entre el comportamiento del prepago y la estructura
del flujo de efectivo. Las variables macroeconémicas utilizadas son: la tasa de
interés corta, la tasa de hipoteca, el proceso del precio de la casa y una dis-
tribucién normal bivariada. La distribuciéon normal describe la heterogeneidad
de los deudores para el prepago, lo cual proporciona las fronteras de los dos
factores incentivos; la tasa de la hipoteca, el proceso de los precios y la tasa
de interés generan el factor de descuento [67].
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v) Factores macroeconémicos y la correlacién entre el rendimiento de los bonos y

las existencias (stock). Se estudia el comportamiento entre el rendimiento del
stock y el rendimiento de los bonos largos del gobierno y se intenta explicar
la relacién de las fuerzas que controlan la economia. Las variables inmiscuidas
son: indices de bonos del gobierno (de Estados Unidos, Gran Bretana, Francia,
Alemania, Japén, Canada e Italia) y los rendimientos totales del stock [46].

vi) Pueden las variables macroeconémicas explicar los movimientos del mercado de

stock de Japén y Estados Unidos?. Se seleccionan diversas variables macroe-
conémicas, recurriendo a resultados empiricos y tedricos. Estas variables son
usadas en el modelo del mercado de stock en los Estados Unidos y Japén. Se
hace un analisis de cointegracién aplicado al modelo para ver la relaciéon de
largo plazo entre la produccion industrial, el indice de precios al consumidor,
la demanda de dinero, las tasas de interés de corto y largo plazo y el precio
stock en los Estados Unidos y Japén [29].

vii) Aplicacién de las variables macroeconémicas en el anélisis residual de la forma

reducida del modelo para estimar errores. Se aplica un modelo de tres factores
que incorpora la correlacion entre el incumplimiento y la tasa spot al modelo
del proceso de incumplimiento de bonos corporativos [74].

Impacto de las variables macroeconémicas en los sectores del mercado de stock.
Se realza la importancia del riesgo gerencial y el andlisis de decisién, especifi-
camente direccionado al impacto de las variables macroeconémicas en el mer-
cado de stock. La estructura tedrica cubre la evolucién de las herramientas de
andlisis de inversién del portafolio gerencial a las teorias financieras recientes
aplicadas al mercado de stock mexicano [11].

Después de observar, en el restimen de los articulos anteriores, que tan importante
son las variables macroeconémicas, para explicar diversos fenémenos econémicos y
financieros, vale la pena dar ahora algunas definiciones béasicas de algunas variables
macroeconémecas.

Es importante mencionar que a partir de que Keynes estudia la macroeconomia,
surgen diferentes e importantes variables que se utilizan hoy en dia, entre ellas las
mas relevantes son las siguientes:

Produccion y ciclo econémico. La produccién es la creacion y procesamiento de bie-

nes, mercancias y servicios econémicos. El ciclo de la produccién agregada es
conocido como ciclo econdémico, el cual se define como los ascensos, descensos,
recesiones y activaciones de la actividad econémica.

Una definicion mas formal de acuerdo a algunos economistas es:
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Un ciclo econémico consiste en expansiones que ocurren al mismo tiempo en
las diversas ramas de la actividad econémica, seguidas de recesiones... y recu-
peraciones que dan lugar a la fase de expansion del siguiente ciclo.

Desempleo. Se define como una situacién en la que una fraccién de las personas que
forman parte de la poblacién en edad de trabajar (o poblacién econémicamente
activa) se encuentran buscando trabajo y no lo encuentran.

Inflacion o tasa de crecimiento de los precios. La inflacion es la elevacion del nivel
agregado de los precios de una economia. Se mide como la variacién porcen-
tual del indice de precios al consumidor (IPC). Dicho indice es construido a
partir de una canasta de consumo representativa, en un determinado periodo
conocido como periodo base o ano base.

Déficit fiscal. Es el gasto excedido del gobierno sobre el total de sus ingresos.

Déficit externo. Es el saldo de la balanza de pagos y, en particular, la balanza
comercial, que no es mas que las exportaciones de bienes y servicios netos de
las importaciones de bienes y servicios.

Tasas de interés. Se denomina interés al rendimiento de un activo financiero o de
un monto de capital invertido durante un periodo determinado.

Inversion o creacion del capital. Se define como el aumento neto del capital real de
la comunidad (equipos, edificios, existencias de mercancias, etc.). Esta creacién
neta del capital la realizan principalmente las empresas. Las oportunidades de
inversion dependen de los nuevos descubrimientos, nuevos productos, nuevos
territorios y fronteras, nuevos recursos, nueva poblacién, mayor produccion y
renta, asi como de la expansién del sistema econémico.

Consumo. Es el gasto total realizado por los consumidores de bienes y servicios
en un periodo dado. Incluye todos los bienes de consumo comprados en el
periodo, aunque muchos de ellos duran periodos més largos, por ejemplo los
muebles, la ropa, los automdviles, etc. No incluye la compra de vivienda que
se considera gasto de inversion.

Salario. Es la retribucién del trabajo, es decir, es la remuneracién monetaria o en
especie por la prestacién de trabajo en una empresa. Los salarios se pactan
entre el patrén o empleador y el trabajador o empleado, de comun acuerdo,
bilateralmente; o son objeto de convenio colectivo.

Tipo de cambio extranjero. Da el precio de la unidad de dinero extranjera en térmi-
nos de la nacional. En las importaciones y exportaciones de mercancias entre
las naciones con diferentes unidades monetarias se introduce este nuevo factor
econdémico.
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Producto interno bruto (PIB) y producto interno nacional (PIN). Se pueden definir

como la suma de tres grandes componentes: el gasto privado de consumo, el
gasto publico en bienes y servicios y el gasto de inversién. En cuanto al PIB
se incluye la inversiéon bruta realizada en toda clase de maquinaria y cons-
trucciones, mientras que en el PIN sélo se cuenta la inversién neta, habiendo
restado el aumento bruto de bienes de capital una suma adecuada en concepto
de depreciacion representativa de los bienes de capital consumidos durante el
periodo.

Agregados monetarios. Los agregados monetarios son los elementos que integran la

masa monetaria, es decir, son las medidas de la cantidad de dinero que hay en
la economia, los principales agregados monetarios son:

M1 = disponibilidad liquida (moneda fraccionaria y billete de banco). Es la
suma de efectivo en poder del publico, los depédsitos transferibles mediante
cheques, cheques de viajero y cuentas corrientes.

M2 = M1+ disponibilidades cuasi monetarias (depdsitos a la vista, cuentas
bancarias y libretas de ahorro). M — 1 mas los depésitos que devengan intere-
ses, pequenos depdsitos a plazo y acuerdos de recompra dia a dia.

M3 = M2+ depésitos a corto plazo y en divisas, imposiciones a plazo, certi-
ficados de depdsitos bancarios y bonos a corto plazo.

M — 2 més grandes depdsitos a plazo y acuerdos de recompra a plazo.

M4 = M3+ bonos, letras del tesoro y pagarés.

Ya teniendo en mente lo que son las variables macroeconémicas y como se pueden
utilizar para resolver problemas econémicos y financieros reales, se esta preparado
para introducir los nuevos modelos matematicos que pueden depender de variables
macroecondémicas.

4.2.

Modelos con variables macroecondémicas

La importancia de considerar las variables o factores macroeconémicos que afectan
los modelos tanto de productos derivados como de riesgo de crédito, radica en que
si dichos factores no son considerados, los precios pueden variar significativamente
(ver [57]).
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Por ejemplo en el caso del modelo de Black-Scholes, para encontrar el precio de
una opcion, se considera que la tasa de rendimiento p y la volatilidad o del activo
subyacente son constantes, lo cual no sucede en la realidad, ya que los movimientos
en los precios del activo subyacente dependen de muchisimos factores macroeconémi-
cos que afectan el mercado financiero, lo cual hace al modelo poco realista.

La idea es extender este modelo, para el caso en que los pardmetros puedan
depender directamente de diferentes factores macroeconémicos o indices. Para ello
se usa la técnica mostrada en el capitulo anterior, de generar la funcién de densidad
de probabilidad por medio de la ecuacién de Fokker-Planck, la cual permitird in-
troducir de manera sistematica el efecto de los factores macroeconémicos al modelo
de valuacion de opciones. A continuacién se dara una de las contribuciones mas im-
portantes de la tesis, la cual se basa en un modelo financiero que considera el efecto
de los factores macroecondmicos y se mostrara la forma en que dicho modelo puede
ser extendido o aplicado a diversos problemas tanto de riesgo de crédito, asi como
al caso especifico del modelo del valor presente neto.

Supoéngase que se desea calcular el valor de un derivado financiero con activo
subyacente S, pero los parametros p y o depende de n factores macroecondémicos.

Considere que el ambiente macroecondmico estd formado por n variables macroe-
conémicas, X = (X1, Xo,...,X,,), las cuales estdn representadas por la siguiente
dindmica

dX = G(X,t)dt + aF(X)dW, (4.1)

donde G(+) es una funcién que depende de los n factores macroeconémicos, X, y del
tiempo, ¢, « es una constante y dW representa al movimiento browniano, el cual

corresponde a la parte estocdstica del proceso!.

Ahora suponga que el activo subyacente, .S, el cual puede ser representado por un
proceso log-normal, en general sigue el proceso o la ecuacién diferencial estocastica

dS = u(X1, ..., Xp, t)Sdt + o(X1, ..., Xp, ) SAW. (4.2)

En este caso la forma de introducir los factores macroeconémicos, asi como la
dependencia en el tiempo, ¢, es por medio de la tasa de rendimiento, u, la volatilidad,
o,y la tasa de interés libre de riesgo, r. En este paso hay que calibrar el modelo (4.1)
de tal forma que se determine el efecto que tienen dichos factores macroeconémicos

Por ejemplo se considera que el sistema depende de un solo factor macroeconémico tal que
x = r la tasa de interés libre de riesgo, entoces se puede considerar la dindmica de r dada por el
modelo CIR o Vasicek, es decir dr = a(b— r)dt + arPdW.
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en los parametros p y o.

Por otro lado se calcula la probabilidad de transicién via la ecuacién de Fokker-
Planck, pero generalizada a n variables?. En este caso p(X,t) es la probabilidad de
encontrar el sistema en el estdo X al tiempo t.

La ventaja de usar esta ecuacién radica en poder representar de forma concisa la
dindmica del sistema de ecuaciones, que provienen de los factores macroeconémicos,
por una sola ecuacion diferencial parcial.

Posteriormente se aplica la férmula de Samuelson (1), para obtener el precio de
una reclamacién contingente

wo) = e, g (eS|

— / / (soe”> p(X, 1), (4.3)

y mas generalmente la nueva férmula para valuar opciones americanas (3.29), para
encontrar el valor del derivado financiero

Va(S,1) = /t B X Vi (S, 7 (4.4)

Ahora se verd cémo se aplica esta misma técnica al modelo del valor presente,
asi como a un modelo de riesgo de crédito.

4.2.1. Modelo generalizado del valor presente neto

El modelo de valor presente neto (VPN) representa la contribucién de una in-
vesion al valor de la compania y, en consecuencia, a la riqueza de los accionistas.
Es decir, es el valor actual de los flujos de efectivo futuros esperados menos el de-
sembolso de una inversién realizada por una empresa. En este contexto, el modelo
no considera el efecto que pueden tener los factores macroeconémicos o variables
externas, lo cual puede hacer a la inversién un poco riesgosa, pues con este modelo
no se puede medir la incertidumbre de los eventos futuros.

En esta subseccién se presenta una generalizacién del modelo del valor presente
neto, en el cual se incorpora de forma sistemtica el efecto de los factores macroe-
conémicos, mediante la técnica antes analizada, ecuaciones de Kolmogorov.

2Si F(X;) = 1 para toda i en la ecuacién 4.1, entonces la ecuacién de Fokker-Planck est4 dada
por

% = div(Gp) + V2aAp,

con div(Gp) = > a(if) y Ap= 5;,2-
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Introduccion

La importancia de usar este tipo de modelos se basa en la evaluacién de proyec-
tos por medio de métodos matematicos-financieros, para la toma de decisiones por
parte de los administradores financieros, ya que un andlisis que se anticipe al futuro
puede evitar posibles desviaciones y problemas en el largo plazo.

El modelo del VPN tiene varias ventajas:

a. Es muy facil de aplicar.

b. Todos los ingresos y egresos se pueden traer a valor presente y de esta forma se
puede ver facilmente si los ingresos son mayores que los egresos.

c. Por otra parte, esta metodologia que es muy confiable en ambientes cambiantes
estables, deja de ser aplicable cuando existe irreversibilidad en las decisiones
e incertidumbre en los eventos futuros.

Cuando el VPN es menor que cero, implica que hay una pérdida a una cierta
tasa de interés. Si el VPN es mayor que cero entonces existe una ganancia y si éste
es igual a cero entonces no se puede decir nada.

Modelo del valor presente neto discreto

Supoéngase que se tiene una sucesion de n pagos futuros, Sy, S, ..., Sn, invertidos
a una tasa de interés, r, libre de riesgo por periodo. Entonces el VPN de estos flujos
se escribe de la siguiente forma:

S1 S Sn

= et — T 4.
VPN SO+1+T+(1+7“)2+ +(1+7~)n (4.5)
VPN = f:i (4.6)

(14 7)k

Si Sg, S1,...,5, son los flujos de ingreso futuros asociados a una inversion Iy,
entonces el VPN esta dado por:

VPN = Z 1+r Io. (4.7)

Si el VPN es positivo, entonces el flujo de ingresos es mayor que el flujo de gastos.
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Modelo del valor presente en tiempo continuo

Si Sy crece de acuerdo con la férmula S; = Spe’™, es decir, se lleva Sy a valor
futuro, entonces el valor presente de S; serd igual a:

St

_ —rt
ert = Ste .

So =

En el caso de flujos de ingresos continuos, el valor presente total sera:

t
VPT = / S(k)e " dk. (4.8)
0

Aqui el exponente negativo en la funcién exponencial indica descontar el flujo
futuro a su valor actual.

Modelo del valor presente neto generalizado

Supéngase ahora que la tasa de interés r es aleatoria, entonces la esperanza del
valor presente neto es :

E(VPN)=E < /O t S(k)e—“’f)dk) : (4.9)

En los casos en que la tasa de interés es aleatoria, comtinmente se utilizan mode-
los macroeconémicos de la tasa de interés de Vasicek o Cox, Ingersoll y Ross (CIR),
en este caso se aplicard el segundo por ser una generalizacion del modelo de Vasicek
[61].

Suponga que r(t) = r; es una funcién aleatoria del tiempo ¢, la cual corresponde
al factor macroeconémico. Si r puede cambiar en todo instante del tiempo, r; es
también llamada la tasa instantdnea de interés. El modelo de CIR esta dado por la
ecuacién diferencial estocéstica:

¢ t
thro—i-c/ (,u—rs)ds—ka/ rBaw,,  telo,T], (4.10)
0 0

o en su representacién diferencial:

dry = c(p — ry)dt + rfoth, t €10,TY, (4.11)

donde ¢, 1 y o son constantes positivas, el exponente § contribuye a la determi-
nacion de las propiedades distribucionales de la tasa de corto plazo. En particular,
£ = 0 implica tasas “normales” (Vasicek), § = 1/2 da el modelo CIR y # = 1 implica
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tasas “log-normales” [60].

Entonces el modelo del valor presente neto generalizado (VPNG) estd dado por:

E(VPNG) = E (/Ot S(T)e_”d7>

. /0 - /0 ' S()e Q) drdr, (4.12)

donde Q(r) corresponde a la funcién de densidad obtenida a partir de la ecuacién
diferencial estocastica (4.11).

La correspondiete ecuacién de Kolmogorov hacia atras para Q(r¢) es

IQ(re) 0Q(ry) 1 , tﬁQQQ(H)
or?

= —c(pu— 4.13
o ey — 1) or, 30" (4.13)
Andlogamente, la ecuacién de Fokker-Planck (Kolmogorov hacia adelante) es:

0Q(r) _ dle(u—r)Q(r)] _ 1 [*r/Q(r)]
ot ory 2 or? )

(4.14)

Haciendo los célculos correspondientes

0 [C(IU/ _8:t)Q(rt)] — _CQ(TT) + C(,u _ rt) 8%(Trt)
b B
[UT;S(W)} — B + orf (%;Zt)
92 |52P 2
—[U (;“;?Q(Tt)} = BB — 1)l () + 2067“?_18%7(:0 + artﬁa gért).
Sustituyendo las parciales correspondientes en (4.14), se obtiene
0 0 0?
Do) 1 1002~ hrQ(r) = 9t 2 (4.15)
con
flre) = elu—re) —opr]
or) = gorf
h(ry) = c+ %Uﬁ(ﬁ - 1)7‘?72. (4.16)
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Por lo tanto, se puede concluir que se obtiene un modelo méas general para cal-
cular el valor presente neto. Tal vez resulte un poco més complicado resolver las
ecuaciones de Kolmogorov®, pero también es cierto que los resultados pueden resul-
tar mejores al considerar efectos externos que antes no se podian.

A continuacion se presenta la aplicacién de esta misma metodologia, pero ahora
aplicada a modelos de riesgo de crédito.

4.3. Modelos de riesgo de crédito

Al igual que los modelos de derivados financieros, los modelos clasicos de riesgo
de crédito utilizan como base la aproximacion desarrollada por Merton, lo cual tam-
bién los hace poco realistas, pues no consideran el efecto que el ambiente econémico
ejerce sobre ellos.

Los modelos modernos utilizados, tales como KMV’s Portfolio Manager, JP Mor-
gans’s Credit Metrics y CreditRisk calculan las probabilidades de incumplimiento,
pero sin considerar directamente los efectos de las variables macroeconémicas. El
modelo de McKinsey’s CreditPortfolio View considera la distribuciéon de pérdida
condicionada con el estado de la economia para cada pais. La desventaja de este
tipo de modelos es que todos proporcionan calificaciones crediticias basandose en
datos histéricos de diferentes paises, lo cual hace a dichas calificaciones poco rea-
listas para paises como México, ya que en muchas ocasiones las probabilidades de
incumplimiento pueden no reflejar lo que esta sucediendo en la economia.

En base a lo anterior lo que se hard es proporcionar un modelo de riesgo de
crédito que utiliza la metodologia que se di6 en la seccidon anterior, es decir, se basa
en aplicar directamente los factores macroeconémicos a las probabilidades de incum-
plimiento o calificaciones crediticias, por medio de las ecuaciones de Kolmogorov.

En la primera subseccion se da una revision histdrica de los diversos modelos de
riesgo de crédito que existen, asi como de los conceptos bésicos de riesgo de crédito.

En la segunda subseccion se proporciona otra de las contribuciones importantes
de la tesis, que es un modelo de riesgo de crédito, el cual considera el efecto de los
factores macroecondémicos.

4.3.1. Revision histoérica

Para entender un poco mas a que nos referimos con modelos de riesgo de crédi-
to es importante mencionar algunas definiciones, antes de dar los modelos histéricos.

3En la mayoria de los casos no existen soluciones explicitas, pero siempre es posible aproximar
dichas soluciones mediante algin método numérico.
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Definicién 5 (Riesgo de Crédito) . Puede definirse como la posibilidad de que la
parte contractual (o deudor) no conoce el estado de sus obligaciones en el contra-
to, por medio de eso causa al acreedor una pérdida financiera. En esta definicion
general, es irrelevante si la contraparte es incapaz de conocer sus obligaciones con-
tractuales debido al apuro financiero o el no estar dispuesto a cumplir el contrato.

Para poder estimar el riesgo de crédito de una simple contraparte, la institucién
debe considerar tres puntos:

i) Probabilidad de incumplimiento. No es méas que la verosimilitud de que la con-
traparte incumplirad de sus obligaciones, ya sea sobre la vida de la obligacion o
sobre algun horizonte de tiempo especificado. También es llamada la frecuencia
de incumplimiento esperada.

ii) Crédito expuesto. En el evento de incumplimiento, se desea saber en cuanto tiem-
po la obligacién no sera pagada o cobrada cuando el incumplimiento ocurre.

iii) Tasa de recuperacién. En el evento de incumplimiento, se desea saber que frac-
cién de la exposicion puede ser recuperada a través del procedimiento de ban-
carrota o alguna otra forma de arreglo.

Para definiciones complementarias se puede ver el Apéndice G.

Ya teniendo los elementos necesarios, se mencionaran los modelos de riesgo de
crédito historicos més importantes.

Estimacién de Riesgo de Crédito en Bonos

Para estimar el riesgo de crédito en bonos se usan los siguientes métodos o
modelos:

a) M¢étodos tradicionales. Este tipo de métodos se basan en el concepto de estimar
el riesgo de crédito acumulando datos de incumplimiento historicos e infiriendo
el crédito spread de estos datos. Los bonos riesgosos son entonces estimados
tales que el inversionista es compensado por la pérdida esperada en el bono,
basada en estimaciones de datos histéricos.

Entre los principales estudiosos de estos modelos se mencionan a: Altman(1989),
Litterman e Iben(1991), Fons(1994) y Hurley y Johnson(1996).

b) Modelos Estructurales. Este tipo de modelos a su vez se clasifican en:
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b.1) Modelos del valor de la firma. Estos modelos usan la aproximacién de-
sarrollada por Merton(1974), en la cual el riesgo es considerado como una
opcidén de venta (put) en el valor de las acciones de la firma. Los modelos
del valor de la firma derivan el precio del riesgo de incumplimiento mo-
delando el valor de las acciones de la firma relativas a sus deudas.

b.1.1) Eaxtensiones y aplicaciones del modelo de Merton. Las extensiones
incluyen adaptaciones a diferentes tipos de activos tales como bonos
con cupén, bono reclamable, hipotecas, bonos convertibles, bonos de
tasa variable, etc. Otras extensiones tratan la valuacién de las recla-
maciones con diferentes fechas de maduracioén, clases de maduracién
o provisiones especiales para ligar contratos.

Entre sus principales estudiosos se tienen a: Geske(1977); Cox, Inger-
soll y Ross(1980); Ho y Singer(1982); Jamshidian(1989); Chance(1990);
Shimko, Tejima y Deventer(1993) y Claessens y Pennacchi(1996).

b.1.2) Costos de bancarrota e incumplimiento enddgeno. El apuro fi-
nanciero esta acompanado por costos. Tales costos reflejan la situacién
de la firma y pueden conducirla a su bancarrota. Dichos costos son
llamados costos de bancarrota en precios de acciones.

Dentro de sus representantes se tienen a: Jensen y Meckling(1976);
Myers(1977); Frank y Tourus (1989,1994); Eber-hart, Moore y Roen-
feldt(1990); Weiss(1990); Leland(1994a,1994b); Anderson y Sundare-
san(1996); Lenand y Toft(1996) y Mella-Barral y Perraudin(1997).

b.2) Modelos de primer tiempo de paso. Estos modelos usan el concepto del
valor de la firma, pero este valor es usado para determinar el tiempo de
incumplimiento. La tasa de recuperacién generalmente no estd basada en
el valor de la firma.

Este tipo de modelos intentan resolver el problema de bancarrota pre-
matura. El modelo de Merton(1974) no permite la bancarrota antes de
la maduracién del bono. Los modelos de primer tiempo de paso suponen
que la bancarrota ocurre si el valor de la firma cruza una frontera es-
pecifica y generalmente dependiente del tiempo. Estos modelos permiten
la bancarrota prematura. En otro caso, modelar la tasa de recuperacion
llega a ser mas dificil. Si la firma supone ir a la bancarrota cuando el
valor de la firma cruza por primera vez la frontera y ésta es una funcion
determinista del tiempo, entonces la tasa de recuperacion es por si mis-
ma también una funcién determinista del tiempo. Algunos autores evitan
este problema suponiendo a la tasa de recuperacién como exégenamente
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dada, la cudl es independiente del valor de la firma.

Los principales autores de este tipo de modelos son: Black y Cox(1976);
Brennan y Schwartz(1980); Mason y Bhattacharya(1981); Weiss(1990);
Franks y Torus(1989,1994); Eber-hart, Moore y Ruenfeldt(1990); Kim,
Ramaswamy y Sundaresan(1993); Nielsen, Saa-Requejo y Sta. Clara(1993);
Briys y de Varenne(1997) y Zhou(1997).

c) Modelos de Intensidad. Consideran una aproximacién completamente diferente
del modelo basado en el valor de la firma. El incumplimiento o la bancarrota
son modelados por un proceso de bancarrota. El proceso de incumplimiento
es usualmente definido como un proceso de un salto, el cual puede saltar de
no-incumplimiento a incumplimiento. La probabilidad de un salto, en un in-
tervalo de tiempo dado, es determinada por la intensidad del incumplimiento,
denotada por A. Si los modelos del proceso de incumplimiento sélo incumplen
en el tiempo y no en la severidad de la pérdida, en el caso del incumplimiento,
la tasa de recuperacién en la mayoria de los casos se supone exdgena.

Entre sus principales exponentes se tienen a: Lando(1994); Jarrow y Turn-
bull(1995); Duffie y Singleton(1995,1997); Madan y Unal(1996); Duffie, Schroder
y Skiadas(1996) y Jarrow, Lando y Turnbull(1997).

Principales métodos utilidazados para estimar calificaciones de crédito

Muchos bancos, administradores de inversiones y compafias aseguradoras em-
plean a sus propios analistas, quienes preparan calificaciones de crédito para su uso
interno. Otras firmas, tales como Standar & Poor’s, Moody’s y Fitch, estdn en el
negocio de desarrollar calificaciones de crédito para uso de inversionistas o terceras
partes. Instituciones que han publicamente negociado deuda ajustando una o mas
de ellas preparando calificaciones de crédito para sus deudas. Estas calificaciones de
crédito son distribuidas por pequenos cambios para inversionistas. En los Estados
Unidos, la Asociacién Nacional de Comisiones de Seguros, publican calificaciones
de crédito que son usados para calcular cargos de capital para portafolios de bonos
para companias de seguros.

En el cuadro 4.2 se muestra un ejemplo de un sistema de calificaciones de crédito
empleada por Standar & Poor’s. Otros sistemas son similares.

Ahora se dardn de manera muy resumida las metodologias mas importantes para
calcular las calificaciones de crédito.



4.3. MODELOS DE RIESGO DE CREDITO 121

Cuadro 4.2: Calificaciones de crédito de Standar & Poor’s

AAA La mejor calidad de crédito- Extremadamente solvente con
respecto a obligaciones financieras.

Bueno AA Muy buena calidad de crédito- Muy solvente.
A Ma3s susceptible a condiciones econémicas- Buena calidad de
crédito.
BBB La mas baja calificacién en grado de inversién.
Precaucién BB Precaucion es necesaria- Mejor sub-inversion en calidad de
crédito.
B Vulnerable a cambios en condiciones econémicas- Actualmente
muestra la habilidad de conocer sus obligaciones financieras.
CCC Actualmente vulnerable a no pago- Dependiente a condiciones
econdémicas favorables.
Incumplimiento CcC Altamente vulnerable a un pago incumplido
C Cercano o en bancarrota- Pago en la obligacién actualmente
continuada.
100 % Incumplimiento D Pago incumplido en alguna obligacién financiera ha ocurrido.

Este es el sistema de calificaciones de crédito de Standar & Poor’s aplicado a bonos. Las
calificaciones pueden ser modificadas con los signos + o —, asi AA— es una calificacién mas
alta que A+. Con cada modificacién, BBB— es la més baja inversién en el grado de
calificacién. Otros sistemas de calificaciones de crédito son similares.

Recurso: Standar & Poor’s.

De acuerdo a Ken Phelan y Colin Alexander, el riesgo de crédito es mas dificil
de modelar que el riesgo de mercado por diversas razones:

i) La falta de liquidez en el mercado hace dificil o imposible estimar riesgo de crédito
para una obligacién especifica.

ii) Las probabilidades de incumplimiento reales en el mercado no pueden ser ob-
servadas. Los usuarios no deben determinar estas probabilidades, infiriendo
tasas de incumplimiento basadas en la experiencia histérica observada de las
calificaciones de crédito ptublicas, sino usando un modelo tal como el Monitor
de crédito KMV’s o determinando las tasas de incumplimiento a través de un
proceso aprobando el crédito subjetivo.

iii) Las correlaciones del incumplimiento son dificiles de observar o medir, haciéndo-
lo complicado de agregar al riesgo de crédito.

iv) Para calcular la reserva de capital/liquidez, es necesario estimar las colas de
las probabilidades de riesgo de asimetria, asi como las colas pesadas de la
distribucion de pérdida.

Diversos modelos han sido desarrollados para superar estos obstaculos. A con-
tinuacién se mencionan dichos modelos:

e KMV’s Portfolio Manager. Fue presentado en 1993, dicho modelo utiliza una
opcion-base, usa la aproximacion del modelo de Merton para medir las pro-
babilidades de incumplimiento. El KMV’s de su propia base de datos crea sus
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probabilidades de incumplimiento de distribuciones empiricas, la cual ahora
cubre mas de 25,000 companias mundiales.

Este sistema utiliza las medidas de un VAR para optimizar un portafolio de
activos de crédito y calcular las proporciones de activos individuales. Esto per-
mite el 6ptimo de comprar/vender/mantener niveles para negociar u originar
oportunidades para determinar y optimizar portafolios, que son calculados re-
arreglando los pesos de posiciones ya existentes. El modelo también produce
estimaciones de marca-al-modelo para activos de crédito, niveles de capital in-
dicativos y contibuciones de riesgo marginal. Usando una u otra aproximacién
o simulaciéon de Monte Carlo, el modelo también calcula la distribucién de
pérdida del portafolio de crédito en una fecha dada en el horizonte e indica
el monto del capital econémico requerido para soportar diferentes niveles de
riesgo.

e JP Morgan’s CreditMetrics. Fue presentado en 1997 para medir un VAR en un

portafolio de crédito. La estructura de esta metodologia da simulaciones de
Monte Carlo para crear una distribucién de pérdida del portafolio en una
fecha en el horizonte. Cada deudor es asignado a una calificacion de crédito
y se usa una matriz de transiciéon para determinar las probabilidades de las
calificaciones de crédito del deudor que seran mejoradas, empeoradas o lo lle-
varan al incumplimiento. Asi el incumplimiento representa el valor extremo de
deterioro. Un instrumento de crédito puede también declinar su valor cuando
el deudor empeora su calificacién.

CreditMetrics calcula el valor del portafolio por simulaciones aleatorias de la
calidad de crédito de cada deudor. Los instrumentos de crédito son entonces
reestimados bajo cada resultado simulado y el valor del portafolio es simple-
mente la suma o unién de estas estimaciones. La estructura del portafolio
del modelo incorpora beneficios de diversificacion los cuales reducen el riesgo
agregado de transacciones tnicas. Movimientos de crédito correlacionados de
los deudores (tales como bajas severas ocurriendo juntas) son direccionadas y
concentraciones geograficas o industriales en el portafolio resultaran en incre-
mentos del capital requerido.

e (CreditRisk+. Este modelo fue introducido por “Credit Suisse Financial Products

(CSFP)”. Es una estructura para calcular analiticamente la distribucién de
pérdida del portafolio. La metodologia de CreditRisk+ esta basada en mo-
delos matematicos usados en la industria de seguros. En lugar de considerar
niveles absolutos de riesgo de incumplimiento, los modelos de CreditRisk+
consideran a las tasas de incumplimiento como variables aleatorias continuas.
Dichos modelos observan las tasas de incumplimiento para las calificaciones
de crédito que varian en el tiempo y la incertidumbre en estas tasas es cap-
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turada por las tasas de incumplimiento estimando la volatilidad (desviaciones
estdndar). La correlacién de incumplimiento es generalmente causada por fac-
tores externos que son dificiles de observar y son inestables en el tiempo. En
lugar de tratar de modelar estas correlaciones directamente, CreditRisk+ usa
las volatilidades de las tasas de incumplimiento para capturar el efecto de
las correlaciones de incumplimiento, las cuales producen una cola larga en la
distribuciéon de pérdida del portafolio. CreditRisk+ puede manejar miles de
exposiciones y usa la aproximacién del portafolio, el cual reduce el riesgo para
la diversificacién. Las exposiciones pueden ser asignadas por sectores geografi-
cos o industriales y diferentes tiempos en el horizonte de exposiciéon pueden
ser incorporados. Los datos minimos requeridos hacen al modelo facil de im-
plementar y el calculo analitico de la distribucién de pérdida del portafolio es
muy rapido.

e (CreditPortfolio View. Fue creado en 1998 por McKinsey’s. Tom Wilson, anterior-
mente a McKinsey, desarrolla un modelo de portafolio de crédito, el cual toma
en cuenta ambientes macroeconémicos actuales. Lo cual es mejor que usar los
valores medios de tasas de incumplimiento histéricas calculadas de décadas de
datos. CreditPortfolioView usa probabilidades condicionales de incumplimien-
to en el estado actual de la economia. Asi un deudor estimado como triple B
tendria més alta probabilidad de incumplimiento en una recesién que en una
explosion econémica. La tabulacion de la distribucién de pérdida del portafolio
es condicionada por el estado actual de la economia para cada pais y segmento
de la industria.

e (Copulas. Como en los modelos anteriores, este tipo de modelos consisten de una
coleccién de probabilidades de incumplimiento (y migracién) para firmas in-
dividuales y una copula que describe la dependencia de cierta variable critica.
Se considera que se tienen modelos de riesgo de crédito sélo en incumplimiento
y se supone que las probabilidades de incumplimiento individuales han sido
satisfactoriamente determinadas. Es mucho maés dificil determinar la cépula
describiendo la dependencia de incumplimiento y se ve al modelo de riesgo de
crédito asociado con una especificacién de esta componente del modelo.

La mayoria de los modelos usados en la industria usan la cépula de Gauss, en
donde los estudiosos de estos modelos estdan interesados en la sensibilidad de la
distribucion del nimero de incumplimientos M con respecto a la suposicion de
la dependencia Gaussiana, y con esta idea se puede subestimar la probabilidad
conjunta de grandes movimientos de los factores de riesgo.

Matrices de transicién

Las matrices de transicién empezaron a utilizarse como herramienta para medir
el riesgo de crédito en 1997, con la apariciéon de CreditMetrics de JP Morgan. Desde
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entonces, se han convertido en uno de los modelos mas utilizados debido a su facil
implementacién.

Diferentes grupos como RiskMetrics Group’s CreditMetricsTM3 y McKinsey’s
CreditPortfolioViewTM usan matrices de transicién para medir, valuar y clasificar
sus riesgos de crédito. Ellos se basan en las hipétesis de que el movimiento de las
calificaciones de créditos de diferentes activos en un portafolio sobre el tiempo es
indicativo en el desempeno de un portafolio futuro y que las calificaciones de crédito
al tiempo presente son suficientes para predecir las calificaciones futuras sin impor-
tar los datos futuros. CreditPortafolioView toma este concepto un paso més alla,
permitiendo el uso de las probabilidades de transicién para diferentes estados de la
economia.

Se define la probabilidad de transicién p;; como la posibilidad de que un emisor
de un bono o un prestatario de un crédito con calificacién crediticia ¢ pueda migrar
0 moverse a otra calificacién crediticia j en un horizonte de tiempo dado.

Entonces si se desea construir la matriz de transicién P con i filas y j columnas,
de tal manera que se satisfagan las siguientes condiciones:

1. Todos los elementos de la matriz son no negativos, es decir, p;; > 0.

2. La suma de los elementos de cada fila es igual a la unidad, es decir, Zj pij =1
para todo 1.

Si P es una matriz anual, entonces las entradas de ésta, p;;, representan la frac-
cién de créditos con calificacion ¢ que después de un ano tienen calificacion j.

Categoria después de un ano
categoria inicial 1 2 3 ... | 7 (Incump.)
1 p11 P12 P13 P1j
2 P21 P22 P23 | .. P2;
3 P31 P32 P33 | .. P3;
i—1 Pi-11 | PG-1)2 | PG-1)3 | -- Pi-1)5
i(Incump.) 0 0 0 1

Procesos de Markov en tiempo homogéneo

Una aproximacién comun para predecir las calificaciones de crédito futuras es
suponer que los movimientos de dichas calificaciones siguen un proceso de Markov en
tiempo homogéneo. Como se menciond con anterioridad, un proceso de calificaciones
de transicién es considerado un proceso de Markov a tiempo discreto, si la califi-
cacién crediticia presente es suficiente para predecir el futuro de dicha calificacién
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de crédito, es decir, el pasado es irrelevante. La suposicién de la homogeneidad del
tiempo implica que las probabilidades de transicién no cambian con el tiempo y
son constantes sobre el horizonte de tiempo considerado. La propiedad de la ho-
mogeneidad del tiempo implica que si P es una matriz de transicién para un afio,
entonces P? es una matriz de transicién para dos afos. Este procedimiento puede
ser extendido hasta obtener P¥, la matriz de transicién a k afios.

Mas especificamente, sea S el espacio de estados tal que S = 51,59, ...,SN, D.
Los primeros N estados representan una medida del riesgo relativa de la exposi-
cién de un banco en particular. En el caso de un portafolio corporativo cada valor
de S puede ser representado por las calificaciones asignadas internamente por un
prestamista o externamente por una agencia de calificaciones. En el caso de un
portafolio detallado, el estado puede ser definido o clasificado por medio de rangos
correspondientes a un nivel de desempeno especifico. El estado D corresponde al
estado absorbente que representa el incumplimiento. Un estado absorbente existe
si, una vez alcanzado este estado, no existen mas cambios, es decir, ya no se puede
salir de ese estado.

Considerése el proceso de transicién de las calificaciones. éste es un proceso
estocdstico que toma valores en el espacio S. Se supone que el proceso de las ca-
lificaciones de crédito es un proceso de Markov. Esto significa que si se define a
pij como la probabilidad de que un proceso de calificaciones que esté en el estado
S; al tiempo t, estard en el estado S; al tiempo ¢ + 1, p;; depende sélo en el es-
tado actual del proceso. Esto significa que la trayectoria seguida por el proceso al
instante ¢t — 1 no es relevante en determinar la probabilidad de transicion al tiempo ¢.

Dado un espacio de estados S, una matriz P de (N + 1) x (N 4 1) puede ser
definida como:

p1i1n P12 ... PIN P1D
p21 P22 ... P2N  DP2D
P =
pPN1 PN2 ... PNN DPND
0 0 0 1

La matriz de transicién P es llamada la matriz de probabilidades de transicion de
un paso. Si cada elemento p;; de la matriz representa una probabilidad, lo siguiente
debe ser cierto:

i) V(i,j) € (S—D) x S, pi > 0.

111) Vie S, Zjespij =1.
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Basandose en esta informacién, se puede determinar la probabilidad de que un
proceso de calificaciones de crédito en el estado S; al tiempo n estard en el estado
S; al tiempo n 4+ m usando las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov:

: 2 2 +
V(i,j) € S* A (n,m) € N, ply ™) szk pkj , = pntm— pnpm
kesS

donde pg-L) representa la probabilidad de moverse del estado 7 al estado j en n pasos.

Es importante mencionar que cuando se describe el proceso de calificaciones co-
mo un proceso de Markov en tiempo homogéneo puede tener ventajas analiticas,
pero esto puede no ser consistente con la realidad. La informacién necesaria para
estimar probabilidades de transiciéon no esté totalmente resumida en los estados de

las calificaciones. En otras palabras, las calificaciones actuales no son siempre sufi-
cientes para predecir las calificaciones futuras.

La observacién de un proceso de calificaciones de crédito muestra que:
e En tiempos de “crisis de crédito”, los valores de las calificaciones de crédito tienden

a moverse hacia la peor categoria de las calificaciones. Esto es claramente
reflejado en el incremento de las tasas de incumplimiento.

De\ a Sl S2 oue SN D
S1 pit | p12 | - | PIN | PiD
Sa p21 | P22 | - | P2N | D2D
SN | pn1 | pPN2 | - | PNN | PND
D 0 0 0 1

Las flechas indican que las calificaciones de crédito se mueven hacia un peor
estado del que se encontraban en un tiempo anterior.

e En tiempos de “prosperidad de crédito”, el proceso de calificaciones de crédito
tiende a moverse hacia la mejor categoria de las calificaciones. Esto puede ser
observado por el aumento general en la salud de los portafolios.

De\ a Sl Sg e SN D
S1 pi1 | p12 | - | PIN | PiD
Sa p21 | P22 | .- | DP2N | P2D
SN | pPN1 | PN2 | ... | PNN | PND
D 0 0 0 1
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Las flechas indican que las calificaciones crediticias se mueven hacia un mejor
estado del que se encontraban en un tiempo anterior.

Este tipo de modelos para el proceso de calificaciones de crédito, se ajusta
mas al mundo real. Este tiene la flexibilidad de incorporar las condiciones
generales de la economia u otros factores que han sido ignorados dentro de
las metodologias pero que pueden tener un efecto en la probablidad de una
transicién de las calificaciones.

Procesos de Markov Dependientes del Tiempo

La dependencia de una matriz de transicién del tiempo puede ser matematica-
mente formulada de la siguiente manera.

Sean P(t), Ay B matrices de transiciéon de (N +1) x (N +1) al tiempo t y r(t)
es el factor de riesgo resumiendo el estado de la economia.

Si una serie de tiempo del proceso de calificaciones de crédito, asi como la clasi-
ficacion de crédito o el desempefio observado, existe o puede ser construido, los
elementos de las matrices A y B pueden ser estimados usando los errores minimos
cuadrados. Entonces se pueden mostrar las siguientes propiedades:

i) ¥(i,j) € (S — D)2, oy = =220

) V(i §) € (S — D)2, f;; = "tmt POur®)= (1L, p(0) (1L, 7))
ii) V(i,7) € ( )75 Bij D jzlr(t))2

iii) Vie (S—D), a;p=1— Zje(S—D) Qi
iv) Vi€ (S — D), Bip = — X je(s—p) Bij-
v) Vie (S—D), ap; =0.
vi) app = 1.
vii) Vi € S, Bp; = 0.
a;; v Bij son los ij-ésimos elementos de las matrices A y B respectivamente.

Ya teniendo todos los elementos necesarios para el andalisis de riesgo de crédito,
se procede a mostrar un nuevo modelo de riesgo de crédito, en el cual se incorporan
sistematicamente el efecto de los factores macroeconémicos.
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4.3.2. Nuevas metodologias

En esta subseccién se propone un modelo para calcular riesgo de crédito, incor-
porando el efecto de factores macroeconémicos. Mediante dicho modelo se pueden
construir las matrices de transicion, las cuales son esenciales en el caso donde se
quiere medir probabilidades de incumplimiento .

Modelo dinamico de riesgo de crédito

El objetivo fundamental, como en el resto de este trabajo, es el de poder in-
corporar de manera sistemdtica el efecto de los factores macroeconémicos en las
metodologias de valuacion. En este caso muy particular al riesgo de crédito. Para
ello, se supone que existe una variable financiera que describe el estado del acred-
itado y que se denota por X(t), dicha variable puede ser un vector. La dindmica
de esta variable estda dada en términos de una ecuacién diferencial estocastica, que
como ya se ha justificado, puede incorporar una descripcién macroeconémica mas o
menos detallada, dependiendo de la informacién disponible, el tipo de crédito etc.
Se supone, a su vez, que la parte determinista de esta EDE estd dada como un flujo
gradiente, mas precisamente

dX = G(X)dt + e(X, t)dW,
siendo G(X) = —Vg*.

De esta forma, las calificaciones crediticias pueden identificarse con los minimos
locales o “pozos” determinados por la funcién potencial g (dicha funcién se describe
mas adelante, ver figura 4.1), de tal manera que la empresa permanece en cierta
calificacién en tanto no salga del pozo correspondiente. El elemento asociado de una
matriz de transicién tradicional es entonces la probabilidad de pasar de un pozo a
otro y se puede calcular una vez que se resuelva la ecuacion diferencial parcial de
tipo Fokker-Planck para la densidad de probabilidad de transicién, la cual estd dada

4Si g es una funcién que depende de k variables, g(z1,z2,...,zk) , entonces

_ (99 99 09

g= (a—wl, FEE am)' (4.17)

La divergencia del gradiente de g estda dada por

. 99 | 9g 99
d = 4+ = + ...+ —.
“}(vg) a$1 + 81’2 + + 8xk
Y el laplaciano se representa por
o? o? o?
A=Vi= o+ o+ 4 —.
v Ox? + ox3 toet 0z
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por

g[t) = div(Vg) + eAp. (4.18)

De esta forma, se recupera el marco tradicional de matrices de transicion. Al
caso de incumplimiento, se le asocia el entrar en un pozo del cual no es posible salir,
es decir, en este caso la funcién G tendra un punto de equilibrio estable y la inten-
sidad del ruido €¢(X) se anulard en una vecindad de dicho punto. En términos de
matrices de transicion, se puede identificar al pozo de incumplimiento con el estado
absorbente.

Sin embargo, este enfoque permite ademas el identificar diferentes tipos de ries-
go. Existe al menos un tipo de riesgo que se podria llamar estructural y que tiene
su origen en la parte determinista del modelo. En este caso, corresponderia a un
pozo con “paredes”mas bajas y del que, por lo tanto, es méas facil escapar. Por otra
parte, existe también otro tipo de riesgo de cardcter aleatorio y que se identifica
tUnicamente con la intensidad del ruido en la EDE.

Este enfoque permite trabajar con modelos multifactores de manera directa, pues
si bien la EDE puede, y en general, se trata de un sistema, el resultado final es el
de una sola ecuacion diferencial parcial para la densidad de probabilidad de tran-
sicién. Se ilustran estas ideas con un ejemplo muy concreto, mismo que se resuelve
numeéricamente.

Como sucede con otros modelos de riesgo de crédito e incumplimiento, la mayor
dificultad de su aplicabilidad radica en la posible calibracién de parametros y la
seleccién de variables relevantes.

En este caso, esta dificultad se presenta al momento de describir el compor-
tamiento del acreditado en términos de los factores macroeconémicos relevantes.
Sin embargo, a diferencia de la forma usual en la que se implementan las matrices
de transicion, una vez calibrado el modelo econémico, las probabilidades de transi-
cién se calculan de manera directa y son una consecuencia del planteamiento. Este
hecho se verd mas claramente con el siguiente ejemplo.

Considérese la figura 4.1 de la funcién potencial g.

En este caso dicha funcién potencial g, tal como se muestra en la figura 4.1, tiene
dos factores (z y y) y cuatro minimos locales o atractores (corresponden a los pozos)
My, My, M3 y My, todos ellos a la misma altura, es decir, tales que g(M;) = 0 para
i=1,..,4, con M; = (x;,y;) para ¢ = 1,...,4. En forma explicita la funcién g se
escribe de la siguiente forma.
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Figura 4.1: Funcién potencial g(z,y)
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Sea K; = A; [(x — x;)? + (y — y;)?], para i = 1,...,4, donde A; corresponden a
escalares que hacen los pozos mas o menos profundo para generar a la funcion g, se
toma el minimo de la siguiente forma

g(z,y) = min (K1, K, K3, Ky) . (4.19)

En la figura (4.1),la K; = 22 +y?, Ky = (m—1)2+(y—2)2, K5 = (55—3)2+(y—4)2
y K4=(z—5)* + (y — 6).

Al resolver explicitamente la ecuacién de Fokker-Planck (4.18) se encuentra la
p correspondiente, que se escribird en su forma completa como p(M;, Mj,t), que no

es mas que la probabilidad de ir del estado o pozo ¢ al estado o pozo j al tiempo ¢.

La matriz de transicion se expresa de la siguiente forma:

De\ a 51 SQ 53 54 D
St | pu | pi2 | P13 | pua | P1ip
Sz | p21 | p22 | P23 | P2a | P2p
S3 | p31 | p32 | P33 | P34 | P3D

S4 | Pa1 | Pa2 | Pa3 | Paa | PaD
D 0 0 0 0 1

Entonces para calcular explicitamente la matriz de transicién se hace el andlisis
siguiente.

Sea

Pij = / / P(Mz‘,ijdeide, Z,j = 1, ...,4 (420)
¢ Jcj

en donde ¢; es la cuenca de atraccién efectiva (ver el caso concreto presentado mas
adelante para los detalles de como establecer dicha cuenca). Cada elemento de la
matriz de transicién esta entonces dado por

P
Pbij = n )
j=1Dij

i j=1,..4.

Noétese que este planteamiento ignora lo que sucede fuera de las cuencas efectivas.
Esto de hecho puede probarse de manera rigurosa, es decir, el tiempo que permanece
el sistema fuera de estas regiones es despreciable. A continuacién por completez y
para ver la efectividad del modelo, se muestran simulaciones preliminares. El detalle
del analisis se deja como trabajo posterior a esta tesis. En las figuras 4.2, 4.3, 4.4
y 4.5 se muestra la evolucién de p, la solucién de la ecuacién de Fokker-Planck tal
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Figura 4.2: Solucién de la ecuaciéon de F-P 1



4.3. MODELOS DE RIESGO DE CREDITO 133

Figura 4.3: Solucién de la ecuacién de F-P 2
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Figura 4.4: Solucién de la ecuaciéon de F-P 3
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Figura 4.5: Solucién de la ecuacién de F-P 4
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como se obtiene utilizando el paquete FLEXPDE.

La forma de asignar las calificaciones de crédito se muestran en la siguiente
figura:

Figura 4.6: Pozos

Suponga que como en los ejemplos de la figura 4.6 se tienen cuatro calificaciones
de crédito, A, B, C'y D. En donde A corresponde a la mejor calificaciéon y D es la
probabilidad de incumplimiento, la peor calificacion.

Ahora se analizard cada ejemplo. De acuerdo al ejemplo 1 (caso lineal), el pozo
mas alejado de la mejor calificacién es el que se toma como el pozo de incumplimien-
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to. Es decir, no se puede pasar del pozo o calificacién A al pozo D directamemente,
sin haber estado en los pozos C'y D, analogamente para B, no se puede pasar a D
sin haber cruzado C. Asi que la probabilidad més alta de ir al pozo de incumpli-
miento la tiene C. En este caso una empresa que haya estado en el pozo A y al paso
del tiempo este en D, es porque su deterioro se fue dando paulatinamente.

Para los casos bidimensionales 2 y 3, el pozo de incumplimiento es el que se
encuentra mas alejado de los otros tres pozos. La idea es que la probabilidad de caer
en dicho pozo sea pequeinia. En estos casos si es posible pasar de la calificacién o
pozo A al pozo de incumplimiento D, aunque dicha probabilidad es mucho menor
que si se estd en C. Esto sucede cuando una empresa sana quiebra por alguna crisis
financiera, lo cual siempre es posible en la realidad.

Modelos para calcular probabilidades de incumplimiento

El problema de estimar probabilidades de incumplimiento para portafolios de
riesgo de crédito no es nuevo. El principal problema al que se enfrenta uno es que
hay poca informacién disponible (lo cual hace imposible calibrar las distribuciones
paramétricas supuestas, asi estas distribuciones pueden no ser consistentes con el
proceso de generacién de datos de las acciones analizadas). Por lo cual al calcular la
distribucién de pérdidas con poca informacion, afecta las medidas del portafolio de
riesgo de crédito en algin punto en el tiempo especifico o a través del tiempo. Lo
que puede llevar a resultados erréneos o poco realistas.

Hoy en dia existe una gran cantidad de modelos enfocados en solucionar este pro-
blema (CreditMetrics, PortfolioView, etc.). Pero como se mencioné anteriormente,
dichos modelos se basan en datos histéricos de diferentes paises, lo que puede arrojar
resultados no apropiados para un pais en particular.

Para resolver todos estos problemas de fondo, se ha desarrollado una nueva
metodologia llamada CIMDO (Consistent Information Multivariate Density Opti-
mising Metodology). La cual recupera la distribucién multivariada del portafolio a
partir de un conjunto incompleto de informacién disponible para la modelacién del
portafolio de riesgo de crédito de los préstamos otorgados a pequenas y medianas
empresas y firmas no listadas, en un tiempo determinado. En otras palabras, CIM-
DO es un modelo estatico.

El conjunto de informacién es representado por las probabilidades empiricas de
incumplimiento de cada tipo de deudor que tiene préstamos en el portafolio.

Dicha metodologia, se basa en una aproximaciéon de entropia, la cual revierte
el proceso de modelar la informacién, es decir, en lugar de suponer probabilidades
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paramétricas para caracterizar la informacion contenida en los datos, la aproxi-
macién de entropia usa la informacién de los datos infiriendo valores para la densi-
dad de probabilidad desconocida.

Con CIMDO se pueden encontrar distribuciones t-multivariadas con marginales
que contienen el mismo o diferentes grados de libertad, simulaciones historicas, mo-
delos mezclados® y funciones cépulaS.

En esta subsubseccion solo se mencionard la forma de proceder para generalizar
esta aproximacién de manera de capturar la dependencia del tiempo de la funcién de
densidad de probabilidad. Es decir, se planteara el problema dindmico de CIMDO.
Es un proyecto que se sigue desarrollando conjuntamente con el Fondo Monetario
Internacional. Debido a politicas del mismo, los modelos matematicos encontrados,
no pueden ser mostrados.

Las ventajas de considerar la dependencia del tiempo en esta metodologia son
las siguientes:

a) Proporciona prondsticos mas realistas para diferentes horizontes de tiempo.

b) Da una forma natural de interpolar la funcién de densidad de probabilidad entre
dos conjuntos de observaciones dadas en diferentes tiempos, las cuales son
consistentes con CIMDO, en el sentido de que coinciden con él en tiempos
especificos de observaciones.

¢) Se pueden calcular probabilidades de transicién, es decir, si se estd interesado en
determinar cual es la probabilidad de ir de un estado de incumplimiento en
un tiempo especifico en el futuro dado el estado en un cierto tiempo previo.

La idea principal para desarrollar esta nueva metodologia (CIMDO-t) estd basa-
da en la misma estructura de CIMDO, es decir,

1. Se tiene que recuperar la densidad multivariada posteriori p(z1, ..., zx) € R mi-
nimizando la funcién objetivo dada por el funcional de entropia relativa.

2. Incorporar la dependencia del tiempo mendiante ecuaciones diferenciales.
3. Aplicar el método de descenso minimo.

4. Calibrar el modelo con datos reales.

Finalmente faltarian calibrar numéricamente los diversos modelos mostrados
aqui. Para fines de esta tesis ya no fue posible hacerlo. Pero queda pendiente para

®Mezcla de normales
5Una funcién cépula define la estructura de dependencia en una distribucién multivariada.
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trabajos subsecuentes. La finalidad de la tesis era mostrar el mecanismo matematico
de incorporar el efecto de los factores macroeconémicos a diversos modelos tanto de
derivados financieros como de riesgo de crédito.
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Apéndice A
Opciones financieras

A.1. Antecedentes

Los contratos de opciones son una de las piezas fundamentales de un mercado
financiero moderno. La idea més generalizada entre los inversionistas y profesionales
es que las opciones tienen una corta vida y que constituyen uno de los elementos
mas representativos del proceso de innovacion financiera.

La idea generalizada de que las opciones equivalen a innovacion financiera ocul-
ta una larga historia. Retrocediendo en el tiempo, conviene senalar que los fenicios,
los griegos y los romanos negociaban contratos con clausulas de opcién sobre las
mercancias que transportaban en sus naves. Por ejemplo Kratz(1990) describe la
anécdota de la importante ganancia que obtuvo el fildsofo, matematico y astrénomo
Tales invirtiendo en opciones sobre aceitunas basdndose en una prevision acertada
de la cosecha. Con respecto a esta anécdota y otras similares que se pueden encon-
trar en la literatura financiera, en lo que coinciden los historiadores es en el hecho
de que el primer mercado de opciones con cierto nivel de organizacion aparece en
Holanda en el siglo XVII, pues se tienen referencias de que en 1634 precursores de
opciones son manejadas durante la gran venta de tulipanes en Holanda. Se concre-
tan contratos sobre bulbos de tulipanes en el que se determina un precio de compra
el cual inicamente se vence si luego de cierto tiempo, los bulbos no sobrepasan un
determinado peso. En 1637, el mercado de tulipanes se desploma. Dentro de los
motivos se hace referencia a los negocios con caracter especulativo de los contratos
de las opciones. Para 1668 un judio espanol asentado en Amsterdam José de la Ve-
ga, en su libro “Confusion de Confusiones”, analiza y describe las operaciones de
una opcién y de un futuro (forward) que se realizaban en la Bolsa de Amsterdam
sobre las acciones de la Compaiiia de la Indias Orientales, también proporciona la
etimologia de la palabra opcién:

“Llamaronle los flamencos opsie, derivado del verbo latino optio, optio-

141
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nis, que significa eleccion, por quedar a eleccién de quien lo da el poder
pedir o entregar la partida al que lo recibe... pues desea el que desem-
bolsa el premio elegir lo que mas le convenga, y en falta siempre puede
dejar de elegir lo que desea.”

A principios del siglo XVIII, en Inglaterra comenzaron a negociarse opciones
sobre las acciones de las principales companias comerciales. El escandalo provoca-
do por la fuerte caida de precios de la South Sea Company en el otonio de 1720,
atribuido en parte a la especulacién con opciones sobre acciones de esta compania,
provocd que el mercado de opciones fuese declarado ilegal. Esta prohibicién estuvo
vigente hasta el inicio del siglo XX, aunque también es cierto que se realizaron ope-
raciones sobre opciones de forma semiclandestina.

En 1728 se crean las primeras acciones sobre opciones de la compania real de las
Indias Occidentales y de Guinea, con las cuales se justificaba la compra de partes
de la isla francesa St. Croix.

Para el ano de 1728 se establece en Estados Unidos el Chicago Board of Trade,
el cual afnos més tarde se convertiria en una de las mas grandes bolsas de futuros
del mundo. Como indica Kratz(1990), las opciones sobre acciones se negocian en
los mercados americanos desde hace 200 anos. Un ejemplo ilustrativo es uno de los
consejos a los clientes de la firma Tumbridge & Company, con sede en el nimero
dos de Wall Street en 1875:

”Si usted piensa que las acciones se iran hacia abajo, compre una opcién de ven-
ta (put); si usted piensa que las acciones subirdn, adquiera una opcién de compra
(call).”

Este principio es aplicado desde hace mas de 100 anos hasta la actualidad.

Para el ano de 1900 en Francia, el matematico Louis Bachelier presenta la
primera féormula seria para calcular el precio de una opcién.

Dado el tipo de opciones que se negociaban, opciones sobre acciones, el mercado
experimentd una evolucién paralela, en cuanto a crisis, auges, etc., a la Bolsa de
New York. Desde la década de los cincuenta y setenta, las opciones se negociaban
generalmente sobre las acciones cotizadas en la Bolsa de New York y sobre lotes de
100 acciones con vencimientos tipicos de 60 y 90 dias. En cualquier caso, el mer-
cado de opciones era el tipico mercado, manejado mediante un corredor de bolsa
(Over-the-Counter), sin un sistema normalizado de contratacién y con un riesgo de
crédito elevado en la medida en que en caso de incumplimiento del vendedor, el
unico recurso para el comprador era acudir a los tribunales.
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Una fecha importante en la historia de las opciones es el 26 de abril de 1973, pues
se comienza a operar el CBOE (Chicago Board Options Exchange), el primer merca-
do organizado que se crea en el mundo. Las primeras operaciones fueron contratos de
opciones sobre lotes de 100 acciones, eligiéndose s6lo 16 companias al comienzo del
mercado, sobre las que se podian negociar opciones. El primer dia se negociaron 911
contratos, mientras que en 1974 se negocié una media diaria de 25720 contratos.
También es importante mencionar que en 1973 Fisher Black and Myron Scholes
publican sus investigaciones, las cuales incluyen la férmula de Black-Scholes para la
evaluacién de calls europeos y les hizo acreedores al premio Nobel. Robert Merton
publica en el mismo afio una generalizacion de ésta. También recibié el premio Nobel
anos después, 1997, junto a Myron Scholes.

En 1975 la American Stock Exchange (AMEX) inicia transacciones con opciones.
En Suiza se crea la Swiss Options Exchange (Sofffex) en 1988. Para 1990 la bolsa
de futuros alemana DTB (Deutsche Termin Bérse) inicia operaciones. Negocios con
mucho riesgo del duefio Nick Leeson llevan a la bancarrota al banco Barings en
Inglaterra en 1995. La primera opcién para el pueblo surge en en Alemania, 1996,
en el mercado con Safe T. En el 2004 se inaugura formalmente el mercado de op-
ciones financieras en el mercado mexicano de derivados.

Hoy en dia se negocian opciones sobre una gama amplia de activos financieros y
no financieros y su uso se ha generalizado para todo tipo de agentes econémicos. Por
otro lado, la teoria de valuacion de opciones ha revolucionado la teoria financiera
moderna.

A.1.1. ;Qué es una opcién?

Una opcién se puede definir como un contrato que da el derecho al poseedor a
vender o comprar un activo a un precio determinado durante un periodo o en una
fecha establecida de antemano.

Es decir, las opciones incorporan derechos de compra o derechos de venta, por lo
que una primera clasificacion que se puede hacer es entre opciones de compra u op-
ciones call y opciones de venta u opciones put. El activo sobre el que se instrumenta
la opcién de denomina el activo subyacente (S). El precio de compra o de venta
garantizado en la opcién es el precio de ejercicio o strike (E). Y a la fecha de
vencimiento establecida de antemano, se le da el nombre de fecha de expiracién

(T).

Si la opcién se puede ejercer en cualquier momento desde la fecha de su adquisi-
cién hasta la fecha de ejercicio, se dice que la opcién es americana. Por el contrario,
si la opcidn solo se ejerce en una fecha determinada se habla de una opcion europea.
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En los contratos de opciones intervienen dos partes:

a) La parte que compra (comprador) tiene el derecho (no la obligacién) de comprar
o vender, es decir, ejercer la opcion en el plazo correspondiente a la misma.

b) La parte que emite o vende (vendedor) sélo tiene obligaciones, en el sentido de
que tendra que vender o comprar si el el poseedor de la opcién decide ejercerla
y en caso contrario, no hara nada.

Evidentemente, los compradores ejerceran las opciones cuando la evolucién de
los precios de mercado del activo subyacente les permita obtener beneficios en el
ejercicio. Precisamente estos beneficios del ejercicio de las opciones suponen pérdi-
das para los vendedores, por lo que el riesgo supuesto por ambas partes es distinto.
Un agente econémico vende una opcion porque recibe una compensaciéon monetaria
del comprador. Es decir, los contratos de opcién tienen un precio, denominado prima
0 pago, que debera compensar al vendedor por el riesgo que adquiere.

De acuerdo al precio de la opcién y al precio de ejercicio se tienen tres posiciones:

Dentro del dinero (“in the money”). Se dice que una opcién estd dentro del
dinero, cuando el precio de mercado del bien subyacente se encuentra por arriba del
precio de ejercicio en el caso de opciones de compra (S > E), o cuando estd por
abajo de dicho precio en el caso de opciones de venta (S < E).

En el dinero (“at the money”). Se dice que una opcion esta en el dinero, cuando
el precio de mercado del bien subyacente es igual al precio de ejercicio en el caso de
opciones de compra y venta (S = E).

Fuera del dinero (“out of the money”). Se dice que una opcién esta fuera del
dinero, cuando el precio de mercado del bien subyacente se encuentra por debajo
del precio de ejercicio en el caso de opciones de compra (S < E), o por arriba de
dicho precio en el caso de opciones de venta (S > E).

Si se deseara ejercer la opcion, existen dos formas de hacerlo:

Liquidacion en efectivo. Se da cuando al ser ejercida la opcién, el emisor de ésta
entrega en efectivo la diferencia entre el precio de ejercicio y el valor de mercado del
bien subyacente.

Liquidacion en especie. Se da cuando al ser ejercida la opcion, el emisor de ésta
recibe o entrega en especie la diferencia entre el precio de ejercicio y el valor del
mercado del bien subyacente, de acuerdo con lo establecido en el contrato de la
opcion.
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A.1.2. Tipo de opciones

Como ya se mencionod anteriormente, existen dos principales tipos de opciones:

1) Opciones de compra (call).- Da al poseedor el derecho, méas no la obligacién, de
comprar un valor en una fecha determinada.

Para el caso de opciones europeas, que se ejercen al final del periodo, se deno-
tard como t =1T.

De aqui se derivan dos casos:

a) SiS > E, al expirar, tiene sentido financiero ejercer la opcion call, toméndola
sobre el precio de ejercicio E, de donde se obtiene una ganancia del acti-
vo subyacente. Por lo cual el beneficio obtenido para cada transaccion es
entonces S — F.

b) Si S < FE al expirar, no deberia ejercerse la opcién pues existirfa una
pérdida de E — S. En este caso la opcién al expirar tiene un valor nulo.

Tomando los dos casos anteriores, se tiene como resultado el valor de una
opcion de compra al tiempo de ejercicio como:

Cpgu(S,T) = max(S — E,0). (A.21)

Ceu(sS. D

Figura A.7: Diagrama de pago para una opcién de compra Cg,, (S, T) (linea gruesa)
y el valor de una opcién Cg, (S, t) antes de expirar (linea delgada), como funcién de

S.
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2) Opciones de venta (put).- Le da al poseedor el derecho, més no la obligacién, de
vender un valor en una fecha preestablecida.

Cada opcién y portafolio tiene un pago al expirar. En este caso si S > FE la
opcién de venta carece de valor, pero si su valor es positivo cuando S < FE,
entonces el beneficio estd dado por £ — S.

De la misma forma que una opcién de compra se obtiene el pago al expirar
€omo:

Pry(S,T) = max(E — S,0),

Peu(s. T

Figura A.8: Diagrama de pago para una opcién de venta Pgy,(S,T) (linea gruesa) y
el valor de una opcién Pg,(S,t) antes de expirar (linea delgada), como funcién de

S.

De acuerdo a estas dos definiciones, se pueden hacer diversas combinaciones.

3) Paridad entre una opcién de compra (call) y una opcién de venta (put).

Supéngase que se tiene una posicion larga en un activo (una opcién de venta)
y una posicién corta (una opcién de compra), ambos tienen la misma fecha de
expiracién, T', y el mismo precio de ejercicio, E. Se denota por 7 el valor del
portafolio.

Sea
W:S+PEu_CEU7
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donde Pg, y Cg, son los precios de una opciéon de venta y una opcién de
compra respectivamente.

El pago para el portafolio es:

S+ max(E — S,0) —maz(S — E,0),

la expresion anterior puede simplificarse como:

_{S+(E—S)—O:E, si S < E,
“\S+0-(S—E)=E, siS>E,

por lo tanto si S > E 0 .S < FE al expirar, el pago para este portafolio siempre
serd F.

Si se desea garantizar F al tiempo t = T, ;Cuédnto se deberia pagar por el
portafolio?

Para contestar la pregunta, se requiere calcular el valor presente de E, que
estd dado por M = Ee "I 1o que garantiza un monto F al tiempo ¢t =T.
Esto iguala la ganancia del portafolio con la ganancia de depositarlo en el ban-
co. Si no fuera el caso entonces los arbitrariadores podran hacer un beneficio
instantdneo menos riesgoso: comprando y vendiendo opciones y acciones y al
mismo tiempo pidiendo dinero prestado en las proporciones correctas, ellos
podran hacer un beneficio hoy con pago cero en el futuro. Por lo tanto el valor
del portafolio es: 7 = Ee (Tt

De lo anterior se llega a lo que se llama paridad entre una opcién de compra
y una opcién de venta (put-call parity), la cual estd dada por la siguiente
férmula:

S+ Pgy — Cpgy = BEe T, (A.22)

En esta formula existe la eliminacién del riesgo, pues los términos aleatorios
se cancelan.

También las opciones se clasifican de acuerdo al tiempo en que pueden ser ejer-
cidas:
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a) Opciones europeas.- Sélo pueden ser ejercidas en la fecha de vencimiento.

b) Opciones americanas.- Pueden ejercerse durante la vida de la opcidén, es decir,
en cualquier momento antes de expirar.

Ademas de las opciones americanas y europeas, existe una familia de opciones
con caracteristicas un poco méas complejas que han sido disenadas para cubrir ries-
gos mas complicados, las llamadas OPCIONES EXOTICAS, se mencionan algunas
de ellas:

1) Opciones sobre el precio medio de un activo durante un periodo determinado
(OPCIONES ASIATICAS).

Este tipo de opciones se generan a partir de un promedio, es decir, no interesa
el valor del activo subyacente o precio de ejercicio en un momento determina-
do, sino que interesa el promedio de todos los valores del activo subyacente o
el precio de ejercicio en un intervalo de tiempo. Para ello, considere los dos
tipos de promedio:

a) Promedio sobre el activo subyacente.

Una opcién de compra asidtica paga la diferencia (si es positiva) entre el
precio medio de un activo determinado en un periodo preestablecido y
el precio de ejercicio (E), es decir, maz[(Sy — F)] donde Sy es el valor
medio del activo subyacente S durante la vida de la opcién.

De todas las opciones exdticas, las opciones asidticas son quizas las mas
utiles para los usuarios comerciales.

b) Promedio sobre el precio de ejercicio.

Una opcién de compra asiatica paga la diferencia (si es positiva) entre el
precio del activo S y el precio de ejercicio E, este ultimo es reemplazado
por % f(;[ S(7)dr. Por lo tanto el pago al expirar queda como

1 T
max (S - T/o S(r)dr, 0)

2) Opciones que sélo llegan a existir (aparecen), o dejan de existir (desaparecen) si
ocurre algun evento que las afecte (OPCIONES BARRERA).
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Una opcién de este tipo es evidentemente, mas barata que una opcién euro-
pea normal porque existe una posibilidad de que desaparezca. El comprar esta
opcion cuesta mucho menos, por lo que tiene menor efecto sobre la competi-
tividad de la empresa (y por lo tanto sus beneficios), pero existe un riesgo de
que desaparezca.

3) Opciones sobre el precio maximo o minimo de un activo durante un periodo
determinado (OPCIONES HACIA ATRAS).

El ntimero de aplicaciones de las opciones hacia atras es menor que el de las
opciones barrera (y mucho menor que el de las opciones asidticas, muy fre-
cuentes en mercados de materias primas), esto es porque muy pocas empresas
tienen riesgos en sus negocios que dependen del precio maximo o minimo de
un activo durante un periodo determinado. El uso principal de las opciones
lookback es directo; dado que su valor es muy alto, es frecuente que sean ven-
didas para generar una prima elevada, que es luego utilizada por el vendedor
para comprar otras opciones que si necesita para su negocio.

4) Opciones sobre opciones (OPCIONES COMPUESTAS).

Las opciones sobre opciones encuentran su utilidad en los casos en que no
estd claro si va a hacer falta una opcién y que no se desea desembolsar una
prima muy fuerte, por ejemplo, en el caso de una empresa compitiendo por un
contrato de varios anos en el extranjero. Si gana el contrato necesitara protec-
cion contra el riesgo de tipos de cambio, luego tendra que comprar opciones,
pero si no gana no necesitara opcién alguna. Comprar opciones que puede que
no hagan falta jamés es demasiado caro, pero una opcién compuesta puede
resultar aceptablemente barata.

5) Opciones que dan el derecho de elegir sobre una opcién de compra o venta (OP-

CIONES A ESCOGER).

Este tipo de opciones han aparecido esporadicamente en el mercado y da el
derecho al poseedor como su nombre lo dice, a escoger en una fecha determi-
nada si la opcién deseada es un put o un call.

6) Opciones sobre mas de un activo (OPCIONES BINARIAS).

Se puede definir una opcién sobre la diferencia entre la variacién de dos indices
bursétiles distintos (Nikkei y S&P 500), sobre dos indices bursétiles donde la
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opcion paga el que mas haya subido de los dos. También es posible definir op-
ciones como los llamados “quantos”, donde la apreciacion de un indice bursatil
se paga en otra divisa; por ejemplo, una opcion sobre el Nikkei en la que cada
punto del Nikkei vale un délar (en lugar de valuar el Nikkei en yen), pase lo
que pase con el tipo de cambio USD/JPY. El concepto de una opcién sobre dos
activos se puede extender facilmente a opciones con barrera; se puede definir,
por ejemplo, una opcién sobre un acitivo A que desaparece si otro activo B
alcanza un nivel determinado.

7) Opciones sobre la suma, diferencia, producto u otras operaciones entre uno o
més activos (OPCIONES COMBINADAS).

En este caso se pueden definir opciones mas complejas como son: opciones
sobre el cuadrado del precio de un activo, o sobre cualquier otra funcién (cubo,
raiz, cuadrada, etc.) del mismo.
8) Opcién digital.
Si el precio de la accién se encuentra por arriba o por abajo de un valor pre-
viamente determinado, entonces se obtiene una suma de dinero determinada.
9) Opciones sobre un minimo o méximo de multiples acciones.
Se obtiene el derecho de comprar (vender) la accién de mas bajo valor (mayor
valor) de entre un paquete, a un precio previamente determinado.
10) Opcién indice.

Si el precio de una accién al vencimiento del contrato se encuentra sobre el
precio de una accién de control (se utiliza el Dow Jones o el DAX), entonces
recibe la diferencia entre los precios.



Apéndice B
Movimiento browniano

B.1. Definicion

Un movimiento browniano estandar de dimensién K es un proceso B de dimen-
sién K tal que

1. B(0) = 0, con probabilidad uno.
2. B es continua.

3. 510 <ty <..<ty,entonces los incrementos B(t;) — B(ty), ..., B(tn) — B(tn—1)
son independientes.

4. Si0 < s <t, entonces el incremento B(t) — B(s) es normalmente distribuido con
media cero y matriz de covarianza (¢ — s)I, donde I es la matriz identidad de
K x K.

En particular, si B es un movimiento browniano estandar en una dimension y
si 0 < s < t, entonces el incremento B(t) — B(s) es normalmente distribuido con
media cero y varianza (t — s).

B.1.1. Propiedades de las trayectorias del movimiento browniano

Por definicién se sabe que las trayectorias del movimiento browniano son con-
tinuas, pero al simular dichas trayectorias es evidente que estas funciones de t son
extremadamente irregulares, pues oscilan rapidamente. La razén principal de este
movimiento es debido a que los incrementos de B son independientes. En particular,
incrementos del movimiento browniano en intervalos adyacentes son independientes
sin importar la longitud de los intervalos.

151
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Definicién 6 Un proceso estocastico (Xy,t € [0,00)) es H auto-similar para alguna
H > 0 si su distribucion dimensional finita satisface la condicion

(T B,,,...T"B,,) =* (Bry,, ..., Bry,)

para cada T > 0, alguna eleccion det; > 0,i=1,...nyn>1.
Aqui d representa igualdad en distribucion.

Hay que notar que auto-similitud es una propiedad distribucional no una propiedad
de las trayectorias.

Definicion 7 El movimiento browniano es 0.5-auto-similitud, es decir,

(T'2B,,, ..., T'*B,,) = (Bry,, ..., Brv,)

para cada T > 0, alguna eleccion det; > 0,i=1,...nyn>1.

El hecho de que el movimiento browniano se auto-similar y estacionario implica
que sus trayectorias son no diferenciables casi donde quiera.

Ahora se mostraran la no diferenciabilidad de las trayectorias brownianas en el
contexto general de procesos auto-similares, asi como la variacién no acotada de
dichas trayectorias.

Proposicién 1 (No diferenciabilidad de procesos auto-similares).
Supdngase que (X;) es H auto-similar con incrementos estacionarios para alguna
H € (0,1). Entonces para cada tiempo to fijo,

. ‘ Xt — Xto | _
lim sup ———— = o0,
tlto t—to

es decir, las trayectorias de procesos H auto-similares son no diferenciables casi en
donde quiera con probabilidad uno.

Proposicién 2 (Variacién no acotada de las trayectorias brownianas)
Para casi todas las trayectorias brownianas,

n
v(B(w)) = Sgpz | By, — By, , |=00, cs.,
i=1

donde el supremo es tomado sobre todas las posibles particiones 7 : 0 = tg < ... <
t, =T de [0,T].
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B.1.2. Algunos resultados del movimiento browniano

Teorema 18 Eziste un espacio de probabilidad (2, F, P) y un movimiento browniano
estindar de dimension K en T= [0, 00).

Proposicién 3 (Ley del logaritmo iterado).
Si B es un movimiento browniano estdndar, entonces

lim sup & =1,
t—oo +/2tIn(Int)

con probabilidad uno

Proposicién 4 (Ley de los grandes nimeros para el movimiento browniano).
Si B es un movimiento browniano estdndar, entonces

con probabilidad uno, cuando t — oo.

Proposicién 5 Si B es un movimiento browniano estdndar, entonces el proceso B
definido por

o [tB(1/t) sit>0,
B(t)_{o sit=0,

es también un movimiento browniano estandar.

B.1.3. Definiciones

Definicién 8 Una filtracion es una familia F = (Fy),cT de o dlgebras Fy C F, la
cual es creciente en el sentido de que Fs C Fy, para s,t € T, s < t.

Definicién 9 Si X es un proceso yt € T, sea FX la o dlgebra aumentada generada
por el valor de los procesos al tiempo t:

FX=0(0(Xs:s¢€ T,sSt)UN),

donde N es el conjunto de todos los conjuntos nulos en F, estos son los eventos que
tienen probabilidad cero.

La filtracion aumentada generada por X es la filtracion FX = (FtX)tE T

Definicién 10 Una filtracion F = (F;) se dice que es aumentada si Fy es aumentada
para cada t.

Definicion 11 Un proceso estocdstico X es medible si es medible como un mapeo

X (Qx T,F® B(T)) — (BX, B(BX))
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Definicion 12 Un proceso estocastico X se dice que es adaptado a la filtracion F
st para cada t € T, el vector aleatorio o variable aleatoria

X :w e X(w,t) = Xi(w) = X(t)(w) : @ — RE,

es medible con respecto a Fy. Esto significa que el valor X (t) de X al tiempo t
depende solo de la informacion disponible al tiempo t.

Proposiciéon 6 Para cada proceso adaptado continuo por la izquierda o por la
derecha es medible.

Definicién 13 Un proceso X se dice que es integrable si X (t) es un vector aleatorio
integrable para cada t € T.

Definicién 14 Sea F = (F) una filtracion. Un proceso X es una martingala, si
este es integrable, adaptado y

EIX(t)|F] = X(s),
para s,t € T, 0 < s < t.

Proposicién 7 Sea Q) una medida de probabilidad con densidad d@/dP = & con
respecto a Py
n(t) = Ele|Fy.

Un proceso X es @ integrable si y solo si nX es P integrable. Entonces

En(t) X (t)|Fs] = n(s) EglX (t)|F],

para s < t. En particular, nX es una martingala con respecto a P, si y solo st X es
una martingala con respecto a @

Proposicion 8 Supdngase que X es un proceso tal que para 0 < s < t, el incre-
mento X (t) — X (s) es independiente de Fs. Entonces la o dlgebra

o(X(t) — X(s):s<t),

es independiente de Fs, para toda s > 0.

B.1.4. Procesos de Wiener

Sea F' = (F¢) una filtracién. Un proceso W de dimensién K sobre T = [0, 00) es
un proceso de Wiener de dimensién K relativo a F' si

1. W(0) = 0 con probabilidad uno.

2. W es continua.
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3. W es adaptado a la filtracion F'.

4. Si 0 < s < t, entonces el incremento W (t) — W(s) es independiente de Fs y
normalmente distribuido, con media cero y matriz de covarianza (t — s)I,
donde I es la matriz identidad de dimensién K x K.

La diferencia formal entre el concepto de un proceso de Wiener y el concepto de
un movimiento browniano estdndar es que la definicién de un proceso de Wiener se
refiere a una estructura de informacion particular, mientras que la definicién de un
movimiento browniano no la tiene. Un proceso de Wiener es relativo a una filtracién
pero no es relativo a otra, mientras que un movimiento browniano serd un movimien-
to browniano sin importar cudl filtracién se tiene en mente. La diferencia substancial
esta en la independencia requerida para los incrementos. Futuros incrementos de un
movimiento browniano se suponen independientes de incrementos pasados, mien-
tras incrementos futuros de un proceso de Wiener se suponen independientes de la
informacién actual disponible.
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Apéndice C
Integracion estocastica

C.1. Integracion estocastica

Ahora lo que se desea calcular es la integral f(f f(t)dBy(w), donde f es una
funcién o un proceso estocéstico en [0,1] y Bi(w) es un movimiento browniano.
Para ello primero se tratara de usar la integral de Riemann-Stieljes y se vera que de
hecho, esto no es posible, dado que las realizaciones del movimiento browniano son
de variacién no acotada con probabilidad uno.

Definicién 15 (Integral de Riemann-Stieltjes)
Sea T, 1 tg < t1 < ... <tph_1 <tn =1, y una particion intermedia A, de T,:

Aiticn <y <t;  para 1=1,..,n.

Sean f y g dos funciones reales en el intervalo [0,1] y se define

ANig=g(t;) —g(ti—1), 1=1,...,n,

n

Sn = Sn(Ansma) = Y f(yi)Aig = if(yz‘)[g(fi) —g(ti-1)].
=1

i=1
Si el limite
n
§= lim S5, = lim z; fyi)Aig,
1=
existe cuando

malla(r,) := l:nllaxn A = liIllaXn(tl —ti—1) — 0

157
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y S es independiente de la forma de elegir la particion T, y su particion intemedia
An, entonces S es llamada la integral de Riemann-Stieltjes de f con respecto a g en
[0,1]. Se escribe

s= [ sgte)

Ahora lo que interesa investigar es cuando esta integral existe y si es posible tomar
g = B dado que B es el movimiento bowniano en [0, 1].

Para ello se dard una condicion suficiente para la integrabilidad de Riemann-

Stieltjes.

Definicién 16 Sea h una funcion real en el intervalo [0,1], se dice que h tiene
variacion finita p > 0 si

sup » [ h(t;) — h(ti-1) [P< oo,
T =1

donde el supremo es tomado sobre todas las particiones de T de [0,1].
Hay que notar que si p = 1, h tiene variacién acotada.

De acuerdo a la definicién anterior, se dan las condiciones para que la integral
exista.

Proposicion 9 La integral de Riemann-Stieltjes fol f(t)dg(t) exite si las siguientes
condiciones se satisfacen:

a) Las funciones f y g no tienen discontinuidades en el mismo punto t € [0, 1].

b) La funcion f tiene variacion p acotada y la funcion g tiene variacion q acotada
para alguna p >0y q > 0 tal que p~' + ¢~ > 1.

Se da un ejemplo para verificar que las condiciones se satisfacen en el caso del
movimiento browniano.

Sea B = (B¢, t > 0) el movimiento browniano. Para p > 2 las trayectorias brow-
nianas tienen variacién p acotadas para algin intervalo fijo y mientras que para
p < 2 la variacién p es no acotada (ver mdas adelante).

Ahora considérese una funcién deterministica f(¢) en [0, 1] o un proceso estocasti-
co f(w,t). Se puede definir la integral de Riemann-Stieltjes con respecto a By(w),
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dado que f tiene variaciéon g acotada para alguna g < 2, entonces se toma q¢ = 1.

Se supone que f es una funcién diferenciable con derivada acotada f'(t). Entonces
por el teorema del valor medio

[ f(t) = f(s) IS K(t—s), s<t,
donde K > 0 es una constante dependiente de f. Entonces

sup > | f(ti) — ftic1) [S KDY (ti —ticy) = k < 0.
T =1

i=1
Por lo tanto, la integral de Riemann-Stieltjes existe para cada trayectoria brow-
niana By(w). Esto no significa que esta integral se pueda evaluar explicitamente in
términos del movimiento browniano.

Ahora para el caso de la integral estocéstica de It6, dada por

1
I(B)(w) = /0 By(w)dBy(w),
se tiene el siguiente andlisis.

Como ya se vio anteriormente, el movimiento browniano tiene variacion acotada
para p > 2 y no para p < 2, pero la condicién suficiente de 2p~! > 1 para la
existencia de I(B) no se satisface. Por lo tanto la integral de Riemann-Stieltjes no
existe y esto es debido a que el movimiento browniano tiene trayectorias de variacién
no acotada en alguin intervalo finito.

C.1.1. Variacion cuadratica del movimiento browniano

Sea B = (B, t > 0) el movimiento browniano. Se consideran las sumas de
Riemann-Stieltjes

Sn =Y B ,AB,
=1
donde

T 0=ty <t <..<th_1<t,=t,

es una particién de [0, ¢] y para alguna funcién f en [0,¢],

Af : Alf:f(tl)_f(tlfl)’ 1= 13"'7”7

son los correspondientes incrementos de f y

A; =t —ti_1, 1=1,...,n.



160 APENDICE C. INTEGRACION ESTOCASTICA

Asi la suma S, corresponde a la particién 7, y la particién intermedia (y;) con
y; = t;i—1, es decir, y; es el punto final del lado izgierdo del intervalo [t;—_1,t;].

S puede ser escrita de la siguiente forma:

n

1 1 1 1
S, =-B>— >N (A,B)?=: =B? - ZQ,(t

on [0, sii# 7,
B (AiBA;B) = {var (AiB) =t; —ti-1 = A, sii=j.

Entonces es inmediato que

n

E(Qut) =S E(ABY = 6 =1,

i=1 =1

y por la independencia de los incrementos del movimiento browniano, se tiene

Var (Qu(t)) = Zn:var (1a:B)?) = f: [E(A:B)* - A7
i=1

i=1
y se sabe que para una variable aleatoria By ~ N(0,1), E(B}) = 3.
4
E((AB)')=E (Bl ) =E [((Ai)l/2 By) ] = 3A2,

lo cual implica que

var (Qn(t)) =2 Z A2,
i=1
Asi, si

malla(t,) = Plléx A; — 0,

se obtiene que

n
Var(Qn(t)) < 2malla(r,) ZAZ' = 2tmalla(r,) — 0.
i=1
Entonces como resultado se obtiene el siguiente lema.

Lema 9 Sivar (Qn(t)) = E (Qn(t) —t)?, entonces

a) Qn(t) converge at en media cuadrada, en probabilidad.

b) La funcidon limite f(t) =t es caracteristica sélo para el movimiento browniano,
la cual es llamada la variacion cuadrdtica del movimiento browniano en [0,t].
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Integrales con respecto al movimiento browniano, que no pueden ser definidas
en el sentido de Riemann-Stieltjes, pueden ser definidas en el sentido de media
cuadratica.

Los incrementos A; B = By, — By, , en el intervalo [t;_1, ;] satisface E(A;B) =0
y E[(A;B)?] = §; = t; — t;_1. El limite de la media cuadrética de @Q,(t) es t. Estas
propiedades sugieren que (A;B)? es del orden de A;B.

En términos diferenciales, la variacién cuadrética en [0, t], se escribe

(dB:)? = (Byar—p,)° = dt,

/Ot(st)2 = /Otds =t

C.1.2. Construccién de la integral estocastica

y en términos integrales

Supéngase que (B)¢>0 es un F; movimiento browniano estdndar, definido en un
espacio de probabilidad filtrado (€2, 4, (F¢)¢>0,P).

Definicién 17 (Xy)o<t<r es llamado un proceso simple si se puede escribir como

P
Xy(w) = ¢i(w)1(ti1, t:](t),
i=1
donde 0 =ty <t1 <..<t, =T y ¢; es Fy,_, medible y acotada.

Entonces, por definicién, la integral estocastica de un proceso simple X es el
proceso continuo (I(X)¢)o<t<r, definido para alguna t € (ty, tx+1] como

I(X)e= Y ¢i(w)(By, — By,_,)(w) + ¢rs1(Br — By,).

1<i<p

Note que I(X); puede escribirse como

I(X)t = Z (b’i(Bti/\t - Btl',l/\t)a

1<i<p
lo cual da la continuidad de ¢ — I(X);. Entonces se define

t
1(X), = / X.dB,.
0

Proposicién 10 Si (X;)o<i<7 es un proceso simple, entonces se satisface:
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a) (fg XsdBS)0<t<T es una martingala F; continua,

b) E ((fot XSdBS)z) = E (g x2ds),
¢) E (sup<r | J§ XodB, [2) < 4B ([ X2ds),
Definicion 18

T T t
/ XSdBS:/ XSdBS—/ X,dBs.
t 0 0

Sit <T,ysiAE€Fy, entonces s — 14l X es un proceso simple y de la
definicién de la integral se tiene

T T
/ 14Xl geqydBs = 14 / X,dB,. (C.23)
0 t

Ahora que se ha definido la integral para procesos simples y algunas de sus
propiedades, se extendera el concepto a una clase mas amplia de procesos adaptados
H:

T
H = {(X¢)o<t<T, (Ft)t>0 proceso adaptado, E (/ des) < 00}
0

Proposicién 11 Considere (By)i>0 un (F;) movimiento browniano. Existe un unico
mapeo J de H al espacio de martingalas (F;) continuas, definidas en [0,T], tales que:

a) Si (Xi¢)i<r es un proceso simple, J(X); = I(X)¢, para alguna 0 <t <T P c.s.
b) Sit<T, E(J(X)}) = E (J; X2ds).

Este mapeo lineal es unico en el siguiente sentido, si ambos J y J' satisfacen las
propiedades previas, entonces

J(X)y=J(X) NYO<t<T P cs.
Se denota, para X € H, fg XsdBs = J(X);.
La nueva integral estocastica satisface las siguientes propiedades.
Proposicién 12 Si (X;)i<r pertenece a H, entonces

a) Se tiene

t T
E (sup | | X.dB, 2) <4E < / des> (C.24)
0

t<T Jo
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b) Si T es un F; tiempo de paro

T T
| xean = [ ey XodB P es (C.25)
0 0 -

Ahora se analizaran procesos que sélo satisfacen una condicién de integrabilidad
débil, para ello se define

- T
H = {(X5)o<s<r, (Ft) —un proceso adaptado,/ X2%ds < 400 Pecs.).
0

La siguiente proposicién define una extensién de la integral estocastica de H a

H.

Proposicién 13 Eziste un tdnico mapeo lineal J de H dentro del espacio vectorial
de procesos continuos definidos en [0,T], tales que:

a) Propiedad de extension: Si (Xi)o<i<T €s un proceso simple, entonces

J(X) =1(X),YO<t<T,Pec.s.

b) Propiedad de continuidad: Si (X™), -, es una sucesion de procesos en X tales

que fOT (X™)?ds converge a cero en probabilidad, entonces supy<r | J(X™); |
converge a cero en probabilidad.

Consistentemente, se escribe [y XsdBs para J(X),

Nota: Es importante darse cuenta que en este caso (fg Xsst)0<t<T no es nece-

sariamente una martingala.

En resumen las condiciones necesarias para definir la integral estocastica con
respecto al movimiento browniano son:

1) Considérese (Bt)i<o un movimiento browniano y (X¢)o<¢<7 un proceso adaptado
en Fy.

2) Se define la integral estocéstica (fot XSdBS)0<t<T si se cumple fOT X2ds < +o0
P c.s. -

3) Por construccién, el proceso (fg XSst)O<t<T es una martingala si
E (fOT Xé?ds) < +00. Esta condicién no es necesaria.

4) La desigualdad E (f(;f stds) < 400 si y solo si se satisface

. 2
E <sup0§t§T (fo XsdBS) ) < +o0.
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C.2. Calculo de Ito

Definicién 19 Sea (2, F, (F;)i>0,P) un espacio de probabilidad filtrado y (By)i<o un
movimiento browniano en Fy. (X¢)o<t<T es un proceso de Ité valudado en R y puede
ser escrito como:

t t
X; = Xo + / usds + / vsdBs,
0 0

donde

a) Xo es Fy medible.
b) (ut)o<t<r Yy (vt)o<t<T Son procesos adaptados F;.
c) f0T]u5|ds<+ooPc.s.

c) fOT | vs |2 ds < +o00 P c.s.

Proposicién 14 Si (M;)o<t<T es una martingala continua tal que
t T

M, :/ ugds, con / | vs | ds < 400, Pe.s.,

0 0

entonces

My=0 Vt<T, Pecs.
La proposicién implica que

1. La descomposicion de un proceso de [t6 es tnica. Esto significa que si

t t t t
X =Xy +/ usds —|—/ vsdBs = X)) —|—/ ulds +/ v..dBs,
0 0 0 0

entonces

Xo = X( dP c.s., vy =0, ds x dP c.d.q. (casi en donde quiera) y wu, = u
ds x dP c.d.q.

2. Si (Xt)o<t<7 es una martingala de la forma Xy + f(f ugds + f(f vsdBs, entonces
u; = 0 dt x dP a.e.

Teorema 19 Sea (X¢)o<i<T un proceso de Ito

t t
X =Xo+ / ugsds + / vsdBs,
0 0

y [ una funcidn continua doblemente diferenciable, entonces
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f(Xy) = f(Xo) + /f dX+/f” d(X, X)s,

donde por definicion

t
<X,X>t:/ vgds,
0

/f s)dXs = /f usds—l-/ f(Xs)vsdBs.

Asimismo, si (t,z) — f(t,z) es una funcion la cual es doblemente diferenciable
con respecto a x Yy una vez con respecto a t, y si estas derivadas parciales son
continuas con respecto a (t,x) (es decir, f es una funcién de clase C%?), entonces
la formula de Ito6 queda como

t t t
£ ) = FXout) + [ fiXs)ds+ [ L0 8)dXe 5 [ P 50X ).,
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Apéndice D
Arbitraje

D.1. Definiciones basicas

Se dardn los resultados principales de la teoria general de arbitraje en una
economia en tiempo continuo. También se revisara la implicaciéon de no arbitraje si
un mercado admite una medida de probabilidad equivalente tal que los precios de los
activos relativos son martingalas. Consecuentemente, el precio de una reclamacién
europea arbitraria estd dada por el valor esperado descontado de la reclamacién
bajo la medida martingala.

1) La ausencia de arbitraje en un mercado significa que este mercado es justo,
racional y uno no puede hacer beneficios sin riesgo con una inversién inicial
neta sea nula.

2) Se especifica un espacio de probabilidad filtrado (€, F, (F)o<t<7,P). El intervalo
de transaccién es continuo en t € [0, 7.

3) Se supone que el mercado consiste de n activos, tales que el vector del proceso
estocastico adaptado F; en R™ estd dado por Sy = (S}, ..., Si'), donde cada St
corresponde al modelo del precio del activo <.

4) Se supone que se tiene un mercado perfecto donde la transaccién toma lugar en
un tiempo continuo y no existen fricciones.

5) Sea el proceso no negativo r; € L' que denota la tasa corta libre de riesgo. Un
proceso definido por

Biexp (/Ot rsd:s) te[0,T],

satisface df3; = rif:dt con By = 1 que es llamado bono libre de riesgo. Como r
es la tasa libre de riesgo obtenida bajo un periodo de tiempo pequeno, entonces

167
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[ es generalmente considerada una inversién libre de riesgo. Se dice que es sin
riesgo puesto que se tiene un proceso predecible, lo que significa que la tasa al
préximo instante del tiempo es conocida.

6) Sea W; el movimiento browniano en R? definido en un espacio de probabilidad
filtrado (€2, F, (Ft)o<t<T,P). Se supone que existen n activos definidos como
procesos X; adaptados Fi.

7) Una estrategia de negocios 6 es definida como el vector del proceso predecible Fy
valuado en R" 0; = (0}, ...,07), tal que

n
V=Y 0,X] =0,Xy,
i=1
donde V; es la riqueza total al tiempo t. Al conjunto de estrategias de negocios
es representada como ©. Un mercado M(X,©) es un conjunto de activos con
un conjunto de estrategias de negocios.

Se define el proceso G; adaptado F; valuado en R como

t
G, — / 0,dX..
0

8) Una estrategia de transaccién 6 es llamada autofinanciable si se satisface V;, =
Vo+Gy(0). En otras palabras, el portafolio definido por esta estrategia no debe
por si mismo asociarse a ningin dinero aparte de la inversién inicial. Esta in-
version inicial serd el precio del activo que la estrategia esta replicando.

Una reclamacién contingente (europea) al tiempo de maduraciéon 7' es una
variable aleatoria g medible F;. En una reclamacién americana es un proceso
adaptado F; para 0 <t < T.

9) Una estrategia de transaccién 6 es replicable si es autofinanciada y Vp(0) = g.
Es decir, la estrategia debe replicar el pago del activo que se estd tratando de
valuar, asi el portafolio generado por la estrategia debera siempre producir el
mismo resultado a pesar de los cambios en el activo subyacente, es decir, el
valor del portafolio generado por la estrategia deberd ser deterministico y no
depender de ninguna componente estocastica (excepto para las componentes
estocésticas de las derivadas del activo subyacente).

10) Una estrategia 6 es llamada oportunidad de arbitraje (o simplemente un arbi-
traje) si

Vo <0 y P(r(0)=0)=1,
(D.26)
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Vo = 0 y  P(Vp(6)>0)>0.

D.1.1. Precio de arbitraje

Teorema 20 Si existe una medida martingala equivalente para el mercado M, en-
tonces no existen oportunidades de arbitraje.

El siguiente teorema muestra la relacién entre la medida martingala equivalente
v los precios de las reclamaciones contingentes.

Teorema 21 Si el mercado admite una medida martingala tnica Q° y Q para S;(t)
y B¢ respectivamente, entonces el precio de una reclamacion contingente alcanzable
X € X(L?) coincide para ambas cantidades y estd dada por

X, = Si(OE |Si(w) " Xu|R] = BiBq |5 XulFi] (D.27)
para alguna t,u € [0,T] tal que t < u.

Este teorema da los correspondientes precios libres de arbitraje bajo la medida mar-
tingala.

El comportamiento dindmico de S(t) es definido por

S(#) = S(0) + /0 Lk, S)dks + /0 ok, S)dW (k).

donde W (t) es un vector Browniano en R? definido en el espacio de probabilidad
(Q,F,P), S toma valores en R", 14(t) es un vector de un proceso predecible valuado en
R" y o es una matriz de un proceso predecible valuado en R"*?. o(t) y u(t) satisfa-
cen las propiedades de integrabilidad u(t) € (L1)" y o(t) € (LQ)nXd. wu(S,t) y o(S,t)
satisfacen las condiciones de crecimiento y de Lipschitz, i.e., || u(x,t) — u(y,t) || + ||
oz,t) —o(.t) [S K [z —yllyll u@t) ?+ ] o) [°< K (1+ | = |[?), para
alguna constante positiva K. Como una consecuencia, existe un proceso adaptado
S(t) el cual es una solucién fuerte de la ecuacién integral.

Generalmente se supone que los precios de los activos son determinados por las
siguientes ecuaciones, para algin activo i € {1,...,n}

t t
Si(t) = Si(0)+ /0 Sipis (R)dk + /0 Si(t)os ()W (k)

= sieap ([ o)~ 3 1 0a0) I2) @k + [ ot e), (029
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con

dSi(t) = Si(t) (ni(t)dt — os(1)dW (1)) -
Si(t) v pi(t) son valuados en R.

Ahora considere el mercado de activos M;, con activos que siguen el proceso
definido por (D.27) y activos (numéraire) S;. Sea Z(t) un proceso en R" definido por
Zi(t) = Sk(t)/Si(t) Vk € {1,..n}. Z(t) tiene la representacion

Z(t) = Z(0) + /O " o(k)dk + /0 ") AW (), (D.29)

¢ y v son procesos predecibles en R” y R"*¢ respectivamente, los cuales satisfacen

las mismas condiciones de frontera de 1y o en la ecuacién (D.27), Z(t) es llamado
el proceso del precio relativo o el proceso del precio descontado.

El siguiente teorema muestra las condiciones bajo las cuales una medida martin-
gala existe en un mercado seguro. Note que la medida martingala no es invariante
con respecto a la eleccién de S;.

Teorema 22 (Riesgo de Mercado)
Sea el proceso del precio relativo valuado en R" dado por la ecuacion (D.29). Si

. ., . ;. d
tiene una solucion no trivial unica para el proceso y(t) € (LQ) en RY, entonces el
mercado M; admite una medida martingala unica.

Nota: El proceso v(t) es llamado el proceso del precio de mercado relativo de
riesgo. Es relativo porque el riesgo es determinado con respecto al activo S; por
comparacién. Es un precio de mercado de riesgo porque el flujo excesivo del proceso
del precio del activo sobre el activo S; como punto de referencia es proporcional al
riesgo excesivo del activo relativo al punto de referencia. v(t) es el factor de propor-
cién y puede asi ser interpretado como el precio por unidad de riesgo.

Corolario 2 Considere un proceso del precio valuado en R* dado por la ecuacion
(D.29). Si el proceso se mantiene para una solucion v de acuerdo con el teorema
anterior, la medida martingala Q" con respecto a S; es definido por

i T T
19— ep ( / ARYAW (R) — [ k) HQdk),
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donde .
v =" (QQT) (s ()1 — p(t))

Q=o0(t) — 1poi(t),

donde 1, es el vector identidad x— dimensional.

Ejemplo 1 Un uso frecuente de S; es el mercado de dinero para ;. Sea

230 = S e ([ 0yt =10 = L s |2 ab+ [ o0 ).

Se define una medida equivalente
dqQ T 1 /T
Te=ean| [ Awaw e =5 [ k) 1 k).,
dP 0 2 Jo

con 5 = o7 (o) ()T (r(t)1n — p(1))

Aplicando el teorema de Girsanov, se tiene que Vj € {1,...,n}

20) = Sbeant [ k) = (k) = 5 L 2y(h) | a

B(
+ [ (dw<k>+aj<t>T(a<t>a<t>T)‘
S;

t ~
- ﬂ(( )) p (/0 —% Il oj(k) 112 dk:+/0 Uj(k)dW(].g)> - (D.30)
La formula de Ito da la correspondiente EDE
S s
dZj = ﬁj(t) o ()W (¢).

El proceso del activo bajo @ es

¢ 1 ¢ .
5,0 = Syttreap ([ (r0) = 5 1 o3(0) I2) i+ [ oy )
La medida Q es generalmente llamada la medida neutral libre de riesgo, bajo

esta medida algin flujo de los activos es igual a la tasa de apreciacion del mercado
de dinero libre de riesgo.

Cambiando de 3(t) a S;(t), simplemente se define una nueva medida dada por
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) T T
49 :exp</0 AR E =5 [ 11#) ||2dk),

V() = —oi(t).
En el caso de Black-Scholes (u—1)/s = A.

con



Apéndice E

Valuacién de opciones europeas
mediante la ecuacion diferencial

parcial (EDP)

E.1. Nociones de valuacion

Para entender un poco mas a las opciones, es necesario conocer algunos elemen-
tos matematicos que ayuden a formular los modelos que permiten su descripcién
cuantitativa, es decir, el calculo del precio de una opcion, asi como cudl es el mejor
tiempo para ejercerla.

Es importante mencionar que el estudio se hace basandose en opciones europeas
( pueden ser sélo ejercidas en la fecha de vencimiento), ya que son las més faciles de
estudiar.

Para llevar a cabo un buen anélisis de cudl es el precio de ejercicio (strike) de
una opcién, primeramente se mencionan dos ideas bésicas.

E.1.1. Modelo del valor presente

Uno quisiera saber ; Cuanto se tendria que pagar ahora, para garantizar un monto
FE en un tiempo futuro T'?, en otras palabras, ; Cudl serd el monto obtenido al invertir
el dinero en el banco?. Este hecho esta representado por el proceso deterministico
siguiente:

S M), (E.31)

173
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Donde M corresponde al monto de dinero invertido en el banco, r la tasa de
interés libre de riesgo y t el tiempo.

Y la solucién general estda dada por

M= Ee_ftTT(s)ds,

E.1.2. Modelo para valuar opciones

Las condiciones de constante cambio en el mercado, afectan el comportamiento
del activo subyacente y es necesario incorporarlas en los modelos de valuacién de
opciones. Supdngase que procesos estocdsticos de tipo markoviano son los adecuados
para describir el comportamiento de productos financieros.

El cambio absoluto en el precio de la opcién no es en si mismo una cantidad 1til.
Con cada cambio en el precio se asocia una ganancia normalizada, definida como el
cambio en el precio dividido por el valor original, dS/S.

Ahora se dard un modelo para el cdlculo de la ganancia.

Sean

t= tiempo,

S= precio del activo subyacente.

Si se consideran pequenos intervalos de tiempo dt, en los cuales S cambia como
S+dS, se desea saber a qué corresponde la ganancia de la opcién normalizada dS/S.

La ganancia del modelo se descompone en dos partes:

1) pdt corresponde a la parte deterministica del modelo, donde y es la tasa media
de crecimiento del precio del activo subyacente.

2) odX representa el cambio aleatorio en el precio del activo subyacente en respues-
ta a efectos externos. Esto se representa al sumar el término odX a dS/S, en
donde o es la volatilidad, es decir, mide la desviacién estandar del activo sub-
yacente, y dX representa un proceso de Wiener o movimiento Browniano.

De acuerdo a los dos factores que conforman la descomposicién, se obtiene la
Ecuacion Diferencial Estocdstica (EDE):
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% = 0dX + pdt. (E.32)

Considérese el caso en el que o = 0, es decir, el activo subyacente estd libre de
riesgo. La ecuacién anterior se reduce a:

dS
— = udt.
S K

Si u es constante, se obtiene la solucién explicita de la ecuacion, usando el método
de variables separables:

S = Sge“(t_t(’),

con Sy el valor de S al tiempo t = tp.

Por lo tanto, si ¢ = 0, el precio es deterministico y se puede predecir en un
futuro con certeza y obedece a la ley de interés compuesto.

Ahora, si se considera el término de la ecuacién odX, el problema resulta més
complejo, pues se tiene en efecto una EDE cuya solucién es, a su vez, un proceso
estocdstico. (No tiene sentido visualizar a la solucién como una tnica curva. Es més
util pensar en las diferentes realizaciones de este proceso).

Como se mencioné con anterioridad dX representa un proceso de Wiener o
movimiento Browniano.

Si se consideran tanto las propiedades de dS/S como la propiedad markoviana,
entonces S + dS depende sélo del precio de hoy y

E[dS] = uSdt,
pues E[dX] = 0. Ademds
varlds] = B |(dS)?] - EldS]? = o?5%t.

A partir de lo anterior, se genera el resultado mas importante para la manipu-
lacién de variables aleatorias.

E.1.3. Lema de Ito

De acuerdo al Teorema 2, a continuacion se enuncia lema de Ito, en forma de
ecuaciones diferenciales.
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Lema 10 Sea X; una integral estocdstica, que satisface la siguiente ecuacion dife-
rencial estocdstica

dXt = ’LLtdt + UtdBt.
Sea (z,t) — f(x,t) € R es C?; t€[0,00), ¥ € R en R x [0,00), entonces

}/;f = f(Bt7 t)u
es nuevamente una integral estocdstica y se puede representar como
of o0 f

1
(X, t)dt + S2(X, 1)d X, + §W(Xt,t)(dXt)2. (E.33)

of

dy, = 2L
LT ot

Para nuestro caso, considérese en el lema de Ité el proceso definido por la EDE
(E.32) y a Y; dependiendo solo de la variable S, entonces se obtiene la siguiente
ecuacion deferencial parcial

df ﬁ 12 2 A f
df—anSdX+< dS+ 258 ) ar. (E.34)

Este es el lema de It6 relativo a cambios pequenos en una funcién de variables
aleatorias.

Si se generaliza el Lema de It6 se obtiene el siguiente resultado.

Se considera una funcién f(S,t) con variables S y t. De acuerdo al lema de Ito
se llega a la ecuacién

of Of |1 500*f  Of
df = SanX+<SaS+ Sas2+at dt. (E.35)

Para una demostracion rigurosa véase ([55]).

E.1.4. Valuacién de una opcién europea mediante la ecuacion de
Black-Scholes

La solucién a esta ecuacién ofrece con un alto indice de confiabilidad el precio
de una opcién, por lo cual en esta seccién se discutira con mas detalle.

Se presentan a continuacién algunos hechos para poder entender mejor la ecuacién
de Black-Scholes.
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1) El precio del activo subyacente, S, es un proceso lognormal que satisface la EDE
(E.32).

2) El interés libre de riesgo, r, y la volatilidad del activo, o, son conocidas como
funciones del tiempo sobre la vida de la opcién (por simplicidad se consideraran
en lo que sigue constantes).

3) No hay costos de transaccién asociados con las inversiones de portafolio.
4) El activo subyacente no proporciona dividendos durante la vida de la opcién.

5) No existen posibilidades de arbitraje.

Por el principio de no arbitraje (ver subseccién 3.5), algtin portafolio que puede
replicar el pago de una opcién debe tener el mismo valor que el de la opcién.
El analisis de Black-Scholes utiliza un argumento dinamico de cobertura para
crear un portafolio, el cual replica al pago de la opcion.

En resumen, un inversionista no puede tener ganancias excesivas sin sufrir
ningin riesgo. Esta importante suposicién implica que la ganancia de algin
portafolio sin riesgo esta asociada a una tasa de interés libre de riesgo.

6) Las transacciones del activo subyacente pueden efectuarse de manera continua
en el tiempo.

7) Ventas en corto son permitidas. Se supone que se puede comprar y vender un
nimero (no necesariamente entero) de activos subyacentes.

Ahora se construird la ecuacién de Black-Scholes utilizando como base el lema
de Ito.

Supdngase que se tiene una opcién, de compra o venta, con precio Vg, (S, t), que
depende de S y t.

Usando el lema de Ito (E.35),

a5 27 % a5z T o

AVigy = AT <MS (E.36)

0?Ve,  OVieu
dt.
= )

Esto da el camino aleatorio seguido por Vg,. Se construird un portafolio repli-
cador de tal forma que se elimine la componente aleatoria mediante la eleccién
adecuada de cierto nimero -A.

El valor del portafolio es:
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= Vg, — AS. (E.37)
Por consiguiente el incremento en el valor de este portafolio en cada paso del

tiempo es:

dr = dVg, — AdS. (E.38)

Aqui A se mantiene fijo en este intervalo.

Sustituyendo (E.32) y (E.36) en (E.38) se obtiene:

aVEu
oS

o5 37 a2 T o

dr =08 ( — A) dX + (uS — ,uAS) dt(E.39)

se puede eliminar la componente aleatoria escogiendo a

aVEu
s’

Note que A es el valor de 9V/9S al comienzo de cada paso del tiempo dt. Entonces
se obtiene un portafolio cuyo incremento es completamente deterministico:

A =

(E.40)

d7r—< ot 50 S e | dt. (E.41)

Si se consideran los conceptos de arbitraje y oferta y demanda, con la suposicién
de no costos de transaccion. La ganancia de un monto 7 invertido en activos sin
riesgo tendrd un crecimiento de rmdt en un tiempo dt. Si el lado derecho de (E.41)
fuera mayor que este monto, un oportunista podra garantizar un beneficio sin ries-
go pidiendo prestado un monto 7 e invertirlo en el portafolio. La ganancia de ésta
estrategia serd mayor que el costo del préstamo. Inversamente, si el lado derecho de
(E.41) fuera menor que rmdt entonces el oportunista acortard el portafolio e inver-
tird 7w en el banco. Ambas estrategias del oportunista hardn un beneficio instantaneo
sin riesgo, sin costo. La existencia de cada estrategia del oportunista con la habilidad
de un negocio a bajo costo asegura una ganancia en el portafolio y un monto sin
riesgo més o menos igual. Entonces para garantizar ausencia de arbitraje, sera lo
mismo invertir en el portafolio que invertir el dinero en el banco. Por lo tanto se
tiene de hecho la igualdad:

rrdt = < 5 +350 S 592 dt, (E.42)
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sustituyendo (E.37) y (E.40) en (E.42) se tiene:

8VEu
ot

2
52529 Vi + g Ve

1
- — Ve, = E.4
2 052 oS "Veu =0, (E.43)

que se conoce como Fcuacion Diferencial Parcial de Black-Scholes.
De la ecuacién (E.43) se observa que:

a) A es la tasa de cambio en el precio de una opcién en un portafolio de opciones
con respecto a S, la cual es también conocida como cobertura del portafolio.

b) El operador lineal diferencial Lpg dado por:

o 1 2 )
Lne—e 2 4 Lo2g2 0" 9
BS =5t 37 S g trigg

tiene una interpretacién financiera: es una medida de la diferencia entre la
ganancia si se invierte en el portafolio (E.37) y la ganancia al depositarlo en
el banco.

¢) La ecuacién de Black-Scholes no contiene a p, es decir, la valuacién de una opcién
es independiente de que tan rapidamente crece un activo.

d) La ecuacién es de tipo retrégrado (backwards).

Ahora se determinaran las condiciones de frontera para una opcién de compra y
una opcién de venta.

Condiciones de frontera y final para opciones europeas

Para una opcién de compra el pago al expirar se denota por C'g,(S,T') con precio
de ejercicio F y fecha de expiracién T

La condicién final puede ser determinada facilmente en t = T, pues estd dada
por:

Cpu(S,T) = max(S — E,0).

Las condiciones de frontera son determinadas por el precio del activo cuando
S =0y S — oo de la siguiente manera.

1) Si S=0= dS =0, por lo tanto S no cambia (de E.32).

2) Si S =0 = al expirar el pago es Cg,(0,t) = 0.
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3) Si S — oo el precio es Cgy(S,t) =S —E ~ S.
Andlogamente para una opcién de venta, la condiciéon final seria el pago

Py (S,T) = max(E — S,0).
En el caso limite en el que S = 0, el pago final debe ser ciertamente E y por
consiguiente:
Pr,(0,t) = Be T,

Ma3és generalmente se obtiene:

T
Ppu(0,) = Be™ Jo 707

Si S — o0, el precio de la opcién Pgy(S,t) — 0.

E.1.5. Solucién explicita de la ecuacion de Black-Scholes para op-
ciones europeas

Para poder encontrar el precio de una opcién es necesario entonces resolver
la ecuacion de Black-Scholes. Para ello se tiene una herramienta muy ttil que es la
ecuacion de calor, ya que después de hacer una serie de transformaciones adecuadas,
la ecuacién de Black-Scholes se reduce a la ecuacion de calor, que es posible resolver
explicitamente.

Haciendo los siguientes cambios de variable en la ecuacién (E.43),

S = Ee”, t:T—%ﬂyCEu:Ev(x,T)

2

y después el cambio de variable v = e** A7y (z, 7), se llega a

ou  0%u
Ezﬁ para —oco<z<oo y T>0,
donde
v = 6_%(k1_1)$_i(k1+1)27'u($’ 7—)’

con u(x,0) = ug(xz) = mazx (e%(klﬂ)x - e%(kl_l)x, 0), con ki = r/%az.

La solucién de la ecuacion de difusion es:

= [ e (544
Nz 7oouose s, .

u(x,7) =
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donde ug(z) es u(z,0).

Si se regresa a las variables originales

v =log(2), 7= La*T—1) y Cp, = Bola,)
E 2
se tiene que:
Cpu(S,t) = SN(dy) — Ee "IN (dy), (E.45)
donde
1 d1 1.2
N(dy) = —/ —2%d
( 1) vV 27 —00 ‘ §

N(+), es la funcién de distribucién acumulativa para una distribucién normal,

5 — log(£) + (r+ 302)(T —t)
b o /(T —1)

o log(F) + (r— 5o (T —1)
’ o (T—1)

(E.45) es la solucién explicita a la ecuacién de Black-Scholes.
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Apéndice F

Cambio de medida y féormula de
Samuelson

F.1. Cambio de medida representacién de martingalas

La idea principal de la técnica de cambio de medida consiste en introducir una
nueva medida de probabilidad llamada funcién de densidad, la cual generalmente
no es una funciéon de densidad de probabilidad.

F.1.1. Probabilidades equivalentes

Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad. Una medida de probabilidad @ en

(©, A) es absolutamente continua relativa a P si

VYVac A Pla)=0 = Qa)=0.

Teorema 23 () es absolutamente continua relativa a P si y solo si existe una va-
riable aleatoria no negativa Z en (Q, A) tal que

Vae A Qa) = / Z(w)dP(w).
Z es llamada la densidad de @) relativa a P y algunas veces es denotada por
dQ/dP.
F.1.2. Teorema de Girsanov

Sea (2, F, (F})o<t<T, P) un espacio de probabilidad filtrado bajo un movimiento
browniano estdndar (Bt)o<¢<7 en el intervalo de tiempo [0, T7.

Teorema 24 Sea (qt)o<t<T un proceso adaptado que satisface jg q?

tal que el proceso My es definido por

ds < o0 ¢.s. y

183
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t 1 st
M; = exp (—/ qsdBs — f/ qids) , (F.46)
0 2 Jo

es una martingala. Entonces bajo la probabilidad P™) con densidad My relativa a P,
el proceso (Wy)o<i<r definido por Wy = By + fg qsds, es un movimiento browniano.

F.1.3. Estimacién y cobertura de una opcion en el modelo de Black-
Scholes

i) Black-Scholes describen el comportamiento del precio como un modelo a tiempo
continuo con un activo sin riesgo (con precio S; al tiempo ¢) y una accién sin
riesgo, llamada bono (con precio (; al tiempo t), ésta tltima descrita como la
ecuacién diferencial deterministica

dBy = rfdt, te€ [O,T], (F47)

donde r > 0 es la tasa de interés del bono.

ii) Se supone que el precio del subyacente es determinado por la siguiente ecuacién
diferencial parcial

dsS; = St(udt + O'dBt), XS [O,T], (F48)

donde p y o son constantes, la primera es la tasa de crecimiento y la segun-
da es la volatilidad , ambas del activo subyacente respectivamente, (B;) es el
movimiento browniano estandar y T es el tiempo de maduracién o ejercicio de
la opcién.

La solucién cerrada de dicha ecuacién estd dada por

2
Sy = Spexp (,ut — %t + aBt> , (F.49)

donde Sy es el precio al tiempo 0. Es importante mencionar que Sy es consi-
derado un proceso lognormal.

iii) El portafolio al tiempo ¢ consiste de a; unidades del subyacente y b; acciones
del bono. Asi el valor de dicho portafolio al tiempo t es

Vi=a;Se + b3, t€ [O,T} (F50)
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iv) El portafolio es autofinanciable, es decir,

dVy = a;dSy + btdﬂt, te [O,T] (F51)

v) Al tiempo de maduracién, Vr es igual a la reclamacién contingente h(St) para
alguna funcién h dada. En el caso de una funcién de compra europea se tiene
el pago, h(s) = (S — E)T, donde E es el precio de ejercicio de la opcién y
analogamente para una opcién de venta, h(s) = (E — S)™.

Considerando el modelo anterior, se probarad que existe una probabilidad equiva-
lente a P, bajo la cual el precio del activo descontado S; = e~"*S; es una martingala.
De la EDE satisfecha por (S;), se tiene

dgt = —re*rtStdt + eirtdst
= Si((u—r)dt + odBy). (F.52)

Consecuentemente, si se considera a Wy = By + (u — r)t/o,

dgt = gtJth.

Entonces por el teorema de Girsanov, con ¢; = (1—1) /0, existe una probabilidad
P* equivalente a P bajo la cual (W;)o<t<7 es un movimiento browniano estandar.

Se admitird que la definicién de una integral estocédstica (Apéndice C) es invari-
ante por el cambio de probabilidad equivalente. Entonces bajo la probabilidad P,
se deduce que (S;) es una martingala y que

~ ~ o’t
Sy = Spexp | oW, — - ) (F.53)

Suponiendo que en el modelo de Black-Scholes existe una estrategia autofinan-
ciable (a¢, b) tal que el valor de V; del portafolio al tiempo ¢ estd dada por (F.50) y
que Vr es igual a la reclamacién contingente h(St).

Entonces el valor del portafolio al tiempo t es

V= Eq e T In(Sr) | B], te[0,T], (F.54)

donde Eg(A | F}) denota la esperanza condicional de la variable aleatoria A, dada
la filtracion F; bajo la nueva medida de probabilidad Q.
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F.2. Formula de Samuelson

Valuacién de opciones europeas mediante la formula de Samuelson

Considérese un modelo financiero de un periodo en el que hay una accién con
valor inicial Sy y valor final Sz, un bono con precio unitario y ganancia ¢’” y sea
g(St) el valor de un derivado de tipo europeo.

Supéngase que el proceso Sy considera una tasa de rendimiento esperado p (me-
dida fisica P) al tiempo T" definida como

e,uT _ EP(ST)
So

La ganancia para asegurar la pérdida potencial causada al ejercer la opcién,
cuando es justa, estd dada como la pérdida esperada cuando se ejerce en valor
presente. Entonces la tasa de rendimiento esperado de St es e*? y su valor presente
es e M S

Teorema 25 El precio p(g) de un derivado g(St) estd dado por

ST rT)
g (Soe
Ep(Sr)
donde Ep representa la esperanza matemdtica con respecto a la medida fisica y
r es la tasa de rendimiento libre de riesgo.

p(g)=e "TEp

(F.55)

Este teorema no es mas que la esperanza del derivado valuada en el valor pre-
sente de Sz, multiplicada por un uno (e "7+ 7T). Aqui e"7 representa el descuento
deterministico.

Es interesante observar que la férmula de Samuelson no hace alusién a una dis-
tribucién en particular, lo que es de gran utilidad cuando la distribuciéon de St es
cualquiera.

Como un caso particular se puede obtener la féormula de Black-Scholes si se
supone el modelo log-normal, es decir St puede escribirse como

dSt = uSdt + o SdXr

cuya solucion esta dada por

Sr = Soe(,uT—%UQ)T—i-O'XT .
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Entonces si se sustituye el valor de St y la correspondiente Sy/Ep(St), se obtiene

r Spel—30)T+o Xy ,
plg) = e Eq lg( - i Soe’" (F.56)
= e TEqlg(Spel 2 THoXT)), (F.57)

aqui Eg es la esperanza matemaética con respecto a la medida neutral, es decir, libre
de riesgo. En este caso se obtiene una medida libre de riesgo puesto que la esperanza
no depende del valor de i, sino tinicamente de r, la cual es tasa de rendimiento libre

de riesgo. Para cambiar de la medida fisica a la medida neutral ver las ecuaciones
(F.52, F.53 y F.54).

Asi se tiene la solucién

p(g) = SoN(d1) — Ee™"" N (dy).

donde N(+) corresponde a la funcién de distribucién acumulativa de una normal. La
cual coincide con la solucién analitica obtenida en Black-Scholes.
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Apéndice G
Riesgo de crédito

G.1. Definiciones complementarias

Definicién 20 (Riesgo) . Se define como la posibilidad de una pérdida financiera
debida a la componente aleatoria en la variabilidad del mercado.

El riesgo se puede dividir de la siguiente formas:

1. Riesgo especifico o no sistematico. Es la componente del riesgo asociada con una
posicién simple, es decir, afecta solo a un sector del mercado.

2. Riesgo no especifico o sistemético. Es el asociado con factores que afectan a todo
el mercado en general.

3. Riesgo de portafolio. Es la varianza de la ganancia, es decir, es la diferencia entre
la ganancia real y la ganancia esperada.

Definicién 21 (Crédito) . “Término utilizado para referirse a las transacciones
que implican una transferencia de dinero que debe devolverse transcurrido cierto
tiempo. Por tanto, el que transfiere el dinero se convierte en acreedor y el que lo
recibe en deudor; los términos crédito y deuda reflejan una misma transaccion desde
dos puntos de vista contrapuestos.”

Definicién 22 (Calidad de crédito de una obligacion) . Se refiere a la habilidad de
la contraparte a cumplir su obligacion. Esto abarca ambas, la probabilidad de incum-
plimiento de la obligacion y la tasa de recuperacion anticipada.

Para poner la exposicién y la calidad de crédito en perspectiva, cada riesgo in-
cluye dos elementos: la exposicién y la incertidumbre. Para el riesgo de crédito, la
exposicién del crédito corresponde al primero y la calidad de crédito representa el
segundo.

189
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Para préstamos a personas fisicas o pequenos negocios, la calidad de crédito es
evaluada a través de un proceso de calificacién de crédito. Para extender el crédi-
to, un banco u otro prestamista obtendra informacion de la parte que solicita el
préstamo. En el caso de un banco que emite tarjetas de crédito, esta puede incluir
la parte del ingreso anual, existencia de deudas, si cuenta o es dueno de su casa,
etc. Una formula estandar es aplicada a la informacién para producir un nimero el
cual es llamada calificacién de crédito. De acuerdo a esta calificaciéon, la institucién
prestamista decidira si extiende el crédito o no.

Definicién 23 (Andlisis de crédito) . Es usado para describir algun proceso para
evaluar la calidad de crédito de la contraparte.

Definicién 24 (Analista de crédito) . Es la persona o personas que se dedicardn
a revisar la informacion de la contraparte. Esta pude incluir su hoja de balance,
estado de ingreso, ambiente econémico actual, etc. Ellos pueden también estimar la
naturaleza exacta de la obligacion.

G.2. Estimacién de derivados con contraparte riesgosa

Los derivados financieros con riesgo de incumplimiento en la contraparte pueden
ser estimados usando muchos de los modelos mencionados anteriormente de la si-
guiente forma:

a) Modelos del valor de la firma. El primer modelo de valuacién que direcciona
el problema de la contraparte riesgosa, fue hecho por Johnson y Stulz(1987).
Ellos también introducen el término de la opcién vulnerable para una opcién
que contiene riesgo de incumplimiento de la contraparte. Su aproximacién es
una extension del modelo de bono coorporativo de Merton. Especificamente se
supone que la funciéon de pago de una opcién de compra vulnerable estd dada
por

A(T) = min(V(T), max(S(T) — E)),
donde V(T) es el valor de la contraparte de las acciones de la firma, S(T') es

el valor del activo subyacente y F es el precio de ejercicio de la opcidn.

Existe una extension del modelo de Johnson y Stulz para muchas pequenas
reclamaciones, considerando la siguiente funcion de pago para una opcién de
compra

A(T) = max(S(T) — E,0)min (V?T)D, 1> .
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Otros estudiosos de estos modelos son Hull & White(1992,1995), ellos consi-
deran el incumplimiento de la firma en sus obligaciones cuando el valor de la
firma alcanza una frontera exdgena especifica. La tasa de cobertura es tam-
bién exdégena y se supone cero en su implementacién. También consideran
la correlacién entre el valor de la firma y el valor del activo subyacente. Ob-
tienen los precios de las opciones vulnerables construyendo un arbol trinomial.

Klein (1996) supone que cada reclamacién no pagada es insignificante con res-
pecto a todas las reclamaciones. En caso de bancarrota al madurar cada dueno
de la reclamacién recibe una accion del resto de las acciones de acuerdo al valor
de la reclamacion relativa a la suma de los valores de todas las reclamaciones
restantes.

b) Modelos de intensidad. Algunos de los modelos de intensidad también pueden
ser usados para valuar opciones vulnerables. El precio de una reclamacién
contingente es

X, = B(t)Eq [B~(T)X(T) | B, (G.58)

donde B(t) es el mercado de dinero libre de riesgo. Este hecho pertenece tam-
bién a las reclamaciones vulnerables. La unica diferencia en el caso de las
reclamaciones vulnerables es que la funcién de pago X (t) es diferente.

Entre los autores se encuentran Jarrow & Turnbull(1995), quienes llegan a una
simple representacion para opciones con crédito riesgoso, dada por la siguiente
representacion

XU(t) = X (1) Eqle(T) | F],

X(T) en (G.58) es X (T)e(T) para la reclamacién riesgosa y e(T") es indepen-
diente de la tasa de interés.

Los modelos que pueden ser extendidos a opciones vulnerables fueron estudia-
dos por: Lando(1994); Jarrow, Lando & Turnbull(1995,1997); Duffie & Single-
ton(1995) y Duffie, Schoroder y Skiadas(1996). El resultado principal de estos
modelos de intensidad es que el riesgo de crédito puede ser tomado en cuenta
cambiando la tasa de descuento de acuerdo a

r(t) = r(t) = At)(1 - 8(1)),

donde A(t) es la intensidad de incumplimiento y 1 — §(¢) apunta en la recla-
macién cuando el incumplimiento ocurre. La representacién general del precio
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de la reclamacién contingente de acuerdo a la ecuacilén (G.58) cambia
T
X4(t) = Eg lexp (—/ r(s) — A(s)(1 — (5(3))ds> X(T) | Ft] .
t

c) Swaps. Estos poseen dos problemas especiales para la estimacién de modelos de
riesgo de crédito. Primero, los swaps involucran una serie de flujos de efectivo.
Esto hace al tiempo de incumplimiento modelado critico a un analisis. Segun-
do, el riesgo de incumplimiento estd en dos lados, es decir, ambas partes de
la firma a un swap puede incumplir. Ademas, los contratos de swaps general-
mente contienen redes implicitas de acuerdos con el efecto de que sélo el pago
de diferencias son pagadas en lugar de un cambio de pagos totales.

La valuacién de los swaps con riesgo de incumplimiento fue primeramente
considerado por Sundaresan(1991), el incorpora el resgo de incumplimiento
como una prima instantdnea en la tasa corta. Se especifica una prima de in-
cumplimiento = dada por el proceso de Cox-Ingersoll-Ross dx = b(a — z)dt +
ov/xdW (t), donde W (t) no esté correlacionado con el movimiento browniano
del proceso de la tasa corta.

Cooper y Mello(1991) direcciona los efectos del riesgo de crédito en swaps
entre la estructura del valor de la firma de Merton. Consideran el caso en que
la firma riesgosa entra dentro de un swap de acuerdo con la contraparte sin
riesgo. Si la firma no incumple, el pago del swap simple a la parte sin riesgo
es A(T) = F(T) — X(T), donde F y X son los valores de las partes fijas y
variables del swap, respectivamente. Suponen que existe sélo un pago final sin
provocacion, sin embargo la contraparte debe hacer el pago si el riesgo de la
firma estd ya en bancarrota. Muestran que bajo estas condiciones en el pago,
el valor del swap puede ser escrito como

Si = fi — X, — B(V, X, F).

St es el valor del swap, F; y X; son los valores fijos y variables del swap al
tiempo ¢, anterior al pago y P,(V, X, F') el valor de una opcién en el maximo
del valor de la firma y el pago variable con un precio de ejercicio del valor del
pago fijo. Aplican este resultado a la tasa de interés y a los swaps actuales y
extienden su andlisis para cubrir reglas de pago alternativas, considerando el
caso donde los pagos son hechos sélo si ambas partes son solventes y el caso
donde las reclamaciones del swap son pagadas antes de las reclamaciones del
bono, es decir, donde las reclamaciones del swap son mayores a las reclama-
ciones del bono. En este caso, la expresién para el precio del swap se simplifica
como:
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Si=fi—- X4 —P(V+X,F),

donde P,(V + X, F) es una opcién de venta estandar al valor fijo del swap en
la fecha de pago. Esta opcién es equivalente al de una opcién de venta que
aparece en el precio de un bono incumplido en el modelo de Merton.

Sorensen y Bollier(1994) analizan la emisién de un riesgo de incumplimiento
bilateral. Ellos usan una aproximacién tradicional, basada en probabilidades
empiricas de incumplimiento, no en un modelo de riesgo de crédito.

Hull y White(1995) usan su modelo de riesgo de crédito, con respecto al valor
de la firma, para estimar los swaps sujetos al incumplimiento por una contra-
parte.

Jarrow y Turnbull(1996a) extienden la version del tiempo discreto de su propia
aproximacion a un swap bilateral de incumplimiento riesgoso. En lugar de un
s6lo proceso de bancarrota, hay dos procesos, uno para cada proceso de in-
cumplimiento. Las intensidades son exdgenas y constantes.

G.3. Estimacion de derivados de crédito

Los derivados de crédito son derivados con riesgo puro de crédito, donde el pago
es dependiente de una séla variable de crédito y no es afectada por otras variables
tales como la tasa de interés. Se distinguen entre el seguro de deuda y derivados
spread.

a) Seguro de deuda. La forma més simple de derivados de crédito son contratos
de seguro de deuda. Dichos seguros o deudas garantizadas han existido por
un largo tiempo y son designados para cubrir la pérdida financiera completa,
resultado de un evento de incumplimiento. Todos los modelos de riesgo de
crédito que dan estimaciones para el bono de crédito riesgoso pueden también
estimar simples derivados de crédito. La estimacién del seguro es determinado
por la diferencia de los precios del incumplimiento libre y los bonos incumpli-
dos. Estos fueron estudiados por Merton(1977,1978).

b) Derivados spread. Estos derivados se distinguen de los derivados de crédito tradi-
cionales, en que ellos no aseguran la pérdida de incumplimiento, pero dan un
cambio de la calidad del crédito. Este cambio en la calidad del crédito es
usualmente medida en la forma de spreads dados. Sin embargo, derivados con
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solvencia son también concebibles. Simples modelos de crédito tales como los
presentados anteriormente y generalmente modelos de riesgo de crédito para
bonos riesgosos no pueden ser usados para valuar derivados de crédito spread,
asi que algunas extensiones son posibles.

Los autores que hacen referencia a estos modelos son: Das(1995), Longstaff y
Schwartz(1995b) y Pierides(1997).

G.4. Como construir matrices de transicion

Construir matrices de transicién de ciclo dependiente es similar usando las cali-
ficaciones de crédito (exposicién corporativa) o clasificacién de crédito (exposicién
detallada) y los pasos a seguir son los siguientes:

1. Determinar el espacio de estados S. En el caso de portafolios corporativos
cada calificacion de crédito puede corresponder a un estado particular en S.
En el caso de portafolios detallados, puede ser mas apropiado definir rangos
de clasificaciones para cada estado.

2. Determinar el tamano del paso de la transicion. El tamano del paso de la
transicion no sélo dependerd de los objetivos de la institucion sino también de
la disponibilidad de las estadisticas macroeconémicas afines.

3. Colectar datos de las calificaciones de crédito. Colectar datos de las ca-
lificaciones de crédito de los deudores considerando un horizonte de tiempo
razonable. Estos datos seran subsecuentemente usados para el desarrollo de la
matriz de transicién. Es aconsejable considerar un ciclo econémico completo
que permita sesgar la estimacién y en el caso de prolongar la prosperidad del
crédito usar de dos a cinco anos de ciclos de actividad.

4. Construccién de la matriz de transiciéon P(t). Una vez que las exposiciones
han sido clasificadas dentro de sus respectivos estados en el espacio S, la ma-
triz de transicién para un periodo en particular puede ser construido. Para
hacer esto, sélo las exposiciones que tengan una calificacién al comienzo del
periodo t y k 4+ 13 meses mas tarde deberian ser considerados.

Si se llma N (t)i al niimero de exposiciones que estén en el estado i al tiempo ¢,
y N(t+k)ij el nimero de exposiciones que estuvieron en el estado i al tiempo
t y estdn en el estado j al tiempo ¢ + k, se tiene:

N(t+k)ij
donde N R representa la exposicién no estimada.

p(t)ij =
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Es importante tener en mente que la exposicién de incumplimiento al tiempo
t deberia ser considerada como la exposicién de incumplimiento al tiempo
t + k. La metodologia supone que el estado de incumplimiento es un estado
absorbente.

5. Determinar el factor de riesgo y construir el vector r(t). Un factor de
riesgo macroeconémico deberia ser determinado. Por construccién este factor
de riesgo deberia tomar valores mayores cuando el riesgo se incrementa. Este
factor puede ser tan simple como una variable macroeconémica o el resultado
de una regresién econométrica.

6. Hacer la regresién de la matriz de transicién P(t) con el vector r(t). La
regresion dard los valores de las matrices A y B.

7. Implementar las matrices de transicién.
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Apéndice H

Solucién explicita de la ecuacién
de Fokker-Planck

En este apéndice se verificard que la funcién de densidad, determinada para el
caso particular en que S sigue un proceso lognormal (Black-Scholes), dada por

1 ~[t0g(5) (=302t 0] soriis

oS*\/2m(t* — t)e

satisface tanto la ecuacién diferencial parcial de Fokker-Planck, asi como la ecuacién
de Kolmogorov hacia atras.

P(S, 15 5%, 1%) = (H.59)

Sean S el valor inicial del activo subyacente y t tiempo inicial y S*, t* son los
valores futuros correspondientes. Entonces la funcién de densidad mide la proba-
bilidad de que el activo subyacente tome el valor de S* al tiempo t*, dado que al
tiempo inicial (o anterior) ¢ tomé el valor de S.

Lema 11 La funcion de densidad (H.59) satisface la ecuacion diferencial parcial de
Fokker-Planck dada por

dp
ot*

0?p
65*2

= %025*2 + (0% — p)p. (H.60)

Demostracion

Para verificar que la ecuacién (H.59) satisface la ecuacién diferencial parcial
(H.60), hay que determinar las derivadas correspondientes, pero antes se define
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1
A =

oSV2m
B _ o lea) -t -t0)] s

De acuerdo a las definiciones anteriores, se tiene p(S,t;S*,t*) = AB.

Tomando las derivadas con respecto a S* y t* correspondientes de la ecuacién
(H.59) se tiene

o 1 B 1 5|2 (1og (%) = (0= 30) " =)
aS* 682\ 2n(t* —t) oS*\/2r(t* — 1) 25*02(t* — t)
AB
= - ABK
gv TAPN
con

25*02(t* —t)

o [l () (1) e )]
| |

9?p 2B BK BK BK?

05+2 oS3\ 2n(t* —t) oS\ 2n(t* —t) oS*2\/2nm(t* —1t) * o S*\/2m(t* —t)

+US*\/2f(t*——t) (202(;2_ 5 l(l/s*)s* = 109(5*/5)5*—2 (1 — (1/2)0%) (1 - t)D
= 2?5 - 2A§kK + ABK®
w8 (e [ A0
= 2?5 - 2%{ + ABK?
e (2025*_5* 4 N A m)
_ 2% B 2A§*K © ABK? — 025*;45* S Aff(-
gtp* - 205*(2;3213_ Y 1+ AB [2(109(5*/5) — (p —2((112202_)(5 — ) — (1/2)02)]
[ W



199

—nB L S K(log(5"/S) — (n— (1/2)0*)(t* 1))

o S*(2m(t* —t))3/2 2(t — t)

= — AB [S*K(u—(1/2)02)
—mAB 1

= ——— —AB(S*K(u— (1/2)0%) — =52 K?2 2)
SRt (5K (1/200) - ;57 K*20
—AB 1 1

- " __ AB * K —*Q*K—**QKQ 2>'
20— 1) (S g S 25 o

Sustituyendo las respectivas derivadas en la ecuacién (H.60) se tiene

dp

9o _ 1 52 @p
= 75 a5

2 * 2
g 5 552 T (207 —p)S + (0 = wp
_ L oage {2143 3ABK

AB
_——_— 2 _——_—,—
2 5*2 S* + ABK 5*20.2 (t* _ t)]

_;B + ABK) + (02— p)AB

3 1 1
= AB l:O'2 — §U2S*K+ 50’25*2K2 — m — 20'2 +N+2S*02K—/LS*K+U2 — U

1 1,
1 %S'K — uS'K| .
2t —1) 27 a ]

+(25*0% — uS*) (

— AB BUQS*?Kz —

Por lo tanto la funcién de densidad (H.59) satisface la ecuacién de Fokker-Planck
(H.60).§

Lema 12 La funcidn de densidad (H.59) satisface la ecuacion de Kolmogorov hacia
atrds siguiente

2
9% _ _10252Q — MS@

ot 2 052 a8 (H.61)

Demostracion

Andlogo a la demostracién anterior, se determinan las derivadas parciales de la
funcién de densidad, pero ahora con respecto a S y t. Se consideran A y B con
los mismos valores que en la demostracién anterior. Entonces las derivadas quedan
como

9p _ log(8*/8) — (p— (1/2)0”)(t* 1) | _
5 = AB [ ST =) ] = ABJ, (H.62)

con

7 [log(S*/S) — (= (1/2)0®)(t" — t)]
So?(t* —t) '
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0?p

252

ot

ABJ? + AB

ABJ?> + AB

[—(1/8)Sa%(t" = ) — [log(§*/$) = (1= (1/2)02) (t* = )] (*(t* — )

I (So2(t* —t))?

I Jo(t* —t)
| S202(t* — 1) Soi(tr —t)

ABJ? + AB | 55— — = .

. J]
S22t —t) S

B [
TAB
27 (t* —t)

AB
2t —t)

7B | 2U0g(57/9) = (1= (1/2)0?)(t" ~ 1) (1 = (1/2)0?)
o S*(2m(t* —t))3/2

(log(8*/8) — (1 — (1/2)a*)(t* — 1))?

252t — t)

202(t — t)?2

2
— AB [SJ (,u - 502) + 52'02{]2]

— AB

1 S2
SJu— §O'QSJ+ 202J2] .

Sustituyendo las derivadas en la ecuacién (H.61) se tiene

Op
ot

1 520% 9p

275 95 1553

1, 2[ ) AB JAB
_- ABJ? _ _

279 ST RS

oo pp, AB 1,

30" 5P ABI + 5p—p + 50" ABJS — uSABJ

] — uSABJ

AB

———— — AB
2t —t)

1 S2
SJu— §UQSJ+ 7U2J2 .

Asi la funcién de densidad satisface las ecuaciones de Kolmogorov hacia atréas y
hacia adelante (Fokker-Planck). §

|



Apéndice 1

Probabilidad del tiempo de
salida

I.1. Ecuacion del tiempo de salida

Independiente de la densidad de las probabilidades, existe otra funcién impor-
tante para caracterizar el comportamiento de un proceso estocastico, la cual puede
verse como una aplicacién a la ecuacion de Fokker-Planck.

Se inicia el estudio de esta funcién considerando el caso unidimensional. Suponga
que el dominio es la linea recta y que a lo largo de ésta se mueve un punto aleatorio
para el cual la correspondiente funcién de densidad satisface la ecuacion de Fokker-
Planck (1.9).

Se calcula la probabilidad de que una trayectoria que parte del punto x € [a, ]
al tiempo ¢ = 0, salga de dicho intervalo en algiin momento entre [0,#]".

Se denota por p(z,t) a la probabilidad requerida y se obtiene la ecuacién dife-
rencial parcial del tiempo de salida

[ op 0%p

O @)l o) S (1.63)

Las condiciones inicial y de frontera son:

a) p(x,0) =0 si xze(a,b)

"También se puede suponer el problema de la probabilidad de un punto aleatorio pasando sélo
a través del lado derecho o izquierdo del intervalo, o finalmente, la probabilidad de no salir del
intervalo. La ecuacién diferencial parcial no cambiaria, sin embargo las condiciones de frontera
serfan diferentes para cada problema.
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b) p(a,t) = p(b,t) = 1 para toda t.

Se investiga p(x,t+7). Al tiempo inicial ¢ = 0 el punto representativo est4 fijo en
x y al tiempo 7 la densidad de la probabilidad es p(z, 7, €). Entonces la probabilidad
de salir del intervalo [a, b] durante el tiempo pequenio 7 es

b
plx, t+71) = / p(x, 7,€)p(e, t)de. (1.64)

a

Expandiendo p(e, t) en series de Taylor, se encuentra

X 2 xr
pet)= oty + PED gy L TABD

1 Pplz+6(c—x),t 3
1-2-3 93 (e = 2)"

Ahora substituyendo el desarrollo anterior en la ecuacién (1.64), se obtiene

b T b
ple,t+71) = p(:n,t)/a p(x, 7, €)de + (9péx, 2 /a p(z,7,€)(e — x)de

2 b
1 8/(;(;2’”/ p(z,1,€)(e — x)Qde

3olx €—x b :

+

[N )

Dividiendo por 7 y tomando el limite cuando 7 — 0, se obtiene la ecuacién
diferencial parcial del tiempo de salida

[ dp 1 4

o = f@) 5 + 36%(@)

0%p

5o (L.66)

Las condiciones inicial y de frontera son:
a) p(x,0) =0 si xze(a,b)

b) p(a,t) = p(b,t) = 1 para toda t.

1.2. Esperanza del tiempo de salida

La pregunta natural que surge es: j cudl es la experanza M (zx) del tiempo de
salida?, es decir, ; cudl es, en promedio, el tiempo necesario para que el punto
representativo z situado inicialmente dentro de (a,b), salga de dicho intervalo por
los extremos a o b7. Entonces la probabilidad de que el punto aleatorio salga del



L.2. ESPERANZA DEL TIEMPO DE SALIDA 203

intervalo durante el intervalo de tiempo [¢,t+dt] es (Op/Ot)dt, entonces la esperanza
esta dada por

M(z) = /0 - t%dt (1.67)

Para obtener la ecuacién diferencial para M, se deriva la ecuacién (1.66) con
respecto a t, se multiplican ambos lados por ¢ y se integra de (0, 00), para llegar a

0% dp 20,0 0% [, 0p
t— dt —dt, I
/0 e a/ + ()82/0 ot (1.68)
integrando por partes el lado izquierdo de la ecuacién anterior
/ 00 gy — [ ] / 8% (@, )] = —1 (1.69)
0o Ot? P ’

la ecuacion diferencial requerida tiene la forma

1 d*M dM
292( 1)+ f@) =1 (1.70)

Las condiciones de frontera son M (a) = M(b) = 0. De la misma formulacién del
problema se requiere que M (x) > 0.

I.2.1. Solucién a la ecuacién de la esperanza del tiempo de salida

Considérese el caso unidimensional de la esperanza M,(x) del tiempo de salida
del punto representativo, desde el punto x a la posicién ¢ (¢ < x). Se sabe que M (z)
satisface la ecuacién

1, d2M dM

Hay que considerar la condicién M (q) = 0, la solucién se incrementa cuando
r — oo. La derivada de la ecuacién anterior tiene la forma

e =

Para el caso en que C' = 0, la ecuacién anterior se reduce a

e’)(E de} e’@ px) =2 "L . (L.71)

2(e)

dM o2
e p(e) p(x)
{/z 720 e de} e\t (1.72)
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integrando y recordando que M (q) = 0 cuando x = ¢, se encuentra

M(z) = /: {/EOO gf(wep(y)dy} e de. (L.73)

con

P(z) = {/moo gziy)ep(y)dy} e~ P@), (I.74)

es el reciproco de la velociad media con la cual el punto representativo se mueve
de la posicién = a la posicion ¢ de derecha a izquierda. Similarmente, se encuentra

que la esperanza de M,(x) del tiempo de transicién del punto de la posicién z a la
posicién p (p > x) es representado por la integral

D €
M, (x) :/ {/ 2 ep(y)dy} e P e, (1.75)

x —00 92 (y)
donde

P(x) = [/_xoo 92??;) ep(y)dy} e P (1.76)

es el reciproco de la velocidad media en el cual el punto representativo se mueve de
la posicién = a la posicién p de derecha a izquierda.

Ejemplo 3. En este ejemplo se calcula la esperanza del tiempo de salida, corres-
pondiente al ejemplo 1 (en donde se tiene un estado de equilibrio).

ka3
p(r) = “AD
1 0o 4.2 22
va) = 5| [ W],
_ 1 T 2 22
P(x) = D[/ e%dy et
—o0

La esperanza del tiempo de salida de la posicién x = 0 a la posicién z = p (0 < p)
es
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Ejemplo 4. Se calcula la esperanza del tiempo de transicion, para el sistema bi-
estable (ejemplo 2).

plx) = % [2a2x2 - 374}

bx) = 5 U " ettty

—_

et % (2a2z2—x?) ’

€+ % (2a2z2—x%) )

La esperanza matematica del tiempo de transicién de la posicion x = —a al
punto z =p (—a < p < +a) es

1 (P e
My(—a) = o/ {/_ e4kD(2a2y2—y4)dy} e~ 1p (2% —€eh) g
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