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Introduccion

Una caracteristica que se ha observado con mucha frecuencia, en décadas
anteriores, es la presencia de leyes de potencias en fenémenos que pertenecen
a distintas areas de estudio, como es en fisica, biologia, economia y sociologia,
por mencionar las méas frecuentes.Ver [Mit04] y sus referencias.

Las distribuciones de ley de potencia, son muy distintas a las distribu-
ciones mas comunes, como la distribucién Normal, Poisson, Binomial, pues las
segundas muestran que los eventos estan mas concentrados dentro de un rango
de probabilidad, mientras que las primeras, presentan colas mas pesadas y por
lo tanto no se aprecia una concentracién. Ver por ejemplo la Figura 1 en la que
contrasta la densidad gaussiana con la densidad de una distribucion de ley de
potencia. Asimismo una caracteristica distintiva de los fenémenos que siguen
una ley de potencia, es que cuando se realiza un gran ntmero de repeticiones
independientes se observa que valores grandes de la variable aleatoria ya no
son tan raros.

Las leyes de potencia contienen a las distribuciones de Pareto o de Zipf, y
un ejemplo muy clésico que presenta una ley de potencia, y que fue estudiado
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cien afios atras, es la distribuciéon del ingreso, que fue modelada por Wilfrido
Pareto, de donde deriva su nombre. Como ya lo hemos mencionado varios
investigadores se han dado la tarea de entender cudles son las propiedades que
generan dichas distribuciones, y una rama de las matematicas de la cual se
han apoyado recientemente es la teoria de graficas, ya que en combinacién con
la teoria de probabilidad se crearon los modelos de graficas aleatorias, con el
proposito de describir o ejemplificar los fénomenos de vida real, por ejemplo las
relaciones sociales que existen entre los individuos de una poblacion, la red de
actores de peliculas, los links entre las paginas de internet y las citas entre las
publicaciones mateméticas. Barabasi y Albert son los pioneros que proponen
dichos modelos en [BA99].

Uno de los primeros modelos de gréficas aleatorias fue el modelo Binomial
el cual muestra como resultado que la distribucién de grados® de una grafica
aleatoria, tiene una distribucion Poisson, lo que implica que la mayoria de los
vértices tienden a tener un grado pequeno, y que los vértices con grado muy
grande son escasos.

En contraste, en la década de los 90’s, los fisicos Albert-Laszlé Barabasi
y Réka Albert, propusieron en [BA99] un nuevo modelo de graficas aleatorias
que adoptaba carateristicas del mundo real. Dicho modelo mostraba que la
distribucién de grados seguia una ley de potencias. Sin embargo, el modelo
tiene algunas impresiciones a nivel mateméatico, como se argumenta en [BR03|.
Esto dio paso al planteamiento de nuevos modelos de gréficas aleatorias, esta
vez absolutamente precisos, como el modelo LCD, y conforme ha pasado el
tiempo éstos fueron mas complejo. Citamos, por ejemplo, los de Bucley-Osthus,
Cooper-Frieze, entre otros, pues contemplan mas parametros; y a pesar de ello,
su distribucién de grados mantuvo la misma caracteristica, una ley de potencia.
Un panorama general de dichos modelos estan incluidos en [BRO3].

El objetivo de este trabajo es analizar los resultados sobre la distribucion
empirica de grados de los modelos de graficas aleatorias de Erdgs-Renyi y
Barabasi-Albert. Para el primer modelo, seguimos a [Bol82], mientras que
para el segundo, comenzamos con el anélisis heuristico de [Bar99], continuando
con el anélisis matematico riguroso de [BRSTO01]. Hay un argumento clave de
este ultimo articulo que no pudimos entender y que nos llevé a dar una prueba
independiente y mucho mas sencilla de que la sucesiéon de grados empirica
de una grafica aleatoria LCD converge casi seguramente a una distribucion
(determinista) de tipo ley de potencia. Una caracteristica de este trabajo es

1En la literatura, la distribucion de grados también se denomina distribucion de cone-
xibn o conectividad, ya que indica la probabilidad de que un elemento de una grafica esté
conectado con otros k elementos distintos de la misma.



que se presentan algoritmos para simular distintos aspectos de los modelos
tratados, para asi poder ilustrar los resultados teéricos obtenidos. De hecho,
la simulacién del modelo LCD nos llevo a la prueba de la propiedad antes
mencionada.

La estructura de la Tesis es la siguiente. En el Capitulo 1Primeros modelos
de gréficas aleatoriaschapter.1 se introduce el concepto de gréfica, se presenta
el modelo Binomial (o de Erdés-Rényi) y se estudia la distribucion empirica
de grados en dos rangos de pardmetros, aunque el segundo sélo a partir de
simulacién, lo cual nos lleva a conjeturar un resultado que no hemos podido
encontrar en la amplia literatura que lo concierne. En el Capitulo 2El modelo
de Barabasi-Albertchapter.2, se presenta el modelo de Barabasi-Albert, en la
version imprecisa de estos autores. Se discuten ademas el porqué es matemati-
camente impreciso y se presenta un modelo mas general inspirado en éste. En
el Capitulo 3El modelo LCDchapter.3, se discute una instancia matematica-
mente precisa del modelo de Barabasi-Albert propuesta por Bollobas y Riordan
y se siguen los argumentos de estos tltimos para el anélisis de la distribucién
empirica de grados. Se culmina con un comentario acerca del detalle funda-
mental que no logramos comprender y con la simulacién del modelo que nos
llevo a una prueba independiente. En el Capitulo 4La distribucién empirica de
gradoschapter.4, el ultimo de este trabajo, se analiza un proceso estocéstico,
que llamamos caminata aleatoria autoregulada, y se presenta una ley fuerte
de los grandes ntmeros para ella. En ésto consiste nuestra prueba de la con-
vergencia casi segura de la distribucién empirica de grados de modelos que
generalizan al LCD.









Capitulo 1

Primeros modelos de graficas aleatorias

En este capitulo introduciremos las definiciones bésicas de teoria de gra-
ficas necesarias para el desarrollo de este trabajo; describiremos los primeros
modelos de graficas aleatorias, enfocandonos principalmente en el modelo bi-
nomial de Gilbert, también llamado de Erdds-Renyi, y citaremos algunos re-
sultados sobre la distribucion empirica de sus grados. Ademas apoyandonos de
las herramientas computacionales, realizaremos la simulacién del modelo, para
obtener la distribucién empirica de grados en otro rango de pardmetros.

1. Conceptos basicos de la teoria de graficas

A través de la teoria de graficas se pueden elaborar modelos matematicos
que se ajusten a determinadas situaciones reales; entonces comencemos por la
definicion béasica de esta teoria.

DEFINICION. Una grdfica es una pareja de conjuntos, G = [V, E|, donde
V es un conjunto finito de objetos llamados vértices' y E es un conjunto de
parejas no ordenadas de la forma e = (u,v), donde u,v € V y u # v, a tales
elementos se les llama aristas, cuando u = v recibe el nombre de lazo (o rizo).

El conjunto de vértices de una grafica G, puede denotarse como V(G),
para indicar de qué gréfica se trata, al igual que el conjunto de aristas, F(G),
y nos es util para entender otras definiciones.

DEFINICION. Una subgrdfica H de una grifica G, es una grifica tal que
V(H)CV(G) y E(H)CE(G).

Sean u y v vértices de una grafica G = [V, EJ, tal que u # v, y sea e = (u,v)
la arista entre ambos, entonces decimos que u y v son extremos de la arista e
y con ello w y v son vértices adyacentes. En la siguientes figuras, se muestra
el esbozo de una grafica, donde el conjunto de vértices es V = {v1,...,v6},
y el conjunto de aristas F = {(v1,v4), (v2,v6), (v3,v4), (us, v1)}; mientras que

1Estos objetos también son llamados nodos

1



Primeros modelos de graficas aleatorias

la segunda muestra una grafica con lazos. Aunque existen graficas que pueden
tener multiples aristas para un par de vértices, este tipo de graficas no se
contemplaran para los modelos que describiremos mas adelante.

U3 U2
U3 V2

Ejemplos de graficas

DEFINICION. FEl grado de un vértice v es el nimero de vértices adya-
centes a v, denotado por dg(v).

Si consideramos una gréafica G simple de n vértices, es decir que no tiene
aristas multiples y lazos, es claro que 0 < §(v) <n—1, Vv € V; por otro lado,
si G admite lazos, tenemos que 0 < d(v) < n, Vv € V. Un vértice de grado
0, se le llama veértice aislado. Ademas si d(v) = r V v € V(G), se dice que la
grafica G es r-regqular.

TEOREMA 1.1. Sea G = [V, E] una grdfica que tiene q aristas, entonces

Z da(v) = 2q.

veV

DEMOSTRACION. El teorema anterior es inmediato, pues en la suma de
los grados se cuenta el numero de aristas que inciden en cada vértice, y como
cada arista tiene dos extremos, éstas se estan contando en dos ocasiones. [

Las graficas pueden tener distintas propiedades, pero existe una que es
importante para aquellos que tratan de modelar fenémenos o situaciones, y
es el de conexidad, para establecer tal propiedad primero definiremos otros
términos.

DEFINICION.

Camino: es una sucesion alternada de vértices y aristas, denotado por
C = {Uiuel’viw BERE) en*lvvin}a

donde v, ,viy,...,v;, €V ye; = (vi;,vi,,,) € E.
Trayectoria: es un camino que no repite vértices.



1. Conceptos basicos

Con lo anterior decimos que una grafica G es conexa si para todo u,v € V
existe una trayectoria que los une; y es completamente conexa cuando todos
sus vértices estan conectados entre si (véase la siguiente figura). Por otro lado,
la distancia entre dos vértices u y v, d(u, v), es el numero de aristas del camino
més corto entre u y v; y el didmetro de una grafica conexa G, diam/(G), es la
distancia méxima que existe entre dos de sus vértices.

v3
IR
L
A %7
KA
Vi
U7
Grafica completamente conexa

2

A pesar de tener todos los elementos de una gréfica conectados entre si, hay
ocasiones en que se debe especificar una direccion a las aristas. Cuando los ele-
mentos del conjunto de aristas, de una grafica G tienen una direccién definida
hablamos de una grafica dirigida u orientada, o también llamada comtnmente
digrafica; de una forma més abstracta tenemos las siguientes definiciones:

DEFINICION.

Digrafica: es una pareja de conjuntos, denotada por D = [V, F|, donde
V' es un conjunto finito de objetos llamados vértices y F' es un conjunto
de parejas ordenadas de la forma f = (u,v), donde u,v €V yu # v,
a tales elementos se les llama arcos o flechas, cuando u = v se recibe
el nombre bucle.

Grado exterior(exgrado): de un vértice v, es el nimero de arcos que
salen del vértice v, y se denota por 55 (v).

Grado interior(ingrado): de un vértice v, es el nimero de arcos que
entran al vértice v, y se denota por d,,(v).

Grado total: de un vértice v es la suma del grado interior y exterior,
es decir 5p(v) = 6, (v) + 61 (v).

Notemos que los elementos del conjunto de arcos F' no son simétricos, es
decir que si (u,v) € F, entonces no implica que (v,u) € F.



Primeros modelos de graficas aleatorias

U3
Lz

V2
U5

U1

Vg

Vg

(% U8

Grafica dirigida
Existe otra forma de representar una grafica, en lugar de realizar un esbozo
de la misma, y ésta es mediante matrices. La matriz de adyacencias de una
grafica G = [V, E] es una matriz M de dimension n x n, donde n es el ntumero
de vértices GG, de componentes:

o 1 si(vi,v;) € E(G)
. {o st (vi,7) ¢ B(C)

Sabemos bien que la teoria de graficas se ha vuelto una rama de las
matematicas muy extensa, pero para el desarrollo de este trabajo, basta con
las definiciones anteriores.

2. El modelo de Erdés-Renyi

El inicio de las gréficas aleatorias se di6 a finales de la década de los cin-
cuenta, por Paul Erdés y Alfréd Rényi. En MathSciNet, que es una herramienta
electrénica que ofrece el acceso a una base de datos de resimenes e informa-
ciéon bibliografica de la literatura de las ciencias matemaéticas, realizamos una
busqueda de las publicaciones de Erdés, se observé que él escribié alrededor de
1,800 articulos, de los cuales, 32 los escribi6 al lado de Rényi; y 8 de estas pu-
blicaciones tratan sobre las graficas aleatorias. Véanse las referencias: [ER59],
[ER60], [ER61a], [ER61b|, [ER63], [ER64], [ER66] y [ER68].

Erdds y Rényi introdujeron primeramente en [ER59] un modelo de gra-
ficas aleatorias con una cantidad fija de vértices y aristas. Aunque se trata
de un modelo probabilistico, su anélisis se presta a la utilizaciéon de técnicas
combinatorias. Posteriormente, Gilbert propone en [Gil59] un modelo con una
cantidad de vértices fija y una cantidad de aristas aleatoria. Formalmente, co-
rresponde a una percolacién de aristas sobre la grafica completa de n vértices,
pero presentaremos la definicion formal méas adelante. Erdés y Rényi entonces
comienzan a estudiar el modelo de Gilbert, pues su estudio puede utilizar he-
rramientas mas probabilisticas y sus resultados se pueden traducir (en ciertos
casos) al modelo con cantidad fija de aristas.

Para el modelo de Erd@s-Renyi consideremos el espacio (finito) de todas
las graficas con n vértices y m aristas, tal espacio lo denotaremos como ¥, .



3. El modelo Binomial

Notemos que si la grafica tiene n vértices entonces tenemos un total de N = (72’)
aristas posibles en dicha grafica, y como estamos interesados en las gréaficas que
contienen m aristas, entonces podemos observar que el espacio ¥, ,,, tiene un
total de (ix ) elementos, pues contamos las posibles graficas que se pueden crear
con n vértices y m aristas. Sea G, ,, la variable que representa una grafica
aleatoria; entonces suponemos que bajo la medida uniforme, denotada G,, .

podemos tomar o selecionar un elemento del espacio %, ,,, es decir;

Pr(G=g) = (]{,)Vge%hm.
m
Generalmente m es una funcion de n, m = m(n).

Bajo este modelo, Erdés y Rényi se plantearon muchas preguntas en
[ER59] (su primera publicacién sobre graficas aleatorias); todas ellas refe-
rian a la conexidad (o conectividad). Por ejemplo: ;Cudl es la probabilidad de
que Gp m sea coneza?, ;Cudl es la probabilidad de que la componente (sub-
grifica) mds grande coneza de G, n, tenga n — k puntos?(k = 0,1,...), entre
otras. En contraste, nuestro principal objetivo es observar la distribuciéon de
un elemento de la secuencia de grados, cuando el nimero de vértices n tiende
a 00, o0 bien trataremos de aproximar la probabilidad de que un vértice sea
de grado k. Cabe mencionar que cuando hablamos de la secuencia de grados
nos referimos a un vector cuyas entradas son nimeros enteros que indican el
numero de vértices de grado 1,2,... en una grafica. Por ejemplo la sucesion de
grados de la siguiente gréfica es (3,2,1), donde la primera entrada indica que
hay 3 vértices de grado 1, 2 de grado 2 y 1 de grado 3.

U3 )

V4 U1

U5 U6

3. El modelo Binomial

El modelo Binomial no fue propuesto por Erdés y Rényi sino por Gilbert
en [Gil59] en 1959. En el modelo binomial, se plantea un modo distinto de
crear una grafica, pues desde un punto de vista coloquial comenzamos con
una grafica de n vértices, que pueden o no estar aislados, y consideramos que
la probabilidad de colocar una arista en la grafica, del total de las N aristas
posibles, es p, con p € (0,1), independientemente de otras aristas.



Primeros modelos de graficas aleatorias

En términos matematicos, definimos el espacio ¥4, que representa las gra-
ficas de n vértices y sobre él, definimos a la medida de probabilidad G,, , en el
que cada arista posible tiene probabilidad p de aparecer independientemente
de las demés. Casi siempre p es una funcién de n, p = p(n). Bajo este supuesto
podemos representar cada arista como una variable aleatoria x;;, que se dis-
tribuye Bernoulli de parametro p, donde i < j € {1,...,n},. Cuando z;; =1
implica que la arista se encuentra en la grafica, mientras si x;; = 0 la arista no
se encuentra ahi. Denotaremos por G,, , a una grafica aleatoria con distribucién
Gnp-

Haciendo un comparativo entre ambos modelos, bien podemos observar
que cuando m es asintotico a pn, m ~ pn (y n es grande) los modelos G, ,,, ¥
Gn,p pues en el segundo, la cantidad de aristas estard concentrada alrededor
de np de acuerdo a la ley débil de los grandes ntimeros.

Como ya habiamos mencionado, nuestro proposito es analizar la distribu-
cion empirica de grados, por lo que enunciaremos un resultado muy conocido
para el modelo binomial.

TEOREMA 1.2. Sea X, el nimero de vértices de grado k en G, , donde
p=c/n, con 0 < c<n constante. Entonces para k =0,1,...

ke X, cke—c
— 1,

§7§(1+6) !

W) P
cuando n — 0o.

En concreto el resultado implica que la distribucién de grados converge,
en probabilidad, a una distribucién Poisson de parametro c. La prueba que
presentamos a continuacion se basa en [Bol82].

DEMOSTRACION. Notemos que la probabilidad de que el grado de un vér-
tice v, de la grafica Gy, p, sea k es

proto) =1 = (" )t

entonces E(Xy) = nPr(6(v) = k).
Sea

b(k,n,p) = (Z)p’“(l -,

es decir la funcion de densidad binomial de pardmetros n y p valuada en k. Asi,
E(X%) = nb(k,n—1,p). Por otro lado sabemos que una variable aleatoria bino-
mial de pardmetros n y p se puede aproximar por una variable de distribucion



3. El modelo Binomial

V4 V4
E sl
U3 U3
s v5° T,
(2 U1
V2 U1 V2 U1
(a) I =1 (b)yl=1

Ficgura 1. Posibles subgraficas inducidas por dos vértices:
cuando hay arista entre ellos (a) y cuando no existe union (b)

Poisson de parametro A = np, para n suficientemente grande, entonces apro-
-k
ximadamente E(X},) ~ nPoi(k, (n — 1)p), donde Poi(k,\) = £2-. Ademés

C

recordemos que p = £, por lo que

(n—1p=(n-1)

y cuando n — oo, tenemos que (n — 1)p ~ ¢, y con ello E(X}) ~ nPoi(k,c), y
para simplificar la notacién, sea A\, = Poi(k,c), por lo tanto

(2) E(X:) ~ n)g.

Cc Cc
—=c— —,
n n

Ahora estimemos el segundo momento factorial, que se define por Eo (X)) =
E(X%(X% —1)) y representa el nimero esperado de parejas de vértices (vq, va),
v1 # vg, tales que §(v1) = §(vy) = k. Para hacer tal calculo consideremos la
subgrafica de G,, , inducida por dos vértices v; y v2 de grado k, que denotare-
mos por G, ,(v1,v2), y sea d; el grado del vértice i en la subgrafica G,, ,(v1,v2),
i = {1,2}. Es claro que cada vértice esta ligado a k — d; vértices fuera de la
subgrafica G,, ,(v1,v2), y ademés que d; = do = [, donde [ = {0,1} (véase

Figura 1).
Notemos que la probabilidad de poner k — d; aristas de v; al conjunto de
vértices {vs,...,v,} es b(k —d;,n — 2,p), con i = {1, 2}, entonces

(3)  Pr((vi,ve) tengan grado k| Gy, p(v1,v2)) = H bk —dj,n—2,p)



Primeros modelos de graficas aleatorias

Y como [ indica si hay o no arista entre v; y v, tenemos que Pr (I = 0) =
1—pyPr(l=1)=p. Por otro lado

Eq(Xy) = (Z) Pr ((v1,v2) sean de grado k),

y al utilizar la regla de Bayes se obtiene
n
B2 = (3 ) [0~ bl = 2,977+ — 1~ 27

- (Z> [b(k,n—2,p)> +p (b(k — 1,n —2,p)> = b(k,n — 2,p)*)]

pero observemos que para n suficientemente grande b(k—1,n—2,p)? —b(k,n—
2,p)? ~ 0. Por lo tanto

Ey (X)) = (Z) b(k,n — 2,p)? ~ (g) Poi(k, (n — 2)p)%;

y como (5) ~ n? y (n — 2)p ~ ¢, resulta que
2
(4) Eo(Xg) ~ n?)\3.

Lo que deseamos demostrar es equivalente a probar que

Pr ( > e) — 0,
cuando n — oo, ademas

Pr( 26>:Pr<‘Xk—)\k
n

y por la desigualdad de Chebyshev, obtenemos que

p.ey

o9
Ak

X
no_ 1

Ak

2
> 62>\i> ;

pr (|2 1|5 e) < Vor )
Y R Y.

y por propidades de la varianza, Var (££) = LVar(Xy). Sin embargo del

segundo momento factorial de X} tenemos que

Ea(Xy) = E(Xi(Xy — 1)) = E(X}) — E(Xy),
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y despejando el segundo momento obtenemos que E(X?) = Eo(Xy) + E(X4),
lo cudl implica que

Var(Xy) = B(X7) — E(X;)?
= Eo(X3) + E(X3) — E(X3)?

y de los calculos (2) y (4), resulta que Var(Xy) ~ n?A7 +nAg (1 —nAp) = nhy,

entonces
X, 1
Var (k) = —5nA — 0,
n n

X .
3= - 1‘ > e> — 0, y con ello concluimos el

como n — oo, y por lo tanto Pr <

Teorema 1.2.

4. Simulacién del modelo binomial

Simulacion es la imitacion de la operacion (o desarrollo) de un proceso o
sistema de la vida real sobre el tiempo. Desde otro punto de vista, la simulacién
involucra la generaciéon de una historia artificial del sistema; por ejemplo, con-
sideremos la operaciéon de un banco, donde los clientes llegan por un servicio
entre uno y 10 minutos, entonces para imitar esta situacién y responder a cues-
tiones como en promedio cuintos clientes llegan en el tiempo, el tiempo que
tiene que esperar cada cliente para recibir un servicio, entre otras; necesitamos
de un software que genere numeros aleatorios, para representar o imitar los
tiempos de los individuos en el intervalo (0,a), con a > 0.

Generalmente un ntumero aleatorio quiere decir una variable aleatoria uni-
forme, denotada por U(0,a), a > 0 la cudl tiene como funcién de distribucion

0 u<0
(5) Fy(uy=<u O0<u<a
a u>a.

Hoy en dia, todos los los lenguajes de computacién tienen generadores de
numeros aleatorios. Dado que tenemos acceso a variables uniformes, podemos
generar a partir de ellas, variables que no son uniformes; y para ello existen
varios metodos. Pero el mas utilizado es el de inversion.

4.1. Meétodo de inversion. Sea F' la funcién de distribucién para una
variable aleatoria real; y consideremos u € (0, 1), entonces definimos F~!(u) =
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inf {z : F(z) > u}. Podemos afirmar que si U es una variable uniforme en (0, 1),
entonces F~1(U) tiene funcién distribucién F, ya que V x € R,

Pr(F~Y(U) < z) = Pr (U < F(z)),

y de (5) tenemos que Pr (F~1(U) < z) = F(z). En la Figura 2 podemos obser-
var graficamente este método. Ademas lo més rapido que podemos hacer para
calcular variables aleatorias no uniformes, es calcular la funcion inversa de la
distribucién, cuando sea posible.

U
A
U=1
U -+
:
I
I
I
I
I
/ :
|
— v >
U=0 X T

FIGURA 2. Método de inversion

EsempLo 1.3. Supongamos que deseamos simular una variable aleato-
ria con distribuciéon exponencial de parametro A, sabemos que su funcion
de densidad es f(xz) = Aexp(—Az), > 0, y su funcién de distribucién es
F(z) = 1 — exp(—Az), entonces es facil obetener F~!(u) = —4log(l — u).
Aunque para simplificar los calculos, notemos que 1 — U tiene la misma dis-
tribucién que U, por lo tanto para generar una variable exponencial sélo nece-
sitamos calcular

X = 7% log(U).

En general el método de inversiéon genera un nimero aleatorio U uniforme
entre 0y 1, y regresa el valor de la funcion inversa valuada en U, X = F~1(U).
Por otro lado podemos cuestionarnos sobre jcomo generamos variables
discretas? Para generar variables discretas también podemos hacerlo mediante
el método de inversién, y a su vez tenemos que hacer uso de un método de
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busqueda, lo cuél puede ser ineficiente cuando las variables aleatorias discretas
toman una cantidad grande de valores, observemos el siguiente ejemplo.

EseMPLO 1.4. Si deseamos generar una variable aleatoria X de distribu-
ci6n binomial de parametros n y p, X puede tomar los valores {0,1,...,n},
con probabilidades que dependen de n y p, es decir, Pr (X = k) = (})p"¢"".
Supongamos que n =4y p = 0,25, y sea u = 0,58 un niumero aleatorio, los va-
lores de la Tabla 1 corresponden a la funcion de densidad y distribucion de una
variable aleatoria binomial con los pardmetros anteriores; entonces, observando
los valores de F'(x), podemos ver que F'(0) = 0,316 < « = 0,58 < F(1) = 0,738.
Por lo tanto, la variable generada es X = 1, y la Figura 3, muestra la grafica
de la funcién de distribucién para este ejemplo.

CUADRO 1. Distribucién Binomial(4,0.25)

X 0 1 2 3 4
f(z) 0316 0.422 0.211 0.047 0.004
F(z) 0316 0.738 0.949 0.996 1.000

0.73 el F'()

u:0.58-'----:

|

0.31 —!.

]

|

]
_ ‘ R
U=0—"%0"1 2 3 4 .

1

)

FiGurA 3. Método de inversion de una distribucion Binomial(4,0.25)

Por otro lado, para otras variables aleatorias discretas, como aquellas que
tienen distribucién Poisson o Geométrica, existen métodos mas sencillos para
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generarlas. Ademés, en algunos programas, como Matlab, ya no es necesario
crear estos algoritmos para generar ciertas variables aleatorias que no son uni-
formes, pues ya tienen sus propios comandos para ello.

Sin embargo, para la simulacién de los modelos de graficas aleatorias
que estudiaremos, s6lo necesitamos generar variables aleatorias de distribu-
ciéon Bernoulli de pardmetro p; pues como ya habiamos explicado antes, para
colocar una arista en una grafica que sigue el modelo binomial, ésta la repre-
sentamos por una variable Bernoulli. Entonces generamos un ntimero aleatorio
wentre 0y 1, y si u < p entonces la variable toma el valor de 1, o de lo contrario
es 0.

4.2. Simulacion de la distribucién empirica de grados del mo-
delo binomial. En ocasiones es facil elaborar los algoritmos, sobre los cuales
se crea la sintaxis de un programa, pero a veces estos algoritmos pueden tener
célculos redundantes que hacen muy grande el tiempo de ejecucién del progra-
ma, y como estamos interesados en graficas con un nimero ‘grande’ de vértices
y en el primer programa que se elabor6 notamos que tardaba mucho en ejecu-
tarse, entonces uno de nuestros propésitos serd tratar de optimizar este tiempo
mediante otro programa.

El primer programa que presentamos genera la matriz de adyacencias y
después cuenta el niumero de vértices de grado k, el segundo programa no crea
la matriz de adyacencias como tal, sino en cada paso actualiza los vectores
que almacenan el grado de cada uno de los vértices y el nimero de vértices de
grado k, es decir que se basa en la evolucién de la sucesion de los grados. Ambos
programas tienen el propésito de obtener la distribucién empirica. Enseguida
explicaremos cada uno de ellos, primero la descripcién del algoritmo seguida
del programa escrito en Matlab.

Algoritmo 1

Este algoritmo simula la distribucion empirica de grados del modelo
Binomial, creando la matriz de adyacencias

1. Se requieren dos parametros: n (ntimero de vértices) y p (probabilidad
de colocar una arista en la grafica).
Al inicio el numero de aristas es igual a cero, a=0.
3. El vector que almacena el nimero de vértices de grado k, con k =
0,...,n — 1 se inicializa en cero, es decir c=zeros(1,n).
4. Para el vértice j =2,...,n
a) Se verifica si el vértice j se une con los vértices anteriores, es decir,
para el vérticei =1,...,5 —1

[\
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1) Se crea un numero aleatorio entre cero y uno, rand, y si es
mayor que (1 — p) se da el valor de 1 a las entradas (i,7) y
(4, 1) de la matriz de adyacencias (mat). Y el nimero de aristas
aumenta en una unidad, a=a+1.
5. Se calcula el grado de cada vértice, sumando las columnas de la matriz

de adyacencias.

6. Y para cada vérticei = 1,...,n, dependiendo de su grado, se almacena
en un vector, es decir se cuenta el niimero de vértices de grado k, por
medio de c(d(i)+1)=c(d(i)+1)+1.

7. Se suma el grado de todos los vértices para comparar con el nimero
total de aristas multiplicado por dos.

Programa 1

function [d,c,t]=programal(n,p)

tic;
t=[0];
a=0;
c=zeros(1l,n)
for j=2:n
for i=1:j-1
if (rand>1-p)
a=atl;
mat (i,j)=1;
mat (j,i)=1;
end
end
t=[t;toc];
end
d=sum(mat) ;
for i=1:n

c(d(i)+1)=c(d(i)+1)+1;

end

sum(d)

2%a
t=[t;toc];
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Algoritmo 2

Este algoritmo simula la distribucion empirica de grados del modelo
Binomial, a través de la evolucion de la sucesion de grados

1. Se requiere de dos parametros: n (namero de vértices) y p (probabili-
dad de colocar una arista en la grafica).

2. Se inicia el numero de aristas y el vector qua almacena el grado de
cada vértice en cero, a=0 y d=zeros(1,n).

3. El vector que guarda el ntimero de vértices de grado k, con k =
{0,...,n — 1}, tiene en su primera entrada el valor de 1, y el resto de
las entradas son cero?, c=zeros(1,n) y c(1)=1, donde c(k)=Ntmero
de vértices de grado k — 1, por efectos de la sintaxis.

4. Para el vértice j =2,...,n

a) Se inicializa el grado del vértice j en cero, d(j)=0.
b) Aumentamos una unidad en el namero de vértices de grado cero,
c(1)=c(1)+1.
¢) Se compara con los vértices anteriores, es decir, para el vértice
i=1,...,j—1
1) Se crea un naumero aleatorio entre cero y uno, rand, y si es
mayor que (1 — p):
= Disminuimos una unidad el nimero de vértices del grado
del vértice 7, y aumentamos una unidad el nimero de vér-
tices del grado siguiente,
c(@(@)+1)=c(@(@)+1)-1y c(d(i)+2)=c(d(i)+2)+1.
= Disminuimos una unidad el nimero de vértices del grado
del vértice j, y aumentamos una unidad el nimero de
vértices del grado siguiente,
c(@(P+D=c(d(GH+1)-1y c(@d(j)+2)=c(@(j)+2)+1.
= Actalizamos el grado de los vértices i y j, aumentando una
unidad a cada uno de ellos, d(i)=d(i)+1y d(j)=d(j)+1.
= Aumenta el nimero de aristas una unidad.

5. Se suma el grado de todos los vértices para comparar con el numero

total de aristas multiplicado por dos.

Programa 2
function [d,c,t]=programa2(n,p)
tic;
t=[0];
a=0;

2Dado que el algoritmo lo iniciamos con un vértice aislado
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d=zeros(1,n);
c=zeros(1l,n);
c(1)=1;
for j=2:n
d(j)=0;
c()=c(1)+1;
for i=1:j-1
if (rand>1-p)
c(d(i)+1)=c(d(i)+1)-1;
c(d(i)+2)=c(d(i)+2)+1;
c(d(d)+1)=c(a(jl)+1)-1;
c(d(j)+2)=c(d(j)+2)+1;
d(j)=d(j)+1;
d(i)=d(i)+1;
a=a+tl;
end %if
end },for
t=[t;toc];
end ),for
sum(d)
sum((0:n).*c)
2%a

Comparando los tiempos de ejecucion de cada uno de los programas, con
n=1000 y variando el parametro p, observamos los siguientes datos aproxima-
dos:

CuUADRO 2. Tiempos de gjecucion n=1000 (segundos)

p 0.25 0.5 0.75
Programal 55.449 56.452 55.610
Programa2 0.100 0.181  0.190

El segundo programa es maés eficiente para hacer la simulaciéon de la dis-
tribucién empirica de grados, sin importar el parametro p, y este mismo progra-
ma serd la base para simular otros modelos de graficas aleatorias mas adelante.
Sin embargo, nos queda hacernos una pregunta: ;cémo estamos seguros de que
el segundo progama esta generando la distribucién empirica de grados de una
variable aleatoria?. Para responder a esta pregunta aplicaremos ambos algorit-
mos a las mismas variables aleatorias, primero consideremos n =5y p = 0,6,
y notemos que necesitamos de (n)(n — 1)/2 variables aleatorias, entonces para
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los ejemplos que deseamos reproducir, sea v el vector de 10 variables aleatorias

(o nameros aleatorios):

v = (0,95,0,23,0,61,0,48,0,89, 0,76, 0,45, 0,01, 0,82, 0,44)

Algoritmo 1

Algoritmo 2

a=0

¢=(0,0,0,0,0)
=2

i=1
como v(1)>0.4
mat(1,2)=mat(2,1)=1;

a=1;
=3

i=1
como v(2)<0.4,
no se coloca arista,
i=2
como v(3)>0.4
mat(2,3)=mat(3,2)=1;

i=1
como v(4)>0.4
mat(1,4)=mat(4,1)=1,;

a=3;

a—0
d=(0,0,0,0,0)
¢=(1,0,0,0,0)
j=2
d(0,0,0,0,0)
¢(2,0,0,0,0)
i=1
como v(1)>0.4
¢(1,1,0,0,0)
¢(0,2,0,0,0)
d(1,1,0,0,0)
a=1;
j=3
d(1,1,0,0,0)
¢(1,2,0,0,0)
i=1
como v(2)<0.4,
no se coloca arista
i=2
como v(3)>0.4
¢(1,1,1,0,0)
¢(0,2,1,0,0)
d(1,2,1,0,0)
a=2;
j=4
d(1,2,1,0,0)
c(1,2,1,0,0)
i=1
como v(4)>0.4
¢(1,1,2,0,0)
¢(0,2,2,0,0)
d(2,2,1,1,0)
a=3;
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i=2
como v(5)>0.4
mat(2,4)—mat(4,2)=1;

a=4;
i=3
como v(6)>0.4
mat(3,4)=mat(4,3)=1,;

como v(7)>0.4
mat(1,5)=mat(5,1)=1;

a="0;
i=2
como v(8)<0.4,
no se coloca arista,
i=3
como v(9)>0.4
mat(3,5)=mat(5,3)=1;

a="T;
i=4
como v(10)>0.4
mat(4,5)=mat(5,4)=1;

a=8;
d=(3,3,3,4,3)
¢=(0,0,0,4,1)

i=2
como v(5)>0.4
¢(0,2,1,1,0)
¢(0,1,2,1,0)
d(2.3,1,2,0)
a=4;
i=3
como v(6)>0.4
¢(0,0,3,1,0)
¢(0,0,2,2,0)
d(2,3,2,3,0)
a=>a;
i=5
d(2,3,2,3,0)
¢(1,0,2,2,0)
i=1
como v(7)>0.4
¢(1,0,1,3,0)
¢(0,1,1,3,0)
d(3,3,2,3,1)
a="6;
i=2
como v(8)<0.4,
no se coloca arista
i=3
como v(9)>0.4
¢(0,1,0,4,0)
¢(0,0,1,4,0)
d(3,3,3,3,2)
a=T,;
i=4
como v(10)>0.4
¢(0,0,1,3,1)
¢(0,0,0,4,1)
d(3.3,3,4,3)
a=8;
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La siguiente grafica ilustra el resultado de la simulacion realizada. Es claro
que en ambos algoritmos obtuvimos el mismo vector ‘c’, por lo que obten-
dremos la misma distribucién empirica de grados.

v2
U3

U1

V4
)

<

n=>5p=006

El proposito de realizar la simulacién de graficas aleatorias es observar,
desde un punto computacional, el esbozo de la distribucién empirica de grados.
Esto se presenta en la Figura 4. En constraste con el Teorema 1.2, no obtenemos
aproximadamente una distribucion Poisson (pues p no es pequefio) sino una
normal estandar, como se ve al agregar los siguientes comandos en el programa
5:

aux=cumsum(c) /n;
x=linspace(l,n+1l,n+1)-ones(n+1);
z=(x- (n*p)) /sqrt (n*p*(1-p));
plot(z,aux,’r’)

hold on plot(z,normcdf(z,0,1),%g’)

En resumen se calcula la distribuciéon cumulativa de la distribucion de
grados, se crea un vector, x, de longitud n, que indica los grados posibles de
una grafica de n vértices, y para hacer la comparacion deseada se centran los
datos restando al vector x el nimero esperado de aristas y dividiendo entre la
desviacion del mismo, np y y/np(1 — p) respectivamente, y por tltimo se grafi-
ca la distribuciéon normal. Dicha comparacién nos muesta que la distribuciéon
empirica de grados converge a una distribucién normal estandar. Cabe men-
cionar que para obtener una figura semejante se modificaron los ejes en menu
de herramientas en Matlab. Este resultado computacional nos hace pensar que
la distribucién de grados se deberia aproximar por una normal estandar. No
hemos encontrado en la literatura del modelo binomial el equivalente al Teore-
ma 1.2 cuando el pardmetro permanece constante en vez de ser inversamente
proporcional a la cantidad de vértices. Tampoco hemos podido probarlo.
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FiGura 4. Distribucién empirica de grados del modelo bino-
mial en comparacion con una distribucién normal estandar

5. El modelo Watts-Strogatz

A pesar de que los primeros modelos de gréficas aleatorias se dieron al
final de la decada de los 50’s y a principios de los 60’s, no fue hasta el afio de
1998 que se plante6 un nuevo modelo por Duncan Watts y Steven Strogatz,
con la finalidad de que el nuevo modelo adoptaria propiedades de las redes del
mundo real. Entre sus ejemplos mas representativos estan las redes neuronales,
redes sociales, y el extenso mundo de las paginas de internet, entre otros.

Watts y Strogatz notaron que el didmetro de estas redes eran considerable-
mente mas pequenos que los de otras graficas construidas con el mismo nimero
de vértices y aristas. Este dato ya habia sido observado en redes sociales, en
1967, por Milgram. El objetivo, en ese momento, fue encontrar la “distancia”
entre dos individuos cualesquiera de Estados Unidos, y para ello se di6 a la
tarea de realizar un experimento convocando a mucha gente, y al final concluyé
que entre dos individuos hay a lo méas 6 personas que los unen, a lo que llamé
seis grados de separacién. Esto se debe a que nuestra sociedad es muy densa,
lo que implico, en cierto sentido, es que vivimos en un mundo pequeno. Este
hecho se volvié muy popular en aquellos anos.

El modelo de Watts-Strogatz, también es conocido como modelo small-
world, ya que las graficas que siguen este modelo tienen como propiedades
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didmetros pequenos y son altamente agrupadas. En este caso el término de
agrupamiento se refiere a que cada vértice de la grafica pertenece a un subjunto
de vértices, los cuales forman una subgrafica completamente conexa.

Desde un enfoque matematico, el modelo inicia con una grafica 2r-regular,
Grn,2r—reg, M > 2r, y con probabilidad p cambiamos uno de los extremos de
cada una las aristas a cualquier otro vértice elegido aleatoriamente, con la
condicién de que dos vértices no pueden tener mas de una arista entre ellos y
no se permiten lazos. Sin embargo, este modelo no es de interés en este trabajo.

Los modelos mencionados en este primer capitulo tienen una caracteris-
tica entre si, en cierto sentido, son ‘estaticos’, pues el nimero de vértices se
mantiene fijo, a diferencia del que trataremos en el siguiente capitulo, pues es
mas ‘dindmico’, por una propiedad en la que se basa, que es el crecimiento.






Capitulo 2

Descripcion informal de un modelo de graficas
libres de escala: el modelo de Barabasi-Albert

En este capitulo trataremos uno de los modelos de graficas aleatorias que
mas se cita en la actualidad y que di6 paso al planteamiento de nuevos modelos.
Contempla las dos caracteristicas siguientes: crecimiento y ligas preferenciales.
Después de dar la descripcién de este modelo, se comentard por qué no esté bien
planteado. Sin embargo, es sin duda la base heuristica para elaborar nuevos
modelos con bases matematicas mejor establecidas. También analizaremos un
modelo més general, introducido por Dorogovtsev, Mendes y Samukhin en
[DMSO00].

1. El modelo de Barabasi-Albert

Albert-Laszl6 Barabasi y Réka Albert, ambos fisicos, consideraban que
la ciencia contemporanea hasta el momento era incapaz de describir sistemas
complejos, que estan costituidos de elementos no idénticos y de distintas in-
teracciones entre si. También observaron, en varias publicaciones, que existian
sistemas o fenémenos que presentaban una distribucion de conectividad (dis-
tribucién de grados) que sigue una ley de potencia; es decir que la probabilidad
de que un elemento esté unido a k elementos es de la forma Pr(k) = Ak,
con o > 1.

Entre los ejemplos mas conocidos que presentan una distribucién de conec-
tividad que sigue una ley de potencia, esté la red de actores de peliculas, donde
cada actor se puede representar por un vértice, y si dos actores intervinieron en
la misma pelicula, entonces decimos que estdn conectados, es decir, podemos
colocar una arista que una a los vértices que los representan. De esta red se
observo que la probabilidad de que un actor esté relacionado (o conectado) con
k actores es P(k) = k~%, donde o, = 2,3 + 0,1. Otro ejemplo muy conocido
es la red de internet (WWW), donde cada documento HTML es un vértice
y los links entre los documentos se representan por una arista; observemos
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que al tratar de encontrar la distribuciéon de conectividad de esta red, tam-
bién estimamos la efectividad para encontrar informacion en ella. Y para este
ejemplo tenemos que la distribucion de conectividad es P(k) = k*w»v  con
Cwww = 2,1 £0,1.

La referencias o citas entre publicaciones, matematicas especialmente, tam-
bién las podemos representar por una una red. Ya que cada publicacién se ve
como un vértice y las aristas representan las citas entre ellas. Para este sistema
se observo una distribucion de grados P(k) = k%, donde a. = 3.

Barabasi y Albert también se cuestionaron el por qué muchos de estos
sistemas eran representados por los modelos de Erdgs-Renyi y Watts-Strogatz,
de hecho hemos observado en el capitulo anterior que la distribucién de grados
converge a una distribucién normal y no a una ley de potencia. Es por ello
que Barabési y Albert se dieron a la tarea de crear un modelo de gréficas
aleatorias que explicara la ley de potencias y que se ajustara a los sistemas
que ya se habian estudiado. Entonces en octubre de 1999 publicaron su articulo
[BA99], y al mismo tiempo hicieron una publicacion en la revista Physica A
(véase referencia [Bar99]), en donde explican con mayor detalle sus resultados
y supuestos.

En el resto de esta seccion explicaremos el modelo en cuestion, utilizando
la teoria que Barabési y Albert propusieron. Ellos argumentan que los modelos
de redes descritos anteriormente deben tener dos caracteristicas: el crecimiento
continuo de las mismas, que se da por la aparicién de nuevos vértices, y la
propiedad las ligas preferenciales, es decir, que los nuevos vértices se unen con
mayor preferencia a vértices que poseen un grado muy grande. Por ejemplo la
red de actores de peliculas crece por la aparicién de nuevos actores, y estos
nuevos actores prefieren actuar al lado de actores con mayor popularidad. Asi
mismo, la red de internet (WWW) crece con el surgimiento de nuevas paginas,
y éstas mismas hacen links con paginas que son muy conocidas.

Para definir el modelo, debemos considerar una grafica inicial Gy con un
ntmero ‘pequeno’ de vértices, mg, entonces en cada unidad de tiempo se agrega
un vértice de grado m, con m < my, y cada arista del vértice nuevo se conecta
con un vértice distinto, y asumimos que la probabilidad de que el vértice nuevo
se conecte al vértice i esta dada por:

(6) I((v;) = =~

donde §(v;) representa el grado del vértice 7. Después de ¢ unidades de tiempo
tenemos una grafica aleatoria con mg + t vértices y mt aristas. De manera
grafica, el procedimiento lo podemos observar en la siguiente figura:
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Vg Vg Vg Vg
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t=20 t=1 t=2 t=3

Modelo de Barabasi-Albert (mo =4, m = 3)

Sea G, una grafica de myg vértices, y siguiendo el modelo intuitivo de Barabasi-
Albert, en cada unidad de tiempo agreguemos un vértice de grado m, y repre-
sentemos por d¢,, (v;) el grado del vértice v; en la grafica G,,. Siguiendo su
método, supongamos que el grado de los vértices es una variable continua, en-
tonces el grado del vértice v;, con i = {1,...,m(t—1)}, cambia con respecto del
tiempo si el nuevo vértice v,,t se conecta con el vértice v;. Y consecuentemente
Barabasi y Albert dedujeron que para un vértice v;:

(6, (vi)) _ 06, (Vi)

m )
dt PONREIACH

sustituyendo d¢,,, (v;) = 0;, y del Teorema 1.1 tenemos que Z;":Ofrt d; = 2mt,
por lo tanto

(7) d((SGmt (Ui)) _ ﬁ7

dt 2t
observemos que la expresion anterior es una ecuacion diferencial, donde §; esta
en funcién de t. Sea t; el tiempo en el cual fue agregado el vértice i, y es claro
que §;(t;) = m. Entonces considerando como condicioén inicial ¢; para obtener
la solucion a la ecuacion (7) obtenemos que

(8) 5i(t) = m (f)o

Usando la solucién anterior calculemos la funcién de distribucion de 6;(¢),

Pr(5i(t) < k) = Pr <m (;)OS < k> —Pr (ti > "]zzt) :

y bajo el supuesto de que agregamos los vértices en intervalos de tiempo iguales,
implica que ¢; se distribuye uniforme en el intervalo [0,mq + t], por lo que
obtenemos que

m2t m2t m2t
Pr(t;>—)=1-Pr|t; <—5|=1— +—"—,
r( k2 ) r( k2 ) k2(mo + 1)
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y calculando la funcién de densidad

_dPr(6i(t) <k)  m*t 1

y por lo tanto tenemos que o = 3 independientemente de m.

Entonces, Barabasi y Albert mostraron que usando la combinacién de
ambas caracteristicas se obtiene que la distribucién de grados sigue una ley de
potencia. Sin embargo, este resultado solo es heuristico, pues desde un punto
de vista matematico la descripciéon del modelo no tiene sentido, observemos
las siguientes cuestiones:

= Supongamos que tenemos una grafica inicial con un ntumero mg de
vértices aislados, entonces 6(v;) =0V i € {1,...,mp}, y de la expre-
sién (6) tenemos que la probabilidad de unir el nuevo vértice con los
primeros vértices es cero, por lo que nos cuestionamos ;cémo es que
debemos tomar tales probabilidades cuando se suciten tales casos?,
por un lado podemos considerar que la grafica inicial no tiene vértices
aislados. Sin embargo, son importantes las propiedades de la grafica
inicial, por ejemplo, para el caso cuando m = 1 resulta que el modelo
de grafica describe el crecimiento de un arbol', por otro lado, cuando
la grafica inicial no es conexa entonces la gréafica en cada unidad de
tiempo no es conexa.

= El segundo problema se debe a las ligas preferenciales, y en los casos
en que m > 2, ya que cuando agregamos un vértice de grado m, por
ejemplo v,,,+1, nunca se especifica de qué forma elegimos los vértices
con los que se unird. Este conjunto de vértices lo denotaremos por
Npo+1. Entonces analizando las ideas de Barabéasi-Albert, para 1 <
1 < mygp tenemos que

6(vi)
PRI

sin embargo de (6), que es lo unico que especifican Barabéasi y Albert,
no podemos obtener la distribucién del conjunto aleatorio Ny, 4+1. O
sea que el modelo de Barabési-Albert solo esta bien planteado cuan-
do m = 1. Esto es, cuando se trata con arboles. Entonces se sugiere
que para describir completamente el modelo debemos especificar la dis-
tribucién de Ny, +1. Un ejemplo de ésto es el modelo LCD de Bollobas
y Riordan que se estudia en el siguiente capitulo.

H(Ui S Nm0+1) =m

LUn 4rbol es una grafica conexa que no permite ciclos
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Estas observaciones llevaron a Béla Bollobds y Oliver Riordan a propo-
ner un nuevo modelo que integrara las mismas caracteristicas del modelo de
Barabési-Albert, es decir, el crecimiento y las ligas preferenciales, pero estable-
ciendo argumentos matematicos para formalizar dicho modelo.

Por otro lado, este modelo también llamo la atencién de otros fisicos y
matematicos, entre ellos Rick Durrett, que es profesor de mateméticas en
la Universidad de Cornell; sus investigaciones se enfocan principalmente en
aplicaciones de probabilidad a la ecologia y genética. En una de sus mas re-
cientes publicaciones, [Dur07], hace referencia al modelo de Erdés-Renyi y
de Barabasi-Albert. Siguiendo las ideas del segundo modelo, solo que con una
pequena variante.

Si deseamos obtener una grafica aleatoria de n vértices tal que en cada
unidad de tiempo se agrega un vértice de grado m, con m > 1, primero se
generard una grafica aleatoria de nm vértices, que agrega un vértice de grado
1 en cada unidad de tiempo, y como segundo paso se colapsan los vértices
km — (m —1),km — (m — 2),...,km — 1,km para formar el vértice k, para
k=1,...,n. Entonces utilizando este hecho Durrett reprodujo el calculo de la
distribucién, y con ello fue que la fraccién de vértices de grado k& converge en
probabilidad, es decir:

X 2m(m + 1)
P lim =& it S e
r<t5§o n _’k(k+1)(k+2)>’

donde X’ representa el nimero de vértices de grado k en el instante n. Re-
sultados semejantes ya habian sido probados por otros cientificos, utilizando
otros calculos interesantes. Ademés, a partir de tal resultado, es claro que la
distribucién de grados es asintética a Ck~*, con C >0y a = 3.

2. Un modelo mas general

Después de las publicacién de Barabési y Albert, S. N. Dorogovtsev, J. F.
F. Mendes y A. N. Samukhin presentaron un modelo que generaliza el modelo
de Barabasi-Albert en [DMS00], cabe mencionar que en la descripcion del
modelo solamente se utilizaron ideas intuitivas, y que desde un punto de vista
matematico comete errores similares que el modelo antes visto.

El modelo de Dorogovtsev, Mendes y Samukhin adopta las caracteristicas
de ligas preferenciales y crecimiento, de la siguiente manera: en cada unidad de
tiempo ¢ se agrega un nuevo vértice y de forma simultanéa se anaden m links
(o aristas) para unir dos vértices cualesquiera de la gréfica, véase la siguiente
figura.
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Modelo de Dorogovtsev, et. al. (mo =4, m = 2)

Bajo dichas caracteristicas el modelo admite aristas miltiples, sin embar-
go, para cantidades muy grandes de tiempo, el nimero de aristas miltiples
es muy pequeno; inclusive para ¢ muy grande la gréfica resultante presenta
caracteristicas que no dependen de la condicién inicial.

Por otro lado, el colocar una arista entre dos vértices cualesquiera de la
grafica es més congruente con la realidad; por ejemplo, en la red de internet,
cuando se crean nuevas paginas nunca se establece que éstas deban crear links
con un numero fijo de paginas distintas, y ademas en todo instante se estin
creando nuevas ligas entre paginas que ya habian sido creadas anteriormente.

En la secciéon anterior llamamos conectividad al grado de un vértice, pero
en este modelo se le denomina atractivo, ya que entre mayor sea la conectividad
de un vértice implica que es méas ‘popular’ que otros vértices por lo que tiene
més posibilidades de obtener una arista. Un ejemplo muy citado es el que se
presenta en las paginas de internet, y es el caso de los buscadores como Google
o Yahoo, que son péginas con un inmenso ntimero de links.

Para definir el atractivo de un vértice, sea ¢s el nimero de aristas nuevas
del vértice (o sitio) s, y consideremos A > 0 como el atractivo inicial, entonces
el atractivo total del vértice es:

(10) Ay = A+ q,,

entonces la probabilidad de que un nuevo link tome como uno de sus extremos
al vértice s es proporcional a la expresion (10), o bien a su atractivo. Es claro
que el atractivo total al instante ¢ es Ay, = (m—+ A)t, por lo que la probabilidad
de que un nuevo link esté conectado con el sitio s es A;/As.

Si consideramos que las m aristas que se agregan en cada instante son
del vértice nuevo (A = m), de esta manera tendriamos como caso particular
el modelo de Barabasi-Albert, por lo que la ecuacion (10), queda como Ay =
m + qs.

Dorogovtsev, Mendes y Samukhin, a grandes rasgos en [DMSO00], dieron
una expresion para la probabilidad de que un vértice s sea de grado k en el
instante n. A partir de ello derivaron heuristicamente una ecuacion diferencial
que muestra la evoluciéon de la media de la distribucién empirica de grados,
de la cual obtienen el limite a tiempos grandes que resuelven mediante la
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utilizacién de funciones generadoras. Llegaron a la siguiente expresion de la
distribucién de conectividad cuando el atractivo inicial es igual a la cantidad
de aristas que se agregan:

2m(m + 1)

PO = i m Dt m T2

Esta expresion coincide con el resultado de [BRSTO1] cuando m = 1 y re-
cupera las colas de ley de potencia con exponente 3 que obtienen Barabasi y
Albert en [BA99] y [Bar99]. Se puede obtener una ley de potencia de distinto
exponente al utilizar un atractivo inicial arbitrario A:

I'((m+1)a—1)
['(ma)
donde a = A/m, y el exponente de la distribucion de grados es v = 2 + a.
Entre otros calculos esta la media de la distribucion de conectividad, la cual
mostraron que es asint6tica a s, donde 3 = 1/(y—1). De hecho sus resultados
fueron mas alla de obtener resultados parecidos, pues se cuestionaron por el
exponente -, ya que en la mayoria de los estudios éste varia entre 2 y 3, sin
embargo, ellos observaron que puede tomar valores mayores a 2. Es por ello
que dejan al final de su articulo una pregunta abierta, ;por qué y varia entre

2 y 3 en las redes reales? Hasta el momento no hemos visto solucién.

Pq) = (1+a) (g + ma)~ ),






Capitulo 3

Formalizaciéon de un modelo de graficas
aleatorias libres de escala: el modelo LCD

Ahora presentaremos un modelo de graficas aleatorias, introducido en
[BRSTO01]. Dicho modelo formaliza las ideas o caracterirticas que implemen-
taron Barabasi y Albert, y se puede construir mediante un diagrama cordal
linealizado®. Recibe el nombre de modelo LCD por sus siglas en inglés. Por
ultimo simularemos la distribucién empirica de grados.

1. El modelo LCD

Sea vy, vs,...,v, una secuencia de vértices y definamos un proceso de
graficas aleatorias, que denotaremos por {G7},>1, donde G} representa una
gréafica aleatoria de n vértices. Para formar G7 a partir de G~! se afiade un
vértice de grado 1 que es ligado a un vértice ¢ con probabilidad definida como
sigue:

5GI,,—1(U¢)
(11) Pr(v=u;) =4 “Fep Feprtl

QEG?,—l +LG?—1+1

1<i<n-—1,

1 =n,
donde dg(v;) denota el grado del vértice v; en la grafica G; Eg y Lg son
el nimero de aristas y el numero de lazos en la gafica G correspondientes.
La expresion del denominador se debe a que la grafica admite lazos y aristas
multiples; ya que las graficas que tienen lazos cumplen que la suma de grados
de sus vértices es igual a dos veces el numero de aristas mas el nimero de
lazos; y sumamos una unidad por que en el momento en que agregamos el
nuevo vértice contamos su arista correspondiente. Para iniciar el proceso de
graficas se puede a partir de G1 que representa la gréifica con un vértice y un
lazo, véase la siguiente figura.

1En inglés Linearized Chord Diagrams

29
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Modelo LCD

El contéo del denominador siempre se puede realizar al contar los lazos
como aristas y (11) admite la expresion equivalente:

6@?*1(”1‘) <i<
PI‘(’U:’Ui):{Q(n_ll)_H },zfn—l
D1 L=

Al simplificar se llega a

6@11—1(711‘) .
(12) Pr(v=uv)= ——— 1<i<n-—1
i i=n

2n—1

En el caso en que m > 1, definimos el proceso {G}, },>1 por el siguiente
procedimiento: G7., se obtiene a partir del proceso {G7},>1, al agrupar los
vértices de G7'", denotados por vi,vs,...,Umn, de la siguiente manera: los
primeros m vértices, vy, Vs, ..., Uny, los agrupamos para representar el vértice
1 de la grafica G} ; los siguientes m vértices, Vw41, Vm+2,-- ., Vam represen-
taran el vértice 2, y asi sucesivamente se van identificando, hasta obtener los
n vértices.

Una propiedad importante del proceso G} es que para cada n fija, n =k,
se le puede asociar un diagrama LCD. Este diagrama est4 constituido por
un conjunto de puntos, {1,2,...,2k}, que de forma gréfica los podemos ubicar
sobre el eje de las abcisas, y son unidos de dos en dos por medio de semicirculos
trazados en la parte superior del plano, a los cuales llamaremos cuerdas. Un
ejemplo del digrama LCD lo observamos en la Figura 1.

Cuerda
~

1 2 3 4 ) 6 7 8
' t

Extremo izquierdo Extremo derecho

FiGura 1. Diagrama LCD
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DEFINICION. Un n-apareamiento® & es una particion del conjunto de
puntos {1,2,...,2n} = PLU P, U...U P,, donde cada Py es una pareja de
puntos, P, = {i,j}.

El namero total de posibles n-apareamientos es
2n—1N=1%x3x---x2n—1,

ya que el primer punto puede unirse a los 2n — 1 puntos que quedan me-
diante una cuerda, el siguiente punto libre puede unirse a los 2n — 3 puntos
restantes, el siguiente punto libre puede unirse a los 2n — 5 puntos restantes,
y asi sucesivamente. Es facil ver que

(2n)!
n!2n’

Por otro lado, para formar una gréafica a partir de un n-apareamiento &,
denotada por ¢(Z?), debemos distinguir los extremos izquierdo y dereho de

cada cuerda como lo observamos en la Figura 1, y consideremos el siguiente
proceso recursivo:

(13) (2n — 1)l =

1. Identificamos el primer extremo derecho del n-apareamiento, que de-
notaremos por d;.
2. Agrupamos desde el primer punto hasta d;, para formar el primer
vértice, es decir Vi = {1,...,d; }.
3. Paracadai=2,...,n,
= Asignamos d; al i-ésimo extremo derecho, y agrupamos desde el
punto (d;—1 + 1) hasta d; para formar el i-ésimo vértice, V; =
{di,1 + ]., e ,dl}
4. Y para concluir dibujamos los n vértices con sus respectivas aristas,
que se trazan a partir de las cuerdas del n-apareamiento (véase Figura
2).
También es posible crear un diagrama LCD a partir de la grafica G7, de
la siguiente manera:

1. Representamos 2n puntos sobre el eje de las abcisas.
2. Consideremos el grado del vértice 1, e; = 6(vy), y trazamos del punto
1 al punto e; una cuerda, para representar el lazo de tal vértice.
3. Parai=2,...,n
a) Identificamos el punto e; = e;_1 + §(v;),
b) Para j=1,...,i:
= Si el vértice v; esta ligado al vértice v;

2En inglés n—pairing
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1) Si el punto e; no esté ligado a otro punto, entonces tra-
zamos una cuerda de e; al primer punto libre del que se
encuentren entre [e;_1 + 1,e; — 1]°.

2) En caso de que e; ya esté ligado a otro punto, entonces
trazamos una cuerda de los primeros puntos libres de los
intervalos [e;—1 + 1,e; — 1] ¥ [ej—1 + 1, e; — 1] respectiva-
mente.

(Véase Figura 3).

Para calcular el grado del i-ésimo vértice, ¢ > 2, a través del diagrama
LCD, s6lo debemos contar el nimero de puntos que existen entre los extremos
derechos (i — 1) e 4, o visto de otra forma §(v;) = d; — d;_1, y cuando i = 1,
5(U1) = dl.

Hasta el momento conocemos el proceso para pasar del diagrama LCD
a una grafica y viceversa, sin embargo es posible crear un proceso para los
diagramas LCD similar al de graficas aleatorias, a través del siguiente proce-
dimiento:

1. Iniciamos el proceso con dos puntos y una cuerda entre ellos.
2. Parai=2,...,n

a) Agregamos el punto 27 — 1.

b) Intercalamos otro punto de manera uniforme en cualquiera de las
2i — 1 posiciones antes del ultimo punto colocado, y unimos con
una cuerda los dos puntos agregados.

¢) Volvemos a enumerar los puntos para incluir los que se han agre-
gado.

Visto desde otro punto de vista, a partir de un (n — 1)-apareamiento podemos
obtener un n-aparemiento (Véase Figura 4)
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1 2 § 4 5 Q §
Vi Va Vs V4

Vi Va Va Va

FIGURA 2. Proceso para pasar de & (4-apareamiento) a G}
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Notemos que en el momento en que estamos agregando el par de puntos al
n-apareamiento, es equivalente a agregar un vértice de grado 1 en G7, siguiendo
la expresion (12).
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1 2 3 4 5 6

a) 6-apareamiento
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b) Posibles posiciones

1 2 3 4 ) 6 7

¢) Se elige uniformemente una posicién

1 2 3 4 ) 6 7 8

d) Se recorren los puntos correspondientes una posicién

FIGURA 4. Proceso para obtener un n-apareamiento a partir
de un (n — 1)-apareamiento

2. Analisis del modelo LCD

Uno de los objetivos de esta seccién es reproducir y explicar el método
que Bollobas, Riordan y Spencer utilizaron en la demostracion del Teorema
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3.1 (véase refencia [BRSTO1]). Después de haber observado el mapeo o equi-
valencia que existe entre el proceso de gréficas aleatorias y los diagramas LCD,
es posible calcular ciertas disribuciones explicitamente.

Para el teorema siguiente se consider6é que las graficas aleatorias G7,, son
dirigidas, ya que se trat6 de aproximar la distribucién empirica de grados,
calculando la proporcién del nimero de vértices con grado interior igual a d,
denotado por #7 (d), que es igual al namero de vértices de grado (total) m+d.

TEOREMA 3.1. Sea (G}},),~, el proceso de grificas aleatorias definido en
la seccion anterior, con m > 1, definimos
2m(m + 1)
d+m)(d+m+1)(d+m+2)

Nm,d = (
y sea € > 0. Entonces

P ((1 — ima <

como n — 0.

#m(d)

n

< (14 €)nm,a,para 0 < d < n”“’) —1

La demostraciéon del Teorema 3.1 se basé en un calculo preliminar, el
comportamiento asintotico de E(#",(d)), partiendo del caso m = 1 y después
generalizando. Primero se calculé la distribucién explicita de la suma de los
grados de los primeros k vértices, denotado por Dy, para obtener la distribucion
de dgr (vky1) condicionado a Dy, y a partir de ello se obtuvo una expresion
para la distribucién de dgn (vg41). Y por tltimo se argument6 que la diferencia
entre #7 (d) y su esperanza tiende a cero, a lo que llamamos un resultado de
concentracion.

Primero calculemos la esperanza de los grados, utilizando (12):

E(Scp (vn)) = (1) Pr(v = v;,i # n) + (2) Pr(v = vy)
=(1-=Pr(v=u,))+2Pr(v=uy,)
=1+Pr(v=u,)
=14+ 1

2n — 1
2n
on—1°

Si I < n, tenemos
E((;G? (’Ul) | 5G1171(’Ul)) =

(SG;L—l(Ul) Pr ((5@11 (v) = (SGIL—l(Ul) | (SG?—l(Ul)) +

(5@_1(@1) + 1) Pr (5@ (v1) = Sgn1(w) +1| 5G?_1(vl)> 7
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y dado que Pr ((5(;71» (v) = 60?71(1)[) | 6G?71(vl)) es igual a

1-Pr (56? (v1) = Ggn1(00) +1| 5G1,,1(vl)) ,
obtenemos que

E(dcy (vn) | dgp-1(w)) = g1 (v1) + Pr (daz (v0))
= dgn—1(v) + 1] dgn—1(v)
= 5G?71(Uz) + Pr(v =)

6G71171(’Ul)

:(SG;L—I(UZ) + 2n_ 1 5

y calculando la esperanza de ambos lados resulta que

2n

E(dey(w)) = 5—

]E(é‘G;L*1 (Ul))7

entonces utilizando la férmula recursiva y la expresion (13)

n

E(dcy (w) =]

i=l

2n=(=1pnl (21 — 3)!!

(I-1)! (2n—1)!

2n=U=Dpl (20 — 2)Inl2"

(I—1)! (1—1)12-1(2n)!
22n—21+2p12(9] — 2)!
(1—1)12(2n)!

4n=iH1p12(2] — 2)!

N ENEED]

27
21 -1
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Aplicando la formula de Stirling, podemos obtener la aproximaciéon

An—1+1 2041 ,—=2n 9o (1 + O(l/n)>>
(2n)2n+1/2 e—2n m (]. + O(l/n))

(2l _ 2)21—2+1/2 e—2l+2 \/ﬂ (1 + O(l/l))
X (l _ 1)2[—2+1/2 e—2l+2 2T (1 + O(l/l))

B 4n—l+1 n1/2 22l—2+1/2 (l _ 1)2l—2+1/2(1 + O(l/n))(l + O(]./l))
- 92n+1/2 (l _ 1)2171

n'/2(1+0(1/n))(1 + O(1/1))
(1—1)1/2

\/?(14—0(1/[)).

Para concluir la tltima expresion de E(d¢y (v1)), consideramos que el nimero
de vértices, n, es suficientemente grande, lo implica que 1/n — 0, por lo que
resulta un error en funcion de [, por lo que dicho error esta controlado. Asi
mismo, observemos que el valor esperado calculado esté en funcién de n, por lo
que éste puede crecer tanto como n, y por lo tanto no existe una concentraciéon
de los grados en una grafica aleatoria del modelo LCD que no dependa del
nimero de vértices. Por ello es que se calcul6 el valor esperado del niimero de
vértices de grado d 4+ m.

E(day () = (

%

Casom=1

Sea 0; = dgn(vi), y dado que m = 1, entonces S8 = 2n, y con-
sideremos el evento en el que los tltimos n — k vértices de GT estan unidos
con exactamente s aristas a los primeros k vértices, tal evento esti represen-
tado por {Dy — 2k = s}, donde 0 < s < n — k. Este evento corresponde a
un n-apareamiento donde el punto 2k + s es el k-ésimo extremo derecho, sea
P el n-apareamiento con dicha propiedad. Dividiremos a & en dos partes,
sea £ los primeros 2k + s puntos, es decir ¥ = {1,2,...,2k + s}, y sea
X ={2k+s+1,...,2n}.

Calculemos la distribucién del evento { Dy, — 2k = s}, mediante &, y para
ello observemos todas las posibilidades de . y Z. Para £ debemos unir el
punto 2k + s al conjunto de puntos {1,...,2k+s—1}; de los 2k + s — 2 puntos
restantes debemos escoger s para ligarlos a s puntos de %; y los otros 2(k — 1)
puntos deben formar un (k — 1)-apareamiento. Por lo tanto tenemos

2k +s—2
s

(14) (2k+s—1)< )(Q(k— 1) — 1)t
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de posibilidades para .. De forma similar para %, debemos tomar s puntos
de los 2n — 2k — s puntos de Z, para unirlos a .Z, y con los 2n — 2k — 2s puntos
restantes formamos un n — k — s-apareamiento, entonces obtenemos

<2n_2k_5)(2(n—k‘—8) —

S

de posibilidades para Z. Y por dltimo contamos todas las formas en las que se
unen los s puntos de .Z y Z, cuyo total es s!. Por lo tanto multiplicando s! por
(14) y (15), y diviendo entre el ntimero total de n-apareamientos (2n)!/(2"n!),
tenemos que

(15)

L 2Tl 2k + s — 1) (2n — 2k — s)!
(16) Pr(Dr =2k =) = — 5 S =1y sl (n — % — o]

Sea ps = Pr(Dy, — 2k = s), y calculemos ps41/ps.

_ Ps+1
g = 1=
Ds
2k +s)(n—k—2s)
(2n —2k —s)(s+1)°
Para deducir un resultado de concentracién sobre Dy, y suponiendo que s es
un nimero real, encontremos la tinica solucién positiva para r; = 1, entonces

22k +s)(n—k—s)=(s+1)(2n— 2k —s)
4kn — 4k* — 4ks + (2n — 2k)s — 25% = (2n — 2k)s — s +2n — 2k — s
—s% 4+ (1 — 4k)s—2n + 4kn — 4k* + 2k = 0,

por lo tanto tenemos la siguiente ecuacién de segundo grado
s2 + (4k — 1)s 4+ 2n — 2k — 4kn + 4k* = 0,

y calculando la solucién positiva, tenemos

1 1
s:—2kz+§—|— 4kn—2n+i
Por lo tanto sg = | =2k + 3 + y/4kn — 2n+ § —‘ es uno de los valores mas

probables de Dy — 2k. Por otro lado
rsy1  2k+s+1)(n—k—(s+1)) . (2k+s)(n—k—s)

re  (5+2)2n—2k—(s+1)) ~ (s+1)(2n—2k —s)

:<1‘@+2;€x;1:+@> (“(n—k—s)gn_—kzk—s—l))'
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Es claro que (S+§§“@i+s) y (n_k_s’)l(;fl_%_s) son menores o iguales que 1, tam-

bién que (s +2)(2k +s) < 2n?y (2n —2k — s — 1)(n — k — s) < 2n?, ademés
sabemos que para x > 0, 1 —z < e™%; por lo tanto obtenemos que

Tst1 N 2k —1 . n—=k
T - &P 2n2 eXp 2n2

< exp (_—n—2<:+1>>

<o (-5,
<exp|——|.
2n

Utilizando la desigualdad anterior

T T T T X
sote _ Tsot+1Tso+2 ~ Tsota < exp (_ 2) 7
Tso Tsy Tso+1 Tso+x—1 2n

y como 75, < 1, implica que 75,4+, < exp(—z/2n). Asimismo

Pso+z = Tsog+x—1Pso+z—1

= Tsg4+x—1Tsg+x—2 " TsoPsg

con( 55 )on(552) en(-5)
— o (-5 )

De manera similar para ps,_,, pero considerando que = debe ser menor o igual

a 503

)]

Dso—a < €XP <— in

donde y = sp —x — 1. Las cotas estimadas nos sirven para aproximar Pr(|Dj, —
(2k + s0)| > €), de la siguiente manera:
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Pr(|Dy — (2k + s0)| > €)
= Pr(Dy — (2k + s9) < —€) — Pr(Dy — (2k + s9) > €)

—e )
= Z Pso+x + Zpso+m
T=¢€

T=—00

= 2Zpso+w
< Qiexp (—33(964;1))

2 2/ exp (—W) dx,
2

si consideramos la siguiente desigualdad —z(z — 1) < —222 + 1 para todo
x > 0, tenemos que

[eS) _ 00 2,2 1
2/ exp(—x(znl)>dx§2/ exp(ﬂ)dw
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Por lo tanto Pr(|Dy — (2k + so)| > €) < %2¢ exp (—%); y si suponemos que

e = y/anlog(n), implica que

6ne o ( €2 ) 6nc . ( an log(n))
M exp [ =) = 2 o (2205
€ P\ "6 anlog(n) P 6n

B 6nc 1
anlog(n) n/6
4c 1

alog(n) na/6—=1/27

>1 < a>9, entonces concluimos que

Pr (\Dk — (2K + s0)| > \/9n10g(n)) = o(n~L).

Por otro lado notemos que

|Dk — 2V kn| — ‘2k+$0 — 2V kn\ S |Dk — 2Vkn — (2k+80 — 2V kn)|,

<
SIS
MOl

entonces
| Dy, — 2Vkn| < 3v/nlog(n) + |2k + so — 2Vkn|,

y notemos que |sp + 2k — 2vkn| < 2y/n, y ya que consideramos que n es
suficientemente grande, tenemos que 2/n < /nlog(n), por lo tanto

(17) Pr (|D;~C — 2Vkn| > 4\/n10g(n)) =o(nh).

Enseguida calcularemos la probabilidad de que el ingrado del vértice vy
sea igual a d, dado Dy, o lo que es equivalente, Pr(dgy1 = d + 1 | Dy).
Suponiendoque 1 < k <n—1y0 < s < n—k, consideremos un n-apareamiento
con la caracteristica anterior, lo que corresponde a que el punto 2k+s+d+1, del
n-apareamiento, sea un extremo derecho, y los puntos 2k+s+1,...,2k+s+d
extremos izquierdos. Ademas, dicho n-apareamiento debe cumplir con el evento
{Dy, — 2k = s}. Entonces en este caso definimos & = {1,2,...,2k+s+d+1},
y contaremos el nimero de extensiones de .Z para formar un n-apareamiento.
Notemos que el punto 2k + s + d + 1 debe estar ligado a uno de los s puntos
que no estan apareados antes del punto 2k + s, o con alguno de los puntos
2k+s+1,...,2k+s+d, o bien, puede estar ligado al primer punto, por lo que
tiene s + d posibles parejas. También en .Z hay s+ d — 1 puntos no apareados
que pueden ser unidos a los puntos de #Z de (s + d — 1)! formas distintas, y
seleccionamos de los 2n — 2k — s — d — 1 puntos de & los s + d — 1 puntos
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correspondientes. Y por tltimo, los puntos restantes forman un (n—k — s —d)-
apareamiento, por lo tanto el total de extensiones de .Z es

2n—2k—s—d—1
(s+d)(s+d1)!< " S+d8_1 )(Q(nksd)l)!!
para0<d<n-—k—s.
Recordemos que para el evento {Dj, — 2k = s} el numero de extensiones

de la parte izquierda de un n-apareamiento es igual a
! (2" — 2k 5) (2n — 2k — 25 — 1)1,
s
entonces
Pr(dgr1 =d+ 1| Dy — 2k = s)
(s+d)(s+d—1DIC" 22—k —s—d) — 1!

sI(P" 2% (2n — 2k — 25 — 1)1
2n—2k—s—d—-1)! (n—k—2s)!

(2n — 2k — s)! (n—k—s—d)

y denotando (a), = a!/(a — b)!, tenemos que

=24(s +d)

(n—Fk—38)q
(2n — 2k — $)441
Consideremos a k y d como funciones de n, k = k(n) y d = d(n), que
satisfacen M <k <n—M y 0 <d<n'/' donde M = [n4/5/lognJ. Y como

hemos visto que con alta probabilidad ‘Dk — 2V kn‘ < O(y/nlogn), implica
que

(18)  Pr(dpy1 =d+1| Dy — 2k = s) = 2%(s + d)

S :Dk — 2k
= Dy —2Vkn + 2Vkn — 2k
< O(+y/nlogn) + 2Vkn — 2k,

y notemos que (a); es asintotico a (a)® cuando a — oo, y d < y/nlogn, para
n > 2, entonces sustituyendo en (18), tenemos la siguiente expresiéon para
Pr(dgt1 =d+1| Dy — 2k = s)

) . (n+k—2vEkn + O(v/nlogn))?
(2% 2k+0(\/@)) 2 (2n — 2vkn + O(ynlogn))d+t

Multiplicando y dividiendo por (dv/nlogn)®*!, y utilizando las cotas cor-
respondientes de k y d tenemos que el cociente de n+k —2vkn = (v/n — Vk)?
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sobre dv/nlogn crece tanto como n; y lo mismo sucede para 2n — 2vkn y
vV kn — 2k ambos sobre dv/nlogn, por lo que la probabilidad anterior se expre-
sada como sigue

9 d
1+ ())2¢F—2k< (f—ﬂ))

2n —2vkn \ 2(n — vkn)

donde o(.) indica el error, y observemos que

CovRn -2k _2yi-vR? | B
on—vVkn  2(n—Vkn) Y VEk/n ’

por lo tanto

Pr (dk+1 —d+ 1| Dy — 2VEn| < 4\/7@)
(19) ~ (1+o(1)vVk/n(l = Vk/n)?
utilizando la formula de Bayes y la ecuacion (18), tenemos que
Pr(dpy1 = d+1) = o(n™ ) + (1 + o(1))VE/n(1 — /k/n)?.

Variando k en el rango definido, y fijando n y d, podemos estimar que el
ntimero esperado de vértices con grado igual a d + 1 se calcula mediante la
siguiente expresion

= Pr(dis1 =d)
k=1

M n—M
:22Pr(d;€+1:d + o(n ) + (1 4+ o(1)VE/n(1 — \/k/n)?
k=1 k=M

n—M
= O(M) +o(1) + (1 +0(1)) Y Vk/n(1 = /k/n)".
k=M

Sabemos que 7 _ A1 \/k/n(1 — /k/n)d ~ gy M k(1 — \/kn)ddk, y

calculando la integral mediante el cambio de variable = k/n, tenemos que

1-M/n

/;:_ VE/n(1 =k /n)dk = n/ Va(l = Vr)tde,

k=M/n
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y como % tiende a 0, cuando n — oo, por lo que todo se reduce a calcular la
siguiente integral, realizando el cambio de variable z = (1 — u)?

1 0
/ V(1 — z)lde = 7/ 2(1 — u)?uldu
0 1
1
:2/ u — 2ut 2 dy
0
_ 2 + 1
S \d+1 d+2  d+3

4
(d+1)(d+2)(d+3)’

y por lo tanto el valor esperado del nimero de vértices de ingrado d es asintético
a

4n
(d+1)(d+2)(d+3)

(20) E(#i'(d)) ~

Caso general (m > 1)

Recordemos que a partir de G7"™ podemos obtener G}, ésto nos servira
de base para calcular el nimero esperado de vértices de ingrado d en G7.,,
denotado por #7(d). Sea dj, el grado del vértice k en G, dicho vértice es
esté conformado por los vértices vg 1, .., Vi +m que pertenecen a G, donde
K=Fkmy N =nm;ysean dgy1,...,dx+m Sus repectivos grados, entonces
d/K = dK+1 + -+ dK+7n-

Bajo las condiciones de que M < k <n—M y 0 < d < n'/15, y observando
que el resultado obtenido en (19) se puede aplicar, considerando que |Dg; —

2¢/(K + j)N| < 44/Nlog(N) para cada j = {1,2,...,m}, tenemos que

Pr(disjer =d+1]|di,da, ... dgs;) ~ e/ (K + )N (1 VK —|—j)/N)d
~c(1 4+ o(1)vz(1 — V)4,

donde c=1+0(1) y z = k/n = K/N. Observemos que

Pr(dy =d+m|d;,....dj_,)

:PI'< U {dK+1:al+1,...,dK+m:am+1}|d1,...,dK>,
ar+-+am=d
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y sabemos que los eventos de la probabilidad anterior son independientes, por
lo que es igual a

m

> IIPrkei=ai+1dy,..odgpis) ~ Y a1 —a2)
ar++am,=di=1 a1+-tam=d
dado que los sumandos no dependen de las a;’s, deseamos calcular el nimero
de combinaciones posibles de que exactamente m nimeros no negativos sumen
d.

En combinatoria, existe un concepto llamado composicion de n, que se
define de la siguiente manera:

DEFINICION. Sean n y k dos nimeros enteros positivos, k < n, entonces
una composicion de n en k partes es una representacion ordenada de n como
una suma de exactamente k numeros enteros no negativos

n=ry+ro+...+rp(Vir, <0),
y se denomina como k-composicion de n.

Consideremos una composiciéon de n con k elementos, observemos que en
cierto sentido, tenemos libertad de elegir los primeros k£ — 1 sumandos, ya que
el altimo depende de todos los anteriores. Entonces podemos establecer una
biyeccién entre un k-composicién de n y un subconjunto de £ — 1 elementos,
A, que pertenece a un conjunto de cardinalidad n — 1, y definimos a dicho
conjunto de la siguiente manera

A:{a17a1+a27"'7a1+a2+"'+ak71}7

entonces es claro que existen (Zj) k-composiciones de n. Sin embargo, en

nuestro caso tenemos que cada uno de los grados es igual a; + 1, entonces la
suma de los grados debe ser igual a d + m, y asi tenemos un m-composicién
de d +m, y existe un total (*I”7") composiciones, entonces

d -1

Pr(dx =d+m|d,....dgx_1) ~ (1+0(1))< tm ) )xm/Q(l—x)d,
m —
y concluimos que
d -1
Pr(dy =d+m)=o(n"")+ (1+ 0(1))( tm ) >xm/2(1 — )%

m—
Ahora, podemos obtener una expresion para el nimero esperado de vértices de
grado d + m, utilizando los mismos rangos para k y d,

n—M
BGH@) = 00 +o()+ 1+ o) (1T T S (2 AT,

k=M
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de manera similar, para obtener una expresiéon mas explicita de la esperanza,
basta resolver la siguiente integral, utilizando los mismos cambios de variable
del casom =1, z = (1 — u)?

1 0
/ ™2 (1 — z)lde = —2/ (1 — )™ Muddu
0 1

1
= 2/ (1 — u)™ uldu,
0

es claro que la ultima equivalencia presenta la forma de una funcién beta, por

lo tanto
1
+ 1)ld!
1— m+1_d — (m
/0( w)" T udu CETEE

y sustituyendo en la expresion de la esperanza del ntiimero de vértices de grado
d obtenemos

2m(m+ 1)n
(d+m)(d+m+1)(d+m+2)

(21) E(#7(d)) ~

Después de haber corroborado todos los célculos para obtener explicita-
mente el comportamiento asintotico de la esperanza del ntimero de vértices de
grado d en la grafica G}, analizaremos los argumentos de la demostracion del
Teorema, 3.1.

2.1. Discusion sobre la demostracion del Teorema 3.1. Hay va-
rios autores que han citado, en sus articulos y libros, el articulo de Bollobas
[BRSTO1], con el fin de dar la demostracién al Teorema 3.1, pero no han
profundizado en tal demostracién. En un principio éste fue uno de los objetivos
del capitulo, sin embargo han surgido puntos de la demostraciéon que hasta el
momento no hemos comprendido del todo, lo que nos lleva pensar que pudiese
ser errénea o que faltaron argumentos en su desarrollo.

En un primer punto se nos pide que consideremos la grafica G7},, donde n
y m son numeros fijos, y definimos una martingala de la siguiente manera

X, =E (#:‘n(d)\Gin) , para 0 < i <mn,
donde X,, = #%(d) y Xo = E (#7,(d)). El siguiente punto es ver que los in-
crementos de la martingala son acotados por 2, | X;11 — X;| < 2. Suponiendo
que |X;+1 — X;| < 2, el siguiente paso fue aplicar la desigualdad de Azuma-
Hoeffding (véase apéndice BMartingalas y la desigualdad de Azuma-Hoeffdingappend;
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y se obtiene

Pr (X = Xol = v/nlogn) = Pr ([E (#7,(d)) — #3,(d)] = /nlogn)

<e™ logn/8

= o(nfl/ 15y,
Por lo tanto la probabilidad de que

(d+m)(d+m+1)(d+m+2)

<1 0<d<nt/t5
2m(m+ 1)n sl+eparalsasn

—e < #7(d)

tiende a 1 conforme n tiende a infinito para toda € > 0, y por lo tanto se
concluye la demostraciéon del Teorema 3.1.
El argumento (a nuestro parecer incompleto) para justificar la cota

| Xip1 — X5 <2

es: considérese que en el paso ¢ podemos unir el vértice v; a v 0 v;, y como
estamos interesados en el namero de vértices de un grado en particular, d, los
grados de v y v; en G, no pueden afectar #,(d), y por lo tanto el cambio
en # (d) a lo mas es dos. Visto de otro modo, se entiende que se tienen dos
graficas G}, y H) tales que la dnica diferencia entre ellas es la arista que se
agrega al instante i, ésto implica que antes y despues del instante i todas las
variables (o aristas) estan controlodas y son exactamente las mismas en ambas
graficas. Entoces, suponiendo que m = 1, [04(GZ,) —64(H)| < 2, donde 64(G)
es el numero de vértices de grado d en la grafica G. Esto se debe a que a lo
mas 04(G},) puede disminuir y §4(H}},) aumentar una unidad, o viceversa, todo
depende de a qué vértice se una v;, si es un vértice de grado d o d — 1, o un
grado distinto. Cuando m > 2, la cota correspondiente es 2m.

Bajo este anélisis, se debe tener como implicacién que los incrementos
de la martingala son acotados, sin embargo, no es claro, por un lado porque
al tratar de calcular la esperanza condicional directamente, dada una gréfica
G! ., no se tienen las variables subsecuentes “controladas o fijas”; por lo que
6d(Gﬁl) y 64(H), intuitivamente, pueden diferir en mas de dos unidades si las
variables agregadas después del instante 7 son distintas para ambas graficas, y
por lo tanto no es claro que partiendo de tal supuesto | X;11 — X;| < 2.

Se tratd de buscar el camino o anélisis que nos mostrara que los incre-
mentos de la martingala, antes definida, fuesen acotados, pero no se logro; sin
embargo, esto nos llevé a elaborar una nueva construccién, para mostrar que
la distribucién de grados converge a una ley de potencias, es por ello que se
desarrolla el siguiente capitulo.
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No cabe duda que el método es interesante, pues requeria aplicar conceptos
bésicos y resultados ya conocidos, quiza un camino largo pero muy ilustrativo.

3. Simulacién de la distribucién empirica de grados

Después de observar los resultados de la distribuciéon de grados, ahora
veamos el mismo resultado computacionalmente. Para tal objetivo se elabo-
raron dos algoritmos para simular la distribucién empirica de grados del modelo
LCD, siguiendo ideas del Algoritmo 2, (véase capitulo 1 seccion 4.2).

En el primer algoritmo distinguimos el ntimero aristas del de lazos, para
observar que el segundo numero es casi nulo, ya que las simulaciones que re-
alizamos son para un numero grande de vértices. En el segundo algoritmo los
lazos son contados como aristas y la distribucién de grados no se calcula en un
solo paso, sino conforme se van agregando los vértices.

Algoritmo 3
Este algoritmo simula la distribucion empirica de grados del modelo LCD.

1. Se requiere de un parametro: n (ntmero de vértices).

2. Se inicia el niimero de aristas en cero y el nimero de lazos en uno, a=0
y b=1, ya que el proceso de graficas comienza con un vértice que tiene
un lazo.

3. El vector qua almacena el grado de cada vértice, tiene en su primera
entrada el valor de 1, por el grado del primer vértice, y el resto de las
entradas son cero, d=zeros(1,n) y d(1)=1.

4. El vector que guarda el nimero de vértices de grado k, con k =
{1,...,n}, se inicializa con todos sus valores en cero, excepto en la
primera entrada que se le asigna el valor de 1, c=zeros(1,n) y c(1)=1.

5. Para el vértice j =2,...,n

a) Se inicializa el grado del vértice j en uno, d(j)=1.

b) Aumentamos una unidad el ntiimero de vértices de grado uno,
c(1)=c(1)+1. ‘

¢) Se actualiza la distribucion empirica de grados para la grafica G7,
por medio del comando cumsum y se almacena en un vector,
p=[0, cumsum(d./(2*(a+b+1)))].

d) Se crea un numero aleatorio entre cero y uno, rand.

e) Para unir el nuevo vértice con alguno de los vértices i = 1,...,J, se
busca el cuantil de la distribucién empirica de grados de la gréfica
G, que corresponde al ntimero generado anteriormente.
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1) Si el namero se encuentra en el intervalo

iz_i 5{;{ (vr) i: 5{;{ (vr)
2j—1"° 2j—11"

=1 =1

o de forma equivalente si esta en el intervalo (p(i),p(i+1)]:
» En caso de que i # j*:

e Aumenta el nimero de aristas una unidad, a=a+1.

e Disminuimos una unidad el ntmero de vértices del gra-
do del vértice ¢, y aumentamos una unidad el namero
de vértices del grado siguiente,c(d(i))=c(d(i))-1y
c(@()+1D)=c(@(i)+1)+1.

e Actualizamos el grado del vértice ¢, que aumenta una
unidad, d(i)=d(i)+1.

e Se termina el proceso de busqueda.

= En caso de que i = j:

e Aumenta el numero de lazos, b=b+1.

6. Se suma el grado de todos los vértices para comparar con el nimero
total de aristas multiplicado por dos mas el nimero de lazos.

7. Se grafica el logaritmo de la proporcion del numero de vértices de grado
k y una linea con pendiente —3, para observar que la distribucién de
grados sigue una ley de potencias.

Programa 3

function Programa3(n)
tic;
t=[0];
a=0;
b=1;
d=zeros(1,n);
d(1)=1;
c=zeros(1l,n);
c(1)=1;
for j=2:n
d(jd=1;
c()=c(1)+1;
p=[0, cumsum(d./(2*a+b+1))];
aux=rand;
for i=1:j

4El vértice j se une con un vértice distinto a él
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if(p(i)<aux) & (aux<=p(i+1))
if i+l~=j+1
a=a+l;
c(d(i))=c(d(i))-1;
c(d(i)+1)=c(d(i)+1)+1;
d(i)=d(i)+1;
break;
else
b=b+1;
end
end %if
end
t=[t;toc];
end
sum(d)
2xa+b
sum((1:n) .*c)
plot((1:n),log(c/n),’r?)
hold on
plot((1:50),(-3)*(1:50))

Apartir del algoritmo anterior, obtuvimos para el nimero de lazos los
siguientes resultados:

CUADRO 1. Numero de lazos

Nam. de Num. de Num.de Tiempo de

vértices  aristas lazos ejecuciéon
1000 996 4 0.65 seg.
10000 9995 5 59.60 seg.
50000 99994 6 25.22 min.
100000 199993 7 1 hr. 8 min.

En el siguiente algoritmo que observaremos, en lugar de dividir entre 2n+1
para calcular la distribucién de grados, se multiplica este factor por el niimero
aleatorio, y asi obtenemos el mismo resultado.

Algoritmo 4
Este algoritmo simula la distribucion empirica de grados del modelo LCD.

1. Se requiere de un pardmetro: n (nimero de vértices).



El modelo LCD

2. El vector qua almacena el grado de cada vértice, tiene en su primera
entrada el valor de 2, por el grado del primer vértice, y el resto de las
entradas son cero, d=zeros(1,n) y d(1)=2.

3. El vector que guarda el ntimero de vértices de grado k, con k =
{1,...,n}, se inicializa con todos sus valores en cero, excepto en la
segunda entrada que se le asigna el valor de 1, c=zeros(1,n) y c(2)=1.

4. Para el vértice j =2,...,n

a) Se inicializa el grado del vértice j en uno, d(j)=1.

b) Aumentamos una unidad el ntimero de vértices de grado uno,
c(1)=c(1)+1.

¢) Se crea una variable que almacenara la suma acumulativa de los
grados de cada uno de los vértices, empezando por el vértice de
grado 1, p1=d(1); para ir calculando la distribucién empirica de
grados para la grafica G{.

d) Se crea un numero aleatorio entre cero y uno, y se multiplica por
el nimero de aristas, (2*j-1)*rand, para verificar a qué vértice
se va a unir el vértice j.

e) Para unir el nuevo vértice con alguno de los vértices ¢ = 1,..., 7,
se localiza el nimero anterior en la distribucién empirica de grados
de la grafica G7.

1) Entonces si el nimero es menor o igual que p1 = >~/_; O (vr):

= Disminuimos una unidad el nimero de vértices del grado
del vértice 7, y aumentamos una unidad el nimero de vér-
tices del grado siguiente, c(d(i))=c(d(i))-1y
c(d(@)+1)=c(d(i)+1)+1.

= Actualizamos el grado del vértice i, que aumenta una
unidad,
d(i)=d(i)+1.

= Se termina el proceso de busqueda.

f) Se actualiza la suma acumulativa de los grados de los vértices,
pl=d(i+1)+pl.

5. Se suma el grado de todos los vértices para comparar con el nimero
total de aristas que es 2n.

6. Se grafica el logaritmo de la proporcién del nimero de vértices de grado
k y una linea con pendiente —3, para observar que la distribucién de
grados sigue una ley de potencias.

Programa 4

function Programa4(n)
tic;
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t=[0];
d=zeros(1,n);
d(1)=2;
c=zeros(1l,n);
c(2)=1;
for j=2:n
d(jd=1;
c()=c(1)+1;
pl=d(1);
aux=(2*j-1)*rand;
for i=1:j
if (aux<=p1)
c(d(i))=c(d(i))-1;
c(d(i)+1)=c(d(i)+1)+1;
d(i)=d(i)+1;
break
end %if
pl=d(i+1)+p1;
end ) for
t=[t,toc];
end %for
sum(d)
sum((1:n).*c)
2%
t=[t,toc];
plot(logl0(1:n),logl0(c/n),’r?)
hold on
plot((0:2),-3%(0:2)+0.5)

Cabe mencionar que el tiempo de ejecucion para ambos programas es muy
similar. Utilizamos el segundo programa para simular la distribucién empirica
de grados con n = 500,000 y se grafico (logk,log P(k)), donde P(k) es la
probabilidad de que un vértice sea de grado k, dicho resultado lo podemos
observar en la Figura® 5. La linea punteada es una recta de pendiente igual
a —3, y la linea en color azul es el logaritmo de la distribucién. Por lo tanto,
computacionalmente hemos obtenido que P(k) ~ Ak~3, lo cual coincide con
lo enunciado en el Teorema 3.1.

5Para obtener dicha grafica, se modificé el rango del grafico en el ment de Matlab, para
dar un mejor acercamiento
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FI1GURA 5. Simulacion de la distribucién empirica de grados del
modelo LCD






Capitulo 4

Convergencia de la distribucién empirica de
grados

En este capitulo ajustaremos una sucesién de variables aleatorias para de-
tallar la evolucion del nimero de vértices de grado k, a la cual denominaremos
caminata aleatoria auto-regulada, debido a su construccién. Dicha caminata
nos permitira obtener una ley fuerte de los grandes nimeros para cada grado
k. Asi mismo, como hemos proseguido en los capitulos anteriores, realizaremos
la simulacién de la caminata aleatoria auto-regulada para observar la distribu-
cion del nimero de vértices de cierto grado. El desarrollo de este capitulo
inicia con el analisis del ntimero de vértices de grado 1, y después se hard una
generalizacion.

1. Proporciéon del namero de vértices de grado 1

Sea C,, el nimero de vértices de grado 1 de la grafica G} y consideremos
C1 = 0, pues en el modelo LCD, iniciamos el proceso con un vértice de grado
2; sin embargo, de manera general podemos dar cualquier condicién incial para
el proceso de graficas. Ademés consideremos a la o-dlgebra generada por las
graficas G1,..., G}, que denotaremos por .%,, y sea G} = G™.

Notemos que C}, no disminuye, ya que cuando agregamos un nuevo vértice,
Un+1, & la gafica G™, éste se puede unir a un vértice de grado 1, lo que implica
que Cp41 = (), ya que v,41 serd de grado 1 y el vértice con el que se unio6
tendréa grado 2. O también se puede unir a el mismo, formando un lazo, asi

Pr(Cn—i-l =Ch | 3‘\'”) = g’;ill
Por otro lado, observemos que C,, aumenta una unidad, si el vértice v, 1
no se une con el mismo o con un vértice que no es de grado 1, por lo que
Cn,+1
n+1°
Consideremos una sucesion de variables aleatorias tal que la ley condicional

de sus incrementos dada %, es decir £ (AC,,11|%#,) = Bernoulli(1 — ggill),

Pr(Cn+1:Cn+1|yn):1—

55
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donde AC,,+1 = Cp 11 —Cy; a dicha sucesion le llamaremos caminata aleato-
ria auto-regulada, ya que la evolucion de la sucesion depende de si misma. El
objetivo de describir tal sucesion es el de dar otra construccion que nos permita
ver que la proporcion de vértices de grado 1 tiende a 2/3, pues en el capitulo
anterior tratamos de concluir dicho resultado basandonos en el procedimiento
de Bollobas, sin embargo, no obtuvimos el argumento completo, como ya se
discutio.

Para otro modo de ver la construccion de C,, consideremos una sucesion
de variables aleatorias independientes (U;)$2,, donde cada U; tiene distribucion
Uniforme(0, 1) V 4, entonces sea

(22) Cut1=Cot 1y 1 cut1y,

2n+1
con C7 = 0.
Es claro que los incrementos de C,, no son independientes ni identicamente
distribuidos, pues

ACpi1 = 1{U7,,+1S1—%}’

y asi para cada n, AC),41 tiene distribucién condicional Bernoulli(l — gﬁii)

Bajo esta descripcion la caminata aleatoria auto-regulada es facil de simular,
para observar una estimacion de la distribuciéon empirica del ntimero de vértices
de grado 1, lo cual realizaremos mas adelante.

Cuando los incrementos de una caminata aleatoria .S,,, tienen distribuciéon
Bernoulli de parametro p, sabemos que E(S,,) = np, debido a que S,, puede
verse como una suma de variables Bernoulli. Sin embargo, deseamos calcular
%, para obtener la proporcion de vértices de grado 1. Enseguida afirmaremos
que casi seguramente C,, /n tiene limite y es igual a 2/3, cuya demostracion se
basa en un método de Freedman de su articulo [Fre65], el cual implementa un
argumento de acoplamiento.

TEOREMA 4.1. Sea C,, la sucesion definida en (22), entonces

n 3

DEMOSTRACION. Consideremos el siguiente conjunto
C C
Coy = {x/\O <liminf —= < limsup — < y A 1} .
n—oco n n—oo M
Veamos ahora que si
Pr(C,y) =1
(lo cual es cierto cuando x =0y y = 1) y se define f(z) =1 — /2 entonces

(23) Pr(Cyn(0),prt1(0)) =1
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donde f" es la enésima iteracion de f.

Veamos la utilidad de dicha implicacién y después su demostracién por
el argumento de acoplamiento. Notemos que f en el intervalo [0, 1] es una
contraccion, ya que para x,y € [0,1] se tiene que

F@) ~ )] = gl — ol

y por el Teorema del Punto Fijo, en el limite f™(z) tiende al Gnico punto fijo
de f, el cual es 2/3, y notemos que

C, 2
Cr @m0 = {n - 3}
n

y por la continuidad de la medida de probabilidad resulta que el conjunto
donde C,,/n — 2/3 tiene probabilidad 1, por lo tanto concluimos el Teorema
4.1. O

Ahora demostraremos (23). Sea w un elemento que pertece a Cy ,, entonces
para cada € > 0 existe N = N(w) tal que para toda n > N

(:cfe)/\OS%S(y+e)/\1,

lo que implica que

(y-l—e)/\1<1 Cpn+1 <1 (x—€)AD

1— _ RS
2 - 2n+1 — 2 ’

asi mismo

(24) <

1 onn <1 c 1 w—c
Un 1 S1- 14200 = R0, S1- 235 = MU0 <1- (5000

donde U, 11 es la sucesion de variables aleatorias uniformes en (0,1). Por la
Ley Fuerte de los Grandes Numeros sabemos que
n
Zk:l ﬂUk+1§p c.s. 7
n

y dado que C,, se puede expresar como la suma anterior de indicadoras,

n
C, = E 1 C;+1
n —y Ui+1§1*23+1
1=

entonces aplicando dicha suma a 24 tenemos que para cada € > 0 existe N’ tal
que Vn > N’

1_(y—|—e)/\1 C, (x —€)AD
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y la expresion anterior es Cf(,), r(y), ¥ POr consecuencia dicho conjunto tiene
probabilidad 1. Realizando n veces este andlisis partiendo de Cy(,) r(,) tenemos
que Pr (Cn(y) pn(y)) v considerando z =0y y =1 = f(0) concluimos (23).

En el teorema anterior mostramos que % converge casi seguramente a
2/3, sin embargo, siempre hemos sabido que existen distintos caminos para
llegar al mismo resultado. Basandonos en una de las demostraciones de la ley
fuerte de los grandes nimeros (véase apéndice ACaminatas Aleatorias y la
LFGNappendix.A), logramos obtener el mismo resultado que el Teorema 4.1,
estd de mas decir, que este teorema muestra una ley fuerte de los grandes
nimeros para la caminata aleatoria auto-regulada.

Antes de iniciar con la demostraciéon calculemos los primeros cuatro mo-
mentos centrales de C),, y para ello necesitamos calcular E(C,,/n), y compro-
bemos que converge a 2/3. Sabemos que E(C,,) = E (E(C,|-%#,))

ar — o

Cnfl +1

=Ch1+1l—- 77—,
s

por lo que E(C,,) =E(Cp,—1) +1— ElCu_D41 'y como E(Cy) = 0, resolviendo

2(n—1)+1 ’
la formula recursiva se tiene
2
E(Cy) = 3
2
2
2

Denotemos por p el k—ésimo momento central de C,,, es decir E[(C,, —
2

& o i _
£n)"]. Para simplificar la notacién sea B, 11 = 1{Un+1§1— Cutly, entonces
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=E((Cp - %(n - 1))2) +2E ((Cn - %(n D) (B — g))

E ((Bn+1 - z)Q) ;

y calculando por separado los tltimos sumandos tenemos utilizando propieda-
des de esperanza condicional obtenemos, por una parte

E((Cy = 300 1) (B - 3))

_E <<cn 20— ))E(Bun - §I%>)

2 2
2 1 (1 1
3) 2n+1  \3 2n+1
1
_lg(Gutl) 1
37 \2n+1/) 9
1%(n—1)+1+1
3 2n+1 9
_2
=5
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Entonces, sustituyendo ambos resultados en (25), obtenemos la siguiente
féormula recursiva

2

2 2 z
2 2
=(1— 242
U=ty

en lugar de resoverla directamente encontremos una cota para el segundo mo-
mento central, sabemos que C; = 0, por lo que Var(Cy) = u? = 0, y como
1—-2/2n+1 < 1, entonces

H3L+1 <+

Nel il V)

y por induccién se llega a 2 < 2/9n.
Calculando de manera similar el tercer y cuarto momentos centrales resulta
que

3 u? 2

3 3 n

= ]_ — —_

Ht1 ( 2n+1)“"+2n+1+33

) g, 20 A Ay, 2

4
4
=|1- + gt =
Hnt1 ( m+1) " T y1 T3 T 3@2n+1) | 3
y de nuevo obtenemos expresiones recursivas para p> y p, y a su vez éstas son
més complejas. Por lo que definiremos una cota para cada expresién de manera
semejante al segundo momento central, dado que 1 — 52— est& acotada por 1

2n+1
y pa < O0(n)

3 3
Mn+1 S Mn +v
donde v es una constante y como g = 0, lo que implica 3, < nv y por lo
tanto p3 ., < O(n). Para p, utilizamos las cotas de los momentos centrales
anteriores y tenemos que

pih oy < gl 4+ 0(n) + A
donde A es una constante, por lo que

fng1 < Hy +O0(n) + A

:nzn:i—l—n)\
i=1

:HM_HM

< O(n?).
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SEGUNDA DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.1. El resultado que deseamos

demostrar es equivalente a
C 2
Pr <" — ) =1,
n 3

Pr(h’minfcn<§—e,h'msupcn>§+e) =0

n—oo N n—oo N

lo que sucede si y solo si

para toda € > 0. Si mostramos que

= c, 2
27 Pri|——-—<|> < 00,
(27) ; T ( - 3’ e) 00
por el lema de Borel-Cantelli, se obtiene que

n 2
Pr <h’msup’c - ‘ > e> =0,
n 3

n—oo

y por lo tanto la proporcién de vértices de grado 1 converge a % c.s. Para
demostrar (27), veamos lo siguiente
€>

Pr<C"2‘>e> Pr<‘0”2/3n .
—Pr (|cn —2/3n* > 64714)

n 3 n
E ((Cn —2/3n)%)
eint
i
eint’

en la tercera expresion aplicamos la desigualdad de Chevyschev, y utilizando
la cota de ut resulta que

y por Borel-Cantelli

iPr(‘C:—zl >e> SiO(an) < 00.
n=1
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2. Simulacién del niimero de vértices de grado 1

En esta seccion realizaremos la simulacion de dos procesos; uno de ellos es
una caminata aleatoria donde sus incrementos tienen distribucién Bernoulli de
parametro 2/3, el segundo se basa en la sucesion definida en (22), es decir la
caminata aleatoria auto-regulada, para mostrar el nimero de vértices de grado
1 de una grafica aleatoria. Primero realizaremos una descripcién del algoritmo,
y despues mostraremos el cédigo del programa. Cabe mencionar que en dichas
simulaciones obtendremos que la distribucién objetivo, puede aproximarse a
una distribucién normal, es por ello que el programa da como resultado el
esbozo de la comparacion de ambas distribuciones.

Algoritmo 5

Este algoritmo simula la evolucion del nimero de vértices de grado 1 a través
de una caminata aleatoria, con incrementos de distribucion Bernoulli de
pardmetro 2/3.

1. Se requiere de dos parametros: n (nimero de caminatas aleatorias a
reproducir) y m (longitud de la caminata).

2. Se crea un vector, para almacenar el nimero de vértices de grado 1,
que resultan en cada caminata, num=zeros (1,m), donde num(k) es el
niimero de caminatas que obtuvieron un total de k vértices de grado
1.

3. Se crean las n caminatas aleatorias, parai=1,...,n

a) Se inicializa la caminata en cero, c=0.
b) Paraj=2,....m
1) Se crea un numero aleatorio entre cero y uno, y si dicho
namero es menor o igual que 2/3:

s Agregamos una unidad a la caminata aleatoria, c=c+1,
notemos que en otro caso el valor de la caminata es el
mismo.

¢) Se almacena el namero de vértices de grado 1 obtenidos
num(c)=num(c)+1.

4. Se calcula la proporcion de vértices de grado 1, es decir la distribucion
empirica de vértices de grado 1, d=cumsum(num) . /n.

5. Se crea un vector auxiliar de m entradas, se resta la esperanza de la
caminata, y se divide entre la raiz de de m, para graficar la distribucién
empirica obtenida.

6. Por ultimo se grafica la distribucién de una variable aleatoria normal
de media cero y varianza igual a 1/2/9.
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Programa 5

function funcion5(n,m)
tic;
num=zeros(1,m);
t=0;
for i=1:n
c=0;
for i=2:m
aux=rand;
if (aux<=2/3)
c=c+1;
end
end
num(c)=num(c)+1;
t=[t,toc];
end
d=cumsum(num) . /n;
y=linspace(1l,m,m);
z=(y-((m-1)*2/3))/sqrt(m) ;
plot(z,d,’r’)
hold on
plot(z,normcdf (z,0,sqt(2/9)))
toc

Considerando n = 50,000 y m = 1,000, 000 obtuvimos la Figura 1, donde
la distribucién empirica de vértices de grado 1, y la distribucién normal de
media cero y varianza 4/2/9, son casi indistinguibles. Esto es claro por conse-
cuencia del Teorema Limite Central.

Ahora podemos cuestionarnos si existe un Teorema Limite Central para
las caminatas aleatorias auto-reguladas. Primero, recordemos que en la seccion
anterior obtuvimos una férmula recursiva para la varianza de C,,, resolvamos
dicha férmula para comparar la distribucién empirica que nos resulte de la
simulacion con una distribucion normal estandar. Sabemos que Var(Cy) =
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FigurA 1. Distribucién empirica de vértices de grado 1, re-
sultado del programa 5
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recordando que la suma de los primeros n ntmeros impares es igual a n~,

i=1

7

3 5 7
+c=-ct+-c+-c+c

9 9 9

2

entonces Y ., (2i 4+ 1) =n? — 1, por lo tanto

2

2n?—1

1

Fnt1 = 95,771~ 9™
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El siguiente algoritmo sigue la misma estructura que el algoritmo 5, con
la tnica diferencia de que el nimero aleatorio generado entre cero y uno, se
compara con 1 — g"ﬂ que es la probabilidad de que el nimero de vértices de

n+1 ’
grado aumente una unidad.

Algoritmo 6

Este algoritmo tiene como objetivo simular la distribucion empirica del
nimero de vértices de grado 1 através del proceso definido en (22).

Programa 6

function funcion6(n,m)
tic;
num=zeros(1,m+1);
t=0;
for i=1:n
c=0;
for j=2:m
aux=rand;
prob=(c+1) /(2% (j-1)+1);
if (aux<=(1-prob))
c=ct+1;
end
end
num(c)=num(c)+1;
t=[t,toc];
end
d=cumsum(num./n) ;
y=linspace(0,m,m+1);
z=(y- ((m-1)*2/3))/sqrt(m) ;
plot(z,d,’r’)
hold on
plot(z,normcdf (z,0,sqrt(1/9)))
t(n+1)

El resultado que se obtiene del programa 6, se muestra en la Figura 2. De
igual manera, la distribucién empirica de vértices de grado 1 es casi indistin-
guible de la distribucién normal de media 0 y varianza /1/9

Cabe mencionar que de los programas 5 y 6, en pasos previos se puede
ajustar una normal estédndar, escribiendo \/2/9 X m o \/1/9 X m, en lugar
\/m, respectivamente, sin embargo se realizaron de esa manera para notar la
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FiGurA 2. Distribucién empirica de vértices de grado 1, re-
sultado del programa 6.

diferencia. Por las caracteristicas de la evolucién del nimero de vértices de
grado 1 no podemos aproximar su distribucién como una caminata aleatoria
simple, pues los resultados serian erréneos, y una contruccién mas completa,
como lo es la caminata aleatoria auto-regulada nos datos més precisos de dicha
evolucién. Hasta el momento hemos observado que con la construccion de la
caminata aleatoria auto-regulada, los resultados vistos en el capitulo anterior
se han obtenido de una forma maés eficiente para los vértices de grado 1, pues
los calculos fueron mas sencillos.

3. Proporcion de vértices de grado k& > 1

En esta seccién estudiaremos el desempeno del nimero de vértices de grado
k,con k > 1, a partir de la descripcién de una sucesion de variables aleatorias, a
la cual ya hemos denominado caminata aleatoria auto-regulada. Mostraremos,
mediante induccién, que la esperanza de la proporcién de vértices de grado
k converge, donde el limite tiene la misma expresion que (20) del capitulo
anterior, y utilizando dicho resultado mostraremos la convergencia casi segura
de la caminata aleatoria auto-regulada sobre n.

Sea Cy, (k) el nimero de vértices de grado k en la grafica G™, donde sin
pérdida de generalidad C1(2) =1y Cy(k) = 0 para k > 2, y consideremos .%,
la o-algebra antes definida.
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Para cada n el incremento de C,, (k) tiene tres posibles valores, {—1,0,1}.
Entonces C), (k) aumenta una unidad si v,,+1 se une aun vértice de grado k —1,
por lo que
k—1
2n+1°

Pr(Cpir (k) = Co(k) + 1| F) = Co(k — 1)

Cuando v,,+1 se conecta con un vértice de grado k, Cy, (k) disminuye una unidad
y tenemos que

k
2n+1’

Pr(Cpp1 (k) = Co(k) — 1| F) = Co(k)

y Cr (k) se mantiene igual si v, 11 se une aun vértice con grado distinto de k y
k — 1 lo que implica que

k k-1
- -1 )
o2n+1 Cn(k )2n+1

Consideremos una sucesion de variables aleatorias, tal que la ley condi-
cional de sus incrementos siguen la distribucién antes descrita, la cual deno-
taremos por C, (k). La sucesion C, (k) es no negativa igual que C,,, sin embargo,
la diferencia es que C¥ puede disminuir unidades, por lo que no es monétona.
Como en el caso anterior, deseamos conocer la proporcion de vértices de grado
k en la grafica G, para n suficientemente grande, es decir, jqué sucede con
C"T(k) cuando n tiende a infinito? Para demostrar que C,,(k)/n converge casi
seguramente, no se puede utilizar el primer método descrito para k = 1 debido
a que C, (k) no es monétona creciente y por lo tanto no se puede realizar el
acoplamiento de forma tan sencilla. Obtengamos primero la convergencia de
E(Cn(k)/n).

Intuitivamente converge a la probabilidad de que un vértice sea de
grado k; por otro lado la esperanza de dicha proporcién debe tener el mismo
limite que la esperanza de los incrementos de C), (k), la cual se calcula utilizando
propidades de la esperanza condicional

(28) E(ACh41(k)) = E(E(ACh4+1(k) [ Fn))
k

-1 k
_E<Cn(k_1)2n+1 _Cn(k)2n—|—1>

k—1 k
= 2B (COnll = 1) = 5 m 7B (Ca()).

Pr(Crsi (k) = Co(k) | Fp) =1 — Cp(k)

Cn (k)

Sea M* = lim,, .o, E(C,,(k)/n); mostraremos que el limite existe al verificar

. L . . . —k
la igualdad entre los limites superiores e inferiores denotados por M~ y M k.
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De (28) se obtienen inductivamente las siguientes desigualdades:

—k ——k—1p_
(29) M™ =M i1 Mtk

1 ke —k
Mk :Mk 1/{:21_M§.

Ahora se realiza por induccién sobre k, ya que la convergencia de E(C,,(k)/n)
depende de que E(C,,(k—1)/n) también lo haga, consideremos como hipotesis
de induccién

HI: M} =

n

win

y mostremos que

4
Mk—l - -
" T R+ 1)k +2)

Supongamos que x < M" <y, 1o cual ciertamente sucede si z =0y y = 1. Al
aplicar las relaciones de recurrencia definidas en (29) resulta que

— k-1 k
y
k—1 k
MFE>MFIZ = g
Hn = 2 Y3

Sea g(z) = Mkfl% — %x, por lo que M ¥ < g(x) y M* > g(y), y repitiendo
varias veces el andlisis resulta que

g (y) < ME<ME < g™(x),

dado que g es una contraccién en [0,1], pues |g(z) — g(y)| = %[z — y| para
x,y € [0, 1], aplicamos de nuevo el Teorema del Punto Fijo y asi ¢"(z) tiende
al tinico punto fijo de g, el cual es Mk_lﬁ—jré. Por lo tanto M* = Mk_lz—jré, es
decir que la esperanza de la proporcién de vértices de grado k converge, y lo

que resta es resolver la recurrencia:

MkiMkflk_]‘
k+2
= M?t 1 g E
4 5 k+2
4

k(k—1)(k+2)

Lo que hemos obtenido, ya lo habiamos observado en el capitulo anterior, sin
embargo, a partir de la construccion de la caminata aleatoria el resultado fue
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maés sencillo probar. Asi mismo bajo tal contruccién obtuvimos un resultado
de concentracion para C,(k)/n para toda k, el cual se enuncia a continuacion

TEOREMA 4.2. Sea C,(k) la sucesion antes descrita, entonces

Co(k) o 4 -
Pr( 0 k(k+1)(k+2)> =1

La demostracién del resultado anterior es igual a la segunda demostracion
del Teorema 4.1, inclusive las cotas para el segundo, tercer y cuarto momentos
centrales de C,, (k) son iguales a los de C),

E ((Cn(k) - mkn)z) < O0(n)
E ((C’n(k) - xkn)3> < O0(n)
E ((Culk) = mim)') < O(n?),

donde xp = 4/(k(k + 1)(k + 2)).

Si deseamos simular la distribucién empirica del nimero de vértices de
grado k > 1, mientras mayor sea k, el algoritmo correspondiente va a ser mas
laborioso, pues se deben incluir méas pasos, esto se debe a que la evolucion del
numero de vértices de grado k depende del niimero de vértices de grado k—1, y
éste a su vez de los de grado k—2, y asi sucesivamente. Por ejemplo para simular
la distribucién del nimero de vértices de grado 2, debemos ir desarrollando a
la par el nimero de vértices de grado 1, entonces si al algoritmo 6 le agregamos
la siguientes lineas

function funcion6(n,m)

for i=1:n

c=0;

g=1;

for j=2:m
aux=rand;
prob=(c+1)/(2*(j-1)+1);
if (aux<=(1-prob))

c=c+1;

end
aux=rand;
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prob_2=g*2/(2x(j-1)+1);
prob_2a=1-prob;
if (aux<=prob_2)
g=g-1;
elseif (aux<=prob_2a)
g=g;
else
g=g+1;
end
end %for
num(g)=num(g)+1;
t=[t,toc];
end
d=cumsum(num./n) ;

Asi mismo, para comparar dicha distribucién con una normal, se célculo
la varianza de C,,(2) la que resulto en la siguiente formula

4 17
2 2
.u“n+1(12n+1>:u’n+627

Para no resolver directamente esta férmula, se realiz6 una aproximacién nu-
mérica la cudl mostraba que para n muy grande p2 =~ 0,1574, entonces la
distribucién empirica del ntimero de vértices de grado 2 se ajusto completa-
mente a una distribuciéon normal de media cero y varianza +/0,1574, como se
puede observar en la Figura 3.
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FiGcura 3. Distribucién empirica de vértices de grado 2, com-
parado con una distribucién normal






Apéndice A

Caminatas Aleatorias y la Ley Fuerte de los
Grandes Ntmeros

En este capitulo enunciaremos uno de los teoremas bésicos en la teoria
de probabilidad, la Ley Fuerte de los Grandes Numeros. Al pasar de los anos
se han conocido varias demostraciones de este teorema, sin embargo en este
trabajo, presentaremos una de las sencillas, que servird de base en el capitulo
3.

En la literatura matematica se ha encontrado que una de las primeras
versiones de la ley fuerte de los grandes numeros fue enunciada por Jacques
Bernoulli, en 1713. Por otro lado también se ha mencionado que quien descu-
bri6 dicha ley fue el matemético ruso Pafnuti Lvévich Chevyshev en la mitad
del siglo XIX. A pesar de ello, en términos generales la ley dice que una sucesion
de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas se concen-
tran alrededor de su valor esperado. En esta seccién veremos la ley fuerte de
los grandes ntimeros aplicada a caminatas aleatorias.

DEFINICION. Una caminata aleatoria es una sucesion de variables a-
leatorias reales (S,)52 1, tal que S = 0, donde las variables (S; —S;—1)2, son
independiente e idénticamente distribuidas (i. i. d.).

Antes de enunciar la ley fuerte de los grandes ntimeros, veamos el lema de
Borel-Cantelli, el cual ya utilizamos en capitulos anteriores y lo necesitaremos

maés adelantes.

LEMA A.1 (Borel-Cantelli). Sea {A,},>1 una secuencia de eventos tal que
Z Pr(A;) < o
i=1

entonces Pr(limsup,,_, ., A4,) = 0.



DEMOSTRACION. Por definicion de limite superior tenemos que

{limsup A, } = ﬁ U Am,
n—eo n=1 m>n

oo

y asu vez {limsup,,_ . A} C U,=,, 4i ¥V m > 1, lo que implica que

Pr (limsup An> <Pr (U AZ-> < lim Z Pr(4;),
m—0o0

n—oo

y dado que
00 00 m—1
> Pr(Ay) =) Pr(4;) — Y Pr(4;) —0,
i=m i=1 i=1
como m — oo, por lo tanto Pr(limsup,, . 4,) = 0. O

Sea (Y;)52, una sucesion de variables aleatorias en el espacio de probabili-
dad (Y, .#,P), recordemos que Y;, converge casi seguramente (c.s) a Y si existe
un conjunto N € .F tal que P(N) =0 y lim,, o0 Yn(w) =Y (w) Vw ¢ N.

TEOREMA A.2 (Ley Fuerte de los Grandes Numeros). Sea (X;)$2; una
sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas,
con distribucion Bernoulli de parémetro p, es decir Pr(X,, =1) = p y Pr(X,, =
0) =1—p. Y definimos S,, = Zle X; con Sy = 0. Entonces

& C.S.

—=0p
n

DEMOSTRACION. Por definiciéon de convergencia casi segura, lo que de-
seamos mostrar es equivalente a

Sn,
(1) Pr ( — p, conforme n — oo> =1,
n
y ésto sucede si y solo si
. Sn .. .S
Pr|limsup— >p+e€, liminf — <p+e€) =0
n—oo n n—oo M

Sn
n

para toda € > 0. Basta ver que Ziozl Pr (
el lema de Borel-Cantelli, tenemos que

—p| > €) < o0, ya que aplicando

Pr (h’msup‘sﬂ p‘ > e) =0,
n

n—oo



y asi concluimos (30). Es claro que Pr (\% —p|>¢€) =Pr(|S, —np| > ne),
entonces sea k > 2, y utilizando la desigualdad general de Chevyshev tenemos
que

1

nkek

(2) Pr([Sn, —np| > ne) < E(|Sn —p "),
si E(|S,, — p |¥) < oo. Consideremos k = 4, entonces

n

Z(Xi —P)]

i=1

E(1S, —p|") =E

n 4
- £ 2(M
= ZIE (X; —p)*) + ZE ((Xi =p)*) E((X; —)?)
i=1 i#j

= (13- )" + (5 )B2 (- )
=0 (n2) .

El calculo anterior implica que Pr ( Sn—p|> e) = 0(#), y por lo tanto

ZPr(‘S’n—p’>e> < 00
n=1 n






Apéndice B

Martingalas y la desigualdad de
Azuma-Hoeffding

El desarrollo de las martingalas y la mayoria de sus resultados fueron
presentados por Joseph Leo Doob, sin embargo Paul Pierre Levy fue quien
introdujo dicho concepto. Las martingalas son usualmente aplicadas a los mo-
delos de juegos de azar, de ahi que se desprenda su aplicacién a las finanzas.
Generalmente, en otras ciencias las martingalas han sido 1tiles para encontrar
aproximaciones o cotas.

Consideremos un espacio de probabilidad (Q, #,P), y sea {#,,n > 0},
una filtracion, es decir una familia creciente de sub—o—algebras de .7:

FoC F C...CF.

Usualmente .%,, es la filtracién natural, es decir %, = o(Xo, X1,...,Xn),
donde X, es un proceso estocastico. Por otro lado, un proceso X,, se dice que
es adaptado (a la filtracion .#,) si para cada n, X,, es %, —medible. De manera
intuitiva si X es adaptado, quiere decir que X,,(w) es conocido al instante n,
con w € (.

DEFINICION (Martingala, supermartingala, submartingala). Un proceso X
es llamado martingala (respecto a (F,,P)) si
(i) X es adaptado,
(ii) E(|X,l) < 0o, ¥n,
(ZZZ) E(Xn|jn_1) = Xn—ly n Z 1.
Una supermartingala es definida de manera similar, excepto que (iii) es
reemplazado por E(X,|%,-1) < X,_1; y una submartingala se define en
(iii) con B(X,|Fn_1) > Xp_1.

Algunos ejemplos de matingalas son los siguientes:
(a) Sea X1, Xo, ... una sucesion de variables aleatorias independientes con
E(|Xk|) < o0, y E(Xy) = 0, Vk. Definimos Sp =0,y S, = X1+ -+ X, ¥y

5



sea Z, = o(X1,...,X,). Entonces para n > 1 tenemos que
E(Sp|Fn-1) = E(Sp—1|Fn-1) + E(Xpn|Fn-1)
=9p-1+ E(Xn) = Sn—l

Notemos que si E(Xy) > 0, Vk, resulta que S,, es una supermartingala.

(b) Sea X7, X3, ... una secesion de variables aleatorias independientes no
negativas con E(Xy) = 1, Vk, y definimos My =1,y M,, = X3 Xo---X,,, ¥y
sea F, = o(X1,...,X,). Por lo que para n > 1 se tiene que

E(Mp|Fn-1) = E(Mp1Xn|Fn-1)
= n—l]E(XnLgn—l)
= M, 1E(Xy) = M1,
entonces M,, es un martingala.

Para este trabajo, solo es de interés el teorema de Azuma-Hoeffding, para
los propositos del capitulo 3.

TEOREMA B.1 (Teorema Azuma-Hoeffding). Sea (X;)}_, una martingala
con | X1 — Xyl <cparat=0,1,...,n— 1. Entonces

2
x
PI‘(|Xn — Xo‘ > $) < exp (-202/”)
DEMOSTRACION. Sea Y; = X; — X;_1, notemos que E(Y;|X;_1) = 0, por
ser X; martingala. Por otro lado consideremos f(z) = e® y
1-Y;/c +01 —l—Yi/c’
2 2
y dado que la funcién exponencial es convexa, sabemos que cumple con lo
siguiente

Yi=—c

fQz1 + (1= Na2) = Af(21) + (1 = A) f(22),
1—}2’i/c —1_ 1+12/i/c

para A € [0,1], y como

v LNe e LE Ve
- 2 2

1 N Y Cae
:i(eac+e—ac)+%(eac+e CE(,)7

, entonces

por lo que

E(ani

1 .Y:L ac —Qc
X,—1) <E <2(6ac +e ¥+ 27c(6 +e )|Xi—1>

1 ac —Qc
75(6 +e ).



aY;

Y ademaés ac < a?c¢? /2, por lo tanto E(e io1) < ¢”¢*/2_ Aplicando la cota

anterior, resulta que

E(exp(a(X, — Xo)) (H eay>

fefi)

n—1
E (H aniE(anan_l))
=1

i

< €a2c2n/2

Utilizando la desigualdad de Markov, tenemos que
Pr(| X, — Xo| > x) = Pr(exp(a|X,, — Xo|) > exp(ax))
E(exp(a|X, — Xo|))
exp(ax)

< exp(a®c®n/2 — ax),

considerando o = x/(c?*n), se concluye que

22
Pr(|X, — Xo| > z) < exp <_2c2n)
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