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Declaración de originalidad 

1. Los modelos expuestos en el capítulo 1, no son contrubución de los autores de 
este trabajo. Solamente los empleamos para ejempliou'II' aspectos que poste­
riormente utilizamos en nuestros resultados. 

2. El modelo dado por la ecuación (2.1). lo tomamos del artículo con referencia [7]. 
para mostrar un ejemplo de IRs propiedades de un modelo con dos parámetros 
de orden conservado para un sistema ternario. 

3. El modelo propuesto y desarrollado en esta tesis: dado por la ecuación (2.2), 
es una idea similar a la idea dada a conocer como una de las conclusiones del 
artículo con referencia 6] y que consiste en generalizar el modelo de Swift­
Hohenberg con dos pRrámetros de orden consen'ado parR IR energía libre. Sin 
embargo, en est.R investigación trabajamos con un modelo no conservado y con 
un funcional tipo Ginzburg-Landau. 

4. A partir de la ecuación (2.7) hasta IR ecuación (2.19) pertenecientes a IR sección 
2.2 de esta tesis: son ecuaciones que obtenemos de nuestros plOpios cálculos. 

5. El algoritmo numérico de la transformada rápidR de Fourier definido por IR 
ecuación (2.21) y empleado en este trabajo [ué tomado de la referenciR [27]. 

6. LR formR explícita de la extensión del Rlgoritmo de la referenciR [27] a un siste­
ma de dos ecuaciones diferenciales parciales no lineales. esto es. las ecuaciones 
(2.25) y (2.26). ecuaciones que fueron empleadas parR resolver llUllléJiU\llll'll­
te el sistema de eCllRciones diferenciales parciales no lineal (2.5), SOIl cálculos 
obtenidos por nosot.ros. 

7. Los result.auos expuestos en el capítulo 3. SOll propios ue nuestro experimen­
to numérico. los cUi'll<'S se obtienen al resolver numérieflmente las ecuRciones 
(2.25) y (2.26) para diferentes valores de los parámetros de control n. ~, \' E. 

8. Finalmente. el capítulo 4. son conclusiolJes lluestras obtenidas del trRbRjo glo­
bal de todR la (·esis. 
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Resumen 

Estudiamos fenómenos de formación de patrones en una ecuaClon de S,,·,;ift­
Hohenberg acoplada a una ecuación de Ginzburg-Landau. El modelo propuesto en 
est.a tesis produce una riqueza de patrones morfológicamente similares a los obteni­
dos mediante otros modelos de parámetro de orden local continuo. modelos de tipo 
Ising para la modelación del ferromagnetismo, modelos de mezclas ternarias con 
dos parámetros de orden acoplado::;; modelos de forma.ción de patlones periód ilOS 
lOJl modulacióJlcs espaciales, y modelos tipo GiuzlH1Ig-Laudau de mezclas ternarias 
donde uno de los componentes de la mezcla es un tensoactivo. El objetivo de est8 
investigación es modelar un sistema bidimensional de mezclas ternarias; para ent.en­
der sus diferentes fases y su dinámica fuera de equilibrio. Dicho modelo se elabora 
considerando interacciones de corto y de largo alcance entre los elementos de los 
componentes de la mezcla. El procedimiento empleado para la realización de este 
trabajo es una generalización del modelo de S",ift.-Hohenberg. resuelto con métodos 
numéricos. 
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Introducción 

Existen dos perspectivas para estudiar la morfogénesis: un enfoque con punto de 
apoyo en la física estadística, y otro en base él la dinámica de sistemas no lineales. 
La primera rama trata de explicar patrones en equilibrio mediélnte analogías con 
problcl1l&i de trausicioues de fase en mecánica estadística. La segunda rama estudiél 
h formaóón de 11n patrón en un sist.ema mediante la elahoración y el análisis de 
ecuaciones diferenciales parciales no lineales, las cuales tienen soluciones trivia lf's o 
con rompimiento de simetrías según el valor de sus parámetros de control. .i\lás aún, 
el concepto central en este último enfoque para el entendimiento de la formación de 
patrones es el de inestabilidad. Se sabe que las variaciones temporales y espaciales 
de p8trones son relativamente sencillas de describir cerca del umbral de aparición de 
los estados inestables. En estos casos: pequeñas perturbaciones crecen exponencial­
mente COIl el t.iClllpO. Asint.óticamcutc, el sistema, forma un patrón, quc se estaGilizn 
nwdiant<, a,lgún mc("anismo no linea,1. 

En una gran variedad de sistemas termodinámicos forzados fuera de equilibrio, 
o en sistemas en equilibrio termodinámico donde interacciones repulsivas de largo 
8lcance compiten con interacciones atractiv8s de corto alcance, 8parecen espont.ánea­
mente: estructuras espaciales con periodicidad bien definida (fases moduladas), C8-
sos uc especial interés sou algullas IIlezdas de fluidos Ginarias con interélcciones elec­
trostáticas dipolcucs repulsivas doude existen dos tipos de interacciones que com­
piten y que involucran escalas de longitudes muy diferentes[l], Los patrones m8S 
comunes que pueden aparecer son rayas (simetría lineal). patrones de sil1letríél cua­
drada y hexagonal. Cabe mencionar 4ue tales estructuras aparE'cen de maner8 muy 
general en 18 naturaleza. incluyendo sistemas de reacciones químicas con difusión. 
compuest,os magnéticos, o sistemas biológicos[2: 3: 4: 5]. 

La din::ímiul <,n sist<'mns trif nsicos ha, sido rdat ivam<,ntc poco estudiadél, Existen 
estudios recientes de modelos que se enfocan sobre mezcl8s de tres componentes con 
inter8cciones dipolélres, Estos modelos pueden describir una mono-cap8 de Lang­
muir compuesta de dos tipos de moléculas polares en una interf8se airejagu8. El 
diagrama de fasps de estos sistemas presenta una riquez8 de comport.8mientos que 
no se observa en sistemas binarios Llsu8les, apélrecen nuevos patrones, tales como 
hexagon8les mixtos. rayas mixtas. o equilibrio de dos fases entre félses hexélgonales v 
gOt8S de mavor tamélño que en sistemas binarios[6], En particu]élr. se observan f8ses 
p;ucialnwl1tc orcl0nrtnas (o vÍtn'ns) const itllidns (10 dorninios orden8dos sepmados 
por interf8ses, A veces apmecen otros defectos inducidos por el 1110\"imiento de las 
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interfases entre dominios vecinos. 
En d capítulo 1 de In, present.E' tesis se exponen dos ejemplos de sistemas binarios 

bien conocidos que forman fases con rompimient.o de simetría, que son los modeJos 
de Ginzburg-Land8u y de Swift-Hohenberg. T8mbién se menciona el ejemplo de 
sistemas magnéticos con interacciones de largo alcance y su relación con la formación 
de patrones. Los modelos de mezclas binarias tipo Ginzburg-Landau forman patrones 
que tienen dos fases uniformes, mientras que los modelos tipo Swift-Hohenberg, 
presentan patrones con fases ordenadas en forma de rayas. 

Ell el capítulo 2; se propone Ull modelo matemático espacialmellte contílluo paJa 
el estudio de una mezcla de tres componentes, como alternativa a un modelo similar 
de g8S de malla propuesto anteriormente[7]. El modelo se construye mediante el 
8coplamiento (por un término no lineal) de una ecuación de Ginzburg-Landau con 
una ecuación de Swift-Hohenberg. Adicionalmente en este C8pítulo se presenta un 
8nálisis lineal del modelo. 

En el capítulo 3, se muestra la gran riqueza de los patrones generados por el 
modelo propuesto. Algunos patrones son similares a los de modelos ant.eriores. Se 
resumell la:; fases formadas en un diagrama C0ll10 fUllción de dos p8dllnetros ptill­
cipales del modelo. En alguna parte del diagrama, se forman fases uniformes que 
tienen la propiedad de formar int.erfases con tensión superficial muy baja, de mane­
ra anRloga a las interfases en sistemas bin8rios con tensoactivos[8]. Otra forma de 
caracterizar los patrones del modelo, es mediante el estudio de la dinámica fuera de 
equilibrio del crecimiento de la longitud de correlación L(t) de los pat.rones a partir 
de estados desordenados. El crecimiento de la longitud característica L(t) para los 
patrones de tipo Ginzburg-Landau es dada por la ley de pot.enci8s L(t) ex f1/2[9] . . v 
('n el ('830 cI(' patrones tipo Swift-Hohenberg, ('stá dacia. por L(i) ex ¡1/3[1O]. En el 
presente modelo. se obtiene dinámic8S más lent8S (a veces detenidas o ., congeladas") 
que tienden hacia est8dos parcialmente ordenados. y su principal propied8d es la de 
no obedecer 8 alguna le~' de escalamiento dinámico. Para des8rrol18r este trab8jo. 
se US8n métodos numéricos y en pmticnlar se emplea el métoclo de 18 tr8nsformada 
rápida de Fourier. 

El capítulo 4, se refiere a las conclusiones de este trabajo. Los apéndices de dicho 
trabajo se incluyell para det.a1l8r cálculos t.eóricos de posible intClés pi1.ra. el lector. 

JO 



Capítulo 1 

Formación de patrones en sistemas 
fuera de equilibrio y sistemas en 
equilibrio 

1.1. La ecuación de Ginzburg-Landau compleja 
para sistemas fuera de equilibrio 

Los procesos físicos fuerR del equilibrio se caracterizan por diferentes tipos de 
propiedades que varían espacial y. temporalmente. Propiedades que sin importar 
sus carscterísticas específicas se repiten en forma similsI en vsrios ámbitos de la 
nat uraJe:ta: () taJes cOllhguraciollcs de la lllatcriü sc les Ilombrará como patrones. En 
l1nR mmR de IR ri(>nrin romo IR meCiÍ.nio) est.'ldísticR. se estudian frnóm<'nos C01110 
las transiciones de fss\:" que se vuelven interesantes en procesos físi<,os fuera de su 
estado de equilibrio. Otro rama de la física, como los sistemas dinámicos no linerdes, 
estudia sistemss físicos como los fluidos sometidos a intercambio de energía en forma 
de calor o rotaciones. los cuales exhiben secuencias de incremento de complejidsd en 
la formación de patrones espacio-temporRles. Por ende, al conocimiento en común 
sobre este tems: generado por las distintas ramas se le llamará morfogéuesi:;[2]. 

A continuación se describen experimentos que son ejemplos de formación de 
patrones en fluidos como la convécóó71 dr: Rayleigh- Bénard y los vórtices del flujo de 
Taylor[3: 11]. El arreglo experimental de Rayleigh-Bénard es el siguiente: se encierra 
Ull fluido ell un recipiente rt'c:tClllg,uIClr. Por debajo del recipiente se le coloca una 
fuente de cRlor que l118ntiene el fondo a una temperstura constnnte T2 . la psrte 
sup<'fior del fluir!o s<' 11181lt i<'n<' i\ un8 t<'l11p<'ri'tt un\ const ant<, TI < T2 . El grosor de 
la capa de fluido es d. 

El sistema está fuera de equilibrio. como consecuencia de someter al fluido a esta 
diferenci8 de temper8tma 6T = T2 - TI. ClwncJo dichs diferencia de temperatura 
es p<'q1]('¡)n. el flllirlo ti<'n<' 11n cnl11po r!e wlorirlFld n1110. c,uupo qu<' 8d<,]))<"ís no dr­
pende de las coorden8clas horiwntsles (T. y). si])o <lll<' sólo oep<'1Hk de lil roorr!<,]1(\(I>1 



CAPÍTULO 1. FORI\lACIÓN DE PATRONES EN SISTEMAS FUERA DE 
EQUILIBRIO Y SISTEAJAS EN EQUILIBRIO 

vertical z (T = T(:.:)). Bajo estas cOlHliciones, se uice que el fluido se ellcuentra en 
estado uniforme o de conducción. El sist.ema entra en est.ado de convección cuando 

debido a la diferencia de temper8tura !:::..T, 8parece un flujo hidrodinámico. El fluido 

en su conjunto empezará a moverse hacia arriba y hacia abajo formando un patrón 

espaciaL como por ejemplo en forma de un8 de las estructuras más simples: en forma 

de rollos paralelos. 

Nue\'amente se encierra un fluido, para el experimento de los vórt.ices de Taylor, 

pero ahora cntTe UOS ca;;carones cilínuricos concéntricos los cuales pueden girar con 

velocidades angulares u.,'¡ para el cilindro interior y 0)2 para el cilindro exterior. Si 

se considprn qlle sólo rota el cilindro interior (u.,'2 = O), la velocidad angular w] de 

dicho cilindro determina la distancia al equilibrio. Si u.,'] supera cierto valor crítico 

u.,'c el flujo laminar de Couette entre los dos cilindros, se vuelve inestable y da lugar 

a vórtices de Taylor que rompen la simetría traslacional a lo largo del eje de los 
cilindros. Así, la velocidad v(r, e, z) es periódica en la dirección axial z. 

Estos fenómenos con dinámica fuera de equilibrio, se pueden modelar mediant.e 

ecuaciolles uifcrenciales. I\1cí.::; aÚll, en otro context.o ecuaciones similares describen el 

fenómeno rk la superconrluctividnrl. la modelneión de sistemas de reacción-difusión 

y rilO medios pxcitnhles. (j"í como la evolución de cn,mpos rle resonadores ópticos 

no lineales. I\1uchos de ellos están expresados fenomenológicamente por la ecuación 

disipativa de Ginzburg-Landau cuya forma más simple, es la siguiente[4]: 

(1.1 ) 

donde g, 7 0 son números reales. ~o también es un nÍlmero real y el responsable de 

la escala del término difusivo, E es el parámetro de control que determina el nivel de 

inestabilidad lineal del sistema, A representa la amplitud de los modos de oscilación 

ue illgull<.l ou::;er\"nble física y es ulla cantiuau que es cOlllpleja. Inclusive. respecto 3 

la c1mplit.ud J1 se pueue decir que su origen tielle lugcll" cuanuo a lllodo uc reflcxión 
1\1. 1. Ravinovich se cuestiona: 

¡CuAl es la formn de un modelo univ('rsnl que descrihe 1",. evolución de 

un parámetro de orden que en principio toma un estado homogéneo y 
pierde estabilidad a través de una bifurcación de Andronov-Hopf l i. L", 
experiencia ganada en sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias 
muestra que debe ser una ecuación con amplitud de onda compleja en 
forma de una ecuación de St uart-Landau 2 

lEst(l bifurcación es el origen ele UIl ciclo IÍlnite cuando el sistema se encuentra en estado de 
equilibrio. Por ejemplo en el oscil,ldor de VRn der Pol: .i - (o - .r2 ):i: + x = O ocurre quP al c,IIJlbiar 
d(' posit j,'O '" n('p;flti,'o ('1 parlÍnlf'tro d(' controlo . .'. cuando 11(1." \In foco est<1ble en el origell del 
pspil("io !aSP. dil IlIgar" IIn rido Jímilp (1lva ilJllplilllcl jlnnl IIll "<110r pequeño de (\ es 0(01/ 2 ). es 
decir el foco se \uehe inestable. 

dA 
2Lil t>CU,ICiÚll ele Stuolt-LaIiJ<Ju tiene l<J IUl"lJIo: rlt = cA -- (1 + i3)IAI 2 A donde,3 es IR respon-

Sil bl(' d(' hlS osci]ilcion('s isócronas. 

2 



1.1 La ecuación de Ginzburg-Landau compleja para sistemas fuera de 
equilibrio 

Ahora bien, para los propósitos de esta sección a esta ecuación se le considera con 
dependencia en x y t[3]. Entonces: 

·22 2 
ToA = ~08~.A + tA - 9 I A I A 

en donde para el caso de la convección de Rayleigh-Bénard .4 = A(x, t) es la amplitud 
de las modulaciones de la velocidad vertical en el plano medio desde z = d/2: Y es 
la amplitud del flujo hidrodinámico cuya magnitud t·z(x. z = d/2: t) está dado por 
una onda cuya propagación espacial es ascendente y otra onda con propagación 
descendente (t·z(x, d/2, t) = A(x, t) exp(iqex) + c.c. donde 2ír/qe es el periodo de 
las modulaciones y IJc es el número de onda). TO: ~o son constantes: t = 1" - 1 es el 
número dr Ray kigh ff'ducido con r = !':::.T / !':::. Te paré\, d expnimento de convención 
de Rayleigh-Bénmd con 6.Te léI diferencia dr trmprmturas crítica, y r = w /(.1.:" para 
el experimento de los vórtices del Aujo de Taylor: 9 es una constante de acoplamiento 
real que depende de la escala de A. Esta ecua.ción: puede ser aplicada para explicar 
algunos aspectos cuantitativos y cualitativos de los diagramas de bifurcaciones y la 
formación de patrones de sistemas de fluidos. 

/\. continuélción: se prescntan I;-¡s solucionrs de estél ecuación y su rst.élhilidéld. 
También se presenta el diagrama de bifurcación. 

Pé'\ra estudiar la transición de conducción a com·ección en forma de rollos con 
llúmero Je Olida del sistema q = qe: es decir consideramos patrones dados por la 
amplitud ;1 = /\0 exp JIP donde /\0 y <p son dos constantes reales. Bajo estas condi­
ciones y para rste caso el t.érmino ~68;A = o. Ent.oncrs, se ohtiene que In. rcuación 
de Landau se transforma en: 

. :3 
loAo = fAo - 9.40 

Para el caso en el que .9 > O trnrmos términos no linréllcs rst.p¡hiliz¡¡ntcs: cu¡¡ndo 
A = o. entonces tAo - 9.4~ = O. De esto se sigue que Ao tiene tres soluciones: 
Aa = O. Ao = ±019 de 18s cuajes la primera está permiticla para todo valor de e 
pero para las últimas dos solo están definidas para f > O. 

G1Clfic<l.nJo 1<t.s soluciolles Je In ecuacióll Jc L<\JlJCI\I pilla la amplitud como ulla 
función ele E, lo qllr se obtiene son dos cllf\"as simrtricéls respecto al eje horizontal 
para t > O. cu~·o punto de unión se encuentra eXé\ct·nmente en el origen (bifurc¡¡ción 
·'tenedor·· . \·er la figura 1.1). A dicha gráfica se le nombra como bifurcación perfecta 
supercrítlCa. Bifurcación supercrÍtic8 porque se separa en dos la solución cuando 
f < O .\" t > O: y lo de perfecta se debe a que .-i = O es la solución paf<~ cualquier 
t > O. La solución .4 = O es inest8ble para ( > O. 

3 



CAPÍTULO 1. FORMACIÓN DE PATRONES EN SISTEfl1AS FUERA DE 
EQUILIBRIO Y SISTEAIAS EN EQUILiBRIO 

e lVeCCiÓ~~ o/n 
// 

/ 

Conducción / 

/ 
.-------------_.-----------

-;\ 

Solución inestable 

O, A=O E 

\" 

'" "'-'-... 
~ 

~-----....... ~, 

Figura 1.1: GrAfic.'kc; dr: .1(() = ±Jf/Y Y A = O. Sin pérdidR. de la generalidad yen 
forma de ejemplo 9 = l. 

1.2. Descripción cualitativa de la convección de 
Rayleigh-Bénard 

Esta sección se decliul a la explicación cualitativa del fenómeno de convección 
de Ra:deigh-Bénard par8 despúes generalizar este enfoque mediante un modelo n18-
temAtico más detcdlado. 

La diferencia de temperatura 6T causa gradientes en el sistema: provocando un 
flujo de ("8Jor y C011 ello un cambio en la densidad. Esto implica que: un diferenci81 de 
volúmen del fluido. digamos de forma esférica. localizado en el fondo del recipiente 
es Illás ligero que lUlO de lu ¡)(ut.c superior. Entollces. e11 ::;cr empujada una burbuja 
de fluido de dbtallcia illhllitesilllCll 5.1:. sobre cll8 eKtúa una fUtTW de .fiotw.:ión r5f, 
debido a que se encuentra en un entorno de densidad liger8mentp diferentp. Adpmás 
como evidentemente siempre estA actuando la gran:dad sobre el fluido. las burbujas 
diferenciales de fl uiclo más pesad8s tienden a hundirse ~. las más ligeras a subiL 
dalldo lugar con ello a un rn01'imiento com'edú'o (un flujo en el fluido). 



1.2 Descripción cualitativa de la convección de Rayleigh-Bénard 

Por otro lado, si caracterizamos el tiempo que una burbuja tarda en subir el ancho 
d del fluido por Ts: entonces JFe = Jma = JV Jpr/Ts = JV Jpd/ T;. Se encuentra que: 

_ d 
= op­

T 2 
s 

fe= gpo:6T 

(1. 2) 

( 1.3) 

donde fe = JFe/JV .Y O' es el coeficient.e de expansión térmica definido como O' = 

-(l/p)dp/dT. 
Haciendo un análisis de unidades es fácil notar que los coeficientes de viscosidad 

cinemática v .Y la difusividad del calor K, tienen dimensiones de longitud cuadrad8 
por unidad de tiempo. A partir de esto se puede definir el tiempo de disipación 
viscosa TI/ .Y el tiempo de difusión de calor T K como: 

([2 
TI/= -

V 

((2 
T" =-

1,. 

( lA) 

(1.5 ) 

Observando los cocientes TI//Ts , T,jTs , se obtiene una medida de la rapidez con la 
cual sube o baja una burbuja comparando con los fenómenos de disipación viscosa 
y térmica. Entonces. si el producto es tal que: 

implicaría que la fuerza f~ supera a la fuerz8 de fricción y a la burbuja no le da 
t.iempo de cambiar de temperatura o de experimentar fricción. Así, se encuent.ra 
una condición cualitativa para el establecimiento de la convecczón del fluido. Por el 
contrario si: 

TI' TI< 
-·-«1 

entonces la fuerza desestabilizante f:, no es lo suficientemente grande para h<lcer 
su bir o bajar el la burbuja (calient.e o fría respectivament e) t8n rápiJo como eJl el 
C(\50 (k la conv(>cción. Esto OCUlTC cn un t.iempo suficient.emente largo para que los 
procesos difusivos contrarresten las perturbaciones del estado uniforme: que carac­
teriza al estado de conducción del fluido. 

Si además not <irnos que: 

TI/ Tr< d2 
/ v ([2/;, '))) - . --.: = ----(sustituyendo (1.4 y (l.5 

Ts T.s Ts To 

d4 

VK T; 

114 t¡o6T 
- - - - (por las ecs. (1.2) v (1.3)) 
VK d 
yo6T(j3 

VK 
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CAPÍTULO 1. FORMACIÓN DE PATRONES EN SISTE1\lAS FUERA DE 
EQUILIBRIO Y SISTEl\JAS EN EQUILIBRIO 

entonces del último desarrollo podemos definir lo que se conoce como número ad~­
mensional de Rayleigh R: 

R = go,6Td3 

VI) 

Al valor de éste parRmetro, por arriba del cu;:l! se establece la convección. se llama 

valor crítico Re. y es a éste valor cuando el sistema alcanza una bifurcación. Tam­

bién, a partir de R se define el pUTlímdro de control t tal como lo introdujimos en 

las ecuaciones anteriores. Si ( = HI He - 1 Y ( > O (/? 2' HL.). el estado de con­

ducción desaparece dchido íI la t.ransición dd sist.cmíl 8\ cstado (k convccción. Est,o 

implica la formación de un patrón espacial. y que en la form8 mas simple adquiere 

la forma de rollos paralelos. I\Ias aún, esto se observa cuando O < t « 1. Si en el 
sistema se incrementa e pueden ocurrir bifurcaciones secundarias y eventualmente 

comportamientos caóticos. 

1.3. Características de los patrones periódicos y 
modelo de Swift-Hohenberg 

Algunos patrones periódicos bidimensionales con simetría de band8s se forman 

en reacciones químicas, en sistemas ópt.icos y en 18 comección térmic8 de Rayleigh­

Bénanj. Tambiéll se pueden forIllar en los miSlllOS sistcnJn.s prltrolles de simet.ría 

tres, o hex8gonal. La est.luctura espacial ue un patrón est.á compuest.a por propie­

dades que se rcpit.en, las Cllíl!cS corrcspondcn a 1<'1 modulación espacial o temporal 

de una variable física local (digamos la concentración. el Índice de refracción o la 

temperatura). Ejemplos de estos diseños geométricos complicados se encuentran en 

la naturaleza en las pieles c.1e los mamíferos, reptiles. peces. concl18s de caracoles ma­

rinos, colonias de bacteri8s y en estructuras \'egetales en zonas semiRridas[2, ..J, 12]. 

Otro modelo matcl11;ltico para explicar proc('SOS de formación de patrones de for­

ma más generaL es el modelo de Swift-Hohenberg. Pero para entender dicho modelo. 

pr.imero es necesari8 elar una descripción cualitati\'a de los patrones periódicos. 

1. La formílción elc p;,trones sc hílce meeliAntc el rompimicllto de simctrÍas elc 

rotAción y traslación de un sistemíl inicialmente uniforme. 

2. Al p(\rejo de la fOllllClCióll de Ull pi:ltróll. (''': común que élpmezcan estructuras 
espaciales que conectan estados estables diferentes del sistema, a los que les 
llamaremos dr:fr:dos fopo/óqicos. 

Ejemplos de estos ddedos topológicos SOll Ins dislocaciones \. las fronteras de 
grano. Los primeros se dan en patrones de bandas \. aparecen en donde una 

banda termina dejando indefinida la fase y ele la amplitud del patrón: el otro, 
es una región que aparecE' cuando se encuentran dos patrones de orientaciones 
diferente:;. 
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1.3.1 El modelo de Swift-Hohenberg 

3. La disminución de la densidad de defectos topológicos en un sistema, causa el 
crecimiento de un det.erminado orden en el sistema. 

1.3.1. El modelo de Swift-Hohenberg 

En esta seccióll, para una mejor deseripcióll del fellómello de conveCClon, se 
pretende gpnpraliz;cr la explic;cción cualitativa anterior, mediante 1<1 construcción oe 
una ecuación diferencial con derivadas parciales: la ecuación de Swift-Hohenberg[13]. 

Debido a 18 inestabilidad lineal del sistema para é > O, se int.roduce una función 
1.'. él 18 cual se le nombf8 parámetro de orden local. El signific8do físico de 1!J(x, t) 
para la convección de Rayleigh-Bénard, es representar 18 componente vertical de la 
velocidad del fluido medida en el plano medio z = dj2. En el estado conductivo, 
u = O. Se consideran perturbaciones de este estado en forma de modulaciones de 
llúmero oc ouoa k: 

¡J{r. l.) =t!;o exp (al + lb:) + uJ~ exp (al - ib) ( 1.6) 

donde a es uu nÚlllClo 1 c,ü a priori 4ue dCllot <1 la tasa de crecimiento. k el vector de 
onda del modo, y '~;' es complejo conjugado deuJ 3. 

Entonces: al sustituir (1.6) en las ecuaciones constitutivas y linealizadas del pro­
blema. se obtiene una relación a = a(k) llamada relación de dispersión. Es evidente 
que paT8 el estado conductivo (cuando é < O), ?j' tiene que tender a cero cuando 
1 ---7 CX): esto implica que a < O. \:Ik. Si existe un número de onda ko que maximiza a 
y si a(ko) > O: los valores de k cercanos a ko serán los modos con crecimiento m8S 
rápido y por lo t.anto característicos del sistema en su estado final, que se espera sea 
Ull patróll COll númcro oc onoa alrededor de ko. Por ende, un desarrollo en serie de 
Ta~'lor 8 primer orden en ( alrededor del punto (e = O. k = ka) da: 

8a 
a(( k) = -; 8é 

Nótese de esta ecuación que: 

a > O. k ~ ka 

a < O. k "V ko 

é > O 1\ 

t < O 1\ 

(k - kO)2 + ... (1.7) 

8a 
>0 

8E 
o 

¡)a 
>0 

8E 
o 

JRecordemos que la necesidad de represenlilf observables rísicas por números compleJOS, tiene 
1" tillaliJ"d de J'lJ" colllI.lOrtallliclJtos COJllf.llcjos ell Io.s eC\l<:Jciones direrenciales ordinarias no lineales 
(Ir SiSI(,IlIi1S rísicos. \ cm'as SOlllciollrs son ('SI ¡¡dos inrsl ,¡bIes del sistema (como por ejemplo el caso 
de lHI sisl'el1la CI1.\O cOlllportamiento es descrito por 1.'1 eCl!rwión (1.1) donde la obseryable A de 

dicho sistema es UIl escalar complejo). 
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CAPÍTULO 1. FORMACIÓN DE PATRONES EIV SISTEMAS FUERA DE 
EQUILIBRIO Y SISTEMAS EN EQUILIBRIO 

Tomando aajatlo = 1 se tiene que a(cko) = e Adicionalmente. se requiere que 
EPa j ak2 < O para que a sea máximo en k = ko, Y esto a su vez implica aa jaklh-o = O. 
Cuando la capa de fluido se extiende infinitamente en dos dimensiones: el vect·or de 
onda del modo creciente no adopta una dirección particular. Por lo cuaL se necesita 
que la ecuación (l.7) sea invariante por rotación, es decir a = a(k2

). A segundo 
orden se obtielIe la relacióll dc dispersión : 

a(( _ e) = (- ~ó (e - e)2 
. 4k2 o 

o 
( l.8) 

con l j 2íPa j íJ2k21 -(Ó j 4kÓ elegida por conveniencia. La forma de a es la de 
k-o 

una parábola invertida. 
n.~corelando que la ccuación CJUC satisfa{'~U; dada por (l.6) debe cumplir la 

relación (l.8) , entonces dicha relación debería ohtenerse elc IR eCllación en ocrivadas 
parciales : 

a e - 'J; = d; - _o (\72 + k2)2w. at 4k6 o 

Ecuación cuyo caractel" es li1IC'11. Los modos iJlcstables corresponden a a > O: es 
decir. t > O, k "-' ko. La amplitud de estos modos diverge cuando t. ---> oo. Entonces. 
si (1. la últimil ecuación le agregamos un término _1/)3: compensamos el crecimiento 
'! las soluciones estacionarias hacia formas límites cuando t ---> oo. El término cúbico 
deja la ecua.ción invariante bajo una reflexión ('l!' ---> -1( 1). Si añadimos un término 
cuadrá.tico se rompe esta simetría. Por lo tanto, la construcción de la ecuación dife­
rencial péHcial mÉls simple queda como: 

( 1.9) 

Esa ecuación diferencial parci81 no lineal es conocid" como el modelo de Swift­
Hohenberg[14]. 

1.3.2. Derivación de la ecuación de amplitud compleja a par­
tir del modelo de Swift-Hohenberg 

En adelante se huscan sol\lciones ele la eCllrlción de Swift-HollPnherg (ecll(\ción 
(1.9)) con la forma de un patrón de bandas: 

ti-·(r. 1) = .'1(r. t) exp (ik . T) + A' (r. t) exp (- 'ik . T) (1.10) 

donde res un \"ector en dos dimensiones v 1 k 1= ko. Este patrón corresponde a ra~'as 
perpendiculares par,1 ko. Si Ji = constante , el patrón es perfectamente regular. Si 
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1.4 Patrones de sistemas en equilibrio termodinámico local 

A = A(f, t) el patrón esta distorsionado. Se puede mostrar que la ecuación para A 
es de la forma (1.1). esto es: 

8A 2 [ 8 i 82
] 2 2 at = EA + ~o fu - 2ko8Y2 A - 31 A I A. (1.11) 

ECllClción mlJ\" parccida Cl (1.1) qllc SC llama como ecuación de OinzlmTf)- Landal1 
compleja dependiente del tiempo. U nél derivflción se puede encontrar en lfl rderencia 

[15]. 
No obstante: esta ecuación diferencial parcial no lineal se puede expresar de 

manera mas compacta: acomodando el lado izquierdo ele dicha ecuación mediante 

un funcional de las funciones A(T: t) v A'W t) 

J ~[E 2 3 2 1 1 [ 8 i 8
2

] 1

2

] F( t) = dr - - I A I - - I A I + - -. - - - A 
2 2 2 8.r 2ko 8y2 

Así. se obt iene que la ecuación (1. 11) equi\"ale a 

DA 
8t 

6F 
8.4" ' 

(1.12) 

donde 8 representa la derivada funcional. Además, el funcional F cumple con que: 

1.4. 

rlF ¡. 1 8A 1

2 
o - = -2 dr - < Q. 

di . ¡JI 
(1.13 ) 

Patrones de sistemas en equilibrio termo­
dinámico local 

Unn. gran \"i'lriedad de fenómenos cooperatoivos como por ejemplo el ferromagne­

t.ismo .Ji antiferromagnetismo. las transiciones de fase ele gas a líquido y de líquido 
a sólido. las transiciones orden-desoreJen en aleaciones. las separaciones ele fase en 

soluciones bin8rias: etc. pueden ser entendidas mediante un moelelo muy simple lla­

mado el modelo de Ising[16]. Tal modelo en el presente trabajo: se presenta como la 
base de otros modelos que presentan fases con rompimiento de simetría. 

El modelo de Ising considera lfl energí8 de intercambio de Hcisenberg entre es­

pines de los átomos en una red o J. Si además se omite la energía cinética de los 
átomos que ocupan un sitio en la malla y se adiciona un término de energía -pB Si: 
que modela la interacción del espín i con un campo magnético externo B: entonces 
el hamiltoniano H para este sistema es: 

H {S;} = -} I: S¡Sj - /lB I: Si (1.14) 
<;oj> 
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CAPÍTULO 1. FORMACIÓN DE PATRONES EN SISTEMAS FUERA DE 
EQUILIBRIO Y SISTEMAS EN EQUILIBRIO 

en donde J > O, S;( o Sj) = + 1 si el espín apunt a hacia "arriba" y -1 si el espín 
apunta hacia "abajo". La primera suma denota suma sobre pares de vecinos más 
cercanos. 

Otro modelo que se mapea al modelo de Ising es el modelo de gas de malla[17]. En 
rstr modelo, sr oefine una colrcción Na á.t.omos, los cualrs purdrn ocupar posir.ionrs 
en una malla con N "cajas" (o celdas). Cada caja contiene O o 1 á.tomo y está rodeado 
por q cajas vecinas (a q se le nombra: número de coordinación). Cada celda ocupada 
por un átomo tiene una energía -EO, por posición vecina ocupada por otro átomo. 
Entonces. la energía de la configuración del gas está dada por 

donde Naa es el número total de pares (de posiciones yecinas ocupadas) en una 
cOlJfiguración dada del sistema. 

Continuando con el desarrollo teórico, en las siguientes dos secciones se presentan 
ext.ensiones de los modelos de Ising y de gas de malla para describir sistemas que 
forman patrones. 

1.4.1. Modelación de patrones de dominios magnéticos 

El modelo de Ising para temperaturas bajas (con B = O), presenta una fase de 
equilibrio uniforme dada por < Si > = m, o bien, otra fase uniforme para < Si > = 

-m donde TlI es la lllagudización espontánca. que pare\. tcmperaturas bajas resulta 
ser igual a .Yf.L siendo N rl número total de espines del sistema (sirndo N = NT - N] 
con NT es el número total de espines hacia arriba y N j el número total de espines 
hacia abajo). Entonces, la fase < Si > = f.LN > O se da cuando el sistema tiene más 
espines hacia arrib(\ (Nt > Nj ), Y la otra fase < Si >= -ruV < O ocurre, si hay 
mPls espines hacia abajo (}\'] > NT)4. Por lo tanto. no hay modulaciones espaciales 
de < Si >. 

El siguiente modelo presenta una generalización del hamiltoniano de Ising en 
una malla cuadr(\da mostrando patrones periódicos[18]. Se proponen términos para 
rnodelRr Ja competencia de int.eracción ferromagnética entre los espines de vecinos 
cercanos :v las interacciones dipolares de largo alcance. También se incluye un campo 
llJaglJético ext.el'110 y (\nisotropía. Si el campo IlJa.gnét.ico externo (h). se toma como 
formado por componentes tangencial H, v longitudinal H¡ (h = H¡ + H,). entonces 
se tiene: 

H = -t ¿ 'J;¡SiSj - L [H¡Si + 1-1¡(1 - S;) + AS?] (1.15) 
<ij> . 

oonrtc cl símbolo de' liI prim<l (') inrlicPI quc los términos de jp¡ sumPltoria parPl los 
cuales j = ] se exclUYen de IPl suma cuando Si = LO. -1 y A > O. El cPlmpo 

·CII;\ndo O(,\lI'l'P QllP h;\\· igllal númpro dp pspinps h"ci" \. h"ci" (1b'1.iO (Xl = Al) no h(l~' 
l11agne( ización esponl,íllen m pues !\' = O. 
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1.4.1 Modelación de patrones de dominios magnéticos 

magnético transversal y la anisotropía juegéln un papel similar. A puede ser consi­
derada como una característica microscópica del sistema, H, y Hl son parámetros 
bien controlados (con valores fijos). 

Ahora bien, se propone una constante de acoplamient.o Jij > O a corto alcance y 
Jij < O (\ largo alcance pala. modelar alguna intcn\.Cción uipolal'. Así: 

cos( hij) 
Jij = Jo (k" .)3 . 

"J 
(1.16) 

donde Tij =1 Ti - ij 1 es la distancia entre sitios i y j. Por conveniencia se adopta 
una unidad ue energía de intercambio r ent.re prilllero::; vecinos uefillida COlllO 

cos(ka) 
r = Jo (l,:a)3 = 1. 

en donde a es un parámet.ro de la malla. Este tipo de élcoplamicnto ~élrantiza que la 
interacción entre más vecinos cercanos es siempre ferromagnética (pues la condición 
para esto es Jij > O), mientras la magnitud y el signo del acoplamient.o con el resto 
de los vecinos cercanos depende de la dist.ancia de separación a través k. 

Los resultados numéricos obt.enidos por Iglesias y Goncalves[181, en este modelo, 
consideran Jij > [1 hasta los primeros siete vecinos, para una malla de N x :V siendo 
N = 200. El Illét.ouo numérico emplcauo p<lra realizar uicho::; lcílculos fue el método 
convencional de I\Ionte CarIo y se empkan varios valores de la temperatura T y el 
campo externo. 

Además invest.igan el comportamiento de la malla por dos procedimientos dife­
rentes: 

Encendido Se elige una tell1peréltura T alta para hacer evolucionar el sistema (se 
generan los espines iniciales mcuiante una [unción dleatoria). y empleando 
el dlgorítmo i\Ietrópolis COlllO lwrrcllnienta de dkulo. al primer paso ¡'vIonte 
Cario, se hace descender la temperatura T a un valor muy bajo (T =0.005). 
Posteriormente al sistema se le permit.e evolucionar hasta 1000 pasos i\Ionte 
Cario. En esta forma el sistema tiene toda probabilidad de encont.rarse en un 
estado de energía diferente del est.ado mínimo más bajo de energía. 

Relajación Se alcanza el relajamiento térmico mediante la variación lenta de la 
temperatura desde un valor inicial (T = 5) hasta alcanz8r 18 temperatura 
final T = O, en intervalos de 6T = 0.05. Tal relajación térmic8 es alcanz8da 
después de 1000 pasos l\Iont.c CClllo. y se llccesita Ull total uc lO" pasos J'lionte 
CarIo. Tamhifn ('n ('stc procNlimi('nto s(' utili7.Pt como IwrrPtmi('nta <1<' cálculo 
el Ptl~oritmo 1\ 1ct rópolis. 

La simulación del comportamiento de la malla presenta tres tipos de patrones. me­
diante los dos tipos de procedimientos para producirlos: patrones a los que se les 
denomin8 a) patrones de rayas, b) patrones de celdas \' e) patrones de labenntos. 
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CAPÍTULO 1. FORMACIÓN DE PATRONES EN SISTEMAS FUERA DE 
EQUILIBRIO Y SiSTEMAS EN EQUILIBRIO 

Figura 1.2: Resultados de patrones obtenidos por el método de encendido. El 
patrón de rayas (hacia la derecha de la figura). corresponde a los parámetros k = 4.2 
Y !\ = -0.5. El patrón Jc celJas (el centro Je la figura) es para k = O Y !\ = -0.1. Y 
rl patrón de laberintos (hélciél la iZfJuirrdél de lél figura) es para k = 1.2 Y /\ = -0.8 
(figuras tom3das de [18]). 

Figura 1.3: Resultados de patrones obtenidos por el método de relajación. La 
estructura Jel pat.róll Jc cclJas (hacia la iZljuierJa Jc la hgura). corresponde al 
p¡n!)l1letro (k temprJ"atllra T = 2. El proccso nc ordenamiento pam cI p,ürón nc 
celdas (el centro de la figura) illicia en T = 0.8. Y el patrón de rayas (hacia la 
derecha de la figura) es para T = 0.1 (figuras tom3das de [18]). 

los cuales se muestran en las figuras 1.2 y 1.3 respectivamente. Las r3yas en color 
negro. se obtienen para J, i- O \" a bajas temperAturas: e indic3n que el est¡:¡do de los 
espines es hacúi arri b3. 
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1.4.2 Descripción contínua de dominios magnéticos 

1.4.2. Descripción contínua de dominios magnéticos 

La formación de patroncs cn sistemas magnéticos presentaJa eu la sección an­
terior, se pueoe oiscutir con moorlos oe un pnn1mrtro oe ororn local contínuo rn 
los que se introduce un funcional de energía el cual modela las interacciones fe­
rromagnéticas de corto alcance y dipolares de largo alcance. Estos modelos tienen 
características similares al modelo de Swift-Hohenberg[19, 1]. 

Consideremos un campo escalar 9(-(, t) ddiuido en un espacio lJiuillJellSional. Este 
rampo rrprrsrnt.a un parámet.ro or ororn 10raL como por rjemplo la nlRgnrtiz(\rión. 
En llJ1il arroximación oe "grilno grueso·' (coarse graining) , 9 representa la variable 
Si promediada localmente. Se propone un Hamiltoniano HI de este sistema con la 
siguiente forma: 

HI = 00 l dr ( -t4>(r. t)2 + } <p(-(o t)4) - ho l dr'cp(f) ( 1.17) 

en donde los factores 1/2 Y 1/4 aseguran que 1/1 es mínimo para 00 (/', 1) = ± 1 en 
ausencia de campo externo, ho = O. 

Es necesario adicionar un término de interacción de corto alcance que tome en 
cuenta variaciones espaciales de rjJ. Los términos de interacción entre vecinos más 
cercanos en el modelo de Ising son constantes hasta segundo orden en las variaciones 
espaciales. Entonces, para sistemas continuos introducimos el siguient.e término que 
modela las interacciones de corto alcance[20] 

30 l 2 H rig = 2 df1\7<p(rll (1.18) 

en donde el factor (Jo > o. Este térllJino es ue camcte)" ,. atlitct.ivo:· U,1UO que cs 
mínimo pma rp = constante, y H rig es positivo en presencia de inhomogeneidades 
(interfases). En el modelo de Ising este término se mapea a una interacción ferro-­
magnética entre vecinos cercanos .. como en la ecuación (1.14) e:on J > O. 

Se define la cantidad H tal que considere todas las interacciones anteriormente 
planteadas como: H = H¡ + H,..ig donde H¡ y Hrig están uefiniuos pOl" los ecuacioncs 
(1.17) 'o (1.18) rpsprrt.ivanwntc. La rCllación quP oescribe la rclajilrión rn el tirmpo 
uel campo 6(F t) hiirjn estados OfO' equilibrio (mínimos de H) es [9]: 

(1.19) 

donde 15 es la derivaua funcional de Fréchet. En esté\ ecuElción, el CElmpo escalar 6 
no obeuece a unEl ecuación de conservación: J ([r'0(7""'": t) depende del tiempo a priori. 
Al sustituir H en la eClwción anterior se obtiene: 

( 1.20) 
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CAPÍTULO 1. FORMACIÓN DE PATRONES EN SISTEA1AS FUERA DE 
EQUILIBRIO Y SISTEMAS EN EQUILIBRIO 

ecuación conocida como ecuación de Ginzburg-Landau real dependiente del tiempo y 
es una ecuación importante en este trabajo. En el apéndice A.l se expone el bien 
conocido análisis lineal de pequeñas perturbaciones para las soluciones estacionarias 
uniformes de 13s ecu3ción de Ginzburg-Landau. 

Los sistemas que forman fases no uniformes (o modulaciones) pueden ser descri­
tos por un término adicional de interacción dipolar repulsiva de largo alcance, de la 

forma[l] 

lhp = ')'0 J dTdi'c/J(T)q>(r'-:í)G(F, ¡-::) (1.21) 

donde ~i > O Y G(T, T') está riada por \J2G(r, i') = -b(T - T') lo cual implic8 que 
G(i, i') rv l/Ir - i ' 13 para distancias grandes. 

Entonces. adicionando las ecuaciones (1.18) y (l.21) a la ecuación (1.17) se 00-
tiene 

(1. 22) 

donde 1ítotai = H¡+ Hrig+ Hdip. Para explicar por qué los términos H rig Y H dip pueden 
llevar a la formación de patrones. se define el término ele interacción denotado por 
Hinl como Hi7lt = Hrig + Hdip. Sustituyendo las ecuaciones (1.18) y (1.21) en H mt 
tenemos: 

Denotando por ~(k) la transform3da de Fourier de o(r), y sustituyélldola ell 13 
últimA ecuación se ootiene 11;l1t en el espacio de Fourier: 

- 1 J -[30 2 - 2 , -, - - - -,] 
Hint = (21T)2 dA 2 k 16(k)1 + ~ioG(k)6(A)6( -k ) 

= ~- dk _k2 + ~fO- 1 ó(k) 1
2 1 j' -['Jo . 1] --

(21T)2 2 k2 
( 1.23) 

en donde se ha empleado el hecho de que si \J2G(r. T') = -5(r - T') entonces 

G(k) = 1/k2. Debido Al prefactor de 10(kW los moelos k que hacen Hj"t mínimo 
son de número de oncla ko = (2')'0/30)1/4, lo cu31 implica form3ción de patrones o 13 
presencia de fases modul3das. El funcion3l (1.22) hi:1 sido empleado parA describir 
patrones en monocapi:1S de Lmgmuirl1] ~'en la disoluc:ión de copolímeros dibloquel21, 
22]. 

En un estudio reciente[19]. dado el funcional (1.22) se describe la simulación 
temporal del sistema para una clinámic3 sobreamortiguari3 (disipati\"3) que lle\"3 el 
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1.4.2 Descripción contínua de dominios magnéticos 

campo cjJ(T) hacia funciones que minimizan Htato /' De manera similar a la ecuación 
(1.19), en este estudio, se considera un parámetro de orden no conservado 

donde ,\ es una mobilidad posi tiva y b es la derivada funcional de Fréchet. Al sustituir 
la ecuacióJI (1.22) en la últillla cxprcsión, se obticllc[19] 

8<D( T) ( ( 3) 2 j' -( ~ ~ ) -al = -,\ ---ho+Qo ----cjJ(T)+cjJ(T) +,30'\7 <;I>(T)+/o. dr cjJ(r')G(i, r') (1. 24) 

Not.e que ('sta ('cuación se reouCf: a la ecuación de Ginzburg Landau real (ec. (1.20)), 

si ,\ = 1, ~JO = O, 90 = ±1 siendo la solución uniforme (estado de equilibrio). Para 

resolver eficientemente esta ecuación mediante el uso de la computadora y de tal 
manera que se pueda evaluar directamente el término que contiene la integral, se 
emplea el método pseudo espectral. Entonces, se escribe esta ecuación en el espacio 
de Fourier. la cual se transforma en 

(1. 25) 

En esta forma, el término proveniente de la interacción dipolar de largo alcance es 

un término algebraico que se aproxima como ()(k) é::= 0.0 --- allk¡ para k pequeña. El 

térmillo quc involucra 1" trallsfonllnda de Fouricr dc </;3 pUCUC obtellcrse h\cillJlelJte 
n1E'oiante el ('mpl('o 0(' la transformada rápioa rk Fourier oe rp3. 

La ecuación (1.25). se puede transformar en otra que sólo oependa de cuatro 

parámetros. mediante un escalamiento adecuado. Entonces. al elegir un nuevo campo 
~= A- J0(ijCtjB) donde A es 

A= 
a%(C--- 1) 

1+ . 
00 

la nue\'a ecuación oe la oinámica 0('] sistema en el espacio de Fourier es 

donde 

¡3 = '\;JoC
2 

B 
'\~¡,oC 

~J 

B 

(1. 26) 

En la solución numérica oc la ce. (1.26) E. A. Jagla[J 9] considera los valores 0.0 ~ 
9.05, a] = 2n . .3 = 2.0.~, = 0.19. El resto oe los parámetros son variables del sistema. 
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CAPÍTULO l. FORMACIÓN DE PATRONES EN SISTEMAS FUERA DE 
EQUILIBRIO Y SISTEMAS EN EQUILIBRIO 

Al asignar una condición inicial arbitraria en la ec. (1.26), dicha ecuación describe 
unél evolución en IR cual la energÍR total del sistema HLoLal se red uce hasta alcanzar un 
mínimo local, en el cual a~/al es cercano a cero. Se observR que el mínimo absoluto 
de Hlolal no se alcanza, más bien, el sistema obtiene uno de muchos posibles estados 
metaestables que contienen muchos defectos. Dicha simulación se hace utilizando 
cOlldiciolles de frolltcrél pcriódic~. Se discrctiza el espacio en una malla cuadrada 
512 x 512 de longitud de malla unidad. 

Los resultRdos de lél simulación numérica muestran la existencia de cuatro tipos 
de patrones (\'er figura 1.4). Al mismo tiempo, estos patrones tienen principalmente 
tres comportamientos diferentes, a los cuales se les denomina como: 

l. Patrones de burbujas y rayas. 

2. Transición de una fase de burbujas él fase de rayas, con coexistencia. 

3. Colélpso del péltrón de burbujas en un patrón poligonal. 

En el modelo que se estudia en esta tesis. se obtienen patrones similares, entre otros. 

Figur;:¡ 1.4: En bs 6 i!1l<1genes de la izquierda se present an patrones de burbvjas y 
rayas pRr8 el caso de la evolución de la ll1é1gnetización parél UD Célmpo h que \"arÍéI 
corno se indica para Ci = 1.6. En léls 6 imRgenes del centro. se presenta la tr8llsición 
de unél fase de burb'ujas a fase de rayas. Finillmente, en las imágenes de IR derech8 
de estR figura se muest ra el colapso de b1lrbu7aS en un patrón poligonal parél \"Rlores 
gr<lDdes de Ci = 1.8. Figuras tomadas de [19]. 
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1.4.3 Aproximación de campo medio para un gas de malla de tres 
componentes 

1.4.3. Aproximación de campo medio para un gas de malla 
de tres componentes 

En esta sección, mostra.remos como una. descripción de ca.mpo medio para un gas 
de malla con tres componentes (propuesta por Furman: Da.tta.gupta y Griffiths) [23], 
puede conducir a la. formación de patrones. Este modelo nos permite dar un ejemplo 
de modelación de patrones en mezclas de tres componentes. 

Suponemos que el volúmen ocup;:\(io por rl gas estR dividido en celdas cuyos 
centros forman una malla regular. Cada. celda contiene una y sólo una molécub, 
la. cual puede ser del tipo 1. 2 o 3. Si la j - ésimo celda contiene una molécula 
del tipo Q, entonces la cantidad p}a) es igual a 1 y cero para las otras especies. El 
hamiltoniano del sistema es[23]: 

( 1.27) 

donde IJ es el númrro de coordina.rión dr la !11 <tI la: Eof3 = [;30 > O es el opuesto de 
la. energí<t de inter<t.('ción entre molérlll<ts del tipo Q y ,(3 ubicadas en celdas vecinas: 
< ij > denota pares de celdas más cercanas. y Mo es el potencial químico de la 
especie Q. En la aproximación de campo medio la energía libre F para un sistema 
con N celdas está dada por 

( 1.28) 

donde k es la constante de Boltzmann: T es la temperatura del sist.ema: A,¡=<Pt» 

es el promedio térmico de pt) o la probabilidad de que la j - ésima celda este 
ocupada por una molécula del tipo O' (se supone que es independiente de j). 

Un comportamiento muy similar al diagrama de fases del modelo de Van der 
Waals se presenta en este modelo: aunque en partes del diagrama exist.en diferencias 
significativas, 1" silllilitud se ellcuclltra cn lJUC ambos modelos presentan un punto 
triple. 

A continuación se expone una extensión de este modelo que permite observar 
patrones similares a los patrones de dominios magnéticos discutidos previamente. 

1.4.4. Modelo de gas de malla en mezclas con interacciones 
de largo alcance 

Sc prcscllta UlJ IIlOdelo illtlOuuciuo por C. '"arca de evolución temporal de una 
mezcla tern<tria cu~·i'l energía lihre (ont iene elos parRmetros de orden local acoplados 
e incluye un término de interacción (\ IRrgo alcance pari'l uno de los pa.rámetros 
locales[6] de manera similar al funcional (1.22). Esa energía libre modela en el caso ele 
tres especies. IIna competencia entre fases moduladas y fenómenos de separación ele 
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CAPÍTULO 1. FORl\'lACJÓN DE PATRONES EN SISTEAIAS FUERA DE 
EQUILIBRIO Y SISTEMAS EN EQUILIBRIO 

fases uniformes debido (11 exceso de energía libre en interfases. Este modelo en general 

C ond\lce a la formación de estados metaestables policristalinos. los cuales le impiden 

al sistema alcanzar el equilibrio. La energía libre F incluye términos de interacción 

dependientes de las distancias de separación entre celdas. En la aproximación de 

campo medio se escribe como 

F = '" kTuo In UO + ~ "" Vo,a (r ·)uou6 
L 1 I 2 L lJ I J 

(1.29) 
,,o i,j.o.3 

donde uf es el número de ocupación de la especie el' en el sitio i, T es la temperatu­

ra, Vo·.6(r·ij) es el potellcicd Je interacción y r¡j es la dist.ancia de separaz:ión ent.re 
¡V]. Dacio (jUr. tonos los sitios ne: la méilla rstéÍ.n ocupados, sr. implica la connición 

L~=I uf = ]. Por lo téinto, r.n céicla posición i hay dos concentraciones indepen­
clientes (u l

. u2 ) El potencial de interacción es atractivo para los primeros vecinos 

cercanos. se anula pélfa los segundos vecinos y es repulsivo a distancias mayores: 
VnJ(r;j) "-' v()v'jrtjlo c\lal corresponde a \lna interacción dipolar con momento, 

VO para la especie o. 

Ahora. para el caso de una malla cuaclrada. la parte atractiva del potencial de 

iutcr<1cciól) en la CllcrgÍn libre F se obtiene considerando los primeros vecinos en 

(1.29). ;.' se escribe en la siguiente forma 

1", 23 31 12 4 L (au¡uj + bu¡uj + cU¡'U j ) (1.30) 
<i.j> 

donde la suma sobre j es para los cuatro primeros vecinos de i, a + b + e = 1 los 

cuales determinan 18 escala de temperatura y momento dipolar. Adicionalmente; en 

18 referencia [6]. b = O. vI = v 2 = V Y v 3 = O para que la mezcla sea simétrica, 

v se elige ( = 0.285, kT = 0.08 Y v = 0.2. Así, para resoh'er las ecuaciones que 

determinan el estado del sistema; hay que encontrar mínimos de la energía libre y 
se hace empleando las eC\l8ciones de Euler-Lagrange; 

f¡F ° 
TCi = f.1 
uU¡ 

pm<1 los uo~ nÚllle!l)~ ue oC\lp(1ción indcpcuuiclltes uf y u; en donde f.1.o es el poten­

ciFlI qllímico. Dichéis ('cl.léicione:s dr Ellkr-Léigrangr, sr héin resuelto por iteraciones 
sllcesi\'éis con 1111 error glob,¡J menor a 10-8 v suponiendo que 11 1 = 11 2 [6]. 

Además. pMa estuelia! la dinámica del sistema. se necesita minimizar el gran 
potencial n el cU8l se define como 

Finalmente. (11 clifPfenci8f esta última ecuación y tomando en cuenta la concent.r8ción 
del númelü Je p8rtÍC\llcts pma c8ela especie. se obtiene: 

ouf + V . };, = O 
&t ) 
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1.4.4 Modelo de gas de malla en mezclas con interacciones de largo 
alcance 

o ( bO ) ,oua bO con ),. = - '\] --¡- . la fuerza termodinamica. o: --' = '\]2 -. Varea[6] encuen-
uvf . . ot buf 

tra que a las tres fases de la mezcla se le puede asociar tres tipos diferentes de 
patrones: patrones hexagonales de gotas: patrones laminares de rayas y pat1'Ones he­
xagonales de burbuja. Adicionalmente, en los patrones hexagonales de burbuja, se 
encuentran regiones de mojado (interfases) y en los patrones de rayas muestran 
además del mojado, la formación de defectos topológicos (ver figura 1.5). En las 
figuras 1.G. 1.7 Y 1.8 se presentall ampliaciones de los patrones de las regiones L II 
y III, a diferentes tiempos. 

11 

u 

Figura 1.5: Diagrama de fases de una mezcla de tres componentes. Las letras a,c.d 
y e señalan las regiones de inmiscibilidad para transiciones de fase de primer orden. 
El punto b señala una transición de fase de segundo orden donde ha~v una fase de 
segregación de gotas. En la. región 1 las fases est ables son fases de gotas hexagonales 
de las distint as especies. En la región II hay una fase lamelar y en la región III 
se obtienen dos fases en equilibrio entre dos fases hexagonélles con interfases ele 
burbujas. Los puntos representan (de arriba a bajo) C'oncentraC'Íones/l 1 = .,,2 = 0.18. 
u l = u 2 = 0.27. 11 1 = u2 = 0.33: u 1 = v 2 = 0.382 \' VI = u2 = 0.45 donde se estudiél 
ID din<ÍmiC'a (figura tomada de [6]). 
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CAPÍTULO 1. FORMACIÓN DE PATRONES EN SISTE.\1AS FUERA DE 
EQUILIBRIO Y SISTEMAS EN EQUILIBRIO 

(a) 

(e) 

Figura l.6: Patrones correspondientes él Vi = u2 = 0.382. (<:1) Después de 30 000 
iteraciones, (b) después de 60 000 pRSOS de tiempo y ((') después de 1 500 000 
iteraciones (figura tomada de [6]). 
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1.4.4 Modelo de gas de malla en mezclas con interacciones de largo 
alcance 

Figura 1.7: Patrones que representan la evolución de un patrón lamelar para u 1 = 

112 = 0.27: (a) después de 40000 iteraciones: (b) después de 80 000 iteraciones (hé\y 
segregación) y (c) después de 1.5x106 it.eraciones en tiempo (figura tomada de [6]). 
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CAPÍTULO 1. FORAIACIÓN DE PATRONES EN SISTEMAS FUERA DE 
EQUILIBRIO Y SISTEAJAS EN EQUILIBRIO 

(a") (b) 

(e) 

Figura 1.8: Evolución del patrón para llJ = 112 = 0.,:)5 . (3) Después de 210 000 
iteraciones, (b) después de 830 000 iteraciones y (c) solución estRcionariR de ]",s 
ecuaciones de Euler-Laglange (figura tomad a de [6]). 
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Capítulo 2 

Modelación de sistemas ternarios 
con parámetros de orden no 
conservados 

A continuación se presellta Ull lllodelo sencillo que se usa en este trabajo para 
estlloiar IR. form(\ción oe pnJrones ('n \\n sistema t,('rnmio. 

2.1. Modelo con dos parámetros de orden para la 
morfogénesis en sistemas ternarios 

El modelo con élproxim(\ción (le' campo m('oio para lIn(\ malla (le' gas de tres 

componentes. expuesto en el capítulo anterior[23]. permite establecer el diagfé\ma 

de fases de un sistemél de tres componentes. El comportamiento del modelo se ilus­

tra mediante un di8gram8 de fases de cinco dimensiones. mostrando su estructura 

general así como informélción sobre la localización de puntos críticos y triples del 

sistema. 

En un anRlisis de los diRgramas de fase de un modelo de mezcléis ternarias en 

un punto triple[7]. se encuentro que léls fases uniformes, tienen una descomposición 
espinoda!. Esto ocurre. cuondo éll varié\[ los parámetros del sistema, se le hace pasar 

de una fase a otra dE' inmiscibilidad. haciendo con tales célmbios que el sistemél 
8dquiera un estado ¡nestoble. Inclusive se observa lo descomposición espinooal ('n 
Hnél región de tres [¡,\scs, 1'\1 consickl'in elos pnr;1l11etros ele or(lC'n. A rlcm iÍ...<; , ('] moodo 

presento unél riqueza en el comportamiento de la separación oe fases, incluyendo 
separoción de tres fi'lses con propiedades de mojado en las interf8ses. 

El modelo matemático propuesto por Furman, Délttaguptél \' Griffiths para mez­
cléiS ternarias (déldo por li'ls ecs. (1.27) v (1.28)) y extendido por Y8fea[6] parél 
incluir estados inhomogéneos él través de gr8dientes que 1110deléln interacciones de 
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CAPÍTULO 2. MODELACIÓN DE SISTEl'vIAS TERNARIOS CON 
PARÁl\lETROS DE ORDEN NO CONSERVADOS 

corto alcance, queda definido por la densidad del gran potencial w como: 

w = kT[lIln 1/ + 1J In /' + w In VI] + OV'UI + Irw"U + cnv 

1 
- -(a\7v· \7w + b\7w' \7u + c\7u· \7v) - JLuU - ¡.Lvt· - ¡.Lu·ll' (2.1) 

2 

en donde (l/. '/': 1lI) son las concentraciones de las componentes (U. V W) tales que: 

u+v+w = 1. (¡.Lv. J.1¡;. v,J son los pot.r,ncialr,s químicos y los parámet.ros de int.f'facción 

(a. b. e) tienen la condición de normalización usual a + b + e = 1 Y por simplicidad 

se toma el caso a = b > O. 
Lil evolución t.emporill para Ia..c; concrntrilcionrs u (f'. f) Y 1'( t: f) (d ado que 11' 

siempre se Pllede expresar en términos ele u, 11 como 11 ' = 1 - 1/ - v) est á ddr,rminaelil 

por el par de ecuaciones[24] 

au(i: 1) = \72 Ml[u, v] 
at Ou ' 

{Jv(i, t) = \7200[U, v] 
at Ov 

donde O[v, v] = J :.<.:[u, v: (1 - u - v)]di es el gran potencial y i es un vector en 

dos dimensiones. Cuando los campos u y v están definidos por estas eCllRciones. se 

les llama parámetros de orden conservados, o bien, a IRs ecuaciones que definen 1" 
dinámic" de los CRmpos u y v se les nombra ecuaciones de Cahn-Hilliard. 

Se propone en este trRbajo modelar un sistema ternario similar, pero tal vez 

más general. con un parámetro de orden local u( i. t) que satisface una ecuación de 

Ginzburg-Landau, Rcoplado a otro parRmetro de orden v(i: l) que tiende a formar 
fRses moduladas y el cu,,1 satisface la ecuación de Swift-Hohenberg. Como un primer 

pRSO. consideremos el CRSO donde ambos parámetros no son conservados. El funcional 

ue elJergÍa liure F[v. v] cOlltielJe ténJlilJos v2
, v2

, u 4
; v4 y un t.érmino ue acopIamien­

to '1/2/ .. el cual fa\"orece UIJa. ¡uayor cOlJtriuuciólJ de la vmiaolc 'L', estableciendo con 

rilo Ull<'t ";\,fiahle: rApida l' y una lentR 11, para cuando los valores de Rmbos campos 

escalares son menores que la unidad. Además se consideran t.érminos para modelar 

la interacción de corto alcance entre especies. por lo que se adiciona l\7ul2 Como 
la ecuación de S\\"ift -Hohenberg t ielle términos 1 \7 v 12 y 1 \72c 12 que favorecen mod u­
laciones para v. entonces estos también se adicionan. Finalmente se puede agregar 
dos términos más: -hu, - H v que representan la int.eracción con campos externos. 
Por lo tanto. colocando todRs estas propiedades en un funcional de ellergía liure ue 
tipo Ginzburg-LRnd¡;Hl, se tiene: 

F[ll;l'] =./ [- hu 
Q2 14 1 2 ¿2 
-u + -1/ + -1\7vl + -'U {"-
2 4 2 2 

- lIv + -l' + -7: + -v + >'1\7vl + -1\7 vl- dr "/ 2 1 4 >. 2 2 >. 2 ?] -
2 .:J. 2 2 

(2.2) 

2.:1. 



2.1 Modelo con dos parámetros de orden para la morfogénesis en 
sistemas ternarios 

donde los parámetros 0:. 'Y son parámetros que est ablecen escalas para las concentra­
ciones u. 'V. A es el parámetro característico de la longitud de onda para las modula­
ciones de l' y é es el parámetro que regula la intensidad del acoplamiento entre u y 
v. Para E = O las fases con simetrías rotas (uniformes y de rayas, respectivamente) 
se obtienen para O: < O, ¡. < O (donde -~I denota a E en la eco (1.9)). 

Para estudiar la dinámica Jel sistema, elegimos ecuaciones para parámetrus de 
orden no conservados (VCl' [9]): o bieJl: cOlllúDlllell!c se les lIombra ecuaciones de 
Allen-Cahn[25]: 

Juu-. l) ÓF[u, 'c] 
ol = -:\1 ou . 

ov((. t) = _ /\11 ÓF[u. r] 
al ~,. 

donde /IJ es la movilidad del sistema. 

Sust.ituycndo la ecuación (2.2) en estas últim¡:¡,s e:xpresiones se obtiene 

ou 2 3 
- = h - o:u - EUV + \7 11 - 11 . di . 

OV 2 4 é 2 3 -=H-'\T-AV-2A\7V-A\7'l--U -r m I 2 

(2.3) 

(2.4) 

con /11 = 1 por simpljcio¡:¡,o. Nóte:sc que: la se:gunoa e:clI¡:¡,ción od sistema de ecna.ciones 
oifprencialps parciales no lineal antprior. pueop simplificarse lit ilizando la siguiente 
identidad: -AV - 2,\ \72·l - A \74r = - A(\72 + 1 )2r. Entonces al sustit.uir este resultado 
en (2.4) y tomando h = H = O (sin interacción con campos externos) se obtiene el 
sistema de ecuaciones: 

0'U 2 3 
--::) = -()'U - é.'Ul' + \7 u - u . 
ut . 

OV 2 2 E 2 3 ot = -¡'V - A(V + 1) V - 2u - l" . 

(2.5 ) 

Este sistema es el modelo propuesto ~; el objeto de estudio en esta investigación. No 
obstant.e: al elegir E = O en el térmiJlo de acoplamiento. se obtienen las ecuaciones 
de Ginzburg-Landau y Swift-Hohenberg por separado. La forma simplificada de la 
cual se derivan las ecuaciones (2.3) es: 

j . [o: 2 1 4 E 2 1 2 2 ~, 2 1 ~ 1 2 ) 12] , F = -{{ + -11 + - 111' - - 1 \7 11 1 + -(. + -(' + - 1 (\7 + 1 l' ti I~. 
242 2 242 

(2.6) 

Las expresiones (2.3) no toman la forma de una ecuación de continuidad. Por ende 
se dice que las ecuaciones (2.3) tienen parámetros de orden no canse/liados. Nótese 
que las ecuaciones (2.5) están adimensionalizadas. 
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2.2. 

CAPÍTULO 2. MODELACIÓN DE SISTEMAS TERNARIOS CON 
PARÁMETROS DE ORDEN NO CONSERVADOS 

Análisis del sistema dinámico para fases uni­
formes 

Regresando a los aspectos dinámicos de la formación de patrones, a continua­
ción se mencionan la propiedades principales, en términos generales, de los sistemas 
dinámicos no lineales: 

1. Las ecuaciones diferenciales que caracterizan el comportamiento de muchos 
sistemas complejos, son de carácter parcial y no lineaL como en (2.4). Las 
soluciones de dichas ecuaciones pueden ser soluciones estaóonarias, periódi­
cas o más complicadas para un conjunto de parámetros de control. Más aun, 
el cambio en los parámetros de control hace que aparezcan o desaparezcan 
soluciones, o que éstas se vuelvan inestables. 

2. Una fOrIlI<\ de re]Jresentar la solución de una ecuaciólI diferencial que describe 
un dctennilléldo sistema, es con un espacio matemático l1Jultidimensional en 
el cual ul.rla punto define un estado del sistema al tiempo 1. A tal espacio 
abstracto se nombra como espacio fase. La dinámica del sistema se puede 
estudiar con las trayectorias recorridas por los puntos en el espacio fase. 

3. Se clasifica la dinámica del sistema como sigue: a las soluciones estacionarias 
de las ecuaciones de movimiento del sistema se le conoce como puntos fijos: y 

a las trayectorias que fluyen hacia un punto fijo se les define como cuenca de 
atracción. Si al variar un parámetro, se modifica. la cuenca de atracción de un 
punto fijo (c¡ue apareee o desa]Jarece): ocurre ulla bijúnacú3n. 

En un primer paso. en esta sección se hace el análisis de estabilidad lineal para 
las soluciones estacionarias uniformes, así como el cálculo de los parámetros críticos 
del sistema (2.5). obteniendo con ello los intervalos de los parámetros en los cuales 
existe la formación de péltrones. 

Las cOJldiciolles IlJéltemát.icas ]Jara tales soluciones cst·éleionarias son: 

cPu [Yu 
- - - - O (llnilormidad espacial) ux2 - uy2 -

811 81' 
ul = Jt = O (edos. estacionarios) 

=? 11 = HO. r = 1'0 

Sustituvendo estas condiciones en lélS ecuélciones (2.5) se obtiene: 

O = -o 110 - ~1101"O - 116 

E 
0= -(- + '\)/'0 - -71~ - v6 . 2' 

Si factor izamos -110 ell Id eClwción (2.7), l'stH se puede tlüllsforrWH eIJ: 

v 116 = - (ex + óTo) 
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2.2 Análisis del sistema dinámico para fases uniformes 

Tomando el caso 110 = 0: al sustituir esta raíz en la ecuación (2.8), se obtiene: 

o = - ("( + A) va - vg I va = ° V va = ± J - h + A) I (2.9) 

bajo la restricción: ]' ~ -A, si "( > -A entonces existen soluciones complejas no 
físicas. 

Por otro lado, si se elige '/L6 = -(O' + EVo) corno solución de (2.7), entonces al 
sust.it.uirl::t en In ecu::tción (2.8) se t.iene: 

~ ([ ~2] C\ ~) ° = -h + A)I"O + ~(()' + óTo) - .{.g = - rg + "( + A - "2 ro - 2
c 

(2.10) 

Lns soluciones de esta ecuación cúbica, rstán dadas por l"s fórmulas de CMtan 
[26]. Tales resultados muestran la existencia de tres tipos de soluciones: 

• Cuando hay una raíz real y dos complejas (aunque estas dos no tienen signifi­
cado físico) . 

• Cuando hay dos raíces reales en donde una de ellas es de multiplicidad 2. 

• Cuando hay tres raíces reales diferentes. 

Así, se presentan los resultados de los tres casos ~\llteriores. 

Primer Caso: una raíz real y dos complr..ias (cuyo significado corrr.sponde a rota­
ciones de la. raíz real). 

en donde 

1"02 = -~ ('/"0. - iv'3CR(l·O.)) 

1:03 = -~ (1:0. + iv'3CR(t·o¡)) 

27 



CAPÍTULO 2. MODELACIÓN DE SISTEMAS TERNARIOS CON 
PARÁMETROS DE ORDEN NO CONSERVADOS 

Este caso se da cuando: 

(2.12) 

Segundo Caso: dos raíces reales en donde una de ellas es de multiplicidad 2. 

[
0:,0] 1/3 

Vo = 2 -
1 4 

v0
2 

= _ [:,0] 1/3 

(2.13) 

(2.14) 

en donde 1"02 presenta multiplicidad 2. Estas soluciones se dan cuando: 

(2.15) 

Tercer Caso: tres raíces reales Jiferentet-i. 

(2.16) 

(2.17) 

(2.18) 

en donde 8k v:/3 + 2kn /3 con k o: 1,2 Y ..¡; 

{ 

/OE (4 [ E I+.\J ):3 1} b . l . .' ., . aretan V 4" '3 20 - (;"€ - ,aJo (\ 1 es! Ilcoon. 

(0,0) 2 (1 [ E2] ) 3 4'" + '3 ~! + A - :2 < O. (2.19) 

Eu cOllclusióll, los rcsultaJos C1\ltcriorcs sc CXpOllClI él lllüdo de resumen en el cU8dro 
2.1. Pu('(k habf'r hi'l.st8 0 soluciones r('alrs (vrr s('(ción 3.2.1): 6 conlJo =f. O Y 3 con 
Uo =f. O. 

l\Jás adelante (en el capítulo 3), resolveremos 18s ecuaciones (2.5) con parámetros 
correspondientes a varios de los casos del cU8dro 2.1. Obse[\'amos que en general 
est.as soluciones uniformes son inestables: aunque se presentan casos importantes 
donde algunas son estables. 

En el apéndice A.2. se present8 un 8nálisis de estabilidad de estas soluciones. 
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2.2 Análisis del sistema dinámico para fases uniformes 

Raíces del Restricciones 
Sistema (uo, vo) de parámetros 

Casos Vo = O Vo f- O 
(0,0) 

Uo = O ~O. +J-h + /\)) '" < -1 J _ 

(O,-J-h+ A) 

( + J - (O: + El'01 ), v:) O,E,"( 

Uo f- O VOl satisface (2.11) satisface 

- J -(a + n'O I ), 1'0 1 (2.12) 

+ J -(a + n:o l ): VOl 
) 

( - J - (a + EVO I ), 1'01 

VOl satisface (2.13) a, E, "t 

110 f- O satisfacen 

~ +J -lo + :'0,), ~o, l (2.15) 

- J - (a + c'L 02 ), 1 02 

V0 2 satisface (2.14) 

~ +J -In + ""o,), Vo, l 
- J -(<Y + E'/'O I ), 1'01 

VOl satisface (2.16) 

~: J =Ia + "o,) vo, l a, E, í 

Uo f- O J (a + é'L02), 1 02 satisfacen 

v02 satisface (2.17) (2.19) 

~ +J-In + "'0,),"0, l 
- J - (a + el 03 ) 1 03 

V03 satisface (2.18) 

Cuadro 2.1: El presente cuadro contiene todos los casos donde se presentan esta­
oos tlniform('s. así como las [('sp('ctivas restricciones f]UC se deben cumplir para su 
existencia. 
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2.3. 

CAPÍTULO 2. MODELACiÓN DE SiSTEMAS TERNARiOS CON 
PARÁMETROS DE ORDEN NO CONSERVADOS 

Análisis numérico 

Para considerar variaciones espaciales (ecs. (2.5) en toda su generalidad), nece­
sitamos resolver el modelo de manera numérica. 

En este trabajo, se emplea el método de la transformada discreta de Fourier para. 
obteller soluciones numéricas. Seguimos el método expuesto en [27]. Como ejemplo: 
considC'rcmos una ('cuación oc Swift-HohC'nberg oC' la forma. 

(2.20) 

donde e es Ull pa rállletro de control del sistema, y ,IV represellta términos no lilleales. 
La transformada de Fourier directa de 1/) es: 

A plicanoo la regla oel t.rapecio a la anterio~ ecuación: p~Ha cCLkular un<L <Lproxim<Lción 
discreta para 1", transformada directa de ¡J)(qx, qy, t), se obtiene: 

-,Vr N y 

0(1:. /!, 1) = L L ;f;(.T:: y, t) exp( -'¡(I/x);Ti) exp( -i(4y)j!}j) 
;=1 j=1 

donde (qx); = 27fi/LJ , (qy)j = 27fj/Ly:-(Nx/2 - 1) ~ i ~ NJ./2 Y -(Ny /2 - 1) ~ 
j ~ Ny /2 para una malla cuadrada de NJ. x Ny puntos, 

Aplicando ",hora. la t.ramJormada de Fourier e11 la ecuación (2,20) se obtiene: 

a¿ - -
-' =b'I:+ N at y.; 

donde b = e - [1 - (q; + q;W. i\lultiplicando ambos lados en la última ecuación por 

el térlllillo exp( -nl). después de aproximar el t.érlllillO 110 lineal j\' sobre el intervalo 
I :; l' :; 1 + 61 mcoi'lDt·c una función oc la forma .TI; ~ !\ro + Ji/) (1 - 1') la ccua('ión 
se transform", en[27] 

~( /\) (b/\) ~() \-, [eX P(b6t) -1] v-' [eX P(b6t) - (1 + b6t)] (2.21) 'u' t + L..:>f =exp L..:>1"l' t +;0 +1 ) 
b /;261 

donde }\'o = ,\;(1::(1)) Y .\') = [I\'(Wlemp(1 + 6t)) - /\iey-U))], donde "l:¡cmp(t + 61) 
esté dad" por (2.21) con NI = U. 61 es el paso de tiempo. que p11ede ser elegido 
llIucho 1I1ÚS gnlI1de <jue ell lJJl:todm de Euler elásico~. dado <jue el algoritmo de la 
transformada discreta de Fourier t.iene una mayor rapidez de convergencia a cada 
iteración. 

En el resto de esta sección se deduce la solución aproximada del sistema c1('finido 
por l8s ecunciones (2.5), mediante el empleo del algoritmo descrito anteriormente. 
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2.3 Análisis numérico 

La ventaja al resolver mediante este método, está en que la parte no lineal de 
las ecuaciones: se vuelve muy fácil de resolver. w(t + 6t) se obtiene formando la 
transformada inversa de J;(i + 61.), para calcular N ('Ij;(i + 6i)) e iterando (2.21). 

Entonces, definiendo las correspondientes transformadas de Fourier para los cam­
pos u y 1) en dos dimensiones como: 

u(q,i) = 1: exp(-iq·.f)u(i,t)d2i, 

j
'<JO 

'¡'(IT t) = exp (-ú¡. :f)'{T: t)I¡2:C. 
-00 

(2,22) 

Sus respectivas transformadas inversas de Fourier son: 

1 (ex; 
u(i, i) = (271")2 .1-oc exp (if[· i)u(q. i)d

2
q, 

1 te 
7.:(i, t) = (271")2 .1-00 exp (iij· i)v(q, t)d

2
q. 

(2.23) 

Ahora bien, con ayuda de las ecuaciones (2.22) y (2.23), es fácil ver que las ecuaciones 
(2.5) en el espacio de Fourier se transforman como: 

aii -
Dt (q, i) = c(o: qx· qy)u(q: t) + N(u(q. t), l·(q. t)) 

av -
Dt (q-, t) = d(r. qx: qy)u(q, t) + N'(u(q: t): 7;(q, t)) 

(2.24) 

donde c(ruJx:fJy) = -(o + r/) y d(r:A,fJx,t¡y) = -(r + [A - 1/]2) con IJ =1 Ir 12= 
q; + q~: j~ ~ Ño + lY1it - io). JV' ~ Ñ¿ + JV;(t - io): JVo = -E (vu)(q, t) - ;;3(q, t) y 

iír¿ = -::u2 (q: f)/2 - v3 (q: t). Aplicando un procedimiento análogo al anterior para 
la ecuación (2.21), se conc\u~'e que el conjunto de ecuaciones (2.24) se resuelven 
aproximadamente en el intervalo [fo, to + .0.i], como: 

_ _ _ _ - [1-eXP(C6t)] - [ex P(C6t)-(1+C6t)] 
u(q: to+.0.I)= exp(c61)u(q. io)+No c +N} c26t (2.25 ) 

_ _ _ _ -,,[1-eXP(d6t)] -.,[exP(d61)-(1+d6t)] 
fI(I¡Jo+.0.t)=exp(d6/)v(I¡.l o)+i'vo d +:\J d26t . (2.26) 

Siíitemp.¡:temp denotan aíi(IT lo + 6/} (,:(1/, lo + 61) obtenidos con Ñj = ;\'; = O en 
las 8cuHcioncs (2.25) y (2.26). los cocficimtcs /\\ !- c\'; rsL1n nanos por: 

/\IJ = - { [EL-U LW1P + t73temp] (q: '0+ .0.t)- [El-U +;;3] (q, lo) } : 

Sr~ = - {[~;;2'CfflP + {:\em p ] (ij. 10+.0.i) - [~172 + ;1] (q. fo)} . 

Las ecuaciones (2.25) ~' (2.26) representan la form¡1 numérica de calcular soluciones 
aproximadas del sistema (2.5). Det aUes sobre la deducción de las últimas ecuaciones 
se presentan en el Apéndice A.4. 

31 



CAPÍTULO 2. MODELACIÓN DE SISTEft.JAS TERNARIOS CON 
PARÁ1I1ETROS DE ORDEN NO CONSERVADOS 

32 



Capítulo 3 

Resultados 

3.1. Solución numérica de las ecuaCIones de 
Ginzburg-Landau y Swift Hohenberg acopla­
das 

En una primera etapa. se elige una malla discreta de lr = 128 por ly = 128 
nodos, se resuelve el modelo con condiciones aleatorias gausianas de promedio cero 
y de varianza 0.1 para '11 y /", hasta un tiempo adimensional f = 100 Y con un 
paso de tiempo D.t = 0.1. En todo el est.udio. se fija el parámetro o = -0.5 Y 
A = 0.39: variando los parámetTos ~(, é dentro del intervalo [-1.5,0.05] para ambos. 
Se obtienen los siguientes diagramas de patrones presentados en las figuras 3 a) 
y 3 b). Son diagramas "dinámicos": dado que estos resultados dependen del hecho 
de que la condición inicial es aleatoria. Las lineas en el diagrama no siempre indican 
un cambio abrupto de fase respecto a la morfología de los patrones: dado que a veces 
los cambios son progresivos. 

Al obserVé)[ tos patrones formados por el campo 1l del diagrama de la figura 3 
a), identificamos tres tipos de regiones cualitativas. <1 los cuales se les clasifica por 
sus rasgos distintivos. Las regiones donde el campo 1l es positivo son oscuras, y las 
regiones donde el mismo campo es negativo son claras. 

Región I (campo u) En esta regióll el campo u es localmente 'uniforme: similar a 

la sulución dc 1([ cC1wción Jt Ginzbury Landau Ún. el término de acoplamiento 
-[1/.1' ((,C'u8C'ión (2.25)). 

Región II (campolf) La u\ractcrístic8 rlist int inl (lC' estos p8tron('s ('!Oí 1" nporú;'ÍólI 

de una fase mod1tlada Sltperpuesta a la fase uniforme constituida de rayas o 
puntos que se adelgazan a medida que E se hace pequeño (negativo). 

Región III (campo v) La última región se extiende ,,1 resto del cli<lgramtl.'y consto. 
de patrones con 2 fases uniformes. pero con la propiedad de tener interfases 
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CAPÍTULO 3. RESULTADOS 

anchas! de una Jase de mojado (color gris). 

Para una observación más oetallRoa dc algunos d~ los diferentes tipos de patrones 
se exponp 18. figur<\ 3 c). 

Análogamente, observando el di8grama de la figura 3 b), distinguimos cuatro 
regiones de patrones correspondientes a la solución numérica de la ecuación (2.26), 
para v(x, y). 

Región 1 (campo t') En ésta región, los patrones tienen una estructura interfacial 
en Jorma de lazos con t· < O (color claro). localiza.da en la interJase de las regio­
nes uniJormes originadas por el campo u. La estructura interfacial se encuentra 
inmersa en una Jase 'U.niJorme mayoritaria con l' > O (color obswro). 

Región II (campo r) Se recuperan los result8dos similares de los p8trones for­
méldos para la ecuación de S",ift-Hohenberg sin el término de acoplamiento 
-éu2 /2 (ecuación (2.26)). Los putrvn es de esta leyión son lus t-ípicus patrones 
de laberintos, o rayas. Tfl.l1lbi~n ('n ~sta re:gión, se: ('nru('ntra qu(' para \'a]ows 
mayores del acoplamiento lE l. lns laherintns rle 1;71 pa.t.rón t.ípico de la (;(;7/.0.­

ción de SwiJt Hohenberg, se hacen menos densos y aparece lma Jase 1.tniforme 
mayoritaria con r positivo (color negro). 

Región III (campo v) En b partp central dpl diagmm<\. SP ]oraliza una rf'gión, 
léI cual tiene una Jase uniforme ma.yoritaria positiva y otra fase interfácial 
con v < O ubicadas en las interfases de las regiones uniformes formadas por el 
campo 'U (en color gris). Las interJases contienen rayas y puntos en la dirección 
longitudinal. 

Región IV (campo r) La últimél de las regiones se extiende al resto del diagTélma 
(loc8lizada entre Iéls regiones II '! ID). Los pa trones pertenecientes él esta región 
son similares a los de la región anterior. También tienen una Jase infe1Jacial 
con 1: < O. colocada en las interfases de las regiones uniformes de H, pero la 
fase interJacial esta constituida de rayas y p'lmios en la dir('(;(:.ión longituriino.l; 
además rie tener 1.t1W mo.ynr riensirlo.ri de puntos ('71 el resto. del patrón. Dicho.s 
interJases y puntos están mmerso< en una Jase uniforme mayoritaria con v 
posit71Ja. 

Para 1lJ1<\ obsPT\'é!rión I1l;)S dptalho<\ OP 8lg11nos de los diff'Tentes tipos de patrones 
se exponen las figuréiS 3 d) 

J l\Iás <ó\delante, en 1<1 sección 3.3. Se definen las inlerfc1ses medi¡lllte el eSI udio de sus propiedades. 
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3.1 Solución numérica de las ecuaciones de Ginzburg-Landau y Swift 
Hohenberg acopladas 

~I = -0.05, E = -0.19 1 = -0.5, é = -1.4 l = -1.5, E = -1.45 

~( = -0.5, E = -0.30 1 = -1.0, E = -0.17 ~(= -1.0, E = -0.41 

~I = -0.5, E = -0.55 1 = -0.5, E = -0.79 l = -1.5, E = -1.02 

Figura 3 c) Detalles de édgunos patrones de la figura 3 a) 

del di(\gr(\ma de patrones para el campo u(x. y). 
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,= -0.5, E = -1.4 ,= -1.5, E = -1.45 

,= -1.0, E = -0.41 

" = -0.5, E = -0.79 , = -1.5, E = -1.02 

Figura 3 d) 

Detalles de algunos p,ltrones de la figura 

3 b) del diélgr3l11él ele p('ltrones para el 

éélmpo 1'(.1. y). 
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3.2 Caracterización morfológica de varios patrones de interés 

Debido ala riqueza y diversidad de los patrones observados, en este trabajo sólo 

se estudian 5 casos. Se eligen tres casos pertenecientes a la región JI del diagrama 

de léI figura 3 a) y 3 b), debido a que se desea estudiar léI fase de mojado que surge 

en los patrones (ver también figuréiS 3 c) y 3 d)). Otro caso ubicado en léI región 
I1I del diagrama de la figura 3 a) y 3 b), es dedicado éll est.udio también de la félse 

de mojaclo, pero COl! la Dllalidad de invest.igar el cOlIlpOltamiento interfacial de esta 
fase que se: observa e:n los patrones (yer tambirn figmas 3 c) y 3 d)). Y \In últ.imo 

caso, se elige para investigl'tr la dinámica de formación de la fase de mojado con 

forma de rayas y puntos (dicho patrón pert.enece a la región JII de la figurél 3 a) y 
región IV de la figura 3 b)). 

3.2. Caracterización morfológica de varios patro­
nes de interés 

Para el estudio de los cinco casos particulares elegidos. se toma una malla dis­

creta de lx = 512 Y ly = 512 nodos. Cak\l18mos In. evolución temporal del siste:ma 

hasta escalas de tiempo de t = 1000 (corridas cortas) o de tiempo largo t = 10000 
(corridas largas) a partir de condiciones iniciales aleatorias para u y v. Las unidades 

de tiempo se siguen considerando adimensionales. La clasificación de los patrones 

por su morfología se define en las siguientes cUélt,ro secciones. 

3.2.1. Patrón espacial del tipo A 

Localizado en la región JI dE' los diagTamilS C'xpuC'st.os en Ja.e; figuras 3 a) y 3 b), 

de los campos u y 1: respectivamente. Los parámetros para este caso, se toman fijos 
con valores: () = -0.5. A = 0.38, ~¡' = -1.0 ~. _ -0.17 Y se le da el nombre de 

patrón espacial del tipo A. 
Las propiedades de est e patrón son: 

1. El campo 11(.1:, y) tiene dos fe'l-Ses diferelltes ell su patrón. Ulla fase posit.iY¡:l 

(manchas de color negro) 'y' otrél negativa (manchas de color blanco). Estas 

fases son ligeramente mod\lléldas debido al a.c:oplamiento con el campo t'(:.r. y). 

2. LéI forma del pRtrón para el célmpo d x. y) son léI berintos (raYéis). Así mismo, 

las propiedades del patrón pélrél el campo l'(.r. y) son. la existencia de dos 

microfases: una positiva (color negro) \' una negativa (color blanco), ambas 
fases constituyen unél forma típicél de laberintos para este campo (\'er figuras 
3.1 y 3.2). Además, llótese que ell el pClt!'Óll dd campo I'(T. y). no se observa 
dC' ma!1C'rR dirC'rtR, en su formR IR contril)IJC'ión dd C'élmpo 1/(:['. y). 

Por otro lado. una descripción cualitativéI de la estructura interfacial en el péltrón 
correspondient.e a la ecuación de Ginzburg-LandRu. se obtiene graficando los datos 
numéricos pélrR los campos v(r, y) \' 1'(r. y). Se tomél como eje de las abscisas el 
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campo u(x, y) y el de las ordenadas al campo v(x, y). En 1(\s gráficas a) y b) de la 
figura 3.3, se muestra '(:(x, y) como función de u(x, y) para t = 1000 Y ( = 10000 
respectivamente. Cada punto de estas gráficas a) y b), corresponde a una posición 
(x, y) en la malla de los patrones para los campo u y 'C de las figuras 3.l. Ambas 
gráficas son muy similares, por lo cual es suficiente con explicar la gráfica a) para 
que se obtenga la misma información p(\r(\ 1(\ gráfica b). 

En el diagrama de la grAfica a) de lit figura 3.3 para t. = 1000, se observa que/' 
oscila uniformemente entre -1 y 1 (aproximadamente), mientras u se divide en dos 
fases célsi uniformes (-0.7 Y 0.7 aproximadamente). Debido al acoplamiento con u, 
lul no es exactamente constante en sus fases positivas y negativas, sino que oscila 
ligeramente entre 0.65 y 0.86 (aproximadamente). lo cual produce las dos lineas 
inclinadas, densas en puntos. 

También en este gráfica se obselTa que contiene llleIlOS puntos en su parte centraL 
debido a una menor cantidad de interfases. La mayor cantidad de puntos se tiene 
con 7' < O Y 7/ ~ O que con 11 > O Y 71 ~ O. Entonces las interfases que separan 
los dominios de u (y donde u ~ O) se encuentran colocadas entre la fase positiva y 
la negativa, mediante estructuras interfaciales en forma laberintos de rayas blancas 
(v < O). lo cual se puede observar en el patrón correspondiente a la ecuación de 
Ginzburg-Landau de la figura 3.l. así como en la imagen de la derecha de la figura 
3.2. 

Adicionalmente, en los diagramas de IRs grá.ficas a) y b) de la figura 3.3, se indican 
las soluciones uniformes obtenidas al resolver el sistema formado por las ecuaciones 
(2.7) y (2.8) evaluadAS en los vitlof('s oe parámetros correspondientes al pitt.rón A, las 
cuales se encuentran de a modo de resumen en el cuadro 2.1 del capítulo 2. Se encuen­
tran 9 soluciones uniformes (uo, vo) = (0.0,0.0), (uo, va) = (0.0, ±0.79), (uo.ro) = 

(±0.61, -0.76), (uo. va) = (±0.7, -0.07), (uo. vo) = (0.±80.0.83). Estas soluciones 
probablemente son inestables, dado que no se observan en la solución numérica. Sin 
embargo. muchos puntos están cerca de 6 soluciones uniformes con Uo #- O. 
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FigurR 3.1: Patrones para el caso A generados por la solución numéricR de las ecua­
ciones (2.5). La imagen de IR izquierda corresponde al patrón del ca.mpo U(1', y) y 

la imagen de la derecha al campo v(x, y). 

Figuril 3.2: Patrones para el Cil~O A generados por la solución numérica de las ecuacio­
nes (2.5). La imagen de la izquierda corresponde El! pRtrón generado por IR diferenci8 
(11 - v)(x. y) al tiempo t = 1000, Y IR imRgen de IR derecha al tiempo t = 10000 del 
mismo sistema. 
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3.2.2 Patrón espacial del tipo B 

3.2.2. Patrón espacial del tipo B 

Localizado en la región II y IV para los diagramas correspondientes a los campos 
u(x. y) y v(:r. y), el patrón espacial del tipo B se define con los vedores C\' = -0.5, 
A. = 0.38. 'Y = -0.5 Y E == -0.3 (ver figuras 3.4 y 3.5). 

El patrón del campo u(x, y), forma manchas (fases positiva y negativa en color 
negro y blanco), rayas y puntos (fase en color gris). Y el patrón correspondiente al 
campO¡'(1:,y), posee una. fase positiva. mayoritaria (color negro) y una fase en forma 
de rayas y puntos (color gris). Los resultados son similares al pilt.rón del tipo A. La 
diferencia entre el comportamient.o de este patrón y el patrón del tipo A, es que 
existen mayor densidad de puntos en el patrón del t.ipo B. 

Ahora, para observar el cambio de fases en el patrón, se grafican los datos numéri­

cos para el campo u(x, y) y l'(x. y), y se obtienen las gráficas a) y b) de la figura 

3.6. Estas gráfica." muestrall l'(x, y) como función de u(x, y) para escalas de tiempo 
corto t = 1000 Y largo t = 10000. En la gráfica a) para t = 1000. se observa que 1) 

oscila uniformemente aproximadamente entre 1 y - L mientras que 11 nuevamente se 

divide en dos fases casi uniformes: -0.7 y 0.7 aproximadamente. Debido al término 

de acoplamiento -Eut·. el valor del campo lul también oscila ligeramente entre 0.65 
y 0.8, lo cual produce en la gráfica a) las lineas inclinadas con una mayor densidad 
de puntos. 

Nue\'amente, la gráfica a) de la figura 3.6, permite observar una. menor densidad 
de puntos en su parte centraL dado que contiene menor cantidad de interfases para 
estos valores de 11 y r (cada par (1;, y) de la gráfica representa Ull punto de la malla 
de los patrones para los campos "/J y '(' oe ];,\ figura 3.4). Se observa mayor cRntioao 

de puntos para v < O Y u :::::: O que cuando v > O y u :::::: O. Entonces, la interpretación 
de esto es que. por un lado, las interfases separan dominios de u y tratan de seguir 
contornos definidos prillcipalmente mediante rayas blancas (por minimización de la 

energía): .v por otro lado, las interfases cambian de una estructura de rayas a puntos 
para u. De hecho. se not a que las interfases son más rugosas que las de la ecuación 

de Ginzburg-Landau sin acoplamiento (ver por ejemplo el patrón de la ecuacióu de 
Gillzhurg- Lallllau de la figura 3.4, las imágelles de la figura 3.5 v comparar con las 
imágenes oc In figura 3 c)). 

La iuterpretación de la gráfica 3.6 b) es la misma, la única diferencia con 3.6 
a) está en que según evoluciona el s]stema en el tiempo. In oensidad de puntos en 
la gráficR es menor. Adicionalmente. se encuentran ahora 5 soluciones uniformes: 
('Ilo. 'ro) = (0.0.0.0), (uo,/"o) = (0.0; ±0.35) \' (UO.l·O) = (±0,8L 0,55) al resolver el 
sistema dado por las ecuaciolles 2.7 Y 2.8, presentadas ell las gráficas a) y b) de la 
figura 3,ü. Dichas solucioues uo se obsenall el! la solucióll llulll(~rica ¡l tiCllllJO largos. 
Sin embargo. este patrón tiene una fa.se uniforme estable (vcr sección 3.3.2, para 
7'0 > O Y ±71o). que se puede observar él tiempos cortos solamente (a partir de la 
condición inicial aleatoria) como lo ilustra la imágen perteneciente a la región IV 
de la figura 3 d). La fRse uniforme con va > O desaparece en el tiempo debido al 
aumento del número de puntos y rayas. 
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Figura 3.4: Patrones para el caso B generados por la solución numérica de li'ts ecui't·­
ciones (2.5). Li't imagen de la izquierda corresponde al patrón del campo u(x, y) y 
la imi'tgen de la derecha al campo dx: y). 

Figura 3.5: Patrones para el caso B generados por la solución numérica de LIs ecuacio­
nes (2.5). L<I imagen de 1<1 izquierdR corresponde al patrón generado por la diferencia 
(ll - u)(x. y) RI tiempo f = 1000, Y IR imagen ele IR derecha para el t.iempo f = 10000 
del mismo sistema. 
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Figura 3.6: En las gráficas a) se mllestr<'l el correspondiente diagrama de los campos 
u(.r, y) contra 'c(.T, y) al tiempo t = 1000: Y en la gráfica b) parc\ el tiempo t = 10000. 
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3.2.3. Patrón espacial del tipo e 
El patrón del tipo e se define para los \'alores fijos de los parámetros O' = 

-0.5, }' = -0.5. E = -0.9 Y A = 1.0. 
Par3 el campo v(x, y) se observa la existencia de dos microfases: una positiva 

(color negro) y otra negativa formada por puntos con 3rreglos hexagonales. De ma­

nera interesant.e se observan lazos. los cuales al comparar COJl el patróJI del campo 
11,(:);, y), resultan seguir las interfases donde 1/ ::::; O. Not.cmos que el patrón del t.ipo 

C' es de evolución extreJ11adament,e lent.a: he:; fases parecen "congeladas". dado que 
no hay prácticamente ninguna diferencia entre los patrones a t = 1000 Y t = 10000 
(ver figura 3,8), 

La forma de t31 patrón para el campo 1L(x, y) es parecid3 a los patrones del 
tipo A y B; pues también tiene dos fases t31es que una de eUas es positiva y la 

otra negativa, 8mbas liger3mente moduladas por la fase hexagonal. Las interfases 
separan dominios con u > O yu < 0, cstán cOJlJpuestas pOI una fase de mojado 
11::::; O r('latintnJ('ntc ancha (v('r figmas 3.7 y 3,8). 

En la figura 3,9 las gráficas a) y b) son los diagramas obt.enidos al graficar 
r(x, y) como función de v(x, y) par3 tiempos t = 1000 Y t = 10000 (nuevamente 
c3da P<lr (:r. y) de la gráfica represent3 un punto de la malla de los patrones para los 
Ulmpos IL ~' l' de lél figura 3,7), Estos di3gramas son práctic3mente iguales; debido 
3 la evolución muy lenta del sistema. Se infiere que v oscila aproximadamente entre 
los valores -1.1 y 1.1 (fase modulada hex3gonal), y que lul oscila entre 0,5 y 1.1 
en c8da una de h'ls dos fases (debido al acoplamiento con 1') produciendo las lineas 
inclinadas, Las line3s oblicuas gruesas que conectan las fases '11 > O Y u < O, se deben 
a los "lazos" (vo < O) mencionados anteriorment·e. Así mismo, la figura 3.9 muestra 
las 5 raíces uniformes del sistema: (u, v) = (±1.10, 1.00) (1L0, l'O) = (±1.00, 0.56). 
(UO.l·O) = (00,0.0). oht.enidas al resolver el sistema de ecuaciones (2.7) y (2.8), 
\1uchos puntos de] patrón están cerCél de 13 solución no lineal. 
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3.2.3 Patrón espacial del tipo e 

Figura 3.7: Patrones para el C<1S0 e generados por la solución numéric<1 de las ecua­
ciones (2.5). La imagen de la izquierda corresponde al patrón del campo u(x, y), y 

la imagen de la dem:.:ha corresponde al patlóll del campo ["(x, y). 

Figurn 3.8: Patrones pnrn el cnso e generados por la solución numérica de las ecuacio­
nes (2.5). La imagen de la izquierda corresponde <11 patrón generado por la diferencia 
(11 -1:)(X. y) al tiempo l = 1000. \" la im8gen de la derecha para el tiempo [ = 10000 
del mismo sistema. 
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Figura 3.9: En las gráficils a) se muestra el correspondiente diilgrilma de Jos cilmpos 
u(x, y) contra v(l' . y) al tiempo t = 1000, Y en la gráfica b) para el tiempo l = 10000. 
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3.2.4. Patrón espacial del tipo D 

Este tipo de patrón se localiza en la región II de los diagramas correspondientes 
a los campos u(1/., y) y v(u. y). El patrón espacial del tipo D se define con valores 
O' = -0.5, A ~ 0.38, "( ::;;: -l.O Y E = -0.4l. 

Este caso se caracteriza por tener dos fases uniformes para el campo u(x, y). 
Las modulaciones en forma de laberintos se transforman en rayas con mucho menor 
densidad (semejantes en su forma a espaguetis) que forman una red que atnwiesan 
los elominios; además de seguir p.l contorno ele las interfases. También se obsp.rvan 
puntos aislados (o estructuras localizadas). Para el patrón correspondiente al campo 
v(x. y), hay una fase uniforme mayoritaria positiva (color negro) con las rayas y 
puntos en baja densidad mencionadas arriba. Ver las figuras 3.10 y 3.1l. 

En las gráficas a) y b) de la figura 3.12, se muestra l;(X, y) como función de 
u(:r, y) para. un patrón típico a t = 1000 segundos y a t = 10000. Cont.rariamente 
al f)atrón k /J, C. l1luchos punt.os estáll cercanos a 11 '" 1 (la fase oscura mostrada 
('n la figura 3.10 ele la dc'[('cha). Las lineas oblicuas quP. terminan cerca de '1' ;:::; -1 
corresponden a los puntos .Y rayas dentro de los dominios u > O Y u < O. La mayoría 
de las interfases entre estos dominios (u;:::; O) producen una disminución de '0' (hasta 
el valor v ~ -1), que corresponden a la presencia de rayas o puntos en las interfa­
ses. Además observamos un fenómeno no presente en los casos anteriores: es posible 
pasar de u < O a u > O sin cambiar de signo de v (zonas superiores de la figura 
3.10). Se debe a las estructuras localizadas presentes en las interfases. Adicionalmen­
te, se encuentra 9 soluciones uniformes: (1I0.liO) = (0.0.0.0), (uo. 1'0) = (0.0: ±0.79), 
(110.1'0) = (±0.44, -0.75), (1I0.1"0) = (±0.66; -0.15) y ('1/0;1 10) = (±0.93.0.90). al 
resolver el sistema de ecuaciones (2.7) y (2.8). :t\Iás aún, en la gráfica c) de la figura 
3.13 se representan estas soluciones: obtenidas a. partir de las gráficas de las ecua­
ciones (A.42) y (A.43) (la forma explícita. ele las funciones gra.ficadas se encuentra 
en el apéndice AA). Al comparar las grá.ficas a) y b) de la figura 3.l3) con la c) 
de la misma figura. es fácil wr que las soluciones (uo: va) = (±0.93,0.90) son esta­
bles. pues apareccn cn la solución numérica. El resto de las soluciones es de caracter 
inestable. 
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CAPÍTULO 3. RESULTADOS 

Figura 3.10: Patrones para el caso O generados por la solución numérica de las 
ecuaciones (2.5). La imagen de la izquierda corresponde al patrón del campo u(x, y) 
y la imagen de la derecha al campo v(x, y). 

Figura 3.11: Patrones para el cnso D generados por la solución numérica de las 
ecuaciones (2.5). La imagen de la izquierda corresponde al patrón generado por la 
diferencia (u - 1")(.1". y) al tiempo l = 1000: \' la imagen de la derecha p8ri\ el tiempo 
t = 10000 del mismo sistem8. 
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Figura 3.12: En 18 gráfica a) se muest ra el correspondiente diagrama de los campos 
U(T, y) contra 1'(J:, y) al tiempo 1. = 1000, Y eH la grMiu1 b) para el tiempo 1= 10000, 
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Figura 3.13: Representación gráfica de los valores de las raíces uniformes. 
La~ l(líce~ c;Oll lo::; pUlltos ue illtersección que :;e uan ellt.re las curvas 

/'2 1 , 1'0 1 ,/'l¡. /'12' 1'13' /'2 1 : /'22' \'1'23' Tale::; cun'as ::;c ltlUcstnul de Illallcnl cxplícitn 
en el Apéndice A ,5 
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3.2.5. Patrón espacial del tipo E 

El último tipo de patróll (del tipo E) está localizado en la regIO n III de los 
diagramEls correspondientes a los cam¡;¡os u(.r, y) y r(x, y) con parámetros fijos (} = 
-OS,,; = -0.5 . .\ = -0.38 Y E = -0.55. 

La principal propiedad de este patrón para el campo u(x, y) es la de tener do­
minios de fases uniformes positiva y negativa (color negro v blanco respectivamente 
mostrado Cll la hgura 3.14). elltre las cuales exist.e una est.ructura interfacial (en color 
gris \'(":r ngllrfl 3.1-1). Ar\emfÍ.s. el rrllnpo v(x, y) tiene una fase mayoritarla positiva 
(en color negro) ~. una estmct lira interfacial con u' < O (color claro en la fig. 3.14) 
ubicada en las fronteras que separan los dominios con II = constante (ver figuras 
3.14 ~. 3.15). 

Como en el patrón D anterior, la estructura interfacial se ca.racteriza por un 
cambio de signo en l' ({' < O). A diferencia elel caso D. CElsi todas las regiones con 
l' < O elltiÍll Cll las illtcrl"a::;es (/1 ~ ü), y no en el interior de los dominios (u ~ ±'lJo). 

Las gn'tJl((\'<; a) ~. h) 00 la figura 3.17, mU8st.ran d:[;, y) como función oc n(.T. y) 
para un patrón típico obtenido a. partir de condiciones a.leatorias para u y r, a 
t = 1000 Y t = 10000. respectivamente. ¡-duchos puntos corresponden a las fases 
uniformes en buen acuerdo con la solución analítica estable ('110: 1.'0) = (±0.94, 0.69) 
obtenida al resolver las ecuaciones (2.7) y (2.8). Adicionalmente se encuentran otras 
3 soluciones llniformes inestables: ('110, vo) = (0.0.0.0), ('110. '1,'0) = (0.0, ±0.35). Todas 
estas soluciolles se presentan el! la gráfica c) eJe la figura 3.17 como resultado ele 
graficar las ccuaciOlles (A.42) v (A.43) (si el lector desea observar la forma explícita 
oC' la.s funciones grahr-;.vlas. \'er el ~lp0noir-c A.5). Al compamr las gníficas a) y b) 
con la gráncEl r-). Se puede concluir que las últimas tres raíces uniformes resultan ser 
de caracter inestable al no <lparecer en la solución numérica. 
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• 
Figura 3.14: Patrones para el caso E generados por la solución numérica de las 
ecuaciones (2.5). La imagen de la izquierda corresponde al pat.rón del campo u(x, y) 
y la imagen de la derecha al campo v(x: y). 

Figura 3.15: Parlones para el cnso E genernoos por la solución numCrIca de lns 
ecuaciones (2.5). La im2lgen de la izquierda corresponde al patrón generado por lél 
diferencia (u - 1')(_1'. y) ?l ltiempo t = 1000. y 1<'1 imagen de la derechél parél el tiempo 
t = 10000 oel mismo sistelll(\. 
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3.2.5 Patrón espacial del tipo E 
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Figllríl 3.16: En la griÍficél. él) se muestrn el correspondiente rliagrama. de los campos 
u(:r. y) cont.ra v(l.· y) al tiempo t = 1000, Y en la gráfica. b) para el tiempo 1 
10000.En la gráfica c), se representém los '"alores de las raíces uniformes . 
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Figura 3.17: Representa.ción gráfica de los yalores de las raíces uniformes. 
Las r(l.íce~ SOIl los pUlltos de illterseccióll que se dan ent.re las curV8S 
1"2,· 1"0,· /'1, •. /'12' I"J3' /'2,. /'22' V ('23' Tales CUryClS se lJlUestrall de llWllera explícita 
en el Apéndice A.5 
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3.3 Estructuras interfaciales 

3.3. Estructuras interfaciales 

En la siguiente sección se muestran los result3dos del análisis de las interf3ses 
existentes en los patrones del tipo D ~r E, que son los patrones que tienen fases 
uniformes. Dividimos el estudio en dos rubros: se investig3 la estructura espacial de 
las interfases y se calcula luego su tellsiólI superhciaJ. 

3.3.1. Ubicación de las interfases y defectos 

En los patrones de tipo D y E (wr figuras 3.10, 3.14). se observ3 la existencia 
de una estructura interfacial. Con el objetivo de hacer un 3nálisis Je la est ructura 
interna de esta fase, se hace una subrutina que crea histogram3s de los valores ele 1/ 

y v. Los hist.ogr3m3s result.antrs (kl análisis dr estos (btos p8ra el patrón dC'1 tipo 
D, se muestnm en la figura 3.18. Se notan claramente los picos correspondientes 3 
las fases uniformes. A partir de 13 gráfica 3.19 a) definimos los puntos tales que el 
campo u tiene valor entre -0.7 y 0.7, como puntos pertenecientes 8 la estructura 
int erfacial o en la vecindad de algún defecto. Y en la gníbCi~ b) de esta misma figura 
definimos los v¡;¡]ores de la estructura interfacial para ven el interv310 [-0.35,0.35]. 

Figuré\ 3.18: Las gráfic3s a) y b) corresponden 8 los histogram3s de los u\lnpo IL(T. y) 
\' r(x, y) (patrón del tipo D). obtenidos a partir de los datos de las figuras 3,10. piHél 
t = 10000. 
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CAPÍTULO 3. RESULTADOS 

Una forma pict.ográfica de most.rar los resultados de los histogramas, se presenta 
en las gráficas resultantes que muestra la figura 3.19, donde los puntos oscuros de la 
malla tienen valores de Ua y t' que cumplen con los intervalos anteriores. La gráfica 
a) muestra las estructuras interfaciales correspondientes al campo u y la gráfica b) 
las estructura interfaciales correspondientes al campo v. 

b 
,. , , , . 
' . . , 

.<11 
, 
. . . ~ 

, '1 

Ix 
Figura3.19: En he; gr~fir(1s <-1) \. h) Se' mllcstr!111 l"s intcrf!1se's formad",') en los p!1trones 
del tipo D para los c8mpos lI(.r. y) v 1'(T, y) respecti\'8menre cli tiempo t = 10000. 
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3.3.1 Ubicación de las interfases y defectos 

La estructura de la formación de interfases, se puede observar en las gráficas de 
las figuras 3.20 y 3.2l. La gráfica a) de la figura 3.20, muestra un corte elel patrón 
del tipo D de la variación de la concentración del campo u(x, y) con coordenada 
fija y = 128 al tiempo t = 10000. Así mismo, en la gráfica a) de la figura 3.2l. se 
muestra un corte de la variación de la concentración del campo v(x: y) manteniendo 
fija la coonlcnada y = 256 del patróll del tipo D. Estas gráfic8s perlllitell obscn'ar 
que la estructura de la zona interfacial para 7', está formMl;). por una hicnpa como 
se puede apreciar en la figura 3.19 b). Esta propie(bel es un" cmacterístic¡) ele he; 
membranas biológicas formadas por bicopas de lípidos[5, 28]. 
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Figuro 3.20: Lo gráfica a) es un corte del potrón del tipo D para y = 128 al tiempo l = 

10000: Y la gráfico b) es una ampliación del intervalo [315,360] paro la coordenado 
x de la gráfica a). 
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Fignrn 3.21: Lé1 gn")ficé1 él) 0S un corte r!r:l pMról1 el01 tipo D pé1.ra y = 256 al tiempo t = 

10000: ~. la gráficas b) es una ampliación del interv810 131.:).360] para la cooroel1é1d8 
x de la gráfica 8). 
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CAPÍTULO 3. RESULTADOS 

Por otra parte, para el caso del patrón del tipo E, el análisis de los datos de los 
patrones de la figura 3.14 se expone en los histogTamas de la figura 3.22. Con la 
gráfica a) de esta figura definimos la estructura interfacial para el campo u por los 
puntos (:r, y) tales que -0.7.::; u(:r, y) ::; 0.7. A si mismo, en la gráfica b) los valores 
correspondientes a la zona interfacial para el campo v, están entre 1-0.35,0.35]. 
:'\ uevmncnt.e de mallera pictográfica. dados los rallgos est.ablecidos anteriormente 
parall y 1', se grafica}} las posiciones or. los punt.os oe h malla y el resultado se 
mupstra pn la figuril 3.23. La gráfica a) muestra la zona interfacial del patrón oel 
tipo E para el campo tL. y la gráfica b) muestra la interfase del patrón del tipo E 
para el campo r. 
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Figura 3.22: Las gráficas a) y b) corresponden a los histogramas de los campo lI(:r. y) 
\' d,r. y) (patrón del tipo E). obt.enidos a partir de los datos de las figuras 3.1 .. 1, para 
t = 10000. 
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3.3.1 Ubicación de las interfases y defectos 
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Figuro 3.23: En los gráficas a) ~' b) se muest ra Ia.s interfases farmacias en los patrones 
clel t.ipo E paro los campos lI(x. y) \ r(x: y) respecti\'amente al tiempo t = 10000. 
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Nuevamente. para observar la estructura interna de las interfases, en la figura 
3.24 se grafican cortes de cada patrón de campos u y 1'. La gráfica a) de la misma 
figura muestra un corte de la variación de u, manteniendo y = 128 fija. Y en la gráfica 
b), se muestra otro corte para la \'ariación de la concentración del campo 1.: (para 
y = 128 fija). También se encuentra que la estructura. de las interfases está compuest a 
por una bicapa, cuyos perfiles son muy parecidos a los producidos en modelos de 
microemulsiones sobre mallas[8]. Adicionalmente encontramos resultados similares 
con modelos continuos que emplertn dos raréÍ,metros de oroen[29, 30]. Estos modelos 
son similares a los nuestros, pero son más simples, por ejemplo no forman fases 
moduladas. 
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y=128 

0.5 

-0.5 

'DO 200 300 400 500 
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-0.5 

_, L-__ ~ ____ ~ ____ ~ __ ~ ____ ~ 
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X 

Figura 32q: Lils grrificils c) \' o) m1lc<.;tran cortrs del patrón del tipo E para Iy = 128 
para los campos ll(.:t. y) \' 'c(.T. y) respectivamente al tiempo t = 10000. 
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3.3.2 Reducción drástica de la tensión superficial 

3.3.2. Reducción drástica de la tensión superficial 

Es bien conocido que la tensión superficial entre fases fluidas puede ser reducida 
por tensoactivos[5]. lOna aplicación importante es la descripción de las membranas 
biológicas formadas por Jípidos. Así. la modelación de membranas en mezclas, toma 
en cuenta fuerzas amfifílicas e hielrofílicas existentes entre el tensoactivo y las fases 
fluidas. El result.auo es la formación de una interfase (¡Delllurana), que puede llegar 
a tener tilla tensión superficial casi celO como se repmta en la literatura. Queremos 
mostrar que el l1Iodelo propue'ito flqllÍ tiene propiedades simiLares. 

En otros estudios de formación de interfases en mezclas ternarias. también se 
calcula la tensión superficial. Tales est udios se hacen por ejemplo mediante modelos 
ele gflS de malla (inspirados del modelo de Ising con espin-l) ¡ también para el caso 
de uua mezcla de tres compouentes[28, 8]. En estos trabajos. se reportan diagramas 
para algún parámetro de onlen COlllO función de alguna variable (como por ejemplo 
la t.emperatura o la interacción ent.re vecinos), además clel comportamiento de la 
tensión superficial rn las interfases. Estos diagramas prrsentan regiones en las que 
hay fase de mojado y de inmiscibilidad entre los componentes de la mezcla[28]. 
Gráficas similares a la nuest.ra se obtienen para valores de o, que pueden ser muy 
bajos[8]. 

En el patrón del tipo E o D, el campo v juega el papel de un tensoactivo: las 
regiones con gradientes en t" .Y v =1- Va (en particular t' < O) se concentran cerca 
de las interfases separando dominios con u ::::: ±uo (ver fig. 3.25). Calculamos la 
tellsión superficial (o lineal) dellotaua por o ele una interfase plana separando dos 
dominios con 'fI = ±"Ila lejos dr la int,rrfasr. Sr empka b energía librr drl sistema 
ciada por la ecuación (2.6) con h = O. H = O, cuyos términos cuadráticos se cnJculan 
numéricamente en el espacio de Fourier. La fórmula explícita para est.e cálculo es: 

F[l1, v] - F[uo, vol 
a= . 

L 
(3.1 ) 

donde F[/I ,1'] rs la rnrrgía libre para alguna configuración bidimensional que con­
tiene interfases planas, L es la longitud total de las interfases (2ly en la figurn 3.25). 
la energía libre F[uo: vol corresponde a la energía del patrón uniforme y es tal que: 

Aquí. fijamos los valores para los parámetros () = -0.5. ~i = -0.5. ,\ = 0.38 Y varia­
mos [ en el intervalo [-1.15, -0.18]. En este int.ervalo de yalores se han observado 
fases unifolllles estables. Se elige en particular para el ccllculo de F[U.1·] lel confi­
guración ue la figura 3.25. con conuición illicial '110 = ±0.9. /'0 = -1.0 Y '- = 2/" 
Y /q = 128 nodos. Ambas PI1Prgías f'n In pCl!ación (3.1) Sf' Cé¡]Cllléll1 11llméricflmpntp 
dejando evolucionar el sistema hacia su estado estacioD<lrio. Los resultados ele o al 
variar E se presentan en la gráfica 3.26. Esta muestra una reducción en la energía de 
la tensión superficial o cuando IEI clisminuve. 
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Figura 3.25: Pat.rones con \'a.lores de par8ll1etros O' = -0.5,~( = -0.5, E = -0.55 al 
tiempo 1, = 1000. La illIagell oe la izquierda es el patróll para el call1po 11.(:1, y) v la 
imagen de la derecha es el patrón pam el campo v(.T. y). 
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Figura 3.26: Vi\'riación de la tensión superficial a respecto al parámetro [ con Cl = 

-0.5, I = -0.5, y A = 0.38. 

Se sabe que el compOltamiento de dicha gráfica no necesariamente es una transi­
ción oe fase, pues en 18]. se tiene el mismo comportamiento para la tensión superficiAl. 
Se encuentrA que para E' = -0.2 el valor de a es 0.02. 
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3.4 Dinámica de ordenamiento (coarsening) 

Para tener una idea del orden de magnitud de Cí: recordemos que la tensión inter­

facial CíCL para uné\ interfé\se estacionaria perteneciente é\ la ecuación de Ginzburg­

Landau. sin término de acoplamiento (E = O), O = 011 - v 3 + 8;u, está dada por: 

CíCL = rx;x (~~)2d:[ = (4/3)()';:::; 0.6b donde la solución para una pé\recl ("kink") 

toma la forma 11 = fo /,(1,11/1(:1:)[9]. Entonccs. ('1 valor mínimo calculado ;1,quí es: 

Cí = 0.02, resulta ser aproximadamente el 3% oc 1;1, tensión interfaci;1,1 oc un pntrón 

tipo Ginzburg-Landau. 

Es importante hacer tres observaciones: primero: pélra valores de E 2: -1.18, se 

obtienen inestabilidades numériCé\S en el cálculo de Cí (valores negativos para Cí). 

Segundo también cUé\ndo Cí es muy pequeño. los patrones con condiciones a.leatorias 

para el campo u, están formados por dominios y los patrones del campo 1" tienen 

forma de laberintos. Es decir, valores muy pequeños de (J sc "sociall con la formacióll 
de muchas interfases (laberintos). Finalmente si (J -+ O: no necesariamente se implica 

que 1;1, energíé\ oc lns interfns('s E illt sea nula, puesto que otras contribuciones (si Cí 

es finito) pueden aparecer[5]. Podemos suponer que E int = CíL + Edoblamiento donde 

Ei/oblomienl,o es Ié\ energía de una interfase doblada manteniendo constante su longitud 
K (L 1 

L, Y cuya forma es[5]: EdvblEz = "2 Jo ds Ri(s)' en 2 dimensiones: siendo K una 

constante: n¡ el J"(Hlio 0(' C1U"atllrn 0(' lél int('rfn,c;c. En f'l CflSO de un patrón cuya 

configuración es el de la figura 3.25. Edoblamicnto = O dado que la interfase es planar 
(R 1 = (0). Aquí no se hace el cálculo de la energía Edoblamlento para patrones del 
tipo D o E. Dicho cálculo debería motivé\r estudios futuros. 

3.4. Dinámica de ordenamiento (coarsening) 

Pélr8 obtener mayor información sobre los estados parcialmente ordenados y dete­

nidos con nuestro modelo, nos proponemos ahora caracterizar la evolución temporé\1 

de los patrones formados a part.ir de condiciones iniciales aleatorias. Este problema 
mouela l<l dinámica fuera ue equilibrio del siste1ll8 uespués de un cambio abrupto 
de p;1,rán1f'tro d('so(' In fRsr d('soroennr!() (11 = l' = O) a una fé\se con rompimiento 

oc simrtrb. Este probkmn es r('IRti"()m('nte bien conocioo para las ecuaciones de 

Ginzburg-Landau \. S\"ift-Hohenberg por separado. Proponemos estudiarlo como el 

acoplamiento de ambos (E '" O), afectando la cinética de ordenamiento de estos 
modelos. 

Si o(Y t) es un parámetro de orden local, definimos la función de correlé\ción 

C(F t) =< di + T. L)6(F t) > o su tré\nsformé\dé\ de Fourier, el factor de estructura 

S(k. t) =< 6(k.l)o( -k. t) >. Es bien conocido que lé\ estructurn ele muchos sistem8s 
billarios (pOI cjclJIplo UOlllillios lmlg,llélicos ue Ull knollwgneto o mezclas binarias 
n1f'oiant(' 1m proc('so 0(' orscomposición f'spinoonl) cumpk una le," de esc8lamiento 

dinámico. Esta propieu8d se puede definir de la siguiente mnneré\: 
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.. después de un lapso de tiempo, existe una escala de longitud ca­
racterística LU) tal que la estructura espacial del sistema formada por 
muchos dominios es independiente del tiempo cuando las longitudes son 
escaladas por el f8ctor L( l)" [9]. 

Se entiende por longihLd característica L(t) la longitud de correlación, definida como 
en la ecuacióJJ 3.3. La hipótesis de eseahUlliellto dinámico indica que L(t) es la única 
10llgit.ud característica illlpo~tante ell el sist.cma. que debe ser proporcional, por 
ejemplo; al radio de curvatura de una interfase, o bien, la distancia de sep8..ración 

entre una región de una fase y otra región de In misma fase. Después de una condición 
inicial desordenada, esta longitud crece con el tiempo: como una ley de potencia en 
muchos casos: L(I) '" t. T [9]. Esto indica que el orden crece lentamente en el sistema. 

contrariamente a lo que la intuición podría dejarnos suponer. 
Con la hipótesis de escalamiento: la función de correlación y el factor de estruc­

tura tienen las formas 

Crl =. --
( 

r ) ( ;) .1 L(t) 

S(k./.) = Ld(J(I.I(t)) 

(3.2) 

(3.3) 

en donde d es la dimensión espacial del sistema: g(k) es la transformada de Fourier 
de f(r). Ambas son funciones de escalamiento y no dependen del tiempo. 

3.4.1. Coarsening en sistemas binarios y ternarios 

Los modelos empleados para estudiar la dinámica de ordenamiento: son muy 
variados y como ya se mencionó anteriormente se clasifican esencialmente en dos 
tipos: modelos con parámetro de orden conservado (que c\lmplen con las ecuaciones 
dinámicas de tipo Cahn-Hilliard) y no conservado (q\\e cumplen con ecuaciones de 
tipo AJlen-Cahn o Ginzburg-L<mdau[20: 19. 25]). 

Dentro de los lllouelos 110 conservados. COlllO la ecuación de Ginzburg-Landau 
que puede modelen UII sist.ellla fcnOIl1agné'tico COII fC\.':jcs unifonnes[9]. el parámetro 
oc ororn rs esc;)I;)!". L8. rC\li'lción de Ginzbnrg-Lmclau muestr8 un crecimiento de la 
forma L (t) '" t 1/2. en todas las dimensiones espaciales. 

En otro estudio sobre mezclas ternarias[31]. se modelan 18s microemulsiones me­
diante la ecuación de Ginzburg-Landau dependiente del tiempo acoplada a las eCU8-
ciones de Na,"ier-Stokes p8r8 introducir los efectos hidrodinámicos del sistema. En 
este modelo los componentes de la mezcla: 8ceite. agm\ y 81gún tensoactivo: se descri­
Gen lllL'dialltc par811ll'tros de orden COllSCrY<1UO y \111 U\lllpO vectoria.l. El p(\nilllctro 
de orden ó representa ]8 diferencia de concentraciones del agua y aceite: el otro 
pMrinwtro oe oroen p reprrsenta la densidad 10(81 del tens08ctivo y el C8mpo vec­
torial f es la velocidad de la mezch Uno de los resultndos de este trabajo es q\le 
se obtiene una ley de crecimiento pari'l la longitud característica del campo escalar 
p de la forma es: L(1.) '" 11/ 2 . 
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3.4.2 Resultados para el modelo de las ecuaciones Ginzburg-Landau y 
Swift-Hohenberg acopladas 

Otros modelos conocidos con parámetro de orden conservado. utilizados pam la 
modelación de la dinámica del fenómeno de la descomposición espinod,d en siste­
mas binarios (y ternarios) muestran una ley de crecimiento diferente. En mezclas 
binarias, se observa una ley de la forma L(t) '"" t l / 3 [9. 32]. Otros tr8bajos: sobre des­
composición espinodal en sistemas tern8rios bidimension8les y con dos panímetros 
de orden conservado, reportan una ley de crecimiento 1,(1) para las diferentes C8S0S 
(fases hexagonales de puntos y laminares de ra~;as) con forma: LU) '"" t l

/
3 [6. 7]. 

El modelo de Swift-Hohenberg es con parámetro de orden no conserv8do. pero 
debido a la naturaleza no uniforme de las fases, se observan leyes de crecimiento 
diferentes a [1/2 [ID]. Los patrones de rayas se ordenan más lentamente. con un8 
dinámica que depende del p8rámetro de control E (ver eco (1.9)): (cambi8mos la 
notación de E por -~i, en el modelo de la presente tesis). Cuando E « 1. se obtiene 
una ley de crccimiento j)énala longitud dc correlación: L(t) '"" t l / 3 . L(t) es la escala 
donde las rayas se ven paralelas. orientadas en la misma dirección. A rscalél>s mu­
cho mayores que L(t), Jr¡ orientación rle léls rayas es aleatoria. Cuanrlo E es mayor 
(:::::: 0.5) el patrón ya no cambia mucho al transcurrir el tiempo (L(1) ~ tO para 
escalas de tiempo grandes). Esto significa que si ~ es alto, entonces el patrón del 
sistema adquiere un estado vítreo (un estado desordenado a grandes escalas y que 
no evoluciona). 

El cstudio de le(, dinálllica dc IDev¿elns lJinelli8S bidilllcnsiomdes en 18s cUélles se 
agrega un tensoactivo, como por ejemplo aerosoles sólidos, espuma dr líquidos. 
suspensiones: emulsiones o microemulsiones. pueden ser tr8t8dos mediante mode­
los de Ginzburg-Landau dependientes del tiempo con dos parámetros de orden 
conservados[29]. ]'dás aún, para el caso de microemulsiones (un8 mezcla ternari8 
forma.cla, digamos, por aceite, 8gua y jabón) donde 18 diferencia de concentraciones 
de aceite yagua se denota por 1,.' y la concentración del tensoactivo por p. los domi­
nios crecen con una ley característica muy lenta: L(t) '"" In 1 [29]. Adicionalmente, 
en el mismo trabajo se descubre la existencia de 18 Jase de m.ojado él lo léHgo de 18s 
interfases. 

En [30]. se estudia el modelo de dos parámetros de orden de [29] con ecuaciones 
dinámicas del caso no conservado. Nuevamente: los resultados reportan un8 le\" de 
crecimiento para la longitud característica de la forma L(/) ~ In l. Dado que se 
acumula el tensoactivo entre las dos distintas concentraciones ele 18 mezcla binaria, 
estos resultéldos muestran que los tensoacti\os modifican la dinámica de lél interfases. 
Las kyes dc crecimiento se nlcl\"cn Ill&i lentas. 

3.4.2. Resultados para el modelo de las ecuaCIOnes 
Ginzburg-Landau y Swift-Hohenberg acopladas 

Resolviendo numéricamente 18s ecuaciones (2.25) y (2.26). con el método de 
la transformadél de Fourier discreta. se calclll8 el promedio circulm del félctor ele 
estructur8 S(k. t) a Ikl fijo télnto para o = u corno p8ra 0= (". Se define < k(t) >" 
como [32]: < k >,/= J dkS(k.l)kj I dkS(k. t). Se espera que < k(i) >11 esc81e como 
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1/ L(t) donde < k(t) >u está dado para el fador de estructura del campo 11, i.e.[9]: 

1 
L ( t) ex. -----:-.,.---,---­

< k(L) >u 
(3.4) 

y que < Ik - kol >" dado para 1.) (cuando se trata de una fase modulada de número 
de onda ko), escale también como 1/L(t)[27, 10]. Es decir: 

1 
L (t) ex. ----,--...,....--,-

< Ik - kol >v 
(3.5 ) 

donde < Ik - kal >v= .r dk < Ikl- ko > S(k. t)/ I dkS(k. t). 
Empleando los datos obtenidos a partir del factor de estructura S(k, 1) y los datos 

del promedio circular para los campos u y v « k(t) >u Y < Ik - kol >v), se obtienen 
los datos para calcular la longitud característica de crecimiento L(t) dadas por (3.4) 
y (3.5), respectivamente para los campos u y v. Estos datos correspondientes a L(t). 
se ajustan mediante mínimos cuadrados como: L(t) ~ bt U donde a y b son parámetros 
calc:ulados durante el ajuste. La curva btU es una mejor aproximación en el mejor de 
los casos. pero nos permite calcular un pará.metro a para poder compararlo con los 
exponentes 1/2 y 1/3 de las leyes típicas menei01ladas a1lteriormente. 

Resultados para el patrón del tipo A 

Los factores de estructura para el patrón del tipo A, se muestran e1l la!:; glC'the,1S 
PI) y b) d~ b figllrPl 3.27. para los cPlmpos u'y v respectivamente, sobre un promedio 
de diez corridas independientes a distintos tiempos variando t entre 1000 a 10000. 
tomando incrementos de 1000 (también se calcularon los factores de estructura en 
múltiplos de tiempo de 100). La curva de crecimiento para la longitud característica 
obtenida para el campo II se muestra en la gráfica a) de la figura 3.28. Se obtiene 
aproximadamente: L(t) "-> ta con a = 0.2 ± 0.05 (y un error de ajuste del 3 por 
ciento) para t < 1000 Y una ley lllc't!:i lenta para t > 1000. La curva de crecimient o 
obtenida a partir del ancho del factor de estructura del campo l· se expone en la 

grñfica h) de la. figuri'l 3.28 .\' toma la formPl: L(t) "-> tO donde o = 0.1 ± 0.05 (con 
un error de ajuste del 5 por cient.o). Entonces, las relaciones (3.-:1) Y (3.5) llevan a 
dos resultados diferentes. Existen varias escalas canKterístic8s en el sistem8, que 
no obedecen la hipótesis de escalamiento dinámico, y los exponentes encontrados 
son menOres que 1/2 y 1/3. Especul8mos que el término de acoplamiento al tomar 
valores de é f. O, hace que el campo v ::ldquiera modu18ciones espaciales. las cuales 
tienen el efecto de un potenciéd de bloqueo desordenado. Entonces. est.e potencial 
actúPl bloCju~ando IPl~ interfases 10c(¡lizPlda~ f:nt.r~ he; dos fases del campo 11. 
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"'O 
~ 

- so 

a 

°OL~-,L==~ K~k o 
o 

Figura 3.27: Las gráficas a.) y b) corresponden a las (un'as del factor de estructura 
del pa.trón de! tipo A para e! campo 11(.['·9) y 1'(T, y) respecti\'i''lmente 

a b 

~ ~ 

¿ ¿ 
.E .E 

.'" In'(t) 

Figun, 3.28: Curvas de crecimient.o pa.ra el péltróll del tipo A. La gníhc() él) repre­
s~ntn. un a.i\lst~ por mínimos clIadmdos de los c!;:ttos correspondientes al f8.(tor de 
estructura para el c;:tmpo u, El exponente (l ;:::: 0.2 ± 0.05 ~' v corresponde (\ la curva 
t a . El error de ajuste es 3 por ciento para a. La gráfica b) represcnt.;:t un ajuste ele 
datos del factor de estructura del campo 1'. La cun'a ele ajuste es t" con exponente 
(J ;:::: 0.1 ± 0.05. El error de ajuste es 5 por ciento para a. 
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Resultados para patrón del tipo B 

Un comportamiento similar se muestra para el caso del patrón del tipo B, (figura 
3.29). El factor de estructura presentado en las gráficas a) y b) de esta figura par8 
u(x: y) y v(x, y), se caracteriza por una ley de crecimiento aproximadamente dada 
por: L(t) rv /." con a = 0.2 para el campo u donde el error de ajuste cometido para 
a es el 2 por ciento, y L(t) "-' tU donde a = 0.1 para el campo v con un error de 
ajuste cometiuo dd 2.5 por cielIto, las cuales se grafican ell las figuras 3.30 a) y b) 
respectivamente. Estos resultados, como los del caso A, muestran entonces que el 
sistema tiene una dinámic3 mucho más lenta que la report ada hasta el momento en 13 
liter3tura en sistem3s binarios con p3rámetro de orden conservado (L(t) "-' t l

/
2

). Una 
posible interpret3ción es que el 3coplamiento para E -=1 O hace que las estructuras 
interfaciales en el patrón II estén fácilmente bloqueadas por las modulaciones del 
C3mpo v, que actúan COIIIO un potencial uesoruenado de bloqueo. 

~ 
~ 

" 
- 'o .:::s:. -(j)' 

b 

Figura 3.29: Las gráficas a) y b) corresponuen 3 las curvas del factor de estructur8 
dd patrón ud tipo D. dc los call1pos U(:L y) y 'p(:r, U) respectivamente. 

Resultados para el patrón del tipo e 
En otro tr3 béljo[6], p3fa el caso de Célmpos escalares conservados en sisteméls de 

mezcbs tern<lrias, se mostró 1<1 existencia oc pntrones con puntos, formando una 
félse hexagon81 policrist31in3 con dominios de longitud característicél creciendo de b 
forma L(t) rv t l j:3 Como ya se había mencionado anteriormente, en este tr3bajo el 
patrón del tipo e se C3racteriw por la formación de fases hexagonales (\-er figura 
3.7). La fig"ura 3.31 3) muestra las curvas del factor de estructura del patrón corres­
pondiente [11 Célmpo u(x, y), las cuales son prácticamente independientes del tiempo: 
L(t) :::::' tU con ({ = 0.03 ± 0.005 en donde el error de ajuste es del 8 por ciento, par3 
I > 100 (VCl Hg. 3.31) c). 1<.-\s curV<1S conesJ.JOlldclI a promeuios sobre diez corrid3s 
independientes hast3 esc31as de tiempo de I = 10000 1 lIlirln.OI'S. Así mismo. PIl In 
gráfica b) llueva mente se deja \"el" las CurV3S del factor de estructur3 correspondien­
te 31 c3mpo t(T. y) y la grMjc3 d) muestra la ley de crecimiento flsociada p3r<l 18 
longitud c3r3cterÍstictl, L(t) :::::' t" donde (/ = 0.03 ± 0.005 con un error de ajuste 
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b 

" '--00 ---I~n(t~t)-----.....J,oooo ,'" ,""" 

Figuré1 :3.:30: Curva dc crccimicnto para el patrón del tipo B. La. gráhca a) rcpre­
scnta Ull ajustc por mínimos cuadrados de los datos correspondientes al factor de 
estructura. para el campo u. La. curva de ajuste es tU con c un exponente a = 0,2. 
El error de aj uste es 2.2 por ciento para a . La gráfica b) representa un ajust e de 
datos del factor de estructura del campo 1..". La curva de ajuste es la con exponente 
a = 0.1. El error de ajuste es 2.6 por ciento para a. 

pan1 el parámet.ro a del 9.5 por cient.o. Estos resultados muestran que el sistema se 
cncuentra cn Ull estaDO dc dinámica cx(.rcmadamcllt.c lenta. Los estados desordena­
dos son metaestf1.blcs o vítreos (congelados). Especulamos que tal comportamiento 
se debe a que las interfases que separan los dominios con u > O de los dominios 
de u < O quedan bloqueados por los puntos del patrón hexa.gonal de 1.'. Los puntos 
act úan como barreras de potencial que impiden el avance de las interfases. 
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a 

o ~~ 

o O~ ,H :l" Oi e.t~ Ol C:>.!> O" o .. ~ 
k 

e) d) 

Inft ) "'''' .<Xl 

Figura 3.31: Las gráficas a) y b) conesponuell a los factores de estructura del los 
C8mpos u(:c. y) y v('r: 1)) rcspcctivéllllclltc pam el patrón del tipo C. Los concspOII­
oicnt<:s <'tjustes m<:diantc: mínimos ('ll"Dr"dos de los o<'ttos oc lA lonl!;it\ld caractcríst i('" 
L(t) para los campos u y v. se muestran en las grMicas c) y d) en In -In Se hace el 
a.iuste de datos medi<'tllte la curva l° con un exponente o = 0.03 ± 0.005. El error en 
el ajuste para a es del 8.5 por ciento. Para el campo 1", la curva de 8j\lste f" tiene 
exponente a = 0.03 ± 0.005. El error comet.ido es del 9.5 por ciento p8ra o. 
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Resultados para los patrones tipo D y E 

En los dos patrones restantes (pat.rones del tipo D y E). el análisis del factor de 
estructura para el campo v(x, y) no dé\ muché\ informé\ción dé\do q\le aparece \lna 
solución uniforme. Sin embé\rgo: pé\ré\ el Cé\mpo U(T, y) se puede seg\lir calculando 
el factor de estructura para ambos tipos de patrones. Los res\llt.é\dos del factor de 
estructura del campo u(x: y), para el patrón del tipo D se muestrall en la gréÍfica a) 
de la figura 3.32. Ell le1 gráfica b) de la OliSlllé\ figura se Illuestra su correspondiente 
curva de crecimiento obteniendose aproximadamente: L(t) '" fU donde a = 0.3 con 
un error de ajuste para este exponente del 2 por ciento. Además, los resultados del 
factor de estructura del campou(x, y) para el patrón del tipo E, se muestran en 
la gráfica a) de la figura 3.33. La gráficé\ b) muestra su correspondiente curva de 
crecimiento: L(t) '" ta con a = 0.5 ± 0.05 y se obtiene un error de ajuste para a 
del 8 por ciento. Tal curva de crecimiento para L(t) resulta ser más rápida que Ié\s 
anteriormente encontradas. 

Como lo muestra let figllfa 3.26. las interfi1ó;cs oel patrón E (E = -0.55), tienen 
una tensión superficiéd bastante Glta, lo cual explica el valor del exponent.e cercél de 
1/2 encontrado, típico de Ginzburg-Landau. El patrón D. sin embargo, está en la 
frontera de la región IV (fig. 3.1-b)), correspondiente a valores de IEI más pequeilos: 
de la figura 3.26, podemos ver que la tensión superficial es muy baja en esa región, 
lo cual puede explicar el exponente 0.3 < 1/2 encontrado. 

Para corroborar estas leyes de crecimiento. determinamos para los pat.rones D 
y E la longitud total [. de las interfases, cantidad que decae en el tiempo. Las 
interhses se puerlen visualizar cn bs gní.fici'\..s a) y h) oc la figura 3.19 y la.s gr::\ficas 
a) y b) de la figura 3.23. Las gn1ficas a) y b) de la figura 3.34 .. muestran [. obtenida 
a partir del análisis de los histogramas asociado a los valores tomados por el campo 
V(T, y). El análisis ele tales histogramas cOllsiste en contar numéricamente en cuantos 
lugares para un tiempo t fijo se encont.ró un valor de la concentración determinado 
para r entre los inter\"<1los -0.35 S v S 0.35 (para ambos tipos de patrón D \" 
E). La curva de decaimient.o de la longitud [.(t) de las interfases encontrada toma 
la forma: [.(1) '" la donde (] = -0.3 con un error de ajuste para est.e exponente 
oel 4 por cient.o, correspondiente al patrón del tipo D: v [.(f) '" fU con (/ = -0.4 
para el pat rón elel tipo E (el error de ajuste ellcontrado para a es elel 7 por ciento). 
Encontramos aproximadamente que [.(1) ex L(tt 1 como es de esper¡:¡rse, debido ¡:¡ 
los argumentos geométricos de escala [9: 10]. 

Conc:Juimos que los patrones uniformes con tensión superficial baja: como en 
el patrón D: crece más lent.amente que t l /

2 pma los tiempos considerados. Estos 
resultados son cualitativamente similares a los de [30. 28. 8] obtenielos con modelos 
distintos, pero nuestra curva de crecimiento ,03 no h8 sido obsprvada 8nt.eriormente. 
En [30]. por ejemplo se reportR un crecimiento logRrítmico en <'1 tiempo para L(t). 
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"00 lritt) 
Figura 3.32: La gráfica a) corresponde a las cnrvas del factor de estruct ura para 
el patrón del tipo D. El ajust.e por mínimos cuadrados de los datos del factor de 
est.ructura, pala la ley de escalamiento se muestra en la gráfica en In -In b). Para 
el campo 11; la curva de ajuste I. a para. los datos de L(I.). da un exponente () = 0.3. 
El error cometido es del 2 por ciento al ajustar a. 

al 

,.. 
--­~ ----..J .• 
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Figura 3.33: LA gnífiri\ A) rorrrspon(k ~. las C1\rn,s od fAdor de estructuril para 
el patrón del tipo E El ajuste por mínimos cUildr"dos de los diltos del factor de 
estructura , paril la ley de escéllé\l11iento se muestra en la gráfica en In -In b). Pélra 
el campo lt. la curva de ajuste lO par" los dél tos de L (i) . el él un valor elel exponent.e 
a = 0.5 ± 0.05. El error cometido al ajustEtr los datos pEtra el exponente a es del 2 
por ciento. 



3.4.2 Resultados para el modelo de las ecuaciones Ginzburg-Landau y 
Swift-Hohenberg acopladas 

a 

4-l 0.1 

O.0110'-:-0-~~-~~-
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e 
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Figura 3.34: Las gráficas a) y b) corresponden a ajustes por mínimos cuadrados de 
la longitud total de las interfases L(t) para los casos D y E. Para el campo u del 
caso D. la curva de ajuste fa para los datos de L(t). da un exponente 11 = -0.3, 
con un error cometido del 4 por ciento para IL. Para el campo 1/ del caso E. 18 curnl 
de ajuste jO para los datos, da un exponente a = -0.4. con un error cometido al 
ajustar a del 3 por ciento. 
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Capítulo 4 

Conclusiones 

En nuestro trabajo estudiamos un sistema de ecuaciones de Ginzburg-Landau y 
S"'ift-Hohenberg acoplado. Estos sistemas por separado son conocidos por formar 
fases uniformes v modulados: respectiv¡.-1mente. Obt.enemos formación de patrones 
similares ii los estudiiidos en películas de materiales ferromagnéticos l18, 9] (región 
I del diagrama de la figura 3 a»). T8mbién, encontramos otro tipo de patrones simi­
lores () los ellcontrados ell modelos de reacciónes químicas y películas de materiales 
con rstructums \"Ítl"('as[1, G: 7, JO] (rrgioncs II y IV de l<t figur8 3 b»). y final­
n1Pnte. reproducimos patrones con morfología similar a los obtenidos en modelos de 
microemulsiones[29. 30] (región II de 18 figura 3 a»). 

Los patrones del tipo A ~: B. son muy similares. Forman dos fases para el campo 
11. compuesta de dominios de fases positiva y negativa (manchas negras y blancas) 
ligeramente mod1¡]ad<t,s. T<tmbién forman un campo "V formado por rayas, con dos 
microfases: Un8 con l' > O u otr8 con "V < O. Las diferencias entre los patrones del 
tipo A ." B son: los p<ttrones del tipo B tienen mayor densidad de puntos que los del 
tipo A. y B también tiene f8ses uniformes estables. 

Por otro lado. el patrón del tipo e para el campo.u también tiene dos fases: una 
posi tiva v una nega ti va. las cuales se encuentran complet amente separad8s por una 
f8se de mojado. Debido al 8coplamiento estas dos fases están ligeramente moduladas 
por el campo ¡-, El campo v forma I1na fase hexagon8l. La evolución temporal de 
esle patrón es exl l'eméldamente lenta: es decir no cambia la forma al transcurrir el 
tienqJo (\el' hglllCl 3.S). 

Fin8lmente: los patrones del tipo D y E t.ienen dos fases uniformes simétriC8s 
(positi\'a y neg<lti\'a): para el campo u. sin modul8ciones. El otro campo es uniforme 
(1'0 > O): pero presellta estructuras loc81izadas puntuales y r8yas aislad8s e espague­
tis") con j' < O. Estas estructuras se encuentran en las interfases entre dominios de 
11 ~ wasl {/ JI/ 1'. plUU mielldo una dislllinucióll de la tellsióll supelhcial. E1I el pCl (Ión 
cld tipo D: pstas pstrllctllf:lS están tambipn presentes pn pI hulto. Adpm8..s. l8. fasp 
interf8cial con l' < O no siempre está presente en las fronteras entre dominios. de­
jando huecos 8 lo léll'go ele 18s interfases. Una diferencia significativa en el patrón del 
tipo D .\' E. es que la densidad de rayas v puntos en D es mucho mayor que en E. 
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así como la forma en que se encuentran conectadas las interfases, cuya forma es de 
mayor complejidad en D que en E (ver figuras 3.11 y 3.15). 

Analizamos las estructuras interfaciales en los patrones del tipo D y E. Se en­
cuentra que el campo l' forma un<'l bicapa en las interfases, de manera análoga él los 
lípidos en soluciones[5]. 

Otro rc~ultaJo import,alJte e~ el uíkulo de la telJsiólJ ~upcrhcial (J, empleando 
una interfase plana que separa dominios con n ;::::; ±uo. Cuando E = 0.2, (J = 0.02. 
un vnlor m;1S de 30 veres menor qUf' la tensión intf'rfa.cinl dnda por el modelo de 
Ginzburg-Landau con un solo pa.rámetro de orden (E = O). Resultados similares se 
encontraron en la literatura[28]. aunque, a nuestro conocimiento, no se entiende esta 
propiedad de manera <'Inalítica. 

Estudiamos para los patrones A, B, C , D y E, la dinámica de ordenamiento a 
partir de estados completalllente de~ordellados. Esa dillámica es más compleja que 
en los modelo de Swift-Hohenberg y Ginzburg-Landau desacoplados, En los patrones 
del tipo A y B para el campo 11. la longitud de escala crece aproximadamente como 
L( t) '" tO. 2

. f'S derir. es más lent(\. c¡ue las leyes de esrnlamiento típiras reportada 
por la literatura para fases uniformes[9. 32, 6, 7, 29, 30]. También en la formación 
del patrón del tipo E para el campo u, se encuentra la forma L(t) '" tO. 5 , curva de 
crecimiento que coincide con la ley de escalamiento estándar para Ginzburg-Landau. 
A valores más pequeños del acoplamiento IEI (patrón D), la tensión superficial decae 
y la curva de crecimiento es L(t) '" tO.3. Finalmente señalamos que el crecimiento de 
las longit udes oc rorrdarión en d pat rón hexagonal drl tipo C f'S prá.ctirnment.c nlllo, 
Est i'L.,) lryes de r[e('Ímicnt o no est án bien entrno idn::; \' no presentan escalamiento 
dinámico. Un estudio de la dinámica de interfLlses en los casos mencionados debería 
motivar una investigación futura. 
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Apéndice A 

Cálculos matemáticos 

A.l. Análisis de estabilidad de las ecuaciones 
de Ginzburg-Landau y Swift-Hohenberg sin 
acoplamiento 

Las ecuaciones de Ginzburg-Landau v Swift-Hohenberg en campo nulo para el 
caso desacoplado son: 

i.J = -ou + \72u - u3 

1'· = -,1: - (\72 + 1)21' _1 1•
3 (A.1 ) 

Para iniciar el análisis de estabilidad. es preciso partir del las soluciones Uo y 1'0 en 
las que se encuentra ¡:-tI sistema en el estado estacionario y con uniformidad espacial. 
Las ecuaciones (A.1) se reducen 8: 

O .3 = -([110 - U o 
3 O = -(~I + l)vo - Vo 

Por lo que al realizar factorizaciones en est8s ecu8ciones se obtiene: 

(A.2) 

(A.3) 

O 1"" ~~2) -uo(o + u6) ~ I Uo = O] V IllO = ±.J=O si (} ::; 01 (A.4) 

A O rm~~3) -/'o[h + 1) + v61~]1'0 = O] V 11'0 = ±J-h + 1) si~,::; -~ (A.S) 

Ahora, aplir"n<'lo ,,1 sistrmn un" pccJl1Cña prrtllrbación rSpCtriétlrnrntr prrió<'lira: 

ll(r, t) = ud + bu 

di'"· t) = ro + b1' 
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donde bu = OUo exp (at + ik . f) y ov = ovo exp (at + ik . f). Al sustituir en las 
ecuaciones (A.6) en (A.l). obtenemos despues de linealizar: 

Ecuaciones que se transforman en las relaciones de dispersión: 

aICL)(k) = -o - k2 - 3u6· 

aISH)(k) = -¡ - (1 - e)2 - 31.-6-

(A.7) 

(A.8) 

Empezamos con lA relación (k rlispcrsión oc Ginzburg-Landal\. U na solución uni­
forme Uo es estable si se cumple aCL(k) < O Vk. Ü" siempre fijo. Las ecuaciones de 
dispersión correspondientes a cada solución uniforme Uo' son: 

I aICL)(k) = -o. - e I si Uo = o. 

1 a
ICL) (k) -- 20 - 1".21' ± ¡-;: ( < O) . ¡¡ . SI Uo = v - O. et . 

(A.9) 

(A. 10) 

Ecuaciones que al graficarlas respecto de k v m(mteniendo o. fijo, dan las gnlÍ"icas a) 
y b) de la figura A.l, respectivamente. En conclusión, la solución del sistema Uo = O 
cuando n > O, es estable: y cuando n < O, "l/o es inestable. Adicionalmente, si n < O, 
110 = ±J=(} siempre es estable. 

Para las oos sol ucionps (A.5) oe la ecuación ele Swift-Hobenberg, se obtienen las 
siguientes relaciones de dispersión: 

laISH)(k) = -/ - (1-~ si Vo = O. 

l aISH)(k) = -(1- k2)2 + 2",:' + 31 si Vo = ±J-(¡ + 1), h < -1) 

(A.ll) 

(A.12) 

y cuando se grClfican respecto a k y -.. se m<'\l1tiene fijo, dan las gráficas a) y b) de la 

figura A.2. Para "1."0 = O. si "':' < O, existen números de onda en la vecindad de J,; = 1 
que son inestables (mientr<ls a SH (k) < O. Vk si ') > O). 

Por otr<l parte, las soluciones 1'0 = ± J - h + 1) son estables si 2-( + 3 < O. es 
deór, si I < -3/2, "li son inestables si -3/2 < -. < -l. Por lo tanto, no existen 
soluciones de patrones estables en el intervalo -3/2 < " < O. sino pCltrones de rayas. 
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Swift-Hohenberg sin acoplamiento 

b 
a=-8.5º ~ 0(1\)=0 ------

Figurél A.1: Las curvas de la grMica él), corresponden a la relación de dispersión 
dada por la ecuación (A.9) para "al ores de (\ = -0.35, O, -0.35. Las curvas de la 
gráfica b), corresponden a la relación de dispersión dada por la ecuación (A.1 O) para 
valores de O' = -0.35, O, -0.35. 

a ,-----.---

-, 

·8 .. ' 
.OQ o'---~"--E~Je-k-'~'-~~ .OQ ':-, --0:.-:-, --E~J-e-k-~' ,~-'-'---' 

Figura A.2: Las cun'as de la gráficél a). corresponden a lél relación de dispersión délda 
por ¡él ecuación (A.11) pélrR "alores de o- = -1. -3, -5. Las CUf\'C\S de ¡él gráfica b), 
corresponden a la relación de dispersión dada por lél ecuación (A.12) para \'alores 
de (} = -1 - 3, -5. - 0.35. 
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APÉNDICE A. CÁLCULOS f\.lATEMÁ TICOS 

A.2. Análisis de Estabilidad para Pequeñas Osci­
laciones 

Este tipo de análisis consiste en determinar la solución del sistema con pequeñas 
perturbaciones: añadiendo a las soluciones uniformes, un término perturbativo: 

(/ = 110 + riU(t) exp (if· r) 

1: = ro + 6\'(t) exp (ik· f) 
(A.13) 

donde ¡;U y 5V dependen del tiempo ~ .. se tienen que determinar. Para esto, es 
necesario sustituir las ecs. (A.13) en (2.5) .v despreciar los términos de! orde!n J11ityor 
a 6U(i): bV(i). El re!st¡[t,Hlo dr tnlline!nlizi1,rión e!S: 

di (6U(t))e ikr = - (o + Ero + 3u~ - \72) irM/(t) - EUoejkrbV(i) 
( f. 

:t (bV(t))e ,Fr = -EUoirM/(t) - ()' + A (\72 + 1)2 + 3t·~) e;kr6V(i) 
(A.14) 

Este sistema de ecuaciones se pueden escribir en forma matricial. Definimos el Yector 
de variación infinitesimal bR = (bU(l). bV(i)) y se obtiene que: 

d - -T) - I (-T) -di (r'! I? exp (jI;: . rl = .J Tolal 51? exp (jI; . rl (A.ló) 

con el supraíndice T significando ]¡¡ transpuesta elel Yector. y: 

(A.16) 

con (uo. t·o) raices del sistema cuyos valores están definidos por los ya lores del cuadro 
2.1. En el caso k = ° (perturbaciones uniformes). IR ecuación (A.16) se reduce a: 

JI = (- (o + n'o + 3-U6) -EVO ) = (f11 fr) 
(110.VO) -EUo -[h+A)+31'~l 9" 90' 

(A.17) 

Eliminando las exponenciales n (\mbos laelos de la ecuación (A.ló) y sustituyendo 

JITolal por JI(uo.,o): se implica que: 

~ (6iF) - } I (6RT
) di -. (110.'10) 

Con 1(\ finalidad de resolver esta ecuación se propone una solución de la forma: JR = 
(Je·(t): JV(t)) tal que: JU(I) = Juo exp (al) \ 6\1([) = Suo exp (al). La ecuación 
cnn1ctcrÍsticCl p<lm CJll'Olltnn los eigul"cdorl's a elel sistema es (ver apéndice A.3): 

I (
a ° aO) - (- (o +_E(t,'(O¡o+ 3u~) -EVO? ) I = O - [(~. + A) + 31:0] . 
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que da los siguientes valores propios: 

al = DTr (JI(uo,voJ] + [~Tr (JI("o.~oJ r -IJI(uo,~o)1 
a2 = DTr (JI (UO,voJ ] - [~Tr (JI(uovoJ r -IJI(lIo.vJ 

donde 

Tr (JI(uo.vo)) = fu + 9~ = -(o + l' +,\ + EVO + 3(u6 + v6)) 

I J I (uo,vo) I = fu9v - fv9" = (o: + 0:0 + 3ug) [(¡, + ,\) + 3vg] - E2U6 

(A.18) 

(A.19) 

(A.20) 

Si los puntos fijos son estables, tenemos que al < O Y a2 < O, es decir:Tr( JI(uo,~o)) < O 
Y Det(Jkuo."o)) > O. Pero con la convención al > a2, entonces los puntos fijos se 
vuelven inestables si al = O. Por lo cual: Det(JI(uo.vo)) = O Y Tr(JI(uo.uo)) < O 
(para más detalles sobre estos resultados ver ecuaciones (A.32)). De hecho. estamos 
interesados en la última condición pues esto es lo que garantiza encontrar valores 
críticos ue los parámetros ue control, para ootener formación ue patrones. 

Por otro lado, para A: ;F O la ecuación (A.16) se escribe como: 

JTotal = JI - e (~ k2 ~ 2) 
(uo.vo) 

donde JI( ) está definido por la ecuación (A.17). Entonces la soluciones a este 
uo·~o 

sistema son de la forma: 

6U(t.) = 6U¡ exp (a¡t.) + 6U2 exp (a21,), 

(5V(!) = JI'I exp (al/) + !I'/'2 exp ((121.). 

con las constantes al Y (12 los valores propios de la matriz '/Yo(ol· C]llC son solución 
(le la ccu8,Ción: 

I (
a O) _ (- (o: + EVO + 3U6) -EUo ) + 1;2 (1 O) I = O 
O a -Ello - [h + ,\) + 3v61 O /;2 - 2 

y nuevamente, al rl'solver esta ecuacióu se ootiene que los valores propios se trans­
forman a: 

(JI (k) = [~Tr (JI ) + ,,2(1- k2
)] + 

2 ('uo.vol 

+ [~TT(./I )+k2(1--k2)r_{I./1 l-k2 [(2-k 2 )(k2 -rll)+(hl} 2 ('uo:uol 'J (vo·uol ' , 

a2(k) = [~Tr (JI ) + k 2(1 - e)] -
2 (vo.vol 
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\ótese que cuando k = O recuperamos las ecuaciones (A.18). Al observar deteni­
damente las ecuaciones anteriores; se tienen que 0¡(k),02(k) pueden ser reales o 
complejos. Por lo que se tienen los siguientes casos: 

[ ~TT" (.11 ) + k2(1- /:'.2)]2_ 2 (l1o.vol 

- { IJ 1(l1o,voll- k2 [(2 - 1.:
2)(1.:2 - fu) +g~.] } > O. \jo ¡(k) , oJ(k) E SR, (A .21) 

[~Tr (JI(uo.uol) + k2
(1 - k

2)r-
-{ 1.1I(uo,voll- k2 [(2 - k2)(k2 - .I~) + y¡;]} < O, \j(J¡(k). (J¡(AJ EC (A.22) 

Por otro lado, para encontrar los estados inestables del sistema, para el caso 

(A.23) 

y para el caso 

o¡(k)'o¡(k) E SR: Tr(JITola¡) = O: Det(JITola¡) < O. (A.24) 

partiendo de la ecuación (A.21) ~. empleando las condiciones (A.23) se obtiene: 

0= 1.1 1 (l1o.l.'ol l<k2[(2-k:2)(k2 - /11)+'I/v ]. Es fReil (kmost.rrn q1l(' la últi!D8 (ksi¡'>;l1A.ldarl 

se puede transformar en: -(/,. < (2-k 2 )(k2 
- .I~,) pero, como se cumpk 18 u1I8ción 

(A.19) y Tr (JI(uot'ol) < O, entonces se tiene q1le j~ < (2-k 2 )(k2 
- f,,), de lo cual 

se implica que: 

(A .25) 

Si ahora se parte de la ecuación (A.22) y se emplean las condiciones (A .24) . se llega 

a que k2 [(2-k 2 )(e - fJ < IJI (uovoll. Pero como se cumple 1" ecuación (A.20) y 

Tr (JI(uol'ol) = fu + 9" = O, entonces se puede demostrar que In últimn desigunldad 

se transforma en g;' - [1;2(k2 - 3)]9" - [guft + 1;2(k2 - 2)] < O. La solución es la 
siguiente: 

(A .26) 
¡---------~================~---------¡ 

g,. > ~k'(k'- 3)-V9"Mk'(k' - 2l+Gk'(k'-3»)'. Va,(k) a,(k) E C. 

(A.27) 
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A.3 Clasificación de estabilidad de las soluciones: valores propios y su 
jacobiano 

A.3. Clasificación de estabilidad de las soluciones: 
valores propios y su jaco biano 

Sea UIl sistema dinámico Lidirnensional: 

i = l(T.y) 
iJ = g(T,y) 

(A.28) 

con ./ y y funciones continuas y derivables de clase (;2 conocidns, con un punt.o fijo 
l(T·: y') = O y g(T': y') = O. Estudiamos la estabilidad del punto (To) y") buscando 
soluciones (T: y) de la forma: 

x = y' + 6T(t) 

Y = y* + 6y(t) 

en donde ÓT(t) y óy(t) son pequeñas perturbaciones. 

Como lél función 6:1:(1) satisface: 

d 
6i = -1 (6x) 

d 

al iguaL:H esta ecuación con la primera de las ees. (A.28), y desarrollar en serie de 
Taylor alrededor del punto (x". yO). se tiene: 

rI 
di (6x) = 1(·7;" + 6x(t), y" + 6y(t)) 

;::::; ./(/. y*) + ~~ 1 6:¡;(I) + ~1 1 oy(l) + 0(6.T2
) + 0(6i) 

X (T' .y.) Y (T' .y') 

d (01)1 (01)1--(01:) = - O:r+ - iJ!) 
di Eh. (x. :y') oy (1' .y') 

Además, por un procedimiento completamente análogo al anterior, se puede demos­
trar UllCl CCIHlción similar pala iJ en la vecindad del punto (x·, yO). Por lo tanto. se 
obtiene el sistemél de ecuaciones diferenciales lineales: 

el (81) 1 (01) 1 -(01) = - (h+ - 011 
dI ox (,'y') oy (T',Y')' 

d(.) (8g )1 -' (Og)1 _ - ny = - (u; + - iJy 
di ox (r- .y') oy (1' .y') 

Ecuaciones que se pueden escribir como: 

(A.29) 
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donde bf' = (óx, óy) y el supraíndice T significa la tanspuesta del vector. J* es la 
matriz jacobiana: 

r = ((~~)I(,,..,y.) (~)I(x .. y,)) 
. (o.Q)1 (Oq)1 

fu (X".y') By (x',y') 

Por simple inspección de la ecuación (A.29), se puede concluir que es una ecuación 
vectorial diferencial de primer orden. Se propone una solución de la forma: 

6f' = (6x exp (Ji, 6y exp (Ji) = (óx: by) exp (Jt 

ASÍ, ni sust.it.uir rstn solución en b ecunción (A.29) se obtiene que: (J6,-.'T = .J* (M-.'T). 
Este sistema t.iene solución elistinta ele In t.rivinl (cero): si se cllmp]¡.'! la E'c\]nción 

caracterÍst.ica: I(J J - j' 1 = O. Por lo que, se obtiene: 

(J2 - Tr(F)(J + 1 F 1 = O 
,--------

(J+ = tTr(J') + [~Tr(J·)r -IJ*I 

(J_ = tTr(J") - DTr(J·)r -IJ'I 

y de lélS ecuaciones (A.30): (A.31) se obtienen: 

(J+ + (J_ = Tr(F) 

(J+(J_ = IFI 

(A.30) 

(A.31) 

(A.32) 

Ahora bien. debido él la forma de las ecuaciones (A.30) y (A.31) es necesario consi­
derar cuando (J± son rectles o complejas. Para el caso en que (J± E IR. debe ocurrir que 

[Tr(J")/2j2 -IJ*I 2: O. v para el caso (J± E e se cumple que [Tr(J*)/2j2 -IFI < O. 
En el caso de valores propios complejos (J + y (J _ son complejos conjugados y se 
obtiene: 

~((J+) = Tr(F)/2 = ~((J_). 

CS((J+) = JIJ"I- [Tr(J*)/2]2 

~((J_) = -JIJ*I - [Tr(J*)/2J2 

Hay por lo tanto dos n1élneras mediante las curdes el punto (.1''', y") se puede volver 
inestElble. Si (J.: E Ji. ('l*, y*) es estable cuando (J+ < O Y (J_ < O. Con la convención 
(J+ > (J_. (/,.1/") ~e \'Ilelve inestElblesi (J+ = O: lo que implica: I.J*I = O (y TI'(.J*) < 
O). Si (Jo±: E e (.T' ,1J") se \'ueh'e inestable cuando Ji((J+) = ~((J_) = O: o: Tr(P) = O 
(y Irl > O). 
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A.4. Deducción de las ecuaciones aproximadas en 
el espacio de Fourier para el sistema G L­
SH[27] 

En adelante se presenta un esquema numérico del sistema Ginzburg-Landau y 

Swift.-Hohenberg acoplado (GL-SH), mediante el empleo de la transformada com­
pleja de Fourier. El sistema a resolver es: 

u = -QU - tUl" + V 2u - n 3 

. 2)2 é 2 3 
1" = --,(' - (V + 1 v -"2/1 - r 

(A.33) 

(A.34) 

Tal resolución se llevará él cabo mcuiante el lIlét.ouo de la transformada de Fourier. 
La ventaja al resolver merliante est.e métorlo he; eruaciones (A.33) y (A.34), es que la 
parte lineal del sistema se obtiene muy facilmente en el espacio de Fourier. Definimos 
las transformadéls de Fourier de LL y 1: como: 

u(q, t) = 1: exp (-iq· i)u(i, t)d3x 

'¡'(q, 1) = ¡OO exp (-Új". f)r(:r, l.)rFr 
-x 

y sus respectivas transformadas inversas de Fourier son: 

u(i. t) = - exp (iq· x)u(q, t)d3q 
1 ¡X . 

27r -ce 

1 ¡X 
v(.f. t) = -2 exp (iq· x)f:(q, t)d3q 

7r -oc. 

Se obt jenen las deriyadas con respecto del tiem po de las transformadas de Fourier 
de "11. ~'l'. 

~ = -(o + (/)iJ((j, t) - t(Vú)(q. t) - 1~3((j. t) 

donde m es la transformada de Fourjer de uv. 
Por otro L'\do. sr obtirnr rlr la rrllarión (A.34): 

Por lo tanto. el sistema acoplado Ginzburg-Landall y Swift-Hohenberg en el espacio 
de FOllfier es: 

u(q, t) = -(o + q2)iJ(q: 1) - E (?ú)(rT L) - ;;3(q, t) 

{'((j: t) = -h + [1 - q2f)D(q. t) - ~'1;2(q t) - l)(q. t) 
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y como: 

:t (u(if, t) exp [(o + q2)t]) = - [dru)(if, t) + ;;3(if· t)] exp [(O' + (/)t] 

Por lo Clwl al illt.egrar el último resultado ell el illtervalo 110, lo + ~IL se implica que: 

y por lo tanto, al despejaríi(ij'. f) de la pilSada ecuación se obt.iene: 

u(if, io + 6.t) = u(if: to) exp [-(o + q2)6.t]-

J.
IO+lH 

- exp [-(n + 1/)(t·O + 6.t)] [dvu)(rf, t) + ,,¡3(rT 1)] exp [(ü + l)t]llt (A.37) 
lo 

Esta ecuación es Ulla ecuélcióll illtegral, la cual en lo que sigue será resuelta nUlllérica­
ment·c usanoo 1111 método oe Euler mejorado pma la part.e temporal. Si el incremento 
ele tiempo 6t es suficientemente pequéño. los términos no line:odes elel integrando son 
aproximadélmente constantes. en el intervalo [to, lo+ 6.t]. Por lo tanto, se obtiene ü al 
tiempo io+ 6.t como función de ií para el tiempo to· Denotamos por utemp(if. to+ 6.t) 
él lél función u obtenidél por estél aproximación. Tenemos: 

Aplicalldo el lIlismo razonallliento a !el ecuacióll (A.36). se puede demostrar que: 

- (- A ) _ -.( - ) -h+ll-q212)61 
Vl cmp q, fo+u.l - 1 q, iD f -

Se puede mejorélr eSél aproxinlélción de la siguiente manera. Apartir de las ecuaciones 
(A.38) y (A.39) es posible calcular u/ cmp ' v lemp , por transformélda rápidél de FOll-

.. S el b 3 2 3 rl '-3 (-[jer Inversa. e pue e o ~tener ul;..mp· U ltffip · Ulcmpt'lemp' V lfmp ' Y uE' aqlll u lC1fIp q. to + 
6.t). UVlcmp(q, lo + D.f). c3lcrnp \' u 2 ¡cmp por transformauél uirecta. Unél mejor aproxi­
mación de los términos nolineales en la eCllélción (A.37) en el intervéllo [to· to + 6.1] 
consiste en escribir: 

--:3(-) ~3(- ) ·U/unp (ij'.fo -'-6.t)-u:3((Tto)( ) 
U {J.I ,::::u q.fo + t-to 

6.t 

y lInél relación similar para UT. 
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Se obtiene finalmente liUr to + 6.t) como función de Jos campos a timepo to: 

_ 1 _ e-(0:+q2)6l 
iL(q, io + 6.t) = ii(r¡, to)e-(o+q2)6l - [oiú + 1J.3] (q, io) 2-

o+q 

- C2 { [eV:;;:Útemp + ;3Iemp ] (q, to + 6.t) - [~V-U + ;3] (q, to)} 

en donde '¡:;;;;;;I lemp y/~3 se obtienen a partir de las ecuaciones (A.38), (A,39) con 

Para el caso de la ecuación (A.36), se puede demostrar de m~\nera análoga: 

con: 
[eH"'+11-q212)26tJ _ 1 + (¡ + [1 - q2j2) 6t] 

D2 = ~------~--~---=~--------~ 
h + [1 - q2J2)2L:-.t 

Resumiendo, el conjunto de ecuaciones a resolver mediante un procedimiento de 
cálculo numérico son: 

u(q, to + 6.t) = iL(q, to)e-(0:+q2)6i... el [EV-U+;3] (q, to)-

-C2{ [EVUlemp +;3Iemp ] (4, to + 6.1)- [EV~U + ;3] (4, io)} (A.40) 

en donde: 

1 - e-(o+q2)61 
C\ = --------::---

0+ q2 

[eHn+q2)6tJ _ 1 + (o + q2) L:-.t] 
(~= ~--------------------~ 

(o + q2)2L:-.t 

1:(q, tO+6.t) =i,(q. io)e-(o+<J')6t-Dl [~;2+;3] (q. io)-

-D2 {[~l;2lCInI'+,~3Iemp] (q. to+6.i)-[~;2+L~3] (q, to)}, (AA1) 

con: 

[el-h+[l-q2j2)2611 _ 1 ~ (¡ + [1 - 1]2]2) L:-.t] 
D2 = ~----------~ 

(~, + [1 - q2J2)2L:-.t 
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y Utemp.f· temp dados por (A.38). (A.39) respectivamente. Estas relaciones se iteran 
en el tiempo (dada \lna condición inicial para u ~' l·) aplicando transformada de 
Fourier directa e inversa al calcular los términos nolineales de las ecuaciones (A.40) 
y (A.41). 

Este método es eficiente porque es numéricamente estable hasta pasos !:1t de 
orden L mucho mayores n los vaJores del método de Euler simple. En los cálculos 
num0ricos r10 este tfé\hnjo se ut.iliza !:1t = 0.1. 
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A.5 Ecuaciones para graficar las soluciones uniformes UD y '1:0 

Ecuaciones para graficar las soluciones uni­
formes Uo y Vo 

En este apéndice es donde se presentan las ecuaciones para graficar las soluciones 
uniformes UD y Vo del sistema. 

0= -QUo - fUoVo - ug (A.42) 

E 2 3 ) O = -(-y + A)VO - "2uo - l'O (A.43 

Ahora bien : factorizando Uo f' O en la ecuación (A.42) y despejando Vo de la 
correspondiente expresión (A.43), se implica que: 

1'0 = - ~ (1/6 + (\') : 
t 

tU2 

O = 116 + h + A )110 + -f. 
El problema de despej a r '1:0 de la segunda de las últimas ecuaciones, es equivalente 
a aplicar nuevamente las fórmulas de Cartan. Entonces encontrando 1:0 en terminos 
completamente de Uo y los pa.rámetros, se obtiene: 

1 2 
'1:0 , = --(o + uo) 

f. 

/'1, = 2} -p/3 cos fJ 

l'12 = -2} -p/3 COS[(7T - e)/3] 

1'13 = - 2} -1)/3 cos[(7f + fJ)/3] 

(A.44) 

donde p = (¡ + A), q = fU6/2 Y cose = V27q / 2p,¡=p. Cuando estas ecuaciones se 
grafica.n para " a lores fijos de 0': A. ~/ )' L los lugares donde las gráficas de las curvas 
A.44 ~e illtersec t<\J1 SOI1 li::\s raíces del ~iste1lJi::\ (2.7) y (2.8). Finalmente, el sistema 
tot.i'll dr fllnC'Íon0.s gur ditn In,e; rRÍ<'0.S fini'lJrs P,IfR 110 = O V Uo f' O es: 

1 
1.'0, = -- (o + 116) 

E 

l'I, = 2}-p/3cose 

1.'12 = -2} -p/ 3 COS[(7f - e) / 3] 

1.'13 = -2}-p/ 3coSI(7T+ e)/3] 
o 

~'2 =--, t 

/'2, = O 

Z'21 = -2 J -p/3 cos(7f / 6) 

/'23 = -2}-1)/ 3 COS(57T / 6) 

(A.45) 

donde IR~ últimi\s ('wHro 0.(·I1i'lciO\l('s S0. obti0.IH'J1 ;')1 0.v"III"1' las ecui'lciones (A.44) en 
q = O \' e = (2k + 1),, / 2. para k = 0.1. 2.··· 
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