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Declaracién de originalidad

1. Los modelos expuestos en el capitulo 1, no son contrubucién de los autores de
este trabajo. Solamente los empleamos para ejemplificar aspectos que poste-
riormente utilizamos en nuestros resultados.

2. El'modelo dado por la ecuacién (2.1). lo tomamos del articulo con referencia [7].
para mostrar un ejemplo de las propiedades de un modelo con dos parametros
de orden conservado para un sistema ternario.

3. El modelo propuesto y desarrollado en esta tesis. dado por la ecuacién (2.2),
es una idea similar a la idea dada a conocer como una de las conclusiones del
articulo con referencia 6] y que consiste en generalizar el modelo de Swift-
Hohenberg con dos pardmetros de orden conservado para la energia libre. Sin
embargo, en esta investigacién trabajamos con un modelo no conservado v con
un funcional tipo Ginzburg-Landau.

4. A partir de la ecuacion (2.7) hasta la ecuacién (2.19) pertenecientes a la seccién
2.2 de esta tesis, son ecuaciones que obtenemos de nuestros propios calculos.

5. El algoritmo numérico de la transformada rapida de Fourier definido por la
ecuacién (2.21) v empleado en este trabajo [ué tomado de la referencia [27].

6. La forma explicita de la extensién del algoritmo de la referencia [27] a un siste-
ma de dos ecuaciones diferenciales parciales no lineales. esto es. las ecuaciones
(2.25) v {2.26). ecuaciones que fueron empleadas para resolver nmnéricamens-
te el sistema de ecuaciones diferenciales parciales no lineal (2.5), sou c¢élculos
obtenidos por nosotros.

7. Los resultados expuestos en ¢l capitulo 3. son propios de nuestro experimen-
to numérico. los cuales se obticnen al resolver numéricamente las ecuaciones
(2.25) v (2.26) para diferentes valores de los pardmetros de control a. ~, v €.

8. Finalmente. ¢l capitulo 4. son conclusiones nucstras obtenidas del trabajo glo-
bal de toda la tesis.
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Resumen

Estudiamos fenémenos de formacion de patrones en una ecuacién de Swift-
Hohenberg acoplada a una ecuacién de Ginzburg-Landau. El modelo propuesto en
esta tesis produce una riqueza de patrones morfolégicamente similares a los obteni-
dos mediante otros modelos de parametro de orden local continuo. modelos de tipo
Ising para la modelacién del ferromagnetismo. modelos de mezclas ternarias con
dos pardmetros de orden acoplados,modelos de formacion de patrones periddicos
con modulaciénes espaciales, ¥ modelos tipo Gingburg-Landau de mezclas ternarias
donde uno de los componentes de la mezcla es un tensoactivo.El objetivo de esta
investigacién es modelar un sistema bidimensional de mezclas ternarias, para enten-
der sus diferentes fases v su dindmica fuera de equilibrio. Dicho modelo se elabora
considerando interacciones de corto y de largo alcance entre los elementos de los
componentes de la mezcla. El procedimiento empleado para la realizacién de este
trabajo es una generalizacién del modelo de Swift-Hohenberg. resuelto con métodos
nuwndricos.
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Introduccion

Existen dos perspectivas para estudiar la morfogénesis: un enfoque con punto de
apoyo en la fisica estadistica, y otro en base a la dindmica de sistemas no lineales.
La primera rama trata de explicar patrones en equilibrio mediante analogias con
problenmas de transiciones de fase en mecanica estadistica. La segunda rama estudia
la formacién de nn patrén en un sistema mediante la claboracién y ol analisis de
ecuaciones diferenciales parciales no lineales, las cuales tienen soluciones triviales o
con rompimiento de simetrias segin el valor de sus parametros de control. Mas ain,
el concepto central en este tltimo enfoque para el entendimiento de Ja formacién de
patrones es el de inestabilidad. Se sabe que las variaciones temporales v espaciales
de patrones son relativamente sencillas de describir cerca del umbral de aparicién de
los estados inestables. En estos casos, pequefias perturbaciones crecen exponencial-
mente con ¢l tiempo. Asintéticamente, ¢l sistema forima un patrén. que se estabiliza
nediante alglin mecanismo no lineal.

En una gran variedad de sistemas termodinamicos forzados fuera de equilibrio.
o en sistemas en equilibrio termodinamico donde interacciones repulsivas de largo
alcance compiten con interacciones atractivas de corto alcance, aparecen espontanea-
mente, estructuras espaciales con periodicidad bien definida (fases moduladas). Ca-
sos de especial interés sou algunas niezelas de fluidos binarias con interacciones elec-
trostaticas dipolares repulsivas donde existen dos tipos de interacciones que com-
piten v que involucran escalas de longitudes muy diferentes[1]. Los patrones mas
comunes que pueden aparecer son ravas (simetria lineal). patrones de simetria cua-
drada y hexagonal. Cabe mencionar gue tales estructuras aparecen de manera muy
general en la naturaleza. incluyendo sistemas de reacciones quimicas con difusién.
compuestos magnéticos, o sistemas biol6gicos|2, 3, 4, 5].

La dinAmica en sistemas trif ‘asicos ha sido relativamente poco estudiada. Existen
estudios recientes de modelos que se enfocan sobre mezclas de tres componentes con
interacciones dipolares. Estos modelos pueden describir una mono-capa de Lang-
muir compuesta de dos tipos de moléculas polares en una interfase aire/agua. El
diagrama de fases de estos sistemas presenta una riqueza de comportamientos que
no se observa en sistemas binarios usuales. aparecen nuevos patrones. tales como
hexagonales mixtos. ravas mixtas. o equilibrio de dos fases entre fases hexagonales v
gotas de mavor tamano que en sistemas binarios[6]. En particular. se observan fases
parcialmente ordenadas (o vitreas) constituidas de dominios ordenados separados
por interfases. A veces aparecen otros defectos inducidos por el movimiento de las
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interfases entre dominios vecinos.

En el capitulo 1 de la presente tesis se exponen dos ejemplos de sistemas binarios
bien conocidos que forman fases con rompimiento de simetria, que son los modelos
de Ginzburg-Landau y de Swift-Hohenberg. También se menciona el ejemplo de
sistemas magnéticos con interacciones de largo alcance y su relacién con la formacion
de patrones. Los modelos de mezclas binarias tipo Ginzburg-Landau forman patrones
que tienen dos fases uniformes, mientras que los modelos tipo Swift-Hohenberg.
presentan patrones con fases ordenadas en forma de rayas.

En ¢l capitulo 2, se propone un modelo matematico espacialmente continuo para
el estudio de una mezcla de tres componentes, como alternativa a un modelo similar
de gas de malla propuesto anteriormente[7]. El modelo se construyve mediante el
acoplamiento (por un término no lineal) de una ecuacién de Ginzburg-Landau con
una ecuacién de Swift-Hohenberg. Adicionalmente en este capitulo se presenta un
analisis lineal del modelo.

En el capitulo 3, se muestra la gran riqueza de los patrones generados por el
modelo propuesto. Algunos patrones son similares a los de modelos anteriores. Se
resumen las fases formadas en un diagrama como funcién de dos pardinetros prin-
cipales del modelo. En alguna parte del diagrama. se forman fases uniformes gue
tienen la propiedad de formar interfases con tensién superfictal muy baja, de mane-
ra anéloga a las interfases en sistemas binarios con tensoactivos[8]. Otra forma de
caracterizar los patrones del modelo, es mediante el estudio de la dinamica fuera de
equilibrio del crecimiento de la longitud de correlacién L(t) de los patrones a partir
de estados desordenados. El crecimiento de la longitud caracteristica L({) para los
patrones de tipo Ginzburg-Landau es dada por la ley de potencias L(1) o t1/2[9]. v
en ¢l caso de patroncs tipo Swift-Hohenberg, estd dada por L(1) o 11/3[10]. En el
presente modelo. se obtiene dindmicas mas lentas (a veces detenidas o “congeladas™)
que tienden hacia estados parcialmente ordenados. ¥ su principal propiedad es la de
no obedecer a alguna leyv de escalamiento dindmico. Para desarrollar este trabajo.
se usan métodos numéricos y en particular se emplea el método de la transformada
réapida de Fourier.

El capitulo 4, se refiere a las conclusiones de este trabajo. Los apéndices de dicho
trabajo sc incluyen para detallar calculos tedricos de posible interés para el Tector.
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Capitulo 1

Formacion de patrones en sistemas
fuera de equilibrio y sistemas en
equilibrio

1.1. La ecuacion de Ginzburg-Landau compleja
para sistemas fuera de equilibrio

Los procesos fisicos [uera del equilibrio se caracterizan por diferentes tipos de
propiedades que varian espacial v temporalmente. Propiedades que sin importar
sus caracteristicas especificas se repiten en forma similar en varios Ambitos de la
naturaleza; a tales configuraciones de la materia sc les nombrard como patrones. En
una rama de la ciencia como la mecdnica estadistica. se estudian fendémenos coino
las transiciones de fase que se vuelven interesantes en procesos [isicos [uera de su
estado de equilibrio. Otro rama de la fisica, como los sistemas dindmicos no lineales,
estudia sistemas fisicos como los fluidos sometidos a intercambio de energia en forma
de calor o rotaciones. los cuales exhiben secuencias de incremento de complejidad en
la formacién de patrones espacio-temporales. Por ende, al conocimiento en comin
sobre este tema. generado por las distintas ramas se le llamara morfogénesis|2].

A continuacion se describen experimentos que son ejemplos de formacién de
patrones en fluidos como la conveccion de Rayleigh- Bénard v los vortices del flujo de
Taylor{3, 11]. El arreglo experimental de Rayleigh-Bénard es el siguiente: se encierra
un fluido en un recipiente rectangular. Por debajo del recipiente se le coloca una
fuente de calor que mantiene el fondo a una temperatura constante 75. la parte
superior del Auido se mantiene a una temperatura constante Ty < T,. El grosor de
la capa de fluido es d.

El sistema estd fuera de equilibrio. como consecuencia de someter al fluido a esta
diferencia de temperatura AT = To — 7. Cuando dicha diferencia de temperatura
cs peqguena. el Auido tiene un campo de velocidad nulo. campo gue ademéas vo de-
pende de las coordenadas horizontales (2. ). sino que sélo depende de la coordenada
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vertical z (T = T(z)). Bajo cstas condiciones, se dice que ¢l fuido se encuentra en
estado uniforme o de conduccion. El sistema entra en estado de conveccion cuando
debido a la diferencia de temperatura AT, aparece un flujo hidrodindmico. El fluido
en su conjunto empezara a moverse hacia arriba v hacia abajo formando un patrén
espacial. cono por ejemplo en forma de una de las estructuras més simples: en forma
de rollos paralelos.

Nuevamente se encierra un fuido, para el experimento de los vértices de Taylor,
pero ahora entre dos cascarones cilindricos concéntyicos los cuales pueden girar con
velocidades angulares w, para el cilindro interior v wo para el cilindro exterior. Si
se considera que solo rota el cilindro interior {wo = 0), la velocidad angular wy de
dicho cilindro determina la distancia al equilibrio. Si wy supera cierto valor critico
w,. €] flujo laminar de Couette entre los dos cilindros, se vuelve inestable y da lugar
a vortices de Taylor que rompen la simetria traslacional a lo largo del eje de los
cilindros. Asi. la velocidad ¥(r, . z) es periédica en la direccién axial z.

Estos fenémenos con dindmica fuera de equilibrio, se pueden modelar mediante
ccuaciones diferenciales. Mas ain, en otro contexto ccuaciones similares describen el
fenémeno de Ta superconductividad. 1a modelacién e sistemas de reaccién-difusién
v de medios excitables. asi como la evolucién de camipos de resonadores opticos
no lineales. Muchos de ellos estén expresados fenomenolégicamente por la ecuacion
disipativa de Ginzburg-Landau cuya forma més simple, es la siguiente[4]:

| dA .
Toor = EVIA+eA—-gl A |'~’q (1.1)
|

donde g, 7, son numeros reales. &, también es un ntimero real v el responsable de
la escala del término difusivo. ¢ es el parametro de control que determina el nivel de
inestabilidad lineal del sistema. A4 representa la amplitud de los modos de oscilacién
de alguna obscrvable [isica v ¢s una cantidad que es compleja. Inclusive. respecto a
la amplitud A se puede decir que su origen tiene Jugar cuando a modo de reflexion
AL 1. Ravinovich se cuestiona:

;Cual es la forma de un modelo universal que describe la evolucion de
un parametro de orden que en principio toma un estado homogéneo v
pierde estabilidad a través de una bifurcacién de Andronov-Hopf!; La
experiencia ganada en sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
muestra que debe ser una ecuacién con amplitud de onda compleja en
forma de una ecuaciéon de Stuart-Landau.?

YEsta bilurcacion es e) origen de un ciclo limite cuando el sistema se encuentra en estado de
equilibrio. Por ejemplo en el oscilador de Van der Pol: ¥ — (0 — x?)4 4+ 2 = 0 ocurre que al canbiar
de positivo a negativo el pardmetro de control a. v cuando hay un foco estable en el origen del
espacio fase. da Ingar a un ciclo limife cuva amplitnd para un valor pequenio de o es O(al/?). es
decir el foco se vuelve inestable.

; .. . . . dA )
2La ecuacion de Stuart-Landau tiene Ja forma: i ¢A— (1 +i3)|A]%A donde 3 es la respon-

sable de las oscilaciones isécronas.




1.1 La ecuacién de Ginzburg-Landau compleja para sistemas fuera de
equilibrio

Ahora bien, para los propésitos de esta seccién a esta ecuacién se le considera con
dependencia en z y ¢[3]. Entonces:

T9A = 2P A+ cA—g| AP A

en donde para el caso de la conveccién de Rayleigh-Bénard A = A(z,t) es la amplitud
de las modulaciones de la velocidad vertical en el plano medio desde z = d/2, y es
la amplitud del flujo hidrodindmico cuya magnitud v,(r. z = d/2,1) estd dado por
una onda cuyva propagacién espacial es ascendente y otra onda con propagacién
descendente (v,(xz,d/2,t) = A(z,t)exp(ig.x) + c.c. donde 27/q. es el periodo de
las modulaciones y ¢. ¢s el nunero de onda). 7g, &y son constantes. ¢ = 1 — 1 es el
nimero de Rayleigh reducido con r = AT/AT, para ¢l experimento de convencién
de Rayleigh-Bénard con AT, la difcrencia de temperaturas critica, vy r = w/w, para
el experimento de los vortices del flujo de Tavlor, g es una constante de acoplamiento
real que depende de la escala de A. Esta ecuacién, puede ser aplicada para explicar
algunos aspectos cuantitativos y cualitativos de los diagramas de bifurcaciones v la
formacion de patrones de sistemas de fluidos.

A continuacién, se prescntan las soluciones de csta ecuacién y su estabilidad.
También se presenta el diagrama de bifurcacién.

Para estudiar la transicién de conduccién a conveccidén en forma de rollos con
numero de onda del sistema ¢ = ¢.. es decir consideramos patrones dados por la
amplitud A = Agexpi¢ donde Ay v ¢ son dos constantes reales. Bajo estas condi-
clones v para cste caso el término 2024 = 0. Entonces, se obtiene que la ccuacion
de Landau se transforma en:

T()AO = EA() — 94(3)

Para el caso en el que g > 0 tenemos términos no lincales estabilizantes, cuando
A = 0. entonces €4y — gA3 = 0. De esto se sigue que A tiene tres soluciones:
Ag=0.Ag = j:\/e/_g de las cuales la primera esta permitida para todo valor de e,
pero para las Ultimas dos solo estan definidas para ¢ > 0.

Graficando las soluciones de la ceuacion de Landau para la amplitud como una
funcion de ¢, lo que sc obticne son dos curvas simétricas respecto al ¢je horizontal
para ¢ > 0. cuvo punto de unién se encuentra exactamente en el origen (bifurcacién
“tenedor” . ver la figura 1.1). A dicha grafica se le nombra como bifurcacion perfecta
supercrifica. Bifurcacién supercritica porque se separa en dos la solucion cuando
€ <0ve>0. vlodeperfecta se debe a que .4 = 0 es la solucién para cualquier
¢ > 0. La solucién A = 0 es inestable para ¢ > 0.
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/

Conveccion

e

ConducciérV
i{ Solucion inestable

Figura 1.1: Graficas de A(c) = :t\/-é__/_(j y A = 0. Sin pérdida de la gencralidad v en
forma de ejemplo g = 1.

1.2. Descripcién cualitativa de la conveccién de
Rayleigh-Bénard

Esta seccion se dedica a la explicacién cualitativa del fenémeno de conveccién
de Ravleigh-Bénard para despuies generalizar este enfoque mediante un modelo ma-
tematico mas detallado.

La diferencia de temperatura AT causa gradientes en el sistema, provocando un
flujo de calor v con ello un cambio en la densidad. Esto implica que, un diferencial de
volimen del fluido. digamos de forma esférica. localizado en el fondo del recipiente
es mas ligaro que uno de la parte superior. Entonees. al ser empujada una burbuja
de fluido de distancia infinitesimal 6. sobre clla actia una fuerza de flotacion dF,
debido a que se encuentra en un entorno de densidad ligeramente diferente. Ademés
como evidentemente siempre estd actuando la gravedad sobre el fluido. las burbujas
diferenciales de fluido maés pesadas tienden a hundirse v las mas ligeras a subir,
dando lugar con ello a un movimiento convectivo (un flujo en el fluido).

4



1.2 Descripcién cualitativa de la conveccién de Rayleigh-Bénard

Por otro lado, si caracterizamos el tiempo que una burbuja tarda en subir el ancho
d del fluido por 7,. entonces 6 F, = dma = §Vépv/7, = 6V 5pd/72. Se encuentra que:

)
Je 20107__2 (12)
= [fe=gpaAT (1.3)

donde f. = 6F,/8V y o es el coeficiente de expansién térmica definido como o =
~(1/p)dp/dT.

Haciendo un andlisis de unidades es facil notar que los coeficientes de viscosidad
cinemadlica v v la difusividad del calor x, tienen dimensiones de longitud cuadrada
por unidad de tiempo. A partir de esto se puede definir el tiempo de disipacidn
viscosa T, v €l tiempo de difusion de calor 7. como:

?
T, = — (1.4)
v
d?
T = — (15)
K
Observando los cocientes 7,/7,,7,/7s, se obtiene una medida de la rapidez con la
cual sube o baja una burbuja comparando con los fenémenos de disipacidén viscosa
y térmica. Entonces. si el producto es tal que:
T T
- = »1

Ts Ts

implicaria que la fuerza Jf, supera a la fuerza de fricciéon v a la burbuja no le da
tiempo de cambiar de temperatura o de experimentar friccidén. Asi, se encuentra
una condicidén cualitativa para el establecimiento de la conveccidn del fluido. Por el
contrario si:

«1

T, Tk
Ts Ts
entonces la fuerza desestabilizante f., no es lo suficientemente grande para hacer
subir o bajar a la burbuja (caliente o [ria respectivamente) tan répido comno en ¢l
caso de la conveccidn. Esto ocurre en un tiempo suficientemente largo para que los
procesos difusivos contrarresten las perturbaciones del estado uniforme, que carac-
teriza al estado de conduccion del fluido.
Si ademas notamos que:
2 .
T, d?/vd?/k i
. [v&] (sustituvendo (1.4) v (1.5))
Ts Ts Ts
a1
. 2
VK Ts
d4 go AT

= (por las ecs. (1.2) v (1.3))

gqoNT d3

VK

RS

n
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entonces del Ultimo desarrollo podemos definir lo que se conoce como numero adi-
mensional de Rayleigh R:

R go AT d®

VK

Al valor de éste parametro, por arriba del cual se establece la conveccién. se llama
valor crilico R.. y es a éste valor cuando el sistema alcanza una bifurcacién. Tam-
bién, a partir de R se define el pardmetro de control € tal como lo introdujimos en
las ecuaciones anteriores. Si ¢ = R/R, — 1y ¢ > 0(R > R.). el estado de con-
duccion desaparece debido a la transicién del sistema al estado de conveecién. Esto
implica la formacién de un patrén espacial. v que en Ja forma mas simple adquiere
la forma de rollos paralelos. Mas ain, esto se observa cuando 0 < e <« 1. Si en el
sistema se incrementa ¢, pueden ocurrir bifurcaciones secundarias v eventualmente
comportamientos caoticos.

1.3. Caracteristicas de los patrones periédicos y
modelo de Swift-Hohenberg

Algunos patrones periédicos bidimensionales con simetria de bandas se forman
en reacciones quimicas, en sistemas 6pticos v en la conveccidén térmica de Ravleigh-
Bénard. Tambic¢n se¢ pucden formar cn los mismos sistemas patrones de simetria
tres, o hiexagonal. La estructura espacial de un patréon cstd compuesta por propie-
dades que se repiten. las enales corresponden a la modulacion espacial o temporal
de una variable fisica local (digamos la concentracion. el indice de refraccion o la
temperatura). Ejemplos de estos disenos geométricos complicados se encuentran en
la naturaleza en las pieles de los mamiferos, reptiles. peces. conchas de caracoles ma-
rinos, colonias de bacterias y en estructuras vegetales en zonas semidridas(2, 4, 12|.

Otro modelo matematico para explicar proeesos de formacién de patrones de for-
ma mas general, es el modelo de Swift-Hohenberg. Pero para entencler dicho modelo.
primero es necesaria dar una descripcién cualitativa de los patrones periddicos.

1. La formacién de patrones se hace mediante el rompimiento e simetrias de
rotacion y traslacion de un sistema iniciaJmente uniforme.

2. Al parcjo de la formacion de un patron. ox comiin que aparezcan estructuras
espaciales que conectan estados estables diferentes del sistema. a los que les
llamaremos defectos fopolégicos.

Ejemplos de estos defectos topoldgicos son las dislocaciones v las fronteras de
grano. Los prinieros se dan en patrones de baundas v aparecen en donde una
banda termina dejando indefinida la fase = de la amplitud del patrén: el otro,
es una region que aparece cuando se encuentran dos patrones de orientaciones
diferentes.




1.3.1 El modelo de Swift-Hohenberg

3. La disminucién de la densidad de defectos topolégicos en un sistema, causa el
crecimiento de un determinado orden en el sistema.

1.3.1. El modelo de Swift-Hohenberg

En csta scccion, para una mejor deseripeion del fenémeno de conveccion, sc
pretende generalizar la explicacién cualitativa anterior, mediante la construccién de
una ecuacién diferencial con derivadas parciales: 1a ecuacion de Swift-Hohenberg|13].

Debido a la inestabilidad lineal del sistema para ¢ > 0, se introduce una funcién
v, a la cual se le nombra pardmetro de orden local. El significado fisico de ¥(z.1)
para la conveccién de Rayvleigh-Bénard, es representar la componente vertical de la
velocidad del fluido medida en el plano medio z = d/2. En el estado conductivo.,
v = 0. Se consideran perturbaciones de este estado en forma de modulaciones de
muncro de onda k:

Yo t) = doexp (ol + 1kx) + by exp (ol — 1kx) (1.6)

donde ¢ ¢s un numerocal a priori que denota la tasa de crecimiento. k el vector de
onda del modo, v " es complejo conjugado de ¢ 3.

Entonces, al sustituir (1.6) en las ecuaciones constitutivas y linealizadas del pro-
blema. se obtiene una relacién o = o(k) llamada relacién de dispersion. Es evidente
que para el estado conductivo (cuando ¢ < 0). 4 tiene que tender a cero cuando
{ — o¢. esto implica que ¢ < 0.Vk. Si existe un ndmero de onda ky que maximiza ¢
v si a(kg) > 0. los valores de k cercanos a kg seran los modos con crecimiento mas
rapido vy por lo tanto caracteristicos del sistema en su estado final, que se espera sea
un patron con ninmero de onda alrededor de kq. Por ende, un desarrollo en serie de
Tavlor a primer orden en ¢ alrededor del punto (¢ = 0.k = k) da:

da da 1 8%
B) = — — 1 (k=ko)+ === | (k—ko)?+ - 1.7
o(c, k) e (+8k ( 0)+282k2 ( 0)" + (L.7)
0 ko ko
Nétese de esta ecuacion que:
0
og>0. k~ko = e>0/\,d—a >0
“lo
do
g<0 k~k = C<0AE >0
0

JRecordeinos que la necesidad de representar observables fisicas por niimeros complejos. Liene
Ja finalidad de¢ dar cotnportamicntos comnplejos en las ccuaciones diferenciales ordinarias no lineales
de sistemas fisicos. v envas soluciones son estados inestables del sistema (como por ejemplo el caso
de un sistema cuvo comporiamiento es descrito por la ecuacion (1.1) donde la observable A de
dicho sistema es un escalar complejo).
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Tomando 30/86‘0 = 1 se tiene que o(e, ky) = ¢. Adicionalmente. se requiere que
0%0 /0k* < 0 para que 0 sea maximo en k = ko, y esto a su vez implica 9o /0k|i, = 0.
Cuando la capa de fluido se extiende infinitamente en dos dimensiones, el vector de
onda del modo creciente no adopta una direccién particular. Por lo cual, se necesita
que la ecuacién (1.7) sea invariante por rotacién, es decir ¢ = o(k?). A segundo
orden sc obtiene la relacion de dispersion:

6'2
o(c k*) = - ﬁ(k:z—k'gy (1.8)
con 1/20%0/0?k? | " —£5/4k2 elegida por conveniencia. La forma de ¢ es la de

una. parabola invertida.

Recordando que la ecuacién que satislace v dada por (1.6) debe cumplir la
relacion (1.8), entonees dicha relacion deberia obtenerse de la ecuacion en derivadas
parciales:

2
%z/) =¢eth — f]\—%(vr" + k) w.
Ecuacion cuyo caracter es lincal. Los modos inestables corresponden a ¢ > 0. es
decir, € > 0, k ~ ko. La amplitud de estos modos diverge cuando 1 — oc. Entonces.
si a la )tima ecuacién le agregamos un término —¥®, compensamos el crecimiento
v las soluciones estacionarias hacia formas limites cuando ¢ — oc. El término ctibico
deja la ecuacién invariante bajo una reflexion (¢ — —w). St anadimos un término
cuadratico se rompe esta simetria. Por lo tanto, la construccion de la ecuacién dife-
rencial parcial mas simple queda como:

D cep— 58 (g gy - (1.9)
oL ak3

Esa ecuacion diferencial parcial no lineal es conocida como el modelo de Swift-
Hohenberg[14].

1.3.2. Derivacion de la ecuacion de amplitud compleja a par-
tir del modelo de Swift-Hohenberg

En adelante se buscan soluciones de la ecnacion de Swilt-Hohenberg (ecuacién
(1.9)) con la forma de un patrén de bandas:

(7 1) = A(F ) exp (ik - 7) + A* (7. 1) exp (—1k - 7) (1.10)

donde res un vector en dos dimensiones v | & |= ky. Este patrén corresponde a ravas
perpendiculares para ko. Si A = constante, €] patrén es perfectamente regular. Si
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A = A(7,1) el patrén esta distorsionado. Se puede mostrar que la ecuacién para A
es de la forma (1.1). esto es:

7 2 2 v ¥ _ 2
5 6A+go[al gt AT A (1.11)

oA b, ; 82}2

Ecuacién muy parccida a (1.1) qne sc llama como ecuacion de Ginzburg-Londau
compleja dependiente del tiempo. Una derivacidn se puede encontrar en Ia referencia
[15].

No obstante. esta ecuacién diferencial parcial no lineal se puede expresar de
manera mas compacta, acomodando el lado izquierdo de dicha ecuacién mediante
un funcional de las funciones A(7, 1) v A*(7.1)

2
A

(e —papdiapglifl O
F(t)_/dr[ 3 1Al 2'A‘+2Hax 2k, Oy

Asi. se obtiene que la ecuacion (1.11) equivale a

A oF
ot SAY

(1.12)

donde § representa la derivada funcional. Ademas, el funcional F' cumple con que:

dF " |0A
m*‘?/d’"ﬁ

1.4. Patrones de sistemas en equilibrio termo-
dindmico local

2
< 0. (1.13)

Una gran variedad de fenémenos cooperativos como por ejemplo el ferromagne-
tismo vy antiferromagnetismo. las transiciones de fase de gas a liquido y de liquido
a s6lido. las transiciones orcden-desorden en aleaciones. las separaciones de fase en
soluciones binarias. etc. pueden ser entendidas mediante un modelo muy simple lla-
mado el modelo de 1sing[16]. Tal modelo en el presente trabajo. se presenta como la
base de otros modelos que presentan fases con rompimiento de simetria.

El modclo de Ising considera la energia de intercambio de Heisenberg entre es-
pines de los atomos en una red. .J. Si ademés se omite la energia cinética de los
atomos que ocupan un sitio en la malla v se adiciona un término de energia —u B S;,
que modela la interaccidén del espin ¢ con un campo magnético externo B, entonces
el hamiltoniano H para este sistema es:

H{S}=-J)Y 8S-uBY S (1.14)

<ig> i
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en donde J > 0,S;(0 S;) = +1 si el espin apunta hacia “arriba” v ~1 si el espin
apunta hacia “abajo”. La primera suma denota suma sobre pares de vecinos més
cercanos.

Otro modelo que se mapea al modelo de Ising es el modelo de gas de malla[17]. En
este modelo, se define una colecciéon N, dtomos, los cuales pueden ocupar posiciones
en una malla con N “cajas” (o celdas). Cada caja contiene 0 o 1 4tomo v estd rodeado
por ¢ cajas vecinas (a ¢ se le nombra: ntimero de coordinacién). Cada celda ocupada
por un atomo tiene una energia —eg, por posicion vecina ocupada por otro atomo.
Entonces, la energia de la configuracién del gas esta dada por

E = —50Naa

donde N,, es el nimero total de pares (de posiciones vecinas ocupadas) en una
configuracion dada del sistema.

Continuando con el desarrollo teérico, en las siguientes dos secciones se presentan
extensiones de los modelos de Ising y de gas de malla para describir sistemas que
forman patrones.

1.4.1. Modelacién de patrones de dominios magnéticos

El modelo de Ising para temperaturas bajas (con B = 0), presenta una fase de
equilibrio uniforme dada por < S; >= m. o bien, otra fase uniforme para < S; >=
—m donde m ¢s la magnetizacion espontdnea, que para temperaturas bajas resulta
ser igual a .V i siendo JV el nimero total de espines del sistema (siendo N = N; — V|
con Nj es el nimero total de espines hacia arriba v V| el nimero total de espines
hacia abajo). Entonces. la fase < S; >= p/N > 0 se da cuando el sistema tiene mas
espines hacia arriba (N+ > N|). v la otra fase < S; >= —puN < 0 ocurre, si hay
mas espines hacia abajo (N| > N;)%. Por lo tanto. no hay modulaciones espaciales
de < S,‘ >.

El siguiente modelo presenta una generalizacion del hamiltoniano de Ising en
una malla cuadrada mostrando patrones periodicos|[18]. Se proponen términos para
modelar Ja competencia de interaccién ferromagnética entre los espines de vecinos
cercanos v las interacciones dipolares de largo alcance. También se incluye un campo
magnético externo y anisotropia. Si el campo magnético externo (h). se toma como
formado por componentes tangencial H, v longitudinal H; (h = H, + H,). entonces

se tiene: .
H=—3 > LSS - Z [H,S; + H,(1 = S?) + AS?] (1.15)

<ij> 7

donde el simbolo de la prima (') indica que los términos de la sumatoria para los
cuales 7 = j se excluven de la suma cuando S; = 1,0.—1 v A > 0. El campo

‘Cuando ocurre que hay igual mimero ce espines hacia v hacia abajo (N7 = &) no hay
magnetizacién espontdnea m pues N = 0.
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1.4.1 Modelacién de patrones de dominios magnéticos

magnético transversal y la anisotropia juegan un papel similar. A4 puede ser consi-
derada como una caracleristica microscépica del sistema. H, v H, son parametros
bien controlados (con valores fijos).

Ahora bien, se propone una constante de acoplamiento J;; > 0 a corto alcance y
Ji; < 0 a largo alcance para modelar alguna interaccion dipolar. Asi:

cos(kri;)

Jij = Jo o) (1.16)
donde r;; =| 7; — 7; | es ]a distancia entre sitios 7 v j. Por conveniencia se adopta
una unidad de energia de intercainbio I entre primeros vecinos definida como

cos(ka)
T = Joi =1
(ka)?
en donde a es un parametro dec la malla. Este tipo de acoplamiento garantiza que la
interaccién entre mds vecinos cercanos es siempre ferromagnética (pues la condicién
para esto es J;; > 0), mientras la magnitud v el signo del acoplamiento con el resto
de los vecinos cercanos depende de la distancia de separacién a través k.

Los resultados numéricos obtenidos por Iglesias v Goncalves[18]. en este modelo.
consideran J;; > 0 hasta Jos primeros siete vecinos. para una malla de N' x ' siendo
N = 200. El método numérico empleado para realizar dichos c¢dlculos fue ¢l inétodo
convencional de Monte Carlo y se emplean varios valores de la temperatura T y el
Campo externo.

Ademas investigan el comportamiento de la malla por dos procedimientos dife-
rentes:

Encendido Se elige una temperatura 7" alta para hacer evolucionar el sistema (se
generan 1os espines iniciales mediante una funcién aleatoria). v empleando
el algoritmo Metropolis como herramienta de calculo. al primer paso Monte
Carlo, se hace descender la temiperatura 7 a un valor muyv bajo (T=0.005).
Posteriormente al sistema se le permite evolucionar hasta 1000 pasos Monte
Carlo. En esta forma el sistema tiene toda probabilidad de encontrarse en un
estado de energia diferente del estado minimo mas bajo de energia.

Relajacién Se alcanza el relajamiento térmico mediante la variacién lenta de la
temperatura desde un valor inicial (T = 5) hasta alcanzar la temperatura
final T = 0. en intervalos de AT = 0.03. Tal relajacién térmica es alcanzada
despuds de 1000 pasos Monte Carlo. v se necesita un total de 10° pasos Monte
Carlo. También en este procedimiento se utiliza como herramienta de célculo
cl algoritimo Netropolis.

La simulacién del comportamiento de Jla malla presenta tres tipos de patrones. nie-
diante Jos dos tipos de procedimientos para producirlos: patrones a los gue se les
denomina a) patrones de rayas. b) patrones de celdas v ¢) patrones de laberintos.

11
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Figura 1.2: Resultados de patrones obtenidos por el método de encendido. El
patrén de ravas (hacia la derecha de la figura). corresponde a los pardametros k£ = 4.2
y A = —0.5. El patron de celdas (el centro de la figura) es parak =0y A = -0.1.Y
¢l patron de laberintos (hacia la izquierda de Ja figura) cs para k =12y A= -038
(figuras tomadas de [18]).

Figura 1.3: Resultados de patrones obtenidos por el método de relajacién. La
estructura del patrén de celdas (hadia la izquicrda de la figura). corresponde al
parametro de temperatira T = 2. El proceso de ordenamiento para el patién de
celdas (el centro de la figura) inicia en T = 0.8. Y el patrén de ravas (hacia la
derecha de la figura) es para T = 0.1 (figuras tomadas de [18]).

los cuales se muestran en las figuras 1.2 v 1.3 respectivamente. Las ravas en color
negro. se obtienen para 4 % 0 v a bajas temperaturas, e indican que el estado de los
espines es hacia arriba.
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1.4.2. Descripcién continua de dominios magnéticos

La formacién de patroues en sistemas magnéticos presentada cn Ja scccion an-
terior, se puede discutir con modclos de un pardametro de orden local continuo en
Jos que se introduce un funcional de energia el cual modela las interacciones fe-
rromagnéticas de corto alcance y dipolares de largo alcance. Estos modelos tienen
caracteristicas similares al modelo de Swift-Hohenberg[19. 1].

Consideremos un campo escalar ¢(7, t) dcfinido cn un espacio bidiniensional. Este
campo representa un parametro de orden local. como por ejemplo la magnetizacion.
En una aproximacién de “grano grueso® (coarse graining), ¢ representa la variable
S; promediada localmente. Se propone un Hamiltoniano H; de este sistema con la
siguiente forma:

H, = ag /dF(—%q'y(F.t)Q + ;lqs(ﬁt)") - ho/df-@(f) (1.17)

en donde los factores 1/2 v 1/4 aseguran que //; ¢s minimo para &o(r,/) = +1 en
ausencia de campo externo, fip = 0.

Es necesario adicionar un término de interaccién de corto alcance que tome en
cuenta variaciones espaciales de ¢. Los términos de interaccién entre vecinos mas
cercanos en el modelo de Ising son constantes hasta segundo orden en las variaciones
espaciales. Entonces, para sistemas continuos introducimos ¢l siguicnte término que
modela las interacciones de corto alcance[20]

Hog =2 [ @190 (118)

en donde el Jactor 3y > 0. Este ténmino cs de caracter “atractivo” dado que ¢s
minimo para ¢ = constante, v H,;, es positivo en presencia de inhomogeneidades
(interfases). En el modelo de Ising este término se mapea a una interaccién ferro-
magnética entre vecinos cercanos, como en la ecuacién (1.14) con J > 0.

Se define la cantidad H tal que considere todas las interacciones anteriormente
planteadas como: H = H;+ H,;, donde H; y H,;, cstan definidos por las ecuaciones
(1.17) v (1.18) respectivamente. La ccuacién que describe Ja relajacién en el tiempo
del campo &(F. 1) hacia estados de equilibrio (minimos de H) es [9]:

do o0H

= = ——, (1.19)

ot 00
donde ¢ es la derivada funcional de Fréchet. En esta ecuacién, el campo escalar o
no obedece a una ecuacién de conservacién: [ dio(7 t) depende del tiempo a priori.
Al sustituir H en la ecuacién anterior se obtiene:

PEG
_of

= ho + g(F) — a0 (1) + 5 V2o(r) (1.20)

13


http:par�met.ro
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ecuacion conocida como ecuacion de Ginzburg-Landau real dependiente del tiempo 'y
es una ecuacién importante en este trabajo. En el apéndice A.1 se expone el bien
conocido andlisis lineal de pequenas perturbaciones para las soluciones estacionarias
uniformes de las ecuacién de Ginzburg-Landau.

Los sistemas que forman fases no uniformes (o modulaciones) pueden ser descri-
tos por un término adicional de interaccién dipolar repulsiva de largo alcance, de la

formal1]
Hap = o0 / didr §(7)o(r) G (7,17 (1.21)

donde v > 0 v G(7,7’) estd dada por V?G(7.7") = —6(r — ') lo cual implica que
G(r.7") ~ 1/ | 7— 7| para distancias grandes.

Entonces. adicionando las ecuaciones (1.18) y (1.21) a la ecuacién (1.17) se ob-
tiene

to 1 1 _
Hiotar = / dr [Oo (—549(77)2 + 5@(77)4) — hoo(7)+
3 ,
+ ?O|V¢('I_")|2 + -~ / A o(No(@ )G )| (1.22)
donde Hypiat = Hi+ Hyig+ Huip. Para explicar por qué los términos H,y y Hgip pueden
llevar a la formacién de patrones. se define el término de interacciéon denotado por

Hint como Hy,,y = Hyy + Hg,y,. Sustituyendo las ecuaciones (1.18) v (1.21) en H,,
tenemos:

Hine = /’l"7 [% | vgé(r) |? +‘/0/(I'F'c5(/"')¢(17’)(;'(,7: ,-.")}

Denotando por o(k) la transformada de Fourier de o(r). y sustituvéndola en la
ultima ccuacion se obtienc /1,,, en el espacio de Fourier:

1 %, 17, == 0
= k| —F +— : 9
en donde se ha empleado el hecho de que si V2G(7.7') = —4(7 — 7’) entonces

G(k) = 1/k%. Debido al prefactor de |o‘(l\:)|2 los modos k que hacen H;,, minimo
son de niumero de onda kg = (27¢/3)"/*. lo cual implica formacién de patrones o la
presencia de fases moduladas. El funcional (1.22) ha sido empleado para describir
patrones en monocapas de Langmuir|1] v en la disolucién de copolimeros dibloque|21,
22].

En un estudio reciente[19]. dado el funcional (1.22) se describe la simulacién
temporal del sistema para una dindmica sobreamortiguada (disipativa) que lleva el
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1.4.2 Descripcién continua de dominios magnéticos

campo ¢(7) hacia funciones que minimizan H,,,;. De manera similar a la ecuacién
(1.19), en este estudio, se considera un parémetro de orden no conservado

8(17(7:) _ _)\‘YHtolat
o T ae(r)

donde A es una mobilidad positiva y § es la derivada funcional de Fréchet. Al sustituir
la ecuacion (1.22) en la dltima expresion, se obtienc[19]

Qq;Tﬂ =—A (—ho+00 (—o(™) +0(7)*) + FHV(7) +70 / dF ()G, r7)> (1.24)

Note que esta ccuacion se reduce a la ccuacién de Ginzburg Landau real (ec. (1.20)).
siA=1, 50 =0. ¢y = %1 siendo la solucién uniforme (estado de equilibrio). Para
resolver eficientemente esta ecuacién mediante el uso de la computadora v de tal
manera que se pueda evaluar directamente el término que contiene la integral. se
emplea el método pseudo espectral. Entonces, se escribe esta ecuacién en el espacio
de Fourier. la cual se transforma en

OOE) . Ahod )+ Aco(6(F) ~ B3R)) — (A5oh® + ag(BN(E) (129
En esta forma, el término proveniente de la interaccién dipolar de largo alcance es
un término algebraico que se aproxima como g(k) = ag — a,|k| para k pequefia. El
término que involucra la transformada de Fourier de & pucde obtenerse fiacilimente
mediante ¢l empleo de la transformada rapida de Fourier de ¢3.

La ecuacidon (1.25). se puede transformar en otra que sélo dependa de cuatro

parametros. mediante un escalamiento adecuado. Entonces. al elegir un nuevo campo
¢ = A'o(7/C.t/B) donde A es

Qo

la nueva ccuacién de Ja dinamica del sistema en cl espacio de Fourier es

T S o
N < () o (GUF) ~ 3(0)) — (94 + oo~ FDGE)  (1.26)
donde
g/ 5 M
“T 7B - B
h— )\/).0 R )\")’0(‘
T 4B "~ B

En la solucién numérica de la ec. (1.26) E. A. Jagla[19] considera los valores ap ~
9.05.a, = 27. 3 = 2.0.~ = 0.19. El resto de los pardmetros son variables del sistema.

15



CAPITULO 1. FORMACION DE PATRONES EN SISTEMAS FUERA DE
EQUILIBRIO Y SISTEMAS EN EQUILIBRIO

Al asignar una condicién inicial arbitraria en la ec. (1.26), dicha ecuacién describe
una evolucién en la cual la energia total del sistema H, 5y, se reduce hasta alcanzar un
minimo local, en el cual 8@/8[ es cercano a cero. Se observa que el minimo absoluto
de H, oot NO Se alcanza. més bien. el sistema obtiene uno de muchos posibles estados
metaestables que contienen muchos defectos. Dicha simulacion se hace utilizando
condiciones de frontera periddicas. Se discretiza ¢l espacio en una malla cuadrada
512 x 512 de longitud de malla unidad.

Los resultados de la simulaciéon numérica muestran la existencia de cuatro tipos
de patrones (ver figura 1.4). Al mismo tiempo, estos patrones tienen principalmente
tres comportamientos diferentes. a los cuales se les denomina como:

1. Patrones de burbujas y rayas.
2. Transicién de una fase de burbujas a fase de rayas, con coexistencia.
3. Colapso de) patrén de burbujas en un patrén poligonal.

En el modelo que se estudia en esta tesis. se obtienen patrones similares. entre otros.

Figura 1.4: En las 6 imAagenes de Ia izquierda se presentan patrones de burbujas y
rayas para el caso de la evolucién de Ja magnetizacién para un campo h que varia
como se indica para a = 1.6. En las 6 imégenes del centro. se presenta la transicién
de una fase de burbujas a fase de rayas. Finalmente, en las imégenes de la derecha
de esta figura se muestra el colapso de burbujas en un patrén poligonal para valores
grandes de a = 1.8. Figuras tomadas de [19].
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1.4.3 Aproximacién de campo medio para un gas de malla de tres
componentes

1.4.3. Aproximaciéon de campo medio para un gas de malla
de tres componentes

En esta seccién, mostraremos como una descripcién de campo medio para un gas
de malla con tres componentes (propuesta por Furman, Dattagupta y Griffiths)[23],
puede conducir a la formacién de patrones. Este modelo nos permite dar un ejemplo
de modelacién de patrones en mezclas de tres componentes.

Suponemos que ¢l volumen ocupado por cl gas cstd dividido en celdas cuyos
centros forman una malla regular. Cada celda contiene una y sélo una molécula,
la cual puede ser del tipo 1.2 0 3. Si la j — ésima celda contiene una molécula
del tipo «, entonces la cantidad P]-(a) es igual a 1 y cero para las otras especies. El
hamiltoniano del sistema es[23]:

H==2Y 3 Ea Y PRI =Y 3 A (1.27)
a 8 o &

<ij>

donde ¢ ¢s el nimero de coordinacién de la malla, Fog = J23, > 0 es el opuesto de
la energia de interaccion entre moléculas del tipo o y 8 ubicadas en celdas vecinas,
< 1j > denota pares de celdas mas cercanas. y u, es el potencial quimico de la
especie a. En la aproximacion de campo medio la energia libre F para un sistema
con N celdas esta dada por

F 1
5 :szO:AalnAa - 520:%:503/40@—20:#0,40 (1.28)

donde k es la constante de Boltzmann, T es la temperatura del sistema. A(,,=<P]-(")>

es el promedio térmico de P]-(o‘) o la probabilidad de que la j — ésima celda este
ocupada por una molécula del tipo « (se supone que es independiente de j).

Un comportamiento muy similar al diagrama de fases del modelo de Van der
Waals se presenta en este modelo. aunque en partes del diagrama existen diferencias
significativas, la similitud se encucntra en que ambos mnodcelos presentan un punto
triple.

A continuacidén se expone una extension de este modelo que permite observar
patrones similares a los patrones de dominios magnéticos discutidos previamente.

1.4.4. Modelo de gas de malla en mezclas con interacciones
de largo alcance

Se¢ presenta un modelo introducido por C. Varca de evolucion temporal de una
mezcla ternaria cuva energia libre contiene dos pardmetros de orden local acoplados
e incluve un término de interaccién a largo alcance para uno de los parametros
locales|6] de manera similar al funcional (1.22). Esa energia libre modela en el caso de
tres especies, una competencia entre fases moduladas v fenémenos de separacion de
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CAPITULO 1. FORMACION DE PATRONES EN SISTEMAS FUERA DE
EQUILIBRIO Y SISTEMAS EN EQUILIBRIO

fases uniformes debido al exceso de energia libre en interfases. Este modelo en general
conduce a la formacién de estados metaestables policristalinos. los cuales le impiden
al sistema alcanzar el equilibrio. La energia libre F' incluye términos de interaccion
dependientes de las distancias de separacién entre celdas. En la aproximacién de
campo medio se escribe como
a a 1 a3 a 08
F =) kTuInu +5 > Ve utu) (1.29)

J
7,0 ij.0.3

donde uf es el numero de ocupacién de la especie «« en el sitio 7, T es la temperatu-
ra. VoO(r;;) es el potencial de interaccion y r;; es la distancia de separacion entre
i v j. Dado que todos los sitios de la malla estdn ocupaclos, se implica la condicién
Zi:l uf = 1. Por lo tanto, en cada posicion 7 hay dos concentraciones indepen-
dientes (u'.u?) El potencial de interaccién es airactivo para los primeros vecinos
cercanos. se anula para Jos segundos vecinos v es repulsivo a distancias mayores:
VeI(r;) ~ v’ [r?, Jo cual corresponde a una interaccién dipolar con momento,
v® para la especie a.

Ahora. para el caso de una malla cuadrada. la parte atractiva del potencial de
interaceion en la cnergla libre F' se obtiene considerando los primeros vecinos en
(1.29). v se escribe en la siguiente forma

1 «—
1 L (aufu? + bu?u]l- + cuju?) (1.30)

J
<ig>
donde la suma sobre j es para los cuatro primeros vecinos de i, a + b+ ¢ = 1 los
cuales determinan Ja escala de temperatura v momento dipolar. Adicionalmente, en
la referencia [6]. b = a.v! = v? = v v 3 = 0 para que la mezcla sea simétrica,
v se elige ¢ = 0.285, &T = 0.08 ¥ v = 0.2. Asi. para resolver las ecuaciones que
determinan el estado del sistema. hay que encontrar minimos de la energia libre v
se hace empleando las ecuaciones de Euler-Lagrange,

OF

ous

[a}

L

para los dos nameros de ocupacion independientes u! v u? en donde 1@ es el poten-
cial cpiimico. Dichas ecuaciones de Euler-Lagrange, se han resuelto por iteraciones
sucesivas con un error global menor a 1078 v suponiendo que ! = u?[6)].

Ademds. para estudiar Ja dindmica del sistemna. se necesita minimizar el gran
potencial Q el cual se define como

Q=F-— Z(;ﬂu} — p*u?)

Finalmente. al diferenciar esta tiltima ecnacion y tomando en cuenta Ja concentracion
del ntimero de particulas para cada especie. se obtiene:

ou® -
AT VR
LT =0
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1.4.4 Modelo de gas de malla en mezclas con interacciones de largo
alcance

a

con J& = -V ég) la fuerza termodinamica, o: ou; = VQ(S—Q. Varea[6] encuen-
oud ol duf
tra que a las tres fases de la mezcla se le puede asociar tres tipos diferentes de
patrones: palrones hexagonales de golas. patrones laminares de rayasy patrones he-
zragonales de burbuja. Adicionalmente, en los patrones hexagonales de burbuja, se
encuentran regiones de mojado (interfases) y en los patrones de rayas muestran
ademds del mojado, la formacién de defectos topolégicos (ver figura 1.3). En las
figuras 1.6. 1.7 v 1.8 sc presentan ampliaciones de los patrones de las regiones 1, 11
y 111, a diferentes tiempos.

Figura 1.5: Diagrama de fases de una mezcla de tres componentes. Las letras a.c.d
v e senalan las regiones de inmiscibilidad para transiciones de fase de primer orden.
El punto b senala una transicién de fase de segundo orden donde hayv una fase de
segregacion de gotas. En la regién T las fases cstables son fases de gotas hexagonales
de las distintas especies. En la regiéon IT hay una fase lamelar v en la regién 111
se obtienen dos fases en equilibrio entre dos fases hexagonales con interfases de
burbujas. Los puntos representan (de arriba a bajo) concentraciones v = n? = 0.18.
' =u?2=027 v =u? =033 u! =1?=0.382 v u' =u’ =045 donde se estudia
la dindamica (figura tomada de [6]).
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CAPITULO 1. FORMACION DE PATRONES EN SISTEMAS FUERA DE
EQUILIBRIO Y SISTEMAS EN EQUILIBRIO

Figura 1.6: Patrones correspondientes a u' = u? = 0.382. (a) Después de 30 000
iteraciones, (b) después de 60 000 pasos de tiempo v (c¢) después de 1 500 000
iteraciones (figura tomada de [6]).
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1.4.4 Modelo de gas de malla en mezclas con interacciones de largo
alcance

Figura 1.7: Patrones que representan la evolucién de un patrén lamelar para u! =
u? = 0.27; (a) después de 40 000 iteraciones. (b) después de 80 000 iteraciones (hay
segregacion) v (c) después de 1.5%x10° iteraciones en tiempo (figura tomada de [6]).
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CAPITULO 1. FORMACION DE PATRONES EN SISTEMAS FUERA DE
EQUILIBRIO Y SISTEMAS EN EQUILIBRIO

Figura 1.8: Evolucién del patrén para u’ = u? = 045, (a) Después de 210 000
iteraciones. (b) después de 830 000 iteraciones v (c) solucién estacionaria de las
ecuaciones de Euler-Lagrange (figura tomada de [6]).
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Capitulo 2

Modelacién de sistemas ternarios
con parametros de orden no
conservados

A continuacidn sc presenta un modclo sencillo que se usa en cste trabajo para
estudiar la formacién de patrones en un sistema ternario.

2.1. Modelo con dos parametros de orden para la
morfogénesis en sistemas ternarios

El modelo con aproximacion de campo medio para una malla de gas de tres
componentes. expuesto en el capitulo anterior|23|. permite establecer el diagrama
de fases de un sistema de tres componentes. El comportamiento del modelo se ilus-
tra mediante un diagrama de fases de cinco dimensiones. mostrando su estructura
general, asi como informacién sobre la localizacidén de puntos criticos y triples del
sistema.

En un anélisis de los diagramas de fase de un modelo de mezclas ternarias en
un punto triple[7]. se encuentra que las fases uniformes. tienen una descomposicién
espinodal. Esto ocurre. cuando al variar los pardametros del sistema. se le hace pasar
de una fase a otra de inmiscibilidad. haciendo con tales cambios que el sistema
adquiera un estado inestable. Inclusive se observa la descomposicién espinodal en
una regién de tres fases, al considerar dos pardmetros de orden. Ademas, ¢l modclo
presenta una riqueza en el comportamiento de la separacién de fases, incluvendo
separaciéon de tres fases con propiedades de mojado en las interfases.

El modelo matematico propuesto por Furman, Dattagupta v Griffiths para mez-
clas ternarias (dado por las ecs. (1.27) v (1.28)) v extendido por Vareal6] para
incluir estados inhomogéneos a través ce gradientes que modelan interacciones de
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CAPITULO 2. MODQLACIO’N DE SISTEMAS TERNARIOS CON
PARAMETROS DE ORDEN NO CONSERVADOS

corto alcance. queda definido por la densidad del gran potencial w como:

w=kT[uInu+vne+wln wl| + avu + bwu + cuv

1
- Q(aVv -Vw + bVw - Vu+ cVu- Vo) — pu — v — peuw (2.1)

en donde (w.1,w) son las concentraciones de las componentes (U.V, W) tales que:
utv+w = 1. (fty. ty. ) son los potenciales quimicos y los pardmetros de interaccion
(a.b.¢) tienen la condicién de normalizacién usual @ + b+ ¢ = 1 y por simplicidad
se toma el caso a=b6> 0.

La cvolucién temporal para las concentraciones w(r. () y (7, /) (dado que w
siempre se pnede expresar en términos de w, v como w = 1 —wu —wv) estd determinada
por el par de ecuaciones|24]

Ou(r,1) vzéQ[u,v]

ot ou
ou(r,t) 00 u,v]
o v dv

donde Qu,v] = [wlu,v,(1 — u — v)]dF es el gran potencial y 7 es un vector en
dos dimensiones. Cuando los campos u y v estan definidos por estas ecuaciones. se
les llama parametros de orden conservados. o bien, a las ecuaciones que definen la
dindmica de los campos u y v se les nombra ecuaciones de Cahn-Hilliard.

Se propone en este trabajo modelar un sistema ternario similar. pero tal vez
méas general. con un parametro de orden local u(7.t) que satisface una ecuacién de
Ginzburg-Landau, acoplado a otro pardmetro de orden v(r, () que tiende a formar
fases moduladas v el cual satisface la ecuacién de Swift-Hohenberg. Como un primer
paso. consideremos el caso donde ambos parametros no son conservados. El funcional
de energfa libre Flu.v] contiene términos u?, v2, 144, v* y un término de acoplamien-
to «%r. ¢l cual favorcee una mayor contribucion de la variable ¢. estableciendo con
cllo una variable rapida © v una lenta u. para cuando los valores de ambos campos
escalares son menores que la unidad. Ademads se consideran términos para modelar
la interaccién de corto alcance entre especies. por lo que se adiciona |Vu|?. Como
la ecuacion de Swift-Hohenberg tiene términos |Vv|? y |V2¢|? que favorecen modu-
laciones para v. entonces estos también se adicionan. Finalmente se puede agregar
dos términos mas: —hu, —Huv que representan la interaccién con campos externos.
Por lo tanto. colocando todas estas propiedades en un funcional de energia libre de
tipo Ginzburg-Landau, se tiene:

' 1 1 g
Flu. o) = / [— hu 4 %u? + au4 + §|Vu|2 + §U2'l'—

-~

, 1, A A o] -
— Hv 4 5'1'2 + 37:4 + —2—1)2 + A Vo2 + §|V2L'|' dr (2.2)
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2.1 Modelo con dos parametros de orden para la morfogénesis en
sistemas termnarios

donde Jos pardmetros a.y son parametros que establecen escalas para las concentra-
ciones u.v. X es el pardmetro caracteristico de la longitud de onda para las modula-
ciones de v y ¢ es el parametro que regula la intensidad del acoplamiento entre u y
v. Para ¢ = 0 las [ases con simetrias rotas (uniformes y de rayas, respectivamente)
se obtienen para a <0, 7 < 0 (donde —+ denota a ¢ en la ec. (1.9)).

Para estudiar la dindmica del sistema, elegimos ecuaciones para pardmetros de

orden no conservados (ver [9]). o bien, comtinmente se les nonbra ecuaciones de
Allen-Cahn|25):

du(i 1) _ ,\IdF[u: v
ou(rt) MéF[u. v] '
o e

donde A/ es la movilidad del sistema.
Sustituyendo la ecuacién (2.2) en estas iltimas expresiones se obtiene

ou .
W:h—a-u—euv+vzu—u3,

4 i (2.4)
5= H — v = Av~ 22V = A\Vir — éuQ -3

con M = 1 porsimplicidad. Nétese que la segunda ccuacién del sistema de ecnaciones
diferenciales parciales no lineal anterior. puede simplificarse utilizando la siguiente
identidad: —Av—2\V?r —AV4r = —A(V?+1)2v. Entonces al sustituir este resultado
en (2.4) y tomando h = /4 = 0 (sin interaccién con campos externos) se obtiene el
sistema de ecuaciones:

% = —au — zur + Viu — 3,

2.5
o _ —yu = MV 4 1) — YRR o
ot ’ 2 '

Este sistema es el modelo propuesto v el objeto de estudio en esta investigacién. No
obstante. al elegir £ = 0 en el término de acoplamiento. se obtienen las ecuaciones
de Ginzburg-Landau y Swift-Hohenberg por separado. La forma simplificada de la
cual se derivan las ecuaciones (2.3) es:

o 1 1 ~ 1 ] : -
F:/ [%'1/2 + 5114 + gu?'l' —3 | Vi |2 +§'(‘2 + :1'1'4 + 5 | (VQ + ])'(' |2 i (2.6)

Las expresiones (2.3) no toman la forma de una ecuacién de continuidad. Por ende
se dice que las ecuaciones (2.3) tienen pardmeiros de orden no conservados. Nétese
que las ecuaciones (2.5) estan adimensionalizadas.
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CAPITULO 2. MODELAC]ON DE SISTEMAS TERNARIOS CON
PARAMETROS DE ORDEN NO CONSERVADOS

2.2. Analisis del sistema dindmico para fases uni-
formes

Regresando a los aspectos dinamicos de la formacién de patrones, a continua-
cidén se mencionan la propiedades principales, en términos generales, de los sistemas
dindmicos no lineales:

1. Las ecuaciones diferenciales que caracterizan el comportamiento de muchos
sistemas complejos, son de cardcter parcial v no lineal, como en (2.4). Las
soluciones de dichas ecuaciones pueden ser soluciones estacionarias, periddi-
cas o mas complicadas para un conjunto de parédmetros de control. Mas aun,
el cambio en los pardmetros de control hace que aparezcan o desaparezcan
soluciones, o que éstas se vuelvan inestables.

2. Una forma de representar la solucion de una ccuacion diferencial que describe
un determinado sistenia, ¢s con un espacio matematico multidimensional en
¢l cual cada punto define un estado del sistema al tiempo 1. A tal espacio
abstracto se nombra como espacio fase. La dinamica del sistema se puede
estudiar con las trayectorias recorridas por los puntos en el espacio [ase.

3. Se clasifica la dindmica del sistema como sigue: a las soluciones estacionarias
de las ecuaciones de movimiento del sistema se le conoce como puntos fijos; y
a las trayectorias que fluyen hacia un punto fijo se les define como cuenca de
atraccion. Si al variar un pardmetro, se modifica la cuenca de atraccidon de un
punto fijo (que aparcee o desaparcee), ocurre una bifurcacion.

En un primer paso. en esta seccién se hace el andlisis de estabilidad lineal para
las soluciones estacionarias uniformes, asi como el calculo de los pardmetros criticos
del sistema (2.5). obteniendo con ello los intervalos de los parametros en los cuales
existe la formacion de patrones.

Las condiciones matematicas para tales soluciones cstacionarias son:

) 2
% = g—;é =0 (uniformidad espacial)
01/ 811 A .

E T 0 (edos. estacionarios)

= uU=up U=1y
Sustituvendo estas condiciones en las ecuaciones (2.5) se obtiene:
0= —aug — zugtp — ug (2.7)
0=—(~+ Ao — gug _ (2.8)
Si factorizamos —ug cn la ccuacion (2.7), ésta se puede transformar cn:

0= —upla+ v + ul) e U =0V up = —(a+ <)
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2.2 Andlisis del sistema dindmico para fases uniformes

Tomando el caso ug = 0, al sustituir esta raiz en la ecuacién (2.8). se obtiene:

0= —(')z-{-/\)vo—vg — ve=0 V y== —[";"{-/\) (29)

bajo la restriccién: v < —A, si v > —A entonces existen soluciones complejas no
[isicas.

Por otro lado, si se elige u3 = —~ (v + €vg) como solucién de (2.7)
sustituirla en la ccuacién (2.8) se tiene:

cntonces al

i

. 2 .
0=—(v+ Ao+ %(o +zvp) — v = ~ <:'g + ['y + A - 5} ro — %) (2.10)

Las soluciones de esta ecuacion cibica, estan dadas por las [6rmulas de Cartan
[26]. Tales resultados muestran la existencia de tres tipos de soluciones:

s Cuando hay una raiz real y dos complejas (aunque estas dos no tienen signifi-
cado fisico).

» Cuando hay dos raices reales en donde una de ellas es de multiplicidad 2.
s Cuando hay tres raices reales diferentes.
Asi, se presentan los resultados de los tres casos anteriores.

Primer Caso: una raiz real y dos complejas (cuyo significado corresponde a rota-
ciones de la raiz real).

(
Gl e

(7-0, —iv3 CR(?'O,))
(1-01 + i\/ﬁCR(vgl))

,.\

fac

N
Il
|

en donde

_ 11/
oz as\2 /1 e27\?
CR('UOI): 7‘1‘ (I) +<§ [7’+/\‘“é‘j|>




CAPITULO 2. MODELACION DE SISTEMAS TERNARIOS CON
PARAMETROS DE ORDEN NO CONSERVADOS

Este caso se da cuando:

3
T

Segundo Caso: dos raices reales en donde una de ellas es de multiplicidad 2.

1/3
vo, = 2 [%] (2.13)

ae]l/S

o= [

; (2.14)

en donde g, presenta multiplicidad 2. Estas soluciones se dan cuando:

(&Y (3a- 3]) o (2.15)

Tercer Caso: tres rajces reales diferentes.

2 [e?
Vg, = g 5 - (’“/ + /\) COS&OT (216)
1 [e?
Vo, = ~3l3 - (v+ A)| (cosby + V3 sen 6,). (2.17)
1 [e?
to, = 3 [5 ~(y+ /\)] (cosBy — \/3sen ). (2.18)
en donde 6, = ¢/3 + 2kn/3 con kK = 0.1,2 y ¢ =

N 3 . _
arctan {\/94- (35 - ":EA]) - 1}, bajo la restriccidn:

aeN? 1 g2
ac Sl DU W
(7) +(3['+

En conclusion, los resultados anteriores se exponen a modo de resumen en el cuadro
2.1. Puede haber hasta 9 soluciones reales (ver seccidn 3.2.1): 6 con wg £ 0 v 3 con
Ug 7é 0.

Mas adelante (en el capitulo 3), resolveremos las ecuaciones (2.5) con parametros
correspondientes a varios de los casos del cuadro 2.1. Observamos que en general
estas soluciones uniformes son inestables. aunque se presentan casos importantes
donde algunas son estables.

En el apéndice A.2. se presenta un anélisis de estabilidad de estas soluciones.

3
) <0. (2.19)




2.2 Andlisis del sistema dindmico para fases uniformes

Raices del
Sistema (ug, vg)

Restricciones
de pardmetros

Casos | vg =0 | vy # 0
(0,0)
ug=0 0.+/—(y+ N v < -1
0,~v—=(v+A)
(+ _(Q+6'l’01),1}01) w, €, 7
ug # 0 vp, satisface (2.11) satisface
(— —(o + vy, ), 1'01) (2.12)
+ —(O +6’(«'01),U01
—+/—(a + evy,), vo,
vo, satisface (2.13) 0L E, Y
19 #£ 0 satisfacen
+ —(() + 5'1'02).’ Vo, (215)
-/ —(a + cvg,), vo,
Vg, satisface (2.14)
++/—(a + cvo,), vo,
— —((k+6'l‘0l),'l‘ol
Vo, satisface (2.16)
++/—(a + zv0,). Vo, L€,
ug # 0 -/ —(a + evg,), vo, satisfacen
vp, satisface (2.17) (2.19)
+v/ (o + &vg,), 0o,

—v/—(o + evo,), vo,
vp, satisface (2.18)

Cuadro 2.1: El presente cuadro contiene todos los casos donde se presentan esta-
dos uniformes. asi como las respectivas restriceiones que se deben cumplir para su

existencia.




CAPITULO 2. A-lODELAC]ON DE SISTEMAS TERNARIOS CON
PARAMETROS DE ORDEN NO CONSERVADOS

2.3. Analisis numérico

Para considerar variaciones espaciales (ecs. (2.5) en toda su generalidad), nece-
sitamos resolver el modelo de manera numérica.

En este trabajo. se emplea el método de la transformada discreta de Fourier para.
obtener soluciones numéricas. Seguimos el método expuesto en [27). Como ejemplo,
consideremos una ecuacién de Swift-Hohenberg de la forma.

Vo e = (V2 + 1) + N80, 820, 0,0, Oy 2.20

E_e‘u_( + ) +1(Iw7y s Oz, yw)w) ( )
donde ¢ ¢s un parauetro de control del sistema, y NV representa términos no lincales.
La transformada. de Fourier directa de 1 es:

-~ (Y A . _
gz qy. 1) = / (/,:1;/ dyd(x.y, 1) exp(—igyx) exp(—ig,y).
LxLy 0 0

Aplicando la regla del trapecio a la anterior ecnacién, para calcular una aproximacion
discreta para la transformada directa de ¥(q;.q,.1). se obtiene:

donde (QI)i = 27”./[/:(: (Qy)j = 2ﬂj/Ly?—(1\]I/2 - ]) SN /\!1/2 Y _(Ny/2 - ]) <
J < N,/2 para una malla cuadrada de NV, x IV, puntos.
Aplicando aliora. la translormada de Fourier en la ecuacion (2.20) se obtiene:

o - -
_ = . I\I
5 by + N,

donde b = e — [1— (¢ + ¢2)]*. Multiplicando ambos Jados en la Gltima ecuacién por
cl término exp(—ad). despucs de aproximar el término uo lincal N sobre el intervalo

1 < 1" <1+ At mediante una funcién de la forma N~ Ny + Ny (1 — 1") la ccuacion
se transforma en[27]

(2.21)

- . . (AL — - Texp(bAL) —
Ot + A1) =exp(bANE(1)+ N [%] N {S\P“’ W
) A

donde No = N(uw(1) v N1 = [N (Wiemp(! + AL)) — N(v(1))]. donde wiemp(t + AL)
estd dada por (2.21) con Ny = 0. At es el paso de tiempo. que puede ser elegido
nucho mds grande que en métodos de Euler clasicos. dado que el algoritmo de la
transformada discreta de Fourier tiene una mayor rapidez de convergencia a cada
iteracién.

En el resto de esta seccién se deduce la solucion aproximada del sistema definido
por las ecuaciones (2.5). mediante el empleo del algoritmo descrito anteriormente.
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2.3 Analisis numérico

La ventaja al resolver mediante este método, estd en que la parte no lineal de
las ecuaciones, se vuelve muy f[écil de resolver. ¥(t + At) se obtiene formando la
transformada inversa de w(1 + At), para caleular N((t + A1) e iterando (2.21).

Entonces, definiendo las correspondientes transformadas de Fourier para los cam-
pos u y v en dos dimensiones como:

u(g,t) = / exp (—iq - T)u(Z, 1)d*T
ey (2.22)
o(q, 1) = / exp (=i - D)o (7, t)d*T.
Sus respectivas transformadas inversas de Fourier son:
u(Z, z)a(q. )d*q,
(2.23)

W) = / e i 20l s

Ahora bien, con ayuda de las ecuaciones (2.22) v (2.23), es [4cil ver que las ecuaciones
(2.5) en el espacio de Fourier se transforman como:

ou

2100 = c(a.6:.,)a(q 1) + N(u(gt). v(§.1))

5 ~ (2.24)

201 = d(v-92.9,)w(q.1) + N'(u(g: 1).v(q.1))
donde ¢(¢v.qg.q,) = —(or + ¢ D)y d(v AN Geyay) = — (v + [A = 4?]?) con ¢ =| q [2=
2+ ¢2 N = N+ N (1~ to). N 2= N+ Ni(t = o), No = —e(00)(G,t) — u3(q,1) y
NG = :uQ(q,1)/2 - v3(q,i). Aplicando un procedimiento andlogo al anterior para

la ecuacién (2.21), se concluve que el conjunto de ecuaciones (2.24) se resuelven
aproximadamente en el intervalo [{g, 1o + At]. como:

1- JAY/ - D)= (14 D
W(F. Lo+ A= exp(cAL) (G, o)+ Vo [%] N [e"p(c )QA(i s ’)] (2.25)
i - dNt)—(1 i
(Lo +AD)=exp(dD1)i(q. /0)+\/ HLMA) +7] exp( )—(1+dn1) . (2.26)
d 2Nt
St Termp- Tremp denotan a a(q. 1o + AL). v(q, 1o + D1) obtenidos con Ny =N/ =0en

las ecuaciones (2.25) v (2.26). los cocficientes N v N7 estan dados por:

Ny = — { [gme,,,,,ﬂﬁmmp] (. fo+ A1)~ [5m + JS] (. zo)} ,
~ ~ ~ £ ~ ~
N = {Eu, + 1-3,m,)} (G. 1o+ AL) — [EuQ + US] (cf.io)} .

Las ecuaciones (2.25) v (2.26) representan la forma numérica de calcular soluciones
aproximadas del sistema (2.3). Detalles sobre la deduccion de las ultimas ecuaciones
se presentan en el Apéndice A .4.
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PARAMETROS DE ORDEN NO CONSERVADOS
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Capitulo 3

Resultados

3.1. Solucion numérica de las ecuaciones de

Ginzburg-Landau y Swift Hohenberg acopla-
das

En una primera etapa. se elige una malla discreta de [, = 128 por [, = 128
nodos, se resuelve el modelo con condiciones aleatorias gausianas de promedio cero
y de varianza 0.1 para u y v, hasta un tiempo adimensional / = 100 v con un
paso de tiempo At = 0.1. En todo el estudio. se fija el pardmetro a = —0.5 y

= (.39, variando los parametros . € dentro del intervalo [—1.5,0.05] para ambos.
Se obtienen los siguientes diagramas de patrones presentados en las figuras 3 a)
v 3 b). Son diagramas “dindmicos”. dado que estos resultados dependen del hecho
de que la condicién inicial es aleatoria. Las lineas en e} diagrama no siempre indican
un cambio abrupto de fase respecto a la morfologia de los patrones. dado que a veces
Jos cambios son progresivos.

Al observar los patrones formados por el campo u del diagrama de la figura 3
a), identificamos tres tipos de regiones cualitativas. a los cuales se les clasifica por
sus rasgos distintivos. Las regiones donde el campo u es positivo son oscuras, y las
regiones donde el mismo campo es negativo son claras.

Regién I (campo u) En esta region el campo u es localmente uniforme. similar a
la solucion de¢ la ccuacion de Ginzbury Landuu sin ¢l término de acoplamiento
—eur (ccuacién (2.25)).

Regién II (campo ) La caracteristica distintiva de estos patrones es la aparicion
de una fase modulada superpuesta a la fase uniforme constituida de rayas o
puntos que se adelgazan a medida que € se hace pequeno (negativo).

Regién IIT (campo u) La tltima region se extiende al resto del diagrama. y consta
de patrones con 2 fases uniformes. pero con la propiedad de tener interfases
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CAPITULO 3. RESULTADOS

anchas' de una fase de mojado (color gris).

Para una observacidn mis detallada de algunos de los diferentes tipos de patrones
se expone la figura 3 c).

Analogamente, observando el diagrama de la figura 3 b). distinguimos cuatro

regiones de patrones correspondientes a la solucién numérica de la ecuacién (2.26),
para v(z.y).

Region I (campo v) En ésta region, los patrones tienen una estructura interfacial

en forma de lazos conv < 0 (color claro). localizada en la interfase de las regio-
nes uniformes originadas por el campo u. La estructura interfacial se encuentra
inmersa en una fase uniforme mayoritaria con v > 0 (color obscuro).

Regién II (campo v) Se recuperan los resultados similares de los patrones for-

mados para la ecuacién de Swift-Hohenberg sin el término de acoplamiento
—eu?/2 (ecuacion (2.26)). Los patrones de esta region son los tipicos patrones
de laberintos, o rayas. También en ésta region, se encuentra que para valores
mayores del acoplamiento |g|. los laberintos de un patrdn tipico de la ecua-
cion de Swift Hohenberyg, se hacen menos densos y aparece una fase uniforme
mayoritaria con v positivo (color negro).

Regién IIT (campo v) En la parte central clel diagrama. se localiza una region,

la cual tiene una fase uniforme mayoritaria posiliva y otra fase interfacial
con v < 0 ubicadas en las inlerfases de las regiones uniformes formadas por el
campo u (en color gris). Las interfases conlienen rayas y puntos en la direccion
longitudinal.

Regién IV (campo v) La ultima de las regiones se extiende al resto del diagrama

(localizada entre las regiones 11 v 111). Los patrones pertenecientes a esta region
son similares a los de la region anterior. También tienen una fase interfacial
con v < 0. colocada en las interfases de las regiones uniformes de w. pero la
Jase interfacial esta constiturda de rayas y puntos en la direccion longitudinal,
odemds de tener una mayor densidad de punios en el resto del patron. Dichas
wilerfases y puntos estdn inmersos en una fase uniforme mayoritaria con v
posiliva.

Para una observaciéon mas detallada de algnnos e los diferentes tipos de patrones

se exponen las figuras 3 d)

'\14s adelante, en la seccién 3.3. se definen las interfases mediante el estudio de sus propiedades.
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3.1 Solucién numérica de las ecuaciones de Ginzburg-Landau y Swift
Hohenberg acopladas

Figura 3 a) Diagrama de patrones de la solucion del campo u(x,y)
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Figura 3 b) Diagrama de patrones de la solucion del campo v(x,y)
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3.1 Solucién numérica de las ecuaciones de Ginzburg-Landau y Swift
Hohenberg acopladas

+ = -=0.0%, ¢ = —0.19

R
e
g
i
0
n
! p

v=—-1.5,e=—-1.45

m—

~v=—0.5, e = —-0.30 v=-1.0,e=-0.17 ~v=-1.0,e=-0.41

v=—056=-05 .~7=-=056e=-079 " v=-15¢=-1.02
' ¢

Figura 3 ¢) Detalles de algunos patrones de la figura 3 a)

del diagrama de patrones para el campo u(x.y).
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v = —0.05, ¢ = —0.19 v=—-0.9,e=-14 v = —1.9,e=—-1.45

e go\'-"UQCD;U

Figura 3 d)
Detalles de algunos patrones de la figura

3 b) del diagrama de patrones para el
campo v(x. y).
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3.2 Caracterizacién morfolégica de varios patrones de interés

Debido a la riqueza y diversidad de los patrones observados, en este trabajo sélo
se estudian 5 casos. Se eligen tres casos pertenecientes a la regién II del diagrama
de la figura 3 a) y 3 b). debido a que se desea estudiar Ja fase de mojado que surge
en los patrones (ver también figuras 3 ¢) v 3 d)). Otro caso ubicado en la region
I1T del diagrama de la figura 3 a) y 3 b). es dedicado al estudio también de la fase
de mojado, pero con la finalidad de investigar el comportamiento interfacial de esta
fasc que se observa en los patrones (ver también figuras 3 ¢) v 3 d)). Y un dltimo
caso, se elige para investigar la dindmica de formacién de la fase de mojado con
forma de rayas y puntos (dicho patrén pertenece a la regién 111 de la figura 3 a) y
regién 1V de la figura 3 b)).

3.2. Caracterizacion morfolégica de varios patro-
nes de interés

Para el estudio de los cinco casos particulares elegidos. se toma una malla dis-
creta de [ = 512 y [, = 512 nodos. Calculamos la cvolucién temporal del sistema
hasta escalas de tiempo de ¢t = 1000 (corridas cortas) o de tiempo largo ¢ = 10000
(corridas largas) a partir de condiciones iniciales aleatorias para u v v. Las unidades
de tiempo se siguen considerando adimensionales. La clasificacién de los patrones
por su morfologia se define en las siguientes cuatro secciones.

3.2.1. Patrén espacial del tipo A

Localizado en la regién 1T de los diagramas expuestos en Jas figuras 3 a) v 3 b).
de los campos u v v respectivamente. Los pardmetros para este caso, se toman fijos
con valores: o = —0.5. A = 0.38. 7 = =1.0 v ¢ = —0.17 v se le da el nombre de
patrén espacial del tipo A.

Las propiedades de este patrdn son:

1. El campo u(x,y) tiene dos fases dilcrentes en su patron. Una fase positiva
(manchas de color negro) y otra negativa (manchas de color blanco). Estas
fases son ligeramente moduladas debido al acoplamiento con el campo v(x.y).

2. La forma del patrén para el campo ¢(x.y) son laberintos (ravas). Asi mismo,
Jas propiedades del patrén para el campo 7(r.y) son. la existencia de dos
microfases: una positiva (color negro) v una negativa (color blanco). ambas
fases constituyen una forma tipica de laberintos para este campo (ver figuras
3.1 y 3.2). Ademas, nétese que en ¢l patréon del campo e(:x. ). no se observa
de manera directa, en su forma la contribucién del campo u(z.y).

Por otro lado. una descripcién cualitativa de la estructura interfacial en el patrén
correspondiente a la ecuacién de Ginzburg-Landau. se obtiene graficando los datos
numeéricos para los campos u(xr.y) v v(r.y). Se toma como eje de las abscisas el
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campo u(z,y) y el de las ordenadas al campo v(z.y). En las graficas a) y b) de la
figura 3.3, se muestra v(x.y) como funcién de u(z,y) para { = 1000 y ¢t = 10000
respectivamente. Cada punto de estas graficas a) y b), corresponde a una posicién
(z,y) en la malla de los patrones para los campo u y v de las figuras 3.1. Ambas
graficas son muy similares, por lo cual es suficiente con explicar la gréfica a) para
que se obtenga la inisma informacion para la gréfica b).

En cl diagrama de la grafica a) de la figura 3.3 para 1 = 1000, se observa que v
oscila uniformemente entre —1 v 1 (aproximadamente), mientras u se divide en dos
fases casi uniformes (—0.7 v 0.7 aproximadamente). Debido al acoplamiento con v,
|u| no es exactamente constante en sus fases positivas v negativas, sino que oscila
ligeramente entre 0.65 v 0.86 (aproximadamente). lo cual produce las dos lineas
inclinadas, densas en puntos.

También en este gréifica se observa que contiene menos puntos en su parte central,
debido a una menor cantidacd de interfases. La mavor cantidad de puntos se tiene
conr < 0y u~0queconwv >0yn= 0. Entonces las interfases que separan
los dominios de u (v donde u = 0) se encuentran colocadas entre la fase positiva y
la negativa. mediante estructuras interfaciales en forma laberintos de rayas blancas
(v < 0). lo cual se puede observar en el patrén correspondiente a la ecuacién de
Ginzburg-Landau de la figura 3.1. asi como en la imagen de la derecha de la figura
3.2.

Adicionalmente, en los diagramas de las graficas a) v b) de la figura 3.3, se indican
las soluciones uniformes obtenidas al resolver el sistema formado por las ecuaciones
(2.7) v (2.8) evaluadas en los valores de pardmetros correspondicntes al patrén A, las
cuales se encuentran de a modo de resumen en el cuadro 2.1 del capitulo 2. Se encuen-
tran 9 soluciones uniformes (ug,vg) = (0.0,0.0), (up, vo) = (0.0,£0.79). (ug.vg) =
(£0.61, —0.76). (ug.vy) = (£0.7,—0.07), (ug.-vp) = (0.£80.0.83). Estas soluciones
probablemente son inestables. dado que no se observan en la solucién numeérica. Sin
embargo. muchos puntos estdn cerca de 6 soluciones 1uniformes con ug # 0.

10


http:0.�80,O.83

3.2.1 Patrén espacial del tipo A

Ip"" /!

®

P [

Figura 3.1: Patrones para el caso A generados por la solucién numérica de las ecua-
ciones (2.5). La imagen de la izquierda corresponde al patrén del campo u(z,y) v
la imagen de la derecha al campo v(2,y).

Figura 3.2: Patrones para el caso A generados por la solucién numérica de las ecuacio-
nes (2.5). La imagen de la izquierda corresponde al patrén generado por la diferencia
(u ~ v)(z.y) al tiempo t = 1000. v la imagen de la derecha al tiempo { = 10000 del
mismo sistema.
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3.2.2 Patron espacial del tipo B

3.2.2. Patrén espacial del tipo B

Localizado en la regién Il y IV para los diagramas correspondientes a los campos
uw(z.y) y v(z.y). el patrén espacial del tipo B se define con los valores o = —0.5,
A=038.v=-0.5yv¢e=-0.3 (ver figuras 3.4 y 3.5).

El patrén del campo u(x, y). forma manchas (fases positiva y negativa en color
negro y blanco), rayas y puntos (fase en color gris). Y el patrén correspondiente al
campo ©(z,y). posee una fase positiva mayoritaria (color negro) y una fase en forma
de rayas v puntos (color gris). Los resultados son similares al patrén del tipo A. La
diferencia entre el comportamiento de este patrén y el patrén del tipo A, es que
existen mayor densidad de puntos en el patrén del tipo B.

Ahora, para observar el cambio de fases en el patrén, se grafican los datos numéri-
cos para el campo u(z,y) v v(z.y), v se obtienen las grificas a) y b) de la figura
3.6. Estas graficas muestran v(z,y) comno funcién de u(z,y) para escalas de tiempo
corto t = 1000 y largo t = 10000. En la grafica a) para t = 1000. se observa que v
oscila uniformemente aproximadamente entre 1 y —1, mientras que « nuevamente se
divide en dos fases casi uniformes: —0.7 y 0.7 aproximadamente. Debido al término
de acoplamiento —ewut. el valor del campo |u| también oscila ligeramente entre 0.65
y 0.8, lo cual produce en la gréfica a) las lineas inclinadas con una mayor densidad
de puntos.

Nuevamente, la grafica ¢) de la figura 3.6, permite observar una menor densidad
de puntos en su parte central. dado que contiene menor cantidad de interfases para
estos valores de 1 v v (cada par (z,y) de la grafica representa un punto de la malla
de los patrones para los campos u y ¢ de la figura 3.4). Se¢ observa mavor cantidad
de puntos para v < 0y u = 0 que cuando v > 0 y u = 0. Entonces. la interpretacién
de esto es que. por un lado. las interfases separan dominios de u vy tratan de seguir
contornos definidos principalmente mediante ravas blancas (por minimizacién de la
energia): v por otro lado, las interfases cambian de una estructura de rayas a puntos
para u. De hecho. se nota que las interfases son mas rugosas que las de la ecuacion
de Ginzburg-Landau sin acoplamiento (ver por ejemplo el patrén de la ccuacion de
Ginzburg-Landau de la figwra 3.4, las imagenes de la figura 3.5 v comparar con las
imagenes de la figura 3 ¢)).

La iuterpretacién de la grafica 3.6 b) es la misma, la Gnica diferencia con 3.6
@) estd en que segun evoluciona el sistema en el tiempo. la densidad de puntos en
la grafica es menor. Adicionalmente. se encuentran ahora 5 soluciones uniformes:
(10.10) = (0.0.0.0). (ug,ve) = (0.0,£0.35) v (ug.vo) = (£0.81,0.55) al resolver el
sistema dado por las ecuaciones 2.7 y 2.8, presentadas en las graficas a) y b) de la
figura 3.6. Dichas soluciones no sc obscrvan en la solucién numérica a tiempo largos.
Sin cmbargo. este patréon tienc una fase uniforme estable (ver seccién 3.3.2, para
19 > 0 ¥ Fwug). que se puede observar a tiempos cortos solamente (a partir de la
condicién inicial aleatoria) como lo ilustra la imagen perteneciente a la regién 1V
de la figura 3 d). La fase uniforme con vg > 0 desaparece en el tiempo debido al
aumento del niimero de puntos v ravas.
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Figura 3.4: Patrones para el caso B generados por la solucion numérica de las ecua-
ciones (2.5). La imagen de la izquierda corresponde al patrén del campo u(z.y) y
la imagen de la derecha al campo v(x,y).

Figura 3.5: Patrones para el caso B generados por la solucion numérica de las ecuacio-
nes (2.3). La imagen de la izquierda corresponde al patrén generado por la diferencia
(u—v)(x.y) al tiempo 1 = 1000, v la imagen de la derecha para el tiemapo i = 10000
del mismo sistema.
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3.2.2 Patrénm espacial del tipo B
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Figura 3.6: En las gréficas a) se muestra el correspondiente diagrama de los campos
u(r.y) contra v(x,y) al tiempo t = 1000, v en la grafica b) para el tiempo 1 = 10000.
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3.2.3. Patron espacial del tipo C

El patréon del tipo C se define para los valores fijos de los pardmetros o =
—-05,7v=-05.¢e=-09y A=1.0

Para el campo v(r,y) se observa la existencia de dos microfases: una positiva
(color negro) v otra negativa formada por puntos con arreglos hexagonales. De ma-
nera interesante se observan lazos. los cuales al comparar con ¢l patréon del cammpo
n(x,y). resultan seguir las interfases donde # =~ 0. Notcinos que el patrén del tipo
C es de evolucion extremadamente lenta: las fases parecen “congeladas’. dado que
no hay practicamente ninguna diferencia entre los patrones a { = 1000 vy { = 10000
(ver figura 3.8).

La forma de tal patrén para el campo u(z,y) es parecida a los patrones del
tipo A v B, pues también tiene dos fases tales que una de ellas es positiva y la
otra negativa, ambas ligeramente moduladas por la fase hexagonal. Las interfases
separan dominios con v > 0 y u < 0, cstan compuestas por una fase de mnojado
w = 0 relativamente ancha (ver figuras 3.7 v 3.8).

En la figura 3.9 las graficas a) y b) son los diagramas obtenidos al graficar
v(z.y) como funcién de u(z,y) para tiempos { = 1000 v t = 10000 (nuevamente
cada par (z.y) de la grafica representa un punto de la malla de los patrones para los
campos u v v de la figura 3.7). Estos diagramas son préacticamente iguales, debido
a la evolucion muy lenta del sistema. Se infiere que v oscila aproximadamente entre
los valores —1.1 v 1.1 (fase modulada hexagonal). v que [u| oscila entre 0.5 y 1.1
en cada una de las dos fases (debido al acoplamiento con ) produciendo las lineas
inclinadas. Las lineas oblicuas gruesas que conectan las fases u > 0 v 1 < 0, se deben
a los “lazos” (v < 0) mencionados anteriormente. Asi mismo, la figura 3.9 muestra
las 5 raices uniformes del sistema: (u.v) = (£1.10,1.00) (up.v) = (£1.00,0.56).
(up-to) = (0.0.0.0). obtenidas al resolver el sistema de ecuaciones (2.7) v (2.8).
Muchos puntos del patrén estan cerca de la solucién no lineal.
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3.2.3 Patrén espacial del tipo C

.- i Y 2
Figura 3.7: Patrones para el caso C generados por la solucién numérica de las ecua-

ciones (2.3). La imagen de la izquierda corresponde al patrén del campo u(z,y). ¥
Jla imagen de la derecha corresponde al patrén del campo v(x. y).

Figura 3.8: Patrones para el caso C generados por la solucién numérica de las ecuacio-
nes (2.5). La imagen de la izquierda corresponde al patrén generado por la diferencia

(u—v)(z.y) al tiempo ¢ = 1000. v la imagen de la derecha para e] tiempo ¢ = 10000
del mismo sistema.
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Figura 3.9: En las gréficas a) se muestra el correspondiente diagrama de los campos
uf{x, y) contra v(x.y) al tiempo t = 1000, y eu la grafica b) para el tiempo ¢ = 10000.
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3.2.4 Patrén espacial del tipo D

3.2.4. Patroén espacial del tipo D

Este tipo de patrén se localiza en la regién Il de los diagramas correspondientes
a los campos u(u,y) v v(u.y). El patrén espacial del tipo D se define con valores
a=-05.2=038 v=-10y e¢=—-041.

Este caso se caracteriza por tener dos fases uniformes para el campo u(z,y).
Las modulaciones en forma de laberintos se transforman en rayas con mucho menor
densidad (semejantes en su forma a espaguetis) que forman una red que atraviesan
los dominios, ademaés de seguir el contorno de las interfases. También se observan
puntos aislados (o estructuras localizadas). Para el patrén correspondiente al campo
v(z.y), hay una fase uniforme mayoritaria positiva (color negro) con las rayas y
puntos en baja densidad mencionadas arriba. Ver las figuras 3.10 y 3.11.

En las graficas a) v b) de la figura 3.12, se muestra v(z,y) como funcién de
u(z,y) para un patrén tipico a t = 1000 segundos v a ¢t = 10000. Contrariamente
al patrén A. B, C. muchos puntos estan cercanos a v ~ 1 (la fase oscura mostrada
en la figura 3.10 de'la derecha). Las lincas oblicuas que terminan cerca de v = —1
corresponden a los puntos y rayas dentro de los dominios u > 0 y u < 0. La mayoria
de las interfases entre estos dominios (u = 0) producen una disminucién de v (hasta
el valor v ~ —1). que corresponden a la presencia de rayas o puntos en las interfa-
ses. Ademds observamos un fenémeno no presente en los casos anteriores: es posible
pasar de u < 0 a u > 0 sin cambiar de signo de v (zonas superiores de la figura
3.10). Se debe a las estructuras localizadas presentes en las interfases. Adicionalmen-
te. se encuentra 9 soluciones uniformes: (ug.vg) = (0.0.0.0), (uo. 1rp) = (0.0. £0.79).
(1g- o) = (£0.44, —0.75). (ug.ve) = (£0.66, —0.15) v (1o, 19) = (£0.93.0.90). al
resolver el sistema de ecuaciones (2.7) v (2.8). Nas alin, en la grifica ¢) de la figura
3.13 se representan estas soluciones, obtenidas a partir de las graficas de las ecua-
ciones (A.42) v (A.43) (la forma explicita de las funciones graficadas se encuentra
en el apéndice A.4). Al comparar las grificas a) v b) de la figura 3.13) con la ¢)
de la misma figura. es facil ver que las soluciones (up,vp) = (£0.93,0.90) son esta-
bles. pues aparcecen en la solucion numérica. El resto de las soluciones es de caracter
incstable.
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Figura 3.10: Patrones para el caso D generados por la soluciéon numérica de las
ecuaciones (2.5). La imagen de la izquierda corresponde al patrén del campo u(zx, y)
y la imagen de la derecha al campo v(z,y).

Figura 3.11: Patrones para el caso D generados por la solucién numeérica de las
ecuaciones (2.5). La imagen de la izquierda corresponde al patrén generado por la
diferencia (u—v)(x.y) al tiempo ¢ = 1000, v la imagen de la derecha para el tiempo
1 = 10000 del mismo sistema.
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3.2.4 Patrén espacial del tipo D
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Figura 3.12: En la grafica a) se muestra el correspondiente diagrama de los campos
u(x.y) contra vz, y) al tiempo t = 1000, v en la grafica b) para el tiempo { = 10000.
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Figura 3.13: Representacién grafica de los valores de las raices uniformes.
Las raifces son los puntos de interseccion que se dan entre las curvas
P2y Thys Thye Ulpe Uiy U2y, U2y V 125 Tales curvas se muestran de mancra explicita
en el Apéndice A.5




3.2.5 Patrén espacial del tipo E

3.2.5. Patron espacial del tipo E

E]l dltimo tipo de patrén (del tipo E) estd localizado en la regién 111 de los
diagramas correspondientes a los campos u(r.y) y v(2.y) con parametros fijos @ =
—0.5. v =-05. A= -038y ¢ = ~-055.

La principal propiedad de este patrén para el campo u(z,y) es la de tener do-
minios de fases uniforines positiva v negativa (color negro v blanco respectivamente
mostrado en la figura 3.14). entre las cuales existe una estructura interfacial (en color
gris ver figura 3.14). Ademds, el campo v(z,y) tiene una fase mayoritaria positiva
(en color negro) v una estructura interfacial con v < 0 (color claro en la fig. 3.14)
ubicada en las fronteras que separan los dominios con u = constante (ver figuras
3.14 v 3.15).

Como en el patrén D anterior, la estructura interfacial se caracteriza por un
cambio de signo en v (v < 0). A diferencia del caso D. casi todas las regiones con
v < 0 entdn en las interfases (v = 0), y no en el interior de los dominios (u = fug).

Las graficas a) v b) de la figura 3.17, muestran «(x,y) como funcién de u(x.y)
para un patrén tipico obtenido a partir de condiciones aleatorias para u v v, a
{ = 1000 v ¢ = 10000. respectivamente. Muchos puntos corresponden a las fases
uniformes en buen acuerdo con la solucién analitica estable (ug. 7o) = (£0.94,0.69)
obtenida al resolver las ecuaciones (2.7) y (2.8). Adicionalmente se encuentran otras
3 soluciones uniformes inestables: (ug, vg) = (0.0.0.0), (ug. vo) = (0.0, £0.35). Todas
estas soluciones se presentan en la grafica ¢) de la figura 3.17 como resultado de
graficar Jas ccuaciones (A.42) v (A.43) (si el lector desca observay Ja forma explicita
de las funciones graficadas. ver el apéndice A.5). Al comparar las graficas a) v b)
con la grafica ¢). Se puede concluir que las Gltimas tres raices uniformes resultan ser
de caracter inestable al no aparecer en la solucién numérica.
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Figura 3.14: Patrones para el caso E generados por la solhicion numérica de las
ecuaciones (2.5). La imagen de la izquierda corresponde al patrén del campo u(z, y)
y la imagen de la derecha al campo v(z, y).

Figura 3.15: Patrones para el caso E generados por la solucién numérica de las
ecuaciones (2.5). La imagen de la izquierda corresponde al patréon generado por la

diferencia (u — v)(x. y) al tiempo { = 1000. v Ja imagen de la derecha para el tiempo
I = 10000 del mismo sistema.
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3.2.5 Patrén espacial del tipo E
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Figura 3.16: En la grafica a) se muestra el correspondiente diagrama de los canmipos
u(z.y) contra v(x,y) al tiempo t = 1000, v en la gradfica b) para el tiempo 1 =
10000.En la grafica ¢). se representan los valores de las raices uniformes.
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T (0,-35) | (69.94)
0.5 1
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Figura 3.17: Representacién grafica de los valores de las raices uniformes.
Las raices son los puntos de interseccion que se dan euntre las curvas
Uoi- 10, Plys Ula- Ulge 2,0 U250 V0, Tales curvas se muestran de mancera explicita
en el Apéndice A.5
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3.3 Estructuras interfaciales

3.3. Estructuras interfaciales

En Ja siguiente seccién se muestran los resultados del andlisis de las interfases
existentes en los patrones del tipo D v E. que son los patrones que tienen fases
uniformes. Dividimos el estudio en dos rubros: se investiga la estructura espacial de
las interfases y se calcula lucgo su tension superficial.

3.3.1. Ubicacién de las interfases y defectos

En los patrones de tipo D v E (ver figuras 3.10, 3.14). se observa la existencia
de una estructura interfacial. Con el objetivo de hacer un andlisis de la estructura
interna. de esta fase. se hace una subrutina que crea histogramas de los valores de «
y w. Los histogramas resultantes del andlisis de cstos datos para ¢} patrén del tipo
D, se muestran en la figura 3.18. Se notan claramente Jos picos correspondientes a
las fases uniformes. A partir de la gréifica 3.19 a) definimos los puntos tales que el
campo u tiene valor entre —0.7 v 0.7. como puntos pertenecientes a la estructura
interfacial o en la vecindad de algin defecto. Y en la grifica b) de esta misma figura
definimos los valores de la estructura interfacial para v en el intervalo [~0.35.0.35].

a)

Frecuencia

o ~ « - ~

Frecuencia

v(xy)
Figura 3.18: Las graficas a) ¥ b) corresponden a los histogramas de los campo u(x.y)

v r(z.y) (patrén del tipo D). obtenidos a partir de los datos de las figuras 3.10. para
1 = 10000.
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Una forma pictografica de mostrar los resultados de los histogramas. se presenta
en las gréficas resultantes que muestra la figura 3.19, donde los puntos oscuros de la
malla tienen valores de wy y v que cumplen con los intervalos anteriores. La gréafica
a) muestra las estructuras interfaciales correspondientes al campo u y la grafica b)
las estructura interfaciales correspondientes al campo v.
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Figura 3.19: En Jas graficas a) v b) se muestean las interfases formadas en los patrones
del tipo D para los campos u(z.y) v v(x, y) respectivamente al tiempo ¢ = 10000.
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3.3.1 Ubicacién de las interfases y defectos

La estructura de la formacién de interfases, se puede observar en las gréaficas de
las figuras 3.20 y 3.21. La grafica a) de la figura 3.20. muestra un corte del patrén
del tipo D de la variacién de la concentracién del campo u(z,y) con coordenada
fija y = 128 al tiempo t = 10000. Asi mismo, en la grafica a) de la figura 3.21. se
muestra un corte de la variacién de la concentracién del campo v(r. y) manteniendo
fija la coordenada y = 256 del patron del tipo D. Estas graficas penmiten observar
que la estructura de la zona interfacial para », estd formada por una bicapa conio
se puede apreciar en la figura 3.19 b). Esta propiedad es una caracteristica de las
membranas bioldgicas formadas por bicapas de lipidos|5, 28].
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Figura 3.20: La graficaa) es un corte del patrén del tipo D paray = 128 al tiempo | =
10000, y la gréafica b) es una ampliacion del intervalo [315, 360] para la coordenada
x de la grafica a).
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Figwra 3.21: La grafica a) es un corte del patrén del tipo D para y = 256 al tiempo 1 =
10000. v la graficas b) es una ampliacion del intervalo |315.360] para la coordenada
z de la grafica a).
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CAPITULO 3. RESULTADOS

Por otra parte, para el caso del patrén del tipo E, el andlisis de los datos de los
patrones de la figura 3.14 se expone en los histogramas de la figura 3.22. Con la
grafica a) de esta figura definimos la estructura interfacial para el campo u por los
puntos (z,y) tales que —0.7.< u(x,y) < 0.7. A si mismo, en la grafica b) los valores
correspondientes a la zona interfacial para el campo v, estan entre |—0.35,0.35].
Nucvamente de manera pictografica. dados los rangos establecidos anteriormente
para v y ¢, se grafican las posicioncs de los puntos de la malla y ¢l resultado se
muestra en la figura 3.23. La grafica a) muestra la zona interfacial del patrén del
tipo E para el campo u. v la grafica b) muestra la interfase del patrén del tipo E
para el campo v.
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Figura 3.22: Las gréficas a) v b) corresponden a los histogramas de los campo u(z. y)
v v(x.y) (patrén del tipo E). obtenidos a partir de Jos datos de las figuras 3.14. para
{ = 10000.
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3.3.

1 Ubicacién de las interfases y defectos
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Figura 3.23: En las gréficas a) v b) se
del tipo E para los campos u(x.y) v v(z,y) respectivamente al tiempo t = 10000.
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muestra las interfases formadas en los patrones
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Nuevamente. para observar la estructura interna de las interfases, en la figura
3.24 se grafican cortes de cada patrén de campos u y v. La grafica a) de la misma
figura muestra un corte de la variacién de u, manteniendo y = 128 fija. Y en la grafica
b), se muestra otro corte para la variacién de la concentracién del campo v (para
y = 128 fija). También se encuentra que la estructura de las interfases estd compuesta
por una bicapa, cuvos perfiles son muy parceidos a los producidos en modelos de
microemulsiones sobre mallas[8]. Adicionalmente encontramos resultados similares
con modelos continuos que emplean dos parametros de orden|[29, 30]. Estos modelos
son similares a los nuestros, pero son mas simples, por ejemplo no forman fases
moduladas.
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Figura 3.24: Las graficas ¢) v d) muestran covtes del patrén del tipo E paraly = 128
para los campos u (7. y) v v(x.y) respectivamente al tiempo ¢ = 10000.
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3.3.2 Reduccién drastica de la tensién superficial

3.3.2. Reduccién drastica de la tensién superficial

Es bien conocido que la tensidén superficial entre fases fluidas puede ser reducida
por tensoactivos[5]. Una aplicaciéon importante es la descripcién de las membranas
biolégicas formadas por lipidos. Asi. la modelaciéon de membranas en mezclas, toma
en cuenta fuerzas amfifilicas e hidrofilicas existentes entre el tensoactivo v las fases
fluidas. El resultado s la formaciéon de una interfase (menibrana), que puede llegar
a tener una tension superficial casi cero como se reporta en la literatura. Queremos
mostrar que el modelo propuesto aqui tiene propiedades similares.

En otros estudios de formacién de interfases en mezclas ternarias. también se
calcula la tensién superficial. Tales estudios se hacen por ejemplo mediante modelos
cle gas de malla (inspirados del modelo de Ising con espin-1). también para el caso
de una mezcla de tres componentes|28, 8]. En estos trabajos. se reportan diagramas
para algin pardmetro de orden como funcion de alguna variable (como por ejemplo
la temperatura o la interaccion cntre vecinos), ademas del comportamiento de la
tensidon superficial en las interfascs. Estos diagramas presentan regiones en las que
hay fase de mojado y de inmiscibilidad entre los componentes de la mezcla[28).
Gréficas similares a la nuestra se obtienen para valores de ¢, que pueden ser muy
bajos|8].

En el patrén del tipo E o D, el campo v juega el papel de un tensoactivo: las
regiones con gradientes en v v v # wvo (en particular v < 0) se concentran cerca
de las interfases separando dominios con u = fug {ver fig. 3.25). Calculamnos la
teusion superficial (o lineal) denotada por o de una interfase plana separando dos
dominios con n = fug lejos de la interfase. Se emplea la energia libre del sistema
dada. por la ecuacién (2.6) con h = 0. H = 0, cuvos términos cuadraticos se calculan
numéricamente en el espacio de Fourier. La férmula explicita para este calculo es:

Flu,v] = Fluo. vol
7 :

0= (3.1)
donde F[u.v] es la energia libre para alguna configuracion bidimensional que con-
tiene interfases planas. L es la longitud total de las interfases (2!, cn la figura 3.25).
la energia libre Flug, vo) corresponde a la energia del patrén uniforme y es tal que:

Fluo. vo] = / [%ug + %u; + %ugvo + 5'1;3 + %vg + %Tg dr.

Aqui. fijamos los valores para los parametros &« = —0.5. v = —0.5. A = 0.38  varia-
mos < en el intervalo [—1.15. —0.18]. En este intervalo de valores se han observado
fases uniformes cstables. Sc elige en particular para cl cdlculo de Flu. ] la confi-
guracion de la figura 3.25. con condicion iicial vy = £0.9. ¢g = =1.0 v L = 2/,
v 1, = 128 nodos. Ambas energias en la ecuacion (3.1) se calculan numéricamente
dejando evolucionar el sistema hacia su estado estacionario. Los resultados de o al
variar £ se presentan en la grafica 3.26. Esta muestra una reduccién en la energia de
la tensién superficial o cuando || disminuve.
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Figura 3.25: Patrones con valores de pardmetros o = —0.5.7v = —0.5, ¢ = —0.55 al
tiempo £ = 1000. La hmagen de la izquicrda es el patrén para ¢l campo «(a.y) v la
imagen de la derecha es el patrén para el campo v(z. y).
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Figura 3.26: Variacién de la tensién superficial o respecto al pardmetro ¢ con a =
—-0.5, 7 =-05, vy A=0.38

Se sabe que el comportamiento de dicha gréafica no necesariamente es una transi-
c¢ién de fase. pues en |8]. se tiene el mismo comportamiento para la tensién superficial.
Se encuentra que para £ = —0.2 el valor de ¢ es 0.02.

64



3.4 Dindmica de ordenamiento (coarsening)

Para tener una idea del orden de magnitud de o. recordemos que la tensién inter-
facial og. para una interfase estacionaria perteneciente a la ecuacién de Ginzburg-
Landau. sin término de acoplamiento (¢ = 0), 0 = au — v* + 6%u, esta dada por:
ocL = [ (%)erw = (4/3) v = 0.66 donde la solucién para una pared (“kink”)
toma la forma n = Jotanh(x)|9]. Entonces, ¢l valor minimo calculado aqui es:
o = 0.02. resulta ser aproximadamente el 3% dec la tensidn interfacial de nun patrén
tipo Ginzburg-Landau.

Es importante hacer tres observaciones: primero, para valores de ¢ > —1.18, se
obtienen inestabilidades numéricas en el cdlculo de ¢ (valores negativos para o).
Segundo también cuando ¢ es muy pequeno. los patrones con condiciones aleatorias
para el campo u, estan formados por dominios v los patrones del campo © tienen
forma de laberintos. Es decir, valores muy pequenos de o sc asocian con la forimacién
de muchas interfases (laberintos). Finalmente si @ — 0. no necesariamente se implica
que la encrgia de las interfases £;,, sea nula. puesto que otras contribuciones (si o
es finito) pueden aparecer[5]. Podemos suponer que E;y = 0L + Eggptamicnto donde
Eoblamicnto €5 la energia de una int.erfaseLdob]a.da manteniendo constante su longitud
L.y cuva forma es[5]: Egpic. = i/ ds———. en 2 dimensiones. siendo s una

2Jy RYs)
constante, /7y ¢l radio de curvatura de la interfase. En e] caso de un patrén cuva
configuracién es el de la figura 3.23. Egopiamicnie = 0 dado que la interfase es planar
(R1 = 00). Aqui no se hace el cdlculo de la energia Eyopiamiento Para patrones del
tipo D o E. Dicho célculo deberia motivar estudios futuros.

3.4. Dinamica de ordenamiento (coarsening)

Para obtener mayor informacion sobre los estados parcialmente ordenados v dete-
nidos con nuestro modelo. nos proponemos ahora caracterizar la evolucién temporal
de los patrones formados a partir de condiciones iniciales aleatorias. Este problema
modela la dindmica fuera de equilibrio del sistema después de un cambio abrupto
de pardmetro desde la fase desordenada (nr = ¢ = 0) a una fase con rompimiento
de simetria. Este problema cs relativamente bien conocido para las ecuaciones de
Ginzburg-Landau v Swift-Hohenberg por separado. Proponemos estudiarlo como el
acoplamiento de ambos (¢ # 0). alectando la cinética de ordenamiento de estos
modelos.

Si @(F.1) es un parametro de orden local. definimos la funcién de correlaciéon
C(7.1) =< o(Z+ 7. 1)o(F, 1) > o su translormada de Fourier. el factor de estructura
S(k. 1) =< o(k. l)o'(—l;, 1) >. Es bien conocido que la estructura de muchos sistemas
binarios (por cjemplo dominios magndéticos de un lerromagneto o mezclas binarias
mediante un proceso de descomposicion espinodal) cumiple una ley de escalamiento
dindmico. Esta propiedad se puede definir de la siguiente manera:
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“... después de un lapso de tiempo, existe una escala de longitud ca-
racteristica L(1) tal que la estructura espacial del sistema formada por
muchos dominios es independiente del tiempo cuando las longitudes son
escaladas por el factor L(t)”]9].

Se entiende por longitud caracteristica L(t) la longitud de correlaciéon, definida como
en la ecuacidén 3.3. La hipoOtesis de escalamiento dindinico indica que L(t) es la tnica
longitud caracteristica hnportante en ¢l sistema. que debe ser proporcional, por
ejemplo, al radio de curvatura de una interfase, o bien. la distancia de separacion
entre una regién de una fase v otra regién de la misma fase. Después de una condicién
inicial desordenada. esta longitud crece con el tiempo, como una ley de potencia en
muchos casos: L(1) ~ t7[9]. Esto indica que el orden crece lentamente en el sistema.
contrariamente a lo que la intuicién podria dejarnos suponer.

Con la hipétesis de escalamiento, la funcién de correlacion y el factor de estruc-
tura tienen las formas

Clr) =/ ( - t.)) (32)
S(k.t) = LYg(kL(1)) (3.3)

en donde d es la dimension espacial del sistema, g(k) es la transformada de Fourier
de f(r). Ambas son funciones de escalamiento v no dependen del tiempo.

3.4.1. Coarsening en sistemas binarios y ternarios

Los modelos empleados para estudiar la dindmica de ordenamiento, son muy
variados ¥ como va se mencioné anteriorniente se clasifican esencialmente en dos
tipos: niodelos con parametro de orden conservado {que cumplen con las ecuaciones
dindmicas de tipo Cahn-Hilliard) v no conservado (que cumplen con ecuaciones de
tipo Allen-Cahn o Ginzburg-Landau[20. 19. 25]).

Dentro de los modelos no conservados. como la ecuacion de Ginzburg-Landau
gue pucede modelar un sistenia ferromagnético con fases uniforines|9]. el parametro
de orden cs cscalar. La ccuacién de Ginzburg-Landau muestra un crecimiento de la
forma L(t) ~ t*/2. en todas las dimensiones espaciales.

En otro estudio sobre mezclas ternarias[31]. se modelan las microemulsiones me-
diante la ecuacién de Ginzburg-Landau dependiente del tiempo acoplada a las ecua-
ciones de Navier-Stokes para introducir los efectos hidrodindmicos del sistema. En
este modelo los componentes de la mezcla: aceite. agua v algin tensoactivo, se descri-
ben mediante pardmetros de orden couservado v un campo vectorial. El pardmctro
de orden ¢ representa la diferencia de concentraciones del agua v aceite. el otro
parametro de orden p representa la densidad local del tensoactivo y el campo vec-
torial © es la velocidad de la mezcla. Uno de los resultados de este trabajo es que
se obtiene una ley de crecimiento para la longitud caracteristica del campo escalar
p de la forma es: L(1) ~ /2.
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3.4.2 Resultados para el modelo de las ecuaciones Ginzburg-Landau y
Swift-Hohenberg acopladas

Otros modelos conocidos con parametro de orden conservado. utilizados para la
modelacion de la dindmica del fendmeno de la descomposicion espinodal en siste-
mas binarios (v ternarios) muestran una ley de crecimiento diferente. En mezclas
binarias, se observa una ley de la forma L(t) ~ ¢/3[9. 32]. Otros trabajos, sobre des-
composicién espinodal en sistemas ternarios bidimensionales y con dos parametros
de orden conservado. reportan una ley de crecimiento 1(/) para las diferentes casos
(fases hexagonales de puntos y laminares de ravas) con forma: L(1) ~ 1/3[6. 7].

E]l modelo de Swift-Hohenberg es con parametro de orden no conservado. pero
debido a la naturaleza no uniforme de las fases. se observan leves de crecimiento
diferentes a ('/? |10]. Los patrones de rayas se ordenan mds lentamente. con una
dinamica que depende del pardmetro de control £ (ver ec. (1.9)). (cambiamos la
notacioén de € por —+, en el modelo de la presente tesis). Cuando ¢ < 1. se obtiene
una ley de crecimiento para la longitud de corrclacion: L{t) ~ 113, L(#) es la escala
donde las rayas se ven paralelas. orientadas en la misma direccién. A cscalas mu-
cho mayores que L({), la orientacién de las rayas es aleatoria. Cuando ¢ es mavor
(= 0.5) el patrén va no cambia mucho al transcurrir el tiempo (L(7) =~ {° para
escalas de tiempo grandes). Esto significa que si = es alto, entonces el patrén del
sistema adquiere un estado vitreo (un estado desordenado a grandes escalas y que
no evoluciona).

El estudio de la dindmica de mezelas binarias bidiniensionales en las cuales se
agrega un tensoactivo, como por cjemplo acrosoles solidos, espumna de liquidos.
suspensiones. emulsiones o microemulsiones. pueden ser tratados mediante mode-
los de Ginzburg-Landau dependientes del tiempo con dos pardmetros de orden
conservados[29]. Més a0n, para el caso de microemulsiones (una mezcla ternaria
formada, digamos, por aceite, agua y jabén) donde la diferencia de concentraciones
de aceite v agua se denota por v y la concentracion del tensoactivo por p. los domi-
nios crecen con una ley caracteristica muy lenta: L{1) ~ Int [29]. Adicionalmente,
en el mismo trabajo se descubre la existencia de la fase de mojado a lo largo de las
interfases.

En [30]. se estudia el modelo de dos parametros de orden de |29] con ecuaciones
dindmicas del caso no conservado. Nuevamente. los resultados reportan una Jev de
crecimiento para la longitud caracteristica de la forma L(t) ~ Int. Dado que se
acumula el tensoactivo entre las dos distintas concentraciones de la mezcla binaria.
estos resultados muestran que los tensoactivos modifican la dindmica de la interfases.
Las leves de erechimicnto se vuelven nids lentas.

3.4.2. Resultados para el modelo de las ecuaciones
Ginzburg-Landau y Swift-Hohenberg acopladas

Resolviendo nuinéricamente Jas ecuaciones (2.25) v {2.26). con el método de
la transformada de Fourier discreta. se calcula el promedio circular del factor de
estructura S(k.t) a |k fjo tanto para ¢ = u como para o = . Se define < k(t) >,
como [32]: < k >,= [dkS(k.()k/ [ dKS(k.t). Se espera que < k(/) >, escale como
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1/L(t) donde < k(t) >, esta dado para el factor de estructura del campo wu. i.e.[9]:
(3.4)

y que < |k — k| >, dado para v (cuando se trata de una fase modulada de numero
de onda kp), escale también como 1/L(t)|27. 10]. Es decir:

1

MO ekl >y

(3.5)

donde < [k — ko| >,= [dk < |k| — ko, > S(k.t)/ [ dES(k.1).

Empleando los datos obtenidos a partir del factor de estructura 5(1; 1)y los datos
del promedio circular para los campos u v v (< k(1) >, v < |k —k,| >,). se obtienen
los datos para calcular la longitud caracteristica de crecimiento L(t) dadas por (3.4)
y (3.5). respectivamente para los campos u v v. Estos datos correspondientes a L(1).
se ajustan mediante minimos cuadrados como: L(1) ~ bt“ donde a y b son parametros
calculados durante el ajuste. La curva btY es una mejor aproximacién en el mejor de
los casos. pero nos permite calcular un pardmetro a para poder compararlo con los
exponentes 1/2 y 1/3 de las leves tipicas mencionadas anteriormente.

Resultados para el patrén del tipo A

Los factores de estructura para ¢l patréon del tipo A, s¢ mucestran cn las graficas
a) v b) de la figura 3.27. para los campos u ¥ v respectivamente. sobre un promedio
de diez corridas independientes a distintos tiempos variando t entre 1000 a 10000.
tomando incrementos de 1000 (también se calcularon los factores de estructura en
multiplos de tiempo de 100). La curva de crecimiento para la longitud caracteristica
obtenida para el campo u se muestra en la grafica a) de la figura 3.28. Se obtiene
aproximadamente: L(t) ~ t® con ¢ = 0.2 £ 0.05 (v un errvor de ajuste del 3 por
clento) para 1 < 1000 v una ley mds lenta para ¢ > 1000. La curva de crecimiento
obtenida a partir del ancho del {actor de estructura del campo  se expone en la
grafica b) de la figmra 3.28 v toma la forma: L({) ~ t* donde a = 0.1 & 0.05 (con
un error de ajuste del 5 por ciento). Entonces. las relaciones (3.4) v (3.5) llevan a
dos resultados diferentes. Existen varias escalas caracteristicas en el sistema, que
no obedecen la hipétesis de escalamiento dindmico, y los exponentes encontrados
son menores que 1/2 v 1/3. Especulamos que el término de acoplamiento al tomar
valores de ¢ # 0. hace que el campo v adquiera modulaciones espaciales. las cuales
tienen el efecto de un potencial de bloqueo desordenado. Entonces. este potencial
actia bloqueando las interfases localizadas entre las dos fases del campo .
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Swift-Hohenberg acopladas

ol— H
0 0Cy 0Y 03 02 025 03 035 0& 04s

Figura 3.27: Las gréficas a) v b) corresponden a las curvas del factor de estructura
del patrén del tipo A para el campo w(r.y) v ©(x,y) respectivamente

a) . b)

In [L(t)]
In [L(1)]

" In"xft) i ® |n"xft) b
Figura 3.28: Curvas de crecimniento para el patrén del tipo A. La grafica a) repre-
senta un ajuste por minimos cuadrados de los datos correspondientes al factor de
estructura para el campo u. El exponente a ~ 0.2 £ 0.05 v v corresponde a la curva
1. El error de ajuste es 3 por ciento para a. La grafica b) representa un ajuste de
datos del factor de estructura del campo v. La curva de ajuste es 1 con exponente
a =~ 0.1 £0.05. El error de ajuste es 5 por ciento para «.
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Resultados para patrén del tipo B

Un comportamiento similar se muestra para el caso del patrén del tipo B, (figura
3.29). El factor de estructura presentado en las graficas a) y b) de esta figura para
u(z,y) v v(z,y). se caracteriza por una ley de crecimiento aproximadamente dada
por: L(t) ~ 1" con a = 0.2 para e] campo u donde el error de ajuste cometido para
a es el 2 por ciento. y L(t) ~ t* donde a = 0.1 para el campo v con un error de
ajuste cometido del 2.5 por ciento, las cuales sc grafican cn las figuras 3.30 a) y b)
respectivamente. Estos resultados, como los del caso A, muestran entonces que el
sistema tiene una dindmica mucho més lenta que la reportada hasta el momento en la
literatura en sistemas binarios con pardmetro de orden conservado (L(t) ~ t1/2). Una
posible interpretacién es que el acoplamiento para € # 0 hace que las estructuras
interfaciales en el patrén u estén f{dcilmente bloqueadas por las modulaciones del
campo v, que actian como un potencial desordenado de bloqueo.

o o _a W b)

q

o2

| —
I - 06 Y 2 ¢
0 c@. ¢r g1 02 625 3 03 0¢ 0¢ R'_ko

Figura 3.29: Las gréficas a) y b) corresponden a las curvas del factor de estructura
del patrén del tipo B. de los campos u(x, y) v v(x, y) respectivamente.

Resultados para el patrén del tipo C

En otro trabajo{6]. para el caso de campos escalares conservados en sistemas de
mezelas ternarias, se mostré la existencia de patrones con puntos, formando una
fase hexagonal policristalina con domintos de longitud caracteristica creciendo de la
forma L(t) ~ t*3. Como va se habia mencionado anteriormente, en este trabajo el
patrén del tipo C se caracteriza por la formacién de fases hexagonales (ver figura
3.7). La figura 3.31 a) muestra las curvas del factor de estructura del patrén corres-
pondiente al campo u(x,y). las cuales son practicamente independientes del tiempo:
L(t) ~ t* con @ = 0.03 £ 0.005 en donde €l error de ajuste es del 8 por ciento. para
I > 100 (ver Hg. 3.31) ¢). Las curvas corresponden a promedios sobre diez corridas
independientes hasta escalas de tiempo de / = 10000 mnidades. Asi mismo. en la
gréfica b) nuevamente se deja ver las curvas del factor de estructura correspondien-
te al campo v(xr.y) v la grafica d) muestra la lex de crecimiento asociada para la
longitud caracteristica. L(t) ~ t* donde a = 0.03 £ 0.005 con un error de ajuste
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3.4.2 Resultados para el modelo de las ecuaciones Ginzburg-Landau y
Swift-Hohenberg acopladas
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Figura 3.30: Curva de crecimiento para ¢l patrén del tipo B. La grafica a) 1cpre-
scnta un ajuste por minimos cuadrados de los datos correspondientes al factor de
estructura para el campo u. La curva de ajuste es t* con ¢ un exponente a = 0.2.
El error de ajuste es 2.2 por ciento para a . La grafica b) representa un ajuste de
datos del factor de estructura del campo v. La curva de ajuste es t* con exponente
« = 0.1. El error de ajuste es 2.6 por ciento para a.

para ¢l pardinctro a del 9.5 por ciento. Estos resultados muestran que el sistema se
encuentra en un estado de dindmica extremadamente lenta. Los estados desordena-
dos son mctacstables o vitreos (congelados). Especulamos que tal comportamiento
se debe a que las interfases que separan los dominios con u > 0 de los dominios
de u < 0 quedan blogueados por los puntos del patrén hexagonal de v. Los puntos
actian como barreras de potencial que impiden el avance de las interfases.
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Figura 3.31: Las grdficas a) y b) corresponden a los lactores de estructura del los
campos u(.y) y e(r, y) respectivanmente para el patrén del tipo C. Los correspou-
dicntes ajustes mediante minimos cuadrados de los datos de 1a longitud caracteristica
L(t) para los campos u v v. se muestran en las graficas ¢) v d) en In — In. Se hace el
ajuste de datos mediante la curva (¢ con un exponente a = 0.03 £ 0.005. El error en
el ajuste para a es del 8.5 por ciento. Para el campo v, la curva de ajuste 1 tiene
exponente a = 0.03 £ 0.005. El error cometido es del 9.5 por ciento para a.
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Resultados para los patrones tipo D y E

En los dos patrones restantes (patrones del tipo D v E). el andlisis del factor de
estructura para el campo v(z,y) no da mucha informacién dado que aparece una
solucién uniforme. Sin embargo, para el campo u(x,y) se puede seguir calculando
el factor de estructura para ambos tipos de patrones. Los resultados del factor de
estructura del campo u(z,y). para el patron del tipo D sc inuestran en la grafica a)
de la figura 3.32. En la grafica b) de la misma figura sc uiuestra su correspondiente
curva de crecimiento obteniendose aproximadamente: L(t) ~ {* donde a = 0.3 con
un error de ajuste para este exponente del 2 por ciento. Ademaés. los resultados del
factor de estructura del campo u(z,y) para el patrén del tipo E. se muestran en
la grafica a) de la figura 3.33. La grafica b) muestra su correspondiente curva de
crecimiento: L(t) ~ {* con a = 0.5 £ 0.05 y se obtiene un error de ajuste para a
del 8 por ciento. Tal curva de crecimiento para L(t) resulta ser mas rapida que las
anteriormente encontradas.

Como lo muestra la figura 3.26. las interfases del patrén E (¢ = —0.55), tienen
una tensién superficial bastante alta, lo cual explica el valor de] exponente cerca de
1/2 encontrado, tipico de Ginzburg-Landau. El patrén D. sin embargo, esta en la
frontera de la regién IV (fig. 3.1-b)), correspondiente a valores de |¢| mas pequerios:
de la figura 3.26, podemos ver que la tensién superficial es muy baja en esa region.
lo cual puede explicar el exponente 0.3 < 1/2 encontrado.

Para corroborar estas leves de crecimiento. determinamos para los patrones D
v E la longitud total £ de las interfases. cantidad que decae en el tiempo. Las
interfases se pueden visualizar en las graficas a) y b) de la figura 3.19 y las graficas
a) v b) de la figura 3.23. Las graficas a) v b) de la figura 3.34. muestran £ obtenida
a partir del analisis de los histogramas asociado a los valores tomados por el campo
v(x.y). El andlisis de tales histogramas consiste en contar numéricamente en cuantos
lugares para un tiempo t fijo se encontré un valor de la concentracién determinado
para v entre los intervalos —0.35 < v < 0.35 (para ambos tipos de patrén D v
E). La curva de decaimiento de la longitud L(t) de las interfases encontrada toma
la forma: £(/) ~ 1* donde a = —0.3 con un error de ajuste para este exponente
del 4 por ciento, correspondiente al patrén del tipo D; v L{1) ~ {“ con 0« = —0.4
para el patrén del tipo E (el error de ajuste encontrado para a es del 7 por ciento).
Encontramos aproximadamente que £{{) o L(t)™’ como es de esperarse, debido a
los argumentos geométricos de escala |9, 101.

Concluimos que los patrones uniformes con tensién superficial baja, como en
el patrén D, crece més lentamente que t!/? para los tiempos considerados. Estos
resultados son cualitativamente similares a los de |30. 28. 8] obtenidos con modejos
distintos. pero nuestra curva de crecimiento /%% no ha sido observada anteriormente.
En [30]. por ¢jemplo se reporta un crecimiento logaritmico en el tiempo para L(7).
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Figura 3.32: La grafica a) corresponde a las curvas del factor de estructura para
el patrén del tipo D. El ajuste por minimos cuadrados de los datos del factor de
estiuctura, para la ley de escalamiento se inuestra en Ja grafica en In —In b). Para
el campo w, la curva de ajuste /* para los datos de L(f). da un exponente ¢ = 0.3.
El error cometido es del 2 por ciento al ajustar a.
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Figura 3.33: La grifica a) corresponde a las enrvas del factor de estructura para
el patrén del tipo E. El ajuste por minimos cuadrados de los datos del factor de
estructura, para la lev de escalamiento se muestra en la grédfica en In—In b). Para
el campo w. la curva de ajuste ¢” para los datos de L(/). da un valor del exponente
a = 0.5 % 0.05 El error cometido al ajustar los datos para el exponente a es del 2

por ciento.
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Figura 3.34: Las graficas a) y b) corresponden a ajustes por minimos cuadrados de
la longitud total de las interfases L£(t) para los casos D v E. Para el campo u del

caso D. la curva de ajuste #¢ para los datos de L(f). da un exponente ¢ = —0.3,
con un error cometido del 4 por ciento para a. Para el campo « del caso E. la curva
de ajuste 1% para los datos, da un exponente a = —0.4. con un error cometido al

ajustar a del 3 por ciento.
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Capitulo 4
Conclusiones

En nuestro trabajo estudiamos un sistema de ecuaciones de Ginzburg-Landau y
Swift-Hohenberg acoplado. Estos sistemas por separado son conocidos por formar
fases uniformes v modulados. respectivamente. Obtenemos formacién de patrones
similares a los estudiados en peliculas de materiales ferromagnéticos [18, 9] (regién
I del diagrama de la figura 3 a)). También, encontramos otro tipo de patrones simi-
lares a los cucontrados en modelos de reaccidnes quimicas v peliculas de materiales
con cstructuras vitreas[l, 6, 7, 10] (regiones 11 v IV de la figura 3 b)). Y final-
mente. reproducimos patrones con morfologia similar a los obtenidos en modelos de
microemulsiones[29. 30] (regién 11 de la figura 3 a)).

Los patrones del tipo A v B. son muy similares. Forman dos fases para el campo
u. conpuesta de dominios de fases positiva v negativa (manchas negras y blancas)
ligeramente moduladas. También forman un campo v formado por rayas, con dos
microfases. una con v > 0 u otra con v < 0. Las diferencias entre los patrones del
tipo A v B son: los patrones del tipo B tienen mavor densidad de puntos que los del
tipo A. y B también tiene fases uniformes estables.

Por otro lado. el patréon del tipo C para el campo v también tiene dos fases: una
positiva v una negativa. las cuales se encuentran completamente separadas por una
fase de mojado. Debido al acoplamiento estas dos fases estan ligeramente moduladas
por el campo v. El campo v forma una fase hexagonal. La evolucién temporal de
este patrén es extremadamente lenta, es decir no cambia la forma al transcurrir e)
tienipo {ver Agura 3.8).

Finalmente, los patrones del tipo D v E tienen dos fases uniformes simétricas
(positiva v negativa), para el campo u. sin modulaciones. El otro campo es uniforme
(o > 0). pero presenta estructuras localizadas puntuales v rayas aisladas (" espague-
tis") con v < 0. Lstas estructuras se encuentran en las interfases entre dominios de
u 2~ constanle. produciendo una disminucién de la tension superficial. En ¢l patiron
el tipo D, estas estructuras estédn también presentes en el bulto. Ademas. la fase
interfacial con v < 0 no siempre estd presente eun las fronteras entre dominios. de-
jando huecos a lo largo de las interfases. Una diferencia significativa en el patron del
tipo D v E. es que la densidad de ravas v puntos en D es mucho mavor que en E.
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asi como la forma en que se encuentran conectadas las interfases, cuya forma es de
mayor complejidad en D que en E (ver figuras 3.11 y 3.13).

Analizamos las estructuras interfaciales en los patrones del tipo D ¥ E. Se en-
cuentra que el campo v forma una bicapa en las interfases, de manera analoga a los
lipidos en soluciones|3].

Otro resultado hnportante cs ¢l ¢daleulo de la tension superficial o, empleando
una interfase plana que separa dominios con n & Fug. Cuando ¢ = 0.2, ¢ = 0.02.
un valor mas de 30 veces menor que la tensién interfacial dada por el modelo de
Ginzburg-Landau con un solo pardmetro de orden (¢ = 0). Resultados similares se
encontraron en la literatura[28]. aunque, a nuestro conocimiento, no se entiende esta
propiedad de manera analitica.

Estudiamos para los patrones A, B, C, D v E. la dinamica de ordenamiento a
partir de estados completamente desordenados. Esa dindmica es mas compleja que
en los modelo de Swift-Hohenberg y Ginzburg-Landau desacoplados. En los patrones
del tipo A v B para el campo u. la Jongitud de escala crece aproximadamente como
L(t) ~ t%2. es decir. es mas lenta que las leves de escalamiento tipicas reportada
por la literatura para fases uniformes(9. 32, 6, 7. 29. 30]. También en la formacién
del patron del tipo E para el campo u. se encuentra la forma L(t) ~ t%°, curva de
crecimiento que coincide con la ley de escalamiento estdndar para Ginzburg-Landau.
A valores mas pequenos del acoplamiento |¢| (patrén D), la tension superficial decae
y la curva de crecimiento es L(t) ~ t*3. Finalmente sefialamos que el crecimiento de
las longitudes de correlacion en el patron hexagonal del tipo C es practicamente nulo.
Estas leyes de crecimiento no estan bien entendidas v no presentan escalamiento
dindmico. Un estudio de la dindmica de interfases en los casos mencionados deberia
motivar una investigacién futura.




Apéndice A

Calculos matematicos

A.1. Analisis de estabilidad de las ecuaciones
de Ginzburg-Landau y Swift-Hohenberg sin
acoplamiento

Las ecuaciones de Ginzburg-Landau v Swift-Hohenberg en campo nulo para el
caso desacoplado son:

U= —ou+ Vi - u?

(A1
==y — (V24 1)%r — (A1)

Para iniciar el analisis de estabilidad. es preciso partir del las soluciones ug v o €n
las que se encuentra al sistema en el estado estacionario v con uniformidad espacial.
Las ecuaciones (A.1) se reducen a:

0= —aug — ug (A.2)
0= —(5+ vy — v3 (A.3)

Por lo que al realizar factorizaciones en estas ecuaciones se obtiene:

0 "'”2'2) '—'U,(](a"‘ Ug) =>|up = 0lv Uy = +v - sl S 0‘ (AL\4)

AOTEY (v + 1)+ 1dl= 10 =0] V vg = £/—(y+1) siv< -1 (AS5)

Ahora, aplicando al sistema una peqnena perturbacién espacialmente periédica:

i

1 )=u0+(5u
v

T_:Z
) = 1g + Or

{
[ (A.6)
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donde du = dugexp (ot+iE-f’) y dv = dugexp (ol + zEf) Al sustituir en las
ecuaciones (A.6) en (A.1). obtenemos despues de linealizar:

%(611) = —k%u — (o + 3u3)6u.

Zid—t(év) = —(1 = AH)26v — (5 + 3ug)dv.

Ecuaciones que se transforman en las relaciones de dispersion:

oCN(E) = —a — k? —- 3u3. (A.7)
oM(k) = —y — (1 — k%)% = 315, (A8)
Empezamos con la relacién de dispersién de Ginzburg-Landau. Una solucién uni-

forme ug es estable si se cumple 0“X(k) < 0 Vk. « siempre fijo. Las ecuaciones de
dispersién correspondientes a cada solucién uniforme u,. son:

oM (k) = —a — K si up = 0. (A.9)
U(CL)(k) =2 — }'42‘ s] Uy = :t\/-—z, (a < 0) (AIO)

Ecuaciones que al graficarlas respecto de & v manteniendo a fijo, dan las graficas a)
v b) de la figura A.1, respectivamente. En conclusion, Ja solucién del sistema ug = 0
cuando «« > 0, es estable: v cuando o < 0. up es inestable. Adicionalmente, si v < 0,
1y = +£+/—a siempre es estable.

Para las dos soluciones (A.5) de la ecuacién de Swift-Hohenberg, se obtienen las
siguientes relaciones de dispersién:

LU(SH_)[I‘”): _77_(1_/{? st v = 0. (A11)

k) = —(1 - k24 29+ 3] siw=tV—(7+1). (v<~1)  (A12)

—

y cuando se grafican respecto a k y ~ se mantiene fijo, dan las gréficas a) v b) de la
figura A.2. Para 19 = 0. si v < 0. existen nimeros de onda en la vecindad de A =1
que son inestables (mientras o7 (k) < 0. Vk si y > 0).

Por otra parte, las soluciones vp = 44/ —(7 + 1) son estables si 2~ + 3 < 0. es
decir, si 4 < —3/2. v son inestables si —3/2 < ~ < —1. Por lo tanto. no existen
soluciones de patrones estables en el intervalo —3/2 < v < 0. sino patrones de rayas.
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A.1 Anadlisis de estabilidad de las ecuaciones de Ginzburg-Landau y
Swift-Hohenberg sin acoplamiento

) 05 k 15 2
Figura A.1: Las curvas de la grafica a). corresponden a la relacién de dispersion
dada por la ecuacién (A.9) para valores de a = —0.35, 0, —0.35. Las curvas de la
grafica b), corresponden a la relacién de dispersiéon dada por la ecuacion (A.10) para
valores de o = —0.35, 0, —0.35.

[ 05 5 2 o 0.5

5

Ejek

Ejek '
Figura A.2: Las curvas de la gréfica a). corresponden a la relacién de dispersién dada
por la ecuacion (A.11) para valores de a = —1. —3. —5. Las curvas de la gréfica b).

corresponden a la relacién de dispersion dada por la ecuacién (A.12) para valores
de v = -1 =3, =5. - 0.35.
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A.2. Analisis de Estabilidad para Pequenas Osci-
laciones

Este tipo de analisis consiste en determinar la solucién del sistema con pequenas
perturbaciones. anadiendo a las soluciones uniformes, un término perturbativo:

(A.13)

donde 8U v 8V dependen del tiempo v se tienen que determinar. Para esto, es
necesario sustituir las ecs. (A.13) en (2.5) v despreciar los términos de orden mayor
a ol (1). 8V (1). El resultado de tal Jincalizacion cs:

—Cli( .U(t))e"‘;'r_ = — (a + e + 3uf — V?) CE'FéU(t) - euoe";"UV(t)
o ) ] ) (A.14)
SOV(M)eRT = —eune U (1) - («; FA(V241)7 4 31-3) eV (1)

Este sistenia de ecuaciones se pueden escribir en forma matricial. Definimos el vector
de variacién infinitesimal R = (U (1).6V (1)) v se obtiene que:

d, =7 - - - .
T (ORT exp k- 7) = |, (677 ) exp (ik - 1) (A.15)
con €] supraindice T significando la transpuesta del vector. y:

— (o + evg + 3ud — V?) —cuy
J| = ) 2 ) (A.16)
Total —euy - [7 +A(Ve+1)" + 3v0]

con (ug. vg) raices del sistema cuyos valores estan definidos por los valores del cuadro
2.1. En el caso k = 0 (perturbaciones uniformes). la ecuacién (A.16) se reduce a:

(= (o + evy+ 3ud) —cup A S
J‘(uo.w) - ( *620 0 3 [(, N )\) . 31:(?)]) — (g” gv> (A.17)

Eliminando las exponenciales a ambos lados de la ecuacién (A.15) v sustituvendo
SN Totat POT J|(ug.)- S implica que:

i(o‘ﬁf) =J

BT
ol oR )

l(uo.ro)(
Con la finalidad de resolver esta ecuacién se propone una solucién de la forma: 6 R =

(OU (). 0V (1)) tal que: SU(1) = Su,exp(at) v 6V (1) = dv, exp(ot). La ecuacién
caracteristica para cncontrar los cigenvalores o del sistema es (ver apéndice A.3):

‘(o 0\ (—(0-1-61'0 4 3u?) —€up _0
0 o —€up [+ N+ 3L(Q,]) e
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que da los siguientes valores propios:

] ] z

o= |=Tr(J + =~Tr|J —|J
2 (wo,v0) 2 (no.v0) (uo,v0) (A 18)
1 1 ’

o= |=Tr | J - ~Tr|J —|J
2 (uo0,v0) 2 (uo.vo) (uo.vg)

donde
Tr (JI(HO:UO)) = fu+ ge=—(a+v+ A+ evo+ 3(ud+v3)) (A.19)

|J|(UO:1,0)| = fuf — Ju9u = (a+ evo + 3ud) [(v+ A) + 3ug| — fuy  (A20)

Si los puntos fijos son estables. tenemos que 0y < 0y 07 < 0. es decit:T7(J|(yg.0)) < 0
y Det(J|(ugue)) > 0. Pero con la convencién oy > o5, entonces los puntos fijos se
vuelven inestables si o) = 0. Por lo cual: Det(J|wom)) = 0y T7(J|(uore)) < O
(para mas detalles sobre estos resultados ver ecuaciones (A.32)). De hecho. estamos
interesados en la Gltima condicién pues esto es lo que garantiza encontrar valores
criticos de los pardmetros de control, para obtener formacién de patrones.

Por otro lado, para k # 0 la ccuacién (A.16) se escribe como:

(10
C\0 K* -2
(ug.vo)

donde Jl(uo vo) estd definido por la ecuacién (A.17). Entonces la soluciones a este
sistema son de la forma:

JTOLal =J

U (t) = duyexp (o1t) + duz exp (oat).
IV (1) = dvyexp (011) + dvgexp (oal).

con las constantes o, y 09 los valores propios de la matriz .Jr,,. quc son solucién
dec la ccuacion:

o 0\ [—(a+evy+ 3uf) — €U L] 0 _0
0 o —eup — (v + A) + 393 0 k2—2/|7

Y nucvainente, al resolver esta ccuacion sc obticue que los valores propios se trans-
forman a:

oy (k) = [%Tr (.]

) + k(1 - k?)] +

2

1
i \/[§T7 (l | (uo.'vo)) +k?(1 B AQ)} - { ‘J|('“0'U°)
oalk) = [;T (J ()) R - "‘Q)} j
2

B s {1
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APENDICE A. CALCULOS MATEMATICOS

Notese que cuando k£ = 0 recuperamos las ecuaciones (A.18). Al observar deteni-
damente las ecuaciones anteriores, se tienen que o0,(k),02(k) pueden ser reales o
complejos. Por lo que se tienen los siguientes casos:

[%TT ('ll(uo.vo)) + k'2(1 - k‘g)]g_
—{ }J‘(“Ovvo)
[%Tr (”(uwo)) + K21 - kg)r_

_{ ‘”(uo,vo)

Por otro Jado. para encontrar Jos estados inestables del sistema. para el caso

o (k),on(k) € R Tr (Mrow) <00 Del (] 7orat) = 0. (A.23)

— K [(2 — k(K = f,) + g,

} > 0. Vo). o) R, (A21)

_ A;?[(Q — k(K = [,) +!/1;:| } < 0. Vo). o\ eC (A 22)

y para el caso

or(k),o1(k) € R: Tr(Jlrowm) =0: Det(J|roiar) < 0. (A.24)
partiendo de la ecuacién (A.21) v empleando las condiciones (A.23) se obtiene:
0= ‘,l (wova) <k2[(2-k?)(k? = )+, Es facil demostrar que la dltima designaldad
se puede transformar en: —¢,. < (2—k2)(k? — [,) pero, como se cumple la cenacién

(A19) y Tr (J‘(uo'ro)) < 0, entonces se tiene que f, < (2—k?)(k? — [,). de lo cual
se implica que:

fu <K?

1

2- 4 Vo, (k). o (k) € R. (A.23)

3 — k2
Si ahora se parte de la ecuacién (A.22) v se emplean las condiciones (A.24). se llega
a que K[(2—k2)(k? — f,) < {Jl(uo.uo)"

Tr (J (uo‘_uo)) = [, + ¢, = 0, entonces se puede demostrar que la Gltima desigualdad

se transforma en g2 — [k*(k* — 3)]g, — [guf. + K2(K? — 2)] < 0. La solucién es la
siguiente:

| 2
e < %1«2(1.-2 - 3)+\/_qu/1.+k2(/\-2 - QH(%A-?(I.:?—?))) . Yo, (k). oy (k) €C

Pero como se cumple la ecuacién (A.20) v

(A.26)

‘ _ > 1
4o > %k%k?—3)—\/guf‘-+k2(k2—2)+(§k2(k2a3>) et ec,

(A.27)
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A.3 Clasificaciéon de estabilidad de las soluciones: valores propios y su
jacobiano

A.3. Clasificacion de estabilidad de las soluciones:
valores propios y su jacobiano

Sca un sistema dindinico bidimensional:

= f(z.y)

A28
v =g9(z,y) (4.28)

con [ v g funciones continuas vy derivables de clase (? conocidas, con un punto fijo
f(z*.y*") =0 v g(x".y") = 0. Estudiamos la estabilidad del punto (z*,y") buscando
soluciones (z,y) de la forma:

=1y  +dz(1)
y =y +0y(l)

en donde dx (1) v dy(1) son pequefias perturbaciones.
Como la funcién d:x(/) satisface:

d
0F = —
* (1/(51)
al igualar esta ecuacién con la primera de las ecs. (A.28). v desarrollar en serie de
Taylor alrededor del punto (z*.y*). se tiene:

S (62) = S+ 520y + 5y(0)
)
[ (a .,I/)+a—l_ (T-J,.)él(/)%_ By (I‘_y.)57/(/)+0(6.l )+ O(6y°)
- @@
— (b)) = | == 8 - q
= di( ) (1 (= v * dy (a,_y.){)‘/

Ademds, por un procedimiento completamente analogo al anterior. se puede demos-
trar una ccuacion similar para y en la vecindad del punto (z*.y*). Por lo tanto. se
obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales lineales:

d af af
—((5.1:) = (—) dr + (—) dy
dt ks (v*y7) ay (x7.y7)
d,. g dg A
—(Oy) = <—> do + <—> oy
dt Ox (x=y%) By (ry7)
Ecuaciones que se pueden escribir como:
(%(MT) = J*(677) (A.29)

85



APENDICE A. CALCULOS MATEMATICOS

donde 67 = (8x,8y) v el supraindice T significa la tanspuesta del vector. J* es la

matriz jacobiana:
3 3
ro(en @)

99 9

(ar)i(z‘.y‘) (a‘y |(1‘=y‘)
Por simple inspeccién de la ecuacién (A.29), se puede concluir que es una ecuacion
vectorial diferencial de primer orden. Se propone una soluciéon de la forma:

07 = (dxrexpol,dyexpot) = (dx.0y)expol

Asf, al sustituir esta solucién en la ccuacién (A.29) sc obtiene que: 0877 = .J* (477 ).
Este sistema tiene solucién distinta de la trivial (cero). si se cumple la ecuacién
caracteristica: ‘01 — J*| = 0. Por lo que, se obtiene:

o —Tr(J)o + {J| =0

o4 = %Tr(J‘) + \/BTT(J*)} -

Js (A.30)
1 1 :
o_ = §Tr(J*) - {§Tr(J‘)] — |77 (A.31)
Y de las ecuaciones (A.30). (A.31) se obtienen:
0++0_ :Tr(]') (A 32)

Ji

040_ =

Ahora bien. debido a la forma de las ecuaciones (A.30) v (A.31) es necesario consi-
derar cuando o4 son reales o complejas. Para el caso en que 04 € R debe ocurrir que
[Tr(J")/2]? = |J*] > 0. v para el caso o+ € C se cumple que [Tr(J*)/2|> —|J*| < 0.
En el caso de valores propios complejos o, v o._ son complejos conjugados y se
obtiene:

R(oy)=Tr(J")/2=R(0-).
S(o4) = VI = [Tr(J)/22,
S(o-) = =V = [Tr(J)/2]2

Hay por lo tanto dos maneras mediante las cuales el punto (x*.y*) se puede volver
inestable. Si 0. € R. (2%, y*) es estable cuando 0, <0 v o- < 0. Con la convencion
o > o_. (o7, y7) se vuelve inestable si o, = 0. lo que implica: |.J*| =0 (v Tr(J*) <
0). Siox € C. (x7. ") se vuelve inestable cuando R(oy) =R(0) =0.0: Tr(J")=0
(v [J7] > 0).
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para el sistema GL-SH[27]

A.4. Deduccién de las ecuaciones aproximadas en
el espacio de Fourier para el sistema GL-
SH[27]

En adelante se presenta un esquema numérico del sistema Ginzburg-Landau v
Swift-Hohenberg acoplado (GL-SH), mediante el empleo de la transformada com-
pleja de Fourier. El sistema a resolver es:

= —ou —cur + Viu — u? (A.33)
(== — (V24 1) - %_“2 —® (A.34)
Tal resolucién se Hevard a cabo mediante el método de Ja transformada de Fourier.
La ventaja al resolver mediante este método las ecuaciones (A.33) v (A.34), es que la

parte lineal del sistema se obtiene muy facilmente en el espacio de Fourier. Definimos
las transformadas de Fourier de v v v como:

w(q.t) = /_oo exp (—1¢ - Z)u(Z, )d*z

.;,(q“7 /) — \/_:’0 exp (—i(j'- ;f)'l'(f, l.)(/s.”ﬁ

x

Y sus respectivas transformadas inversas de Fourier son:

u(Tl) = — /_oc exp (iG - £)a(g. 1)d%q

o

v(F.1) = i/x exp (i§- T)0(q, 1)d3q

oG

Se obtienen las derivadas con respecto del tiempo de las transformadas de Fourier
de w v o .
U= —(a+¢*)u(g.1) — e(vu)(g.1) — u3(g 1)
donde ut es la transformada de Fourier de uv.
Por otro lado. se obtiene de la ecnacién (A .34):

€ ~ -~

t= (v + =g ) - 3@ 1) = (G 1)

Por lo tanto. el sistema acoplado Ginzburg-Landau y Swift-Hohenberg en el espacio
de Fourier es:

1(g.1) = —(a +¢2u(@.1) — e(Fa)(qg. 1) — u3(g,1) (A.35)
T(g.1) = —(v+[1 - ¢P)u(g 1) - ‘562(@ 1) —v3(q.1) (A.36)
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2 (@@ Dexpl(a+ @)]) = = [«@D@G 1) + w37 )| exp (@ + )]

Por lo cual al integrar ¢l Gltimo resultado en el intervalo [/, 7o + Af], se implica que:

o+ AL 1o+ At
wgieeler | == [ (@@ 0@0] exelia

to 0

Y por lo tanto, al despejar (4. 1) de la pasada ecuacién sc obticne:
(g, lo + At) = u(q. 1) exp [~ (a + ¢*)At]—

to+At .
—exp [=(ov + ) (o + A / [e(ffﬂ)((i, 1)+ u3(q.1)] exp [(e + q?){](lt (A.37)

lo

Esta ecuacién es una ecuacion integral, la cual en lo que sigue serd resuelta numérica-
mente usando un método de Euler mejorado para la parte temporal. Si el incremento
de tiempo At ¢s suficientemente pequéno. los términos no lineales del integrando son
aproximadamente constantes. en el intervalo [{g, {o+At]. Por lo tanto, se obtiene u al
tiempo 1o + At como funcién de 4 para el tiempo to. Denotamos por e, (§. 1o + Af)
a la funcién & obtenida por esta aproximacién. Tenemos:

(a+q?)At

. - (@ N - ~ 1—e
Tremp (G, 1o+ A1) = A(q. to)e™ T T — T e(vu)(, to) +u3(4, Lo) BT (A.38)

Aplicando el mismo razonaniiento a la ecuacion (A.36). se puede demostrar que:

Diemp( . 1o+ AL) = (G, 1)e” OHI=PBe

— =gt )be

v+ [ - g7

- %u (i lo) + v ((/ /0)} (A.39)

Se puede mejorar esa aproximacion de la siguiente manera. Apartir de las ecuaciones

(A.38) v (A.39) es posible calcular Uyemp. Viemp, por transformada répida de Fou-

rier inversa. Se puede obtener uf‘cmp U2,y UternpUlemp Viermy: Y d€ QI 43 e, (G- 1o +

AL) Uy (G 1o + ). Uiy ¥ U 1ernp por transformada directa. Una mejor aproxi-
macién de los términos nolineales en la ecuacién (A.37) en el intervalo [tg. to + Al]
consiste en escribii:

~ ~ Qe pp(To 10 + AL) — u3( 1
u-3((7./):u3(¢j.{0)+ Uenp(q- 1o ) —u ((I. 0)

AL (1 ~to)

v una relacién similar para ut.
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Se obtiene finalmente (g, ¢y + At) como funcién de los campos a timepo iy:

2 ~ 1 - e—(a+q?)AL
17,((7, 1,0 + Ai) = 11((;,10)8—(0+q )AL - |:€'IFII. + 1L3:| ((_i'7 10)7—
—— - . € -1 .
-y { [evtempulemp + u3le'mp:| (G, to + AL) — [ﬁvu + u3} (q. 1,0)}

en donde '@nﬁtlemp v 1% se obtienen a partir de las ecuaciones (A.38). (A.39) con

1

Co= lexp[~(a+ )0 =1+ (o + ") D] (o

Para el caso de la ecuacién (A.36), se puede demostrar de manera analoga:

1 — e~ (rtii-¢?pae

. 6 ~ -~
TG 1o + AL) = @(q, 1g)e~(0TeIAL _ [—u“ruﬂ 7.1
(q, 0 ) (Q. 0) 2 (q‘ 0) N+ [1 _qglg

= Dy { [ 5oy + im0+ 09](G10)
con:
el-CH =20 _ 1 4 (4 4+ [1 - ¢7]?) Ai}
(v+[1 - gDt
Resumiendo. el conjunto de ecuaciones a resolver mediante un procedimiento de
calculo numérico son:

D, =

Q(d. 1o+ AL) =, to)e™ e+ IAL ¢, [ev~u.+ 1;3} (q. 1)
42{ [eﬁlemﬁ -JSlemp} (. Lo+ AL~ [afu + 113} (7 10)} (A 40)

en donde:

] — e-letaa | [el‘("+"2)A'] —1+(a+4q%) At}
o=tz T .
at+q® | ’ (o + )20

B to+ D) =E(Flo)e Dy [ S0 (G to)-
« ~ ~ - €~ ~1,.
_DQ { [ﬁu%cmp'*'vslemp} (q t0+ Ai)—[é'u?_*_'us} (q 10)} ; (A41)

con:

e 1
] — =Pl | {6'““”1‘“2”%” —1+ (1 + 1) A”]

R i B S e e 0.
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Y Ugemp- Tremp dados por (A.38). (A.39) respectivamente. Estas relaciones se iteran
en el tiempo (dada una condicién inicial para u v v) aplicando transformada de
Fourier directa e inversa al calcular los términos nolineales de las ecuaciones (A.40)
v (A.41).

Este método es eficiente porque es numéricamente estable hasta pasos At de
orden 1, mucho mayores a los valores del método de Euler simple. En los célculos
numeéricos de este trabajo se utiliza Af = 0.1,
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A.5. Ecuaciones para graficar las soluciones uni-
formes uy y vy

En este apéndice es donde se presentan las ecuaciones para graficar las soluciones
uniformes ug v vy del sistema.

0= —cuy — euptp — up (A.42)
0=—(v+ Ny — %ug - (A.43)
Ahora bien, factorizando up # 0 en la ecuacién (A.42) v despejando vy de la

correspondiente expresién (A.43). se implica que:

7 = —1 (7/.3 + (y) .
€

2
u
0=03+ (v+ Nup+ 70

El problema de despejar vy de la segunda de las tltimas ecuaciones, es equivalente
a aplicar nuevamente las [érmulas de Cartan. Entonces encontrando vy en terminos
completamente de ug y los pardmetros, se obtiene:

Ty, = —%(o + ud)

vy, = 2y —p/3cost

v, = —2\/—p/3cos|(m — 0)/3]
11, = —=2v/—p/3cos|(m + 6)/3)

donde p = (y+ A), ¢ = eud/2 y cos§ = /27¢g/2p\/—p. Cuando estas ecuaciones se
grafican para valores fijos de «. A. v v €. los lugares donde las gréficas de las curvas
A.44 se ntersectan son las raices del sistema (2.7) v (2.8). Finalmente, el sistema
total de funciones que dan las raices finales para g =0 v ug # 0 es:

1
vo, = ——(a + ud)
€

(A.44)

vy, = 2y/—p/3cosf

vy, = —2+/—p/3 cos|(m — 8)/3]

vy, = —2+/=p/3 cos|(r + 6)/3]" (A.45)
o Q

Ty, = _;

Uy, = 0

vy, = =27/ —p/3 cos(n/6)
—2y/=p/3 cos(57/6)

donde las wltimas enatro ecuaciones se obtienen al evalnar Jas ecuaciones (A.44) en
g=0v 0= (2k+1)x/2 parak=0.1.2--.

o
%)
Il
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