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RESUMEN de la tesis de Ramén Carrillo Bastos presentada como requisito parcial para la

obtencion del grado de MAESTRO EN CIENCIAS (FiSICA) Ensenada, Baja California,
México, Abril 2009.

DINAMICA Y OSCILACIONES DE BLOCH EN SISTEMAS
CON INTERACCION ESPIN-ORBITA

Resumen aprobado por:

Dr. Ferpafido-Rojas Ifiiguez
irector de Tesis

Se estudia la dindmica electrénica en sistemas con interaccion espin érbita con los témminos k* de Dresselhaus. La
interaccion espin orbita acopla el grado de libertad de espin con la velocidad. Los sistemas de estuido son el doble
pozo v el cristal unidimensional infinito (arreglo infinio de pozos). En ambos casos se escribié el hamiltoniano en
aproximacion de amarre fuerie a primeros vecinos, y se resolvid la ecuacién de Schrodinger desacoplando en espin
y utilizando métodos analiticos, En el cristal unidimensional infinito se considerd la presencia de un campo

eléctrico E(¢) constante en el espacio pero con posible dependencia temporal y se estudiaron tres casos para este
campo: cero, constante diferente de cero y dependiente del tiempo.

En el doble pozo la condicién inicial es el electrén inicialmente localizado en el pozo de la izquierda con espin
arriba. Se encontraron expresiones analiticas para la probabilidad de encontrar al electrén en cada pozo para cada
componente de espin y para la magnetizaciéon (el valor esperado de 0, ). De éstas expresiones se obtuvo que el
electron oscila entre los pozos como en el caso sin interaccion espin érbita, sin embargo a diferencia de este otro
caso, hay dos frecuencias que gobiernan esta oscilacién 27/h y 27,7/h | la primera asociada al tuneleo por la
energia cinética, y |a segunda al tuneleo por la interaccion espin 6rbita; la magnetizacién de cada pozo tambien es
controlada por estas dos frecuencias sin embargo la magnetizacién total en el sistema oscila de forma cosenoidal en
el tiempo y depende sélo de la freuencia asociada a la interaccidn espin érbita .

En el caso del cristal unidimensional infinito se tomé como condicion inicial al electrén localizado en un sitio
centra] con espin arriba. Se encontraron expresiones analiticas para la probabilidad de encontrar al electrén en cada
pozo para cada componente de espin como funcién del tiempo para tres tipos de campo eléctrico E(!). Para

caracterizar la difusién de) electrén en el sistema, se obtuvieron expresiones para la dispersion cuadratica media

(rz (1)) : para campo eléctrico cero el sistema es super difusivo, pero a diferencia del sisterna sin interaccién espin

orbita, con un coeficiente mayor de difusién {f‘![t])=2T2[1+T,z) & pues existe otro canal de difusion para el
sistema; para campo eléctrico constante la dispersién oscila en el tiempo (oscilaciones de Bloch por espin); y para
campo eléctrico dependiente del tiempo la difusién depende de E(t] , en el caso particular de £(¢) =Qcosax |a

difusion pasa de una localizaci6n total (localizacion dindmica) a stiper difusion dependiendo del valor de] cociente
entre la frecuencia del campo @ y la magnitud del mismo campo .

De considerar la interaccién espin ¢rbita surge el interés de estudiar la polarizacion en el sistema o magnetizacion.
Las expresiones para la magnetizaciéon por sitio (la magnetizacién para cada pozo) y total del sistema estdn
determinadas, de manera similar que la dispersién cuadratica media, por el campo eléctrico externo. Para campo

eléctrico nulo la magnetizacién del sistema decrece para tiempos largos como e, para campo eléctrico constante

la magnetizacién oscila, es decir se manifiestan las oscilaciones de Bloch en esta cantidad, y para campo
dependiente del tiempo la magnetizacion depende de la integral temporal de la funcién para el campo eléctrico.
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1. Introduccién

Hoy en dia gran parte de la tecnologfa de informacién estd basada en dispositivos
electronicos. En éstos se manipula la informacion a través de diferencias de potencial,
traduciendo la presencia o ausencia de carga eléctrica en “unos’™ y “ceros” logicos. La
mayor{a de estos sistemas fisicos {chips) estdn basados en dispositivos de estado sélido,
entre cuales destacan los transistores. Cuanto mayor nimero de transistores haya en
estos sistemas, mayor serd su capacidad de procesar informacion. Para esto ultimo se
requiere incrementar la densidad de transistores en los dispositivos, dicha proceso se
conoce como miniaturizacién, Ademas de las complicaciones tecnoldgicas y de
ingenieria para construir dispositivos con mayor numero de transistores de menor
tamafio, existen limites de otra indole. Cuando se reducen los dispositivos a ciertas
dimensiones {nanométricas), Ia fisica que describe estos sistemas no es la misma. Las
corrientes que soportan los dispositivos sin dafiarse se vuelven cada vez mas pequefias:
lo ideal seria hacer electrénica de un solo electrén (Davies, 1998). Lo anterior es
posible, ya que el electrén ademas de poseer una carga intrinseca posee un grado de
libertad iﬁtrinseco, de naturaleza mecanico cluéntico-relativista, el espin, que se asocia al
momento angular magnético intrinseco de las particulas.

A pesar del intenso trabajo en la investigacién en dispositivos semiconductores que
se ha realizado en las ultimas décadas y de la creacién de tecnologla capaz de fabricar
nanoestructuras tales como alambres, cables y pozos cuénticos, hasta hace poco tiempo
el espin del electron habia sido mayormente ignorado, con la excepcidn de la inclusion
de su degeneracion.

Sin embargo, en afios recientes un nuevo paradigma de electrénica basado en el
grado de libertad de espin del electrén ha comenzado a emerger. Este campo se conoce
como espintronica {Awschalom D. D., 2000). La palabra espintrénica se origind en
1994, cuando la Agencia de Defensa para Proyectos Avanzados de Investigacion
{DARPA, USA) comenzé un nuevo programa llamado “Spintronics™ {Spin Transport
Electroni;:s), con la intencién de crear una nueva generacion de dispositivos electrénicos
donde e! espin de los portadores de carga jugaria un rol crucial ademis de la carga
eléctrica (Wolf e al., 2002).

La investigacion en espintrébnica es amplia, € incluye el magnetismo en
semiconductores controlados electrénica y fotonicamente, estudios teéricos y

experimentales de semiconductores magnéticos, propiedades opticas de moléculas de



puntos cuanticos, inyeccion de espin electronico, manipulacion y deteccion de espin en
heteroestructuras, la relajacién y defasamiento de espin, la blsqueda de nuevos
materiales y el disefio de nuevos dispositivos entre otros. Los avances tecnolégicos en la
fabricacion y caracterizacion de nanoestructuras hibridas han desarroliado los estudios
de espin en estructuras de baja dimensionalidad, tales como pozos, alambres y puntos
cuanticos. El entendimiento del transporte de espin a través de heteroestructuras es
importante para €l modelado y construccion de dispositivos electrénicos (Zutic, ef al.,
2004). Tal es el caso de la propuesta del transistor de efecto de campo de espin, spin-
FET por sus sigtas en Inglés (Datta y Das, 1990).

Ademads del diseffo de dispositivos espintrénicos, los sistemas con grado de
libertad de espin, al ser naturaimente sistemas de dos niveles, pueden utilizarse como
base de las nuevas computadoras cudnticas de estado solido. Sirviendo as! como la
unidad l6gica fundamental de tales computadoras, & la que se conoce como bit cuantico
o gubit (Wolf et al, 2001 ).

Parte esencial en ¢l entendimiento del comportamiento del espin electrénico es
la descripcion del espin en fendmenos anteriormente estudiados. Un ejemplo de esta
trasposicion de ideas es el efecto Hall de espin. Dentro de este paradigma se sitia este
trabajo de tesis: se estudia la dindmica eléctronica con interaccion espin érbita. A

continuacién se mencionan los antecedentes principales de este trabajo.

1.1 Antecedentes
En 1928 Bloch predijo que una cuasiparticula en un cristal tendria un movimiento

oscilatorio en presencia de un campo eléctrico constante (Bloch, 1928), por esta razén
se denomina a este fenémeno oscilacion de Bloch. Las oscilaciones de Bloch generan
localizaci6n de la particula en una regién del espacio y se sabe que un estado localizado
requiere un espectro energético discreto. El espectro de energia de este cristal fue
estudiado por Wannier en 1962 y se le conoce como escalera de Wannier-Stark por su
naturaleza discreta.

Una década después de los trabajos de Wannier, en 1973, Fukuyama et al.
(Fukuyama et af., 1973) estudiaron la dindmica electrénica en un sistema periddico para
un campo eléctrico constante y compararon con el caso de ausencia de campo,
obtuvieron el propagador en ambas situaciones y recuperaron la escalera de Wannier-

Stark y las oscilaciones de Bloch.



Tanto la escalera de Wannier-Stark como las oscilaciones de Bloch han sido
corroboradas experimentalmente. Méndez et al. encontraron el espectro discreto en una
superred por métodos Opticos en 1988, y las oscilaciones de Bloch se detectaron en
1993 a través de la medicién de la radiacidn electromagnética producto del movimiento
electronico, también en una superred por el grupo de Washcke (Waschke er al., 1993).

El estudio de estos sistemas para campos eléctricos con dependencia temporal lo
realizaron Dunlap y Kenkre (Dunlap y Kenkre, 1986). Ellos encontraron expresiones
para el propagador para un campo eléctrico con dependencia temporal cualesquiera y
estudiaron la situacién particular en la que el campo es una funcién cosenoidal del
tiempo. Encontraron que para este altimo caso la localizacién (o no) de |a particula para
tiempos relativamente largos depende del cociente de la magnitud y la frecuencia del
campo aplicado; Hlamaron a este fenémeno localizacién dindmica.

Trabajos posteriores estudiaron este sistema desde otros enfoques y con algunas
variantes, Entre ellos esta el trabajo de Korsch y Mossmann (Korsch y Mossmann,
2003) que resuelve la ecuacién de Schrddinger del sistema utilizando el tecrema de
Wei-Norman (Wei y Norman, 1963) atil para resolver ecuaciones diferenciales que
pueden escribirse en términos de algun 4lgebra de Lie. Este replanteamiento del
problema permite la generalizacién de la solucién a dos dimensiones en el cristal
(Mossmann et al., 2005). Adicionalmente de generalizaciones y nuevos enfoques, se
incluyeron otras consideraciones al sistema. En 2003 Ken-Ichi Noba estudié el efecto de
la interaccion coulombiana al suponer des electrones en el sistema.

Una manera a través de la cual ¢l espin del electrén interacciona con el medio en
el que se mueve el electrén es la interaccién espin-érbita. Dicha interaccién relaciona el
momento angular y el espin y tiene diferentes contribuciones en sélidos y
heteroestructuras. Entre ellas cabe destacar la que involucra la asimetria espacial del
bulto por ejemplo en materiales tipo Zincblenda. Esta interaccidn particular fue
estudiada por Dresselhaus en 1955 y lleva su nombre. La interaccion espin-orbita tipo
Dresselhaus ha sido centro de atencién Ultimamente después de los trabajos del grupo
de Perel’, ya que en ellos se muestra que esta interaccién hace que el tuneleo del
glectrdn a través de una barrera de potencial dependa del grado de libertad de espin,

creando una polarizacién de espin (Perel’ ef al., 2003).



1.2 Objetivos

Considerando la relevancia tecnolégica del espin, mencionada en la parte inicial de esta
introduccion, y los interesantes fenémenos que se presentan en la dindmica electrénica
en sistemas periddicos de la seccidn anterior, €s que se plantea el objetivo principal de
esta tesis: introducir la interaccidn espin-orbita tipo Dresselhaus a la dindmica
electrénica en sistemas discretos y estudiar el comportamiento del espin electrénico en
la oscilacion de Bloch.

Entre las principales preguntas que se pretenden responder en esta tesis estan:
;se presenta ei fendmeno de oscilacion de Bloch en sistemas con interaccion espin-
Orbita?, ;cdmo se modifica este fendomeno?, ;cudles son las expresiones para la funcidn
de onda del electrén por espin?

Para contestar las preguntas anteriores y cumplir con el objetivo de esta tesis se
estudié tedricamente la dindmica electronica en dos sistemas: el doble pozo y la cadena
infinita de sitios. Se considerd que el material de dichos sistemas tenfa una asimetria tal
gue existfa interaccion espin-drbita tipo Dresselhaus entre el electrén y el material. Se
utilizaron métodos conocidos para la solucion de la ecuacién de Schrédinger sin
interaccion espin-orbita. Estos métodos se adaptaron a trvés de la diagonalizacién en
espin para resolver la ecuacién con interaccion espin-orbita. De esta manera se
obtuvieron expresiones para la funcion de onda dei electrén, y se estudié la dindmica
electrénica, En la siguiente seccion se detalla el contenido de la tes.is y en los capitulos

subsecuentes: la metodologla utilizada y los resultados obtenidos.

1.3 Contenido de la tesis
Esta tesis ha sido escrita favoreciendo el desarrollo conceptual. A continuacién se

explica brevemente la estructura y los contenidos de este trabajo. La seccidn 1.1 es un
resumen de los antecedentes para poner en contexto el objetivo de esta tesis, mismo gue
se expone en seccidn 1.2, Los antecedentes se exponen de manera formal a la par del
desarrollo de los conceptos en los capitulos 2 y 3.

En el capitulo 2 se estudia la dindmica electronica. En la seccion 2.1 se resuelve
el doble pozo cuantico para plantear el origen de los términos en los hamiltonianos
proximos a ser estudiados en las paginas posteriores. En la seccion 2.2 se escribe el
hamiltoniano para un cristal unidimensional infinito, y se resuelve para el caso sin
campo eléctrico, ademés se obtienen las propiedades que caracterizan la dinamica en

estos sistemas, para asi utilizar después los resultados como referencia a lo largo de la



tesis. En la seccidn 2.3 se explican las diferentes contribuciones en el estudio de las
oscilaciones de Bloch en orden cronciégico y en la seccién 2.4 para la |ocalizacidn
dindmica. Por Ultimo en la seccion 2.5 se explica la metodologia ademas de mencionar
los trabajos en la solucion de los problemas de dindmica electronica con las dlgebras de
Lie (teorema de Wei-Norman).

En el capitulo 3 se estudia la interaccion espin-Orbita. En la seccidn 3.1 se tratan
las generalidades del espin y en la seccion 3.2 se explica |a interaccidn espin-drbita y se
exponen los trabajos en interaccidn espin-Orbita relevantes a esta tesis.

En el cuarto capitulo se exponen los métodos vy los resultados del trabajo de
investigacion en el que se basa esta tesis.

En la seccidn 4.1 se retoma el ejemplo del doble pozo cudntico agregandole
interaccion espin-Orbita tipo Dresselhaus. En este ejemplo inédito se justifican las
expresiones cel hamiltoniano Dresselhaus en amarre fuerie, ademéas de introducir la
magnetizacién, que es la propiedad dindmica gque utilizamcs para describir la dindmica
de espin.

En la seccion 4.2 se detalla la deduccién del hamiltoniano para el cristal
unidimensional infinito con interaccion espin drbita, se diagonaliza y se escribe la
condicign inicial en la base diagonal. En fas secciones 4.3, 4.4, y 435 se soluciona dicho
hamiltoniano  y se estudia la dindmica electrénica con interaccion espin-Grbita en
presencia de campo eléctrico: nulo, constante y dependiente del tiempo, respetivamente,

En el quinto y Gitimo capitulo se exponen las conclusiones y el trabajo que se

podria realizar a futero.




2. Dinamica electrénica en amarre fuerte

Las propiedades electrénicas y dinédmicas de particulas cuénticas en potenciales
periddicos unidimensionales y en presencia de campos eléctnicos ha sido objeto de
estudio en las Ultimas décadas (Kosevich, 2001), en especial por los fenémenos que se
presentan, tales como las oscilaciones de Bloch y la localizacidén dindmica. Para
entender estos sistemas es necesario revisar algunos conceptos basicos que servirdn
como introduccion a los sistemas periodicos v los fendmenos que en ellos ocurren. El
sistema mas simple en el que podemos analizar la dinamica de un ¢lectrén en la misma
manera que en los sistemas periddicos es el doble pozo cuantico, mismo que se puede
ver como un modelo simplificado de una molécula biatémica. Siguiendo la metodologia
utilizada por John Davies (Davies, 1998) obtendremos los elementos de matriz del
hamiltoniano er el sistema de dos pozos, para después resclverlo y estudiar la dindmica

electronica en este sistema.

2.1 El doble pozo cuintico
Consideremos una particula en dos pozos cuanticos unidimensionales idénticos, uno

centrado en z, y el otro en z,, como se muestra en Fig, 2.1

! Z.D

z

Figura 2.1. Funcionres de onda de un doble poz¢ cuéntico,

El hamiltoniano de este sistermna puede escribirse como,

H=T+V, +V,, 2.1
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donde T es la energla cinética en el direccidn espacial Z,y \Af, y \AFD los potenciales de

los pozos de la izquierda y derecha respectivamente. La energia cinética de las otras
direcciones espaciales se ha ignorado pues son irrelevantes para este andlisis.

La ecuacidén de Schrodinger independiente del tiempo de este sistema puede
resolverse analiticamente de manera exacta. Esto es, se pueden encontrar los
eigenvalores y la funcidn de onda del sistema haciendo corresponder las funciones de
onda en las diferentes regiones o usando el formalismo de las matrices de transferencia.

Sin embargo, con fines de ilustrar la metodologia utilizada en sistemnas
periddicos, seguiremos un camino diferente inspirado en la teorfa de perturbaciones, que

si bien sacrifica exactitud, conserva las propiedades fisicas de interés.
Consideraremos sélo los estados base de cada uno de los pozos individuales, |7)
y | D) y sus funnciones de onda correspondientes ¢, (z)=(z|I) y ¢, (z)=(z| D), para

estudiar los estadcs del sistema mas bajos en energia. Notemos que este procedimiento

no es exactamente el mismo que en teoria de perturbaciones, pues aqui ¢, y ¢, son

soluciones de dos ecuacicnes de Schrédinger diferentes, una para cada pozo:

(T4V,)4 =28, 2.2)

T4V, )¢, =65, 23)
per tanto ¢, ¥ ¢, nc son ortogonales, este se muestra esquematicamente en Fig. 2.1; las

funcicnes de onda tienen un traslape. No cbstante la idea es exactamente la misma que

en teoria de perturbacicnes. Escribimos la funcién de onda come una suma sobre los
¢'s de cada pozo, W=Z,,an x ,ne{I,D] con g, coeficientes a determinar, La

ecuacién de Schridinger restringida (a séle los estados base) es:

I:IZangén = EZan(ﬁ" , (2.4)
multiplicamos esta ecuacién per la izquierda por ¢, e integramos para obtener:
> H,a,=E).S, a,, (2.5)
donde
H.. = [6:Hedz, S, =[#.4d. (2.6)

Lo nuevo en este casc es la aparicién de la matriz S, que es diferente de la

identidad pues ¢, y ¢, no son ortcgonales. La ecuacion matricial a resclver es



Hy =Sy, (2.7)
que es un problema de eigenvalor generalizado.

Para continuar son necesarios los elementos de matriz de la Ec. (2.7),

comenzamos con H,

Hy=[g(T+V, 4V, |ddz=c+ [V pdz=c-c, (2.8)
donde hemos utilizado la ecuacion de Schrédinger en (2.2) para obtener ¢ . El término
restante da el valor esperado del potencial VD para la funcion de onda ¢, [z) y €s

llamado campo cristalino (Davies, [998). Lo denotamos por —c¢ para mostrar que es
negativo, ya que los pozos son ‘atractivos. El otro elemento de ta diagonal H, es
idéntico pues los pozos son idénticos, de tal forma que la energia de sitio, representada
por los elementos de la diagonal del hamiltoniano, disminuye en —c. Esto se puede
entender recordando que una funcion de onda disminuye su energia al ocupar un mayor
espacio.

Los dos términos fuera de la diagonal son también iguales:
Hy = [ (T+V, +V, )z =¢ [fg,az+ [V gz =es-T . (29
El hecho de que las ¢ s no son ortogonales da origen al término s =S, , el cual

de otra manera seria nulo. El otro término -7 es el mas importante y es llamado la
transferencia, tuneleo o integral de traslape. Contiene el producto de dos funciones de
onda y uno de los potenciales; y transfiere un electrén de un pozo a otro. También es
negativo aunque depende de las funciones de onda. Es interesante notar que este
término se parece al coeficiente a primer orden en teorfa de perturbaciones.

Hemos ignorado los estados superiores de energia en esta descripcion, esta
aproximacion sera valida sélo si el traslape entre los pozos es débil; es decir, si las
funciones de ondas estdn muy localizadas, lo que sucede si el potencial y la distancia
entre los pozos son grandes. Tomando en cuenta lo anterior consideraremos s=0,
como si las funciones fuesen ortogonales, pues s <<1. Ademas ignoramos el término
—¢ en (2.8), que es lo mismo que renormalizar la energla ¢. Con las consideraciones
anteriores la ecuacién de eigenvalores generalizada en (2.7) se convierte en una

ecuacion de eigenvalores ordinaria, con el hamiltoniano dado por

g =T
H:[_T ! ] (2.10)



entonces la ecuacion de Schridinger en forma matricial es

e -Tiaq a,
=E : (2.11)

T ¢ Jla, an,

La ecuacion matricial (2.11) tiene dos eigenvalores diferentes,

E . =¢-T, (2.12)
E =¢+T. (2.13)
Estos eigenvalores difieren en una cantidad igual a dos veces el tuneleo
(AE =2T'). Al describir los dos pozos aislados originalmente tenfamos sélo una energia

para cada estado base del pozo y una energia del sistema de 2¢. Al describir el sistema

acoplado hay dos energias posibles. Los eigenvectores correspondientes son:

<)=L= 10+10) @.1)

I)-| D)) (2.15)

|e)-L URNE (
SERVGAC VRN
Entonces si el electron se encuentra en el estado inicial en el pozo de la

izquierda, la funciénde ondaa + =0 es

y(e=0)=In)=7(lec)+le.)).

Para un tiempo posterior ¢ la funcidén de onda estara dada por:

|w (1)) = :}_E[e"("r)’/“ e )+e T e,)} ,
|y (1)) =" [ cos(T1/h)| 1) + isen(Tv/1)| DY ]. (2.16)

Una vez que tenemos la expresion para la funcién de onda en el tiempo,
podemos calcular |a probabilidad de que la onda se encuentre en el sitio de la izquierda,

como funcidn del tiempo

B =(w ()|1) (7w (1)) = cos® {Tt/h) = %[1 +cos(2Te/n)], (2.17)
analogamente la probabilidad de encontrar al electrén en el pozo de la derecha
P, =sen®(Ti/h) =%[1 —~cos{27T1/h)]. (2.18)

Las ecuaciones (2.17) y (2.18) muestran que el electron estard oscilando entre

ambos pozos a una frecuencia 2|T|/h=AE/h, que es de hecho la diferencia entre
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energias. La figura 2.2 muestra graficamente como evoluciona la probabilidad de
encontrar al electrén en el pozo izquierdo {en negro) ¥ en el pozo de la derecha (en
10j0).

En resumen, hemos descrito la dindmica del sistema en términos de las
funciones individuales de los pozos y los traslapes entre ellas, considerando los pozos
relativamente separados y la magnitud del potencial atractivo suficientemente grande,

tal que es posible considerar las funciones base de los pozos como ortogonales.

Probabilidad

Tt/
Figura 2.2. Probabilidad de encontrar al electrdn en el pozo de la izquierda (negro) y

en el pozo de la derecha (rojo) come funciénde Tt/h .

Es de primordial imporiancia seflalar que dentro de este desarrollo no hemos
utilizado la forma explicita de las funciones base de los pozos, de donde surge la
generalidad de este método v la posibilidad de utilizarlo incluso en casos en los que se
desconoce ta forma explicita de las funciones de onda.

S1 quisiéramos encontrar expresiones explicitas para los diferentes elementos de
matriz, serfa conveniente utilizar las funciones de onda del pozo parabodlico (oscilador

arménico), ya que cualquier potencial atractivo bien comportado puede escribirse a

primera aproximacién como un potencial de este tipo.
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2.2 Cristal unidimensional infinito
Una vez resuelto el problema de dos pozos, es relativamente facit plantear y resolver el

problema del cristal unidimensional infinito. Aprovechando la generalidad mostrada por
el método anterior, en lo siguiente no hablaremos mas de pozos sino de sitios, los que
bien podrian ser atomos, puntos cudnticos, etcétera.

La figura 2.3 muestra de manera esquematica el sistema en cuestidn. Se estudia
la dindmica de un electrén en un potencial periddico unidimensional dado por una red
de sitios separados a una distancia 4,el parimetro de red, digamos a lo largo del gje z.
Utilizaremos un método esencialmente igual al utilizado y publicado por Katsanos en
1995 para resolver la ecuacién de Schrédinger en la aproximacién de amarre fuerte para
este sistema, a manera de introduccién del procedimiento que utilizaremos en los
capitulos subsecuentes. Consideremos a {as funciones de onda muy localizadas en los
sitios, de tal forma que es poco probable encontrar al electrén en alguna posicién entre

los sitios (Figura 2.3). Podemos describir al electron de forma completa en términos de
una base de funciones de onda localizadas en ¢ada sitio {‘z)} (funciones de Wannier),
donde ia es la posicidn del i-ésimo sitio de lared, ie Z, N es el nimero de sitios de la
red que de hecho consideraremos infinito, y el coeficiente en el desarrollo de la funcidn

de onda en estados de Wannier es a, = (n|y).

d(i-1) di d{i+1)

Figura 2.3. Esquema del cristal unidimensional con e! traslape de las funciones de

onda de los sitios. Donde |n) es la funcién de onda y 47 es )a posicidn del i-ésimo

sitlo.
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En la seccidn anterior mostramos cémo al juntar dos pozos el nivel de energia
del estado base se separd en dos energias. Si juntamos N sitios, la energia del estado
base se partird en N valores y estos se mezclarin en una banda que tendera a ser
continua segun N tiende a infinito.

El hamiltoniano del sistema es

H=T+}V,, (2.19)

donde T es la energia cinética del electrén y \7,, es ¢l potencial del »-ésimo sitio. La

funcidn de onda de cada sitio esta dada en el espacio de posicién por
8,(2)= [az{z|n), _ (2.20)
y obedece la ecuacion de Schrodinger
(T+V,]¢, =24, 2.21)
Las funciones de onda de cada uno de los sitios son idénlicaé, excepto por su

localizacién, entonces ¢, =¢, (z—nd), donde nd es la posicion del n-ésimo sitio.

Escribimos entonces la funcién de onda del electron en el cristal como una suma sobre

todos sitios

v=3a4,, (2.22)
despreciando contribuciones de los orbitale.s superiores. Utilizando ecuaciones (2.19) y
(2.22) podemos escribir la ecuacién de Schrédinger en forma matricial

Ha = £Sa, (2.23).
con a’ =( a, a, q ), E laenergia, y S la matriz de no ortogonalidad. Esta

vez, a diferencia del caso de dos sitios, el rango de las matrices es infinito.
Afortunadamente podemos utilizar el teorema de Bloch, que nos dice que los
coeficientes &, son simplemente factores de fase con forma especifica, esto es:
k
v, = Zan¢n , (2.24)
con a: =" =gt
De tal forma que el rengldn m -ésimo de la ecuacidn (2.23) se vuelve

> H,e™=EYS,, e, (2.25)

con los elementos de matriz del hamiltoniano dados por
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H,, = J¢*LT+{Z+Z‘}’ %ﬁndz—ggm.fZV;w (2.26)

£ lan

donde hemos sacado el término V. de la suma para utilizar la ecuacien de Schrédinger

(2.21) y sustituir el operador hamiltoniane por su eigenvalor. Los elementos de la matriz
de no ortogonalidad estdn dados por el producio intemo de las funciones base de dos

pOZOS

a

Spa = |Brfnitz, (2.27)
obviamente S, =1, Yn,

En la seccidn anterior obtuvimos elementos de matriz para el hamiltoniano de
dos sitios con estructura similar a la mostrada en Ec. (2.26), sin embargo en esie caso

los V! guardan mayor complejidad, pues pueden involucrar hasta tres sitios: las

funciones de onda de los sitios m ¥y n y el Botencial del sitio {-ésimo. No obstante este

tipc de contribuciones son pequeflas y pueden despreciarse (Davies, 19%8).

Adicionalmente utilizaremos la aproximacidn conocida como amarre fuerte o Hghe-

binding en la que se consideran sélo las inferacciones enire vecinos inmediatos,
explicitarmente

§,.=V, =H_=0 ¥Ym=zntl, {2.28)

que nos tesulta en elementos de matriz idénticos que en el doble pozo. Los elementos
diagonales son

H,, =&S, +Flavit=g-1c. (2.29)

Aqul otra vez ces el campo cristaling, el valor esperado del potencial del sitio

m=] en el orbital en el sitio m. El signo negativo aparece de la disminucién de la

energia de sitio por ocupar un espacio mayor. Observamos que [os elementos diagonales

ne dependen del sitio y son
H _=&. (2.30)
Los elementos fuera de la diagonal en el hamiltoniano son nulos, excepto los

adyacentes a la diagonal, ios A formando una matriz tridiagonal.

mmtl?
Consideremos el término H,_ ... el indice 7 en V) puede sersdlo m o m+1,

pero { =m—+1 yase ha utilizado para dar crigen a ¢ . Esto implica { = m . entonces,

H ES, wa F V=81, (2.31}

momel T
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donde s es la integral de no ortogonalidad para funciones de onda adyacentes; 7 es la

integral de transferencia ¢ tuneleo:

T= ¢ (2)Hé (). (2.32)

Considerando que ¢l traslape, aun entre vecinos inmediatos, es muy peguefio y
que &l potencial de confinamiento cn.cadﬂ sitio es de magnitud tal que la cantidad 5 es
mucho menor que 1, podemos considerar los estados de Wannier como ortogonales,
esto es s =0, y entonces los elementos fuera de diagonal son:

H

ma+ T

=T (2.3
Utilizando la completez de la base de Wannier v la notacion de segunda

-

cuantizacion podemos escribir cualquier operador O de la siguiente manera

0= 0,i% . donde & (&) son los operadores de creacién (eniquilacion) de
L1

fermiones en el sitio con coordenada i=id, y O, =(il0}7) son los elementos de
matriz del operador en la base, los cuwales se obtienen a partir de Ia
integra j’f,f (z—id)O¢ (z - jd)dz .

El operador de ocupacidn por sitic dado por

b=¢E, . (2.14)

al ser aplicado sobre un elemento de la base de Wannier, indica si el »-ésimo sitio se
encuentra ccupado o no por una particula.

Entonces el hamiltoniano escrito en segunda cuantizacidn tiene dos térmings, la
energia de sitio y |a de tuneleso:

H=Y s8¢ -T(e,&+i§). (2.3%)

El primer término proviene de las componentes diagonales del  hamiiteriano,
donde £ es la energla de sitio dadapor £ =¢, = Je;}r' (DYH@(2)dz .

El segundo térming, es decir los elementos fuera de la diagonal (energia de
tunelec), s obtienen & partir de integrales de la forma (2.32). La localizacién de las
funciones implica que un traslape entre funciores de onda de sitios no adyacentes
despreciable (Grifoni ¥y Hiinggi, 1998), esto es una particula en el i-ésimo sitio sélo

puede tunelear a sitios que son primeros vecinos (i £1).



Para resolver ia dinamica escribimos la funcidn de ondz del electrdn comao una

combinacion lineal de los estados de sitic de Wannier [w)::za

n

n), tal gue la

ecuacién de Schradinger independiente del tiempo H|y) = E|y) puede escribirse de |a
siguiente manera:

S |ga, -Ta,, - Ta,,iin}=ED a,|n), {2.36)

<]
lo que es equivalente, por la crtogonalidad de las funciones de Wennietr, a2 ¥ (infinitas)

ecuaciones de la forma,
ca,-Ta, ,~Ta , =Eag, (2.37)
Desarrollamos la funcién de onda por sitio en ondas planas ¢, = Za,e"‘“", y
1
sustituimos en la Ec. (2.37), de esta manera ochtenemos la relacion de dispersién,
E, =&-1T coshkd. (2.38)

Una vez que conocemos las eigenenergias, 1a evolucidn de jos eigenestados para

el modo k asta dada por,

EAGE J_exp( iE, I/Fz)ZeXp{iimdMn) (2.39)

con E; dado por ia Ec.(2.3%), y donde 4, es un coeficiente que s¢ determina por la

condicién inicial. La funcién de onda del glecirdn se escribe en esta base como

= %Z CAGE %; «%exp(—fﬂfﬁ?) zeﬂp(fh"d)‘ ny o (240)

Intercambiando sumas, identificamos la expresidn para las funciones de onda

por sitio de 1a siguiente manera:

‘W(f) z ZA exp ~iE,t /h)exp (iknd)| ) ZQU) ), (241

entonces
a, (1) :lz A exp(—iEy [R)exp(iknd } . (2.42)
J'\ir N
S1 la condicion inicial es que el electron esté totalmente localizado en el sitio
central cero a,(r =0) =4, ;, lc que implica 4, = ¥, la ecuacién (2.42) se reduce a
a, () =) exp(-iE,tf{h)exp(itnd), (2.43)
k
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en esta expresion resuliante la energia es proporeional a un cosenc. Para simplificar esta

expresion s¢ utiliza la relacién de Jacobi-Anper (Abramowitz v Stegun, 1970)
explixcos@) =" i"J, (x)explind], (2.44)

donde J, (x) es la funcitn de Bessel de orden n.
Haciendo x =277 v &= kd la ecuacion {2.43) se puede finalmente escribir

como

Yy f N
a, () :em[ﬂ Lexp| —ﬂw.f,tﬂ ], (2.45)
2 i ;\ h i % .

que nos da de manera exacta la funcién de onda por sitio para todo tiempo v por tanto [a

funcidn de onda de electrdn es
v (1) =34,

Es importante resaltar que la ecuacion anterior (2.43) soluciona el problema en

ny. (2.46)

el caso en que la condicién inicial es la particula totalmente localizada en el sitic cero, y
no son las eigenfunciones; esias eigenfunciones son las mostradas en la Ec. (2.39). De
hecho, ya que las funciones de cada sitic no son eigenfunciones del hamiltoniano, una
particula inicialmente localizada en un sitio no se mantiene alli,

La probabilidad de encontrar el electrdn en el sitio n-¢simo P, estd dada por el

cuadrado de la expresion en la ecuacion (2.45)

LT
A
15

) (2.47)

4
en la Figura 2.4 se muestra la evolucién temporal de la probabilidad de encontrar a la

particula en el sitio cero, en el que inicialmente se encontraba totalmente localizade el

glectrdn,
En esta figura se observa que la probabilidad decae de manera dramdtica: de ser

| al tiempo inicial es menos de 0.1 a tiempos de 57¢/A (=13x107"°s para GaSh) y
menos de (.02 para tiempos de 207¢/4 (= 51x107""s para GaSh} (Davies, 199%). Para

tiempos largos la probabilidad de encontrar 2l electron en el sitio cero toma la forma

(utilizandc ¢l desarrollo asintéticoa de la funcion Bessel para argumentos grandes)

B =-Tcos| am_z) (2.48)

de esta manera para tiempos largos la probabilidad decae como 7.
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Figura 2.4. Probabilided de encontrar al electrén en ¢l sitio cero como funcidn del

tiempo en ecuacidn (2.47). Donde 7" es la energia de uneles,

Si observamos el comportamiento de la funcién de onda del electron en todos
los sitios, vernos que ésta se difunde rapidamente. La figura 2.5 muestra un mapa de
colores, en donde en el gje y estan etiquetados los sitios y el eje x representa el uempo
normalizado. Inicialmente 1a funcion de onéa tiene probabilidad diferente de cero (uno)
solo en el sitio cero. A medida que transcurre el tiempo, la probabilidad se dispersa
ecupande un mayor numero de sitios en la red.

{a probabilidad se difunde rdpidamente, o dicho de otro modo, para tiempos
cortos es posible encentrar el electron en una regidn considerablemente grande del
sistema 80 sitios para tiempos de 2071/ (= 51x107"s para GaSb).

En resumen, hemos resuelto el problema en términos de las funciones de onda
por sitio, funciones de Wannier, con la aproximacién de amarre fuerte; en esta
representacidn y con la condicidn inicial de! electrdn totalmente localizado en el sitio
central, encontramos expresiones exactas para los coeficientes de las funciones de

Wannier para todo tiempa.
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Figura 2.5 Probabilidad por sitio como funcién del tiempo. La magnitud de la
probabilidad esta indicada por el color del punto, el sitio en el ¢je vertical y el tiempo

en el gje horizontal, donde 7T es la energia de uneleo. # 7

Existe un gran numero de trabajos dentro del contexto de este problema,
concentrados en estudiar los aspectos estacionarios, como el espectro de energia, y los
dindmicos, como la difusién en estos sistemas. Enfre las cantidades fisicas que se
estudian para analizar y caracterizar las propiedades dindmicas de estos sistemas
cuénticos se encuentran: el desplazamiento cuadratico medio, la funcién de
participaciéon y la entropia de Shannon (Griffoni y Hinggi, 1998).

El desplazamiento cuadratico medio <r2> es una cantidad que proporciona una

estimacion de la dispersién del paquete de ondas en el espacio. Para tiempos
asintéticamente largos se espera que <r3> ~t“,con ! el tiempoy 4 un parametro que
caracteriza la difusion del sisterma, x <1 para localizacién, g =1 para difusién, y #>1
para superdifusion. En particular, si # =2 el movimiento se conoce como balistico

(Grifoni y Hénggi, 1998). En el caso estudiado podemos calcular la dispersién

cuadratica media utilizando la funcién de onda del electrén en (2.46) para obtener
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(<) = p )| w i) -t Tz 2 (2.49)
n N Vs
en esta ultima ecuacidn utilizamos la siguiente reincion para las funciones Bessel
3 z\z
3 nzj'j(z)zz(-\ , {2.50)
A "\2)'
que e3 un corolario del teorema del producto de las Bessel (Gradshteyn y Ryzhik,

1563), para simplificarla y obicner
(r)=2r", 250

Este resultado caracteriza el sistema como superdifusivo ¢ (tambien se le puede
Namar) balistico. En la figura 2.6 se muesira una grafica de Ie dispersidn cuadritica
media como funcidén del tiempo. En ella es posible observar e! comportamiento
parabdlico de la dispersidn cuadratica media predicho por la Ec. (2.51). Este fue uno de
los resultados encontrados y publicados, en 1995, por Katsanos erf ar..

La funcién de participacion F(1) estd relacionada con el nimero de sitios del
sisterna con probabilidad diferentes de cero

208D

ki

a (f)‘” , (2.52)

5i la funcidn de onda ¥ estd normalizada: F=| para un estado completamente
localizado en un sitioy F =N si la onda se encuentra exitendida upiformemente sobre
los N sitios de la red. En la figura 2.7 se muestra la funcién de participacion para la red
unidimensional de sitios estudiada en esta seccidn. Observamos que inicialmente la
funcion de participacién es uno, y conforme transcurre el tiempo, ésta va aumentando
de manera escalonada, con periodos de tiempo en los que se mantiene consiante de

alrededor de 7/2k segundos.
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Figura 2.6. Dispersion cuadrdtica media como funcién del tiempo de ecuacion (2.51).

La unidad de tiempo es h/T .donde T es la energia de tuneleo, y en la dispersion la

unidad es el pardmetro de red al cuadrado.
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Figura 2.7. Funcién de participacion como funcién del tiempo de ecuacién (2.52). La

unidad de tiempo es #/T,donde T es la energia de tuneleo.
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2.3 Campo eléctrico constante: Oscilaciones de Bloch
Las diferentes propiedades dindmicas que caracterizan al sistema de la seccion anterior

muestran el comportamiento superdifusivo del electrén, donde pardmetros como la
energia de tuneleo 7', o el parametro de red a, solo cambian la rapidez con que se
difunde el electron a través del sistema. Este comportamiento, sin embargo, cambia
drasticamente en presencia de campos eléctricos, siendo esta una de las razones por las
que se estudian dichas propiedades en este tipo de sistemas. De hecho, los trabajos en la
manipulacién de la evolucién del comportamiento de electrones de banda con campos
eléctricos externos han progresado considerablemente en los Gltimos affos. El interés se
ha enfocado principalmente en Ja propagacion de electrones en estructuras periddicas
espacialmente, controlados por campo eléctricos dependientes del tiempo, despreciando
generalmente la interacciéon Coulombiana (Griffont y Hinggi, 1998).

Explicitamente la presencia de un campo eléctrico constanie £ se refleja en el
hamiltoniano come un potencial con dependencia lineal en la posicién V = -efx, que

se escribe en la base de Wannier como
V=) -efatle, =-) efan, (2.53)

donde ¢ es [a carga del electrén y hemos utilizado la definicion del operador de nimero
Ec. (2.34).

Desde la década de los 60's se sabe que un campo eléctrico uniforme puede
destruir la estructura de bandas de Bloch en una red cristalina. Esto sucede porque
rompe la simetria de traslacién, creando una dependencia de la energia con la posicion
Ec. (2.53), lo que resulta en la discretizacién del espectro de energla, misma que se
conoce como escalera de Wannier-Stark (Wannier, 1962),

‘E=e+anel, neN. (2.54)

La confirmacidn experimental de este efecto fue establecida por mediciones del
espectro de absorcion optica en superredes semiconductoras por Méndez en 1988. Los

saltos de energfa de la ecuacién (2.54) son de magnitud aef ; para campos eléctricos

realistas (£<10°V/ecm) y a del orden de un Armstrong (para un sélido) , esta

magnitud es muy pequefia, es por esto que la formacion de la escalera de Stark se
observé por primera vez en una superesiructura, ya que estas Gltimas tiene parametros

de red del orden de =~ 100A .
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En la demostracién experimental se realizd un estudio de fotoluminiscencia a

una superred de capas intercaladas de GaAs Gag Al ,,As, con pardmetro de red de

65A . La fotcluminiscencia €5 una técnica en la que se irradin la muestra con luz de
frecuencia conocida (con energia mayor al gap del semiconductor) y se registra ia
intensidad de la radiacién eminde por la muestra producto de la excitacién. En el
experimentd, Méndez er af., obtuvieron el especiro de luminiscencia de la superred en
presencia de diferentes campos eléctricos, y observaron que conforme auments el
campo eléctrico aparecen nuevos picos en el espectro; dado que la distancia entre estos
picos es de magnitud ged, los atribuyen a la formacion de la escalera de Stark en el
especiro energético de la estructura. La figura 2.9 muestra los resultados de Méndez. En

el cuarto v quinto espectro (de arriba hacia abajo) estan sefialados 1os picos producto de

la formacion de la escalera de Stark,
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Figura 2.9 Especuro de fotoiuminiscencia (PL) de una siper red & 10-15-A de
GaAs/Gay , AlysAs para diferentes vollajes. El campo elécirice & (en kilovolis por
centimetrg) estd  relacionade i campo exlemo, V., por la relacién

=120

V"_,—LSV%, Los pitos etiquelados por 0, ~1, =2 comesponden e lag

diferentes iransiciones inter-bandas. (Tomadn de Méndez ef al., 1988}
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En 1973 Hidetoshi Fukuyama, Robert A, Bari y Hans C. Fogedby estudiaron
electrongs bajo la aproximacion de amarre fuerte en presencia de campo eléctrico
uniforme, como en el experimento de Méndez e al, para diferentes condiciones de

frontera: sistema infinito, sistema periddico y periodico con paredes rigidas;

encontraron expresiones para la funcidn de onda w(f) y para la probabilidad de

: e v " P4 . .
ocupacion del m-ésimo sitio de la red ‘6’5"! en términos de un propagador. En general, el

propagador es el nicleo de la transformacidn lineal que lleva la funcién de onda de un
estado imicial, en este caso a (=9, a un tiempe posterior /. Fukuyama er al.
encontraron que el propagador del electrén de un sitio m a uno » en el tiempo ¢, en un

cristal unidimensional infinitc bajo un campo eléctrico £ es

- mf=gf; w i mr—ri[= el g \/2 4T fe a[’ﬁ\a
f\(m,n,:)=e”" HapR g -imonil-edaifhon)f JM_”( sent gati 1 (2.55)

oo )

Esta expresion muestra el movimiento oscilatorio del electrén, el cual resulta en
un confinamiento del electrén en una regidon limitada del espacio y e$ un
comportamiento muy distinto al del electrén en ausencia de campo eléetrico. EL
confinamiento se hace evidente de notar que la magnitud de K estd dada por la funcidn
Bessel de orden m—n. Supongamos que como en el problema de la seccidn anterior el
electrén inicialmente se encuentra en el sitio U, osea A =0 en la ecuacidén (2.55),
entonces ya que la magnitud del argumento de la Bessel es a lo mas 47/ea, existe un
w a partit del cual J,.,J . ¥ J_, ./ s 0N Iguales a cerc para todo tiempo,
resultando en un confinamiento del electrdn entre el sitio —n” y #'. La lengitud de dicha
region es inversamente proporcional al valor del campo aplicado, pues el argumento de
la Funcitn Bessel va como &', Este comportamiento inusual de una cuasiparticula en

un cristal fue predicho por Blech-ern 1928, y por esa razdn se le denemina oscilacion de
Bloch.

La existencia de las oscilaciones de Bloch, el andlogo dindmico de la escalera de
Wannier-Stark, fue corroborada expetimentaimente (Washke er of,, 1993) a través de la
deteccitn de radiacién eleciromagnética coherente en las oscilaciones de Bloch de
portadores de carga en una superred semiconductora. En este experimento, Christian
Waschke er al., utilizaron una hetercestructura de 35 pericdos, cada uno de ellos

formados por una capa oe GaAs de %7 A,y owra de Al,.Gz,,As de 17 A como

barrera; esta heteroestructura se obtuvo por le tcnica de crecimiento epitaxial por haz
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molecular sobre una capa de 2500 A de Al ,Ga,,As, misma que a su vez se crecié
sobre un substrato de GaAs con dopado tipo n. Sobre los 35 periodos de GaAs -
Al,,Ga,,As se crecid una capa de Al ,Ga,,As con 3500 A de ancho, y sobre esta

ltima se colocd un contacto Schottky de Cr semitransparente, de tal forma que fue
posible crear una diferencia de potencial entre este contacto y el substrato dopado,
generando un campo eléctrico constante en la heteroestructura periddica. En este
sistema periddico se realizdé primero un estudio para corroborar la existencia de la
escalera de Stark, y se obtuvo el espectro de fotocorriente de baja excitacién (un

procedimiento similar al realizado por Méndez et al.).

cB
n=2
S X Ay
£ n=0
1 ==
n=—=2
vB
1.58 T T T T
P e L1
.0 e
. _—
s e T
< 1.88 - ¢r:‘1 .y Wb g [, — —a
(A ® - LT
S o L SRTTT e  ,
S e ~-e
1.54 | b4 “-‘._:_th i“"--.._‘ -
‘M_‘._‘
~ .
~2hh iind
1.82 - L L !
0.0 -0.8 -3.0 -1.5
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Figura 2.10 Superior: Representacién Esquemética de las transiciones de la banda de
valencia (VB) con la banda de conduccitén (CB) de una siper red semiconductora

con un voltaje externo. Inferior: Gréfica tipo abanico de las escaleras de Wannier

Stark observadas en el espectro de fotocorriente de la heteroestructura 2 4 "K y baja
densidad de excitacién. {Tomada de Waschke ef al., 1993},

La parte superior de la figura 2.10 muestra de manera esquematica las
transiciones que se realizan entre fa banda de conduccién y de valencia después de la
discretizacién de ambas bandas por la presencia del campo eléctrico constante. Los

indices n no se refieren a los sitios, sino a los diferentes niveles de energla. En la parte
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inferior de figura 2.10, la grafica muestra como puntos romboidales las difersntes
trensiciones detectadas a traveés del espectro de fotocorriente, El gje x indica el voltaje
aplicado en la muestra y, en ¢l eje y, la gnergia de las transiciones, En este grafico se
observa la escalera de Stark y como varia ésia con el voltaje aplicado,

Para mostrar la existencia de las oscilaciones de Bloch, se procedio de manera
diferente. Se colocd la muesira en un cridstato cerrado a 157K |, donde se irradid con un
puisa ¢ptico de lengited de onda de 802 nm en un dngulo de 457, La radiacion emitida
por la muestra, casi colineal al hez reflejade, es proyectado por espegjos parabdlicos en
una antena de dipolo del rango de subpicosegundos (50-pm). Esta espectroscopia estd
en &l dominio de frecuencias del érden de los terahertz, y es sélo sensitiva a procesos de

emision ccherente (Washke er al,, 1993); se aplicd un campo elécirico entre el substrate

y el contacto, y se registré la radiacién en la antena.

Emitisd Elsctrie Fleld [a.u.)
Intangity {=.u.}

_w,/\/__ﬂ__ ~1.2¥ M of
NSRSV

i i ' i

a 1 4 3 L1 A 83.¢4 A 1.8 '8 1.0 2.8
Tlonw Delay {(pa) Frequenoy {THiz)

Figura 2.11 lzquierda: Radiacidn electromagnélica ccherente eomo funcién del
tiempo para diferenies voltajes en la heleroestructura, Derecha: Transformadas de

fourier de los espectros de radiacion. (Tomada de Waschke ef af,, 1951),
La grafica en figura 2,11 muestra la radiacién electromagnética coherente

detectada por la antena ¢omo funcidn del tiempo, para diferentes voitajes en la muestra.

En Ta parie derecha se muestra el especiro de Fourier de la radiacion detectada. Para
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campos relativamente bajos {~1,-1.5 V) los picos en este espectro son independientes

del voltaje. Sin embargo, para voltajes superiores (>1.5 Vel pico en el espectro se

mueve continuamente a frecuencias mayores, Este comportamiento se puede predecir

observando que la frecuencia en el argumento de la funcion Bessel de la ecuacidn (2.53)

es lineal con el campo eléctrico.

[

atom number (a.0.)

i

-1 Y 1
atornic momeantium [fk]

Figura 2,12 Oscilaciones de Bloch de atomos: distribuciones de momento para
tiempo de 0 a 8.2 ms, (Tomada de Dahan &1 aof., 1993).

La presencia de las oscilaciones en la radiacion electromagnética y la
dependencia de éstas con ¢l campo eléctrico muestran la presencia de oscilacionss de
Bloch. Las hetercestructuras no son 10s unicos sistenas en 1os que es posible encontrar
evidencia experimental de las oscilaciones de Bloch. Maxime Ben Dahan, ef /. {Dahan
et al, 1996} mostraron la existencia de este fendmeno en atomos de Cesio super
enfriados y sujetos a un potencial dptico periddica. En el experimento se utiliza un laser
Raman unidimensional de enfriamiento para preparar un gas de dtomos libres con
dispersidén de momente & p = kk/4 en alguna direccidn fija. En esta misma direccion se
crea un potencial periodico, iluminande los d&tomos con una luz [&ser constante. Después
miden la distribucién del momento de los dtemos mientras aplican un potencial de
rampa simulando el campo ¢léctrico constante, un potencial lineal con la posicion. La

figura 2.12 muestra las distribuciones de momento en lo dtomos de Cesio obtenidas a
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diferentes tiempos, en ella se puede observar la presencia de oscilaciones de Bloch; el
maximo en la distribucion oscila en el tiempo con un periodo en el rango de los
milisegundos, 10 ¢rdenes de magnitud mayor que el periodo de las oscilaciones de

Bloch en semiconductores.

2.4 Campo eléctrico dependiente del tiempo: Localizacién dindmica
Los estudios en estos sistemas periddicos no se limitaron a campos eléctricos

constantes. El trabajo tedrico de Fukuyama ef al. fu¢ extendido por Dunlap y Kenkre a
campos eléctricos dependientes del tiem'po; ellos remplazaron el término en el

hamiltoniano de la ecuacion (2.53) por uno mas general,

V=-Yebf(t)an, (2.56)

donde & es otra vez una constante, y f(¢) una funcién que contiene la dependencia

temporal. Utilizando el método de las caracteristicas, solucionaron las ecuaciones
diferenciales resultantes de escribir la ecuacién de Schridinger, y encontraron
expresiones en forma de integral para [a magnitud cuadrada de la funcién de onda por

sitio y para la dispersién cuadrética media:
6, () =7 [2T[v’ (1) + 1 (z)]‘”], (2.57)
(m*) =27 [V (1) +2 (1)], (2.58)

con

u(t)= _[cos[fn(r')]d:', v(1)= Jsen‘[ﬁn(t’)]d:’, y n(t)= If(l’)dt’.
0 0 0
Las expresiones en las ecuaciones (2.57) vy (2.58) se reducen a las obtenidas
para campo eléctrico constante por Hidetoshi et al. si f(r) =1, y a las que se obtendrian
a partir de Ec. (2.45) si £=0. Dunlap estudié el caso particular de un campo ¢léctrico

sinusoidal f{(¢)=coswi . Para este caso las ecuaciones (2.57) y (2.58) se reducen a

u(r) :(l/a))aj[drcos[(ﬁ/a))sen r], (2.59)
v(t)=(l/w)wjd-rcsen [(cj/w)sen r], (2.60)

y se presenta el fendmeno de localizacton dindmica que describimos en detalle a

continuacion,
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Anteriormente hemos visto que en ausencia de campo eléctrico la particula se
dispersa en todo el espacio; que para campos eléctricos constantes la particula
permanece en una region del espacio; y que a determinados instantes de tiempo se
encuentra totalmente localizada en el sitio inicial. En la presencia de campo eléctrico
dependiente del tiempo, la localizacién de la particula depende de la magnitud del
campo en relacién con la magnitud de la frecuencia del mismo, ambos pardmetros

extemos.

Para entender esta localizacién es necesario notar que las ecuaciones (2.59) y
(2.60) muestran que siempre que o sea igual a un numero entero de veces 27, u(7)
toma la forma integral de la funcién Bessel de orden cero, u(f) :[Jo (f/w)]r, y v(1)

se anula. Por tanto, para un f general las diferencias respectivas entre u y v de
ecuaciones (2.59) y (2.60) y sus valores cuando s = 27, son funciones acotadas con

periodo 27/w, y su magnitud no puede éxceder z/w. Denotamos estas diferencias
relativas como 4, (1) y A4, (1):

A()=u(1)-t/,(¢/w), (261)

A()=v(r). (2.62)

Con ayuda de estas diferencias reescribimos la probabilidad por sitio y el

desplazamiento cuadratico medio:
[0, (0)]=72 (213 (/@) £, (1) o (&) + £ (0], (263)
(m*y =21 [ 2 (¢/w)+ (1), (/@) + £, (1)], 2.64)
con [(1)=2(A /)y f()=2(4+£))r.
Las funciones f, (1) y f,{(r) contienen a las funciones acotadas 4, (1) y 4,(¢)

y por tanto decaen a tiempos largos (Dunlap y Kenkre, 1986). Entonces las expresiones

en ecuaciones (2.63) y (2.64) a tiempo largos se pueden escribir como:
|¢M (t)| =J? (ZT"’!), t>>2x]w, (2.65)
(m*y=2(171)' 15> 21/, (2.66)
que se pueden comparar con las ecuaciones (2.45) y (2.49) del caso sin campo eléctrico,

donde se presenta la difusién. La Unica diferencia entre el caso libre y el caso del campo

sinusoidal es que en este caso existe un tuneleo efectivo
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TY =TJ,{¢/w). (2.67)
Asl ¢l campo eléctrico sinusoidal tiene el efecto de reducir la velocidad efectiva,
o la razén de deslocalizacion de la particuia en el sistema. De la ecuacion (2.67) vemos

que el nelec efective se anula siempre que &/w sea alguna raiz de J,. Entonces la

dispersién cuadratica media permanece acotada, por lo tanto, 12 particula estd localizada
por a2 accidn del campo eléctrico dependients del tiempo, A este comportamiento
Dunlap y Kenkre le ltamaron localizacion dindmica.

La idea principal que emergié de los estudios anteriores, es que las propiedades
dinamicas de los electrones son ajustables a través de pardmetros del campo extemno,
tales como amplitud y frecuencia, con consecuencias reales en experimentos (Zhu et al.,
1999,

En un segundo trabajo los mismos autcres (Dunlap y Kenkre, 1988) ampiiaron
este estudio al incluir el efecto de la dispersidn de la particula por imperfecciones en la
red. Utilizando la ecuacidn estocastica de Liouville encontraron soluciones exactas para
la dispersién cuadritica mediz y obtuvieron la constanie de difusidn para un campo
alternante sinuseidal.

Trabajos posteriores agregaron asimetria al sistema: en 1994, Mazareno, da Silva
y Brito (Nazareno ¢f af, 15994} consideraron una impureza en el centro del cristal bajo
un campo eléctrico constante, explicitamenie agregaron el término

& ¢le,, (2.68)
y el campo eléctrico constante de la ecuacidn (2.53) en ef hamiltoniano de lg ecuacidn
(2.35). Mostraron que en este sistema se produce localizacidn espacial en la regién de |a
impureza y que la magnitud del campo eléctrico constante ¢ determina que tan
localizado se encuentra ef electrdn en dicha regidn.

En 1995, Katsanos, Evagelou, y Xiong estudiaron la dindmica electrénica sin
campo eléctrico en sistemas periddicos y no periddicas (Thue-Morse); corroboraron el
comportamiento ballstico en sistemas periddicos, y mostraron uno superdifusivo de
orden superior en los sistemas no periddicos, estudiando la dependencié temporal de la
dispersién cuadritica media.

Por otro lado, X-G Zhao (Zhao, 1994) mostré que si se toma el sistema mas alla
del amarre fuerte, esto es, si se considera interaccidn no sélo 0§ primeros vecings, la
localizacion dindmica desaparece ante campos eléctricos alternantes con dependéncia

sinusoidal. Sin embargo, en un trabajo posterior en colaboracion con Zhu y Niu (Zhu e/
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al,, 1999} demostré que ante campos eléctricos de onda rectangular la localizacién
dinamica se recupera, y a esto llamaron localizacidn dindmica exacta, para diferenciaria
de la que se presenta bajo la aproximacion a primeros vecinos,

Posteriormente, Dignam y Sterke (Dignam vy Sterke, 2002) examinaron las
condiciones para la localizacion dindmica de electrones en un potencial periddico ante
la presencia de un campo altemo apticado, Establecieron que s0lo campos eléctricos que
son discontinuos en todos los cambios de signe pueden generar localizacién dindmica
exacta, ademds, propusieron un procedimiento general para construir campos AC que
resulten en iocalizacion dinamica. Este procedimiento se basa en una condicion sobre el

drea bajo la curva en una grafica del campo eléctrico externo £ f {1} como funcitn del

tiempo. Mds adelante complemeniaron estos resultados en colaboracién con
Domachuck y Wan (Domachuck et af., 2002 ), en donde establecieron: 1) que aunque la
localizacidn dindmica exacta puede ocurrir sélo en campos altermantes disgontinuos, en
todgs los cambios de signo la presencia de logalizacion dindmica s altamente tolerante
a suavizar estas discontinuidades; 2} que eﬁ gl llmite de amarre fuerte todo campo
alternc simétrico garantiza exhibir localizacion dindmica para alguna amplited de
campo, y 3) un teorema de &rea bajo la curva para campos eléctricos simétricos con sélo
dos ceros por periodo.

Existen trabajos extensos en donde se hace referencia a los principales
resultados para el sistema que nos interesa estudiar (Griffoni y Hinggi, 1998). Asi
mismo, hay monografias especializadas, por ejemplo Ia de Kosevich (Kosevich, 2001},
en la que se ofrece una interpretacién de los fendmenos de oscilaciones de Bloch y la
localizacion dindmica, ademds de ponerlos en ofro contexto, el de los solitones; otra
moncgrafia es [a de Hartmann (Hartmann e af., 2004), donde se considera al eiectron
distribuido espacialmente en forma gaussiona somo condicidn inicial, y se estudia el

problema cuasi ¢lasicamente por medio de la aproximacidn de una sola banda,

2.5 Solucién mediante dlgebras de Lie
Otro enfoque para resolver ¢l problema dinamico es €l gue utiliza un método de

operadores, elementos de un Algebra de Lie, para construir el operader de evolucion

temporal U (/). En 1563 James Wei y Edgard Norman publican en el nimero 4 del

volummen 4 del Journal of Mathematical Physics (Wei y Norman, 1963) el articulo
tituiado “Lie Algebraic Solution of Linear Ditferentiai Equations” y en el que

establecen un teorema de gran importancia.



A continuacion siguiende la metodologia de Wei y Morman vamos a explicar sus
resultados, ya que estos han sido utilizado con gran exito en el contexto de la dinamica
cudntica de clectrones en sistemnas pericdicos, ¥ han posibilitados la obtencién de
generalizaciones, ademds de corroborar resultados anteriores.

Consideramos la siguiente ecuacion diferencial de primer crden

2Oy, v(o)-, 2:69)

donde H y U son operadores lineales dependientes del tiempo en un espacic de
Banach, o sea un espacio vectorial normado en el cual toda secuencia de Cauchy
converge, ¢ bien en un espacio dimensicnal finito. El cperador H puede ser el
hamilteniane en la ecuacion de onda de Schrijdinger o en la ecuacion de movimiento o
bien la matriz de transicion de probabilidades en una ecuacidn maestra. Usualmente unc

puede escribir el hamiltoniano como una combinacicn lineal de operadores que forman

una base de dimensionalidad m (finito),

A()=Sa (A, (2.70)

Jml

donde las g 's son un conjunto de funciones complejas linealmente independientes que
dependen del tiempo, ¥ las H, s son operadores constantes en el tiempo.

El conjunto de operadores {I:Il,l:ll,,,,ﬂmj puede ser extendide por conmutacion
repetitiva a un algebra de Lie £ de dimensién n, usualmente con n2m. Este es
siempre el caso si H(¢) s un operador con representacion matricial finita,

Las slgebras de Lie son una importante clase de dlgebra no asociativa y se deben
al matemé4tico noruego Sophus Lie {184-1899). En general, un digebra de Lie £ es un
espacio vectorial con soporte real o complejo y con una ley de composicion o producto

bracket B{X,Y):[X,Y], B:LxL o £ que satisface

[X,¥]=-[Y,X] (Antisimetria), (2.71)
[X,a¥Y +bZ] = aX, Y]+ 5[X,Z] (Ley distributiva), 272
XY, 2] ]+ [ Y.[Z,X] ]+ Z.[X.¥]]= 0 (Identidad de Jacobi). (2.73)

Wei v Norman mosiraron que si £, el dlgebra de Lie que contiene ios

operadores constantes con ios que s escribe el hamiltoniano. es de dimensidn finita, el
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sistema de ecuaciones en (2.69) se puede desacoplar en un conjunto de ecuaciones

independientes. Explicitamente

~

U()=0,(:)0,()..0,(2), (2.74)
donde cada U, (1) es un operador que satisface una ecuacién de la forma,

~ A A

~0()=4()A0,(), U,(0)=t (2.75)

yasuvezlas g (t) son funciones complejas del tiempo. Es evidente que las soluciones

a las ecuaciones (2.75) son (Magnus, 1954):
U, (1) =exp| g, (11, |, (2.76)

y entonces el operador U(r) se vuelve un producto de exponenciales

0(1):I:Iexp[g, (l)I:If:I; (2.77)

las funciones escalares g, (¢) ‘s son soluciones del conjunto de ecuaciones diferenciales

no lineales dadas por
a‘ n
~ &) =2ma (). g(0)=0 (2.78)
k=l

donde las 77, ‘s son funciones no lineales de las g, ()’s.

De esta manera se reducen las ecuaciones diferenciales acopladas implicitas en
(2.69) por las ecuaciones diferenciales no lineales desacopladas en (2.78).

El conjunto de elementos de £ que se puede obtener a través de la operacion
bracket de dos elementos de £ forman el 4lgebra derivada, £°.

El 4lgebra derivada de £’ se denota £”. Por induccion se tiene que un algebra
derivada es subconjunto de todas las 4lgebras de grado menor, es decir

LoL'oL">... (2.79)
Un 4lgebra de Lie £ se dice que es soluble si £ = {0}, para algin k. Para este

caso, las n,'s forman una matriz triangular y el sistema en (2,78) puede solucionarse

por cuadratura, por ejemplo.

Al resultado plasmado en la ecuacién (2.77) Wei y Norman lo llamaron tecrema
de desacoplamiento, sin embargo, se le conoce junto con los resultados anteriores como
teorema de Wei-Norman. Este teorema tiene multiples aplicaciones en Mecanica

Cudntica, sefialadas incluso por los mismos autores (Wei y Norman, 1963). Ellos

36



aplicaron este formalismo al célculo de las probabilidades de transicién Landau-Teller
en ¢l oscilador arménico y de la cinética de la reaccion de intercambio del deuterdn.

Las primeras aplicaciones de los resultados de Wei y Norman se realizaron en ¢l
oscilador arménico, ya que en este sistema surge de manera naturai la estructura
algebraica de Lie, al escribir ¢l hamiltoniano en términos de operadores de ascenso y
descenso. De hecho, fue en este contexto donde Wolf'y Korsch (Wolf'y Korsch, 1988)
ejemplificaron su contribucién a la teorla, la factorizacién del dlgebra de Lie para
facilitar la utilizacién del teorema de Wei Norman. Para detallar esta contribucion,
mencionaremos dos conceptos bésicos dentro de la teoria de las &lgebras de Lie.

Un ideal J de un 4lgebra de Lie £ es un subconjunto de £ tal que [X,Y]e3

para todo X € £ y todo Y €J, una ¢ondicidén que se puede escribir brevemente como
[S,U] c J. Elradical de £ es el ideal soluble de mayor cardinalidad.

Wolf y Korsch (Wolf y Korsch, 1988) utilizaron el teorema de Levi-Malcev que
establece que cualquier algebra de Lie con dimensién finita se puede escribir como una
linica suma semidirecta de su radical R y una subalgebra semisimple §, isomérfica al
&lgebra factor £/M. Ademds utlizaron el teorema de descomposicién unica de la

dlgebras semisimples en sumas semidirecta de ideales simples, es decir que

§=85&85,@..8S8,, (2.80)
por lo que es posible descomponer un hamiltonjano en una ecuacion de la forma (2.69)
H=H,+H, HeS H,cR, (2.81)
¥ por tanto
U=0,0,, (2.82)

~

mientras que H, = H, +H,...+ H, . Reduciendo el problema en la ecuacion (2.69) a la

solucién de problemas subordinados més pequefios. Ya que U esta dado en una forma
factorizada uno puede después de realizar el procedimiento de Wolf'y Korsch optar por
solucionar cada una de sus partes, ya sea por el método de Magnus (Magnus, 1954) o
por el de Wei-Norman (Wei y Norman, 1962) anteriormente discutido.

Los primeros en utilizar estos resultados en la dindmica electrénica en sistemas
periodicos, que son los de interés en este trabajo, fueron Korsch y Mossmann (Korsch y

Mossmann, 2003). Ellos utilizaron el algebra de Lie [ formada por el operador de
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numero N y los operadores K y K, analogos espaciales de los operadores de

descenso y ascenso del oscilador arménico, definidos respectivamente por,

N=73 nil,, (2.83)
K=Y &%, (2.84)
K'=Y &8, (2.85)

relaciones de estructura

[K.N|=K,[K'N]=-K', [K',K]|=0. (2.86)
Es facil ver que
ﬁ'n)zn\n},l&n):h—l),lﬂ(f n>=|n+l>, (2.87)

de aqul la analogia con los operadores de escalera del oscilador armonico.

De acuerdo con las definiciones anteriores, el 4lgebra [:{K,K’,ﬁ} tiene

radical R = {K,K’} , y s soluble pues [K',K]: 0; la parte simplees S = {I;I} Ly | se

puede escribir como la suma semidirecta I=RB S .

Korsch y Mossmann utilizaron la descomposicién en suma semidirecta y el
teorema de Wei-Norman para encontrar el operador de evolucion temporal, y con este el
propagador para el problema con campo eléctrico con dependencia arbitraria en el
tiempo. Obtuvieron resultados de acuerdo con los derivados por Dunlap y Kenkre
(Dunlap y Kenkre, 1598).

La vision de élgebra de operadores no sélo es un método alternativo para la
solucion del problema de la dindmica electrénica bajo campos eléctricos, es una
generalizacion pues permite encontrar resultados analiticos para el caso bidimensional
(Mossmann et al., 2005), caso en el cual anteriormente sélo se habian obtenido
resultados numéricos (Witthaut, 2004).

Hasta 2002 los trabajos, tanto en oscilaciones de Bloch como en localizacién

dinamica en sistemas periédicos, habian despreciado la interaccion electron-electron en
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estos sistemas, En 2003 Ken-lchi Noba esmdid 1a dindmica coherente de dos electrones
con espin antiparalele bajo un campo eléctrico alternante, mostrando a través de
calculos numéricos la presencia de le localizacion dindmica para los dos electrongs.
Existen otros aspectos fisicos importantes que pueden afectar la dindmica y que
no se han tomado en cuenta, entre los que se encuentran el grado de libertad de espin, el
cual es de interés en presencia de interaccion espin-drbita, ya gue en ciertos materiales
esta interaccidn acopla el movimiento del electrdn con su espin de manera considerable.
En particular es de interés para nosotros el efecto que el acoplamiento espin-érbita tiene
sobre los fenomenos de oscilaciones de Bloch v localizacion dindmica y en la dindmica

electronica en general.
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3. Interaccion espin-Grbita tipo Dresselhaus

3.1 El espin del electron
Después del establecimiento de la mecdnica cudntica se realizd una intensa labor para

entender la estructura de los espectros atémicos. En particular, fue posible avanzar en la
descripcién del efecto Zeeman; sin embargo, no fue posible entender este fendmeno
sino hasta el momento en gue se incorpord a la teoria de Schrédinger la teorfa de Pauli
del espin del electrén, Como recuerdo de la situacidn confusa que privé durante esos
afios, aun gueda en la actualidad el nombre de efecto Zeeman andmalo, dado a una
cierta forma de este fenémeno, precisnmente a la parte de él que no pudo ser
“justificnda™ en términos de los modelos clasicos, para distinguirla de la Hamada
“normal” y que corresponde al efecto Zeeman que se debe exclusivamente al momento
angular orbital.

El analisis detallado del efecto Zeeman andmalo condujo a Landé a proponer en
1921 que la fdrmula para la refacién entre el momento magnétice asociado a una carga
que circula {por gjemplo, un eiectrén orbital) y el comespondiente momento angular, es

decir, la relacién giromagnética, debe ser modificada. En concreto, propuso que en vez

de [a formula clasica,

Ju: £ é‘[Zl
e R , 3.1
L 2mc dmc G-
(e, = |e|) se ascribiera,
Ay 2 =
ol R , 1.2
L Eome (323

T

en donde u, es el momento magnético, L, es el momento angular que lo genera, m es

la masa, ¢ la velocidad de la luz y g es un factor numérico llamado fector de Landé,
cuyo valor como funcién de los ndmeros cudnticos caracteristicos del sistema atémico
pudo establecer Landé sobre bases empiricas, pero sin justificacién tedrica apropiada.
Ademas la formula para g tenia ia peculiaridad sorprendente de requerir el empleo de
nimeros cudnticos semienleros.

La formula (3.2) hebia sido estudiada experimentalmente para el caso de los
electrones, con anticipacion a los trabajos de Landé. En efecto, en 1915 Einstein realizo
en Holanda una serie de trabajos experimentales en colaboracidn con de Haas para

verificar su observacién de que la ley de Ampére, aplicada a la moléculas de un cuerpo
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rigido macroscopico magnetizado, implica que la relacion giromagnética del mismao estd
dada por la ecuacion (3.1). En una nota preiiminar, Einstein hacia notar lo imprevisible
de este resultado, va que la relacion giromagnética del cuerpo macroscopico depende
solo de! cociente e/m para el electrdn (cuyo valor experimental habia sido establecido
por Robert Millikan en 1909), ¥y no de cantidades como la velocidad orbital de los
elecirones o las dimensiones de su &rbita. Para coreoborar la tegria, Einstein y de Haas
suspendigron un ciiindro magnetizabie de un hilo de cuarzo y le indujeron una corriente
alterna mediante una bobina, como su muestra en la figura 3.1, procurando que |a
frecuencia de las comientes inducidas coincidiera con la frecuencia de oscilacién
torsional para producir resenancia. Con este dispositivo Einstein y de Haas pudieron
comprobar que la variacion de la magnetizacién genera una variacion similar en el

momento angular, de tal manera que g /L permanece constante y negativa,

Interesados mas en el orden de magnitud que en los detalles del fendmeno en si —que
lleva el nombre de efecto Einstein-de Hoas—, su determinacion del coeficiente de
preporcicnalidad entre el cambio del momento angular del cilindro v el cambio de

magnetizacién que produce no fue muy precisa, aungue el valor que ellos notificaron es
equivalente a g =1. Mediciones ulteriores muy cuidadosas realizadas por diferentes
autores (Barnett, 1917, Stewart, 1918) mostraron que, la razdn giromagnética para los
electrones de un cuerpo ferromagnético era ya conocido previamente & 1a proposicion de
Landé v podia considerarse como una prueba independiente de Iz necesidad de adoptar
la ecuacion (3.2) en vez de la (3.1) en el caso general atdmico, con g =2 en el caso

especifico de los electrones.

AT
—|

-

Figura 3.l. Esguemn del experimento Einslein-de Haas para [a determinacidn del

factor g de Landé de lus electrones,

41



Por la misma época (1921), Otto Stern propuso la realizacién de un experiments
para comprobar las reglas de cuantizacién espacial del momento angular en un campo
magnético, descubiertas poco antes. La compenente del momentc orbital en la direccién
del campo magnético puede poseer solo el valor Am |, en donde m es un niimero entero.

Expresado esto en términos del comrespondiente momento magnético x4, su proyeccion

4, puede tener solo los eipenvalores:

ru: :—“ﬂm! (3“3]

eh . - . .
en donde 4, = es ¢l magnetdn de Bohr. Este scrprendente resultado, establecido
e

7]

por Sommerfeld en 1916 dentro de la teorfa de Bohr, recibié el nombre de cuantizacién
espacial v es el que Stern propuse verificar, El mismo Stern, con la colaboracion de W.
Gerlach, efectud¢ una serie de experimentos con este propésito en Frankfurt v
Hamburgo, en los cuales hacia pasar un haz de atomos monovalentes (de piata) por un
campo magnético fuertemente inhomogénec. Sepun se sipue de la electredindmica
clasica, cuando un momenio magnético & (un dipelo) esta en presencia de un campo

magnético B, sufre una fuerza de valor
F=V{i B). (3.4)
Si para  simplificar el anélisis, consideramos c¢ampos orieniados
predominantemente a lo largo del eje Oz con B, =0 (y es la direccion del haz), la
rapida precesion del momentc magnétice alrededor del eje Oz hace que la compenente
i, promedio cero, por lo gue podemos aproximar la fuerza en la direccion Oz que

actua schre el momento magnétice como

F,fﬂ,%*#,%ﬁﬂ,?&=—ﬂ0§im:—ﬂm (3‘5)
oz Oz C Oz 0z

con F, =, 8, /dz . Vemos que la fuerza que actia sobre el dipolo depende del nGmero

cudntico m, por lo que el haz de particulas debera descomponerse en tantas ramas como
valores diferentes pueda tener este namero. En particular, &i experimento se realizo
inicialmente con dtomos del grupo 1 de {a tabla periodica (H, Li, Na, Ag, Au, etc.) en el
estado s para los cuales ! =86 v m =0 y, por lo tanto, el haz nc deberia descomponerse.
Sin embargo. el experimento mostré dos haces, indicanda que los dtomos posefan un
momento magnético diferente de cero ain en el estado s. Si el momento angular

asociado a! momento magnético €s ks, entonces deberd tener que 2s+ 1= 2, es decir,
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s=1/2. Aunque este resuitado estaba de acuerdo con la teoria empirica de Landg, el
origen de este momento angular A/2 gquedaba sin explicar. Mds aln tan pronto fue

conogido este resultado, Einstein y Ehrenfest {1922) sefialarcn la existencia de graves
dificultades para concebir alglin mecanismo satisfactorio y aceptable desde el punto de
vista conceptual, En otras palabras, concluyeron que no era aceptable asignar el

momento angular /2 aj movimiento angular electrénico.

Paralelamente & ests serie de trabajos, diversos investigadores se ocupaban de
problemas conexos, como el de la estructura y el origer de la tabla periédica de los
elementos. En cada uro de eso trabajos, generalizando los puntos de vista de Behr y
desarrollando una sugerencia de E.C. Stoner respecto del posible nimero de estados

)

estacionarios de un atomo en un campoe magnético externo, Wolfgang Pauli concluyd en
1925 que es posible entender en forma natural la estructura de la tabla periddica de los
elementos si cada estade electrénico orbital es caracterizado por cuatro nlmero
cudnlicos, en vez de tres, y se supone simulténeamente que cada estado puede estar
ocupado sdlo por un electron, observacidn que es conocida como Principio de
Exclusion de Pauli. Nos interesa recalcar 1a necesidad de un nuevo niimere cudniico
(ademsas de », { v m) para caraclerizar el estado atdmico de un electrdn, el cual, de
acuerdo a los trabajos del propio Pauli, puede tomar sdlo dos posibles valores, De
hecho, el principio de exclusion venia a resolver no sélo el problema del nfimero de
electrones que pueden acomodarse en cada capa con momento angular definido, sing
que daba respuesta cualitativa a un problema mucho mds general, bésico y viejo, a
saber: ¢Qué es lo que impide que no caigan todos los electrones de un dtomo pesado
{que pueden contener decenas de ellos) al estado de menor energla, lo que pareceria ser
una soluciébn menos energética y mas estable?

En 1925, los jévenes fisicos holandeses G.E. Uhlenbeck y 8. Goudsmit
propusieron una reinterpretacion novedosa de los resutiados anteriores, que resolvia de
manera muy simple varias dificultades, en vez de interpretar el nuevo nimero cuéntico
dicotdmico como una caracteristica de! estado del dtomo, propusieron interpretaric

ccmo un momente angular intrinseco del elecirdn, de valor 1/2 en upidades de &. Este
es el espin del electron, cuya descripeion formal cudntica fuera formulada poco tiempo
después (1927) por el propio Pauli. El valor /2 (er unidades de k) para el espin del
electron queda univocamente fijado por la condicion de que su proyeccion, identificada

con el nuevo nimero cuantico, puede tomar s6lo dos valores, que son, segin las reglas
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de la mecanica cuéntica, los valores ~A/2 y —A/2 para la proyeccion en alguna
direccidn de dicho espin. (de la Pefia, 2006)
Considerando que el esp[h vale £/2 podemos aplicarle Ia teorla de momento

angutar y expresar el operador de espin en términos de las matrices de Pauli

m:

=—hi, a=(g,), (3.5)

I:\J

5 Jo 1Y [0 - (1 0'}

L0, =1 1,0 f
x Y Riatb i 77 e

(3.7
El momento magnético en la direccion Oz es u, :—g(eeﬁmc)s},, lo que se

puede ver de la ecuacion {3.1). En forma vectorial podemos escribir entonces, con

g = 2 y el magnet6n de Bohr dado por p, = gh/2me

€p

&

2me ﬁmc

B=-2 = — i, 0 (3.8)

8i, ¢, es el tensor de Levi-Civita, las matrices de Pauli cumplen las reglas de
conmuiacion dadas por

(0,0, |=2i¢,0,. (3.9)

Ademas de estas relaciones de conmutacién, propiss de todo operador de

momente angular, las matrices de Pauli satisfacen otras que le son especificas y resultan

del hecho de que se trata de matrices 2x 2. En concreto es posible demostrar que

00, =8, +£,0,, (3.10)
esta formula muestra, en particular, que ¢l cuadrado de cada una de las tres matrices de
Pauli es la matriz identidad de 2x2.

Puesto que el espin queda representadc por el operader matricial de 2x2,
§=h&j2, la funcidn de onda del electrdn posee dos componenies, es decir, el estado
general de un electrén consiste en una superposicion de estados con espin hecia arriba
‘T\; y hacia abajo | va, explicitamente:

N
BEADEANE J (0{ v, = [, (3.11)
Ly W,
a esta cantidad se le llama espinor. Si tomamos otro espinor |} con componentes ¢, ¥

@, , podemos construir el producto escalar
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NA" ) .
(ply)=(p; %)U = QW O, (3.12)
3

en particular, tomando = @ obtenemos la densidad de particulas

wlw)=lw +if = o+ 0, (3.13)

Los espinores son objetos matematicos que deben distinguirse de por ejempio

los vectores en un plano. En particular, [as propiedades de transformacién de los
operadores frente a rotaciones del sistema :coordenado son peculiares. E) operador de

rotaciones por el angulo & alrededor de un eje i que pasa por el origen para espin 1/2

es
R, (0):exp(—%t’%ﬁé]:exp[—%iﬁ*ﬁ-é], (3.14)
que se puede reescribir, utilizando gue (ﬁ-&)u =1 yque (a -6)2“' =10-¢, como
f{ﬁ (0)=Icos—§——:‘(ﬁ-6)sen—§, (3.15)

en particular para rotaciones infinitesimales por el dngulo &8 resulta
flﬁ(B):I—%i&%-G. (3.16)

Para construir la ecuacion de evolucion temporal para ¥, que sustituye {0
mejor, que generaliza) a la ecuacion de Schrodinger para el caso del electron con espin,

el procedimiento que suele emplearse es el introducido por Pauli. Este consiste en tomar

en cuenta que al colocar el electrdn en un campo magnético externo B, dicha particula

y el momento magnético asociado al espin se acoplan, y asi aparece la energia mutua

~

V,=-n-B=-uB s, (3.17)
como se sigue de (3.8). Este término de interaccidn se agrega al hamiltoniano de la
ecuacion de Schrodinger que se escribe ahora como una ecuacion matricial para el
espinor ¥ . La ecuacion resultante se llama ecuacion de Pauli y se escribe

o2 S {

z

. . he -

e — | P-SA| W4V, ——< Bg|¥. (3.18)
o  2m o 2Zme

Por supuesto, se trata de una manera posible de ampliar el espacio de Hilbert
para incluir en €l las funciones espinoriales. La ecuacion de Pauli es un postulado, que
introduce ad hoc el espin y el valor correcto del momento magnético intrinseco del

electrén, con razdn giromagnética g =2. Sin embargo, la ecuacion (3.18) se puede

i
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derivar de la teoria fundamental del electrdn relativista de Dirac que incorpora el espin
de manera natural.

Si se modifica apropiadamente la ecuacién de Schridinger para hacerla
consistente con la relatividad especial, se obtiene la ecuacién del Klein-Gordon. Por
otro lado, si a la ecuacion de Schridinger se le agrega el espin del electrén, se obtiene la
ecuacion se Pauli, como se vio anteriormente. Al incorporar simultdneamente la
relatividad especial y el espin en forma cerrada se obtiene la ecuacion de Dirac. Esta
ecuacion refiere solamente a particulas de espin 1/2; la descripcion relativista de
particulas de espin 1 se hace mediante la ecuacién de Proca, la de particulas de espin
3/2 mediante la de Rarita-Schwinger, etc. De todas estas la mas importante es sin duda
la de Dirac, pues a partir de ella pueden obtenerse las que corresponden a valores mas

altos del espin, ademds de que describe el comportamiento de las particulas mds

fundamentales, como son el electrdn y los nucleones. (de la Pefia, 2006)

3.2 La interaccién espin-6rbita. El término x’ de Dressethaus
El espin de! electron puede influir significativamente en las propiedades electronicas y

dindmicas de estructuras cuanticas a través de diversos mecanismos. Una de las
interacciones fundamentales del electron en el estado sélido es la que relaciona los
grados de libertad espacial y de espin de la particula, el acoplamiento conocido como
interaccion espin-orbita (Zutié, es al., 2004).

El origen fisico de la interaccion espin-orbita puede explicarse considerando un
electron moviéndose con velocidad v =p/m ante la presencia de un campo eléctrico E
creado por cualquier otra carga. La teorfa de relatividad especial indica que en el marco
de referencia de! electrén existe un campo magnético efectivo dado por

- 1
B, =-—vxE, (3.19)

quedédndonos a primer orden en v/c, y donde ¢ es la velocidad de la luz en el vacio.

Dado que el electrén tiene momento magnético intrinseco p=(eh/2mc)a, donde
Gz(ax,oy,cz) es el vector de matrices de espin de Pauli, interactia con el campo
efectivo B, La correspondiente energ(a de interaccién esta dada por

H,,=-p B,. (3.20)
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Para e] caso dei potencial de Coulomb, el campo electrostitico puede ser escrito
come E=—(1/e)¥VV(r), donde eV{r) es la energia clectrostatica; entonces la
interaccidn espin-orbita queda dada como

A, = [VV()xP]a, (3.21)
Zme

la cual acopla €l momento angular y ¢l espin. Este tipo de acoplamiento es relevante en
materiales semiconductores, porgue presentan valores pequefios de la masa efectiva,

Esta deduccion de la formula para el hamiltoniano espin-orbita, aunque intuitiva
y tlsicamente posible arroja un factor de 1/2 del valor real del coeficiente de la
interaccion. El crigen dz la imprecisién estriba en el hecho de que existen efzctos
relativistas, asociados a gue e electron no se mueve en linea recta {en un atomo por
ejemplo) sino en una trayectoria curvilinea, no considerados en el andlisis. Este efecto
es conocido como Precesion de Thomas.

La interaccion espin-érbita se obtiene formalmente a partir de la ecwacién de
Dirac, la cual como mencionamos antericrmente es relativista y describe a partfculas de
espin 1/2, entre las cuales se encuentran el electrén y su antiparticula, ¢l positrén, La
ecuacion de Dirac se resuelve mediante una funcion de onda de cuatro componentes, un

Biespinor, y esia dada por

E¥ ={ca-P+Pmc’ + V(r)¥, (3.22)
donde P es el momento lineal dado por P =-ik"V, V{r) es el potencial efective que
_ ) (0 a) AR , .
actia sobre la particula, @ =; Ly |3=| 1 son las matrices de Dirac, I es la
\& 0, Y

matriz identidad de 2% 2 v & ={g_,a,,9,) es el vector de matrices de espin de Pauli.

En el [imite no relativista las partes correspondientes al electrdn y al positron se
pueden separar por medio de la transformaci¢n de Foldy-Wouthuysen, con lo cual se
obtiene una funcidn de onda de dos componentes que describe Gnicamente el
compertamiento del electron. El hecho de que la funcién de onda del electrdn tenga dos
compcnentes es consistente con el grado de libertad correspondiente al espin, el cual es
7/2 y puede apuntar hacia arriba 0 hacia abajo. El hamiltoniano de Dirac reducide,
obterido a partir de un desarrclio de la ecuacion de Dirac en términos de 1/ mc’, estd

dado por
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PGB s PxPV] P[P,V

H-
2m Bm’e? dmic? 4mic?

(3.23)

Los dos primeros términcs de la ecuacidn antericr corresponden ai hamiltoniane
de Schridinger. El término de O(P*) es una correccitn relativista a Ja energia cinética,
el cuai refleja el incremento relativista de la masa del electrdn, y es conocido como
término de masa-velocidad. El cuarto términe de la ecuacién (3.23), en el cual nos
enfocaremos, describe la interaccién espin-érbita. Este puede ser entendido
cualitativamente como la energia de alineamniento del momento magnético intrinseco del
electrén con el campo magnético causado por su propic movimiento orbital. El término
originado por la interaccion espin-drbita en el hamiltonisno anterior se puede reescribir
de la siguiente manera:

- R

Hy, = — 5= IVV(r)xP]&. {(3.24)
vdmieT

Y por ultimo, el quinto términc es conocideo como hamiffoniano de Darwin. Este

término refleja el hecho de que en teoria cuantica relativista ninguna particula puede ser
localizada a dimensiones menores que la longitud de Compton (A, = A/me) (Taylor y

Heinonen, 2002). ’

La interaccién espin-Orbita puede jugar un rol observable en la estructura de
bandas de muchos semiconduciores. Cuande el potencial al que las cargas se encuentiran
sujetas no posee simefria de inversion espacial, la interaccion espin-orbita remueve la
degeneracidon del espin sin la presencia de un campc magnético externo
(Voskoboynikaov er af, 2001).

Existen dos contribuciones 2 la interaccién espin-orbita en solidos cristalines,
Una es originada por la asimetria de inversion del bulto, conocida como Dresselhaus;
otra se debe a ia asimetria del potencial de confinamiento, interaceidn de Rashba
(Glazov er af, 2005; Moroz et al, 1999),

La interaccion espin-orbita Rashba, puede ser entendida como un campg
efectivo cuya direccion y magnitud dependen del momento del electron en el plano
bidimensional. Asi, la presencia de este campo causa un desfasamiento en espin del
electrdn, el espin precesa alrededor de! campo efectivo mientras se propaga (Pareek y

Bruno, 2002). Este efecto es conocido como efecto Rashba.
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http:H=-+V----(3.23

La interaccion espin-Orbita debida a la asimetria de inversion en el bulto fue
estudiada por G. Dresselhaus (Dresselhaus, 1955) para electrones. En aproximacién de

masa efectiva el término Dresselhaus se escribe de la siguiente manera
B, =rlok, (k) —k2)+o k, (k- k2 )+o k, (k2 -k2)1, (3.25)
donde o, son las matrices de Pauli, » es constante y depende del material

semiconductor (Figura 3.2), y los ejes coordenados x, y, y z son asumidos paralelos a los

ejes cristalograficos cibicos, [100],[010] y [001], respectivamente.

130 24 8 220

0.023 | 0,067 | 0.081 | 0.013

Figura 3.2 Tabla de valores para la constante de Dresselhaus en diferentes materiales

semiconductores (Perel e al., 2003).

Recientemente ambas interacciones espin-érbita han sido objeto de un gran
numero de estudios. El efecto Rashba es la base tedrica del transistor de efecto de
campo de espin propuesto por Datta y Das (Datta y Das, 1990). Este transistor es quiza
el dispositivo mas importante de todos los que se han propuesto en la Espintronica. En
este dispositivo una corriente de espin polarizada es inyectada a partir de un material
ferromagnético hacia un gas de electrones bidimensional, que se forma de un
confinamiento en uno de los grados de libertad por medio de un potencial; después es
colectado por un segundo material ferromagnético. El acoplamiento Rashba inducicd
que los espines que se mueven paralelos a la interfaz precesen, rotdndolos con respecto
a la magnetizacién del segundo ferromagneto —colector- (Mireles et al, 2001). Dicha
modulacion puede ser controlada mediante voltaje externo. De aqui la importancia de
este acoplamiento y el amplio nimero de estudios relacionados con esta propiedad.

Otro aspecto importante que se ha estudiado con la interaccién espin-érbita tipo
Rashba es el transporte electrénico espin polarizado, asi como la posibilidad de
métodos de inyeccidn de espln polarizado en semiconductores.

Experimentalmente, una manera patural de lograr orientacién de espin
polarizado es la wmyeccién de portadores espin polarizados de matenales magnéticos.
Aunque se ha realizado un progreso considerable, la inyeccion de espin en sistemas de

bajas dimensiones sigue siendo un reto, cuyo obsticulo fundamental para la inyeccién
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eléctrica de un ferromagneto a un semiconductor es la diferencia en 1a conductividad en
entre estos materiales (Schmidt, 2000). Sin embargo, Rashba mostrd que este problema
puede resolverse utilizande contacto de tuneleo en la interfase (Rashba, 2000). En un
articulo poterior Kirczenow determina criterios para la eleccidn de la combinacién de
semicondutores y ferromagnetos para un filtro ideal (Kirczenow, 2001).

Por otro lado, Voskoboynikov, Lin y Lee (Voskobovnikov er al, 1998)
propusieron que una barrera semiconductora no magnética con asimetria de inversion
con interaccidn espin orbita de Rashba v Dresselhaus, puede servir como un filtro de
espin por si misma. Se democstrd que la reflexién dependienie del espin entre dos
interfaces similares resulta en una dependencia en la transmisién de tuneleo con la
orientacién de espin del electrén, Este efecto es causado por un acoplamiento espin-
Orbita Rashba inducide y puede ser sustancial para tuneleo resonante 2 través de dobles
0 triples barreras asimétricas en heteroestructuras, Sin embargo, en el caso de barreras
de potencial simétricas, la interfase de acoplamiento espin-Grbita  geners una
dependencia en el tuneleo con fa orientacidn de espin.,

En este contexto de transporte de espin y considerando la interaccion espin-
orbita de Dresseihaus en vez de la Rashba, V.1, Perel’ er al. mostraron que el proceso
de tuneleo es dependiente del espin por sl mismo, y que una considerable polarizacién
de espin puede esperarse en el tuneleo de electrones, incluso a través de una simple
barrera simétrica, st s0lo [a barrera del material tiene una asimetria de inversién, como
ocurre en los semiconductiores con estructura tipe zine blenda,

El origen microscopico del efecto es el rompimiento de simetria traslacional que
se refleja en los términos &’ de Dresselhaus (Dresselhaus, 1955); en su estudio, Perel’ e
al. consideraron el movimiento a lo large del ¢je z cambiando &; en el hamiltoniano por
el operador —i6/0z , ademds de suponer energias bajas en los electrones, simplificando

el hamiltoniano de la ecuacidn (3.25) para expresarlo como (Perel’ el af., 2003)

H, =r(kﬁ,-—-!cj,ay)—di,, (3.26)

-

z
llamaremos a esta expresion Ec.(3.26) hamilicniane Dresselhaus en aproximacion de

Perel’. En forma matricial se escribe como sigue (Perel’ er al,, 2003)

o,
-
-~

i, - B (327
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http:Ec.(3.26

Perel® er a/. mostraron que este hamiltoniano se diagonaliza en espin a traves de

los espinores dados por

\J_r)=—l~[ ! \‘ (3.28)
) ﬁ;e-lﬁl'

s

donde ¢ es el Angulo polar del vector de onda £ en el planc xy.

= arctan (—E{»J , (3.29

\F

Si se define el momento en el plano xy como

k= k2 (3.30)

¢l hamilteniano de la ecuacion (3.27) en la base de los eigenestados (3.28) gqueda de la
siguiente manera

s b
e L 0
H, = az (3.31)

?

0 yk, +k] g:-i-

El sistema estudiado por Pere! er a4/ se muestra en la figura 3.3. El material no
poses un centro de inversion, tal que existe interaccion espin-drbita con 1os términos k*
de Dresselhaus (Glazov, 2005).

Ellos encontraron que la interaccidn espin orbita crea una dependencia de la
transmisién con el espin, y se obtuvo la transmisidn ¢ para cada componente de espin, a
través de diagonalizar el hamiltoniano en espin escribiéndolo ern términos de los
espinores de Ec. (3.28); / se encuentra al acoplar la funcién de onda solucién de la
ecuacion de Schriodinger y su derivada en la diferentes regiones.

Explicitamente encontraron que si £, (/) es la transmision para la componente

de espin |+) (1-}),

m]‘.kl 3 -
. ' aq, J (3.32)

i =1 Cxp(i}*
N

donde ¢, es la amplitud de transmisién cuando se desprecia la interaccion espin-drbita y
esta dado por

(= gy k.9, —exp{-g,a—ik,a), (

m (qo — ik, ?ﬁz/m])

™
ad
ad
T



con m, ¥ m, ias masas efectivas fuera y dentro de la barrera respectivamente; y g, es el

reciproco de la longitd de decaimiento de la funcion de onda en la barrera cuando no se

toma en cuenta la interaccidn espin-Gebita

- LY
o= k: kgié
Y oA m, m

En la ecuacion {3.32) (para la transmision por espln) vemos que cuando no

: / 3
2V _ ﬁ-lJ (3.32)

existe interaceion espin-orbita de Dresselhaus (¥ =0) la transmisién es independiente

del espin, razon por la cual la probabilidad de transmision se conserva. Sin embargo, en

la presencia de interaccion espin-drbita la amplitud de trancisién es mayor para la

compoenente de espin \-{-} . 10 que genera que el proceso de tunelzo no conserve el espin,

Ome 1T aym,| )y m,

by Kg) |y '
—
Y
¢ a z|[oo1]

Figura 3.3, Esquema del sistema tetrico esindindo por Perel er o/, La barrera esta

formada por un maierial con masa efeciiva diferente (M, ) ¢ interaccion espin-arbita

con los términos & de Dresselhaus. t es la amplitud de trangmision, r la de

reflexian, & el tamaila de la barrers, V' la altura de! potencial, K, es el momenic en

el planc xy ¥ K, la componente del momenio en la direccion = (Temada de Perel’

et af., 2003}

Para estudiar la diferencia en la transmision en componente de espin a través de
la barreea con interaceidn espin-drbita tipo Dresselhaus, Perel’ ef al introdujeron Ja
eficiencia de polarizacién P definida por

polil-” (3.35)

e+ [

En el caso que ellos estudian toma la forma
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ok, \
P = tanh LEyWé_aqﬂ . (3.36)

Entonces, dado un vector de onde k de los electrones, la eficiencia de

polarizacién P incremenia con la magnitud de la constante de Dresselhaus y y con lz

anchura de la barrera g,0. Sin embargo, hay que recordar que con el aumento de 2 la

transparencia de la barrera ia‘al’ decrece,

20% - 10° N

a. o~ 3 -

Ty - T bt
& - “— y10' B
L#1) r ~ ~ e
2 - 1,9
€ T A e g
2 10% - . Gagk h - : 'é'
§ S A1 8
g - InAs InSb 5
= R 4 =
© 3 QaA " 107
nC_? el 3 g

0% 1 2 i & A& 10'5

Barrler width g a

Figura 3.4, Eficienclia de polarizacidén P y la transparencia de Ja barrera |I,,|2 coma
funcidn de ia anchiura de la barrera g0 con & | = 2x 10* cm™! (Tomada de Perel” a1

at., 2003).

La figura 3.4 muestra la eficiencia de polarizacidn F y la transparencia de la
[ :
berrerz irc‘ como funcién de la anchura de la barrera g,a. En esta grafica se muestra

que en esle tipo de sistemas (barrera simple con interaccién espin-Orbita) es posible
obtener polarizaciones cercanas a 20% para materiales como GaShb.

Siguiendo la misma linea de pensamiento, parte de este grupo de trabajo
(Tarasenko et al., 2004) estudiaron y explicaron el origen del efecto galvénico de espin
en términos de la interaccion con los términos k° de Dresselhaus,

Después de estos trabajos pioneros surgio el inlerés por estudiar sistemas de
miltiples barreras, como se habia hecho antes en el case de interaccion espin-érbita tipo
Rashba (Voskoboynikow 1 al., 1998),




En 2005 Glazov ef al. (Glazov e al, 2005) estudiaron el tuneleo resonante en

una hetercestructura de dobie barrera con inieraccion espin crbita con los términos &7

de Dresselhaus en la aproximacion de Perel’. La figura 3.5 muestra el esquema del

sistemna estudiado,

(e k) | 1Y, Y
P Wo— o B __b _________ . 2 . __mm_._f
Ve
t & R 2| [001]
-b ;’) a a‘-l-b

Figura 3.5. Esguerna del sistema de doble barrera estudiado por Glazov eral, ¢ es la

amplitud de transmision, V¥, la profundidad del potencial, &; es ei momente en <!

planc xy y &, la componente del momento en la direccidn ¢ (Tomada de Glazov ef

al., 2005},

Glazov ef ol toman el hamiltoniano del sistema en la figura 3.5 dade por

hl a! . hlkil

H=—- L rv(z)+H, (3.37)

ot
m Oz 2m

con I:ID definido de la ecuwacion (3.26); lo diagonalizan en espin escribiéndole en

términos de los eigenespinores del hamiltoniano Dresselhaus (en aproximacién de

Perel’) mostrados de la ecuacién (3.28), quedanda de la forma

- B3 Rk -
H=-—-———+—+V{z)+H (3.38
Y Zm, 35 2m (z)+H, (3.38)
con

d P

. mk |
m_ =m (uzL:"l_ , (3.39)

.

Entonces la interaccidn espin-¢rbita hace que la masa efectiva en la direccion z

sea diferente para las componentes de espin {|+),|—) ). Este resultado sc traduce en que

las energias de resonancia para este sistema sean diferentes para cada componente de

espin. La figura 3.5 muesira la amplitud de tunelec (transparencia) como funcion de la
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energia incidente para cada componente de espin. En esta grafica se abservan dos picos,

uno para cada componenie de espin donde la energia de rescnancia para la compenente
de espin |—) ¢s menor. En ¢l recuadro ohservamos que ia distancia entre amibos picos
aumenta conforme se incrementa la magnitud del vector de onda en el plano xy, & .

La diferencia en energia en los picos resonanies genera se refleja en una
poiarizacion de espin dependiente de la energia de incidencia, La figura 3.7 muestra la
polarizacion efectiva £ como funcién de la energia resonante E,, que &5 donde se
encontraria ¢l dnico pico si no hubiera interaccién espin-Grbita. En esta grifica se
muestran cuatro curvas, dos para § X y otras dos para 300 "X ; las curvas continuas

corresponden a calculos numéricos, 1as curvas punteadas a grificas de lag expresiones

tedricas encontradas por Glazov ef ai,

1.0
o of

0.8~ E ¢
ﬁ;__u ] wa
> 06- E N
5 " Wave vedtor k (1~:>°g "y
= v F K, cm
B D4r :
177
=
@
= 02

Electron energy e, (meV)

Figura 3.6. Transparencia {amplitud de transmision sl cuadrade) como funcion de [a

energia de incidencia del electrdn (Tomada de Glazov ef af, 2005).

Lo primerc que cbservamos es la correspondencia entre los calculos numeéricos
y las expresiones tedrica obtenidas por Glazov ef al. A 0 K el sistems tiene

polarizaciones del orden de 10%. Sim embargo para 300°K solo es posible cbtener

como maximo, polarizaciones negativas de cerca de 5% .
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Figura 3.7. Polarizacion [amplitud de transmisidn al cuadrado} coma funcidn de la

energia de resonancia sin interaccidn espin-orbits {Tomada de Glazov er af, 2005).

En el mismo afic de la publicacién de los resultados del grupo de Glazov, Tan ef
al. propusieron un dispositivo tipo transistor de campo basado en la interaccion espin-
drbita tipo Dressethaus (Tan et al., 2005). La figure 3.8 muesira ¢l esquemna del

dispositivo,

Feromegnenc gake:
Lefl Eight
[l s P s
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* ; i I [ oy Loy H
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Dreselhans spin orit roupling
“H I
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Figurg 3.8 Esquemn de| dispositive lipe transistor de campo prepuesta por Tan e/ oi.
En este dispositive los electrones vigjan de fzquierda a derecha, las cuadros en
ambos extremos representan con flechas la polarizacidn de los electrones, quienes
inicislmente son inyeciados de un ferromagnelo, de mangra gue eniran con una
polarizacion dade per la direccidn de la flecha de la izguierda; un arregio de
compuertas fen-’m'nagnél'iczﬁ y la imeraccidn spin-drbita lipo Dresseihaus causa una
rotacion en el espin {Temada de Tan ef af., 2005)
En este dispositivo los electrones viajan de izquierda a derecha siendo
invectados desde un ferromagneto con direceién de campo indicada por la {lecha de la

izquierda; despugs entran en una region con interaccion espin-Grbita Dresselhaus de
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GaAs. En esta region existen diferentes barreras de potencial creadas por compueértas
ferromagnéiicas. De esta manera la diferencia en el vector de onda de los electrones es
traducida en una diferencia en la probabilidad de transmisidn, Asi tedricamente este
dispositivo puede generar polarizaciones de hasta 80%.

Estudios posteriores para sisteinas de una barrera, los cuales fueron realizados
por L..G. Wan er al, consideran términes no diagonales en la represeniacion matricial del
operador de corriente, con lo que obtuvieron cambios significativos en los valores
maximos de la polarizacion (Warn e af, 20035), sumentando los valores obtenidos
anterigrmente. (

Ademas de los estudios de transporie en sistemas con Dresseibaus, existen
trabajos que consideran potenciales de confinamiento sin la aproxamacion de Perel’, en
particular una funcién delta de Dirac negativa (Magarill y Chaplik, 2005). Ellos
encontraron localizacion espacial dependiente del espin, esto es, el estado ligado

caracteristico de las funcicnes delta negativas es polarizado en espin cuando existe

interaccion espin-Grbita con los términos k7 de Dressethaus en el material,

aAs AlAg GaAs

By oo | .
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Figura 1.9. Sislema abierto estudiade por Sandu #f al. Los elecirones viajan de
izquierda a derecha, la interaccion espin-Groita lipo Dresselhaus en la barrers de

AlAs hace que las energlas de tuneleo sean diferentes para cada companente de

espin {+, —} (Tomada de Sandu ef gf., 2008).

El hamiltoniano espin-drbita se ha utilizado también pare estudiar el tuneleo en
sisternas sbiertos. Titus Sandu, Athanasios Chantis vy Radu Htimie realizaron céleulos
de la transmision y polarizacidn para un sistema de una barrera con interaccion esplin-

orhita tipo Dresselhaus. El esquema se muestra en figura 3.9 (Sandu ef al., 2006).
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Figura 3.10. Superior. Gréfica de |a transmisién como funcién de fa energia comparada
con el caso de diodo resonante (RTD). Inferior. Polarizaciéon como funcién de la
energla comparade con el caso de diodo resonante (RTD) (Tomada de Sandu er af,
2005).

Sandu et al. aplicaron el formalismo de la funcién de Green al hamiltoniano
escrito en aproximacion de amarre fuerte, y obtuvieron las probabilidades de
transmisién y la polarizacién para este sistema. Ellos encontraron eficiencias de
polarizacion de mas de 20% (Sandu ef al., 2006).

La grafica superior en figura 3.10 muestra la transmision como funcién de la
energla, la grafica inferior muestra la polarizacién como funcién energia. En ambos
caso, comparan con el caso de estructura de diodo resonante (RTD).

Después de la publicacién de los articulos de Perel’ et al. surgieron diversos
trabajos centrados en el hamiltoniano Dresselhaus. En un principio al igual que con la
interaccion espin-érbita tipo Rashba, la mayoria de los trabajos se limitaron a casos
independientes del tiempo, es decir, solo calculaban transmision y la eficiencia de

polarizacion.
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Figura 3.11. Polarizacion como funcién de la energia y el tiempo. El color indica la
magnitud y signo de la polarizacién, azul para positiva y amarillas para negativa
(RTD) (Tomada de Romo y Ulloa, 2005).

Sin embargo, en 2005 aparecié un estudio dindmico con interaccién espin-Orbita
Dresselhaus &*. Romo y Ulloa (Romo y Ulloa, 2005) retomaron el sistema de doble
barrera y lo estudiaron dindmicamente; resolvieron analiticamente la ecuacién de
Schrodinger dependiente del tiempo y obtuvieron la evolucién temporal de la
polarizacién para el caso de hamiltoniano sin dependencia explicita del tiempo:
encontraron que la polarizacién de espin cambia de forma abrupta en el tiempo y asi se
encontro la potencialidad de este sistema como filtre de espin.

La grafica en figura 3.11 es un mapa de colores con la polarizacién como
funcién de la energia y del tiempo para regiones cercanas a las primeras energias de

resonancia. En esta figura vemos que para energias muy cercanas a las de resonancias
(ELEZ) la polarizacién se mantiene constante, sin embargoe conforme nos alejamos de

estas energias, la polarizacion oscila en el tiempo.
En figura 3.12 la gréfica de la evolucidn de la polarizacién en €l tiempo para una
energia de 2.2 meV (marcada con una linea punteada en figura 3.11) se observa que la

polarizacién no va a cero conforme el tiempo aumenta indefinidamente, sino a un valor

finito.
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Figura 3.12. Polarizacidn como fincién del tiempe para una energia de incidencia de
2.2 meV. La linea en rojo corresponde a la solucidn formal, la azul punteada a una

aproximaeion realizada por Rome y Ulloa. {Tomada de Romo y Ulloa, 2005).

Por otra parte, Zhang, Nie y Liang estudiaron el sistema de un potencial de
barrera con una dependencia temporal cosenoidal e interaccién espin-drbita con los
términos k® de Dresselhaus. Por medio del teorema de Floguet, andlogo temporal del
teorema de Bloch, encontraron un desdoblamiento en los picos asimétricos en la
conductancia, es decir en las resonancias tipo Fano caracteristicas de sistemas con
barreras oscilantes. Este desdoblamiento da origen a eficiencia de polarizacién de hasta
80% (Zhang et al, 2006). La figura 3.13 muestra el desdoblamiento en los picos de la
conductancia y la figura 3.14 muestra la eficiencia de polarizacién como funcién de la

energia. En esta altima se observan valores cercanos a 80% en la polarizacidn.
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Fipura 3.13. Conductancia como funeidn de la energia incidente (Zhang et al., 2006).
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Figura 3.14, Gréfica de la polarizacidn come funsién de [2 energia incidente
{Tomada de Zhang et al_, 2008).

En estd seccidon hemos discutido los trabajos realizados en el estudio de 1a
interaccion espin-érbita Dresselhaus, los principales resultados y los métodos para
obtenerlos. De la misma manera, en el capitulo anterior discutimos los trabajos
realizados en el estudic de ia dindmica de electrones en sistemas penddicos

unidimensionales v los fendmenos interesantes que allf se presentan en la presencia de

campos eiéclricos: las oscilaciones de Bloch v la localizacion dindmica (Griffoni y
Hinggi, 1998),

El estudio de los sisternas con grado de libertad de espin es de imporiancia
tecnologica, en especial en aquellos con acopiamiento espin-Orbita tipo Dresselhaus.
Existen pocos trabajos que estudian la dindmica electrénica en sistemas con interaccion
espin-orbita.

Debemos subravar la importancia de investigar el comportamiento dindmico de
un electrén en un sistermna periadico al incluir esta interaccion espin-arbita y determinar
si se presentan los fendmenos de oscilaciones de Bloch v ocalizacion dindmica. Con la
medicion indirecta de estos tendmenos, si es que se presemtan, y conociende cémo
cambia su comportamiento con la interaccion espin orbita, se podria, por giemplo,
calenier la magnitud de la constante de acoplamiento espln-orbita, o lograr un

dispositivo en el cual se mantenga determinado estado de espin electrénico por tiempos
largos.
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4. Dinamica electrénica con interaccién espin-érbita

Este capitulo es la parte medular del presente trabajo. En los dos capitulos anteriores
hemos realizado una revisién de diversos estudios sobre dindmica electronica en amarre
fuerte, subrayado sus principales resultados, se han mencionado algunos estudios sobre
la interaccién espin-érbita, en especial aquellos referentes al término k° de Dresselhaus.
En el presente capitulo se presenta el estudio de la dindmica ¢lectrénica en amarre fuerte
con interaccién espin-drbita con los términos k& de Dresselhaus, en un doble pozo y en
un arreglo unidimensional de un ndmero infinito de sitios, que consiste en el objetivo y

resultado principal de esta tesis.

4.1 El doble pozo cuintico con interaccidn espin-6rbita: La
magnetizacion

El estudio del efecto de la interaccion espin-Orbita en la dindmica de particulas
cuénticas en potenciales periddicos no ha sido reportado en la literatura. En particular,
no hay estudios que describan la dindmica en sistema con interaccion espin-6rbita tipo
Dresselhaus. En esta seccidn describimos la dindmica electronica en un doble pozo con
interaccion espin-drbita; este sistema no ha sido estudiado antes y ademas de servimos
para mostrar cdmo se introduce y representa la interaccidn espin-6rbita en los sisternas
periddicos y el efecto consecuente en la dindmica, presenta rasgos dinamicos diferentes
de aquellos que se presentan en los sistemas periddicos, por lo que resulta interesante

por si mismo.

Z Zy

Figura 4.1. Esquemna del doble pozo cudntico con interaccidn espin-drbita. La barrera
esta formada dc un material eon asimetria, tal que existe dentro de ella interaccidn

espin-orbita.
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Consideramos dos pozos separados por una barrera similar a la estudiada por
Perel’ et al. (Perel’ et af., 2003). De hecho, el sistema de dos pozos, esquematizado en
figura 4.1 es equivalente a sumergir en un pozo infinito el sistema estudiado por Perel’.

El material del sistema cuenta con asimetr(a tal que existe una interaccién espin-
orbita con los términos &* de Dresselhaus mostrados en la ecuacion (3.25). Estudiamos
el movimiento (tuneleo) en |a direccion =, utilizando la aproximacién de Perel’, por lo
que remplazamos k, con el operador -i3/d; y s6lo consideramos el término con k” en

la ecuacién (3.25). Entonces el hamiltoniano Dresselhaus se reduce a la Ec. (3.26).

El hamiltoniano del sistema es

~

H:T+I;ID+\"/,+\AZD, (4.1)
donde T es la energfa cinética, ﬁD ¢l hamiltoniano Dresselhaus en |a aproximacion de

Perel’ de la ecuacién (3.26) y \Af, y \79 los potenciales de los pozos de la izquierda y
derecha respectivamente.

Como en el caso sin interaccion espin-orbita estudiado en la seccion 2.1, este
sistema se puede resolver de manera exacta (analiticamente). Haciendo, como hizo
Perel’, acoplar las soluciones de cada lado de la barrera, es posible encontrar la funcién
de onda de! sistema; sin embargo, a diferencia del sistema estudiado por Perel’ las
funciones a la izquierda y derecha de la barrera no son de particula libre, sino las
eigenfunciones de los pozos de potencial. También (como en seccion 2.1) utilizaremos
las soluciones individuales de cada pozo, considerando sélo el estado base de cada pozo

{con su degeneracion de espin).

Sean |/,0) y |D,o) los estados base del pozo de la izquierda y de la derecha
con espn o, y ¢ (z)={(z|l,0) vy #5(z)=(z|D,o) sus funciones de onda
correspondientes que satisfacen las siguientes dos ecuaciones de Schrédinger

(’i‘ +V, J ¢ =ed’, (4.2)

(T+V,)05 =205 (4.3)
Estas ecuaciones son invariantes ante cambios en la base de espin, recordemos que la

dependencia en el espin estd en la barrera entre los pozos.

Notamos que en la ecuacién del hamiltoniano total (4.1) sélo el término que
representa la interaccién espin-Orbita Dresselhaus ﬁD depende del espin, por lo tanto,

recordando que dicho termino se diagonaliza en espin por los eigenvectores de Ec.
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(3.28) y que fID se puede escribir como en la ecuacion (3.31), es facil ver que estos

eigenespinores diagonalizan el hamiltoniano total, como se muestra en las ecuaciones

(3.27)-(3.31); entonces el hamiltoniano se puede escribir como

H,=T,+V +V,, (4.4)

con

Tt:"i“[]i%,/kf+k§} 4.5)

Asi el hamiltoniano Dresselhaus acopla la energia cinética con la direccion de

espin, haciendo més energético moverse con la direccién de espin |+) que con la |-)

(Con |+) dado por la Ec. (3.28) ). El efecto de la interaccion espin-6rbita es cambiar la
energia cinética, haciéndola dependiente del espin, o equivalentemente haciendo que la

masa del electrén sea diferente para cada componente de espin {|+),|—)} )
Escribimos la funcién de onda del sistema y como una suma sobre los ¢ con

los coeficientes a determinar, w:Z algl, ne{l,D},o*e{+,—}. La ecuacidn de

ng

Schradinger restringida a los estados base es
HY alg; =E al¢y . (4.6)
no nag
Esta ecuacion puede reescribirse como

> H.r al=E) §°a, 4.7)

no

donde

LI

Hye = [(o7) Hgrdz.y
S5 = [(87) g7z,

con o, o' e{+-} y los kets |+) y |-) ortogonales, entonces H, " =H:6,, ¥

5o =87 8, ,pues H es diagonal en espin en la base {|+),|-)} .
El problema de eigenvalores generalizado a resolver €s
Hy=ESy . (4.8)

Para continuar, necesitamos los elementos de matriz no nulos en el

hamiltoniano. Partimos de,
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http:3.27)-(3.31

"y =(gry ('i1+v,+vo)¢;dz, (4.9)

. 2m . . :
definimos 7;=h—zy,}kf+kj, gue es una cantidad adimensional cuyo valor es

aproximadamente (.05 para GaSb, y entonces
H' = J(gbf) [(I+Tx)'i'+ V,+ VD]gﬁ,*dz
=e+T, [(¢;) T + [67 Vo iy
=&+1, J.¢f+"i¢l+ —&,
donde en el primer término hemos utilizado la ecuacién de Schrddinger en (4.2); la
integral del segundo término es igual a cero pues no existe interaccion espin-érbita en
los pozos; y el tercer término es el campo cristalino ¢, que también aparece en el caso

sin interaccion espin-orbita, y es la reduccién a la energia de la funcién de onda por

ocupar un mayor espacio. Entonces
H =¢g-c. (4.10)
De forma andloga
Hy =H) =H=¢-c. 4.11)
Los términos fuera de la diagonal son
Hy = [(85) [(+T)T+V,+V, g de
=(+7) [ [ T+V, prdz+ [(8) -1V, + Vo gz (4.12)
=(1+7)e-(1-T)T,
donde para el primer término hemos completado la ecuacion de Schrodinger Ec. (4.2) .
En el segundo término, T es la integal de transferencia o tuneleo que también aparecio6

en el caso sin interaccion espin-érbita. Los otros elementos de matriz fuera de la

diagonal se obtienen de manera andloga y son

Hy=(1+T)e-(1-T,)T, (4.13)
Hy =(1-T)e -(1+T)T, (4.14)
Hiy=(1-T)e-(1+T)T. (4.15)

Entonces, separando por espin, el hamiltoniano es

£- (liT,)e—(l;T,)T]

£ ¢
H _[Uiﬂ)EFU;Q)T soc (8.10)
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donde el superindice en H representa la componente de espin. Escribimos el

Tt _ £ Tx
H _[T E], (4.17)

t

hamiltoniano como

para notar que en esta base de espin, el hamiltoniano es de forma idéntica al de la
seccion 2.1, y por tanto tiene la misma solucion. Al igual que en ese caso despreciamos

el campo cristalino ¢, Las eigenenergias son
Ei=e-T,=(15T,)T, (4.18)
El=e+T,=(22T)e-(15T)T, (4.19)

y los eigenvectores

e:)=L2( 1,£)+|D,1)), (4.20)
ef)=—j—5-(|1,i)—|D,i)). 4.21)

Si como condici6n inicial el electrén se encuentra en el pozo de la izquierda con

espin T

lw(1=0))=

1,?)

:%{ L+)+|1,-)), (4.22)

de forma equivalente la condicién inicial por espin es -\/—5|1,-|_-), que es igual (salvo el

factor 1/2) al caso sin interaccion espin-6rbita de seccion 2.1, entonces

v () =l () +|w (), (4:23)

con
{w (z)*) = %e""/“ (cos (T, 1/m)| ¢ )+ isen (T, ¢/1)| 83)). (4.24)

donde T, =(1475)e—(157,). T.

Entonces la funcion de onda total es
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v () =i " cos[ (1) -(1-7) )y )| 1.4
+ie™senl (1+7,)e-(1-7,)T)i/# ]| D,+)
e cos| (1=T,)e ~(1+T)T)¢/h ]| 1,-)
+ie”Psen[ (1-T,)e ~(1+ ) T)i/n || D,-) |-

La funcién de onda de Ec. (4.25) esté escrita en la base de espin que diagonaliza

(4.25)

el hamiltoniano (4.1). Para escribirla en la base de espin referente al eje z, {T,i},

sustituimos los kets por sus equivalentes en esta base de espin

y+eeir
'W(I)):—.Jl?e"cr/"[cos[((l+7;)£—(]—T;)t)l/h}{‘] >J§ il )J
D) +e| D))
V2 )

+rsen[((1+r,]g-(l-z)r):/h][

(4.26)
M—elid
+cos[((l—T,]s—(l+TJ)T)t/h][‘] )ﬁ ! )]

M—e .
+z‘sen[((l—T,]s—(HTS]T)l/h][ID >J5 o )H

donde @ es el dngulo de inclinacién del vector de momento en el plano xy. Para

simplificar esta expresion podriamos hacer & =0, que es la energia de sitio, agrupamos

términos comunes y obtenemos

v () =%({cos[(l ~7)Tefn]+cos[ (1+7,)Ty/n T} |1.7)
+e™ {cos[(l —T,)Tt/h]—cos[(] +T,)Tt/h]}\1,¢>
—f{sen[(l—n)T:/ﬁ]+sen[(1+7;)T:/h]}|D,T)
—ie™ {scn[(l—i;)T:/h]—sen[(1+n]T:/n]}|D,¢)],

que es la solucién al problema. Esta expresion puede simplificarse utilizando las

(427

formulas para angulos dobles de las funciones trigonométricas, Asi
| (1)) =[ cos(Te/m)cos(T.To/m)|1,T)
+e™®sen(Tt/h)sen (T,Tt/h)|1,¢>
—isen (Tt/h)cos(?]Tt/h)'D,T)
+ie”®cos(Tt/h)sen(T,T t/h)lD,i)].

(4.28)

67



Con esta ultima expresion podemos obtener las diferentes cantidades que
caracterizan a la dindmica del sistema. La primera cantidad que estudiamos es la
probabilidad. La probabilidad de encontrar al electrén en el pozo de la izquierda con

espin T es
B () =1y ()] = cos? (Te/m)cos® (1T /), (4.29)
y el de encontrarlo en este pozo con espin | es
Py (t)=sen’(Tt/h)sen® (T,Tt/1); (4.30)

entonces la probabilidad de encontrar en el pozo de la izquierda, independientemente

del espin es la suma de las probabilidades en las ecuaciones (4.29) y (4.30)

P(t)=E (t)+ B (1) =%[1+cos(ZTSTt/h)cos(2Tt/h)]. (4.31)

n:aH ﬂ

0.7 J ﬂ h

0.6 f n

Probabilidad

0.4

D';M\/J k | U&\/;U YL

c 10 20 30 40 50 60
Tt/

Figura 4.2. Probabilidad de encontrar ¢l electrén en el pozo de la izquierda con espin’
arriba T (azul) y abajo 1 (rojo) como funcién de Tt/ A.Donde T es la amplitud de
tuneleo o transferencia, 7 el tiempo, 7 es la constante de Planck, y 7, =0.05 que es

equivalente a decir que el material de la barrera es GaSb. En la parte superior

derecha la misma grafica en un intervalo mayor de tiempo.
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Si en la expresién de Ec. (4.31) T, =0, es decir si no existe interaccién espin-

Orbita, recuperamos el resultado de la ecuacion Ec. (2.17) de la seccién 2.1. Lo mismo
sucede con la probabilidad de encontrar al electrdn en el pozo de la derecha.

Se considera 7, =0.05, que es el valor que toma esta cantidad cuando y =187,
m" =004 (valores para GaSb) y la magnitud del momento en el plano xy

perpendicular al movimiento es de aproximadamente 2x10° cm”. Este valor para la
magnitud de] momento perpendicular esta dentro del rango utilizado por Glazov ef al.
{Glazov er al, 2005) en su estudio de las barreras resonantes. La figura 4.2 es la grafica
de las expresiones (4.29) y (4.30) para la probabilidad de encontrar el electrén en el
pozo de la izquierda con espin T (azul) y ¥ (rojo) respectivamente.

En esta grafica observamos cémo inicialmente el electrdn se encuentra en el
pozo de la izquierda con espin T (la linea azul es 1) y conforme transcurre el tiempo
esta probabilidad oscila. En esta oscilacidon podemos observar dos frecuencias
caracleristicas (veése la ecuacion (4.31)), una relacionada con el movimiento de!

electrdn entre los pozos 27/h, que es igual a la observada en el caso estudiado en la
seccién 2.1; la otra frecuencia de magnitud menor 27,7 /k, modula esta probabilidad y

est4 relacionada con el cambio de espin. Esta frecuencia mas baja crea modulaciones en
la probabilidad de encontrar al electrén en €l pozo de la izquierda con espin T, haciendo
que a determinados intervalos de tiempo {mayores que los periodos de oscilacion entre
pozos) sea menos (o mds) probable encontrar al electrdn en el pozo de la izquierda con
dicho espin. Estas dos frecuencias estdn presentes también en la probabilidad de
encontrar al electrén con espin ¥ ; de hecho ambas graficas son iguales s6lo que
desfasadas. La grafica en la esquina superior derecha muestra las mismas expresiones
pero en un intervalo de tiempo mayor (~300 7/kh), en ella vemos que el
comportamiento se mantiene a lo largo del tiempo, eso lo podriamos haber predicho por
las expresiones para ambas probabilidades.

La gréafica en figura 4.3 compara la probabilidad de encontrar al electron en el
pozo de la izquierda de la ec uacién (4.31) (linea morada continua) con la probabilidad
de encontrar al electrén en el pozo de la izquierda para el caso sin interaccion espin-
orbita de la seccién 2.1, Ec. (2.17), como funcién de Tt/k. En esta grafica observamos
que la interaccidn espin-Orbita cambia de manera significativa la dindmica del sistema y

que ¢l efecto es notable incluso sin hacer distincidn de espin.
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Para tiempos alrededor de 15 T#/k la probabilidad de encontrar al electrén en el

pozo de la 1zquierda se mantiene mis o menos constante en 0.5, mientras en el caso sin
interaccion espin-orbita esta probabilidad oscila entre cero y uno en esta regién. Antes
de esta regién, ambas curvas coinciden en la posicion de los maximos sin embargo
después de esta los maximos de encuentran totalmente desfasados. Este comportamiento
muesira que la medicion de la interaccién espin-orbita (o la detecciédn de la misma) es
en principio posible aun cuando no se mida el espin del electrén: por ejemplo midiendo
el desplazamiento de los picos de fotoluminiscencia como en el experimento de Mendez
{Mendez e, 1988).

o
m

Probabilidad

o
.

0.2

TH/h

Figura 4.3. Probabilidad de encontrar ¢l electrén en ¢l pozo de la izquierda para ¢l

caso con interaccién espin-6rbita (linea morada continua) en comparacién con el
caso sin interaccidm espin-orbita (linea gris discontinua), como funcién de T.'/Fz

(valores como en Fig. 4.2).

Para el pozo del lado derecho las expresiones son rnuy parecidas. Las

probabilidades por espin son
B} (£)=sen® (T ¢/h)cos® (T,T t/h) (4.32)

By (1)=cos*(Tt/h)sen® (1T t/ 1) (4.33)
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y la probabilidad de encontrar al electrén en el pozo derecho, es decir la suma de las

probabilidades en ecuaciones (4.32) y (4.33) es
P,(f)= %[1 —cos (2T t/h)cos(2T,T 1/h)], (4.34)

esta expresion también se reduce a la obtenida en el caso sin interaccidn espin-érbita Ec.
(2.18)s1 T =0.

0.9r ﬂI’ 11_
|

0.8

T
o9,
—_
=
Nt
Y
_——
=
—_—
—
—

~ 04 L

0.3 4

0.2

[ . IWMN .

1
a 10 20 30 40 50 60
Ti/h

Figura 4.4. Probahilidad de encontrar el electrén en €l pozo de la derecha con espin
arriba T (verde) y abajo & (naranja) como funcién de Tt/h {(Valores como en Fig.
4.2).

La expresion para encontrar al electrén en el pozo de la derecha independiente
del espin de la ecuacion {4.34) estd graficada en figura 4.5 (r0jo) junto con la
probabilidad de encontrar al electrén en el pozo de la izquierda (negro). En esta figura
observamos que para ciertos intervalos de tiempo electrén se encuentra con
aproximadamente la misma probabilidad en ambos pozos. Este comportamiento difiere
al del caso sin interaccidén espin-érbita, donde estas probabilidades siempre estan

oscilando.
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En los articulos referentes al hamiltoniano de Perel’ se propone utilizar la
polarizacién para caracterizar €l comportamiento del espin, el andlogo dindmico de

dicha propiedad es la magnetizacién, definida por

P 20 s A0
2 [moly @)

2

) {4.35)

D;" f h \M‘
ol |

oll [ |

o0

Probabilidad
o
[ ]

0.4H ' -

oaff| | |
1 w |

0.1 0
U L
i 1 1 1 1

0 10 20 30 40 a0 60
e

Figura 4.5. Probabilidad de encontrar ¢l electrdn en el pezo de la izquierda {negro} y

de la derecha (rojo), como funcién de Tr/h (Valores como en Fig. 4.2).

De esta manera la magnetizacién para el pozo de la izquierda es

M, (1) =%[cos(21’;TI/h)+cos(2T r/ﬁ)], (4.36)

M, (1) =%[cos(27}Tt/h)—cos(?Tt/h]], (4.37)

para el pozo de la derecha. De este modo la magnetizacion total, la suma de las

magnetizaciones de ambos pozos, es

M(#)=cos(2T,Tt/h). (4.38)
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Si en las ecuaciones (4.36) y (437) se hace T, =0 estas ecuaciones se

convierien en las probabilidades para encontrar al electrén en el pozo de la 1zquierda y
derecha en el caso sin interaccion espin-drbita, (2.17) y (2.18) respectivamente; y es que
sin interaccion espin-orbita el electron tiene por condicién inicial siempre espin Ty el
término con ¢l signo negativo en (4.35) se anula; por esta misma razdn la ecuacion

(4.38) esigual alaunidad si 7, =0.

Il mﬂ‘

-05

Magnetizacién
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Rt i — e
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. ———
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— el " —
—-g‘_‘_—-—-
- e R, e
_ — e
— e
e — ~
— e
-—*——__‘
e
] | —— 1

Ti/ %
Figura 4.6. Magnetizacion total (morado), magnetizacién del pozo de la izquierda (rojo) y de la

magnetizacién del pozo de la derecha (azul); como funcién de T!/Fz .Donde 7, =0.05.

En la figura 4.6 estin graficadas las expresiones para la magnetizacién del pozo
izquierdo (linea roja), del pozo derecho (linea azul) y total (linea morada) de ecuaciones
(4.36), (4.37). y (4.38), respectivamente. Las tres magnetizaciones van de —1 a |, A
ciertos instantes de tiempo la magnetizacién del sistema es —1 (1), lo que implica que

el electrén tiene espin T (i) con probabilidad 1. En esta figura se observa que las

magnetizaciones de cada pozo oscilan con dos periodos, uno corto 2Az/27T relacionada

con el movimiento del electrén entre los pozos y otro més largo 2z%/2T,T relacionado
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con el cambio de espin. De hecho la frecuencia (21:_T/h) refacionada con este dltimo

periodo es la que controla la magnetizacion total del sistema.

Las expresiones (4.36) y (4.37) pueden reescribirse como un producto de

funciones trigonométricas
M, (t)=cos(2(1+T,)T ¢/R)cos(2(1-T,)T t/4), (4.39)
M, (t)=sen(2(1+7,)Tt/R)sen(2(1-T,)T ¢/}, (4.40)
estas hacen evidente ta positividad de las magnetizaciones por pozosi 7, =0.
Para ver el efecto del valor de T, en la magnetizacion del sistema graficamos la
magnetizacion total como funcién de T, y Tr/h en figura 4.7. En esta gréfica vemos
que conforme aumenta 7, las oscilaciones en la magnetizacién se vuelven mas

frecuentes. La magnetizacién siempre va en cada oscilacién de -1 a 1

independientemente del valor 7, no existe una relajacién.

2
g

UQIoezing

T/

Figura 4.7. Magnetizacién totat como funcién de Ttf/h y T,

En resumen, en esta seccion hemos vistc como la interaccién espin-orbita se

refleja en la dindmica electrénica del doble pozo cuéntice. En este sistema un electrén
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con espin inicial T oscila entre los pozos y cambia de espin con frecuencias 27/% y

27,7/ respectivamente.

4.2 El hamiltoniano para el cristal unidimensional infinito con
interaccidn espin-érbita.
En esta seccidn estudiaremos la dindmica electrdnica en un material con interaccion

espin-Orbita Dresselhaus. Un electron moviéndese en GaSb, InAs, GaAs, InP o
InSb, o bien en una superestruclura formada de estos materiales, representa un sistema
fisico para el cual el modelo estudiado en este capitule es valido. Sin embargo, como en
el caso sin interaccidén espin-orbita, sélo en las superestructuras es factible (con lo
métodos actuales) realizar mediciones de las propiedades de la dindmica (Méndez et al.,
1988).

El modelo fisico consiste en un amregle unidimensional infimito de sitios
espaciados uniformemente por una distancia a, en los cuales se tiene un electrén. En la
direccién de movimiento z se aplica un campo eléctrico constante en el espacio con

temporal en su magnitud. En las otras direcciones (x, ¥ ) se considera una asimetria tal

que existe una interaccién espin-Orbita con los términos k’ de Dresselhaus para un
electron moviéndose en la direccién z . La figura 4.8 muestra el esquema del sisterna a

estudiar.

E ¥ . L 4
T o T
I—= I . T g ¥
¥T »T
¥ ]

Figura 4.8. Esquema del electron (esfera central azul claro} y modelo unidimensional de A sitios (esferas
azul oscuro), con los posibles eventos mostrados, tuneleo a vecinos mas cercanos sin cambio de espin con
amplitud T, v tuneleo con cambio de espin con amplitud ¥7 . La flecha horizontal muestra la direccién

del campo eléctrico E.

Definamos explicitamente el modelo a estudiar. Partimos del hamiltoniano
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nod d*
g Dok ‘Uyky)g—eE(f)l(IHEn:V,, 1), @41

donde el primer término es la energia cinética, m  es |z masa efectiva (para GaSb

m =0.041); el segundo término es la interaccién espin-orbita tipo Dresselhaus de

orden cibico en el momento bajo la aproximacién de Perel’: y es la constante
Dresselhaus de acoplamiento espin-6rbita (para GaSb y =187 eVA® -Perel et al, 2003
)i @, ¥ o, son las matrices de espin de Pauli; (k. , &) es el vector de momento

perpendicular a la direccién de movimiento; el tercer término representa la interaccidn
del electron con el campo eléctrico, que depende en general del tiempo; y el cuarto
término es el potencial peri¢édico que forma los sitios donde V,, (z)=V,(z5d) conla

constante d como el parémetro de red en la direccion z .

Utilizamos el conjunto de kets {|i,c) = |)®|o)} (estados de Wannier por espin)
que sera nuestra base de sitio y espin, donde el ket |cr) es ¢l espin del electrédn, y el ket

|i} representa la funcion de onda ¢ (z)=(z|i) del estado base del i-ésimo sitio -pozo

de potencial, solucion de una ecuacién de Schrédinger de la forma

{— H -ci+V,J¢,.(z)=€D¢,(z), (4.42)

2m’ dz?

donde ¢, no depende de i pues los pozos son idénticos. Como en el caso de la red

infinita estudiada en secciéon 2.2, mas adelante consideraremos esta base como
ortogonal, argumentando localizacién de estas funciones de onda en los sitios.

Con esta base de sitio y espin escribimos la funcion de onda del electrén

lw)=2 a’|n.o), (4.43)
o bien,
w(z)=(z|w)=2(z a’ n,o):Zafqzﬁf , (4.44)

donde los a7 son coeficientes a determinar, y para determinarlos resolveremos la

ecuacion de Schradinger de la red de sitios.
El primer paso para resolver la ecuacion de Schrddinger es escribir el
hamiltoniano en términos de la base de sitio y espin, para después solucicnarlo por

alguno de los métodos que existen.
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En €] hamiltoniano de la ecuacion (4.41) todos los términos excepto el segundo
(el hamiltoniano Dresselhaus) son diagonales en espin. Este término de interaccion

espin-orbita es diagonal en la eigenbase de espin de la ecuacion (3.28):

] 1
%) =3[;ew} (4.45)

k
donde ¢>=arctan[k—’} De hecho, como en el caso del doble pozo con interaccién

x

espin-orbita, esta base de espin hace diagonal en espin el hamiltoniano total del sistema,

Y

2 . 2
—ﬁ_ l+2”;;y K2+ k] a4 0
h dz

+[—eE(l)z+z":Vn}[é ?J

; : %, y el término 7, = 2;; yJkl+k} y con
m

ellos reescribimos el hamiltoniano por componente de espin como sigue,

A =(14T) T+ 3V, -eE ()2, @47

Definimos el operador T = -

La ecuacion de Schrodinger restringida a los estados base de los pozos es:

Hy =HY a¢7 =EY aj¢;. (4.48)

donde, como dijimos anteriormente, cada ¢¢ es a su vez solucién de una ecuacién de

Schrodinger de la forma (4.42). Reescribimos la ecuacién (4.48) en términos de los

elementos de matriz de la siguiente manera

Y Hual =EY Sira; (4.49)
donde
Hge = [(¢7 YAz, (4.50)
Y
o7 = [(a7 ) ¢ dz (4.51)

con o y o'e{+—} yloskets |[+) y |-) ortogonales; entonces
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H:°=H_§6 (4.52)

mno'o

§57¢=505..,. (4.53)
El problema de eigenvalor generalizado a resolver es, en forma matricial,

HY = ESVY . (4.54)

Necesitamos los elementos de matriz no nulos en el hamiltoniano para continuar.

Estos se calculan a partir de hacer el braket del hamiltoniano entre las funciones de onda

soluciones de las ecuaciones de Schridinger de cada pozo con los eigenvectores de

espin; explicitamente

Ho = J¢§'[(liT,)T+ZV| —eE(!)n}@:dZ. (4.55)

Consideramos primero los elemento de la diagonal, es decir aquellos en que

m=n, como en el caso de doble pozo H.; = J¢:' {'i‘+ V,+ )V, & Tr'i‘—eE(!)n]oﬁ:dz .

Hr =6, +T, [¢r Totdz - 2c - eE(1)n, (4.56)
donde para obtener el primer término de (4.56) hemos utilizado la ecuaciéon (4.42) y
normalizaremos la energia tal que £, = 0; la integral del segundo término es igual a cero
pues como en el caso de doble pozo no xiste interaccion espin-orbita dentro de los
pozos; el tercer término es dos veces el campo ¢ristalino ¢ = Jqéj V.8 dz, que también
aparece en el caso sin interaccion espin-Orbita, y es la reduccion a la energia de la
funcion de onda por ocupar un mayor espacio. Los términos que contemplan la

interaccidon con pozos mas lejanos se desprecian por amarre fuerte, es decir, por

considerar sélo interacciones con los primeros vecinos J¢: V . bidz =0 V|d|> 1; por

iltimo el cuarto término es la interaccion con el campo eléctrico. Entonces los términos

de la diagonal son

Hi* =—eE(t)n. (4.57)

De los términos fuera de la diagonal sélo son distintos de cero aquellos que

relacionan sitios vecinos, es decir aquellos en que m=nzl,
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H;;t.=J¢:'[(l TV -eE() }Mz

Nos interesa completar, como en el caso de los términos diagonales, la ecuacion (4.42),

para esto desarroliamos algunos términos de la sumatoria y sumamos y restamos
T.V

mtl?

H:r::tl = J¢J:. li(lij:)'i‘_'-vm_‘-vmil-'- Z Vl iTK vmil'T‘T.; V eE( ) ikm:tldz

rxm mtl

entonces
H;:.:l (liT)go J-¢ ¢mild2+ J¢ v ¢m:|dz+T J?j vmil¢m:ldz (4.58)
donde el primer término se anula pues hemos considerado &, =0, y las integrales del

seglindo y tercer término son idénticas por simetria y son las integrales de tuneleo o

transferencia T . Entonces los elementos fuera de la diagonal son:
HY :—(liT,)T. (4.59)

Por lo tanto el hamiltoniano del sistema expresado en brakets es

H= Z{ [|n+l+(n+|+\n 1L+ n+|] F()nln+)n+|
T+ T)[[n+ L) +[n=L =Y~ []- 7 (1) nlm=){m -}

donde hemos definido f(r)=eE (/).

(4.60)

Cada rengldn del hamiltoniano de Ec. (4.60) es el equivalente at hamiltoniano de
un electrén en una red periédica con una masa efectiva m'=m'f(1£7,), y sin
interaccion espin-orbita. Entonces los términos £’ de la interaccion espin-6rbita

Dresselhaus causan una dependencia de la masa efectiva con en el espin, como

apuntaron en su articulo Perel’ et al. (Perel’ er al,, 2003). La dindmica procede en el
espacio |+), |-) como dos sistemas independientes con tuneleo efectivo T(i-T,) y
T(1+7,).

En esta base de funciones de Wannier por sitio y por espin la funcion de onda

del electrén es

=3

A

)+

a. y a; son coeficientes de las funciones de Wannier a determinar a partir de resolver

a, n,—); (4.61)

la ecuacion de Schriddinger, ya sea dependiente o independiente del tiempo, segun cada
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caso de f(r)‘ §1 consideramos al elecirdn inicialmente localizado en el sitio central
# =10, con espin arriba, tenemos:

%

0,+)+ 0,-}). (4.62)

RPN _L
lqi(z_a))-|e,T;_J2.(

4.3 Campo eléctrico cere.

En ¢ caso en que J{r) =0, es decir, cuando no existe campo eléctrico, el hamiltoniano
de Ec. (4.60) se simplifica para ser

H :Z{“(T—Tﬁmn+l.+}<n,+}+|n—1,+}{n,+u
- ) (4.63)
(4T LY a1 =Y

y solo hay que encontrar la solucién de la ecuacidn de Schridinger independients del
tiempo

H|'w)= E|\¥). (4.64)

Comenzamos por sustituir la funcién de onda (4.61) v el hamiltoniano de (4.63)

en lz ecuacion de Schridinger para obtener la siguiente expresion

EX{ains)valn-lf = T{AT-TT)[a ln s+ a;

it | P "ﬂ
7 (4.65)

n—)+a,

r+l

m(r+r7;)l:a'

=1

Y
Ytas|m=) 1
la cual por independencia lineal de los estado de Wannier por espin, es equivalente a
N (N es el namero de sitios que en nuestro casc consideramos infinito) pares de

ecuaciones de la forma

Eal =~(T T7,) al +a,, |, (4.66)

=l
Eq; =—(T+TT) a7, +a,, ] (4.67)
Las funciones @, v g, son funciones periédicas en m, porque consideramos

una red peritdica infinita. Y por el teorema de Bloch, podemos escribir las amplitudes

como

a; =3 a exp(iknd), (4.68)
]

donde & es el momento de Blochy 4 el pardmetro de red.
En este andlisis consideraremos o =1, sabemos que &) valor de esta constante no

apargce explicitamente en la funcion de onda (vea seccidn 2.2). Por esto la vamos a
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considerar igual la unidad. No obstante es importante resaltar que el valor de T, v por
tanto la dinamica del sistema, si depende de a.
Sustituyendo la expresion de Bloch para la funcién de onda de la ecuacién

(4.68) en las de ecuaciones (4.66) y (4.67), s¢ obtiene
EZaf exp(ikn) = -(TiTTS){Za: exp[ik(n—l}]
x k
+>a; exp[ik(n+l):|}.
£

Utilizando la independencia lineal de las a;, obtenemos sin pérdida de

(4.69)

generalidad que (para algin £ =«)
Ea: exp(ixn) = —(T¢ 1T, )I:af exp [ix(n - l):l + aﬁ exp[z’x(n + 1)]] ,  (4.70)

de esta expresién podemos obtener la energia, y obtener asi los eigenvalores del

hamiltoniano.

E; =-2T(13T, }cos(x). (4.71)

Energia (T)

o e03 006 @09 0T 016 01 022 X%

Momeno (x)

Figura 4.9 Niveles de energia de la ecuacion (4.71).

La ecuacion (4.71) muestra los eigenvalores de energia, la relacién de
dispersién, que es muy parecida a la relacidén cormespondiente para el caso sin
interaccién espin-érbita (vea seccion 2.2). La diferencia principal entre ellas es el
cambio en el coeficiente del cosenc. En este caso el coeficiente depende del espin, es
decir, para una misma & hay una diferencia de 477, cosx en energia entre cada

componente de espin. Esto genera dos subbandas de energia esquematizadas en la figura
4.9,
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Para encontrar la evolucion de las funciones de onda por sitio al tiempo f,

escribimos la funcion de onda total en términos de los eigenestados k por espin
v ()= 7=Fai ()@l) +ai (@], @72)
donde N =3 ny a tiene la forma de Bloch. De manera explicita
v ()= EC: { el T onlin) el
et {#exp[—iE;t]gexp[ibz:”n)} 8|-),

con E; dado por (4.71), y Cf constantes a determinar a partir de las condiciones

(4.73)

iniciales. Podemos reescribir entonces la Ec. (4.73) como
|\P(!)> => %{Z o) exp[—z’E{t]exp[z‘fm]ln, +)
n k
+3 CTexp [—iE;t] exp|ikn]|n, -)}
k

Ahora bien, de las ecuaciones (4.61) y (4.74) obtenemos los coeficientes de

(4.74)

Wannier dependientes del tiempo para el sitio » por espin,
at = LNZC"i cxp[—:’Eft:lcxp[z'kn]. (4.75)
k

Esta ecuacidn representa la solucidn general del problema dependiente del
tiempo. Para encontrar la solucidn particular pedimos que se cumpla la condicidn inicial
Ec. (4.62), esto es

1 é
1 t : "t
a{t=0)=—) Crexpl|itn|=—=. 4.76
Para satisfacer este par de ecuaciones requerimos se cumpla que el coeficiente
sea
=Nk, (4.77)

G
por lo tanto, sustituyendo los eigenvalores de energia obtenemos
a:=—}E—Zexp[iﬂ"(l17"_()cos(x)t+ﬁm]. (4.78)
k

Para simplificar esta expresién, que es una suma infinita, utilizamos la relacién

o

de Jacobi-Anger: €”°=" = > i"J, (x)e"™, y escribimos la funcién exponencial como

=00 !
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exp[i2(T¢T7})cos 1+rk71] ia’"Jm[2T(1$T,)1:|exp(r‘mk+:'lm), (4.79)

y Hegamos a la siguiente expresién
J_Z Z i"J, [ 2T (1T, )t Jexp (imk + ikn), (4.80)
en la cual después de intercambiar sumas y utilizar la definicion de la delta de

Kronecker se llega a

}i i"J,[2T(1=T, )¢5, _, (4.81)
J

como i =(-1)"({)", cxp[%ﬂ]zi, y J,(x)=(-1)"7_,(x); llegamos a la forma
simplificada del coeficiente de la funcién de Wannier por espin

at (1 )=—ex [”m}] [2T(15T,)e]. (4.82)

Esta es la solucién escrita en términos de la base de espin {+, —} que diagonaliza

el hamiltoniano Dresselhaus. Sin embargo nos interesa expresar estos coeficientes en la

base de espin de o, [T,l}. A partir de la ecuacion (4.45) tenemos que

a =[":E’;], (4.83)

al = e”’ﬁ(a:é”; ] (4.84)

Entonces los coeficientes de las funciones de Wannier en la base de o, son las
siguientes

al =%exp[m7n}(.fn[ZT(I—7:)::|+JH[ZT(1+7:)1:|), (4.85)

a = ; ep[ ]( ,[2T(1-T)e]-1,[27(1+T,)]). (4.86)

Estas ecuaciones junto con la Ec. (4.61) proporcionan la solucion analitica del

problema. Lo primero a verificar, es la normalizacién de la funcion de onda,
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1) = Slo) (el o) (S ) 021
" g (4.87)
=Sl <l =%[ZJ:[2T(I—Tv)r]+J:[2T(l+’]])lﬂ.

Esta expresidn es idéntica a la unidad. Para demostrarlo es necesario utilizar el
conocido teorema de adicion de Neumann para la funciones Besse! (Abramowitz y
Stegun, 1970),

1=y (z)+2> Ji(z). (4.88)

Al igual que en el caso sin interaccion espin-orbita los coeficientes de las
funciones de Wannier involucran funciones Bessel con argumentos efectivos. La
similitud, sin embargo, no es evidente como en las relaciones de dispersién.

Sien los coeficientes para los kets de Wannier por espin de las ecuaciones (4.85)

y (4.86) hacemos T, =0, la primera de la ecuacién se reduce a

a: :exp[an]J” [ZTI], (4.89)

que es idéntica a la ecuacion para los coeficientes en el caso sin interaccion espin-érbita
(con £=0, pues asi lo hemos considerado en este analisis). En la segunda ecuacién

todos los coeficientes se anulan.

Cuando hacemos 7, = 0 estamos despreciando la interaccion espin-6rbita. Como

en la condicién inicial el electron tiene espin T y no existe mecanismo que acopla el
espin con la dindmica, ¢l espin se conserva. Es por eso que los coeficientes para la
componente | se anulan y que los coeficientes para la componente T son idénticos a
los obtenidos para el caso sin interaccidn espin-drbita.

Una vez que tenemos la funcion de onda y los coeficientes de los estados de
Wannier por espin, es posible calcular las propiedades que caracterizan la dindmica del
sistema.

Inicialmente el electron esta totalmente localizado en el sitio cero con espin T,
la probabilidad de encontrar al electrén dicho estado como funcién del tiempo es util
para caracterizar que tanto se difunde el electrdn en el sistema, y la memoria que guarda
el sistema de la condicidn inicial {al menos de manera cualitativa). La expresion para

calcular |a probabilidad de encontrar al electrén en el sitio » con espin o es

B (ty={y (||mo)mellw (1) =

O (4.90)
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Sustituyendo las expresiones para los coeficientes en ecuaciones (4.85) y (4.86)
obtenemos la probabilidad de encontrar al electrén en el sitio n con espin T (‘L)

T

2 ()=

Esta expresion es muy importante pues ademds de que con ella podemos

2

a (1) :%(Jn[ZT(]—TS)r]iJn[ZT(H};)r]) (4.91)

calcular todas las propiedades dindmicas del sistema, nos da por si misma informacién

muy valiosa de la dindmica del sistema.

0.9 L 4

o o
~ @
!
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o)

Probabilidad
[
th

o
N
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w

o
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1

0.1 h -

0 10 20 30 40 50 BO 70

Figura 4,10 Evolucién temporal de la probabilidad de encontrar al electrén en el sitio 0 como funcién de
Ti/h {negro) y las probabilidades para cada componente de espin, amriba {azul) y abajo (rojo) como
funcién de Tr/h. Donde T es la ampliud de tuneleo, ¢ el tiempo, y hemos considerado 7, = 0.05.

Esquina superior derecha: un acercamiento de la grafica para tiempos cortos.

La figura 4.10 muestra la evolucidn temporal de la probabilidad de encontrar al
electrén en el sitio 0 como funcién del tiempo {negro) y las probabilidades para cada
componente de espin, arriba (azul) y abajo (rojo). En esta figura vemos como
inicialmente el electrén estd en este sitio con probabitidad 1 (condicion inicial), y para
tiempos relativamente cortos esta probabilidad disminuye de manera drastica. En la

grifica interna se muestra una vista mas cercana del comportamiento para tiempos
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cortos en la que se puede apreciar cémo la probabilidad de encontrar el electrdén con
espin abajo es inicialmente cero y luego aumenta para de nuevo llegar a cero; este
comportamiento s¢ repite con menos intensidad cada vez. Es en la componente de espin
abajo donde podemos notar la presencia de dos frecuencias en la dindmica electronica,
una controlada por el tuneo entre vecinos generado por la energia cinética del
hamiltoniano {oscilaciones con periodo corto) y otra frecuencia controlada por la
magnitud de tuneleo con interaccién espin-érbita. Algo similar ocurre en el caso de los
dos pozos con interaccién espin-drbita,

Para saber cémo se distribuye la probabilidad de encontrar a electrdn a través de

los sitios, graficamos la expresidn (4.91) como funcién del tiempo y el sitio.

sitio
sitio

& L) L] A ] =

Yo |

= = o0

x
Ti/h

-
Tifh

Figura 4.11 Probabilidad de encontrar al electrén por sitio con espin ammba

{izquierda) y con espln abajo (derecha) como funcion de Ti/h. Donde T es la
amplitud de tneleo, ¢ ¢l fiempo, y hemos considerado T, = 0.05. E) color indica la

magnitud de la probabilidad de acuerdo con Ja escala mostrada a la derecha.

Las gréficas en la figura 4.11 muestran las componentes de la funcién con espin
T (izquierda) y L (derecha) por sitio para diferentes tiempos. En el eje vertical se
muestran los sit10s, en medio el sitio central 0, hacia arriba los sitios etiquetados como
positivos y hacia abajo los sitios etiquetados como negativos. En el eje horizontal se
representa el tiempo. El color de cada punto indica la probabilidad de encontrar al
electtdn en ese sitio al instante correspondiente de tiempo. Existe una diferencia en las
escalas entre ambas graficas: la probabilidad de encontrar al electrén con espin T es
mayor por un orden de magnitud. Podemos observar en la escala a la derecha de cada

mapa de colores en Fig. 4.11 como para el espin T el maximo es 0.1 y para el espin \’
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es 0.022. En ambos graficos hemos eliminado el primer intervalo de tiempo Tt/k para
poder observar la evolucion, ya que la prababilidad decae muy rdpide,
En estas graficas se observa gue la funcidn de onda es simétrica en el espacio

para ambas componentes de espin, y que conforme aumenta el tiempo la funcidn de

onda del electron se difunde a través de la red.
Utilizando la forma asintdtica principal de la funcion Bessel para un n fijo v el

médulo def argumento tendiendo a infinito |z — <0, dada por

S (2) =2/ mzcos(z—vaf2 - #/4), (4.92)

obtenemos la expresién de la probabilidad por sitio y espin para tiempos largos {t — )

T
PL (I):-ﬁo = : { COSI EET{I—E)I—HE;’Z“HIH‘:I]

4aTr 1-T,
1 . .
t e | cOS (ATt Y+ cOS (4Tt = mrt — 17/ 2 4,933
2(]_7;2)[ ( #) ( { )J ( /
N cos’“[ﬂ!i+T)tfmr/'27;rf4-\\'.
1+7 T !

En esta expresidn observamos que la probabilidad per sitic decae en el tiempo
como 1/,

Si sumamos las contribuciones a Is funcion de onda de las dos componentes de

espin obtenemos la probabilidad de encontrar al electrén por sitic, explicitamente:

F A=

Lz

¢=: (!)‘ +

e (‘)r ='17(J: r(-T )| 2r (14T )] (499)

-

Las graficas en la figura 4.12 muestran la probabilidad por sitio para diferentes
intervalos de tiempo (sin mpertar el espin). En ellas se observa como el sistema s

difusive, conforme transcurre €] tiempe la funcidn de onda del electrén se extiende en

una gran cantidad de sitios y como en el caso libre, crece como £,
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Figura 4.12 Probabilidad de enconirar al electrdn por sitio como funcién de Tr/h,
para diferentes intervalos de tiempo. Donde 7 es la amplitud de tuneleo, f &l
tiempo, ¥ hemos considerado 7, =0.05. El color indica la magnitud de la

probabilidad de acuerdo con la escala mostrada a la derecha.

Para caractenizar la difusién en el sistema, se utiliza la dispersién cuadratica

media, cuya expresion es

(N = ()2 (1)) = 2ol

a
n

2 !

a

n

2
no+

n

2
nz} ; (4.95)
sustituyendo la probabilidad por sitio en (4.91) obtenemos
1

O (AL AN AT AT b
+((Jn[2(T_TT;)f]—JH[Q(T+T7:)‘;])Z]”2},

(4.96)

(r(0)) =%Zanj[2(T—TT:)t]+%Zn2.]:[2(7"+1"7;)t:\. (4.97)

Donde en esta Gltima ecuacién (4.97) utilizamos la siguiente relacién para las funciones
Bessel

> I (z)= 2[5] , (4.98)
que es un corolario del teorema del producto de las Bessel (Gradshteyn y Ryzhik,

1963), para simplificarla y obtener
(r () =21 + 2712 =27 (14 T7) 7. (4.99)
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Ya que la dispersién cuadrética media es directamente proporcional al cuadrado
del tempo, concluimos que el sistema es superdifusivo, tal como en el caso sin
interaccion espin-drbita de la seccion 2.2; sin embargo, en este caso el coeficienic de

A
0

ditusién es mayor por un factor el (l +77)

También podemos caracterizar la difusién por espin. La dispersién cuadrdtica
medin por espln nos habia de la dispersién por componente de espin, podemos predecir
de las graficas en figura 4.11 que el comportamiento ne difusivo no difiere mucho entre

las componentes de espin, La expresion para caleular la dispersién cuadrdtica por espin

()= Ol (efw(-X

en nuestro case toma la forma

az (1) 7, (4.100)

(rf(r))ﬂﬂ[imﬂjﬁ%ZJH[2(7’-?"7‘,):]4[2(2‘#{):]»12, (4.101)

d n
segim esta expresién la difusion por espin podria considerarse cuadritica debido al
primer término, sin embargs €l segundo térming también crece con el liempo y es
oscilatorio. En la dispersién fotal esie término no aparece pues se eliming al sumar las
contribuciones de cada componente de espin, sin embargo da origen a un
comporiamiento oscilatorio,

En Ta figura 4.13 se muestran las graficas de la dispersidn total (nezro), la
dispersion para el espin T (azul), y la dispersién para el espin b (rojo). Bn ella vemos
que el segundo término del lade derechs de 1a ecuacidn (4.101) para la dispersicn por
espin causa oscilaciones entre ambas componentes de espin. Esto sugiere que conforme
transcurre ¢l tiempo hay instantes en los que la parte de la funcién de onda con espin +
Ocupa un mayor espacio ¢ con mayor probabiiidad las regiones mis alejadas del centro,
que la parte con espin Ty hay otros momentos en 1os que sucede 1o contrario,

e las graficas en figura 4.13 vemaos que cuando el electrdn se difunde en los
sitos det sistema hay intervalos de tiempo en los cuales una componente de espin esta

mas presente (tiene mayor probabilidad en [z red) que la otra, esto sugiere la exisiencia

de una magnetizacién o polarizacion en el sistema.

La magnetizacidn, como vimos en el ¢apitulo anterior, es el valor esperado de

a_ . Podemos calcular 1a magnetizacidn por sitic y la magnetizacion total del sistema.

£9




El hamiltoniano del sistema (Ec. (4.63)) es diagonal al ser escrito en la base de

espin {+,~}. El estado de espin T, que es el estado inicial del electrén, no es elemento

de esta base, y por tanto no es un eigenespinor del hamiltoniano. Es evidente que en el

sistema existird una magnetizacion total no constante,

8000 " T T . . .

7000 ~
6000 -
5000 r
—_——
“= 4000 -
S

3000

2000

1000

T

0 10 20 30 40 50 60
7t/

Figura 4.13 Dispersion cuadratica media wtal (negro) y dispersiones cuadraticas por
componentes de espin T (azul) y L (rojo} como funcién de Tt/h. Donde T es la

amplirud de tuneleo, ¢ ¢l tiempo, y hemos considerado 7, =0.05.

La magnetizaciéon por sitio s

M, ()= (1)|(|»)(r|®0, v (1) =B - B

(4.102)
M,(t)=1,[2(T-TT,)1]J,[2(T+TT,)1],

y la magnetizacion total es la suma de las contribuciones de todas las magnetizaciones

por sitio

M(6)=3"J,[2(T-TT,)e]J,[ 2T +TT,)¢]. (4.103)

Esta expresién se puede simplificar utilizando la siguiente relacién para las
funciones Bessel (Gradshteyn y Ryzhik, 1963)
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T (O (2) =7, (1=2)  [|d<]]. (4.104)

[Ms

E
]
8

y se obtiene
M{t)=J,[4TT1]. (4.105)
La figura 4.14 muestra la evolucién temporal de la magnetizacion por sitio [Ec.
(4.103)]. En el eje vertical se representan los sitios de la red, en el eje horizontal el

tiempo, y el color de cada punto representa el valor de la magnetizaciéon conforme la

escala de la derecha. La magnetizacion en el sitio n-ésimo es positiva cuando la

probabilidad JD,:r es mayor que la probabilidad P:f ¥ viceversa,

100 02
80 015
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01
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100 10 0 20 0 50 &0
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Figura 4.14 Gréfica de la evolucion temperal de la magnetizacién por sitie. Donde

T esla amplitud de tuneleo y 1 el tiempo, y hemos considerade T, = 0.05 . El color

de cada punto representa el valor de la magnctizacién en cada sitio a un tempo dado.

Conforme avanza el tiempo el sistema muestra una relgjacidn en la
magnetizacion. Inicialmente la magnetizacién estd concentrada en un sitic y con
magnitud méxima |, conforme transcurre el tiempo la magnetizacién se dispersa y
disminuye la intensidad en cada punto. De hecho la disminucién en la magnetizacion es

evidente si vemos la expresién en E¢. (4.105) para la magnetizacidn total: la funcidn
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Bessel de orden 0 oscila pero disminuye en la forma caracteristica de las funciones
Bessel conforme se incrementa su argumento, y para tiempos largos decae como 1/1 y

oscila con frecuencia 477, .

El valor 7, es relativamente pequefio y esté dentro del argumento de la funcién
Bessel, asi €l decaimiento de la amplitud de las oscilaciones se hace mucho més lento
que, por ejemplo, la probabilidad de encontrar al electron en el sitio 0. La figura 4.15
presenta la evolucion temporal de la magnetizacidn total.

Para el compertamiento a tiempos largos utilizamos la forma asintotica principal

de la funcion Bessel de la ecuacién (4.92) y obtenemos:

M(0),,,, =2rT T -cos (41T~ %), (4.106)

de ésta expresiéon vemos que para tiempos largos la magnetizacidn total oscila con una

frecuencia igual a 477, y que la amplitud de dicha oscilacién decae como 1/1¥2.

T T T T

05 1 1‘ 1 ] 1

Te/h
Figura 4.15 Magnelizacian total como funcion Tr/k. Donde T es la amplitud de

wneleo y + el tiempo.
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4.4 Campo eléctrico constante: Oscilaciones de Bloch.

Ahora consideramos un campo eléctrico constante, esto €s f ()=, el hamiltoniano

de la ecuacién (4.60) se puede expresar de la siguiente manera:
= Z{—(T —T'I:)Dn+ 1,+>(n,+|+|n—1,+)(n,+|]—mn|n,+){n,+|
—(T+TTI)|:’n+1,—><n,—| +|n— l,—)(n,—|:|—a)n|n,—>(n,—|}.

Como en el caso anterior —sin campo eléctrico— el hamiltoniano ne depende del

(4.107)

tiempo, por lo que solucionamos la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo

Hly) = E|p), (4.108)

misma que es equivalente a N (infinitos) pares de ecuaciones de la forma:
Ea} =-T(1-T,)[a; +a,, |-wna], (4.109)
Ea; :—T(]+T‘)[a;_| +a;+l]—mna;. (4.110)

Estas ecuaciones son diferentes a las correspondientes para la seccién anterior
debido al nuevo término de campo eléctrico, los términos con @ al final de las dos
ecuaciones anteriores, ellos crean una asimetria espacial —llamada escalera de Stark—
que hace imposible la utilizacion del teorema de Bloch. Es por esto que para resolver
estas ecuaciones haremos uso del teorema de unicidad para ecuaciones diferenciales
ordinarias: si existe una expresion que satisface la ecuacién y cumple con las
condiciones iniciales, entonces dicha expresion es la Unica solucién. Encontraremos por
comparacion con una ecuacién conocida, las soluciones a las ecuaciones (4.109) y

(4.110). Primero reescribimos estas ecuaciones como sigue
(E+cun)af:—T(lii'",)[af_,+a:+,], (4.111)

para notar su similitud con la relacién de recurrencia para las funciones Bessel siguiente

(Abramowitz y Stegun, 1970)

(%) 2, (x)=[2,0(x)+ 2.0 ()], (4.112)

donde v es un entero, Z, es una combinacion lineal de una funcién Bessel y una

Newman de orden v, y x el argumento de dichas funciones. Para identificar términos

escribimos la ecuacién (4.111) de la siguiente manera
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(4.113)

Como de I ecuacion (4.112) v es entero, entonces la expresion

g PR 7
r(sT i
-2 b ‘ Uz7) +?’gé (4.114)
rsL)| o
€s un entero, ¥, por io tanto, las eigenenergias son
E* =—gquw. (4.115)

Notemos que los eigenvalores de energla son idénticos para ambas componentes

de espin + y —. L.0s coeficientes tiene la siguiente forma general
(2r(1s7,) 2T (15 T)Y
C’CA:J,,.,,' ( + ] E:K”JL*")JJ (4.116)
L e . @
donde J es una funcidn Bessel, ¥ ¥ una funcion Newman. Primerc verificamos la
normalizando de las funciones a: , s decir que sean cuadrado integrables
=0 ¥n, (4.117)
de esta manera el conjunio completo de soluciones para alglin ¢igenvalor es
(17T,
al —ZJ;wl 2r(1%7)° | (4.118)
w

Con los reswitados anteriores, la funcidn de onda dependiente del tiempo se

puede escribir como

v )= Efcimptaon T T oy
A 0 (4.119)
+C; exp(igwt) Y /.., [M =yt
. ‘ w ) |
intercambiamas sumatorias y llegamos a
£ _
‘Wt Z{ZC expligwt)/_, . 2l T'”‘n,ﬂ
U
k‘ ! (4.120)

+£C" exp{igat)J_, . i w\




comparando la ecuacién anterior (4.120) con la expresion general (4.61) obtenemos el
coeficiente de la funcién de Wannier por sitio y espin,

T —
ar =3 Clexp(igwt)J_,, [—2 (]+T’)]. (4.121)
q

w

Con estos coeficientes y la la ecuacion (4.61) tenemos la solucion general, y
para encontrar la solucién particular es necesario evaluar la condicion de inicial, se

requiere que

2r(1xT)) 6
at(t= O) = ZC*J_,_ [—J ==L, (4.122)
N U V2
. =2T(157)
multiplicamos esta Ec. (4.122) en ambos lados por J,_, | ———* |, sumamos sobre
[43)
n y liegamos a que
—2r(1%T '
Ci=a, “(5L) : (4.123)
V2 ®

y por tanto los coeficientes son: _
1 =2T(11,) -2T(137) _
a: (t)zﬁqujq [T]J"+“[T exp(igat ). (4.124)

Como en la seccidn anterior, nos interesa una expresion cerrada —sin suma-— para
los coeficientes, es decir simplificar la Ec. (4.124). Para esto utilizamos el teorema de la

suma de las funciones Besse! (Gradshteyn y Ryzhik, 1963}

Sean r>0,0>0,¢ >0 lados de un tridngulo tal que R = \/r2 +p? =2rpcosg, (véase

Fig. 4.16) entonces:

—pe?
- 0<W<n/2, e =%
r—pe®

o

2-e™Z,(mR)=) J,(mp),., (mr)e".

{=—

Figura 4.16 Esquema de las cantidades en el teotema de la suma de Jas [uncianes
Bessel.
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Si en el teorema precedente hacemos m=-1, r=2T(]¢TJ)/w,

p:ZT(lTrT_,)/w, y @=wl, obtenemos gue R:ZIET—’)\/2=ZCOSQJI, y con
@

e\

|—e™™ . i

oY :[ = ] , entonces la Ec. (4.124) para los coeficientes puede escribirse como
—-e

—€ w

_ — g % -
af(i)z%[l]eﬁ) J"[—ZMJZ—zcosa)i], (4.125)

adicionalmente, utilizando las propiedades de las funciones trigonométricas

reescribimos el argumento d¢ la funcidon de Bessel:
2-2cosat =2(l—-cosar) =4(1/2 - 1/2cos 2wr/2) = 4sen’ [%’], (4.126)

y los coeficientes se vuelven

—thod % —_
syo ) [1-e r(1=7,) [g
a (I)_ﬁ[l—e”’“"J J,.{—“ —sen 2}} (4.127)

Para obtener los coeficientes en términos de la base de espin de o, (T,i)

utilizamos Jas ecuaciones (4.83) y (4.84), y entonces los coeficientes en esta base de

espin son

= 1naN V —_
a: =l[l—e } 2{Jﬂ[—4usen[ﬂﬂh}n[—4Msen[ﬂ]ﬂ, (4.128)
21 1-m* W 2 ) @ 2

—t —inait V _ N
at :i[]_e ] Z[Jn[—4T(1—7;)scn{ﬂ]]—.]n[—4r(l—+msen[ﬂ }H (4.129)
2 lﬂemmt w 2 o ‘2 )

Una vez que determinamos los coeficientes de las funciones de Wannier por

sitio ¥ espin (en Ja base conveniente) es posible calcular las propiedades del sistema.
Para realizar esta farea es importante nofar que los coeficientes en las ecuaciones
(4.128) y (4.129) tienen estructura similar a las correspondientes de la seccidn anterior
(sumas y restas de funciones de Bessel con argumento diferentes) y por tanto se puede
utilizar tanto el mismo procedimiento como las mismas identidades para obtener
expresiones cerradas de las diferentes propiedades del sistema. Esta es la razdn por la

cual sdlo presentamos las expresiones resultantes de aquf en adelante.
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La primera propiedad a estudiar es la probabilidad por sitio a partir de la cual se

calculan todas le demas. En este caso esta propiedad toma la siguiente expresién

P =il g [ T0=T) 95\\ g [T (@] @30
4 w 2, )] 2

donde la presencia del campo eléctrico constante se manifiesta en el argumento de las
funciones Bessel, haciéndolo periddico a través de la funcién seno. Esto hace periddicas
a las probabilidades por sitio y espin, y por tanto a toda la dindmica también, efecto que
se conoce como oscilaciones de Bloch.

Si se toma el argumento de las funciones de Bessel de la ecuacidn (4.130) y se

hace el limite @ — 0, se obtiene

1imwsen(92i]=zr(|iz):, (4.131)

w—0 w

que es el argumento que se obtuvo en la seccidn anterior (en ausencia de campo
eléctrico). De esta manera se muestra que a partir de la expresion (4.130) es posible
recuperar los resultados de la seccién anterior sin campo eléctrico.

En figura 4.17 se muestra la probabilidad de encontrar al electrén en el sitio
centrado en cero; en ella se observa un comportamiento inicial parecido al del caso
anterior (sin campo eléctrico), pero después éste se comporta como en reversa por la
periodicidad del seno y la paridad de la funcién Bessel. Este comportamiento se repite
de manera oscilatoria con frecuencia dada por w/2 que en unidades fisicas seria del
orden de efa/kh, dentro del rango de los terahertz con pardmetros de red de
aproximadamente « =100 A. Es precisamente en este rango de frecuencias en el que
Waschke er al. (Waschke ef al., 1993) midieron las oscilaciones de Bioch.

Este comportamiento oscilatorio se puede observar también en la distribucién de
probabilidad a lo large de la red de sitios por espin y total. La figura 4.18 muestra la
distribucién de la probabilidad de encontrar al electrén con espin T (izquierda) y +
(derecha). En estas graficas se observan claramente las oscilaciones Bloch, mismas que
confinan al electron en una regidn finita de la red. La extensién de esta regidn es
inversamente proporcional a la magnitud del campo.

Ya que la condicién inicial es el electron totalmente localizado en el sitio cero

con espin T, y que el campo es relativamente alto 0.15 eV{a/h) ~5x10°V/em, el

electron (y por tanto el sistema) tiene prioritariamente espin T (véanse las escalas en las
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graficas de la figura 4.18). Esta afirmacién la confirmaremos después con la

magnetizacion.

Para caracterizar la difusion en el sistema obtenemos la dispersién cuadritica

T (1+77)

<r2 (t)) =8———"sen’ (%(], (4.132)

[0

vemos la dependencia temporal de esta expresion es sinusoidal cuadrada, por tanto a ¢
pequefios el comportamiento es superdifusivo, y para tiempo mayores el

comportamiento es periodico.

0.9 ] .
08}

0.7

06

0.5

Probabilidad

0.44 .

0.9 -

0 10 20 40 50 60

30
Ti/n
Figura 4.17. Evolucidn temporal de la probabilidad de encontrar al electrén en el
sitio 0 como funcién de Ti/h (negro) y las probabilidades para cada companente
de espin, armiba {azul) y abajo (rojo) como funcién de Tr/h, en presencia de un
campo eléctrico constante @ . Donde T es la amplitud de tuneleo, ¢ el tiempo, y

hemos considerado la estructura formada por GaSb (7, =0.05) y un campo

eléctrico de @ =1.5%10° V/em . Esquina superior izquierda: La misma grafica para

tiempas cortos.
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silio
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sitio
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¥
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#
5

Tifn Tifh
Figura 4,18 Probabilidad de encontrar sl electron por sitio con espin arriba
(izquierda) y con espin abajo (derecha) como funcién de Ti/k, en prescncia de un
campo eléctrico constante @ . Donde T es la amplitud dec tunelco, ¢ el tiempo, y
hemos considerado la estructura formada por GaSb (7, =0.05) y un campo
eléetrico de @ =1.5%10° V/em.. El color indica la magnitud de la probabilidad de

aeuerdo con la escala mostrada a la derecha.

De la misma manera la expresion de la dispersién cuadratica por espin tiene un
comportamiento oscilatorio, sin embargo aqui aparece también un término que modula

las oscilaciones
4T*(1+77)
2 S 2 COI 1 2
(1) )=————Fsen’| — |2=> M n 4.133
(7)) =—0 [2] > (4.133)
La figura 4.19 muestra la dispersién cuadrdtica por espin y total para este caso,

el comportamiento oscilatorio estd presente en las tres curvas.
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Figura 4.19 Dispersién cuadritica media total {negro) y dispersiones cuadrticas por
componentes de espin T (azul) y L (rojo) como funcién de T1/#, en presencia de un

campo eléctrico constante @ {valores como en 4.10). Bsquina superior derecha: La

misma grafica para tiempos largos.

Para estudiar la dindmica de espin en el sistema utilizamos |a magnetizacién por

M (f)=J IO, [%’HJ [—4M‘sen [%’H (4.134)

"L ) )

y la magnetizacién total

s1t10

M()=Zm, (1) =J{8%sen[%’ﬂ (4.135)

La figura 4,20 muestra la distribucién de la magnetizacion a lo largo de la red de
sitios. En ella se observa como domina la magnetizacién positiva (T) y las oscilaciones

de Bloch.

100



100

80

40
20

sitio
o

-20

-100

10 20 30
Tifh

40 50 60

Figura 4.20 Evolucién temporal de la magnetizacién por sitio en presencia de un
campo eléctrico constante @ (valorcs como en 4.10), El color de cada punto

representa el valor de la magnetizacién en cada sitio a an tiempo dado.

En la figura 4.21 se muestra la grafica de la magnetizacidn total como funcidn

de Ti/n. Inicialmente es 1 —cuando el electron esta localizado en el sitio cero con espin

T~y luego diminuye y se vuelve negativa para luego a ser otra vez 1, y repetir este

comportamiento de manera oscilatoria.
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Figura 4.2] GCréflea de la evolucidn temporal de la magnenzocién por sitic en
presencia de un campo eléctrico consiante @ (valores como en 4.10). Esquina

superiof derecha: La misma grafica para tiempos largos

4.5 Solucién caso dependiente del tiempo
Sien el hamiltoniano de |a ecuacidn (4.60) 7 es una funcién del tiempo, s necesario

resolver la ecuacion de Schridinger dependiente del tiempo. Para esto seguiremos un
procedimiento esencialmente diferente al de los dos casos anteriores. En vez de resolver
la ecuacién diferencial de Schrddinger encontrando una solucidn, construiremos el

operador de evolu¢ién temporal U{zj y lo aplicaremos s la condicién inicial. El

operador de evolucién temporal lo obtendremos a través del teorema de Wei-Norman
que revisamas en la seccion 2.5 de esta tesis,

Partimos de definir los siguientes cperadores

N= S n{lm+)0n [ n - —), (4.136)
K= 5 {(1-T)n- L) {m+ [+ 1+ T =L Y=, y (4.137)
R =3 {(1-7) e L)+ (1o T et Y-l (4.138)
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Estos operadores forman un conjunto que sera Ja base generadora del 4lgebra de
Lie.

s:{ﬁr,f(,l"('} (4.139)

Utilizando la definicién ordinaria de la operacién conmutador
|A.B|=AB-BA, ABesc, (4.140)
es facil ver que los operadores definidos en las ecuaciones (4.136), (4.137) y (4.138)

con sus combinaciones lineales y dicha operacién forman una algebra de Lie, ya que el

conmutador es una operacién cerrada en £,
[NK]|=-K, [RR']=K', [KK']=0, (4.141)
y ademds cumplen con las siguientes propiedades de las algebras de Lie: Sean

f(,‘?,i €’s £ se cumple

a) Simetria de inversion [ )H(] 0,y (4.142)

2]+ [V 2X]J+[2[X ¥ [[=0. @4

Adicionalmente el dlgebra £ es soluble. Se dice que un algebra % es soluble

X
b) La identidad deJacobl[ Y |

cuando existe un g € N finito tal que la g -ésima algebra derivada de 2 es el conjunto
vacio. El 4lgebra derivada de £ es E':{K,K'} y la derivada de esta Gitima es
g =(@}.

Podemos escribir el hamiltoniano de Ec. en términos de los operadores

elementos del dlgebra de Lie de la siguiente manera
}"{:Z{ ~TK-TK' - f(ON } (4.144)
nt

Utilizando el teorema de Wei-Norman, el cual establece que si se tiene un hamiltoniano

H el cual se puede escribir como una combinacién lineal de los elementos de algin

dlgebra de Lie soluble de dimension finitag, con ¢ menor que la dimensién r del

espacio en el actua ﬁ, entonces ¢l operador de evolucién temporal se expresa como €l
producto de exponenciales de los elementos del dlgebra de Lie multiplicados por

funciones escalares del tiempo. Asi la ecuacion de Schrodinger

afJ(t)_ i n o
S =-TA()0(), (4.145)
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con
U(r=0)=1, (4.146)

tiene solucién

n

U(r) :exp[gl (1)N]exp[g2 (!)K]exp[&(!)K'], (4.147)
con g,(r) funciones escalares que sélo dependen del algebra de Lie y de los
coeficientes que acomparian a los elementos de €sta en el hamiltoniano. Evidentemente
U cumple con la condicién inicial expresada en la Ec.(4.146) si g, (1 =0)=0 /.

Ahora bien, el hamiltoniano de la Ec. (4.144) esta escrito en la forma
H(1)=> a(0)H, (4.148)
=1
derivando la expresién en la Ec.(4.147) obtenemos

P05 60| Hoofs, 08, it Tow(s, 08) ], 109

=1
si sustituimos las ecuaciones anteriores (4.148) y (4.149) en la Ec. (4.145) llegamos a
que
n . =1 n . n N I n N
50 Tlewe(e, 0] o Flowle, 0, ) |- a0 -u().
= #=1 J=i
(4.150)

ahora multiplicamos esta ecuacion por la izquierda en ambos lados por el operador

inverso U™'(¢), con lo que resulta,

50| Tow(e, (08 i TTew(-e, 0|~ Sa 0

(4.151)
En esta {ltima expresién utilizamos la férmula de Baker-Hausdorff-Campbell
e*Ye* =(e*™ )Y, con (adX)Y =[X,Y] (4.152)

y llegamos a

1' n n

__F_{Za, (A, = g,(r)[]jexp{gj(!)adﬂ,}}ﬁ,; (4.153)

en ella sustituimos los elementos de H, y desarrollamos la suma y el producto

obteniendo
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~[-TK-TK' - £()N]= &, ()N + & (exp{g, (1) aeN} K
+g, (I)exP{g,(l)adN} exp{gz(!)adK}Kf.

En esta ultima ecuacidn es necesario desarrollar los términos de la derecha; para

(4.154)

€sto Notamos que
exp g, (1) adK) K" =K' +g, (N[ K,K' |+ (g, (1)) [K.[ K. K ]| /2!
+(g, (r))j[K,[K,[K,K‘mﬁu...:K’, pues [K,K']=0,
y que el término resultante
explg, (1adN}K' =K' +g ([NK']+(g ('))I[N,[N,K']]/z!

(O [N [ MK ] st =K (KT () K+

21
= [1 +g, (l)+51—!g1 (t)2 +%gl (()3 +...JK* = exp[g, (r):\K*.
andlogamente cxp{g, (r)aa’N} K= cxp[—g, (r)]K ,

y en virtud de estos tres resultados, la Ec. (4.154) se escribe como

L1k - f(ON] = N+ £ (Dexp e (] K

(4.155)
+ gl({)exp{gl (!)} K'
Por independencia lineal en tres los elementos de £, sabemos que
g(1)= % [£(0r, (4.156)
0
£:() =;’!-T6[exp[% a[f(t")dr"}dt', (4.157)
i L o
£, (():ETg[exP[_za[f(t e }o’! : (4.158)

entonces ¢! operador de evolucion temporal resulta ser

U()=ese| 3 [10H

.exp %Ta[exp{% jf(z”)dr']dfx} (4.159)
-exp %Té[exp{—% ‘[f(l"y’n:F!rKf}l
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A esta forma del operador de la ecuacién (4.159) se le conoce como producto de
Wei-Norman. Como en los ¢asos anteriores, nos interesa encontrar la funcién de onda
por sitio para una particula inicialmente localizada en el sitio cero, y para esto es
necesario aplicar el operador de evolucién temporal a la condicién inicial. Escribiremos

este operador explicitamente en la base de sitio. Para esto definimos |as funciones

r;(:)=lhj’f(r)dz', (4.160)

z(!)=%'[exp{% If(!”)df’}d{’,y (4.161)

. T SN
ps (t):;!exp{—ga[f(! )%/ }:, (4.162)
y los operadores

K, = {{n-1L+)(m+]}.y (4.163)

K, =Y {In=1-}n-|}; (4.164)
tal que
K=(1-T)K,+(1+T)K,,y (4.165)
K'=(1-7)K!+(1+T)K!. (4.166)
Entonces el operador de evolucién temporal en la Ec. (4.159) s

U(!)=exp[fv(!)N}cxp[i;g(!)(l -—TJ,)IA(I +i;((l)(]+?])ln(2]

. . (4.167)
expl iz ()(1-L)R[+ix" (1) (1+7,)K} |
Es facil mostrar a partir de las expresiones en (4.141) que
KX, =1, KK,=1,,yque (4.168)

(KK, ]=[R,.KI]=[K. K} |=[K, R ] =[K] R} | =[RLR, ]| =0. (4.169)
Podemos escribir entonces
2 ()= x()]e™, (4.170)

2 ()= x(1)

con lo que el operador de evolucion temporal queda determinado de la siguiente

e+ial (4]7])

manera:
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Lr(;)zexp{f-q(,r)N]exp{ {] T |Le~a -2 K e "“""ZK‘]

)
VRS

({12
expi—(I+T,
Definimos los operadores

=

B :E"[a-*”?ﬁ)f{ = ﬁ--l _ al:a,u!,fl-’,]l:(f
ﬁ e-:(ﬂntﬂ']x — B- _ l‘ﬂ‘!,ﬂlll]K
2
con ellos podemaos reescribir el operador de evelucién temporai como
U(r)=exp m(:)N
EXP{ T)‘z( ;% -8B, 1} (4.174)
{
1™

{1+

y utilizando la filncién generadora de la funciones Bessel

L2l

AL 31 (), (4.175)

LT

Ilegamas a la siguiente expresion para el eperador de evolugian temporal
U= expgiry(l]:@:!

: E J(-2(1-1) x(z)})e"”f“f”’”ﬁf (4.176)

pE—a:

S (20T (D) e e RS,

e

ahora desarrollamos los operadores para encoentrar una forma cerrada de este operador

U(f Z e_,,m @ +nil) l’?ml] T‘li‘jm (*2 E:{(:)‘H[ m ‘ i!

iy (4.177)
+J [~2(l+ﬁ)iz(s)g)§!fm,2>(l,2ﬂ,
Sabemos que la condicidn inicial W (1 =0)= ln., ") se traduce para la base {+,-}
en
Y(1) =04 \o , @.178)
entonces ‘

U{)¥(r) Z(ﬁ IR RIS (4.179)
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El objetivo es obtener los coeficientes ¢ y @, para esio sustituimos las

)
expresiones y hacemos use de la independencia lineal de los estados de Wannier por
espin, obteniendo la expresion

‘-P \: = m(aME ,:;{f}m}'\:‘_;dr -2 I—T
U= e V(20T

e

. ‘-ix" \
(Ifij m,+)

‘“]’ (4.180)
’+:E‘J ( 2{ )) kil J
por lo tantc
r =gy () (o 4.181)
ay = e e Dl @)y (4.181)
- 1 e, wef2) (rp(i)n) [
a = e L 20 T (1)) (4.182)

Sustituyendo estos coeficientes en las expresiones de ecuaciones (4.83) y (4.84),

obtenemos ios coeficientes de los estados de Wannier er ia base de espin de o, {14}

”: ) _;.em(ﬂﬂme(f,;(rjn}[Jn (2 (1‘ - T_?)|Z(’)D+ J,‘(Z(] -

@] @y

_ e b ear) (i) ’ . y / , 1S
H:_E‘J € e eaft) s [Jn(g(]_.]J_)!x(()U-JntZ(l—?;) (:)i)}. (4.184)

Neotemos que la solucion  tiene una estructura andloga a la de las soluciones

antericres, por lo tanto, las propiedades del sistema en este caso tienen lz misma

estructura. En el orden usval, la probabilidad por sitio gstd dada por
*

1/ _
Zg[]n[z(l'?x)‘l(l), +
la dispersion cuadratica media por espin toma la siguiente expresion

() =207, @186

Ja dispersidn cuadrética media por espin es

{r (;)}:[H?}’][g(;)li%ZMRn?; (4.187)

q
-+

QE (4.185)

con fa A, como la magnetizacidn por sitie ¥ dada por

M, (1) = ,,Lz (1-7)]x( :)u:rﬁiz(u:r Mz ( :ﬂ (4.188)
y por Uitimo la magnetizacién total

M(1)=J, 4T,

;,g(:)‘i]. (4.189)
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Todas las propiedades anteriores dependen de la expresién lz(r‘|| y ésta contiene

toda la informacion sobre el campo elgctrico. Notemos que es posible expresarla de la

siguiente manera

()= (Re {2 () +(im {2 ()Y (4.190)

entonces

()| =T/t +v7 (4.191)

donde

u=6[sen[%6[f(!")dt"}d!',y (4.192)

v= Ojcos[-i; If(z")d!"]df‘ (4.193)

Cuando f{1)=0 6 f{f)=w recuperamos los resultados de las secciones
anteriores. Para estudiar el comportamiento bajo campos eléctricos dependientes del
tiempo, consideramos una dependencia cosenoidal en f, explicitamente

f(t)=amcosu, (4.154)
con @ y ) constantes.

En este caso especifico # y v de ecuaciones (4.192) y (4.193) se convierten en

0

u= }sen[%hsen(ﬂr‘))dﬂ Y (4.195)

{

v Icos(a/mscn(ﬂr'))dr‘. {4.196)

0
En virtud de las representaciones integrales de la funcién Bessel (Abramowitz y
Stegun, 1970) las ecuaciones (4.195) y {4.196) anteriores pueden simplificarse para

tiempos considerablemente largos ¢>> 27/ paradar (Grifoni y Hnggi, 1998)
2(6) =TI (e/Q). (4.197)

[F 2 2iie]

Entonces cuando la razén »fQ sea una igual a una de las raices de la funcion

Bessel de orden cero la localizacion de la particula sera drastica, pues la dispersion

cuadratica media quedaria
r(ty=27*(1 + 125 (@/ Q) (4.198)
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éste es el fendmeno de localizacién dindmica. A consecuencia de la localizacién
dinamica la magnetizacién para tiempo largos es idénticamente’ 1, como en la condicién
inicial. _

En el andlisis de este caso para tiempo cortos (f <27z/Q), consideramoé valores
de frecuencia y magnitud del campo eléctrico externo tales que la razén o/Q esta muy
cerca del valor del primer cero de la funcion Bessel, ie. Q=24x10“Hz ¥

@=15x10°V/em. Si tomdramos un cero superior y conserviramos la magnitud del

campo (@ ), disminuiria la frecuencia (Q )-
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Figura 4.21 Evolucién temporal de la probabilidad de encontrar al electrén en el sitio
0 como funcién de Tt/ (negro) vy las probabilidades para cada componente de

espin, arriba {azul) y abajo (rojo) como funcidn de T#/%, en presencia de un campo
eléctrico dependiente del tiempo f (r)=wcos£2t. Donde 7 es la amplitud de
tuneleo, ¢ el tiempo, y hemos considerado la estructura formada por GaSh

(T, =0.03 ), un campo eléctrico de @ =1.5x10° V/em y Q=2. 4x10“‘Hz Esquina
superior derecha: La misma grafica para tiempos largos

La prlmera propledad que estudiamos es la probabilidad por sitio total y por espin,

P dadas de la ecuacion (4. 185) con el campo eléctrico externo dado por la Ec. (4.194). La

graﬁca 4.14 muestra la probablhdad de encontrar al electrén en el sitio central cero por

‘espiny total. En ng:gro se muestra la probabilidad de-encontrar al electrén en dicho sitio,
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en rojo la probabilidad de encontrarlo con espin | y en azul de encontrarlo con espin
T.

Para tiempos cortos (0-60 T1/#) estd gréfica se parece a la del caso libre (véase

Figura 4.9), sin embargo para tiempo largos se observa una oscilacidén, en la parte
superior derecha de Figura 4.21 se muestra la evolucién de la probabilidad de encontrar
al electrén en el sitio cero para un intervalo de tiempo mayor, alrededor de cada

100 Tt/h el sistema parece recuperar la configuracion inicial: electrén totalmente

localizado en el sitio cero.

En las graficas de la siguiente figura (Figura 4.22) se puede apreciar la evolucién
de la funcion de onda del electrén a través de los sitios de la red; como en los casos de
las secciones anteriores predomina el espin T, y existen regiones donde predomina

cierto espin y viceversa.

g8
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o0 .02
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0 016
x Dot

=3 =]

=0 :’E 2
-: - |
.4 3 L]
-B0 L e
] - I
190 10 i} 30 40 50 &0 10 Pl 3 40 50 B0 ’

Ttk Tifn

Figura 4.22. Probabilidad de encontrar al electrdn por sitio con espin arriba

{izquierda) y con espin abajo (derecha) eomo funcién de Tt/h, en presencia de un
campo eléctrico dependiente del tiempo f(() =wcosld . Donde T es la amplitud

de tuneleo, ¢ ¢l tiempo, y hemos considerado los valores igual que en Fig. 4.14. El
color indica la magnitud de la probabilidad de acuerdo con la escala mostrada a la

derecha.

La influencia de la variacién en el campo externo es evidente en las graficas de
Figura 4.22, la forma en que se difunde la funcion de onda del electron en el sistema
difiere de la del caso con campo eléctrico constante. La forma en que la forma del

campo eléctrico cambia la forma en que se difunde, y la plasticidad o capacidad de
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control de sobre esta a través dal campo externo es un aspecto muy interesante de
estudiar de este sistema.

Las oscilaciones en el sistema son mas evidentes en las dispersiones cuadriticas
medias por espin y total, en la Figura 4.23 se muestran dichas dispersiones. Como en
los casos anteriores las dispersiones por espin oscilan entra ellas siendo a ciertos
intervalos de tiempo mayor la dispersion de una componente y a otros intervalos la otra.
Las tres dispersiones oscilan y vuelven a cero después de un periodo. Este periodo es
mayor que en ¢l caso del campo constante por un poco mas del doble. Una diferencia
importante es que en este caso las dispersiones por 2spin son relativamente parecidas, a
diferencia del caso anterior (de campo constante) donde la dispersién para el espin T es

siempre mayor.

3UUD T T T T T

2500

2000

1000

500

Ttfn

Figura 4.23. Grafica de la dispersion cuadratica media total (negro) y dispersiones

cuadraticas por componentes de espin T (azul) y L (rojo) como funcién de Ti/h, en
presencia de un campo eléctrico dependiente del tiempo f(r) =meos{y . Donde T

e¢ la amplitud de tuneleo, ! el tiempo, y hemos eonsiderado los valores igual que en

Fig. 4.14. Esquina supenior izquierda: La misma grifica para tiempos largos
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Si restamos las gréaficas en la Figura 4.22: la de la izquierda menos la de la derecha,
obtenemos la magnetizacidén por sitio. En la Figura 4.24 se muestra la evolucién
temporal de la magnetizacién por sitio en el sistema, en ella se observa que predomina

el espin T v corrobora la oscilacion del sistema.

B & 8 B B

sitio
o

-100

10 20 30 40 50 60
Tifh

Figura 4.24. Evolucién wemporal de 12 magnelizacién por sitio en presencia de un
campo eléclrico dependiente del tiempo f (1) = @cosQ . Donde T ¢s la amplirud

de tuncleo v ¢ el tiempo, y hemos eonsiderado los valores igual que en Fig, 4.14.

La prafica de Figura 4.26 muestra la evolucién temporal de la magnetizacidon
total en el sistema. Esta propiedad comienza siendo mdxima (M =1) para después
disminuir hasta hacerse negativa, luego ir a un valor cercano a 0.3 y regresar en
“reversa” a la configuracion inicial, para repetir en forma de oscilacién. En la esquina
superior derecha de Figura 4.26 podemos ver la evolucion de la magnetizacién total
para un intervalo de tiempo mads largo, en esta grafica es evidente el comportamiento

oscilatorio anteriocrmente descrito.
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Figura 4.26. Magnetizacién total como funcién Tr/h en presencia de un campo
eléctrico dependiente del tiempo f(t)=wcosQt. Donde T es la amplitud de

tuneleo, + ¢l tiempo, y hemos considerado los valores igual que en Fig. 4.14.

Esquina superior derecha: La misma gréfica para tiempos largos.
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5. Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo de tesis hemos introducido el grado de libertad de espin en la dinamica
electronica en sistemas periddicos infinitos a través de considerar un sistema con
interaccién espin-6rbita con los términos &’ de Dresselhaus.

Se estudiaron dos sistemas fisicos: el doble pozo y el cristal unidimensional, ambos
con interaccion espin-érbita. El sistema de doble pozo con interaccién espin-érbita nos
sirvi6 como base para el entendimiento de los términos que se generan en el
hamiltoniano para el cristal unidimensional infinito con interaccién espin-orbita,
considerando la aproximacién de amarre fuerte, en especial aquellos provenientes del
hamiltoniano Dresselhaus en la aproximacion de Perel’; adicionalmente, en este sistema
se estudiaron los efectos flsicos como las oscilaciones entre pozos y la polarizaciéon de
la funcién de onda.

Resolvimos la ecuacién de Schridinger para la dindmica electrénica en un cristal
unidimensional con interacciébn espin-Orbita en presencia de campo eléctrico nulo,
constante y dependiente del tiempo. La solucion que se utilizo en cada caso, se basé en
los resultados sin interaccion espin-orbita. De particular importancia es el método para
el caso de campo dependiente del tiempo: badsado en algebras de Lie. Los resultados
reproducen los otros dos casos —campo constante y nulo, ademas de mostrar que el
procedimiento se puede generalizar para incluir el grado de libertad de espin, abriendo
Ja posibilidad de ser implementado incluso en sistemas donde la interaccion espin-érbita
depende del tiempo, como podria ser en un sistema con interaccién espin-orbita tipo
Rashba.

En cada caso de campo eléctrico se encontraron los coeficientes de las funciones de
Wannier por sitio y espin y con ellos la funcién de onda del sistema para cuando el
electron inicialmente localizado en un sitio central, con esta solucién se encontré la
expresion de la funcién de onda para una condicién inicial arbitraria.

La funcién de onda del sistema se estudié por medio de cantidades como la
probabilidad por sitio, la probabilidad por sitio y espin, la magnetizacion por sitio y la
magnetizacion total. Estas dos altimas propiedades provienen de la polarizacién.

Caracterizamos la difusiéon en el sistema para los diferentes campos eléctricos
campos eléctricos con la dependencia temporal de la dispersion cuadratica. En el caso
de campo eléctrico nulo, e sistema es superdifusivo: la funcién de onda del electron

rapidamente se encuentra distribuida en una gran cantidad de sitios y la magnetizacién
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que inicialmente es maxima decae como funcién del tiempo como la funcion Bessel de
érden cero.

En el caso de campo eléctrico constante el sistema se mantiene confinado en una
region finita del espacio a causa de las oscilaciones de Bloch, que son visibles incluso
por componente de espin. La magnetizacién también presenta una oscilacién: retorna a
ser maximo cada cierto periodo de tiempo, donde dicho periodo depende de la magnitud
del campo eléctrico constante y la distancia entre los sitios, al igual que la frecuencia de
las oscilaciones. La frecuencia de las oscilaciones no cambia con respecto al caso sin
interacciébn espin-orbita, por lo tanto, aunque es posible medir las oscilaciones en
superredes para la deteccién de las oscilaciones de Bloch por espin, es necesario un
procedimiento diferente al reportado en la literatura.

En el caso con campo eléctrico dependiente del tiempo, la funcién de onda y las
propiedades del sistema quedan en funcion de integrales en el tiempo de la expresion
para el campo eléctrico. Si el campo eléctrico tiene dependencia cosensoidal a tiempos
largos de evolucién el sistema es superdifusivo excepto cuando la razén entre la
magnitud y la frecuencia del campo es igual a un cero de la funcion bessel de orden
cero, en cuyo caso no hay difusién y se presenta el fenomeno de localizacién dinamica.
Al considerar la interaccion espin-6rbita surge el interés por la polarizacién o
magnetizacién. Al igual que en el caso de campo eléctrico constante, para un campo
eléctrico con dependencia cosenoidal, la magnetizacidn es una funcién periddica, por lo
que después de un tiempo el electron vuelve'a encontrarse localizado en el sitio cero con
espin T, sin embargo la forma en que se difunde la probabilidad en el sistema es
distinta, y el estudio de la respuesta del sistema a una funcién cualquiera es un estudio
que se podria realizar a futuro.

Adicionalmente al estudio con interaccion espin-érbita, los resultados de este
trabajo resumen y reproducen los resultados anteriores, ademés de proporcionar una
conexion directa entre las magnitudes medidas en los experimentos y las utilizadas en
los trabajos tedricos para explicar los fenomenos,

Algunos problemas interesantes que van més alld de los objetivos de esta tesis y
que podrian considerarse trabajo a futuro son: €l paso natural al sistema de dos y tres
dimensiones; la reproducciéon de estos resultados en el caso de un sistema con
interaccién espln-6rbita tipo Rashba, en el que esta interaccion puede depender del

tiempo a través de un campo eléctrico externo.
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En el futuro se espera que se realicé una gran cantidad de trabajo con tendencia a
lograr una descripcién mas completa de los sistemas con grado de libertad de espin.
Nuestro trabajo es una contribucién para el entendimiento del comportamiento del espin

en un sistema particular.
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