UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE
MEXICO

FAcuLTAD DE CIENCIAS

CONJUNTOS SEMI-ALGEBRAICOS
REALES

T E S T S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:
MATEMATICO
PRESENT A:

MONICA DE NOVA VAZQUEZ

DIRECTOR DE TESIS:
DRA. ADRIANA ORTIZ RODRIGUEZ

2009



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Hoja de Datos del Jurado

. Datos del alumno

De Nova

Vazquez

Mbénica

57 31 85 56

Universidad Nacional Auténoma de México
Facultad de Ciencias

Matematicas

302254655

. Datos del tutor
Dra

Adriana

Ortiz
Rodriguez

. Datos del sinodal 1
Dr

Alberto Ledn
Kushner

Shnur

. Datos del sinodal 2
Dr

Héctor

Méndez

Lango

. Datos del sinodal 3
Dra

Laura

Ortiz

Bobadilla

. Datos del sinodal 4
Dr

Ernesto

Rosales

Gonzalez



7. Datos del trabajo escrito

Conjuntos Semi-algebraicos Reales
105 p
2009



jOh matemadticas severas!

Con ayuda de vuestra leche fortificante, mi inteligencia se ha desarrollado
rapidamente, adquiriendo proporciones enormes en medio de la estupenda claridad
que entregdis como regalo a todos aquellos que os aman con amor sincero...

-Conde de Lautréamont

A Rocio Lizeth,
que algun dia tus pasos te lleven

al camino de las matemdticas



A Dios
Gracias senor por permitirme llegar a

este momento tan importante de mi vida.

A mis padres

Gracias mamd por todo tu tiempo, tu inmenso carino,
incondicional apoyo y tierno cuidado para mi.

Papd, gracias por ensenarme a defender lo que pienso

y lo que soy, y por todo tu carino.

A mis hermanos y cunado

Rocio gracias por ser mi ejemplo, mi guia y mi
hermana consentida; Arturo, por ser ejemplo de
disciplina en el ambito cientifico y Enrique,

las palabras sobran, gracias por estar, por ser mi
cémplice de vida y mi mejor amigo.

Jorge, gracias por tu apoyo, algunas veces directo

otras indirecto y por aguantar a esta familia.

A mi asesora y sinodales

Dra. Adriana Ortiz, gracias por tus ensenanzas en cada

una de las materias que me impartiste y tus amables asesorias,
de no ser por ti esta tesis no habria visto la luz.

Gracias a cada uno de mis sinodales por el tiempo

tomado para este trabajo.

A la Universidad Nacional Auténoma de México
Gracias a esta noble institucion educativa y en especial
a la Facultad de Ciencias por forjar mi pensamiento

matematico. Agradezco también el apoyo econémico

otorgado del proyecto IN102009-PAPIIT.



A mis amigos

Cynthia, gracias por tu apoyo y carino siempre,

y sobre todo, por tener palabras de aliento para mi;
Gabys y Rob, por acompanarme en este andar por

la universidad, convirtiéndose en mis grandes amigos;
Aldo, por las buenas charlas matematicas, la respuesta
estd en . Miriam y Mary Carmen (mis dos amargas),
por sus charlas que siempre me devuelven la calma
cuando siento perder el camino. De manera muy especial

a Jesusin, Liz, Victor y Guadalupe.

Agradezco también a cada uno de mis profesores
y a las personas que han pasado por mi vida, de cada una

he aprendido y gracias a ello hoy estoy aqui.



Indice general

Indice general

Introduccién

1. Preliminares

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.

Grupos y anillos . . . . . . . ..

Anillo de polinomios . . . . . .. ...

Ordenes . . . . . . .

2. Conjuntos Algebraicos en K"

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.

Definiciones y propiedades . . . . . . . ... ... L.
Bases de Groebner . . . . . . . . ...
Conjuntos algebraicos irreducibles e ideales primos . . . . . . . . . . ..

Teorema de los ceros de Hilbert . . . . . . . . . . . . . ... ... ...

3. Conjuntos Semi-algebraicos Reales

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.

Definiciones y propiedades . . . . . . . . ... ... L.
Resultantes y subresultantes . . . . . . . ... .. ... ... ......
Continuidad de rafces . . . . . . . . . . ... ...

Primer teorema de estructura . . . . . . .. ...

10
14
16

22
23
34
48
51



INDICE GENERAL )

Conclusiones 102

Bibliografia 104



Introduccion

La Geometria siempre estuvo presente en cada uno de los semestres de mi vida
universitaria y aunque en aquellos inicios desconocia el tema a desarrollar en una tesis

nunca dude que hablaria sobre geometria.

Estudiar conjuntos semi-algebraicos reales surge a partir de mi encuentro con las
curvas algebraicas tratadas en un Seminario de Geometria; fue en ese momento que
descubri que dos ramas de la matematica podian unirse de manera muy estrecha: la
geometria y el dlgebra. Esta union no puede mas que tener consecuencias bastante

interesantes.

Sin embargo, para desarrollar toda la teoria referente a estos conjuntos, necesitamos
recordar algunas definiciones y propiedades relacionadas con la teoria de anillos, teoria
de conjuntos, topologia y por supuesto, con los anillos de polinomios. Es por ello, que
el primer capitulo de este trabajo esta dedicado a establecer estas definiciones, esto es,
el primer capitulo se convierte asi en los preliminares de lo que se desarrollara en los

siguientes capitulos.

En primer lugar, un conjunto algebraico es un conjunto que puede ser descrito a
partir de un nimero finito de polinomios, precisamente, los conjuntos algebraicos son

los ceros de dichos polinomios. En cambio, los conjuntos semi-algebraicos reales, ya no
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solo son los ceros de polinomios, sino que incluyen regiones descritas por desigualdades
de polinomios. De esta manera, todo conjunto algebraico es semi-algebraico. Esta par-
ticularidad fue la que me condujo a esta estructura de trabajo. Me ha sido mas sencillo
trabajar primero con los conjuntos algebraicos y sus propiedades para posteriormente

generalizar a los conjuntos semi-algebraicos.

Siendo asi, el capitulo 2 esta dedicado a los conjuntos algebraicos y algunas de sus
propiedades. Este capitulo tiene objetivos particulares - como que cualquier ideal en
un anillo de polinomios tiene una base finita que lo genera o como se puede describir
al ideal - sin embargo, lo desarrollado en éste fijarda bases para abordar la teoria del

ultimo capitulo.

Alfred Harnack plantea en 1876 que cualquier curva algebraica en el plano pro-
yectivo real tiene un nimero finito de componentes conexas, incluso exhibe una cota
superior. Y al hacer ejemplos de conjuntos algebraicos y semi-algebraicos reales en di-
mensiones pequenas, como 2 6 3, pareciera que estos conjuntos tienen un nimero finito

de componentes conexas.

Asi, la pregunta que surge a raiz de este importante teorema y un tanto de la

intuicion que se percibe en estas dimensiones es:

¢ Todo conjunto semi-algebraico real tiene un numero finito de componentes

conexas?

Y de ésta se derivan otras, por ejemplo: si resultara que, efectivamente cualquier
conjunto semi-algebraico tiene un numero finito de componentes conexas, entonces
,como son estas componentes, es decir, son también conjuntos semi-algebraicos? ;se

pueden describir estas componentes conexas?
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La respuesta a esta pregunta es positiva; es el primer teorema de estructura de
los conjuntos semi-algebraicos reales. En la primera parte del capitulo 3, se desarro-
llan algunas propiedades de los conjuntos semi-algebraicos reales. La parte central del
capitulo 3 estd enfocada a mostrar este primer teorema de estructura. Dicho resultado
es el objetivo principal de este trabajo. Todas las definiciones y resultados se desarro-

llaran con el fin de llegar al objetivo.

El capitulo 3, aunque es el mas pesado, en el sentido tedrico (pues utiliza resultados

abordados durante todo el trabajo), resulta ser claro.

El trabajo culmina mostrando que las componentes de los conjuntos semi-algebraicos
son también conjuntos semi-algebraicos. Se concluye dando algunos ejemplos de con-

juntos semi-algebraicos reales.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se daran una serie de definiciones que pertenecen a ciertas ramas
de la matematica, debido a que los conceptos referentes a conjuntos semi-algebraicos,

que se veran en los siguientes capitulos, se basan en estas definiciones.

La primera seccién de este capitulo es referente a la teoria de grupos y de anillos,
ya que algunos resultados del segundo capitulo estan estrechamente ligados con éstas.
Se hard mencion de algunos teoremas que se requeriran para estudiar los conjuntos
semi-algebraicos, sin embargo, estos teoremas no seran demostrados pues no atanen de
manera directa al tema en cuestién y por otro lado, son demostraciones que se estudian
en cursos escolares o bien, se pueden encontrar en la bibliografia referente al dlgebra
moderna [4] y [6]. Asi, la parte correspondiente a establecer las definiciones de grupo y
anillo, asi como algunas propiedades que pueden cumplir, mencionando algunos ejem-

plos se dan con el inico propédsito de aclarar dichos conceptos.

La segunda parte, teniendo ya el previo estudio de la definicion de anillo, esta dedica-
da a establecer la definicién de anillo de polinomios (pues los conjuntos semi-algebraicos

estan definidos por polinomios).
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La tercera seccion trata sobre ordenes en anillos. En mayor medida, la iltima sec-

cion, es referente a espacios topologicos.

1.1. Grupos y anillos

Una operacion binaria * en un conjunto, es una regla que asigna a cada par ordenado
de elementos de un conjunto, algiin elemento del conjunto, es decir, en un conjunto X,
una operacion binaria es una funcién x : X x X — X.

Un ejemplo de una operacion binaria es definir * : Z x Z — Z tal que a x b = a.
Asi, 2%x11=2;10x—2=10y 3% 3 = 3.

Este concepto nos permite definir lo que es un grupo.

Definicién 1.1 Un grupo (G, *) es un conjunto G, junto con una operacién binaria *

en (G, tal que se satisfacen los siguientes axiomas:
1. La operacién binaria x : G x G — G es asociativa.

2. Existe un elemento e en G tal que e x z = x x e = x para toda = € G (este

elemento e es llamado un elemento identidad para * en G).

3. Para cada a en G, existe un elemento o’ en G tal que @’ xa = a*xa = e (el

elemento @’ es llamado un inverso de a respecto de ).
Un grupo (G, *) es abeliano si su operacién binaria * es conmutativa.

Como ejemplo de un grupo abeliano tenemos a (Z, +), donde su elemento neutro
es el cero. Sin embargo, no todos los grupos son abelianos, por ejemplo, si tomamos
el conjunto de las matrices de 2 x 2 con coeficientes en R y determinante distinto de

cero, el cual se denota de la siguiente manera

GLs(R) := {A € Myo(R) | det(A) # 0},



Preliminares 8

con la operacién binaria producto (multiplicacién de matrices) y elemento neutro la

matriz identidad, es un grupo no abeliano.

Definicién 1.2 Un anillo (A, +, ) es un conjunto A junto con dos operaciones binarias
+,-: Ax A— A, que llamamos suma y multiplicacion respectivamente, definidas en

A tales que satisfacen los siguientes axiomas:
1. (A, +) es un grupo abeliano.
2. La multiplicacién es asociativa.

3. Para todas las a,b,c € A, se cumple tanto la ley distributiva izquierda como la

ley distributiva derecha, es decir

a-(b+c¢) = a-b+a-c

(a+b)-¢c = a-c+b-c

Hay varios tipos de anillo segtin las propiedades que tenga. Asi, un anillo en don-
de la multiplicacién es conmutativa es un anillo conmutativo. Un anillo (A, +,-) con
identidad multiplicativa 1 tal que 1 -z = x -1 = x para toda x € A es un anillo con
unitario.

Un elemento unitario es una identidad multiplicativa en un anillo y un inverso
multiplicativo de un elemento a en un anillo (A, +,-) con unitario 1 es un elemento
atcAtalquea-at=a'l-a=1.

Si (A, +,-) es un anillo con unitario, entonces un elemento u en A es una unidad
de A si tiene un inverso multiplicativo en A. Con esto, se define otro tipo de anillo; si
todo elemento distinto del neutro aditivo en A es una unidad, entonces (A, +,-) es un
semt campo o anillo con division. Por ultimo, un campo K es un anillo conmutativo
con divisién.

El ejemplo mas sencillo de un semi campo en el cual no se cumple la propiedad con-

mutativa del producto es el anillo de los cuaterniones de Hamilton, el cual se representa
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de la siguiente manera
H = {a1 + agi + azj + ask = (a1, a2, a3, a4) | a1, a2, a3,a4 € R},

donde 1 = (1,0,0,0), « = (0,1,0,0), 5 = (0,0,1,0) y & = (0,0,0,1). La suma se
define componente a componente y para definir el producto comenzamos definiendo
lra=a-1=a,VacH,®*=>=k=-1yi-j=k, j- k=i k-i=3,7-i=—k,

k-j=—ityi-k=—j. Asi, se puede definir el producto como sigue

(a1 + agi + aszj + ask) - (by + boi + b3j + bsk) = (ai1by — asby — agbs — asby) +
(a1bg + asby + agby — agbs)i +

+  (a1bs — asby + asby + asbs)j +
( )k

+ alb4 + &ng — agbz + a4b1 k

Los elementos de un anillo pueden cumplir propiedades interesantes, derivando
asi mas tipos de anillos. Si a y b son dos elementos distintos del neutro aditivo del
anillo (A4, +,-) tales que a -b = 0, entonces a y b son divisores de (. En paticular,
a es un diwvisor izquierdo de 0 y b es un divisor derecho de 0. Este concepto de los
divisores nos lleva a definir dominio entero: (A, +,-) es un dominio entero si es un
anillo conmutativo con unitario que no contiene divisores de 0.

El anillo (Z,+, ) es un dominio entero, ya que no tiene divisores de 0, es decir, si
a-b=0 entonces a =0 o b = 0. De hecho, si p es primo entonces (Z,, +, -) es dominio
entero. Por otro lado, (Zs,4+, ) no es dominio entero porque 2, 3, 4, 6, 8, 9 y 10 son
divisores de 0.

De hecho, es sencillo probar que todo campo es un dominio entero y que todo
dominio entero finito es un campo.

Para un dominio entero D y a,b € D, decimos que a divide b (0 a es un factor de
b) si existe ¢ € D tal que b = ac. Ademas, dos elementos a,b € D son asociados en D

si a = bu, donde u es una unidad de D.



Preliminares 10

Por tltimo, enunciaremos una definicién de un dominio que resulta ser muy impor-

tante.

Definicién 1.3 Un dominio entero D es un dominio de factorizacion inica (DFU), si

se satisfacen las siguientes condiciones:

1. Todo elemento de D que no sea ni cero ni unidad, se puede factorizar en un

numero finito de irreducibles.

2. Sip1,...,pry@Q,---,qsson dos factorizaciones en irreducibles del mismo elemento
de D, entonces r = s y los g; pueden renumerarse de manera que p; y ¢; sean

asociados.

Una consecuencia importante y que nos interesa es que si D es un DFU, entonces

Diz] es un DFU. Y por lo tanto, si K es un campo entonces K[z1,...,z,] es un DFU.

1.2. Anillo de polinomios

Sea A un anillo. Un polinomio f(x) con coeficientes en A e indeterminada = es una

suma formal infinita

o0

E ar'=a+ar+...+a "+ ...
i=0

donde a; € A para todo ¢ > 0, a; = 0 para todos, excepto un nimero finito de valores
i. Las a; son los coeficientes de f(x). Sipara alguna ¢ > 0 es cierto que a; # 0, el mayor
de dichos valores i es el grado de f(z) (denotado por gra(f)). De no existir dicha i > 0,
entonces f(z) es de grado cero.

La suma y multiplicacién de polinomios con coeficientes en un anillo A estan defi-

nidas de la siguiente manera: si

flx) = ap+azr+...+a2"+...

gx) = bp+bix+...+ba" +...
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entonces, para el polinomio suma, tenemos
fl@)+g(x)=co+cx+...+cz"+ ...
donde ¢, = a, + b, para toda n > 0y, para el polinomio multiplicacion, tenemos
flx)g(z) =doy+diz+ ... +dpx" + ...

donde d,, = Z?:o a;b,_;. Es claro que, de nuevo, ¢; y d; ambas son cero para todos, salvo
un numero finito de valores i, asi que estas operaciones son cerradas en el conjunto de
todos los polinomios con coeficientes en A.

A continuacién se enunciard un teorema importante sobre los anillos de polinomios,

el cual se utilizara en demostraciones posteriores.

Teorema 1.1 El conjunto Alz]| de todos los polinomios en una indeterminada x con
coeficientes en un anillo A, es un anillo bajo la suma y multiplicacion polinomial. Si
A es conmutativo, entonces, lo es Alx] y si A tiene unitario 1, entonces 1 también es

unitario en Alz].

Si A es un anillo y = y y son indeterminadas, podemos formar el anillo (A[z])[y],
esto es, el anillo de polinomios en y cuyos coeficientes son polinomios en z. Ademas
(A[z])[y] es naturalmente isomorfo a (A[y])[z]. Identificaremos estos anillos mediante
este isomorfismo natural y lo consideraremos el anillo Alx,y], el anillo de polinomios
en dos indeterminadas x vy y con coeficientes en A. Se define de manera analoga el
anillo Alxy, ..., x,| de polinomios en n indeterminadas x; con coeficientes en A.

Ademés, si D es un dominio entero, entonces también lo es D[z]. En particular, si
K es un campo, entonces K [z] es un dominio entero. En el tercer capitulo se utilizaran

en mayor medida resultados sobre el anillo de polinomios, donde el anillo es campo.
Teorema 1.2 (Algoritmo de la divisién) Sean

f(x) = apa™ +ap 12"+ ... +ag

g(x) = bpx™ + by 2™ .+ by,
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dos elementos de K|z|, donde K es campo, con a, y b, ambos elementos distintos
del cero de K. Entonces, ezisten polinomios unicos q(z) y r(x) en Klz| tales que

f(z) = g(x)q(x) + r(z), donde el grado de r(x) es menor que el grado de g(x).

Este teorema tiene una consecuencia importante y que utilizaremos en todo el
trabajo. Recordemos que una raiz o cero en K de un polinomio f(x) es un elemento
a € K tal que f(a) = 0. Notemos que la definicién es la misma si hablamos de un

anillo de polinomios en varias variables.

Corolario 1.1 Un polinomio distinto de cero en K|x| de grado n puede tener a lo mds

n raices en un campo K.

Ademas, si K es un campo, decimos que K es algebraicamente cerrado si todo
polinomio no constante f € K[z] en una variable, tiene al menos una raiz en K.

Tenemos que R es un ejemplo de un campo que no es algebraicamente cerrado, pues
el polinomio f(x) = x? + 1 no tiene sus raices en R. Mientras que C si es un campo
algebraicamente cerrado, de hecho, tenemos el Teorema Fundamental del A/lgebm, el
cual dice que todo polinomio en una variable, con coeficientes en los complejos y de
grado mayor que cero tiene al menos una raiz en C. Como consecuencia de este teorema,

tenemos otro que resulta importante.

Teorema 1.3 (de factorizacién) Sea f(z) € C[z] de grado n > 0. Entonces existen
n numeros complejos, oy, Qa,...,0,, no necesariamente diferentes dos a dos, y un

complejo c tales que
flx)=clzr —a)(x —az)...(x — ay).
Ademds, esta factorizacion es inica.

Observacion 1.1 Sea f(x) =c(z —ay)...(x —ay), c# 0 yn > 0. Entonces a es raiz

de f(z) si y solo si a = «; para alguna i.
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Esta observacién da lugar a la nocién de multiplicidad de una raiz. Es decir, se dice
que a es una raiz de multiplicidad m de f(x) si hay precisamente m indices ¢ para los
cuales a = «;.

Decimos que un polinomio no constante f € K|z| es irreducible sobre K o es un po-
linomio irreducible en K|x| si f no puede expresarse como producto de dos polinomios
g(x) y h(z) en K[z]|, ambos de grado menor que el grado de f(z) y de grado mayor o
igual que 1.

Definicién 1.4 Sean p,q € K|[z] polinomios no nulos. Decimos que r € Klz| es un

mdazrimo comun divisor de p y q si

1. r divide tanto a p como a gq.

2. Si f € K|x] tal que f divide a p y g, entonces f divide a r.
Y lo denotamos por MC'D(p,q).

El algoritmo de la divisién nos permite encontrar el maximo comun divisor de dos
polinomios. De hecho, se puede mostrar que como K|[z] es un DFU, entonces cuales-
quiera p, ¢ € K|z] tienen un méximo comun divisor: factorizando p y ¢ en irreducibles.

En el caso del campo de los complejos tenemos una importante relacién entre las
raices de un polinomio y sus derivadas. Si f(x) = ap + a1 + ... + a,z", con a; € C,

definimos la derivada f'(z) de f(x) como

f'(x) = a1 + 2apx + ... + naz" .

Paran > 1 definimos la n+1-ésima derivada, "V (x), como la derivada de la n-ésima

derivada. Y con estas definiciones podemos establecer el siguiente teorema.

Teorema 1.4 Sea f € Clz]| de grado n > 0 y sea m un entero positivo. Entonces, a

es raiz de multiplicidad m de [ si y solo si se cumplen las condiciones siguientes:

a) f(a) = f'(a) = ... = f""V(a) = 0.
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b) ") (a) 0.

Convenimos que fO)(z) = f(z). En el casom = 1, la condicion a) se reduce a f(a) = 0.

1.3.

Ordenes

En el capitulo 2 se abordara el concepto de orden monomial y su relacién con los

conjuntos algebraicos, por ello, es necesario establecer la definicion de orden, asi como

los tipos de érdenes.

Tenemos que un conjunto R es una relacion (binaria) si todo elemento de R es un

par ordenado, es decir, si para todo z € R, existen z € Ay y € B (donde A y B son

conjuntos) tales que z = (z,y). Si R C A x B diremos que R es una relacion de A en

B, oentre Ay B, ysi RC A X A diremos simplemente que R es una relacion en A.

Denotamos por zRy cuando x estd en relacion R con y.

Si R es una relacion en A tenemos que:

1.

R es llamada reflexiva en A si para todo a € A, aRa.

R es llamada simétrica en A si para todo a,b € A, aRb implica bRa.

R es llamada transitiva en A si para todo a,b,c € A, aRby bRc implica aRc.

R es llamada antisimétrica en A si para todo a,b € A, aRby bRa implica a = b.

R es llamada asimétrica en A si para todo a,b € A, aRb implica que no ocurre

bRa.

Asi, una relacién R se llama de equivalencia en A, si es reflexiva, simétrica y tran-

&)

sitiva en A. Generalmente una relacion de equivalencia se denota por =, = ~ o ~. Si

~ es una relacién de equivalencia y a € A, entonces la clase de equivalencia de a se

define como el siguiente conjunto:

la] :={r € A|x~a}.
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Con estos conceptos, podemos establecer la definicion de orden.

Definicién 1.5 Una relacién R en A, que es reflexiva, antisimétrica y transitiva se

llama orden (parcial) en A. Al par (A, R) se le llama conjunto (parcialmente) ordenado.

A aRD se le puede leer como “a es menor o igual que b” o “b es mayor o igual que
a”. Asi, todo elemento de A es menor (mayor) o igual a si mismo. Generalmente se

usan los simbolos <, <X, <, para denotar 6rdenes.
Definicién 1.6 Una relacién R en A es un orden estricto, si es asimétrica y transitiva.

Ademas, dados a,b € Ay < un orden en A, decimos que a y b son comparables en

el orden < (o que son <-comparables) si
a<bob<a.

Decimos que a y b son <-incomparables si no son <-comparables. Similarmente se

definen para un orden estricto < las nociones de <-comparables y <-incomparables.

Definicién 1.7 Un orden < (o <) es llamado lineal o total si cualesquiera dos ele-
mentos de A son comparables. El par (A, <) es entonces llamado conjunto linealmente

o totalmente ordenado.

Definicién 1.8 Sea < un orden en A y sea B C A.
1. b € B es el elemento minimo de B en el orden < si para todo z € B, b < .

2. b € B es el elemento mdzimo de B en el orden < si para todo x € B, x < b.

El siguiente tipo de conjunto totalmente ordenado es muy importante.

Definicién 1.9 Un conjunto parcialmente ordenado (W, <) se llama bien ordenado si
cada subconjunto no vacio B C W tiene elemento minimo. En este caso al orden < se

le llama buen orden.
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1.4. Topologia

En el tercer capitulo se utilizan de manera constante conceptos de espacios topologi-
cos, asi como el de topologia cociente y algunos otros relacionados con éstos.

Recordemos que para cualquier conjunto X existe un conjunto S tal que A € S'siy
solo si A C X. Puesto que el conjunto S estd univocamente determinado, llamamos al
conjunto S de todos los subconjuntos de X, el conjunto potencia de X y lo denotamos

por P(X).

Definicién 1.10 Una topologia sobre un conjunto X es una familia 7 C P(X) tal que

verifica los siguientes axiomas:

1. 0,X €.
2. Si{Ai}ier C 7, entonces | J;c; A € 7.
3. Si A BerT,entonces ANB € 7.

Los elementos de 7 se llaman abiertos y el par (X, 7) se llama espacio topoldgico.

Un subconjunto V' C X es una vecindad de un punto = en (X, 7), si existe un
abierto U € 7 tal que z € U C V. La familia N, de todas las vecindades de x se llama
sistema de vecindades de x.

En (X, 7), una familia § C 7 es una base de 7, si para todo U € 7 y para cada

x € U, existe B € 3, tal que v € B C U. Los elementos de 3 se llaman abiertos bdsicos.

Definicién 1.11 Sea f: (X, 7x) — (Y, 7y) una funcién entre dos espacios topolégi-
cos, donde 7x es la topologia sobre X y 7y es la topologia sobre Y. Se dice que f es
continua en a, si para toda vecindad M € Ny, existe N € N, tal que f(N) C M.

Una funcion es continua en A si lo es en cada punto de A.

La siguiente proposicion nos ayuda a identificar funciones continuas de una mane-
ra mas sencilla que siguiendo la definicion. La demostracién no se dard, pues puede

encontrarse en cualquier libro de topologia general [10].
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Proposicién 1.1 Sea f: (X, 7x) — (Y, 7y) una funcion entre dos espacios topoldgi-

cos. La funcién f es continua si y sélo si para todo bdsico 8 en'Y, f~1(B3) € 1x.

Definicién 1.12 Una aplicacién f: (X, 7x) — (Y, 7y) es un homeomorfismo, si f es
biyectiva, continua y con inversa f~! continua. Decimos que (X, Tx) es homeomorfo a

(Y, Ty) .
Si f:(X,7x) — Y es una aplicacién, entonces definimos la siguiente familia
T={BCY | f(B)er})

Se puede demostrar facilmente que 7/ es una topologia en Y, de hecho, es llamada
la topologia coinducida en Y. También, es sencillo ver que f : (X, 7x) — (Y,7/) es
continua.

Esta forma de construir topologias forma el camino para definir un tipo importante
de topologia y con la cual se va a trabajar més adelante.

Consideramos (X, 7) un espacio topoldgico y ~ una relacién de equivalencia. De-

notaremos por X/ ~ el conjunto de todas las clases de equivalencia, esto es
X/ ~=A{lz] | z € X}.

La funcién 7 : X — X/ ~ definida por 7(z) = [z], denominada proyeccion cociente
coinduce una topologia en X/ ~. El espacio asi definido recibe el nombre de espacio
cociente y la topologia coinducida se llama topologia cociente. U es abierto en X/ ~ si
y sélo si 77 1(U) € 7.

Como trabajaremos en mayor medida con espacios normados, definiremos cuales
son éstos y sus topologias.

Sea X un conjunto no vacio. Una funcion d : X x X — R es llamada una métrica

en X si satisface:

1. d(z,y) > 0 para todas z,y € X.
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2. d(z,y) =0siysdlosiz=y.
3. d(z,y) = d(y,x) para todas x,y € X.
4. d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) para todas x,y,z € X.

Asi, si d es una métrica en X, para cualquier punto p € X y cualquier nimero real

0 > 0, podemos definir el conjunto de puntos de distancia a lo mas ¢ de p, es decir,
S(p,0) = {z € X | d(p.2) < o).
A S(p,0) le llamamos bola abierta con centro p y radio J.

Definicién 1.13 Sea d una métrica en un conjunto no vacio X. La topologia 7 en X
generada por la familia de bolas abiertas en X es llamada la topologia métrica (o la
topologia inducida por la métrica d). Mas atin, el conjunto X junto con la topologia 7

inducida por la métrica d es llamado un espacio métrico y es denotado por (X, d).

Para establecer la definicion de espacio normado, necesitamos conocer la definicion

de espacio vectorial.

Definicién 1.14 Un espacio vectorial V' sobre un campo F' es un conjunto de ele-
mentos en el que estan definidas dos operaciones binarias, llamadas suma vectorial y

producto por un escalar, que satisfacen lo siguiente:
1. 2+y=y+z, para todas z,y € V.
2. (x4+y)+z=z+ (y+ 2), para todas z,y,z € V.
3. Existe un elemento 0 en V' tal que 0 +x = x + 0 = x para toda x € V.
4. Si x € V existe un elemento —x € V tal que z + (—z) = (—x) + = = 0.
5. lx=x con 1 € F y para todoz € V.

6. a(bx) = (ab)x para todas a,b€ Fy x € V.
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7. alr+y) =ar+ayy (a+b)xr = axr + bx para todas a,b € F y x,y € V.

De esta manera, un espacio vectorial X se llama espacio normado cuando a cada x € X

se le asigna un numero real no negativo ||z||, llamado norma de x, de manera que
1. ||z]| > 0 para todo z € X y ||z|| =0 si z = 0.
2. |laz|| = |a|||z|| si x € X y a es un escalar.
3. |z +yl|| < ||z|| + |ly|| para cualesquiera z,y € X.

Si X es un espacio normado, la funcién d definida por d(v,w) = ||v — w|| donde
v,w € X, es una métrica, llamada métrica inducida en X. Asi, cada espacio normado
con la métrica inducida es un espacio métrico y de ahi que sea también un espacio
topoldgico.

Un ejemplo de un espacio normado es C", por medio de la métrica euclidea usual,
es decir, si z = (21,...,2,) € C" entonces ||z]| = (|z1]*> + ... + |2z.|2)"/%. Se pueden

definir otras normas en C", por ejemplo
2]] = |z1| + ... + |24 6 l|1z|| = maz{|z] | 1 <i<n}.

Estas normas corresponden a diferentes métricas en C" (con n > 1) pero se puede ver
que inducen la misma topologia sobre C™.

De hecho, podemos identificar C" con R?" y resulta que la métrica de C" es la
métrica euclidea usual en R?". Por tanto, la topologia de C" es exactamente la topologia
euclidea de R?".

Podemos establecer la definicién de continuidad entre espacios métricos, es decir,
si (X,d) y (Y,d*) son espacios métricos, entonces una funcién f de X a Y es continua

en p € X si para cada € > 0 existe una ¢ > 0 tal que si d(p, z) < ¢ entonces

d*(f(p), f(z)) <e.
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En el capitulo 3 utilizaremos un teorema que relaciona espacios compactos con
espacios de Hausdorff, por lo que necesitamos tales definiciones.

Un espacio topolégico X es un espacio de Hausdorff o espacio Ty siy sélo si para
cualesquiera a,b € X, a # b, existen conjuntos abiertos A, B tales que a € A, b€ By
ANB=1.

Lema 1.1 Todo espacio métrico (X, d) es Hausdorff.

Prueba. Sean a,b € X puntos distintos, entonces d(a,b) = € > 0. Consideramos las
bolas abiertas A = S(a, %e) y B =5(b, %e) Supongamos que existe p € AN B, es decir,

d(a,p) < %e y d(b,p) < %e. Por la desigualdad del tridngulo tenemos
2
d(a,b) < d(a,p) +d(b,p) < ge.

Lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, AN B = (), es decir, (X, d) es Hausdorff. m

Por este lema podemos afirmar que tanto R™ como C" son espacios de Hausdorff.

Definicién 1.15 Se dice que un conjunto K es compacto si siempre que esta contenido
en la unién de una colecciéon G = {G;} de conjuntos abiertos, también esta contenido

en la union de algin ntimero finito de conjuntos en G.

Identificar conjuntos compactos en R”, resulta sencillo gracias al teorema de Heine-
Borel, el cual daremos a continuacion, no asi la demostracion pues no interviene direc-

tamente en este trabajo.

Teorema 1.5 (de Heine-Borel) Un subconjunto de R™ es compacto si y sélo si es

cerrado y acotado.

Si definimos lo que es un punto de acumulacion en un conjunto, respecto a una
sucesion de un conjunto, es decir, si S es un conjunto y {x,} una sucesién en S, a
es punto de acumulacion de {x,} si para toda € > 0 existe N € N tal que Vn > N,

||z, — a]| < e. Asi, podemos establecer que un conjunto de S es compacto si cada
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sucesion de elementos del conjunto tiene un punto de acumulacion en S. Es sencillo ver

que a partir de esta definicién, se cumple el siguiente teorema.
Teorema 1.6 Un conjunto de C" es compacto si y sélo si es cerrado y acotado.
Existen algunas propiedades de compactos y funciones continuas que nos interesan.

Proposicién 1.2 Sea f: (X, 7x) — (Y, 7v) funcion continua. Si K C X es compac-

to, entonces f(K) CY es compacto.

Enunciaremos un teorema que relaciona espacios compactos y espacios de Hausdorff

que usaremos en el capitulo 3.

Teorema 1.7 Sea f una funcion biyectiva continua de un espacio compacto X a un

espacio de Hausdorff Y. Entonces, X y f(X) son homeomorfos.

Por ltimo, se dice que un subconjunto D C R"™ es inconexo si existen dos conjuntos
abiertos A, B tales que AN D y BN D son ajenos, no vacios y su union es D. Asi, un
subconjunto que no es inconexo se dice que es conezo.

Como ejemplo tenemos que la totalidad de RP es conexo, mientras que el subcon-
junto N C R es inconexo.

Si x,y son dos puntos en R", entonces una curva poligonal que une a x con ¥y es
un conjunto P que se obtiene de la unién de un numero finito de segmentos de linea
ordenados (Lj, Lo, ..., L) en R", tales que el segmento de linea L; tiene como puntos
terminales x y z1; el segemento de linea L, tiene como puntos terminales z; y zo; ...

y el segmento de linea tiene como puntos terminales z,_1 y y.

Teorema 1.8 Sea G un conjunto abierto en RP. G es conexo si y solo si cualquier par
de puntos x,y en G se puede unir por medio segmentos paralelos a algun eje que caen

enteramente en G.

Teorema 1.9 Sea f: A C RP — R? una funcion, si H C A es un conjunto conexo

en R? y f es continua en H, entonces f(H) es conexo en RY.



Capitulo 2

Conjuntos Algebraicos en K"

En este capitulo se presentaran algunas propiedades elementales de los conjuntos al-
gebraicos, asi como algunos ejemplos de conjuntos algebraicos en dimensiones pequenas.
Los conjuntos algebraicos son un caso especial de los conjuntos semi-algebraicos y resul-
ta mas sencillo estudiar primero éstos y algunas de sus propiedades; asi se podra gene-
ralizar de manera un tanto mas natural. Para el desarrollo de este capitulo se estudio en

mayor medida el libro Ideals, varieties, and algorithms [5].

Al tratar con estructuras de anillo es inevitable estudiar ideales y cémo se relacio-
nan con los conjuntos algebraicos; y como se puede obtener una base para cualquier
ideal en un anillo de polinomios. De hecho, esto es el punto concluyente de la segunda

parte del capitulo, el denominado Teorema de la Base de Hilbert.

La tercera parte del capitulo trata sobre conjuntos algebraicos irreducibles y su
relacién con los ideales primos. Se muestra que cualquier conjunto algebraico se puede
escribir como la unién finita de conjuntos algebraicos irreducibles. La parte concluyente

de este capitulo son los teoremas “Nullstellensatz”.

22
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2.1. Definiciones y propiedades

Para poder definir un conjunto algebraico, denotaremos a K como el campo de los

numeros reales o el campo de los niimeros complejos. Asi definimos el espacio afin K",
K" = {(k1,...,kn)| ki € K}.

Definicién 2.1 Sean fi,..., fr € K[z1,...,2,]. Un conjunto V' de K" es un conjunto

algebraico definido por fi,..., fi si satisface:
V=V(f,....fr) ={x € K" f;(x) =0 para toda 1 <i < k}.

En la definicién estamos suponiendo que el conjunto de polinomios que definen a V' es
finito ya que posteriormente se mostrara que cualquier subconjunto J C K[zq,. .., z,]
es generado por un numero finito de polinomios.

Vamos a dar algunos ejemplos de conjuntos algebraicos en R, R? y R? indicando

qué objetos son geométricamente. En R tenemos el siguiente conjunto algebraico
V={zeR| f(x) =2*— 22> — 130 — 10 = 0},

el cual es una unién de puntos: la unién de las raices del polinomio f. Es decir, V =
{—2,—1,5}. De hecho, cualquier conjunto algebraico en R distinto del vacio es la unién
finita de puntos, esto es porque cada polinomio en R[z] de grado m tiene a lo méas m
raices reales.

Para R? un conjunto algebraico es el siguiente
W ={(z,y) eR*| f(z,y) =2 +y* =1 =0},

el cual se trata de una circunferencia con centro en el origen de radio 1 (Figura 2.1:
a)). De hecho, las secciones cénicas (circunferencias, elipses, pardbolas e hipérbolas)
son ejemplos de conjuntos algebraicos en el plano.

En R3 tenemos el conjunto algebraico

X = {(2,y,2) € R | fla,y,2) = 22 —a® —y? = 0},
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a) Circunferencia b) Cono

Figura 2.1: Representacién geométrica de conjuntos algebraicos en R? y R3

Geométricamente, el conjunto X es un cono cuyo eje es el eje z (Figura 2.1: b)).

Observacion 2.1 Cualquier conjunto algebraico real V' (es decir V- C R"™) puede ser

representado por un sélo polinomio, es decir, si V.=V (fi,..., fx), entonces tomamos

f=f+.. . +ffyasiV=V(f)

Prueba. Seaz €V = filr) =0 Vie{l,....k}, asi f2(x) =0 Vie{l,... k},
entonces 0 = f(z) + ...+ f2(x) = f(x), de este modo z € V(f). Lo cual implica que

Sea x € V(f) = f(x) = 0. Asf fE(z) + ...+ f2(z) = 0 pero ff(z) € R Vi €
{1,...,k}. Entonces fZ(z) = 0 Vi € {1,...,k}, asf tenemos que f;(z) = 0 Vi €

{1,...,k}, es decir, x € V, lo cual implica que

De (a) y (B) se concluye que V=V (f) m
A partir de dos conjuntos algebraicos se pueden construir nuevos conjuntos alge-

braicos, el siguiente lema establece una forma de hacerlo.
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Lema 2.1 Si V,W C K" son conjuntos algebraicos, entonces VUW y VW también

lo son en K".

Prueba. Como V' y W son conjuntos algebraicos entonces tenemos que V.=V (f1,..., fx)
y W = V(gi,...,9s) para algunos fi,..., fk,91,.-.,9s € Klzy,...,z,]. Se demos-
trard que VN W = Adonde A = V(f1,..., fr,91,---,9s) y que VUW = B donde
B=V(fig; | 1<i<k 1<j<s).

(i)|]Seax e VNW <= ze€VyrxeW < fi(z)=0 Vie{l, .. k}y
gi(x) =0, Vje{l,...,s} <= z€ A Asi, VNW = A. Por lo tanto, VNI es un

conjunto algebraico.
(ii)|Seax € VUW <= zcVézeW <« fi(x) =0, Viec{l,. . k}
6 g](l‘) =0, V] € {17‘--78} — fzg](x) = fZ(ZL‘)g]([E) = 0 tal que 1 <12 < k? 1<

j<s <= x€ B.Asi, VUW = B. Por lo tanto, VUW es un conjunto algebraico. m
Por ejemplo, si se tienen V,WW C R? conjuntos algebraicos, representados de la

siguiente manera

Vo= {(z,y) €eR?| filz,y) =2 +y* — 1 =0},

= {(z,y) eR?| folz,y) = (z = 1)’ +4° =1 =0}

Geométricamente, V' es la circunferencia con centro en el origen y radio 1, mientras
que W es la circunferencia del mismo radio pero con centro en (1,0). Asi, se pueden

construir los conjuntos algebraicos

VW = {(z,y) e R*| fi(z,y) = folz,y) = 0},
VUW = {(z,y) € R*| fi(z,y) - fa(z,y) = 0}.

El primero esta formado por los puntos que satisfacen tanto f; como fy, de hecho,
VW = {(1/2,v3/2),(1/2,—/3/2)}, los cuales son los puntos de interseccién de
las circunferencias (Figura 2.2 a)). Mientras que V U W son los puntos de ambas

circunferencias ya que son los puntos de R? tales que se anula f; 6 fy (Figura 2.2 b)).
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a) VW b) VUW

Figura 2.2: Interseccién y unién de conjuntos algebraicos en R?

Otra manera de construir conjuntos algebraicos es a partir de ideales del anillo de

polinomios con el que se esté trabajado; para ello, se establece la siguiente definicion.
Definicién 2.2 Un subconjuto I C K[z, ..., z,] es un ideal si se satisface:

(1) 0 € 1.

(i) Si f,g € I, entonces f + g € I.
(13i) Si fe€lyheKxy,..., x|, entonces hf € I.

Observacion 2.2 Si I, J C K[zy,...,x,] son ideales entonces I NJ también es ideal

en Klzy, ..., x,]

Prueba. | (i) | Notemos que 0 € INJ yaque 0 € I y 0 € J, por ser ideales.

(17) | Sean f,g € I N J, esto implica que f,g € 'y f,g € J, como I y J son ideales

entonces f+g€ly f+geJ. Porlotanto f+geINJ.

(tii)| Sea f e INJ y h € Klxy,...,z,], entonces f € [ 'y f € J. Como ambos son

ideales, entonces hf € I y hf € J. Por lo tanto. hf € I N J.

De (i), (i1) y (iii) concluimos que I NJ C K[z, ..., x,] es un ideal. m
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Un ideal con el que se estara trabajando en adelante es el generado por un nimero

finito de polinomios, el cual definimos de la siguiente manera.

Definicién 2.3 Sean fi, ..., fs polinomios en K[zy, ..., x,]. El conjunto generado por

fi,..., fs, denotado por (fi,..., fs), se define como:

(fi, .., fs) = { Z hifi | hi, ..., hs son polinomios cualesquiera en K[zy, ... ,xn]}
i=1
Esto es, es el conjunto formado por las sumas finitas de la forma Y h; f; con hy, ... hs €

Klz1, ...,z

Lema 2.2 Sify,..., fs € Klxy,...,z,], entonces (f1,..., [s) esun ideal en K|xy, ..., z,].

Prueba. | (i) | Tenemos que 0 € (fi,..., fs) yaque 0=>"7_,0- f;.

(i) | Supongamos quef,g € (fi,.... fs), estoes, f =30 pifiy g = 3 af

Entonces
S

FHg=Y_pifi+> afi=> (pi+a)f
i=1 i=1

i=1
ASiv f+g € <f17"'7f8>'
(¢it) | Supongamos que f € (fi,..., fs), estoes, f = pifiyseah € Klxy, ..., z,].

Entonces
S

hf = h(pr) = (i) ;.

i=1
Asi, hf € (f1,..., fs)
Por lo tanto (f1,..., fs) es un ideal en K[zy,...,z,] ®
Derivado de esta definicion y este lema, decimos que un ideal [ es finitamente
generado si existen fi,..., fs € K[zy,...,x,] tales que I = (f1,..., fs), y decimos que
fi1,..., fs son una base de I.
Asi, a partir de un ideal en el anillo de polinomios se puede construir un conjunto

algebraico.
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Definicién 2.4 Sea I C K[z, ..., z,] ideal. Se define el siguiente conjunto:
V(I):={z K" f(x)=0, Vfel}
Lema 2.3 Dicho conjunto satisface lo siguiente:
(i) Sea 0 € K[xy,...,z,). Entonces V(0) = K" y V(K[xq,...,z,]) = 0.
(it) Sean I,J C Klxy,...,x,] ideales. Si I C J entonces V(J) C V(I).
(iii) Sean Jy,Jy C Klzy,...,x,] ideales. Entonces V(Jy N Jy) = V(J1) UV (J3).

(iv) Sea A un conjunto y sea Jy € Klxy,...,x,] tal que Jy es ideal finitamente gene-

rado, Y\ € A. Entonces V(ZAGA J,\) = aea V(JIr), donde

> = {feK[xl,...,xn] f:Z( > hhfu)}.

AEA AEA N fiy €Jx

Prueba. | (i) | Por hipdtesis I = 0 entonces V(0) = {x € K"| 0(z) = 0} pero {z €
K"| 0(z) = 0} = K™. Por lo tanto, V(0) = K.

Luego, supongamos que V(K[zy,...,x,]) # 0, es decir, existe zy € K™ tal que f(xg) =
0, Vf € Kl[zy,...,2,]. Como K es campo, entonces K[z, ..., x,] tiene unitario. Asi,
tomando f(z) = 1 el elemento unitario, tenemos que en particular f(zg) = 1, lo cual

es una contradiccién. Por lo tanto, V(K[zy, ..., x,]) = 0.

(7i)| Sea x € V(J) = f(z) =0, Vf € J. Como I C J por hipdtesis, entonces, en
particular, f(z) =0, V f € I. Por lo tanto, z € V(I), es decir, V(J) C V(I).

(i71) | Sea x € V(J1 N Jy), entonces f(z) = 0, Vf € (J1 N Jy). Supongamos que
z¢ (V(JNHUV(L)=z¢ V() yz¢ V(). Estoes, 3 € J; tal que fi(z) #0y
3 fy € Jp tal que fo(x) # 0. Como J; y Jp son ideales entonces fi1fo € J1 vy fifa € Jo,

lo cual implica f; fo € (J1NJ3) pero fifo(z) # 0 ya que K[z, ..., z,] es dominio entero.
Entonces = ¢ V(J; N J>) lo cual es una contradiccién. Asi, z € (V(J;) UV(Jy)). Por
lo tanto,

V(JiNJ) CV)UV(L)...... (@)



Conjuntos Algebraicos en K" 29

Sea x € (V(J1) U V(J)), entonces f(z) = 0, Vf € J; 6 g(z) =0, Vg € Jo.
Supongamos que z ¢ V(J; N Jy). Esto es, 3h € J; N Jy tal que h(z) # 0. Como
h € J; y h € Jy entonces por hipétesis, h(x) = 0, lo cual es una contradiccién. Asi,

x € V(J; N Jy). Por lo tanto,
V(J)UV(L)CV(Nd)...... (B)

De () y (8) concluimos que V(J; N Jy) = V(J1) UV (J2).
(iv)| Sea x € V(ZAE/\ JA> entonces f(z) =0, Vf € (Y ,cp /). Demostraremos
que z € V(J,) V X € A.

Sea A\g € A y elegimos una f € J,, arbitraria. Por definicién cualquier elemento de
Y xea I es de la forma ), (Zfikeh h,-AfiA). Tomando h;, = 0, VA # Xy obte-
nemos f € Jy,, es decir, f € Y ., Jx y asi, por hipétesis f(z) = 0. Como f fue
arbitraria, entonces f(z) =0, Vf € Jy, lo cual implica que z € V(J,,) pero \g tam-
bién fue arbitraria, entonces, x € V(J)), VA € A, es decir, x € (1,5, V(Jx). Por lo

tanto,

<ZJ,\> C (V). (7)

AeA
Sea x € [ cp V(Ji), es decir, z € V(Jy), YA € A, esto es,

Fx)=0, Vfedyy VAEA...... (%)

Elegimos f € >, Jx, es decir, f es de la forma ), (Zf ey hi,\fi,\)- Asi,
ix

=X 3 o)

XA \ fi, €y

Pero f;, (x) = 0 por (%), lo cual implica que f(x) =0, es decir, x € V(ZAeA ) Por

lo tanto,
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De () y (0) se concluye que V(ZAGA J,\) =ea V(Jr) =

Por ejemplo si [ = (2% — 4,9* — 1) C R[z,y]. Tenemos que 0 € I ya que 0 =
0(z* — 4) + 0(y? — 1); luego, si f,g € I, es decir, f = hy(2® —4) + ho(y> — 1) ¥
g =ki(x* —4) + ka(y* — 1) con hy, h, k1, ko € Rz, y], entonces

fHg = ha(a®=4)Fho(y’ = 1) ki (2% =4) +ko(y* —1) = (hi+k1) (2° =)+ (ha ko) (y* 1),

es decir, f+g€I.Si fel, estoes f=hi(x?—4)+hy(y?>—1) con hy, hy € Rlz,y], ¥

g € R[z,y] entonces
gf = glha(z® = 4) + ha(y® — 1)} = gha(2® — 4) + gha(y* — 1),

es decir, gf € I; estos tres puntos implican que / es un ideal en R[z,y|. Con la
definicién anterior tenemos que V(I) = {(2,1),(2,—-1),(—2,1),(—2,—1)}, que son los
puntos donde 22 — 4 y y? — 1 se anulan; y por tanto, cualquier polinomio en .

En este ejemplo se puede observar que V(I) = V(z? —4,y* — 1), planteando asi la

pregunta de si esta idea puede generalizarse. El siguiente lema la responde.

Lema 2.4 Sea V. = V(fi1,..., fr) C K" un conjunto algebraico. Si I = (f1,..., fr)
entonces V(I) = V.

Prueba. Sea z € V(I) entonces f(x) = 0, Vf € I, es decir, fi(x) =0, Vi €
{1,...,k}. Asi, z € V| lo cual implica que V(I) C V.

Sea x € V. Entonces, por definicién f;(z) = 0, Vi € {1,...,k}. Elegimos f € I
arbitrario, asi f es de la forma f = Zle h; f;. Evaluando tenemos

k k

Fl@) = hi(w)fi(x) = hi(x) - 0=0.

i=1 i=1
Por lo tanto, V' C V(I)

De ambas contenciones concluimos que V(I) =V =
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Proposicién 2.1 Si fi,.... fs y g1,...,g: son bases del mismo ideal en K[z, ..., x,],

de modo que (f1,..., fs) ={g1,...,9t), entonces V(f1,..., fs) = V(q1,..-,G).

Prueba. Sea I = (fi,...,fs) = {(g1,-..,9:), entonces, por el lema anterior tene-
mos que V(I) = V(f1,...,fs) y V(I) = V(g1,..., ). Por lo tanto, V(fi,..., fs) =
Vg, .., g:). m

Si trabajamos con el anillo de polinomios en una variable podemos describir todos

sus ideales.

Proposicién 2.2 Cada ideal de Klx| puede ser escrito en la forma (f) para alguna

f € K[z]. Ademds, f es tinico salvo multiplicacion por una constante no cero en K.

Prueba. Sea I C K[z] ideal. Si I = {0}, entonces tomamos el polinomio cero y por lo
tanto, I = (0).
Si I # {0}, entonces podemos tomar un polinomio f no cero de grado minimo contenido
en I. Vamos a demostrar que I = (f).
Tenemos que (f) C I ya que [ es ideal.
Elegimos g € I arbitraria. Por el algoritmo de la divisién sabemos que g = hf +r,
donde r = 0 6 gra(r) < gra(f). Como I es ideal entonces hf € I, peror = g—hf y por
tanto r € 1. Si r fuera no cero entonces gra(r) < gra(f) lo cual es una contradiccién
ya que f es de grado minimo en I. Por lo tanto r = 0y ¢ = hf, lo cual implica que
g € (f). Por lo tanto I = (f)
Para demostrar la unicidad supongamos que (f) = I = (g), entonces f € (g), lo cual
dice que f = hg para algin polinomio h, asi, gra(f) = gra(h) + gra(g), es decir,
gra(f) > gra(g). Analogamente g € (f) y asi g = ¢f, donde gra(g) = gra(q) + gra(f),
esto es, gra(g) > gra(f). Por lo tanto gra(f) = gra(g), esto implica que gra(h) =0y
asi h es una constante no cero. m

Asi como podemos construir conjuntos algebraicos a partir de un ideal, se puede

construir un ideal a partir de un conjunto algebraico dado.
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Definicién 2.5 Sea V' C K" un conjunto no vacio. Se define el siguiente conjunto:
I(V):={f eKlxy,...,z,)| f(z) =0, Yz e V}.

Lema 2.5 Si W C K" es un conjunto no vacio, entonces (W) C K[z, ..., x,] es un

1deal, llamado el ideal de W .

Prueba. Tenemos que 0 € I(W) ya que 0(z) =0, Yz € K"; en particular para todo
x € W. Ahora, supongamos que f,g € I(W) y h € K[zy,...,x,]. Sea z un punto

cualquiera en W, entonces
(f+9)(x)=f(z)+g(x) =04+0=0, lo cual implica que (f + g) € I(W),

(hf)(z) = h(z)f(x) = h(z)0 =0, lo cual implica que hf € I(W).

Por lo tanto, I(1V) es ideal. m
La pregunta natural que surge a raiz de esta manera de construir un ideal es cémo
se relacionan un ideal dado y el ideal del conjunto algebraico definido por éste. El

siguiente lema nos contesta tal interrogante.

Lema 2.6 Si fi,..., fs € Klxy,...,z,)], entonces (fi,..., fs) CUV(fi,..., [fs)). Hay

casos en que la tqualdad no se realiza.

Prueba. Sea f € (fi,...,fs), entonces f = > | h;f;, para algunos polinomios
hi,...,hs € Klxq,...,2,]. Sea x € V(f1,..., fs), demostraremos que f(z) = 0. Note-

mos que f;(x) =0, ya que x € V(f1,..., fs), para toda 1 < i < s. Entonces
f(x) = thfz(x) = th($) -0=0.
i=1 i—1

Ast, f € I(V(f1,..., fs)). Porlo tanto, (f1,...,fs) CI(V(fi,..., fs)).

Se demostrard que la inclusién (22, y?) C I(V(2? y?)) no es una igualdad. Primero
tenemos que V(2% y?) = {(0,0)} y los polinomios que se anulan en (0,0) son de la

forma hix + hoy. Asi, I(V(22,4?)) = (x,y) pero el polinomio x & (22, 4*) ya que los



Conjuntos Algebraicos en K" 33

polinomios de la forma h;(z,y)z? + he(z, y)y* tienen monomios de grado al menos 2.
Por lo tanto la inclusion es propia. =
Por ultimo, las siguientes proposiciones establecen relaciones importantes de estos

ideales con conjuntos algebraicos.
Proposicion 2.3 Sean V y W conjuntos algebraicos en K™. Entonces:
(i) VCW siysdlo si I(V) D I(W).

(ii) V=W siy solo si (V) =T(W).

Prueba. | (i) [=] Supongamos que V' C W. Sea f € I(W) = f(z) =0Vx € W. En
particular, f(x) =0 Vx € V. Asi, f € I(V). Por lo tanto, I(W) C I(V).
Ahora supongamos que I(W) C I(V). Seaz € V = f(z) =0V f € I(V). En

particular f(z) =0 Vf € I(W), lo cual implica que = € W (ya que los polinomios que
describen al conjunto algebraico W estédn en I(W)). Por lo tanto, V C W.

()| V=W <= VCWyVDOW <= (pori) (V) DIW)yI(V) CI(W) <=
I(V)=I(W). m

Proposicién 2.4 Sea X C K" cualquier conjunto y J C Klzy,...,x,] un ideal. En-

tonces:
(i) X CV(I(X)). La igualdad se da siy sdlo si X es algebraico.

(i) J CI(V(J])).

Prueba. | (i) | Sea p € X. Como I( X ) = {f € K[z1,...,2,]| f(¢) =0 V¢ € X} enton-
ces f(p) =0, VfeI(X). Asi, p € V(I(X)). Por lo tanto X C V(I(X)).

Ahora supongamos que X = V(I(X )) entonces, X es algebraico ya que esta dado por
los ceros de los polinomios en I(X).
Supongamos que X es un conjunto algebraico, entonces X = V(fi,..., fr). Asi, to-

mamos J = (f1,..., fx), el cual es un ideal y por el lema 2.4 tenemos que X = V(J).
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Sabemos que J = (fi,..., fx) € I(X). Entonces, por el lema 2.3 (i) tenemos que
V(I(X)) € V(J). Como V(J) = X, entonces, V(I(X)) C X; ademds, ya sabfamos
que X C V(I(X)) (por la primer parte de (i)). Por lo tanto, X = V (I(X)).

(i1)| Sea f € J y sea p € V(J) arbitraria. Entonces, g(p) =0, Vg € J; en particular

para f, es decir, f(p) = 0. Como p fue arbitraria, entonces f(p) =0, Vp € V(J), esto
es, [ € I(V(J)). Por lo tanto, J C I(V(J)). [ |

2.2. Bases de Groebner

Después de estudiar ideales y bases generadoras, la interrogante que surge es si
cualquier ideal tiene una base generadora. Esta pregunta es respondida por el Teorema
de la base de Hilbert, pero para poder abordarlo es necesario conocer las definiciones

de cierto tipo de orden, estrechamente relacionado con el anillo de polinomios.

Definicién 2.6 Un orden monomial en K[zy,...,x,] es una relacién > en ZZ, es

decir, es una relacién en el conjunto de monomios %, o € Z%, que satisface:

(1) > es un orden total (o lineal) en Z%,.
(ii) Sia > By vy €ZY,, entonces a +y > 3+ 1.
(4ii) > es un buen orden en ZZ,.

En algunas ocasiones resulta un poco complicado determinar si una relacion es buen
orden en ZZ, a partir de la definicién. Para resolver este problema, se utiliza en mayor

medida el siguiente lema.

Lema 2.7 Una relacion > en ZZ, es un buen orden si y sélo si cada secuencia estric-

tamente decreciente en 7%
a(l) > a(2) > a(3) > ...

termina eventualmente.
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Prueba. Se probara por contrapuesta, es decir, > no es un buen orden si y sélo si
existe una secuencia infinita estrictamente decreciente en Z%,,.

Como > no es un buen orden, entonces existe un subconjunto S C Z%, no vacio,
tal que no tiene elemento minimo. Asi, podemos elegir (1) € S. Como éste no es
elemento minimo entonces existe a(2) € S tal que a(l) > «a(2). Como a(2) no es
elemento minimo, entonces existe a(3) € S tal que a(2) > «(3). Continuando de este

modo, obtenemos una secuencia infinita estrictamente decreciente:
a(l) > a(2) > a3) > ...

Sea S = {a(1),(2),«(3),...} una secuencia infinita estrictamente decreciente en
Z%. Asi, S es no vacio y S C Z%, sin elemento minimo. Por lo tanto, Z%, no es un
buen orden. m

A continuacién, explicaremos dos ejemplos de érdenes monomiales en ZZ,,.

Definicién 2.7 (Orden Lexicografico) Sean a = (ay,...,a,)y 6= (01,...,0,) en
Z%. Decimos que a es mayor que 3 en orden lexicogrdfico y denotado por av >, (3 si,
en el vector diferencia o — (3 € Z", la primera entrada no cero es positiva. Escribiremos

T >0 7 81 >pep 0.

Proposicién 2.5 El orden lex (lexicogrifico) en Z%, es un orden monomial en

Klzq,...,z,).

Prueba. | (i) | Sea a, 8 € ZY%, tales que a # (3, esto implica que a; # 3; para alguna

i€ {l,...,n}. Sea j el indice de la primera entrada en la que difieren o y 3. Como
o, B; € Loy Z>( es un orden total entonces o; > 3; 6 o < 3;.

Si a; > (3 entonces a; — 3; > 0, y asi en el vector « — 3 € Z" la primera entrada no
cero es positiva. Por lo tanto, a >, 3.

Si a; < B entonces 0 < 3; — « , y asi en el vector 3 — « € Z" la primera entrada no

cero es positiva. Por lo tanto, 8 >, a.
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De esta manera, cualesquiera dos elementos distintos en ZZ%; son comparables. Por lo

tanto, >;., es un orden total.

(ii)| Sean «, 8 € ZZ, tales que o >, By sea v € Z%,. Tenemos que la primera

entrada no cero en el vector a — 3 € ZZ, es positiva, digamos que oy — B > 0. Pero

ademds, tenemos que @+ = (@1 + Y1+, 0 = ) ¥ B4+ = (B + s+, B + o).

De esta manera

(a+7)_(ﬁ+7) = (a1+71_(ﬁl+71)7"'7an+7n_(ﬁn"”}/n))
= (Oél—ﬁl,...,an—ﬁn>
= a_ﬁa

en el cual, la primera entrada no cero es oy — [, v la cual es positiva. Por lo tanto,

05+7>lex5+7'

(1ii) | Supongamos que >, no es un buen orden. Entonces existe una sucesion infinita

estrictamente decreciente, digamos a/(1) >jep (2) >ier @(3) >iep ... con a(i) € ZL,.
Consideramos la primera entrada de cada «(7). Dichas entradas forman una secuencia
no creciente, es decir a(1); > «(2); > a(3); > ... (ya que si a(i); < a(j); para alguna
i < j entonces 0 < a(j); — a(i)1; lo cual implica que a(j) >, (i) con i < j. Pero
esto contradice la hipétesis). Como Zsg esta bien ordenado entonces «(1); > «(2); >
a(3); > ... debe terminar eventualmente, es decir, existe k € Z>, tal que todas las
a(i); con i > k son iguales. Ahora consideramos la segunda entrada de «(i), para
i > k. Bstas forman una secuencia no creciente alk)e > alk+ 1)y > alk+2)y > ...
(el argumento es el mismo que el de las a(7);) y como Zsq estd bien ordenado, debe
terminar eventualmente. Siguiendo de esta manera, hasta abarcar todas las entradas,
va existir | € Zsq tal que a(l),a(l 4+ 1),... son iguales. En particular a(l) = a(l + 1),
lo cual contradice que la secuencia sea estrictamente decreciente.

De (1), (it) y (i) concluimos que >, es un orden monomial. m

Definicién 2.8 (Orden Lexicografico Graduado) Sean a, 3 € Z%,. Decimos que
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a es mayor que 3 respecto al orden lezicogrdfico graduado y denotado por a >ge, B3 si

laf = Za»lm Z@, 6 lal=18l y a>e b

Proposicién 2.6 El orden lexicogrdfico graduado en Z%, es un orden monomial en

Klzq,...,z,).

Prueba. |(i)| Sean «, 3 € Z% tales que a # 3, esto implica que a; # 3; para alguna

ie{l,...,n}.

Caso 1: |a| = |B|. Como el orden lexicografico es un orden total, entonces, pasa que

Q >iep 86 B >iep . Por lo tanto, a >gpier 86 8 > grier @
Caso 2: |a| # |B|. Sabemos que |a|,|B| € Zso y Z>o es un orden total, entonces,
la| > |6] 6 5] > |a]. Por lo tanto, & >gex B 6 5 > griex @
Cualquiera que sea el caso, dos elementos distintos de Z%, son comparables. Por lo

tanto, el orden lexicografico graduado es un orden total.

(4i) | Sean «, 8 € Z% tales que a >gue, 3y sea v € Z%;. Como o > g6, [ entonces

ol > |81 6 laf = [B] y & >iea 8.
Caso 1: |a| > |3|. Tenemos que

@9l = D (a+%)= ZaﬂrZ%
=1

= !a!+!'y!>|ﬁ\+h!
=1

Por lo tanto, o 4+ v >gyiez B+ 7.
Caso 2: |a| = |B] y & >iep (. Asi, tenemos que |o 4| = |3 + 7|. Como v € Z%; y
el orden lexicografico es un orden monomial, entonces a + v >, 3 + 7. Por lo tanto,

Oé+7>lex6+7'

(i) | Supongamos que el orden lexicografico graduado no es un buen orden. Entonces,

existe una secuencia infinita estrictamente decreciente, digamos

(1) >grice @(2) >griea A(3) >grice .. con afi) € Z5,
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Observacion: No puede ocurrir que |a(1)| = |a(2)| = |a(3)| = ... porque entonces
habria una secuencia infinita estrictamente decreciente (1) >jcp @(2) >iey .. ., lo cual
es una contradiccion pues el orden lexicografico es un buen orden. De hecho, sélo un
niumero finito de elementos de la secuencia pueden tener norma igual.
Asi, sea (i) un elemento de la secuencia tal que |a(7)| > |a(j)| con ¢ < j. Si ocurre que
la(j+1)| = |a(j+2)| = ... = |a(k)|, entonces tomamos a(k + 1), el cual existe porque
la secuencia es infinita. Asi, tenemos que |a(7)| > |a(j)| > |a(k + 1)]. Continuando de
este modo, construimos una secuencia infinita estrictamente decreciente, lo cual es una
contradicciéon porque son elementos de Zs( y éste es bien ordenado. Por lo tanto, el
orden lexicogréfico graduado es un buen orden. De (i), (ii) y (#i7) concluimos que el
orden lexicografico graduado es un orden monomial. m

Las siguientes definiciones y el lema nos ayudaran a entender de mejor manera un

tipo de ideal que nos interesa fuertemente.

Definicién 2.9 Sea f = ) a,z® un polinomio no cero en Kfzy,...,z,] y sea > un

orden monomial.
1. El multigrado de f es
multigra(f) := maz{a € 2%, | as # 0},
(el méximo es tomado con respecto a >).

2. El coeficiente principal de f es

LC(f) = Qultigra(f) € K.

3. El monomio principal de f es

LM(f) — xmultigra(f)

Y

(con coeficiente 1).
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4. El término principal de f es
Lr(f) = Lo(f) - La(f),

Lema 2.8 Sean f,g € K|z, ..., x,] polinomios no cero. Entonces:
(i) multigra(fg) = multigra(f) + multigra(g).

(ii) Si f + g # 0, entonces multigra(f + g) < max{multigra(f), multigra(g)}. i,

ademds, multigra(f) # multigra(g), entonces ocurre la igualdad.

Prueba. Como f y g son polinomios en Kzy,...,x,], entonces f = > _, aq2® y
g = ZﬁeB bgx” con A, B C Z%,. Y sean ag = multigra(f) y By = multigra(g). Por

definicién tenemos que oy > Yae€e A y [y >0 V3 e B.

() | Tenemos que fg =", 5aabgz*™’. Como > es orden monomial entonces

oo+ B > a+ fy, Va Y a+ Gy >a+ 3, V0.

Esto implica que ag+ Gy > a+ [ Va+ (. Asi, ag + By = multigra(fg). Por lo tanto,
multigra(fg) = multigra(f) + multigra(g).

Tenemos que f+9g =" c4p %+ X 5cpa bsr” + 3 canp(ay + by)a.

Caso 1: ag = [By. Tenemos dos casos: aq, + bz, =0 6 aq, + bg, # 0.

Si aqy + bg, = 0 entonces multigra(f + g) < multigra(f) = multigra(g).

Si ag, + bg, # 0 entonces multigra(f + g) = multigra(f) = multigra(g).

Por lo tanto, multigra(f + g) < max{multigra(f), multigra(g)}.

Caso 2: ag # Py. Como > es orden monomial, entonces ag > Gy 6 By > ayp.

Si ag > [ entonces ag > o, Ya € Ay ag > By > B, VB € B. Esto implica que
ap = multigra(f + g).

Si By > ag, entonces By > B, VB € By By > ag > o, Va € A. Esto implica que
Bo = multigra(f + g).

Por lo tanto, multigra(f + g) < max{multigra(f), multigra(g)} y si multigra(f) #

multigra(g), entonces ocurre la igualdad. m
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Gracias a estos conceptos se puede definir un ideal en el anillo de polinomios rela-

cionado con un orden monomial.

Definicién 2.10 Un ideal I C K[zy,...,2,] es un ideal monomial si existe un sub-
conjunto A C Z% (posiblemente infinito) tal que I consiste de todos los polinomios
los cuales son sumas finitas de la forma Zae 4 ha®, donde h, € K[z1,...,2,]. En este

caso, escribimos I = (z%| o € A).

El siguiente lema establece como son los monomios que pertenecen a un ideal dado,

de este modo, nos es mas sencillo visualizar el ideal.

Lema 2.9 Sea I = (x| a € A) un ideal monomial. Entonces un monomio x” perte-

nece a I siy sélo si xP es divisible por x* para alguna o € A.

Prueba. Como z” € I, esto implica que z° = Y, haa®, esto es, > 4 haz® —

acA
2% = 0. Como I es ideal, entonces, Y aes hax® — 2% € I. Tenemos que cada término de
Y aca hax® es divisible por algiin 2, entonces 2% también es divisible por algin z®.
Tenemos que z° es divisible por 2%, para alguna o € A. Entonces, 2° = 272 con
27 € K[zy,...,,]. Por definicién de I, z° € I. m

Observemos que z° es divisible por z® exactamente cuando z°? = z® - 7, para

alguna v € Z%,. Esto es equivalente a § = a + 7. De este modo
a+ 2% ={a+v|veZi}

consiste de los exponentes de todos los monomios divisibles por x.

Asi, un ejemplo de ideal monomial estd dado de la siguiente manera: si
A= {(174)7 (27 3)7 (47 1)} - Z220a

entonces, I = (xy*, 2%y, v'y). Asi, los exponentes de los monomios en I forman el
conjunto

((1,4) + Z2) U ((2,3) + Z2,) U ((4,1) + Z3,).
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(1.4)

Figura 2.3: (m,n) «— a™y"

Podemos visualizar este conjunto como la unién de puntos enteros en tres copias tras-
ladadas del primer cuadrante del plano (ver Figura 2.3).
El siguiente lema nos dice cémo identificar cuando un polinomio pertenece al ideal

monomial.

Lema 2.10 Sea I un ideal monomial, y sea f € Klzy,...,x,]. Entonces los siguientes

son equivalentes:
(i) fel.
(it) Cada término de f pertenece a I.

(iti) f es una combinacion K-lineal de monomios en I, es decir, f es una combinacion

lineal de monomios en I con coeficientes en K.

Prueba. | (i) = (iii) | Como f € I, entonces, f = > _, hax®. Si desarrollamos cada h,,

acA

como una combinacion lineal de monomios, tenemos por el lema 2.9 que cada término

va a pertenecer a I. Por lo tanto, f es una combinacién K-lineal de monomios en I.



Conjuntos Algebraicos en K" 42

(1ii) = (i) | Como f es una combinacién K-lineal de monomios en I, entonces,

f =2 nea@ar® con a, € K Va € A. Por lo tanto, cada término de f pertenece a I.

(79) = (i) | Por hipdtesis tenemos que cada término de f pertenece a I. Como [ es

ideal, entonces la suma de los términos estda en I, la cual es precisamente f. Por lo
tanto, f€l. m
Como una consecuencia inmediata de este lema tenemos el siguiente corolario, el

cual establece cuando dos ideales monomiales son iguales.

Corolario 2.1 Dos ideales monomiales son iguales si y sélo si contienen los mismos

MONOMILOS.

Prueba. Sean I, J C K[zy,...,z,] ideales monomiales tales que I = J. Entonces,
x® €l < x* € J. Por lo tanto, tienen los mismos monomios.
Sean I,J C Klzy,...,z,| ideales monomiales tales que contienen los mismos mo-
nomios.
Sea f € I, entonces, por el lema 2.10 f es una combinacién K-lineal de los monomios
de I, los cuales estan en J, es decir, f es una combinacion K-lineal de los monomios
de J. Asi por el lema 2.10, f € J. Lo cual implica que I C J.
Sea g € J, de manera andloga (por el lema 2.10 y por hipdtesis) tenemos que g € I.
Lo cual implica que J C I. Por lo tanto, [ = J. m

El siguiente teorema es muy importante ya que muestra que todo ideal monomial
tiene una base finita. Y nos ayudara a demostrar que cualquier ideal tiene una base

finita.

Teorema 2.1 (Lema de Dickson) Todo ideal monomial I = (z*|a € A) C
K(zy,...,x,] puede ser escrito de la forma I = (x®M) ...z donde a(1), ..., a(s) €

A. En particular, I tiene una base finita.

Prueba. La demostracién se hara por induccion sobre el nimero de variables en el

anillo de polinomios.
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Si n = 1, es decir, si el anillo de polinomios es K[z1], entonces I es generado por los
monomios z{, donde o € A C Z>(. Como Zs( esta bien ordenado entonces A tiene un
elemento minimo. Asi, sea ( dicho elemento minimo, es decir, § < a Va € A. De esta
manera, " divide a todos los elementos 2 de I. Por lo tanto, I = (2.

Hipdétesis de induccion: Supongamos que n > 1 y que el teorema es cierto para n — 1.
Tenemos que K[zq,...,2,_1,y| es un anillo de polinomios con n variables y sus mono-
mios son de la forma x*y™, donde o = (a1, ...,a,_1) € Zggl y m € Zx>p.
Supongamos que I C K[zy,...,2, 1,y] es un ideal monomial. Consideremos J C
K[zy,...,2,-1] el ideal generado por los monomios z® tales que x*y™ € I con m > 0.
Como J C Klzy,...,2,_1] es un ideal monomial, entonces por la hipétesis de induc-
cién, hay un nimero finito de monomios z® que generan J, asi, J = (z*M) .. 2%,
De esta manera, para cada i € {1,...,s}, se tiene por definicién de .J, z*@y™ € [
para alguna m; > 0. Por otro lado notemos que existe m > 0 tal que m > m; Vi €
{1,...,s}.

Entonces para cada k entre 0 y m — 1, consideramos el ideal J, C Klzy,..., 2, 1]
generado por los monomios z° tales que z%y* € I. Por hipétesis de induccién, J;, =

<:L-04k(1)’ o ’xak(sk)>.

Afirmacion: I es generado por los monomios de la siguiente lista
deJ : zoWym . gollym
deJy : a0 . goolso)

de J; xal(l)y, . ,xal(sl)y

de Jp—1 l‘am*l(l)ym_17 o 7xam71(smf1)ym—1’

Es decir, queremos demostrar que

] = <xa(1)ym o 7$a(s)ym7 xao(l) xao(so)7 l’al(l)y xal(sl)y, o

g e e ey 9o e ey

. ’mam_l(sm_1)ymfl>.
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Denotemos por N el ideal generado por los monomios de la lista.

Sea x*yP cualquier monomio en 1.

Caso 1: p > m, entonces z*y? es divisible por alguna z*®y™ por construccién de J.
Asi por el lema 2.9, z%y? € N.

Caso 2: p < m, entonces ®y® es divisible por alguna 2°*®y? por construccién de JIp.
Asi, por el lema 2.9, z%y? € N. Por lo tanto, en cualquier caso los monomios de [ estan
contenidos en N.

Ademés, cada z*Wy™ € I por construccién. Por lo tanto, los monomios de N estan
contenidos en I, es decir, I y N tienen los mismos monomios. Asi, por el corolario 2.1,
tenemos que I = N, es decir, I tiene una base finita. m

Tomamos nuevamente el ejemplo antes dado de ideal monomial, donde
I = (zy", 2%y’ ay).

Asi, tenemos que J = (x) C K][x] (se puede ver en la Figura 2.3), luego, como zy* € I,
entonces m = 4. Finalmente, obtenemos los ideales Ji, con 0 < k < 3 = m — 1,

generados por los monomios que contienen a y*:

Jo = {0}

Jl = J2 = <$4>

Jg = <£L‘2>
Determinar los Ji es sencillo con ayuda de la grafica de los exponentes (Figura 2.3). Y
ast, por la demostracién obtenemos que I = (zy*, xly, z1y?, 2%9?).

Una consecuencia del lema de Dikson es el siguiente corolario que trata sobre buenos

4 n
ordenes en ZY%,.
Corolario 2.2 Sea > una relacion en Z%, que satisface:

(i) > es un orden total en ZZ,.
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(ii) Sia> [ yy €L, entonces a+v > 3 +7.
Entonces > es buen orden si y sélo si a > 0 para toda o € ZY,,.

Prueba. Como > es buen orden, entonces, Z% tiene elemento minimo, digamos
ag. Asl, ag < a, Va e Zy,.

Supongamos que «y < 0, entonces, por (i), ag + g < g + 0, es decir, 2ag < ag. Pero
209 € Z%, 1o cual es una contradiccion porque o es elemento minimo. Esto implica
que ag > 0. Por lo tanto, « >0 V a € Z5,.

Supongamos que o > 0 V o € Z%,. Sea A C Z%, no vacio y tenemos que | =
(z* | @ € A) es un ideal monomial. Por el lema de Dickson, I tiene una base finita, es
decir, I = (z*M ... 2%®)) ordenado de tal manera que a(1) < a(2) < ... < a(s).
Afirmacion: a(1) es el elemento minimo de A.

Sea a € A. Entonces 2 € I. Por el lema 2.9, 2* es divisible por alguna z*®, es decir,
a = (i) + v para alguna v € Z%; y v > 0. Entonces, por hipétesis y de (i7) tenemos
que

a=a(i)+v>al)+0=ai) > al).

Lo cual implica que a(1) es el elemento minimo de A.

Como A fue cualquier subconjunto no vacio de Z%, entonces > es buen orden. m
Definicién 2.11 Sea I C Klzy,...,x,] un ideal distinto de {0}.

(1) Denotamos por LT(I) al conjunto de términos principales de I. Esto es,

Lr(l) = {ca® | existe f € I con LT(f) = cx®}.

(77) Denotamos por (LT(I)) al ideal generado por los elementos de LT(I).

Esta definicion y la siguiente proposicién son las que utilizaremos para demostrar

el teorema de la base de Hilbert, el cual es el objetivo de esta seccion.

Proposicién 2.7 Sea I C Klzy,...,z,] un ideal.
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(i) (LT(I)) es un ideal monomial.

(ii) Existen gy,...,gs € I tales que (LT(I)) = (LT(¢1),...,LT(gs))-

Prueba. | (i) | Los monomios principales LM(g) de elementos g € I \ {0} generan al

ideal monomial (LM(g) | g € I\ {0}). Pero, sabemos que LM(g) y LT(g) difieren por
una constante no cero.

Afirmacion: (LM(g) | g € I\ {0}) = (L1(1)).

Sea z* € (LM(g) | g € I\ {0}) un monomio arbitrario. Sabemos que cz® € LT(I) con
c € K. Asi, cx® € (LT(I)). Entonces z® es divisible por cx®. Por el lema 2.9 tenemos
que z* € (L1(])).

Sea cx® € (LT(I)) un monomio arbitrario. Entonces cz® es divisible por x®. Por el lema
2.9 tenemos que cz® € (LM(g) | g € I\ {0}). De esta manera, (LM(g) | g € I\ {0}) ¥
(LT(I)) contienen los mismos monomios. Entonces, por el corolario 2.1, (LM(g) | g €

I'\{0}) = (Lr(I)). Por lo tanto, (LT()) es un ideal monomial.

(1) | Por lo anterior, tenemos que (LT([)) es generado por los monomios LM(g) para g €

I'\{0}. Asi, por el lema de Dickson, tenemos que (LT(I)) = (LM(g1), .. .,LM(gs)). Como
LM(g;) difiere de LT(g;) por una constante no cero, entonces (LT(/)) = (LT(g1),. .., LT(gs))-

Por lo tanto, existen gy, ..., gs € I tales que (LT(I)) = (LT(¢1),...,LT(gs)).

Teorema 2.2 (Teorema de la Base de Hilbert) Cada ideal I C K[xyq,...,x,] tie-

ne un conjunto generador finito. Esto es, I = (g1,...,gs) para algunos ¢i,...,gs € I.

Prueba. Si I = {0} entonces el conjunto generador es (0), el cual es finito.

Si I contiene al menos un polinomio no cero, entonces un conjunto generador para [
puede ser construido como sigue: por la proposicion 2.6 existen gy, ..., gs € I tales que
(Le(1)) = (LT(91), - - -, LT(gs))-

Afirmacion: I = {(g1,...,9s)-

Sea f € I cualquier polinomio. Si aplicamos el algoritmo de la division, es decir,

dividir f por g1, ..., gs obtenemos que f = ay91+...+asgs+7r, donde cada término en r
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no es divisible por ningtin LT(g1), .. ., LT(gs). Esto implica que r = f—ayg1—. .. —asgs €
I ya que f,a191 + ...+ asgs € 1.

Si r # 0 entonces LT(r) € (LT([)). Asi, por el lema 2.9, LT(r) debe ser divisible por
algin LT(g;), lo cual es una contradiccién.

De esta manera, 7 = 0. Asi, f = ayg1 + ...+ asgs € (g1,--.,9s), lo cual prueba que

Ig <gla"'7gs>'
(g1,...,9s) C I yaque g; € I para toda i € {1,...,s} e I es ideal. Por lo tanto,

I={g1,...,9s). 1

Hemos demostrado que cualquier ideal tiene un conjunto generador finito, sin em-

bargo, existe un tipo de bases que son derivadas de este teorema.

Definicién 2.12 Fijamos un orden monomial. Un subconjunto finito G = {¢1,...,gs}

de un ideal I es llamado una base de Groebner (o base estindar) de I si

(L1(g1), -, 11(g5)) = (LT(1))-

Corolario 2.3 Considere un orden monomial. Entonces cada ideal I C Kxy,. .., z,]
distinto de {0} tiene una base de Groebner. Mds ain, cualquier base de Groebner de

un ideal I es una base de I.

Prueba. Dado un ideal no cero, el conjunto G' = {g, . . ., gs} construido en la prueba de
teorema 2.2 es una base de Groebner por definicién. Como (LT(/)) = (LT(g1), ..., LT(gs))
entonces por el mismo argumento que en el teorema 2.2, I = (g1, ..., gs), lo cual implica

que GG es una base de I. m

Por dltimo, daremos una demostracién de la Condiciéon de la Cadena Ascendente.
Teorema 2.3 (Condicién de la Cadena Ascendente) Sea
LclLclzC...

una cadena ascendente de ideales en K|xy, ..., z,]|. Entonces existe un nimero natural
N >1 tal que

In=Iny1=1Inp=...
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Prueba. Dada la cadena ascendente Iy C [ C I3 C ... consideremos el conjunto
I =2, I;. Es facil demostrar que I es un ideal en K[z1, ..., x,)].

Asi, por el teorema de la base de Hilbert, el ideal I debe tener un conjunto generador
finito, es decir, I = (fi,..., fs). Notemos que cada generador esta contenido en un Ij,
esto es, f; € I, para algin j; coni = 1,...,s. Definimos N = max(j;). Por la definicién

de cadena ascendente, tenemos que f; € Iy Vi. Asi, tenemos que
I={fi,....fs) CIN CInyy1 C...CI.

Como resultado de esto, obtenemos que la cadena ascendente se estabiliza con Iy. m

2.3. Conjuntos algebraicos irreducibles e ideales pri

Imos

Los conjuntos algebraicos irreducibles son un tipo importante de los conjuntos al-
gebraicos, de hecho, el objetivo de esta seccién es mostrar que cualquier conjunto al-

gebraico puede escribirse como una union finita de conjuntos algebraicos irreducibles.

Definicién 2.13 Un conjunto algebraico V' C K" es irreducible si siempre que V es
escrito en la forma V = V] U V5, donde V; y V5 son conjuntos algebraicos, entonces,

Vi=VoéVa=V.

Un ejemplo de un conjunto algebraico irreducible es V = {(z,y) € R? | 22+y? = 0},
el cual es el origen del plano. Es irreducible porque no puede escribirse de la forma
V =ViUV,, con V; v V5 conjuntos algebraicos distintos de V.

Por el contrario, W = {(z,y) € R? | (2* + y* — 1)(y — ) = 0} no es irreducible ya
que si Wy = {(z,y) e R* | 22 +4*—1=0} y Wy = {(z,y) € R? | y—z = 0}, entonces,
W =W, UWs,, donde W # Wy y W # W,.

Estos ejemplos nos hacen pensar si existe alguna relacion entre los conjuntos alge-

braicos irreducibles y los polinomios irreducibles. La respuesta es que no existe nin-
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guna relacion, es decir, que el conjunto algebraico sea irreducible no implica que el
polinomio que lo describe sea irreducible. Tampoco ocurre que si el polinomio que
lo describe es irreducible entonces el conjunto algebraico es irreducible. El ejemplo
V = {(z,y) € R* | 22 + y*> = 0} es el origen en el plano y es descrito también por el
polinomio (22 + y?)(x* +1), el cual no es irreducible. Por otra parte, observamos que el
polinomio f(z,y) = y* + 2?(x — 1)? es irreducible pero U = {(z,y) € R? | f(x,y) = 0}
no es irreducible. Veamos porqué. Geométricamente, U consiste de los puntos (0, 0)
y (1,0). De este modo definimos Uy = {(z,y) € R?* | 22 +y> = 0} y Uy = {(x,y) €
R? | (x — 1)? + y? = 0}, entonces U = Uy U Uy, donde U # Uy y U # Us.

Decidir si un conjunto algebraico es irreducible o no, basandonos inicamente en la
definicion, es una tarea complicada, sin embargo, existe una manera mas sencilla de

saberlo. Para ello es necesario definir cierto tipo de ideal.

Definicién 2.14 Un ideal I C K|z, ..., x,] es primo si siempre que fg € I, entonces

felogel.

Como ejemplo tenemos I = (x) C R[z], el cual es un ideal primo ya que si fg € I
y suponemos que f ¢ [y g ¢ I, entonces ambos polinomios tienen un termino que
no es divisible por x, es decir, un termino independiente. Esto implica que fg tiene
un termino independiente, es decir, fg ¢ I, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
felogel.

Por el contrario, J = (z*) C R[z] no es un ideal primo, ya que si f(z) = 2z y
g(x) = z, tenemos que fg(z) =222 € Jpero f¢ Jyg¢ J.

La siguiente proposicion establece la relacion que existe entre conjuntos algebraicos

irreducibles y el tipo de su ideal.

Proposicién 2.8 Sea V C K" un conjunto algebraico. Entonces V' es irreducible si y

sélo si I(V') es un ideal primo.

Prueba. La prueba se realizara por contrapuesta, es decir, se demostrara que V' no es

irreducible si y sélo si I(V') no es ideal primo.
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Tenemos que V' no es irreducible <= V = V; U V;, para algunos V;, V5 conjuntos
algebraicos tales que V# Vi y V # V) <—= Vi CV, VL, CVyWV UV, =V <=
I(V1) D I(V) yI(V) 2 I(V) (porque si fueran iguales entonces los conjuntos algebraicos
serfan iguales) <= existen f € I(V}) y g € I(V2) tales que f,g ¢ I(V) vy fg € I(V)
(va que siz € V entonces z € V} 6 x € Vo y ast fg(x) = f(x)g(x) =0) <= I(V) no
es ideal primo. Por lo tanto, V' es irreducible si y sélo si I(V) es ideal primo. m

Asi como tenemos una condicién de cadena ascendente para ideales, tenemos una

condicién de cadena descendente para conjuntos algebraicos.

Proposicién 2.9 (Condicién de la Cadena Descendente) Cualquier cadena

descendente de conjuntos algebraicos
VidVWed VDo

en K" debe estabilizarse, esto es, existe un entero positivo N tal que Vy = Vi1 =

VN+2:...

Prueba. Como V; D V5, D V3 D ... entonces por la proposiciéon 2.3 tenemos que
I(V) c I(Vz) C I(V3) C ..., es decir, tenemos una cadena ascendente de ideales. Por
el teorema 2.3 existe un entero positivo N tal que I(Vy) = I(Vy41) = .... Ademas
tenemos que V(I(V)) = V para cualquier conjunto algebraico (por la proposicién 2.4).
Por lo tanto, Vy =Vyy1=... m

Esta condicion nos ayuda a demostrar el siguiente teorema que es el objetivo prin-

cipal de esta seccion.

Teorema 2.4 Sea V' C K" un conjunto algebraico. Entonces, V puede ser escrito
como una union finita

V=VUVU...UV,,

donde cada V; es un conjunto algebraico irreducible.
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Prueba. Supongamos que V' es un conjunto algebraico que no puede escribirse como
una unién finita de irreducibles. Entonces V' es no irreducible (ya que si lo fuera,
entonces él mismo seria la unién finita de irreducibles). Esto es, V = V] U V/, donde
V#VWVyV #V/ y Vi,V conjuntos algebraicos. Mas atn, al menos uno no debe
ser unién finita de conjuntos algebraicos irreducibles pues si los dos fueran entonces V'
serfa union finita de conjuntos algebraicos irreducibles. Decimos que V] no es una unién
finita de conjuntos algebraicos irreducibles. Por el mismo argumento para V', podemos
escribir V; = Vo U VY donde Vi # Vo y Vi # V4 con al menos uno que no es una unién
finita de conjuntos algebraicos irreducibles, digamos V5. Continuando en este sentido,

damos una secuencia infinita de conjuntos algebraicos
VoViDoVWD...

con V # V) #£ Vo # ... lo cual contradice la proposicién 2.9. =

2.4. Teorema de los ceros de Hilbert

En esta seccion lo que buscamos es describir la correspondencia entre los ideales y
los conjuntos algebraicos. Para ello, trataremos tres importantes teoremas, que son los
denominados “Nullstellensatz”. Tal palabra es formada por las palabras alemanas Null
(= cero), Stellen (= lugares), Satz (= teorema).

Sin embargo, antes de poder probar estos teoremas, necesitamos definiciones y cier-

tas propiedades de éstas.

Definicién 2.15 Dado I = (f1,..., fs) C K[zy,...,x,], el [-ésimo ideal de eliminacion

I; es el ideal de K[zyyq,. .., z,] definido por
Il =1InN K[ml+1, Ce ,xn]

Enunciaremos el siguiente teorema pues nos serd necesario mas adelante, sin em-

bargo, la prueba no la explicaremos pues abarca conceptos que no hemos visto en este
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trabajo y que no nos atanen de manera directa.

Teorema 2.5 (Teorema de Extension) Sea I = (fi1,..., fs) C Clxy,...,z,] y sea

I, el primer ideal de eliminacion de I. Para cada 1 <1 <s, f; es de la forma
fi = gi(za, ... ,xn)xi\h + términos en los que x, tiene grado < N;,

donde N; > 0 y g; € Clxg,...,x,] es no cero. Supongamos que tenemos una solucion
parcial (as,...,a,) € V(I). Si (ag,...,a,) € V(g1,...,9s), entonces existe a; € C tal
que (a1, as, ..., a,) € V(I).

Corolario 2.4 Sea I = (fy,..., fs) C Clxy,...,z,], y asumimos que para alguna i, f;

es de la forma
fi= C:Uf] + términos en los que xq tiene grado < N,

donde ¢ € C es no cero y N > 0. Si Iy es el primer ideal de eliminacion de I y

(ag,...,a,) € V(I1), entonces existe a; € C tal que (ay,as,...,a,) € V(I).

Prueba. Sea g; = ¢ # 0 entonces V(g1,...,95) = 0, asi (as,...,a,) € V(g1,...,9s)
para todas las soluciones parciales y por el Teorema de Extension existe a; € C tal que
(a1,a9,...,a,) € V(I). m

Vamos a establecer la definicién de la proyeccién de un conjunto algebraico. Su-
pongamos que tenemos V = V(f1,..., fs) C C". Para eliminar las primeras [ variables

x1, ..., consideraremos la aplicacion proyeccion
m:C*— C!

el cual manda (a; ..., a,) a (ajy1,...,a,). Si aplicamos m a V' C C", entonces obtene-
mos (V') C C"~!. Podemos relacionar (V') con el [-ésimo ideal de eliminacién como

sigue.
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Lema 2.11 Sea I = (f1,...,fs) CCloy,...,zn) y L= (f1,..., fs) NClzpy1, ..., z,) €l

[-ésimo ideal de eliminacion. Entonces, en C", tenemos
71'[(‘/) C V(Il)

Prueba. Elegimos f € [; arbitrario. Si (a4, ...,a,) € V(fi,..., fs) entonces f se anula
en (ay,...,a,) yaque f € (fi,..., fs). Como f sblo estd desarrollado en las variables

Xis1,- - ., Ty entonces podemos escribir

flagsrs o yan) = f(m(ay...,a,)) =0

Esto muestra que f se anula en todo punto de m (V) y como f fue arbitrario entonces
se tiene que m (V) C V(;). m
El primer ideal de eliminacion posee ciertas propiedades importantes, es por ello

que enunciamos el siguiente teorema y posteriormente, un corolario inmediato.

Teorema 2.6 Dado V = V(fi1,...,fs) € C", sean g; como en el Teorema de Ez-
tension. Si I es el primer ideal de eliminacion de (f1,..., fs), entonces tenemos la
igualdad en C*!

V(L) =m(V)U(V(g,....95) N V(I1)),

donde m : C* — C"! es la proyeccion sobre las 4iltimas n — 1 componentes.

Prueba. Sea (ag,...,a,) € V(I1). Por el lema 2.11 tenemos que m (V) C V(I;)
entonces (ag,...,a,) € m (V) 6 (ag,...,a,) ¢ m(V).

Si (ag,...,a,) € m (V) entonces (ag,...,a,) € m(V)U(V(g1,...,gs) NV(I1)).

Si (ag,...,a,) ¢ m(V) entonces para todo a € C se tiene que (a,aq,...,a,) ¢
V(fi,..., fs) ysepuede afirmar que (as, ..., a,) € V(g1, ..., gs) (sino fuera asi podriamos
aplicar el Teorema de Extensién y se llegaria a una contradiccién). De esta mane-
ra (ag,...,a,) € m(V)U (V(g1,...,gs) N V(I1)). Por lo tanto, V(I;) C m(V) U
(V(g1,---,95) N V(L))

Sea (ag,...,a,) € m(V)U (V(g1,...,95) N V(I1)).
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Si (ag,...,a,) € m(V), por el lema 2.11 se tiene que (ag, ..., a,) € V(I;).
Si (ag,...,a,) € V(g1,...,9s) N V(I)entonces (ag,...,a,) € V(I;). Por lo tanto,
V(Il) D) 7Tl<V) U (V(gl, c. 7gs) N V<[1))

De ambas contenciones tenemos lo que se queria probar. m

Corolario 2.5 Sea V = V(fi,..., fs) C C", y asumimos que para alguna i, f; es de
la forma

fi = cx 4 términos en los que x, tiene grado < N,

donde c € C es no cero y N > 0. St Iy es el primer ideal de eliminacion,entonces en
(Cn—l
7T1(V) = V(Il>,

donde 1 es la proyeccion sobre las ultimas n — 1 componentes.

Prueba. Tenemos por el Teorema 2.6 que V(I;) = m (V) U (V(g1,...,9s) N V(I1)),
pero para i tenemos que g; = ¢ # 0, entonces V(g1,...,95) = (), de esta manera
V(g1,...,9s) N V(1) =0y por lo tanto V(I;) = m (V) m

Recordando la defincién de campo algebraicamente cerrado que establecimos en el
capitulo 1, podemos enunciar una observacion que nos sera 1til en la demostracién del

siguiente teorema.

Observacion 2.3 Todo campo algebraicamente cerrado tiene una infinidad de elemen-

tos.

Prueba. Sea K un campo algebraicamente cerrado. Supongamos que K tiene un ntime-
ro finito de elementos, es decir, K = {ay, aq,...,a,}. Por otro lado, proponemos el

polinomio

n

f@)=@-a)@—ay).. (-0 +1=]](x—a)+1.

i=1
Asi, tenemos que f € K[z] porque 0,1 € K (K es campo), ademads, f es un polinomio

no constante en una variable.
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Como K es algebraicamente cerrado entonces, existe x € K tal que f(z) = 0, es decir,
T = «;, para alguna i. Con esto, tenemos que [[;_,(z — a;) = 0, entonces f(x) =1, es
decir, 1 = 0, lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto, K tiene una infinidad de elementos. m

Ahora, ya podemos enunciar nuestro primer teorema importante de esta seccién. A

partir de ciertas condiciones podemos establecer cémo es nuestro ideal.

Teorema 2.7 (Débil Nullstellensatz) Sea K un campo algebraicamente cerrado y

sea I C Klzy,...,x,] un ideal tal que V(I) = 0. Entonces I = K[z1, ..., x,].

Prueba. La idea de la demostracion radica en probar que 1 € I, ya que asi f -1 €
I,V f € Klzy,...,z,] (por ser ideal), pero f -1 = f y entonces se tendria lo que se
quiere. La prueba se hara por induccién sobre el niimero de variables.

Sin =1y tomamos I C K[z] ideal tal que V(I) = (). Sabemos, por la proposicién
2.2 que I = (f) para algin f € K[z], entonces V(I) = {a € K| f(a) = 0}. Como
K es algebraicamente cerrado entonces f es constante no cero y asi f~! € K, ademés
1=f"1. fpero f~'- f €I (por serideal). Por lo tanto, 1 € I.

Hipotesis de induccion: Supongamos que el teorema se cumple para un anillo de poli-
nomios de n — 1 variables.

Sea I C Klxy,...,z,] un ideal tal que V(I) = (). Por el Teorema de la Base de Hilbert
sabemos que I = (fi,..., fs) con f; € K[xy,...,x,]. Podemos asumir que f; no es
constante ya que si lo fuera tendria que ser distinto de cero (si fuera cero entonces
V(I) # () y entonces ya habrfamos terminado, pues 1 € 1.

Asi, supongamos que f; tiene grado N > 1. Ahora, consideramos el siguiente cambio

lineal de coordenadas:

ry = 1

Ty = T+ asl;
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Tn = :z‘n—f—anjl

donde las a; son constantes en K que seran determinadas. Primero, sustituyendo tene-

mos que f; tiene la forma

fl(fl:la e ,xn) = f1<£i'1,.§72 + (lgif’l, ce ,.i'n + Gni'l)

= c(ag,...,a,)TY + términos en los que #; tiene grado < N

y c(ag,...,a,) debe ser una expresién polinomial no cero ya que f; es de grado
N. Como K es algebraicamente cerrado es infinito, asi, existen (ao,...,a,) tal que
c(ag, ..., a,) # 0. Con esta eleccién bajo tal cambio lineal de coordenadas cada poli-

nomio f € K[zy,...,2,] es enviado a un polinomio f € K[Z1, ..., Z,].

Afirmacion: T = {f f €1} esunideal en K[Zq,...,Z,).

Tenemos que 0 € fya que 0 € I. Luego, sean f,g € i asi existen f,g € I,
como es ideal entonces f 4 g € I y bajo el cambio de coordenadas tenemos
que f+ g € I. Por tltimo, sea h € K[zq,..., 2] y fe I, entonces existen
h € Klxy,...,z,] y f € I, como es ideal entonces hf € I y bajo el cambio

de coordenadas entonces hf € I. Por lo tanto, la afirmacién esta probada.

Observemos que V(I) = () ya que si las ecuaciones transformadas tuvieran solucién
entonces las originales también tendrian. Ademas, si mostramos que 1 € I, entonces
1 € I (ya que las constantes no son afectadas por la operacién ~ ).

Tenemos que fi € I se transforma en f; € I , con la propiedad

fi(Z1, ..., @) = c(ag, ..., a,)TY + términos en los que #; tiene grado < N,

donde c(ay, . .., a,) # 0. Sea 7; : K® — K"! la proyeccién en las tiltimas n — 1 compo-
nentes. Asi, I; = I N[, ..., &, y por el corolario 2.5 tenemos que V(I1) = my (V(I)).
Esto implica que V(I;) = m(V(I)) = m(®) = 0. Por la hip6tesis de induccién

I = K[z, ..., 2], lo cual implica 1 € I, C I, y la prueba esté completa. m
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El segundo teorema importante relaciona el ideal de un conjunto algebraico con el

ideal que lo genera.

Teorema 2.8 (Nullstellensatz de Hilbert) Sea K un campo algebraicamente ce-
rrado. St f, fi,..., fs € Klxy,...,x,] son tales que f € I(V(fi,...,fs)), entonces

existe un entero m > 1 tal que

e lfi )
Prueba. Se demostrara que si f € I(V(fi,..., fs)) entonces existe un entero m > 1
tal que
=0 A
i=1
donde los A; son polinomios en K|z, ..., z,].

Consideremos el siguiente ideal

T={fi,.... [ 1—yf) CKlz1...,2n,Y]

(la prueba de ser ideal de K[zy...,x,,y] es similar a la hecha en el lema 2.2). Se

verd que V(I) = 0.

Sea (ay, ..., an, ani1) € K" entonces se tienen sélo dos casos, que (ay, ..., a,) sea un
cero comun de fi,..., fs 0 que no lo sea.
Caso 1: Si es un cero en comun de fi,..., fs entonces f(ai,...,a,) = 0 porque

fel(V(fi,..., fs). Asi, el polinomio 1—y f toma el valor 1—a, .1 f(as,...,a,) =1#0
en el punto (ay,...,a,,a,11), lo cual implica que (ay, ..., @y, Gpi1) ¢ V(IN)
Caso 2: Como (ay,...,a,) no es un cero comun, entonces para alguna i (1 <i < s),

pasa que fi(ay,...,a,) # 0. Podemos ver a f; como una funcién de n + 1 varia-

bles que no depende de la tltima, asi fi(a1,...,an, any1) # 0, lo cual implica que

(@1, ... an,ans1) & V(I).

Como (ay, ..., an, apy1) € K' fue arbitrario, se puede concluir que V(I) = (.
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Ya que se cumplen las hipétesis del Teorema Débil Nullstellensatz, podemos afirmar

que [= K[zy,...,2,,y], en particular 1 € T, es decir

1= Zpi($1> s axnay)fi + Q(xl, s 7xn7y>(1 - yf)
=1

para algunos polinomios p;, ¢ € K[z, ..., x,,y|. Si consideramos y = 1/f(x1,...,z,),

entonces
1= Zpi(xh T, 1/ f) fi
i=1

Al multiplicar ambos lados por f™, donde m es suficientemente grande para eliminar

todos los denominadores, tenemos que

=0 A
1=1

para algunos polinomios A; € Klzy,...,z,]. =

Y por ltimo, antes de enunciar el teorema fuerte, necesitamos una definicion.

Definicién 2.16 Sea I C K[z1,...,z,] un ideal. El radical de I, denotado por VI, es

el conjunto
VI = {f €Klzy,...,z,] | f™ € I para algin entero m > 1}

Teorema 2.9 (Fuerte Nullstellensatz) Sea K un campo algebraicamente cerrado.

Si I es un ideal de K[zy, ..., x,], entonces
V(D)= VI

Prueba. Sea f € I(V(I)) arbitrario, entonces f se anula en V (/). Por el Teorema
Nullstellensatz de Hilbert existe un entero m > 1 tal que f™ € I pero esto significa
que f € V1. Como f fue arbitrario, concluimos que I(V (1)) C v/T.

Sea f € /I arbitrario, entonces f™ € I para algin entero m > 1, por definicién
f™ se anula en V(I) y esto implica que f se anula en V(I), es decir, f € I(V(I)).
Como f fue arbitrario, concluimos que I(V(I)) D VI m



Capitulo 3

Conjuntos Semi-algebraicos Reales

Con lo desarrollado en el capitulo 2 podemos abordar los conjuntos semi-algebraicos
reales de manera mas natural. Para el desarrollo de este capitulo se consulté el libro

Real algebraic and semi-algebraic sets [2].

En la primera seccion establecemos la definicion de estos conjuntos asi como algunas
de sus propiedades mas importantes, tomando en cuenta que todos estos resultados nos
seran de gran ayuda para desmostrar el primer teorema de estructura de los conjuntos

semi-algebraicos reales.

En la segunda seccion, estudiaremos resultantes y subresultantes. Pareciera que ésto
no tiene mucha relacion con los conjuntos semi-algebraicos pero las propiedades que

determinan los subresultantes serviran para demostrar el primer teorema de estructura.

Al igual que la segunda, la tercera seccion tampoco guarda relaciéon con los conjun-
tos semi-algebraicos a primera vista, sin embargo, el ultimo corolario de esa seccion,
que trata sobre la continuidad de las raices reales de un polinomio dado, es muy im-

portante para establecer el teorema final.

59



Conjuntos Semi-algebraicos Reales 60

Por dltimo, en la cuarta seccién se demostrard el primer teorema de estructura, el
cual dice que todo conjunto semi-algebraico en R" tiene un nimero finito de compo-

nentes y cada una de ellas es un conjunto semi-algebraico.

3.1. Definiciones y propiedades

Mientras que los conjuntos algebraicos son los ceros de polinomios, los conjuntos

semi-algebraicos son regiones determinadas por polinomios, la definicién es la siguiente.

Definicién 3.1 Un subconjunto V de R" es llamado semi-algebraico si admite alguna
representacion de la forma
V.= U ﬂ{l’ e R" | P@j(l’) 5ij O}
i=1j=1

donde, paracadai=1,...,syj=1,...,7;,
1. 5ij € {>7:7 <}7
2. PjeRlzy, ...,z

En los conjuntos algebraicos, observamos que la interseccién finita o la unién de
dos conjuntos algebraicos, continua siendo algebraico. La siguiente proposicién es la

generalizacion de este resultado.

Proposicion 3.1 Si Aq,..., A, son conjuntos semi-algebraicos en R™ entonces

Uit Ai y ey, Ai también lo son.

Prueba. Como Ay, ..., A, son conjuntos semi-algebraicos entonces pueden ser repre-

sentados de la forma

S1 Tg

i=1j=1
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Ay = U ﬂ{x e R" | P(x) 6;; 0}
i=1j=1
A = |z €R" | P7(x) 5; 0}.
i=1j=1
De esta manera tenemos que
Ja = (U iz e R" | Ply(x) 6 0}> U...u (U iz e R" | P(x) 6 0}>
i=1 i=1j=1 i=1j=1
t
= Uz er" | Qi) 5; 0}
i=1j=1
dondet=s1+...+ 8, ¥
(
P}, sil<i<s
o — P? sis)+1<i<s 459
7’7] .

\ Pz’n—l(s1+...+sm71),j sisi+...+sm 1 t+1<1<s;1+...45s,

Por lo tanto, [J;-, A; es un conjunto semi-algebraico.

Luego, tenemos que

s1 Tig Sm Tim

ﬁAi: (Uﬂ{xew | PL(x) 6 0}) n...N (Uﬂ{xew | PP(x) 6 0}).

i=1 i=1j=1 i=1j=1

Denotemos por

Tig Sk
Api = ﬂ{ﬂf e R" | Pfj (z) 0;; 0}, es decir, Ay = U Api-
Jj=1 i=1

De esta manera

ﬂAz :U{Aly’il ﬂAg}iQH...ﬁAmyim | (21777/771) S Rl XR2 X ... X Rm};
=1

donde R; = {1,2,...,s;}. Pero Ay ;,NAy;,N...NA,,,, essemi-algebraico para cualquier

(11, .+ ,im) € Ry X Ry X ... X Ry, ya que se pueden escribir en la forma como dice la
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definicién. Esto es, la interseccién de A, ;. con A, 1, ., es un conjunto semi-algebraico.
Por la primera parte de la demostracién, tenemos que (-, A; es semi-algebraico. ®
Como el campo de los nimeros complejos carece de un orden, no tiene sentido
hablar de conjuntos semi-algebraicos en un anillo de polinomios con coeficientes en los
complejos, sin embargo, podemos definir otro tipo de conjuntos que guardan relacién

con los conjuntos semi-algebraicos.

Definicién 3.2 Un subconjunto V' C C™ es llamado construible si existen polinomios

P €Clry,...,x,) (i=1,...,8 j=1,...,r;) tales que

V=J({zeC"| Py d; 0},

i=1j=1

donde ¢;; € {=, #}.

Observacion 3.1 Identificando R™ con la parte “real” de C", para cualquier conjunto

construible V, se sigue que
Vi = {(z1,...,2,) € V| la parte imaginaria de x; es cero}
es semi-algebraico en R™.

Prueba. Tenemos que Vg = V NR" ya que si & € Vg entonces la parte imaginaria
de cada entrada es cero, asi T € R"”, esto implica que z € VNR". Ysiz € VNR"
entonces la parte imaginara de cada entrada debe ser cero, esto implica que z € Vg.
Ahora bien, como V' es construible entonces existen polinomios P;; € Clzq,...,x,]
(it=1,...,s8 j=1,...,r;) tales que
V=J({zecC| Py s 0},

i=1j=1
donde ¢;; € {=,#}. Se denota V; = ('L {z € C" | P;(x) d;5 0}, asi V = U_, Vi ¥
por lo tanto Vg = (Ule V;) NR" =U,_,(V;NR").



Conjuntos Semi-algebraicos Reales 63

Demostraremos que cada V; N R™ es semi-algebraico. Elegimos un V; arbitrario. Asi,

Vi=;_{z € C" | P;(z) d;; 0}. Reordenamos los polinomios de tal modo que

Vi={x e C" | Pia(z), Pia(@), ..., Pu(e) = 0, Pyga (@), .., Py (2) # 0}

Como cada F; ; es un polinomio con coeficientes en los complejos, de grado m > 0, en
n variables, entonces

P, j(z) =ap+ ax + ...+ apa™,
donde a € C para toda 0 < k <m,y z = (x1,...,x,). Asi, ap = by + icx y entonces
podemos escribir al polinomio de la siguiente manera

Pij(x) = (bo+bi+ ...+ bypa™) +i(co+ax+ ...+ cpa™).

Es decir, cada polinomio se puede escribir en dos partes, la parte real y la parte imagi-
naria. Denotamos R; ;, () = by + b1z + ... +b,2™y Rij,(2) = co+ iz + ...+ cpa™,

y Riji, Rij, € Rlzy,...,x,]. Definimos los siguientes conjuntos:

Qi(7) = R, (z), Quia(x) = Rip,(w),
Qz(iﬂ) = Rz’,21(-’17), Ql+2($) = R@QQ ($),

Qu(z) = Riy,(z), Qu(z) = Rip(x),

y
Q2z+1(90) = Ri,(l+1)1 'Rz',(l+1)2(95)7
QQZ—i—(n—l)(x) = Ri,ﬁl .RiyriQ (.1')
Afirmacion:
(ri—1) 214+(r;—1)
V,NR" = U ﬂ {r €R" | Qx () bk O},
donde Qy (x) = Q;(x), éy; =“="si 1 < j < 2l y para toda k; &; € {>,=,<} si

204+ 1 <j <20+ (r; — 1) (es decir, depende de la permutacién que se trate). Ademas,
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si Qk,j(a) = 0 para alguna a € R" y 21 +1 < j < 2l + (r; — 1), entonces R;;,(a) =0

6 R; ;,(a) =0, pero no ambos.

Sea a € V; NR" esto es, Im(a) = 0, Pjla) =0V1 < j<ly
P ia) #0VIi+1<j<r. Paral <j </ tenemos que R, ; (a) =0
y R;j,(a) =0 ya que P, ;j(a) = 0, esto implica que Q) ;(a) = 0 para cada
1 < j <2l ypara toda k. Para [ +1 < j < r;, tenemos que R, j (a) # 0
6 R, j, # 0 o ambos son distintos de cero, entonces Q j(a) =06 Qr; <0
6 Qrj > 0. Asi, existe k € {1,...,3r — [} un ordenamiento tal que a €
M {z € R™ | Qp(z) dx; 0}

Sea a € Ui(:”f” ﬂ?l;l(”_l){x € R" | Qp,j(x) dg; 0}, es decir,

2l+(7’1 71)

ac () {zreR"|Qui(x) dy 0},

j=1
para alguna k. Esto es, @ ;j(z) = 0 para toda 1 < j < 2. Asi, P, ;(a) =0
para toda 1 < 5 < [. Para los valores entre 2l + 1 y [ + r;, tales que
Qk,j(a) = 0, tenemos que R, j(a) = 0 6 R;j,(a) = 0, pero no ambos,
asi P, j(a) # 0. Para los valores entre 2/ + 1 y [ + r; tales que Qy j(a) < 0
6 Qk;(a) > 0, entonces R; ;,(a) # 0 6 R, j,(a) # 0. Asi, P, ;(a) # 0. Por lo
tanto, a € V; NIR™.

Asi, cada V; NR™ es semi-algebraico y por la proposicién 3.1, V' es semi-algebraico. m
Observemos que cada conjunto semi-algebraico V' en R" tiene una representacion
tal que d;; € {=,>}. Esto es asi porque por ejemplo, {P < 0} = {—-P > 0} y
{P>0}={P=0}U{P >0}.
Asi como los conjuntos algebraicos no vacios de R se pueden describir como la unién

finita de puntos, también se pueden describir los conjuntos semi-algebraicos de R.

Observacion 3.2 Los conjuntos semi-algebraicos no vacios de R son los dados por

una union finita de puntos e intervalos (acotados y no acotados).
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Prueba. Sea V' C R cualquier subconjunto semi-algebraico de R, entonces
V= U ﬂ{a eR | Pz-,j(a) 6ij 0},
i=1j=1
donde ¢;; € {>,=}y P; € R[z].
Afirmacion: cada {a € R | P, (a) 0;; 0} es la unién finita de intervalos o puntos.

7

Si ¢;; =“=", entonces el conjunto son las raices del polinomio, asi, es la
union de puntos, los cuales son un nimero finito ya que el polinomio puede
tener a lo méas el numero de su grado de raices reales.

Si d;; =“>", entonces, en el conjunto no se incluyen las raices. Como el
polinomio estd en R[x] entonces es un polinomio irreducible de grado a lo
mas 2, o puede escribirse como producto de polinomios de grado 1 ¢ 2.
Asi, el conjunto es la unién de intervalos (acotados o no, dependiendo de
los polinomios de grado 1 6 2). Son un ntmero finito debido al grado del

polinomio.

Como cada conjunto de esta manera es unién finita de puntos o intervalos, entonces
la interseccion finita de conjuntos de este tipo también es unién finita de intervalos o
puntos y asi la union finita de estas intersecciones. m

Recordemos que si f : A C R* — R™ es una funcién, se define la grdfica de f

como Gr(f) :={(z, f(z)) e R"" x R™ | z € A}.

Definicién 3.3 Sea X C R" y Y C R™ conjuntos semi-algebraicos. Una funcién
f X — Y esllamada semi-algebraica si la grafica de f es un conjunto semi-algebraico

en R,

Proposicion 3.2 Sea p : R™ x R™ — R™ la proyeccion natural. Sea V un conjunto

semi-algebraico en R™™ entonces p(V') es semi-algebraico.

Por ejemplo, V = {(z,y) € R? | 22 + y* — 1 = 0} es un conjunto semi-algebraico,

en particular es algebraico. Su proyeccién sobre el eje X a lo largo del eje Y es p(V') =
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{r e R| —1 < x < 1}. Es semi-algebraico porque se representa de la siguiente manera
PV)={zeR|z+1>0}Nn{zeR|z—-1<0}.

Observemos que este ejemplo muestra que la proyecciéon de un conjunto algebraico no

necesariamente es un conjunto algebraico.

Proposicién 3.3 Sea f : A — B una funcion semi-algebraica. Si S C A es semi-
algebraico, entonces su imagen f(S) es semi-algebraico. Si T C B es semi-algebraico,

entonces su imagen inversa f~1(T) es semi-algebraico.

Prueba. Tenemos que f(S) = {f(z) € B |z € S}. Por otro lado, S x B es semi-
algebraico, ya que S y B son semi-algebraicos (de hecho, los puntos en S x B pueden
ser representados por los polinomios que describen a S pensados como polinomios en
n + m variables, donde sélo dependen de las primeras n variables; y también por los
polinomios que representan a B pensados como polinomios de n + m variables que
sélo dependen de las tltimas m variables). Asi, (S x B) N Gr(f) es semi-algebraico.
Tenemos que mediante la proyeccién p: A x B — B, p[(S x B)NGr(f)] = f(S). Por
la proposicién 3.2, f(.S) es semi-algebraico.

Ahora bien, tenemos que f~1(T) = {z € A | f(z) € T}. Andlogamente a la prueba
anterior, (A X T) N Gr(f) es semi-algebraico. Mediante la proyeccién p’ : A x B — A,
tenemos que p'[(A x T)NGr(f)] = f~1(T). Por lo tanto, f~(T') es semi-algebraico. m

3.2. Resultantes y subresultantes

En esta seccién trabajaremos con polinomios en una variable. Las definiciones,
resultados y observaciones que estableceremos seran utilizadas de manera importante

en la ultima seccién de este capitulo.

Definicién 3.4 Sean P = ap+a1x+. . .+apa? y Q = by+bix+. .. +byx? dos polinomios
en K[z]. El resultante R(P, () es un elemento en K definido como el determinante de

la siguiente matriz M (P, Q) de (p+q) x (p + ¢) (lamada “Matriz de Sylvester”):
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Observacion 3.3 Sean d,p,q € N, sea j un entero tal que 0 < j < min(p,q), y
sea Py(K) el conjunto de polinomios de grado menor o igual a d con coeficientes en
el campo K. Consideramos v; : P;_1_;(K) x P,_1_;(K) — P,1,-1-;(K) una funcidn
lineal definida por ¢;(U, V) = UP+V Q). Entonces, si escribimos U y 'V como vectores,
esto es, U = (ug, ..., ug—1—5) y V = (vo,...,0p_1-;), tenemos que
UP+VQ = (ag+ax+ ...+ apw®)(ug+ ... +uyj 127771 +
+(bo + bix + ... + by (vg + ... + v, 2P
= (agug + bovo) + (apur + ajug + bovy + bvg)z + ... +

) ) p+q—j—1
+(aptig—j—1 + bgvp—j—1)x .
Los coeficientes de este polinomio se escriben en forma matricial como

(UO U ... Ug—j-1 Yo V1 ... ’Up_j_1>'M(PaQ)7

donde M(P,Q) es una matriz de (p + q — 2j) renglones* y (p +q — j) columnas®. De
hecho, M (P, Q) es justamente la matriz de la funcion 1.

Prueba. La funcién es lineal, ya que si elegimos (U, V'), (U', V') € P;_1_;(K)x P,_1_;(K)

y ¢ € K, tenemos que
i(c(U,V)+ (U, V) = ((cU+ U, cV4+V))=(cU+U)P+ (cV+V)Q

= c(UP+VQ)+UP+V'Q=cy;(UV)+ (U, V).

'El nidmero de renglones es igual a (gra(U) + 1) + (gra(V) + 1).
2El nimero de columnas es igual a 1+ maz{gra(PU), gra(QV)}.
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Luego, para ver que M (P, Q) es la matriz de la funcién 1)y, observamos que una base

de P,1(K) x P,_1(K) es

y asi tenemos que

Yoler) = P=ay+amx+...+a?,

Qﬂo(eg) = xP= AT + (11132 +...+ Clpl’erl,

7700(6,1) = 0lp—= Cloxq_l +a?!+ ...+ apx;z;-~-¢1_17
7vZ}O(et;{H) = Q=by+bix+...+ quq7

¢0<€q+2) = QZQ = bo,’]? + 611'2 + ...+ ququl’

dJU(eq-ﬁ-p) = xp_lQ = b()l‘p_1 + b+ ...+ quq-i-p—l‘
Asi, justo la matriz de esta transformacién es M (P, Q). =

Observacion 3.4 Sean P,Q € K[x] polinomios de grado p y q respectivamente. En-
tonces, P y Q) tienen un factor comun no constante si y solo si existen polinomios

H,G € Klz] tales que gra(H) < p, gra(G) < q y PG = HQ.

Prueba. Supongamos que P y @ tienen un factor comin no constante, es decir,

existe F' € K[z] tal que

P = FP con gra(P)<p,

= FQ con gra(Q) < q.
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Asi, tenemos que ]SQ = ﬁFCNQ = P@. De esta manera, tomamos H = P y G = @ y se
cumple lo que queriamos demostrar.

Supongamos que existen H, G € K]z| polinomios tales que gra(H) < p, gra(G) <
qy PG = HQ. Factorizamos P y G en irreducibles, es decir, P = P/*...P* y
G =G"...G¥. Asi PG = P[*...P*G}{*...GY = HQ. Como P; es irreducible,
entonces P; divide a H o divide a (). Si suponemos que ninguna P; divide a (), entonces,
obtenemos que P divide a H y eso quiere decir que gra(H) > gra(P) = p, lo cual es
una contradicién. Esto implica que P; divide a () para alguna ¢, por lo tanto P y @)

tienen un factor comun. m

Proposicién 3.4 P y @ polinomios en K|x] de grado p y q respectivamente, tienen

un factor comin no constante en K[z| si y solo si R(P,Q) = 0.

Prueba. Tenemos que P y @ tienen un factor comun no trivial, por la observacion
anterior esto ocurre si y sélo si existen H, G € K[z| tales que gra(H) < p, gra(G) < q
y PG = HQ. Podemos expresar H(z) =co+c1z+ ...+ ¢, 1227y G(z) = do + dyz +
.+ d, 277 Luego, PG = HQ si y sdlo si
(ao + a1z + ...+ apa®)(do + dyx + ... +dy 129" =
= (co+ecix+...+cp 2?7 (bo + bix + ... + byx?)
= aody + (apdy + ardo)z + (apda + ardy + agdy)x* + ... + ayd, 2P =

= coby + (coby + c1bg)x + . .. + cp1bgaP T
Asociando los términos semejantes tenemos

aodo—Cobo = 0

a0d1 + aldo — C()bl — Clbo =0

Clpdq_g + ap_ldq_l - Cq—lbq - Cp—lbq—l = 0

apdqfl—Cpflbq = 0.
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Este sistema lineal de ecuaciones se puede ver en forma matricial de la siguiente manera

(do d1 dq,1 —Cp —C1 ... —Cp,1>'M(PaQ):O'

Por resultados de algebra lineal, sabemos que el sistema tiene una solucién no trivial
si y solo si det(M(P,Q)) = 0. Asi R(P,Q) = 0. Por lo tanto, P y @ tienen un factor
comin no trivial si y sélo si R(P,Q) =0 m

Dados P y @ polinomios en K[z] de grado p y ¢ respectivamente, M la “matriz de
Sylvester” de Py @, podemos definir una submatriz. Es decir, para 0 < j < min(p, q),
definimos M como la submatriz (p 4+ g — 2j) x (p+ g — j) de M obtenida al eliminar
de M

= las dltimas j columnas,
= los renglones con indices desde (¢ — j + 1) hasta g,

= los tdltimos j renglones.

Ademas, sea rj; (0 < i < j) el determinante de la submatriz (p+ ¢ —2j) x (p+q —2j)
de M;, formada por

» las dltimas p+¢—2j—1 columnas de M, (y seran las ultimas de la nueva matriz),

» la columna con indice 7 de M;;,
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» todos los renglones de M;.

Definidos asi esta submatriz y determinante, podemos establecer la definicién de su-

bresultante y una proposicién que nos sera de gran ayuda en la ultima seccién.
Definicién 3.5 Sean P y () polinomios en K[z] de grado p y ¢ respectivamente

a) 7;(P,Q) = rj; es el j-ésimo subresultante de P y () (en particular, ro(P,Q) =
R(P,Q), el resultante).

b) El polinomio D;(x) =10+ rj12+ ... +71;,;27 es el j-ésimo subMCD de Py Q.

Proposicion 3.5 Con la notacion anterior, las siguientes afirmaciones son equivalen-

tes (para 0 < j < min(p,q)):

a;) Py @ tienen al menos j + 1 raices comunes (contadas con multiplicidad) en la

cerradura algebraica de K.
b;) gra(MCD(P,Q)) > j +1,

¢;) 1o(P,Q) =ri(P,Q)=...=1;(P,Q)=0.

Prueba. |a;) = b;) | Como K =R 6 K = C, entonces tenemos dos casos.

Caso 1: Supongamos que K = C. Como C es algebraicamente cerrado, entonces coincide
con su cerradura algebraica. Como Py @) tienen al menos j + 1 raices comunes en C|z]
(sean ¢, ¢y, . .., ¢j41 las raices comunes), entonces P = (z — ¢;)(z — ¢3) ... (& — ¢j41) P
yQ=(x—c)(x—c)...(x— cj+1)©. De este modo, (z — ¢1)(x — ¢2) ... (x — ¢jt1)
divide al méximo comun divisor de Py Q. Por lo tanto, gra(MCD(P,Q)) > j + 1.

Caso 2: Supongamos que K = R, entonces, su cerradura algebraica es C. Por otro
lado, observamos que si a € C es raiz de un polinomio entonces también lo es su
conjugado y (z — a)(z — a) € R[z] y es de grado 2. Como P y @ tienen al menos
J + 1 raices comunes en C (digamos ¢y, ca, . .., ¢j41 las raices comunes), entonces P =

(x—c1)(x—co)...(x— cjﬂ)ﬁ yQ=(x—c)(x—cy)...(x— c]-H)@ (ordenandolas de
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tal modo que si ¢; € C entonces ¢;41 = ¢). De este modo, (z —¢1)(z —ca) ... (x—c¢j41)

divide al méximo comin divisor de P y Q. Por lo tanto, gra(MCD(P,Q)) > j + 1.

b;j) = a;)| Como el grado del maximo comun divisor es al menos j + 1, entonces tiene

al menos j + 1 raices en la cerradura algebraica de K. Asi, P y () tienen al menos j + 1

raices comunes en la cerradura algebraica de K.

b;) = ¢;) | La prueba se realizard por induccién sobre j. Para j = 0, tenemos por

hipétesis que gra(MCD) > 1, esto implica que P y @ tienen un factor comin no
constante. Por la proposicién 3.4, R(P, Q) = 0 y justamente R(P, Q) = ro(P, Q).
Hipdtesis de induccion para j — 1: Supongamos que si gra(MCD(P,Q)) > j, entonces
ro(P,Q)=...=71;_1(P,Q) = 0.

Ahora supongamos que gra(MCD(P,Q)) = s > j+ 1, como j + 1 > j, por hipitesis
de induccién, tenemos que ro(P,Q) = ... = r;_1(P,Q) = 0. Falta demostrar que
r;(P,Q) = 0. Digamos que G = MCD(P,Q), entonces P = GF y Q = GH, donde F
y H son polinomios de gradop—s<p—j—1y q¢—s < qg—7j— 1, respectivamente.
De esa manera, tenemos que HP = QF'. Por otro lado, podemos expresar a F'y H de

la siguiente manera

—i—1
F = c+cax+...+cpjq1a?™’

= do + dlfL‘ + ...+ dq_j_lxq_j_l.
Como HP = QF, tenemos que

(do + dl,I + ...+ dq_j_ll'q_‘j_l)(a,o + a1 xr + ...+ apitp) =

(bo + b1z + ...+ bz (co+ 1z + ...+ cpj 2?77
= doao + (d0a1 + dlao)x + ...+ dq,jflapJJerqijil =

bng -+ (boCl -+ blco)l’ + ...+ qup,j,1$p+q_j_l.

Asociando términos semejantes e igualando al polinomio cero tenemos

doao—bQCO =0
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d0a1 + d1a0 - boCl - b100 =0

dg—j—10p = bgCp—j—1 = 0,

entonces este ultimo sistema lineal (%) se escribe en forma matricial de la siguiente

manera

( dy di ... dy—j1 —Cco —C1 ... —Cpj_1 > -M; = 0.
Tenemos que el rango de M; es menor o igual que p + ¢ — 25 porque es una matriz de
(p+q—275) X (p+q— 7). De este modo, () es equivalente a un sistema de p+ ¢ — 2
variables (dy, ..., dg—j—1,Co, .., Cp_j—1) ¥ P+q—2j ecuaciones. Como (x) tiene solucién
no trivial, entonces el nuevo sistema también tiene solucion no trivial. Esto implica que
el rango de M es estrictamente menor que p+ g — 2j. Asi, r;(P, Q) = 0 ya que es una

submatriz de (p + ¢ — 27) X (p+ ¢ — 2j) de M;.

¢j) = b;)| Esta prueba también se realizara por induccién sobre j. Si j = 0, tenemos

que 0 = 7o(P, Q) = R(P,Q). Por la proposicién 3.4, esto ocurre si y sélo si Py @
tienen un factor comun no constante, esto implica que gra(MCD(P,Q)) > 1. Por lo
tanto, se cumple lo que se queria probar.

Hipdtesis de induccion: Supongamos que 79(P, Q) = (P,Q) = ... =7,1(P,Q) =0y
gra(MCD(P,Q)) = j.

Supongamos que 79(P, Q) = (P, Q) = ... = r;(P,Q) = 0, entonces, por hipdtesis de
induccién ocurre que gra(MCD(P,Q)) > j. Esto implica que P y @ tienen al menos
7 raices comunes en la cerradura algebraica de K.

Por otro lado, intercambiamos la columna j de la matriz M, por la columna p+q — 27,
y denotamos por Z\A/[/J la submatriz de (p + g — 2j) X (p + ¢ — 2j) obtenida de tomar
las dltimas p + ¢ — 2j columnas, de hecho, esta matriz es la asociada a 7;(P, @), es
decir, det(]\/zj) = rj(P, Q). Construimos la siguiente matriz de (p+¢—j) x (p+q—J),
denotada por T"
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?

donde la parte superior denotada por S es la submatriz de M; con la columna j inter-

cambiada, de tal forma que en las ultimas columnas quede ]\AJ/] e I; es la matriz identi-

dad de j x j. Por hipétesis, det(M;) = 0, de esta manera det(T") = det(I;)det(M;) =0
(resultado de dlgebra lineal). Esto significa que el sistema lineal correspondiente a la
ecuacion UP +VQ — C = 0, donde U = ug + ...+ uyj 127771V = vy + ... +
Vp—j12P 9y C =g+ ... + ¢j_1277! tiene una solucién no trivial (en las variables

U, - -y Ug—j—1,00, - - -y Up—j—1,Co, - - -, Cj—1), Ya que su expresién en forma matricial es

(Uo cee Ug—j—1 Yo ... Up—j—1 —Co ... —Cj_1>‘T:0-

Asi, la ecuacién UP + V(@ = C tiene una solucién no trivial. Como P y () tienen al
menos j raices comunes, entonces sus raices deben ser raices de C'. Dado que gra(C) =

7 — 1, entonces C' = 0. Asi,
UP=-VQ. (3.1)

Por otro lado, sea G = MCD(P, Q). Supongamos que gra(G) = j > 1, asi P = GP
y Q = G@, de tal forma que P y @ no tienen factor comun no constante. Por la
observacién 3.4 para todos H, F' € K|z] tales que gra(H) < p—j vy gra(F) < q—j
ocurre PF F# H@.
De (3.1) tenemos

UGP = -VGQ
= UP=-VQ

Lo cual es una contradiccion, ya que gra(U) = q¢—j—1 < qg—jygra(=V)=p—j—1<
p — j. Por lo tanto, gra(G) > j+1. m
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3.3. Continuidad de raices

El ultimo corolario de esta seccion es el que nos interesa para poder demostrar
el primer teorema principal de estructura. Como en cada seccion, para demostrarlo

necesitamos algunos conceptos y un par de resultados.

Definicién 3.6 Sea X cualquier conjunto. Denotaremos por X el conjunto cociente

de X"/ = X x X x...x X/, donde la relacién ~ es la siguiente: (xy,...,2,) ~
(Y1,---,Yn) si y sélo si existe una permutaciéon ¢ : {1,...,n} — {1,...,n} tal que
(@1, ., 2n) = (Yq(1), - - - Yg(n))- De este modo, X ™ es llamado el enésimo producto

simétrico de X.

“©

Observacion 3.5 “~” es una relacion de equivalencia.

Prueba. Es reflexiva ya que para (z1,...,x,) existe la permutacién identidad, es de-
cir, existe ¢ : {1,...,n} — {1,...,n} definida por ¢(n) = n, tal que (x1,...,2,) =
(Tq(1), - - > Tgmy)- Por lo tanto, (x1,...,2,) ~ (z1,...,25).

Es simétrica, ya que si (z1,...,2,) ~ (Y1,...,Y,) entonces, existe una permutacién
q:{1,....n} — {1,...,n}, tal que (@1,...,2,) = (Yg(1)s- - - Yq(n)). Como ¢ es bi-
yectiva, entonces existe ¢~', la cual vuelve a ser una permutacion y (yi,...,¥y,) =
(Tg-1(1)s - - - Tg-1(ny). Por lo tanto, (y1,...,yn) ~ (21,...,2p).

Y es transitiva, ya que si (z1,...,25) ~ Y1, Un) ¥ Y1y Un) ~ (21,..., 2n),

entonces, existen p y ¢ permutaciones tales que (21,...,2Zn) = (Yp1)s-- - Yp(n)) ¥
(Y153 Un) = (Zg1)s- -+ Zqm))- Sea r(n) = q(p(n)), la cual es una permutacién y
tenemos que (T1,...,%n) = (Yp(1)s--->Upn)) = (Zgp1))s---» Zg(p(n)))- Por lo tanto,
(X1, ..y xp) ~ (21, .., 2,). 1

De esta observacién tenemos que, si X es un espacio topoldgico, entonces X (™

adopta la topologia cociente inducida por la proyeccién cociente

7 X" — X™ tal que (21, .., xp) = X1, .., ).
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Asi, los conjuntos de la forma
Uy, ..., Un) = {[z1,...,2,] € X | 2; € U;, U; es un conjunto abierto de x; en X},

forman una base de la topologia de X ™.
Ahora bien, podemos identificar C" con el conjunto de todos los polinomios ménicos
de grado n en C[z], es decir, si a = (ag,...,a,-1) € C", entonces (ag,...,a, 1) ~

P (x)=ay+ax+...+a, 12"+ 2"

Observacién 3.6 Sea ¢ = (cy,...,c,) € C", entonces
[[@—c)=a"+(=D)'si(c)a" " +... 4 (=1)" " spma(0)z + (—1)"sn(c),
7j=1

donde

si(c) = at+cet...+cy

So(c) = o+ ...+t eacs+ . F o+ .o+ Chicy

s3(¢) = ¢zt ...+ c1cac, + . F 116y F oo+ CuaCn 10y
Sp—1(€) = ¢1Co. .. Cp3Ch_9Cn_1+ ...+ CaC3...Cn_1Cy
sp(c) = clea...cp

Prueba. La prueba se realizara por inducciéon sobre n. Tenemos que para n = 1,
c=(c1) y asi [[_,(z — ¢;) = ¥ — ¢1. Por otro lado, s,(c) = ¢1. Por lo tanto, se cumple
la igualdad.

Para n=2, tenemos que ¢ = (¢, ) y
H z—cj)=(r—c1)(r—c) = 2% — (c1 + ea)7 + i

Como s1(c) = ¢1 + 2 y s2(c) = ¢1c9, entonces se cumple la igualdad.

Hipotesis de induccion: La igualdad se cumple para n > 2.
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7

Sea ¢ = (c1,...,Cp, Cpr1) ¥ tenemos que

si(c) = a+ce+...+cpya,

So(c) = crea+ ...+ st F i1+

sz(c) = ez + ...+ C1CCu1 + o+ C1CCr1 F -

sp(C) = €16y .. CpoCp1Cpn+ ...+ C2C3 ... CpCpia,
Spr1(c) = o Cpgr

Por hipétesis de induccién observamos que

[[@—c) = 2"+ (-)(c1+...+e)a" " + (1) *(crica + ...

j=1
+... o+ (=D)"(c1ea. .. cn).

Siendo asi tenemos que

ﬁ(m —¢) = [ﬁ(w - Cj)] (= cny1)

— [;c”+(—1)(cl+...+cn):c + (=1)*(crea + . .

+ (=) (crez - o) (T = cnpr)

+...
= [xn + (=1 + ... e+ (=12 (crep + ..
1) (0102 Cn)} [ ( 1)(61 + ...

c1Co+ ... Fcien .o Cprcy)T A4

+
+(=1)
+(=D)"(crea - ) [(—Cnra)

(=
(

(
= 2"+ (=1 + ...+ )"+ (=1 (crea + ..
+ (=1)"(c1c2 ... cn)w + (—1)Cnpr2” + (—1)2(01 + ...

+(=1)3(crea + ...+ e + o CpoiCn)Cnpr ™

+(—1)n+1(6102 C Cn)cn+1

+ Cncn+17

+ Cn—1CnCn+1,

4 c1Cn + . A Cuo1Cy) "2
eyt ey
4 c16p + oo A Cuo1Cn)r" 2
+ ¢z +
+
+c1Cn o Cp1Cy)a™ !
+ cn)Cnir" T +

24,

_|_
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= 2" (=) (c1 ... FcntCppr)z" +
+(=1)*(crea + ...+ c1Cpp1 + oo F CpCnyr)z™

+ooo A+ (=) (erca . . cplny).

Por lo tanto, la igualdad se cumple. m

Ademas, también podemos observar que cada s; es una funcién polinomial. Gra-
cias a esta observaciéon podemos definir una aplicacién g : C* — C”", tal que g(c) =
(g1(c), ..., dn(c)), donde g;i(c) = (=1)'s;(c) con 1 < i < n. Como cada g; estd bien
definida (ya que cada s; estd bien definida), entonces, g estd bien definida. Por la iden-
tificacién que se hizo entre C" y los polinomios ménicos de grado n en Clz|, podemos

ver a ¢ de la siguiente manera:

glcr, ... c H z—cj)=2"+ §i(c)x" " + ..+ Gu1()z + Gule).
7=1

Por otra parte, regresando a C™ (el enésimo producto simétrico de C), tenemos que
si [z1,...,2,] = [Y1,--,Ynl, entonces g(z1,...,2,) = §(y1,...,yn). De esta manera,
tenemos una funcién bien definida g : C™ — C", tal que g([c]) = j(c). Esta g hace

que el siguiente diagrama conmute:

Ccn cr
N %
Cn)

Es decir, si ¢ = (¢1,...,¢,) € C" entonces g(c) = (g1(c), ..., gn(c)) € C". Por otra

parte, m(c) = [c] y g([¢]) = g(c), de este modo, tenemos que § = g o 7.

Tenemos que g es suprayectiva, ya que es una consecuencia inmediata del teorema
fundamental del dlgebra, y asi, g también es suprayectiva. Ademads, g es inyectiva,
porque

n n
[Ie ) = [T =)
J=1

j=1
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implica inmediatamente que [¢1,...,¢,] = [d],...,c,], por lo tanto, g es biyectiva.
Como g; son funciones polinomiales, entonces son continuas, y asi, g es continua, por

lo tanto, ¢ es continua. Sea h : C* — C™ la funcién inversa de g.
Proposicién 3.6 h es un homeomorfismo.

Prueba. Como g es la inversa de h y es continua, sélo falta demostrar que h es continua.
Observamos que si n = 1 entonces h es continua, pues en primer lugar, C coincide con
el primer producto simétrico de C y entonces, h es la funcién identidad.

Asumimos que n > 2. Para cualquier entero s > 0, definimos

Cy = {zy,...,2,) €C™ | |zy] <sn (i=1,...,n)},
C. = {(ag,...,an-1) €C" | ]aj|<s (j=0,...,n—1)},
c! o= g(Cy).

Observemos que

1. Si s’ > s, entonces C!, es una vecindad de C en C". Esto es asi, ya que

" s'+s
A={(ag,...,an) € C" | |a;] <

(j=0,...,n—1)}
es abiertoy C, C A C C!,.

2. C, es un subconjunto compacto de C™. Para ver esto, primero consideramos el

conjunto
(Ri,....Ry) ={(z1,...,20) €C" | € Ry |zs| <snV1<i<n},

donde R; es un abierto en C. Este conjunto es cerrado y acotado, por lo tanto,
compacto. Asi, m(Ry, ..., R,) es compacto (ya que 7 es continua). Es claro que

CS:’TF(Rl,...,Rn).

3. Como g es continua, C? es también un conjunto compacto en C" y ademas es de
Hausdorff. Por el teorema 1.7 podemos concluir que g; = g|c, es un homeomor-

fismo de C, en C?. Asf g;' = h|cv = hs es continua.
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Afirmacion 1: Para cada s > 0, tenemos que C?, C C”.

Supongamos que C! ¢ C”, esto es, existe a = (ag, ..., a,-1) € C’ tal que
a ¢ C!. Como a € C) entonces |a;| < s, para toda j =0,...,n—1,y
a = g([x1,...,2,)) para alguna [zy,...,7,] € C™ (porque g es biyectiva).
Por suposicién, g([z1,...,2,]) ¢ 9(Cs), es decir, [zq,...,2,] ¢ Cs, esto
implica que existe j tal que |z;| > sn (observemos que sn > 2, ya que
estamos trabajando con n > 2 y s es un entero positivo). Sabemos que x;
es raiz de P,(z), es decir, ag + ...+ an_lxy_l + zj = 0, esto implica que

1 = ap+. ..+ ap2) "y | =] = |2}]. Ademds, como |x;| > 1, entonces

|z;|P < |z;]9 para cualesquiera p,q € N tal que p < g. Asi

‘l‘? = ’CLO—FCllZB]’—f—...—i—Cln,ll‘?—l‘S
< aol + lan |z + - lan-al | ["7F < s sl 4 st <

< slz" Tt 4 szt = ms|a M

4 n n—1 3 :
es decir, |z;|" < ns|z;|""", lo cual implica que |z;| < ns, pero esto es una

contradiccién. Por lo tanto, C! C C7.

Sea a € C" arbitraria, elegimos s > 0 tal que a € C%. Tenemos que C, C C}, por el
punto 1 y C. C C¥, por la afirmacion anterior. Asi, h es continua en a porque es igual
a hys en una vecindad de a en C™ (por el punto 3). Como a fue arbitrario, entonces h
es continua en cualquier punto. Por lo tanto, h es un homeomorfismo. m
Ahora, consideramos la funcién b : {a = (aq,...,a,) € C"' | a, # 0} — C™
definida por h(a) = h(ag/an, - . ., an_1/a,). Como h es continua, entonces h es continua.
Necesitamos definir ciertos conjuntos para establecer una proposicién y dos corola-

rios que nos ayudaran en la siguiente seccién.

Definicién 3.7 Para cada (n,k) € N x N tal que k£ < n, definimos

B = {a=(agp,...,a,) €C"| Py(x) =ap+ ...+ a,2" € C[x]
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tiene exactamente k raices complejas distintas},
M} = Bn{acC"™|a,#0},
Bl(R) := ByNR"
MMR) = M}NR".

Proposicién 3.7 Para cada a € M]!, existe una vecindad U de a en M|} y funciones

continuas F; : U — C (j =1,...,k) tales que, para cada b € U,
1. B(F;(b))=0 (j=1,....k),

2. F(b) # Fy(b) si i#j.

Prueba. Consideramos la funcién h restringida a M. Asi, h(a) = [myzy, ..., mexy),
donde [x1, ..., z,] es el conjunto de raices de P,(x) y cada m; es la multiplicidad de la
raiz x;, es decir, [mixy, ..., mypri] € C™ y z; ocupa m, entradas.

Sea (€1,...,€6x) € R¥ con ¢ > 0y tal que B;NB; = 0 si i # j, donde B; := {z €
C | |z — ;] < €}. Por la continuidad de h, existe una vecindad abierta de a € M}, tal
que h(U) C [m By, ..., miBy]. Esto implica que, para cada b € U, cada B; contiene
exactamente una raiz de Py(z).

Entonces, definimos F; : U — B; por F;(b) =“la raiz de P,(z) contenida en B;”.

Como h es continua, entonces F; es continua. m

Corolario 3.1 Sea A un subconjunto conexo de MJ'(R). Para cada a € A, sea r, “el
nimero de raices reales distintas de P,(xz)”. Entonces

1. r, =1 es constante en A;

2. Existen funciones continuas f; : A — R (j = 1,...,r) tales que, para toda

a€ A,

a) fi(a) < fia(a),
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b) Pa(fj(a’)) =0.

Prueba. Sea a € A arbitraria, entonces existen U (vecindad de a) y F7, ..., Fy funcio-
nes continuas que cumplen lo que establece la proposiciéon 3.7. Como a es real, entonces

P,(z) € R[x] y asi, para cada j = 1, ...,k ocurre uno de los siguientes casos:

1. Fj(a) es igual a su conjugado, es decir, Fj(a) = Fj(a) (esto es, Fj(a) es una raiz

real de P,(z)) o

2. Existe i # j tal que Fj(a) = Fi(a).

Afirmacion 1: Existe una vecindad abierta U’ C U de a tal que si ocurre el caso 1 (o
el 2) para a, entonces ocurre el caso 1 (o el 2) para cada b € U’. En particular, r, es

localmente constante.

Supongamos que para alguna j ocurre el primer caso, es decir, F;(a) =
W. Y supongamos que para cada vecindad W de a, existe b € W e # j
tal que Fj(b) = F;(b). Asi, existe una sucesion {b,}.en tal que by — a y
F;(bs) = Fi(bs), pero

Fy(@) = Fy(a) = lim Fy(b,) = lim F(5,) = F(a)

§—00 §—00

(por la continuidad de las F}). De aqui que Fj(a) = F;(a), lo cual contradice
la parte 2 de la proposicién 3.7. Por lo tanto, existe tal vecindad U’ de a.

Ahora, supongamos que para alguna j ocurre el segundo caso, es decir,

existe i # j tal que Fj(a) = Fi(a supongamos que para cada vecindad

)Y
W de a, existe b € W tal que Fj(b) = F;(b). Asi, existe una sucesion {b,}sen

tal que bs — a y F;(bs) = Fj(bs). Entonces

Fi(a) = Fy(a) = lim Fy(b,) = lim F,(5,) = Fy(a)

S§—00 §—00

(por la continuidad de las F}). De aqui que Fj(a) = F;(a), lo cual contradice

la parte 2 de la proposicién 3.7. Por lo tanto, existe tal vecindad U’ de a.
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De ambas partes se concluye que el nimero de raices reales distintas de

P,(z) es el mismo para Py(z) si b € U’, es decir, r, es localmente constante.

Como A es conexo y r, es localmente constante, entonces r, = r es constante en A (si
no fuera asi, se podria dar una separacién de A). Para probar el segundo enunciado del

corolario, definimos
F = (Fl,...,Fr) IA—>{(t1,...,tr) GR” | tl <ti+1}

por la regla de correspondencia: para cada a € A, {Fi(a),...,F.(a)} es el conjunto de
raices reales distintas de P,(z). Sea a € A arbitraria, podemos asumir (reordenando
las F;) que F(a) = (Fi(a),..., F.(a)).

Afirmacion 2: Podemos encontrar una vecindad U” C U’ de a tal que, para cada

beU", F;(b) < Fj11(b).

v

Supongamos que para cada vecindad W de a, existe b € W tal que F;(b)
F;11(b). Asi, existe una sucesién {bs}sen tal que by — a y Fj(bs) >

Fj11(bs). Pero

F}(a) = lim Fj(bs) > lim F}'+1(bs) = Fj+1(a),

S§—00 §—00

lo cual es una contradiccién, por lo tanto, existe tal vecindad U” C U de a.

Asi, FF = (Fy,...,F.) en U" y de aqui que sea una funcién continua. =
Los resultados anteriores los podemos resumir en un corolario, que sera utilizado

en el teorema mas importante de este trabajo.

Corolario 3.2 Sea T un espacio topoldgico conexo, ag(t),...,a,(t) funciones conti-

nuas: T'— C (respectivamente T'— R) tales que:
(i) an(t) #0, (t€T),

(ii) el nimero de raices complejas distintas de Py(x) = ag(t) + a1 (t)z + ... + a,(t)z"

es constante parat € T.
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Entonces
1. Sia;(t) € R, el nimero de raices reales de Pi(x) es también constante;

2. Emisten funciones continuas g; : T — C (respectivamente T — R) (1 < j <r)

tales que

a) g;(t) es una raiz de P(z) (1 <j<r),

b) g;(t) # q(t) para toda t € T sij # 1.
Prueba. Las hipétesis (i) y (i) implican que la funcién ¢ : T — C"*! definida
por ¢(t) = (ao(t),...,a,(t)) tiene su imagen contenida en M)’ (respectivamente en
M (R)); pero Im(¢) es conexa (ya que T es conexo y ¢ continua por que cada a;(t) es

continua). Asi podemos usar la proposicién 3.7 y el corolario 3.1, componer ¢ con las

funciones continuas f; y obtenemos lo que queremos demostrar. m

3.4. Primer teorema de estructura

Antes de abordar el primer teorema principal de estructura, necesitamos definir

ciertos conjuntos.

Definicién 3.8 Para cada (n, k) € Nx {NU{oo}} definimos B}’ como en la definicién
3.7, para (n,k) e NxNyk <n. B} :=0si(nk) e NxNyk>n. B2 :=(0,...,0) €
C"*!1. Como en la definicién 3.7,
M = Bn{aecC"|a,#0},
B'R) := BrAR™,
MR) = M}NR".
Proposicién 3.8 Sea (n,k) € N x {NU{oo}}, entonces

1. B y M} son subconjuntos construibles de C™*.
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2. BY(R) y M(R) son conjuntos semi-algebraicos en R" .
Prueba. La demostracion se hara por induccion sobre n. Si n = 0 entonces

B} = {a€C| P,(r)=ac Clz] tiene exactamente cero raices complejas

distintas} = {a € C | a # 0} = C\ {0}.

Es construible porque si tomamos el polinomio P(z) = z, entonces By se representa

de la siguiente manera

By ={a € C | P(a) # 0}.

Luego, tenemos que B = () para cada 0 < k < oo (por definicién). Es construible
porque si damos un polinomio constante distinto de cero @, entonces B} es representado

de la siguiente manera

By ={a € C|Q(a) =0}.

Por tltimo, B%, = {0} (por definicién), es construible porque se representa como
BY ={a€C| P(a)=0}.
Para toda n, B se identifica con C\ {0}; de hecho
By = {(ap,0,...,0) € C"" | ay # 0}.

Si no fuera asi, es decir, si algin a; con ¢ > 0 fuera distinto de cero, entonces como
C es algebraicamente cerrado, P,(z) tendria al menos una raiz en C, lo cual seria una
contradiccion.

Hipotesis de induccion: Supongamos que la proposicion se cumple para n — 1, es decir,
que B,’;’l es construible.

Asi, BZ‘I x {0} también es construible, ya que se representa de la siguiente manera

s Ty

Byt x {0y = J{a € C"* | Piyla) 6, 03 N {r € C1 | Q(a) = 0,

i=1j=1
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donde los F;; son los polinomios que representan a BZ‘I, los cuales estan defini-
dos en Clzy,...,x,] (es decir, no dependen de la variable x,.). El polinomio @ €
Clx1, ..., Tpy1] estd definido por Q(z) = xp,41.

Afirmacién: B = (B! x {0}) U M},

Sea a = (ag,...,a,) € By, esto es P,(x) € Clx] tiene exactamente k
raices complejas distintas. Tenemos dos casos, que a,, = 0 o a,, # 0.

Caso 1: Como a,, = 0 entonces P,(z) = ap+...+a,_12" Ly asi, (ag,...,a, 1) €
B!, Por lo tanto a € B;~' x {0}.

Caso 2: Como a,, # 0, entonces a € M;' por definicién.

De ambos casos, concluimos que B C (B! x {0}) U M}

Sea a = (ag,...,a,) € (By™' x {0}) U M. Tenemos dos casos, a €
B ' x {0} 6 a € M}

Caso 1: Si a € B! x {0}, a, = 0y P,(x) tiene exactamente k rafces
complejas distintas. Por definicién, a € By.

Caso 2: Si a € M}, entonces a € B} por definicién de M.

De ambos casos concluimos que B 2 (B;™' x {0}) U M. Por lo tanto, la

afirmacion se cumple.

Solo resta probar que M;' es construible. Usando la identificacién de cualquier punto

a = (ag,...,a,) € C" con el polinomio P,(z) = ag + a1z + ... + a,z", definimos
Wi ={a€C" |a,#0y P,(z) tiene a lo més k raices complejas distintas}.

Claramente M} = Wy \ Wy_y. Por otro lado, como FP,(z) tiene k raices complejas
distintas y éste es de grado n entonces tiene n — k raices que coinciden con algunas de
las k anteriores. Por el teorema 1.4, estas raices también son raices de P!(z), es decir,

P,(z) y P!(z) tienen al menos n — k raices comunes. Por la proposicién 3.5 se sigue que

Wi ={ae€ crt! | a, #0y gra(MCD(P,(2), P.(2)) > n — k},
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y nuevamente, por la proposicién 3.5, Wy, es la interseccién con {a, # 0} de los conjun-
tos algebraicos definidos por subresultantes apropiados de P,(z) y P.(z). Por lo tanto,
la primer parte de la proposicién esta probada.
La segunda parte es sencilla, ya que B} y M]' son conjuntos construibles, entonces,
por la observacién 3.1, B (R) y M} (R) son semi-algebraicos. m

También se utilizard el lema de Thom, por lo que a continuacién se enunciara (la
demostracion de éste se puede encontrar en el libro Real algebraic and semi-algebraic

sets [2]).

Proposicién 3.9 (Lema de Thom) Sea F = (P, ..., P;) una familia finita de poli-
nomios en Rx], y asumimos que cada derivada Pj(i) € F. Sea X cualquier subconjunto
de R de la forma X = N{t € R | Pi(t) *1i 0}, donde xi € {<,=,>}. Entonces X es

conexo. Se obtiene una de las siguientes posibilidades
1. X =10,

2. X = {un sdlo punto} (esto pasa si y solo si X # 0 y al menos uno de los

*fl — ((:77

)

3. X es un intervalo no trivial.

Ademds, la cerradura X de X en R es obtenida al reemplazar “>” por “>" 0 “<” por

“7 en los *1.

Definicién 3.9 Una familia de conjuntos F no vacios se llama particion de un con-

junto A si:

(a) Los conjuntos que forman F son ajenos dos a dos, es decir, C,D € Fy C # D
implica C' N D = ().

(b) La unién de F es A, es decir, A =JF.
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Teorema 3.1 (Primer Teorema de Estructura) Sea X un conjunto semi-algebraico
en R™. Expresemos R™ como R"™' xR (con coordenadas x = ((x1,...,7,1),t)). En-

tonces
a,) X tiene un nimero finito de componentes conezxas y cada una es semi-algebraica.

b.) Eziste una particién finita T de R"™! en conjuntos semi-algebraicos conexos tales

que, para cada A € I, se define
ka P A —>K7 (R:RU{_OOa_‘_OO})?
k=0,1,...,84,54 + 1 tales que

Z) fO = —00, sﬁJrl = +00;

ii) f,f A — R, k=1,...,54 son funciones continuas y, para cada x € A,
fitle) < fila(2);

i1i) todos los conjuntos de forma B (tipo “banda”)
{(z,t) eR" |z € A, f,’:‘(x) <t< f,ﬂrl(x)}, h=0,1,...,54,
0 G (tipo “grdfica”)
{(z,t) eR" |z € At = fi{(x)}, h=1,... 54,

son semi-algebraicos;

iv) la coleccion de todos los conjuntos definidos en iii) forman una particion
de R™; la subcoleccion de estos conjuntos que intersectan a X forman una

particion de X.

Prueba. La prueba se realizard por induccién sobre n (el nimero de variables). Pri-
mero, si n = 1 entonces a1) es claro, ya que si X es un conjunto semi-algebraico en

R, entonces X es la unién finita de intervalos (que pueden ser cerrados, abiertos o
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semiabiertos). Sabemos que cada intervalo es conexo, por lo tanto X tiene un nimero
finito de componentes conexas (que son semi-algebraicas).

Luego, observamos que b,) implica a,) ya que por cada conjunto definido en b,) por
i11) y iv) se tiene a,). Asi, hay que probar que a,_;) implica b,).

Sea X un conjunto semi-algebraico en R" y asumimos que ¢i,...,qy son todos los
polinomios en una representacion de X. Extendemos la familia {qi, ..., ¢y} anadiendo
todas las derivadas parciales respecto de t no cero

6q,
Ste

r=1,....,N; ¢c=1,2,...

Sea { Py, ..., Pr} la familia resultante de polinomios. Para cada T" C {1,..., R}, defi-

nimos
Qr = [[P
jer
Bry = {x € R" | Qr.(t) = Qr(z,t) tiene exactamente k raices complejas distintas}.

Ademés si fijamos un Qr(x,t) entonces la familia de los conjuntos Bry forman una
particién de R"™!. Sea Qr(z,t) de grado r, es claro que los conjuntos Bry son ajenos
dos a dos pues si no fuera asi, es decir, si xy € By, N Bpy con j # k, entonces
Q1 (o, t) tiene exactamente j raices complejas distintas y al mismo tiempo tiene k
rafces complejas distintas, esto es una contradiccién. Luego, como cada By C R™™!
entonces Br o UJ,_, Br,; C R™~!. Falta ver la otra contencién, para esto, supongamos
que existe zo € R"! tal que zy ¢ Bro.U;_, Br;. Esto implica que Qr (o, t) tiene mds
de r raices complejas distintas pero esto es una contradiccion porque dicho polinomio
es de grado r. Por lo tanto, cada familia de conjuntos Bry con T'C {1,..., R} es una
particién de R™ 1.

Afirmacion 1: Cada Bry, es semi-algebraico.

Definimos la aplicacién polinomial

G R — R G(3) = (ap(w), . . . , amery(2)).
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donde Qr(x,t) = ag(z) + ai(z)t + ... + ey (x)t™ D). Esté bien definida
porque cada a;(z) es una funcién polinomial bien definida.

Podemos afirmar que Bry, = G~1(BI" ™ (R)).

Sea x € Bry, esto es, x € R" 1y Qr(z,t) = ao(x) +. .. 4 apr) ()™
tiene exactamente k raices complejas distintas.

Asi, G(z) = (ap(x),...,ammr)(z)) € B,"’. Ademds, como Qr(z,t) €
R[x,t] entonces G( ) € R+ Por lo tanto, z € G~1(B,, ™T(R)).

. Seax € G! m(T J(R)), estoes, z € R" 1y G(x) € B,T(T) (R), entonces,
G(z) = (ao(x), oy amery (7)), donde Qr(z,t) = ag(x) + . .. + Ay (x)t™ D).
Como G(z) € B,T(T), Qr(z,t) tiene exactamente k raices complejas distin-
tas, asf € Bry. Por lo tanto, Bry = G~ 1(B"")(R)). De ambas conten-
ciones se tiene la igualdad.

La funcién G es semi-algebraica, ya que
Gr(G) ={(z,9) e R x R™D*! | = G(2)},

se describe de la siguiente manera

m(T)+1
Gr(G) = ﬂ {(Z, Y0, -, Ym(ry+1) € R R | g(z) — y; = 0,

]:O,..., (1) +1}.

Luego, por la proposicién anterior B,T(T) (R) es semi-algebraico y como G

es semi-algebraica concluimos que By, es semi-algebraico.

Observacion 1: Sea My, = G~ (M}(R)) (el cual es semi-algebraico ya que G es semi-

algebraica y M} (R) es un conjunto semi-algebraico), entonces
Bry =M, U...uMp"

Sea x € Bry, esto es, v € R" 1y Qr(x,t) = ag(®) +. .. 4+ apr) (x)t™D)

tiene exactamente k raices complejas distintas. Vamos a demostrar que
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G(x) € M} = B.N{a € C | a; # 0} N R para alguna i. Tenemos que
G(x) = (ao(x), ..., ammr)(x)).

Si el grado de Qr(x,t) es m(T) entonces anry # 0, esto implica que
G(z) € {a € C™DH | q iy # 0} NR™MDFL y por la afirmacién ante-
rior, G(z) € B,T(T). Por lo tanto, se tiene lo que se queria demostrar.

Si el grado de Qr(z,t) es i con 0 < i < m(T), esto implica que a;(z) # 0
y a;(z) = 0 para toda j > i. Asi, G(z) € {a € C™ | q; # 0}. Ademés,
como G(z) = (ag(z),...,a;(x),0,...,0), entonces G(z) € R y por la
afirmacién anterior G(x) € By. Asi, se tiene lo que se querfa demostrar.
Sea x € Mp, U...U M;f,gT), esto es, x € Mj, para alguna i €
{0,...,m(T)}, esto implica que G(z) € Bi N{a € C™ | a; # 0} N R,
Como G(z) € R™!, entonces a;(z) = 0 para toda j > i y ar(z) € R pa-
ra toda 0 < k < iy a;(x) # 0. Entonces, Qr(x,t) es de grado i y como
G(x) € Bj, entonces Qr(z,t) tiene exactamente k raices complejas distin-
tas. Por lo tanto, x € By, v se tiene lo que se querfa probar.

Por lo tanto, By = M7, U...U M;rfliT).

Y los conjuntos M7, son ajenos dos a dos, si no fuera asi, es decir, si suponemos que
existe g € M4, N M., con i # j, entonces Qr(xo,t) tiene tanto grado i como grado
J, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, la familia formada por los conjuntos M.,
es una particién de Bry.

De esta manera, tenemos las siguientes particiones de R*!:
1. Para cada T C {1, ..., R}, la particién

M(T) ={Mj,}, k=0,1,...,m(T),00, i=0,1,...,m(T).

2. 7 es la particién interseccién de todas las M(T), con T variando en todos los

subconjuntos de {1,..., R};
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3. T es la particion obtenida de tomar todas las componentes conexas de todos los

conjuntos en 7.
Afirmacion 2: T es finito y cada conjunto de Z es semi-algebraico.

Por la afirmacién 1, tenemos que cada componente de 7 es semi-algebraica.
Ademas, 7 es finito porque cada By, tiene un nimero finito de M} - Luego,
por la hipétesis de induccién de a,_1) cada componente de 7 tiene un
numero finito de componentes conexas que son semi-algebraicas. Por lo

tanto, Z es finito y cada conjunto de Z es semi-algebraico.

Ahora, para cada A € Z definimos
Ca:={j€{l,...,R} | existe (z,t) € A x R tal que P;(z,t) # 0}.

Observamos que C'4 puede ser vacio. Supongamos que, para una cierta A, C'y # (). De

la definicién de Z, se sigue que A esta contenida en alguna M}JA i» ©s decir,

A C My ,={zreR"|Gx) e MiR)}={zeR""|Gx)e M{nR*"}

= {2 eR" | Q¢ (x,t) = ap(x) + ...+ a;(z)t" tiene exactamente k raices

complejas distintas, a;(x) € RV [, a;(z) #0y a;j(z) =0V j > i}.

Como a;(x) # 0, entonces k € R, es decir, k no es infinito. Asi, para j € Cy4 y para
cada € A, existe t € R tal que Pj(x,t) # 0 (por definicién de Cy4). Y para cada

T €A,

es de grado fijo ¢, esto es por definicién de MéA’k y la contencién de A en éste.

Consideramos nuevamente la funciéon G definida en la prueba de la afirmacién 1. Asi,
denotamos A" = G(A) C M} (R), el cual es conexo porque A es conexo y G continua
(ya que cada una de sus entradas son funciones polinomiales y por tanto continuas).

Se cumplen las hipdtesis del corolario 3.2, pues A’ es conexo, a;(x) # 0 y el nimero
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de raices complejas de Q¢ ,(z,t) = ag(x) + ai(z)t + ... + a;(x)t" es constante ya que
A" C Mi(R). Sean f{¥ < fi¥ < ... < fsé: . las funciones continuas que van de A" a R,

tales que
(i) f]’-“'(x) es raiz de Q¢ , (z,t) con 1 < j < s4.

(i) f2(2) # 7 (x) i j AL

Asi, definimos ! : A — R tal que
ff:‘(f) = ff?/ oG(z), (h=1,...,54, 54 =sa).

Observacion 2: Definidas asi estas funciones, tenemos que

SA
{reA|IteR tal que Q¢,(x,t) =0} = U{xeA | 3t € R tal quet:fjA(x)}.

j=1
Seax' € {xr € A|3teR tal que Qc,(z,t) = 0}, esto es, existe t' € R
tal que Q¢ (2',t') = 0, es decir, t’ es raiz del polinomio. Esto implica que
t' = fMa') para alguna j € {1,...,s4}, es decir, 2’ € Ui{reA|Ite
R tal que t = f#(x)}. Por lo tanto,

{reA|IteR tal que Q¢,(x,t) =0}
sa
ClJ{zeA|TFteRtalquet = f(x)}.

j=1
Sea o/ € U2 {r € A|3t € Rtalquet = f/(x)}, esto es, existe
t' € R tal que t/ = fJA(:c’) para alguna j. Por definicién de fJA tenemos
que t' es raiz de Qc¢,(2',t), es decir, Qc,(2',t') = 0. Esto implica que
¥ e{reA|IteR tal que Q¢,(x,t) = 0}. Por lo tanto,

{re A|3teR tal que Qc,(z,t) =0}

sa

) U{$€A | 3¢ €R tal quet:fJA(x)}.

J=1

De ambas contenciones se concluye la observacion.
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Afirmacion 3: La particién Z y las fi! asf definidas satisfacen b,,).

Es claro que la unién de todos los conjuntos de la forma B y G hacen una
particién de R™. Ademas, estos conjuntos son conexos ya que A es conexo

y las f{* son continuas. Sea I' un conjunto de cualquier forma.

Afirmacion 3’: T esta contenido en un conjunto semi-algebraico de la forma

R
I'" = (J{(z.t) eR" |z € A P 6 0}

Elegimos cualquier P; y supongamos que I' es de la forma B, es decir,
U= {(z,t) eR" | w € A, fil(x) <t < fil:(2)},

para alguna h € {0,1,...,s4}.

Afirmamos que {Qc, = 0} NT = (). Supongamos que no, es decir, suponga-
mos que existe (z,t) € {Qc, =0} NT. Como (x,t) € {Qc, = 0}, entonces
Qc,(z,t) = 0, esto es, t es raiz de Qc¢,(,t). Esto implica que t = f(x)
para algin i € {1,...,s4}. Si i = h entonces fi'(z) =t < fi,(z), lo cual
es una contradiccién. Si i < h entonces t < fi'(z), lo cual es una contradic-
cién. Si i > h entonces fi(z) <t, lo cual es una contradiccion.

De este modo, para el polinomio P; que elegimos y de la definicién de Cly,
tenemos dos casos: j € Cy 6 j ¢ Chy.

Caso 1: Si j € Cy, entonces { P; = 0}NI" = (). Supongamos que no, es decir,
existe (z,t) € {P; = 0} NT. Como =z € {P; = 0}, entonces Pj(x,t) = 0.
Ast, Q¢,(z,t) = 0 y entonces (z,t) € {Qc, = 0} NT, lo cual es una con-
tradiccion.

Caso 2: Si j ¢ Cy4 entonces {P; = 0} NI' = I'. Es evidente que {P; =
0}NT" CT'. Ahora, supongamos que existe (z,t) € I' pero (z,t) ¢ {P; = 0},
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esto es Pj(x,t) # 0. Tenemos que = € A porque (z,t) € I', por definicién
de Cy, concluimos que 7 € Cy, lo cual es una contradiccion.

De esta manera, tenemos que P;(z,t) # 0 para todo (z,t) € I' si j € Cy
y Pj(z,t) = 0 para todo (z,t) € I'si j ¢ Cy4. Asi, Pj(z,t) < 0 en I’
o Pj(xz,t) > 0 en I' (si no, si existieran (xo,to) # (x1,t1) en I' tales que

Pj(zo,t9) > 0y Pj(x1,t1) < 0, entonces deberia existir un (z,t3) tal que

)
Pj(xg,t9) =

diccién). Por lo tanto, I' C I7.

0 porque I' es conexo y P; continua, lo cual serfa una contra-

Ahora supongamos que I" es de la forma G, esto es,
I'={(z,t) €R" | 2 € A, t = f{*(x) para alguna h}.

Si Pj(z,t) = 0 para todo (z,t) € A x R entonces ya habriamos terminado.
Supongamos entonces que existe (zg,%) € A x R tal que Pj(xg,ty) # 0.
Esto implica, por definicion de C'4 que j € Cy.

Por otro lado, de la definicién de Z tenemos que A es conexo y esta contenido

en algiin ij},k’ donde

ij},k = {zeR"| Qjy(x,t) = Pj(x,t) es de grado i

y tiene k raices complejas distintas}

Asi, podemos aplicar el corolario 3.2 nuevamente para obtener funciones

continuas ¢q,...,¢, : A — R tales que
(i) gi(z) es raiz de Pj(z,t) con 1 <1i <w.
(i) g;(x) # qi(x) sij# 1.

Afirmamos que

{(z,t) e R" | z € A, Pj(x,t) =0} = U{(:I;,t) eER" |z e At=g(x)}
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(la prueba es muy similar a la hecha para la observacién 2). Ademads, para

cada 1,
{re A|3teRtal que gi(x) =t} C {x € A| It €R tal que Q¢,(x,t) =0}

ya que si ' € {x € A | 3t € R tal que g;(x) = t} entonces existe t' € R
tal que g;(z') = t, es decir, t’ es raiz de Pj(2',t) y como j € Cy, entonces
Qc,(2',t") = 0. Por lo tanto, la contencién se cumple.

Cada conjunto {x € A |3t € R tal que g;(x) = t} es conexo, de hecho,
{r € A|3t € R tal que g;(z) =t} = A ya que A es el dominio de g; y
sabemos que A es conexo.

Concluimos de esta contencion y de la observacion 2 que para cada ¢ existe
j tal que si ¢ = g;(x) entonces t = f(x).

Asi, P; = 0 en T si existe i tal que t = g;(z) = fi}(x). En otro caso,

P;(z,t) # 0 para cada (z,t) € I'. Por lo tanto, I C I".
Afirmacion 3”7: T' = T". Esto prueba #ii) del teorema.

Por la afirmacién 3’ tenemos que I' C I, Supongamos que existe (xg,tg) €
["\T. Sea t; € R tal que (zg,t;) € I, sin perdida de generalidad podemos
suponer que ty < t1.

La familia de polinomios {P;,,(t) € R[t]};=1,. r satisface la hipétesis del
lema de Thom porque ademas de los polinomios iniciales ¢y, . . ., gy también

tenemos todas las derivadas parciales §°q,./0t¢. De esta forma,

R
({zo} x R)NT = ({(z,t) €R" | z € A, Py, 6; 0}
j=1
es conexo. Como (zg,t1) € IV (ya que (xo,t1) € ' CTV) y (xo,t) € I,
entonces {zo} X [to, t1] C ({xo} x R)NTY, en particular {zo} X [to,t1] CT".

Observacion 3: Tenemos que {Q¢, = 0} NIV =TI" si existe j € Cy tal que
§; =“=". Es claro que {Q¢c, = 0} NIV C I", luego, si (z,t) € I, como
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existe j € C4 tal que Pj(z,t) = 0, tenemos que Qc,(x,t) = 0, es decir,
(x,t) € {Qc, = 0}. Esto implica que {Q¢, = 0} NI" O I'. Por lo tanto,
{Qc, =0}NI"=1"
Si no existe tal j, es decir, si para toda j € Ca, §; € {<,>} entonces
{Qc, =0}NI"=0.

Asi, si suponemos que I' es de tipo B, es decir,
D= {(z,t) eR" | w € A, fil(x) <t < fil:(2)},

para alguna h € {0,1,...,s4}, entonces Qc,(zo,t1) # 0. Por otro lado,
como (xo,tg) ¢ I' entonces existe ty € [tg,t1) tal que Qc,(xo,t2) = 0y
(wg,t2) € I". Esto implica que existe j € Cy4 tal que 6; =“=", por la
observacion 3, entonces {Q¢, = 0} NIV =T". Como (g, 1) € I, entonces
Qc, (zo,t1) = 0, lo cual es una contradiccion.

Ahora, supongamos que I" es de tipo G, es decir,
I'={(z,t) €R" | 2 € A, t = f{*(x) para alguna h}.

Asi tenemos que Q¢ (xo,t1) = 0y existe to € [to,t1) tal que Qe , (2o, t2) # 0
va que Qc,(zo,t) es de grado fijo 4, es decir, no es el polinomio cero. Por
otro lado, como Qc¢,(zo,t1) = 0, entonces existe j € Cy tal que §; =“=",
y, por la observacion 2 {Q¢c, = 0} NIV =I". Como (zg,t3) € I" entonces

Qc, (zo,t2) = 0, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto I' = T

De este modo, todos los conjuntos de tipo banda o de tipo gréfica son semi-algebraicos
y la coleccién de estos hacen una particion de R"™. Asi como la subcoleccion de los
conjuntos que estan contenidos en X hacen una particion de X. m

Un ejemplo en R? es el siguiente

V = {(z,y) €eR* | P(z,y) =2~ (y—2)* < 0,Py(z,y) =2 —y >0} U

U{(x,y) €ER? | Pi(z,y) =2 — (y —2)* > 0, Py(z,y) = x — y < 0},
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Figura 3.1: Representacion geométrica de V'

Su representacion geométrica esta en la figura 3.1.

De esta manera, P3(z,y) = —2y + 4 es la derivada parcial de Py respecto de y,
Py(z,y) = —2 es la derivada parcial de P3 respecto de y, por ultimo, Ps(z,y) = —1
es la derivada parcial de P, respecto de y. Asi, T' C {1,2,3,4,5} y por ejemplo si
Ty ={1,2,3,4,5} entonces

Qr(r,y) = (@—y' +4y—4)(z —y)(-2y +4)(-2)(-1)
= —A[y* — (2 +6)y* + (5x + 12)y* + (2 — 10z — 8)y + (—22* + 8z2)]

= 4y -2y —2)(y* —dy -z +4).

Luego, BT1,oo = BT1,0 = BT1,1 = (Z), BTl,Q = {O}, BT1,3 = {1,4} y BT1,4 = R \ {O, 1,4}
Por lo que M(T7) = {0,1,4,R \ {0,1,4}}. Determinando M(T) para todas las T,
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obtenemos que la particién Z estd formada por los siguientes conjuntos

A ={xeR |z <0}, Ay ={x e R |z =0},
As={zeR|0<z <1}, Ay={zeR|x=1},
As={reR|1<zx<2}, As={reR|z=2},
Ar={zeR|2<z<4}, As={z e R |z =14},
Ag={z eR |z >4}

Para cualquier A; tenemos que Cy, = {1,2,3,4,5}, lo que implica que Qc,, (7,1) =
QTl (23, y)

Para A; los conjuntos tipo B y tipo G son:

{r<0,—co<y<za}, {<0,2<y<2}

{r<0,2<y< o0},

{z <0,y =z}, {z <0,y =2}.
Para As:
{r=0,-00<y<0}, {xr=0,0<y<2},
{r=0,2 <y < o0},
{z =0,y =0}, {r =0,y =2}.
Para As:
{0<z<l,—0<y<uz}, {0<z<lz<y<2—./tr}

{0<z<l,2—Vr<y<2}, {0<z<l1,2<y<2++z}
{0<z<1,24Vx<y< oo},
{0<z<1,y=ua} {0<z<1ly=2—/z},
{0<z<1,y=2} {0<z<ly=2+x}.
Para Ay:
{r=1-c0<y<l1}, {z=11<y<2—x},
{r=1,2<y<3}, {r=1,3<y < o0},
{r=1,y=1}, {r =1,y =2},
{r =1,y =3}.
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Para As:
{l<zr<2 —-0c0<y<2—y/x},
{Il<z<2,x<y<2},
{I1<z<224+r<y<oo},
l<z<2y=2— i}
{l<z<2y=2},

Para Ag:
{r=2—00<y<2—+2}
{r=22<y<2+2},
{x=2,y=2-2},
{r=2,y=2+2}.

Para A7:

{2<z<4,—c0<y<2—/x},
{2<2<4,2<y<uz},
{2<z<4,24 V/x<y< oo},
{2<z<4,y=2—/x},
{2<z<4,y=ux},

Para Ag:
{r =4,—00 <y <0},
{r =4,2 <y <4},
{zr =4,y =0},
{z =4,y =4}.

Para Aqg:

{d<z,—00<y<2—/r},
{d<z,2<y<2+ .z},
{d<z,2<y<oo},
d<z,y=2-u},

{4 <my=2+x},

{1<z<22—r<y<uz},
{l1<r<22<y<2++/z}

{l<z<2y=ua},
{l<z<2,y=2+x}.

{x:272_\/§<y<2}7
{r=2,2+V2<y< oo},
{r =2,y =2},

{2<z<4,2—r<y<2},
{2<z<dx<y<2+z},

{2<x<4,y=2},
{2<z<4,y=2+x}.

{r=4,0<y <2},
{r=4,4 <y < oo},
{r =4,y =2},

{4 <x,2—x<y<2},

{d<z,24+Vr<y<uax},

{4 <x,y=2}
{4 <z,y=ux}.
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a) Para Al, A5 y Ag b) Para AQ, Ag, A4, AG, A7 y Ag.

Figura 3.2: Representacién geométrica de los conjuntos tipo B y tipo G

Las componentes conexas de V' son 21 en total, y son los conjuntos tipo B y tipo
G que estan contenidos en V. En la figura 3.2 se puede apreciar la representacion
geométrica de estos conjuntos.

El primer teorema de estructura no sélo asegura un nimero finito de componentes
conexas si no que su demostracién nos da un proceso para hallarlas, sin embargo, este
nimero no es minimo. Como se puede apreciar en el ejemplo anterior, podemos hallar

un numero menor de COHlpOIlthGS conexas.



Conclusiones

Con lo realizado en este trabajo concluimos en primer lugar que cualquier ideal
en un anillo de polinomios es generado por un nimero finito de polinomios, es decir,
cualquier ideal tiene una base finita que lo genera. Este resultado es precisamente el
Teorema de la Base de Hilbert tratado en el capitulo 2, ademés lo mas importante es

que su demostracion nos muestra la manera de construir tal base generadora.

Dentro de este mismo capitulo establecimos la relacion entre conjuntos algebraicos e
ideales, es decir, dado un conjunto algebraico podemos construir un ideal que depende
de dicho conjunto y también, dado un ideal podemos construir un conjunto algebraico

que depende de dicho ideal.

Finalmente, la conclusién mas importante de este capitulo es que se pueden descri-
bir los ideales cuando el campo es algebraicamente cerrado. Un ideal es igual al anillo
de polinomios siempre y cuando, el conjunto algebraico asociado a este ideal sea vacio
(este resultado es el Teorema Débil Nullstellensatz). Si un polinomio estd en el ideal
asociado a un conjunto algebraico entonces podemos concluir que una potencia de este
polinomio esta en el ideal generado por los polinomios que describen al conjunto alge-
braico (este resultado es el Teorema Nullstellensatz de Hilbert). Por tltimo, y el mas
importante de estos resultados (Teorema Fuerte Nullstellensatz), es que el radical de

cualquier ideal es igual al ideal asociado al conjunto algebraico asociado al ideal.
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Sin embargo, aunque estos resultados son de gran utilidad, fue hasta el capitulo 3
que respondimos la pregunta que se establecio en la introduccién de este trabajo y es
que si, gracias al Primer Teorema de Estructura, concluimos que cualquier conjunto
semi-algebraico real (en particular, cualquier conjunto algebraico real) tiene un nimero
finito de componentes conexas. Mds ain, podemos contestar una de las preguntas que
se derivaron de la principal, ya que este teorema no sélo establece la existencia de un
numero finito de componentes conexas sino que también establece que cada una de

estas componentes conexas es un conjunto semi-algebraico.

Asi, para el caso real la pregunta estd contestada, resulta interesante pensar en lo
que sucede en otros campos, como en el caso de los complejos. No hay duda, la unién

entre la geometria y el dlgebra arroja una serie de resultados por de méds interesantes.
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