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INTRODUCCIÓN 
  Las técnicas en resonancia magnética han sido ampliamente utilizadas con el fin de 
estudiar y comprender con el mayor nivel de precisión posible la estructura de la materia.  

  Este trabajo se centra en el estudio de la resonancia magnética electrónica ó EPR (por sus 
siglas  en  inglés)  aplicada  a  sistemas  atómicos.  Con  éste  fin,  se  han  desarrollado  un  par  de 
programas  computacionales  que  permiten  la  caracterización  del  espectro  de  resonancia 
magnética del átomo que  se pretenda estudiar. El  rango de aplicabilidad del programa  lo hace  
funcional para cualquier sistema atómico  incluidos  los  isótopos, sin embargo, hemos enfocado el 
trabajo al caso de los “átomos ligeros” aplicando el acoplamiento ܵܮ. 

  La espectroscopía LMR (Laser Magnetic Resonance) es una técnica que se ha desarrollado 
ampliamente en las últimas décadas. Es una técnica de gran sensibilidad que nos permite trabajar 
eficazmente  con muestras de baja  concentración,  resulta además un proceso de gran precisión 
que  es  capaz  de  registrar  los  espectros  de  absorción  de  átomos,  radicales  libres  e  incluso 
moléculas.  En  el  área  de  la  espectroscopía molecular,  la  resonancia magnética  láser  permite 
obtener  información  sobre  los  niveles  vibracionales  y  rotacionales  de  las  moléculas  que 
complementa los resultados obtenidos utilizando otras técnicas. 

  La precisión de  la resonancia magnética  láser proviene precisamente de que  la fuente de 
energía  tiene  una  frecuencia  bien  definida  que  puede  ser  determinada  con  un  alto  grado  de 
precisión así como  la medición del campo magnético. En  todo caso,  lo que  limita a ésta  técnica 
espectroscópica es la cantidad de frecuencias disponibles, es decir, la cantidad de líneas láser que 
se  conocen  dentro  del  intervalo  del  espectro  electromagnético  dentro  del  cual  ocurren  los 
procesos de absorción de la estructura fina atómica (así como también las rotaciones y vibraciones 
moleculares).  La  espectroscopía  LMR  se  realiza  típicamente  usando  fuentes  láser  que  emiten 
energía dentro del  intervalo conocido como “infrarrojo  lejano”, esto es aproximadamente desde 
los 10   hasta  los  ,  dentro  de  éste  intervalo  .    presentan  un 
catálogo  de más  de    líneas  conocidas  y medidas,  el  cual  ha  servido  de  referencia  para  el 
presente trabajo. 
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  Otro  factor  de  gran  importancia  para  poder  realizar  un  experimento  de  LMR  es  la 
disponibilidad así como la posibilidad de aislar una muestra suficientemente numerosa del átomo, 
radical  o molécula  que  se  quiera  estudiar.  En  el  caso  de  átomos,  estos  generalmente  deben 
extraerse a partir de un compuesto molecular que  los contenga dentro de su estructura, puesto 
que  la abundancia natural de  substancias en  su estado atómico es muy baja, entonces  se debe 
inducir una reacción química sobre el compuesto determinado antes de que éste ingrese a la celda 
donde será contenido durante el experimento. Esto representa una dificultad adicional cuyo grado 
es  variable,  comúnmente  se  emplea  una  descarga  eléctrica  para  romper  al  compuesto,  sin 
embargo, una vez que se produce la cantidad necesaria de muestra atómica, esta debe aislarse en 
el  interior de  la celda en forma gaseosa, lo cual puede resultar un reto realmente complicado en 
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2 
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algunos  casos,  por  ejemplo,  en  casos  como  el  Flúor  el  cual  reacciona  rápidamente  ante  la 
presencia de cualquier rastro de humedad formando ácido fluorhídrico ሺܪ  o casos como el del 
Boro,  sobre  el  cual  simplemente  no  existen  resultados  experimentales  sobre  su  espectro  de 
resonancia magnética debido a su alta reactividad. 

  Podemos entonces vislumbrar ahora algunas de las grandes ventajas que implica el diseño 
de  un  programa  que  sea  capaz  de  calcular  el  espectro  de  resonancia magnética  de  un  átomo 
cualquiera. Primero, el experimentador debe realizar un cálculo previo sobre la estructura fina del 
sistema atómico por estudiar para así poder determinar que líneas láser es prudente utilizar, esto 
implica resolver el hamiltoniano de estructura fina del átomo, lo cual si bien no representa un reto 
teórico  mayúsculo  si  implica  una  tediosa  serie  de  cálculos  algebraicos,  posteriormente,  la 
búsqueda de resonancias implica un barrido minucioso sobre el intervalo de campo magnético que 
el electroimán del espectrómetro es capaz de producir y finalmente (y quizás más  importante) el 
experimentador debe encontrar la forma de producir y aislar el átomo (radical o molécula) objeto 
de  estudio.  Por  tanto,  el  programa  ofrece  una  simulación  del  experimento  que  permite  al 
experimentador  obtener  un  cálculo  preciso  y  rápido  sobre  la  estructura  fina  atómica  para 
cualquier valor del campo magnético  lo cual  le da una  idea precisa sobre  la energía de  las  líneas 
láser  que  debe  utilizar  para  encontrar  las  resonancias.  El  programa  también  le  muestra  una 
predicción  acertada  para  el  valor  del  campo  magnético  con  el  cual  se  pueden  observar  las 
resonancias así como  también muestra con qué energía ocurren  todas aquellas  resonancias que 
son posibles para cada caso particular e  incluso despliega en pantalla  las probabilidades con  las 
que ocurren. 

  Entonces, el programa que se ha desarrollado constituye una herramienta muy valiosa y 
completa de carácter predictivo y comparativo en manos del experimentador, además, como se 
verá posteriormente,  su versatilidad  lo hace un elemento  realmente útil para  conocer aspectos 
sutiles de la estructura atómica.  

 



CAPITULO I: Motivación histórica 
 

• El nacimiento de la espectroscopía. 

La  luz y su comportamiento han sido  temas que han  fascinado al hombre desde sus etapas más 
tempranas y no es difícil entender por qué puesto que  llamativos fenómenos relacionados con  la  luz 
pueden  observarse  de manera  natural  sin  la  necesidad  de  adentrarse  en  las  profundidades  de  un 
laboratorio. 

Sin  embargo,  el  entendimiento  del  origen  de  los  fenómenos  ópticos  como  la  existencia  de  los 
colores,  la  reflexión,  refracción y difracción,  los espectros característicos de  los elementos químicos, 
etc.  es  un    proceso  que  ha  tomado  siglos  de  arduo  desarrollo  científico  e  intelectual,  un  proceso 
construido por muchas mentes a lo largo de la historia y que ha dejado un sin número de fascinantes 
descubrimientos que resultaron en el origen de una rama de la ciencia de enorme utilidad como lo es 
la  espectroscopía.  En  el  presente  capítulo  daremos  una  breve  reseña  de  la  historia  de  la 
espectroscopía  con  el  propósito  de  enmarcar, motivar  y  fundamentar  la  importancia  del  presente 
trabajo de tesis. 

La  importancia de  la existencia de  la  luz para  comprender el universo en el que habitamos  fue 
vislumbrada  incluso  en  instancias muy  tempranas  de  la  historia,  ya  en  el  año  400  A.C.  Aristóteles 
reconocía el rol central de la luz para que los colores pudieran existir, en el 300 A.C. Euclides discutía 
las propiedades focales de un espejo esférico e incluso en el 40 D.C. Séneca observaba las propiedades 
de dispersión de  la  luz de  los prismas, estos primeros acercamientos muestran que el  interés del ser 
humano por comprender el comportamiento de la luz no es nada nuevo. 

Muchos  estudios  sobre  todo  observacionales  o  rudimentariamente  experimentales  fueron 
llevados a  cabo desde  los antiguos griegos hasta mediados del  siglo XVII,  cuando en 1666  Sir  Isaac 
Newton   mostró que la luz blanca proveniente del sol podía descomponerse en una serie contínua de 
colores al pasar a través de un prisma de vidrio y acuñó el término “espectro” para la descomposición 
observada. El espectroscopio de Newton no distaba mucho de la configuración de los espectroscopios 
modernos,  constaba  de  una  rendija  pequeña  para  producir  el  haz  de  luz  principal,  un  lente  para 
colimar el haz, un prisma de vidrio y una pantalla para observar su espectro. En su obra “Principia” 
describe con mayor detalle  la  teoría  involucrada con éste experimento y sienta así  las bases para el 
desarrollo de la espectroscopía.  

 

• Espectroscopía clásica. 

En 1678 después de una serie de experimentos el científico holandés Christiaan Huygens enuncia  
que la luz se propaga en forma de ondas que forman frentes de onda concéntricos con el punto donde 
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se  origina  la misma,  este  principio  conocido  como  “principio  de  Huygens”  explica  exitosamente  la 
dispersión de la luz después de que esta pasa a través de un pequeño orificio, la cual se dispersa por 
todo el espacio en  lugar de seguir una  trayectoria  recta a partir del orificio. En 1800 Thomas Young 
demuestra las propiedades ondulatorias de la luz estudiando la difracción de la misma al pasar por un 
par de rendijas paralelas muy estrechas. 

  Naturalmente  los estudios sobre el espectro solar no se detuvieron con  los experimentos de 
Newton, sino que siguieron desarrollándose nuevos experimentos y  realizándose más observaciones 
que eventualmente  llevaron a descubrir que  la radiación solar tiene componentes que escapan de  la 
zona visible del espectro. En 1800 W. Herschel descubre que el Sol radia también en el infrarrojo y en 
1801 J.W.Ritter hace observaciones similares pero de la radiación del Sol en la zona del ultravioleta. En 
1802  W.H.Wollaston  observa  que  el  espectro  del  Sol  no  es  completamente  contínuo,  sino  que 
presenta  algunas  líneas  obscuras  (absorción)  sin  poder  explicar  su  origen.  Posteriormente  en  1817 
Joseph Fraunhofer sintetiza toda la información obtenida por sus predecesores con respecto al estudio 
del espectro solar cuando logra hacer un mapa detallado del mismo, observa una mayor cantidad del 
líneas obscuras que se hacen más evidentes cuando  la  luz se dispersa más ampliamente, Fraunhofer 
también estableció un estándar para comparar espectros usando como base  las  líneas obscuras mas 
prominentes  dentro  del  espectro  solar,  éstas  fueron  las  primeras  líneas  espectrales  claramente 
observadas.  

Fue Fraunhofer también quien diseñó las rejillas de difracción, las cuales ofrecen grandes ventajas 
sobre  los  prismas  para  el  estudio  de  los  espectros  puesto  que,  por  ejemplo,  con  ellas  se  puede 
determinar  la  longitud de onda de  las  líneas  espectrales. A pesar de  sus numerosos  e  importantes 
logros, Fraunhofer no  fue capaz de explicar  la naturaleza de  las  líneas espectrales que observó, esto 
ocurrió hasta dentro de 33 años después, 33 años en los que se hicieron numerosas observaciones de 
los espectros de flamas originadas por la combustión de diversos compuestos. 

En 1857, G.Kirchoff  y R.W.Bunsen establecieron que  cada  compuesto  tienen espectros únicos  y 
característicos de emisión y absorción,  lo que  significó un adelanto científico  tremendo, puesto que 
establecido  esto  ahora  se  era  capaz  de  determinar  la  composición  química  de  la  fuente  luminosa 
(como una flama) mediante la observación y el estudio de su espectro. Bunsen fue capaz de identificar 
dos nuevos elementos químicos, el cesio y el rubidio.   En 1848, el físico francés Foucault encontró al 
estudiar el espectro de absorción de una  flama que contenía  sodio que ésta era capaz de absorber 
fuertemente la luz emitida en la frecuencia del amarillo.  

Recolectando  la  información obtenida a partir de  los numerosos estudios espectroscópicos a un 
sin  número  de  compuestos,  en  1859,  Kirchoff  enunció  su  famosa  ley  en  la  que  establece  que  la 
intensidad de las líneas de emisión y absorción para una longitud de onda dada son iguales para todos 
los  cuerpos a  la misma  temperatura, de  lo que  se deduce, por ejemplo, que un gas a determinada 
temperatura  debe  absorber  las mismas  longitudes  de onda que  es  capaz  de  emitir. De  esta  forma 
Kirchoff  y  Bunsen  determinaron  que  las  líneas  observadas  por  Fraunhofer  en  el  espectro  solar  se 
debían a una absorción del espectro contínuo del    interior del Sol por parte de  los elementos que se 
encuentran en su atmósfera la cual se  debe encontrar a una temperatura más baja.  

4 
 



  Ahora era posible el análisis de la composición química del Sol y en 1868 J.N.Lockyer se percata 
de la presencia de una abundante cantidad de helio en el Sol. 

  Para este entonces era más que obvio que  la espectroscopía  tenía un  asombroso potencial 
para  ser usada  como herramienta  científica  en  la  determinación de  la  estructura de  los materiales 
dada su probada capacidad para identificar los componentes químicos de una determinada substancia 
mediante el estudio de su espectro. 

• El desarrollo de la espectroscopía con la mecánica cuántica. 

Durante  el  siglo  XIX  se  recolectó muchísima  información  sobre  los  espectros  de  los  elementos 
conocidos así como de un sin número de compuestos, la determinación de las longitudes de onda de 
sus  líneas  de  absorción  y  emisión  fue  llevada  a  cabo meticulosamente  y  se  conocía  con  una  gran 
precisión para la mayoría de los casos, se tenían miles de catálogos con muestras de los espectros de 
cuanta substancia se nos pueda ocurrir, pero sin embargo la teoría relacionada con el fenómeno de la 
existencia de líneas espectrales seguía siendo a grandes rasgos un misterio, se sabía por ejemplo que 
la  existencia  de  un  patrón  único  de  líneas  espectrales  para  cada  elemento  tenía  que  estar 
estrechamente  ligado con  la existencia de alguna estructura atómica, pero de su  funcionamiento en 
este  respecto  se  sabía muy  poco.  Nuevas  preguntas  surgían  con  los  nuevos  descubrimientos,  por 
ejemplo, en 1896, ܼ݁݁݉ܽ݊ detectó un fuerte desdoblamiento doble en las líneas espectrales cuando 
el átomo emisor es sometido a un campo magnético fuerte, la explicación formal para este fenómeno 
tendría que esperar unos años más para ver la luz.  El asunto hasta el momento había sido en su mayor 
parte  experimental,  observar,  estudiar,  identificar  y  catalogar,  sería  tarea  de  la  naciente mecánica 
cuántica el explicar la teoría de fondo relacionada con este fenómeno. 

A finales del siglo XIX, J.J.Balmer mostró, basándose en argumentos mayormente matemáticos que 
físicos, que  las  longitudes de  las  líneas espectrales visibles en el caso del hidrógeno atómico podían 
calcularse con la siguiente fórmula: 

௡ߣ ൌ
3645.6݊ଶ

݊ଶ െ 4
    con ݊ ൌ 3,4,5,6… 

ߥ ൌ
1
ߣ

              

A  las  líneas  representadas  por  la  fórmula  anterior  se  les  conoce  actualmente  como  la  serie  de 
Balmer.  La  idea de Balmer  fue extendida por varios  científicos más para encontrar  fórmulas que  se 
ajustaran a  series de  líneas que  se encontraban mas allá del visible, entre ellos  figuran  J.R.Rydberg, 
T.Lyman, F.Paschen. Eventualmente se descubrió que las posiciones de las líneas quedaban expresadas 
de manera más  natural  en  términos  de  la  frecuencia  de  las mismas,  para  el  caso  del  hidrógeno, 
Rydberg desarrolló la siguiente fórmula: 

ൌ ܴ ൬
1
݊ᇱଶ

െ
1
݊ଶ
൰                ሺܴ ൌ  10଻݉ିଵሻݔ1.097373
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  Donde ܴ corresponde a la constante de Rydberg. 



  Expresiones similares fueron encontradas para describir las series de los metales alcalinos, las 
tierras alcalinas y algunos otros elementos,   el principio de ܴ݅ݖݐ   generaliza  la fórmula anterior para 
todos estos casos: 

௡ߥ ൌ
ܴ

ሺ݊ᇱ ൅ Ԣሻଶߤ
െ

ܴ
ሺ݊ ൅ ሻଶߤ

 

ߤ ൌ Ԣߤ ൌ 0

ݎ݄݋ܤ 

݈݇݊ܽܲ ݔܽܯ

t  

  En 1925, la presencia de estos niveles de energía dobles llevó a ܵ. .ܩ y ݐ݅݉ݏ݀ݑ݋ܩ ܷ݄݈ܾ݁݊݁ܿ݇ a 
trón al que  aron “spin”.

  Fue  también  en  1925,  cuando  Wolfgang  Pauli,  basándose  en  estudios  espectroscópicos 

  A grandes  rasgos  la estructura  fina electrónica estaba  comprendida, pero  los alcances de  la 

  Cuando    recuperamos  el  caso  del  hidrógeno.  De  lo  anterior  sobresalen  dos 
características,  la primera, que  la emisión de  todas  las  líneas espectrales queda en  términos de una 
constante  universal,  y  la  segunda,  que  la  frecuencia  de  las  líneas  siempre  es  expresable  como  la 
diferencia de dos cantidades. Fue hasta 1913 que ݈ܰ݅݁ݏ  logró derivar formalmente la fórmula de 
Rydberg  con  su modelo del átomo de hidrógeno. El modelo del átomo de hidrógeno de Bohr es el 
primer modelo  en  la historia meramente  cuántico  en  el que  se  aplica  el  resultado  encontrado por 

 sobre una condición cuántica para explicar el fenómeno de la radiación de cuerpo negro, 
así pues Bohr fue capaz de dar una explicación teórica y sólida sobre el origen de las líneas espectrales, 
las cuales no son más que la consecuencia de procesos de absorción y emisión de energía por parte del 
electrón  orbitando  el  núcleo  en  órbitas  circulares  fijas,  además,  los  electrones  no  radian mientras 
orbitan una órbita determinada, solamente  lo hacen cuando descienden a una de menor energía, o 
absorben  energía  cuando  ascienden  a  una  energéticamente mas  alta.  Con  esta  contribución,  Bohr 
revolucionó por completo el mundo de la espectroscopía. 

  A.Sommerfeld  (quien  trabajó con Bohr como su asistente al  lado de Wolfgang Pauli, Werner 
Heisenberg  y  Walter  Heitler)  extendió  el  trabajo  de  Bohr,  añadiendo  algunas  órbitas  elípticas  y 
tomando en cuenta efectos relativistas en el movimiento de  los electrones, de esta forma se percató 
de  la presencia de dobletes en  la estructura electrónica del hidrógeno,  introduciendo así en 1916  la 
constante  de  estructura  fina  comúnmente  denotada  como ߙ,  la  cual  determina  la magnitud  de  la 
separación en re las líneas que conforman los dobletes observados.

formular la hipótesis de un ímpetu angular intrínseco e inherente al elec llam  El 
espín (en español) debía tener un valor de 1 2⁄  y representa el valor del momento angular magnético 
del electrón.  

concluyó que no se podía tener dos o más electrones en el mismo estado cuántico, es decir, que  los 
valores de sus números cuánticos sean  idénticos cuando se encuentran dentro del mismo orbital, en 
honor a su descubridor a este famoso principio se le conoce como “Principio de exclusión de Pauli”, y 
debido a que describe la dinámica multielectrónica gracias a él fue posible explicar varios aspectos de 
la complejidad de  la estructura electrónica atómica  tal como  la  formación de capas electrónicas que 
permiten describir la dinámica electrónica de un átomo. 

espectroscopía fueron mas allá y  eventualmente  gracias a esta rama de la ciencia se logró entender 
más de  la estructura nuclear atómica.  La estructura hiperfina atómica  ya había  sido observada  con 
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• La Espectroscopía moderna. 

La  invención del  láser marca  la era de  la espectroscopía contemporánea dada su capacidad para 
pro

El  láser  surge  como  una  consecuencia  de  una  idea  que  originalmente  no  estaba  destinada  a 
des

En 1957 Townes y A.L.Schawlow, trabajando en  los  laboratorios Bell, extendieron  la  idea original 
del 

Puesto  que  los  primeros  láseres  funcionaban  a  una  frecuencia  fija  y  bien  determinada,  los 
prim

 

anterioridad  (en 1891) por A.A.Michelson sin que en su momento se  tuvieran  las herramientas para 
explicarla.  Con  el  fin  de  explicar  el  fenómeno  Pauli  propuso  la  existencia  de  un momento  angular 
magnético en el núcleo atómico, posteriormente estudios más detallados de  la estructura hiperfina 
llevaron a M.Schiller y T.Schmidt a establecer que incluso el núcleo poseía un momento cuadrupolar. El 
desarrollo de la espectroscopía nuclear ha sido vertiginoso desde entonces, se ha logrado por ejemplo, 
establecer con gran precisión pequeños cambios en la posición de las líneas espectrales entre distintos 
isótopos del mismo elemento. 

ducir  luz monocromática, coherente, dirigida y con una  intensidad controlada, características que 
lo hacen infalible cuando se trata de estudiar a fondo estados de excitación muy particulares dentro de 
un sistema atómico ó molecular.  

embocar en la creación de un aparato capaz de emitir radiación dentro del intervalo del visible en 
el  espectro  electromagnético,  sino  que  estaba  encaminada  a  la  creación  de  un  aparato  similar 
denominado  MASER  que  pretendía  emitir  un  haz  coherente  de  radiación  en  el  intervalo  de  las 
microondas.  En  1953  C.H.Townes  y  sus  estudiantes  P.Gordon  y  H.J.Zeiger  fueron  los  primeros  en 
construir  un aparato capaz de amplificar microondas, el defecto de su aparato fue la imposibilidad de 
sostener el haz por largos periodos de tiempo, el problema fue resuelto por N.Basov y A.Pokhorov, dos 
físicos de la Unión Soviética quienes trabajaban de manera independiente en el oscilador cuántico.  

MASER inicialmente con el propósito de producir un aparato capaz de producir un haz infrarrojo y 
posteriormente uno de  luz visible, este nuevo aparato fue rebautizado como LASER por sus siglas en 
inglés Light Amplification by Stimulated Emission of Radiation y fue patentado en 1960.  

eros  trabajos  de  espectroscopía  que  se  realizaron  con  la  ayuda  de  este  instrumento  fueron 
directamente sobre el medio usado para producir el haz y en líneas espectrales que coincidían con la 
energía  emitida.  Eventualmente  empezaron  los  estudios de  resonancia  ya  fuera por  efecto  Stark ó 
Zeeman, mediante la aplicación de campos eléctricos y magnéticos es posible sintonizar los niveles de 
energía atómicos para provocar  transiciones electrónicas que  coincidieran  con  la  frecuencia  fija del 
láser.  La posterior construcción de láseres sintonizables hizo posible extender aún más la  medición de 
resonancias para una mayor cantidad de sistemas. Así el  láser propicio una nueva espectroscopía de 
alta precisión dado que nos ofrece una alta  resolución   para detectar  transiciones entre niveles de 
energía muy  cercanos  tales  como  los  inducidos  por  la  estructura  fina  atómica, mismos,  que  nos 
proponemos describir y estudiar en este trabajo. 



CAPITULO II: Resonancia magnética. 
 

La resonancia magnética es un fenómeno que se observa en sistemas compuestos 
por  partículas  que  poseen  un  momento  magnético  que  a  su  vez  está  expresado  en 
términos de un ímpetu angular, tal y como sucede en el caso de los átomos y moléculas.  

El nombre de “resonancia”  indica que éste fenómeno se observa cuando estamos 
en sintonía con alguna frecuencia magnética natural del sistema en cuestión, en las cuales 
se  puede  observar  la  emisión  o  absorción  de  energía  por  parte  del  sistema.  Las 
frecuencias de  resonancia no  son más que  las  frecuencias de precesión  giroscópica del 
momento magnético  del  sistema  al  encontrarse  este  dentro  de  un  campo magnético 
externo y estacionario.  

Típicamente las frecuencias de resonancia de los espines nucleares caen dentro del 
intervalo de frecuencias de radio, de aquí que comúnmente se refiera a su estudio como 
espectroscopía de radio frecuencia. En el caso de los espines electrónicos tenemos que sus 
frecuencias propias están dentro del  intervalo de  las microondas, por esto al estudio de 
sus espectros de resonancia se le suele llamar también espectrocopía de microondas. 

Una de las principales virtudes de las técnicas en resonancia magnética es que nos 
permiten realizar un estudio altamente detallado de los procesos débiles responsables de 
la estructura fina e hiperfina atómica, información que no es accesible mediante ninguna 
otra técnica. En el caso de estudios en sólidos la técnica de resonancia magnética resulta 
un método ventajoso que nos permite entre otras cosas seleccionar para su estudio una 
contribución  de  interés  particular  de  la  susceptibilidad  magnética  total  del  material, 
aunque ésta sea relativamente muy débil. 

Los  avances  tecnológicos  que  implementan  técnicas  en  resonancia magnética  para 
diversas tareas son numerosos y de gran  importancia. Los campos en  los que se utilizan 
técnicas  en  resonancia magnética  son  también muy  variados,  resaltando  por  ejemplo 
aquellos de la medicina y la industria de materiales.  

Por  tanto,  la  resonancia magnética es una herramienta que nos permite estudiar el 

efecto Zeeman normal  (que ocurre cuando ܵ ) y el anómalo  (cuando ܵ ), que se 
observa  en  los  sistemas  atómicos,  es  decir,  la  resonancia magnética  permite medir  las 
brechas energéticas que  se  crean entre  los niveles de energía después de que estos  se 
desdoblan  en  presencia  de  un  campo magnético  tanto  en  el  caso  del  efecto  Zeeman 
normal como en el anómalo. 

ҧ ൌ 0 ҧ ് 0
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• NMR y EPR.  
 

Hablando de resonancia magnética son dos casos los que acaparan la mayor parte de 
la atención, la resonancia magnética nuclear (NMR por sus siglas en inglés) y la resonancia 
magnética electrónica (EPR por “Electron Paramagnetic Resonance”), la primera se enfoca 
a  las  interacciones  de  un  campo magnético  externo  con  los  espines  de  los  nucleones 
(protones y neutrones), mientras que las segunda estudia las interacciones del campo con 
los momentos dipolares magnéticos electrónicos. 

La  NMR  fue  descrita  y medida  por  primera  vez  en    por  ,    años 
después,  en  ,    y    refinaron  la  técnica  para  su 
estudio en sólidos y líquidos, lo que les valió compartir el premio Nobel de Física en 1952. 

1938 ݅ݒܴܽ ݎ݋݀݅ݏܫ 8
1946 ݄ܿ݋݈ܤ ݔ݈݅݁ܨ ݈݈݁ܿݎݑܲ ݏ݈݈݅ܯ ݀ݎܽݓ݀ܧ

݈݈݁ܿݎݑܲ ܴܣܦܣܴ
ሻܶܫܯሺ ݕ݃݋݈݋݄݊ܿ݁ܶ ݂݋ ݁ݐݑݐ݅ݐݏ݊ܫ ݏݐݐ݁ݏݑ݄ܿܽݏݏܽܯ

 de energía por parte de la materia en el intervalo

situa
o c un

El  desarrollo  de  la  NMR  ha  sido  amplio  desde  su  descubrimiento  hasta  la 
actuali

En  este  trabajo  de  tesis  estamos más  enfocados  en  el  estudio  de  la  resonancia 
magné

que desarrollaremos un poco más adelante. 

    había  trabajado  anteriormente  en  el  desarrollo  del    durante  la 
segunda  guerra  mundial  en  el  ,  su 
trabajo sobre la producción y absorción  
de las ondas de radio sirvió como la base para el descubrimiento de la ܴܰܯ. Ellos notaron 
que los núcleos de  ଵܪ  y  ܲଷଵ  eran capaces de absorber energía al ser  dos dentro de 
un campo magnétic on  a cierta  intensidad determinada, al ocurrir ésta absorción el 
núcleo en cuestión entra en “resonancia”, más aún, los diferentes núcleos dentro de una 
misma molécula  resuenan  con diferentes  frecuencias para  campos magnéticos  con una 
intensidad específica, lo cual permite obtener información estructural de alguna molécula 
dada. 

dad,  constituye  una  herramienta  en  extremo  útil  en  campos  como  la  química 
analítica o la bioquímica, incluso es una técnica que ha salido del laboratorio para estar al 
servicio  de  la  comunidad  debido  a  sus  aplicaciones  en  la medicina moderna.  En  esta 
última  área  es  de  gran  utilidad  para  realizar  diagnósticos  de  gran  precisión  sobre 
enfermedades que se manifiestan gracias a síntomas que afectan  los tejidos blandos del 
cuerpo humano mediante  la obtención de  imágenes  tridimensionales de prácticamente 
cualquier órgano en el interior de nuestro cuerpo. 

tica  electrónica  (a  la  que  llamaremos  ESR  por  “Electron  Spin  Resonance”),  sin 
embargo  muchos  de  los  resultados  que  se  obtienen  al  desarrollar  la  teoría  sobre 
resonancia magnética son comunes tanto para  la NMR como para  la ESR, tales como  los 
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La  ESR  fue  observada  paralelamente  en  1944  por  el  físico  soviético 
 en ݕ݈݁݊ܽ݁ܤ ݏܾ݅݁ݎܤ y por el físico ݁ݐܽݐܵ ݊ܽݖܽܭ en la Universidad de ݕ݇ݏ݅݋ݒܼܽ ݕ݊݁݃ݒܻ݁
la Universidad de ܱ݀ݎ݋݂ݔ. 

La  espectro a  técnica  q rincipalmente  p
química con uno o más electrones que se encuentran  fuera de capas 

cerradas, tales como radicales libres orgánicos o inorgánicos, ó complejos inorgánicos que 
poseen

poseen  un momento  angular magnético  que  puede 
expresarse en términos de  ímpetus angulares que pueden tener un origen electrónico o 
nuclea

el  único  caso  posible,  también  puede  ocurrir  por  ejemplo,  que 
tengamos: 

ҧߤ ൌ ௅തߤ

scopía  por  ESR  es  un ue  se  aplica  p ara 
estudiar especies  s 

  un  ion  metálico  de  transición.  Puesto  que  la  gran  mayoría  de  las  moléculas 
estables  tienen a  todos  sus electrones  “apareados”  la NMR es más ampliamente usada 
para  el  estudio  de  las mismas  que  la  ESR,  sin  embargo,  esta  limitación  para  especies 
paramagnéticas  hace notar que la ESR es una técnica de gran especificidad, nos permite 
su  identificación, estudiar su  formación y obtener  información acerca de su estructura y 
reactividad. Técnicas basadas en ESR se utilizan para estudiar  la  formación y reactividad 
de radicales bioquímicos en sistemas biológicos y médicos. Actualmente siguen siendo las 
técnicas  de  ESR  las más  adecuadas  por  su  precisión  para  estudiar  con  gran  detalle  la 
estructura fina e hiperfina atómica. 

Hemos remarcado anteriormente que al hablar de resonancia magnética estamos 
solo  interesados  en  sistemas  que 

r, dichos sistemas pueden ser representados por una sola partícula con espín o bien 
por sistemas compuestos por varias partículas de tal forma que sus momentos angulares 
magnéticos acoplados dan origen a un momento magnético total ߤ y un  ímpetu angular 
total ܬ (tal como el caso de un núcleo atómico o el conjunto de electrones que lo rodean). 
Para el siguiente desarrollo consideramos a los vectores ߤҧ y ܬ ҧ como paralelos, de tal forma 
que podemos escribir: 

ҧߤ ൌ ܬߛ ҧ         …ሺ2.1.1ሻ 

  Aunque  no  es 

തത ൅ ௌതതതߤ ൅ ூഥߤ  

௘തതതߤ ൌ ௅തതതߤ ൅ ௦തതതߤ ്  ܬߛ

Donde a ߛ se  le conoce como  la “razón giromagnética” y corresponde al cociente 
entre  el momento  dipolar magnético  del  sistema  y  su  ímpetu  angular  electrónico,  las 
unidades de ésta constante son radianes sobre Tesla sobre segundo (ିݏଵܶିଵ) y su valor es 
de  ߛ ൌ 1.760859770ሺ44ሻ ൈ  .ଵܶିଵିݏ10ସସ݀ܽݎ En  principio,  si  conocemos  la  función  de 
onda del sistema para un cierto estado del mismo podemos ser capaces de calcular ߤ y ܬ, y 

ҧ
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de  esa

  como

oriales,  definamos  entonces  un  operad

ଶ va

s መ  ejemplo,

propios de ܫመଶ   y ܫመ௭   a  los que  llamaremos ܫ y ݉ respectivamente, 

donde  es uno de los 2ܫ ൅ 1 valores que puede tomar dados por – ܫെ ,ܫ ൅ 1,… , ܫ െ 1,   .ܫ

h

entre sus elementos de matriz, es decir, la ecuación   toma la siguiente forma: 

̂ ௜| Ԣۧ

D  com s operadores ̂ߤ y
respect  
mas clara la validez de la ecuación anterior. 

de la r e dos 
enfoques distintos, el clásico y el cuántico, es importante conocer ambos y saber que en el 
caso  límite  muestran  congruencia  entre  sí.  Para  empezar  a  estudiar  éste  fenómeno 
haremos un acercamiento desde un punto de vista cuántico simple. 

eracción  entre  el
 magnitud de esta interacción está dada por: 

࣢ ൌ െߛ԰ܤ ܫ  

 
múltiplos de  los valores propios de ܫ௭(݉ሻ. Así tenemos que  las energías permitidas para 
los estados   sistema son: 

  forma  encontramos  que   ߛ cambia  si  el  estado  del  sistema  se  ve  alterado,  sin 
embargo no ahondaremos más en estos cálculos. 

Dentro  de  la  teoría  cuántica  tanto   ߤ como   ܬ son  tratados   operadores 

vect or  adimensional  de  momento  angular   መܫ
mediante la ecuación: 

መܬ ൌ ԰ܫመ 

De esta  forma el operador  መܫ     tiene  lores propios   que pueden ܫ ser enteros o 
fraccionario  y además de que cualquier componente de ܫ, por  la componentes 

cartesiana   ,መ௭ܫ conmuta  con   መଶܫ   por  lo  que    debemos  de  tomar  en  cuenta  de manera 

simultánea  los valores 

 ݉

En el escenario  cuántico el  echo de que  los operadores vectoriales   y ߤ̂  መ esténܬ
asociados  a  vectores  que  son  paralelos  repercute  en  una  relación  de  proporcionalidad 

ሺ2.1.1ሻ

,ܫۦ ߤ|݉ ݉,ܫ ൌ  Ԣൿ݉,ܫመ௜หܫห݉,ܫ԰ൻߛ

onde ̂ߤ௜ y ܫመ௜ son ponentes arbitrarias en la dirección ݅ de lo  መܬ 
ivamente. Más adelante discutiremos el teorema de ܹ݅݃݊݁ݎ െ ݐݎܽ݇ܿܧ y quedará 

Podemos hacer una aproximación a la teoría  esonancia magnética desd

Al  aplicar  un  campo magnético ܤത ,  la  energía  de  int  momento 
magnético del sistema y el campo externo, la

࣢ ൌ െߤҧ · തܤ  

Si  el  campo  tiene  una  intensidad   ଴ܤ y  escogemos  que  éste  orientado  en  la 
dirección ݖ, tenemos que nuestro Hamiltoniano toma la siguiente forma: 

଴ ௭

Los  valores  propios  de  un  Hamiltoniano  como  el  anterior  son  simplemente

del

11 
 



ܧ ൌ െߛ԰ܤ଴݉                ݉ െܫ,െܫ ൅ 1,… , ܫ െ 1,  ܫ

Abordemos el caso del electrón. Cada electrón tiene un ímpetu ang

ൌ

ular orbital y un 
número cuántico de espín dado por ݏ ൌ 1 2⁄  cuyas proyecciones pueden ser ݉௦ ൌ േ1 2⁄ . 
Al  exponer  e   electrón  a  un  campo  magnético  externo  con  magnitud   ,଴ܤ éste, 
depend

2 o 
 corresponde una energía específica, a éste  fenómeno se  le 

conoce  como   ,ܼ݊ܽ݉݁݁ ݋ݐ݂ܿ݁ܧ el  cuál  será  explicado  de  manera  más  detallada 
posteriormente pero no es nece dar mucho más para entender que el efecto 
Zeeman

ras  que  la tuación 

notar mediante

interacción  debe  ser  dependiente  del 
tiempo y de una cierta  frecuencia angular 

a
d

sean realmente observables en la práctica es 
ética ajena al campo estático. Comúnmente se 
magnitu  m al o 
o
 
e

l
iendo  de  la  proyección  de  su  espín  alinea  su  momento  magnético  ya  sea 

paralelamente al campo (݉௦ ൌ െ1⁄ )  antiparalelamente al mismo (݉௦ ൌ 1 2⁄ ), a cada 
una de estas alineaciones  le

sario ahon
 tiene origen gracias a la existencia de un momento angular magnético electrónico 

que interactúa con un campo externo. 

La energía más alta del desdoblamiento le corresponde al alineamiento paralelo, es 
decir,  cuando el vector de espín  se alinea  justo en  la misma dirección que el vector de 
campo  magnético,  mient   más  baja  al  antiparalelo  (la  si opuesta), 
habiendo entre ellas una brecha energética ∆ܧ. La presencia de estos niveles de energía 
puede  hacerse    la  absorción  de  energía  por  parte  del  sistema,  lo  que 
necesitamos es  tener alguna clase de  interacción energética que propicie una  transición 
entre  ambos  niveles.  Con  el  objetivo  de  satisfacer  la  conservación  de  energía  la 

߱ tal que: 

ܧ∆ ൌ ԰߱ 

Hemos  dado  una  expresión 
entonces  para  la  brecha  de  energía  entre 
los dos estados electrónicos que surgen al 
aplicar  el  campo  magnético.  De  existir 
dicha  inter cción  entre  los  dos  estados 
e matriz distinto de cero dentro de la matriz entonces a esta le corresponde un elemento 

Hamiltoniana del sistema. 

Para poder producir resonancias que 
necesario introducir una componente magn
introduce un campo magnético oscilante de 
perpendicular al mismo. Formalmente se intr
sistema.  Si  establecemos  que  su  amplitud
perturbación creada por éste campo puede v

d mucho enor   camp estático y 
duce este campo como una perturbación al 
está  dada  por   ,௫଴ܤ el  Hamiltoniano  de  la 
rse como: 
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࣢௣௘௥௧ ൌ െߛ԰ܤ௫଴ܫ௫ܿݐ߱ݏ݋ 

Los elementos de matriz del operador ܫ௫ entre estados con números cuánticos ݉ y 
݉Ԣ, ݉ۦ

s d

ܧ∆ ൌ ԰߱ ൌ ଴ܤ԰ߛ … ሺ2.1.2. ܽሻ 

Ó de otra forma: 

 …

 
o r

 frecuencia a  la 
que encontraremos una resonancia del siste ocemos su  giromagnética ߛ, es 
por tanto de vital  importancia para proseguir en nuestro estudio el profundizar sobre  la 
natura tructura de este factor, puesto que en él es donde se encuentra 
toda la información referente al sistema.

Hagamos  primero  un  acercamiento  clásico.  De  acuerdo  con  el  enfoque  físico 
clásico,

 torno

intensid
e

ߤ ൌ  ܣ݅

nuestro

Ԣ|ܫ௫|݉ۧ, respectivamente son distintos de cero siempre y cuando ݉ᇱ ൌ ݉ േ 1. Es 
decir que solamente las transiciones entre estados que difieran por 1 en la proyección de 
su  momento  angular  magnético  ocurren  con  probabilidad  distinta  de  cero, 
consecuentemente  las  transiciones  que  son  permitidas  son  aquellas  que  se  dan  entre 
niveles de energía adyacentes, cuya separación queda entonce ada por: 

              

߱ ൌ           ଴ܤߛ ሺ2.1.2. ܾሻ 

Encontramos entonces dos factores que es  importante resaltar, que  la separación 
energética  entre  dos  estados  dados  es  directamente  proporcional a  la  intensidad  del 
campo magnético aplicad  y que la constante de ݈ܲܽ݊ܿ݇ ha desaparecido de la exp esión 
para la frecuencia, lo que sugiere que éste resultado puede estar íntimamente ligado a un 
escenario clásico. De hecho,  la ecuación ሺ2.1.2. ܾ) nos permite conocer  la

ma si con  razón

leza y la posible es
 

  si  consideramos una partícula  cargada  rotando  alrededor de un  cierto eje, ésta 
posee tanto un momento dipolar magnético como un ímpetu angular debido a la rotación. 
Si restringimos a la partícula con carga ݍ a girar en  a una trayectoria circular con un 
cierto radio ݎ con un periodo ܶ, entonces podemos visualizar a nuestro sistema como un 
aro sobre el cual pasa una corriente cuya  ad queda determinada por la carga de la 
partícula y su periodo. La teoría clásica nos dice que el momento dipolar magnético d  un 
aro de corriente está dado por: 

Donde  ݅  es  la  corriente  que  circula  a  través  de    circuito  y ܣ  el  área  del 
mismo. En un circuito circular como el que hemos ideado, tenemos que: 

݅ ൌ
ݒݍ
 ݎߨ2

Y entonces: 
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ߤ ൌ ቀ
ݒݍ
ቁݎߨ2 ݎߨ

ଶ ൌ ቀ
ݍ
2݉ቁ݉ݎݒ 

En  la expresión anterior  identificamos al  ímpetu angular de  la partícula ܮ ൌ  ,ݎݒ݉
entonces tenemos: 

ܮݍ
ߤ ൌ 2݉ 

Y por lo tanto: 

ߛ ൌ
ݍ
2݉ 

Por  tanto,  mientras  mayor  sea  la  masa  del  sistema  menor  es  su  razón 
giromagnética. 

Ahora  bien,  sabemos  que  un  electrón  posee  siempre  un  momento  angular 
magné ido a qu

la cargada  rotando sobre su propio eje, sin embargo,  la  realidad es 
que el espín es un  fenómeno sin análogo clásico y el  ilustrarlo como  la consecuencia de 
tener una partícula cargada  rotando es un error, por ésta misma  razón es de esperarse 
que el resultado que acabamos de obtener para la razón giromagnética del electrón pueda 
no  ser    de  todo  puesto  que  fue  obtenido  en  base  exclusivamente  a 
conside s. 

De  hecho  la  relación  anterior muestra  un  error  el  cuál  se  corrige  por  un  factor 
adimensional denotado comúnmente como ݃௘, teniendo así: 

௘ߛ ൌ െ2݉௘

tico, su espín, el cual solemos visualizar clásicamente como un efecto deb e 
tenemos una partícu

válido  después
raciones clásica

݁݃௘ ൌ െ ԰
݃௘ߤ஻    … ሺ2.1.3ሻ 

o que recibe el nombre de “factor g de Landé”. Este factor se ha 
medido con una precisión de hasta doce cifras decimales ሾ13ሿ, y reporta ser de: 

En vista de la ecuación ሺ2.1.3ሻ, una forma alternativa de expresar la ecuación 
ሺ2.1.2. ܽሻ es la siguiente: 

                   

Donde  en  primera  instancia  debemos  notar  que  hemos  sustituido  dentro  de  la 

expresión anterior al ݉ܽ݃݊݁ݐó݊ ݀݁ ߤ ,ݎ݄݋ܤ஻ ൌ ݁԰
2݉௘
ൗ . 

El  factor ݃௘ para  el  electrón  fue descrito por primera  vez  en 1921 por  el  físico 
é y es por es݀݊ܽܮ ݀݁ݎ݂݈ܣ

݃௘ ൌ 2.0023193043622ሺ15ሻ 
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ܧ∆ ൌ ݃௘ߤ

rmite experimentar  una amplia gama de combinaciones entre 
campo  magnético  y  frecuencias.  De  acuerdo  a  los  cálculos  que  hemos  desarrollado 
esperamos que   para el caso de un nucleón sea de alrededor de 2,000 veces menor que 
para el clea
observar  reso

na  e 3cm. en 
la región de las microondas)en el caso de electrones, mientras que los sistemas nucleares 
presentan frecuencias de alre dor de 10MHz (radio frecuencia). 

 

 

஻ܤ଴ ൌ ԰߱ 

La  cual puede  ser  considerada  como  la ecuación  fundamental de  la ESR, puesto 
que en  la práctica pe  con

ߛ
 caso de un electrón, de hecho, para sistemas electrónicos y nu res se espera 

nancias  para  campos  magnéticos  de  entre  3,000  y  10,000  Gauss  con 
frecuencias de alrededor de ߱ ⁄ߨ2 ൌ 10, 000MHz (con u longitud de onda d

de



CAPITULO III: Modelo teórico del átomo. 
 

III.1 HAMILTONIANOS EFECTIVOS. 
 
En resumen podemos establecer que la construcción de un modelo estructural atómico 

o molecular puede enteramente llevarse a cabo siguiendo los siguientes pasos: 
 

1) Definiendo  el  operador  hamiltoniano  microscópico  que  describe  al  
sistema. 

2) Definiendo  la  serie  completa  de  funciones  que  conforman  la  base  de 
nuestro sistema, incluyendo una convención de fase. 

3) Se  construye una  representación matricial apropiada del hamiltoniano 
microscópico tomando en cuenta todas  las propiedades estructurales necesarias para 
la  solución  a  nuestro  problema  particular.  Esta matriz  debe  ser  de  dimensionalidad 
finita, por  lo cual está conformada por una cantidad  limitada de posibles estados del 
sistema. Esto es equivalente a tratar el problema de manera local, es decir, la matriz se 
construye  sobre  una  serie  de  estados  que  en  conjunto  enmarcan  una  cierta  región 
particular en el espectro energético completo del sistema,  lo que a su vez equivale a 
tratar como perturbaciones de  segundo orden  (u órdenes  superiores)  los efectos de 
estados lejanos energéticamente, estos efectos de niveles distantes se introducen a la 
hora de construir un “Hamiltoniano efectivo” a partir del hamiltoniano completo del 
sistema. 

4) Finalmente  se  debe  realizar  una  evaluación  de  los  parámetros  y 
constantes  atómicas,  ésta  puede  hacerse  ya  sea  teóricamente  o  de  manera 
experimental mediante el análisis directo del espectro de resonancia.  

 
Cualquier base que se elija para la construcción del hamiltoniano efectivo es igualmente 

eficaz,  entonces  se  es  libre  de  elegir  la  base  que mejor  convenga  para  la  descripción  del 
sistema particular. 

 
La  construcción  de  hamiltonianos  efectivos  es  fundamental  para  cualquier  clase  de 

espectroscopía que pretenda  caracterizar  las  interacciones más débiles que ocurren  en  los 
átomos. Una gran parte de los datos reportados sobre espectros obtenidos mediante técnicas 
espectroscópicas de alta resolución como  la resonancia magnética provienen de cálculos en 
los que se ha hecho un tratamiento con hamiltonianos efectivos al sistema. 

 
En  los átomos, por ejemplo, se muestra una clara  jerarquía energéticamente hablando 

entre  los niveles energéticos electrónicos y  los que conforman  la estructura  fina, se pueden 
distinguir  fácilmente  unos  de  otros  calculando  la  separación  entre  ellos.  El  hecho  de  que 
podamos discernir tan claramente entre niveles energéticos de distinta naturaleza, sugiere la 
construcción  de  un  hamiltoniano  efectivo  que  actúe  solamente  sobre  los  estados  que  se 
ubican en el intervalo de energías de nuestro interés. 
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La  virtud  más  importante  de  un  hamiltoniano  efectivo  es  que  puede  reproducir  la 

dinámica  del  sistema  valiéndose  solamente  de  una  cierta  localidad  de  eigen‐estados  sin 
necesidad  de  lidiar  con  el  hamiltoniano  completo.  La matriz    asociada  al  hamiltoniano 
completo es de dimensionalidad infinita, el hamiltoniano efectivo toma en cuenta solamente 
un  bloque  de  dimensionalidad  finita  de  la matriz  completa  . Al  reemplazar    por ࣢  
estamos dividiendo a  todas  las  funciones de estado que conforman al sistema completo en 
dos  subespacios,  el  primero  es  el  que  contiene  a  las  funciones  de  estado  sobre  las  cuales 
actúa  ,  el  segundo  engloba  al  resto  de  los  eigen‐estados  que  son  muy  distantes  a 
aquellos contemplados dentro de ࣢  energéticamente hablando. La interacción con el resto 
de los estados se toma en cuenta a través de una serie de coeficientes que sopesan el orden 
de aproximación de la perturbación en el hamiltoniano.  

࣢

࣢ ࣢ ௘௙௙

࣢௘௙௙

௘௙௙

࣢௘௙௙

௘௙௙

ܸܽ݊ ܸ݈݁ܿ݇ሾ1ሿ
ܸܽ݊ ܸ݈݁ܿ݇

ሾ2ሿ

࣢ ൌ ࣢଴ ൅ࣱ 

ࣱ

ࣱ ൌ  ࣢ଵߣ

0 1

ଵ
 

 
 

Es importante recalcar que regularmente antes de extraer el bloque que corresponde a 
 a partir de  la matriz hamiltoniana, el hamiltoniano completo ࣢ se trunca previamente 

ya que éste tiene varios términos de los cuales muchos pueden despreciarse si no tienen una 
contribución  que  pueda  ser  cuantificada  experimentalmente.  La  teoría  de  hamiltonianos 
efectivos ha sido desarrollada ampliamente en  las últimas décadas y actualmente se cuenta 
con diferentes métodos analíticos que nos permiten realizar  la transformación que nos  lleva 
de ࣢ a ࣢  de manera sistemática. La formulación original de la teoría para la obtención de 
hamiltonianos  efectivos  a  partir  del  hamiltoniano  completo  fue  desarrollada  por 

,  él  sugiere  un  método  de  diagonalización  por  bloques  aplicando  una 
transformación  (transformación  de    )  al  hamiltoniano  completo,  es  un  proceso 
basado  en  la  teoría  de  perturbaciones.  Nosotros  adoptaremos  para  este  trabajo  una 
presentada por ݊݋ݐ݃݊݅ݎݎܽܥ et. al .   (la cual a su vez es una versión modificada del método 
de Van Vleck)  la única  razón por  la que hemos elegido éste método es porque  resulta más 
sencillo visualizar el significado físico del proceso siguiendo ésta formulación. 

  
Un hamiltoniano completo puede escribirse de manera general como: 
 

 
Donde  el  operador    representa  la  perturbación  al  sistema,  y  entonces  puede 

expresarse de la manera siguiente: 
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 ߣ  es  un  parámetro  adimensional  cuyo  valor  se  encuentra  entre    y  .  Ahora,  es 
conveniente distinguir entre dos series distintas de números cuánticos,  la primera que sirve 
para etiquetar los eigen‐estados que describen al sistema sin considerar la perturbación a los 
cuales denotaremos con "ߟ", y otra serie de números cuánticos que sirven para describir a las 
funciones propias al incluir la perturbación ࣢ , a estos los denotamos con la letra "݅".  



Ahora bien, asumimos que conocemos bien el espectro de energías del operador ࣢଴, las 
cuale

࣢଴|ߟ, ۄ݅ ൌ ,ߟ|ఎܧ  ۄ݅
 

onde ݅ ൌ 1,2,3…݃ఎ, esto es, tenemos ݃ఎ estados degenerados. 

a base |ߟ,  :que hemos elegido cuenta con las propiedades de ortonormalidad ۄ݅

,ߟۦ ,ᇱߟ|݅ ݆ۧ ൌ  ௜,௝ߜఎఎᇱߜ
 
hora bien, supongamos que conocemos las soluciones del hamiltoniano completo ࣢: 

࣢|߰ሺߟ, ݅ሻۄ ൌ ,ߟሺߝ ݅ሻ|߰ሺߟ, ݅ሻۄ 
 
stas  funciones propias pueden expresarse como una cierta combinación  lineal de  los 

estad

|߰ሺߟ, ݅ሻۄ ൌ෍ ෍ ఎ,௜ܥ
ఎ,௞

௚ሺఎᇲሻ

௜ఎᇱ

,ᇱߟ|  ۄ݅

 
uestro objetivo es obtener un operador hamiltoniano que actúe solamente sobre una 

selecc

l s

࣢଴ ൅ࣱ ՜ ࣢௘௙௙ 
 
s  decir,  la  acción  de  nuestro  operador ࣢௘௙௙  sobre  una  combinación  lineal  de  los 

estad s de 

࣢௘௙௙ሺߟሻ෍ ఎ,௜௞ܦ
௚ሺఎሻ

௜ୀଵ

,ߟ| ۄ݅ ൌ ,ߟሺߝ ݇ሻ෍ ఎ,௜௞ܦ
௚ሺఎሻ

௜ୀଵ

,ߟ|  ۄ݅

 
Este operador efectivo está construido a partir de un grupo de otros operadores, tal y 

como

Զሺߟሻ ൌ ෍|ߟ, ,ߟۃۄ݅ ݅|
௚ሺఎሻ

௜ୀଵ

 

 

s son: 

D
 
L
 

A
 

E
os de la base de la siguiente forma: 
 

N
ión  de  todos  los  estados  contemplados  dentro  de  la  base  elegida,  por  esta  razón, 

quisiéramos encontrar un operador cuyas funciones propias sean proyecciones de  los eigen‐
estados de ࣢ actuando  solamente en un  subespacio de nuestro  interés el  cual describa  la 
dinámica de istema completo. Esto es de manera esquemática: 

 

E
os de nuestra base nos da soluciones propia la siguiente forma: 
 

 
 el operador que se encarga de proyectar  los estados en el espacio de  interés, el cual 

está dado como: 
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  Nos  interesa  ver  como  actúa  éste  operador  sobre  las  funciones  propias  de  nuestra 
base,

Էఎ ൌ 1 െ Զఎ ൌ ෍ ෍|ߟԢ, ,Ԣߟۃۄ݅ ݅|
௚ሺఎᇱሻ

௜ୀଵఎஷఎᇱ

 

 
 el operador inverso de Զఎ al que llamamos ॼ y actúa de la siguiente manera: 

ॼ ෍ ఎ,௜ܥ
ఎᇱ,௞|ߟ, ۄ݅

௚ሺఎᇱሻ

௜ୀଵ

ൌ |߰ሺߟ, ݇ሻۄ 

 
  Para que esto se cumpla, el operador ॼ debe tener la siguiente forma: 

ॼ ൌ෍෍ܤఎ,௝௞ |߰ሺߟ, ݇ሻߟۃۄ, ݆|
௚ሺఎሻ

௝ୀଵ௞

 

 
Donde  los coeficientes ܤఎ,௝௞ cumplen  la siguiente regla de ortogonalidad con respecto a 

los co

෍ܤఎ,௜௞ ఎ,௜ܥ
ఎ,௞ᇱ ൌ ௞௞ᇱߜ

௚ሺఎሻ

௝ୀଵ

 

 

efiniendo a ॼ de ésta manera se puede mostrar que Զఎ|߰ሺߟ, ݇ሻۄ ൌ ∑ ఎ,௜ܥ
ఎ,௞|ߟ, ௚ሺఎሻۄ݅

௜ୀଵ  es 
un eig e ecuación: 

Զఎࣱॼ෍ ఎ,௜ܥ
ఎ,௞|ߟ, ۄ݅

௚ሺఎሻ

௜ୀଵ

ൌ ,ߟሺߝൣ ݇ሻ െ ఎ൧෍ܧ ఎ,௜ܥ
ఎ,௞|ߟ, ۄ݅

௚ሺఎሻ

௜ୀଵ

 

 
ntonces, en vista de  los resultados que hemos obtenido hasta el momento, se puede 

propo

࣢௘௙௙ሺߟሻ ൌ ࣢଴ ൅ Զఎࣱॼ 
 
hora debemos encontrar una expresión para ॼ que nos permita calcular directamente 

los va  

 para revisar esto, necesitamos definir dos operadores más, el primero de ellos se define 
como sigue: 

 

Y
 

 
 

eficientes ܥఎ,௜
ఎ,௞: 

D
en‐vector de Զఎࣱॼ, es decir, que se cumple la siguient
 

E
ner una forma preliminar para el hamiltoniano efectivo: 
 

A
lores propios de nuestro hamiltoniano. Con éste fin comenzamos el siguiente desarrollo. 

Tenemos que: 
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ൣ࣢ െ ,ߟఎॴ൧ห߰ሺܧ ݇ሻۄ ൌ ,ߟሺߝൣ ݇ሻ െ ,ߟఎ൧|߰ሺܧ ݇ሻۄ 
 
hora, aplicando el proyector tenemos: 

Զఎൣ࣢ െ ,ߟఎॴ൧|߰ሺܧ ݇ሻۄ ൌ ,ߟሺߝൣ ݅ሻ െ ఎ൧෍ܧ ఎ,௜ܥ
ఎ,௞|ߟ, ۄ݅

௚ሺఎሻ

௜ୀଵ

 

 
esarrollando el lado derecho de la ecuación anterior: 

,ߟሺߝൣ ݇ሻ െ ఎ൧෍ܧ ఎ,௜ܥ
ఎ,௞|ߟ, ۄ݅ ൌ

௚ሺఎሻ

௜ୀଵ

Զఎࣱॼ෍ ఎ,௜ܥ
ఎ,௞|ߟ, ۄ݅ ൌ

௚ሺఎሻ

௜ୀଵ

Զఎࣱ|߰ሺߟ, ݇ሻۄ 

Aplicando el operador ॼ a la expresión anterior: 

ॼԶఎࣱ|߰ሺߟ, ݇ሻۄ ൌ ,ߟሺߝൣ ݇ሻ െ ఎ൧ॼ෍ܧ ఎ,௜ܥ
ఎ,௞|ߟ, ۄ݅

௚ሺఎሻ

௜ୀଵ

ൌ ,ߟሺߝൣ ݇ሻ െ ,ߟఎ൧|߰ሺܧ ݇ሻۄ  … ሺ3.1.1ሻ 

Por otra parte, veamos que se obtiene cuando calculamos ॼԶఎ, tenemos entonces qué: 

ॼԶఎ ൌ෍෍ܤఎ,௝௞ |߰ሺߟ, ݇ሻߟۃۄ, ݆|
௚ሺఎሻ

௝ୀଵ௞

෍|ߟ, ,ߟۃۄ݅ ݅|
௚ሺఎሻ

௜ୀଵ

 

ൌ෍෍ ෍ܤఎ,௝௞ |߰ሺߟ, ݇ሻߟۃۄ, ,ߟ|݆ ,ߟۃۄ݅ ݅|
௚ሺఎሻ

௜ୀଵ

௚ሺఎሻ

௝ୀଵ௞

ൌ෍෍ ෍ܤఎ,௝௞ |߰ሺߟ, ݇ሻߟۃۄ, ௜,௝ߜ|݅

௚ሺఎሻ

௜ୀଵ

௚ሺఎሻ

௝ୀଵ௞

 

ॼԶఎ ൌ෍෍ܤఎ,௝௞ |߰ሺߟ, ݇ሻߟۃۄ, ݆|
௚ሺఎሻ

௝ୀଵ௞

ൌ ॼ 

  

ॼԶఎ ൌ ॼ
ሺ3.1.1ሻ

ॼࣱ|߰ሺߟ, ݇ሻۄ ൌ ߝൣ ,ߟ ݇ሻ െ ,ߟఎ൧|߰ሺܧ ݇ሻۄ 

ॼࣱ
െ ఎॴ൧ܧ

A
 

D
 

Entonces,  tomando  en  cuenta  el  resultado    ,  y  aplicándola  a  la  ecuación 
 llegamos a que se cumple la siguiente ecuación de valores propios: 

ሺ

Concluyendo  que  aplicar  el  operador    a  la  función  de  onda  equivale  a  aplicar  el 
operador de energía  ൣ࣢  sobre la misma función de onda, es decir: 
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ॼࣱ|߰ሺߟ, ݇ሻۄ ൌ ൣ࣢ െ ,ߟఎॴ൧|߰ሺܧ ݇ሻۄ 

֜ ൣ࣢ െ ఎॴܧ െ ॼࣱ൧|߰ሺߟ, ݇ሻۄ ൌ 0 

Aplicando el operador ∑ ఎ,௝௞ܤ ,ߟۃ ݆|௚ሺఎሻ
௝ୀଵ  por  la derecha a  la ecuación anterior obtenemos 

que: 

ൣ࣢ െ ఎॴܧ െ ॼࣱ൧෍ ఎ,௝௞ܤ
௚ሺఎሻ

௝ୀଵ

ሺߟ, ݇ሻۄ ,ߟۃ ݆| ൌ 0 

Ahora bien, considerando una suma sobre los estados etiquetados por ݇ tenemos: 

ൣ࣢ െ ఎॴܧ െ ॼࣱ൧෍ ෍ܤఎ,௝௞
௚ሺఎሻ

௝ୀଵ

|߰ ,ߟ ݇ሻۄ ,ߟۃ ݆|
௚ሺఎሻ

௞ୀଵ

ൌ 0 

Considerando nuestra definición inicial para el operador ॼ llegamos a qué: 

ൣ࣢ െ ఎॴܧ െ ॼࣱ൧ॼ ൌ 0 

֜ ൣ࣢଴ ൅ࣱ െ ఎॴܧ െ ॼࣱ൧ॼ ൌ 0 

֜ ሾࣱ െॼࣱሿॼ ൌ ఎॴܧൣ െ࣢଴൧ॼ 

ఎॼ ൅ Զఎॼ ൌ ॼ  y  sustituyendo  esto  en  el  lado 
derecho de la ecuación anterior llegamos a: 

ሾࣱ െ ॼࣱሿॼ ൌ ఎॴܧൣ െ࣢଴൧ൣԷఎॼ ൅ Զఎॼ൧ 

ఎॴܧൣ  െ࣢଴൧Զఎॼ ൌ 0, entonces  la expresión anterior puede 
llevarse a la siguiente forma: 

Էఎॼ ൌ ఎܧൣ ଴൧
ିଵሾࣱ െ ॼࣱሿॼ 

Tomando en cuenta que ԷఎԷఎ ൌ Էఎ entonces: 

Էఎॼ ൌ Էఎൣܧఎॴ െ࣢଴൧
ିଵሾࣱ െ ॼࣱሿॼ 

Ahor o Էఎ  por  1 െ Զఎ  en  el  lado  izquierdo  y  tomando  en  cuenta  que 
Զఎॼ ൌ Զఎ obtenemos: 

ॼ ൌ Զఎ ൅ Էఎൣܧఎॴ െ࣢଴൧
ିଵሾࣱ െ ॼࣱሿॼ 

|߰

ሺ

Usando  el  hecho  de  que  se  cumple Է

Si tomamos en cuenta que

ॴ െ࣢

a,  sustituyend
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Encontramos  entonces  una  manera  de  expresar  al  operador    en  términos  de  los 
operadores Զ  y Է . De hecho, el operador  también puede escribirse como una serie en 
potencias del parámetro ߣ de la siguiente forma: 

ॼ
ఎ ఎ ॼ 

ॼ ൌ෍ߣ௜ॼ௜

ஶ

௜ୀଵ

 

࣢ଵߣ

ॼ௜ ൌ Էఎൣܧఎॴ െ࣢଴൧
ିଵ ቐ࣢ଵॼ௜ିଵ െ෍ॼ௜ି௝ିଵ࣢ଵॼ௝

௜ିଵ

௝ୀ

ቑ 

଴ ൌ Զఎ ൌ 1,2,3…

࣢௘௙௙ ൌ ࣢଴ ൅ ԶఎࣱԶఎ ൅ ԶఎࣱԷఎൣEఎॴ െ ԯ଴൧
ିଵࣱԶఎ 

࣢௘௙௙

௘௙௙

En  consecuencia,  se  puede  deducir  una  relación  de  recurrencia  en  términos  de  la 
perturbación ࣱ ൌ  para los términos ॼ௜ dentro de la serie: 

଴

Donde: ॼ  e  ݅  

Así, tomando correcciones hasta segundo orden en ߣ podemos reescribir nuestro 
hamiltoniano efectivo como sigue: 

En esta construcción  se puede apreciar que el hamiltoniano efectivo actúa  solamente 
sobre  el  subespacio que  contiene  los  estados  que nos  interesan,  sin embargo  considera  la 
interacción de estos estados con el resto de los estados existentes dentro de las correcciones 
a segundo orden. 

 
El  valor  de  los  parámetros  que  contienen  la  información  física  del  sistema  en   

puede  ser  calculado  ya  sea  teóricamente,  resolviendo  las  integrales  que  provienen  de  la 
expresión para ࣢ , ó experimentalmente mediante el análisis del espectro energético que 
presenta el sistema. 

 
Sin  embargo,  aún  implementando  un  código  computacional,  los  valores  de  los 

parámetros que resultan de ajustar para el hamiltoniano efectivo no son únicos, sus valores 
dependen de varios factores como pueden ser: 

 
‐ La precisión de los datos iniciales usados en el. 
‐ Tener suficientes datos experimentales. 
‐ La dimensionalidad del bloque matricial por diagonalizar. 
‐ Que el modelo considere las interacciones que describan mejor la dinámica del                            

sistema. 
‐ La elección de los parámetros que se mantienen fijos al momento de ajustar la 

información experimental. 
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• Introducción del hamiltoniano a resolver. 
 
Ahora bien, presentamos el hamiltoniano particular que nos  interesa  resolver en éste 

trabajo de tesis, de entrada éste ya se presenta en su forma efectiva. 
 

De manera  general  podemos  escribir  al  hamiltoniano  que  representa  a  un  átomo  en 
presencia de un campo magnético de la manera siguiente: 

 

࣢௘௙௙ ൌ ࣢଴ ൅࣢ௌை
ሺଵሻ ൅ ࣢ௌை

ሺଶሻ ൅ ࣢௭
ሺଵሻ ሺ3.1.2ሻ

࣢ௌை
ሺଵሻ ࣢ௌை

ሺଶሻ

௓ܪ
ሺ3.1.2ሻ

௓

࣢ௌை ب ࣢௓ ௌை

௓

଴

଴

          …  
 
El hamiltoniano anterior presenta  la suma de varios términos y constituye en sí mismo 

una expresión general para calcular la energía de un sistema atómico sujeto a la presencia de 
un campo magnético despreciando  los efectos del espín nuclear. Cada uno de  los  términos 
mostrados en la ecuación ሺ3.1.2ሻ contribuye de manera distinta a incrementar la energía total 
actuando cada uno de ellos sobre una parte específica del mismo de acuerdo a la naturaleza 

de  su origen. Los  términos   y   contienen  las correcciones debidas a  la  interacción 
espín‐órbita a primero y segundo orden respectivamente. A su vez, cada uno de los términos 
que aparecen en ሺ3.1.2ሻ engloban una determinada cantidad de subtérminos, los cuales serán 
mostrados  y  analizados  cuando  tratemos  a  cada  uno  de  ellos  por  separado,  existen,  por 
ejemplo  términos  dentro  de    (conocido  como  “hamiltoniano  Zeeman”)  asociados  a  la 
contribución  diamagnética  que  no  se  muestran  explícitamente  en    pero  que  se 
considerarán cuando estudiemos más detalladamente a ܪ .  

 
Pero ¿Cuál es el criterio que usamos para descartar los términos no deseados?, simple, 

lo  que  nos  interesa  es  observar  con  claridad  la  estructura  fina  atómica  así  como  el 
desdoblamiento Zeeman en los niveles de energía, los términos que consideramos dentro de 
nuestro  hamiltoniano  son  ni más  ni menos  que  aquellos  que  contribuyen  de manera más 
significativa al desdoblamiento de la estructura fina y al desdoblamiento Zeeman. Puesto que 

 se ha desarrollado solamente ࣢  a segundo orden, asumiendo que la corrección 
a segundo orden de ࣢  es en comparación muy pequeña y por tanto despreciable. Por otra 
parte, descartamos  aquellos  términos  relacionados  con  las  interacciones más débiles,  tales 
como las que involucran al espín nuclear que dan origen a la estructura hiperfina. 

 
 
III.2 HAMILTONIANO ELECTRÓSTÁTICO. 
 
 
  El primer término que aparece en  la suma ሺ3.1.2ሻse denota como ܪ , y corresponde 

nada mas  y  nada menos  que  a  la  contribución  debida  a  las  interacciones  electrónicas  que 
ocurren dentro de nuestro sistema atómico, en otras palabras ܪ  es el hamiltoniano típico no 
perturbado  para  el  caso  atómico,  el  cual,  considerando  el  caso  que  corresponde  al más 
general, es decir, el caso de un átomo multielectrónico, puede verse como: 
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଴ܪ ൌ ௘ܭ ൅ ௡ܸ௘ ൅ ௘ܸ௘ 

௘

௡௘

௘ܸ௘

ܾ݉݋݈ݑ݋ܥ ݁݀ ݋݊ܽ݅݊݋ݐ݈݅݉ܽܪ

௘ܭ ൌ െ෍
԰ଶ׏ଶ

2݉௜

 
 El primero de los tres términos que podemos escribir como ܭ   engloba la contribución 

energética debida a    la energía cinética de  los electrones orbitando alrededor del núcleo, el 
segundo término ܸ  se refiere al potencial eléctrico atractivo entre los electrones y el núcleo 
atómico  y  el  tercer  término  que  hemos  denotado  como    hace  referencia  al  potencial 
eléctrico  repulsivo  entre  los electrones  (en el  caso de  átomos hidrogenoides, éste  término 
simplemente no existe). No está de más  recalcar que se considera al núcleo como una sola 
partícula  con  una  cierta  carga  positiva  neta  cuya  intensidad  depende  de  la  cantidad  de 
protones  que  lo  conforman.  A  este  hamiltoniano  también  se  le  conoce  como  el 

. 
 
Vayamos un poco más a fondo y hagamos un breve análisis sobre  la forma explícita de 

cada uno de los subtérminos que conforman al hamiltoniano electrónico, así tenemos, en un 
escenario tridimensional: 

 

௜

 

݅

௡ܸ௘ ൌ െ෍
ܼ݁ଶ

|௜ݎ|଴߳ߨ4

 
Como  ya  mencionamos  anteriormente,  éste  es  el  término  del  hamiltoniano  que 

contiene  la contribución energética conferida por  la energía cinética de  las partículas que  lo 
conforman, en este caso,  los electrones, puesto que consideramos al núcleo  (que es mucho 
más masivo que  los electrones) como  situado en una posición  fija no hay contribución a  la 
energía  cinética  por  parte  del mismo.  El  valor máximo  del  subíndice    corresponde  a  la 
cantidad de electrones que conforman nuestro sistema. 

 
Todos  los  términos que  tratemos de ahora adelante quedan englobados dentro de  la 

parte del hamiltoniano correspondiente a la energía potencial del sistema. El primero de ellos 
en la lista es el siguiente:  

 

௜

 

௜

௘ܸ௘ ൌ ෍෍
݁ଶ

௜ݎ଴ห߳ߨ4 െ ௝หݎ

 
El cual es básicamente el potencial colombiano entre el núcleo y  los electrones, ݎ   se 

refiere al vector de posición de  cada electrón  con  respecto al núcleo  sobre el  cual  se  sitúa 
nuestro origen.  

 
Finalmente,  el  último  subtérmino  que  consideramos  dentro  de  nuestro  hamiltoniano 

electrónico, es el que sigue: 
 

௝ஷ௜௜
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El cual se refiere a la interacción coulombiana que existe entre un electrón del sistema y 

todos y cada uno de los electrones restantes. 
 
 
III.3 CORRECCIONES RELATIVISTAS, INTERACCIÓN ESPÍN‐ÓRBITA. 
 
El  término   es el que contiene  la contribución a  la energía del sistema debida a  la 

interacción espín‐órbita electrónica ܮത ҧ.  
ௌைܪ

· ܵ

݈ ത

ݏ ܵ ഥ

݈ ݏ ܬ

 
Debido  a  la  interacción  entre  los  momentos  angulares  involucrados  en  la  rotación 

electrónica alrededor del núcleo atómico debe añadirse una corrección al hamiltoniano global 
del sistema que hasta el momento toma solo en cuenta la energía relacionada con la cinética 
electrónica y  las  interacciones  coulombianas de atracción y  repulsión que existen entre  los 
componentes del sistema atómico (repulsión para la interacción electrón‐electrón y atracción 
para la interacción electrón‐núcleo). 

 
Dentro de un sistema atómico existen varias cantidades vectoriales relacionadas con los 

momentos angulares del sistema que deben tomarse en cuenta si se quiere realizar un cálculo 
aceptablemente  acertado  sobre  las  energías  que  presenta  el  espectro  electrónico  de 
transiciones atómicas, puesto que nuestro propósito general es realizar predicciones  lo más 
acertadas  posible  sobre  el  espectro  de  resonancia  magnética  de  algún  átomo  dado,  las 
interacciones  entre  estos momentos  angulares  no  pueden  dejarse  de  lado  para  este  fin, 
puesto  que  la  intensidad  de  las mismas  se  refleja  en  un  desplazamiento  en  los  niveles  de 
energía ó en desdoblamiento de los mismos en una escala que para nuestros fines no puede 
ignorarse  puesto  que  es  del  orden  de  magnitud  de  la  estructura  fina  que  nos  interesa 
estudiar.  

 
Los momentos angulares del sistema que trataremos en ésta ocasión son los siguientes: 
 
  ҧ relacionado con el momento angular orbital de cada electrón del sistema y ܮ para el 

momento angular orbital electrónico total. 
 
  ҧ  relacionado  con  el  espín  de  cada  electrón  y  para  la  suma  de  los  espines 

electrónicos de cada electrón que conforma al sistema. 
 
Repasando un poco, estos dos momentos angulares de naturalezas distintas que posee 

el  electrón  se  acoplan  para  dar  como  resultado  a  una  nueva  cantidad  denominada  como 
momento angular total electrónico,  la cual se denota con  la  letra ଔҧ cuando nos referimos al 
acoplamiento de  los  vectores  ҧ  y  ҧ de  cada  electrón de manera  individual ó  con  ҧ  cuando 
hablamos del acoplamiento entre los momentos angulares totales del sistema ܮത y ܵҧ, no sobra 
mencionar  que  el  acoplamiento  entre  estos momentos  angulares  se  da  como  una  suma 
vectorial. Entonces  los valores que puede alcanzar el número cuántico asociado al momento 
angular total del sistema están dados por:  
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ܬ ൌ   ܮ| െ ܵ , ܮ| െ ܵ| ൅ 1,… , ܮ ൅ ܵ  

തܮ · ܵ

തܮ ܵ

൤െ
԰
ߤ2

|
 
Entonces pues, como planteamos  inicialmente, es necesario añadir una corrección a  la 

energía  debida  a  la  interacción  ҧ  la  cual  corresponde  a  la más  importante  corrección 
relativista al hamiltoniano del sistema en el sentido de que aporta  la mayor corrección a  la 
energía.  La  adición  de  éste  término  explica  el  acentuado  desdoblamiento  de  las  líneas 
espectrales  que  conforman  la  estructura  fina  atómica,  un  fenómeno  observado 
experimentalmente  con mucha  anterioridad para  los  casos en  los que  tanto   como  ҧ  son 
distintos de cero. 

 
Muy  bien,  planteada  ya  la  necesidad  de  incluir  para  nuestros  fines  la  corrección 

energética debida a esta  interacción, adentrémonos de manera mas  formal en  la derivación 
de  la forma explícita del término que debe ser agregado al hamiltoniano que tenemos como 
base. 

 
  El  siguiente  desarrollo  lo  llevaremos  a  cabo  para  el  caso  de  un  solo  electrón,  pero 

debemos tener presente que puede expandirse al caso multielelectrónico de manera simple 
mediante el principio de superposición. Si abordamos entonces el problema del movimiento 
de un electrón bajo la acción de una fuerza central y tomando en cuenta efectos de espín. La 
ecuación de Schrödinger del sistema puede escribirse como: 

 

ଶ׏ ൅ ܸሺݎሻ ൅ܹሺݎሻܮ · ൨ߪ ൬߰ଵ߰ଶ
൰ ൌ ܧ ൬߰ଵ߰ଶ

  … ሺ3.3.1ሻ 

ܹሺݎሻܮ · ߪ

ሺ3.3.1ሻ

൰

 
Donde  podemos  tratar  al  término  de  interacción    espín‐orbita    como  una 

pequeña  perturbación.  Si  quisiéramos  realizar  un  cálculo  extremadamente  preciso  del 
desplazamiento de los niveles de energía tomando en cuenta los efectos del espín electrónico, 
la  ecuación    resultaría  insuficiente,  puesto  que  aún  deben  agregarse  correcciones 

relativistas  al  operador  de  energía  cinética  2

2 ∇− μ
h ,  así  como  especificar  la  interacción 

espín órbita correspondiente, sin   embargo  la ecuación ሺ3.3.1ሻ   resulta muy  ilustrativa como 
una  guía  para  comprender  el  rol  que  juega  el  espín  electrónico  en  los  sistemas 
monoelectrónicos, que abarcan no solo el caso de los átomos hidrogenoides, sino también los 
casos  de  los  átomos  alcalinos,  cuya  configuración  electrónica  tiene  un  solo  electrón  de 
valencia mientras que el resto de los electrones que se encuentran en capas cerradas actúan 
solamente como apantallamiento para el potencial coulombiano del núcleo.  

 
Siguiendo  los  lineamientos  de  la  teoría  de  perturbaciones,  podemos  expresar  el 

hamiltoniano de la ecuación ሺ3.3.1ሻ de la siguiente forma: 

࣢ ൌ ࣢଴ ൅ܹሺݎሻ݈ ҧ ·  ҧݏ
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Donde ࣢  es el hamiltoniano no perturbado para el caso de fuerzas centrales, del cual 
ya conocemos sus funciones propias. Sabemos además que  las funciones propias de ࣢  son 
también eigen‐estados de  los operadores   y  , ya que ambos operadores conmutan con 

 como también  lo hacen  los operadores ܵ  y ܵ  puesto que ࣢  no contiene variables de 
carácter espinorial. Entonces se sugiere  la existencia de funciones propias de  los operadores 
de espín que también lo sean de ࣢ . 

଴

଴
෠௭ܮ ෠ଶܮ

࣢଴ መ௭ መଶ ଴

଴

଴ܪ∆ ൌ െߤҧ · തܤ  

തܤ
ത

തܤ ൌ െ
ҧݒ ൈ തܧ
ܿଶ

 
Tenemos entonces que  la energía de  la  interacción entre una partícula  con un  cierto 

momento magnético ߤ y un campo magnético externo aplicado está dada por: 
 

 
Como  ya  habíamos  advertido,  el  campo    en  la  ecuación  anterior  tiene  un  origen 

completamente relativista. El campo ܤ aparece puesto que tanto el electrón como el núcleo 
son partículas cargadas en movimiento relativo entre sí. En un análisis estricto del sistema se 
debe  aplicar  la  teoría  de  relatividad  general  puesto  que  estamos  lidiando  con  partículas 
aceleradas,  sin embargo  ignorando momentáneamente que el electrón  se encuentra en un 
marco  de  referencia  no  inercial,  es  decir,  de  acuerdo  con  la  relatividad  especial,  podemos 
expresar al campo de la siguiente manera: 

 

 

 ܧ

ҧ௘ ൌ ݉௘ݒ

തܤ ൌ
ҧݎ ൈ ҧ௘݌
݉௘ܿଶ

 
Donde ݒ es la velocidad de giro del electrón y ܧ es el campo eléctrico en presencia del 

cual  se  desplaza.    Sabemos  que  el  campo  eléctrico  es  un  campo  radial  que  idealizamos 
como originado por una carga puntual, y por otra parte, que clásicamente el momento del 
electrón está dado por ݌ ҧ, de esta forma obtenemos que: 

ቤ
തതܧ

ݎ

 

ቤ 

െܸ׏

ܧ ൌ
߲ܸ
ݎ߲

 
Puesto  que  el  campo  eléctrico  que  se  presenta  es  un  campo  central,  es  decir  que 

solamente  depende  del  vector  de  posición  radial  y  que  por  lo  tanto  es  esféricamente 
simétrico, podemos expresar al campo eléctrico como el gradiente de un potencial ܧ ൌ : 

ൌ
1
݁
߲ܷሺݎሻ
ݎ߲

 

 

ܤ ൌ
ҧݎ ൈ ҧ௘݌
݉௘ܿଶ݁ݎ

 
De  tal  forma  que  nuestra  expresión  para  el  campo  magnético  puede  verse  de  la 

siguiente forma: 
 

߲ܷሺݎሻ
ݎ߲    … ሺ3.3.2ሻ 
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Ahora bien, si tomamos en cuenta que el producto vectorial entre el momento lineal y el 
vector de posición nos da como resultado el momento angular ݈ ҧ de la partícula, tenemos que: 

തܤ ൌ
1

݉௘ܿଶ݁ݎ
߲ܷሺݎሻ
ݎ߲ ݈ ҧ 

തܤ

ҧߤ ൌ െ
݃௦ߤ஻ݏҧ
԰

 
Es importante notar que la expresión anterior hace evidente que ݈ ҧ y el campo magnético 

 son paralelos. Por otra parte, el momento magnético del electrón está dado por: 
 

  … ሺ3.3.3ሻ 

௦

௦ ൎ 2 ஻

ሺ3.3.2ሻ
ሺ3.3.3ሻ

െߤҧ · തܤ ൌ
஻ߤ2

԰݉௘݁ܿଶ

 
Donde ݏҧ es el vector de momento angular de espín del electrón, ݃  el factor ݃ de espín 

del mismo, que por ahora podemos considerar como ݃ , y ߤ  corresponde al magnetón 
de Bohr. Esta expresión hace explícito que los vectores de momento angular magnético ߤҧ y de 
espín ݏҧ son antiparalelos. 

 
De  tal  forma  que  combinando  la  información  obtenida  en  las  ecuaciones    y 
,  tenemos que  la energía de  la  interacción entre el momento angular magnético del 

sistema y el campo magnético relativista, queda determinada por: 

1
ݎ
߲ܷሺݎሻ
ݎ߲

 

݈ ҧ · ҧݏ   … ሺ3.3.4ሻ 

ݏܽ݉݋݄ܶ ݁݀ 

1
2ൗ

െߤҧ · തܤ ൌ
஻ߤ

԰݉௘݁ܿଶ

 
Hasta el momento hemos estado  tratando el problema desde un marco de  referencia 

inercial, sin embargo sabemos que éste se encuentra acelerado, entonces de acuerdo con  la 
teoría de  la  relatividad  general debemos  introducir una  corrección más.  Esta  corrección  se 
origina a partir de un efecto conocido como ݅ݏ݁ܿ݁ݎ݌ó݊  , la cual en esencia es una 
corrección al movimiento de un giroscopio moviéndose dentro de un marco de referencia no 
inercial y se debe a que el transporte paralelo de un vector dentro de una trayectoria circular 
en el espacio de velocidades relativista (que es hiperbólico) ocasiona que este vector cambie 
la  dirección  en  la  que  apunta.  Debido  a  este  efecto  se  introduce  un  factor  de    en  la 
expresión ሺ3.3.4ሻ, y queda como: 

1
ݎ
߲ܷሺݎሻ
ݎ߲

 
  

݈ ҧ · ഥ ݏ   … ሺ3.3.5ሻ 

ሻݎ

ܹሺݎሻ ൌ
஻ߤ

԰݉௘݁ܿଶ

 
Muy  bien,  ha  quedado  establecida  una  expresión  que  nos  cuantifica  el  cambio  en  la 

energía debido a la interacción espín‐órbita en función de dos operadores vectoriales  መ݈ y ̂ݏ, así 
encontramos la forma explícita del coeficiente ܹሺ , la cual está dada por: 

 
1
ݎ
߲ܷሺݎሻ
ݎ߲  
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Ahora bien, el desarrollo que  llevamos  a  cabo  anteriormente nos da una muy buena 

idea  de  qué  es  lo  que  está  sucediendo,    para  poder  darnos  una  idea mas  precisa  de  la 
magnitud de este desdoblamiento en  la energía  siguiendo  los  lineamientos de  la mecánica 
cuántica, debemos evaluar  los efectos en  las funciones de onda de un sistema electrónico al 
calcular  el  valor  esperado  del  producto  escalar  de  los  operadores    y  ,  con  éste  fin 
realizamos el siguiente desarrollo.  

ܮ ܵ

߰ሺ ,ߠ ߮ሻ ൌ ܴ௡,௟ሺݎሻ ௟ܻ
௠ሺߠ, ߮ሻ 

ܴ௡,௟ሺݎሻ ܻ௠ሺ߮ߠሻ

2ሺ2݈ ൅ 1ሻ
· ܵ

෠ܮ መܵ ࣢෡
ଶ

,෡ܪ ,෠ଶܮ መܵଶ, መ௭ܬ ݕ መଶܬ

,෠ଶܮ መܵଶ, መଶܬ መ௭ܬ  ෠ܮ · መܵ ൌ ଵ

 
Los eigen‐vectores de   (el hamiltoniano conocido) se pueden expresar como: 0H

,ݎ
 

 
Donde    corresponde  a  la  función de onda  radial  y    son  los  armónicos 

esféricos. Sabemos que la parte radial, asociada al número cuántico   tiene una degeneración 
de  ,  entonces  si  quisiéramos  calcular  las  energías  propias  del  sistema  completo 
usando  la expresión explícita del producto escalar  തܮ  ҧ y además considerando  la presencia 
de  más  electrones,  tendríamos  que  diagonalizar  la  sub‐matriz  hamiltonianana  de  la 
perturbación  con  respecto  a  estos  estados  degenerados.  Este  proceso  puede  simplificarse 
significativamente  si  notamos  que  aunque  los  operadores    y    no  conmutan  con    el 
operador ܬመ  si lo hace, de tal forma que los operadores que describen la dinámica del sistema 
son    y  con  esta  elección  de  operadores  nos  ahorramos  el  tener  que 
diagonalizar la matriz de la perturbación, ya que ésta ya es diagonal con respecto a los nuevos 
estados. 

௟
n

 
Ya  que  por  el momento  nuestro  fin  es  solamente  evaluar  el  caso  del  cambio  en  la 

energía a primer orden, no es necesario conocer la forma explícita de las funciones propias de 

  y  ,  nos  basta  con  aplicar  la  identidad 
ଶ
ሺܬመଶ െ ෠ଶܮ െ መܵଶሻ

ௌைܧ
ሺଵሻ ൌ

1
԰

.  Regresando  a 

nuestro desarrollo con un solo electrón, tenemos entonces que la corrección a la energía está 
dada por: 

ർܧே
ሺ଴ሻ, ݈ 

1
2  ݆ ݉ฬܷ

ሺݎሻሺଔଶ̂ െ መ݈ଶ െ ேܧଶሻฬݏ̂
ሺ଴ሻ, ݈ 

1
2

 

 ݆ ݉඀

ൌ ሾ݆ሺ݆ ൅ 1ሻ െ ݈ሺ݈ ൅ 1ሻ െ ݏሺݏ ൅ 1ሻሿ԰නหܴ௡,௟ሺݎሻห
ଶܹሺݎሻ݀ݎ 

ܵ

ܧ∆ ൌ ൜ ݈԰
െሺ݈ ൅ 1ሻ԰ൠ ሻหݎหܴ௡,௟ሺ׬

ଶܹሺݎሻݎଶ݀ݎ  
݆ ൌ ݈ ൅ ଵ

ଶ

 
Ó, que  al  calcular el  valor  esperado del operador propuesto  en  la expresión  anterior 

(más  adelante  calcularemos  con más detalle  los  elementos de matriz que  corresponden  al 
operador ܮ · ) puede escribirse de la forma: 

 

ܽݎܽ݌         
݆ ൌ ݈ െ ଵ

ଶ

       …  ሺ3.3.6ሻ
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La expresión anterior funciona para los casos en que ݈ ്  y se le conoce como “Regla 

del intervalo de Landé”, a partir de ella se puede calcular la magnitud de la brecha de energía 
entre  los  niveles  que  conforman  la  estructura  fina  atómica  ahora  solamente  se  necesita 
conocer la forma explícita del ܹሺ  en cuestión, la cual depende básicamente de la forma del 
potencial. 

0

ሻݎ

ܷሺݎሻ

ۄሻݎሺܹۃ ൌ
஻ߤ

԰݉௘݁ܿଶ

 
Si  consideramos  al  potencial    como  un  potencial  central,  más  aún,  si  lo 

consideramos un potencial colombiano, tenemos que: 

1
ݎ
ݑ߲
ݎ߲

 

 

Donde: ݑ ൌ െ
ܼ݁ଶ

଴ߝߨ4ݎ

 

 

ۄሻݎሺܹۃ ൌ
1

2݉௘
ଶܿଶ

De esta forma, sustituyendo el magnetón de Bohr, tenemos: 

ۃ
1
ଷݎ

 

 ۄ

෡௘௙௙ܪ ൌ ଴ॴܧ ൅
1

2݉௘
ଶܿଶ

 
 
De esta forma la expresión explícita del hamiltoniano efectivo de nuestro sistema es: 

ۃ
1
ଷݎ

 

ۄ തܮ · ܵҧ 

ܹሺݎሻ

ۄሻݎሺܹۃ ൌ
1
2

 
Si queremos darnos una  idea   mas precisa de  la magnitud del desdoblamiento de  los 

niveles de energía bajo la premisa del potencial colombiano, podemos calcular la magnitud de 
: 

ۃ
1
ଷݎ

ܼ݁ଶ

଴݉௘ߝߨ4
ଶܿଶ

 

 ۄ

ۃ
1
ଷݎ

 
Y tomando en cuenta que: 
 

ۄ ൌ
ܼଷ

݊ଷܽଷ 

ܽ ൌ
԰

௘ܿ݉ߙ

 
Donde  corresponde al  radio de Bohr para el átomo de hidrógeno, el cual está dado 

por: 
a
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Donde podemos identificar una constante adimensional: 

ߙ ൌ
݁ଶ

݄ܿ ؆
1
137

 

 

଴
ሺ௡ሻ ؆ ܸ݁

௟ାଵܧ∆ ଶൗ ௟ିଵܧ∆ି ଶൗ

଴ܧ
ሺ௡ሻ

 
A ߙ se  le conoce como  la “constante de estructura fina”. Es claro que el valor de ߙ es 

pequeño, y esto tiene como consecuencia directa que el desdoblamiento   de  los niveles que 
constituyen  la estructura fina sea también pequeño en comparación con  la separación entre 

los niveles de energía electrónicos, los cuales tienen una energía del orden de ܧ .  

ൎ
ሺܼߙሻଶ

݊

 

 

ߙ

ሺ3.1.2ሻ ࣢෡௓

 
La constante ߙ tiene un significado mucho más profundo del que le hemos dado en este 

contexto  específico.  Puesto  que  es  adimensional,  es  completamente  independiente  del 
sistema  de unidades  de  nuestra  elección,  es  decir,  tiene  un  significado  absoluto. Quizás  la 
característica  central  de    es  que  relaciona  tres  cantidades  que  se  consideran  como 
fundamentales e inherentes a la naturaleza: la velocidad de la luz ܿ, la constante de Planck ݄ y 
la carga eléctrica del electrón   .e

 
La  teoría  cuántica  de  campo  considera  que    no  es  más  que  la  magnitud  de  la 

interacción  entre  el  campo  electromagnético  y  las  partículas  cargadas,  dentro  de  este 
contexto, podría considerarse que ߙ mide la carga del electrón en términos de dos cantidades 
más fundamentales, ݄ y ܿ. 

e

 
Con  lo que hemos visto hasta ahora nos es  clara  la presencia de  líneas dobles en  los 

espectros  atómicos,  incluso  podemos  explicar  la  cercanía  entre  estas  puesto  que  como  ya 
vimos  la magnitud  que  caracteriza  a  este  desdoblamiento  es  pequeña  comparada  con  la 
separación  que  existe  entre  los  niveles  de  energía  electrónicos  cuando  se  desprecia  la 
interacción espin‐órbita. En otras palabras, ahora conocemos el origen de  la estructura  fina 
atómica. 

 
III.4 HAMILTONIANO ZEEMAN. 

 
Finalmente  tenemos  que  el  último  término  de  la  ecuación  ,  el  término  , 

también  llamado  hamiltoniano  Zeeman,  contiene  la  contribución  a  la  energía  debida  al 
desdoblamiento  en  los  niveles  de  energía  ocasionado  por  la  interacción  entre  los  ímpetus 
angulares del  sistema  con un  campo magnético externo.  La  forma explícita que  se  le dé al 
Hamiltoniano Zeeman  (que  también se presenta ya en su  representación efectiva) depende 
del  grado  de  exactitud  que  se  requiera  en  el  cálculo,  para  los  fines  que  perseguimos,  la 
siguiente resulta una forma adecuada de representarlo: 
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෡௓ܪ ൌ ஻൫݃ௌߤൣ መܵ ൅ ݃௅ܮ෠൯൧ · ෠ܤ െ
1
2߯ூܤ

ଶ െ ߯஺ܶሺଶሻሺܤത, തሻܤ · ܶሺଶሻሺܮത,  തሻܮ

஻ ൈ 10ିହܸ݁ܶିଵ ௅ ؆ 1
ௌ ൌ 2.00231930436220 ݃ í݊݌ݏ݁ ߯஺

߯ூ

é݀݊ܽܮ ݁݀ ݃

݃௃ ൌ ݃௅ ൅ ሺ݃ௌ െ ݃௅ሻ
ܬሺܬ ൅ 1ሻ െ ܮሺܮ ൅ 1ሻ ൅ ܵሺܵ ൅ 1ሻ

ܬሺܬ2 ൅ ሻ

 
Donde ߤ  es el magnetón de Bohr y es  igual a 5.7883817555 . ݃  y 

finalmente    ݃   (el  factor    de  ).  corresponde  a  la 
susceptibilidad  magnética  anisotrópica  mientras  que    corresponde  a  la  susceptibilidad 
magnética  isotrópica,  ambas  son  coeficientes  en  los  dos  términos  que  forman  lo  que  se 
conoce  como  la  interacción  diamagnética.  No  está  de  más  hacer  notar  que  el  factor 

 asociado al ímpetu angular total es: 
 

1  

1

 
Hemos despreciado la contribución nuclear y dejado los términos diamagnéticos. 
 
No debemos confundir la naturaleza del campo magnético aquí presentado respecto del 

que abordamos en el tratamiento de la interacción espín‐órbita. En este caso lidiamos con un 
campo  magnético  totalmente  externo  al  sistema  atómico,  un  campo  generado  en  el 
laboratorio por el experimentador, el cual tiene pleno control sobre el mismo, mientras que 
cuando argumentamos sobre la interacción espín‐órbita tratábamos con un campo magnético 
inherente al sistema.  

 
El origen del desdoblamiento Zeeman ya ha sido explicado cuando hablamos sobre  los 

fundamentos de  la espectroscopía por resonancia magnética, así que el desarrollo posterior 
se centrará en resolver el problema de encontrar los eigen‐valores del hamiltoniano ሺ3.1.2ሻ el 
cual ya hemos descrito término por término. Ahora, entendiendo el origen de cada uno de los 
términos  presentes,  estamos  listos  para  entrar  de  lleno  a  la  solución  del  problema,  sin 
embargo, aún no contamos con  todas  las herramientas  teóricas necesarias para éste  fin, al 
menos no con las que se necesitan para resolverlo con el enfoque que le queremos dar en la 
presente  tesis, para  lograr nuestro objetivo una herramienta  imprescindible, y de hecho, el 
núcleo teórico de éste trabajo es la teoría de tensores esféricos irreducibles. 

 
 
III.5  TENSORES ESFÉRICOS. 
 
Existen  cantidades  con  significado  físico,  tales  como  la  posición  de  un  cuerpo  en  el 

espacio,  la  velocidad  de  un  objeto,  su  momento,  etc.  a  las  cuales  se  pueden  describir 
enteramente  asociándoles  un  vector.  Desde  un  punto  de  vista  más  general,  un  vector 
corresponde a un  tensor de  rango  , y este queda determinado completamente dando  sus 
componentes  a  lo  largo  de  una  serie  de  ejes  ortogonales.  La  forma  que  toman  estas 
componentes depende del sistema de ejes coordenados que se elija para su descripción.  

 
  De manera general, un  tensor de  cualquier  rango queda  completamente definido  si 

conocemos la forma en que se transforman sus componentes al aplicarse una transformación 
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sobre ellas, de ésta manera tenemos que un tensor, por ejemplo, un tensor no simétrico de 
rango  2  representado  por  9  componentes  se  transforma  de  la  siguiente  forma  ante  una 
rotación de los ejes coordenados: 

 

௝ܶ
௜ ൌ ෍ܽ௜௞ ௝ܽ௟ ௟ܶ

௞

௞௟

  … ሺ3.5.1ሻ 

௡

2݇ ൅ 1

ݏܽܿ݅ݎé݂ݏ݁ ݏ݁ݐ݊݁݊݋݌݉݋ܿ

݇
௤
௞

ሺ௞ሻ

௤ܶ
௞ᇱ ൌ ∑ ௣ܶ

௞ܦ௣௤௞ ሺߛߚߙሻ௣ ሺ3.5.2ሻ

ሺߛߚߙሻ
௣ܶ
௞

ሺ௞ሻ

௤
௞ሺܣሻ

݇ ൌ 1

଴ܶ
ଵሺܣሻ ൌ ௭ܣ േଵ

ଵ ሺܣሻ ൌ ט ଵ
√ଶ

 
Por lo tanto para transformar las 3  componentes de un tensor de rango  n simplemente 

usamos la generalización de la ecuación anterior. 
 
En ésta tesis tratamos principalmente con operadores de momento angular a los cuales 

siempre  se  les  puede  asociar  un  tensor  irreducible.  Los  operadores  de momento  angular 
pertenecen  a  un  espacio  que  tiene  como  operaciones  de  simetría  al  grupo  de  todas  las 
rotaciones  incluyendo  sus  representaciones  reducibles e  irreducibles. Entonces, puesto que 
estaremos  tratando  con  operadores  que  resultan  invariantes  ante  rotaciones  resulta 
inconveniente  expresar  sus  componentes  en  términos  cartesianos,  existen  combinaciones 
lineales  de  las    componentes  cartesianas  de  un  tensor  que  se  transforman  de  una 
manera mucho más  simple ante  rotaciones, a estas  combinaciones  se  les  conoce  como  las 

 del tensor y es precisamente con ésta clase de componentes con las 
que trabajaremos de ahora en adelante.  

 
Entonces,  podemos  definir  a  un  tensor  esférico  de  rango    como  una  cantidad 

representada por  componentes ܶ  que se transforman ante una rotación de acuerdo a 
la representación irreducible del grupo de rotaciones ࣞ : 

12 +k

   
    …  

 
Donde    son  los  ángulos  de  Euler  que  llevan  a  los  antiguos  ejes  a  los  actuales 

después  de  la  rotación.  La  irreducibilidad  del  tensor    es  consecuencia  directa  de  la 
irreducibilidad de la representación del grupo de rotaciones ࣞ . 
 

De ahora en adelante designaremos siempre como ܶ  al tensor esférico irreducible 
asociado a ܣ. 

 
A  un  vector  le  corresponde  un  rango  ,  las  componentes  esféricas  de  su  tensor 

irreducible asociado quedan determinadas por las fórmulas siguientes: 

           ܶ ൫ܣ௫ േ …  ௬൯ܣ ሺ3.5.3ሻ
 

 

 
Por otra parte,  las  fórmulas para determinar  las  componentes esféricas del  tensor de 

rango 2 asociado a una matriz ܯ son: 
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଴ܶ
ଵሺܯሻ ൌ ௭௭ܯ േଵ

ଵ ሺܯሻ ൌ ט ଵ
√ଶ

            ܶ ൫ݕܯ௫௫ േ ௬൯ܯ

଴ܶ
ଶሺܯሻ ൌ െටଷ

ଶ

 

 

௭௭ܯ േଵ
ଶ ሺܯሻ ൌ േ൫ܯ௫௭ േ ௬௭൯ܯ

േܶଶ
ଶ ሺܯሻ ൌ െ

1
2

         ܶ  

൫ܯ௫௫ െ ௬௬ܯ േ  ௫௬൯ܯ2݅

௫௫ ൅ ௬௬ܯ ൅ ௭௭ܯ ൌ 0

݉ ൅ ݊ ܣ ܤ 9
௜ܤ௝

2 ௜ܤ௝

 
Donde ܯ . 
 
Según  la  teoría  simple  de  los  tensores  cartesianos,  al  realizar  el  producto  entre  dos 

tensores de  rango ݉ y ݊  respectivamente,  lo que obtenemos es un nuevo  tensor de  rango 
,  por  ejemplo,  al  realizar  el  producto  entre  dos  vectores    y  ,  obtenemos   

componentes ܣ   las cuales corresponden a  las componentes de un nuevo tensor de rango 
. El tensor ܣ  da origen a tres tensores irreducibles: 

൫ܣ௜ܤ௝ ൅ ௜൯ܣ௝ܤ െ
ଵ
ଷ
௜௝ߜ ଵ • ܤ

ଶ

 

ܣ ·

· ܤ

௤భ
௞భ

௤మ
௞మ

ଵ ଶ
ሺ2݇ଵ ൅ 1ሻሺ2݇ଶ ൅ 1ሻ

݇ଵ ൅ ݇ଶ, … , |݇ଵ െ ݇ଶ|

ொܶ
௄ሺ, ܵሻ ൌ ෍ ܴ௤భ

௞భܵ௤మ
௞మ

௞భ,௞మ

,ଵ݇ۦ ݇ଶ, ,ଵݍ ,ܭ|ଶݍ ܳۧ

ൌ ሺെ1ሻ௞భି௞మାொ√2ܭ ൅ 1

ܣ • ൈ  ܤ
ܣ •  

 
Generalizando éste proceso, si tenemos dos tensores  irreducibles en  la representación 

esférica ܴ  y ܵ ,   de rangos ݇  y ݇  respectivamente, al  formar sus productos tensoriales 
según  las  reglas  de  composición  de  momentos  angulares  tenemos   
productos, de esta manera a partir de éste par de tensores esféricos se pueden formar más 
tensores esféricos de rango ܭ ൌ . 

 
Esta representación es reducible, y su reducción da lugar a tensores irreducibles: 
 

෍ ൬݇ଵ ݇ଶ ܭ
ଵݍ ଶݍ െܳ൰

௤భ௤మ

ܴ௤భ
௞భܵ௤మ

௞మ   … ሺ3.5.4ሻ 

ଵݍ ൅ ଶݍ

, 6݆
3݆

6݆ 9݆

 
Donde siempre se cumple que ܳ ൌ . 
 
En adelante usaremos siempre  los símbolos 3݆  y 9݆ en  lugar de  los coeficientes de 

Clebsch‐Gordan,  puesto  que  siempre  se  puede  definir  a  los  símbolos    en  función  de  los 
coeficientes  de  Clebsch‐Gordan,  y  a  su  vez,  los  símbolos    y    se  pueden  expresar  en 
términos de los símbolos 3݆. 

 
El producto escalar entre dos  tensores del mismo  rango  suele definirse  comúnmente 

mediante la siguiente ecuación: 
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଴ܶ
଴ሺܴ, ܵሻ ൌ෍ሺെ1ሻ௞ି௤ܴ௤௞ܵି௤௞

௤

 

݇ 2݇ ൅ 1

௤ܶ
௞ᇱ ൌ ܦ ௤ܶ

௞ܦା ൌ෍ ௣ܶ
௞ܦ௣௤௞ ሺߛߚߙሻ

௣

 

ܦ
ሺ1 െ ఒሻܬߙ݅

ሺ1 െ ఒሻܬߙ݅ ௤ܶ
௞ሺ1 ൅ ఒሻܬߙ݅ ൌ෍ ௣ܶ

௞ࣞ௣௤
௞

௣

 

֜ ఒܬ ௤ܶ
௞ െ ௤ܶ

௞ܬఒ ൌ෍ ௣ܶ
௞

௣

ࣞ௣௤
௞    … ሺ3.5.5ሻ 

ఒ ௭ േ

,௭ܬൣ ௤ܶ
௞൧ ൌ ݍ ௤ܶ

௞ 
,േܬൣ ௤ܶ௞൧ ൌ ሾሺ݇ േ ݍ ൅ 1ሻሺ݇ ט ሻሿଵݍ ଶ⁄

௤ܶേଵ
௞ ሺ3.5.6ሻ

ܶ௄
ación 

er 
cartesianas ሾ3ሿ. 

 
La noción de tensores puede extenderse directamente a la mecánica cuántica mediante 

operadores  tensoriales.  Un  operador  tensorial  irreducible  de  rango    cuenta  con   
componentes y se  transforma de  la siguiente manera ante una rotación con respecto a    los 
ejes coordenados: 

 

 
Donde    representa  una  rotación  infinitesimal,  que,  podemos  representar  por  

. La expresión anterior aunada a la elección de nuestra rotación unitaria nos llevan 
a plantear las leyes de conmutación del momento angular total ܬ con las componentes de  

Tenemos entonces que: 
 

    
Si en ሺ3.5.2ሻ sustituimos ܬ  por ܬ  y ܬ  y usando sus elementos de matriz, obtenemos las 

siguientes reglas de conmutación: 
 

        …  
 
Estas  reglas  de  conmutación  del  tensor    con  las  componentes  del  operador  de 

momento  angular  ܬ ҧ  como  definen  al  tensor  esférico.  De  la  ecu ሺ3.5.6ሻ  se  pueden 
obtener  las  componentes  esféricas  de  cualqui tensor  ܶ௄  a  partir  de  sus  componentes 

 
‐ Teorema de Wigner‐Eckart y elementos de matriz. 

 
El teorema de Wigner‐Eckart expone la propiedad más notable de los tensores esféricos. 

Resulta de gran ayuda si deseamos conocer los elementos de matriz de un operador tensorial 
con respecto a las funciones de estado de un sistema dinámico. En los sistemas en los que se 
conserva el momento angular total ܬ los elementos de matriz de un operador tensorial tienen 
una dependencia geométrica simple en  los números cuánticos magnéticos, de tal forma que 
podemos factorizar esta dependencia.  
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Sea  entonces    un  operador  tensorial  de  rango    al  cual  le  podemos  asociar  el 
siguiente elemento de matriz en la base acoplada | : 

௤ܶ
௞ ݇

ۄܯ,ܬ

ൻߙ, หܯ,ܬ ௤ܶ
௞หߙᇱ,  ᇱൿܯ,ᇱܬ

௤
௞|ߙԢܬԢܯԢۄ ሺ௞ሻ ൈ ࣞሺ௃ᇱሻ

, ܳሻ

ۄܳܭߛ| ൌ෍ܬ|ܳܭۦԢ݇ܯԢۧݍ ௤ܶ
௞|ߙԢܬԢܯԢۄ

௤ெᇱ

 

|ܯܬߙ

ൻܯܬߙห ௤ܶ
௞หߙᇱ, ᇱൿܯ,ᇱܬ ൌ෍ܬ|ܳܭۦۧܳܭߛ|ܯܬߙۦԢ݇ԢܯԢۧݍ

௄ொ

 

െ ݊ܽ݀ݎ݋ܩ
௃௄ ߜ ݕெொ

ൻܯܬߙห ௤ܶ
௞หߙᇱ, ᇱൿܯ,ᇱܬ ൌ  ۧݍԢܯԢ݇Ԣܬ|ܯܬۦۧܯܬߛ|ܯܬߙۦ

ݎܹ݁݊݃݅ െ ݐݎܽ݇ܿܧ
ۧܯܬߛ|ܯܬߙ

௤
௞

,௭ܬሼ ݏ݁ݎ݋݀ܽݎ݁݌݋ ݏ݋݈ ݎ݋݌ ܽ݀ܽݐ݋݊݁݀ ݎá݊݀ܽݐݏ݁ ó݊݅ܿܽݐ݊݁ݏ݁ݎ݌݁ݎ ܽ݊ݑ ݊ܧ  ݏ݁ݎ݋ݐܿ݁ݒ ݏ݋ݕݑܿ ଶሽܬ
,ߙห ݁ݏܾܽ ݈ܽ ݎ݋݌ ݏ݋݀ܽݐ݋݊݁݀ á݊ݐݏ݁ ݏ݋݅݌݋ݎ݌ ,ۄܯ,ܬ ,ߙൻ ݖ݅ݎݐܽ݉ ݁݀ ݏ݋ݐ݈݊݁݉݁݁ ݏ݋݈ หܯ,ܬ ௤ܶ

௞หߙᇱ, ,ᇱܬ  ᇱൿܯ
  ݏ݈݁ܽݑ݃݅ ݊݋ݏ ݇ ݋݃݊ܽݎ ݁݀ ݈ܾ݁݅ܿݑ݀݁ݎݎ݅ ݈ܽ݅ݎ݋ݏ݊݁ݐ ݎ݋݀ܽݎ݁݌݋ ݋ݐݎ݁݅ܿ ݊ݑ ݁݀ ݍ ݁ݐ݊݁݊݋݌݉݋ܿ ݈ܽ ݁݀
݄ܿݏܾ݈݁ܥ ݁ݐ݂݊݁݅ܿ݁݅݁݋ܿ ݈݁݀ ݋ݐܿݑ݀݋ݎ݌ ݈ܽ െ    ݀ܽ݀݅ݐ݊ܽܿ ܽ݊ݑ ݎ݋݌ ۧܯܬ|ݍᇱܯᇱ݇ܬۦ ݊ܽ݀ݎ݋ܩ

ݍ ݕᇱܯ,ܯ ݁݀ ݁ݐ݊݁݅݀݊݁݌݁݀݊݅ 4ሿ

ൻߙ, หܯ,ܬ ௤ܶ
௞หߙᇱ, ᇱൿܯ,ᇱܬ ൌ ሺെ1ሻଶ௞ܬۦᇱ݇ܯᇱܬߙۃۧܯܬ|ݍԡܶ௞ԡߙԢܬԢۄ ሺ3.5.7ሻ

ܬ2 ൅ 1ሿିଵ ଶൗ

ൻߙ, หܯ,ܬ ௤ܶ
௞หߙᇱ, ᇱൿܯ,ᇱܬ ൌ ሾ2ܬ ൅ 1ሿିଵ ଶൗ ܬߙۃۧܯܬ|ݍᇱܯᇱ݇ܬۦ ܶ௞ԡߙԢܬԢۄ 

 

 
Las funciones de estado ܶ  se transforman bajo  la representación ࣞ  

del  grupo  de  rotaciones,  y  podemos  reducir  esta  representación  a  su  forma  irreducible 
formando combinaciones lineales de estas funciones propias, obteniendo así vectores propios 
con momento angular ሺܭ : 

 

 
Invirtiendo la expresión anterior y multiplicando por la izquierda por ۃ  obtenemos 

los siguientes elementos de matriz: 
 

 
El primer coeficiente de ݄ܿݏܾ݈݁ܥ  en el lado derecho de la ecuación introduce 

dos deltas de ߜ) ݎ݁݇ܿ݁݊݋ݎܭ ) y entonces tenemos que: 
 

 
De  aquí  estamos  a  tan  solo un paso  ya de dar  la  expresión  explícita del  teorema de 

,  solamente  debemos  de  tomar  en  cuenta  ahora  que  los  productos 
internos de las funciones de estado ۦ  son independientes de ܯ, y ahora sí, antes de 
escribir la expresión matemática definitiva para los elementos de matriz de ܶ , enunciamos: 

 

 ሾ . 
 
Teniendo así: 

  …  
 

 

Algunos autores, por conveniencia introducen un factor ሾ , y se tiene que: 
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O equivalentemente en términos de símbolos 3݆: 

ൻߙ, หܯ,ܬ ௤ܶ
௞หߙᇱ, ,ᇱܬ ᇱൿܯ ൌ ሺെ1ሻ௃ିெ ൬ ܬ ݇ Ԣܬ

െܯ ݍ Ԣ൰ܯ ܬߙۃ ܶ
௞ԡߙԢܬԢۄ 

ۄԢܬԢߙԡܶ௞ԡܬߙۃ

௃ିெ

ۄԢܬԢߙԡܶ௞ԡܬߙۃ ൌ ሺെ1ሻଶ௞ܬ|ܯܬۦԢ݇ܯԢۧݍൻߙ, หܯ,ܬ ௤ܶ
௞หߙᇱ, ,ᇱܬ ᇱൿܯ ሺ3.5.8ሻ

ܬ

௭ ଴
ଵሺܬሻ

,ߙۦ |ܯ,ܬ ଴ܶ
ଵሺܬሻ|ߙᇱ, ,ᇱܬ ᇱۧܯ ൌ ఈఈᇱߜெெᇱߜ௃௃ᇱߜܯ ൌ ሻԡܬԡܶଵሺܬߙۃԢ0ۧܯԢ1ܬ|ܯܬۦ  ۄ

െ ݊ܽ݀ݎ݋ܩ

ԡܬߙۃ ଴ܶ
ଵሺܬሻԡߙԢܬ ൌ ܬሺܬఈఈᇱඥߜ௃௃ᇱߜ ൅ 1ሻ

ԡ

 

 
En  las expresiones anteriores aparece  la cantidad  , a  la cual se  le conoce 

como elemento de matriz  reducido. Dentro de este elemento quedan englobadas  todas  las 
propiedades dinámicas del sistema. El elemento de matriz reducido es un escalar cuyo valor 
depende de  los  tres números cuánticos asociados a  los operadores de  ímpetu angular y  los 
estados  que  componen  al  elemento  de  matriz.  La  información  sobre  la  dirección  queda 
contenida en el símbolo 3݆ así como en el factor  ሺെ1ሻ . 

 
Todos  los  procesos  que  no  implican  una  dirección  preferencial  o  definitiva  quedan 

completamente descritos por  los elementos de matriz reducidos, ya que son  independientes 
de los números cuánticos magnéticos. 

 
Invirtiendo la ecuación ሺ3.5.7ሻ vemos que: 

   …  
 

 
Un  ejemplo  importante  con  respecto  al  cálculo  de  elementos  de  matriz  resulta  al 

calcular  los elementos de matriz del operador de momento  angular  መ que es un  tensor de 
rango 1 formado por 3 componentes esféricas como las que citamos en las ecuaciones ሺ3.5.3ሻ 
Enfocándonos en los elementos de matriz de la componente ܬ  (ൌ ܶ ) tenemos: 

ԢܬԢߙ
 

 
Evaluando el coeficiente de ݄ܿݏܾ݈݁ܥ : 

Ԣۄ
 

 

ݎܹ݁݊݃݅ െ ݐݎܽ݇ܿܧ ሺ2݇ ൅ 1ሻሺ2ܬᇱ ൅ 1ሻ ௤ܶ
௞|ߙԢܬԢܯԢۄ

ݍ ൌ െ݇,… , ݇ ᇱ, … , ܬ

ۄԢԢܯԢԢܬߪ| ൌ෍ ௤ܶ
௞|ߙԢܬԢܯԢܬۦۄԢ݇ܯԢܬ|ݍԢԢܯԢԢۧ

ெᇱ௤

 

௤ܶ
௞|ߙԢܬԢܯԢۄ ൌ ෍ ԢԢۧܯԢԢܬ|ݍԢܯԢ݇ܬۦۄԢԢܯԢԢܬߪ|

௃ᇱᇱெᇱᇱ

 

 
Con  el  objetivo  en mente  de  estudiar  algunas  de  las  implicaciones  del  teorema  de 

,  consideremos  los    vectores  propios    (con 
 y M’=െܬ Ԣ) y las combinaciones lineales generadas por estos vectores: 

 

 
Si aplicamos las relaciones de ortogonalidad a la expresión anterior, obtenemos: 
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Debemos  recalcar  que  los  vectores    no  son  necesariamente  linealmente 

independientes, y por esto algunos de los estados |  pueden ser iguales a cero. 
௤ܶ
௞|ߙԢܬԢܯԢۄ

ۄԢԢܯԢԢܬߪ

ା ሺ3.5.6ሻ,

ାܬ ௤ܶ
௞หߙԢܬԢܯԢۄ ൌ ,ାܬൣ ௤ܶ

௞൧หߙԢܬԢܯԢۄ ൅ ௤ܶ
௞ܬା|ߙᇱܬԢܯԢۄ

ൌ ඥ݇ሺ݇ ൅ 1ሻ െ ݍሺݍ ൅ 1ሻ

 
Aplicando el operador ܬ  por  la  izquierda y usando  las  reglas de conmutación   

tenemos que: 
 

௤ܶାଵ
௞ ۄԢܯԢܬԢߙ|

൅ ඥܬᇱሺܬᇱ ൅ 1ሻ െ ᇱܯᇱሺܯ ൅ 1ሻ ௤ܶ
௞|ߙᇱܬԢܯԢ ൅  ۄ1

ۄԢԢܯԢԢܬߪ|ାܬ ൌ෍ ௤ܶ
௞ ቚߙԢܬԢܯԢۄ ቄඥ݇ሺ݇ ൅ 1ሻ െ ݍሺݍ ൅ 1ሻ

De tal forma se sigue que: 
 

ݍᇱܯᇱ݇ܬۦ െ ԢԢۧܯԢԢܬ|1
ெᇱ௤

൅ ඥܬᇱሺܬᇱ ൅ 1ሻ െܯᇱሺܯᇱ ൅ 1ሻܬۦᇱ݇ܯᇱ െ  ԢԢۧൟܯԢԢܬ|ݍ1

݄ܿݏܾ݈݁ܥ െ ݊ܽ݀ݎ݋ܩ

ඥܬᇱᇱሺܬᇱᇱ ൅ 1ሻ െ ᇱᇱܯᇱᇱሺܯ ൅ 1ሻ

 
A  partir  de  las  relaciones  recursivas  para  los  coeficientes  de   

tenemos que el bracket en el lado derecho es igual a 
 

ᇱᇱܯᇱᇱܬ|ݍԢܯԢ݇ܬۦ ൅ 1ۧ 

ۄԢԢܯԢԢܬߪ|ାܬ ൌ ඥܬᇱᇱሺܬᇱᇱ ൅ 1ሻ െ ᇱᇱܯᇱᇱሺܯ ൅ 1ሻ

 
Y así obtenemos finalmente que: 
 

ԢԢܯԢԢܬߪ| ൅  ۄ1

ۄԢԢܯԢԢܬߪ|ିܬ ൌ ඥܬᇱᇱሺܬᇱᇱ ൅ 1ሻ െ ᇱᇱܯᇱᇱሺܯ െ 1ሻ

 
Siguiendo un procedimiento análogo se puede mostrar que: 
 

ԢԢܯԢԢܬߪ| ൅  ۄ1
ۄԢԢܯԢԢܬߪ|௭ܬ ൌ  ۄԢԢܯԢԢܬߪ|ԢԢܯ

ሺ2ܬ ሻ

ԢԢܬ ԢԢܯ

ݎܹ݁݊݃݅ െ ݐݎܽ݇ܿܧ
௤
௞

ห ௤ܶ
௞

 
De  las  relaciones  anteriores  podemos  llegar  a  la  siguiente  conclusión.  Los  ᇱᇱ ൅ 1  

estados |ܬߪԢԢܯԢԢۄ correspondientes al mismo valor ܬԢԢ son: 
 
•  Eigen‐funciones  no  normalizadas  con momento  angular    y  proyección   

obtenidas de acuerdo a la convención estándar. 
 
Entre  las  consecuencias  más  sobresalientes  obtenidas  a  partir  del  teorema  de 

  se  encuentran  las  reglas  de  selección  que  tienen  que  ver  con  la 
conservación del momento angular para los elementos de matriz de un tensor dado ܶ .  
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El elemento de matriz  ൻܯܬߙ หߙԢܬԢܯԢൿ es distinto de cero  si y  sólo  si  se cumplen de 
manera simultánea las siguientes condiciones: 



ܯ •  
 

ൌ ᇱܯ ൅ ݍ
|Ԣܬ ൑ ݇ ൑ ܬ ൅ ܬ

݄ܿݏܾ݈݁ܥ െ

ொ
௄ሺܣ, ሻܤ

ܶ௞భሺܣሻ ܶ௞మሺܤሻ ଵ ଶ
ሺ3.5.4ሻ

ொܶ
௄ሺܣ, ሻܤ ൌ ෍ ௤ܶభ

௞భሺܣሻ ௤ܶమ
௞మሺܤሻ݇ۦଵ݇ଶݍଵݍଶ|ۧܳܭ

௤భ௤మ

 ௤మ,ொି௤భߜ௤భ,ି௤మାொߜ

ொܶ
௄ሺܣ, ሻܤ ൌ෍ ௤ܶభ

௞భሺܣሻ ொܶି௤భ
௞మ ሺܤሻ݇ۦଵ݇ଶݍଵ, ܳ െ ۧܳܭ|ଵݍ

௤భ

 

ொ
௄ሺܣ, ሻܤ

௤
௞భሺܣሻ ௤

௞మሺܤሻ

,ܣԡܶ௄ሺܬۃ ۄԢܬሻԡܤ ൌ෍ሺെ1ሻଶ௄
ொ

ൻܯܬห ொܶ
௄ሺܣ, ܯᇱܬሻหܤ െ ܳൿܬ|ܯܬۦᇱܯܭ െ ܳ, ܳۧ

ൌ ෍ ሺെ1ሻଶ௄ܬ|ܯܬۦᇱܯܭ െ ܳ,ܳۧ൛ܳܭۦ|݇ଵ݇ଶܳݍ െ หܯܬൻۧݍ ௤ܶ
௞భሺܣሻหܬᇱᇱܯ െ ܯᇱᇱܬൿൻݍ െ หݍ ொܶି௤

௞మ หܬᇱܯ െ ܳൿൟ
ொ௤௃ᇱᇱ

ൌ ෍ሺെ1ሻ௄ି௞భି௞మඥሺ2ܬᇱᇱ ൅ 1ሻሺ2ܭ ൅ 1ሻ

ܬ| • െ Ԣ 
 
Estas  condiciones  provienen  directamente  del  coeficiente  de   ݊ܽ݀ݎ݋ܩ que 

aparece en la definición ሺ3.5.7ሻ para los elementos de matriz.  
 

•   Elementos de matriz de productos tensoriales. 
 
Consideremos ahora un tensor ܶ  que surge del producto entre los dos tensores 
 y   de  rangos ݇  y ݇   respectivamente. Ya hemos establecido en  la ecuación 
  la  forma explícita en que deben calcularse  las componentes de éste  tensor, esto es 

haciendo una suma sobre las componentes de los dos tensores que lo forman: 
 

 
La ecuación ሺ3.5.7ሻ nos marca la pauta que debemos seguir para calcular los elementos 

de matriz reducidos de cualquier tensor dado de rango ܭ, al aplicar la fórmula para este caso, 
encontraremos que los elementos de matriz reducidos de ܶ  pueden ser evaluados en 

términos de los elementos de matriz reducidos de los tensores ܶ  y ܶ . 
 

ܹሺܬܬᇱ௞భ௞మ; ۄԢܬԢԢԡܶ௞మԡܬۃۄԢԢܬሻԡܣԡܶ௞భሺܬۃᇱᇱሻܬܭ
௃ᇱᇱ

 

ܹሺܬܬᇱ௞భ௞మ; ᇱᇱሻܬܭ ݄ܴܽܿܽ ݁݀ ݁ݐ݂݊݁݅ܿ݅݁݋ܿ

,ܣԡܶ௄ሺܬۃ ۄԢܬሻԡܤ ൌ

ሺെ1ሻ௄ି௞భି௞మ√2ܭ ൅ 1

 
Donde  la  cantidad    es  un   que  puede  ser 

representado por un símbolo 6݆, en estos términos de tiene: 
 

∑ ൜
݇ଵ ݇ଶ ܭ
Ԣܬ ௃ᇱᇱܬ ԡܶ௞భሺܣሻ  ሺ3.5.9ሻ…            ۄԢܬሻԡܤԢԢԡܶ௞మሺܬۃۄԢԢܬ

ܶ௞భሺܣሻ ௞మሺܤሻ
ܣ ܤ

ԢԢൠܬ ܬۃ ԡ

 
En el desarrollo anterior hemos tomado a  los operadores tensoriales   y ܶ , 

como  representaciones  de  dos  operadores    y    que  actúan  sobre  una misma  parte  del 
sistema, a continuación veremos que en el caso en el que actúan en partes  independientes 
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podemos ir un poco más lejos en el cálculo de los elementos de matriz del tensor que resulta 
al realizar su producto. 

 
Cuando esto  sucede, es decir, un  caso en el que ܶ  y ܶ  actúan de manera 

independiente  sobre diferentes partes del  sistema, dicho en otras palabras, estos  tensores 
conmutan,  la  expresión   puede  cambiar  ligeramente  su  apariencia.  Digamos  que 
tenemos un sistema en donde dos momentos angulares ܬ  y ܬ  que se acoplan para dar un 
momento angular total ܬ, ܶ  actúa sobre la parte 1, mientras que ܶ  lo hace sobre la 
parte 2, tenemos entonces: 

௤
௞భሺܣሻ ௤

௞మሺܤሻ

ሺ3.5.9ሻ
ଵ ଶ

௤
௞భሺܣሻ ௤

௞మሺܤሻ

,ܣሻԡܶ௄ሺܬଶሺܬଵܬۃ ଶᇱܬଵᇱܬሻԡܤ ሺܬᇱሻۄ ൌ

ଶᇱܬሻԡܤଶԡܶ௞మሺܬۃۄଵᇱܬሻԡܣଵԡܶ௞భሺܬۃ ܬඥሺ2ۄ ൅ 1ሻሺ2ܬᇱ ൅ 1ሻሺ2ܭ ൅ 1ሻ

 

ቐ
ଵܬ ଵᇱܬ ݇ଵ
ଶܬ ଶᇱܬ ݇ଶ
ܬ Ԣܬ ܭ

ቑ   …ሺ3.5.10ሻ 

 
n  este marco,  la  ecuación  ሺ3.5.10ሻ  nos  puede  llevar  a  una  forma  particularmente 

simpl los elem

 
ሻܣ௄ሺܶ|ܯሻܬଶሺܬଵܬ · ܶ௄ሺܤሻ|ܬଵᇱܬଶᇱ ሺܬᇱሻۧܯԢۄ

ൌ ሺെ1ሻ௃భᇲା௃మା௃ߜ௃௃ᇱߜெெᇱ ൜
ܬ ଶܬ ଵܬ
ܭ ଵᇱܬ ଶᇱܬ

ൠ ଶᇱܬሻԡܤଶԡܶ௞మሺܬۃۄଵᇱܬሻԡܣଵԡܶ௞భሺܬۃ  ۄ

 
or  otra  parte  si  queremos  calcular  los  elementos  de  matriz  de  un  solo  operador 

tenso

se tiene
 

ൻܬଵ ଶሺܬሻห ௤ܶ
௞భሺܣሻหܬଵᇱܬଶᇱ ሺܬᇱሻൿ

ൌ ௃మ௃మᇱሺെ1ሻߜ
௃భା௃మା௞భା௃ᇱඥሺ2ܬ ൅ 1ሻሺ2ܬᇱ ൅ 1ሻ

E
e cuando se trata de calcular  entos de matriz de un producto escalar, es decir, 

cuando  el  tensor  producido  por  el  producto  entre  ௤ܶ
௞భሺܣሻ  y  ௤ܶ

௞మሺܤሻ  es  de  rango  cero 
ሺ݇ଵ ൌ ݇ଶ, ݇ ൌ 0ሻ. 

ۦ

P
rial  que  actúa  sobre  una  determinada  parte  de  un  sistema  acoplado,  simplemente 

hacemos en la ecuación ሺ3.5.10ሻ ܶ௄ሺܣ, ሻܤ ൌ ܶ௞భሺܣሻ (actuando sobre la parte “1”), ݇ଶ ൌ 0 y 
ܶ௞మሺܤሻ ൌ ॴ, en este caso  : 

ܬ

൜
ଶܬ ଵܬ ܬ
݇ଵ Ԣܬ ଵᇱܬ

ൠ  ۄଵᇱܬሻԡܣଵԡܶ௞భሺܬۃ

 
e manera  completamente  análoga  si queremos  calcular  los  elementos de matriz de 

௤ܶ
௞మሺܤ

 
ൻܬଵ ଶሺܬሻห ௤ܶ

௞మሺܤሻหܬଵᇱܬଶᇱ ሺܬᇱሻൿ

ൌ ௃భ௃భᇱሺെ1ሻߜ
௃భᇱା௃మᇱା௞మା௃ඥሺ2ܬ ൅ 1ሻሺ2ܬᇱ ൅ 1ሻ

D
ሻ (que actúa en la parte “2” del sistema) tenemos: 

ܬ

൜
ଵܬ ଶܬ ܬ
݇ଶ Ԣܬ ଶᇱܬ

ൠ ଶᇱܬሻԡܤଶԡܶ௞మሺܬۃ  ۄ

 
ara finalizar con esta sección exponemos la expresión que debe utilizarse para calcular 

los elementos de matriz del producto escalar entre dos tensores, cuando ambos actúan sobre 
la misma parte del sistema acoplado (la parte “1” en este caso): 

P
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ሻܣ௞భሺܶ|ܯሻܬଵሺܬଵܬۦ · ܶ௞భሺܤሻ|ܬଵᇱܬଶᇱ ሺܬᇱሻܯԢۧ

ൌ ߜ௃௃ᇱߜ ᇲ ෍ሺെ1ሻ௃భି௃భᇲᇲሾ2ܬଵ ൅ 1ሿିଵܬۃଵԡܶ௞భሺܣሻ௃భ௃భ ԡܬଵᇱᇱܬۃۄଵԢԢԡܶ௞భሺܤሻԡܬଵᇱۄ
௃ᇱᇱ

 

 
 

III.6 Hamiltoniano efectivo para la interacción ࡸ ·  .ࡿ

 
A c lo d las perturbaciones a primero y 

segundo  orden  de  la  interacción  espín‐órbita  de  acuerdo  a  lo  establecido  por  la  teoría  de 
hamiltoniano   efectivos,  todo  esto  realizado  en  la  base  acoplada   .௃ܯ,ܬ Este  cálculo  será 
incorp

dar: 

 

onde: 

Զఎ ൌ ෍|ߟሺܮ, ܵሻ, ,ܮሺߟۃۄܯܬ ܵሻ, |ܯܬ
௚ሺఎሻ

௃ெ

 

Էఎ ൌ 1 െ Զఎ ൌ ෍ ෍|ߟᇱሺܮ, ܵሻ, ,ܮᇱሺߟۃۄܯܬ ܵሻ, |ܯܬ
௃ெఎᇱஷఎ

 

 
Desarrollemos entonces el operador que conforma el primer  término perturbativo del 

hamiltoniano ሺ3.6.1ሻ. 

෍ | ሺܮ, ܵሻ, ,ܮԢሺߟۃۄԢܯԢܬ ܵሻ, |ԢܯԢܬ
௃ᇱெᇱ

ௌࣱை ෍ ,ܮԢԢሺߟ| ܵሻ, ,ܮԢԢሺߟۃۄԢԢܯԢԢܬ ܵሻ, |ԢԢܯԢԢܬ
௃ᇱᇱெᇱᇱ

 

ൌ ෍ ,ܮԢሺߟ| ܵሻ, ,ܮԢሺߟۃۄԢܯԢܬ ܵሻ, |ԢܯԢܬ ௌࣱை|ߟԢԢሺܮ, ܵሻ, ,ܮԢԢሺߟۃۄԢԢܯԢԢܬ ܵሻ, |ԢԢܯԢԢܬ
௚

௃ᇲெᇲ

௃ᇱᇱெᇱᇱ

 

 
  Sustituyendo la forma explícita de la interacción  ௌࣱை, tenemos: 
 

ontinuación, se muestra el desarrollo del cálcu e 

s
orado  directamente  en  el  hamiltoniano  ሺ3.1.2ሻ,  en  orden  de  presentar  una mayor 

precisión en nuestro trabajo, además, resulta muy ilustrativo a manera de ejemplo como una 
aplicación de la teoría desarrollada en el apartado anterior. 

 
Tenemos  la siguiente expresión desarrollada hasta segundo orden,  la cual aplicaremos 

para desarrollar el hamiltoniano efectivo que queremos abor
 

࣢௘௙௙ ൌ ࣢଴ ൅ Զఎ ௌࣱைԶఎ ൅ Զఎ ௌࣱைԷఎൣEఎॴ െ ԯ଴൧
ିଵ

ௌࣱைԶఎ   … ሺ3.6.1ሻ 
 
 

 
D

 

Զఎ ௌࣱைԶఎ ൌ Ԣߟ
௚ᇱሺఎᇱሻ ௚ᇱᇱሺఎᇱᇱሻ
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Զఎ ௌࣱைԶఎ ൌ ෍ หߟԢሺܮ, ܵሻ, ,ܮԢሺߟۃۄԢܯԢܬ ܵሻ, ෠ܮԢ|८ܯԢܬ · መܵ|ߟԢԢሺܮ, ܵሻ, ,ܮሺߟۃۄԢԢܯԢԢܬ ܵሻ, |ԢԢܯԢԢܬ
௚

௃ᇲெᇲ

௃ᇱᇱெᇱᇱ

 

ൌ ෠ܮ · ܵ ,ܮሺߟۃۄ ܵሻ, |ԢԢܯԢԢܬ
௃ ᇲ

௃ᇱᇱெᇱᇱ

 

 
Ahora  haremos  uso  de  un  resultado  que  veremos  con mayor  detalle  en  el  siguiente 

capítulo, el  cual es el  resultado de evaluar  los elementos de matriz del producto ܮ෠ · መܵ   
cuales además resultan ser diagonales en todos los números cuánticos de la base propuesta, 
esto nos lleva a la siguiente expresión: 

 

1

෍ ,ܮԢሺߟۃ ܵሻ, ,ܮԢԢሺߟ|Ԣ|८ܯԢܬ ܵሻ, ,ܮԢሺߟۃۄԢԢܯԢԢܬ ܵሻ, |ԢܯԢܬ መ|ߟԢԢሺܮ, ܵሻ, ԢԢܯԢԢܬ
௚

ᇲெ

  los

Զఎ ௌࣱைԶఎ ൌ ෍ 2
,ܮԢሺߟۃ ܵሻ, ,ܮԢԢሺߟ|Ԣ|८ܯԢܬ ܵሻ, ܬᇱሺܬሼۄԢԢܯԢԢܬ ൅ 1ሻ െ ܮሺܮ ൅ 1ሻ െ ܵሺܵ

௃ᇲெᇲ

௃ᇱᇱெᇱᇱ
൅ 1ሻሽ|ߟሺܮ, ܵሻ, ,ܮሺߟۃۄܯܬ ܵሻ,  ெெߜ ௃௃ߜ|ԢԢܯԢԢܬ

௚ሺఎሻ

 

ൌ ෍
1
2

 
௚ሺఎሻ

௃,ெ

ܬᇱሺܬሼۄ८ۃ ൅ 1ሻ െ ܮሺܮ ൅ 1ሻ െ ܵሺܵ ൅ 1ሻሽ|ߟሺܮ, ܵሻ, ,ܮሺߟۃۄܯܬ ܵሻ,  |ܯܬ

 
Donde: 

ۄ८ۃ ൌ ,ሺߟۃ ܵሻ, ,ܮሺߟ|८|ܯܬ ܵሻ, ۄܯܬ ൌ  ሻۧܮሺߟ|ሻ|८ܮሺߟۦ

De tal forma que podemos asociar escribir al término de primer orden en la interacción 
espín órbita como: 

 

1
2

 

തܮܽ · ܵҧ     ݁݀݊݋ܦ: ܽ ൌ ෍ߟۃሺܮ, ܵሻ, ,ܮሺߟ|८|ܯܬ ܵሻ, ۄܯܬ
௚ሺఎሻ

௃,ெ

 

௘௙௙. Tenemos entonces que:  

Զఎ ௌࣱைൣΕఎॴ െ ԯ଴൧
ିଵԷఎ ௌࣱைԶఎ

ൌ ෍ Զఎ ௌࣱை
1

Εఎॴ െ ԯ଴

 
Ahora  bien,  veamos  que  expresión  le  corresponde  al  operador  de    la  corrección  a 

segundo orden de ࣢
 

,ᇱܮᇱሺߟ| ܵᇱሻ, ,ᇱܮᇱሺߟۃۄᇱܯ ܵᇱሻ, |ᇱܯᇱܬ ௌࣱை
ᇲ

 

෍ ,ԢԢܮԢԢሺߟ| ܵԢԢሻ, ,ԢԢܮԢԢሺߟۃۄԢԢܯԢԢܬ ܵԢԢሻ, |ԢԢܯԢԢܬ
௃ᇱᇱெᇱᇱ

 

ᇱܬ
ఎ ஷఎ
௃ᇲ,ெᇲ

௚ᇱᇱሺఎᇱᇱሻ

42 
 



 

ൌ ෍ Զఎ ௌࣱை
1

Εఎ,௅,ௌ െ Εఎ,௅,ௌ
,ԢܮԢሺߟ| ܵԢሻ, ۄԢܯԢܬ ෍ ,ԢܮԢሺߟۃ ܵԢሻ, ෠ܮԢ|८ܯԢܬ

௚ᇱᇱሺఎᇱᇱሻ

௃ᇱᇱெᇱᇱఎᇱஷఎ
௃ᇱ,ெᇱ

· መܵ|ߟԢԢሺܮԢԢ, ܵԢԢሻ, ,ԢԢܮԢԢሺߟۃۄԢԢܯԢԢܬ ܵԢԢሻ,  |ԢԢܯԢԢܬ
   

ฺ ෍ Զఎ ௌࣱை
1

Εఎ,௅,ௌ െ Εఎ,௅,ௌ
,ܮᇱሺߟ| ܵሻ, ۄᇱܯᇱܬ ෍

1
2

௚ᇲᇲ൫ఎᇲᇲ൯

௃ᇲᇲெᇲᇲఎᇱஷఎ
௃ᇱ,ெᇱ

ሻۧܮᇱᇱሺߟ|ሻ|८ܮᇱሺߟۦ ൈ 

ሼܬᇱᇱሺܬԢԢ ൅ 1ሻ െ ᇱԢܮᇱԢሺܮ ൅ 1ሻ െ ܵᇱᇱሺܵԢᇱ ൅ 1ሻሽߜ௅ᇱ௅ᇱᇱߜௌᇱௌᇱᇱߜ௃ᇱ௃ᇱᇱߟۃԢԢሺܮԢԢ, ܵԢԢሻ,  |ԢԢܯԢԢܬ
 
Haciendo valer las deltas de Kronecker, se tiene: 

෍
1
2
ሻۧܮሺߟ|ሻ|८ܮԢሺߟۦ
Εఎ,௅,ௌ െ Εఎ,௅ᇱ,ௌᇱ

 

ఎᇱஷఎ
௃ᇱ,ெᇱ

Զఎ ௌࣱை ෍ ,ܮᇱሺߟ| ܵሻ, Ԣܬᇱሺܬሼۄᇱܯᇱܬ ൅ 1ሻ െ ᇱܮᇱሺܮ ൅ 1ሻ െ ܵᇱሺܵᇱ
௚ᇲ൫ఎᇲ൯

௃ᇲெᇲ

൅ 1ሻሽߟۃԢሺܮԢ, ܵԢሻ,  |ԢܯԢܬ

2ൌ ෍
ሻۧܮሺߟ|ሻ|८ܮԢሺߟۦ1
Εఎ,௅,ௌ െ Εఎ,௅ᇱ,ௌᇱఎᇱஷఎ

௃ᇱ,ெᇱ

· መܵ|ߟԢሺܮԢ, ܵԢሻ, ۄԢܯԢܬ ൈ

௚ᇲ൫ఎᇲ൯

௃ᇲெᇲ௃,ெ

 

ሼܬᇱሺܬᇱ ൅ 1ሻ െ ᇱܮԢሺܮ ൅ 1ሻ െ ܵԢሺܵԢ ൅ 1ሻሽߟۃԢሺܮԢ, ܵԢሻ,  |ԢܯԢܬ
 
 

ൌ ෍
1
2

෍ ෍ ,ܮሺߟۃ ܵሻ, ෠ܮ८|ܯܬ

ሻۧܮሺߟ|ሻ|८ܮԢሺߟۦ
Εఎ,௅,ௌ െ Εఎ,௅ᇱ,ௌᇱఎᇱஷఎ

௃ᇱ,ெᇱ

෍ ෍ ,ܮሺߟۃሻۧܮԢሺߟ|ሻ|८ܮሺߟۦ ܵሻ, ෠ܮ|ܯܬ · መܵ|ߟԢሺܮԢ, ܵԢሻ, ۄԢܯԢܬ ൈ

௚ᇲ൫ఎᇲ൯

௃ᇲெᇲ௃,ெ

 

ሼܬᇱሺܬᇱ ൅ 1ሻ െ ᇱܮԢሺܮ ൅ 1ሻ െ ܵԢሺܵԢ ൅ 1ሻሽߟۃԢሺܮԢ, ܵԢሻ,  |ԢܯԢܬ

ൌ ෍
1
2
ሻۧܮሺߟ|ሻ|८ܮԢሺߟۦ
Εఎ,௅,ௌ െ Εఎ,௅ᇱ,ௌᇱఎᇱஷఎ

,ெᇱ

෍ ෍ ሻۧܮԢሺߟ|ሻ|८ܮሺߟۦ
1
2

௃ᇱ

ሼܬሺܬ ൅ 1ሻ െ ܮሺܮ ൅ 1ሻ െ ܵሺܵ ൅ 1ሻሽ
௚ᇲ൫ఎᇲ൯

௃ᇲெᇲ௃,ெ

ൈ 

ሼܬᇱሺܬᇱ ൅ 1ሻ െ ᇱܮԢሺܮ ൅ 1ሻ െ ܵԢሺܵԢ ൅ 1ሻሽߜ௅ᇱ௅ߜௌᇱௌߜ௃ᇱ௃ߟۃԢሺܮԢ, ܵԢሻ,  |ԢܯԢܬ
 
Cumpliendo con las condiciones de ortogonalidad se tiene: 
 

ൌ ෍
1
4
ሻۧ|ଶܮሺߟ|ሻ|८ܮԢሺߟۦ|

Εఎ,௅,ௌ െ Εఎ,௅ᇱ,ௌᇱఎஷఎᇲ
௃ᇱ,ெᇱ

ሼܬሺܬ ൅ 1ሻ െ ܮሺܮ ൅ 1ሻ െ ܵሺܵ ൅ 1ሻሽଶߟۃሺܮ, ܵሻ,  |ܯܬ

Tomando en cuenta el resultado anterior podemos escribir al término de segundo orde  
en la contribución ܮത · ܵҧ de la siguiente forma: 

n
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ܮൣܾ · ܵ൧ ܾ        :݁݀݊݋ܦ      ൌ ෍
ሻۧ|ଶܮሺߟ

Εఎ,௅,ௌ െ Εఎ,௅ᇱ,ௌᇱ
෠ መ ଶ ሻ|८|1ܮԢሺߟۦ|

 

4
ఎஷఎᇲ
௃ᇱ,ெᇱ

 

 
Entonces,  ahora  podemos  escribir  nuestro  hamiltoniano  efectivo  para    interacción 

espín

࣢௘௙௙ ൌ ఎሺ௅,ௌሻॴܧ ൅
1
2

la
 órbita de la siguiente forma: 
 

෠ܮܽ · መܵ ൅
1
4 ܮൣܾ

෠ · መܵ൧ଶ 
 
Los  valores  que  toman  los  coeficientes  "ܽ"  y  "ܾ" determinan  la  estructura  fina  del 

sistema en particular, es decir, ellos determinan en gran medida el grado de separación entre 
los ni

III.7 INTERACCIÓN DE RADIACIÓN CON LA MATERIA. 
 
n esencia,  la resonancia magnética es   ejemplo   de  la fenomenología que se puede 

prese   c

resonancia magnética se practica bajo  las mayores condiciones 
de control sobre los parámetros involucrados, ya hemos hablado de la importancia del control 
de la  tensidad del campo magnético y como es qué esta afecta la posición de los niveles de 
energ dosamente  la  estructura  atómica 
desmenuzando  y  analizando  todos  y  cada  unos  de  los  términos  considerados  en  nuestro 
mode

el láser es paralela con el campo magnético aplicado y otra transversal, cuando 
la polarización del  láser es perpendicular  con el  campo magnético,  incluso  la existencia de 

 

veles energéticos finos.  
 
 

E un
ntar  cuando  hacemos  interaccionar  radiación on  la  materia,  uno  de  particular 

importancia en diversas  áreas del  conocimiento humano por  razones que  ya hemos  citado 
antes. Experimentalmente  la 

in
ía  (Efecto  Zeeman),  también  hemos  estudiado  cuida

lo, sabemos bien como es que cada uno de ellos aporta contribuciones a  la energía de 
los estados atómicos,  sabemos  también que para que  se dé una  transición  la energía de  la 
radiación debe estar en sintonía con la brecha energética entre un determinado par de niveles 
y sabemos cuales son  las  reglas de selección que deben cumplir  los números cuánticos que 
caracterizan  a  los  estados  involucrados  para  que  la  resonancia  pueda  ocurrir,  pero  nada 
hemos dicho hasta ahora de un  factor  relacionado  con  la  radiación  incidente que  juega un 
papel crucial en la posibilidad de observar o no una resonancia, nos referimos a la polarización 
de la misma. 

 
Controlar la polarización del haz incidente sobre nuestra muestra es algo muy simple si 

se  cuenta  con  los  dispositivos  ópticos  adecuados.  En  particular  podemos  hacer  que  la 
radiación que incide sobre nuestra muestra tenga una polarización ya sea paralela u ortogonal 
al campo magnético externo que aplicamos, el hecho de tener una u otra orientación relativa 
afecta  los  resultados  de  nuestro  experimento.  Tenemos  entonces  que  puede  haber  dos 
configuraciones  diferentes  para  observar  el  efecto  Zeeman,  una  longitudinal,  cuando  la 
polarización d
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éstas dos configuraciones es un fenómeno que se utiliza para realizar correcciones conocidas 
como “corrección de fondo Zeeman”, pero en esto no entraremos con detalle.   

 
• Transiciones tipo Sigma y Pi   

 
Veamos ahora como es que lo anterior puede subdividir las transiciones electrónicas en 

dos grupos, para esto, el ejemplo siguiente resultará sin duda muy ilustrativo. 
 
Quizás  unas  de  las  transiciones más  simples  y  comunes  que  se  pueden  observar  en 

resonancia magnética  son  las que ocurren entre  los niveles de un  término ܵ con momento 
angular total ܬ ൌ 0 y  los niveles que resultan del desdoblamiento Zeeman de un término   ܲ 
con moment s  entonces  que  en  este  esquema  en  principio 
pueden  ocurrir  tres  transiciones  distintas,  las  cuales  se  dan  entre  el  estado  único  que 
comp

  al  término  ܲ 
ሺ3.1 ݃݅ܨሻ.  Si  estudiamos 

r

  ௃ܯ

comporta

la  que  t
magnét
alelo  a  él,  en

e
comporta de acuerdo al modelo de un electrón clásico oscilante line
eje  de  polarización  paralelo  al  del  campo  aplicado.  Puesto  que    r
dirección paralela a su eje de polarización, en éste caso no habrá em
dirección  en  la  que  apunta  el  campo magnético  as como  tamp r a
estimulada  ante  la  acción  de  campos  eléctricos  perpendiculares d u
transición de éste estilo donde ∆ܯ௃ ൌ 0 se le conoce como una tran

 
Mientras  tanto,  los  niveles  con  ௃ܯ ൌ െ1  y   ௃=1ܯ se  e

o  angular  total  ܬ ൌ 1.  Tenemo

one al  singulete ܵ    con ܯ௃ ൌ 0   y cada uno de  los  tres niveles con  ௃ܯ  ൌ െ1,0,1 que  
componen

con cuidado  la  transición 
central,  es  decir,  la  que 
se  da  del  nivel  inferio  
con  ௃ܯ ൌ 0  al  nivel 
superior  que  también 
presenta ൌ 0  
encontramos que ésta se 

  exactamente 
como  lo  hace  un  dipolo 
linealmente  polarizado 
oscilando  en  la dirección 
en  apun a  el 
campo  ico,  es 
decir,  par  
esta  transición  en 
particular  l  átomo  se 
almente polarizado con el 
un  dipolo  no adia  en  la 
isión espontánea sobre la 
oco  hab á  un   respuesta 
  a  esa  irección,  a  na 
sición tipo ߨ.  

ncuentran  circularmente 
polarizados  con  respecto  al  eje  de  alineación  del  campo magnético  y  presentan  por  tanto 
emisiones circularmente polarizadas tanto para el caso espontáneo como para el estimulado 
por  radiación  incidente.  Las  polarizaciones  de  ambos  van  en  sentidos  opuestos  y  a  las 
transiciones que ocurren entre el nivel del singulete ܵ y éstos dos niveles se les conoce como 

í 

 3.1 ݃݅ܨ
 

 

௃ܯ ൌ െ1 

௃ܯ ൌ 0 

௃ܯ ൌ 0 

௃ܯ ൌ 1 

ିߪߨ ାߪ
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po ߪା. 

í  c

 

transiciones tipo ߪ, para el caso en el que ∆ܯ௃ ൌ െ1 tenemos una transición tipo ିߪ y para el 
caso ∆ܯ௃ ൌ 1 tenemos una de ti

 
La  naturaleza  cuántica  de  éstas  transiciones  as omo  sus  reglas  de  selección  son 

entendidas hasta que  llevamos a cabo el desarrollo formal para el operador de probabilidad 
ayudándonos claro está de tensores irreducibles esféricos, éste desarrollo se lleva a cabo en el 
siguiente capítulo. 

 
 

 
 
 



CAPÍTULO IV: 
PREDICCIÓN DE LA RESONANCIA MAGNÉTICA. 

 

 IV.1 DETERMINACIÓN DE LOS ELEMENTOS DE MATRIZ DEL HAMILTONIANO EFECTIVO. 

  Este  capítulo  está  enteramente  dedicado  a  resolver  el  problema  cuidadosamente 
planteado durante todos los capítulos anteriores. Con éste objetivo en mente procederemos de la 
manera mas ordenada posible, el primer paso corresponde a calcular los elementos de matriz del 
hamiltoniano ya presentado en (III.1), esto corresponde a calcular las energías a las cuales ocurren 
las transiciones que buscamos predecir, para esto calcularemos uno a uno los elementos de matriz 
asociados a  cada uno de  los  términos de  los que  consta el hamiltoniano  completo  siguiendo el 
orden en el que se presentan dentro de la suma. 

• Elementos de matriz de  ࢀ૙૙ሺࡸ,  .ሻࡿ

Al  realizar  el  producto  entre  los  tensores  asociados  a  las  cantidades  vectoriales    y  ҧ 
podemos obtener tensores ya sea de rango 0,  ó 2, sin embrago, puesto que nuestro objetivo es 
calcular una energía,  solamente estamos  interesados en  calcular  los elementos de matriz de  la 

componente    del  tensor  de  rango    que  corresponde  al  producto  ത ҧ.  Antes  de  pasar 
directamente al cálculo de los elementos de matriz de 

തܮ ܵ
1

0 0 ܮ · ܵ

଴ܶ
଴ሺܮ, ܵሻ

 calcularla.

De acuerdo con la ecuación ሺ3.4.4ሻ tenemos entonces que: 

଴ܶ
଴ሺܮ, ܵሻ ൌ

1
√3

, es importante ver que forma tiene 
ésta componente, por lo que nuestro primer paso será  

  ሾTି ଵሺLሻTଵሺSሻ െ T଴ሺLሻT଴ሺSሻ ൅ TଵሺLሻTି ଵሺSሻሿ ൌ െ
1
√3

Sത · Lത 

Lo  primero  que  podemos  notar  es  la  gran  semejanza  entre  el  resultado  obtenido 
anteriormente  y  el  término  de  la  interacción  espín  órbita  dentro  del  hamiltoniano  ሺ3.1.1ሻ,  la 
componente  ଴ܶ

଴ሺܮ, ܵሻ  solamente difiere de éste por un  factor de െ1 √3⁄   ,  la presenc ste 
factor  y  otro ejantes  que  aparecerán  será  compensada   del  algoritmo  que 
implementemos  para  calcular  los  elementos  de matriz multiplicando  por  sus  recíprocos. Ahora 

procedemos directamente al cálculo de  los elementos de matriz de  ଴ܶ

ia de é
s  sem   dentro

଴

௃ ଴

ሺܮ, ܵሻ en  la base acoplada 
หሺܮ, ܵሻ,  :Aplicando el teorema de Wigner‐Eckart se tiene .ۄ௃ܯ,ܬ

ൻሺܮ, ܵሻ, ܯ,ܬ หܶ଴ ௃
ᇱൿ ൌ

ሺെ1ሻ௃ିெ಻ ൬
ܬ ܬ 0
௃Ԣܯ െܯ௃ 0൰ ,ܮሺۃ ܵሻ, ฮܬ ଴ܶ

଴ሺܮ, ܵሻฮሺܮᇱ, ܵᇱሻ, ௃௃ᇱߜۄܬ    … ሺ4.1.1ሻ    

Puesto que ܮ y ܵ actúan de manera  independiente sobre distintas partes del sistema  (el
primero actúa solamente sobre los estados de ímpetu angular orbital, mientras que el segundo lo 

ሺܮ, ܵሻหሺܮᇱ, ܵᇱሻ, ,ᇱܬ ܯ
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hace  exclusivamente  sobre  los  estados  de  espín),  se  tiene  que  la  expresión  para  calcular  los 

elementos de matriz reducidos de  ଴ܶ
଴

଴

ሺܮ, ܵሻ es la siguiente: 

,ܮሺۃ ܵሻ, ฮܶ଴ܬ ԡܶଵሺܵۃ ԡܮᇱۄሺ2ܬ ൅ 1ሻ ൝ܵ ܵᇱ 1
ܬ ܬ 0

ൡ  … ሺ4.1.2ሻ 

Ahora  bien,  en  la  expresión  ሺ4.1.2ሻ  notamos  la  presencia  de  los  elementos  de matriz 
reducidos  tanto  de  ܶଵሺܮሻ  como  de  ܶଵሺܵሻ.  las  expresiónes  correspondientes  para  los  éstos 
elemen ntinuac

ܶଵሺܮ ௅௅ᇱߜఊఊᇱ

ۄԡܶଵሺܵሻԡܵᇱܵۃ ൌ ௌௌᇱሾܵሺܵߜ ൅ 1ሻሺ2ܵ ൅ 1ሻሿଵ ଶൗ   … ሺ4.1.3. ܾሻ 

Donde en ambos casos ߛ se usa para denotar a  toda  la serie de números cuánticos que 
caracterizan la configuración electrónica del sistema, en este caso la lista completa de los números 
cuánticos involucrados más importantes es  ܮ, ܵ,  .௃ܯ y ܬ

ܮ ᇱܮ 1 ᇲ

ሺܮ, ܵሻฮሺܮᇱ, ܵᇱሻ, ۄܬ ൌ ܵሻԡܵᇱܮۃۄԡܶଵሺܮሻ
ܮ ᇱܮ 1

tos de matriz se muestran a co ión:  

,ߛۃ ԡܮ ሻԡߛᇱ, ۄᇱܮ ൌ ߜ ሾܮሺܮ ൅ 1ሻሺ2ܮ ൅ 1ሻሿଵ ଶൗ   … ሺ4.1.3. ܽሻ 

El elemento restante en la ecuación ሺ4.1.2ሻ que llama nuestra atención es un símbolo 9݆, 
el cual puede expresarse en términos de un símbolo 6݆ de la siguiente manera: 

൝ܵ ܵᇱ 1
ܬ ܬ 0

ൡ ൌ
ሺെ1ሻ௅ ାௌା௃ାଵ

ඥ3ሺ2ܬ ൅ 1ሻ
൜ܮ Ԣܮ
ܵԢ ܵ ܬ

ሺെ1ሻ௅ ାௌା௃ାଵ

3ሺ2ܬ ൅ 1ሻ
1ൠ ൌ

ᇲ

ඥ
ቄܬ Ԣܮ ܵԢ
1 ܵ ܮ

ቅ  … ሺ4.1.4ሻ 

   Sustituyendo simultáneamente tanto la igualdad anterior como las ecuaciones ሺ4.1.3. ܽሻ y 
ሺ4.1.3. ܾሻ en la expresión ሺ4.1.2ሻ tenemos: 

,ܮሺۃ ܵሻ, ฮܬ ଴ܶ
଴ሺܮ, ܵሻฮሺܮᇱ, ܵᇱሻ, ۄܬ ൌ 

ሺ
√3

െ1ሻ௅ᇲାௌା௃ାଵ
௅௅ᇱߜ ܵ ൅ 1ሻሺ2ܵߜௌௌᇱሾܵሺ ൅ 1ሻܮሺܮ ൅ 1ሻሺ2ܮ ൅ 1ሻሺ2ܬ ൅ 1ሻሿଵ ଶൗ ቄܬ ܮ ܵ

1 ܵ  ቅܮ

     

Haciendo valer las condiciones impuestas por las deltas de Kronecker tenemos: 

֜ ,ܮሺۃ ܵሻ, ฮܬ ଴ܶ
଴ሺܮ, ܵሻฮሺܮ, ܵሻ, ۄܬ

ൌ
ሺെ1ሻ௅ାௌା௃ାଵ

√3
ሾܵሺܵ ൅ 1ሻሺ2ܵ ൅ 1ሻܮሺܮ ൅ 1ሻሺ2ܮ ൅ 1ሻሺ2ܬ ൅ 1ሻሿଵ ଶൗ ቄܬ ܮ ܵ

1 ܵ  ቅܮ

Si  sustituimos  lo  recién  encontrado  en  la  ecuación  ሺ4.1.2ሻ,  obtenemos  la  siguiente 
igualdad: 
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ൻሺܮ, ܵሻ, ௃หܯܬ ଴ܶ
଴

ሺെ1ሻ ାଶ௃ାଵିெ಻

3

ሺܮ, ܵሻหሺܮ, ܵሻ, ௃ܯܬ
ᇱൿ ൌ 

ௌା௅

√
ሾܵሺܵ ൅ 1ሻሺ2ܵ ൅ 1ሻܮሺܮ ൅ 1ሻሺ2ܮ ൅ 1ሻሺ2ܬ ൅ 1ሻሿଵ ଶൗ ൬

ܬ ܬ 0
௃Ԣܯ െܯ௃ 0൰ ቄ

ܬ ܮ ܵ
1 ܵ  ቅܮ

a  ecuación  anterior  establece  por  completo  las  condiciones  de  diagonalidad  de  los 

elementos  ଴ܶ
଴ሺܮ, ܵሻ sobre los números cuánticos ܮ, ܵ,  y ܵ proviene de ܮ ௃. La diagonalidad enܯ y ܬ

la evaluación de  los elementos de  reducidos de ܶଵሺܮሻ y ܶଵሺܵሻ respectivamente, mientras 
que las condiciones de ortogonalidad  sobre ܬ y ܯ௃ quedan determinadas por el símbolo 3݆. 

  Tenemos que los símbolos 3݆ 6݆ ݕ que aparecen en los elementos de matriz de  ଴ܶ
଴ሺܮ, ሻ  

están dados

൬ ൰ ൌ
௃ାெ಻

L

 matriz

ܵ
 por: 

ܬ ܬ 0
௃Ԣܯ െܯ௃ 0

ሺെ1ሻି

ඥ2ܬ ൅ 1
ெ಻ெ಻ᇱߜ   … ሺ4.1.5. ܽሻ 

ቄܬ ܮ ܵቅ ൌ ሺെ1ሻ௃ାௌା௅
െ ܮ

ܮ2 ൅ 11 ܵ ܮ ሾܮሺ ሻሺ2ܮ ൅ 2ሻܵሺ2ܵ ൅ 1ሻሺ2ܵ ൅ 2ሻሿଵ ଶൗ

ሾܬሺܬ ൅ 1ሻ ሺܮ ൅ 1ሻ െ ܵሺܵ ൅ 1ሻሿ
  … ሺ4.1.5. ܾሻ 

e,  sustituyendo    las  ecuaciones  ሺ4.1.5. ܽሻ  y  ሺ4.1.5. ܾሻen  la  ecuación  ሺ4.1.2ሻ  y 
realizando  el  álgebra  correspondiente  tenemos  que  los  elementos  de matriz  de  ଴ܶ

଴ሺܮ, ܵሻ están 
dados por: 

ൻሺܮ, ܵሻ, ௃หܯ,ܬ ଴ܶ
଴ሺܮ, ܵሻหሺܮ, ܵሻ, ௃ൿܯ,ܬ ൌ െ

1
2√3

Finalment

ሾܬሺܬ ൅ 1ሻ െ ܮሺܮ ൅ 1ሻ െ ܵሺܵ ൅ 1ሻሿ  … ሺ4.1.6ሻ 

 

e  poder  entrar  de  lleno  a  calcular  los  elementos  de matriz  del  tensor  asociado  al  
acoplamiento ܮ ·  lo primero que debemos hacer es definir la orientación del campo magnético ܤ
 es decir, dar el vector que ,ܤ lo caracteriza ܤሺܤ௫, ,௬ܤ  ௭ሻ. Por comodidad hemos elegido que elܤ

campo se encuentre solamente a lo largo del eje ݖ, de tal forma que su única componente esf rica 

o nula es   ଴ܶ
ଵሺܤሻ ൌ  .௭ܤ

ricas del tensor asociado con ܮ están dadas por: 

• Elementos de matriz de T0(L,B) 

Antes  d

é

n

Por otra parte, las componentes esfé

ଵܶሺܮሻ ൌ െ
1
√2

ሺܮ௫ ൅  ௬ሻܮ݅

଴ܶ

1

ሺܮሻ ൌ  ௭ܮ

ܶି ଵ ൌ √2
ሺܮ௫ െ  ௬ሻܮ݅
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Las  componentes  del  tensor  ௣ܶ
௞ሺܮ,  ሻܤ se  calculan  de  acuerdo  a  la  ecuación  ሺ3.4.4ሻ  y 

puesto que  la única  com onente distinta de  cero de  ௤ܶ
ଵሺܤሻ ݁ݏ  ଴ܶଵሺܤሻ  solamente  sobreviven  las 

componentes   ଴ܶ
௞ሺܮ,  ) ሻ siendo la asociada al tensor de rango ceroܤ ଴ܶ

଴ሺܮ,  :ሻ) la que nos interesaܤ

଴ܶ
଴ሺܮ, ሻܤ ൌ െ

௭ܤ
√3

p

଴ܶ
ଵሺܮሻ ൌ െ

௭ܤ
√3

 ௭ܮ

Ahora  bien,  procedemos  a  calcular  los  elementos  de  matriz  de  ܶ଴ሺܤ,  ሻܮ en  la  base 
acompl ௃

଴

ada  หሺܮ, ܵሻ, ܯ,ܬ   ۄ como  v lcular 

ൻሺܮ, ܵሻ, ௃หܯ,ܬ ଴ܶ
଴ሺܮ, ,ᇱܮሻหሺܤ ܵᇱሻ, ,ᇱܬ ௃ܯ

ᇱൿ ൌ െ ௭

√3

los  cuales,  eremos  se  reducen  esencialmente  a  ca los 

elementos de matriz de  ଴ܶ
ଵሺܮሻ en esta misma base: 

ܤ
ൻሺܮ, ܵሻ, ௃หܯ,ܬ ଴ܶ

ଵሺܮሻหሺܮᇱ, ܵሻ, ,ᇱܬ ௃ܯ
ᇱൿ       … ሺ4.1.7ሻ 

Para calcular  los elementos de matriz de  ଴ܶ
ଵሺܮሻ en  la base acoplada debemos  tomar en 

cuenta   

Ԣ dejanܮ ݕ ܮ  in   ሺ
ponente cero tensor    ଴ ଴

que el operador de momento angular ܮ solamente actúa sobre  los estados de momento 

angular orbital do  tactos los estados de espín ܵ ݕ ܵԢ por lo que expresamos a  ଴ܶ
ଵ  ሻܮ

como la com  del   asociado al producto ܶଵሺܮሻ  ٔ ܶ଴

  del  ଴ ॴሻ,  asegurando  de  esta  forma  que  al  actuar 

଴ܶ
଴ሺॴሻ sobre  los estados de espín, éstos quedan  inalterados. Puesto que  ଴ܶ

଴ሺॴሻ ݕ  ଴ܶଵሺܮሻ actúan de 
manera  independiente sobre distintas partes del sistema,  la expresión que calcula  los elementos 

de matriz de  ଴ܶ
ଵሺܮ, ॴሻ es la siguiente: 

, ॴ ᇱ ᇱ

,ᇱܬ ሺܮ

 la expresión

ሺॴሻ. Calculamos entonces 

los  elementos  de matriz tensor  esférico  ܶଵሺܮ,

ൻܬ, ,௃ܯ ሺܮ, ܵሻห ଴ܶ
ଵሺܮ ሻหܬ ,௃ܯ, ሺܮᇱ, ܵᇱሻൿ ൌ

ሺെ1ሻ௃ିெ಻ ൬ Ԣܬ ܬ 1
௃ܯ െܯ௃ 0൰ ,ܬۃ ሺܮ, ܵሻฮ ଴ܶ

ଵሺܮ, ॴሻฮ ᇱ, ܵᇱሻۄ  … ሺ4.1.8ሻ   

Y los elementos de matriz reducidos en  anterior están dados por: 

,ܮሺۃ ܵሻ, ฮܬ ଴ܶ
ଵሺܮ, ॴሻฮሺܮᇱ, ܵᇱሻ, ۄᇱܬ ൌ ฮܮۃ ଴ܶ

ଵሺܮሻฮܮԢܵۃۄฮ ଴ܶ
଴ ଵ

ܮ

ൌ ௅௅ᇱሾ3ሺ2ܵߜௌௌᇱߜ ൅ 1ሻܮሺܮ ൅ 1ሻሺ2ܮ ൅ 1ሻሺ2ܬ ൅ 1ሻሺ2ܬᇱ ൅ 1ሻሿଵ ଶൗ ൝
ܮ Ԣܮ 1
ܵ ܵԢ 0
ܬ Ԣܬ 1

ൡ 

ᇱ ଵൗ
ܮ ܮ 1

Sustituyendo el resultado anterior en la ecuación ሺ4.1.8ሻ y posteriormente sustituyendo lo 
que resulta en la ecuación ሺ4.1.7ሻ tenemos: 

 

 

ሺॴሻฮܵԢۄሾ3ሺ2ܬ ൅ 1ሻሺ2ܬᇱ ൅ 1ሻሿ ଶൗ ൝
Ԣܮ 1

ܵ ܵԢ 0
ܬ Ԣܬ 1

ൡ 

ൌ ሾ3ሺ2ܵ ൅ 1ሻܮሺܮ ൅ 1ሻሺ2ܮ ൅ 1ሻሺ2ܬ ൅ 1ሻሺ2ܬ ൅ 1ሻሿ ଶ ൝ܵ ܵ 0
ܬ Ԣܬ 1

ൡ 
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ൻሺܮ, ܵሻ, หܬ ଴ܶ
଴ሺܮ, ,ܮሻหሺܤ ܵሻ, ᇱൿܬ ൌ െܤ௭ሺെ1ሻ௃ିெ಻ሾሺ2ܵ ൅ 1ሻܮሺܮ ൅ 1ሻሺ2ܮ ൅ 1ሻሺ2ܬ ൅ 1ሻሺ2ܬᇱ ൅ 1ሻሿଵ ଶൗ ൈ 

൬ Ԣܬ ܬ 1൰ ൝
ܮ ܮ 1
ܵ ܵ 0ൡ   … ሺ4.1.9ሻ 

 

   esulta entonces que los elementos de matriz de  ଴ܶ
଴ሺܮ,  ሻ son diagonales en los númerosܤ

cuánticos ܮ, ܵ y ܯ௃, más sin embrago el símbolo 3݆ que aparece en ሺ4.1.9ሻ nos indica que puede 
haber  una  diferencia  relativa  de  hasta  1  entre  los  valores  de   ܬ y   .Ԣܬ Veamos  entonces  qué  se 
obtiene al evaluar el símbolo 9݆: 

൝
ܮ ܮ 1
ܵ ܵ 0
ܬ Ԣܬ 1

ൡ ൌ
ሺെ1ሻ௃ᇱା௅ାௌାଵ

ඥ3ሺ2ܵ ൅ 1ሻ

௃ܯ െܯ௃ 0 ܬ Ԣܬ 1

R

ቄܬԢ ܬ 1
ܮ ܮ ܵ

ቅ ൌ
ሺെ1ሻ௃ᇱା௅ାௌାଵ

ඥ3ሺ2ܵ ൅ 1ሻ
൜
ܵ ܮ ܬ
1 Ԣܬ …  ൠܮ ሺ4.1.10ሻ 

El símbolo 6݆ en ሺ4.1.10ሻ es distinto de cero cuando se cumple alguno de  los siguientes dos 
casos: 

1.a)  ൌ  .ܬ

ሾ2ܮሺ2ܮ ൅ 1ሻሺ2ܮ ൅ 2ሻ2ܬሺ2ܬ ൅ 1ሻሺ2ܬ ൅ 2ሻሿଵ ଶൗ

   

ᇱܬ

֜   ൜ܵ ܮ ܬ
1 ܬ ൠܮ ൌ ሺെ1ሻௌା௅ା௃

2ሾܵሺܵ ൅ 1ሻ െ ܮሺܮ ൅ 1ሻ െ ܬሺܬ ൅ 1ሻሿ
 

1.b) ܬᇱ ൌ ܬ െ 1 

֜ ൜ܵ ܮ ܬ
1 ܬ െ 1 ൠܮ ൌ ሺെ1ሻௌା௅ା௃ ቈ

2ሺܵ ൅ ܮ ൅ ܬ ൅ 1ሻሺܮ ൅ ܬ െ ܵሻሺܵ ൅ ܬ െ ሻሺܵܮ ൅ ܮ െ ܬ 1ሻ
ሺ ሻሺ ሻ ሺ ሻ

൅
ܮ2 ܮ2 ൅ 1 ܮ2 ൅ 2 ܬ2 ܬ2 െ 1 ሺ2ܬ ൅ 1ሻ

቉
ଵ
ଶൗ

 

igual forma existen dos alternativas para que el símbolo 3݆ sea distinto de cero: 

2.a)  ܬ

֜ ൬
ܬ ܬ 1
௃ܯ െܯ௃ 0൰ ൌ ሺെ1ሻ௃ିெ಻

௃ܯ

ሾܬሺ2ܬ ൅ 1ሻሺܬ ൅ 1ሻሿଵ ଶൗ

De 

ᇱܬ  ൌ

 

2.b) ᇱ ܬ ൅ 1 

֜ ൬
ܬ ൅ 1 ܬ 1
௃ܯ െܯ௃ 0൰ ൌ ሺെ1ሻ௃ିெ಻ିଵ ቈ

൫ܬ ൅ ௃ܯ ൅ 1൯ሺܬ െ ௃ܯ ൅ 1ሻ
ሺ2ܬ ൅ 3ሻሺܬ ൅ 1ሻሺ2ܬ ൅ 1ሻ

ܬ  ൌ

቉
ଵ
ଶൗ

 

 Sustituyendo  ሺ4.1.10ሻ  en  ሺ4.1.9ሻ  tenemos  la  expresión  que  calcula  los  elementos  de 
mat

 

 

riz del acoplamiento ܮത · തܤ  en su forma más general: 
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ൻሺܮ, ܵሻ, ௃หܯ,ܬ ଴ܶ
଴ሺܮ, ,ᇱܮሻหሺܤ ܵᇱሻ, ,ᇱܬ ௃ܯ

ᇱൿ

ൌ
െܤ௭ሺെ1ሻ௃ା௃ᇱା௅ାௌାଵିெ಻

√3
ሾܮሺܮ ൅ 1ሻሺ2ܮ ൅ 1ሻሺ2ܬ ൅ 1 ᇱ ൅ 1ሻሿଵ ଶൗ ൈ 

൬ Ԣܬ ܬ 1
௃ܯ െܯ௃ 0൰ ൜

ܵ ܮ Ԣܬ
1 ܬ …  ൠܮ ሺ4.1.11ሻ 

La palabra final sobre el valor definitivo de un cierto elemento de matriz para  ଴ܶ
଴ሺܮ,  ሻ enܤ

un caso particular la tiene el valor relativo entre   y  . 

• ntos de matriz de ࢀ૙૙ሺࡿ,  .ሻ࡮

El  cálculo  de  los  elementos  de  matriz  de  ଴ܶ
଴ሺܵ,  ሻܤ es  completamente  análogo  al  de  los 

elementos  de matriz  de  ଴ܶ
଴ሺܮ,  ,ሻܤ razón  por  la  cual  en  esta  ocasión  trataremos  de  omitir  los 

detalles  redundantes del cálculo, mostrando en  la medida de  lo posible  sólo  los  resultados más 
importantes. Partimos entonces sabiendo que (en analogía con la ecuación ሺ4.1.7ሻ): 

ൻሺܮ, ܵሻ, ௃หܯ,ܬ ଴ܶ
଴ሺܵ, ,ᇱܮሻหሺܤ ܵᇱሻ, ,ᇱܬ ௃ܯ

ᇱൿ ൌ െ
௭ܤ
√3

ሻሺ2ܬ

ܬ Ԣܬ

 

Eleme

ൻሺܮ, ܵሻ, ௃หܯ,ܬ ଴ܶ
ଵሺܵሻหሺܮᇱ, ܵᇱሻ, ,ᇱܬ ௃ܯ

ᇱൿ  … ሺ4.1.12ሻ 

Puesto que estamos  trabajando en  la base acoplada y  ଴ܶ
ଵሺܵ   solamente actúa  sobre  los 

estados

ൻሺܮ, ܵሻ, ௃หܯ,ܬ ଴ܶ
ଵሺॴ, ܵሻหሺܮᇱ, ܵᇱሻ, ,ᇱܬ ௃ܯ

ᇱൿ ൌ ሺെ1ሻ௃ିெ಻ ൬ ܬ 1
௃ܯ െܯ௃ 0൰ ,ܮሺۃ ܵሻ, ฮܬ ଴ܶ

ଵሺॴ, ܵሻฮሺܮᇱ, ܵᇱሻ,  ۄᇱܬ

ሻሺܵ ൅ 1ሻܵሺ2ܵ ൅ 1ሻሺ2ܬ ൅ 1ሻሺ2ܬᇱ ൅ 1ሻሿଵ ଶൗ ൈ 

൰ ൝
ܮ Ԣܮ
ܵ ܵ

൝
ܮ ܮ 0
ܵ ܵ 1
ܬ Ԣܬ 1

ൡ ൌ
ሺെ1ሻௌା௃ା௅ାଵ

ඥ3ሺ2ܮ ൅ 1ሻ

ሻ
 de espín, tenemos: 

Ԣܬ

ൌ ܮ௅௅ᇱሺെ1ሻ௃ିெ಻ሾ3ሺ2ߜௌௌᇱߜ ൅ 1

൬ Ԣܬ ܬ 1
௃ܯ െܯ௃ 0

0
Ԣ 1

ܬ Ԣܬ 1
ൡ 

Calculamos el símbolo 9݆ de la expresión anterior y tenemos: 

ቄܬԢ ܬ 1
ܵ ܵ ܮ

ቅ ൌ
ሺെ1ሻௌା௃ା௅ାଵ

ඥ3ሺ2ܮ ൅ 1ሻ
൜
ܮ ܬ ܵ
1 ܵ  Ԣൠܬ

ൻሺܮ, ܵሻ, ,ܬ ௃หܯ ଴ܶ
ଵሺॴ, ܵሻหሺܮᇱ, ܵᇱሻ, ,ᇱܬ ௃ܯ

ᇱൿ ൌ 

ሺെ1ሻ௅ାௌାଵିெ಻ሾሺܵ ൅ 1ሻܵሺ2ܵ ൅ 1ሻሺ2ܬ ൅ 1ሻሺ2ܬ ൅ 1ሻሿଵ ଶൗ ൬ Ԣܬ ܬ 1
௃ܯ െܯ௃ 0൰ ൜

ܮ ܬ ܵ
1 ܵ  Ԣൠܬ

De esta manera tenemos que: 
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Sustituyendo lo anterior en la ecuación ሺ4.1.12ሻ y tomando en cuenta que el símbolo 3݆ es 
distinto de cero solamente  cuando ܯ௃

ᇱ ൌ  :௃, tenemosܯ

ሺܮ, ሻ ଴ሺ ሻ ሺ ሻ ᇱ  

െ
௭ܤ
√3

ൻ ܵ , ௃หܯ,ܬ ଴ܶ ,ܤ ܵ ห ,ܮ ܵ , ܬ ௃ൿܯ, ൌ

ሺെ1ሻଶ௃ା௅ାௌାଵିெ಻ሾሺܵ ൅ 1ሻܵሺ2ܵ ൅ 1ሻሺ2ܬ ൅ 1ሻሺ2ܬᇱ ൅ 1ሻሿଵ ଶൗ ൈ 

൬ Ԣܬ ܬ 1
ܯ െܯ௃ 0൰ ൜

ܮ ܵ Ԣܬ
1 ܬ ܵൠ  … ሺ4.1.13ሻ 

Finalmente  podemos  concluir  que  los  elementos  de matriz  de  ଴ܶ
଴ሺܤ, ܵሻ  tomados  con 

respecto a  la base acoplada  son diag nales en ܮ,  ௃, mientras queܯ ݕ ܵ las  condiciones dictadas 

sobre   ܬ y   Ԣܬ por  los  símbolos   6݆ ݕ 3݆ establecen  que  éstos  elementos  de matriz  son  no  nulos 
cuando tenemos una diferencia de hasta 1 entre estos dos valores. 

,ࡸ ሻࡸ · ࢀ
 

El problema de calcular los eleme tos de matriz del producto tensorial  ܶଶሺܮ, ሻܮ · ܶଶሺܤ,  ሻ, seܤ
reduce  básicamente  al  de  encontrar  los  elementos  de matriz  del  tensor  ܶଶሺܮ,  ,ሻܮ puesto  que 
dadas  las  condiciones  que  hemos  impuesto  sobre  el  campo ܤത   hacen  que  el  tensor    ܶଶሺܤ,  ሻܤ
adquiera una forma bastante sencilla.  

Es  importante  recalcar que el  tensor ܶଶሺܮ,  ሻܮ tiene  cinco  componentes, ݌ ൌ േ2,േ1, 0  , en 
general  todas  ellas  distintas  de  cero,  sin  embargo,  puesto  que  hemos  elegido  que  el  campo 
magnét te distin

riendo a

଴ 3

௃

o

 

• Elementos de matriz de ࢀ૛ሺ ૛ሺ࡮,࡮ሻ. 

n

ico  se extienda  exclusivamente  sobre el eje   ݖ la única  componen ta de  cero del 

tensor ܶଶሺܤ,  ሻ es precisamenteܤ ଴ܶ
ଶሺܤ, ሻ. Recurܤ  la ecuación ሺ3.4.4ሻ tenemos que: 

ܶଶሺܤ, ሻܤ ൌ ඨ2 ൤ܤଶ െ
1

௭ 2
ሺܤଶ ൅ ଶሻ൨ܤ ൌ ඨ2௫ ௬ 3

ଶܤ   ௭ … ሺ4.1.14ሻ 

uir  qu       el  producto   ܶଶሺܮ, ሻܮ · ܶଶሺܤ,  ሻܤ la  única 
la que resulte de  ଴ܶ ሺܮ, ሻܮ · ଴ܶ

ଶሺܤ,  ሻ, por lo tanto, para éste casoܤ
particular nos limitamos a calcular los elementos de matriz de  ଴ܶ

ଶሺܮ,   .ሻܮ

ܬ 2
௃ െܯ௃ 0൰ ,ܮሺۃ ܵሻ, ԡܶܬ

ଶሺܮ, ,ᇱܮሻԡሺܮ ܵᇱሻ, ۄᇱܬ  … ሺ4.1.15ሻ 

A  partir  de  esto  podemos  concl e al realizar

componente que sobrevivirá es    ଶ

Tenemos entonces de acuerdo con el teorema de ܹ݅݃݊݁ݎ െ  :ݐݎܽ݇ܿܧ

ൻሺܮ, ܵሻ, ௃หܯ,ܬ ଴ܶ
ଶሺܮ, ,ᇱܮሻหሺܮ ܵᇱሻ, ,ᇱܬ ௃ܯ

ᇱൿ

ൌ ሺെ1ሻ௃ିெ಻ ൬ ܯԢܬ
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Puesto  que  una  vez más  estaremos  trabajando  con  la  base  acoplada  หሺܮ, ܵሻ,  ۄ௃ܯ,ܬ y  el 
operado rial  ܶଶሺܮ,  ሻܮ sola actúa  sobre  los  estados  de ento  angular  orbitalr  tenso mente    mom  
necesitamos  calcular  los elementos de matriz  reducidos del  tensor ܶଶሺܮ, ;ܮ ॴሻ. Al  calcular estos 
elementos de matriz de una manera completamente análoga al caso de  ଴ܶ

ଵሺܮ, ॴሻ tenemos: 

,ܮሺۃ ܵሻ, ,ܮԡܶଶሺܬ ;ܮ ॴሻԡሺܮᇱ, ܵᇱሻ, ۄᇱܬ

ൌ √5ሾሺ2ܬ ൅ 1ሻሺ2ܬᇱ ൅ 1ሻሿଵ ଶൗ ,ܮԡܶଶሺܮۃ ԡܶ଴ሺॴሻԡܵۃۄԢܮሻԡܮ
ܬ Ԣܬ 2

ሺ4.1.16ሻ 

Como primera característica importante podemos nota

ܵԢۄ ൝
ܮ Ԣܮ 2
ܵ ܵ 0ൡ  …

r que tenemos elementos de matriz 
diagonales  puesto que dada  la naturaleza de 
ܶଶሺܮ s. 

Puesto que ܶଶሺܮ,  ሻ proviene del producto entre los tensores asociados a dos operadoresܮ
que actúan sobre la misma parte del sistema, sus elementos de matriz reducidos con respecto a la 
base |ܯ,ܮ௅ۄ están dados por: 

ሺܮ

 en el número cuántico ܵ,  lo cual era de esperarse,
, ሻ   los estados de espín permanecen inalteradoܮ

ԡܶଶܮۃ , ۄԢܮሻԡܮ ൌ √5ሺെ1ሻଶା௅ା௅ᇱ෍ቄ1 1 2
Ԣܮ ܮ ԢԢቅܮ

௅ᇱᇱ

ԢԢԡܶܮۃۄԢԢܮሻԡܮԡܶଵሺܮۃ

Al  desarrollar  la  ecuación  anterior  obtenemos  una  ción dad  para   
tanto con respecto a ܮԢ como a ܮԢԢ lo que lleva a los elementos de matr cidos de ܶଶ

ଵሺܮሻԡܮԢۄ 

condi   de  ortogonali ܮ
iz redu ሺܮ,  ሻ aܮ

tomar la forma: 

,ܮԡܶଶሺܮۃ ۄԢܮሻԡܮ ൌ √5 ቄ1 1 2
ܮ ܮ ቅܮ ܮ

ሺܮ ൅ 1ሻሺ2ܮ ൅ 1ሻ     … ሺ4.1.17ሻ 

Sustituyendo la expresión anterior en la ecuación ሺ4.1.16ሻ obtenemos: 

,

ᇱܬ ൅ 1ሻሿଵ ଶൗ ቄ1 1 2
ܮ ܮ ቅܮ ൝

ܮ Ԣܮ 2
ܵ ܵ 0
ܬ Ԣܬ 2

ൡ 

ntos  ;ܮ ॴሻ toman la forma: 

ൻሺܮ, ܵሻ, ௃หܯ,ܬ ଴ܶ
ଶሺܮ, ,ᇱܮሻหሺܮ ܵᇱሻܬᇱ,ܯ௃

ᇱൿ ൌ 5ሺെ1ሻ௃ିெ಻ܮሺܮ ൅ 1ሻሺ2ܮ ൅ 1ሻሾሺ2ܬ ൅ 1ሻሺ2ܬᇱ ൅ 1ሻሿଵ ଶൗ  

Ԣܬ ܬ 2 1 1 2 ܮ Ԣܮ 2

 dar un  paso más en el desarrollo de la expresión anterior si vemos que reescribir 
el símbolo 9݆ que en ella aparece de la siguiente forma: 

,ܮሺۃ ܵሻ, ,ܮԡܶଶሺܬ ;ܮ ॴሻԡሺܮᇱ, ܵᇱሻ ۄᇱܬ

ൌ ܮሺܮ5 ൅ 1ሻሺ2ܮ ൅ 1ሻሾሺ2ܬ ൅ 1ሻሺ2

Y  ahora  sustituyendo  la  ecuación  recién  encontrada  en  ሺ4.1.17ሻ,  provisionalmente  los 

eleme de matriz de  ଴ܶ
ଶሺܮ,

ൈ ൬ܯ௃ െܯ௃ 0൰ ቄܮ ܮ ቅܮ ൝ܵ ܵ 0
ܬ Ԣܬ 2

ൡ … ሺ4.1.18ሻ 

Podemos
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൝ܮ ܮ 2
ܬ Ԣܬ 2

ൡ ൌ
ሾ5ሺ2ܵ ൅ 1ሻሿଵ ଶൗ

ܵ ܵ 0 ሺെ1ሻ௃ା௅ାௌାଶ
ቄ
ܮ ܮ ܵ

ቅ ൌ
ሺെ1ሻ௃ା

ሾ5ሺ2ܵ ൅ 1ሻሿଵ ଶൗ
Ԣܬ ܬ 2 ௅ାௌାଶ

൜
ܬ

2 Ԣܬ  ൠܮ

Y  de  esta manera,  tenemos  que  la  forma más  general  de  los  elementos  de matriz  de 

଴ܶ
ଶሺܮ,  :ሻ es la siguienteܮ

ܵ ܮ

ൻܯ,ܬ௃, ሺܮ, ܵሻห ଴ܶ
ଶሺܮ, ௃ܯ,ᇱܬሻหܮ

ᇱ, ሺܮᇱ, ܵᇱሻൿ ൌ √5ሺെ1ሻ௅ାௌିெ಻ܮ ሺ2ܮ ൅ 1ሻ ൈ ሺܮ ൅ 1ሻ

ቈ
ሺ2ܬ ൅ 1ሻሺ2ܬᇱ ൅ 1ሻ

2ܵ ൅ 1
቉
ଵ
ଶൗ

൬ ܬ
ᇱ ܬ 2

௃ܯ െܯ௃ 0൰ ቄ
1 1 2
ܮ ܮ ቅܮ ൜

ܵ ܮ ܬ
2 ᇱܬ …  ൠܮ ሺ4.1.19ሻ 

Finalmente  podemos  concluir  que  los  elementos  de  matriz  de  ଴ܶ
ଶሺܮ,  ሻܮ resultan  ser 

diagonales en  los números cuánticos ܮ, ܵ y ܯ௃ mientras que admiten una diferencia de hasta 2 
entre los valores relativos de ܬ y ܬԢ.  

 l l producto  ଴ܶ
ଶሺܮ, ሻܮ · ଴ܶ

ଶሺܤ,  :ሻܤ

ർሺܮ, ܵሻ, ,ܬ ௃ቚܯ ଴ܶ
ሺଶሻሺܮ, ሻܮ · ଴ܶ

ሺଶሻሺܤ, ,ܮሻቚሺܤ ܵሻ, ,ᇱܬ ௃඀ܯ ൌ ඨ2
3

Ahora  bien,  tomando  en  cuenta  la  ecuación  ሺ4.1.14ሻ  y  combinándola  con  ሺ4.1.19ሻ 
obtenemos a expresión para los elementos de matriz de

௭ଶܤ ർܯ,ܬ௃, ሺܮ, ܵሻቚ ଴ܶ
ሺଶሻሺܤ, ,௃ܯ,ᇱܬሻቚܤ ሺܮ, ܵሻ඀ 

ൌ ඨ10
3
௭ଶሺെ1ሻ௅ାௌିெܤ

ሺ2ܬ ൅ 1ሻሺ2ܬᇱ ൅ 1ሻ
಻ܮሺܮ ൅ 1ሻሺ2ܮ ൅ 1ሻ ቈ

2ܵ ൅ 1
቉ ൬ܯ௃ െܯ௃ 0൰ ൈ 

ቄܮ 1 ܮ
2 ܮ 1ቅ ൜

ܵ ܮ Ԣܬ
2 ܬ  ൠܮ

  Con  esta  expresión  se determinan  los  elementos de matriz del hamiltoniano propuesto 
dado  que  ahora  conocemos  las  expresiones  que  nos  dan  los  elementos  de  cada  uno  de  los 

términos cer ࣢෡ simplemen
que seguir

ᇱ, ,௃ܯ ሺܮ, ܵሻൿ
ൌ െ√3

ଵ
ଶൗ ᇱܬ ܬ 2

 que  lo conforman. Para cono   los elementos de matriz de  ,  te  tenemos 
 la siguiente expresión: 

ൻߛ, ,ܬ ,௃ܯ ሺܮ, ܵሻห࣢หߛᇱ, ܬ
ܽൻܯ,ܬ௃, ሺܮ, ܵሻหܶ଴ሺܮ, ܵሻหܬ, ,௃ܯ ሺܮ, ܵሻൿ

ܮ
଴

൅ 3ܾൻܯ,ܬ௃, ሺ , ܵሻห ଴ܶ
଴ ܯ,ܬ , ሺܮ ൿሺܮ, ܵሻห ௃ , ܵሻ ଶ

െ √3݃ ߤ ൻܯ,ܬ , ሺܮ, ܵሻหܶ௟ ஻ ௃ ଴
଴

௃, ሺܮ, ܵሻൿ
െ √3

ሺܮ, ܯ,Ԣܬሻหܤ
݃௦ߤ஻ൻܯ,ܬ௃, ሺܮ, ܵሻห ଴ܶ

଴ሺܵ, ,௃ܯ,Ԣܬሻหܤ ሺܮ, ܵሻൿ

െ  ߯ ർܯ,ܬ௃, ሺܮ, ܵሻቚ ଴ܶ
ሺଶሻሺܮ, ሻܮ · ଴ܶ

ሺଶሻሺܤ, ,௃ܯ,Ԣܬሻቚܤ ሺܮ, ܵሻ඀ 
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IV.2 PROBABILIDADES DE TRANSICIÓN 

El  cálculo  de  los  elementos  de  matriz  del  tensor  ௤ܶ
ଵሺߤሻ  no  está  relacionado  con  la 

eterm

Si
  determinar  la  probabilidad  de  transición  que  pudiera  existir 

entre dos estados permitidos de nuestro sistema etiquetados con una serie particular de números 
cuánticos. Es  importante que  solamente  recalcar que en el esquema en el que  se ha  trabajado 
solamente  es  posible  observar  transiciones  de  tipo  dipolar  magnético,  puesto  que  siempre 
observamos  las transiciones que ocurren en los niveles que provienen del desdoblamiento de un 
término común, el número cuántico ܮ nunca cambia, y por lo tanto las transiciones de tipo dipolar 
eléctrico quedan prohibidas. 

Calcular el peso particular de  todas  las  transiciones posibles que pueden presentarse en 
nuestro sistema nos da información valiosísima del mismo. Conociendo las regularidad con la que
e dan  las  transiciones permitidas mediante el cálculo del valor esperado de  ௤ܶ

ଵሺߤሻ nos permite 

interpretar  correctamente el espectro de  resonancia descartando aquellas  transiciones espurias 
ue  aunque  en principio pudieran presentarse puesto que  aunque  “se dan”  entre dos  estados 

abilidad idéntica a cero.  

L y

d inación de  las  energías del  sistema, puesto que  el  vector de momento magnético ߤҧ no 
aparece  independientemente  en  ninguno  de  los  términos  del  hamiltoniano,  sino  que  lo  hace 
interactuando con el campo magnético externo ܤത  del efecto Zeeman.  n embargo el cálculo de 
estos  elementos  es  esencial  para

 
s

q
permitidos del sistema ocurren con prob

La probabilidad de transición para radiación dipolar magnética es proporcional a: 

ൻߛᇱ, ሺܮᇱ, ܵᇱሻ, ௃Ԣหܯᇱܬ ௤ܶ
ଵหߛ, ሺܮ, ܵሻ,  ௃ൿܯܬ

Donde ߛ es la configuración electrónica,   S definen el término y J el nivel. MJ especifica 
el subnivel involucrado en la transición. El vector μ es el vector dipolar magnético, en átomos tiene 
dos  contribuciones,  nosotros  despreciamos  la  contribución  nuclear  debido  a  que  es muy  débil 
pero consideramos la contribución electrónica. 

ҧߤ ൌ
1
԰
ሾ݃௅ߤ஻ܮത ൅ ݃ௌߤ஻ܵҧሿ 

Establecido lo anterior, la expresión que calcula las probabilidades de transición dipolares 
magnéticas puede verse como: 

ർߛᇱ; ሺܮᇱ, ܵᇱሻ, ,ᇱܬ ௃Ԣฬܯ
1
԰ ௤ܶ

ଵሺ݃௅ߤ஻ܮ ൅ ݃ௌߤ஻ܵሻฬߛᇱᇱ; ሺܮᇱᇱ, ܵᇱᇱሻ, ,ᇱᇱܬ ௃ԢԢ඀ܯ

1
԰

ൌ ൣ݃ ߤ ൻߛ ; ሺܮ , ܵ ሻ, ܬ ܯ, Ԣหܶ ሺܮሻหߛ ; ሺܮ , ܵ ሻ, ܬ ܯ, ԢԢൿ

 

௅ ஻
ᇱ ᇱ ᇱ ᇱ

௃ ௤
ଵ ᇱᇱ ᇱᇱ ᇱᇱ ᇱᇱ

௃

൅ ݃ௌߤ஻ൻߛᇱ; ሺܮᇱ, ܵᇱሻ, ,ᇱܬ ௃Ԣหܯ ௤ܶ
ଵሺܵሻหߛᇱᇱ; ሺܮᇱᇱ, ܵᇱᇱሻ, ,ᇱᇱܬ ௃ԢԢൿ൧ܯ    … ሺ4.2.1ሻ 
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• Elementos de matriz de ࢗࢀ૚ሺࡸሻ: 

 

las 3 componentes de  ௤ܶ
ଵሺܮሻ  . Tenemos entonces 

que: 

ൻሺܮ, ܵሻ, ௃หܯ,ܬ ௤ܶ
ଵሺܮሻหሺܮᇱ, ܵᇱ , ,ᇱܬ ௃Ԣൿܯ

ᇱܬ ܬ 1

Donde ya hemos tomado en cuenta la introducción de ܶ଴ሺॴሻ puesto que trabajamos en la 
base acoplada, de ésta forma, el elemento de matriz reducido en la expresión anterior está dado 
por: 

,ܮሺۃ ܵሻ, ,ܮԡܶଵሺܬ ॴሻԡሺܮᇱ, ܵᇱሻ, ۄᇱܬ

ൌ ܬሾ3ሺ2ۄᇱܮሻԡܮԡܶଵሺܮۃۄԡܶ଴ሺॴሻԡܵᇱܵۃ ൅ 1ሻሺ2ܬᇱ ൅ 1ሻሿଵ ଶൗ ൝
ܮ Ԣܮ 1
ܵ ܵԢ 0
ܬ ᇱܬ 1

ൡ  ௅௅ᇱߜௌௌᇱߜ

,ܮሺۃ ܵሻ, ,ԡܶଵሺॴܬ ,ᇱܮሻԡሺܮ ܵᇱሻ, ۄᇱܬ ൌ 

ሾ3ሺ2ܵ ൅ 1ሻܮሺܮ ൅ 1ሻሺ2ܮ ൅ 1ሻሺ2ܬ ൅ 1ሻሺ2ܬᇱ ൅ 1ሻሿଵ ଶൗ ൝
ܮ Ԣܮ 1
ܵ ܵԢ 0ൡ ௅௅ᇱߜௌௌᇱߜ   … ሺ4.2.3ሻ 

൝ܵ ܵԢ 0
ܬ ᇱܬ 1

ൡ ൌ
ඥ3ሺ2ܵ ൅ 1ሻ

Dada  la  definición  del  operador magnético  dipolar  el  cálculo  de  las  probabilidades  de 
transición requiere que conozcamos  la forma que toman  los elementos de  las tres componentes 
esféricas del  los  tensores  ௤ܶ

ଵሺܮሻ  y  ௤ܶ
ଵሺܵሻ.  En  éste  apartado  calcularemos de manera  general  la 

expresión que nos da  la posibilidad de evaluar 

ሻ

ൌ ሺെ1ሻ௃ିெ಻ ൬ܯ௃Ԣ െܯ௃ ൰ݍ ,ܮሺۃ ܵሻ, ԡܶܬ
ଵሺܮ, ॴሻԡሺܮᇱ, ܵᇱሻ, ۄᇱܬ  … ሺ4.2.2ሻ 

֜

ܬ ᇱܬ 1

El símbolo 9݆ que aparece en la ecuación anterior puede reescribirse como: 

ܮ Ԣܮ 1 ሺെ1ሻ௃ᇱା௅ାௌାଵ
ቄ
ܮ ܮ ܵ

ቅ ൌ
ඥ3ሺ2ܵ ൅ 1ሻ

Ԣܬ ܬ 1 ሺെ1ሻ௃ᇱା௅ାௌାଵ
൜
ܵ
1 Ԣܬ ൠܮ

Sustituyendo lo anterior en la ecuación ሺ4.2.3ሻ: 

,ܮሺۃ ܵሻ, ,ܮԡܶଵሺܬ ॴሻԡሺܮᇱ, ܵᇱሻ, ۄᇱܬ

ൌ ሺെ1ሻ௃ᇱା௅ାௌାଵሾܮሺܮ ൅ 1ሻሺ2ܮ ൅ 1ሻሺ2ܬ ൅ 1ሻሺ2ܬᇱ ൅ 1ሻሿଵ ଶൗ ൜
ܵ ܮ ܬ

ൠ ߜ ߜ  

ሻ y obtenemos: 

ൻሺܮ, ܵሻ, ௃หܯ,ܬ ௤ܶ
ଵሺܮሻหሺܮ, ܵሻ, ,ᇱܬ ௃Ԣൿܯ

ൌ ሺെ1ሻ௃ା௃ᇲା௅ାௌାଵିெ಻ሾܮሺܮ ൅ 1ሻሺ2ܮ ൅ 1ሻሺ2ܬ ൅ 1ሻሺ2ܬᇱ ൅ 1ሻሿଵ ଶൗ ൈ 

൬
Ԣܬ ܬ 1
௃Ԣܯ െܯ௃ ൰ݍ ൜

ܵ ܮ ܬ
1 ᇱܬ …  ൠܮ ሺ4.2.4ሻ 

ܮ ܬ
 

1 Ԣܬ ܮ ௌௌᇱ ௅௅ᇱ

Y ahora  sustituimos ésta expresión para el elemento de matriz  reducido en  la ecuación 
ሺ4.2.2
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Este  resultado  indica que puede haber una diferencia de   hasta േ1, ó bien, nula  entre  los 
valores de ܬ y ܬԢ para que  los elementos de matriz de  la componente cero del tensor asociado al 
operador de momento angular ܮ sean distintos de cero, al mismo tiempo, dicho elementos son 
diagona ú  de los valores 
relativos entre ܬ y ܬԢ y por lo tanto también el valor del elemento de matriz (consultar tablas). 

Bien,  entonces  la  expresión  ሺ4.2.4ሻ  engloba  a  las  tres  componente  del  tensor  ௤ܶ
ଵሺܮሻ  basta 

simplemente sustituir la componente de nuestra elección por ݍ. 

 transformar el símbolo 3݆ en la ecuación 
ሺ4.2.4ሻ si aplicamos la siguiente propiedad de los símbolos 3݆: 

൬ ݆ଵ ݆ଶ ݆
݉ଵ ݉ଶ ݉൰ ൌ ሺെ1ሻ௝భା௝మା௝ ൬ ݆ଵ ݆ଶ ݆

െ݉ଵ െ݉ଶ െ݉൰ 

Eckart,  3݆ que
fácilmente  aunque si bien, los signos para los valores ܯ௃ están invertidos.  

• Elementos de matriz de ࢗࢀ૚ሺࡿሻ: 

El cálculo de los elementos de matriz de las distintas componentes del operador tensorial 

௤ܶ
ଵሺܵሻ es absolutamente análogo al que acabamos de realizar para las componentes de  ௤ܶ

ଵሺܮሻ. La 
única  diferencia  sale  a  relucir  debido    que  en  esta  ocasión  el  operador  tensorial ܶ଴ሺॴሻ  actúa 
sobre  
contin  

ᇱ
ሻ ᇱ

 matriz

ܬ2 ൅ 1
ᇱܬ 1

  

Y ahora los elementos de matriz reducidos de ܶ଴ሺॴሻ y ܶ଴ሺܵሻ: 

ۄᇱܮԡܶ଴ሺॴሻԡܮۃ ൌ ሾ2ܮ ൅ 1ሿଵ ଶൗ ߜ ۄԡܶ଴ሺܵሻԡܵᇱܵۃ         ݕ          ൌ ሾܵሺܵ ൅ 1ሻሺ2ܵ ൅ 1ሻሿଵ ଶൗ ߜ  

a:

s 
les en los n meros cuánticos ݕ ܮ ܵ. El valor de los símbolos 3݆ y 6݆ depende

En el caso de  la componente ݍ ൌ െ1, podemos

Introducimos entonces un  factor de  fase a  la ecuación dado por el  teorema de Wigner‐
pero  a  cambio  obtenemos  una  expresión  para  el  símbolo      podemos  encontrar 

 en las tablas

a
  los  estados  de  ímpetu angular  provocando  que  todas  las  expresiones  que  daremos  a 
uación estén en términos del espín ܵ. Tenemos entonces: 

ൻሺܮ, ܵሻ, ௃หܯ,ܬ ௤ܶ
ଵሺܵሻหሺܮᇱ, ܵᇱሻ, ௃Ԣൿܯ,ᇱܬ

ൌ ሺെ1ሻ௃ିெ಻ ൬
ܬ ܬ 1
௃Ԣܯ െܯ௃ ൰ݍ ,ܮሺۃ ܵሻ, ԡܶܬ

ଵሺॴ, ܵ ԡሺܮ , ܵᇱሻ, ۄᇱܬ   … ሺ4.2.5ሻ 

Calculando el elemento de  reducido: 

,ܮሺۃ ܵሻ, ,ԡܶଵሺॴܬ ܵሻԡሺܮᇱ, ܵᇱሻ, ۄᇱܬ ൌ 

ሾ3ሺۄԡܶ଴ሺܵሻԡܵᇱܵۃۄᇱܮԡܶ଴ሺॴሻԡܮۃ ሻሺ2ܬᇱ ൅  1ሻሿଵ ଶൗ ൝
ܮ Ԣܮ 0
ܵ ܵԢ 1
ܬ

ൡ… ሺ4.2.6ሻ

௅௅ᇱ ௌௌᇱ

Esto nos lleva a que la ecuación ሺ4.2.6ሻ tome la siguiente form  
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,ܮሺۃ ܵሻ, ,ԡܶଵሺॴܬ ܵሻԡሺܮ, ܵሻ, ۄᇱܬ ൌ ሾ3ሺ2ܬ ൅ 1ሻሺ2ܬᇱ ൅ 1ሻܵሺܵ ൅ 1ሻሺ2ܵ ൅ 1ሻሺ2ܮ ൅ 1ሻሿଵ ଶൗ ൝
ܮ ܮ 0
ܵ ܵ 1ൡ 
ܬ ᇱܬ 1

El símbolo 9݆ de la expresión anterior puede reescribirse como: 

൝
ܮ ܮ 0
ܵ ܵ 1
ܬ ᇱܬ 1

ൡ ൌ
ሺെ1ሻ௃ା௅ାௌାଵ

ሾ3ሺ2ܮ ൅ 1ሻሿଵ ଶൗ
൜
ܮ ܵ ܬ
1 Ԣܬ ܵൠ 

Así, finalmente nuestro elemento de matriz reducido toma la forma: 

,ܮሺۃ ܵሻ, ,ԡܶଵሺॴܬ ܵሻԡሺܮ, ܵሻ, ۄᇱܬ ൌ ሺെ1ሻ௃ା௅ାௌାଵሾሺ2ܬ ൅ 1ሻሺ2ܬᇱ ൅ 1ሻܵሺܵ ൅ 1ሻሺ2ܵ ൅ 1ሻሿଵ ଶൗ ൜
ܮ ܵ ܬ
1 Ԣܬ ܵൠ 

.2.5ሻ  encontramos  la  expresión  general  para 
calcular los elementos de matriz de cualquiera de las componentes de  ௤ܶ

ଵሺܵሻ: 

ൻሺܮ, ܵሻ, ௃หܯ,ܬ ௤ܶ
ଵሺܵሻหሺܮ, ܵሻ, ,ᇱܬ ௃ൿܯ
ൌ ሺെ1ሻ௅ାௌାଵିெ಻ሾܵሺܵ ൅ 1ሻሺ2ܵ ൅ 1ሻሺ2ܬ ൅ 1ሻሺ2ܬ

൅ 1ሻሿଵ ଶൗ ൬
Ԣܬ ܬ 1
௃Ԣܯ െܯ௃ ൰ݍ ൜

ܮ ܵ ܬ
1 ᇱܬ ܵൠ 

Observamos que las condiciones de ortogonalidad sobre los números cuánticos ܮ, ܵ y ܬ son 
exactamente las mismas que en el caso de los elementos de matriz del tensor  ௤ܶ

ଵሺܮሻ.  

IV.3 DISEÑO DEL ALGORITMO. 

  Observando  los  resultados que hemos obtenido hasta ahora podemos  inferir  fácilmente 
que  si  bien  calcular  el  espectro  de  resonancia  magnética  que  de  un  cierto  átomo  una  vez 
conocid e nes no representa un reto 
mayúsculo  al  intelecto  si  resulta  un  problema  bastante  tedioso  que  resolver  pues  involucra  el 
cálculo  de  demasiados  símbolos  3݆  y  6݆. Aunque  las  fórmulas  de  estos  símbolos  no  contienen 
elementos algebraicos muy complicados si pueden llegar a ser muy largas y por lo mismo podemos 
cometer errores en el proceso que derivan en un resultado equivocado. Dado que la cantidad de 
elemen  símbolos 3݆ y 6݆, se 
propone  la  implementación de un programa computacional para agilizar el proceso. Dos grandes 
beneficios devienen de la creación de un programa para resolver éste problema: 

1) Reduce en gran medida el tiempo de cálculo volviendo el proceso mucho más eficiente. 
2) e cálcu

En  realidad,  se diseñaron  3  códigos que  funcionan  en  conjunto  con  el objetivo de obtener 
como  resultado  final  la caracterización completa del espectro de  resonancia magnética atómico 
así como la probabilidad con la que se dan las transiciones posibles. Cada uno de los códigos tiene 

Sustituyendo  lo  anterior  en  la  ecuación  ሺ4

ᇱ

 

os los valor s totales del ímpetu angular y el espín de los electro

tos de matriz que se debe calcular no es pequeña y menos aún  la de

Anula la posibilidad de cometer un error d lo. 
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una  función  en particular de  tal  forma que dos de  ellos pueden  calificarse  como  auxiliares del 
tercero que es en sí, el que se encarga de calcular el espectro, visto de otra forma, dos de ellos son 
completamente    independientes, mientras que el tercero necesita de  la  información que arrojan 
los dos anteriores.  

Esq

 

  generar  la  lista 
completa de los términos espectroscópicos que caracterizan nuestro sistema, lo cual para nada es 

Para poder arrancar el código éste necesita unos datos carácterísticos del sistema atómico que 
se 

digo en bloques para facilitar su estudio. 

 “Programa TERM” (Apéndice A) es 
un  código  de  ordenamiento.  Dentro  de  él  se  distinguen  tres  tareas  básicas  que  forman  la 
estructura del programa, éstas son: 

1) La   de  los estados electrónicos: esto se hace generando un arreglo “matricial” 
formado únicamente por ceros y unos. Cada renglón representa un estado electrónico y la 
aparición de un número 1  indica  la presencia de un electrón.  Las posiciones dentro del 
renglón están  jerarquizadas, es decir,  a  cada espacio  le  corresponde un  cierto  valor de 
݈, ݉௟,   ,௦݉ ݕ ݏ entonces,  un  cierto  arreglo  de  unos  dentro  del  renglón  determina 
completamente los valores totales ܮ y ܵ del estado en cuestión. 

uemáticamente podemos verlos de la siguiente forma: 

 
Código 1: 

Generación de 
términos 

espectroscópicos.

 

 

 

 

. 

• CÓDIGO 1: Generación de términos espectroscópicos (Programa TERM).  
 

Bueno,  el  nombre  del  bloque  lo  dice  todo,  éste  programa  se  encarga  de

Código 3: 
Determinación 
del espectro de 
resonancia 
magnética  

una tareas simple.  

pretende  analizar,  ésta  información  debe  ser  proporcionada  por  el  usuario.  Los  datos 
solicitados por el programa son: 

a) Número de electrones (refiriéndose exclusivamente a los electrones equivalentes). 
b) Momento angular (el momento angular propio de la subcapa en cuestión) 

Separamos el có

En su mayor parte, el código 1 al que se ha bautizado como

generación
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2) Ordenamiento:  Una  vez  generados  los  estados  electrónicos  comienza  una  tardea  de 
ordenamiento  de  los  mismos  basándose  en  la  serie  de  números  cuánticos  que  los 
describen. Este ordenamiento es esencial para llevar a cabo la siguiente tarea final. 

3) Designación  de  los  términos  espectroscópicos:  una  vez  que  se  han  ordenado 
convenientemente los estados electrónicos se procede a analizar el valor de ܮ y ܵ en cada 

rrespondiente. 
uando se han calculado todos los términos del sistema, estos se ordenan y agrupan para 

desplegar la información en pantalla. 

Cód

 es sin duda mayor a  la del anterior debido a que  la tarea 
que desempeña requiere de un mayor poder de cómputo.  

  función, éste 
cálculo es el referente a los coeficientes ܽ y ܾ que caracterizan la estructura fina del sistema que 
se  p   se  requiere  información  sobre  las 
energías

ܽ

 con el código 1 para 

‐ l momento angular y el espín. 
‐ Los coeficientes “ܽ” y “ܾ” y el coeficiente ߯஺. 
‐ El valor inicial del campo magnético ݖܤ. 

uno  de  ellos  para  hacer  la  asignación  del  término  espectroscópico  co
C

 

 

igo 2: Determinación del espectro de resonancia magnética (programa LMR). 

  La complejidad de éste código

  Se  requiere de un  cálculo anterior para que éste  código pueda  cumplir  su

retende  estudiar.  Para  poder  llevar  a  cabo  éste  cálculo
 de al menos un par de transiciones del sistema a campo cero, si se quiere calcular tanto ܽ 

como  ܾ,  en  el  caso  en  el  que  solo  se  conoce  con  precisión  la  energía  de  una  sola  transición 
solamente se puede calcular el coeficiente  .  

  La  precisión  en  las  energías  de  transición  es  un  factor muy  importante  para  obtener 
resultados óptimos a la hora de predecir las resonancias. Las fuentes más fiables son los artículos 
publicados  sobre  estudios  de  resonancia  magnética  láser,  sin  embargo  se  puede  lograr  una 
aproximación aceptable extrayendo  la  información  sobre  las energías de  las bases de datos del 
National Institute Of Standards And Technology (NIST)   

  Ahora bien, separamos el código 2 por bloques  tal y como hicimos
poder explicar sistemáticamente el funcionamiento de cada una de sus partes (la separación por 
bloques se muestra en el apéndice B donde se despliega el programa completo). 

Bloque II.1. 

Comprende el primer bloque del programa, en donde se definen las variables que se usarán a 
lo  largo  del mismo.  También  se  pide  al  usuario  que  asigne  los  parámetros  que  caracterizan  al 
sistema que desea estudiar, tales como: 

E
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   Así  como  también  se  muestra  una  lista  donde  se 
asignan  los  valores  a  todas  aquellas  variables  que  se 
mantienen  fijas  a  lo  largo  del  programa.  es  importante 

o  

ivo generar una lista ordenada de los valores ܬ y ܯ௃ 

 un tér

cada  uno  de  los 
e  conforman  el  hamiltoniano  de  nuestro  sistema  mediante  la  invocación  de  una 

subrutina  llamada “HAMILTONIANO”. Ésta subrutina es el núcleo de éste código, puesto que  los 
cálc

l núcleo del isótopo que se quiera estudiar, esto para dar 
el  valor más preciso posible de ݃ . Para  llevar  a  cabo  el  cálculo de  los  elementos de matriz  el 

  serán  presentadas  posteriormente:  FASE,  S3J  y  S6J.  La 
do  del  elemento  de matriz  en  cuestión,  la 

egunda  se dedica a  calcular  los  símbolos 6݆ que 
sean necesarios. 

e a una pequeña parte del  código  cuya  inclusión no es 
esencial para su buen funcionamiento y por esa razón se deja al usuario la decisión de incluirlo o 

uce éste bloque  solamente  sí está  interesado en observar en pantalla el valor que 
tienen todos y cada uno de los elementos de matriz del hamiltoniano.  

e  mat

orman  los  eigen‐vectores  de  nuestro  sistema. 
Simultáneamente  JACOBIMOD  calcula  los  eigen‐valores  asociados  a  cada  uno  de  los  vectores 

BLOQUE OPCIONAL A 
DO i=1,F‐1 
         DO k=1,F‐1 
      WRITE(*,*) I, K, H(i,k) 
         END DO 
     END DO

mencionar que los valores de todas las constantes físicas que 
participan  en  los  cálculo  a  lo  largo  de  t do el  programa  se 
encuentran lo más actualizados posible. 

Bloque II.2  

Este segundo bloque tiene como objet

de mino espectroscópico que ha sido seleccionado previamente por el usuario (al momento 
de introducir ܮ y ܵ). La lista de los pares ܬ y ܯ௃ se ordena yendo de menor  a mayor priorizando el 

valor  de   ܬ sobre  el  valor  de ܯ௃.  Este  bloque  es  fundamental  para  posteriormente  obtener  las 

transiciones posibles, su energía y probabilidad. 

Bloque II.3  

  El  bloque  II.3 marca  el  inicio  del  análisis  estructural  del  sistema  particular  que  se  ha 
elegido  con miras  a  determinar  su  espectro  característico  de    resonancia magnética.  En  éste 
bloque  se  cumple  la  función  de  calcular  los  elementos  de matriz  de  todos  y 
términos  qu

ulos que en ella se realizan nos brindan los datos numéricos que estaremos manipulando hasta 
el final del programa. La subrutina requiere de la participación del usuario, quien debe introducir 
la masa en unidades de masa atómica de

௟
bloque  II.2  emplea  tres  funciones  que
primera  de  ellas  sirve  para  asignar  el  signo  apropia
segunda  calcula  símbolos 3݆, mientras que  la  s

Bloque opcional A. 

  El bloque opcional A  correspond

no. Se  introd

Bloque II.4. 

  Se  proced   ahora  a  diagonalizar  la riz  hamiltoniana,  para  esto,  el  bloque  II.4  echa 
mano de  la  subrutina  “JACOBIMOD”,  la  cual  se  encarga de  tomar  la matriz H(I,K)  y  regresar  la 
matriz  diagonalizada  V(I,K)  cuyas  columnas  f
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p . Posteriormente se convoca a una nueva subrutina, qu
diagonalizada  producida  por  JACOBIMOD,  así  como  sus  eigen
nombre “OR ENJACOB” y se da a  la tarea  e reacomodar  las columnas
jerarquía del eigen‐valor más alto, de ésta forma la primera co
con mayor eigen‐valor mientras que  la última es aquella con 
puede mostrar en pantalla a cada vector propio (columnas de V
eigen‐valor.  La decisión  sobre  si mostrar o no en pantalla  la 
junto con sus eigen‐valores también puede dejarse al gusto o ne
mencionar que el presente trabajo de tesis no incluyó el diseño de la subrutina JACOBIMOD ሾ5ሿ. 

Bloque II.5. 

Este bloque lleva a cabo na tarea esencial dentro del cálculo, se encarga de nada menos que de 
determinar  cuales  transiciones  entre  estados  son  posibles,  con  qué  probabilidad  ocurren  y  la 
energía  de  la  transición,  tres  tareas  que  en  conjunto  requieren  de  un  gran  trabajo  de  cálculo, 
especialm nte la tarea de determinar  la probabilidad de transición ya q e implica el cálculo de

ropios e se encarga de ordenar  la matriz 
‐valores.  Esta  subrutina  lleva  por 

D d  de V(I,K) de acuerdo a  la 
lumn  eigen‐vector 
el ei nimo. Finalmente 
(I,K))  
matr oniana diagonalizada 
cesidad del usuario. Es importante 

 u

e u  las 
tres componentes esféricas de los tensores  ௤ܶ

ଵሺܮሻ y  ௤ܶ
ଵሺܵሻ. La estructura que presenta éste bloque 

náloga a la de la subrutina HAMILTONIANO ya que en ambos se centran en el 
álculo 

  importante del bloque 
II.5  es  que  en  él  se  “etiquetan”  las  energías  de  todas  las  transiciones  posibles  del  sistema, 

 almacenando una  lista con  los valores de  las energías. Al  finalizar el bloque  II.5  se 
muestra en pantalla el campo magnético aplicado seguido de una  lista ordenada y numerada de 

ón  
determinar cuál es la transición más cercana, energéticamente hablando, a la línea propuesta. Una 

entifica a  la transición más cercana, ésta es etiquetada y se calcula  la diferencia de 
energías. El bloque termina mostrando en pantalla la deferencia de energías calculada, la energía 

a corresponde al
gen‐valor mí
 encabezado por su respectivo
iz hamilt

es completamente a
c de  elementos  de  matriz  y  ambos  lo  hacen  mediante  un  proceso  “acumulativo”.  La 
diferencia es qué en el bloque  II.5 el objetivo  final es acumular  la  información numérica de  los 
elementos de matriz en  la variable que representa  la probabilidad de transición y no así mostrar 
directamente el valor de  los elementos de matriz. Otra característica muy

generando y

las transiciones posibles con sus respectivas probabilidades y energías separándolas de acuerdo a 
la polarización de la radiación incidente (transiciones ߪ y ߨ). 

Bloque II.6. 

  La función que realiza éste bloque es la de hacer una comparación entre los valores que se 
obtuvieron para  las energías de  transición y    la energía de  la  línea  láser que el usuario propone 
para dentro de éste mismo bloque (hay que recordar que el valor de la energía debe introducirse 
en  ܿ݉ିଵ).  Es  importante  que  la  energía  de  la  línea  láser  seleccionada  por  el  usuario  no  sea 
demasiado lejana a la de alguna de las energías de las transiciones desplegadas en pantalla, puesto 
que de no  cumplirse esto el programa puede  caer en un  ciclo  infinito durante  la ejecución del 
siguiente bloque, en breve explicaremos por qué. En éste bloque se compara la energía de la línea 
láser  con  las  energías  de  todas  las  transiciones  posibles,  el  objetivo  de  la  comparaci   es

vez que se  id

de  la transición  involucrada,  la energía de  la  línea  láser,  la diferencia de energías entre ellas y el 
número que etiqueta a la transición de la cual fue extraída la energía de transición seleccionada. 
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 éste
debe tener el campo magnético externo para  lograr una coincidencia en  la energía del  láser y  la 

rar un desplazamiento muy pequeño 
 de la transición el valor del campo aplicado debe desplazarse mucho, éste factor que 

expresa la variación del campo con respecto a la variación en la energía se presenta en el bloque 
on el n

Bloque II.7  

El bloque II.7 cierra el código 2. La función de  bloque es la de determinar el valor que 

energía de la transición, es decir, determinar a qué campo ocurre la resonancia magnética , ésta es 
la  información de mayor utilidad para el experimentador, puesto que obtiene una predicción del 
valor del campo que debe aplicar a  la muestra para observar  la  resonancia dada  la energía que 
posee el  láser con el que cuenta. En sí, el bloque  II.6 es una variación del método de ܰ݁݊݋ݐݓ െ
 ݊݋ݏ݄݌ܴܽ para  calcular  los   "ݏ݋ݎ݁ܿ" de  una  función  dada.  Es  un método  iterativo  que  busca  la 
convergencia entre la energía de la transición, la cual depende del campo magnético aplicado, y la 
energía  del  láser,  es  precisamente  en  éste  punto  donde  cobra  importancia  lo  que  habíamos 
mencionado respecto a qué era conveniente que la energía del láser introducida por el usuario sea 
cercana a  la energía de  la  transición, esto es porque  la variación del  campo es muy dispar a  la 
variación de la energía de la transición, es decir, que para log
en la energía

c ombre de “RAZÓN” (por razón de entonamiento), si ésta razón es muy grande entonces la 
aproximación que se pretende realizar en éste bloque tiende a divergir. 
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 Capítulo V: Resultados 
Por cuestiones de claridad, en los resultados presentados a continuación se ha adoptado la 

notación molecular para representar a todas las transiciones. 

1) ESTRUCTURA FINA DEL  ଵଶܥ  PARA EL TÉRMINO  ܲଷ . 

El ଵଶ   neutro en su estado base tiene la configuración electrónica 1ݏ  , tiene tres 

términos, los cuales son:   y  , siendo el primero el término de menor energía según la 
primera regla de Hund.  

ܥ ଶ2ݏଶ2݌ଶ

ܲଷ , ଵܦ ܵଵ

ܲଷ

 

a) ∆ܧ൫ ଵܲ
ଷ ՚ ଴ܲ

ଷ ൯ ൌ 492.1623ሺ7ሻݖܪܩ 
൫ܧ∆ ଶܲ

ଷ ՚ ଵܲ
ଷ ൯ ൌ 809.3446

Ahora  bien,  para  poder  usar  nuestro  código  necesitamos  hacer 
una

a’)  ∆ܧ൫ ଵܲ
ଷ ՚ ଴ܲ

ଷ ൯ ൌ 16.416767ሺ23ሻܿ݉ିଵ 

൫ ଶܲ
ଷ ՚ ଵܲ

ଷ ൯ ൌ 26.996830ሺ23ሻܿ݉ିଵ

 

Encontrando entonces, que la distancia entre lo  niveles   ଴ܲ
ଷ  y  ଶܲ

ଷ  es de: 

7ሺ4 ܿ݉

De esta forma se puede d rminar que los coeficientes de estructura  están dados por: 
 

ܾ ൌ െ0.972784ሺ11ሻ 

En el mismo artículo, ués de realizar un minucioso estudio por resonancia magnética láser 

sobre  el  átomo  de  ଵଶܥ ,   y ݊݋ݏ݊݁ݒܧሾ6ሿ reportan  una  serie  de  resonancias  que  serán 
comparadas con los resultados que arroje el código que se ha diseñado. 

 

Esquemáticamente, la separación entre los niveles del término   se observan en el siguiente 
diagrama: 

Las frecuencias asociadas con las transiciones respectivas fueron
medidas por ܵܽݕ݈݈ܽ݇ݕ y ݊݋ݏ݊݁ݒܧ ሾ6ሿ. Ellos encontraron que: 

b) ሺ7ሻݖܪܩ 
 

  breve  manipulación  con  los  datos  reportados,  básicamente 
debemos  realizar  un  cambio  de  unidades.  Podemos  encontrar 
entonces  que  las  distancias  energéticas  en ܿ݉ିଵ de  las  transiciones 

reportadas ܽሻ y ܾሻ son las siguientes: 
 

b’)  ∆ܧ  

s

c’) ∆ܧ൫ ଶܲ
ଷ ՚ ଴ܲ

ଷ ൯ ൌ 43.41359 6ሻ ିଵ 

ete  fina

ܽ ൌ 13.498415ሺ11ሻ 

 desp

ݕ݈݈ܽ݇ݕܽܵ
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ra ,  la  información experi
nte por ܯ.  .݈ܽ ݐ݁ ݋݅ܿݏݑ݃݊ܫ

ሾ7ሿ donde  se muestra    catálogo  de  todas  las  líneas  láser  utilizadas  hasta  la  fecha.  La  tabla 
contien

olumnas 2‐5). 

del campo reportado será considerado como el valor exacto al 
 ya que no se reporta en ningún caso el error asociado a  la 

 

ܴ݁ ó݊ݖܴܽ ݀݁
݋ݐ݊݁݅݉ܽ݊݋ݐ݊݁

A  continuación  se muestra  una  tabla  que  confronta  la  información  experimental  con  la 
generada por el prog ma mental ha  sido mejorada ya que  las  frecuencias 
láser se han corregido de acuerdo a un artículo publicado posteriorme

un
e la siguiente información: 

• Información experimental: 
‐ Los números cuánticos que denotan a las transiciones reportadas (c
‐ El campo magnético experimental al cual ocurre la resonancia. En todos los casos que 

revisaremos el valor 
que ocurre  la resonancia
medición del campo. (columna 6). 

ିଵ‐ La frecuencia de la línea láser utilizada en ܿ݉ (columna 7). 

• Datos generados por el programa: 
‐ Energía de la transición para el campo magnético reportado (columna 8). 
‐ Factor de entonación del campo con respecto a la energía (columna 10). 
‐ Probabilidad de la transición(columna 9). 

 ܤ Transición ܽ݅ܿ݊ܽ݊݋ݏ
ሺ݈ܶ݁ܽݏሻ 

1 ⁄௅ߣ  
ሺܿ݉ିଵሻ 

íܽ݃ݎ݁݊ܧ
ሺܿ݉ିଵሻ

 ݈ܾܾ݀ܽ݀݅݅ܽ݋ݎܲ

        ௃Ԣܯ ’ܬ  ௃ܯ ܬ
1  1  ‐1  ՚  0  0  1.7442  15.2151  15.2152  1.2943  ‐0.6770 
2  1  ‐1  ՚  0  0  0.94442  15.7611  15.7610  1.2265  ‐0.6879 
3  1  ‐ 0  0.27448  16.2249  16.2249 1.1704  ‐0.69711  ՚  0     
4  1  1  ՚  0  0  0.28101  16.6141  16.6142 1.1245  0.7047   
5  1 1  0 0        1.0215  0.7222   ՚    1.55965 17.5263 17.5264
6  1  1  ՚  0  0  1.6716  17.6073  17.6074  1.0127  0.7237 
7  1  ‐1  ՚  0  0  1.2220    26.1434  0.9073  ‐0.6958 
8  2  ‐2  ՚  1  ‐1  1.2358  26.1342  26.1338  0.9078  ‐0.7110 
9  2  0  ՚  1  1  1.2413    26.1341  0.1512  ‐0.6891 
10  2  ‐1  ՚  1  0  0.52467    26.6279  0.4403  ‐0.7052 
11  2  ‐2  ՚  1  ‐1  0.52722  26.6279  26.6278  0.8807  ‐0.6987 
12  1  1  ՚  2  0  0.52830    26.6278  0.1467  ‐0.6959 
13  2  ‐1  ՚  1  0  1.02133    26.2767  0.4498  ‐0.7093 
14  2  ‐2  ՚  1  ‐1  1.03058  26.2766  26.2767  0.8999  ‐0.6967 
15  2  0  ՚  1  1  1.03472    26.2767  0.1499  ‐0.6911 
16  2  0  ՚  1  ‐1  0.13573    27.0920  0.4278  0.7021 
17  2  2  ՚  1  1  0.13581  27.0919  27.0920  0.8556  0.7014 
18  2  1  ՚  1  0  0.13599    27.0920  0.4278  0.6997 

ܾ݈ܶܽܽ  1 
 

El  modelo tiliz o ݕܽ ݋ݏ݊݁ݒ  consid ie ción  Ze

segundo orden para tra s n e rmino ܲଷ ܯ∆)   

௅ߥ ଴ ଴ ௃Ԣ ܯ௃ ௃ ௃ ଶܤ   …

5.

  u ado  p r ܵ ܧ y ݕ݈݈ܽ݇ ݊ eran  la  sigu nte  ecua eman  a 

n icio es d ntro del té   ௃ ൌ േ1):

ൌ ߥ ൅ ߤ ൣ݃ Ԣ െ ݃ ԢԢ ܯ ԢԢ൧ܤ ൅ ܿ ሺ5.1.1ሻ 
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Dond ଴ la  e en   d sición   camp rresp   coeficie
interacción en el camp a segundo orden.  

 artículo  la  tabla    
en ella  que ellos reportan para ଵ ଶ

 ܽ݅ܿ݊ܽ݊݋ݏܴ݁

e ߥ  es  fr
o 

cu cia e  la  tran   a o 0 y ܿ co onde  al nte  de 

Se reporta además en el  siguiente  de valores para el coeficiente ܿ,   ߳ଵ, ߳ଶ y 
 hemos agregado los valores    ݃  y ݃ : 

  ௃ܯ ܬ ௃Ԣܯ ’ܬ ܿሺൈ 10ିଶݖܪܯ ܶ⁄ ሻଶ   ݈ܾܾ݀ܽ݀݅݅ܽ݋ݎܲ ܽݒ݅ݐ݈ܽ݁ݎ ܫ
12  1  1  ՚  2  0  7 12⁄ ߳ଶ ൌ 1.4119 0.1467  1 
17  1  1  ՚  2  2  1 4⁄ ߳ଶ ൌ 0.60509 0.8556  6 
18  1  0  ՚  2  1  1 12⁄ ߳ଶ െ 2 3⁄ ߳ଵ ൌ െ1.241 0.4278  3 6

߳ଵ ൌ ଴ଶߤ ሺܧଵ െ ⁄଴ܧ
ଶ

ሻ ൌ 3.98024 ൈ 10ିଶ ݖܪܯ ܶଶ⁄  
߳ଶ ൌ ଴ߤ ሺܧଶ െ ଵሻܧ ൌ 3.42035 ൈ 10ିଶ⁄ ݖܪܯ ܶଶ⁄  

݃ଵ ൌ 1.501122ሺ13ሻ 
݃ଶ ൌ 1.501109ሺ15ሻ

ܾ݈ܶܽܽ 5.2 

Ahora  en realizamos a  tabla  análoga  a  la 5.2 pero mostrando  los  coeficientes ܿ para 
todas  tran i p   l  sistema.  La  columna "ܿݏ݁ݐ݂݊݁݅ܿ݅݁݋   muestra "ݏ݋ los 
valore e  a q   los coeficientes ܿ definidos  a partir del programa   los  valor  más 
precis e ݃௟ y  ( ció II  

଴ܧ ൌ െ30.887966ሺ66ሻܿ݉ିଵ 
ଵܧ ൌ െ14.471199ሺ22ሻܿ݉ିଵ 
ଶܧ ൌ 12.525631ሺ22ሻܿ݉ିଵ

݁݋ܥ

bi
s
d

,    un
las  ciones  osibles de ݀݅݃݁ݎݎ݋ܿ
s qu uieren    usando es
os d ݃௦  sec n  .1) . 

 ݏ݁ݐ݂݊݁݅ܿ݅
 ݏ݋݀݅݃݁ݎݎ݋ܿ

 ௃ܯ ܬ    Ԣܬ  ௃Ԣܯ ܿሺൈ 10ଶݖܪܯ ܶଶ⁄ ሻ  ܿሺൈ 10ଶݖܪܯ ܶଶ⁄ ሻ 
1  േ1    0  0  ଶ

ଷ
՚ ߳ଵ െ

ଵ
ସ
߳ଶ ൌ2.04842  2.05812 

1  0  ՚  0  0  ସ
ଷ
߳ଵ െ

ଵ
ଷ
߳ଶ ൌ4 025  4.52156 .50

2  േ2  ՚  1  േ1  ଵ
ସ
߳ଶ ൌ0.60510 96   0.607

2  േ1  ՚  1  േ1  ଵ
ଶ
߳ଶ ൌ1.21021  1.21594 

2  0    1  േ1 ՚ ଻
ଵଶ
߳ଶ ൌ1.41199  1.41859 

2  േ1  ՚  1  0  ଻
ଵଶ
߳ଶ െ

ଶ
ଷ
߳ଵ ൌ െ1.24162  ‐1.24745 

2  0    1  0  ଶ
ଷ

՚ ߳ଶ െ
ଶ
ଷ
߳ଵ ൌ‐1.03992  ‐1.04484 

߳ଵ ൌ 0.01327 82 ሺ20ሻ ܿ݉ିଵ ܶଶ⁄ ൌ 3 ሺ60ሻ ൈ 10ଶ ܪܯ
߳ ൌ 0 0 3ሺ74ሻ ܿ݉ିଵ ܶଶ⁄ ൌ 2 22ሻ ൈ 10ଶ ݖܪܯ

݃ଵ ൌ 1.501
݃ଶ ൌ 1.501

6
736

1 .9802908
.4204140ሺ

ݖ ܶଶ⁄  
ܶଶ⁄  ଶ .008

136 
136

ܾ݈ܶܽܽ

  om an   a 5.3 con la 5.2 observ unas de las corre ue hemos 
realizando ec nd mano d  programa son por d ficativas. Las más sobresalientes son las 
siguientes: 

E   magnitud de  las unidades unidades eas en  la 
la 5.2

 5.3 

amos que
e i

C par do la t bla   alg cciones q
ha o  el más sign

‐ l orden de   así como  las   en sí son errón
tab . 
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݈ܽ ݐ݁ ݕ݈݈ܽ݇ݕܽܵ ‐ .  reportan  un  valor  ߳ଶ ൌ 3.42035 ݖ ܶଶ⁄  mientras  que 
realizando  los  cálculos  adecuadament encuentra  que 
߳ଶ ൌ 2.42041 ൈ 10ଶ ݖܪܯ ܶଶ⁄ , esto es, encontramos un error de ~1.0002.d 

‐  En la tabla 5.2 se expresa al coeficiente ܿ asociado a la transició݊|1,0ۄ ՜|2,1ۄ como la 
resta: 

1

ൈ 10ିଶܪܯ
e  se 

12
߳ଶ െ 3

2
߳ଵ ൌ െ1.2416 

Sin embargo la expresión correcta debe ser: 
7
12

߳ଶ െ
2
3
߳ଵ ൌ െ1.2416 ൈ 10ଶݖܪܯ ܶଶ⁄  

 

2) RANSICIÓN  ଴ܲ
ଷ

‐ El resto de los errores son meramente errores asociados con el cálculo. 

T ՚ ଵܲ
ଷ    ଶܲ PARA EL OXÍGENO ATÓMICO

 
.ܮ ܴ. .ݐ݁ ݇݊ݕܼ ݈ܽ. ሾ8ሿ reportan las sigu  la  fina del 

átomo d  ଵ

 

a) ∆ܧ൫ ଴ܲ
ଷ ՚ ଵܲ

ଷ ൯ ൌ 2,060,069.09ሺ10ሻݖܪܯ 
b) ∆ܧ൫ ଵܲ ՚ ଶܲ

ଷ ൯ ൌ 4,744,777.49ሺ16ሻݖܪܯ 
 

En ܿ݉ିଵ se tiene: 

                                           a’)   ∆ܧ൫ ܲଷ ՚ ܲଷ ൯ 68.7165082ሺ33ሻܿ݉ିଵ 

            ଵ ଵ

                                         c’)    ∆ܧ൫ ଴ܲ
ଷ ՚ ଶܲ

ଷ ൯ ൌ 226.985 ሺ86ሻܿ݉ିଵ 

Co ésta información podemos calcular los coeficientes ܽ y ܾ de la estructura fina del  ܱଵ଺ . Así 

se tiene que (no hay que

ܽ ൌ െ79.1343705ሺ26ሻ 
ܾ ൌ െ3.47262076ሺ53ሻ 

 
Por otra  parte  .ݐ݁ ݏ݁݅ݒܽܦ.ܤ ݈ܽ. ሾ9ሿ  reportan  un  par  de  resonancias  para  éste  sistema 

atómico,  las  ontamos  con  los  resultados  arrojados  por  el  programa  en  la  siguiente 
tabla

ܽ݊݋ݏܴ݁  ܤ
ሺ݈ܶ݁ܽݏሻ 

1 ⁄௅ߣ  
ሺܿ݉ିଵሻ 

íܽ݃ݎ݁݊ܧ
ሺܿ݉ିଵሻ

 ݈ܾܾ݀ܽ݀݅݅ܽ݋ݎܲ ó݊ݖܴܽ ݀݁
݋ݐ݊݁݅݉ܽ݊݋ݐ݊݁

Y  ଵܲ
ଷ ՚ ଷ . 

ientes transiciones que caracterizan  estructura

e ܱ଺ : 

ଷ

    

    

    

଴ ଵ

                                 b’)   ∆ܧ൫ ܲଷ ՚ ܲଷ ൯ ൌ 158.268741ሺ53ሻܿ݉ିଵ 

ൌ

    249
 

n 

 olvidar que el  ܱଵ଺  presenta un desdoblamiento invertido para el término 

ܲଷ ): 
 

  ܲ.
cuales  confr

: 
  

݊ܿ݅ܽ Transición 

  ܯ ܬ   ௃ ܯ ’ܬ Ԣ      ௃
1  ‐01  1  ՚  0  0  0.0917  68.65222  68.65225  1.1495  .6131 
2  1  1  ՚  0  0  1.54   67.63854  67.63846  1.1783  ‐0.6953 43

ܾ݈ܶܽܽ 5.4 
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  Se presenta a continuación una  tabla que contiene  los coeficientes ߳ଵ, ߳ଶ ݕ ܿ para el caso 
del oxígeno atómico. Con el  jeto de mantener a  ߳ଵ ݕ ߳ଶ como cantidades positivas, tomaremos: 

߳ ൌ ଴ଶߤ ሺܧ଴ െ ⁄ଵሻܧ    y  ߳ଶ ൌ ଴ଶߤ ሺܧଵ െ ⁄ଶሻܧ  

଴ܧ ൌ 144. 378258ܿ݉

ଶܧ ൌ െ82.6069913ܿ݉ିଵ

ob

ଵ

ିଵ 
ଵܧ ൌ 75.6617497ܿ݉ିଵ 

 ݏ݁ݐ݂݊݁݅ܿ݅݁݋ܥ
 ݏ݋݀݅݃݁ݎݎ݋ܿ

ܯ  ௃ ܬ  Ԣܬ  ௃Ԣܯ ܿሺൈ 10ଶݖܪܯ ܶଶ⁄ ሻ  ܿሺൈ 10ଶݖܪܯ ܶଶ⁄ ሻ 
0    ՚  1 ଶ0   േ1 

ଷ
߳ଵ െ

ଵ
ସ
߳ଶ ൌ0.53072  0.53322 

0  0    1  0 
ଷ

՚ ସ ߳ଵ െ
ଵ
ଷ
߳ଶ ൌ1.13026  1.13559 

1  േ1  ՚ 2  ଵ  േ2 
ସ
߳ଶ ൌ   0.10370 0.10321

1  േ1  ՚ 2 1     േ ଵ
ଶ
߳ଶ ൌ 0.20740 0.20643 

1  േ1  ՚ 2 0 
ଵଶ

    ଻ ߳ଶ=0.24083  0.24197 

1  0    2  േ1  ଻՚
ଵଶ
߳ଶ െ

ଶ
ଷ
߳ଵ ൌ‐0.42751  ‐0.42952 

1 ՚  2  0  ଶ
ଷ

  0  ߳ଶ െ
ଶ
ଷ
߳ଵ ൌ‐0.35870  6039 ‐0.3

߳ଵ ൌ 3.171908 ൈ 10ିଷ ܿ݉ିଵ ܶଶ⁄ 50914 ൈ 10ଶ ݖܪܯ ܶଶ⁄  ൌ 0.9
߳ଶ ൌ 1.377167 ൈ 10ିଷ ܿ݉ିଵ ܶଶ⁄ ൌ 0.412864 ൈ 10ଶ ݖܪܯ ܶଶ⁄  

݃ଵ ൌ 1137 
݃ଶ ൌ 1.501137

1.50

ܾ݈ܶܽܽ 5.5 

3) T ANSICIÓN ՚ ଴ܲ
ଷ   PARA EL SILICIO ATÓMICO. 

 ݋݉݅ݏݏܽܯ ݑ .ݐ݁  ݈ܽ. ሾ10ሿ reportan el si sultado para  la energía nsición 

ଵ ଴ܲ
ଷ  en  caso  átomo de Silicio:  

 

c) ∆ܧ൫ ଵܲ
ଷ ՚ ଴

ଷ ,755.6ሺ7ሻݖܪܯ 
 

En ିଵ:

ܽԢሻ      ∆ܧ൫ ଵܲ
ଷ ՚ ܲ ൯ ൌ 77.1118665ሺ23ሻܿ݉ିଵ 

 

sto u  se reporta la energía d sición posible dentro d   ܲଷ  
solamente estamos capacitados para calcular el coeficiente "ܽ  de la estructura fina (esto implica 
hacer ܾ ൌ 0). De hecho se obtiene que el coeficiente ܽ tiene exactamente el mismo valor de la 
energía: 

 
ܽ ൌ 77.1118665ሺ23ሻ 

 
 se pudo sinto  láser distintas para 

 campos magnéticos. Ahora procedemos a verificar las resonancias haciendo uso del 

R  

݋
 de

ଵܲ
ଷ

 
݃݊ܫ ݅ܿݏ guiente re  de  la tra

ܲଷ ՚  el

ܲ ൯ ൌ 2,311

 ܿ݉  

଴
ଷ

Pue  q e solamente e una tran el término
"

En el experimento nizar la resonancia con cuatro líneas
diferentes
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programa, la información se desplie
actualizado  

 
 

 ܤ Transición ܽ݅ܿ݊ܽ݊݋ݏܴ݁
ሺ݈ܶ݁ܽݏሻ 

1 ⁄௅ߣ  
ሺܿ݉ିଵሻ 

íܽ݃ݎ݁݊ܧ
ሺܿ݉ିଵሻ

 ݈ܾܾ݀ܽ݀݅݅ܽ݋ݎܲ ó݊ݖܴܽ ݀݁
݋ݐ݊݁݅݉ܽ݊݋ݐ݊݁

ga en una tabla análoga a la 5.1 ݈ܾܽܽݐ donde también se han 
 las frecuencias de las líneas láser.

 

        ௃Ԣܯ ’ܬ  ௃ܯ ܬ
1  1  1  ՚  0  0  0.11212  77.2200  77.1904  1.1457  0.7011 
2  70 1 1  1  ՚  0  0  1.41212  77.8210  78.1045  1.1229  0. 5
3  ՚  1  ‐1    0  0  1.57900  75.9878  76.0090  1.1756  ‐0.6959
4  1  1  ՚  0  0  1.73964  78.3085  7 .3357  1.1172  0.7068 1 

ܾ݈ܶܽܽ 5.  
 

6

n comparamos los valores para ݃ଵ y ݃ଶ reportados con los obtenidos a partir de cálculos 
realizados por el programa

Tambié
. 

 

  ݎ݋݈ܸܽ ଷ݋݀ܽݐݎ݋݌݁ݎ ܽ݉ܽݎ݃݋ݎܲ
݃ଵ  1.500830(70)  1.501149 
݃ଶ  1.500972  1.501149 

ܾ݈ܶܽܽ   5.7

 TRANSICIÓN  ଴ܲ
ଷ ՚ ଵܲ

ଷ   PARA EL AZUFRE ATÓMICO. 

݊ݓ݋ݎܤ.ܯ .ܯ.ܭ , ݊݋ݏ݊݁ݒܧ   ሾ11ሿ  .݈ܽ ݐ݁  reportan  la  siguiente  energía  para  la  transición 

଴ܲ ՜ଷ
ଵܲ

ଷ : 

൫ܧ ଷ
ଵܲ

ଷ ൯ ൌ ݖܪܯ322,492.2, േ  ݖܪܯ2.8

En ܿ݉ି  tiene: 

ܧ∆ ܲଷ ൌ 2  

 
Con  la  i rimental ede ar el  c t

haremos ܾ ൌ 0  Sin embargo es posible calcular que el coeficiente ܽ está dado por: 

െ177.5392

n la siguiente tabla comparamos las dos resonancias reportadas con las encontradas en base a 
cálculos realizados con e programa, aquí también se han actualizado las frecuencias: 

 

Transición ܽ݅ܿ݊ܽ݊݋ݏܴ݁  ܤ
ሺ݈ܶ݁ܽݏሻ 

௅ 
ሺܿ݉ିଵሻ 

݊ܧ
ሺܿ݉ିଵሻ

 ݈ܾܾ݀ܽ݀݅݅ܽ݋ݎ ó݊ݖܴܽ ݀݁
݋ݐ݊݁݅݉ܽ݊݋ݐ݊݁

4)

.ܬ

∆ ଴ܲ ՚ 5

ଵ se

൫ ଴ ՚ ଵܲ൯ଷ 177.5392 ሺ93ሻܿ݉ିଵ

nformación expe   reportada no  se pu   calcul oeficien e ܾ, por  lo que 
.

 
ܽ ൌ 2ሺ93ሻ 

 
E

l 

 1 ⁄ߣ íܽ݃ݎ݁ ܲ

        ௃Ԣܯ ’ܬ  ௃ܯ ܬ
1  1   1  0.9   1.1548  ‐0.6995 0   0  ՚  3037  176.87387 176.88773
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2  0   0 ՚  1   1    1    1.33376 76.60581 176.60566  1.1579  ‐0.6990
ܾ݈ܶܽܽ 5.8 

 
Ahora  comparamos  también  los valores de  ଵ y ݃ଶ reportados  con  los que  se obtienen a 

partir del programa. 
 

  ݎ݋݈ܸܽ ଷ݋݀ܽݐݎ݋݌݁ݎ ܽ݉ܽݎ݃݋ݎܲ

݃

݃ଵ  1.501029(42)  1.501151 
݃ଶ  1.500541(24)  1.501151 

ܾ݈ܶܽܽ 5.9 
 

5) TRANSICIÓNES  ଴ହܦ ՚ ଵହܦ  Y   ଵହܦ ՚ ଶହܦ PARA ÁTOMO DE FIERRO. 
 

a) ∆ܧ൫ ଴ହܦ ՚ ଵହܦ ൯ ൌ 2696.3942ሺ22ሻݖܪܩ 
b) ∆ܧ ଵହܦ ՚ ଶହܦ ൯ ൌ 5519.9397ሺ ሻݖܪܩ 

 
En ܿ݉ି s ne: 

ܧ∆  ହ 4 ݉ିଵ

b’)   ∆ܧ൫ ଵହܦ ՚ ଶହܦ ൯ ൌ 184.125369ሺ60ሻܿ݉ିଵ 

c’)   ∆ܧ൫ ଴ହܦ ՚ ଶହܦ ൯ ൌ 274.067398ሺ83ሻܿ݉ିଵ 

 
ción podemos calcular los coeficientes ܽ y ܾ, los cuales están dados por: 

ܽ ൌ െ97.7177661ሺ54ሻ 
ܾ 2ሺ03ሻ 

 
Comparamos entonces las energías de transición de  las resonancias reportadas con  las que se 

calculan usando el ma, los resultados se muestran en la siguiente tabla: 
 

݊ܽ݊݋ݏܴ݁ n ܤ 
ሺ݈ܶ݁ܽݏሻ 

1 ⁄௅ߣ  
ሺܿ݉ିଵሻ ሺܿ݉ିଵሻ

  ó݊ݖܴܽ ݀݁
݋ݐ݊݁݅݉ܽ݊݋ݐ݊݁

.ܯ.ܬ .ܯ.ܭ y ݊ݓ݋ݎܤ  ሾ12ሿ reportan las energías para dos de las transiciones del estado ݊݋ݏ݊݁ݒܧ
base del Fierro, éstas resultan ser: 

 

൫ 18

ଵ  e tie

a’)   ൫ ଴ହܦ ՚ ଵ൯ܦ ൌ 89.9 20291ሺ23ሻܿ  

Con esta informa
 

ൌ െ0.706885

 
   progra

ܿ݅ܽ Transició íܽ݃ݎ݁݊ܧ ݈ܾܾ݀ܽ݀݅݅ܽ݋ݎܲ

  ܯ ܬ  ௃ ܯ ’ܬ௃Ԣ      
1  0  0  ՚  1  ‐1  0.53934  90.32079  90.32107  1.9924  ‐‐‐ 
2  0  0  ՚  1  ‐1  0.86856  90.55313  90.55347  1.9821  ‐‐‐ 
3  1  1  ՚  2  0  0.95798    184.79870 0.3490  0.8825 
4  1  ‐1  ՚  2  ‐ 0.95973  184.79837  184.79873 2.0944  0.7736 2 
5  1  0  ՚  2  0.96428    184.79870 1.0471  0.5010 ‐1 

ܾ݈ܶܽܽ 5.10 
Ahora  los valores de ݃ଵ y ݃ଶ reportados con los generados por el programa:    comparamos

 



72 
 

  ݎ݋݈ܸܽ ଷ݋݀ܽݐݎ݋݌݁ݎ ܽ݉ܽݎ݃݋ݎܲ
݃ଵ  1.50022  1.501154 
݃ 1.50041  1.501154 ଶ 

ܾ݈ܶܽܽ 5.11 

  ܵ. .ܩ .݈ܽ ݐ݁ ݊݋ݏݏ݄݊ܽ݋ܬ   ሾ13ሿ  realizaron  un  estudio  de  espectroscopía  en  la  región 
ultravioleta para el átomo de Boro, a partir del cual deducen la siguiente energía para la transición         

ܲଷ
ଶ

ଶ ՜ ܲଵ
ଶൗ

ଶ : 

  A partir mación se obtiene que: 

ܽ ൌ 10.1913 

No e  contró n  it lgú   q e  un  de  resonancia 

magnética r  es u r a ino ro rgo, p  aprovecha  
capacidad edictiva  e ro m acer  una  estim s  valo campo  q
necesitaría plicar a  a u ra p    usan as  líneas
con energí cercanas   .2 ݉ bla con s pred ra las
muestra a continuación (la tesis doctoral de ܬ.  :(ሾ14ሿse usó como guía para los campos .ܯ ݏ݁ݎ݋݈ܨ

 ܤ
ሺ݈ܶ݁ܽݏሻ ሺܿ݉ିଵሻ ݋ݐ݊݁݅݉ܽ݊݋ݐ݊݁

 

6) PREDICCIÓN DE RESONANCIAS PARA EL BORO ATÓMICO. 

ൗ

∆E ቀ Pଷ
ଶൗ

ଶ ՚ Pଵ
ଶൗ

ଶ ቁ ൌ 15.287cm.ିଵ 

 de ésta infor

  s en   e la  l eratura  a n  reporte ue  muestr estudio 

 pa a  la tr ctu a  fin  del  térm   ܲଶ  del Bo ,  sin emba odemos r  la
  pr d l  p gra a  para  h ación  de  lo res  del  ue  se 
 a un  m est  de Boro  ara observar resonancias do algun   láser 
as   a 15 87ܿ .ିଵ. La ta  la icciones pa  líneas seleccionadas se 

Transición ݃ݎ݁݊ܧíܽ  ݈ܾܾ݀ܽ݀݅݅ܽ݋ݎܲ ó݊ݖܴܽ ݀݁

     ௃Ԣܯ ’ܬ  ௃ܯ ܬ
3
2ൗ   െ3 2ൗ   ՚  1

2ൗ   1
2ൗ   0.69140(0.12906) 14.750 03  ‐0.7743 െ   0.87

3
2ൗ   െ1 2ൗ   ՚  1

2ൗ   2ൗ   0.75962(0.21806)
14.936 

02  ‐0.4571 1 0.28

3ൗ   െ3 2ൗ     1
2ൗ   െ1 2ൗ   0.45145(0.09010) 0.8827  ‐0.7759 2 ՚

3ൗ െ1ൗ   ՚  1ൗ   1ൗ   0.43083(0.22773) 0.2895  ‐0.4613 2 2 2 2 15.087 
 

3
2ൗ 2 2 2   ‐0.7771   െ3ൗ   ՚  1ൗ   െ1ൗ   0.25700(0.04227) 0.8928

3
2ൗ   െ1 2ൗ   ՚  1

2ൗ   െ1  2ൗ 0.47031(0.68733)
15.215 

0.6099  ‐0.1499 

3
2ൗ   െ1 2ൗ   ՚  1

2ൗ   1
2ൗ   0.15444(0.21575) 0.2975  ‐0.4648 

3
2ൗ   1

2ൗ     1
2ൗ   െ1 2ൗ   0.58451(0.21025)

15.562 
0.3198  0.4742 ՚

3
2ൗ   3

2ൗ   ՚  1
2ൗ   1

2ൗ   0.35265(0.12797) 0.9246  0.7810 

3
2ൗ   3

2ൗ   ՚  1
2ൗ   1

2ൗ   0.93129(0.12738) 16.015  0.9550  0.7846 

ܾ݈ܶܽܽ 5.12 

ntesis junto a los campos calculados, estos 

están asociados con la incertidumbre de la transición  Pଷ
ଶൗ

ଶ ՚ Pଵ
ଶൗ

ଶ , la cual es de 0.1ܿ݉ିଵ según 

En la tabla anterior aparecen valores entre paré
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reporta
n

 

  ݎ݋݈ܸܽ ݋݀ܽݐݎ݋݌݁ݎ ܽ݉ܽݎ݃݋ݎܲ

n ܵ. .ܩ  ሾ13ሿ. El valor dentro del paréntesis indica la amplitud del intervalo .݈ܽ ݐ݁ ݊݋ݏݏ݄݊ܽ݋ܬ
del campo sobre el cual se debe hacer barrido ce trado en el valor del campo calculado. 

Por  otra  parte ܬ.  ሾ15ሿ reportan ݈ܽ ݐ݁ ݕ݁ݒݎܽܪ.ܯ.ܵ un  par  de  valores  para  las  constantes 
݃ଵ

ଶൗ
 y ݃ଷ

ଶൗ
 los cuales comparamos con los obtenidos por el programa en la siguiente tabla: 

 

    ݃ଵ
ଶൗ
   0.6658095(40)  0.6658205 

݃ଷൗ 1.3340470(13)  1.3340699 
ଶ
 

ܾ݈ܶܽܽ 5.13

7  PREDICCIÓN D  RESONANCIAS XÍ NIZADO ା ). 

El átomo  e oxígeno una  electrónico con e  neutro  no, 
sin embargo a diferencia de é tru a pu  el núcle eno 
tiene espín igual a cero.  

A con inuación   mues r ar ctro  ancia m  
este ion. arti ndo  e la información por el NIST con re a su estructura  se 
tiene qu : 

∆
ଶ
ቁ ܿ݉ିଵ

Entonces, s  tiene que el coeficiente ܽ está dado por: 

Puesto  que  no  se  encontró  en  la  literatura  alguna  referencia  acerca  de  un  estudio  de 
ncia magnética  realizado

cos 
peq y  otra  a  campos  magn

m tro  del 
rá  la 

lista de  todas  las  transiciones posibles,  solamente aquellas  con energías dentro del  intervalo 
que  interesa): 

Transición ܤ 
ሺ݈ܶ݁ݏ

 
ሻ 

 

) E  PARA EL O GENO IO  ( ܱଵ଺

d vez ionizado es iso l átomo de nitróge
ste no presenta es ctura fin esto que o de oxíg

t se t a una predicción p a el espe de reson agnética para
 P e d  reportada  specto   fina
e

ܧ ቀ ଷܦ
ଶൗ

ଶ ՚ ହൗܦ
ଶ ൌ 20.02  

e

ܽ ൌ െ8.008 

resona  con anterioridad sobre este  ion  realizamos una doble corrida 
inicial  del  programa  para  poder  predecir  las  resonancias,  una  para  campos  magnéti

ueños  (~0.1ܶ)  éticos  grandes  (~2.0ܶ),  esto  con  el  objeto  de 
deter inar  sobre  que  intervalo  de  campo  se  observan  transiciones  con  energías  den
intervalo del  infrarrojo  lejano. Estos resultados se muestran a continuación (no se mostra

 
 nos

ܽሻ 
íܽ݃ݎ݁݊ܧ
ሺܿ݉ିଵ

   ௃Ԣܯ ’ܬ  ௃ܯ ܬ
5
2ൗ   5

2ൗ   ՚ 3
2ൗ

3
2ൗ   0.1  19.93 

5ൗ   3
2ൗ   ՚ 3

2ൗ
1ൗ   0.1  19.95 2 2

5
2ൗ   െ1 2ൗ ՚ 3

2ൗ
1
2ൗ   0.1  20.01 
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5
2ൗ   1

2ൗ   ՚ 3
2ൗ െ1 2ൗ 0.1  20.02 

5
2ൗ   െ1ൗ ՚ 3ൗ െ1ൗ 0.1  20.08 2 2 2

5ൗ  2 െ5 2ൗ ՚ 3
2ൗ െ3 2ൗ 0.1  20.10 

ܾ݈ܶܽܽ 5.14 

 

 

Transición  ܤ
ܽሻ 

 íܽ݃ݎ݁݊ܧ
ሺܿ݉ିଵሻ 

 
ሺ݈ܶ݁ݏ

   ௃Ԣܯ ’ܬ  ௃ܯ ܬ
5
2ൗ   5

2ൗ   ՚ 3
2ൗ

3
2ൗ   2.0  18.34 

5ൗ   3ൗ   ՚ 3ൗ 1ൗ   2.0  18.72 2 2 2 2
5
2ൗ   െ1 2ൗ ՚ 3

2ൗ
1
2ൗ   2.0  19.85 

5
2ൗ   1

2ൗ   ՚ 3
2ൗ െ1 2ൗ 2.0  20.22 

5
2ൗ   െ1 2ൗ ՚ 3

2ൗ െ1 2ൗ 2.0  4 21.3
5
2ൗ   െ5 2ൗ ՚ 3

2ൗ െ3 2ൗ 2.0  21.70 

ܾ݈ܶܽܽ 5.15 

  Tanto para campos pequeños como para campos grandes examinamos  las mismas 
transiciones y resulta evidente que en ambos casos  las energías de  las transiciones citadas se 
encuentran dentro del  inter rrojo lejano. mbién se pued  notar que el intervalo 
de las energías de las transiciones para campos peque  queda completamente contenido en 
el intervalo de las energías de las  ismas transicione a campo andes.  

  En  la tabla iguiente se muestran  las predicciones en po magnético para  las 
líneas seleccionadas tanto para campos bajos como pe  

Transición ܤ 
ሺ݈ܶ݁ܽݏሻ 

íܽ݃ݎ݁݊ܧ
ሺܿ݉ିଵሻ

 ݈ܾܾ݀ܽ݀݅݅ܽ݋ݎܲ ݁݀ ó݊ݖܴܽ
݋ݐ݊݁݅݉ܽ݊݋ݐ݊݁

valo del infra  Ta
ños

e

m s  s gr

 s  el cam
queños:

     ௃Ԣܯ ’ܬ  ௃ܯ ܬ
5
2ൗ   5

2ൗ   ՚  3
2ൗ

3
2ൗ   1.8321  18.484755 1.0915 0.8345     ‐

5
2ൗ   5

2ൗ   ՚  3
2ൗ

3
2ൗ   1.4341  18.819529 1.0915 0.8360     ‐

5
2ൗ   5

2ൗ     3
2ൗ   െ3 2ൗ 0.0871 

20.093364
1.0838  0.8415 ՚

5ൗ 1
2ൗ   ՚  3

2ൗ   െ1 2ൗ 0.7522  0.6646  0.1014 2 
5ൗ   െ5 2ൗ   ՚  3

2ൗ   െ3 2ൗ 0.1360 
20.134503

1.0833  0.8416 2
5
2ൗ   1

2ൗ   ՚  3
2ൗ   െ1ൗ 1.1496  0.6646  0.1055 2

5
2ൗ   െ5 2ൗ   ՚  3

2ൗ   െ  
20.15517

1.0833  0.8417 3
2ൗ 0.1606

35
2ൗ   1

2ൗ   ՚  3
2ൗ   െ1 2ൗ 1.3436  0.6646  0.1075 

5
2ൗ   െ5 2ൗ   ՚  2  െ 2ൗ 0.1696 

20.162782
1.0833  0.8418 3ൗ 3

 5
2ൗ   െ1 2ൗ   ՚  3ൗ െ1 2ൗ 1.4141  0.6646 0.1082 2   
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5
2ൗ   െ5 2ൗ   ՚  3ൗ   െ3 2ൗ 1.5839  21.356758 1.0 0.8465 2 833 

5
2ൗ   െ5 2ൗ   ՚  3ൗ   െ3 2ൗ 1.9755  21.688594 1.0 0.8478 2 833 

ܾ݈ܶܽܽ 5.16 

 

 

 

o. 

uesto 
plearemos  la  información que 

nos brinda  la base de datos del NIST para  caracterizar  su  estructura  fina.  El NIST  reporta  la 
siguiente t  la estructura fina del carbon ionizado: 

∆ ቀ ଷൗ
ଶ ՚ ܲ

ଶൗ
ଶ ቁ ൌ 63.42 ݉ିଵ 

Se pued  calc lar entonces el valor  coeficiente ܽ el cual te: 

42.48 

A  igual  ue en el caso anterio  que no contamos guna refe e sirva 
de guía para determinar las líneas láser ultarían convenien  un expe  se hace 
una sele ión de   líneas  más   una  rrida del a, para 
campos  jos (0.1ܶ) y para ampos altos 2.0ܶ). 

Trans  ܤ
ሺ݈ܶ݁ܽݏሻ 

íܽ 
ሻ 

8) PREDICCIÓN DE RESONANCIAS PARA EL CARBONO IONIZADO ( ାଵଶܥ ). 

El carbono una vez ionizado es un ion isoelectrónico con el Boro, pero a diferencia de éste, 

el  ାଵଶܥ  carece de estructura fina puesto que su espín nuclear es igual a cer

P que no se encontraron trabajos experimentales que reportaran información sobre el 
espectro de resonancia magnética de éste  ion, una vez más em

ransición para o 

ܧ ܲ
ଶ

ଵ ܿ

e u  del    es el siguien

ܽ ൌ

l q r, puesto  con nin rencia qu
   que res tes para rimento,

cc   las   láser adecuadas
 (

 realizando doble co  program
ba    c

ición ݃ݎ݁݊ܧ
ሺܿ݉ିଵ

   ௃Ԣܯ ’ܬ  ௃ܯ ܬ
3
2ൗ   െ1 2ൗ ՚ 2 .1   1

2ൗ
1ൗ   0 63.37

3
2ൗ െ1 0.1     െ3 2ൗ ՚ 1

2ൗ 2ൗ 63.34
3
2ൗ

1
2ൗ   ՚ 1 ൗ        2ൗ

1 0.12 63.43
3
2ൗ െ1 2ൗ ՚ 2ൗ െ 2   63.40   1 1ൗ 0.1

3
2ൗ   3

2ൗ   ՚ 1
2ൗ

1
2ൗ   0.1  63.49 

3
2ൗ   1

2ൗ   ՚ 1
2ൗ െ1 2ൗ 0.1  63.46 

ܾ݈ܶܽܽ 5.17 

Transición ܤ 
ሺ݈ܶ݁ܽݏሻ 

 íܽ݃ݎ݁݊ܧ
ሺܿ݉ିଵሻ 

   ௃Ԣܯ ’ܬ  ௃ܯ ܬ
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3
2ൗ   െ1 2ൗ ՚ 1

2ൗ
1
2ൗ   2.0  62.49 

3ൗ   െ3ൗ ՚ 1ൗ െ1ൗ 2.0  61.86 2 2 2 2
3
2ൗ   1

2ൗ   ՚ 1
2ൗ

1
2ൗ   2.0  63.73 

3ൗ   െ1ൗ ՚ 1ൗ െ1ൗ 2.0  63.11 2 2 2 2
3
2ൗ   3

2ൗ   ՚ 1
2ൗ

1
2ൗ   2.0  64.98 

3
2ൗ   1

2ൗ   ՚ 1
2ൗ െ1 2ൗ 2.0  64.35 

ܾ݈ܶܽܽ 5.18 

Ahora,  basándonos  en  las  dos  tablas  anteriores  podemos  hacer  la  selección 
correspondiente de líneas láser para hacer la predicción de las resonancias, la cual se muestra en la 
siguiente tabla: 

ሺ݈ܶ݁ܽݏሻ ሺܿ݉ିଵሻ
݁݀ ó݊ݖ

݋ݐ݊݁݅݉ܽ݊݋ݐ݊݁
Transición ݃ݎ݁݊ܧ ܤíܽ  ݈ܾܾ݀ܽ݀݅݅ܽ݋ݎܲ ܴܽ

     ௃Ԣܯ ’ܬ  ௃ܯ ܬ
3ൗ2  െ3 2ൗ   ՚  1

2ൗ   െ1 2ൗ 2.2836  61.645440  0.8811  ‐0.7752 

3
2ൗ   െ3 2ൗ   ՚  1

2ൗ   െ1 2ൗ 1.0193  62.626942 0.9049  ‐0.7772 

3
2ൗ   െ3 2ൗ   ՚  1

2ൗ   െ1 2ൗ 0.7877  62.806994  0.9049  ‐0.7776 

3
2ൗ   െ3ൗ ՚  1

2ൗ   െ1 2ൗ 0.65  2  67 62.908831 0.9049  ‐0.7778 

3
2ൗ   െ3 2ൗ   ՚  1

2ൗ   െ1 0.4288 
63.08611

0.9049  ‐0.7781 2ൗ 73
2ൗ   െ1 2ൗ   ՚  1

2ൗ   െ 2   0.6101  .0.1492 1ൗ 2.1877

3
2ൗ   െ3 2ൗ   ՚  1

2ൗ   െ1 2ൗ 0.1286 
63.319802

0.9049  ‐0.7786 

3
2ൗ   െ1 2ൗ   ՚  ൗ   െ 2ൗ 0.6464  0.6 ‐0.1540 1

2
1 101 

3
2ൗ   3

2ൗ   ՚  1
2ൗ

1
2ൗ   1.8552  64.867529 0.9075  0.7816  

3
2ൗ   3

2ൗ   ՚  1
2ൗ

1
2ൗ   2.1070  65.064399 0.9075 0.7820    

ܾ݈ܶܽܽ 5.19 



Capítulo VI: Conclusiones 
  Se aplicó el programa para confrontar los resultados experimentales que se han reportado 
para átomos cuyo espín nuclear es  igual a cero, esto es, que carecen de estructura hiperfina, ya 
que de esta manera podemos apreciar directamente  la precisión de  los cálculos realizados por el 
programa. Esto no quiere decir que sistemas que presentan estructura hiperfina queden excluidos 
para la aplicación del programa, dado que también podemos emplearlo para predecir su espectro 
infrarrojo sin mostrar su desdoblamiento hiperfino. 

  En  la  sección de  resultados  se  limitó  la aplicación del programa a  la  comprobación  y el 
refinamiento de resultados experimentales reportados con anterioridad, sin embargo, ésta no es 
la única aplicación que se le puede dar al programa, éste también es capaz de realizar una función 
predictiva.    En  condiciones  reales,  al  realizar  un  experimento  en  resonancia  magnética,  el 
experimentador  tiene  a  su  disposición  alguna  cierta  línea  láser  con  una  frecuencia  bien 
determinada y por otra parte cuenta con  los medios necesarios para controlar  la  intensidad del 
campo magnético externo que se aplica a la muestra. Entonces, lo que le interesa al investigador 
es  tener una  idea de a qué  intensidad de campo magnético puede detectar una  resonancia del 
sistema  dadas  las  energías  accesibles  para  el  láser  a  su  disposición,  el  programa  ofrece  al 
experimentador una herramienta muy útil para realizar una predicción de los valores del campo a 
los cuales se observan  las resonancias del sistema así como también  la energía de emisión de  la 
transición en cuestión. 

  Respecto a  la precisión de  los cálculos realizados por el programa podemos hablar de  la 
exactitud en  las dos cantidades que  juegan el papel más  importante en  la caracterización de  las 
transiciones del sistema: 

‐ La energía de la transición. 
‐ La intensidad del campo magnético. 

El rango de precisión en la energía de transición es ampliamente apreciable si a lo largo de 
todo  el  capítulo  de  resultados,  ahí  se  observa  que  a  la  hora  de  comparar  resultados 
experimentales con resultados del programa se  logra obtener una precisión desde unas decenas 
de Gauss hasta 0.1  en el mejor de  los  casos.  La precisión en  los valores del  campo no es  tan 
sencilla de apreciar en la sección de resultados, puesto que para todos los casos se da por bueno el 
valor  del  campo  que  se  reporta  experimentalmente  y  el  parámetro  que  se  sostiene  a  la 
comparación  es  siempre  el  de  la  energía  de  transición,  sin  embargo,  en  todas  las  tablas  que 
contienen la comparación entre lo observado y lo calculado se introduce una columna que lleva el 
encabezado  de  ,  este  factor  contiene  información  sobre  la  relación 
entre  cambios  en  la  energía  con  los  cambios  en  el  campo. Más  específicamente  la  razón  de 
entonamiento que se reporta es el cociente entre la diferencias de energías de transición sobre un 
intervalo de campo correspondiente a 0.0000  entonces, conociendo la razón de entonamiento 
podemos saber  la proporción de cambio en  la energía de  transición dado un desplazamiento de 
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Quizás los resultados más sobresalientes son los referentes al Carbono, puesto que en este 
caso  se

on  errores  en 

a

Otro aspecto que es importante notar es que los resultados de la comparación son mucho 
más pre

.  Observando  con  cuidado  lar  razones  de  entonamiento  reportadas  en  la  sección  de 
resultados  podemos  apreciar  que  un  pequeño  desplazamiento  en  el  campo  produce  grandes 
cambios en la energía de transición expresada en ܿ݉ . Sin embargo una mejor determinación del 
poder del programa en cuanto a precisión en el cálculo de la intensidad del campo se obtendría de 
realizar  el  proceso  inverso  al  realizado  en  el  capítulo  de  resultados,  es  decir,  utilizando  la 
capacidad  predictiva  del  programa  confrontar  los  resultados  que  este  arroje  con  resultados 
experimentales.  

Un factor que es fundamental para obtener una buena precisión en el cálculo es conocer 
lo más  acertadamente  posible  los  coeficientes    y  ,  en  otras  palabras,  conocer  con  el mayor 
detalle precisión posible la estructura fina del sistema, ya que este es el punto de partida y mayor 
referencia  para  los  cálculos  que  el  programa  realiza.  En  el  capítulo  de  resultados  toda  la 
información referente a  la estructura fina de  los átomos estudiados es extraída directamente de 
los  artículos  que  reportan  el  estudio  de  resonancia  magnética  de  cada  uno  de  ellos,  otra 
alternativa es extraer esta  información de  las bases de datos del NIST, sin embargo, esto  implica 
un deterioro importante en la precisión de los resultados. 

El peso del coeficiente ܽ sobre el ܾ se hace evidente en los resultados obtenidos. Para el 
caso del Silicio y el Azufre solamente se encontró información disponible para una sola transición 
dentro  del  triplete  P  que  conforma  su  estructura  fina,  esto  nos  hace  imposible  calcular  el 
coeficiente   por medios analíticos para ambos sistemas. Vemos claramente que  la precisión en  
las energías de transición se ve mucho más afectada en el caso del Silicio que en del Azufre, para el 
Silicio se registran diferencias que van desde los  0.2836ܿ݉ିଵ hasta los 0.0212ܿ݉ିଵ mientras que 
en Azufre se obtienen diferencias de  ିଵ 0.0001 ିଵ. 

 pudo  ahondar más en  la estructura del  sistema dada  la detallada  información  sobre el 
mismo  reportada experimentalmente. Mas allá de  comparar  las energías de  las  transiciones,  se 
pudieron  confrontar  los  resultados  referentes  a  los  coeficientes  que  describen  su  estructura 
energética de acuerdo al hamiltoniano que ܵܽݐ݁ ݕ݈݈ܽ݇ݕ. ݈ܽ.  utilizan para modelar las energías de 
las  transiciones  estudiadas    y  se  encontrar la  cuantificación  de  la  contribución  a 
segundo orden del efecto Zeeman los cuales fueron corregidos. Así confirmamos que la aplicación 
del  modelo  de  hamiltonianos  efectivos  es  capaz  de  reproducir  totalmente  los  resultados 
experimentales  con  la  gran  ventaja  de  que  este  modelo  puede  extenderse  para  incluir  la 
estructura hiperfina y también el espectro EPR de estos sistemas. Esto solo nos da una idea de la 
versatilidad y utilidad del programa, mediante ligeras manipulaciones del mismo se puede obtener 
valiosa  información de cada bloque que conforma  la estructura completa del sistema tales como 
los coeficientes ݃௃. El mismo tratamiento de siguió para el átomo de oxígeno, sin embargo aquí no 

contamos con un  referencia con la cual comparar los valores de los coeficientes ߳ଵ, ߳ଶ y ܿ. 

cisos cuando se cuenta con  la suficiente  información para calcular tanto el coeficiente ܽ 
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también, como por ejemplo sucede con el  ܥ  y el   .ܤ

En  la  sección  final de  los  resultados  se muestra el caso del Boro, ahí podemos observar 
clarame

En conclusión podemos decir que el programa que hemos desarrollado en éste trabajo de 
tesis ha

 

como  el    que  cuando  solo  podemos  obtener  analíticamente  el  coeficiente    a  partir  de  la 
información reportada.  

Es  importante mencionar  que  en  ninguno  de  los  artículos  consultados  se menciona  la 
incertidumbre  relacionada  con  la  medición  del  campo  magnético,  este  factor  aunado  a  la 
incertidumbre experimental en la determinación exacta de las frecuencias de las líneas láser y en 
menor medida  la  falta  de  información  sobre  los  coeficientes    que  impide  la  inclusión  de  la 
contribución  diamagnética  resultan  ser  los  principales  causantes  de  las  discrepancias  entre  los 
resultados experimentales y los arrojados por el programa. 

A pesar de que el programa no calcula  la estructura hiperfina, éste es capaz de obtener 
información del núcleo atómico, ya que puede calcular  los  factores ݃  contienen  la  información 

sobre  la masa  nuclear    y  caracterizan magnéticamente  al  sistema.  Entonces 

aunque  tengamos  dos  átomos  diferentes  descritos  por  los mismos  términos  espectroscópicos 
(isoelectrónicos)  sus  factores  ݃   serán  distintos  y  por  lo  tanto  sus  espectros  de  resonancia 

ଵଶ ା ଵ଴

nte la capacidad predictiva del programa puesto que no se encontró en la literatura algún 
artículo reportando un estudio de resonancia magnética sobre éste átomo. El Boro es un sistema 
que a diferencia de  los demás que  se analizaron, posee estructura hiperfina, por  tal motivo  los 
campos predichos para encontrar las resonancias en realidad no definen la posición energética de 
un par de niveles,  sino que  tenemos  un  conjunto  de  líneas muy  cercanas  entre  sí  (la  cantidad 
depende del valor del espín nuclear). Por esta razón se espera que haya un cambio mínimo en los 
valores  del  campo  a  la  hora  de  observar  las  resonancias  experimentalmente,  ciertamente  se 
espera que la diferencia entre el valor predicho y el experimental sea mayor conforme aumente el 
valor  del  campo  y  los  niveles  hiperfinos  comiencen  a  incrementar  significativamente  su 
separación.  

 sido puesto a prueba mediante la comparación con resultados experimentales y el balance 
ha  resultado  positivo,  esto  lo  convierte  en  una  herramienta  de  gran  utilidad  tanto  para  fines 
didácticos  como  experimentales,  cuyas  virtudes  permiten  sobre  todo  realizar  cálculos  con  una 
gran carga algebraica en  fracciones de  segundo y con  la confianza de que éstos  son confiables, 
además  la posibilidad de hacer  leves alteraciones en el código para estudiar aspectos específicos 
del sistema (matriz hamiltoniana completa, flexibilidad para modificar los parámetros ݃௅ y ݃ௌ, etc) 
lo convierte en un elemento de gran ayuda para examinar las particularidades de la estructura fina 
del sistema. 



APÉNDICE A: Programa TERM 

 

PROGRAM TERM 
      IMPLICIT NONE 
      INTEGER NELEC,L,NORB,K,NORBOCP,I,NSTE,KK,J,AUX,LL,ML1,MLT,MAXL,LT 
      INTEGER ORBSTE(3432,14),MML,II,DIF,MLC,CONT,ML(3432),C(3432) 
      INTEGER S(3432) 
      REAL*8 FACT 
      REAL MS(3432),MS1,MST,MAXS,ST,MMS,NET,MSC 
      LOGICAL CONTROL 
 
      WRITE(*,*) 'NUMERO DE ELECTRONES' 
      READ(*,*) NELEC 
      WRITE(*,*) 'MOMENTO ANGULAR' 
      READ(*,*) L       
      NORB=2*(2*L+1) 
      NSTE=FACT(NORB)/(FACT(NELEC)*FACT(NORB‐NELEC)) 
      WRITE (*,*) NSTE 
 
        K = 0 
        NORBOCP = 0 
        DO I = 1, NSTE 
          DO WHILE (NORBOCP.NE.NELEC) 
                 K = K + 1 
                 KK = K 
                   DO J=1, NORB 
                      IF (J.EQ.1) NORBOCP = 0 
                      AUX = INT(KK/2) 
                      LL = MOD(KK,2) 
                      ORBSTE(I,J) = LL 
                      KK = AUX 
                      NORBOCP = NORBOCP + ORBSTE(I,J) 
                END DO 
     END DO 
             NORBOCP=0 
        END DO   
 

DO I=1,NSTE   
    ML1 = ‐L 
    MS1 =‐0.5 
    MLT = 0 
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    MST= 0 
      DO J =1,NORB 
                   IF (ORBSTE(I,J).EQ.1)THEN  
                     MLT = MLT + ML1 
                     MST = MST + MS1 
                   END IF 
                   IF (MOD(J,2).EQ.0)THEN  
                     ML1 = ML1+1 
                   END IF 
                   MS1 = ‐MS1 
              END DO 
            ML(I)=MLT 
            MS(I)=MST 
        END DO 
 

DO I=1, NSTE‐1 
             DO J=I+1, NSTE 
                  IF (ML(I).GT.ML(J)) THEN 
                   CALL ORDEN(NORB,ORBSTE,ML,MS,I,J) 
                  END IF 
             END DO 
        END DO 
       

DO I=1, NSTE‐1 
             DO J=I+1, NSTE 
                  IF (MS(I).GT.MS(J)) THEN 
                   IF (ML(I).EQ.ML(J)) THEN 
                      CALL ORDEN(NORB,ORBSTE,ML,MS,I,J) 
                   END IF 
                  END IF 
             END DO 
        END DO 
     
    DO I=1,NSTE 
*           WRITE(*,*) ML(I), MS(I) 
        END DO 
 

DO I=1,NSTE 
             C(I)=0 
        END DO 
        CONT=1 
        DO I=1,NSTE 

81 
 



 

             IF(C(I).EQ.0)THEN 
                MLC=ML(I) 
                MSC=MS(I) 
                C(I)=1 
                  DO J=I+1,NSTE 
                     IF (C(J).EQ.0)THEN 
                     IF((ML(J).EQ.MLC).AND.(MS(J).EQ.MSC))THEN 
                        C(J)=1 
                        CONT=CONT+1 
                     END IF 
                     END IF 
                  END DO 
                WRITE(*,*)MLC,MSC,CONT 
                END IF 
                CONT=1 
        END DO 
        WRITE(*,'(/)') 
 

DO I=1,NSTE 
             S(I)=0 
        END DO 
       
        DO I=1, NSTE 
             IF (S(I).EQ.0) THEN 
                LT=ABS(ML(I)) 
                ST=ABS(MS(I)) 
                NET=(2*LT+1)*(2*ST+1) 
                WRITE(*,*) LT,ST,NET 
                CONTROL=.TRUE. 
                  DO J=1,2*LT+1 
                     DO K=1,2*ST+1 
                          MML=‐LT+(J‐1) 
                          MMS=‐ST+(K‐1) 
                            DO II=I,NSTE 
                                 IF(S(II).EQ.0)THEN 
                                     IF ((MML.EQ.ML(II)).AND.(MMS.EQ.MS(II))) THEN 
                                       IF (CONTROL) THEN 
                                        S(II)=1 
                                        CONTROL=.FALSE. 
                                          END IF 
                                    END IF 
                                 END IF 
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                            END DO 
                          CONTROL=.TRUE. 
                     END DO 
                  END DO 
             END IF 
        END DO 
      END PROGRAM TERM 
 

DOUBLE PRECISION FUNCTION FACT(N) 
        INTEGER I,N 
        FACT=1.0D0 
 
        DO I=1,N 
             FACT=FACT*I 
        END DO 
        RETURN 
        END FUNCTION FACT 
 
         SUBROUTINE ORDEN(N,O,L,S,II,JJ) 
         

INTEGER L(3432),N,O(3432,14) 
        REAL S(3432) 
        INTEGER K,II,JJ,MXL 
        REAL MXS 
        MXL=L(II) 
        L(II)=L(JJ) 
        L(JJ)=MXL 
        MXS=S(II) 
        S(II)=S(JJ) 
        S(JJ)=MXS 
 
        DO K=1, N 
             MXL=O(II,K) 
             O(II,K)=O(JJ,K) 
             O(JJ,K)=MXL 
        END DO 
        RETURN 
  END 
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APÉNDICE B: Programa LMR 

 

• BLOQUE II.1 

PROGRAM LMR 
      IMPLICIT NONE 
      INTEGER G,I,K,KK,LL,F,II,N,NROT,DI,DK,NT 
      DOUBLE PRECISION ZE,ON,TW,Q,L,S,S3J,S6J 
      DOUBLE PRECISION BZ,AA,BB,XI,MJJ,JJ,GS,GL,NJ 
      DOUBLE PRECISION PROB,PPS,PPL,FASE,DELTAE,E0,ELIN,NOLIN 
      DOUBLE PRECISION PAR,BZ1,BETA,BBETA,EBETA 
      DOUBLE PRECISION J(100),MJ(100),D(100),E(100),LIN,DIF(100) 
      DOUBLE PRECISION H(100,100),V(100,100),A(100,100) 
 
      WRITE(*,*) 'ESCRIBE EL MOMENTO ANGULAR' 
      READ(*,*) L 
      WRITE(*,*) 'ESCRIBE EL ESPIN' 
      READ(*,*) S 
      WRITE(*,*) 'ESCRIBE EL COEFICIENTE a' 
      READ(*,*)AA 
      WRITE(*,*)'ESCRIBE EL COEFICIENTE b' 
      READ(*,*)BB 
      WRITE(*,*) 'ESCRIBE EL COEF. JIA' 
      READ(*,*) XI 
      WRITE(*,*)'ESCRIBE EL VALOR INICIAL DEL CAMPO Bz EN TESLAS' 
      READ(*,*)BZ 
 
        GL=1.0D0 
        GS=2.0023193043860D0 
        ZE=0.0D0 
        ON=1.0D0 
        TW=2.0D0 
                 F=1 
                NJ=TW*(MIN(L,S))+ON 
 

• BLOQUE II.2 

 
                WRITE(*,400) 
400     FORMAT(3X,'J',3X,'Mj') 
          DO K=0,INT(NJ)‐1 
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             JJ=ABS(L‐S)+K 
                DO II=0,INT(2*JJ) 
                     MJJ=‐JJ+II 
                    J(F)=JJ 
                  MJ(F)=MJJ 
                  WRITE(*,*)F,J(F),MJ(F) 
                  F=F+1 
               END DO 
                     END DO 

• BLOQUE II.3 (Ver subrutina “HAMILTONIANO”) 

  CALL HAMILTONIANO(AA,BB,XI,L,S,BZ,H) 

• BLOQUE OPCIONAL A 

 
*            Escribe la matriz complete antes de diagonalizar 
*        DO i=1,F‐1 
*             DO k=1,F‐1 
*        WRITE(*,*) I, K, H(I,K) 
*             END DO 
*        END DO 
¨ 

• BLOQUE II.4 (Ver subrutinas “JACOBIMOD” y “ORDENJACOB”) 

CALL JACOBIMOD(H,F‐1,100,D,V,NROT) 
CALL ORDENJACOB(F,D,V) 
 

• BLOQUE II.5 

 
WRITE(*,500) 

500     FORMAT(3X,'VALORES PROPIOS') 
        DO I=1,F‐1 
           WRITE(*,*)'EIGEN‐VALOR', D(I) 
             DO K=1,F‐1 
                WRITE(*,*) I, K, V(I,K) 
             END DO 
        END DO 

 
WRITE(*,*) 'CAMPO MAGNETICO', BZ,' Teslas' 
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        WRITE(*,100) 
 100    FORMAT(6X,'TRANSICION',8X,'ENERGIA',6X,'PROBABILIDAD') 
        G=0 
        DO N=1,3 
           Q=N‐TW 
           IF(Q.EQ.ZE)THEN 
              WRITE(*,*)'POLARIZACION PARALELA (PI)' 
           ELSE 
              WRITE(*,*)'POLARIZACION PERPENDICULAR (SIGMA)' 
           END IF 
             DO I=1,F‐2 
                  DO K=I+1,F‐1 
                    PROB=ZE 
                     DO LL=1,F‐1 
                          DO II=1,F‐1 
                             PPS=ZE 
                             PPL=ZE 
                             IF ((MJ(II)‐MJ(LL)+Q).EQ.ZE) THEN 
                                IF (V(I,LL)*V(K,II).NE.ZE) THEN 
                                   IF ((DABS(J(II)‐J(LL))).LT.TW) THEN 
                                    PPS=FASE(J(LL)+S+L+ON)*GS* 
     1                                   DSQRT(S*(S+ON)*(TW+S+ON)) 
                                    PPL=FASE(J(II)+S+L+ON)*GL* 
     1                                   DSQRT(L*(L+ON)*(TW*L+ON)) 
                                    IF (J(LL).LE.J(II)) THEN 
                                       PPS=S6J(L,S,J(II),ON,J(LL),S)*PPS 
                                       PPL=S6J(S,L,J(II),ON,J(LL),L)*PPL 
                                    ELSE 
                                       PPS=S6J(L,S,J(LL),ON,J(II),S)*PPS 
                                       PPL=S6J(S,L,J(LL),ON,J(II),L)*PPL 
                                    END IF 
                                    PPS=FASE(J(LL)‐MJ(LL))*(PPS+PPL)* 
     1                                   DSQRT((TW*J(LL)+ON)*(TW*J(II)+ON)) 
                                    IF (J(LL).LE.J(II)) THEN 
                                       IF (Q.EQ.‐1.0D0) THEN 
                                          PPS=S3J(J(II),J(LL),ON,‐MJ(II), 
     1                                         MJ(LL),‐Q)*FASE(J(II)+J(LL)+ON) 
     2                                         *PPS 
                                       ELSE 
                                          PPS=S3J(J(II),J(LL),ON,MJ(II), 
     1                                        ‐MJ(LL),Q)*PPS 
                                       END IF 
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                                    ELSE 
                                       IF (Q.EQ.‐1.0D0) THEN 
                                          PPS=S3J(J(LL),J(II),ON,MJ(LL), 
     1                                         ‐MJ(II),‐Q)*FASE(J(LL)+J(II)+ON 
     2                                         )*PPS 
                                       ELSE 
                                          PPS=S3J(J(LL),J(II),ON,‐MJ(LL), 
     1                                        MJ(II),Q)*PPS 
                                       END IF 
                                    END IF 
                                   END IF 
                                   PPS=V(I,LL)*V(K,II)*PPS 
                                END IF 
                             END IF 
                             PROB=PROB+PPS 
                        END DO        !II 
                   END DO           !LL 
                   PROB=PROB**2 
                   IF (PROB.NE.ZE)THEN 
                    G=G+1 
                   E(G)=D(I)‐D(K) 
                    WRITE(*,200) G,I,'‐>',K,E(G),PROB 
 200               FORMAT(1X,I3,5X,I3,A4,I3,5X,F12.6,5X,F8.6) 
                   END IF 
                  END DO 
             END DO 
        END DO 
 

• BLOQUE II.6 

WRITE(*,*)'ESCRIBE LA FRECUENCIA DE LA LINEA LASER' 
        READ(*,*) LIN 
        DO I=1, G 
             DIF(I)=DABS(E(I)‐LIN) 
        END DO 
        DELTAE=DIF(1) 
        NT=1 
        DO I=2, G 
             IF (DELTAE.GT.DIF(I)) THEN 
                DELTAE=DIF(I) 
                NT=I 
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             END IF 
        END DO 
 

• BLOQUE II.7 

        WRITE(*,120) 
        WRITE(*,*) 'TRANSICION NUMERO',NT,E(NT),DELTAE 
        WRITE(*,*) 'NUMERO DEL ESTADO INICIAL DE LA TRANSICION',NT 
        READ(*,*) DI 
        WRITE(*,*) 'NUMERO DEL ESTADO FINAL DE LA TRANSICION',NT 
        READ(*,*) DK 
120     FORMAT(23X,'ENERGÖA',5X,'DIFERENCIA') 
 

BETA=0.00001D0 
        PAR=1.0D0 
        DO WHILE (PAR.GT.1.0D‐6) 
            CALL HAMILTONIANO(AA,BB,XI,L,S,BZ,H) 
            CALL JACOBIMOD(H,F‐1,100,D,V,NROT) 
            CALL ORDENJACOB(F,D,V) 
               E0=D(DI)‐D(DK) 
               BZ1=BZ 
               BBETA=BZ1+BETA 
            CALL HAMILTONIANO(AA,BB,XI,L,S,BBETA,H) 
            CALL JACOBIMOD(H,F‐1,100,D,V,NROT) 
            CALL ORDENJACOB(F,D,V) 
               EBETA=D(DI)‐D(DK) 
               BZ=BZ1‐BETA*(E0‐LIN)/(EBETA‐E0) 
               PAR=DABS(E0‐LIN) 
         END DO 
         WRITE(*,110) 
         WRITE(*,*)BZ,E0,LIN,(EBETA‐E0)/BETA,PAR 
 110     FORMAT(2X,'TESLA',8X,'cm‐1',8X,'LASER',7X,'RAZON',8X,'PRECISION') 
 
END PROGRAM LMR 
 

• FUNCIONES Y SUBRUTINAS 

 
*       FUNCION PARA SMBOLOS 3J 
      DOUBLE PRECISION FUNCTION S3J(J1,J2,J3,M1,M2,M3) 
        IMPLICIT NONE 
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        DOUBLE PRECISION J1,J2,J3,M1,M2,M3,FASE,ZE,ON,TW,TH,FO,FI,SI 
        ZE=0.0D0 
        ON=1.0D0 
        TW=2.0D0 
        TH=3.0D0 
        FO=4.0D0 
        FI=5.0D0 
        SI=6.0D0 
        IF(J3.GE.DABS(J1‐J2).AND.J3.LE.J1+J2)THEN 
             IF(M1+M2+M3.EQ.ZE)then 
                  IF (J3.EQ.ON)then 
                     IF (J1.EQ.J2) then 
                        IF (M3.EQ.ZE)then 
                             S3J=M1/DSQRT(J1*(J1+ON)*(TW*J1+ON)) 
                             S3J=FASE(J1‐M1)*S3J 
                          END If 
                        IF (M3.EQ.ON)then 
                           S3J=DSQRT((J2‐M1)*(J2+M1+ON))/ 
     1                         DSQRT((TW*J2+ON)*(J2+ON)*2*J2) 
                           S3J=FASE(J2‐M1)*S3J 
                        END IF 
                   END IF 
                   IF (ABS(J1‐J2).EQ.ON)then 
                        IF (M3.EQ.ZE)then 
                           S3J=DSQRT((J2+M1+ON)*(J2‐M1+ON))/ 
     1                         DSQRT((TW*J2+TH)*(J2+ON)*(TW*J2+ON)) 
                           S3J=FASE(J2‐M1‐ON)*S3J 
                        END IF 
                        IF (M3.EQ.ON)then 
                           S3J=DSQRT((J2‐M1)*(J2‐M1+ON))/ 
     1                         DSQRT((TW*J2+TH)*(TW*J2+TW)*(TW*j2+ON)) 
                           S3J=FASE(J2‐M1‐ON)*S3J 
                        END IF 
                   END IF 
                END IF 
                IF(J3.EQ.TW)then 
                    IF (M3.EQ.ZE)then 
                        IF(J1.EQ.J2)then 
                           S3J=(TH*M1*M1‐J1*(J1+ON))/ 
     1                      DSQRT((TW*J1+TH)*(J1+ON)*(TW*J1+ON)*J1*(TW*J1‐ON)) 
                           S3J=FASE(J2‐M1)*S3J 
                        END IF 
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                        IF(DABS(J1‐J2).EQ.ON)then 
                           S3J=TW*M1*DSQRT(SI*(J2+M1+ON)*(J2‐M1+ON))/ 
     1              DSQRT((TW*J2+FO)*(TW*J2+TH)*(TW*J2+TW)*(TW*J2+ON)*TW*J2) 
                           S3J=FASE(J2‐M1‐ON)*S3J 
                        END IF 
                        IF(DABS(J1‐J2).EQ.TW)then 
                           S3J=DSQRT(SI*(J2+M1+TW)*(J2+M1+ON)*(J2‐M1+TW)* 
     1                         (J2‐M1+ON))/DSQRT((TW*J2+FI)*(TW*J2+FO)* 
     2                         (TW*J2+TH)*(TW*J2+TW)*(TW*J2+ON)) 
                           S3J=FASE(J2‐M1)*S3J 
                        END IF 
                   END IF 
                END IF 
             ELSE 
                S3J=ZE 
           END IF 
        ELSE 
           S3J=ZE 
        END IF 
*       WRITE (*,*)S3J 
        RETURN 
        END FUNCTION S3J 
 
*       FUNCION PARA SIMBOLOS 6J 
        DOUBLE PRECISION FUNCTION S6J(J1,J2,J3,J4,J5,J6) 
        IMPLICIT NONE 
        INTEGER I 
        DOUBLE PRECISION J1,J2,J3,J4,J5,J6 
        DOUBLE PRECISION FASE,ZE,ON,TW,TH,FO,SI 
*       LOGICAL, DIMENSION(4) :: OPT 
        LOGICAL OPT(4) 
        ZE=0.0D0 
        ON=1.0D0 
        TW=2.0D0 
        TH=3.0D0 
        FO=4.0D0 
        SI=6.0D0 
          DO I=1,4 
               OPT(I)=.FALSE. 
          END DO 
        IF ((J1.GE.DABS(J2‐J3)).AND.(J1.LE.(J2+J3)))  OPT(1)=.TRUE. 
        IF ((J5.GE.DABS(J4‐J3)).AND.(J5.LE.(J4+J3)))  OPT(2)=.TRUE. 
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        IF ((J1.GE.DABS(J5‐J6)).AND.(J1.LE.(J5+J6)))  OPT(3)=.TRUE. 
        IF ((J2.GE.DABS(J4‐J6)).AND.(J2.LE.(J4+J6)))  OPT(4)=.TRUE. 
        DO I=1,3 
             IF (OPT(I).AND.OPT(I+1)) THEN 
                OPT(I+1)=.TRUE. 
             ELSE 
                OPT(I+1)=.FALSE. 
             END IF 
        END DO 
        IF (OPT(4)) THEN 
             IF(J2.EQ.J6)THEN 
                  IF(J4.EQ.ON)then 
                     IF(J3.EQ.J5)then 
                        S6J=TW*(J1*(J1+ON)‐J2*(J2+ON)‐J3*(J3+ON))/ 
     1                       DSQRT(TW*J2*(TW*J2+ON)*(TW*J2+TW)*TW*J3* 
     2                       (TW*J3+ON)*(TW*J3+TW)) 
                     END IF            
                     IF(DABS(J5‐J3).EQ.ON)then 
                        S6J=DSQRT(TW*(J1+J2+J3+ON)*(J2+J3‐J1)*(J1+J3‐J2)* 
     1                       (J1+J2‐J3+ON))/DSQRT(TW*J2*(TW*J2+ON)*(TW*J2+TW)* 
     2                       TW*J3*(TW*J3‐ON)*(TW*J3+ON)) 
                     END IF            
                     S6J=FASE(J1+J2+J3)*S6J 
                    END IF               
                    IF(J4.EQ.TW)then 
                        IF(J3.EQ.J5)then 
                          S6J=TW*((TH*(J1*(J1+ON)‐J2*(J2+ON)‐J3*(J3+ON))* 
     1                         (J1*(J1+ON)‐J2*(J2+ON)‐J3*(J3+ON)+ON)‐ 
     2                         FO*J2*(J2+ON)*J3*(J3+ON)))/DSQRT((TW*J2‐ON)*TW* 
     3                         J2*(TW*J2+ON)*(TW*J2+TW)*(TW*J2+TH)*(TW*J3‐ON)* 
     4                         TW*J3*(TW*J3+ON)*(TW*J3+TW)*(TW*J3+TH)) 
                       END IF            
                       IF(DABS(J5‐J3).EQ.ON)then 
                          S6J=TW*((J1+J2+ON)*(J1‐J2)‐J3*J3+ON)* 
     1                         DSQRT(SI*(J2+J1+J3+ON)*(J2+J3‐J1)*(J1+J3‐J2)* 
     2                         (J2+J1‐J3+ON))/DSQRT((TW*J2‐ON)*TW*J2*(TW*J2+ON)* 
     3                         (TW*J2+TW)*(TW*J2+TH)*(TW*J3‐TW)*(TW*J3‐ON)*TW* 
     4                         J3*(TW*J3+ON)*(TW*J3+TW)) 
                       END IF            
                       IF(DABS(J5‐J3).EQ.TW)then 
                          S6J=DSQRT((J1+J3‐J2‐ON)*SI*(J1+J2+J3)*(J1+J2+J3+ON)* 
     1                         (J2+J3‐J1‐ON)*(J2+J3‐J1)*(J1+J3‐J2)*(J2+J1‐J3+ON) 
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     2                         *(J1+J2‐J3+TW))/DSQRT((TW*J2‐ON)*TW*J2*(TW+J2+ON) 
     3                         *(TW*J2+TW)*(TW*J2+TH)*(TW*J3‐TH)*(TW*J3‐TW)* 
     4                         (TW*J3‐ON)*TW*J3*(TW*J3+ON)) 
                       END IF 
                     S6J=FASE(J1+J2+J3)*S6J 
                    END IF 
               ELSE 
                  S6J=ZE 
               END IF 
          ELSE 
             S6J=ZE 
          END IF 
          RETURN 
          END FUNCTION S6J 
 
*       FUNCION FASE 
        DOUBLE PRECISION FUNCTION FASE(F) 
        IMPLICIT NONE 
        DOUBLE PRECISION F,ZE 
        INTEGER P 
        ZE=0.0D0 
        P=INT(F) 
          IF(P.EQ.‐1.0D0)THEN 
             FASE=‐1.0D0 
          END IF 
          IF(P.EQ.ZE)THEN 
             FASE=1.0D0 
          END IF 
          IF(P.NE.‐1.0D0.AND.P.NE.ZE)THEN 
               IF(MOD(P,2).EQ.1)then 
                  FASE=‐1.0D0 
               ELSE 
                  FASE=1.0D0 
               END IF 
          END IF 
        RETURN 
        END FUNCTION FASE 
 

SUBROUTINE JACOBIMOD(A,N,NP,D,V,NROT) 
 
*       A(NP,NP) ES LA MATRIZ A DIAGONALIZAR 
*       N        ES LA DIMENSION NXN DE A 
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*       NP       ES LA DIMENSION NPXNP DEFINIDO EN EL PROGRAMA 
*       D(NP)    ES UN ARREGLO CON LOS N EIGENVALORES 
*       V(NP,NP) ES UN ARREGLO CON LOS EIGENVECTORES NORMALIZADOS 
 
        IMPLICIT REAL*8 (A‐H,O‐Z) 
        PARAMETER (NMAX=100) 
        DIMENSION A(NP,NP),D(NP),V(NP,NP),B(NMAX),Z(NMAX) 
 
        DO 12 IP=1,N 
             DO 11 IQ=1,N 
                  V(IP,IQ)=0.0D0 
 11          CONTINUE 
             V(IP,IP)=1.0D0 
 12     CONTINUE 
        DO 13 IP=1,N 
             B(IP)=A(IP,IP) 
             D(IP)=B(IP) 
             Z(IP)=0.0D0 
 13     CONTINUE 
        NROT=0 
        DO 24 I=1,50 
             SM=0.0D0 
               DO 15 IP=1,N‐1 
                      DO 14 IQ=IP+1,N 
                           SM=SM+ABS(A(IP,IQ)) 
 14                 CONTINUE 
 15              CONTINUE 
                 IF (SM.EQ.0.0D0) RETURN 
                 IF (I.LT.4) THEN 
                    TRESH=0.2D0*SM/N**2 
                 ELSE 
                    TRESH=0.0D0 
                ENDIF 
                DO 22 IP=1,N‐1 
                        DO 21 IQ=IP+1,N 
                           G=100.0D0*ABS(A(IP,IQ)) 
                       IF((I.GT.4).AND.(ABS(D(IP))+G.EQ.ABS(D(IP))).AND.(ABS( 
     1                          D(IQ))+G.EQ.ABS(D(IQ)))) THEN 
                              A(IP,IQ)=0.0D0 
                           ELSE 
                              IF(ABS(A(IP,IQ)).GT.TRESH) THEN 
                                 H=D(IQ)‐D(IP) 
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                                 IF(ABS(H)+G.EQ.ABS(H)) THEN 
                                    T=A(IP,IQ)/H 
                                 ELSE 
                                    THETA=0.5D0*H/A(IP,IQ) 
                                  T=1.0D0/(ABS(THETA)+SQRT(1.0D0+THETA**2)) 
                                    IF(THETA.LT.0.0D0) T=‐T 
                                 END IF 
                                 C=1.0D0/SQRT(1+T**2) 
                                 S=T*C 
                                 TAU=S/(1.0D0+C) 
                                 H=T*A(IP,IQ) 
                                 Z(IP)=Z(IP)‐H 
                                 Z(IQ)=Z(IQ)+H 
                                 D(IP)=D(IP)‐H 
                                 D(IQ)=D(IQ)+H 
                                 A(IP,IQ)=0.0D0 
                                 DO 16 J=1,IP‐1 
                                    G=A(J,IP) 
                                    H=A(J,IQ) 
                                    A(J,IP)=G‐S*(H+G*TAU) 
                                    A(J,IQ)=H+S*(G‐H*TAU) 
 16                          CONTINUE 
                             DO 17 J=IP+1,IQ‐1 
                                  G=A(IP,J) 
                                  H=A(J,IQ) 
                                  A(IP,J)=G‐S*(H+G*TAU) 
                                  A(J,IQ)=H+S*(G‐H*TAU) 
 17                          CONTINUE 
                             DO 18 J=IQ+1,N 
                                  G=A(IP,J) 
                                  H=A(IQ,J) 
                                  A(IP,J)=G‐S*(H+G*TAU) 
                                  A(IQ,J)=H+S*(G‐H*TAU) 
 18                          CONTINUE 
                             DO 19 J=1,N 
                                  G=V(J,IP) 
                                  H=V(J,IQ) 
                                  V(J,IP)=G‐S*(H+G*TAU) 
                                  V(J,IQ)=H+S*(G‐H*TAU) 
 19                          CONTINUE 
                             NROT=NROT+1 
                          ENDIF 
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                        ENDIF 
 21               CONTINUE 
 22            CONTINUE 
               DO 23 IP=1,N 
                    B(IP)=B(IP)+z(IP) 
                    D(IP)=B(IP) 
                    Z(IP)=0.0D0 
 23            CONTINUE 
 24       CONTINUE 
          PAUSE '50 ITERATIONS SHOULD NEVER HAPPEN' 
          RETURN 
 
      END SUBROUTINE JACOBIMOD 
 

SUBROUTINE ORDENJACOB(NE,EVAL,EVEC) 
 

*       NE ES EL NéMERO DE ESTADOS 
*       EVAL SON LOS EIGEN VALORES 
*       EVEC SON LOS EIGEN‐VECTORES 
        IMPLICIT NONE 
        DOUBLE PRECISION Q,EVAL(100),A(100,100),EVEC(100,100) 
        INTEGER I,K,LL,NE 
 
        DO I=1,NE‐2 
             Q=EVAL(I) 
             DO LL=1,NE‐1 
                  A(I,LL)=EVEC(I,LL) 
             END DO 
             DO K=I+1,NE‐1 
                  IF(Q.LT.EVAL(K))THEN 
                     EVAL(I)=EVAL(K) 
                     EVAL(K)=Q 
                     Q=EVAL(I) 
                     DO LL=1,NE‐1 
                          EVEC(I,LL)=EVEC(K,LL) 
                          EVEC(K,LL)=A(I,LL) 
                          A(I,LL)=EVEC(I,LL) 
                     END DO 
                  END IF 
             END DO 
        END DO 
        RETURN 
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        END SUBROUTINE ORDENJACOB 
 

SUBROUTINE HAMILTONIANO(COA,COB,JI,L1,S1,BZ1,H) 
 
*       COA   ES EL COEFICIENTE AA 
*       COB   ES EL COEFICIENTE BB 
*       L1    ES EL VALOR DEL MOMENTO ANGULAR 
*       S1    ES EL VALOR DEL ESPÖN 
*       H     ES LA MATRIZ HAMILTONIANA 
 
        IMPLICIT NONE 
        DOUBLE PRECISION H(100,100),J(100),MJ(100) 
        DOUBLE PRECISION ZE,ON,TW,FO,FASE,S3J,S6J,GL,GS,MB,JI,MN,ME 
        DOUBLE PRECISION L1,S1,NJ,BZ1,COA,COB,JJ,MJJ,PPL,PPS 
        INTEGER I,II,K,F 
 
        GS=2.00231930436220D0 
        MB=0.46686451465330D0 
         ZE=0.0D0 
         ON=1.0D0 
        TW=2.0D0 
        FO=4.0D0 
        ME=0.0005485799D0 
        WRITE(*,*)'ESCRIBE LA MASA DEL NéCLEO EN UMA' 
        READ(*,*)MN 
        GL=ON‐(ME/MN) 
 
        F=1 
        NJ=TW*(MIN(L1,S1))+ON 
 
        DO K=0,INT(NJ)‐1 
             JJ=ABS(L1‐S1)+K 
             DO II=0,INT(2*JJ) 
                  MJJ=‐JJ+II 
                  J(F)=JJ 
                  MJ(F)=MJJ 
                  F=F+1 
             END DO 
        END DO 
 
        DO I=1, F‐1 
             DO K=I, F‐1 
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                  H(I,K)=ZE 
                  IF ((MJ(K)‐MJ(I)).EQ.ZE) THEN 
                      IF ((J(K)‐J(I)).LE.TW) THEN 
                        PPL=ZE 
                        PPL=FASE(L1+J(K)+S1)*L1*(L1+ON)*(TW*L1+ON)* 
     1                       S6J(S1,L1,J(K),TW,J(I),L1) 
                        PPL=PPL*FASE(TW*L1)*DSQRT((TW*J(I)+ON)+(TW*J(K)+ON))* 
     1                       S6J(L1,L1,ON,TW,ON,L1) 
                        H(I,K)=‐JI*BZ1*BZ1*FASE(J(I)‐MJ(I))* 
     1                       S3J(J(K),J(I),TW,MJ(K),‐MJ(I),ZE)*PPL 
                          IF ((J(K)‐J(I)).LE.ON) THEN 
                             PPS=ZE 
                             PPL=ZE 
                             PPS=FASE(J(I)+L1+S1+ON)*GS* 
     1                           DSQRT(S1*(S1+ON)*(TW*S1+ON)) 
                             PPL=FASE(J(K)+L1+S1+ON)*GL* 
     1                           DSQRT(L1*(L1+ON)*(TW*L1+ON)) 
                             PPS=PPS*S6J(L1,S1,J(K),ON,J(I),S1) 
                             PPL=PPL*S6J(S1,L1,J(K),ON,J(I),L1) 
                             PPS=FASE(J(I)‐MJ(I))* 
     1                           DSQRT((TW*J(I)+ON)*(TW*J(K)+ON))* 
     2                           S3J(J(K),J(I),ON,MJ(K),‐MJ(I),ZE)*(PPS+PPL) 
                             H(I,K)=H(I,K)+MB*BZ1*PPS 
                               IF (J(K).EQ.J(I)) THEN 
                                  H(I,K)=H(I,K)+ 
     1                              COA*(J(I)*(J(I)+ON)‐L1*(L1+ON)‐S1*(S1+ON))/TW 
                                  H(I,K)=H(I,K)+COB* 
     1                             ((J(I)*(J(I)+ON)‐L1*(L1+ON)‐S1*(S1+ON))**TW)/FO 
                               END IF 
                          END IF 
                     END IF 
                  END IF 
                  H(K,I)=H(I,K) 
             END DO 
        END DO 
 
        RETURN 
 
        END 
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APÉNDICE C: Líneas láser 

 

En la siguiente tabla se muestran algunas de las líneas láser de las que se puede disponer 
en  el  laboratorio  de  Resonancia Magnética  Láser    así  como  algunas  de  las  condiciones 
ideales para su buen funcionamiento. Todas las frecuencias de las líneas mostradas se encuentran 
en el área del espectro electromagnético correspondiente al infrarrojo.  

ሺܴܯܮሻ

Molécula Bombeo 
CO2  

Longitud de 
onda Frecuencia Número de 

onda Presión Potencia Detector 

    (μm) (MHz) (cm-1) (mTorr) V   
CH3OH 9R10 96.522 3105936.8 103.6029 200 6 V Ge 

    164.783 1819314.0 60.6858 200 2 cards, 10 V NOAA 
    232.939 1286999.5 42.9297 200 3 card, 15 V NOAA 
  9R26 151.254 1982050.6 66.1141 250 10 mV Molectron
    159.676 1877508.5 62.6269 200 1.5 to 3 V NOAA 
  9P34 70.512 4251674.0 141.8206 200 5 V Ge 
  9P36 118.834 2522781.6 84.1509 150 2 paper, 6 V Ge 
            0.25 to 0.4  Molectron
            2 cards, 15 V NOAA 
    392.069 764642.6 25.5057 200 4 cards, 16 V NOAA 

  10R38 163.033 1838839.3 61.3371 150 to 
200 150 mV Molectron

          200 20 mV Molectron
          200 4 cards, 4 V NOAA 
          200 1 card, 10 V Ge 

    251.14 1193727.3 39.8185 150 to 
200 weak Molectron

  9R18 186.042 1611421.9 53.7513 200 1 card, 6 V NOAA 
            1 card, 13 V NOAA 

  10R10 191.62 1564518.7 52.1867 200 1 card, 
15+sat. NOAA 

            1 card, 6V   
  10R48 286.155 1047657.6 34.9461 200 1 V NOAA 

CH2F2 9P22 133.998 2237296.4 74.6282 225 0.35 V Molectron
    191.848 1562655.9 52.1246 200 1.6 V NOAA 
  9P24 109.296 2742946 91.4948 300 80 mV Molectron
            2 cards * ? Ge 
    135.269 2216263.5 73.9266 300 0.5 V Molectron
            2 cards * ? Ge 
    167.4 ? ? 300 1 card, 6 V Ge 
    256 1170941 39.0584 300 2 cards * ? Ge 
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Molécula Bombeo 
CO2  

Longitud de 
onda Frecuencia Número de 

onda Presión Potencia Detector 

  9P16 105.518 2841142.9 94.7703 300 30 mV Molectron
          200 1 card, 4 V NOAA 
  9P10 158.513 1891274.3 63.0861 200 0.5 V Molectron
  9R12 95.551 3137510.6 104.6561 300 1.2 V Ge 
  9R6 236.592 1267131.0 42.2669 300 1 card, 4 V Ge 
    236.601 1267081.5 42.2653 300 1 card, 4 V Ge 
  9R10 96.522 3137510.6 104.6561 200 1 card, 3 V NOAA 
  9R20 117.727 2546495.0 84.9419 150 1card, 6 V Ge 
    166.631 1799139.3 60.0128 150   Ge 
  9R22 122.466 2447968.5 81.6554 150 1 card, 3 V Ge 

          100 to 
400   NOAA 

    166.677 1798647 59.9964 150 1card, 4 V Ge 

          100 to 
400   NOAA 

    193.904 1546083.4 51.5718 180 1 card, 10 V NOAA 
  9R32 184.306 1626602.6 54.2576 150 5 cards, 16 V Ge 
  9R34 287.667 1042150.4 34.7624 150 8 cards, 5 V Ge 
  9R42 230.106 1302845.8 43.4583 120 8 V Ge 
  9P20 158.960 1885959.3 62.9088 100 0.6 V Ge 

N2H4 9R8 81.099 3696638.2 123.3066 275 3 Ge 

  10P6 134.922 2221963.2 74.1167 180 15 mV Molectron
    181.926 1647877.4 54.9673 180 5 mV Molectron
  10P24 192.907 1554077.8 51.8385 200   Molectron
  10R12 301.275 995077.8 33.1922 150 6 cards, 8 V NOAA 
    373.576 802492.8 26.7683 150 6 cards, 5 V NOAA 
  10P56 192.616 1556427.9 51.9169 120 4 cards, 10 V NOAA 
    338.516 885606.8 29.5407 120 4 cards, 10V NOAA 

13CH3OH 10R16 115.823 2588361.7 86.3384 200 120 mV Molectron
          200 1 card, 8V NOAA 
    203.636 1472199.3 49.1073 200 160 mV Molectron
          200 4 cards, 8 V NOAA 
    268.572 1116245.5 37.2339 200 6 cards, 9 V NOAA 
  10R18 105.147 2851169.2 95.1048 150 40 mV Molectron
    110.432 2714714.7 90.5531 150 40 mV Molectron
    171.758 1745439.5 58.2216 200   Molectron

CH3OD 9P30 81.709 3669048.5 122.3863 250 1 V Ge 
    103.125 2907088.9 96.9701 250 4 V Ge 
  9R4 332.132 902630.2 30.1085 150 1 card, 4 V Ge 
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Molécula Bombeo 
CO2  

Longitud de 
onda Frecuencia Número de 

onda Presión Potencia Detector 

  9R8 294.811 1016897.2 33.92 300 2 cards, 16 V NOAA 
    57.151 5245612.9 174.9748 300 1 card, 6 V NOAA 
    305.726 980591.6 32.709 150 2 cards, 16 V NOAA 

CD3OH 10R34 128.034 2341508.9 78.1043 200 1 card, 7 V Ge 
    180.741 1658687.7 55.3279 300 2 cards, 10V NOAA 
          150 3 cards, 12 V Ge 
    264.759 1132320.1 37.7701 300 2 cards, 14V NOAA 
  10R32 131.563 2278703 76.0094 240 80 mV Ge 
  10P18 287.308 1043454.5 34.8059 180 4V NOAA 

CH2DOH 9P10 183.621 1632666.9 54.4599 200 5 V NOAA 
    295.397 1014881 33.8528 200 5 cards, 8 V NOAA 
  9P12 108.818 2754995.7 91.8968 200 6 V NOAA 
    112.532 2664058.3 88.8634 200 6 V NOAA 
            0.8 V Ge 
            3 V Ge 
    322.452 929726.8 31.0123 200 10 V NOAA 
  9P14 308.04 973224.3 32.4633 200 2 cards, 8 V NOAA 
  9P16 102.023 2938465.1 98.0166 200 50 mV Ge 
  10P34 124.432 2409293.3 80.3654 250 3 cards, 14 V Ge 
    248.122 1208246 40.3027 250 1 card, 1 V Ge 

CD3OD 10R24 184.766 1622555.2 54.1226 100 9 V NOAA 
  10R12 410.712 729932.8 24.3479 250 1 V NOAA 
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APÉNDICE D: Símbolos 3j, 6j y 9j 

 

TABLA DE VALORES PARA LOS SÍMBOLOS  . 3݆

݆ ൌ ݆ ൅ ݆• ଵ  ଶ

൬ ݆ଵ ݆ଶ ݆ଵ ൅ ݆ଶ
݉ଵ ݉ଶ െ݉ଵ െ݉ଶ

൰

ൌ ሺെ1ሻ௝భି௝మା௠భା௠మ ቈ
ሺ2݆ଵሻ! ሺ2݆ଶሻ! ሺ݆ଵ ൅ ݆ଶ ൅ ݉ଵ ൅ ݉ଶሻ! ሺ݆ଵ ൅ ݆ଶ െ ݉ଵ െ ݉ଶሻ!

ሺ2݆ଵ ൅ 2݆ଶ ൅ 1ሻ! ሺ݆ଵ ൅ ݉ଵሻ! ሺ݆ଵ െ ݉ଵሻ! ሺ݆ଶ ൅ ݉ଶሻ! ሺ݆ଶ െ ݉ଶሻ!
቉
ଵ
ଶൗ

 

݉ ଵ

൬݆ଵ ݆ଶ ݆
݆ଵ െ݆ଵ െ ݉ ݉൰

ൌ ሺെ1ሻି௝భା௝మା௠ ቈ
ሺ2݆ଵሻ! ሺെ݆ଵ ൅ ݆ଶ ൅ ݆ሻ! ሺ݆ଵ ൅ ݆ଶ ൅ ݉ሻ! ሺ݆ െ ݉ሻ!

ሺ݆ଵ ൅ ݆ଶ ൅ ݆ ൅ 1ሻ! ሺ݆ଵ െ ݆ଶ ൅ ݆ሻ! ሺ݆ଵ ൅ ݆ଶ െ ݆ሻ! ሺെ݆ଵ ൅ ݆ଶ െ ݉ሻ! ሺ݆ ൅ ݉ሻ!

• ଵ ൌ ݆  

቉
ଵ
ଶൗ

 

Cuando ݃ es un número entero: 

• ݉ଵ ൌ ݉ଶ ൌ ݉ ൌ 0,  ݆ଵ ൅ ݆ଶ ൅ ݆ ൌ 2݃ 

ቀ݆ଵ ݆ଶ ݆
0 0 0ቁ ൌ ሺെ1ሻ௚

݃!
ሺ݃ െ ݆ଵሻ! ሺ݃ െ ݆ଶሻ! ሺ݃ െ ݆ሻ!

ቈ
ሺ2݃ െ 2݆ଵሻ! ሺ2݃ െ 2݆ଶሻ! ሺ2݃ െ 2݆ሻ!

ሺ2݃ ൅ 1ሻ!
቉
ଵ
ଶൗ

 

• ݉ଵ ൌ ݉ଶ ൌ ݉ ൌ 0,  ݆ଵ ൅ ݆ଶ ൅ ݆ ൌ 2݃ ൅ 1 

ቀ݆ଵ ݆ଶ ݆
0 0 0ቁ ൌ 0 

A continuación vemos que sucede para cuando ݆ tiene los valores ݆ ൌ 0, 1 2ൗ , 1. 3 2ൗ , 2. 

• ݆ ൌ 0. 

൬ ݆ଵ ݆ଶ 0
݉ଵ ݉ଶ 0൰ ൌ ሺെ1ሻି௝మି௠మ

௠భ,ି௠మߜ௝భ௝మߜ

ඥ2݆ଵ ൅ 1
 

• ݆ ൌ 1
2ൗ  

൭
݆ ൅ 1

2ൗ ݆ 1
2ൗ

݉ െ݉ െ 1
2ൗ

1
2ൗ
൱ ൌ ሺെ1ሻ௝ି௠ିଵ ଶൗ ൥

݆ െ ݉ ൅ 1
2ൗ

ሺ2݆ଶ ൅ 2ሻሺ2݆ ൅ 1ሻ
൩

ଵ
ଶൗ
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• ݆ ൌ 1 

Tenemos los siguientes casos para los valores de los momentos angulares restantes: 

, 1 

݉ െ݉ െ 1 1 ሺ2݆ ൅ 3ሻሺ2݆ ൅ 2ሻሺ2݆ ൅ 1ሻ

a) ݆ ൅ 1, ݆

ቀ݆ ൅ 1 ݆ 1ቁ ൌ ሺെ1ሻି௝ି௠ିଵ ቈ
ሺ݆ െ ݉ሻሺ݆ െ ݉ െ 1ሻ

቉
ଶൗ

 

ଵ

ቀ݆ ൅ 1 ݆ 1
݉ െ݉ 0ቁ ൌ ሺെ1ሻ௝ି௠ିଵ ቈ

ሺ݆ ൅ ݉ ൅ 1ሻሺ݆ െ ݉ ൅ 1ሻ
ሺ2݆ ൅ 3ሻሺ݆ ൅ 1ሻሺ2݆ ൅ 1ሻ

቉
ଵ
ଶൗ

 

b) ݆, ݆, 1 

ቀ ݆ ݆ 1
݉ െ݉ െ 1 1ቁ ൌ ሺെ1ሻ௝ି௠ ቈ

ሺ݆ െ ݉ሻሺ݆ ൅ ݉ ൅ 1ሻ
ሺ݆ ൅ 1ሻ ൅ 1ሻ2݆ሺ2݆

቉
ଵ
ଶൗ

 

ቀ ݆ ݆ 1
݉ െ݉ 0ቁ ൌ ሺെ1ሻ௝ି௠

݉
ሾሺ2݆ ൅ 1ሻሺ݆ ൅ 1ሻ݆ሿଵ ଶൗ

 

• ݆ ൌ 3
2ൗ  

a) ݆ ൅ 3
2ൗ , ݆, 3 2ൗ  

൭
݆ ൅ 3

2ൗ ݆ 3
2ൗ

݉ െ 3
2ൗ 1

൱ ൌ ሺെ1ሻ௝ା௠ାଵ ଶൗ ൥
െ ݉ െ 1

2ൗ ൯൫݆ െ ݉ ൅ 1
2ൗ ൯ሺ݆ െ ݉ ൅ 3

2ൗ ሻ
ሺ2݆ ൅ 4ሻሺ2݆ ൅ 3ሻሺ2݆ ൅ 2ሻሺ2݆ ൅ 1ሻ

൫݆

݉ െ
൩

ଵ
ଶൗ

 

൭
݆ ൅ 3

2ൗ ݆ 3
2ൗ

݉ െ݉ െ 1
2ൗ

1
2ൗ
൱ ൌ ሺെ1ሻ௝ି௠ାଵ ଶൗ ൥

3൫݆ െ ݉ ൅ 1
2ൗ ൯൫݆ െ ݉ ൅ 3

2ൗ ൯ሺ݆ ൅ ݉ ൅ 3
2ൗ ሻ

ሺ2݆ ൅ 4ሻሺ2݆ ൅ 3ሻሺ2݆ ൅ 2ሻሺ2݆ ൅ 1ሻ
൩

ଵ
ଶൗ

 

b) ݆ ൅ 1
2ൗ , ݆, 3 2ൗ  

൭
݆ ൅ 1

2ൗ ݆ 3
2ൗ

݉ െ݉ െ 3
2ൗ

3
2ൗ
൱ ൌ ሺെ1ሻ௝ି௠ିଵ ଶൗ ൥

3൫݆ െ ݉ െ 1
2ൗ ൯൫݆ െ ݉ ൅ 1

2ൗ ൯൫݆ ൅ ݉ ൅ 3
2ൗ ൯

ሺ2݆ ൅ 3ሻሺ2݆ ൅ 2ሻሺ2݆ ൅ 1ሻ2݆
൩

ଵ
ଶൗ

 

൭ 2ൗ
3
2ൗ

݉ െ݉ െ 1
2ൗ

1
2ൗ
൱ ൌ ሺെ1ሻ௝ି௠ିଵ ଶൗ ൫݆ ൅ 3݉ ൅ 3

2ൗ ൯ ൥
݆ െ ݉ ൅ 1

2ൗ
ሺ2݆ ൅ 3ሻሺ2݆ ൅ 2ሻሺ2݆ ൅ 1ሻ2݆

݆ ൅ 1 ݆
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൩

ଵ
ଶൗ

 

• ݆ ൌ 2. 
 

a) ݆ ൅ 2, ݆, 2 



 

ቀ݆ ൅ 2 ݆ 2
݉ െ݉ െ 2 2ቁ ൌ ሺെ1ሻ௝ି௠ ቈ

ሺ݆ െ ݉ െ 1ሻሺ݆ െ ݉ሻሺ݆ െ ݉ ൅ 1ሻሺ݆ െ ݉ ൅ 2ሻ
ሺ2݆ ൅ 5ሻሺ2݆ ൅ 4ሻሺ2݆ ൅ 3ሻሺ2݆ ൅ 2ሻሺ2݆ ൅ 1ሻ

቉
ଵ
ଶൗ

 

݆ 2
݉ െ݉ െ 1 1ቁ ൌ 2ሺെ1ሻ௝ି௠ ቈ

ሺ݆ ൅ ݉ ൅ 2ሻሺ݆ െ ݉ ൅ 2ሻሺ݆ െ ݉ ൅ 1ሻሺ݆ െ ݉ሻ
ሺ2݆ ൅ 5ሻሺ2݆ ൅ 4ሻሺ2݆ ൅ 3ሻሺ2݆ ൅ 2ሻሺ2݆ ൅ 1ሻ

ቀ݆ ൅ 2 ቉
ଵ
ଶൗ

 

ቀ݆ ൅ 2 ݆ 2
݉ െ݉ 0ቁ ൌ ሺെ1ሻ௝ି௠ ቈ

6ሺ݆ ൅ ݉ ൅ 2ሻሺ݆ ൅ ݉ ൅ 1ሻሺ݆ െ ݉ ൅ 2ሻሺ݆ െ ݉ ൅ 1ሻ
ሺ2݆ ൅ 5ሻሺ2݆ ൅ 4ሻሺ2݆ ൅ 3ሻሺ2݆ ൅ 2ሻሺ2݆ ൅ 1ሻ

቉
ଵ
ଶൗ

 

b) ݆ ൅ 1, ݆, 2 

ቀ݆ ൅ 1 ݆ 2
݉ െ݉ െ 2 2ቁ ൌ 2ሺെ1ሻ௝ି௠ାଵ ቈ

ሺ݆ െ ݉ െ 1ሻሺ݆ െ ݉ሻሺ݆ െ ݉ ൅ 1ሻሺ݆ ൅ ݉ ൅ 2ሻ
ሺ2݆ ൅ 4ሻሺ2݆ ൅ 3ሻሺ2݆ ൅ 2ሻሺ2݆ ൅ 1ሻ

቉
ଵ
ଶൗ

 

ቀ݆ ൅ 1 ݆ 2
݉ െ݉ െ 1 1ቁ ൌ

ሺെ1ሻ௝ି௠ାଵ2ሺ݆ ൅ 2݉ ൅ 2ሻ ቈ
ሺ݆ െ ݉ ൅ 1ሻሺ݆ െ ݉ሻ

ሺ2݆ ൅ 4ሻሺ2݆ ൅ 3ሻሺ2݆ ൅ 2ሻሺ2݆ 1ሻ2݆൅
቉
ଵ
ଶൗ

 

ቀ ݆ 2
݉ െ݉ 0ቁ ൌ ሺെ1ሻ௝ି௠ାଵ2݉ ቈ

6ሺ݆ ൅ ݉ ൅ 1ሻሺ݆ െ ݉ ൅ 1ሻ
ሺ2݆ ൅ 4ሻሺ2݆ ൅ 3ሻሺ2݆ ൅ 2ሻሺ2݆ ൅ 1ሻ2݆

݆ ൅ 1 ቉
ଵ
ଶൗ

 

c) ݆, ݆, 2 

ቀ ݆ ݆ 2
݉ െ݉ െ 2 2ቁ ൌ ሺെ1ሻ௝ି௠ ቈ

6ሺ݆ െ ݉ െ 1ሻሺ݆ െ ݉ሻሺ݆ ൅ ݉ ൅ 1ሻሺ݆ ൅ ݉ ൅ 2ሻ
ሺ2݆ ൅ 3ሻሺ2݆ ൅ 2ሻሺ2݆ ൅ 1ሻ2݆ሺ2݆ െ 1ሻ

቉
ଵ
ଶൗ

 

ቀ ݆ ݆ 2
݉ െ݉ െ 1 1ቁ ൌ

ሺെ1ሻ௝ି௠ሺ1 ൅ 2݉ሻ ቈ
6ሺ݆ ൅ ݉ ൅ 1ሻሺ݆ െ ݉ሻ

ሺ2݆ ൅ 3ሻሺ2݆ ൅ 2ሻሺ2݆ ൅ 1ሻ2݆ሺ2݆ െ 1ሻ
቉
ଵ
ଶൗ

 

ቀ ݆ ݆ 2
݉ െ݉ 0ቁ ൌ ሺെ1ሻ௝ି௠ ቈ

3݉ଶ െ ݆ሺ݆ ൅ 1ሻ
ሾሺ2݆ ൅ 3ሻሺ݆ ൅ 1ሻሺ2݆ ൅ 1ሻ݆ሺ2݆ െ 1ሻሿଵ ଶൗ

቉ 

 

TABLA DE FÓRMULAS PARA LOS SÍMBOLOS 6݆. 
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