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Resumen

El fenémeno de transporte que ocurre en diversos sistemas microscépicos, ha
sido estudiado para dar una posible explicacién de las causas que originan el flujo
de materia en contra de una fuerza. Unos de los modelos utilizados para deseribir
la dindmica del transporte que ocurre en sistemas deterministas y en sistemas es-
tocdsticos es la Matraca de Feynman, dispositivo que describe el comportamiento

de una particula en un sistema amortiguado con inercia.

Partiendo del modelo de una matraca determinista con un forzamiento pe-
rivdico dependiente del tiempo y un forzamiento externo counstante en el que
ocurre transporte neto de materia, se estudia la dindmica del sistema en funcién
de las condiciones iniciales y de la magnitud de la fuerza externa. En este sistema,
se muestra que existe un intervalo pequeiio en el que puede existir un flujo en
contra de una fuerza constante (efecto matraca) y que para aquellos valores con-
tenidos dentro del mismo, que no producen el efecto, se puede inducir transporte
mediante la variacién en los pardmetros de control o de las condiciones iniciales.
Al calcular el flujo de particulas como funcién de la magnitud de la fuerza cons-
tante, se observa que ocurren cambios en la direccién de movimiento. Analizando
la trayectoria del flujo y el respectivo diagrama de bifurcacién, se determina que
existe una fuerte correlacién entre éstos: la transicién de una dindmica periédica
a una dindmica cadtica o viceversa, esta estrechamente relacionada con el cambio
de la direccion del flujo.

Por otro lado, la adicién de un término de ruido blanco Gaussiano a un modelo
matraca modifica la dindmica del sistema. En una matraca con un forzamiento
periédico externo en presencia de un ruido blanco Gaussiano, las condiciones
iniciales no influyen en la direccién del flujo. En este caso, la direccién de flujo
puede ser positiva o negativa y esti determinada por la magnitud de la amplitud

del forzamiento externo.
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Abstract

Ratchets have been studied for over a decade in order to try to explain the
origin of transport against a force in microscopic systems. The device used to
describe this behavior is Feyniman’s Ratchets, a useful model to explain transport
in deterministic and stochastic systems.

In this work, we study the dynamics of a deterministic ratchet with a periodic
external time-dependent force and an additional constant external field, varying
the initial conditions and the magnitude of the external force. We show that
ratchet effects exist in a small range of values of the external force. For these
values, we show that the system can generate a flux of matter depending on the
initial conditions.

We show that there can be a reversal of flow if we change the external constant
force. Through the bifurcation diagram we can explain the reversal of current in
ratchet systems. The bifurcation diagram shows that sudden dynamic changes
are strongly related with the reversals of flow: The transition from a chaotic
dynamics to a regular dynamics (or vice versa) occurs at the same time as a
current reversal.

Also, we show that the dynamics in a brownian ratchet is different from that in
the deterministic ratchet. Particularly, we show that the initial conditions do not
have an influence on the flux direcction. Positive or negative flux is determined

by the size of the periodic external force.
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Capitulo 1

Introduccion

Los sistemas tipo matraca (o ratchet)! son sistemas fuera del equilibrio ter-
modindmico que dan lugar a un transporte neto’? de materia originado por la
presencia de un potencial periédico asimétrico y de un forzamiento externo cuyo
promedio temporal es cero.

El efecto matraca, término empleado para establecer la existencia de un flujo
de materia en contra de una fuerza constante [1-3, ha sido empleado en sistemas
pertenecientes a distintos campos para dar una posible explicacién del origen del
flujo en sistemas fisicos, quimicos y biolégicos por mencionar algunos [4].

El modelo tedrico usado para emular la dindmica consiste de un conjunto de
particulas independientes, inmersas en un fluido viscoso, sujetas a un potencial
periddico asimétrico y en presencia de una fuerza externa dependiente del tiempo
de promedio cero. El interés por estudiar este tipo de sistemas es explicar el
comportamiento colectivo de un conjunto de particulas idénticas en un estado
fuera del equilibrio termodindmico y establecer las propiedades dindmicas en
funcién de los parametros de control de los términos no lineales.

En este trabajo se estudia la dindmica de dos sistemas que exhiben el efecto
matraca. Se estudia un sistema determinista en presencia de un forzamiento ex-
terno constante y un sistema en presencia de un forzamiento estocédstico. Los dos
sistemas de estudio estdn en presencia de una fuerza debida a la inercia y de un

forzamiento periddico externo dependiente del tiempo.

1Bl término matraca es la traduccién del ingles de la palabra ratchet: Diccionario Espanol-

Inglés Merriam-Webster. A lo largo de este trabajo se utilizara la palabra matraca.
2F] término transporte serd utilizado para hacer referencia a un transporte neto de materia

y no so6lo al movimiento de las particulas.



El objetivo de este trabajo es encontrar valores apropiados de los pardmetros
de control de los términos no lineales, que dan lugar al efecto matraca en un
sistema con un forzamiento externo constante y un sistema con un forzamicn-
to estocdstico. Habiendo encontrado los valores de los parametros de control,
se hace un anglisis comparativo entre los sistemas mencionados y una matraca

determinista que servird como referencia.

En el Capitulo 2 se estudia el modelo de la matraca de Feynman [5], donde se
presenta el andlisis tedrico, desde el punto de vista microscoépico, de un dispo-
sitivo rueda dentada-trinquete. Adicionalmente se hace una revisién de algunos
concepto basicos de Dindmica No-lineal que sustentan el trabajo desarrollado en
los capitulos posteriores.

En el Capitulo 3, se analiza la dindmica reportada en las referencias [9,13-16]
de una matraca determinista con inercia con inclinacién nula.

En el Capitulo 4, se estudia la dindmica de una matraca determinista con
inercia en presencia de una fuerza constante externa. En este caso, se investiga
el comportamiento de una particula en funcién de la magnitud de la fuerza. El
estudio permite hacer una eleccién apropiada de la magnitud de la fuerza para
obtener una dinamica no trivial. Establecida la magnitud, se estudia el sistema
en funcién de i) las condiciones iniciales y ii) en funcién de la amplitud del
forzamiento. De los resultados obtenidos, se hace un andlisis comparativo de la
dinamica de una matraca determinista no inclinada y una matraca determinista

inclinada.

Finalmente, en el Capitulo 5 se estudia una matraca browniana. Particular-
mente, se analiza el comportamiento de una particula en presencia de un término
de ruido blanco Gaussiano en funcién de i) las condiciones iniciales y ii) la ani-
plitud de un forzamiento externo aplicado. El anilisis permite elegir un valor

apropiado de la amplitud para producir un transporte no trivial.



Capitulo 2
Motores tipo matraca

2.1. Introduccién a la Fisica de motores tipo matraca

En el capitulo 46 de The Feynman Lectures on Physics [5], Feynman hace
un anilisis sobre la posibilidad de extraer trabajo de un sistema formado por
~una rueda dentada, un trinquete y unas aspas. En dicho capitulo sc hace un

anélisis, desde el punto de vista microscopico, en el que se muestra que sélo es
| posible extraer trabajo, con una eficiencia no mayor a la del ciclo de Carnot [6],
si el sistema se encuentra en un estado fuera del equilibrio termodindmico. El -

dispositivo utilizado en la referencia [5] se muestra en la Figura 2.1.

Figura 2.1: Dispositivo de Feynman formado por una rueda dentada, un trinquete y
unas aspas para mostrar que cs posible extraer trabajo de un sistema fuera del equilibrio

termodindmico.



El modelo propuesto, cominmente llamado ratchet o matraca, consiste de
un eje rigido en cuyos extremos sostiene por un lado, unas aspas inmersas en un
gas a temperatura T} y por el otro, un trinquete y una rueda dentada, inmersos

en otro gas a temperatura Ty, (ver Fig. 2.1).

La propuesta de Feynman, para saber si se puede extraer trabajo de un motor
tipo matraca, es colocar una masa sostenida por un hilo que pende de la parte
media de la barra. Si se logra extraer trabajo, la masa habra ascendido de su
posicién inicial después de un tiempo en el que el eje haya rotado varias veces.
En el caso contrario, si no se logra extraer trabajo, la masa permanecerd en

promedio en su posicién original, o bien, descendera.

Del analisis de Feynman, se establece que no es posible extraer trabajo cuando
las temperaturas 77 y T de los reservorios son iguales. Esto ocurre debido a
que la temperatura coustante e igual de los reservorios mantiene el equilibrio
termodindmico y por tanto, el movimiento promedio de la rucda es nulo. Sin
embargo, argumenta que la situacién cambia cuando las temperaturas de los
reservorios no son iguales, o dicho de otra manera, cuando el sistema se encuentra
fuera del equilibrio termodindmico. En particular, hace mencién que el sistema es
de especial interés cuando la temperatura del reservorio donde se encuentran las
aspas, es mayor que la temperatura donde se encuentran la rueda y el trinquete
(T} > T5). Para este caso, Feynman deduce que si se puede extraer trabajo por que
la rueda gira en una direccién preferencial, cambiando de este modo, la posicién

de la masa que pende de la barra en forma ascendente.

El argumento empleado para justificar el por qué se puede obtener trabajo de
tal sistema es que, a causa del bombardeo de las moléculas del gas sobre las aspas,
éstas oscilan alrededor del eje con pequenos movimientos que se transmiten hacia
la rueda. Dado que la rueda tiene mayor probabilidad de girar en un sentido que
en otro, porque en el otro se lo impide el trinquete, las oscilaciones transmitidas
por el gje tendran mayor efecto en una direccién que en otra. El hecho de que la
rueda tenga una direccidén preferencial de giro, lo justifica argumentando que el
reservorio donde se encuentra el trinquete estd a una temperatura Ty menor que
la temperatura 7} donde se encuentran las aspas. Ante esta situacién, el trinquete
tiene menor probabilidad de que el gas menos energético le proporcione la energia

necesaria para elevarlo al méximo y permitir el paso de regreso del diente.



El anélisis efectuado permite concluir que la rueda girara preferencialmente
en una sola direccién cuando las temperaturas de los reservorios sean distintas.
Por lo tanto, de los argumentos expuestos sc abstrae que las condiciones para
obtener trabajo de una matraca son: 1) que exista una asimetria en la geometria
del potencial para establecer una direccién preferencial de movimiento y 2) que

el sistema esté en un estado fuera del equilibrio termodindmico.

El poder obtener trabajo ttil del dispositivo de Feynman se ha relacionado
con poder generar trausporte de materia en contra de una fuerza originada por
la presencia de un potencial. El modelo matematico més simple que imita el
dispositivo rueda dentada-trinquete, consiste de una particula en presencia de
un potencial periédico asimétrico y de un forzamiento externo dependiente del
tiempo. Estos dos términos juegan, respectivamente, el papel de asimetria de la

rueda dentada y la condicién de no equilibrio termodindmico.

2.2. Modelo matematico

Establecido el mecanismo de funcionamiento y las condiciones fisicas nece-
sarias para generar transporte, surgié el interés por estudiar la dindmica del
sistema a través de un modelo matemdtico que satisfaga las condiciones del dis-
positivo rueda dentada-trinquete. Para esto, manteniendo en mente el dispositivo
de Feynman, surgieron modelos tedricos cuya dindmica da lugar a transporte de

materia [7,8].

El modelo matematico unidimensional mas simple, se construye al considerar
las fuerzas que actiian sobre una particula inmersa en un medio de viscosidad -,
en presencia de un potencial periddico asimétrico V(z) y sujeta a un forzamiento
externo F(t) dependiente del tiempo y de promedio temporal cero. De forma
general, se considera que el forzamiento es de tipo F'(t) = af(t) siendo a la

amplitud del forzamiento y f(t) la funcién que lo describe en el tiempo.

Haciendo uso de la Segunda Ley de Newton, la ecuacién de movimiento es

2£E x

dx(t)
dt
es un potencial peridédico asimétrico de periodo L que cumple con la condicién

Viz) =V(z+ L).

donde ~ es la fuerza disipativa debido a la viscosidad del medio y V(z)



FEl término disipativo da lugar a la existencia de atractores, mientras que el
térinino inercial da lugar a dos tipos de dindmica: una dindmica regular y una
dindmica cadtica [9,10]. La clasificacién de la dindmica es realizada a través de
la serie de tiempo después de un tiempo transitorio. En el contexto de matracas,
un sistema exhibe una dindmica regular cuando la trayectoria que traza una
particula tiene una dindmica repetitiva o periédica, mientras que la dindmica es
cadtica cuando el comportamiento no es periédico y ademads la distancia entre
dos trayectorias diverge exponencialmente al cambiar ligeramente la condicién

inicial.

Para un sistema en el que actia una fuerza F'(t) = af(¢), la dindmica depende
de la magnitud de la amplitud del forzamiento a. Si a es muy pequena comparada
con el resto de las fuerzas contenidas en la ecuacién (2.1), el sistema exhibe una
dindmica regular. Este comportamiento se debe a que la amplitud del forzamiento
no es lo suficientemente fuerte para desplazar a la particula a otro pozo del
potencial, por lo tanto, la particula oscila dentro de un pozo dando lugar a érbitas

acotadas.

Si la magnitud de la amplitud es del orden de la magnitud de las fuerzas res-
tautes, el forzamiento externo perturba a la particula lo suficiente para desplazarla
hacia otros pozos, permitiendo una dindmica regular o una dindmica cadtica. El
comportamiento de la trayectoria depende de los pardmetros de control de los

términos no lineales.

Finalmente, si la amplitud de a es mucho mayor que el resto de las fuerzas,
el efecto del potencial se vuelve despreciable. La dindmica en este caso, esta
gobernada por el forzamiento externo que induce un comportamiento regular en

las trayectorias debido a que la fuerza que domina es periédica.

El término inercial junto con el forzamiento externo juegan un papel impor-
tante en la existencia del caos. Si el término inercial no estuviera presente en
la ecuacién (2.1), no podria haber caos a pesar de la presencia del forzamiento
externo. De la misma manera, si el término inercial estuviera presente pero el
término de forzamiento no, tampoco habria caos. Lo interesante de la existen-
cia del fenémeno de caos, es que éste puede presentarse en sistemas no lineales

deterministas.



2.3. Caracterizacion de la dinamica de una matraca

En la seccién 2.1 se establecié que el poder extraer trabajo de una matraca,
esté directamente relacionado con poder generar transporte de materia en contra
del gradiente de un potencial. Por tal razén, una de las cantidades fisicas de mayor
importancia en el contexto de motores tipo matraca, es el flujo promedio. Sin
embargo, existen otras cantidades fisicas de la teoria de Dindmica No-lineal, que
permiten conocer otras propiedades sobre el comportamiento de un sistema. El
tipo de herramientas que se usa para la descripeién dindmica, depende del sistema

que se esté estudiando y de las propiedades que se estén buscando.

En las siguientes secciones se definirén algunos conceptos de interés para el
estudio de la dindinica de sistemas tipo matraca. En particular, se definiran los
términos de flujo, diagrama de bifurcacién, atractores cadtico y periddico y la
seccién de Poincaré, los cuales ayudaran a realizar la descripcién de los sistemas

que aqui se abordaran.

2.3.1. Flujo

La forma tipica de cuantificar el transporte neto de materia en un motor tipo
matraca es a través del flujo, término definido como la cantidad de materia que

atraviesa una region del espacio por unidad de area por unidad de tiempo.

Para un sistema de particulas, determinar cuantitativamente el flujo requiere
del conocimiento de dos cantidades: el promedio espacial de las velocidades de
M trayectorias a un tiempo fijo ¢ y el promedio temporal de cada una de sus
trayectorias. La parte espacial hace referencia al promedio de las velocidades
medias de un conjunto de M trayectorias con posiciones iniciales distintas y por

simplicida. on una veloci inicial igual a cero.
licidad, ¢ a velocidad al 1

La expresion para la velocidad promedio resultante es

1 M
Vi =57 ;fi(tj),
-

siendo t; un intervalo de medicién fijo del tiempo para cada trayectoria.

Por otro lado, dado que la velocidad instantdnea en cada punto de la tra-
yectoria es distinta, se requiere hacer un promedio temporal sobre N tiempos

muestreados periédicamente de la velocidad promedio v; para cada una de las



M trayectorias. Por tanto, el flujo promedio de particulas para un parametro fijo

dado, es de la forma

1 N
J = NZ’U]'.
=1

2.3.2. Seccion de Poincaré

Una forma de clasificar la dindmica periédica o cadtica de una oOrbita es a
través de la Seccién de Poincaré, seccién que se construye al registrar los
valores p; de las 6rbitas en el espacio fase n-dimensional, que intersectan con una
Superficie de Poincaré (n — 1)-dimensional. El registro de las interseccidnes

para n = 3 se muestra en la Figura 2.2.

x3

Superficie de Poincare

x1
x2

Figura 2.2: La secuencia de puntos py,ps, - .- son las intersecciones de las érbitas en el espacio

fase con la Superficie de Poincaré.

La Seccién de Poincaré permite definir la estabilidad de un sistema. La ro-
bustez se determina a través del comportamiento de las drbitas en el espacio fase
al variar ligeramente sus condiciones iniciales. Si la estructura de las rbitas es
invariante ante distintas condiciones iniciales, el sistema es un sistema estable,
mientras que si la estructura de la 6rbita cambia al variar las condiciones iniciales,

la dindmica es inestable.



2.3.3. Atractores

Haciendo referencia a la Figura 2.2, si la sucesién de puntos p1, p2, ... p, di-
verge de un punto fijo p en el limite de tiempos largos, las érbitas forman un
repulsor. Por el contrario, si la sucesién p1, ps, ..., pn converge a un punto p, las

Orbitas forman un atractor.

En términos generales, un atractor es una region finita del espacio fase a la
cual converge un conjunto de trayectorias inicializadas con distintas condiciones,
en el limite de tiempos largos. El tiempo requerido para despreciar el transitorio
estd determinado por las condiciones iniciales y la magnitud de los pardmetros

de control de los términos 1o lineales.

Estrictamente hablando, un atractor se define como un conjunto cerrado A

con las siguientes propiedades [11]:

= A es un conjunto invariante: Alguna trayectoria z(t) que comienza en al-

guna regién de A permanece en A para todo tiempo.

s A atrae un conjunto abierto de condiciones iniciales: Existe un conjuito
abierto U que contiene a A tal que si 2(0) € U, entonces la distancia de x(t)
a A tiende a cero conforme t — co. Esto quiere decir que A atrae a todas
las trayectorias que comienzan lo suficientemente cerca de ésta. Al mayor
de los conjuntos U que satisface dichas condiciones es llamado cuenca de

atraccion de A.

s A es minimo: No hay un subconjunto propio de A que satisfaga las condi-

ciones anteriores.

La naturaleza de un atractor estd determinada por el comportamiento de
las trayectorias en el espacio fase. Un atractor puede clasificarse como atractor

cadtico, atractor periddico o atractor cuasiperiédico [12].

Si dos trayectorias inicializadas con condiciones iniciales arbitrarias cercanas
entre si, evolucionan en el tiempo de tal forma que eventualmente convergen a
una drbita cerrada cuya dindmica se repite en intervalos de tiempo 7, entonces el

sistema tiene un atractor periddico.

Si la separacién entre dos trayectorias que inician con condiciones iniciales cer-
canas entre si, crece exponencialmente en el tiempo, el sistema tiene un atractor

cadtico o un atractor extrano.



Si una trayectoria inicializada con alguna condicién arbitraria evoluciona de
tal forma que después de un tiempo arbitrario describe una érbita cuya estructura
global retoma condiciones previas que la hacen ver como periédica, el atractor se

clasifica como un atractor cuasiperiddico.

En la Figura 2.3 se muestran las érbitas en el espacio fase de una particula
forzada externamente con un movimiento periddico. Esta situacién se estudia en
la referencia [9]. En la Figura 2.3(a) se muestra la trayectoria de un atractor

cadtico y en 2.3(b) se muestra la trayectoria de un atractor periédico.

0 ——

Vealocidad (v}
Velocidad (v)

o
Posicion (k)

4 5
Posicion (x)
fa) {e})

Figura 2.3: Ejemplo de (a) una érbita caética y (b) una érbita periédica.

2.3.4. Diagrama de bifurcacién

Una caracteristica interesante que ocurre en la dindmica de sistemas no linea-
les es que la estructura de las trayectorias cambia cuantitativamente conforme el
parametro de control de un término no lineal es variado. Generalmente, para cla-
sificar la dinamica periddica o cadtica de las trayectorias se recurre al diagrama

de bifurcacion.

Al hacer un muestreo periddico de las velocidades que toma una particula
en cada intervalo de tiempo, para un pardmetro de control fijo, se encuentra un

conjunto de puntos {v;} para cada valor del pardmetro. Al registro de las {v;}
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(después de un tiempo transitorio) como funcién de un pardmetro de control se
le llama Diagrama de bifurcacidon. El esquema se muestra en la Figura 2.4.

El diagrama muestra las velocidades que toma una particula en cada periodo de
tiempo para una matraca determinista en funcién de la amplitud del forzamiento
periédico externo. Este sistema es estudiado en la referencia [9] y se describird en

detalle mas adelante.

Diagrama de bifurcacion

033 - - - —

" Periodg 8 .

0.32 |

Caos -

o
w
=

Periodo 2

velocidad (v)

o
w

. Periodo 4

Periodo 4

0.29

028 - —
0.154 0.1542 0.1544 0.1546 0.1548 0.155

parametro de control (a)

Figura 2.4: Diagrama de bifurcacién: esquema del doblamiento de periédo de las tra-
yectorias y las regiones donde ocurre caos de un sistema determinista con inercia forzado

externamente en forma periédica.

El diagrama hace notar que las velocidades son periédicas en algunos interva-
los del pardmetro de control. Se muestra que ocurre un doblamiento de periodo
de la forma 1,2,4,8,... hasta llegar a un valor del pardmetro donde se pierde el
patrén 27, dando lugar a un comportamiento complejo llamado caos, regién en
donde la distancia entre dos trayectorias inicializadas con condiciones cercanas

entre si, crece exponencialmente.
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Capitulo 3

Matraca determinista

En este capitulo se estudia la dindmica de una matraca determinista en pre-
sencia de un forzamiento externo dependiente del tiempo, reportado en las re-
ferencias [9,13-16]. El objetivo de este capitulo es conocer algunas propiedades
de transporte de una particula en presencia de un potencial periédico asimétrico
v sujeta a un forzamiento externo dependicnte del tiempo. Para este sistema, se
estudia el comportamiento en funcién de i) la amplitud del forzamiento como
pardmetro de control y ii) en funcién de las condiciones iniciales (CI). Para una
amplitud del forzamiento fija, se muestra que existe un conjunto de CI que da
lugar a un transporte en direccién positiva y otro conjunto complementario que
da lugar a un transporte en direccién negativa. Se muestra que el conjunto de CI
que da lugar a un flujo positivo es la cuenca de atracciéon de un atractor cadtico,
mientras que el conjunto complementario de CI que genera un flujo negativo
es la cuenca de atraccion de un atractor periédico. Por otro lado, manteniendo
una CI fija arbitraria, se estudia la dindmica del sistema en funcion de la ampli-
tud del forzamiento. En el anélisis de las trayectorias, se muestra que ocurre el
fenémeno de inversién de corriente en funcién de la amplitud del forzamiento y
que cada inversién estd directamente relacionada con una transicién dindmica en

el correspondiente diagrama de bifurcacién.

3.1. Modelo matematico

Cousidere una particula de masa m inmersa en un medio de viscosidad ~, en
presencia de un potencial periédico asimétrico V(x) y de una fuerza periddica

F(t) cuyo promedio temporal es cero.
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De la Segunda Ley de Newton, la ecuacién que describe la dindmica del sis-

tema en el caso unidimensional es

d’z(t)
ar>

+V'(z(t)) = —v + F(t). (3.1)

El primer y segundo término del lado izquierdo de la ecuacién (3.1) represen-
tan el término inercial y la fuerza debida al potencial, mientras que los términos
del lado derecho representan la parte disipativa debido a la viscosidad del medio

y el forzamiento externo dependiente del tiempo, respectivamente.

En referencia al modelo estudiado en [9,13-16], la fuerza externa y ¢l potencial

poseen las siguientes propiedades:

1. FEl forzamiento externo que mantiene al sistema fuera del equilibrio termo-

dindmico es de la forma
F(t) = Fycos(wpt), (3.2)

donde Fj es la amplitud del forzamiento y wp es la frecuencia de oscilacion.
Una caracteristica importante para la eleccién de la fuerza externa, es que su
promedio temporal debe ser cero, ('} = 0, para no establecer una direccién

preferencial de movimiento.

2. El potencial periddico asimétrico al que la particula estd sujeta es de la
forma

V(z)=Vi — Vysin (M) - % sin (M) . (3.3)

donde V1 es una constante arbitraria, Vj es la amplitud, L es la periodicidad
del potencial y 2 un corrimiento de fase elegido de tal forma que V(0) = 0.

La geometria del potencial se muestra en la Figura 3.1.

Haciendo uso de la expresiones (3.2} y (3.3), la ecuacién (3.1) toma la forma

+ Fy cos(wpt).
(3.4)

L 2 L

d?x(t) 27V 2r(z —xg) 1  dmw(z — x0) dz(t)
PR (cos—— —LOS*—> =1

En esta tltima ecuacién los pardmetros de control son Vg, v, Fo y wp.
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Potencial periodico tipo Ratchet

jo /A
i i } )
;, 0,02 / | /’ ‘\ / \
g /’/ ! // \ // \
g /
£ ootk / \ / \ // \
/ \ / \ / i
/ \ / \/
o IV

J— .
-15 -1 -05
Posicion x

Figura 3.1: Geometria del potencial periédico asimétrico.

Para estudiar cuantitativamente el comportamiento de este modelo, es conve-

niente reducir el nimero de parametros explicitos. Para ésto, se adimensionaliza
la ecuacién (3.4) mediante los cambios de variable

1_1" PO t,_ t
I‘Z’ Io—f Yy = Wol.

Al efectuar los cambios propuestos, la ecuacién adimensional resultante es

d*zx(t) dz(t) !
P bw + V'(z(t)) = acos(wt), (3.5)
donde
wp Y Fo
w=— b=—— y a=
wo

mLu)g ’

siendo wq la frecuencia del movimiento lineal alrededor del minimo del potencial
expresada como

2 A2 Vs
Ry

§ = sen(2r|zp|) + sen(dw|zg)).

El potencial en su forma adimensional es

Viz)=C

1 1

oy (sen 2m(z — z) + 75 dn(z — x0)> , (3.6)
donde
1

1
=y <sen 2wz + 7 sen 47Tz(-_)) .

(3.7)
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Se hace notar que, una vez hecho el cambio de variables se ha eliminado
el stmbolo primado a las variables z y t en la ecuacién (3.5) y el ndmero de

parametros ha reducido a tres: a, by w.

Para encontrar la solucién de la ecuacién, es conveniente transformar esta

expresién en dos ecuaciones diferenciales acopladas de primer orden.

Proponiendo el cambio de variable

dx
—_— = 3.8
at =" (3:8)

la ecuacidén (3.5) se escribe de la forma
% +bv + V'(z(t)) = acos(wt). (3.9)

Con el cambio propuesto, la ecuacién (3.5) se escribe en forma equivalente a
las ecuaciones acopladas (3.8) y (3.9). Para resolver numéricamente el sistema se
utiliza el método de Runge-Kutta de cuarto orden [17]. La conveniencia de usar
este método radica en que el error local por truncamiento por particula es del

=4 . . .z
orden de h”, siendo h el paso de integracién.

3.2. Dindmica de una matraca determinista inclinado

En esta seccién, se estudia en forma cuantitativa la dindmica de la matraca
determinista presentada en la seccién 3.1. Se estudia el comportamiento del sis-
tema en el caso en que b y w son pardmetros fijos y a es el pardmetro de control.
Los resultados numéricos de la ecuacién (3.5) son generados con las constantes
zo ~ —0.19, § ~ 1.6, C ~ 0.0174, b = 0.1, w = 0.67, tal y como se presenta en

las referencias [9,13-16]. El paso de integracién nsado es de A = 0.01.

Para iniciar el estudio de la dindmica, se analiza en la siguiente seccién la
dindmica de una particula en funcién de las condiciones iniciales sobre el pozo
del potencial. En este caso, el sistema estd sujeto a una amplitud del forzamiento

constante cuyo valor es de a = 0.156.

3.2.1. Dinamica de una trayectoria en funcién de las condiciones
iniciales
La primera pregunta que se hace para cualquier modelo que pretenda trabajar

como motor tipo matraca, es si en la dindmica que se genera existe un flujo neto

de materia.
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La forma elemental de conocer si existe flujo es calculando la posicién de una
particula como funcién del tiempo. Si para una condicién inicial dada se cumple

que
ZCf — X
t

después de un tiempo suficientemente largo, entonces la condicién inicial da lugar

— J

a un flujo de materia.

Para un sistema en el que la geometria del potencial es peridédica y asimétrica,
como el que se muestra en la Figura 3.1, se ha mostrado que bajo condiciones
apropiadas se produce transporte de materia [4]. Para mostrar este hecho, se
analiza la dindamica de una particula sujeta a una amplitud de forzamiento fijo
en funcién de las condiciones iniciales sobre un pozo del potencial.

La Figura 3.2, muestra las trayectorias de una particula inicializada con dos

condiciones distintas para un valor fijo de la amplitud del forzamiento a = 0.156.

x=0.4, v=-02 x=-0.4, v=0.2
10 — e - 30 ¢ - ——e - -—
N v
0 \» n
\\ A N
-10 | \\ 20 //\"N
5 ~ g
5 o9 \\ S N
8 A 3 J
a a ’\/\/
-30 p 10 ﬁ/\/
N i
-40 ~
V4
. N
_50 L 1 L t L L L 3 1 o ] 0 L1 L L .. L L L L PSS |
10 50 90 130 170 210 10 50 90 130 170 210
tiempo tiempo

Figura 3.2: Trayectorias de una particula inicializada con dos condiciones distintas para

una amplitud del forzamiento fija a = 0.156.

La Figura 3.2(a) muestra que la condicién inicial z = 0.4, v = —0.2 da lugar
a un flujo en direccién negativa y la Figura 3.2(b) muestra que la condicién

xz=—04, v =0.2, da lugar a un flujo en direccién positiva.

Un aspecto notable entre las trayectorias de la Figura 3.2, es que la direccién

del flujo varia en funcién de las condiciones iniciales.
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Al registrar las condiciones iniciales que dan lugar a un flujo positivo o un
flujo negativo en el intervalo (-0.5, 0.5) de las posiciones y en {-0.6, 0.6) de las

velocidades con a=0.156, se obtiene la Figura 3.3 [15].

05 ——— T ‘
03
S 0.1
o :
< i
i)
S
s}
©
> =017
I
_03 L - B
N S Rt S S e
-0.5 -0.3 ~0.1 0.1 03 0.5

posicion (x)

Figura 3.3: Condiciones iniciales que dan lugar a un transporte en direccién positiva o
en direccién negativa. Las regiones blancas generan un flujo positivo y las negras un flujo
negativo.

En el esquema, las regiones blancas integran el conjunto de condiciones inicia-
les que dan lugar a un transporte en direccion positiva, mientras que las regiones
negras integran el conjunto de condiciones que dan lugar a un transporte en

direccion negativa.

Adicionalmente, del esquema anterior se observa la sensibilidad de la dinamica
en los contornos de cada regién. Una pequefia variacién de alguna condicién
inicial, ya sea en la posicién o en la velocidad, sobre aquellas trayectorias cuyas
condiciones iniciales estan en las fronteras, genera una transicién de la direccién

del flujo ya sea de positivo a negativo o viceversa.
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3.2.2. Dinamica de una trayectoria en funcién de la amplitud de

un forzamiento externo

Estudios realizados sobre el comportamiento de sistemas tipo matraca forza-
dos periédicamente, han permitido observar diversos fendmenos entre los que se
encuentra la inversion de corriente multiple [16].

Considere una particula situada en el minimo de un pozo del potencial. Si el
sistema estd expuesto a un forzamiento externo nulo, ¢ = 0, la dindmica de la
particula estd determinada por los efectos del potencial, 1a viscosidad y la inercia.
Cuando esta situacién ocurre, la particula oscila por un tiempo corto en forma

amortiguada, situdndose a un tiempo posterior en su estado de minima energia.

Para valores de a pequetios, respecto a la magnitud del resto de las fucrzas, la
magnitud del forzamiento no es lo suficientemente grande para que la particula
se desplace a otros pozos. Hste comportamiento se sigue repitiendo hasta un
valor umbral a.. Cuando la amplitud del forzamiento toma este valor umbral, la
particula es impulsada por el forzamiento externo para saltar el maximo de un
pozo v generar trausporte de tipo periddico o de tipo cadtico. Para determinar el
tipo de dindmica se estudia el comportamiento de las trayectorias en funcién de
la amplitud. En la Figura 3.4, se muestran las trayectorias de una particula en
funcién del tiempo. Las dos trayectorias inician con la misma condicién inicial y

distintos valores de la amplitud del forzamiento.

Corente positiva Corriente negativa
a=0.074 a=0.051

a7

48
w4 =
5 44 5
o =)
Z 4 z
j=1 j=

42

41

40 -a.5

W5 720 215 840 865 990 1500 1550 1800 1650 1700

tiempo (t} tiempao (t)
{a} b

Figura 3.4: Trayectorias de una particula inicializadas la misma condicién pero con dos

amplitudes del forzamiento distintas.
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Al comparar las trayectorias de la Figura 3.4, se observa que ocurre una in-

versién en la direccién del flujo al variar ligeramente la amplitud. En la Figura

3.4(a), donde a=0.074, la particula se mueve en direccién positiva mientras que

en la Figura 3.4(b), donde ¢=0.081, la particula se mueve en direccién negati-

va. Se hace notar que la estructura de las trayectorias cambia en funcién de la

amplitud del forzamiento. En la Figura 3.4(a}, se hace notar que el ndmero de

oscilaciones completas que efectla una particula en un periodo igual al periodo

del forzamiento, es de periodo 2, mientras que en la Figura 3.4(b) es de periodo

4. Esta situacion se aprecia observando las érbitas en el espacio de velocidades, o

bien, en el espacio fase correspondiente, tal y como se muestra en la Figura 3.5.

wakidad [v)

vebocidad [v)
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0.4
os |
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0.4
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M L L . - .

41 42 43 A4 45
posicion [x)

(b

veboidad [v)

welocidad (v

a=0.081
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Figura 3.5: (a) Velocidad como funcién del tiempo y (b) el espacio fase para a=0.074.

() velocidad como funcién del tiempo y (d) el espacio fase para a=0.081.
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En las Figuras 3.5(a) y 3.5(c), se muestran las velocidades de una particula
para a = 0.074 y a = 0.081, respectivaineute. En las Figuras 3.5(b) y 3.5(d) se
muestran las érbitas en el espacio fase. Las trayectorias 3.5(a) y 3.5(b) estdn en
correspondencia con la Figura 3.4(a), mientras que 3.5(c) y 3.5(d) con la Figura
3.4(b). Para determinar la estructura de las 6rbitas en funcién del pardmetro
de control, sin necesidad de graficar cada trayectoria como en la Figura 3.5, se

recurre al diagrama de bifurcacién.

3.2.3. Diagrama de bifurcacién

Al registrar periédicamente las velocidades en funcién de la amplitud del
forzamiento, se obtiene 1un conjunto de puntos que permite distinguir si la érbita
es de tipo periddica o de tipo cadtica. Para el sistema que se estd estudiando,
el registro de puntos se hace con una frecuencia que coincide con la frecuencia
del forzamiento externo, para una condicién inicial fija en cada trayectoria. Kl
registro de las velocidades permite construir el diagrama de bifurcacion que se

muestra en la Figura 3.6.

036 |- ‘ ; : : e

0.26 t

0.16 |

0.06 t

velocidad (v)

-0.04 |

-0.14 ¢

-0.24 : : ‘ : : : : , :
0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11 0.12
amplitud del forzamiento (a)

Figura 3.6: El diagrama de bifurcacién se construye mediante el registro periédico de

las velocidades para cada valor de la amplitud del forzamiento.
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El diagrama muestra ventanas donde las trayectorias tienen un comporta-
miento periddico (regiones de a donde la densidad de puntos es muy baja) y
ventanas donde las trayectorias tienen un comportamiento caético (regiones de a
donde la densidad de puntos es muy alta).

Para un anélisis més detallado, se amplifica el diagrama de bifurcacién en el

intervalo [0.074,0.086], tal y como se muestra cn la Figura 3.7

Diagrama de bifurcacion

velocidad (v)

0.074 0.0765 0079 0.0815 " 0.084
parametro (a)

Figura 3.7: Diagrama de bifurcacién amplificado en el intevalo [0.074,0.086]

La Figura 3.7 muestra que el doblamiento de periodo se pierde para algunos
valores de a, dando lugar a una dindmica cadtica. El diagrama permite distinguir
los valores que debe tener la amplitud del forzamiento para dar lugar a un com-
portamiento caético, como el que ocurre alrededor de la ventana [0.075, 0.080] y
los valores para un comportamiento periddico, como el que ocurre alrededor de
la ventana [0.080, 0.082].

El analisis comparativo entre la Figura 3.4(a) y la Figura 3.7 hace notar que
la trayectoria para a = 0.074 exhibe un comportamiento de periddo 2, que estd
en concordancia con la periodicidad de las 6rbitas en el respectivo valor de a del
diagrama de bifurcacién. La misma situacién ocurre para la Figura 3.4(b), donde
a = 0.081. La trayectoria es de periédo 4 y estd en concordancia con lo observado

en el respectivo valor del diagrama de bifurcacion.
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Por otro lado, la robustez de la dindmica de una matraca se determina com-
parando los diagrainas de bifurcacién para dos sistemas iguales inicializados con
dos condiciones iniciales fijas y arbitrarias. Esta situacién se muestra en la Fi-
gura 3.8, donde se superponen los diagramas de bifurcacién generados con dos
condiciones iniciales distintas. La particularidad de la eleccién de las condiciones
es que, de acuerdo a la Figura 3.3, una de éstas da lugar a un flujo positivo y
la otra a un flujo negativo. Las condiciones iniciales usadas en este grafico son
r=04,v=-02y2=-04,v=0.2

03[

0.2

0.1

velocidad (v)

0.2 : : : ‘
0.154 0.1545 0.155 0.1555 0.156
amplitud del forzamiento (a)

Figura 3.8: Superposicién de dos diagramas de bifurcacién inicializados con dos condi-
ciones arbitrarias fijas de un sistema tipo matraca. El diagrama superior esta asociado a
un atractor cadtico y el diagrama inferior estd asociado a un atractor periédico y cada

trayectoria puede permanecer en uno o en otro en funcién de sus condiciones iniciales.

La interpretacién fisica de la Figura 3.8 es que el sistema tiene asociado dos
tipos de atractores: un atractor periédico (diagrama inferior) y un atractor cadtico
(diagrama superior) y la estancia en uno o en otro depende de las condiciones
iniciales del sistema. Si se estudian las trayectorias para un valor especifico de la
amplitud del forzamiento, por ejemplo @ = 0.156, el comportamiento dindmico de
las trayectorias es reflejado en el correspondiente diagrama de bifurcacion. Esta

situacidn se corrobora con las trayectorias de la Figura 3.2.
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3.2.4. Naturaleza de las 6rbitas: atractores periédicos o cadticos

Una caracteristica de los sistemas disipativos es la presencia de atractores. La
forma de conocer la naturaleza de un atractor es a través de la estructura de las
6rbitas en el espacio fase. Si la estructura retoma exdctamente propiedades fisicas
particulares en cada intervalo de tiempo fijo, el atractor es periédico, mientras que
si no retoma las propiedades en tiempos finitos, y adicionalmente, al compararla
con otra érbita inicializada con una condicién inicial ligeramente diferente, la

distancia entre éstas crece exponencialmente en el tiempo, el atractor es caético.

Al hacer un registro de las condiciones iniciales que generan érbitas periédicas
o cadticas, se encuentra el mismo esquema de la Figura 3.3. De ésta, se deduce
que el conjunto de condiciones iniciales contenidas en las regiones blancas, ademas
de dar lugar a un transporte en direccién positiva, es la cuenca de atraccién de
de un atractor cadtico. En forma complementaria, €l conjunto de condiciones
iniciales contenidas en las regiones negras, ademas de dar lugar a un transporte

en direccién negativa, es la cuenca de atraccién de un atractor periddico.

La dindmica periédica o cadtica de una trayectoria se obtiene al registrar
estroboscépicamente la posicién y velocidad de una particula confinada en un
pozo del potencial en el espacio fase, tal y como se muestra en la Figura 3.9,

donde se observa la coexistencia de dos atractores: uno cadtico y uno periédico.

Atractores caotico y periodico coexistiendo

0.3

0.2

0.1

velocidad (v)

-0.5 -0.3 -0.1 Q1 0.3 0.5
posicion {v)

Figura 3.9: Atractor cadtico (esquema superior) y periodico {esquema inferior) coexis-

tiendo para dos condiciones iniciales distintas. El flujo negativo se origina con las condi-

ciones £ = 0.4, v = —0.2 y el flujo positivo con z = —0.4, v =0.2.
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El registro estroboscépico de las velocidades se hace con una frecuencia que
coincide con la frecuencia del forzamiento externo para ¢ = 0.156 y con dos
condiciones iniciales arbitrarias, una de ellas dando lugar a un flujo positivo y la
otra a un flujo negativo. El esquema que se muestra corresponde a las condiciones
iniciales z = 0.4, v = —0.2 para el flujo negativo y x = —0.4, v = 0.2 para el flujo
positivo. La figura muestra que para una amplitud del forzamiento constante, la
orbita en el espacio fase puede ser de tipo periodica o de tipo cadtica y que la

clasificacién depende de las condiciones iniciales [9].
3.2.5. Flujo en funcién de la amplitud del forzamiento.

En la Figura 3.4 se hizo notar que distintos valores de la amplitud del for-
zamiento pueden generar transporte en direccién positiva o negativa. En base a
la diferencia entre las trayectorias, es conveniente calcular el flujo de particulas

para una amplia gama de amplitudes del forzamiento.

Del formalismo expuesto en la seccién 2.3.1, el valor que toma J para cada

valor del parametro de control a un tiempo fijo, se muestra en la Figura 3.10.

Flujo come funcion de a

Q.2

Flujo J

o 0.1 0z 0.3 0.4 o5 06 07 08 na 1
parametro &

Figura 3.10: Flujo de particulas en funcién de la amplitud del forzamiento
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En ésta se muestra la existencia del fenémeno de inversién de corriente multiple
al notar que existen valores especificos de la amnplitud del forzamiento en los que
la direccién del flujo es positiva o bien, negativa. Adicionalmente, se hace notar
que la direccién del flujo se invierte al variar ligeramente la amplitud alrededor de
los puntos criticos, donde J = 0. Este hecho se muestra claramente en la Figura
3.11, donde se amplifica el comportamiento de J en el intervalo (0.074, 0.086),
region donde ocurre la primera inversion del flujo.

Flujo en funcion del paramentro de control (a)

0.06 | . . . .
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b | i 4 |
-0.02 S U ‘J\‘;‘l

i

-0.04 - R
0.074 0.076 0.078 0.08 0.082 0.084 0.086

Amplitud del forzamiento (a)

Figura 3.11: Flujo en funucién de la amplitud del forzamiento. La grafica muestra la

primera inversién de corriente que ocurre alrededor del punto critico a ~ 0.08092.

La Figura 3.11, muestra que una pequefia variacién de la amplitud del forza-
miento alrededor del punto critico a = 0.08092, da lugar a una transicién abrupta
en la direccién del flujo. Este comportamiento ocurre alrededor de cualquier valor
critico de la Figura 3.10.

La comparacién cualitativa entre las Figuras 3.7 y 3.11, como se observa en
la Figura 3.12, muestra que la inversién de la direccién del flujo ocurre en el
mismo valor de la amplitud del forzamiento donde ocurre una transicién de una
dindmica caédtica a una dindmica periédica o viceversa. Esta situacidn establece
que la inversién de corriente estd estrechamente relacionada con el cambio de
dindmica que ocurre en el diagrama de bifurcacién. Sin embargo, se hace notar
que la transicién que ocurre en el diagrama de bifurcacién no siempre da lugar a
la inversién del flujo, sino que genera un cambio abrupto en el comportamiento

sin necesidad de que ocurra la inversion.
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Figura 3.12: La comparacién del diagrama de bifurcacién con la grafica del flujo en

funcién de la amplitud del forzamiento muestran el origen de la inversién de corriente.

3.2.6. Fenomeno de intermitencia

Un fendmeno interesante que ocurre al analizar las trayectorias alrededor de
un punto critico es el fenémeno de intermitencia. En la Figura 3.4 se mostraron
las trayectorias que traza una particula en a = 0.074 y en a = 0.081. En éstas, se
mostré que la trayectoria de periodo dos da lugar a un flujo positivo y la trayecto-
ria de periodo cuatro da lugar a un flujo negativo. Al graficar la trayectoria para
el punto critico a = 0.08092, se nota que la periodicidad se pierde, tal y como
se muestra en la Figura 3.13, donde se observa que la trayectoria global no tiene
un comportamiento definido. Sin embargo, se hace notar que existen regiones
donde localmente la trayectoria es cadtica como ocurre en el intervalo de tiempo
(300, 400) y otras donde es localmente periddica. En este dltimo comportamiento
existen dos modos: el modo estancado donde la particula oscila alrededor de un
minimo, como ocurre alrededor del intervalo (120,210) y el modo activo donde la
particula se dirige hacia otros pozos en forma periédica, como ocurre alrededor
del intervalo (450, 600).
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Figura 3.13: Trayectoria que exhibe el fenémeno de intermitencia.

Al comportamiento cadticos y periddico alternado que ocurre en una trayec-

toria en funcidu del tiempo se le conoce como intermitencia.

Este fenémeno se observa en la Figura 3.14, donde se muestra la velocidad en

funcién del tiempo y el espacio fase correspondiente.
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Figura 3.14: Trayectoria de la velocidad como funcién del tiempo y su respectiva 6rbita

en el espacio fase en las que muestra el fendmeno de intermitencia.
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Capitulo 4

Matraca determinista inclinada

En este capitulo se estudia la dindmica de una matraca determinista inclinada.
El objetivo es estudiar las propiedades de transporte de una particula inmersa
en un fluido viscoso, en presencia de un potencial periddico asimétrico, sujeta a
una fuerza periédica externa dependiente del tiempo y de una fuerza constante

externa.

En este capitulo, se analizan las mismas propiedades dinamicas estudiadas
en el capftulo previo. Este estudio permite hacer una comparacién cuantitativa
entre las propiedades de transporte de una matraca determinista no inclinada y

una matraca determinista inclinada.

Como paso preliminar, se estudia el flujo en funcién de la magnitud de la fuer-
za constante. Este andlisis permitira hacer una eleccién apropiada de la magnitud

de la inclinacién para generar una dindmica no trivial.

Establecido el valor de la pendiente, se estudia el comportamiento del sistema
en funcién de la amplitud del forzamiento. Se estudia cémo varian las trayectorias
1) en funcién de la amplitud del forzamiento externo y 2) en funcién de las
condiciones iniciales. Se analiza el flujo promedio de particulas en funcién de la
amplitud del forzamiento para determinar los valores del pardmetro en los que
ocurre el fenédmeno de inversién de corriente, asi como el conjunto de condiciones

iniciales que dan lugar a un flujo positivo o a un flujo negativo.
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4.1. Modelo matematico

Para el planteamiento matematico de una matraca determinista inclinada, se
retoma el planteamiento presentado en la seccidn 3.1, por tanto, para cualquier
explicacién en detalle refiérase al capitulo previo.

Considere una particula de masa m inmersa en un fluido de viscosidad -y, su-
jeta a un potencial periédico asimétrico V(z), a un forzamiento periddico externo
F(t) de promedio cero y a una fuerza constante externa f debida al gradiente de
un potencial de inclinacién.

La ecuacién dindmica que describe al sistema es

2z x
’rrdetgt) + V'(z(t)) = —fyddit) + F{t)+ 1. (4.1)
donde
F(t) = Fy cos(wpt), (4.2)

que cumple con la propiedad (F'(t)) = 0 y el potencial efectivo V,5s debido a la
inclinacién es de la forma
Verr = Viz) - fa,

siendo fx el potencial debido a la inclinacién. La geometria del potencial efectivo

se muestra en la Figura 4.1.
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Figura 4.1: Geometria de un potencial periédico asimétrico en presencia de una fuerza

constante f = —0.006 debida a un potencial de la forma fz.

Al sustituir las expresiones correspondientes del potencial y del forzamiento,

y escribir la ecuacién explicita en su forma adimensional se tiene

dx(t)  dx(t) ,
72 + 67 + V' (z(t)) = acos(uwt) + R, (4.3)
donde las constantes de normalizacion son
F _
uV:wl, b:—’y y (],:*027 R:,fz
Weo g mlawg mLw§
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Definida la ecuacién de movimiento, se determina la solucién numérica mediante

el método de Runge-Kutta de cuarto orden para cada particula.

4.2. Dinamica de una matraca determinista inclinada

Para hacer una comparacién cualitativa con el sistema estudiado en el Capitulo
3, los valores de los parametros fijos y el valor de la amplitud del forzamiento son

los mismos del capitulo previo.

4.2.1. Flujo promedio en funcién de la inclinacién.

La magnitud de la fuerza de inclinacién es un factor de importancia para no
obtener una dindmica trivial. Una manera de elegir un valor, es caracterizando el
flujo promedio en funcién de la fuerza debida al potencial de inclinacién, como se
muestra en la Figura 4.2 [18]. Este grafico corresponde al flujo promedio de 100

particulas inicializadas con distintas condiciones.
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-0.1 -0.0756 -0.05 -0.025 0 0.025 0.05 0.075 0.1
fuerza (R)

Figura 4.2: Flujo promedio de un ensamble de 100 particulas en funcién de la fuerza
debida a la inclinacién R del sistema. Cada elemento del ensamble es inicializado con

distintas condiciones iniciales.

El esquema de la Figura 4.2 muestra que si se elige un valor positivo muy
grande o un valor negativo muy pequefio de R, la dindmica que rige al sistema

es trivial, ya que el movimiento estd gobernado en forma predominante por la
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fuerza debida a la inclinacién. Esta situacién se muestra en R 2 0.05 yen R <
-0.05, donde la fuerza R predomina sobre el resto de los términos de la ecuacién
(4.4), produciendo en forma trivial un flujo negativo cuando R < -0.05 o un
flujo positivo cuando R 2 0.05. Sin embargo, se observa que en el intervalo -
0.05 < R < 0.05 el flujo fluctiia en funcién de la magnitud de la fuerza debida
a la inclinacién. Este comportamiento se origina porque la magnitud de R esta
en un intervalo donde compite con el resto de las fuerzas, dando lugar a una
dindmica no trivial.

Para elegir un valor de la fuerza R se analiza un intervalo contenido dentro
de la regién donde J fluctia. En la Figura 4.3, se muestra la amplificacién del

intervalo -0.02 < R < 0.02.
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Figura 4.3: Flujo promedio en funcién de la inclinacién R de un sistema con una amplitud

del forzamiento constante ¢=0.156 en el intervalo -0.02< R < 0.02.

La figura hace resaltar dos aspectos de importancia: (1) existen valores es-
pecificos de R en los que ocurren transiciones abruptas en el flujo al variar lige-
ramente el valor de la fuerza debida a la pendiente y (2) existen otros valores de
R en los que J promedio permanece constante alrededor de sus vecindades. Si se
elige un valor de R en el que J promedio es constante alrededor de sus vecindades,
la dindmica del sistema permanece cualitativamente invariante en funcién de las

condiciones iniciales o de la amplitud del forzamiento.
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Por el contrario, si se elige un valor de R en el que J varia en sus regiones cir-
cundantes, la dindmica del sistema varia en funcién de sus pardmetros de control.
Bajo este argumento se elige el valor de R = —0.006, en el cual J sufre cambios
abruptos en sus alrededores.

4.2.2. Diagrama de bifurcacion

Una forma de conocer la dinamica del sistema en funcién de la fuerza debida a
la inclinacidn es a través del diagrama de bifurcacién. El registro periédico de las
velocidades en cada trayectoria generada por el parametro R, permite construir
el diagrama en negro mostrado en la Figura 4.4
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fuerza (R}
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Figura 4.1: La superposicién del diagrama de bifurcacién y el flujo, muestran que la
inversién de la corriente estd correlacionada con la transicién de una dindmica caédtica a
1na dindmica periddica o viceversa.

El diagrama muestra que existen valores especificos de R en donde la dindmica
de las trayectorias es periédica (donde la densidad de puntos es baja para un valor
constante de R) o es de tipo caética (donde la densidad de puntos es alta para
una valor constante de R).

Un hecho que resalta al superponer la Figura 4.3 sobre el diagrama de bifur-
cacion, es que los cambios bruscos que ocurren en J denotados con la trayectoria

roja en la Figura 4.4, ocurren simultdneamente en la dindmica del diagrama. Este
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hecho muestra que las transiciones de un régimen caético a un régimen periédico
o viceversa, coinciden con los camibios abruptos del flujo J. De aqui que, la in-
versién del flujo como funcién de la fuerza dc inclina cién R estd originada por

los cambios en el comportamiento de la dindmica del sistema.

4.2.3. Dinamica de una trayectoria en funcién de las condiciones

iniciales.

Habiendo elegido el valor de R, se estudia la dindmica de las trayectorias en
funcién de las condiciones iniciales. En la Figura 4.5 se muestran las trayectorias
de uua particula inicializada con dos distintas condiciones. En la Figura 4.5(a)

2z =10.3,v=-0.1yen la Figura 4.5(b) 2 = 0.4, v = —-0.1.
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Figura 4.5: Trayectorias de una particula en funcién de las condiciones iniciales para
una fuerza debida a la inclinacién R =0.006 y una amplitud del forzamiento a =0.156.
En 4.5(a) 2 = 0.3, v =0.1 y en 4.5(b) z = 0.4, v =-0.1

La comparacion entre las Figuras 4.5(a) ¥ 4.5(b) muestra que la direccién del
flujo depende de las condiciones iniciales. En 4.5(a) el flujo es positivo, mientras
que en 4.5(b) el flujo es negativo. Adicionalmente, se hace notar que el periodo
de cada trayectoria es distinto. En la Figura 4.5(a) la longitud de un periodo es

casi la mitad de la longitud de un periodo de la Figura 4.5(b).

De acuerdo con lo observado en la Figura 4.5, la direccién del flujo es funcién
de las condiciones iniciales. Para conocer las condiciones que dan lugar a un flujo
positivo o a un flujo negativo se hace un barrido sobre un conjunto de posiciones

y velocidades.
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La posicién promedio final a un tiempo largo ¢, de un conjunto de particulas
inicializadas con distintos valores de la posicién y de la velocidad, se muestra en

la Figura 4.6.

velocidad (v)

0
posicion (x)

Figura 4.6: Conjunto de condiciones iniciales que dan lugar a un flujo positivo (regiones
blancas) o a un flujo negativo (regiones negras), para un sistema con una fuerza debida

a una inclinacién de R = —0.006 y una amplitud del forzamiento a =0.156.

En el esquema se muestra que existe un conjunto de condiciones iniciales (regiones
negras) que dan lugar a un flujo negativo y un conjunto complementario (regiones
blancas) que dan lugar a un flujo positivo, siendo este tltimo el que da lugar al

efecto matraca por generar transporte el contra de una fuerza constante externa.

4.2.4. Dinamica de una trayectoria en funcién de la amplitud de

un forzamiento externo

En esta seccién se estudia la dindmica de las trayectorias en funcién de la
amplitud del forzamiento para una misma condicién inicial: x = 0.3 y v = 0.0,
condicién que no da lugar al efecto matraca. La eleccién de la condicién que no da
lugar al efecto matraca es para estudiar si el efecto puede ser inducido mediante

la variacién de algin otro parametro del sistema.

En la Figura 4.7, se muestran las trayectorias de un particula para tres valores

distintos de la amplitud del forzamiento.
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Figura 4.7: Trayectorias que sigue una particula inicializada en £ = 0.4 y v =-0.2 para
un sistemna con una fuerza £ = —0.006 debida a la inclinacién. para tres valores distintos

de la amplitud del forzamiento. En (a) @ = 0.155, en (b) @ = 0.156 y en (¢) a =0.1565.

De la figura se observa que el modo de transporte varfa en funcién de la
amplitud del forzamiento. En 4.7(a) donde a = 0.155, la trayectoria tiene un
comportamiento cadtico con movimiento en direccién positiva, dando lugar al
efecto matraca. En 4.7(b) donde a = 0.156 la trayectoria tiene un comportamiento
peri6dico con movimiento en direccién negativa y en 4.7(c) donde a = 0.1565
la trayectoria tiene un comportamiento periédico con movimiento en direccién

positiva nuevamente.

El aspecto relevante del andlisis comparativo entre las tres Figura 4.9, 4.10 y
4.11, es que una pequefia variacién de la amplitud del forzamiento alrededor de
los puntos donde ocurre la transicién de una dindmica peridédica a una cadtica o

viceversa, induce una inversién de la direccidén del transporte.

Para conocer la naturaleza periédica o cadtica de las trayectorias en funcion

de la amplitud del forzamiento, se recurre al diagrama de bifurcacién.

La Figura 4.8 muestra el comportamiento de las trayectorias en funcién de
la amplitud del forzamiento. El diagrama de bifurcacién se obtiene al registrar
en forma periddica, con un periodo igual al del forzamiento, los valores de la

velocidad para cada valor de la amplitud.

Al amplificar el intervalo (0.151, 0.157) del pardmetro de control, se obtiene la
Figura 4.9, de la que se puede apreciar la dindmica contenida dentro del sistema en
la regién de interés. El diagrama muestra que existen regiones donde la dindmica

de la particula es periddica y regiones donde la dindmica es caética. Para el valor
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Diagrama de bifurcacion en funcion de la amplitud del forzamiento
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Figura 4.8: Diagrama de bifurcacién en funcién de la amplitud del forzamiento. Los

valores de v registrados para cada a corresponden a un muestreo periédico sobre cada
trayectoria de la velocidad.

a = 0.155 se observa que la dindmica del sistema es cadtica y en @ = 0.156 y

a = 0.1565 la dindmica es periédica de periodo dos.

Diagrama de bifurcacion en funcion de la amplitud del forzamiento
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Figura 4.9: Diagrama de bifurcacién en funcién de la amplitud del forzamiento para

un sistema con una fuerza R = 0.006 debida a la inclinacién, inicializado en z = 0.4 y
v=-02.
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Capitulo 5

Matraca Browniana

Entre los sistemas que han sido estudiados en la literatura de motores ti-
po matraca, se encuentran aquellos que son perturbados por la presencia de un
término estocdstico. Estos motores, denominados motores brownianos, estin ca-
racterizados por la presencia de un término de ruido generado por los efectos dc

un ambiente térmico que no pueden ser eliminados.

Recientemente, se ha mostrado que la presencia de un término estocéstico
en una matraca forzada periddicamente, ademés de cambiar la dindmica de una
particula, puede contribuir a generar un flujo en contra de una fuerza periédica

dependiente del tiempo [19,20].

En el presente capitulo se estudia la dindmica de una particula inmersa en un
medio viscoso, en presencia de un potencial periédico asimétrico, sujeta a un for-
zamiento periddico externo de promedio cero y a una perturbacién estocastica. En
este sistema se muestra que la presencia del término estocéstico influye fuertemen-
te en la dindmica de la particula y que el comportamiento cambia en funcién de
la intensidad del ruido. En particular, se estudia la dindmica cuando la perturba-
cién es un ruido blanco gaussiano muy pequefio. Se hara un anélisis comparativo
entre la dindmica del sistema inercial determinista estudiada en el capitulo 3 y 4

v el sistema estocdstico que se estudia en este capitulo.

5.1. Origen del comportamiento Browniano

En 1827, el botédnico ingles, R. Brown observ6 por primera vez el movimiento

irregular de particulas de polen inmersas en un fluido. La explicacién sobre el
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comportamiento, no fué hecha hasta 1905 por A. Einstein en su articulo “Sobre
el mowmiento de particulas pequennas suspendidas en reposo, exigido por la teoria
cinético-molecular del calor” [21]. En ese trabajo, Einstein explica, desde el pun-
to de vista microscdpico, que el movimiento irregular es a causa de colisiones
sucesivas que ocurren con las moléculas del medio que las rodean, dando origen
al denominado mouvimiento browniano. El argumento empleado para justificar la

participacién del término de ruido en un sistema tipo matraca es el siguiente:

Considere una particula de masa m inmersa en un medio de viscosidad -y, a
una temperatura 7' que asocia una cantidad de energfa cinética al sistema. Si la
masa de la particula es pequefia respecto a las moléculas del medio, la dindmica
se vera afectada por las posibles colisiones con las moléculas circundantes. El
efecto inmediato, como consecuencia de cada colisién, es un cambio repentino en
la velocidad. Dado que las colisiones suceden de forma incesante, la velocidad y

direccién fluctiia dando lugar al movimiento browniano.

Si la energia mecanica total, en el caso unidimensional, es
I o
E= oMUz + Vi),

el teorema de equiparticidn establece que, el valor promedio de cada término
cuadratico de E es igual a EkT’ siendo k la constante de Boltzman y T la tem-
peratura promedio del sistema. Por lo tanto, el promedio de la energia cinetica
es

1 1
5’”?(‘()%) = §kT

de donde se obtiene que la velocidad térmica vy, [22], es

kT
vy = +/ (V2 = g

Si la masa m de la particula es lo suficientemente pequefia, entonces el cociente
de kT vy m no es una cantidad despreciable, trayendo como consecuencia que las

fluctuaciones debidas al efecto térmico sean participes en la ecuacién dindmica.

El cambio repentino e incesante de la velocidad estd asociado a una fuerza
estocdstica o fuerza aleatoria denominada ruido, término utilizado para nombrar

a una funcién que toma valores aleatorios en el tiempo.
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5.2. Modelo matematico

Para cuantificar la dindmica que ocurre en este tipo de sistemas, se hace un
analisis desde el punto de vista mnicroscopico. Considere una particula inmersa en
un medio de viscosidad +, a una temperatura T, sujeta a un potencial periddico

asimétrico y a un forzamiento externo de promedio cero.

A}
La descripcidn del sistema, de acuerdo con la segunda ley de Newton, es

d?z(t)

mw + V’(x(t)) = F(t) + 9, (51)

donde el primer y segundo término de lado izquierdo, representan la parte inercial
y la fuerza debido al potencial, respectivamente. En el lado derecho, el primer
término representa el forzamiento periédico externo dependiente del tiempo y el
segundo representa las fuerzas mecanicas de interaccion entre la particula y cada

una de las moléculas.

Estrictamente hablando, la ecuaciéon (5.1) es la ecuacién que describe la
dindmica. Sin embargo, dado que hay un nimero de moléculas del orden del
nimero de Avogadro, la descripcién requiere del conocimiento de un ntmero
igual de condiciones iniciales de la posicion y la velocidad, lo cual se desconoce.
Si se tuviera la informacion de las condiciones iniciales, la solucién al sistema

seria extremadamente complicada.

La forma clésica de representar las fuerzas de interaccién entre la particula y
las moléculas del medio es reemplazando las fuerzas de interaccién por términos
que imiten los efectos térmicos del medio circundante. Para el caso que se esta
abordando, los efectos térmicos son la fuerza debida al término de disipacién y
una fuerza que fluctiia aleatoriamente en forma de ruido térmico. Por lo tanto,

las fuerzas mecanicas g del sistema son satisfactoriamente representadas por

d
g — —’yd—f +/2vkBTE(). (5.2)

donde el término +/2vkpT representa el coeficiente de difusién térmica y £(¢) una

variable aleatoria dependiente del tiempo que flucttia entre -co y co.

Por otro lado, para no producir un movimiento perpetuo de segundo orden
las fluctuaciones £(t) deben ser de tipo ruido blanco Gaussiano de promedio cero,

Le. (£(t)) = 0y debe satisfacer la relacién de fluctuacién-disipacién [4]
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(6()E(tN) = 2vkpTd(t —t').

Esta ultima expresién establece que no hay correlacién en el tiempo entre las
perturbaciones aleatorias que ocurren en el sistema, pero también relaciona las

fluctuaciones con la disipacién.

Finalmente, la ecuacion diferencial unidimensional estocéstica es

d?z(t)

2 T V'(z(t)) = —wdzgt) + F(t) + /2vkpTE(L). (5.3)

Para hacer una comparacién cualitativa entre el comportamiento de un sistema

m

matraca determinista y un sistema matraca estocastico se usardn las expresiones
del forzamiento periddico externo y del potencial periddico usadas en los capitulos

previos.

Al adimensionalizar la ecuacién (5.3) para reducir el nimero de pardmetros

de control se obtiene la ecuacion

d? av d
dfggt) + di:x) =—b ng) + acos(wt) + /2vkgTweé(t) (5.4)

La solucién a la ecuacién (5.4) se determina usando el método de Runge-Kutta

estocastico de segundo orden [23].

5.3. Dinamica de una matraca browniana

En esta secciéon se estudiara el comportamiento dindmico promedio de un en-
samble de N = 1000 particulas brownianas. Se estudiard la dindmica del sistema
para una amplitud del forzamiento fija en funcién de las condiciones iniciales y la
dindmica del sistema para una condicién fija en funcién de las condiciones inicia-
les. A partir de este estudio, se establecerdn los valores 6ptimos de la amplitud
del forzamiento que dan lugar a un flujo promedio méximo y aquellos que dan

lugar a una inversién de corriente.

Los calculos numéricos de este capitulo se obtienen utilizando los parametros
b, w y a, donde los primeros dos son fijos y el 1ltimo es de control. Asi como
también, los valores de las constantes zp ~ —0.19, 6 2 1.6 C ~ 0.0174y b = 0.1
y w = 0.67. El valor del coeficiente del ruido es v/2nkgTwg = 0.02.
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5.3.1. Dindmica de las trayectorias en funcion de las condiciones

iniciales.

El interés de esta seccién es determinar el comportamiento promedio de un
sistema de N = 1000 particulas que se encuentran inmersas en in fluido viscoso,
sujetas a un potencial periédico asimétrico, a un forzamienuto periédico externo y
a un ruido blanco gaussiano. Se estudiard si el comportamiento promedio de las
N particulas varia o no en funcién de las condiciones iniciales para una amplitud

del forzamiento a constante.

De un andlisis cualitativo de la dindmica de las trayectorias se establece que,
a pesar de que el sistema es un sistema disipativo, la dindmica de una trayectoria
a tiempos cortos estd influenciada por las condiciones iniciales. A tiempos largos,
los efectos de las condiciones iniciales y el resto de las fuerzas que actian en el
sistema, cesan debido a la disipacién del medio, preservandose tinicamente los

efectos del ruido Gaussiano sobre la dinamica del sistema.
Al graficar las trayectorias promedio a tiempos cortos, para dos sistemas
idénticos inicializados con dos condiciones distintas, se obtienen las trayectorias

de la Figura 5.1.

50 280 T T T
40 = ]
= 40 ]
= a0 b i
,8 S 20 B
‘v 20 u T
2 g 2 -
10 10 R
D 1 I 1 1 1 1 0 1 I 1 ]

o] 200 1000 1500 2000 o] 500 1000 1500 2000
tiempo (t) tiempa (t)
a ]

Figura 5.1: Trayectorias promedio de un ensamble de N particula brownianas ante

distintas condiciones iniciales. En (a) £ =0.4, v = 0.4y en (b) £ = —0.1, v = 0.25.

De la Figura 5.1, se hace notar que la presencia del término estocdstico para
un sistema tipo matraca, hace que las trayectorias sean erraticas, independiente-
mente de las condiciones iniciales. Al hacer un registro de la posicién final de una
particula para tiempos cortos (¢ < 15 periodos donde los efectos de las condicio-
nes iniciales aiin no cesan) sobre un conjunto de posiciones iniciales distintas, en

las que por simplicidad v = 0, se tiene el esquema de la Figura 5.2.
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Posicion final en funcion de la posicion inicial
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Figura 5.2: Posiciones finales promedio de un ensamble inicializado en distintas condi-

ciones inciciales en las que v =0.

Fl esquema de la Figura 5.2 hace notar que independientemente de la posiciéon
inicial se produce un flujo positivo siempre. Es importante resaltar que la direccion

del flujo no cambia cuando la velocidad inicial es cero, v # 0.

A partir de las trayectorias de la Figura 5.1 y el esquema de la Figura 5.2,
se deduce que para un sistema estocdstico con una amplitud de forzamiento
a = 0.156, no ocurre inversién de corriente como funcién de la posicién ini-
cial. Adicionalmente, debido al comportamiento aleatorio de las trayectorias, se
deduce que cada trayectoria tiene un comportamiento parecido al cadtico sin dar

lngar a alguna trayectoria periédica.

En la siguiente seccidn estudiaremos el comportamiento del sistema en funcién
de la amplitud del forzamiento para una condicidén inicial fija. Para este caso

estudiaremos si ocurre el fenémeno de inversién de corriente como funcién de a.
5.3.2. Dinamica de las trayectorias en funcion de la amplitud del
forzamiento

Al graficar las trayectorias promedio que sigue un ensamble de N = 1000
particulas inicializadas con una condicién inicial fija como funcién de la amplitud

del forzamiento, se obtiene es esquema mostrado en la Figura 5.3.
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Figura 5.3: Trayectorias promedio de N = 1000 particulas brownianas inicializadas con

la misma condicion para distintas amplitudes del forzamiento.

En la Figura 5.3 se muestra el valor promedio para cada instante de tiempo
t, de la posicién promedio de N particulas brownianas en funcién de la amplitud

del forzamiento a.

Al calcular la trayectoria promedio del ensamble para un forzamiento de mag-
nitud a = 0.080, se obtiene la trayectoria de color negro. Esta muestra que dicho
valor de la amplitud induce un flujo positivo. Al aumentar la amplitud a un valor
a = 0.084, la trayectoria (roja) muestra que en el mismo intervalo de tiempo, las
particulas viajan en direccién positiva, visitando un numero menor de pozos del
potencial respecto al anterior pese a que la amplitud del forzamiento es mayor.
Para a = 0.090, la trayectoria (verde) muestra que direccién del flujo ha cam-
biado de positiva a negativa. Si se aumenta el valor a ¢ = 0.115 la trayectoria
(rosa) indica que la direccién de las particulas sigue siendo negativa, visitando
un ndmero mayor de pozos. La misma situacién ocurre para a = 0.125, mostrada
en la trayectoria (azul). Al aumentar una vez ma4s el valor hasta ¢ = 0.150 la
trayectoria (morada) muestra que la direccién del flujo se ha invertido a positivo,

dando como resultado una corriente positiva.
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Las trayectorias mostradas en la Figura 5.3, muestran que la direccién del
flujo depende del valor de la amplitud del forzamiento. Para sustentar esta afir-
macién se calcula el flujo promedio de un ensamble de particulas en funcién de

la amplitud.
El flujo promedio medido a un tiempo largo ¢ de 200 periodos se muestra en

la Figura 5.4.
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Figura 5.4: Posicion promedio de ensamble de particulas a un tiempo ¢, en funcién de

la amplitud del forzamiento.

La Figura 5.4, muestra que la direccién del flujo, en el limite de tiempos largos,
depende fuertemente del valor de la amplitud del forzamiento. El interés de esta
grafica, para el sistema inercial estocéstico estudiado a lo largo de este capitulo,
es que permite seleccionar el valor éptimo de la amplitud del forzamiento para

maximizar el transporte de particulas en sistemas estocasticos.
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Capitulo 6

Conclusiones

En un sistema determinista inercial inclinado con un forzamiento periédico
externo dependiente del tiempo, no cualquier valor de la fuerza debida a la in-
clinacién da lugar al efecto matraca. Este resultado se obtiene al conocer el flujo
promedio de particulas como funcién de la magnitud de la fuerza constante ex-
terna. A partir de este, se determina el intervalo de la magnitud de la fuerza en
el que se puede extraer trabajo y producir transporte en contra de una fuerza
constante.

Al analizar el diagrama de bifurcacién y compararlo con el flujo promedio
en funcién de la fuerza constante, se determina que existe una fuerte correlacién
entre éstos. La inversién de la direccién de la corriente ocurre en el mismo valor
de la fuerza constante donde ocurre la transicién de una dindmica periédica a
una dindmica cadtica (o viceversa). Esta situacién se preserva tal y como ocurre
en una matraca determinista no inclinada.

A partir del valor elegido de la fuerza constante R=-0.006, valor donde no
ocurre el efecto matraca, se muestra que es posible generar transporte de materia
en contra del forzamiento constante externo mediante la variacién de la magnitud

de la amplitud del forzamiento, o bien, de las condiciones iniciales.

En el sistema inercial estocastico se encuentra que la presencia del término
de ruido, cuya magnitud estd muy por debajo de la magnitud de las fuerzas
actuantes, influye fuertemente en la dindmica. Entre los hechos a destacar se
encuentra que en el caso donde la amplitud del forzamiento es constante, las
condiciones iniciales no influyen en la direccién del flujo. En este caso, la direccién
puede ser positiva o negativa y esta determinada por la magnitud de la amplitud

del forzamiento externo.
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