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No pretendas apagar con fuego
un incendio, ni remediar con
agua una inundacion.

Confucio

Cuando trates con el agua
consulta primero la practica, y
luego la teoria.

Leonardo da Vinci

Lo que sabemos es una gota de
agua; lo que ignoramos es el
océano.

Isaac Newton

La paciencia es la fortaleza del
débil y Ila impaciencia, Ia
debilidad del fuerte.

Immanuel Kant
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RESUMEN

En este trabajo se presenta un modelo matematico y numérico para simular el
desplazamiento vertical de hidrocarburos biodegradables en el subsuelo. En la
formulacion del modelo matematico se tomaron en cuenta procesos fisicos,
quimicos y biolégicos que afectan de manera significativa el transporte de
contaminantes. El modelo que asi se obtuvo esta formado por un sistema de
ecuaciones diferenciales parciales no lineales acopladas y una serie de
ecuaciones constitutivas.

Las variables independientes o primarias se definieron mediante un algoritmo
secuencial que da la posibilidad de actualizar s6lo una de las variables en cada
iteracion. Para la solucidén del sistema de ecuaciones resultantes, se desarrollo
una aproximaciéon numérica que consiste en la aplicacion del método de
colocacion Trefftz-Herrera para discretizar las derivadas en el espacio. Los
términos dependientes del tiempo se aproximaron con el método de diferencias
hacia atras, completamente implicito. Ademas, se aplico el esquema © de
descomposicién de operadores con el fin de desacoplar los términos de reaccién
en las ecuaciones de transporte, asi como para evitar matrices rigidas. Para el
tratamiento de términos no lineales se utilizé6 iteracion de Picard.

Con el proposito de evaluar el procedimiento, se resolvieron problemas
simplificados; se compararon los resultados obtenidos tanto con soluciones
analiticas conocidas como con los métodos de diferencias finitas y elemento finito.
Se pudo observar que éste presenta ventajas en comparacion con metodologias
convencionales. Finalmente, se desarrollé el algoritmo para ver el desempeno del
método propuesto en la aproximacion del modelo completo. Las simulaciones |
numéricas son consistentes con el comportamiento que puede esperarse

experimentalmente.
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Simulacion del desplazamiento vertical de hidrocarburos en el subsuelo
Antecedentes

1.1 IMPORTANCIA DEL AGUA SUBTERRANEA

El agua subterranea es un recurso primordial para satisfacer las
necesidades generadas en la produccién y el consumo. De acuerdo con las
Estadisticas del Agua 2007 elaboradas por la Comisién Nacional del Agua
(Comision Nacional del Agua, 2007), en México se utilizan anualmente 28.3 miles
de millones de m? cubicos de aguas subterraneas con fines agricolas, industriales
y domésticos; la disponibilidad de agua per capita es de 4416 m® al afo. De
acuerdo con este indicador, México se ubica en el lugar 90 a nivel mundial. Segln
esta misma fuente, de los 635 acuiferos del pais, 104 se encuentran
sobreexplotados y de éstos se extrae el 60% del agua que se consume a nivel

nacional.

Para la explotacion sustentable del agua subterranea, se requiere el
conocimiento de aspectos relacionados con la cantidad, tales como: los efectos de
la extraccion de agua en el ciclo hidroldgico y en el sistema hidrolégico regional,
los efectos producidos por el bombeo, como la ocurrencia de hundimientos
diferenciales y el abatimiento de niveles freaticos (Freeze y Cherry, 1979). Esto
permite estimar la cantidad de agua disponible en el corto y mediano plazos. Sin
embargo, para que este recurso sea aprovechable, se requiere ademas que
.cumpla con las normas de calidad asociadas a su uso (agricola, pecuario,

industrial, municipal, etc.).
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Si bien, la calidad del agua subterranea puede ser no apta para
determinados usos como resultado de procesos naturales, tales como la intrusion
salina, la disolucion de compuestos téxicos presentes en el medio natural y la
desintegracion radioactiva de isétopos inestables, cada vez, con mayor frecuencia,
estd sujeta a procesos de contaminacion de origen antropogénico debido a
diversas causas entre las que destacan: el patron de crecimiento de las grandes
concentraciones urbanas, las tecnologias empleadas en la produccién primaria y

las formas de disposicion de residuos derivados de las actividades productivas.

En décadas recientes, la calidad del agua ha sido uno de los temas
centrales de investigacién en aguas subterraneas. Esta se ha orientado tanto a la
caracterizacion hidrogeoldgica de sitios contaminados, asi como a la definicion y
prediccion de la forma en que se distribuyen los contaminantes una vez que han

ingresado al subsuelo, ya sea disueltos en el agua o en algun otro fluido.

De los problemas de contaminacion del agua subterrarea que preocupan
en la actualidad estan los relacionados con el ingreso de fases no miscibles en el
subsuelo. El término que se utiliza para distinguir una fase liquida distinta del agua
es ‘NAPL’ (acrénimo que deriva de las iniciales empleadas en el idioma inglés:
‘Non-Aqueous Phase Liquid’). Si bien, esta clase de fluidos estan formados por
fases que no se mezclan, uno o més de sus componentes si pueden disolverse y
contaminar el agua. Si los compuestos son organicos su solubilidad es muy baja;

sin embargo, aun en pequefias concentraciones generalmente, son toxicos. Una

(V%)
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de sus caracteristicas mas importantes es que debido a la baja solubilidad de sus
componentes, pequefias cantidades pueden contaminar grandes volimenes de

agua del subsuelo por periodos de tiempo largos.

En el caso de los hidrocarburos, se citan suelos y acuiferos contaminados
coh productos derivados del petréleo cuyas fuentes se localizan en fugas de
tanques de almacenamiento y en derrames accidentales. También hay derrames
cronicos en refinerias, en el transporte interno y en aguas de proceso. En
produccién primaria de petréleo, los problemas de contaminaciéon se generan por
actividades en baterias de separacion, plantas de deshidratacién, presas de pozos

y fugas accidentales por rotura de lineas.

En México, aun cuando no existe una cuantificacion exacta del problema y
no se conoce con detalle la distribucion de los contaminantes principales, se
tienen algunos datos relevantes. Segun estadisticas elaboradas por la
Procuraduria Federal de Proteccién al Ambiente (Profepa), el mayor nimero de
emergencias ambientales con afectacion a suelos son las ocasionadas por
derrames de hidrocarburos (Profepa, 1999). Durante 1994, esta dependencia
recibié el reporte de 88 fugas de hidrocarburos en el Estado de Tabasco. Por
éstas se afectaron 52,187 m? de pastizales, 30,626 m? de zonas pantanosas y 200
m? de superficies acuaticas. De las fugas reportadas sélo se atendieron 35. En
1995, se estimd que Petréleos Mexicanos (PEMEX) deberia invertir alrededor de

40,000 millones de doélares para limpiar suelos, lagunas y litorales (Gonzalez y
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Quintero, 1995). En 1998, se registraron un total de 538 emergencias ambientales
con afectacion a suelos, de las cuales 492 ocurrieron en la transportacion de
productos; 96 se suscitaron en la industria y el resto en otro tipo de sitios; 423 de
los eventos fueron derrames; 280 de éstos fueron responsabilidad de PEMEX y
243 de empresas privadas (Profepa, 1999). De acuerdo con datos de la Profepa,
dellas emergencias ambientales reportadas en el periodo 1993-2002, el 85%
fueron derrames. Del total de emergencias, el 94% ocurrieron en medio terrestre.
En ese mismo periodo, el 53% de las emergencias se presentaron en Tabasco,

Veracruz, Campeche, Guanajuato y Chiapas.

En la actualidad, buena parte de los estudios relacionados con la calidad
del agua subterranea se ha orientado hacia el desarrollo, investigacion y analisis
de técnicas de ‘remediacion’. Es decir, a los procedimientos para limpiar y
restaurar sitios ya contaminados. En este contexto, la modelacion matematica y
computacional es una herramienta valiosa no s6lo para diagnosticar y predecir la
evolucion de plumas contaminantes, sino también para el disefio y evaluacion de

estrategias de remediacion.
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1.2 CONTAMINACION DEL AGUA SUBTERRANEA POR HIDROCARBUROS.

La migracion en el subsuelo de fases no miscibles y sus componentes esta
determinada por procesos hidrodinamicos, de transferencia de masa y en su caso
de biodegradacion. El flujo esta controlado por la existencia de gradientes de
densidad y presion que hacen que el flujo se dirija de las zonas de mayor a las de
menor potencial. Durante el desplazamiento del fluido, se establecen relaciones
complejas entre las fases que lo componen y entre éstas y el medio poroso, que
es la fase so6lida. El patron de migracion depende de diversos factores entre los
que cabe mencionar: las propiedades fisicas del fluido, la interaccion fisico-
quimica con otras fases, el grado de saturacion del medio por cada una de las
fases y las propiedades del medio. Asi por ejemplo, la geometria de la pluma
contaminante es mas complicada en medios heterogéneos, en donde los
contrastes en permeabilidad dan lugar a la formacion de patrones irregulares en el

desplazamiento vertical y horizontal de hidrocarburos.

Como las fases coexisten en el medio poroso, se produce una tension
interfacial en la superficie de contacto, mediante ésta se define la tension de
adhesion, que es una medida de la afinidad de cada fase por el medio sélido. De
esto resulta que una de las fases fluidas tiene mayor afinidad por la fase sélida y
se conoce como la fase mas 'humedeciente'. También, debido a esta tensién de
adhesién, cierta cantidad de fluido practicamente inmévil, queda retenida en el
medio poroso, es la saturacion residual. En el caso de fases no miscibles, ésta

constituye una fuente permanente de contaminacion del agua subterranea.
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Como el angulo de contacto entre el fluido y el medib so6lido depende de la
direccion del desplazamiento, el valor de propiedades como la presion capilar y la
permeabilidad relativa dependen de la direccion del desplazamiento; es decir, no
se definen de manera Unica y se presenta histéresis en las curvas que describen
la relacion presion capilar-saturacion (modelos S-P) y permeabilidad relativa-
saturacion (modelos K-S). Estas relaciones se han determinado de manera
experimental y la mayor parte del trabajo se ha realizado para sistemas de dos
fases (Aziz y Settari, 1979, Guarnaccia et al., 1995). Existen diferentes formas
para cuantificarlas, pero no siempre se ha tomado en cuenta el fendbmeno de
histéresis; en algunos casos se ha tomado en cuenta -generalmente en sistemas
de dos fases- para las curvas K-S y en otros para las S-P. En Guarnaccia et al.,

1995, se considera histéresis en un sistema de tres fases.

Cuando las fases estan en contacto, se producen una serie de reacciones
quimicas heterogéneas, las de interés en la simulacion ‘del transporte de
contaminantes en el agua subterranea son la disolucion de componentes de
fluidcs no miscibles en el agua y la adsorcion de especies disueltas en la matriz
sélida. En el caso de estas dltimas, si la reaccidon procede en condiciones de
equilibrio, su efecto consiste en retrasar la velocidad de migracién del compuesto,
por lo que es un factor adverso en condiciones de remediacion por bombeo y
tratamiento. Ademas, las componentes de la fase NAPL que tienen presiones de

vapor mayores que los de la fase se volatilizan e ingresan en la fase gaseosa que
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inicialmente est4 formada por aire a presion atmosférica. Estos pueden ingresar a
la atmésfera, ser adsorbidos en la matriz rocosa o bien disolverse en agua
(Hughes et al., 1992). En este tipo de escenarios, para cuantificar apropiadamente
la distribucion de contaminantes en el subsuelo, es necesario definir al sistema
formado por tres fases fluidas: agua, gas y ‘NAPL'’. En la fase gaseosa, el principal
mecanismo de transporte hidrodindmico de los compuestos organicos volatiles —
‘VOCs'- (por sus iniciales en el idioma inglés: ‘Volatile Organic Compounds’) es la
difusion. Una vez que se han disuelto en el agua los mecanismos de transporte

hidrodinamico son la adveccién y la difusion.

Diversos estudios experimentales que se han llevado a cabo en sitos
contaminados por hidrocarburos, muestran que pueden ocurrir procesos de
degradacion biolégica de manera natural (Chapelle, 1998; Testa y Winegardner,
1992). Mediante éstos, algunos compuestos toxicos, en especial, cierta clase de
hidrocarburos, pueden  ser transformados en productos inocuos, de aqui su
importancia en el disefio de procedimientos de remediacidén. Aunque no se puede
definir a priori cuales compuestos son biodegradables y su tasa de
biodegradacioén, se tiene evidencia experimental de que la susceptibilidad de los
hidrocarburos para ser biodegradados depende de su estructura (Testa vy
Winegardner, 1992) y se cuenta_con valores de tasas de degradacion que han
sido obtenidos en experimentos controlados para una gama relativamente amplia
de compuestos (ver apéndices en Knox et al., 1993). Sin embargo, no siempre son

representativos de lo que sucede en condiciones de campo pues estos procesos
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pueden verse limitados porque las condiciones en que ocurren son muy variables
y dependen de Adiversos factores ambientales, entre los que cabe mencionar: el pH
del agua, la presencia de compuestos toxicos para los microorganismos, la
ausencia de otros microorganismos asociados al proceso, la salinidad del sistema,
etc. Se ha mostrado que la degradacion biologica de compuestos puede ocurrir en
cualquiera de las fases involucradas (Chapelle, 1993), sin embargo, en
investigaciones relacionadas con la contaminacion del agua subterranea,
interesan principalmente las que se presentan en agua. En esta dltima, los
microorganismos estan asociados a reacciones de Oxido-reduccion y de hidrolisis-
sustituciéon. Las reacciones son catalizadas debido a que los microorganismos
permiten que la reaccién proceda con mayor rapidez aunque no influyen en el
sentido termodinamico, es decir, sobre la ocurrencia o la direcciéon en que

proceden.
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1.3 RESTAURACION DE SITIOS CONTAMINADOS

El proposito de una estrategia de ‘remediacion’ es modificar la calidad del
agua subterranea que ha sido contaminada, para que cumpla con las
caraéteristicas definidas por el uso a que se destine (municipal, agricola, pecuario,
industrial, etc.). De aqui se desprenden las metas de un esquema de restauracion.
Generalmente, en la estrategia global se incluyen procedimientos de control y
limpieza o tratamiento. Los primeros se establecen con el propoésito de detener el
avance de la pluma contaminante, mientras que los segundos estan orientados a
remover los contaminantes para mejorar la calidad del agua. Existen diversos
procedimientos de estabilizacion y remediacion. Dentro del primer grupo se
pueden mencionar los siguientes: barreras de aislamiento, control hidraulico,
excavacion, estabilizacion de suelos, etc. Ejemplos del segundo son: extraccion de
vapor de suelo, lixiviacion, vitrificacion, bombeo y trafamiento, y biorremediacion.
Cabe sefialar que en la restauracion de sitios contaminados por hidrocarburos y
en general por fases no miscibles, uno de los factores clave es la remocion de la

saturacién residual. ¢

Cuando iniciaron los programas de restauracién de acuiferos, la técnica de
bombeo y tratamiento fue la mas utilizada y esta bien documentada. De acuerdo
con estudios lievados a cabo para evaluar su-eficiencia (Lucia, 1996; Oostrom et
al., 2005, Schmelling, 1992) se ha observado que:

e Ha sido poco efectiva para restaurar sitios contaminados en términos de los

objetivos planteados inicialmente.

10
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o Es apropiada para el control hidraulico de la pluma contaminante, es decir para
evitar que se extienda el area contaminada.

e Es eficiente para remover grandes volimenes de contaminantes al inicio de la
operacién. Sin embargo, esta eficiencia decrece con el tiempo.

e Es ineficiente para restaurar la calidad del agua en suelos y acuiferos
bontaminados por hidrocarburos debido a la .persistencia de hidrocarburos
inmodviles y a que los compuestos organicos pueden estar fuertemente

adsorbidos.

Como alternativa, se desarrollé Ia técnica de ‘bombeo y tratamiento
mejorado’ que consiste en la adiciéon de surfactantes o cosolventes para aumentar
la movilidad de contaminantes. En el primer caso se reduce la tension interfacial
de la fase organica; y en el segundo, se incrementa la solubilidad y se reduce con
ello la tasa dé adsorcién. Sin -embargo, se tiene el inconveniente de que los
compuestos que actian como cosolventes o surfactantes pueden ser toxicos, por
lo que se requiere del disefio de sistemas adecuados para la disposicion

adecuada de estos productos.

LLa evidencia de que cierto tipo de microorganismos pueden intervenir en la
degradacion de compuestos toxicos, ha motiyado la investigacion de bioprocesos.
La estimulacion de la actividad biolégica por medio de inyeccion de agua
enriquecida con compuestos que la favorecen -bioestimulantes-, se ha ido

constituyendo en una estrategia de remediacién potencialmente mas atractiva que
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la de bombeo y tratamiento (Knox et al., 1993; Testa y Winegardner, 1992;
National Research Council, 1990). De hecho, en algunos sitios contaminados por
derivados del petroleo, el proceso de biodegradacion ha ocurrido en forma natural,
lograndose la restauracion permanente del acuifero (Cherry, 1995). Siendo el
petroleo y sus componentes principales susceptibles de ser biodegradados, existe
intérés industrial y de investigacion por generar tecnologias capaces de restaurar
sitios afectados por derrames de crudo o de otros petroquimicos contaminantes.
No obstante, se ha llamado la atencién sobre la necesidad de analizar y cuantificar
factores de riesgo asociados a éstas. Por ejemplo, las bacterias en el agua
incrementan el transporte de contaminantes hidrofobos; ademas, existe la
posibilidad de que migren virus o bacterias patégenas y lleguen a la zona de

descarga, con riesgo de contaminar el agua potable (Lindqvist et al., 1994).

Existen numerosas formas en las que se pueden aplicar técnicas de
biorremediacién, éstas varian desde procedimientos in situ hasta transportar el
suelo contaminado a un reactor y ahi proceder a la biodegradacion. El método
mas simple es la técnica de cultivar el suelo (biolabranza). La experiencia ha
mostrado que esta técnica es eficiente para remover hidrocarburos aromaticos
(Gonzalez y Quintero, 1995, Oostrom et al., 2005). Otra de las técnicas in situ
utiliza las aguas subterraneas como un medio para la adicion de oxigeno,
nutrientes y organismos para estimular la biodegradacion de los contaminantes.
Este método puede ser usado para suelos arenosos contaminados con

compuestos oleosos y aromaticos. En general, los procedimientos de
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biorremediacion tienen diversas ventajas. Por ejemplo: son relativamente rapidos
una vez que se ha superado la etapa de aclimatacion, su costo es bajo en
comparacion con otros procedimientos y no tienen el problema de disposicién final

de productos.

En un escenario de contaminacion donde exista la presencia de
compuestos organicos volatiles ~VOCs-, como ocurre en derrames de gasolinas,
las técnicas antes mencionadas no son suficientes para la restauracién apropiada
del sitio puesto que no actian sobre los componentes volatiles presentes en la
fase gaseosa. Para esta clase de compuestos se han desarrollado técnicas
especificas, como la extraccion de vapor o ventilacion de suelo. Estos
procedimientos estan indicados para remover compuestos volatiles de la zona no
saturada. La extraccion de vapor se lleva a cabo pasando voliumenes de aire con
el fin de que los compuestos sean transportados a la superficie. Mediante estas
tecnicas es posible tratar los derrames accidentales antes gue los compuestos
toxicos alcancen el nivel freatico. Cuando estos sistemas:operan en forma
adecuada puede ser una técnica efectiva y de bajo costo para suelos

contaminados por gasolinas.

Otro procedimiento atractivo es la combinacion de técnicas. Se ha
observado que esta forma de proceder tiene ventajas. Por ejemplo, se ha
‘mostrado que la ventilacion de suelos favorece procesos de biodegradacion

porque se induce la circulacion de aire (Testa y Winegardner, 1992, Oostrom et
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al., 2005). El "American Petroleum Institute" (API) recomienda la aplicacion de la
técnica de bombeo y tratamiento combinada con biodegradacion ya que el primer
procedimiento favorece la eficiencia del segundo (Lucia, 1996). Una descripcion

mas detallada sobre técnicas de remediacion puede verse en Qostrom et al.

(2005).
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1.4 SIMULACION DE FENOMENOS DE TRANSPORTE.

Cuando ingresan hidrocarburos al subsuelo ocurren fendémenos de
transporte de masa en fluidos multifasicos en medios porosos que se simulan por
sistemas de ecuaciones diferenciales parciales acopladas y no lineales. El tamafio
del sistema depende del nimero de fases y compuestos que intervienen en el
proceso global, asi como del tipo de ecuaciones constitutivas que se utilicen para

representar procesos de transferencia de masa y/o de biodegradacion.

Las hipotesis que contienen las ecuaciones constitutivas que se emplean
con mayor frecuencia, aun estan sujetas a investigacion y validacién experimental.
Como ejemplos se pueden citar:

o Las relaciones que entre tres fases tienen, la permeabilidad relativa, la
saturacion y la presion capilar. Incluyendo funciones dependientes de la
trayectoria del flujo (histéresis), entrampamiento de fluidos y su dependencia
con respecto a las propiedades del fluido y el medio poroso.

e Las ecuaciones usadas para cuantificar la transferencia de masa entre fases
(adsorcion, disolucion y volatilizacion). La hipotesis de equilibrio quimico, no es
apropiada para ciertos escenarios, por ejemplo, éste dificiimente se alcanza, en
medios heterogéneos y/o en condiciones de remediacion por bombeo vy
tratamiento (Rusell, 1995).

e lLas relaciones utilizadas para cuantificar procesos bidticos. La forma mas
sencilla de representacion es introducir uh coeficiente de decaimiento de primer

orden. Sin embargo, esta forma de hacerlo tiene el inconveniente de que este
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termino puede jugar el papel de parametro de ajuste en el modelo. Ademas, no
toma en cuenta la dinamica de la biomasa, asi como la cinética de las

reacciones quimicas involucradas (Kinzelbach et al., 1991).

Los modelos de flujo y transporte describen la distribucion de fases y
contaminantes en el subsuelo. Estan formados por una o mas ecuaciones
diferenciales parciales, de tipo parabdlico, que se obtienen al derivar el balance de
masa de cada una de las componentes y de las fases que intervienen en el
proceso. Solo para los problemas mas sencillos existen soluciones analiticas. Por
ejemplo, para el transporte unidimensiqnal conservativo de una sola especie, en
una sola fase y en un medio homogéneo e isotropico. Para resolver problemas
complejos, que son los de mayor interés practico, es necesario utilizar
procedimientos numéricos. Diversos aspectos han motivado la investigacion y el
desarrollo de 'métodos para obtener la aproximacién numérica de este tipo de
problemas, entre los que cabe mencionar:

El comportamiento de la ecuacion. En el caso del transporte, la ecuaciéon es
parabdlica, pero si domina el término advectivo, se producen frentes y cambia la
naturaleza de la ecuacion. Esta se vuelve cuasi-hiperbdlica o parabdlica
degenerada. Debido a esto, cuando se discretizan las ecuaciones diferenciales por
procedimientos convencionales t_ales como diferencias finitas y elemento finito,
aun con esquemas en el tiempo completamente implicitos, la solucién numérica

produce una combinaciéon de oscilaciones espurias y suavizamiento en la vecindad
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del frente (Gray y Pinder, 1976). Un comportamiento similar se observa en la
ecuacion de flujo, cuando ésté Gltimo ocurre en sistemas de varias fases.
Solucién de sistemas acoplados. Con excepcion de los esquemas explicitos en
el tiémpo, en donde las ecuaciones se resuelven en forma directa con severas
restricciones de estabilidad, el hecho de que las ecuaciones diferenciales estén
acdpladas en los términos de reaccion (sistemas multicomponentes) y/o en los de
saturacidon (sistemas multifasicos), conduce a sistemas grandes _de ecuaciones
algebraicas. El tamano y el ancho de banda de la matriz dependen del nimero de
nodos y del numero de fases y componentes considerados. El numero de veces
que se resuelve el sistema depende del tamario del paso en el tiempo. Por esto se
requiere de métodos de solucion -directos o iterativos- eficientes.

Solucién de sistemas no lineales. Las ecuaciones que gobiernan el flujo y
transporte de masa en sistemas de varias fases son altamente no lineales en los
términos de séturacién. Adicionalmente pueden encontrarse no linealidades en los
términos de reaccion y en las condiciones de frontera (Huyakorn y Pinder, 1983;
Aziz y Settari, 1979). Por esto, es necesario emplear algiin método de linealizacion
como el de Newton-Raphson o Picard (Huyakorn y Pinder; 1983), lo que intensifica

la cantidad de cémputo requerida.
Para el tratamiento numérico de esta clase de problemas, antes de

discretizar las ecuaciones diferenciales, es necesario definir las variables —

primarias- para las que se resolvera el sistema de ecuaciones diferenciales

17
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parciales. Esto implica una reformulacion del sistema de ecuaciones original

mediante el uso de ecuaciones constitutivas y restricciones internas.

En ingenieria petrolera, donde se inici6 el tratamiento de esta clase de
problemas, se desarrollaron las formulaciones IMPES (‘Implicit Pressure, Explicit
Saturation’) y SS (‘Simultaneous Solution’). Uno de los inconvenientes del primer
enfoque es que, como la saturacion se aproxima mediante un esquema explicito,
la estabilidad de la aproximacion numérica esta condicionada por el tamario de
paso en el tiempo (Huyakorn y Pinder; 1983). Mientras que en el segundo, como la
aproximacion de las ecuaciones es simultanea, al aumentar el nimero de
ecuaciones -que es el caso de los modelos de transporte en sistemas de varias
fases y componentes- aumentan el tamano y el ancho de banda de las matrices
resultantes, con esto se incrementa el nimero de operaciones necesarias para
resolver los sistemas. Otra opcion es utilizar un procedimiento secuencial, éste
consiste en desarrollar una formulacion en términos del flujo fraccional para
desacoplar las ecuaciones de flujo, resolverlas en forma iterativa con esquemas
en el tiempo completamente implicitos y después resolver las ecuaciones de
transporte (ver Guarnaccia et al., 1995 y Reeves y Abriola, 1994). Este
procedimiento es atractivo ya que facilita la programacion, tiene el potencial de
procesarse en paralelo (Guarnaccia et al., 1995), y es mas flexible en cuanto a la

definicion del nimero de fases y componentes que intervienen en el proceso.
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Los modelos matematicos y numéricos de flujo y transporte de masa son
una herramienta que en el disefio de estrategias de remediacion coadyuva a:
Estimar la distribucion de contaminantes. Tanto en el espacio como su
evolucién en el tiempo, dadas la caracterizacion hidrogeolégica del sitio, las
propiedades fisico-quimicas de los compuestos, asi como la ubicacién vy
aportacion de las fuentes.
Estimar el efecto de acciones de remediacion. Cuando ya se ha optado por
alguna estrategia de remediacion, de acuerdo con sus caracteristicas y
condiciones de operacion se puede evaluar la efectividad de la técnica o técnicas
que se utilicen (Ellerd et al., 1999; Fischer et al., 1996; Johnson et al., 1990; Oya y
Valocchi, 1997; van der Ham y Bowers, 1998; Berglund, 1997: Rauber et al.,
1998). Esta clase de estudios puede llevarse a cabo con datos de campo y/o de
laboratorio. Inclusive, con propdsitos de analisis, en algunos pueden plantearse
escenarios hipotéticos. También es posible llevar a cabo analisis de sensibilidad
en los que, mediante la variacion de parametros se puede observar la influencia
de diversos factores, como las heterogeneidades del medio-(Wadell y Parker,
1997), la conductividad hidraulica (Berglund, 1997), etc.
Estimar el tiempo de restauracion y/o la cantidad de contaminantes
removida. Para este fin, ademas de las ecuaciones de flujo y transporte, se han
utilizado modelos que no requieren el uso intensivo de computo con el fin de hacer
estimaciones gruesas de los resultados finales (Christ et al., 2006, Johnson et al.,

1990: Herrling et al., 1992; Schmelling, 1992; Oostrom et al., 2005, Oya vy
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Valocchi, 1997). Con este propoésito se han utilizado datos de laboratorio, de
campo o escenarios hipotéticos.

Disenar la operacion del sistema. Se definen las condiciones de operacion una
vez que se ha seleccionado el, o los procedimientos de remediacion. Por ejemplo,
en el caso del bombeo y tratamiento esto incluye, la ubicacién de pozos de
extraccion e inyeccion asi como la definicion de las tasas de operacion. Al
respecto existen dos formas de proceder. La primera es por ensayo y error. Es
decir, se plantean opciones, se introducen los datos asociados a cada una de
estos, se simulan por separado y se selecciona la que ofrezca mejores resultados
(Gorelick, 1993). Sin embargo, no se evaluan todas las opciones o combinaciones
posibles, por lo tanto, no se sabe si se ha seleccionado la 6ptima. Esta forma de
hacerlo tiene la ventaja de que no tiene muchos requerimientos de cdmputo. La
segunda estrategia consiste en plantear un problema de optimizacién
combinatoria. En este caso, se define una funcion objetivo que maximiza o
minimiza a una de las variables, que por lo general esta asociada al costo
economico (por ejemplo: numero de pozos, tasas de bembeo, etc.) y se
establecen un conjunto de restricciones en donde se incluyen las ecuaciones de
flujo y transporte. Otro tipo de restricciones son las asociadas al riesgo de cada
técnica o bien a la normatividad legal (Gorelick et al., 1993). Esta forma de
proceder tiene la ventaja de que se puede encontrar la configuracion ‘optima’. Sin
embargo es muy intensiva en computo (ver por ejemplo: Minsker y Shoemaker,
1998; Rizzo y Dougherty, 1996; Sawyer et al., 1995; Sun et al., 1996; Ahlfeld et al.,

1988). En parte, esto se debe a que los modelos de flujo y transporte se tienen
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que q?rocesar muchas veces hasta encontrar los parametros que optimicen el
sisterha. De aqui la importancia de contar con procedimientos numéricos cuando
menols, eficientes.
Selegcionar técnicas de remediacion. Al igual que en el caso anterior puede
hace ‘se por tanteos o bien, en combinacion con modelos de optimizacion.
wlNaturalmente, este tipo de analisis debe realizarse a priori con el fin de
tomaﬁ toda la ventaja posible de la informacion que proporciona la simulacion. La
confia*bilidad de los resultados depende de varios factores, entre los que destacan:
el grado de precision del modelo y la calidad de los datos relacionados con la
caracterizacion hidrogeologica del sitio contaminado. Se han desarrollado
procedimientos para calcular la incertidumbre de los resultados asociada a los
datos\\disponibles (McNab y Dooker, 1998; Minsker y Shoemaker, 1998; Rauber et

al., 1%98).

Pese a que se cuestione el valor de los modelos matematicos, éstos
consti}tuyen la mejor herramienta para integrar y procesar la informacion
cuantitativa disponible. En muchos casos, los resultados de la simulacion han sido
satisfactorios en cuanto al ajuste con datos experimentales. Por esto, en algunos
trabaj?s se sugiere el uso y/o desarrollo de modelos para la evaluacion tanto de
nuevals tecnologias como de las ya conocidas (Knox, et al., 1997; Sabatini, et al.,

1997; Oya y Valocchi, 1998; Francois et al., 1992; Herrera, 1994, entre otros). Por

ejemp‘o, Sabatini et al. (1997) experimentalmente encontraron que debe haber un
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optimo en la relacion extraccion-inyeccion en procedimientos de remediacion con
uso de surfactantes. Plantean que éste debe de determinarse en cada sitio y

haciendo uso de algun modelo matematico.

De lo hasta aqui expuesto puede concluirse que el potencial de un modelo
para utilizarse como herramienta en el disefio de estrategias de remediacién
depende de:

1. El grado de precision, asociado al tipo de ecuaciones constitutivas usadas,
al orden del error del procedimiento numérico y a los errores de redondeo,
2. El tipo de ecuaciones constitutivas usadas para cuantificar fenémenos de
interés en condiciones de ‘remediacion’.
3. La eficiencia de su procesamiento.
Adicionalmente, es deseable que sea robusto. Es decir, que pueda aplicarse a una
gama -lo mas amplia posible- de escenarios. En especial, para el problema que
nos ocupa, interesa que la solucién sea adecuada para el transporte en el que la

adveccion es significativa y/o que admita diversos escenarios de biodegradacion.
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1.5 OBJETIVOS

El objetivo de este trabajo es desarrollar un modelo matematico y numérico
para simular el transporte de hidrocarburos y sus componentes en el agua
subterranea y el subsuelo. Se pretende que éste sea una herramienta tanto para
definir y predecir la evolucion de plumas contaminantes, asi como para disenar
estrategias de biorrestauracion de acuiferos contaminados por esta clase
compuestos. De este objetivo general se desprenden los siguientes objetivos
particulares:

1. Formular un modelo matematico que tome en cuenta procesos que son de
especial importancia en el transporte de contaminantes y en el disefio de
estrategias de biorrestauracion. En especial se considerara el balance de masa
de compuestos que intervienen en la secuencia de transformaciones.

2. De:sarrollar‘ un procedimiento numeérico eficiente péra resolver el sistema de

ecuaciones de balance.

Para alcanzar los objetivos planteados en la formulacion y desarrollo del
modelo:
1. Se incluyen ecuaciones constitutivas para cuantificar la transferencia de masa
en condiciones de cinética y/o equilibrio quimico.
2. Se representan procesos de degradacion bioldgica con una cinética no lineal.
3. Para definir las variables primarias en las ecuaciones de flujo se utiliza el

enfoque de flujo fraccional.
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4. Se desarrolla la solucion secuencial del sistema de ecuaciones diferenciales
parciales.

5. Se discretizan las derivadas espaciales del sistema de ecuaciones
diferenciales parciales utilizando el método de colocacion Trefftz-Herrera.

6. Se utiliza el esquema ® de descomposicién de operadores.

7. Se desarrollan los algoritmos necesarios para resolver el sistema de

ecuaciones resultante.

En cuanto al desarrollo de la aproximaciéon numérica del modelo propuesto:

1. Los algoritmos correspondientes se formularon en una dimension espacial.

2. En los experimentos numéricos se privilegia el uso de datos y parametros
reportados en la literatura especializada y obtenidos en la escala local, es
decirr, en laboratorio.

3. Se evalta el potencial del modelo como herramienta en el disefio de
estrategias de remediaciéon en términos de su eficiencia y grado de
precision. No se desarrolia el 'problema de optimizacioén.’

4. Los algoritmos se realizaran en un ambiente de programacion Matlab,
aprovechando los recursos disponibles en este paquete para inversion de

matrices, calculo de normas, etc.
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1.6 CONTENIDO

En el capitulo dos se presenta la derivacion del modelo matematico, en
donde se emplea un enfoque composicional, es decir, formulando el balance de
masa de cada componente en cada una de las fases consideradas. En particular,
se obtuvieron definiendo las propiedades intensivas, los flujos a través de la
frontera y las fuentes y sumideros asociadas a cada fase y componente. En
seguida, se describen las ecuaciones constitutivas que habran de utilizarse. Al
final se presenta la tipologia de condiciones iniciales y de frontera posibles,

identificando el escenario fisico a que corresponden.

En el capitulo tres, se expone la reformulacion del sistema de ecuaciones
diferenciales parciales en términos del flujo fraccional, se definen las variables
primarias y se presenta el algoritmo secuencial que permite desacoplar el sistema
de ecuaciones en cada paso en el tiempo. Una vez que se han definido las
variables primarias, se describen las formas posibles que pueden tomar las

condiciones de frontera y en su caso, el tratamiento que se les a"plicaré.

En el capitulo cuatro se presenta el desarrollo de la formulacidn numérica. Se
describen el método de colocacion Trefftz-Herrera, se presenta la discretizacion de
las variables en el tiempo, asi como la forma en que se realiza la descomposicion

de operadores usando el esquema 0.
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En el capitulo cinco se describen los experimentos numeéricos y se muestran los
resultados obtenidos. Para analizar las propiedades de la solucion numérica
propuesta, ésta primero se aplicd a problemas sencillos cuya soluciéon analitica se
Cono.ce. Posteriormente se presenta el desarrollo del esquema numérico para

problemas mas complicados.
Finalmente, en el dltimo capitulo, se presentan las conclusiones del trabajo. Se

pone especial énfasis en las implicaciones y la viabilidad que tiene la extensién de

este algoritmo a problemas de dos o tres dimensiones.
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2.1 ECUACIONES DE BALANCE

Uno de los planteamientos centrales de la mecanica de medios continuos es que:
si se analiza el valor de alguna propiedad en un volumen de referencia y se
observa que existe un volumen minimo para el que tienen sentido los promedios
estadisticos, es razonable suponer que su comportamiento es el de un continuo
(Bear, 1979; Herrera y Allen, 1986; Allen et al.,, 1987). Este hecho es de
importancia ya que permite el tratamiento a nivel macroscépico de procesos que
ocurren en la escala microscoépica, lo que es conveniente desde el punto de vista
matematico. En la modelacion de procesos de flujo y transporte de masa en
acuiferos se ha justificado la derivacién de las ecuaciones partiendo de los
postulados de la mecanica de medios continuos toda vez que, la escala
significativa para el analisis es de tipo macroscopico y en este sentido: para
cualquier propiedad analizada, el volumen es de magnitud tal, que tienen senfido

los promedios estadisticos (Bear, 1979).

En la teoria del continuo, para la descripcion del movimiento se hace uso de
dos tipos de propiedades: las intensivas y las extensivas (Herrera y Allen, 1986;
Allen et al., 1987). Una propiedad intensiva definida para cada tiempo y cada
particula se caracteriza porque no depende de la masa o volumen del cuerpo en
que esta contenida. En cambio, las propiedades extensivas si dependen del
tamafioc o masa del sistema. Como ejemplos de las primeras se citan la
temperatura, la densidad y el potencial quimico; y entre las segundas se pueden

citar el volumen y la cantidad de calor.

Para definir la representaciéon matematica de alguna propiedad, considérese
| cualquier particula X perteneciente al cuerpo B (Herrera y Allen, 1986; Allen et al.,
1987), es decir
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I

eF

en c alquier tiempo t, ésta ocupa una posicion en R’, con lo que se define para

cada t una funcion p(t)
p(t) ]B - R?,
mlent‘ras que las coordenadas x de la particula en el tiempo t estan dadas por

|
§=EFSJ)- 2.1)

' El valor de cualquier propiedad I1 de una particula en el tiempo t que se
representa mediante (p(}_(,t), constituye la descripcion Lagrangiana de la
propiedad (Herrera y Allen, 1986; Allen et al., 1987). EI valor de esa propiedad
tambiFn puede definirse para cualquier punto x en el tiempo t a través de y(x,t) y
ésta s la descripcién Euleriana de la propiedad T1. Asi, cualquier propiedad

|nten iiva puede ser representada en términos Eulerianos o Lagrangianos. De

acuerdo con la ecuacion (2.1) resulta claro que ambas estan relacionadas por

o(X,1) p(X t) (2.2)

"
|

Uno de los conceptos centrales para la descripcidn del movimiento es la

veIocn ad, cuya representacion Lagranglana es

V(X.)=p(X.1) (2.3)
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Siv (ﬁ,t) es la descripcion Euleriana de la velocidad, haciendo uso de la ecuacion

(2.2) se tiene que

\_/()_(,t):g@()_(,t),t). (2.4)

Las derivadas de las representaciones Lagrangiana y Euleriana de

cualquier propiedad con respecto al tiempo se denotan por ¢ (X,t) y y, (x.t)

respectivamente. Como en el caso de la velocidad, la relacién entre ambas esta
dada por la ecuacién (2.2). Si a esta relacion se le aplica la regla de la cadena, el

resultado es (Herrera y Allen, 1986)

o (X, 1) =y, (p(X.t). 1)+ p, (X, t)}Vy(p, (X.1). 1), (2.5)

A la derivada de la representacion Lagrangiana también se le conoce como

la derivada material; si se denota por Bqtia su descripcidén Euleriana, de acuerdo

con la ecuacion (2.5) es evidente que
“[I))—T(& t) =%U(§, t)+veVy(x, t). (2.6)

En virtud de que una propiedad extensiva E depende del volumen, se

puede expresar como una Integral sobre la propiedad intensiva W(&,t) que le

corresponde, es decir:
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E()= [w(xt)dx 2.7)
B(t)

en donde, B(t) es la-region de integracion que depende del tiempo. Para conocer

la evolucién de esa propiedad en el tiempo se deriva (2.7) y el resultado es:

I:Z'(t)z J‘Wt(ﬁ,t)d§+ J‘\p(g,t)y(&t)ogdg(_ (2.8)

B(t) aB(1)

en donde aB(t)es la frontera de la region B(t) y n un vector normal. Aplicando el

teorema de la divergencia al segundo miembro del lado derecho de la ecuacion
(2.8) se obtiene:

E(t)= Bm{%+ Ve x)} dx.

En mecanica de medios continuos, las leyes generales que gobiernan los
procesos locales se expresan a través de balances. Desde el punto de vista fisico,
resulta claro que: cualqufer propiedad intensiva cambia en el tiempo ya sea porque
se genere hacia el interior del cuerpo (fuentes o sumideros) o porque se importe

por la frontera (Herrera y Allen, 1986). Formalmente esto se expresa como

l::'(t): J‘é(g,t)d§+ J‘I(g,t)ogd§ | (2.10)

aplicando el teorema de la divergencia al segundo miembro del lado derecho de la
ecuacion (2.10), se obtiene

E)= [{g+Ver}dx (2.11)
B(t)
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En las ecuaciones (2.10) y (2.11), g representa el suministro desde el exterior y t

el flujo de y a través de la frontera. De igualar las integrales (2.9) y (2.11) y

aplicando el lema de Dubois-Reymond, se obtiene

%prV-(\py):Vonré (2.12)

que es la ley general de balance local (Herrera y Allen, 1986).

Para simular fenébmenos de flujo y transporte de masa en el agua
subterranea en sistemas de varias fases se utilizan modelos composicionales,
formulados originalmente para resolver problemas en ingenieria petrolera. En
éstos, es necesario definir el balance de masa de cada componente i,
perteneciente a la fase a, por lo que conviene expresar la ecuacion (2.12) de la

siguiente manera

oy° (2.13)

St Ve(uiy )= Ver

donde y* es la propiedad intensiva asociada a la iésima componente disuelta en

14

la fase o; v* la velocidad promedio de la fase o; 1 el flujo a través de la frontera

de la componente i perteneciente a la fase o, y g representa las fuentes y/o

sumideros de la i€sima componente disuelta en la fase a.

Ahora bien, lo que distingue a una fase de una componente es que la
primera tiene una velocidad caracfeﬁ'stica, miéntras que la segunda se mueve con
la velocidad de la fase en la que esta disuelta. En este trabajo, para representar el
sistema fisico que nos ocupa se toman en cuenta cuatro fases: Agua, Napl, Gas y
Solido. En lo sucesivo se utilizardn mayusculas cuando se trate de la fase y

mingsculas en el caso de las componentes. Asi mismo, se usaran indistintamente
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los términos Aceite, Napl y Organica, para la fase liquida no miscible. Para derivar

las ecuaciones de balance, se considera que el flujo y transporte de masa tienen

las siguientes caracteristicas:

. El proceso ocurre en condiciones isotérmicas.

. La fase Napl

es incompresible;
esta formada por una sola componente;
hay disolucién de especies en el agua; y

hay volatilizacion de especies.

. La fase Agua

esta formada por tres componentes: agua, especies disueltas de la fase Napl y
un compuesto asociado a procesos de biodegradacion (bioestimulante);

hay volatilizacion de especies disueltas de la fase Nap!; y

hay biodegradacion de especies disueltas de la fase no miscible;

hay transferencia de masa de especies disueltas con la fase sélida (adsorcion-
desadsorcion), y

las propiedades fisicas de la fase dependen de la concentracién de especies

disueltas de la fase Napl.

. La fase Gas

estd formada por dos componentes: gas y especies de la fase Napl
volatilizadas, y
las propiedades fisicas dependen de la concentracion de especies disueltas de

la fase Napl en esta fase.

. La fase Solida

es inmovil,

(95}
(95}
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¢ esinsoluble,
s esincompresible, y

e sus componentes son: napl y bioestimulante adsorbidos.

El transporte de vapor de agua puede afectar el transporte de
contaminantes en la zona no saturada (Weisbrod et al., 2003). Sin embargo, en
este trabajo no se toma en cuenta debido a que el proceso ocurre en condiciones
isotérmicas, ademas de que no se esta considerando que haya gradientes
significativos debidos a la densidad de vapor. Cabe sefialar que éste es
significativo y necesariamente debe tomarse en cuenta en condiciones de
restauracion por el método de inyeccion de vapor. Por otra parte, el agua no se
considera como componente de la fase sélida porque aun cuando esta sea

retenida, puede ser reconectada y fluir, como se explica mas adelante.

Tomando en cuenta lo anterior se identifican las siguientes componentes en
cada una de las fases:
. agua en Agua (w, W);
. napl en Agua (n, W),
. bioestimulante en Agua (b, W),

. hapl en la fase Napl (n, N);

1
2
3
4
5. napl en Gas (n, G); '
6. gas en Gas (g, G);

7. napl en Solido (n, S); y

8

. bioestimulante en Soélido (b, S).

(i, a) = (w, W), (n, W), (b, W), (n, N), (n, G), (g, G), (n, S) y (b, S).

En la Tabla 2.1 se muestra en forma esquematica la composicién de cada
una de las fases que se estan considerando. De manera consistente, en la
derivacion de las ecuaciones, se emplea la convencion de utilizar minasculas para

los indices de las componentes y mayusculas para los de las fases.
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TABLA 2.1

ComMPOSICION DE FASE

COMPONENTE agua Napl gas bioestimulante
FASE
Agua X X X
Napl X
Gas X X
Sélido X X

Para obtener las ecuaciones de balance de masa es necesario definir
E®, yi', 1), ¢ para cada una de las componentes en las distintas fases y sustituir

en la ecuacion (2.13). El resumen de estas definiciones se encuentra en la Tabla
2.2
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TABLA 2.2
DEFINICIONES
COMPONENTE E ye 8 g
agua en AGUA H)chy dx ¢SWCYVV ¢SWJW CV\Q/QW +q¥
(w, W) 59
napl en AGUA H’ch\iv dx ¢SanW d)SWJW CX"QW +q:v
—0K?
bioestimulante J‘d)swcgv dx d)SWC‘;V d)SWJW CI\))\/QW +qu
en AGUA B (1) )
~$K!
napl en NAPL H)SNCEI dx q)SNC,'f ¢SNJN CEQN +q1|:1
(n, N) B ()
naplen GAS | [pSg CY dx 985 CS $S51° CYQC +q°
(.6 30 .
gas en GAS J0SsCY dx ¢S Cy N Q% +4q5
(9, G) B (1)
napl en SOLIDO J.(l _ ¢)psm‘s dx (1 _q)) PP’ 0o qs
(n, S) 5 11 '
bioestimulante S .S 1— S .S 0 S
1~ d o)p o q
en SOLIDO ) (tg Pptoidx | (I-9)p 0, b
(n, )
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En las expresiones de la tabla 2.2:
¢ = porosidad, [adimensional];

S = saturacién de la fase «, [adimensional];

C? = concentracion de la iésima componente en la fase o, [M/If];

J* =flujo difusivo de la fase a. [ I7/T |;

Q* = fuentes (+) o sumideros (-) de la fase a debidos a la existencia de pozos
distribuidos, [1/T];

q" =fuentes o sumideros de la especie i en la fase o por transferencia de masa,
[M/ L'T|;

p® = densidad de la fase sélida, [M/L‘*];

o’ =fraccion de masa de las especies de napl adsorbidas en el suelo,

[adimensional];
cof, =fraccion de masa del bioestimulante adsorbido en el suelo, [adimensional], y

K! = coeficiente de biodegradacion de la iésima componente, [M/L3 T].

Notese que las definiciones de la Tabla 2.2 son consistentes con el hecho
de que la velocidad de una Componernte es la de la fase en la que esta contenida.
Sustituyendo apropiadamente estas definiciones en la ecuacion (2.13), se obtiene

el balance de masa de cada una de las componentes en las distintas fases y el
sistema de ecuaciones resultante es:

agua =n AGUA

(%(4’%03“ )+V°(¢ch$’yw)—v-(;bsW;W)=cXiQw+qyj (2.14)

napl en AGUA
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%(¢swc;”)+v.(¢swcyyw)—v.(¢swgw):C;VQW +qV —¢K"

bioestimulante en AGUA

%(¢swc§“)+v.(¢swc§yw)—v.(¢swlw):cg’QW +q -9 K

napl en NAPL

%@SNCS);v.(q)SNCE'yN)—V-((I)SNJN):C:]QN +q,

napl en GAS

%(¢SGCS)+V°(¢SGCSYG)_v'((bSGlG):CSQG +q,

gas en GAsS

%@sccj)w-(q)scc‘;f)—v-(cpst):chG +q°

napl en SOLIDO

Z{1-e)pol} =

bioestimulante en SOLIDO

2= gt =a

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

bCabe sefalar que en las ecuaciones (2.14) a (2.19), el signo de C’Q* es positivo

si hay inyeccion de fluido y negativo si se trata de extraccion. De forma analoga, el
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signo de qf en las ecuaciones (2.14) a (2.21) depende de si se estd ganando o

perdiendo masa.

Para continuar con la derivacién del modelo, el siguiente paso consiste en
identificar las reacciones que ocurren entre fases durante el flujo y transporte. La

identificacion de las mismas se describe en la Tabla 2.3.

TABLA 2.3

TRANSFERENCIA DE MASA

w, W n, W b, W n, N g, G n, G n,S b, S
w, W 0 0 0 0 0 0 0 0
n,W 0 0 0 EY 0 ‘Ef/w —Eﬁ/w 0
b, W 0 0 0 0 0 0 0 ~Ebw
n, N 0 —E.\,V 0 0 0 ~E¢ 0 0
g,G 0 0 0 0 0 0 0 0
n,G 0 E;}/w 0 ES 0 0 0 0
n,S 0 Ei/w 0 0 0 0 -0 0
b, S 0 0 Ef,/w 0 0 0 0 0

Tomando en cuenta estas reacciones, para cada componente el intercambio de

masa q;, se define de manera general por

qu =g, =0 (2.22)

qr\iv: EXV _Ef/w _Ei/w (2.23)
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q,=—Egw (2.24)
q, =—(E; +E}) (2.25)
qy=E; +Ely (2.26)
q i¥ Eow (2.27)
q4,= Epw (2.28)

En las ecuaciones (2.22) a (2.28) se utilizaron las siguientes definiciones

a) BV, [M/L3T], es la disolucion de C) en Agua;

b) ES,, , [M/ L3T], representa la volatilizacion de CY en Gas;
c) EY . | M/L'T|, cuantifica la volatilizacion de C) en Gas;

d) B3, [M/LTJ es la adsorciéon de C" en Solido, y

e) Eyy . [ M/L'T |, cuantifica la adsorcion de C¥ en Sélido.

Sustituyendo las definiciones (2.22)-(2.28) en las ecuaciones (2.14)-(2.21),

el sistema de ecuaciones ahora es

%(¢SWC»V~V)+V°(¢SWC32W)—V-(¢SW1W):c&'QW (2.29)

ga{(‘bswcfv)+V°(¢SWC,YV2W)—V-(¢SW1W):C,}"QW (2.30)
+E, ~Ejw ~Enw —¢K]
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%(d)SWCLN)+Vo(¢SWCLNXW)_V.(¢SW1w): 2.31)
CYQY —Efy 0K}

gz(d;s“c‘]’q)+v.(¢SNC§YN)"V‘(¢SNlN):CFQN—(El‘,”+Eff) (2.32)
%((bSGCS)W'(‘bSGCSYG)—V'(d)SGlG):CSQ FEC,, +ES (2.33)
%“’SOCS)W'@ SeCgv’)-Ve(98,1%)=CPQ° (2.34)
st{( ~f)p'orf =L, (2.35)
4 (2.36)

at {(1—¢)P (Db} b/W

Para derivar las ecuaciones de balance de masa de cada una de las fases se
suman las ecuaciones de balance de las componentes que la forman. Para poder
llevar a cabo esta operacién, es necesario tomar en cuenta que la densidad de

fase se define mediante:

2.CH a=WNG (2.37)

i=w,n,g

Por otra parte, la transferencia total de masa se cuantifica mediante:
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= a5, a=WN,G (2.38)

i=w,n,b,g

Como no ocurren procesos de desintegracion radioactiva, por conservacion de

masa, se tiene que satisfacer la siguiente restriccion

>q* =0 (2.39)

Tomando en cuenta las ecuaciones (2.37) a (2.39), sumando las
ecuaciones (2.29) a (2.31); (2.33) y (2.34);, (2.35) y (2.36), el sistema de

ecuaciones que representa el balance de masa de cada fase es

Fase Agua
a%(d’swpw)’“V‘(d’swp“'iw)‘“(¢ Sud")=p"Q" (2.40)
BB -5 e (KK
Fase Napl
%(d)SNpN)+V.(¢SNPNXN)—V°(¢SN1N)=pNQN—E;N—Ef ) (2.41)
Fase Gas
ait(d)SGpG)+V.(¢SGPGXG)—V‘(¢)SGJG)= p°Q° +EJ +EJ, (2:42)
Fase Solida

(2.43)

%(l—d))ps(coi—#coi):Es +ES
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El transporte de especies de hidrocarburos disueltas en el agua subterranea
se simula con el sistema formado por las ecuaciones de balance de masa de cada
una de las fases (ecuaciones 2.40-2.43) y por las de transporte de especies -
. ecuaciones (2.30), (2.31) y (2.33)-. Las ecuaciones (2.40), (2.41) y (2.42)
representan el flujo del sistema. Para obtener un modelo completo es necesario
definir ecuaciones constitutivas, identificar los parametros que se mantienen
constantes durante todo el proceso de acuerdo con las hip6tesis del modelo, y
definir las condiciones iniciales y de frontera. Esto se describe en las siguientes

secciones.

Los procesos que controlan el transporte de especies en medios porosos
son: adveccibn, difusion, transferencia de masa; y degradacion biologica. A
continuacion se describe cada uno de éstos y se presentan las ecuaciones

constitutivas utilizadas para su representacion matematica.

2.2 ADVECCION

Es el movimiento de una especie quimica debido al flujo de la fase en que esta
disuelta. Como ya se ha sefialado, ésta se mueve en la misma direccién y con la
misma velocidad promedio de la fase. El flujo de fase esta determinado por la
presencia de gradientes que hacen que cada una de éstas se desplace de las
zonas de mayor a las de menor potencial. La magnitud y la direccion del mismo
dependen de las propiedades fisicas de las fases, las propiedades del medio y su
variacion espacial, el volumen de fase disponible, el grado de saturacién del

medio, y la interaccion con otras fases.

El flujo de fluidos en medios porosos estd controlado por la presion, asi

como por la existencia de fuerzas viscosas, inerciales y gravitacionales. Para
determinar la velocidad de fase, v* [L/T], se utiliza la extension de la Ley de

Darcy para fluidos multifasicos (Bear, 1972; Aziz y Settari, 1979). Esta es
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o Khe (gpe av) aowoNG
X“M( Ve = WG

(2.44)

en la ecuacion (2.44), P° [F/Lﬂ es la presion de la fase o; k [L], Ia
permeabilidad intrinseca; k,, [adimensional], la permeabilidad relativa de la fase

o,y H, [FT/Lz] la viscosidad de la fase a. ¥, es el peso especifico de la fase o

y se define mediante:
Y* =p°g (2.45)
donde g|L/T’ | es la aceleracion de la gravedad.

La viscosidad es propiedad del fluido, es una medida de su resistencia al
movimiento por lo que es inversamente proporcional a la razén de flujo: mientras
mayor sea ésta, mas lento sera el flujo y viceversa. En cambio, la permeabilidad
relativa y la permeabilidad intrinseca, son directamente proporcionales a la tasa de
flujo, éste se incrementa en la medida que lo hacen las anteriores. La
permeabilidad intrinseca es una propiedad del medio y es un{dato del problema.
Es un tensor, si el medio es homogéneo, ésta no varia con la posicién. Si el medio
es anisotropico y los ejes de anisotropia coinciden con el sistema coordenado,

entonces

& es la delta de Kroenecker. Si el medio es isotropico y homogéneo, la
permeabilidad intrinseca no varia con la direccién y se cumple que
k, =k, =k,
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La permeabilidad intrinseca esta asociada al tamano de grano y tiene un papel
muy importante en la migracion de hidrocarburos. En la Figura 2.1 se muestra
esquematicamente el comportamiento de acuerdo con esta propiedad. En la
Figura 2.1(a) se representa un medio de alta permeabilidad, donde la componente
vertical del flujo tiende a ser mayor. En cambio, en zonas de baja permeabilidad
comoe la que se muestra en la Figura 2.1(b) tiende a ser dominante la componente
horizontal. Cuando existen contrastes en la permeabilidad intrinseca, como
sucede en medios estratificados, el patrdbn de flujo es irregular (Testa vy

Winegardner, 1992), esto se ilustra en la Figura 2.1(c).

(a)

(b)

©

:

Figura 2.1. Efecto del medio en el flujo de fases liquidas inmiscibles: (a), distribucion
en un medio homogéneo de alta permeabilidad, (b) distribucién en un medio homogéneo

de baja permeabilidad, (c), distribucion en un medio estratificado, con contrastes en
permeabilidad.

Para incorporar fa ley de Darcy en las ecuaciones de balance, primero se sustituye
la ecuacion (2.44) en las ecuaciones (2.40) a (2.42), y posteriormente en las
ecuaciones (2.30), (2.31) y (2.33). Como resultado de estas operaciones se

obtiene el siguiente sistema:
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i(‘i)SWpW);LV'-(pWLl_W)—Vo((j)SWlW) =pVQY

(2.46)
+E) —El, —E}y —Epy — 0 (K] +K})
%(fl)SNp )+v.(pwuw)_v.(q)SNlN):pNQN_E:V_ES, (2.47)
%(q)scp )+Vo(pGuG) v.(¢SGJ) Q% +ES + B, (2.48)
(¢S CW)+V0<C )“V‘<¢Swlw)= (2.49)
CY QY +E) —Ey —Epy —0K;
gt-(cpswcbw)+v-(cygw)_v.(¢swlw): (2.50)
CL\:/QW_Ei/W“bK?
(2.51)

(¢s Co)+Ve(Cou®)-Ve(98,1°)=CIQ° +EY,, +ES

Notese que al hacer uso de la ecuacion (2.44), en las ecuaciones (2.48) a

(2.51) se obtiene la velocidad de Darcy, u“ [L/T], definida por

kk.
@ _ = 'a(vpa_yavz), o=W,N,G.
“a

(2.52)

e
I

Durante el flujo en medios porosos en sistemas de varias fases, cada una
de éstas ocupa una fraccion del espacio de poro, por esto es necesario especificar

la saturacion de fase S, [adimensional]. Esta se define mediante
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253
S% o =W,N,G. (2.53)

Vq e's‘ el volumen ocupado por la fase a y ¢ la porosidad del medio. Se debe

satisfacer la siguiente restriccion interna

Z‘sa l: 1 (2.54)

El grado de saturacién es fundamental para determinar el comportamiento
de cada una de las fases. Para definir los efectos relacionados con el grado de
satur }cién del agua cuando coexiste con alguna otra fase en el medio poroso, se
distin ‘ uen las siguientes zonas:

a) Zona pendular: en ésta el agua no forma una fase continua por lo que no puede
de 1plazarse.

b) Zona funicular: el flujo de agua es posible y el medio estd parcialmente
saturado. El volumen de flujo aumenta en forma directamente proporcional al
grado de saturacion

c) Franja capilar: el aire esta en estado de saturacion residual por lo que la mayor
parte del espacio poroso esta ocupado por agua, ésta es retenida por fuerzas

capilares

d) Zona saturada: en esta zona el espacio de poro esta totalmente ocupado por

Las primeras tres forman parte de la zona vadosa o no saturada y se
muesiran en la Figura 2.2. En ésta, el agua puede ser retenida por fuerzas
adhe%ivas y/o capilares. Debido a estas ultimas, el agua se eleva hasta que éstas
son (Fontrarrestadas por el empuje gravitacional y se alcanza un estado de
equili*)rio. De esta forma, el agua puede descender o elevarse y el angulo de
oonta:cto entre el liqguido y la superficie sélida depende de la direccién del

|

|

:
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desplazamiento. Debido a esto, las relaciones entre la saturacién, la presion
capilar y la permeabilidad relativa no se definen de manera Unica, sino que
dependen de la direccion del desplazamiento; es decir, presentan histéresis (Knox
et al., 1993; Testa y Winegardner, 1992; Bear, 1972). En la Figura 2.3 se muestran

curvas tipicas de presidn capilar durante la imbibicion y el drenaje.

Anillos
Pendulares

7.0na Pendular

Zona Funicular

Franja Capilar

Agua Fase inmiscible Grano

Figura 2.2. Clasificacion de zonas de acuerdo con el grado de saturacion del agua.
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Carga
Capilar

T
1
]
t
1
'
i
t
1
i
i
'
1
1
i
[}
1
1
1
\

Curva de drenaje

Curva de
imbibicion

T Vg g S g i T e i S IR

0 Saturacion de fase humedeciente 100

100 Saturacidn de fase no humedeciente

Figura 2.3. Representacion esquematica de las curvas de carga capilar
durante la imbibicién y el drenaje. El grado de saturacion esta expresado
en %.

2.3 COMPORTAMIENTO DE LA FASE NAPL

Para que el flujo sea posible es necesario que el volumen de fase sea tal, que de
lugar a la formacion de una fase continua. Suponiendo que el medio es
homogéneo e isotrépico, si se trata de un gran derrame, el patrén de flujo es
uniforme. En cambio, si la fuente aporta pequenas cantidades en periodos de
tiempo largos como sucede cuando hay fugas en tanques de almacenamiento, se

forman patrones interdigitados.
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Si el volumen de fase es suficiente, el flujo continta en la direccion vertical
hasta alcanzar la franja capilar. Si la aportacién es limitada, el flujo cesa y se
alcanza una condicion estable o de saturacion residual, caracterizada por el hecho
de que cierta cantidad de fluido queda inmovilizada. En su trayectoria, cierta
cantidad de fluido es retenida por el medio poroso (Powers et al, 1991,
lllangasekare et al., 2005). Ambos fenémenos son el resultado de la existencia de
fuerzas capilares. En la zona no saturada el liquido es retenido en peliculas o en
forma de anillos pendulares, estos ultimos se ilustran en la Figura 2.4. En la zona
saturada se forman globulos de diversas formas y tamanos, como se representa
en la Figura 2.5. Debido a que son inmdviles, constituyen una fuente permanente
de contaminacién del agua subterranea. Estos forman parte de la saturacion
residual y su magnitud depende principalmente de las propiedades del medio
poroso y del grado de saturacion del mismo. De acuerdo con valores
representativos de la saturacion residual, para matrices sélidas similares, ésta

tiende a ser mayor en la zona saturada (lilangasekare et al., 2005).

Agua . Fase inmiscible V//ff/ Grano

Figura 2.4. Representacion esquematica de la distribucién de fase organica residual en la
zona no saturada.
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Agua . Nap! % Grano

Figura 2.5. Representacion esquematica de la distribucion de fase organica residual en la
zona saturada.

Las fases no miscibles se han clasificado tomando en cuenta las diferencias en
densidad. De esta forma, se encuentran las fases mas ligeras que el agua,
‘LNAPLs’ (‘Lighter Non-Aqueous Phase Liquids’) y las mas densas ‘DNAPLs’
(‘Denser Non-Aqueous Phase Liquids’). Al primer grupo pertenecen la mayoria de
los hidrocarburos naturales y refinados; y al segundo, los compuestos organicos
clorados. De estos ultimos, Ios que con mayor frecuencia sé encuentran en el
agua subterranea son: el tricloroetileno (TCE), el ftricloroetano (TCA) el
tetracloroetileno (PCE) y el dicloroetano (DCA) (Cherry y Feenstra, 1990). Existen
diferencias en el patron de migracion dependiendo si la fase organica es mas
ligera o mas pesada que el agua. Como se muestra esquematicamente en la
Figura 2.6, si ocurre un derrame y la fase no miscible es mas ligera que el agua, el
desplazamiento vertical cesa en la franja capilar; es decir, el fluido tiende a flotar
sobre el nivel freatico. En cambio, si la fase es mé_s pesada que el agua, el
desplazamiento vertical continua por toda la zona saturada y se detiene cuando se

encuentra con un estrato de roca impermeable.
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Superficie

Zona
Vadosa

Saturacion de fase
no miscible en la

Franja Capilar - S

Zona
Saturada

111111111111
LI

Roca impermeable

T T - o o 3 e WO D e P08 B S D S ) A S D A B 0y e e o
- T I T T T T T T D M M A T
T T

o
§ 55 e e e o5 B Y e e

En las Figuras 2.7 y 2.8 se muestran diversos escenarios que resultan tanto
de las diferencias en densidad como del volumen del derrame. Cuando el volumen
del derrame no es muy grande, si la fase es mas pesada, se forman patrones
interdigitados, tal como se muestra en la Figura 2.8(a). De hecho, estos patrones
se forman cuando el .ingreso de esta fase al subsuelo ha terminado, tal y como se
observa esquematicamente en la Figura 2.8(b). Si es mas ligera que el agua, una
vez que la fase llega a la franja capilar, se detiene la migracién vertical de ésta y el
desplazamiento tiende a ser horizontal (Knox et al., 1993; Testa y Winegardner,
1992; Abriola y Pinder, 1985). Sin embargo, cuando el volumen es considerable,
ademas de iniciarse el desplazamiento horizontal, puede inducirse una
disminucion en el nivel freatico como se observa en la Figura 2.7(b). En cambio si
la fase es mas pesada que el agua (DNAPL), continua desplazandose en la
direccion vertical hasta que alcanza un estrato de menor permeabilidad. En este
nivel, el desplazamiento es horizontal (Testa y Winegardner, 1992; Kueper y Frind,
1992).

52



Simulacion del desplazamiento vertical de hidrocarburos en el subsuelo
Modelo matematico

Franja capilar

(a) FIUJO T

Franja capilar

(b) Flujo

Franja capilar

. T S

. Fase inmiscible Especies disueltas

Figura 2.7. Desplazamiento tipico de fases mas ligeras que el agua el subsuelo.
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Franja capilar

Flujo

Flujo

Franja capilar

Estrato semipermeable

A

NN
NN

Flujo

Franja capilar

Estrato semipermeable
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Figura 2.8. Desplazamiento tipico de fases mas pesadas que el agua el subsuelo.
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2.4 COMPORTAMIENTO DE LA FASE GAS

En la etapa inicial de un derrame, la fase gaseosa esta formada por aire y su

presion es la atmosférica. Debido a esto ultimo, el mecanismo principal de

- transporte hidrodinamico es la difusion. Sin embargo, hay flujo advectivo en los

siguientes casos (Hughes et al., 1992; Johnson et al., 1992):

1. Si la densidad de vapores es mayor que la del aire, esto ocasiona que en la
zona no saturada se formen gradientes de densidad, y se produzca flujo
advectivo controlado por este mecanismo. Como la densidad depende de la
concentracion de compuestos organicos volatilizados, ésta tiene que ser alta
para que los gradientes sean significativos.

2. Si hay gradientes de presién debidos a fluctuaciones en la presiéon barométrica,
fendmenos de despresurizacion ocasionados por excavaciones y/o la infiltracion

de frentes humedos.

Si el flujo advectivo esta controlado por gradientes de densidad, tiene lugar
un descenso de la pluma contaminante. Si en cambio, esta controlado por
gradientes de presion, se presentan fendmenos similares a los de la fase NAPL en
relacion con el flujo del agua. Ademas, puede haber adsorcion de compuestos en
la fase sélida. En la franja capilar la saturacion de gas es la residual, por lo que no
puede haber transporte en esta fase. En la Figura 2.9 se muestra un escenario
tipico en el que hay transporte de compuestos volatiles en fase .gas controlado por

gradientes de densidad.
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3 la atmosfera
Adsorcion

AL

Fuente _ ‘
Fase no miscible liquida § Salida hacia

Transporte
de vapores

@Contaminacién de Agua Subterrdnea

Figura 2.9. Transporte de vapores en la zona no saturada.

Tension interfacial

Cuando una fase esta en contacto con otras, hay una energia interfacial libre entre
ellas. Esta es el resultado de la diferencia entre la atraccion molecular hacia el
interior de la fase (fuerzas cohesivas) y aquella que se produce hacia la superficie

de contacto (fuerzas adhesivas). Esta energia es la tensién interfacial, G s, qUE SE

produce entre las fases o y B. Conceptualmente se define como la cantidad de
trabajo que se requiere para separar una unidad de area de 1;1 sustancia p de la
fase a (Bear J., 1972). Esta propiedad se utiliza para determinar la tension de
adhesién entre cada una de las fases y el medio sélido. Mediante la tension de
adhesién se determina cual de las fases ‘humedece’ preferentemente al medio
s6lido. La 'humedicibilidad' de una fase, es una medida de su afinidad por la
superficie sélida. Idealmente puede medirse mediante el angulo de contacto 6 que
se forma entre una gota de fluido y la superficie sélida. Para pares de fluidos, si
0 <90°, se considera que el fluido es la fase ‘humedeciente’ y si 6>90°, entonces
es la fase no ‘humedeciente’. En la Figura 2.10 se muestra las afinidades

caracteristicas para pares de fluidos.
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Agua B NAPL

(a) Agua-Gas

(b) NAPL-Gas

(c) Agua-NAPL

Gas 7 Solido
%

FIGURA 2.10 Afinidades hacia el medio solido caracteristicas para las combinaciones
posibles de pares de fluidos: (a) Agua-Gas, (b) NAPL-Gas, (c) Agua NAPL.
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En un fluido formado por tres fases (Agua, Gas y NAPL), generalmente se
asume que el agua es la fase mas ‘humedeciente’; el gas la menos
‘humedeciente’; mientras que el NAPL tiene ‘humedicibilidad’ intermedia (Aziz y
Settari, 1979; Guarnaccia et al., 1995, Jensen y Falta, 2005). En la Figura 2.11 se
représenta esquematicamente la tension interfacial que se produce en un sistema
de tres fases fluidas. Esta definicion es importante ya que la presion capilar y la
permeabilidad relativa dependen tanto de las propiedades del medio, como de la
saturacion de la fase ‘humedeciente’, en el caso que nos ocupa: del agua (Bear,
1972). Este hecho sera tomado en cuenta para definir las relaciones entre la

saturacion, la presion capilar y la permeabilidad relativa.

Gas Ogn

NAPL

GHW

' Agua '

7] solido . NAPL

Gas

FIGURA 2.11 Tensidn interfacial en un sistema de tres fases.
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2.5 SATURACION Y PRESION CAPILAR

Debido a la combinacién de fuerzas adhesivas y cohesivas, cuando dos o mas
fases|estan en contacto, hay una discontinuidad de presion en la interfase que los
separa. Su magnitud depende de la curvatura de la interfase en ese punto que es

menqr en la fase ‘humedeciente’. Esa diferencia de presion, es la presion capilar

entre las fases oy 8, P,,_,. En un sistema de dos fases se expresa mediante

P, ul=P"-P¥ (2.55)

PY y|P" son respectivamente, la presion de la fase 'humedeciente' y la presion de
la fase no ‘humedeciente’. Como la curvatura es mayor para la fase no
‘humedeciente’, la presion capilar es una cantidad positiva y tiene dependencia
local:|tensién interfacial, geometria y radio del poro, la naturaleza del sélido y los
fluidos. Como en mayor medida, depende de la saturacion de la fase

'humedeciente’, se puede definir mediante
Pon-w = Ponew (Sw)- (2.56a)

Por el teorema de la funcion inversa se tiene que
Sw =S (Pavw) ’ (2.56b)

Como el angulo de contacto 6 es funcion de la direccion del

desplazamiento, la relacion P, (S, )depende de la trayectoria del flujo, como se

muestra en las Figuras 2.3 y 2.12. Es decir, esta relacion no es Unica y es

conveniente estimar P, ,, y S,, de acuerdo con la historia del flujo, ya que las

curvaj que describen P, (S, ) dependen de si inicialmente el medio estaba

saturado con un fluido 'humedeciente' o no 'humedeciente'. En cada caso existen

%
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curvas de imbibicion y drenaje. El régimen de flujo indica las curvas que deben

utilizarse.

Carga
Capilar

T
1
1
i
i
1
1
1
1
]
t
1
1
t
1
t
t
1
t
U

Curvas de
drenaje

Curvas de

imbibicion \
E Curvas de
X exploracion
' Saturacién (%)
0 . 100
0 &
100

Figura 2.12. Curvas que muestran la relacion entre la presién capilar y la saturacion

En la simulacion de procesos de flujo y transporte en fluidos de varias
fases, se utilizan modelos S-P, éstos describen la relacién entre la saturacion y la
presion capilar, y los K-S, que describen la relacion entre la permeabilidad relativa
y la saturacion. En las primeras formulaciones para sistemas de tres fases se
definieron las relaciones S-P y las K-S de forma unica, es decir, sin tomar en

cuenta el fenomeno de histéresis. Se ha tomado en cuenta histéresis en fluidos
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formados por dos fases. En Guarnaccia, et al. (1995), se presenta el desarrollo de
un modelo K-S-P, en el que las relaciones saturacion-presiéon y permeabilidad
relativa-saturacion, dependen de la trayectoria del flujo, y se definen para un
sistema de tres fases. Este consiste en dos modelos - de dos fases
interdependientes y se formuld con base en consideraciones de humedecimiento

del medio. Este modelo se presenta a continuacion.

Para derivar el modelo, considérense sistemas de dos fases descrito por las
siguientes relaciones Saturacion-Presion Capilar, la forma que toma la restriccion
(2.54) en cada caso y las combinaciones posibles de pares de fluidos en sistemas

de tres fases

NAPL-Agua Sy =S, (Pch) (2.57a)
P, =P"-P¥ (2.57b)

Sy =1-8,, » (2.57¢)

Gas-Agua Sy = Sw<PcGw) (2.58a)
Py =P° -P¥ (2.58b)

Se =1-S, (2.58¢)

Gas-NAPL S, =S, (pcGN) (2.59a)
Py =P¢-P" (2.59b)

Sg=1-8y. (2.59c)

Las funciones para un sistema de tres fases pueden obtenerse relacionando dos

modelos de dos fases, como sigue
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Gas-NAPL-Agua Sy =Sy (Pch) (2.60a)
S¢ =Sg (PcGN) (2.60b) -
S, =1-8,, =S, (2.60c)

Para relacionar las ecuaciones (2.57) a (2.59) es necesario hacer
consideraciones sobre la 'humedicibilidad' de cada una de las fases. Como el
humedecimiento del fluido va de mas a menos, siendo el agua la fase mas
'humedeciente’ y el gas la menos 'humedeciente' (Bear, 1972; Guarnaccia et al.,
1995); se define entonces la saturacion total de fase ‘humedeciente' St,, con

respecto a la fase gaseosa como:

S:, =Sy +Sy (2.61)
Mientras que la saturacién total de fase no ‘humedeciente' Sy, con respecto al
agua es

S,. =S, +S,. | (2.62)

Como en un sistema de tres fases la restriccion (2.54) toma la forma

¥

Sy +Sy +S; =1 (2.63)

Haciendo uso de las ecuaciones (2.61) y (2.62), se tiene que

St =1- SG =S, (PcGN ) (2.64)
Ay
SW :1—STn (265)
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Tomando en cuenta que cierto volumen de fase queda inmovilizado en el
medio poroso, la saturacion de fase, puede representarse mediante la suma de

dos componentes
Sy =Sy +S,,,  a=W,N,G. (2.66)

en donde las cantidades libre (subindice f) y residual (subindice r) son variables y
dependen de la trayectoria del flujo. La saturacién residual también puede
definirse en términos de aquellos componentes que identifican la cantidad

retenida, segun la fase que la ha desplazado. Es decir:

SWr = SWrN +SW rG (267)
SNr :SNrW+SN rG (268)
SGr :SGrW+SG rN (269)

los subindices del lado derecho de las ecuaciones (2.67) a (2.69), o 1 B, indican la
fase o retenida debido al flujo de la fase B. Con estas definiciones se puede
identificar el total de fase residual 'humedeciente’ y no 'humedeciente' partiendo de
consideraciones de ‘humedecimiento' de fluidos, mediante las siguientes

relaciones
STwr = SWr +SN r (270)

San ::SNr +SGr | (271)
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Las ecuaciones (2.70) y (2.71) tienen seis incognitas que deben
cuantificarse. Para reducir el niumero de estas, se hace una simplificaciéon de la
anterior definiciéon de entrampamiento de fase basado en las caracteristicas de
‘humedecimiento’ del medio. Como el agua es la fase mas 'humedeciente’, el
mecahismo de retencion se reduce a una sola fase 'humedeciente’, Sy, que es
desplazada por una fase no ‘humedeciente’, Sy,. Entonces se supondra que la
magnitud de Sy serd la misma sin importar que fase la desplaza, sus
componentes no necesitan ser calculados y debe determinarse por alguna funcion

dependiente de la historia del flujo, tal como
SWr = SWr (SW(PCNW>) (272)

El mismo razonamiento se aplica a la fase gaseosa. Puesto que es la
menos 'humedeciente', el mecanismo de retencion se reduce a una sola fase no
'humedeciente’, Sg, que es desplazado por una fase ‘humedeciente', S.
Tampoco es necesario calcular sus componentes, y se utiliza una funcién

dependiente de la historia del flujo; en este caso

Se. =Sq, (STW(PcGN )) ~ o (2.73)

Puesto que la fase NAPL tiene 'humedecimiento’ intermedio, es importante
identificar que fase la desplaza. Como los mecanismos de retencion dependen del

comportamiento entre pares de fluidos y se tiene que

Snew = Snow (Sw(Penw ) B - 2.74)

Snrg =Sn rG(STw(PcGN )) (2.75)
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Un hecho importante que deriva de la inmovilizacion de fluidos es que no
todo el volumen de fase contribuye al flujo, por lo que es necesario cuantificar el

volumen que si lo hace. En este sentido, la saturacion efectiva de la fase q, S__,

indica la cantidad de fluido que efectivamente contribuye al flujo. Esta es
equivalente a la saturacion de la fase o, normalizada por los limites de las

saturaciones maxima y residual, es decir

(sa -S,.) (2.76)
S =
ea (Sas —~Sm_)
0<S,, <1, S, <S,<S,,

Dada una funcion S-P, S es la saturacion residual de la fase a y S, es la

maxima saturacion de fase que puede alcanzarse. Tomando en cuenta cuestiones
de ‘humedecimiento’ en un sistema de tres fases, otra manera de calcular la
saturacién efectiva del agua es

SW - SWr

M 1= St~ Swr 2.77)

donde S, es la saturacion residual de la fase no ‘humedeciente’, en el contexto

de un modelo de tres fases esta dada por:

San = SNrW +SNrG + SGr
La saturacion efectiva de la fase ‘humedeciente’, S, , se calcula mediante

. STW—STWI‘
o 1-S61 =St (2.78)
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donde S, es la saturacion residual de la fase ‘humedeciente’, esta dada por:

Stwr =Swr +Snew SN

Debe notarse que los denominadores de (2.77) y (2.78) son equivalentes,
ambos representan la fraccion total del espacio de poro que esta disponible para
flujo. Planteado de otra forma, puede verse como la suma de todas las
saturaciones residuales. Las ecuaciones son interdependientes dadas las

relaciones de retencion de fase.

FUNCIONES S-P

Una vez que el sistema de tres fases se ha expresado como dos sistemas de dos
fases, las relaciones entre la saturacion y la presion capilar -relaciones S-P- se
formulan como dos modelos de dos fases interdependientes. Las curvas que

definen Sew(Penw) ¥ Setw(Peen) Se obtienen del siguiente conjunto de ecuaciones

eW(f)\PW/) T qw qw ’
Sty —SU (2.79)
n (2.80)
SeW(f)(hNW) = [1 +(athw) J
0< SeW(f) <1
T
S (s ) — Stw =S
eTw(f)\~ Tw ST(f) _ ST (281)

r(f)
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Sew(f)(how){”(afhw” (2.82)
<

0<S 1

eTw(f)

En las ecuaciones (2.79) a (2.82), el subindice f se usa para especificar que se
trata de la trayectoria de flujo f, esta notacion es pertinente si se toma en cuenta

que las trayectorias son diferentes durante la imbibicién y el drenaje; a,, es un
parametro de ajuste de curvas, tiene dos valores, uno para el drenaje del agua
(a;) y otro para la imbibicién (a;), hy, Yy hg, son las cargas capilares y se

calculan mediante

h — PCNW

NW pr
P

h - c¢GN

N eV

n es un parametro de ajuste de curva, independiente de la trayectoria del flujo,

cuando éste se conoce, m se calcula mediante

mzl——l.

n

Como aga, yn | se determinan experimentalmente, las ecuaciones
anteriores pueden usarse para determinar S, (P, ) v ;SCTW(PCQN) si los
parametros dependientes de la trayectoria del flujo S:}’f),sj(vf),sf(f) ySST(f) son
conocidos, es decir, si son datos del problema.
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FUNCIONES K-S

Cuando dos o mas fases coexisten en un medio poroso se produce un cambio en
la permeabilidad relativa. Dada la permeabilidad de un medio poroso para un
'I:Iuidd, esta se reduce cuando otro fluido esta presente (Knox et al., 1993). En la
Figura 2.13 se muestran las curvas tipicas de permeabilidad relativa para un
sistema de dos fases formado por gas y agua. El valor de la permeabilidad relativa

depende del grado de saturacion de la fase mas ‘humedeciente’; es decir

kra = kra (SW)

1 © Gas-Agua
. ~.,... ; : Agua E
'.. ansmanm Gas ‘
0.8
©
=z
=
o 0.6
(14
« _
(54
z
=
o 0.4
E
o
o i
02
0 0.2 04 08 0.8 !

Saturacion efectiva (%)

- Figura 2.13. Curvas permeabilidad relativa-saturacidon para un sistema gas-agua.
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3.1 FLUJO FRACCIONAL

El sistema por resolver, esta formado por seis ecuaciones diferenciales parciales
no lineales y una serie de ecuaciones constitutivas. Para resolver el sistema de
ecuaciones de flujo, es necesario definir las variables ‘primarias’ o independientes.
El valor del resto de las variables se calcula haciendo uso de las ecuaciones
constitutivas. Para definir estas variables es necesario reformular el sistema de
ecuaciones de flujo. Como se menciondé en la introduccién, existen diversas
formas de definir las variables primarias, en este trabajo se presenta una
reformulacién en términos del flujo fraccional, que se combina con un algoritmo de

solucién secuencial para desacoplar el sistema de ecuaciones.

Cuando se emplea el enfoque de flujo fraccional, el primer paso consiste en
definir el flujo de fase como una fraccién del flujo total. Para obtener este Ultimo,

considérese el sistema de ecuaciones (2.146) a (2.151) en una dimensién

W W w w w W
d){—as LS op }+au L4 9p _Q + (CW—CW)
P

ot pV ot ox p% ox
Ky 1-¢)p° oc acY (3.1)
/W (ch CS)— ( ‘1\1/)9 {KQ b
p p ot ot
w
_d)S (14_1@)( XVm/IbI\r;/]Ct\jVSi _(1+£](va/lbl\1;/jc::\/6l '
p" Y, \K,I, +C] Y, K, I, +C)
oSN au® KY/w w\ KV & (3.2)
d) at +—6—X—_Q (Cn _Cn)— (C -C )
d)as 8¢ ap°% +6G+£5pG_QG
ot pG ot 0x pG 0x (3.3)
+Kg (c? —c§)+ 2 ney -c,?)
p p
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id’ﬂlcnil+i<cguc)_g_(¢sol)aa_cs_]:CSQG
X

ot 0x ox (3.4)
+K8, (HCY - )+KS(Cy -C7)
a(¢s™cy W
((I) n )_*__@_(Cl\l’qu)_i (!)SWDW ac:n — CXVQW
ot 0x o0x ox
o _ Lacy (3.5)
+K)(C) -CY)-KGy (HCY —C3)-{(1-9)°K;} o
_¢SV\' E va /Iqu CW8 _ X\/m /IbIn CW8
Yn KhIc + Cl\)N P KhIc +C]\1V n
o(¢s"cy) a 3 acY
L S Y A T CWuW v SWDW ' — CW W
ot ax( ) oxl? 0x v Q
oC, Y, ( XV, /L1 Xv,, /11 (3.6)
~(1-- SKb b _ SW n m/ b “/ CW8 — m/ b n] CW8
{( ¢)p d} ot ¢ {Yb[KhIc‘*‘C:\ ] n i Khlc_*_cg\ b M

Notese que las ecuaciones (3.1), (3.2) y (3.3) se han dividido por p¥, pN vy p®
respectivamente.

Para obtener el flujo total, se suman las ecuaciones de flujo -(3.1) a (3.3)-.
De esta forma, se eliminan los términos que incluyen derivadas de las
saturaciones con respecto al tiempo. Realizando esta operacién, y después de

algunas manipulaciones algebraicas, se obtiene la siguiente ecuacién
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1 AW acW 1 300 w w G G
—{¢SW—‘3—"—+(I—¢)pSK3 o }+—{¢SG 2 }+u B_ L%

Pw ot p¢ ot | pV ox  pY ox

W N G
+5§ +86u 66u _ W+QN+QG

xo (3.7)

1 1 ] W (AW W ( 1 1 J{G W G
2 v Kn Cn *Cn t =W I<n"W HCn —Cn }
R -+ e fau(mey—co)

o 1-¢)p°K? acW

(- refeg ey 0otk

po P p ot

W
N Yo A Kyl +Cy YA K, I +CY

Para expresar de manera compacta la ecuacién (3.7) se hace uso de las

siguientes definiciones

Velocidad total, u:

u' =u" +u" +uf ' (3.8)

Gasto total por pozos distribuidos, Q"

Q'=Q"+Q"+Q% | (3.9)

Transferencia de masa entre fases, E'

26 (& - 9)p° w W 3.10
{%-LNJ Kf(CS—Cﬁ)}—(l 4o [KQ Co ks acb] (3.10)
P P
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Cambio en la densidad del agua, T',":

LD PR op”  wor" G110
ot ox

Cambio en la densidad del gas, I'¢:

ot i e 012

" pG ot Ox

Procesos de biodegradacion, B”

W (3.13)
B' = —¢Sw [1+3){————XV'“/IbI\;Jc;”6i +[1+LJ[—“—XV"*/I*’I\;]C;”&

Haciendo uso de las ecuaciones (3.8) a (3.13), la ecuacidén (3.7) se puede

expresar mediante

ou’
0x

(3.14)

:::QT+ET—F':N '—FnG —}_3)‘T

De acuerdo con la velocidad de Darcy definida en la ecuacién (2.52), en una

dimensién para cada fase toma la forma

| W | (3.15)
W :_xw[ap —YW]
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opM (3.16)
N =_7\‘ [ _ N}
u N T ox Y
, ap® (3.17)
G =) [ _ Gj
u S| 5% Y

En las ecuaciones (3.15) a (3.17), A, €s la movilidad de fase, ésta se determina

mediante

(3.18)

El siguiente paso consiste en obtener una ecuacién en términos de una sola
variable. Basicamente, existen dos alternativas, en la primera, se define una
presion global (ver, por ejemplo, Binning y Celia, 1999), mientras que en la
segunda se expresan las presiones de la fase organica y del gas, PN y P®, en
términos de la presion del agua P, para obtener una ecuacion en términos de una
sola variable (ver, por ejemplo Guarnaccia et al., 1995). Este es el enfoque que se

adopta en este trabajo. Asi, de acuerdo con las ecuaciones (2.57b) y (2.59b), se

tiene que: ;
PN :PW+PCNW (319)
PO =PY + P +Pon (3.20)

Combinando las ecuaciones (3.8) y (3.15) a (3.20), la velocidad total resulta ser
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T aPW aPcNW aPcGN W N G
=A +(Ay + A + A —(A +A + A
R I & sl ol vt CUMRS AR (3.21)
donde
A= kg (3.22)

Combinando las ecuaciones (3.14) y (3.21), se obtiene la siguiente ecuacion

eliptica para la presion del agua, PV.

o(. opV a( W N G P oP ]
— M =—I{A +A Yy —( . + 2 CNW___ % cGN
ax[ T ax] ox (o™ 2™ +261° )= (e +20) ox  9Tox ) (323

+Q" +ET -Y -1¢ —B'

Para continuar con el desarrollo, es necesario expresar las velocidades de
las fases agua y gas como una fraccion de la velocidad total, de esta manera se

obtiene

oP. ‘ 5 ) (3.24)
u” = fw{uT +lN[ aNW +Yw—N] +7Mo['(Pch +PcGN)+YN—G)}
X ox

. oP, 0 (3.25)
uG =:tG{uT —X-N[ é’)fN +YN_G] _}VG[-G_X(P(:NW +PcGN)+YW—G}}
f*, definida por
o te (3.26)

)'MT
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es la funcidn de flujo fraccional de la fase . En las ecuaciones (3.24) y (3.25), se

empleé la siguiente notacion

Vap=v" 7"

Una vez que se obtiene la ecuacion para la presion del agua P, y haciendo
uso de las ecuaciones (3.24) y (3.25), se procede a reformular las ecuaciones para
la saturacion de fase. Debido a la restriccion (2.54), que en un sistema de tres

fases toma la forma
Sy +Sy +Sg5 =1,

s6lo es necesario resolver dos ecuaciones. Una vez que se han seleccionando
como variables primarias la saturacion del agua y la del gas , se sustituyen las
ecuaciones (3.24) y (3.25), en (3.1) y (3.3), respectivamente. Una vez realizada
esta operacion, haciendo uso de las ecuaciones, (2.60) y (2.64) y después de

manipulaciones algebraicas, el sistema resultante es

S Sy 8 S (3.27)
P (50) 22 Dewcs(5:0) 52
d 8S1y
_—a_X(DcW_G(STW) a; J:QW I +EY(Sy)-B'(Sy)
dS1,, 8Sy, O . dSty, - (3.28)
6730 Ry (50) 221 2 Do gf0) 21
d S
——a—;[DCG_W(SW) a:) =If -Q°% -E°(Syy,)
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Es de hacer notar que por razones de consistencia con las relaciones
constitutivas, la ecuacion (3.27) se reformuld tomando en cuenta la nocidén de

fluido total 'humedeciente'. Es decir, se hizo uso de

Sy, =1-Sg (2.64)

y se sustituyd en la ecuacién (3.3). Ademas, en la ecuacion (3.26) se han aplicado

las siguientes definiciones

K, e 3.29
BY . KY (C CW) n/W(HCW Cg) | (3.29)
P

acW Kt ocy
ot

Dey_w(Sw) = —fw(hy +xG)9&I)§ﬂ (3.30)

w
DCW‘G (STW) = —fw }‘G gd%}l . (331)
S Tw
Fy = fW(U-t +ANY won +}°GYN—G) ’ (3.32)

De manera similar, en la ecuacion (3.27), aplican las siguientes relaciones

EC :piG{KS (ES —CS)—KS/W(HCIXV —cf)} (3.33)
dPgy (3.34)

Deg_o(Sty) = ~f4(My +1g) S
Tw
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AP ' (3.35)

DCG—W(SW) =—f5 g ds,
Fs =15 (ur +ANYNn-G TAGY W—G) | (3.36)

3.2 ALGORITMO SECUENCIAL

De acuerdo con las variables primarias ya definidas, el sistema por resolver, esta
formado por las ecuaciones (3.23), (3.27), (3.28) y (3.4) a (3.6). Para formular el
algoritmo secuencial y desacoplar el sistema, es necesario fijar el valor de las
variables distintas de la ecuacién que se esta resolviendo. En el sistema que
sigue, se marcan con un asterisco las variables que se mantienen fijas, durante la
actualizacion de la variable que se indica. El doble asterisco indica un fuerte

acoplamiento entre las ecuaciones.

Presién del agua

LA (3.37)
i[}\,,ﬁr 8P ] - QT* +ET* —F,:N* *]._‘r?* _BT*
19): O0x '
0 W N, .G Ponw 8Py )
+5((Kwy oy N + 2679 ) = (o )T =g =
Saturacion del agua
dSyw Sy, 0 [ asW] (3.38)
—+F}, (S —— De S
ot v (Sw) ox  ox W"W( w) ox

0

' OSty
| _&(DCW—G(STW) .

0x

j QY —T¥ +EV(Sy )~ BT (Sy)
Saturacion del fluido total 'humedeciente’
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081y o 0Sy, O S+, (3.39)
o ! +FG(ST“) 6; _a(DCG—G(STw) 6;]

) 8Sy ) .
_&(DCG—W(SW)—&W—] :ru? _QG _EG(STW)

Transporte de especies organicas en gas

G* ~G
?.((b_SLn)_*_i(CGuG*)_i ¢SG* DG aCS :CGQG*
ot ox\ " ox " ox " (3.40)

+K Gy (HCY -8 )+ R (CF - )

Transporte de especies organicas en agua

W ~W
?QE%_{E_L@%(C%W*) —a—i@sw*DﬁV %} =™

R (T - )RS (HCY ) (3.41)
» X
__¢SW* E( Vm/IbI&/ijW6l—(XVm/IbI\:/]CxV6l
Yn KhIc +Cb KhIC +Cl'l
Transporte de bioestimulante en agua
o(RY"CY) 5 9 acY
S N AT CWuW* _ v SW*DW b :CW W
ot 6x( b ) 6x(¢ * ox > Q
W Yn va /Ibln W Xvn /IbIn W (342)
—0S _—‘WCnSi— —'—“l—vchi
Yb KhIC +Cn KhIC +Cb

Para obtener las ecuaciones (3.38) y (3.39) en términos de la saturacion, se aplico
el teorema de la funcién inversa a las ecuaciones (2.60) y (2.64). Asi mismo, se

aplicé la regla de la cadena en las derivadas espaciales de aquellas variables que
dependen exclusivamente de la saturacion. En la ecuacion (3.41), RY*, se define

mediante
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RY* = ¢8¥ {1+ (1- 9)p°K}] (3.43)
mientras que Rﬁv queda definido por

R :¢SW*{1+(1—¢)pSK};} (3.44)

3.3 CONDICIONES DE FRONTERA

Una vez que se han definido las variables primarias es necesario contar con
condiciones de frontera consistentes. Para la definicibn de éstas, debe
considerarse para cada fase si la frontera esta abierta o cerrada al flujo. De esto
depende tanto el tipo de condiciones que se tienen, como si son lineales o no

lineales. Se consideran tres de los casos mas comunes en hidrologia subterranea.

Caso 1. La frontera esta cerrada al flujo de las tres fases. Esta condicion se
presenta tipicamente cuando hay estratos impermeables que impiden el flujo. Para

las tres variables se obtienen las siguientes condiciones de Neuman

opYk n %pw’kg | (3.45a)
OX '
QW dsv R k (3.45b)
N~ -
2% LPW (0" ~0")] &
asTw,kH dsTw G N k . (3450)
ox z[dPCGN (" )} 8

Caso 2. En la frontera solamente hay flujo de agua. Este caso es tipico a nivel de

superficie y se presenta cuando ha cesado el ingreso de alguna fase no miscible,
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no hay flujo de vapores hacia la atmoésfera, pero si hay infiltracion o extraccién de
agua. Se obtiene una condicion de Dirichlet para la presion del agua y de Neuman

no lineales para las saturaciones.

P¥(x,t) =P (3.46a)

asw,li'n N dsw N aPW N k (346b)
ox ap \" & ox

HQTw kel as™ , o k (3.46¢)
ax._'n’V[dPCGN (p g ) g

Caso 3. En la frontera hay flujo de todas las fases involucradas. Este es el caso,
por ejemplo, cuando hay ingreso o extraccion de fases no miscibles al subsuelo
aunado a la infiltracion o extracciéon de agua. Se obtienen condiciones de Dirichlet

para fodas las variables.

P¥(xt)=P . (3.47a)
S¥(x,t) =S} (3.47b)
S™(x,t)=1-87 (3.47¢)

En las expresiones (3.45) a (3.47), x €0Q, el superindice k se refiere al paso en el

tiempo, y el subindice f indica el valor prescrito de la variable.
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De acuerdo con el sistema de ecuaciones (3.37)~(3.42), sujeto a las condiciones
de frontera (3.45)- (3.47), el algoritmo secuencial queda definido de la siguiente

manera:
1. En su caso, se actualizan los valores de las condiciones de frontera.
2. Se resuelve la ecuacién (3.37) para obtener la presion del agua.

3. Una vez que se conoce la presion del agua, se calcula la velocidad de esta

fase y se resuelve la ecuacion (3.38) para obtener la saturacion del agua.

4. De igual forma que en el punto 3, se resuelve la ecuacion (3.39) para

actualizar el valor de la saturacién del fluido total 'humedeciente'.

5. Como las ecuaciones (3.38) y (3.39) estan fuertemente acopladas, a través de
la saturacién de fase, es necesario iterar hasta que los resultados de ambas

sean compatibles.

6. Una vez que se han resuelto (3.38) y (3.39) se calculan la saturacion del gas y
de la fase organica, haciendo uso de las ecuaciones (2.64) y (2.54) en su

forma discreta. ¢

7. Dadas las saturaciones de fase, es posible ya calcular la presién capilar entre
pares de fluidos y la permeabilidad relativa de cada fase, de acuerdo con las
ecuaciones constitutivas (2.79) a (2.88).

8. El siguiente paso consiste en calcular la velocidad de la fase organica.

9. A continuacion se resuelve la ecuacion (3.40) para calcular la concentracion de

especies organicas en gas
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10.Después se resuelve la ecuacion (3.41) para obtener la concentracién de

especies organicas en agua.

11.La siguiente ecuacion a resolver es la (3.42) para calcular la concentracion de

bioestimulante en agua.
12.Finalmente, una vez que se conoce la concentracion de especies organicas en

gas y agua, se actualizan los valores de las propiedades fisicas del agua y el

gas mediante las ecuaciones (2.101) a (2.104).
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4.1 INTRODUCCION

Las ecuaciones que forman el sistema que gobierna el transporte de masa en el
subsuelo son del tipo adveccion-difusion-reaccion. Como se sefalé en la
introduccion, para esta clase de problemas, aun en su forma mas sencilla (como
por ejemplo, el caso lineal en una dimensidn y con coeficientes constantes),
procedimientos numéricos convencionales como diferencias finitas y elemento
finito no resultan apropiados, ya que cuando el término advectivo es dominante, se
tiende a la formacién de frentes que no son reproducidos adecuadamente por
estos procedimientos. En general, cuando éstos se utilizan, se presenta una
combinacion de oscilaciones espurias en la vecindad del frente o un
suavizamiento del mismo -dispersion numérica- (Johnson, 1990; Allen et al., 1987:
Gray y Pinder, 1976). La explicacion de este fendmeno se ha descrito en detalle
mediante el andlisis de Fourier. Al comparar las solucion analitica con la numérica,
se demuestra que estos procedimientos no propagan adecuadamente los
componentes de Fourier, produciéndose errores de fase (oscilaciones) y de
amplitud (suavizamiento del frente). Por lo que éstos solamente son adecuados
cuando la solucion es suave. En otra clase de problemas como el transporte en
sistemas de varias fases surgen complicaciones adicionales como el tratamiento
de no linealidades y de coeficientes discontinuos. Debido a que el rango de
variacién de parametros de reaccion o biodegradacion es muy amplio (véase por
ejemplo Rathfelder et al., 2000), pueden obtenerse matrices de tipo ‘stiff" Estas
reflejan las diferentes escalas de tiempo caracteristicas de cada uno de los

procesos involucrados. Matrices de este tipo satisfacen las siguientes condiciones
Rei, <0, z=1,..,m

max

I<z<m

Ee XZ’ > min

I<z<m

Rel,|

en donde Re A es la componente real de los eigenvalores de la matriz.
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El comportamiento de las soluciones esta acotado por el nimero de Peclet

(Pe), definido por

pe = Y2X @n
D

Para que una solucion no contenga oscilaciones espurias o dispersién numérica,
se requiere que Pe<10. Como la velocidad y el coeficiente de dispersién son
datos del problema, una manera 'natural’ de resolver esta dificultad es aumentar el
numero de nodos correspondientes a la discretizacion espacial, reduciendo con
ello Ax y el nimero de Peclet. Sin embargo, con esto aumenta el tamano del
sistema de ecuaciones algebraicas. En problemas grandes, esta estrategia puede

ser muy costosa en términos computacionales.

Métodos diversos se han desarrollado para la solucidn numérica del
transporte dominantemente advectivo. Entre éstos cabe mencionar la técnica
'upstream weighting’, en el contexto del método de diferencias finitas. Su
correspondiente en el método de elemento finito es la téchica 'upwind'. En ambos
casos, se reducen las oscilaciones a costa del suavizamiento del frente (Allen et
al., 1987). Un procedimiento mas adecuado que se formulé para el tratamiento del
transporte dominantemente advectivo es el método modificado de las
caracteristicas (MMOC). Sin embargo, tiene el inconveniente de que no conserva
la masa (Celia et al., 1990). '

Basado en la teoria algebraica de Herrera (Herrera, 1987), se desarrollo el
método de adjunto localizado (LAM), cuyos detalles se dan mas adelante. Este
procedimiento ha tenido un papel central en el tratamiento del transporte
dominantemente advectivo. En términos generales, puede decirse que las
aplicaciones de LAM se caracterizan por 'utilizar como funciones de peso, la
solucion de la ecuacion adjunta homogénea. Cuando se utilizan funciones de peso
exactas se obtienen métodos espacialmente 6ptimos (Celia et al.,, 1990). En este

caso el método es exacto y se puede demostrar que los errores estan asociados a

112



Simulacion del desplazamiento vertical de hidrocarburos en el subsuelo
Aproximacion numérica

la aritmética de redondeo. Sin embargo, este procedimiento es limitado ya que no
existen soluciones exactas para problemas en varias dimensiones, o bien, en una
dimensiéh y el tiempo. Otra posibilidad es construir las funciones de peso con
polinomios, cuando asi se procede, se obtiene la solucion aprbximada de la
ecuacion adjunta homogénea en puntos de colocacion gaussianos. Este es el
método de colocacion Trefftz-Herrera (colocacion T-H). A diferencia del método de
colocacion tradicional, los valores de la solucion se obtienen en los nodos de la
discretizacion y puede obtenerse o no el valor de la primera derivada (Herrera,
1987).

En este contexto, para la resoluciéon de problemas que evolucionan en el
tiempo, basicamente se han desarrollado dos procedimientos. En el primero se
construyen funciones de peso espacio-temporales. Es el método Euleriano
Lagrangiano del Adjunto Localizado (ELLAM) que es una generalizacion del
método de las caracteristicas. A diferencia de MMOC, se introduce una
formulacion sistematica de las condiciones de frontera en tal forma que se
garantiza la conservacion de masa (Celia et al., 1990, Herrera et al, 1993). Cabe
sefialar que, cuando en el modelo de transporte se incluyen términos de reaccion,

se obitienen caracteristicas no lineales.

Otro enfoque consiste en construir las funciones de peso mediante la
solucién exacta de la ecuacion adjunta homogénea en el eépacio y tratar las
derivadas en el tiempo con procedimientos convencionales. A diferencia de
ELLAM tiene restricciones en el numero de Courant. Este se ha aplicado a la
solucion de la ecuacion del transporte conservativo en una dimensién y a sistemas
de ecuaciones acopladas en una dimensién y una fase que representan transporte
con biodegradacion, con términos de reaccion no lineales (Celia et al., 1989). Un
enfoque similar es el que se desarrolla en este trabajo. La diferencia principal es
que las funciones de peso espaciales se construyen de manera aproximada. Esto

es, se utiliza el método de colocacion T-H.
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Para evitar matrices mal condicionadas asociadas a los términos de
reaccion, puede resultar efectivo emplear algun método de separacion de
operadores (Tebes y Valocchi, 2000). En términos generales, cualquier
procedimiento de esta clase, consiste en la descomposicién‘ del operador
diferencial original en dos o mas operadores, de tal forma que se obtengan
problemas mas sencillos en cada subintervalo de tiempo. Para la ecuacion de
transporte se han desarrollado diversos esquemas de descomposicion que
pueden agruparse en tres grupos. En el primero se incluyen los métodos de
direccidn alternante (ADI), en éstos se resuelve en cada subintervalo de tiempo, el
problema en una direccién espacial. En consecuencia, preservan la naturaleza
cuasi-hiperbdlica de la ecuacién. En el segundo, se pueden agrupar a aquellos
procedimientos en los que se resuelve el término advectivo en un subintervalo y
en el siguiente la difusién y la reaccidén se tratan aparte. Tienen el inconveniente
de que, como el primer subproblema es estrictamente hiperbdlico, es inconsistente
con el problema original en términos de las condiciones de frontera. El tercer
enfoque consiste en resolver la ecuacion de adveccion-difusion en un subintervalo,
y las reacciones quimicas y/o términos de biodegradacidon en otro. Esta
descomposicidon esta orientada a evitar las matrices mal condicionadas (vease por
ejemplo, Tebes y Valocchi, 2000). En el subproblema de adveccién-difusion se
preserva la naturaleza cuasi-hiperbdlica de la ecuacion. Dentro de este ultimo
grupos se puede ubicar el enfoque que se utiliza en este trabajo. A diferencia de
los enfoques de este tipo, se desacopla el sistema de ecuaciones, en

consecuencia, los términos de reaccion no se resuelven en forma simultanea.
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4.2 EVOLUCION EN EL TIEMPO: ESQUEMA ©® DE SEPARACION DE
OPERADORES

Para la descripcion del método, considérese el siguiente problema de valores

iniciales

u(O) =u’

du
R :0
o +A(ut)

(4.2)
En la ecuacién (4.2), A es un operador diferencial, posiblemente no lineal, con la
siguiente separacion no ftrivial

A=A +A, < (4.3)

donde A y Ay, son operadores mas simples que A De acuerdo con el esquema ©
introducido por Glowinski (2000), dada la descomposicion (4.3), el problema (4.2),

se resuelve de la siguiente manera
u(0) = u’ | | N (4.4)

uk:‘;;tlk_q_ A, (urk+@’(k+@)A‘[)+A2 (uk,kAt):O (4.5)

k+1—®_ k+©
u(l—’f—'(a;m +A, (W7, (k+1-0)At)+ A, (uk+®,(k+®)At):O (4.6)

kel k410
u —u

O At

(4.7)

+ A, (0 (k+1)At)+ A, (W0, (k+1-0) At) =0
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El esquema (4.4)-(4.7), no debe de confundirse con el esquema 6 convencional,

definido de la siguiente manera

Pk
ALY

At ’ +9A(uk+1,(k+ I)At)+(1—9)A(uk,kAt) ~0 (4.8)

0<8<1

y que da lugar a los métodos explicito, implicito y de Crank-Nicholson para valores

de 6=0,6=1y0=1/2, respectivamente.

Se ha demostrado que el esquema (4.4)-(4.7) (vease Glowinski, 2000) es de
segundo orden e incondicionalmente estable, si una vez discretizado el problema

lineal se obtiene una matriz positivo definida y si se utiliza el valor 6ptimo de ©.

Estees 1-1/2

Otra caracteristica del esquema definido por las ecuaciones (4.4)-(4.7) es
que, si se define A, =A,y A,=0, después de algunas manipulaciones

algebraicas, se obtiene el siguiente método de Runge-Kutta (Glowinski, 2000).

(0) = | (410
uk+@=uk—@AtA(uk+@,(k+®)At) (4.11)
u =ut—at{e A (™ (k+1)A)+ (1-©) A(u', (k+0) At (4.12)

el esquema (4.10)-(4.12), es de segundo orden si se utiliza el valor 6ptimo de @, y

es incondicionalmente estable.
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Para el tratamiento de los términos fuente, considérese la siguiente

definicion:
A(ut)=Lu-f, (x,t) (4.13)
Lu=Lu+Lu (4.14)

En las ecuaciones (4.13) y (4.14), L£(+)es un operador diferencial espacial y f,,

una funcion prescrita. En el contexto del esquema (4.4)-(4.7), se utiliza la

siguiente separacion

u(0) = u° (4.15)
ukz;;tu—k+Al (u"®, (k+©)At) +A, (u', KAL) = &5 + B (4.16)
“(k:__z(;‘;:te + A, (U0, (k+1-0)At)+ A, (u°, (k+©) At) = GL5® + B @17
ukﬂé‘;?]»@ +A (0 (k+1) At + A, (ub, (k+1-O@)At) = &f ™ +BEAT° (4.18)

ay B son factores de peso. Se debe cumplir que

-1 (4.19)

=

IS

+

Las selecciones mas simples de a y E son
{&, E} ~ {10} (4.20a)

y
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(. 5] = {o.1} | (4.20b)

H
N

Y solo pueden utilizarse con el valor 6ptimo de © (vease Glowinski, 2000). Por otra
parte, cuando se tiene un 'mal operador', como es el caso de operadores con

coeficientes discontinuos, se sugiere usar el siguiente esquema
u(O): u’ (4.21)

ox . 4.22
u_®_A_t”_+A.(u,(k+®)At)+A2(u,kAt)=o (4.22)

-0 _ (1 _0Yu® +(1-20)u 4.23

®u (1 )u +( )u +A2(u’(k+1—®)At)=A7(u,kAt) ( )
©(1-20)At )

U (4.24)

on +A, (u, (k+1)At)+ A, (u, (k+1-0)At) =0

El costo computacional del esquema (4.21)-(4.24) es que en el segundo
subintervalo se utilizan dos soluciones anteriores.
Para obtener el esquema de separacion, considérese la forma general de la

ecuacion de flujo

du du 8 (4.25)

o a 0
5?+ v (u)a—X——EZ(D (u)a—Z]+K,u+Kz (u)u =Q, (uj)+ Q,

En la ecuacion (4.25), Q, contiene los términos de las variables u; que
permanecen fijas durante la solucion de u, y Q. depende solamente de (x, f). Si

L, y L, se eligen de la siguiente manera
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d o NG N d | (4.26)
Cluz::—a—X(D (u)a—gj+v (u)a—‘;
Lu=Ku+K,(u)u (4.27)

De acuerdo con el esquema (4.4)-(4.7), se obtiene el siguiente problema

u*+® ——@At{ﬁ(Da(u“@)auM@ — (uk+®)?ﬁ]} (4.28)
Ox| ox dx

—uF +®At{Q1 (u;‘)+ le‘ —K,uk -K, (uk)uk}

1 1 L @ AL {Kluk”’@ +K, (uk+l—® )uk+l—®} _ (4.29)

u*® 10 At {;_X[Da (uk+® ) 6;:9 - (uk+e ) 6;:@ ] +Q, (ur;‘e ) + Q;n—e}

o+ -@At{i(m(uk“)au“‘ . (u"”)a—ukiJ} (4.30)
ox ox 0x

]

=0 LAt {Q] (ul_m—@ )+ Q|2<+1—® _Klukﬂ—@ K, (uk+l~@ )uk+[—®}
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4.3 TRATAMIENTO DE TERMINOS NO LINEALES: LINEALIZACION DE PICARD

El esquema definido por las ecuaciones (4.28) a (4.30) es no lineal, por lo que
antes de continuar con el desarrollo, conviene definir el tipo de linealizacion que
habra de utilizarse. El método de Picard se ha empleado para resolver problemas
de flujo y transporte en sistemas de varias fases (vease por ejemplo, Binning y
Celia, 1999, Guarnaccia et al., 1995; Istok, 1989). El método de Newton también
se ha utilizado (ver por ejemplo, Abriola y Pinder, 1985b). Sin embargo, puede ser
muy costoso debido a que es necesaria la matriz jacobiana. En este trabajo se
utiliza linealizacion de Picard; aplicando este método al problema (4.28)-(4.30), se

transforma en

uk+®,m+l —OAt {i[Da (uk+@,m ) auk+6,m+l ]_ Ve (uk+®,m ) auk+®,m+l } (431 )
ox ox 0x

_— +®At{Q1 (u;.‘)+Q‘2< —K,uk K, (uk)uk}

uerme M L g At {K]uk+l—6,m+| T I(2 (uk+l—@,m )uk+l—@,m+l} — (432)

u**® + @ At {%(Da (uk+0) ag:e ]_ Ve (Uk+® ) a;:(a +Q1 (u;wl—@ ) + QI;+1—®}

l,1k+l’m+l —-OAt {—Q——[Da (uk+l,m ) aukﬂ’mi J— v (uk+l,m ‘) auk+l,m+l } . (433)
ox ox ox

—uke o @At{Q[ (u?”“@ )+ Q;n—e _ K]uk+|—® ~K, (uk”_@ ) uk+l—®}

En las ecuaciones (4.31) a (4.33), el superindice m indica el nivel de iteracion. En
el nivel m se utiliza el valor mas reciente de la variable, se resuelve la ecuacion y
se compara con el valor en m+1, el proceso termina cuando se alcanza una

tolerancia preescrita y se actualiza el valor de la variable en k+®,k+1-0,k+1,

segun sea el caso.
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4.4 DISCRETIZACION EN EL ESPACIO: COLOCACION TREFFTZ-HERRERA

Como el problema se resolvera en una dimensidon espacial, se introduce una
particion en Q definida en [O, 6]. Esta consta de E subintervalos (x.1, xj) y de E+1

nodos, con i=0,..., E, tal como se ilustra en la Figura 4.1. De acuerdo con ésta, oQ

es su frontera y Z; son las fronteras interiores.

2,
0 I i-1 i i+1 /\f E+1
oo | | | L Wl I g
x=0 x={

Figura 4.1 llustracion esquematica de la discretizacion de la region Q

METODO DE ADJUNTO LOCALIZADO

Para la descripciéon del método, considérese el problema de valores a la frontera
Lu=f, . ; (4.34)

en donde Q es la region de definicion del problema, f, una funcion prescrita en Q y

[0 un operador diferencial lineal, cuyo adjunto formal es O0*

De acuerdo con la teoria (Herrera 1985a y b, Herrera et al., 1985, Herrera,
1987, Herrera, 1995), existen dos principios variacionales asociados con cualquier

problema de valores a la frontera. El primero se define en términos de los datos

<Pu, W> — <Bu, w> - <Ju, W> = <f, w> - <g, W> - <j, w> vw eD (4.35)
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y el segundo en términos de la informacion buscada
<Q*u,w>—<C*u,w>—<K*u, w>:<f, w>~<g,w>—<j,w> YweD (4.36)

donde D es el espacio de las funciones admisibles; f, g y j son respectivamente,
los valores prescritos del operador diferencial Pu, del operador de frontera Bu y
del operador de salto Ju; K*u, C*u y Q*u son respectivamente, los promedios
pesados, los valores complementarios de frontera, y la solucién buscadas. Asi, el
principio variacional (4.36) es utilizado para analizar la informaciéon que contiene
cualquier solucién aproximada, misma que esta formada por los promedios
pesados en el interior de los elementos de la particion, los valores
complementarios de frontera, y los valores de la soluciéon y sus derivadas en los
nodos de la particion. La equivalencia entre ambos principios (ecuaciones (4.35) y

(4.36)) esta garantizada cuando se cumple gque

P-B-J=Q*-C*-K* (4.37)
que es una férmula Green-Herrera para campos discontinuos (Herrera, 1995).

Los operadores en la ecuacién (4.37) se definen como sigue

P =(Pu, w>=£w£ud§ (4.38)
Q*=(Q*u, w>:£u£*w dx (4.39)
B=<Bu,w>=a£3(u,w)d§ . | (4.40)
C*=(C*u,w)= [C*(u,w)dx (4.41)

Q2

122



Simulacion del desplazamiento vertical de hidrocarburos en el subsuelo
Aproximacion numérica

J={Tu,w)= [T (u,w)dx (4.42)

z

K*=<K*u, W>= j/C*(u,w) dKZE}C*(u’w)i (443)

Mientras que los términos del lado derecho de las ecuaciones (4.35) y (4.36) se

definen por

(f,w)= j'wa dx (4.44)
(g w)= [B(u,w)dx=B(u,w)| : (4.45)
(j.w)= [T (ug, w)dx (4.46)

La definicibn de adjunto formal requiere que el operador diferencial y su
adjunto cumplan con la condicién de que wlu-ul*w sea una divergencia

(Herrera, 1995). Es decir

j{w Llu—uﬁ*w} dx :a_g[Q(u,w)-g dx — J[Q(u, w)]-g dx (4.47)

Q

en la ecuacion (4.47), n es un vector normal, 6Q la frontera de la region y X las

fronteras interiores. Los paréntesis cuadrados -[ ]- indican el salto de la funcién.

Aplicando el teorema de la divergencia a la ecuacion (4.47) se obtiene
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wLu—-ul*w=VD (u,w) (4.48)

Como D(u,w) es una funcion bilineal se puede descomponer de la siguiente

forma

D(u,w)n=B(u,w)-C*(u,w) (4.49)

la forma que toman B(u,w)y C*(u,w) depende de las condiciones de frontera del

problema. Por otra parte, [ D(u,w) |:n puede descomponerse en
~[D(u,w)n=T (u,w)-K*(u,w) (4.50)
Si los coeficientes son continuos, entonces (Herrera, 1995)

[D(u,w) =D ([u].w)+D(a,[w]) (4.51)

en donde (+) indica el promedio de la funcién. De acuerdo con las ecuaciones

(4.50) y (4.51) se tiene que

j(u,w):—Q([u],W)-g (4.52)
y
IC*(u,w):Q(u,[w])-g (4.53)

Como cualquier problema de valores a la frontera con saltos prescritos se

formula mediante
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Lu =t (4.34)

B(u,)=g,0) (4.54)
T (uz:7)=3: () (4.95)
por lo tanto

B(u,w)=B(u,,w) VxedQ (4.56)
y

L7(u,w)=‘7(uz,w) VXelX (4.57)

Entonces u es una funcidon que satisface las condiciones de frontera y los saltos

prescritos, mientras que g, y j, son funciones lineales con la siguiente propiedad
g,(w)=B(u,,w); (4.58a)

Js(w) = j(uDW) (4.58b)
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ECUACION DE SEGUNDO ORDEN
Para continuar con el desarrollo del procedimiento, considérese la ecuacion (4.31).

En este contexto, Lu se define como

k+O,m+l k+0,m+l (459
ﬁu:_i Da (uk+®=lll)au +V0L(uk+@,m)au )
ox 0x ox
y f, resulta ser
uk _uk+@,m+1 ! ’ ' (460)
fo =g T Q) Qi Kt oK (ufut

La ecuacion (4.59) es un operador eliptico de segundo orden, cuyo adjunto formal

es

k+0,m +0,m . 6
L¥w = _i{Da (uk+8,m ) ow'e J_Va (ulu»@,m ) ow' e (4 1)
ox Jx dX

De acuerdo con las ecuaciones (4.47) y (4.48), en este caso

k+O,m k+0O,m+1
k+0,m+l a w i Wk+®’m 6 u (462)
0X ox i

D (u,w)=D" (u“@’“‘)[u

+Va (uk+9,m ) uk+@,m+lwk+@,m

Si las condiciones de frontera son de Dirichlet, entonces

(4.63)

awk+9,m

B(u, W) = {D“ (u“@’"‘ ) 5
: X

+ ch (uk+@,m ) Wk+@,|h J uk+®,m+1

haciendo uso de (4.49) se obtiene
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HukrOm ’ (464)

C*(u, W)'—‘ D® (uk+®,m )Wk+®,m "

en cambio, si las condiciones de frontera son de Neuman se tiene que

auk+®,m+l (465)

B (u, W) =_D* (uk+®,m )Wk+®’m -

(4.66)

) ow e K k+0 k+0,m+l
C*(U,W)Z— Da(uk+ ,m) . +V(Ll +®,m)w +Om | kr@,ms
X

Siguiendo las definiciones (4.52) y (4.53) J (u,w) y K*(u,w), toman la forma

k+@,m+1 k+O,m 467
(u W) Dcx k+@,m [Wk+@ m {a } l:uk+®,m+l ] Q%} ( )
X

e (uk+®,m )l: k+0,m+1 Wk+® m

k+®,m - k+Q m+l ] (468)

K * (u_, W) -D* (uk+®,m )(uvme,mn {6 Wax }_ I:Wme)m ] 5uax

+y* (uk+®,m ) l-lk+®,m+1 l:wk+®,m :l

Si se utilizan funciones de peso de tal forma que

Qw =10, Cw=0 (4.69)
entonces
L¥w=0 (4.70a)
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C*(w,)=0 (4.70b)

Si ademas los saltos prescritos son

l:uk+é,1n+l ] -0 y [Wk+@,m ] -0 (4.71)
entonces

' o 4.72
JC* (ﬁ’ W) - [Da (uk+®,m )[a vvakx@ :U (f+Omel ( )

y la ecuacioén (4.36) se reduce a
—<K*ﬁ, w> = <f—g—j, w> (4.73)

por el principio de completéz Trefftz-Herrera (Herrera, 1987, Herrera et al., 1985),

se tiene que
<K* u, w> = <K *y, w> . ' (4.74)

Haciendo uso de (4.74) y, de acuerdo con las ecuaciones (4.43) y (4.72) se

obtiene el siguiente resultado:

i=l

; Ko (4.75)
<K * u, W> — E (Da (uk+®,m ) ‘:avva :| ] u:<+®,m+]
X )

Sustituyendo (4.60) y (4.75) en (4.36) el problema por resolver es
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=1 X i _

J‘Hu ykrom+ j+ Ql (UI;)+Q; —K‘uk —K2 (uk )ukak"@"“dx
Q

4.5 CONSTRUCCION DE LAS FUNCIONES DE PESO

Si las funciones de peso se definen de tal forma que satisfagan (ver Figura 4.2)

k+®m(x) O Xe[ i-12 1+l]

(4.77)
entonces, (4.76) se transforma en el siguiente sistema de ecuaciones
a,u, +a,u, =b,
ai,l lu +a u +a1 i+l |+l = bi (478)
Ap gl Tap g Up = b,
que €s un sistema tridiagonal, en donde
1+1 k+O,m 479
I(bw“@'“d -0,0%(u “@"‘){——aw } i=2,3,...E-2 @79
ox |
il ?<+®,m 480
a,. = J‘q).-W:H@’de @Da< k+®m){vawl—} i:1,2,...E—1 ( )
I ox | :
i+ k+O,m 481
1|+I_ J¢Wk+®mdx ®Da< k+®m) 'aw— i=1,2,...E"2 ( )
-1 aX i+l
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b, = Zu (- @K)jq)] WO 4+ @, j¢,(Q, )+Q5 -K, (u )u';)w:‘+®"“dx

R
o +©,m <+@,m a @
_GI)( 0. )w?@ ng 5
b, = iu (1-0.K )Hj]¢ wiOmdx 89
i=t-1
] ( F)+ QL =K, (0 )uk Jwhomdx i=2,3,...E-2
-1
_ 4.84
b, = 3 ih (1 0K )J¢E IWIE+? "dx ( :
i=E-2

+®{$E”UL( )+ Q5 K, (u )uw £ dx~©,D% (u k+®m)w“@""gE 5,

E-1
GxE4

2
0
awk+®,m ]
k+@©,m E-1 k+©,m k+O,m
+®,[D(uE_] _)———(3X +v{u e wEre (ugs,
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08¢

0.4+ wilo

Funcién de peso
\

i-1

Figura 4.2. Funciones de peso utilizadas.

En las ecuaciones (4.83) y (4.84), 61 vale uno si las condiciones son de Dirichlet y

cero si son de Neuman. De igual forma, 8, vale uno si las condiciones son de

Neuman y cero si son de Dirichlet.

Para resolver el sistema, es necesario definir de forma mas especifica, las

funciones de peso y de base para poder evaluar las derivadas, integrales y saltos

de las ecuaciones (4.79) a (4.84). Para construir las funciones de peso, se utilizan

polinomios de grado G y se definen de la siguiente manera

Wl ();

W2ik+®’m (x);

W:<+9,nr. (Xi) — {

W!(+@,m (Xi) — 1

1

k+@,m k+0,
WM (X)) = w (X)) =0

X <X<X; (4.85)

X; <X<X;,

(4.86a)

(4.86b)
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o s (x-x_Y (4.87a)
Wl? © (X)=ZPU[X XH]
j=1 T |

o 6, (x. —x j (4.87b)

WZT © (x):sz{X‘“ X} .
j=1 il T N

Cuando se utiliza colocacion, se requieren n puntos de colocacion, n se define por
n=G-1 (4.88)
Si la colocacién es ortogonal -como en este trabajo-, los puntos de

colocacién son las raices del polinomio de Legendre de grado n. En este trabajo

se seleccionaron polinomios de tercer grado, entonces (4.87a y b) toman la forma:

3 j (4.89a)
1!<+@,m — i. X—- X,'_l
Wi, (X) jzl:p“{xi —x,,
3 j (4.89b)
2!(+®,m — i Xin —X
w 1 (X) ;pZJ[XiH_Xi
Y los puntos de colocacién son é
=X, 4.90a
fia = L (1 i——l—] (4.902)
2 V3
- X 4.90b
£gp = T [li-l—J (4.900)
+ 5 \/5

Para evaluar las integrales cuyo integrando involucra a alguna funcion, se definen

funciones de base, de tal forma que
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u~uf;
donde
X Xi
—_— X £x <X
0; =1
X..;—X
i+1
LXH-I — X

Si el integrando es no lineal, como es el caso de K, (u) entonces la integral se

evaliga numéricamente. Por consistencia con el nimero de puntos de colocacion
empleados en la discretizacidén espacial, se emplea cuadratura gaussiana con dos
puntos. De acuerdo con las ecuaciones (4.59) y (4.87), la forma aproximada de la

ecuacién adjunta homogénea es

o & (e (i) /07 ) (B /m) (4.92)
E*W?‘.i ’ ::——Zplj o . "

=1 +v*© (ui+ "“)(]/h)(@,i/h)‘

D (o) ((i-1)/0% ) (6, /h) (4.93)
E* 2:<+6,m:_zpi2j . (U.[ )(J(] )/ )(EJ—[_/)

= v (uOm ) (i/h)(E /h)

haciendo uso de las ecuaciones (4.70a) y (4.86a) los coeficientes de los

polinomios -p, ;- se determinan al resolver los siguientes sistemas de ecuaciones

Dii + Pl +Pis =1 N .
Co1P11 +CxPly HCpP13 =0 (4.94)

i i i
C31P11 +C3pP)p +C33P13 =0
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pi21 +pizz +pi23 =1
d21pi21 +dy,ph, + dyphs =0 (4.95)
dy py; + d32pi22 +dy3py; =0 4

Los sistemas de ecuaciones (4.94) y (4.95), se representan en forma matricial

mediante

é(uk+®,m )p]k+®,m — bo (4.96)

D(uk+®,|n )Ezk+®,m — bo (497)
donde

1 1 1 (4.98a)
C: Cry Cap S5 s

Cip G2 G

Lo (4.98b)
D= dZ,I dz,z dz 3]s

d3,1 32 d3,3
P = [pkl Pxa Py ]T » k=12 (4.99)
by :[1 0 O]T‘ (4.99)

Los coeficientes ¢, ; y d;; de los sistemas de ecuaciones (4.94) y (4.95), se definen

de la siguiente manera:

ol =di =1 (4.100)
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¢y =c5 ==v*(u**") /h

o v (a5 ) D (u )
(o ) 20 (e,
cgz.: ~2/b? (v (uom g, + D (uro ))

(3 (v (a0 )2 2% (uom e,

£
I
o

S
I

v (w0 /n

By =2 (v (b0 e, — D (uto))

iy =(3/0) (v (uiom ) &1 ~2D% (ulvom e, |
d, =2/h? ( “(u lH@n)%' ne (uzﬁe,m))

di, =(3/0”)(v* (ul*m)g3, —2D" (ufom g, |

Por otra parte, los coeficientes a; de definen mediante

(4.101)

(4.102)

(4.103)

(4.104)

(4.105)

(4.106)

(4.107)

(4.108)

(4.109)

(4.110)

(4.111)
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i+l . o ?u—G),m ; - ' (41 12)
ai,i _ J‘d)iW:uG),deX +£9£_h;117)21~](plu +p'2j) i= 1, 2,.. E-1
i1 p
il ®,D* (uf**") (4.113)

8, = [wiomdx - P, i=1,2,.E-2

i+l - 2 i hg
en las ecuaciones (4.96) a (4.109),

h=x; X =X —X;, ¥

@, = OAt
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4.6 SOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES ALGEBRAICAS

Aplicando el esquema de separacion de operadores a los resultados anteriores, se
tiene que para la ecuacion (4.25), en cada intervalo de tiempo se resuelven los

siguientes subproblemas

C(uom ) pom =, (4.96)
B () p,70m <, (4.97)
A, (0O )urom ((k+ @) At) = b, (k At) (4.114)
A, (O e e (k11— @) At) = b, ((k + ©) At) (4.119)
Ay (ut ™ Yutt (k4 1) At) = by ((k +1-©) At) (4.116)

Los coeficientes de la matriz A; estan determinados por las ecuaciones (4.111) a

(4.113) y los del vector b,, por las ecuaciones (4.82) a (4.84). En los coeficientes

de la matriz A, y b,, s6lo cambian los superindices que indican el nivel de avance

en el fiempo. Es decir,

k+®->k+1, y
k—>k+1-0©

Los coeficientes de la matriz A, y del vector b,, se definen por

a - xifl J)i {1 N @2 (I<1 + Kg (uk+1_@,m ))} W:ul—@,mdx (41 17)

x=i-1

i=1,2..E~1 j=i-Lii+l
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(4.118)

J

@ DOL uk+@ 3
O Tt
=1

2 a k+@
uy’ {f(b He dX+®D}(l)pl.}
0

@2;( (Q (u})+Q5 ) wi*odx

j(p:j +p;;)}

o
k+®
+0, (Da (u:<+®,m )%_+ V(u:\-+e,m) k+0 Ju 5,—© D( k+0 ) whto _g% 0

i+ 0D (u-°) (4.119)
bzul‘ﬁG{J‘d)iw!”@’der——“——h(—l—)p;,} 1=23,...E-2 .
I

B @Dt (uke - | (4.120)
{I% X+ }(lu )pE'}

E
0, J'd“)E_l(Ql( )+Q )Wk+@dX
E-2
k+0,

De acuerdo con el esquema (4.112)-(4.114), en el primer y el tercer subintervalos,
el operador advecion-difusion se resuelve de forma implicita, mientras que en el

segundo se resuelve de manera explicita. Si
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WO .y

u() m-+1 N XnH—l

En cada subintervalo de tiempo, los sistemas de ecuaciones a resolver son de la

forma
E(gm)plm = b, (4.121a)
ﬁ(xm)pz”‘ = b, (4.121b)
A(x™ ™ = b (4.121c)

A es la matriz de coeficientes y el sistema es lineal en m+1. Siguiendo el método
de Picard, para resolver el sistema se construyen una secuencia de soluciones

basadas cada una en la solucidén anterior. El procedimiento inicia especificando

una solucion inicial [xo]. Desde que m=0,1,2,...,hasta que se alcanza una

tolerancia prescrita:

1. Se construyen

(4.122)

2. Se resuelven los sistemas de ecuaciones lineales
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E(Xm)le =by
ﬁ(xm)sz = by
A(xm)xml =b

(4.123)
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3. Se construye el vector residual

R™ = b—A(xm)xm“ (4.124)
(¢]
Rm+l — Xm+1 _ Xm

. 4. Se hace la prueba de convergencia

e (4.125)

‘max[ ™ ]

El proceso iterativo termina si la desigualdad (4.125) se satisface, en caso

contrario

m+1—->m (4.126)

y se reinicia el ciclo que comienza en el punto 1, (ecuaciones (4.122)).

Como en el segundo subintervalo de tiempo, los coeficientes v* y D“dependen de
la solucién en k+®, en el esquema iterativo no se considera la solucion de las

matrices C y D.
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Para analizar las propiedades de la aproximacién numérica expuesta en el
capitulo anterior y evaluar si ésta es apropiada para resolver un sistema de
transporte en sistemas de varias fases, se resolvieron problemas mas sencillos, ya
que esto permite comparar los resultados obtenidos con la solucion exacta o
analitica, seglin sea el caso, y con procedimientos convencionales como elemento
finito y diferencias finitas.

5.1 TRANSPORTE EN EL ESTADO ESTACIONARIO

Se resolvido la ecuacion de transporte para una especie en una fase, con
coeficientes constantes y se tomaron en cuenta tanto el caso con reaccion quimica
como en el que no hay reaccion quimica. Como no hay evolucidon en el tiempo, no

se aplica el esquema de descomposicién de operadores. Se resolvio la ecuacion

TR 5
dx* dx

sujeta a las cohdiciones

u(0,t)=u, =10 _ (56.2)

u(4,t)=u,=0

y con los siguientes parametros

Sin reaccion Sin reaccion Caso reactivo Caso reactivo
Pe =10 Pe=35 Pe=10 Pe=35

DY =0.2 DY =0.2 DY =02 DY =02

vV =1 vV =1 vV=1 v =1

KY =0 KY = K" =0.01 K" =0.01
£=100 £=100 £=100 £=100

E=50 E=100 E=50 E=100
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La solucion exacta de la ecuacién (5.1), sujeta a las condiciones definidas por
(5.2) es

u(x)= 1112?6 {e&‘ —eﬁ"“‘}, & = %( W/DW ¥ \/(VW/DW )2 +4K‘;%)W ] (5.3)
~ 1 2 L~
BZ—[ W/DW \/(VW/DW) +4KWDW}, y=0a-p
Siguiendo el método de colocacion T-H, las matrices Cy D en este caso son
[ 1 1 1 ]
G (v" ~KYg, ) (2DY +2vYe, -KYe ) (6DYE_+3vVEL -KYg) ) (5.4)
h h? h’
(v -KY, ) (2D"+2v"g, -K"gl) (6D"g, +3v"e -K"g], )
| kb b’ b’ |
B 1 ’ 1 . 1 -
_ | (~vV-KYg, ) (2D -2v"e, -KYE) (6D, -3vel -KYE ) (5.5
D= o . e
(—VW - KW§2+) (2DW - 2VW§2+ _KWE.:§+) (6DW§2+ ——3VW§§+ _KW§32’+)
h : h? L’

Los coeficientes a;, de la matriz tridiagonal se determinan por

DY . | (5.6a)
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DY & : (5.6b)
a,; :_——Zj(p“ +p12) 1=12,...E-1

h 5

W 5.6¢
a, . :—D—pﬂ 1=12,...E-2 ( )
> h <

y las entradas del vector b son

D (5.7a)
b, = ‘EPH Yo
b, =0 1=23..E-1 (5.7b)

En este caso, la solucién exacta se compara con los resultados obtenidos
con los métodos de colocacion T-H, diferencias finitas y elemento finito. Como en
este Ultimo se usé el método de Galerkin con funciones lineales, cuando no
ocurren reacciones quimicas, se obtiene la misma aproximacion que con el
método de diferencias finitas. En la Figura 5.1 se muestra la comparacion de la
solucién exacta con la aproximacién obtenida con el método de diferencias finitas
en el caso en que no existen reacciones quimicas, para numeros de Peclet 10 y 5.
Debido a que en la frontera derecha se tiene una condicibn homogénea de
Dirichlet, se forma un frente y puede observarse que con este procedimiento se
producen oscilaciones espurias, aun con numeros de Peclet conservadores. Por
otra parte, en la Figura 5.2, se presentan los resultados obtenidos para este
mismo problema con el método de colocacién T-H. En este caso, se produce un
suavizamiento del frente. Sin embargo, la norma infinita es menor para este
procedimiento y muestra un mejor comportamiento cuando hay una reducciéon en

el nimero de Peclet.
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En Ias.Figuras 5.3, 5.4 y 5.5 se muestran los resultados obtenidos para la
ecuacion del transporte reactivo en el estado estacionario obtenidos con los
métodos de diferencias finitas, elemento finito y colocacién T-H, respectivamente.
En todos estos ejemplos se puede ver una reduccién en los valores que toma la
norma infinita. Con los métodos de diferencias finitas y elemento finito se obtienen
resultados muy similares y pese a la reducciéon en la norma, se mantienen las
oscilaciones en la vecindad del frente. De manera consistente, la aproximacion

mejora cuando se utiliza el método de colocacion T-H.
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18

16 -

14

Norma infinita = 6.6671

Ty
N

Concentracién

T

18

16

14

Concentracién

---------- Diferencias finitas
Solucion exacta

i SR ——

25

PERTIRT ITEIS

a)

50
Distancia

75

100

T

Norma infinita = 4.3531

BRAEKAB NN RS,

S

---------- Diferencias finitas
Solucién exacta

i

IO E—

25

50
Distancia

ik FYET

a4

b)

75

100

Figura 5.1 Resultados obtenidos usando el método de diferencias finitas para la ecuacién
del transporte sin reaccion quimica en el estado estacionario, a) Pe = 10; y b) Pe = 5.
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12 : : : —
]
Norma infinita = 3.0228 J
10
.8 J
<
0
)
il
€ 6 J
L3
o
=
Q
o
4+ i
2+ J
--------- Colocacion T-H
Solucién exacta a)
0 - 25 50 75 100
Distancia
12 : ; ; :
Norma infinita = 0.9774
10 4
8 |
=
0
©
s
t 6} 4
o
o
=
Q
©
4+ 4
il _
Colocacion T-H b)
~~~~~~~~~~ Solucion exacta
0 25 50 75 100

Distancia

Figura 5.2 Resultados obtenidos usando el método de colocacion T-H para la ecuacion
del transporte sin reaccion quimica en el estado estacionario, a) Pe = 10; y b) Pe = 5.
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10 : T ; .
Norma infinita = 2.4094
8- _
5 of i -
S K
o &
'=‘ P
-3
(5]
S 4t .
(&)
2! i
---------- Diferencias finitas
Solucion exacta a)
L L ;)
0 25 50 75 100
Distancia
10 - : : :
Norma infinita = 1.5888
gl i
o 6f 1
(5]
s
=
-3
o
s 4l 1
2]
s
2t .
---------- Diferencias finitas b)
Solucion exacta
1 1 |
0 25 50 75 100

Distancia

Figura 5.3 Resultados obtenidos usando el método de diferencias finitas para la ecuacion
del transporte reactivo en el estado estacionario, a) Pe = 10; y b) Pe = 5.
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I T T

Norma infinita = 2.4427

a)

50 75 100
Distancia

Ejemplos numéricos
10 A
8 L
S 6
©
J
=
-]
2
4
S r
2 L
.......... Elemento finito
Solucién exacta
|
0 25
10 T
8 L
5 o
‘©
S
=
3
(<]
s 4l
(&)
il
......... Elemento finito
Solucion exacta
1

T — T

Norma infinita = 1.6011

b)

Figura 5.4 Resultados obtenidos usando el método de

25

50 75 100
Distancia

elemento finito para la ecuacién

del transporte reactivo en el estado estacionario, a) Pe = 10; y b) Pe = 5.
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12 . — r T

Norma infinita = 1.1086

Concentracién

.......... Colocacion T-H

Solucion exacta a)

1
0 25 50 75 100
Distancia

12 T T — T

Norma infinita = 0.3601

10

Concentracién
(o]

---------- Colocacion T-H
Solucién exacta

b)

0 25 50 75 100
Distancia

Figura 5.5 Resultados obtenidos con el método de colocaciéon T-H para fa ecuacion del
transporte reactivo en el estado estacionario, a) Pe = 10; y b) Pe = 5.
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5.2 TRATAMIENTO DE TERMINOS FUENTE

Para saber si la presencia de términos fuente, es consistente con el grado de
precision, se resolvio la ecuacion

2 58
Dj—‘;cf (5-8)
X

sujeta a las condiciones
u(0,t)=u, =10 (5.9)
u(f, t) =0

Y con los siguientes parametros

D=0.5 f =-0.0025, =100

La solucién exacta de (5.8), sujeta a las condiciones (5.9) es

_ £, (5.10)
u(x)_—uo(l—x/f)+5(x —xf), |
su derivada es '
9_2=£(x_£j_yg (5.11)
dx D 2) ¢ '

En este caso las funciones de peso son lineales, por lo que
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Pu=pn=L ¥y (5.12)

P12 =Pn =P13 =Py =0

Se decidio resolver esta ecuacion porque es la forma mas sencilla que
puede adoptar la ecuacion para la presiéon del agua (ecuacién (3.37)) en el

problema completo. A diferencia de lo que hasta aqui se ha presentado, se
seleccionaron funciones de peso de tal forma que [W]#':O. De esta forma se
obtiene el valor de la funcién y su derivada en los nodos de la discretizacién, (ver
Herrera, 1987). Esta clase de aproximacién se requiere, ya que de acuerdo con

las ecuaciones (3.15) a (3.20), es necesaria la derivada de la presién para calcular
la velocidad de fase.
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a)
2r 1
Solucién
O Colocacion T-H
0 i i ] i i 4 t L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Distancia
0.1
0.1
0.05 y
-0.05
<
s 01
-4
0.15
-0.2 {
-0.25
( {
-0.3 Solucién
( O Colocacién T-H b)
-0.35 1L L i 1 1 L i >
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Distancia
Figura 5.6 Resultados obtenidos para la ecuacion 5.8. a) Valor de la funcidn, b) valor de

la derivada.

De acuerdo con los resultados mostrados en las graficas de la Figura 5.6, es claro
que via los términos fuente, no se introduce algun error adicional en la solucién.
Sin embargo, la aproximacién de la derivada es menos precisa cuando Ax > 1.
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5.3 TRATAMIENTO DE COEFICIENTES DISCONTINUOS.

Al igual que en el problema anterior, y como los coeficientes de las ecuaciones
que gobiernan el flujo y transporte en sistemas de varias fases son variables, se
desea saber si varia o no la precision del método de discretizacion espacial al
incluir esta clase de coeficientes. La estrategia que se adopté fue la de considerar

coeficientes localmente continuos. Se resolvié la siguiente ecuacion diferencial:

2 5.13
x> d—;+ xig+4u=1 en[l, E] ( )
dx dx
sujeta a las condiciones
u(L,t)=0 (5.14)

u(4,t)=0

y cuya solucién exacta es

u(x) = %{(l - cos(2Inx))+ (ﬁ’.siz_"’_!tl] sen(2In X)} (5.15)

sen(2In¢)

Las matrices Cy D, en este caso toman la forma ;

[ 1 1 ]
5 (48, -x;) (4§f- —2x§ +2X12) (453— -3x;EL +6Xi2§1-) (5.16a)
| n h? h?
(‘48_,” - Xi) (4§%+ —2Xi§1+ +2xi2) (4§?+ - xi§%+ + 6xi2§1+)
I h h2 L B h3 ]
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wl
I

(45, —x) (483 -2x8, +2x) (483 -3x) +oxle, )

h h? h’?
(4§2+ - Xi) (4§§+ - 2X'|E¢»2+ + 2xi2) (4EA;+ _xi§%+ +6xi2§2+)
I h h2 h3 J

(5.16b)

Y los coeficientes de la matriz A en el sistema de ecuaciones algebraicas se

definen median_te

ii-1 h p”
23 .
2 = —T;J(plj +p2j)
_ Xi2 i
Qi = Tpn

mientras que el lado derecho del sistema es

i+l

b= [w;dx i=12,...E-1 '

i-1

(5.17a)

(5.17b)

(5.17¢)

(5.18)
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3 T T 1 T T T T 3 T ']
Solucion

O Colocacion T-H
2 -

_3 H H i 1 1 L A J 1
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Distancia

Figura 5.7 Resultados obtenidos para la aproximacion de la ecuacién (5.15)

Siguiendo los resultados que se muestran en la Figura 5.7, puede
observarse que el método es apropiado para el tratamiento de coeficientes
discontinuos. Segun los experimentos mostrados, la norma infinita no se reduce

significativamente cuando Ax>1. A esto se suma el hecho de que la generacion

de la matriz de coeficientes no es complicada.

5.4 TRANSPORTE DE UNA ESPECIE EN UNA FASE

Con los resultados anteriores se pasa a la solucion de problemas que evolucionan
en el tiempo. En el caso del transporte sin reaccidn quimica, la solucion analitica
se compara con el método de colocacién T-H, asi como con los procedimientos de
diferencias finitas y elemento finito. Se presentan resultados para dos valores del

ndmero de Peclet. La ecuacién a resolver es
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2 5.19
@=D—a——va—u—Ku ( )
ot ax ox

sujeta a las condiciones

u(x,0) 0<x</ (5.20)
u(0,t)=10

u(4,t)=0

y con los siguientes parametros:

D =02 K =001 v={l, 2} (5.21)
£=100 Ax=2 t={68, 20}

Cuando no hay reaccion quimica, la solucion analitica de (5.19), sujeta a las
condiciones (5.20) es

(5.22)

u(x,t) =22 {f( A r)+en erfc(xw/ J_)}

En este ejemplo, no se aplica el método de separacidén de operadores,
puesto que soélo hay una especie y una constante de reaccion. Para la aplicacion
del método de colocacion T-H, el sistema de ecuaciones para determinar los
coeficientes de los polinomios queda definido por los sistemas (5.3), con K=0y los

coeficientes a; de la matriz tridiagonal se definen por

x=it] ALD a (5.23a)
1= I¢iwidx— h Pii
x=i-1
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x=i+1 3

1 AtD &, .
a;; = J'¢iwidx+ ZJ(PU +p2j)

x=i-1 Fl

x=i+l1
< AtD
il = J-(biwidx——_h Pai
x=i—1

2 2
: N A AtD
b, = ui‘ I¢1W1dx+“lz( I¢1W1dx+—h P11 Yy
0 0

b = . i+l & ki+l" . i+l
i = Ui _[¢iWi +u; I¢iWidX+ui+1_I¢iWidX1

i-1 i-1 i-1

(5.23Db)

(5.23¢c)

(5.24a)

(5.24b)
1=23..E-1
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[ ——— 4
9+ .

8r Norma infinita = 2.8389-

Concentracién

1L R Diferencias finitas | | -
Solucion analitica a)

0 25 50 75 100
Distancia

10

8r A : Norma infinita = 3.3106+

Concentracion

1k U R Diferencias finitas | b)
\ Solucién analitica
e, N (l
0 25 50 75 100
Distancia

Figura 5.8 Resultados obtenidos para la ecuacion del transporte sin reaccién quimica
utilizando el método de diferencias finitas centradas en el espacio. a) Pe =10; b) Pe =20.
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T T T T
Norma infinita = 2.3558+
£ 1
g 5| ; .
T
& 4l J
3l i
2l 4
Al ~~~~~~~~~~ Diferencias finitas | |
Solucién analitica a)
0 25 50 75 100
Distancia
-
Norma infinita = 2.7375-
i ]
°
5 o :
=
g 55 .
o
o
O 4} {
3+ E :
2t .
1L "‘-,‘ ---------- Diferencias finitas k b
k Solucion analitica | )
| AT i ]
0 25 50 75 100
Distancia

Figura 5.9 Resultados obtenidos para la ecuacién del transporte reactivo utilizando el
método de diferencias finitas centradas en el espacio. a) Pe =10; b) Pe =20.
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Concentracién

Concentracion

10

10

T N 1 T
d
L Norma infinita = 2.72 -
Solucion analitica A
--------- Elemento Finito
J. i ]
25 50 75 100
Distancia
: Norma infinita = 3.7898 * .
I : i
r ]
L' Solucién analitica ) . J
---------- Elemento Finito
3 ! i LTI Tr]
0 25 50 75 100
Distancia

a)

b)

Figura 5.10 Resultados obtenidos para la ecuacion del transporte sin reaccién quimica

utilizando el método de elemento finito. a) Pe =10; b) Pe =20.

162



Simulacién del desplazamiento vertical de hidrocarburos en el subsuelo
Ejemplos numéricos

B

Norma infinita = 1.4786-

Caoncaentracién
o

4 || — Solucién analitica
--------- Elemento Finito

.

I 1 - J
0 25 50 75 100
Distancia

Normma infinita = 2.4165-

Concentracién

1L Solucion analitica
---------- Elemento Finito

1 1 ]
0 25 50 75 100
Distancia

Figura 5.11 Resultados obtenidos para la ecuacion del transporte reactivo utilizando el
método de elemento finito. a) Pe =10; b) Pe =20.
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10

Norma infinita = 2.9861J

Concentracién

Solucidn analitica
---------- Colocacion T-H

1 1 L L3 J
0 25 50 75 100
Distancia

10

8L Nomma infinita = 4.0181

Concentracién

1L Solucién analitica
---------- Colocacion T-H

0 25 50 75 100
Distancia

b)

Figura 5.12 Resultados obtenidos para la ecuacién del transporte sin reaccion quimica
utilizando el método de colocacion Trefftz-Herrera. a) Pe =10; b) Pe =20.
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Concentracidon

colocacion T-H
Solucion analitica

i

.....

Norma infinita = 1.4527-

25

1
50 75
Distancia

Concentracién

colocacion T-H
Solucion analitica

Norma infinita = 2.4952~
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Figura 5.13 Resultados obtenidos para la ecuacién del transporte reactivo utilizando el

método de colocacion Trefftz-Herrera. a) Pe =10; b) Pe =20.
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En los resultados presentados en las Figuras 5.10 a 5.15 se puede observar que,
como se ha mostrado en otros trabajos (ver por ejemplo, Gray y Pinder, 1976), el
método de diferencias finitas oscila aun para nimeros bajos de Peclet. A medida
que crece el namero de Peclet, la aproximacién con el método de elemento finito
tiendé a oscilar, mientras que la desarrollada con el método de colocacion T-H
tiende a suavizar el frente. Estos resultados son consistentes con los obtenidos
para el caso del transporte estacionario. Otra ventaja de este método es que no es
necesario integrar, lo que es ventajoso cuando los términos advectivo y difusivo
son variables o no lineales.

5.5 ALGORITMO TIPO RUNGE-KUTTA

A continuaciéon se muestran los resultados que se obtuvieron al aplicar el método
de separaciéon de operadores a la ecuacion (5.19) para el caso en que no se
producen reacciones quimicas. Si se define:

Fu, du | (5.25)
ox* 0x

Lu=-D

Es claro que Lu, =0, y se obtiene el métod'o de tipo Runge-Kutta descrito en las

§

ecuaciones (4.10) a (4.12). En este caso las matrices Cy D quedan definidas por

(5.3), con K =0. En los dos subintervalos de tiempo los coeficientes de la matriz A
se definen por

i+l
- 0D (5.26a)
Aijia = I¢iwidx—Tpll

i-1

®,D (5.26b)

h “

J

i+l . 3
;= I¢iwidx+ : j(pu +p2j)
i1 =
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i+l ®D - (5.26¢)
A~ _[¢iwidx ——Ill_p21

i-1

En el primer subintervalo, las entradas del lado derecho se definen por las

ecuaciones (5.24). Y en el segundo subintervalo, las entradas son

: D 0D ®,D 5.27a
b, =1, ®131 p,—u"e 1?1 -~ (pu'*'PzJ)'*'ule@_ﬁ_le ( )
2 R 2 .
uf j¢iwidx+u'2‘ .[d)iwidx,
0 0
5.27b
b, = uS@%—D_pn uk+® ©sD Z](pu p21)+u:(++1® ®hD P2 ' (5.270)
)=
i+l . i+l . i+l R
+uf J¢iwidx+uf J‘(I)iwidx+u:‘+1 J¢iwidx, i=2,3,...E-1

i-1 i-1 i-1

En las ecuaciones (5.26) y (5.27)
B, =At®
0, =4t(1-0)
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Norma infinita = 0.35594

Concentracién

1k Solucién analitica
QO  Elemento finito

1 — O 2 ey
0 25 50 75 100
Distancia '

10

Norma infinita = 1.0513 -

Concentracién

Solucién analitica
-------- Elemento finito

0 25 50 75 100
Distancia

Figura 5.14 Resultados obtenidos para la ecuacién del transporte sin reacciéon quimica
utilizando el método de elemento finito en combinacioén con el algoritmo tipo Runge-Kutta.
a) Pe =10; b) Pe =20. . '
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Norma infinita = 0.4186

Concentracién _

Solucion analitica
O Colocacién T-H

1 1
0 25 50
Distancia

~~~~~~~~~~~

10

8 } Norma infinita = 2.6712

Concentraclén

Solucién analitica

---------- Colocacion T-H
J]

0 25 50 75 100
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b)

Figura 5.15 Resultados obtenidos para la ecuacion del transporte sin reaccion quimica
utilizando el método de colocacién Trefftz-Herrera en combinacién con el algoritmo tipo
Runge-Kutta. a) Pe =10; b) Pe =20.

169



Simulacion del desplazamiento vertical de hidrocarburos en el subsuelo
Ejemplos numéricos

En las Figuras 5.14 y 5.15, puede observarse que cuando se aplica la
aproximacién tipo Runge-Kutta, la solucién numérica muestra un buen
comportamiento, tanto con el método de elemento finito como con el de colocacién
T-H. En este sentido, se puede concluir que el orden de la aproximacion espacial
se mantiene cuando los términos de reaccion y/o biodegradaciéon son nulos.
Haciendo un examen de las ecuaciones (2.146)-(2.151) se puede ver que, cuando
el equilibrio se alcanza, los términos de reaccién desaparecen; asi mismo, el
término de biodegradacion puede desaparecer, dependiendo de si el compuesto
es o no limitante. Y este resultado garantiza que el método converge aun en este
caso.

5.6 TRANSPORTE DE DOS ESPECIES EN UNA FASE.

El problema que se resuelve a continuacion, representa un escenario tipico de
degradacion biolégica que da lugar a un sistema de dos ecuaciones de transporte
acoplado en los términos de biodegradacion. Se tomé el modelo de Celia et al.
(1989), y es el mismo que se utiliza en el sistema de ecuaciones de transporte en
varias fases. Se aplico el método de separacion de operadores tanto con el
método de elemento finito como con el método de colocacién T-H. La ventaja de la
separacion propuesta es que se evitan las no linealidades cuando el término

advectivo y difusivo estan presentes. Como en el subintervalo 1 y 3 las matrices
de coeficientes son iguales, s6lo es necesario invertir las matrices A, Cy D, una

vez. En cambio, si no se emplea el esquema de descomposicién, estas Ultimas se
tienen que invertir en cada paso en el tiempo. Se resolvié el sistema

2 < (5.28a)
oy, _Da u, +V6u1 . V.. Xu, 5, +_Y_1Vm u, 8, =0

2 ' (5.28b)
ou, _Da u, +V5u2 N V,Xu, 5, +£L“_}£u_151 _0
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En problemas reales, uy es la especie contaminante y u, es oxigeno si el proceso

ocurre en condiciones aerdbicas. Se definieron condiciones de Dirichlet en la

frontera izquierda y de Neuman en la derecha, es decir

u(x0)=0, 0<x</
uz(x,0)=3,
u (0,t)=10
u,(0,t)=3

oy

oy _Ou, -0
ox

. 0%,

D =02 v={l 2, 4}
£=100 t={68, 25 15} Ax=2
K,=001  V,=1 X=02 Y, /Y,=05 Y,/Y =2

(5.29)

(5.30)

Para aplicar el método de separacién de operadores, se consideraron las

siguientes definiciones

62 W +V._a£
ox? 0x

2
0°u, +Vau2

u, =-D
G, ox* X
V. Xu,
u =—"= b
Lu K, +u, !
V_Xu
L, = 252

K, +u,

(5.31a)

(5.31b)

(5.32a)

(5.32b)
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o) = Y, VaXu, , (5.33a)

o ()= Yy VaXu, o | (5.33b)

En los niveles k+0©,yk+1, los coeficientes de las matrices A, Cy D, estan dados

por las ecuaciones (5.3) y (5.26) y las entradas del lado derecho son

n=1,2; p=L2 n=#p

by, =t [hwidx e, [Bwdx+ &2
ng = Ung _[¢1W1 X+U,, _[¢1W1 X'*'—h"pn Uno

(5.34a)
V_Xu
—no1 5 wdx -©, j¢1Y —'“——

i+l . i+l i+l 534b)
b, =uf; [dwdx+ul; [dwdx+ul,, [§wdx, i=2,3,...E-1 (
i-1 i-1

i-1

i+1A V X k i+1 V Xu .
-0, [§, =25 w dx -, j R —Spwidx
a0 K+, Y, K, +é,u;

En el nivel k+1-0, se tiene que

i+ i+l V )(u]‘”'l‘6 m (535)
= [¢;w;dx+0, [ 9, = &, widx -

k+1—9 m 1
i-1 i-1 h i“n,i

i=1,2...E-1 j=i-lii+1
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i+l i
. ®,D . A ®,D
b, ; Elel{ H’ W?dx+——121 pll}+u:,i?l { I¢iwidx+" 121 le}

i-1 i-1

i+l 3 i+l V X k+®
k+0{_f¢ dx—QIZIDZJ(pu"’pu }"'@ .M o

YK+¢

j=1

i=23,..E-1

(5.36a)

(5.36b)
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Figura 5.16 Resultados obtenidos para el sistema de dos ecuaciones acoplados en los

términos de reaccion que describe el transporte de dos especies en una fase, con Pe =10.
a) Método de elemento finito, b) método de colocacién T-H.
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Elemento Finito
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Figura 5.17 Resultados obtenidos para el sistema de dos ecuaciones acoplados en los

a) método de elemento finito, b) método de colocacion T-H.

términos de reaccidn que describe el transporte de dos especies en una fase, con Pe =20.
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Figura 5.18 Resultados obtenidos para el sistema de dos ecuaciones acoplados en los

términos de reaccidon que describe el transporte de dos especies en una fase, con Pe =
40. a) método de elemento finito, b) método de colocacion T-H.
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Los resultados obtenidos en los experimentos numéricos y que se muestran
en las Figuras 5.16, 5.17 y 5.18, son consistentes con observaciones
experimentales, en donde se muestra que la pluma contaminante esta desprovista
de -oxigeno en el centro. Ademas, los resultados son consistentes con los
preséntados por Celia et al. (1989) y Vag et al. (1996), en ambos trabajos se usa
el mismo modelo matematico, con los mismos parametros. En Vag et al. (1996), el
problema se resolvié utilizando ELLAM. Si bien, este procedimiento es adecuado
para simular el transporte dominantemente advectivo, tiene la desventaja de que
cuando hay términos de reaccion, se obtienen caracteristicas no lineales. Esto
Ultimo lo puede hacer ineficiente para resolver problemas en escenarios mas
complicados, por ejemplo, en dos dimensiones y/o con mas especies
involucradas. Por otra parte, se puede observar que el método de colocacion T-H,

es mas estable para nimeros intermedios de Peclet: 20 y 40.

5.7 SISTEMA DE ECUACIONES DE FLUJO

En este ejemplo se resuelve el sistema de ecuaciones de flujo exclusivamente y
suponiendo que la fase organica esta en saturacion residual (ecuaciones (3.1) a
(3.3)). Como no hay transporte de especies, desaparecen los términos asociados
a reacciones quimicas y procesos de degradacion biolégica. Por lo que, la
saturacion de la fase organica se mantiene constante durante todo el proceso, y el
problema se reduce a resolver las ecuaciones (3.1) y (3.3). Se plantea como un
prbblema de flujo a lo largo de un nucleo o columna de suelo. En la parte superior
hay flujo de agua pero no de gas. En la frontera interior el flujo se interrumpe por la

existencia de una capa impermeable. El sistema de ecuaciones a resolver es

oSV sV ap¥] au¥ u ap¥ (5.37a)
¢ +—5 + +—5 =0
ot p" ot ox p" 0%
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A 6SG g6 6p +auG +££_0 (5.37b)
ot pG ot 0x pG 0x

Sujeto a las condiciones
Sw(x,0)=Srw, O0<x</{ (5.38)
s¥(0,t)=0.75

Después de aplicar la formulacion fraccional a las ecuaciones (5.37), se obtiene el
siguiente sistema

o(, op¥ a( w aPGw]
—|» =——[|Awy " +A hog —=
a"( ' aXJ o (L (5.39a)
+}“_W(§l_)_vi_ W]ap Ag (6P OPw _ G]aPG
&% ox ¢l ax | ox | ) ox
¢aSW F (Sw) ¥ i[n (s )asw)_kw [6P-W_ wj (5.39b)
WE¥Wax - ax\ VW ax eV ax Y

Debe notarse que, como en el modelo se definid que las propiedades fisicas
dependen de la concentracion de especies, en este caso no cambian. Por lo que

las ecuaciones (5.39) se reducen a

o op¥ a( w ). 6Pccw]
Zla =—Z|(a A Y
6x( T 6x} ox (™ +207%) =26 ox (5.40a)
as, 9 oS Mo [ OPY . (5.40b)
_l +F, (Sy ) =2 ——| D, (Sy, ) —* =W v 11
\ ( )ax ax( (Sw) ax] pWL ox | ]&}E})
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en donde
krW/“’W
fW S‘ ==
( W) krw/llw "‘krG/HG
dP
Dc(sw)=“ whg d;i,w

Fy = fW(ut +7~G(Pw ‘PG)g)

(5.41)

(5.42)

(5.43)

Para obtener las ecuaciones (5.39b) a (5.42), se hace uso de la definicion de la

velocidad del agua como una fraccion de la velocidad total, es decir

oP
Uy = fw(ut + ?»G( ac)G{W +(pw - pG)gJ]

(5.44)

La forma de las funciones (5.41) y (5.42), asi como las de permeabilidad relativa y

carga capilar se muestran en las Figuras 5.21y 5.22.
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Figura 5.19 Funciones utiizadas en el modelo de flujo. a) presion capilar y b)
permeabilidad relativa.
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Figura 5.20 Funciones utilizadas en el modelo de flujo. a) flujo fraccional y b) difusion
capilar.
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Las curvas obtenidas son consistentes con otras reportadas en la literatura
especializada para sistemas agua-gas, ver por ejemplo (Binning y Celia, 1999,
Guarnaccia et al., 1995). En el modelo K-S-P, se usaron pardmetros representativos de

un sistema agua-gas, éstos son

Sw, = 0.08
1=(=1/2
n=2815

a; =2

o =04

py =0.001

pg =183x107°
p" =1000
g=9.81

En este ejemplo, para resolver la ecuacion (5.39b), se empleé el algoritmo tipo Runge-
Kuttta, y el sistema de ecuaciones se resuelve de acuerdo con el procedimiento
secuencial descrito en el capitulo I, y eliminando los pasos 4, 5 y 8 a 12. Los resultados

que se obtuvieron para 5 intervalos de tiempo igualmente espaciados, se muestran en la
Figura 5.21.
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Perfi! de infiltracion de agua

T T T T
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Figura 5.21 Resultados obtenidos en la simulacion del flujo del sistema agua-gas.

Saturacién de fase en T5
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Figura 5.22 Saturacién de fase obtenida en la simulacién del flujo del sistema agua-gas.
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En las Figura 5.21, se puede observar que la velocidad del frente de
infiltracién va disminuyendo de manera muy lenta mientras que su forma,
relativamente suave, se conserva. Esto se debe a que la saturacién es alta. Si se
hace un examen de la forma de la difusién capilar que se muestra en la Figura
5.20 b), puede observarse que ésta es significativa cuando la saturacion es alta, lo
que a su vez significa que aumenta e! coeficiente de la segunda derivada en la
ecuacioén (5.39b). De hecho, una vez que se conocen las condiciones iniciales y de
frontera, y dadas las funciones de flujo fraccional y de difusién capilar, se puede
tener a priori, una idea de la forma que tendran las soluciones de las ecuaciones
de saturacién de fase. Debe notarse que, como se trata de un evento de
infiltracion, la saturacién del agua nunca alcanza la unidad. Los resultados
obtenidos son similares a otros obtenidos con métodos numéricos diferentes y con
parametros similares, ver por ejemplo (Binning y Celia, 1999, Celia y Binning,
1992, Abriola y Pinder, 1985b).

5.8 SISTEMA COMPLETO

Finalmente, se desarrolla la solucién del problema de transporte en varias fases
descrito por las ecuaciones (3.37) a (3.42). El flujo tiene las mismas caracteristicas
que las descritas en el problema anterior. Este escenario se presenta tipicamente
después de que ha ocurrido algin derrame y ha cesado el flujo de la fase
organica. En este sentido la fase es inmoévil, pero sigue siendo una fuente de
contaminacioén debido a que ocurren procesos de transferencia de masa con el
agua y el gas. En este ejemplo, se considera que las propiedades fisicas de fase
no cambian durante el proceso, y que no hay fuentes o sumideros asociados a
pozos.

Por consistencia, en las ecuaciones de transporte se prescriben condiciones de
Dirichlet en la frontera superior y de Neuman en la inferior. Es decir
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Q.
=0

(x,00=0, 0<x</
Cy(x0)=0, 0<x</
Cy (x,0)=3,
ci(ot)=4
Cy(0,t)=10
Cy(0.t)=3
acy| _ocy| _acy| _,
axﬂ[ ax] - axl B

(5.45)

Como hay reacciones de disolucién y volatilizacién asociadas al transporte de

especies, la saturacion de la fase ya no permanece constante. Bajo estas

condiciones, no es necesaria la ecuacion (3.38) y las ecuaciones (3.37) y (3.38) se

transforma en

w
? [KT oP ] g™ ¥ o g

ox ox
0 ’ w G aPcGW )
+&\(KWY +AgY )_KG ox
dSw asw d ( asw]
+F Dey_w(S
o—— ot w( x Cw- w( w)

=EY(Sy)- BT(SW) )V

y la saturacion de la fase organica se actualiza al resolver

#fRer-cr)e Kefee o)

(5.46)

(5.47)

(5.48)
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Naturalmente, a esta ecuacion no se le aplica el esquema de separacién de

operadores y se resuelve una sola vez en cada paso en el tiempo. Las ecuaciones

de transporte ((3.40) a (3.42)), se resuelven con Q™ =0.

Para resolver el sistema de ecuaciones, se aplica el algoritmo secuencial
descrito en las paginas 121 y 122, sin tomar en cuenta los puntos 4, 5 y 12. En
cada subintervalo de tiempo, los sistemas de ecuaciones algebraicas se resuelven

haciendo uso del algoritmo descrito en las paginas 155 y 156. Los coeficientes de
las matrices A,CyD estan por las ecuaciones (4.96) a (4.109) y (4.117),

haciendo los cambios apropiados de notacién en cada caso, y de acuerdo con el
subintervalo de tiempo. Para los procesos de biodegradacion se usaron los
mismos parametros que en el problema de transporte de dos especies en una fase
(ver(5.30)). Se consideran dos casos, el primero sin reacciones de disolucion y el
segundo con reacciones de disolucién.

De acuerdo con los resultados mostrados en las graficas de la Figura
5.23,se puede observar que el proceso de biodegradacién es menos eficiente
cuando hay reacciones de disolucién. Este ejémplo muestra claramente, que la
fase NAPL en condiciones de saturacion residual, es una fuente permanente de
contaminacion, lo que es consistente con la teoria y con observaciones
experimentales. De hecho, se puede ver que la disminuéién original en la
concentracion de especies organicas en agua, se revierte una vez que se ha
agotado el oxigeno. Por lo tanto, para que la restauracién sea permanente, seria
necesaria la adiciéon de oxigeno y estimular con ello la degradacién biolégica. Para
evaluar la eficacia de esta estrategia y con un modelo matematico como
herramienta, seria necesario incluir en la simulacion, el balance de masa del

‘'oxigeno en gas y cuantificar su disolucién en agua.

La distribucion de especies en agua, es consistentes con los resultados
obtenidos para el mismo problema en una fase. La similitud con éstos se debe a
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que la saturacion de fase es alta y a que las propiedades fisicas de las fases no
cambian con el tiempo. A lo que se suma el hecho de que solamente se tomé en
cuenta el proceso de infiltracién de agua. Es decir, al despreciar el ascenso por
capilaridad se eliminé la histéresis en el modelo K-S-P. Con todo esto, se obtuvo

un patron de flujo relativamente estable.

Por otra parte, la solucidn de la ecuacién de transporte de especies
organicas en gas, refleja el hecho de que el transporte en esta fase, por lo general
no es dominantemente advectivo. Y las curvas que describen la distribucion de

especies son mas suaves.
Se optd por definir este escenario, simplificado en cierto sentido, porque se

podia tener una idea a priori de la solucién, lo que resulta mas apropiado para

validar la solucién numérica propuesta en este trabajo.
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Figura 5.23 Resultados obtenidos en la simulacion del problema completo. a) Transporte
_sin reacciones de disolucion b) transporte con reacciones de disolucién.
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En este trabajo se desarrollo un modelo matematico y numérico para
simular el desplazamiento vertical de hidrocarburos en el subsuelo. En la
formulacion del modelo se incluyeron ecuaciones constitutivas para cuantificar
procesos de biodegradacion con una cinética de tipo Monod en donde la tasa de
biodegradacién depende de la concentracién de la biomasa y de los compuestos

involucrados.

Para obtener la solucion numérica se definieron las variables primarias
mediante un algoritmo de tipo secuencial que garantiza que en cada iteracién se
actualiza sélo una de las variables. Se aplicé el método de colocacion Trefftz-
Herrera para discretizar las derivadas en el espacio y se utiliz6 el esquema ® de
descomposicién de operadores con el fin de desacoplar los términos de reaccién
en las ecuaciones de transporte. Con el procedimiento asi desarrollado, primero
se resolvieron ecuaciones en el estado estacionario y la ecuacién de transporte
de una sola especie en el estado transitorio con el fin de comparar con soluciones
analiticas conocidas asi como con los métodos de diferencias finitas y elemento
finito. En estos ejercicios se pudo observar el comportamiento de las soluciones

asi como las ventajas que representa en relacion con otras metodologias.

De acuerdo con los resultados de este trabajo, las ventajas de la

formulacion de flujo fraccional en combinacion con el algoritmo secuencial son:

1. Es muy flexible para variar el namero de fases y componentes que
intervienen en el proceso global.

2. Da la posibilidad resolver con métodos diferentes cada una de las
ecuaciones del sistema. Esto permite seleccionar el método mas
apropiado en cada caso.

3. La solucién en su conjunto es paralelizable. Por ejemplo, en cada
iteracion se pueden resolver en paralelo primero las ecuaciones de flujo
y después las de transporte.

4. Su extension a dos o tres dimensiones no representa dificultades

adicionales.
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El método de Picard es apropiado para el tratamiento de términos no
lineales. Al simplificarse el problema de flujo, definiendo a una de las fases como
inmévil, no pudo evaluarse el esquema iterativo entre las dos ecuaciones de
saturacién de fase. Sin embargo, si éste fuera ineficiente, tomando en cuenta las
caracteristicas de la solucién propuesta, es posible resolver ambas ecuaciones en

forma simultanea. En este caso cambiaria la dimension de la matriz resultante.

El esquema ® de descomposicion de operadores y la forma en que se
definieron los sub-problemas, son adecuados para la solucién del sistema de
ecuaciones de transporte de especies biodegradables y sujetas a otros procesos
de transferencia de masa. De acuerdo con los experimentos numéricos que se
llevaron a cabo, se puede observar que tiene las siguientes propiedades:

1. Por ser un método de segundo orden, el error adicional que se introduce

no es significativo.

2. Este método es flexible y muy eficiente para variar el nimero de
compuestos involucrados. Esto se debe a que la matriz de coeficientes
que involucra a la adveccion y la difusion, se invierte solamente una vez
en cada paso en el tiempo, sin importar el nimero de especies
involucradas.

Es consistente con las condiciones de frontera del problema original.

4. Al desacoplar las ecuaciones de transporte no es necesario resolver
sistemas de ecuaciones algebraicas no lineales.

5. Puede extenderse sin ambigliedades a problemas en dos o tres
dimensiones, en este caso, s6lo cambia el numero de diagonales

distintas de cero en la matriz de coeficientes.

El método de colocacion Trefftz-Herrera resulta ser muy adecuado para
resolver la ecuacion de la presidn del agua. Esto se debe a que se trata de una
ecuacion eliptica y como se puede observar en los ejemplos que se realizaron en

el estado estacionario tiene mejor comportamiento que los métodos de diferencias
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finitas y elemento finito. En problemas que evolucionan en el tiempo presenta las
‘siguientes caracteristicas:

1. Aun cuando mantiene un grado de precision similar al método de’
elemento finito, su ventaja frente a éste radica en que no se requiere de
algun procedimiento de integracion en los términos advectivo y difusivo,
que son no lineales y variables. Esto puede significar mayor eficiencia
computacional en problemas de esta clase.

2. En el estado transitorio, se tiende a un suavizamiento del frente. Esta
dificultad disminuye cuando se aplica el esquema de descomposicién de
operadores. Esto probablemente se debe a que cuando no hay reaccion
se tiene un método de tipo Runge-Kutta.

3. A diferencia del método de colocacion tradicional tiene la ventaja de que
la aproximacion se calcula en los nodos de la discretizacion, ademas de

que se puede optar o no por calcular la primera derivada.

Este modelo matematico y numérico es apropiado para resolver problemas
de transporte, cuando menos en una dimensidén y puede generalizarse para
simular procesos que involucren escenarios mas complicados, como la interaccion
de mas compuestos en procesos de biodegradacion, o bien, la influencia de vapor
de agua si se quiere evaluar remediacion mediante inyeccién de vapor. Por otra
parte, resulta apropiado para disefar y cuantificar experimentes de columna cuyo
proposito sea analizar y evaluar la eficiencia de procedimientos de restauracion en

esta escala.
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