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PREFACIO

Précticamente desde el advenimiento de la mecadnica culntica,
han surgidos diversos intentos por 'explicarla’ en términos d2 conceptos :li
sicos previamente establecidos., Sin embargo, utilizando las palabras de
Blokhintsev (1968), 'la Y que echamos por la puerta se vuelve a colar por

la ventana'';

esta tenacidad de la funcidén de onda nos indica que en la mecé-
nica cuéntica hay efectivamente una fenomenologia especifica no reducible a
términos no cudnticos, En el presente trabajo se trata de analizarv eata pecu
liaridad desde el punto de vista de la interpretacidén estocistica, para mos-
trar que efectivamente la descripeidén més natural y més zimple en el marco
de esta teoria se obtiene precisamente en términos de la amplitud de proba-
bilidad.

Un tratamiento estocastico adecuado de la mecénica culntica

"reduccién a

debe implicar sin embargn, un doble proceso: por un lado, la
términos cldsicos' del contenido estocdstico encubierto en la descripcidn

usual de los fendbmenos cuénticos, y por el otro, de importancia no menor que

el anterior, la clara identificacion y precisién de las diferencias ssenciales

il



iv

que existen entre los procesos estocdsticos cldsicos y los culnticos. Laim
portancia de¢ esta segunda parte del proceso de reinterpretacién de la meca -
nica cudntica dificilmente requiere comentario adicional alguno; sin empargo,
este aspecto del problema ha sido gravemente descuidado en la literatura

usual sobre el tema, creandoze con ello un '

‘clasicismo’ artificial que desvir
tda el caracter real de las teorias estocdsticas. En este trabajo se hace un
intento de aclarar estas cuestiones, siempre dentro del marco de la teoria
estocastica cuéntica.

Una vez precisadas tales diferencias, es posible demostrar di
rectamente por construccidén gue la misma teoria estocéstica sirve de base
pace el estudio de procesos clasicos, como el movimiento browniano, y de
procesos cudnticos. El interés de la teoria en este Gltimo caso se amplia al
demostrar mediance su aplicacidén al problema especifico de las correcciones
radiativas, , que con ella sz pueden abordar en forms simple si.tﬁaciones que
en el marco de la mecanica cuéntica usual sélo podrian ser tratadas en for-
ma artificiosa,.

En resumen, el presente trabajo trata de demostrar, no sélo
que es posible proponer una interpretacién 2stocdstica coherente de la mecéd
nica cuéntica, sino incluso, que ello es conveniente, tanto desde el punto de

vista de las ventajas conceptuales que ofrece, como de las nuevas posibilida

des que abre. ’
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CAPITULO I

COMENTARIOS GENERALES SOBRE LA INTERPRETACION
ESTOCASTICA DE LA MECANICA CUANTICA.

La consistencia interna de la mecénica cuantica ha sido casi
universalmente adoptada como la mejor prueba de su validez e inclusive, de
su completez. Es pues, de aceptacidén general la suposicidn de que el esta-
do fisico de un sistema esta especificado completamente por una funcién de
onda que determina sdlo las probabilidades de los resultados de un conjunto
de experimentos similares.

La primera objecidon a la supuesta completez de la mecanica
cuéntica fue presentada por Einstein (ver, p. ej. Einstein et al, 1935) en ba
se a la 1ecesidad de la existencia de variables dinamicas capaces de deter-
minar el comportamiento reil - y no solamente el probable - de cada uno de
los sist.emas individuales. Esta y otras objeciones tienen su raiz en el he-
cho de que la mecénica cudntica es una estructura formalmente bien defini-
da, pero fisicamente insatisfactoria desde diversos puntos de vista; asocia-
dos a esta insatisfaccién han surgido, desde el mismo advenimiento de la

mecénica cudntica, una serie de intentos de reinterpretacién sobre diversas



bases y argumentaciones fisicas, caracterizados por el objetivo comun da
establecer principios causales como base de los procesos cudnticos.

En ¢l curso de estas discusiones, sc han ido perfilando dos
corrientes de pensamiento: por un lado, existe una escuela, numerosa, gue
acepta en su contenido esencial la afirmacion de Born y Heisenberg en el

Congreso Solvay de 1927: '",,. la mecanica cudntica es una teoria compleia.
cuyas hipétesis fundamentales, fisicas y matematicas, no son ya suscepti-
bles de modificacién" (Jammer, 1966, p. 358). Por otro lado, el hecho mis
mo de que hayan sido propuestas interpretaciones alternativas de la mecéani-
ca cuéntica - e, incidentalmente, en nimero considerable -, muestra que es
ta actitud no es, ni puede ser universalmente compartida. El fondo de la dis
crepancia no reside, naturalraente , en el hecho de si se suscribe o no la
afirmacién de Born y Heisenberg, sino en las implicaciones subyacentes a
tal aseveracidn,

No es el propdsito del presente trabajo discutir estas cues-
tiones*; sin embargo, parece oportuno precisar el punto de vista que le sir-
ve de apoyo, para lo cual haremos uso de un ejemplo especifico de relevancia
para el contenido del mismo.

Afirmar que la mecénica cuéntica 25 una teoria estadistica es

un lugar comln, al menos mientras no se define qué c¢s lo ¢stadistico o por

*Algunos aspectos histdéricos relativos pueden verse en el excelente libro ge
Jammer (1966), Las cuestiones conceptuales son discutidas ampliamente
en multitud de articulos y monografias; en particular, véanse Pauli (1955),
Bohm (1957) y Bunge (1967).



qué la mecéuica zudntica es una teoria estadistica, Segin una interpretacidn
usual, muy difuadida, es nuestra falta de conocimiento la que nos ohliga a
adoptar una teoria probabilistica, es decir, la probabilidad en cuestién mide
2l grado d= conocimiento gue el observador tiene del sistema, Llevada a sus
Gltimas consecuencias, esta interpretacion subjetivista conduce a considerar
la fuacién de onda como un ente que caracteriza, no al sigtema fisico, sino

al estado mental del observador. En el marco de la interpretaciéon estocést_i
ca, la funcién d= onda, es decir, la amplitud d= la distribucidn, caracteriza
al espacio de probabilidades, y por lo tanto, no es una propiedad fisica de

los elemenios del sistema tomados como individuos, sino del sistema en su
conjuato. EI simple reconocimiento dz este hecho elimina lo que Popper (1967)
denomina "la gran confusién'': la distribucidn tiene propiedades especificas
(p. €j., las usualmente llamadas ondulatorias) que no tienen por qué coincidir
con las de los elemen:os (p.ej., las corpusculares).

Naturalmente, esta diferencia de actitudes conduce a atribuir-
les a las mismas expresiones matematicas un contenido fisico diferente, como
puede ilustrarse, por ejemplo, con las relaciones dz incertidumbre. Segia
la interpretacién usual, estas relaciones daterminan limites superiores a la
nrecisién-de nuestras mediciones o predicciones; dentro de la interpretacién
estocastica, podemos decir que determinan limites inferiores a la dispersién
de una secuencia 4z experimentos equivalentes (Popper, 1967); en efecto, si

s2 construye un sistema con elementos dispersivos, la dispersién minima del
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ensemble no pucde ser menor que la de cada uno de sus elementos { dz la
Peda, 1969 c),

Con objeto de brindar una visién general del panorama que en
raarca al presente trabajo, convendria mencionar algunos de los 2s3fuerzos
realizados en busca de una interpretacidén causal de la teoria cuduntica, en los
Gltimos cuarenta ajios. En vista de que la vasta literatura sobre el tema abar
ca aspectos muy diversos, nos permitiremos encauzar su introduccién con la
ayuda de alguaos de l¢s trabajos represeutativos mas estrechamente ligados
a la teoria en que se fuanda 2l presente trabajo'.

Anteriormente al {rabajo de Einstein, Podolsky y Rosen (1933),
aparecid publicado un primer intento de cstablecer uaa relacidn entre un sis-
tema difusivo cldsico y la mecdnica cuéntica (Furch, 1933). Curiosamente,
este intento resulta méas fructifero para la teoria dz1 movimiento browniano
que para la teoria cuduntica. puesto que se logra establecer para el primero
una relacidén de incertidumbre, como uaa relacidn entre las dispersiones de
la zoordenada y el momento conjugado. Sin émbargo, el hecho de equiparar
la ecuacion diterencial para la densidad (ecuazidn de difusidn) en el problema
clésico, con la ecuaczidn para la amplitud de probabilidad (ecuazidn de
Schr'c')dingef. en el problema zudntico, e¢limina toda posibilidad de dz2sarrollo
de este estudio, més zlld de la analogia formal y, por demés, superficial,

Durante ua largo periodo se sigue trabajands on torno a analo

gias mateméticas que no contribuyen a esclarecer el problema fisico =xisten



te, sino més bien por el contrario, practicamente conducen a la conclusidén
de que, efectivamente, los procesos clédsicos y los cuanticos son de natura-
leza diferente, y, por lo tanto, irreducibles los unos a los oiros.

Bohm (1952, 1953; - y Vigier, 1954) rompe finalmente esta
cadena, atacando la rafz del problema con argumentos andlogos a los utiliza
dos por Einstein; es necesario construir una nueva formulacion de la teoria,
que nos permita entender los mecanismos fisicos que rigen la evolucién de
un sistema cudntico. Para ello, serd necesario recurrir al uso de elementos
adicionales gque permitan la descripcidn causal, detallada, de los procesos.
La introducciéon de lo que dzsde el punto de vista de la interpretacidn usual
serfan'pardmetros ocultos', no es nueva: es un procedimiento comin y natu-
ral en la fisica clasica., A manera de ejemplo, basta hacer notar que, desde
el puato de vista de la fisica macroscopica, las coordenadas y los impulsos
de particulas individuales son variables ocultas, que se manifiestan sdlo a
través de sus valores medios.

Incidentalmente, cabe sefialar que durante muchos anos, la
aceptacién irresiricta del teorema de von Neumann (1932) convertia aparente
mente en vano todo esfuerzo por ampliar la mecénica cuintica mediaate la
introduccitn de parémetros ocultos. Sin embargo, motivados por la existen
cia de modelos especificos, violatorios de la interpretacién del teoresma (p-
ej., Bohm, 1952), asi como por las limitaciones que el mismo pretende im-

poner para siempre a nuestra capacidad de adquirir conocimiento, han apare



cido diversos intentos por aclarar el contenido real del teorema. De euatre
ellos, recordemos el trabajo de Feyerabeund (1956), quien demuestra que el
teorema de von Neumann sélo impide la introduccién de variables ocultas no
dispersivasg, conclusidén que es confirmada por Aron (1969) y otros autores,
Asimismo, Bell (1956) demuestra que los axiomas esenciales de von Neumann
son en general inaceptables, por ser demasiado restrictivos, y que por consi
guiente, como Ballentine (1970) afirma acertadamente, esta demostracidén ao
representa obsticulo alguno para un sinndmero de teorias que se desvian del
formalismo de la mecénica cuéntica e incluyen a €sta como un caso limite ;
esto ha sido demostrado por coustruccidn en repetidas ocasiones a partir del
trabajo de Bohm (de la Peiia y Garcia-Colin, 1967 b, 1968 b; Bohm y Bub, 19686).
Con objeto de formalizar sus ideas, Bohm sugiere especifica-
mente un modelo hidrodindmico, que c¢s, en realidad, una 2xtensién del mo-
delo propuesto originalmente por Madelung (1926) y desarrollado por Takaba
yasi (1952, 1953), Su hipdtesis hidrodindmica surge como consecueuncia de
su interpretacién de los términos adicionales que aparecen en la ecuacidn
tipo Hamilton-Jacobi derivada de la ecuacion de Schrodinger, como un poten
cial (potencial de Bohm), El hecho de que este "potencial’ queda expresado
en términos de la propia funcién de onda, lo lleva a interpretar a ésta como
un campo ''tan real como el campo electromagnético''. Postula 2ntonces la
existencia de un fluido de densidad | Y [ z , cuyo movimiento estd caracte-
rizado por fluctuaciones azarosas que se manifiestan a través de la naturale

za del movimiento de las particulas cudnticas.



Es también de interés el trabajo de Fényes (1952), publicado
paralelamente a los anteriores, en el que se pretende demostrar la total si-
militud entre el aparato estadistico de la mecdanica cuéntica y el de la fisica
clasica. En efecto, la ecuacién de Schrodinger conduce a una ecuacién de
Fokker-Planck, y debido a ello, los procesos cuanticos pueden considerarse
como una forma especial de procesos de Markov. De esta manera, caracte
risticas que en general se consideran tan especificas de la mecéanica cuénti-
ca como las relaciones de incertidumbre y de conmutacidén, asi como el len-
guaje en términos de operadores, surgen como natural consecuencia de la
naturaleza markofiana del proceso cudntico. Sin embargo, el hecho de que
a partir de la ecuacién (real) de Fokker-Planck, Fényes pueda derivar soélo
parcialmente la ecuacién de Schrodinger, le indica la necesidad de introducir
informacién adicional en la teoria con objeto de reproducir la mecénica cuin
tica en su integridad. Este problema es de cardicter, ya no probabilistico,
sino esencialmente dinamico, puesto que la informacion adicional debe prove
nir dz las leyes de movimiento. Fényes, en particular, construye la ecua-
cién de movimiento para el problema cuéntico a partir de la variacién de un
lagrangiano hidrodindmico, construido ex profeso, aunque este ultimo paso
puede relajarse (de la Pefa, 1967 a).

Con el objetivo fundamental de subsanar parcialmente este pro
blema, Weizel (1953, 1954) procede a la construccién de un modelo especifi-

co, en el cual las perturbaciones responsables de la naturaleza markofiana



de los procesos cuanticos, se deben a interacciones d= las particulas con ob-
jetos desconocidos que denomina ''cerones', Al igual que sucede con las va-
riables ocultas, la no osbservabilidad de los ''cerones’ no 2s un defecto de la
teoria, al menos en el marco actual de la mecédnica cuantica; es de esperar-
se que sélo podrian llegar a observarse estos entes en una situacidn en que
la mecanica cuéntica fallara., Haciendo caso omiso d2 los vicios mecanicis
tas de la teoria de Weizel, parece plausible relacionar conceptualmente el
"campo cerénico” con ¢l "campo y " introducide por Bohm (1952), o quizas
aln con el vacio de radiacién, si se admite la posibilidad, al menos en prin-
cipio, dc la existencia de un fondo subcuéntico de naturaleza c¢stocéstica en
interaccion constante con la materia,

También con el propésito de estudiar la mecénica cudntica des
de el punto de vista estocastico, algunos investigadores han inteatado extender
el tratamiento ul ¢spacio fase, direccidén que, hasta la fecha, no ha conducido
a resultados satisfactorios. Representativos de esta corriente son los traba-
jos de Moyal (1949) y Bartlett (Bartlett y Moyal, 1249), caracterizados por la
introduccion de distribuciones en el espacio fase¢ no necesariamente no nega-
tivos, cuya justificacién fisica se sale del marco cldsico en que se preatenden
d=finir los conceptos basicos. Incidentalmente, cabe sefalar que si nos man
tenemos en el espacio de configuracidén, no aparcce ninguna dificultad de prin
cipio (de la Pena y Cetto, 1967 c¢). FEnun desarrollo posterior d. estos traba

jos, Gilson (1969a) intenta justificar la aparicién de estas ""distribuciones"



en ocasiones negativas, mediante argumentos relativistas. La incorrecta
interpretacién de varias propiedai=s especificas de la mecénica cuéntica lo
coanducen, sin embargo, a concluir que el aspecto estocdstico de la teoria
cuédntica es meramente formal, y que inclusive el determinismo se manifie_s
ta s6lo ocasionalmente, dependiendo de la forma especifica del potencial apli
cado al sistema cudntico (Gilson, 1963),

En tanto gque, para rehuir las dificultades en que cae, Gilson
(1969 b) prefiere dar ua salto cudntico, elaborando una nueva teoria segin
la cual lalmecé.nica cudntica convencional es consecuencia del cquilibrio tér
mico local entre dos fluiduos subcuéanticos, otros autores han preferido desa-
rrollar en los Gltimos afios diversas variantes de la hipdtesis hidrodinamica
de Madelung y Bohm, Aron (19653), por ejemplo, intenta revivir la interpre-
taciéon hidrodindmica estocastica, aunque lo logra sdlo a base de un gran ni-
mero de suposiciones ad hoc, de justificacidn tan dificil como los mismos
problemas que pretende resolver, Asi, por ejemplo, se ve en la necesidad
de asignarle un caréacter dual-real y probabilistico, en su lenguaje- al flui-
do estocéstico, con objeto de interpretar los diversos resultados de la mecé
nica cuantica,

Con una fundamentacién conceptual més profunda, Janossy
y Ziegler (1963) proponen el uso del modelo hidrodindmico como matematica
mente adecuado para la descripcion de los procesos cudnticos, en tanto que

Wilhelm (1970) procura atribuirle a tal fluido, una vez més, un sentido fisico
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definido, En ambos tratamientos, ¢l potencial de Buhm, gue aparece como
consecuencia de reducir la ecuacién de Schrodinger a una ccuacidén de movi-
miento clasica, es interpretado como 2l potencial "interno'' que da lugar a
las prupiedades cuénticas de ua sistema microscédpico. Janossy y sus cola-
boradores analizan el problema de muchos cuerpos (Jénossy, 1969) y el de
la particula no relativista con cspin, obteniendo a partir de la ecuacidn d=
Pauli una ecuacién de movimicnto gue describe un medio elastico magnetiza-
d» inhomogéneamente {Janossy y Ziegler, 19686).

Més atrevidn adn es el modelo de Harvey (1968), basado en una
analogia formal de la ecuacidn de Schrodinger con la ecuacidon de Navier-
Stokes. Como consecuencia de esta analogia obtiene un tensor de viscosidad
gue ffsicamente no puede ser interpretado como tal, por el hecho de no estar
relacionado con la velocidad de flujo ni poseer las propiedades debidas ( de
la Pena et al, 1970c). La comparacién del sistema cuantico con un fluido
real encierra en si uaa contradiccidn, puesto que, por una parte, se postula
la disipacién de energia debido a la viscosidad, y por la oira, se trata de apli
car la teoria a sistemas que se encuentran en estados estacionarios, ¥y que,
por lo tanto, son no disipativos.

En este sentido, el trabajo de Harvey pone de manifiesio, mas
claramente aia que los anteriores, uno de los aspectos més débiles d» la in-
terpretacién hidrodinamica. Aungue con este modelo han sido obtenidos re-

sultados basicos que formalmente son andlogos a los de la mécanica cudntica



usual, su contribucién mas notable ha sido guizds estimular el escepticismo
de aquéllos que en principio dudan sobre la posibilidad o necesidad de una
reinterpretacidn causal de la mecanica cuantica, La razon fundamental de
este problema reside en el caricter fenomenoldgico - y, podriamos anadir,
a nivel macroscdpico - d= las teorias hidrodindmicas, lo que, por un lado,
obliga a recurrir a postulados especificos y de dificil justificacidén para ox-
plicar los diversos fendmenos cudatico+, y por el otro, tiende a reducir a
términos meramente clisicos aspectos mas profundos de la naturaleza, que
corresponden a una fenomenologia considerablemente més rica que la cldsi-
ca, En esto mismo radica su cardcter limitativo, en el sentido de que tales
modelos no permiten la prediccidon de resultados esencialimente nuevos, ni
cuénticos, ni clésicos.

En la altima década se ha venido desarrollando una teoria es-
tocdstica libre de los principales problemas gue aquejan a las teorias hidro-
dindmicas, y cuyo punto de partida se puede localizar en las analogias exis-
tentes entre el movimiento browniano y la mecénica cuéntica, esbozadas ya
por Furth en 1933, En un planteamiento nuevo del problema, Kershaw (1964)
propone considerar la trayectoria de la particula cuéntica como la superposi
cién de una trayectoria cldsica y un movimiento fluctuante en torno a ésta,
Partiendo de la teoria del movimiento browniano, deriva la scuacién de

Schrodinger para el caso estacionario, coun velocidad d= corriente nula; sin
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embarzo, no logra extender el tratamiento al caso dependiente del tiempo.
Las limitaciones inherentes a la teoria de Kershaw se deben al empleo de un
postulado dindmico errdneo, segun el cual la fuerza total gue actia sobre la
particula cudntica coincide con la fuerza clasica (de la Pefta y Velasco, 1969e).
A este respecto, parece oportuno recordar que en todas las in
terpretaciones causales, como lo son las hidrodindmicas, y, méas en general,
las estocasticas, se considera aplicable el concepto de irayecioria. El carac
ter estadistico del proceso implica la necesaria existencia de fluctuaciones
en el valor de las variables dindmicas, lo que, sin embargo, no significa que
la trayectoria no exista, sino sélo que no la podemos ni seguir ni predecir,
salvo cn el sentido estadistico- Por otra parte, al afirmar la existencia de
una trayectoria no se pretende implicar la posibilidad de extrapolar indefini-
damente al dominio de lo microscépico los conceptos cldsicos de velocidad,
posicidn, etc , por ¢l contrario, el hecho mismo de que las teorias estocasti
cas fisicamente validas construidas hasta la fecha, traten al fendmeno cuin-
tico sélo en el espacio de configuracidon, implica la existencia de limitaciones
especificas en la aplicacion de tales conceptos. En efecto, en. estas teorias
la nocién de derivada temporal es sustituida por otra que implica un promedio
sobre intervalos de tiempo sélo macroscopicamente infinitesimales (Nelson,
1967; de la Peiia, 1969c), lo cual seniala hacia la existencia de un limite de uti
lidad de conceptos como velocidad instantdnea cldsica, etc , en comun con

otras teorias estocasticas (ver. p.ej., Chandrasekhar, 1943). Sin embargo,



es evidente la profunda diferencia conceptual que existe entre el reconocimien
to de estas limitaciones inherentes a la naturaleza estocéstica y microscépica
del proceso cudntico y afirmaciones como la de Heisenberg (1927) en el sen-
tido de que ''la trayectoria (de un electron) se realiza sblo cuando se le obser
va''.

Partiendo de un estudio detallado del movimiento browniano,
Nelson (1966, 1967) ofrece un método alternativo para derivar la ecuacidn de
Sehrodinger, ampliado posteriormente por Dankel (1969) con objeto de incluir
el espin en la teoria empleando para ello métodos puramente formales. De la
teoria de Uhlenbeck y Ornstein (1930), que describe un proceso estocastico en
el espacio fase, Nelson obtiene una relacién dindmica que, en combinacidn con
la segunda ley de Newton adecuadamente interpretada, le permite establecer
la ecuacion de movimiento. Sin embargo, la ausencia de una fuerza de friceidn
- dependiente de la velocidad - en el caso de la particula cuidntica, 'impide la
definicidn de las velocidades" (Nelson, 1966}, de lo que concluye, de acuerdo
al uso, que el estado de la pa:'tfcu_la no puede ser descrito en el espacio fase,
Como, por otra parte, el tratamiento de Einstein y Smoluchowski de la parti-
cula br_owniana en el espacio de configuracidén {ver, p.ej., Prabhu, 1965) im~
plica una aproximacién vinculada a la existencia de friccidén, Nelson recurre
al artificio de aplicar la cinemética de Einstein-Smoluchowski al problema di-
ndmico planteado en el espacio fase. Esta formulacién conduce a Nelson a la
couclusién de que la particula cuéntica es la particula browniana en el espacio

de configuracién en ausencia de friccién. En el Capitulo II de este trabajo se
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ve que, aunque los dos problemas tienen propiedades en comn, existen dife
rencias esenciales entre la particula browniana-adn sin friccidén- y la parti-
cula cuantica. En efecto, si se construye una teoria estocastica cldsica en

el espacio de configuracidén, ésta debe incluir on alguna forma al problema
cldsico respectivo, es dzcir, al movimiento browniano. Sin embargn, las teo
rias de Kershaw y Nelson, asi como la d= Santos, que se mencionaré a conti-
nuacién, no poscen esta propiedad, mostriando con ello la existencia de una
inconsecuencia de principio: en una u otra forma, las teorias han sido polari
zadas veladamente para describir =1 fenémeno cudntico con argumentos clasi
cos, pero excluyendo, a la vez, el caso cldsico correspondiente.

Santos (1969) desarrolla una formulacién lograngiana de siste
mas estocésticos, que le permite derivar la ecuacidédn du Schrodinger para el
casv en que el hamiltoniano s, a lo sumo, cuadréatico en el impulso. Sin em
bargo, la teoria esta fuertemente limitada por un conjunto de postuladss cuya
validez es dudosa o, al mcnos, poco cvidente; ¢n particular, se exige absolu-
ta independencia entre ¢l movimiento cldsico y el estocdstico, lo cual equiva-
le a anular a priori algunos de los efectos que cominmente se conocen como
"cuédnticos sin andlogo clasico',

Los trabajos antes mencionados han ¢stimulado, sin embargo,
el desarrollo de la interpretacidn estocéstica 2n diversas direcciones de inte
rés fundamental. Boyer (1968), por ejemplo, aplica la formulacién de Kershaw
al problema d= un campo electromagnético cldsico sujeto a fluctuaciones esto

césticas, con el objetivo concreto de calculac las fuerzas de dispersidn eatre
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dos placas metélicas neutras, las cuales han sido medidas experimentalmen
te (van Silfhout, 1966), estableciendo cou ello un puente entre los célculos de

Casimir (1948) y Lifshitz (1955). Posteriormente, demuestra que la misma

hipétesis de la estocasticidad d21 campo electromagnético es suficiente para

derivar la ley de radiacién de Planck si, a la vez, se toman en cuenta expli-
citamente los efectos de radiacién debidos a las colisiones de las particulas

con las paredes del recipieate, asi como condiciones de invariancia relativig_
ta (1969a, 1970a); también logra explicar la existencia de la energia del pun-
to cero desde este nuevo punto de vista (1969b).

En relacién con este problema, cabe mencionar que ya Heisen
berg (1939, Cap.Ill) dzriva explicitamente la existencia d2 las fluctuaciones
d2] campo 2lectromagnético - y en consecuencia, las relaciones de incerti-
dumbre correspondientes, implicitas en el trabajo previo de Dirac (1927) so-
bre la electrodindmica cudntica - como un aspecto complementario y necesa-
rio de la cuantizaczién de la materia, Mas tarde, Sokolov y Tumanov (19586),
Mavshall (1963) y otros autores, consideran explicitamente al electrdn como
una particula en agitacidn estocdstica, dzbida a la accién de las fluctuaciones
421 vazio ¢lectromagnético, y demuestran con el ejemplo del oscilador armé
nico gue el sistema se cuantiza, puesto gue logran derivar las relaciones de
incertidumbre para este caso. En pavticular, Marshall (loc.cit.) y Surdin
(1970) ohtienen la distribucién de radiacién (la ley de Planck, en la aproxi-
manidn no relativista) necesaria para mantener un electron oscilante en esta

do estaniouario. No ohstante, d2bemos insistir en que la validez de algunos



de los resultados d=z estos trabajos e¢s circunstancial, puesto que adolecen de
la limitaciéon de tratar al electrin como una particula clasica browalana,

-Se perfila asi, y mas ain con los &xitos d2 la electrodindmica
cudntica , un cuadro tedrico basico: la materia y el campo de radiacidn s2 -
encuentran en equilibrio =stocastico; la estocasticidad de uno 2s causa y cob
secuencia, a la vez, de la estocasticidad del otro, Este cuadro puedz no ser
completo, pero si lo suficientemente sugestivo para =2stimular el desarrollo
de las teorias esstocasticas., En particular, Santos (1968) aduce explicitamen
te estos argumentos para la construccién de su teoria estocastica de la mate
ria. Se hace asi posible inferir que la cuantizacién, tanto del campo d= ra-
diacién como de la materia, es un reflejo de la z2stocasticidad de los mismos,
afirmacidon que se encuentra explicita en la literatura sobre el tema {Marshall,
1983; Santos, 1969), y que es relativamente usual en la electrodindmica cuan-
tica {(ver, p.ej., Henley y Thirring, 1962), Esta posicién permite entender
facilmente el contenido fisico de la demostracién matematica de Bohr y Rosen
feld, de que la mecénica cudntica elémental no =s una tedria consecuente si s2
emplea junto con ella la teoria cldsica de campos. En efecto, si el campo elec
tromagnético no se cuantiza, s= pueden violar en principio las relaciones d=
cqnmutacién para las particulas {Rosenfeld, 1953), Considecando la cuantizacion
simultinea de campo y materia como =quivalente a su ''estocastizacidén’, es-

te argumento nos conduce a la proposicidn de Heisenberg arriba mencionada,
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Por otro lado, esta imagen esti cstrechamente vinculada 2 la
interpretazién del vacio propuesta por de Broglie (1970) como un "termosta-
to oculto”, cuyas fluctuaciones estocdsticas imprimen a la particula un rnov_i_
miento de tipo browniano, lo que el autor trata de describir mediante su Teo
ria de la Doble Solucién. Con el advenimiento de la "electrodinamica aleato
ria" surgen tratamientos més formales, como el de Garczynski (1969, 1970),
gue se basan en la posibilidad de considerar la mecanica cuantica como un
proceso estocastico y hacen ver que la teoria de procesos markofianos, en
especial, brinda un lenguaje natural para la descripcion de los fenbémenos
cudnticos. Incidentalmente, es claro que las teorias estocésticas constituyen
una base fisica diferente para la justificacién del procedimiento de integrales
d= trayectoria, introducido por Feynman (1948), De esta discusion se des-
prende que, aunque las teorias estocdasticas repreéentan un avance en el pro-
ceso de descubrir los mecanismos gque rigen el comportamiento de un siste~
ma cudntico, subsisten adn algunos problemas fundamentales que las formula
ciones hasta aqui mencionadas no han logrado resolver, y que podemos preci
sar en la siguiente forma:

a) Pese a que se trata de teorias estocasticas de sistemas considerados como
clasicos ( en contraposicidén a cuéntico), no incluyen precisaments al sistema
estocastico cladsico més caracteristico, representado por el movimiento brow
niano., El origen de esta falla estd en que no se han logrado establecer con

‘claridad a la vez las diferencias y las coincidencias que existen entre los pro

cesos estocésticos usualmente denominados cldsicos y cuénticos,
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b) Puesto que estas teorias soun corpusculares, no incluyen como parte inte-
grante d= ellas ningla concepto ''ondulatorio'. Auague esto implica el ma-
nejo consistente de conceptos a la vez claros y simples, cuyo contenido fisico
es evidente, es un hecho que la mecénica zulntica trata con sistemas en los
que se presenta la llamada "interferencia entre estados', base del dualismno
onda-corpusculo, Es evidente que tal dualidad no puede hacerse a ua lado,
sino que, por el contrario, la teoria debe dar una justa explicacién de ella y
precisar el contenido fisico que le correspondz. Cabe, pues, la pregunta:
;por qué el sistema cuéntico presenta interferencia. a diferencia de o‘ros
sistemas estocasticos?.
c) Finalmente, es indudable que para que uaa teoria pueda pretender sustituir
a otras ya =xistentes, no 36lo debe explicar los resultados de éstas, sino que,
ademds, su campo de validez debe ser mayor y debe contribuir a la forma-
cién d= un cuadro tedrico més amplio y rico. Las teorias estocasticas hasta
ahora mencionadas ofrecen, efectivamente, una sxplicacién mas clara, direc
ta € incluso més fisica, d-l fenémeno cudantico, lo que las hace indiscutible-
mente meritorias; sin embargo, no hau tenido éxito en lo que 3¢ refiere a per
mitir abordar una gama mas amplia de cuestiones, y quizas, inclusive, dar
nuevas respuestas a algunas d2 ellas, lo cual, en Gltima instancia, permiti-
ria probarlas frente a las otras teorias,

El objetivo de este trabajo es, precisamente, investigar las
respuestas a los tres problemas antes serialados, gue proporciona una formu

laci én méas general d= la teoria estocastica (dz la Pena, 1968c, 1963c¢; de la



- 19 -

Pefia y Cetto, 1969a,b,d). Esta formulacién, ademas de contener a la mecé
nica zuéntica 42 Schrodinger, ha podido ser extendida para incluir en ella el
espin del electrén, ya no como una caracteristica formal, sino como una pro
piedad fisica adicional de la particula extendida (de la Pena, 1970a, 1971lb).
Por otra pa_rte, su generalizacidén relativista, sujeta a las limitaciones inhe-
rentes a la teoria de procesos estocédsticos en su etapa actual, conduce en for
ma sencilla y directa a la ecuacidén d= Klein-Gordon (de la Peda, 1970b).

El mismo carédcter general de la teoria permite distinguir, des
de un principio, entre los procesos estocdsticos clidsicos y los cudnticos, co-
mo se muestra en el Capfltulo II. Sucede asi que la misma teoria estocastica
permite tratar ambos problemas, dando coun ello solucién satisfactoria a la
cuestién planteada en el inciso (a) anterior. Intimamente relacionado con es-
te aspecto, surge el que se refiere a la superposicién e interferencia de esta
dos: la teoria estocdstica muestra la existencia de dos tipos generales y mu=
tuamente excluyentes de procesos, que corresponden precisamente a los cla-
sicos (de tipo browniano) y a los cudnticos (dz tipo ondulatorio), lo que permi
te respondzr en forma sencilla a la cuestién planteada eun el inciso (b) anterior,
como se ve en el Capitulo II: se realiza o no interferencia entre estados, de-
pendiendo d= la naturaleza intrinseca de la interaccidn estocéstica de las par-
ticulas con su medio, lo cual queda descrito mediante un pardmetro que toma
valores diferentes en ambos casos (de la Pefa, 1969c).

Haciendo uso de las posibilidades qgue brinda la teoria, se es-.

tudia el problema de la particula browniana con y sin friccidén, siendo este
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oltimo un caso de cspecial interés, por no cstar contenido en el tratamiento
usual de Einstein-3moluchowski.

tna vez discutidos estos aspectos fundamentales d= la interpre
tacion estocastica, se aborda en los Capitulos III y IV un problema que no tie
ne cabida en la mecénica zuantida convencional: el hecho de que las ecuaciones
fundamentales de la teoria s=2an ecuaciones de movimiento - a diferencia de la
ecuacién de Schrodinger -, permite introducii fuerzas adicionales, no deriva-
bles de un potencial, y en particular, la autoaccidn del electrdn. Asi, por e-
jemplo, la reaccién de radiacidén, debida a la aceleracidén de un electron ligado,
es introducida en el Capitulo III con objeto de calcular el correspondiente corri
miento de los niveles de energia, obteniéndose, como es de esperarse, la con-
tribucion no relativista al cfecto Lamb, sin la aparicidn de divergenciags (de la
Penia y Cetto, 1971a), Andlogamente, en el Capitulo IV s« introducen los tér-
minos de autoaccién de grimer ordeu, a las ecuaciones fundamentales generalj
zadas al problema de la particula con estructura y espin, con ohbjeto de obte-
ner la correccién relativista a la masa y el momento magnético anémalo. Es
te dltimo cdlculo nos permite hacer algunas consideraciones dc carécter gene
ral sobre la estructura eléctrica del electrén,

Nuestira conclusidn general es, pues, que la teoria cstocistica
estudiada permite dar respuesta satisfactoria a las dos cuestiones de princi-
pio anteriormente expuestas, y que, a la vez, es potencialmente Gtil para abor
dar problemas més amplios, ofrcciendo, en particular, solucioncs novedosas

y simples a problemas conocidos



CAPITULO II
PROCESOS ESTOCASTICOS CLASICOS Y CUANTICOS,

Introduccion,
Las ecuaciones bésicas de la teoria estocastica a estudiar (de
la Pefla 1968c, 1969¢), representan una generalizacién de la mecanica newto
niana al caso en que existen fuerzas adicionales de origen estocastico. Una
primera integral de estas ecuaciones, que describen al sistema en el espacio
de configuracién, conduce bajo ciertas suposiciones a la ecuacién de Schrodin
ger. Las suposiciones introducidas implican la reduccidn del proceso esto-
castico descrito, a un proceso markofiano, situacién que parece describir
adecuadamente a la mecénica cuéntica convencional. Efectivamente, es po-~
sible demostrar en forma relativamente directa, mediante la construccién de
una probabilidad de transicién, que si se considera la mecanica ;:uéntica co-
mo un proceso estocastico, este proceso es necesariamente markofiano (de
la Pefia y Cetto, 1867 c). "Por otra parte, es sencillo demostrar por cons-
truccidn que la retencidén de términos con memoria lleva a una ecuacidn de

Schrodinger no lineal, que contiene un potencial dependiente de la misma

_21_



funcion de onda (d- la Pena y Cetto, 1968d).,

Sin embargo, los metodos de integracidn de las 2cuaciones 25
tocasticas publicados hasta la fecha, han sido disedados todos para el caso de
interés especifico, es decir. la mecdnica cudntica. Es:o ha conducido a que
la ecuacién tipo Schroddinger obtenida sea no lineal para casos diferentes, co-
mo por ejemplo, el movimiento browniano (de la Peda 1959c¢). Dado nuestro
interés simultédneo, en el presente trabajo, por los procesos clasicos y cuén
ticos, se presenta a continuacidén un método de integracién mas general, que

conduce a uaa 2cuacion lineal en todos los casos.

Integracién de las ecuaciones fundamentales,

Las ecuaciones que describen el movimiento de una particula
estocéstica de masa m sujeta a la accidn de una fuerza externa S: . son

(de la Pefia, 1963 c; de la Pena y Cetto, 1958d):

m (By ~xHu) = ;:m (2.1a)

m(q&\_/ +°9cLi‘)= s:(_) (2.1b)

vV y 4 son las componentes sistematica y estocdstica, respectivamen
te, de la velocidad total de la particula ¢ = V + W vy por consiguiente, po
seen distinta propiedad de transformacién frente a la invers:.on del tiempo,
al igual que las componentes ¥(+) y g(_) de la fuerza cxterna, u@c y

095 repres=ntan a los operadores de derivada sistematica y estocastica,



=98 =

respectivamente, que pueden expresarse como:

£c=%+!-V+... (2.2a)
D, = wV+DV+... (2.2b)

donde I es el coeficiente da difusién y no 3= han escrito explicitamente los
términos no markofianos; A es un pardmetro real, cuyo valor depende de la
naturaleza de la interaccién de la particula con el medio, y que, al igual que
D , debe ser considerado como empirico mientras no se posea una teoria
subcudntica que lo determine,

Definiendo € =% V=x . el sistema (2,1) puede escribirse

en la forma:

md v~ f, (2.3)
donde
°99r= D, + €,
Vo= VY *+EL (2.4
(*) =)
Y fom Fref™

Nétese que (2.3) puede considerarse como una generalizacién de la segunda
ley de Newton, obtenida mediante la sustitucién d./dt - 89( y
g =y — .
=% Y 1= s
Cuando la fuerza externa es derivable de un potencial vV,

es facil demostrar, utilizando la regla de conmutacién

[aL)"eq] = % (aivq',)aj, '
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que vV, tarnbién puede escribirse como el gradiente de una funcidén (Jaure-

gui, 1971,p.18). Escribiendo este resultado en la forma
Ve 2€DVw , {2.5)
se obtiene como una primera integral de (2.3):
2me D* [Vzw + (‘-‘lw)Z]+ V = -ZmeD%" . (2.6)

donde la constante de integracidn se ha igualado a cero. La cc, (2.6) se li-

w
neariza mediante el -cambio de funcidn ‘!f) -
2 TNZ T2 oy
e D"V + V = -2meD . (2.7)
2. ¥ ¥ at

Al escribir (2,6) no se ha iomado en cuenta la contribucién no
markofiana, que daria lugar a términos no lineales en (2,7),

Noétese que, por la forma como se definié & |, esta primera
integral contiene en realidad dos ecuaciones, una de las cuales puede obte-
nerse a partir de la otra mediante la inversion del tiempo, Nuevamente en

(érminos del pardmetro A , (2.7) toma la forma

-~ ZMDZ)\VZIV

X

+V?:=:2mbﬁ%{3= , (2.8)

donde ”‘l’* = ew‘.

A partir de (2.4) y (2.9) podemos escribir las componentes de

la velocidad en términos de Yy



v =DV Vinly, fy) (2.92)
w=DVin(p.y). (2.9b)

Por otra parte, del sistema (2,8} y utilizando el resultado (2,9a), obtenemos

2 (wp)+ V- (yyp,p) =0, (2.10)

expresion que coincide con la ecuacidén de continuidad si se define Y.y = P.
Esta definicidn es consistente con la teoria general; en particular, (2.9b) to

ma la forma:
v
Li" - D ——P-'E- ’ ( 2.9C )

que es precisamente la velocidad osmética introducida por Einstein (1905)
en su teoria del movimiento browniano, Puede demostrarse también en for-
ma inmediata, que la ecuacién de continuidad (2.10) es equivalente a la ecua
cidén de Fokker-Planck en el espacio de configuracion:

2P _ _y.(ep) + DV* (2.11)

at . ’
con lo cual se pone de manifiesto, una vez mas, el caricter markofiano de
los proceéos descritos por (2.8).

La z2cuacidn (2,8) muestra que el cardcter de sus soluciones
d2pende esencialmente del signo de A . Si este pardmetro es negativo, la

ecuacidn es de tipo parabdlico y tiene, por consiguiente, soluciones que po-
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demos llamar "causales', caracterizadas por el hecho de que la inversidn
del tiempo cambia esencialmente su naturaleza, Con A positiva, (2.8)
equivale a una ecuacién de tipo hiperbdlico, cuyas soluciones estdn caracte-
rizadas por el hecho de que la direccidn del tiempo deja de estar dofinida por
las condiciones iniciales. Puesto que, de acuerd» con la teoria general, A
es real, estos dos casos son los unicos de interés. En particular, puede es
cogerse |IAl=1 sin pérd.da de generalidad, con lo cual se obtienen a par-
tir de (2.8), por un lado, una ecuacidén gue corresponde a los procesos de ti-

po clasico

2 ¥ _ 3y,
2mD'V'y, +Vy, = = 2mD a;’:— {2.12)
con A=-1, y por elotro, la ecuacién de Schrodinger
g =3 ih 2 2,13
‘ﬁVY;+v‘f’x *ith Y {2, )

con D=h/2m y A=1 . Procurando utilizar una notacién que refleje cn
forma clara y concisa la distinta naturaleza de los procesos descritos por
{2.8), denominaremos procesos de Einstein a los que corresponden a A=-~1,
descritos por (2.12), y procesos de Broglie a los obtenidos con A = | y
descritos por (2.13).

Asl pues, el uso dz un parémetro adicional, natural al nivel
de descripcién de la teoria, permite tratar y diferenciar simultdneamente am
bos tipos de problemas estocdsticos, sin la necesidad de recurrir a concep-

tos actificiales, como <l de coeficiente de difusién imaginario usado por ejem
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plo por Firth (1933) y Garczyhski (1959), y el de masa o tiempo imaginario

propuesto por Guth (1962) y otros autores,

Superposicién e interferencia.

El carécter lineal de las Ecs, (2.12) y (2.13) permite construir
a partir de una pareja de soluciones Y Y Y, , unanueva solucidén como com

binacién lineal de ellas:

P = CI.7,U11+ b~‘/"?-:' (34 )

Introduciendo las funciones reales 'R-l_ v 3;_ , tales que

Wi Ri7 XS, z
= e . w2, (2.15)

¥~ ©

podemos escribir la densidad asociada a {2,14) en la forma
2 2
= = 2.
P=yy =ap+ bfz + 2ab JPth cosh Q. (2.16a)

donde O - m(‘sz_si) ; (2.16b)

y o, b deben ser tales que P pueda ser considerada efectivamente una
densidad, es decir, que sea positiva para todo valor de ) _
Cuando A=-1, Q= §- S, v las constantes @ , b son
positivas, De (2.16a) se ve entonces que P es una suma de tres contribu-
ciones positivas, es decir, en los procesos de Einstein la superposicic’m de

estados es necesariamente aditiva; en el lenguaje usual, podemos decir que
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el comportamiento del sistema es estrictamente "corpuscuiar”,

En cambio, cuando A=4, Q= (52— SL), y el Ultimo tér-
mino de (2.16a) oscila entre ¥ 2ab vPifz ; en otras palabras, en los pro
ciesnz d2 de Broglie la superposicién de estados produce interferencia; regre
sando al lenguaje usual, podemos decir que en estos procesos se manifies -
tan propiedades "ondulatorias'.

Vemos asi que una misma teoria estocdstica puede caracteri
zar a; los dos tipos de procesos que corresponden a la situarién cldsicay a
la cuantica. Segin (2.15), las amplitudes p,= Vﬁ'e:ms son funciones
reales para los procesos de Einstein, en tanto que para los procesos de de
Broglie son, en general, complejas, y Y= 'zfvf

Fn relacién con estos resultados, cabe preguntarse qué senti-

do tiene superponer ''amplitudes' y . En primer lugar, se ha visto gque en
el marco d< la teorfa, es natural y legitimo sSuperponer amplitudes, por ser
soluciones de «cuaciones lineales. En segundo lugar, existen condiciones bg
jo las cuales {j? es el factor de peso de la vi:locidsd en una superposicidn

> estados. En efecto, consideremos el caso V.= o, que es estacionario,

y analicemos las condiciones bajo las cuales existe un estado caracterizado

por
TR AR A (2.172)

con <€t+ ?2.= i, (2.17b)
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siendo (Pi funciones por determinrar,

Tntegrando (2,1a) obtenemos

P
£
3
o)
<4
£
I

(2.18)

siendo E la constante de integraciéon, Tomando en cuenta que esta ecua-
cién debe ser satisfecha tanto por W, (i=1, 2) , como por la w dada
por (2,17a), obtenemos para ?t la ecuacién
v
2D —nitihhs = W =k,
¢, (1-¢) v

cuya solucidn es

. g 1
=y pTby )

Por consiguiente, de acuerdo con (2.17b), podemos escribir

¢ A o ?1 +b %‘ .
Como en el caso estudiado, "l.'u.L = VP‘ , obtenemos de sustituir (2.19)
en (2.17a):

Ypu=alpurblpu,,

resultado que también puede ser derivado a partir del gradiente de (2.16a),
con £ = O , condicién que puede incluir, no soiamente al caso V= 0,
sino méas en general, ¥y = v, - Sin embargo, este resultado es muy

particular y tiene un valor enteramente formal en el caso A =-1 aun

que puede ser de alguna utilidad especifica en la mecdnica cuéntica; se pre-
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senta esencialmente con objeto de insistir en gque las amplitudz2s deben usar
s© como clementos naturales de la teoria.

Como corolario de Jos resultacos anteriores, surge la pregua
ta: ; por qué el principio de superposicién d=2 amplitudes, siendo usual en
los procesos de de Broglie, no @5 conocidn en relacidon con los procesos de
Einstein? En primer lugar, pued: =sgrimirse un argumento de tipo histo
rico: ante la inexistencia de fendmenos dz interferencia, la discusidn en tor
no a esta cuestién era innecesaria, mas ad1 cuando los métodos usuales se
manifestaban suficientes para resolver con éxito los problemas relativos.
En segundo lugar, existe un caso importante on que tal superposicién es apli
cable; en efecto, si consideramos 21 problema de la particula browniana li-
bre con potencial nulo, vemos que la ecuacidén (2.12) para 'lf)_ se reduce
a la ecuacién de difusidn y, consecuentemente, las soluciones son Y-= "'\f’,

Y, = 1/A ; en este caso, la superposicién de amplitudes 2s 2guivalente a
la superposicidén de las propias densidad=s. Sin embargo, éste es, tam-
bién, un problema muy particular. En la practica, =] problema 3:fusivo es
definido a través de las velocidad=s, o mas ccucretamente, dz los momentos
que se introducen en la ecuacidén d2 Fokker-Planck y que son obicnidos, a su
vez, de una ecuacidén dindmica adicional, como la ecuacién de Langevin en
el caso del movimiento browniano. Puesto gus lo que s2 conoce a priori son
las velocidades, lo natural es partir de la propia ecuacidén de Fokker-Planck.

Lo anterior pued2 ser reforzado con un argumento definitivo:
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como se muestra 2n la siguiente s=ccidn, la ecuacidn tipo Schrodinger deja
de ser lineal en el caso d=l movimiento browniano usual, debido a la existen
cia de fuerzas de friccion; por lo tanto, deben superponerse las densidades

y no las amplitudes. Exactamente lo contrario sucede con los procesos usua
les d= de Broglie, para los cuales la ecuacidén de Schrodinger es lineal, pero
la ecuacidén de continuidad no lo es, puesto que la velocidad v no es un dg
to inicial, sino una propiedad derivada a partir de las amplitudes, de acuerdo

con (2,9a).

El movimiento browniano,

A continuacién se aplican los resultados obtenidos en las sec-
ciones anteriores, al proceso de Einstein mas conocido: el movimiento br'o“_r
niano. Con ello se intenta demostrar por construccién que la ecuacidén dina-
mica de la teoria, (2.12), ofrece efectivamente un método alternativo - aun-
que no necesariamente mas simple - de resolver el problema de la particu-
la browniana, esencialmente diferente de los métodos que brinda la literatu-
ra sobre el tema.

El hecho de considerar al movimiento browaiano como un pro
ceso estocdstico en el espacio de configuracién, implica la suposicién de equi
librio Io-cal, puesto que se ha independizado el problema del espacio de velo-
cidadeé. Por consiguiente, no se pretende obtener la solucién exacta de Uh-
lenbeck y Ornstein (1930). Sin embargo, el que no se¢ imponga condicién algu-

na en la ecuacién dindmica, permite suponer que el intervalo de validez de
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las soluciones a construir serd mayor que el de las soluciones de Einstein
y Smoluchowski, que se pueden obtener a partir de la ecuacidén de Langevin
en la aproximacién estatica, es decir, para tiempos grandes comparados
con el tiempo de relajamiento /8_1. El procedimiento gue agul se ofrece
posee la ventaja adicional de no estar condicionado a la existencia de una
fuerza de friccion,
Con objeto de estudiar el movimiento browniano en general,

es necesario introducir la fuerza de friccién l‘_(= —m.,Bg en (2.12)., Re:
cordando la definicidn de la velocidad total y haciendo uso de las Ecs.(2.9Y),

se obtiene

K= _2Dmp‘un1f>+. 12,21

Por consiguiente, la ecuacién de movimiento para una particula browniara

es
2y,
DV, * (zdp * PLap)y. =+ at_ ’ (2.22)

resultado que muestra que, efectivamente, la scuacidn deja de ser lineal de
bido a la presencia de la fuerza dc friccidén, Si se aplica en concreto a los
problemas del oscilador arménico y de la particula libre en una dimension,

las soluciones de (2,22) que nos interesan son de la forma

2 2
ax+ b x a,x + b,x

F A A Ol o (B

donde 10.» , Oy bL son funciones del tiempo, a ser determinadas en
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cada caso particular,
Para ¢l problema de la particula libre, escribimos de acuer

do con (2.22):

Dy (BLlap)y, = -,

(2.24)
D .9'."* (p An V-»)V- . 1’.)- ’
cuyas soluciones son de la forma dada por (2.23), con
_ 4 0, oA 2,25
&M w, %, 4D w, ( ot
-pt
b =-Be : b-Bl‘B""*—b . (2.25b)
1 uw, 2 Wk, 1
donde
-pt -pt
w,= 1-&™ ; w, = u.,(Aﬂ-}at +J.m._x.1)-eP (2.25¢)

y A, D, Bz, son constantes de integracién.

De (2.23) tenemos que

p=y=2e

donde a=a,+a,y b= b,_*' b,. Esta expresidon nos permite hacer las

alx+42)?

siguientes identificaciones:

= b
X = - —
7-‘11 (2.262)
2_ . ——
:Ax) T e

y haciendo uso de las férmulas (2.9):



c= 2D (b,+2a,x)
(AcY= (apa,)(Aax)? (2.26b)
A = 4DaJAXY.
Las constantes de integracidn que aparecen en (2.25) se doter
minan a partir de las expresiones para X vy € , y de la condicién

Ft_o) § (x- xo). Los resultados finales son entonces:
—-

X = %+ %(i—e—}n)

g =ce?"

(axf= 22 uu, (2.27)
e 2Pty

(Ac)*= 2Dp e -

A{xc) = 2D (ifptu.Z

con -pt 3
w,= t-e? w,= ul(ﬁt—7+l_n_u_i)-e

-pt

Los limites de estas expresiones para tiempos grand=s coinciden con los que
se obtienen por el métod» de Einstein; en particular, (_&x—)"—y 2Dt ., Sin
embargo, los resultados {2.27) no son validos para tiempos arbitrariamen.e
cortos, en los que no prevalece ua equilibrio local, En la solucidn exaczta
del problema en el espacio-fase, se obtiene en el limite t—» O (Uhlen-

beck y Ornstein, 1930):

(A w2 2 2
(AX)2— TD/G 3



En cambio, al derivar las 2cuaciones fundamentales de

aqui presentada, se ha impuesto la condicidén (ax)? e 2Dt

la teoria estocéstica

, propia

d= una particula libre en equilibrio local, lo cual implica gue los resultados

d= la teoria dan valores para la desviacidén cuadratica media de x

excesi~

vamente grandzs para tiempos peguefios; esta limitacion es caracteristica

de todos los resultados aqui presentados.

En el caso d=1 oscilador arménico browniano,

cita de las ecuaciones es, d= acuerdo con (2,22},
Dy (4 2+ play.)p, = —%
Dy (4 X' play,)y. =

Escribiendo las soluciones en la forma dada por {2.23),

te sistema de ecuaciones diferenciales:

=3 : 2
W, + [_‘pu.l-r- wu, = (0}

w, b, "
dondz a = i W T -- i n
1 4D w, » 2 4D u,

la forma expli

(2.28)

obtenemos el siguien

(2.29a) -

(2.29b)

( 2.29¢)

(2.29d)

(2.29)

Al resolver este sistema, es conveniente distinguir entre el caso subamor-

tiguado (}'3 <2w) yel caso sobreamortiguado (/3 >2w) por el mo-
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mento, prestaremos atencion a este Gltimo, cuya solucidn es5tad dada por:

B o
¥
w,= e cosh 3t

i
B Auw, + ELF(LZ', 2-q z)

b = Bxe_zyt

1 w,
ot (2.30)
bl'ﬁ— b, = [raved {[Bx— :?_Bl(q—i)]mshﬁs1 +2B,{q- 1)5enhptt}
donde = —;’—.(1 - tahp&t)
r . = Volo o « - -
3= F 0 PVpets p=3P
A , B, ,B, son constantes de integracién y F representa una funcion

hipergeométrica. De (2,30) sigue que:

_ Bilq-1)

a =
2Duwu,,

y de acuerdo con (2.9):
-yt
c=2DBe " sechpt - (y-Pignpit)x .

Seleccionando las constantes de integracidén con 21 mismo método cimpleado

2n el caso anterior, obtenemos:

_yt
Z=e (x,,c.os\n.ﬁ1 * Msenhﬁlt)
Ry (2.31a)

Ql

-yt +
= e’ (ccoshpt - L5222 Zsenhpt)
1
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(Ax)?= E:EF) [F(L,2:2-q;2)-F(1,2; l-qri)e:z'tcosk" ]

@cy= (y-pighpt) Taxy
A(xc)= (B,tghpt -,‘)(?.T_x)z

(2.31b)

Para tiempos grandes, los limites de las expresiones anteriores son:

- -pyq-1)t
—~ e ' [xo(qﬂ)*%"t]

e - -1t
T-4e Plq [c.,(q- )+ szw:p]

(ax)’— ﬁﬁz—u [1-470,2;2-q;4) 2P Y] (2.32)
(acy — Bi(q-1) T&%2

AGxe)y— - B (q-1) Tax*.

En la teoria usual del movimiento browniano en el espacio de configuracion,
se puede resolver el oscilador arménico s6lo en el caso fuertemente amorti
guado, es decir, cuando W << ¥ (Uhlenbeck y Ornstein, 1930), Por consgi
guiente, es conveniente hacer esta suposicién, con objeto de poder comparar
resultados. Haciendo g & 1+ w"/zx?- en (2,32), obtenemos
Wy e

X—> e P (x» 2)

(2,332)

- -wzt 2 c
G - T (0 &)



2

—_— D Wy
(ax)— 2R (1-e 7 ")
w
2w?
— 1D _._t
(acy— 92 (1-e7 75
A ( ) (2.33%)
- - 2w1t
Alxey—> -D(L-e A Y)
de donde se ve que las cantidades que permite determinar el método de
Einstein-Smoluchowski, X y (Ax)?, coiaciden con las aqui obtenidas.
Asimismo, es evidante que las expresiones (2,33) contienen como caso par
ticular al movimiento browniano libre (c.)= 0) , cuyos resultados para
tiempos grandes se obtienen a purtir de (2,27),
De los resultados anteriores vemos que la energia d- equipac

ticion, en el estado final de equilibrio, es
4 2 2 - 4
Lmw*(ax? = §mpaD .
Id=ntificando ésta con la energia térmica por grado d= libertad de acuerdo
. - . i e i h_*r' 2 . A
con el principio de equiparticién, ¥ , obtenemos la formula de Ein

stein (1903) para el coeficiente de difusién:

kT

Un problema de especial interés, por no admitir solucion me
diante el método de Einstein-Smoluchowski, es el movimiento browniano sin

friccion, Para el oscilador armonico, en particular, los resultados obteni-

dos a partir de (2,29) con =0 son:
L )
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u,= cosw(t-t); w,= senwlt-t,)
- B . b = 22 (2.34)
! w, '’ % . ey

Substituyendo estas =xpresiones en (2,26) y determinands las constantes de

integracidun a través de las condiciones iniciales, obtenemos:

— Co
X = x coswt + Zaenwl

T=c,conwl - wx, senwt

(= %ta’wti[if cos wt-senw(t-gz] (2.35)

senwt,
(Ao} = w? tgrwit-t) (ax)

Alxe)=-wiqw (&-t) (a%)>.

Noétese que en este caso, a diferencia de los anteriores, los valores medios
oscilan adn para tiempos grandes, lo cual es una manifestacién de la falta
de amortiguamiento; éste es precisamente el motivo por el cual no es apli-
cable la aproximacidn estdtica de Einstein-Smoluchowski, Si en (2.35) hace
mos tender a cero la frecuencia de oscilacién, obtenemos correctamente los
limites de particula browniana libre sin friccién, que pueden ser deducidos
también de (2.27) con B =0.

En forma analoga puede ser resuelto explicitamente el caso
subamortiguado; sin embargo, debido a gque los resultados, también de val_i
dez limitada por las aproximaciones inherentes al método, implican un ma-

nejo laborioso de cantidades en general complejas, nos abstenemos de incluir
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los en el presente trabajo.
Es conveniente hacer notar que los valores medios dados por

(2.27), (2.31) y (2.33) satisfacen la ecuacidén de movimiento clasica

X+ wX =-a%,
donde X = T =W, puesto que el valor medio de la componente estocéstica
de la velocidad es cero,

Los resultados de wsta seccidn han sido obtenidos con el pro-
pbésito fundamental de mostrar explicitamentc que la teoria estocastica que
se estd discutiendo permite efectivamente hacer una descripcidn satisfacto-
ria de los proce=os de Einstein en el espacio dz configuracién, valida una

ver gue se ha establecido el equilibrio local en e! sistema,

Las rclaciones de incertidumbre en el movimienio browniano,

Para cualquier potencial cuadratico a lo sumo en x , la solu
cién fundamental de (2,22) puede expresarse en la forma dada por (2.23).
En este caso, en que la distribucién es gaussiana, se pueden derivar simple
mente algunas relaciones de incertidumbre, como mostramos a coantinuacion.
De acuerdo con (2,9), las componeﬁtcs de la velocidad de una
particula browniana pueden ser escritas «n la siguienie forma:
v= D(b-b) + 2D(a,-a,)x

(2.36)
uw= Db + 2Dax = 2Da(x-%)
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en donde la segunda igualdad se obtiene utilizando (2,26). De (2,26) y (2.36)

es evidente que

V=2T= 2Db,+ 4Da,X
Auy = (2Da) (Bx)2 (2.37)
(AvY = 4D(a-a) (Bx)
(AcY* = (4Da,) (Ax)*
Al = 4D*(a - a2) (Bxr
Por otra parte, haciendo uso de las Ecs. (2.29), obtenemos las siguientes

relaciones, vélidas para todos los casos discutidos aqui:

PRI S o ekl
C="ZFpa’ XN NTipa (2.38)

donde @A = L.L,_LLQIZY ; por lo tanto,

(Axl= 2DQ

| mllt
(av)'= o

St ‘D(é."i 2
@ay-2og

(2.39)

oy A— DA
A(u_v) Sl 7

de dond : obtenemos, por climinacidén de la funcién Go

>



(A AW = D

(A=Y (aVY = D

(AxY(Bc)* = D*(Q-1)* . (2.40)

(axYAluv) = - D*Q
Nétese que la primera de estas expresiones impone un minimo al producto de
las dispersiones en X y w. , independiente del tiempo, y que, por lo de-
mas, dicho valor minimo co’ncide con el obtenido mediante otruos métodoas un
tanto més avtificiales (ver, p.ej., Furth, 1933 ; Guth, 1969).

La funcién (Q puede ser determinada en general mediante el

siguiente procedimiento. Como puede verse por ¢jemplo de (2.29a), o,
es solucidén de la scuacién de movimiento clasica; por otra parte, de la rela

cién LLtl:LQ_- ‘-“-z‘.-.‘-a.‘ O que surge de (2.29a) y (2.29c), obtenemos que

_ dt
LLZ._ 2XU-L —l:f >

lo cual nos permite escribir una férmula general para Q :

oW 2 at
Q == =2 = uiS
u

2!‘ 2i
en términos de la solucidn de (2,29a),

Los resultados anteriores ayudan a zntender las relaciones de
incertidumbre como una consecuencia y uia medida de la estocasticidad del

sistema; su existencia en sistemas cldsicos muestra que no es legitimo - o

al, menos, no es nececsario - concluir que a partir de las relaciones d:
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Heisznberg se obtienen propiedades especificas y exclusivas de los sistemas
cuanticos. Podrian deducirse, inclusive, ''relaciones de incertidumbre' pa-
ra los procesos de Einstein, siguiendo los procedimientos usuales en la me-
canica cuédntica, mediante la introduccidén de los operadores dindmicos ade-
cuados (como 3¢ muestra, p. ej,, en de la Peria et al., 1968a)., Sin embar-
go, los resultados obtenidos aqui son suficientes para nuestros propdsitos.
Parece oportuno finalizar este capitulo deslizando una conjetu
ra., Hemos visto que la teoria estocdstica estudiada describe al sistema cld
sico con mayor precisién que la que proporciona el método de Einstein-Smo
luchowski debido a que no se imponen restricciones dinadmicas al sistema;
a la vez, la descripcidén es mas pobre que la de Uhlenbeck-Ornstein en el

espacio fase, puesto que, como 3e ha dicho anteriormente, estd condiciona

da por las restricciones de equilibrio local y 1}_{1.10 —IAtL)-: = constante,
ambas de cardcter limitativo, Considerando que los procesos de de Broglie
se obtienen de la misma teoria mediante el simple cambio del valor de un
parametro, cabe preguntarse si no existen restricciones similares en la
mecénica cuéntica. De ser valida esta conjetura, implicaria la existencia
de un limite de aplicabilidad de la mecénica cuéntica usual para tiempos pe
quetios o comparables con el tiempo de relajamiento caracteristico del sis
tema, de donde se concluiria que debe existir una descripcidén més precisa
del fenémeno cuantico que la que proporciona la ecuacién de Schrodinger.

Un punto de vista similar ha sido presentado por de la Pefia y Garcia-Colin

(1967b, 1968b).



CAPITULO III,
CORRECCIONES DE AUTOACCION: £L EFECTO LAMB.

Iatroduccidn,

Los resultados obtenidos en el Capitulo anterior dan respues
ta satisfactoria a lus dos cuestiones de principio planteadas en el Capitulo
I. Por lo tanto, parece conveniente inteatar ahora explotar las posibilidu-
des especificas gue ofrece la teoria para abordar problemas cuénticos des-
d= un nuevo punto de vista, y obtener con ello una idea més clara de sus po
tencialidades. No siendo la teoria estocastica una nueva mecéanica cuaatica,
sino s6lo una reformulacién de la misma 3obre nuevas bases, no es de espe
rarse la aparicidon de efectos novedosos o desconcertantes predichos por la
primera y olvidados por la se2gunda. Sin embargo, la diferencia esencial
en la formulacidén permite adoptar puntos de vista distintos, gue en principio
abren nuevas posibilidades. En particular,” la mecéanica de Schrodinger se
escribe en términos del potencial externo, en tanto gque en las ecuaciones es
tocasticas intervienen las fuerzas, sean o no derivables de ua potencial.

Precisamente esto nos permite introducir en forma natural en la teoria esto-
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céastica los términos que representan la autoaccidn del electrdn, para usar

la terminologia d2 Feynman (1962)., Este problema es resuelto usualmente
en el marco de la electrodindmica cuéntica: es bien sabido que las correc-
ciones radiativas provenientes de la autoaccidn de la particula dan lugar a
efectos observables, tales como el corrimiento (de) Lamb y el momento
magndético anomalo, Lo esencial do estos célculos es la introduccidn de los
efectos de autoaccidn, que son términos electromagnéticos de origen cldsi
co; por lo tanto, podemos esperar que la introduccidn de las fuerzas electro
magnéticas correspondientes como términos adicionales a las fuerzas exter
nas en la teoria estocéstica - proceso gue es de realizacidén simple - conduz
ca a la obtencidn de los efectos asociados, Es evidente,sin embargo, que un
célculo de esta naturaleza no puede pretender reproducir exactamente los re
sultados de la electrodindmica cuéntica, debido al menos a dos razones., En
primer lugar, el hecho de describir el comportamiento dzl electrdén coan una
teoria no relativista, excluye la posibilidad de obtener las contribuciones re
lativistas a los diversos efectos; en segundo lugar, puesto que no se conside
ra al campo electromagnético consistentemente cuantizado, no podemos ob-
tener términos tales como la coniribucidén de la polarizaciéa del vacio al efec
to Lamb. Sin embargo, aunque falto de precisidén, el calculo tiene la venta-
ja de ser sencillo y directo, y cousecuentemente dotado de una notable clari
dad fisica; ademas, se puede llegar al efecto Lamb mediante un célculo libre

dz divergencias,



Con el objeto de mantener la claridad en la exposicidn, divi

dimos ésta en dos partes, En este capitulo consideramos al electrdn liga-
~do en el campo coulombiano, para calcular ¢l efecto Lamb a partir de la
fuerza comunmente llamada reaccidén de raliacién (Landau y Lifshitz, 1951)
En el Capitulo IV estudiamos i:1 problema mas complejo del electrdén con es
tructura, sujeto a un campo magnético externo: los términos dominantes
de autoaccidn nos llevan en este caso a obtener el momento magnético and-
malo y la correccién a la masa d=1 electréon,

La idea de introducir la reaccién de radiacidn en las teorias
estocasticas ha sido formulada anteriormente en, al menos, dus contextos
diferentes. Por ua lado, una seric de autores (ver, p.ej., Sokolov y Tuma
nov, 1956; Marshall, 1963; Surdia, 1970) postula gue dn la reaccidn dz ra-
diacién surge, en primera aproximacién, el término 4 friccidén que prrmi
te considerar a la mecénica cuantica como uaa espeacie de movimiento brow
niano cladsico como se vio vn el Capitulo I, Por otra parte, con argumen-
tos similares a los aqui presentados, Krizan (1968) trata prucisamente de
ohtener el efecto Lamb, partiendo de la teoria estocastica de Nelson (1963).
La idea basica de Krizan es, desde luego, correcta; sin embargo, debido
a su inapropiada realizacién, el resultado del calculo =s cero. El origen
de esta dificultad puede ser explicado de la siguiente manera, Como se ha
dicho anteriormente (Capitulo I), Nelson construye su formulacién estocés-

tica basado en los principios dindmicos de la teoria del movimiento brownia
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no. Las fuerzas gue actlan sobre la particula estocastica coinciden enton-
ces con las exoresiones cldsicas, y en particular, la fuerza electromagné-

tica =3t dada por la formula de Lorentz:

=e(E+LvxH). (3.1)
f =e(E+FvxH)

Sin embargo, es facil demostrar que esta expresion es incompleta (de la Pe
na y Cetto, 1963a, 1969b), puesto que representa sélo a la componente ,FL"')
de la fuersza, QH siendo en general distinta de cero. Como se verad més
adz=lante, es precisamente un término d= ¥L_) el responsable fundamental
d=1 efecto Lamb no relativista; Krizan no obtiene esta contribucion, debido
a gue realiza sus cédlculos en el marco de la teoria de Nelson, omitiendo por
ello automaticamente a ;EH . A esta situacién debe sumarse el uso de una
serie de aproximaciones, gue terminan por cancelar la parte remanente del

efecto Lamb buscado,

Introduccién de la reazcidon de radiacidn,

3= ha demostrado en el Capitulo II que una primera integra-
cién de las ecuaciones fundamentales de la teoria conduce en la aproxima-
cién markofiana a la ecuacién de S-hrddinger, (2,13), con A=1 y D= k}lm.
Para ob!;ener la 2cuacién de Schrodinger con acoplamiento electromagnético
£s necesario introducir las fuerzas correspondientes en las ecuaciones (2.1),
Es posible demostrar a partir de primeros principios, que la fuerza electro

magnética estocéstica a segundo ordan, es decir, en la aproximacién marko-

fiana =sté dada por (de la Pefa y Cetto, 1969a, 1969b):
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.= e(E,r LyxH 27 (3.2)

en términos de las cantidades definidas en (2.4) , resultado que difiere de
la férmula de Lorentz (3,1).por la presencia de términos de origen estocég
tico, La Ec, (3.2) puede ser obtenida en forma directa a partir de la fér-
mula de Lorentz, efectuando en ésta las sustituciones sugeridas por la Ec.
(2.3), a saber, d /dt— JE)QP ; Y_)\-{% ; _p—’\pq{ (Jauregui, 1971)
Nuestro presente propdsito es es_tudiar—al movimiento d= un
electrén sujeto simultdneamente a la fuerza coulombiana proveniente del na
cleo y a la reaccién de radiacién., Do acuerdo con la electrodindmica clasi
ca, esta dltima se deriva de los términos de segundo orden en el dasarrollo

de los potenciales de Liénard-Wiechert (Ivanenko y Sokolov, 1951)-

-2e
_E__\’Jc"\i

13.3)
A=-Gw,

donde w es la aceleracion de la particula. En vista de guc nuestra inten-
cidy es hacer sélo un tratamiento perturbativo a primer orden, podemos
considerar que la aceleracién en (3,3) estd determinada por la fuerza ex-
terna, es decir, W= —(e/m.)V¢ . Manteniendo la consistencia con las for
mulas (2,3) y (3.2), debemos =scribir las expresiones estocasticas corres-

pondientes en la forma:
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E,=-28,V¢
=B :
A me: V8 2l

donde & = 2e1/3mc° . Introduciendo estas expresiounes en (3,2), obte

nemos la fuerza total que acta sobre el electron:

5 2
fiﬂ £‘+'59Q£°+ %%,\7 £c . (3.5a)

con Qq-—VV=-eV¢.

Como se puede ver de (2,13), si definimos la funcién de onda

x -
como 'lP_=’- 1/) , tenemos que y)+ = 2/) ; por lo tanto, la ecuacidnde

Schrodinger se obtiene utilizando el signo inferior, y su compleja conjugada

se obtiene con el superior. En este caso obtenemos de (2.4)

D = H -ib,

% e o

h.4

I
<

1
IF

s X (3.6)

%

En vista de que el problema en cuestion es independieaie del tierapo y ade-

més, segln la Ec, (2.9a), podemos suponer sin pérdida de generalidad que

el valor no perturbado de V es cero, de acuerdo con (2,2a) podemos hacer

ch =0 en (3.5a), es decir,

[ gl RSy



Introduciends este resultado en la ecuacion de movimiento {2,3), obtenemos

finalmente

—i.'c&)[_’ +De'2V2ro . (3.7)

a Sre  wmce?

Por analogia con el problema potencial ( ver la ecuacién 2.5). proponemos

integrar (3.7) mediante el cambio de variable

- 0 _i'l'.'
V.=~ 2iDVw -1 B. {£3.8)

En términos de las nuevas variables w y B obtenemos a primer order

en ¢ 5

d, [-thdyw + hDIUWY + V + 28,V + 2£ V] -
~s[HB, + Z}( Lial._u'j,— u_inBi)] , 13,9)

ecuacidn que puede ser integrada de inmediato si se escoge la funcién B
para anular el miembro derecho, es decir,
HB, = Z ( u_inB% - g‘akui) . ( 5.10)
i ¢
integrando el miembro izquierdo y efectuando el cambio de funcidén w -_bc,p,

obtenemos la ecuacibén de Schrodinger

.y OF - De?
-.ﬁé,f:—zimvllp + (V+zo95mei,V7\I— 2DTB-V)y , (3.11)

con tres correcciones al potencial, cuyas contribuciones al corrimiento de
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la energia sou:

S§E, ;= 2£ON)+ 3Dz {(V*'V)- 2Dz {B-7) (3.12)

Haciendo uso de la férmula (2,2b) para o@s , es fécil demostrar que el pri
mer término en (3,12) es nulo; nos quedan, por lo tanto, dos correcciones
que d:penden en general de los nimeros cuanticos Wi, Ly que podemos

escribir en la siguiente forma:

(1)

S§E,.=3Dz{VV) = ¢, K, (n,L) (3.13a)
SEo=2De{B-V) = €,K,(n,L) (3.13b)

8 L£LZrA ,
S €n=3ﬂ_—n3— = h L 5 ( 3.13e:)

siendo R. la constante de Rydberg, L. la constante de Lamb (ver, p.ej.,
Bethe y Salpeter, 1957)y W, , W, paradmetros adimensionales, El valor

de K, puede calcularse facilmente; el resultado es
DT
K, n, 1) =38,,. (3.14)

El célculo dz K ,, en cambio, implica la solucidn de la ecuazién subsidia-

ria (3.10), a la cual dedicamos la siguiente seccidn.

Solucidon de la ecuacidon subsidiaria,

Utilizando la férmula (2,2b) para 593 , podemos escribir

(3.10) en la siguiente forma:



DVZB = ([, V)w* ux(=R) (3.15)

Para los estados S , en los que, de acuerdo con la Ec. (2.9b), la veloci-
dad W es radial y depende sélo de la coordenada =sférica Y , podemos

escoger V*R = O, con lo cual (3.15) se reduce a la ecuacién

an . Eefdu .
DV'R = "z ar (3.,16)

De (3.8) se ve que B , siendo una correccién a primer orden a la veloci
dad, debe satisfacer las mismas condiciones a la frontera que W (ver la

Ec. 3.26a); la solucién que cumple este requisito ¢z

Co

. Eg? - VUL () BTN
B 415 ) o dr'dQ)

25 r = 3,17
= Zz?bar['#{o“d"' * ZV‘X:RL—,sd"'] , ( )
r

doade la segunda igualdad se obtiene de integrar por partes sobre r' ., lIn-

troduciendo 1a forma especifica de W , derivada a partir de (2.9b) con
-_‘_P .
2
pee* L

donde P=/Bl", P=22 /na, y A, es el radio de la primera orbi

ta de Bohr, obtenemos

g:

(&1 8]

i
Zelﬁzd,[—#xn%i% N 9__/01“0(}»)] - (3.18a)

L—r\-L O)

L-_,,__l es un polinomio asociado 4. Laguerre, y
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= AL dx .
I,wf o PEB - (3.19b)

Es facil demostrar mediante integracién por partes, que -I(Q'V) = (V-g);
por consiguiente, la correccién (3,13b) puede ser calculada a partir de la di

vergencia de (3.18a), lo que da como resultads

i
K,(n,0) =4r{-—Lt_dlnt, o1 (), (3.20)
2\ ) < le:u-t d_P OF >
Para el estado base, e¢n particular, W ,= O ;para n# 1 , el valor

de K . s p2queno en comparacién con el valor de WK, para estados s,

dado por (3.14). Para n. =2, por ejemplo, obtenemos de (3.20):

Ky(2,0) = -T(5 + 2 v 4 o Ln 12215 -

=—T((-72—+x+1n2-7e.2Ei_(2))2= -0.087 (3.21)

donde r = 0.577... eslaconstante de Eulery EL (%) es la inte-

gral exponencial de X , Los resultados numéricos (3,14) y (3.21) nos per

miten concluir que la contribucidn fundamental al corrimiento del nivel 2§

- y en general, de todos los niveles S = proviene del Glidmo tér.aino en la

Ec. (3.7), el cual, a su vez, se origina en el término estocéstico —(e'Dk.)Vn_ﬁ;\_.
Para los estados con L= O , la solucién de la Ec, (3.15)

es en general mas complicada, debido a que V*B # O . En vista del re-

sultado obtenido para Kz(z,O) , es de esperarse que el cdlculo de
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".'-ia_ (v\., ,L) arroje valores pequer'los. comparados con la coniribucidn prin
cipal K, {n, L) para £ =0. Sin embargo, estimamos conveniente presen
tar un método general de solucibén, con el principal objetivo de dumostrar que
los resultados finales se obtienen sin la aparicién de divergencias,

Durante el desarrollo del célculo, debe tenerse ¢n cuenta que,
como se ha dicho anteriormente, '_E_) debe satisfacer .as mismas condicio-
nes de frontera que W , debido a que representa una cot reccién a primer
orden de esta ultima. EIl comportamiento correcto de g se puede garanti
zar siempre agcegando a la solucidn particular de la ecuacidén subsidiaria
(3.15), una solucién adecuada de la ecuacién homogénea correspondiente, a
la cual llamaremos B, .

Debido a la simetria esférica del problema, es evidente gue
los resultados no pueden depender del nimero cuintico magnético vvi , por
lo que podemos escoger desde un principio vl = O , sin pérdida de gene-

ralidaq. Proponemos entonces escribir la solucién de (3.15) en la forma
§= E°+EL+§2 (S22 )
donde B, es solucién de la ecuacién
DV’B, - wx(vxB,) = 0 ; (3.23)
1§1 es una funcién irrotacional que satisface la ecuacidn

DV'R, = (FO-V) Wi, (3.24)


http:proble-.na

'
Wi
1

v consecuentements, Bz ¢3 la solucidn de

DVB,- ux (VxB) = ([ Vu,a&, {2,25)

Sustituyends la funcibén de unda para el atomo hidrogenoide con m = Q

1
-3P L (28«
w~e ' p L,L“(ﬁ)p‘_(x); x = cos O
obtencnos para las componeantes 4z la velocidad:

en la formula (2,9b),

2444

= —l i‘ i d L. -1-a 9
Z'Dﬁ’[ S - - —littt;_L—J—dP ] = ZD[j[\,nl(}’)) ( 3.262)

- _2DB B (%) -
b p_ senb R0 ( 3.26b)

Siguiendo ua procadimiento andlogo al utilizado 2n ¢l caso

L= 0 , obtenemos como solucidn particular d2 la 2cuacion (3.24):

j‘iv;u “drd) =

lr-rl

B,.-

i ‘-HT"D

204 3 -
_Ze fa. .| 4 wed
- 508 [—szu,,dx + ',Z_IQL 3 J
aQ

: ; : s . ’ -2
Al realizar la integracion, aparece el término 21)/3:1[.7 Apndn = cal-

culado en 2 = O ; por consiguiente, paca ascgurar el comporiamiento

orrecto 42 B, escogemos uaa solucién d2 (3,23) que cancele este térmi

no infinito, obteniendo dz esta manera

B +B, =~ SRS, B (% -Lan)- AM%‘#‘F)’fZDLL(f)] : (3.27a)
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donde

YARSN

L npa{X)
Ini(P)=Idd; ,ﬂ’j&) (3,270 )
P

En unidades d2 €, , la correccidén asociada a2 esta parte de B queda ex

presada como:

K, L) = 47r<21 (- -d—'-z*m*——'% (3.28)
L_ d,o 3p
Para los estados & . en particular, esta expresidn se reduce a (3,20),
como es de esperarse. Para los 2stados con = L+ 41 , (3,28) se redu-
ce a
K (et 1) = "%L<};‘):'3u+§(un) ) { .29a )

de donde obtenemos para el nivel 2 r el siguiente resultado:
T
Ky(2,1) =-75 - (3.29b)

Con objeto de resolver la Ec, (3.23), proponemos, tomando en
cuenta su estructura, que las componehtes de _}3;_2 pueden escribirse como

series infinitas de polinomios de Legendre

{: (P) R () (3.392)
B, = sen 93%)1 s(P)P {x) | (3.3%)

con coeficientes gt (P) y %s(ﬁ) por determinar, Haziendo uso de pro
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piedades conocidas de los polinomios de Legendre, obtenemos de (3.30):

V'Bz';’;z; (%;PIQ)F: *'%5;_3,,[-‘—-*)-—2“““27’ - Adacg PJ ( 3.31)

2s5+1 St Qaygl s

El valor de expectacion sobre el estado (n, L) de los términos de (3.31)
conm t>2L y 5> 2L+1 esnulo; por consiguiente, tomando en cuen
ta que la contribucién a ¥, (n, L) proveniente de ga es proporcional
a (V . E:) , vemos que soOlo s necesario determinar los coeficien-
tes g_t Yy Qg con t<2L y s¢ 22 +4

Sustituyendo (3.30) en (3.25) y haciendo uso de (3,26), obtene

mos =1 sistema de ecuaciones
L FERM-22g[2xRH0- t-2)R ()] =

=21 [T (pgirq)R (0 +L (P ()]

(3.322)
g [GEE ()~ ZQAXP; (x)] - 2);_ I:tpt'(x) =
- ia ‘()] - 2284 Pl (x)

2pA[L (gl (O LRR)-224ERE
e R gL apf-tenfaf, (5.0
5 Gs-/oz%';* 2103'3-5(54-1)3; 21‘. ( 8.384)

Este sistema puede ser resuelto anulando el coeficiente de cada uno de los

polinomios de Legendre. Aunque este procedimiento es préctico para valo-



res paqueios dz L , en general resulta mas conveniente maltiplicar
(3.32a) y (3.32b) por un polinomio de Legendre arbitrario D% (x) =2in
tegrar sobre X , eliminando de esta manera la variable angular. 32 obtie

ne asi el siguiente sistema infinito de ecuaciones:
q 9 _ 3 / 9
% [Jtl]:;: * Btl.g:t] - g [KAI(P%Q‘ 3) * 51%5] ( 3.33a )
> [Ar- Mgl = -2228% . TN
AL - Maad = - 555 Ker 2N, (1-pM) ] (3.33b)
donde se han intrcducido las siguientes definiciones:

L
Jy= jﬁ(xw (OB ) dx

B?:L(MQ i (2,1: 4R - 1)( T tq‘ )

2441 L= LaoY, Lag
a_20(L+1) a 1
Ksl,_ 21+1 (‘IA,LUL- JS,L-l)

2s+1 svi2 28+l

srid(sv2 als-1) 14
D} = 2[leshsed) g5 I

< (541 (5+2) _sla-4) J*
AsL (2s+i)(2s+3)[‘I m;l (2s-1M238+D) 5.1,:_‘

3 25(504)[1.*1 9,_ aQ a _ ta ]
Mar.x 25+ 21»1(511..1 snm 2L«-1(J J \)

5-1,0-4 Al L1

K‘l= 22 (L+1) (61-;,3 _ Sln,q
£ 2041 2L-1 24+D>

a_ 2t (t+Y) l q
Nu_ 21-_ vy ,L«. -1 Jl t»g)
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y = 6, +2a(pgi+q,)

Este sistema de ecuaciones permite resolver en principio la Ec, (3,25) pa-
ra £ arbitraria, En cada caso particular, las expresiones se simplifican

. . . : a
considzrablemente gracias a las propiedades de la integral Ju . A ma
nera de ejemplo, estudiemos el caso més sencillo, £ =1 | Deacuerdo
con lo dicho anteriormente, las Gnicas ecuaciones del sistema (3.33) a resol
ver son aquellas que contienen a ‘Ft con t=0,2 , ya q_s con

s = 41,3 . De (3,33a) obtenemos, haciendo = 4
s q

Fhr2pf-2, 3 (Bl 2pf-21,) =-6lph-h,) (3.34a)
y de (3.33b), con Q= 0,
Fh 2ﬁ(l+ﬁAnl)h’l.- 2(3-pA )N, = __o_z_e&+ 2(1-pAJ(, (3.34p)

donde

hﬁ. % 2;+1 % 2;}15 %Yie2 .
El sistema (3, 34) se satisface con
(- (04 2 Bnp) o
fo= b= FEepip
siendo CL, arbitraria, Sustituyendo este resultado en {(3.31) y calculando

el promedio dz la expresién sobre el estado (n,' 1) , obtenemos finalmen
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te
{V'B,) = "%262/51(%3\)(?3,-%3 =0, (3.35)

puesto que, para estados 4o , {P,)=2/5{P,). Por consiguiente, de
acuerdo con (3.28), la correccidn total a la energia de los niveles np esta

dada por

- 1 dl.. i
Kol 1) = 4T QLU G S 5

y para el nivel 2‘P , en particular, Kz queda totalmente determinada
por la expresidn (3.29b).
De acuerdo con los resultados (3,14}, (3.21) y (3.29D), se ob

tiene una separacién total entre los niveles 2& y Zp dada en uanidades

de € nw por
K(2,0)-K(2,1)x1475T =3
Comparando con el valor conocido del efecto Lamb, que corresponde a (Bethe
y Salpeter, 1957)
~ D
K(2,0)-K(2,1) x5 T,

vemos gue hemos obtenido aproximadamente un 60% d=1 efecto total. Este
resultado parece razonable, si se considera que ha sido »blenids mediante

un tratamiento ao relativista del clectrdn, sin tornar en cuenta ¢l espin,
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{lube hacer notar gue la dependencia paramétrica de la correccidn (ver 3.13)

coincide con la que =2 ohtiene d2 la electrodindmica cuaatica, En el Capitu-

lo IV se obtiene una contribucion zdicional al efecto Lamb debido a 1a estruc

tura de la particula, que acerca mas el resultado dado per la teoria al valor

c¢xperimental,



CAFITULO 1V

MOMENTO MAGNETICO ANOMALO

Introduccidn.

En este Capitulo s¢ introducen los términos de autoaccién del
electrén en la teoria 2stocéstica formulada para particulas con espin (dz= la
Pefia, 1970a, 1971b). Esta formulacién estad construida a partir del modelo
de un cuerpo rigido girando, el cual ha sido utilizado por diversos autures
desde el mismo descubrimicnto del espin. Uhlenbeck y Goudsmit (1923) pro

(

ponen la "rotacién intrinseca" del electrédn, con ohjeto d2 eliminar la hipdte
sis del ""esfuerzo no mecénico"” en base a la cual Bohr intenta explicar la apa
ricién de dobletes. Posteriormente, Bopp y Haag (1950) retornan al mod=lo

de cuerpo rigido y demuestran que su rotacién puedes sar descrita por eigen-
funciones regulares cuyos z2igunvalores pueden ser enteros o szmienteros,y
que los operadores asociados pueden ser expresados como op<radores dife-
renciales en términos de los angulos de Euler; el mismo punto d2 vista es
utilizado repetidamenie por diversos autores, como por ejemplo, Rosen (1951),

Bohm et al, (1955), Sparzani (1966), etc. Incluso, basandose c¢n los traba-

jos de Bopp y Haag, Dankel (10639) introduce nucvos grados d= libertad aso-

_62_



ciatos a la rotacidén de ua cuerpo rigido, para incorporar el espin del elec
troén en la teoria estocéstica d= Nelson (1968, 1967).

Ciertamente, la adopeidén de un modelo de este tipo presen-
ta una serie d2 problemas debido al orden de magnitud de algunos de los pa
rametros gue intervienen en su dz2scripeidn; basta observar, junto con
Uhlenbeck y Goudsmit, que la velocidad tangencial méxima en la superficie
de ua electrén que gira tendria que ser comparable con o mayor gue la ve-
locidad de la luz, si se adoptara =21 radio clédsico como radic de distribucion
d2 la masa. Esta clase de objeciones ha 2stimulado la counstruecién de teo-
rias formales y abstractas, basadas en la supuesta imposibilidad de estable
cer un anélogo cldsico del espin. Con las teorias de cuerpos rigido es posi
ble, sin embargo, obtener conclusiones satisfactorias, al menos en la apro
ximacién no relativista, siempre y cuando se le permita al electrén adqui-
rir dimensiones apropiadas, que, en general, serian del orden de la longi-
tud de onda de Comptoan, De hecho, el radio efectivo que se le asigna al
electron debido a la Zitterbewegung (ver, p.ej., Sakurai, 1967) es de este
arden de magnitud, Esté claro que el azeptar esta posibilidad implica a la
vez que el modelo es una represaentacidon mas o menos burda de la situacién
real, pues una descripeidn correcta tendria que ser relativista. Esto mis-
mo ha inducido a multitud de autores a extendsr el modelo al caso relativis
ta, estimulados por problemas como el que aqui se discute (ver, p, €j.,

Schulman, 1970), o incluso 2n situaciones mas generales, para utilizarlo



- 64

como un modelo de particulas 2lementales con esiructura (ver, p. ej., Hara
y Goto, 1968)., Desgraciadamente, 'la' generalizacidén relativista del con-
cepto clésico de cuerpo rigido no 2s ni trivial, ni dnica, por lo que este com
plejo terreno pertenece aln al campo de investigacién, y las conclusiones fi
nales estan pendientes de ser obtenidas., Una bibliografia amplia sobre este
tipo de problemas puede eéncontrarse en el libro de Corben (1968), Afortuna
damente, lo que tiene relevancia 2n auestro problema especifico es esencial
mente la existencia de estructura, es decir, dsz distribuciones dz carga y
masa no puatuales; esto nos permite considerar al modelo no relativista co-
mo una aproximacién satisfactoria, de acuerdo con resultados previos, co-
mo los ya mencionados {Bopp y Haag, 1950; Rosen, 1951; Dankel, 1969; d: 1a

Pena, 1970a, 1971b),

Iniroduccidén de los términos d2 autoaccidn.

En la electrodindmica zldsica, los términos de autoaccién do
minantes para una particula con estructura se obtienen a partir de los prime

ros términos en el desarrollo de Liénard-Wiechert (Ivanenko y Sokolov, 1950):

e R-w
$=-52" R (4.1a)

i<

ﬂ:

oo

14.1b)

En estas expresiones, V es lavelocidad y w la aceleracidn de la carga,

y IB_| = |f_>-)9'| es la distancia entre la carga, situada en /i' , yel



punto del campo, ,Q . El campo total producido en y=l por la distribu-

cién de carga se obtienc entonces de

{
@ (e *-2—&[&@—6 dz' (4.2a)
A - 4P -

donde G'=6 (ﬁ') es la densidad volumétrica de carga,
De acuerdo con la férmula (3.2), la fuerza total que ejerce
el electrdn sobre si mismo en esta aproximacién, se obtiene de integrar la

expresidn

|m
nl:*
<
.,a ~+
II
*
a|

2
VA, (4.3)

sobre la distribucién de carga @ (ﬁ) , siendo E q: H_q. los campos
estocasticos obtenidos a partir de (4.2), y \_I_: la velocidad total del pun

to L . que puede ser escrita como
t =
Yo lp) = ¥+ Qpp

q’

su velocidad de rotacidn,siendo w y N sus componentes sistemética y esto

donde V es la velocidad del centro de masa de la particula, y Q; l.n_.)-'\-l
céstica, respectivamente (de la Pefia, 1970a, 1971b). La azcién del electrdn
sobre si mismo esté dada entonces por

£%= (4.4)
iD
'“E-g@'%(z; Qxp)xH (p) + Vzéc,(ﬁ)] sdz ,
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donde, d¢ acuerdo con (4.2) y utilizando ¢l procedimiento previamente des-

crito para generalizar las expresiones al problema estocastico, s2 tiene:

E—.g(ﬁ\)=—v¢q_%‘azéq (4.5a)
Hy(p) = VxA, (4.5b)
¢q (P) =—2—(1:2 E%“Q“L) s'dz’ (4.5¢)
ég(P)=Ei‘ —\‘/Jﬁf‘e—l)s‘d ' (4.5d)

En (4.5a) y {4.5b), la derivacién debe efectuarse respecto d= R pow consi
guiente, es necesario escribir las funciones a derivar en términos de esta
coordenada. Omitiendo todos los términos que contengan potencias de Qq_

mayores que la primera, podemos 25cribir
1y = - =
\—’1(11) \—la(ﬁ) Q xR,
W (pd=wW,ip).
Derivando respecto de j;)_ y desarrollando posteriormenie en serie de

Taylor en torno al centro d= masa, obtenemos las siguientes expresiones:

_ £-9(Tx vy _Rxvg Rx(pNvy) -
R ~ R R R r?

_Yx(Q¢R) , R*(Q¢R) |
128 rR® ’



vzlq(ﬂl): Vly»‘; + }?_'V(VZ\_/Q e ZB'VV.,_ 2R1P|'3£a4¥q_
r R rR n° 3

_V2(QR) , 2R-V(QxR)
-R_a rR> z

VB-&,(EJL% g Wa, RR 54 Re 3aw$ E"(:”’."_’gz "

LR [V(Ixw)l (R-WR _R(2IWIR
R r? >
Substituyendo estos resultados en (4,5), obtenemos las distintas contribu-
ciones a (4.4), todas expresadas como integrales dobles sobre la distribu-
cidn dez carga; por consiguiente, el cdlculo de las integrales requiere el co
nocimiento previo de la funcién & (_P_) . Las expresiones se simplifican

considerablemente si se supone que la distribucidn de carga tiene simetria

esférica, puesto que en este caso,
ff1R)sededz = [[((p)ss'dads’ = 0
”R-LR}F(R}‘)ss'dc dz' = 38R [ RY)sedzdz’ (4.6)
ﬁRiPJ}c (R")s s'dzde’ = %quij‘:(Rz)GG'dt dz'

en donde g(x) representa una fuacién arbitraria de x ,

Escribiendo (4,4) como

fo= levic d, (4.7)
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y haciendo uso de las expresiones (4.6), obtenemos para lus componentes

dz la fuerza:

- [E,(popds =

2
= _@W‘;J‘I%jss'dzdu' + m—LCZVV'\quRUs’dzdz' a8

-+
o
I

Lot (o)t poe -

2
= (6—%: \_/%xVx\_/ o Z—Zzyqxf_)_q)ﬂ‘%ﬁes'dzdz’ + %ZV(K_)_.;‘V*\_JQ)J‘[%ss'dzdz'
(4.8b)

LD
s TJVZAQ(IQ)G(P)dE -

2 iD 2 H.‘L i ;
=S 2 Vv, |5 66'deds’ .
3 ¢ Tall rR (4.8¢c)

Proponemos definir tres pardmetros ., , o, ,a, mediante las integra-

les gue aparecen en (4.8), en la siguienie forma:

2
%,, = H%I ss'dzds' (4.92)
eials ”Rsa'dudu' (4.99)
eI -p* ;
%'&m_azsﬁ_é sos'drdzr’ . (4.9¢)

La altima de estas expresiones ha sido escrita tomando en cuenta la defini-

cidn de la relacidn giromagnética de la Pefta, 1971b):



= B9

%ifr—?:- = ”}ozes'dadz‘
donde L es el momento de inercia del electrén,
Introduciendo (4.9) en (4,8), obtenemos la siguiente forma
explicita para (4,7), valida a primer orden en las correcciones de estruc-

tura:
b= ax{zg, £+ s[5 Vm) - (DT mg)] »
UL RS PHULEN B A A B SR PRTS

donde o0 es la constante de estructura fina, A = fi/mec , S." j Q%
o
y g% es la fuerza externa. Conviene aqui introducir un conjunto de nue

vas definiciones, en términos de pardmetros adimensionales:
’ Qy .
G-E-O. =R &y (4.11)

Sustituyendo (4.10) en la ecuacién de movimiento (2.3), y utilizando (4.11),
obtenemos la ecuacién que permite calecular las correcciones al movimiento

del electrén con estructura debidas a la autoaccién a primer orden:
- g {iﬂ L VA A
m‘B‘i!‘l: (& 2d,€°)£q’ ol 5 m\_/qx_gqav u.KVV gq*

+ S5V DTern)] - IV, T} . (e
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El factor que multiplica a la fuerza externa puede ser absorbido mediante
una redefinicién de la masa, En efecto, definiendo la masa 2 primer ord=n

como:
m,= (1+3&e)m = m+ 8m, (4.13)

obtenemos de {4,12) una ecuacidén de movimiento en términos de la nueva
masa M., gue incluye todos los términos 42 autoaccién a primer orden,
salvo el que da lugar a la correccidn de la masa, Puesto que en los desa-
rrollos subsecuentes interviene exclusivamente el parametro v, , pode-

mos omitir el subindice y entender por ™ 1la masa renormalizada.

Integracion de la ecuacién de movimiento,

Con objeto de derivar los efectos de los términos adicivnales
de autoaccion, conviene estudiar el problema del electrén en un atomo hidro
genoide sujeto a un campo magnético externo H . La fuerza externa esta
dada en este caso por {de la Pena, 1971b):

° i LD o2 ¥
= + X + = & 5 - 4,14
[Fme(ErdwpH2VA) 3o VsgH) (1)
donde se han omitido las correcciones de orden superior que dzpenden de la
estructura de la particula y pueden ser consideradas como el andlogo no re-
lativista del término de Darwin.,
La ecuacién de Schrodinger con acoplamiento electromagnéti

co se obtiene integrando la correspondiente ecuacién de movimiento, median



= T =

te el cambio de funcidn:

E 'y Y - h =
Vo 2iDVwW-75A 5 V:A=0
en analogia con el problema potencial (de la Pefia y Cetto, 1969a, 1969b). En

forma similar, proponemos integrar la Ec. (4.12) con ayuda del cambio de

funcidén
2 e X
V.= -2iDVw = (A +oe.B) (4.15a)
siendo B, tal que

2e - ; B.= 5
ke - Al 7 v gi 0.. {4.15b)

Ya desd= la derivacion de las férmulas (4,8) hemos supuesto por simplicidad,
gue Q& es independiente de las coordenadas del centro de masa de la par-
ticula, lo cual equivale a suponer que el movimiento de rotacién de la parti-
cula en torno a su eje es esancialmente independiente de su movimiento de
traslacion, En este caso, Qq, puede ser expresada como un rotacional,
tal como se propone en (4,15b), lo cual nos permite tratar a B q ©en forma
paralela a A durante la integracién.

Supstituyendo (4,14) en la ecuacidn (4.12) modificada por la
redefini'cién de la masa, y efectuando el cambio de variable propuesto en

(4.15a), obtenemos
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v {—Lh%l: + 71&1 [— thVw —%(yae‘,gt‘)]z—

hz ol€o 2 __‘l 2 2 - ! \
‘En_«.(i'T)V +\ + VLAY 4,16

3 2
- Feeomyy ~ gEo (1vae)s H] = 0

w

En términos c¢= la nueva funcidn Ww=e , la integral de (4.16) toma la

forma
-—%%tz = z—fn [- Lﬁv—%(5+xeogq)]?&f; & (V+ (SV-/x_A.- H)yp (4.17a)
con

_ K€L 2 W 5 2 ,
SV = o2 XV Vroes-Y W T g %€My, (4.17b)

e = (i+d€2)/t_4-o 5 Mo =50 Sq- (4.17¢)

De acuerdn con (4.13) y (4.17), los efectos de la autoaccién del electrédn con
estructura a primer orden que hemos obtenido, son:

a) La aparicién de una correccidn a la masa, cuyo valor estd dado por (4.13),
es decir, de ordzn oL €.

b) La aparicidéa del momento magnético anémalo, cuyo valor estd determina-

do segin (4.17c) por /u.a_//u.,_.,= A€, .
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¢) Una correccion al potencial, que de acuerdo con (4,17b) produce un corri-

miento d2 loa niveles de energia dado por

AE 4 w2A 42N\
SE = S5 RNV (4.18)
d) Correcciones adicionales a la energia cinética, obtenidas de los términos
restantes d= (4.17b), y una correccién de orden ol €, al potencial vectorial

A (véase 4.17a), que surge como consecuencia dzl espin del electrén,

Discusidn sobre los pardmetros 8 . Ess Ba .

Como puede verse de (4.9) y (4.11), los valores de los para-
metros €, , € . » E, dspenden fuertemente de la forma de la distribu-
cidn de carga del electrdén, por lo gue no puedan hacerse més que algunas
afirmaciones ds caracter general sobre su valor, mientras no se tenga un co
nocimiento mayor de las propiedades de la estructura electromagnética del
electrén,

De la definicién de= la relacidén giromagnética C‘} ,» utilizada en
(4.9¢), y definiendo un radio medio mecénico CL en términos del momento de
inercia de una esfera con distribucién uniforme de masa, L= (Z/S)WLO-Z,

obtenemos la siguiente relacidn:

Sjpzsc'dt.dz‘ =%%ea_. (4.19)

Por consiguiente, si utilizamos la expresién



H_stc'dadz' = e*l’ (4.20)

para definic ¢l radio medio vléctrico, venios que {ste s d21 mismo orden de
magnitud como =1 radio medio mecénico, si »} es d~1 ord=n de la unidad,

Para cualguier funcidn 6’()93 mateméticamrite decunte, es de esperarse en
tonces que los pardmetros O

o: Gy, definidos en (4,9) sean de un orden

de magnitud similar, aunqgue el valor numérico 2 incluso el sign.o dependen

de la forma especificads & (P') . Si, de acuerdo con los argumentos presen
tados al inicio de este capitulo y aducidos por varios autores, QL d2be ser con
siderada de orden A y por lo demas %= 2 , es da esperarse que los pa-
(<A

rametros €

° » € introduacidos en (4,11) sean d=l orden de la uai-

A4 0 T
dad, o, mejor ain, gue no se aparten excesivamente de este valor.

Cabe mencicnar aqui que las €, tienen distinto comportamien
to en el limite puntual. Cuandu las dimensiones de la particala tienden a
cero, €°-——> ©O | vy por consiguiente, la correccién a la masa se vuelve ig
finita, al igual que las correcciones a la energia cinética y al potencial vec-
torial, si se supone _(_7_.4‘#: O aln en el limite puantual - lo cual, por cier
to. no dejaria de presentar dificultades conceptuales, Por otra parte, €t—>0
en este limite, desapareciendo asi la correccién al poteacial dada por (4.18).
For altimo, también Gz—> o0 , dando lugar a un momento magnético and-
malo infinito 31 se supone que QQ* (@] atn en el limite puatual,

En la :lectrodindmica cuéntica infinitos similares a 2stos, ob-

tenidos 2n el limite de particula puntual, son eliminados mediantc el procedi



miento de renormalizacién de las constantes dz acoplamientc y de las masas;
en nuestro tratamiento, podzmos considerar que renormalizar implica asig-
narle un valor finito a §m , ode acuerdo con (4.13), a €, , lo cual equi-
vale a dotar a la particula de estructura, De acuerdo con las consideracio-
nes anteriores sobre la extensién de la particula, parece sensato estimar el
valor d2 los resultadss proponiendo que €, ~ 1, por consiguienie, €, ,
€, ~ 1 . Dicho en otras palabras, si la correccién a la masa dada por
(4.13) es de orden ol , la correccidon al momento magnético es también de

ordzn ol , y la correccién al potencial dada por (4.18) es
2
SE ~ %(VZV>=-%;D1:(VZV> g (4.21)

Notese que, en tanto que el momento magnético anémalo esta vinculado a la
existencia de espin, los demés términos aguf mencionados se deben exclusiva
mente a la extensidn finita d=1 electrdn,

La correccién dada por (4,21) tiene la misma estructura co-
mo el término fundamental del efecto Lamb obtenido en el Capitulo III (ver
3.13a); si el parametro €, es efectivamente del orden de la unidad, esto sig
nifica que hemos obtenido una contribucién adicional al efecto Lamb debida
a la 2structura eléctrica 421 electrén, cuyo valer es de orden ~ 4/6  del
valor dado por (3,133), con lo cual el resultado predicho por la teoria se
acerca mdés al valor expsrimental, como 32 senalara previamente,

Vemos en esta forma que, aunque la teoria no relativista no



puede proporcionarnos resultadoss numéricos finales, arroj«, sin embargo,
valores consistentes para las tres corruccionus gue predice: renormaliza-
cion de la masa, momento magnético andmalo y componente estructural del
efecto Lamb, todas ellas de orden ol ; muestra ademas, en forma simple,
la dependsncia de estos efectos d2 la estructura cléctrica del electrédn, el
cual necesariamcenie d2ja d2 ser puntual,

Deseamos finalizav con algunas observacziones generales so-
bre 62 . S¢ ha visto gue los valores numéricos de £,, €, , €, dzpenden
fuertemente de la distribucién de carga & (P) . Planteando ¢l problema
en el sentido inverso, pod2mos decir que condiciones sobre las €; imponen,
a su vez, ciertas restricciones sobre € (JD) . En particular, como 32 pue-
de observar de (4.9¢) y (4.11), la condicidén QZ > O , que s2 ha impues
to para obtener correctamente el momento magnético anémalo, implica gue
S (_P) debe tener al menos un cambio de signo, Por otra parte, existen res
tricciones adicionales, tales como la que impone el hecho d2 que la integral
que se ha utilizado para definir el radio medio d= carga, {4.20), debe ser
positiva. Un estudio detallado de las funciones S(P) que satisfazen los re-
quisitos mencionados podria érrojar cierta informacidn general sobre la dis
tribucién de carga en el electrén. Por ejemplo, de ua anilisis de las funcio
nes mas simples que cumplen con estas condiciones, s2 da2duce gue uaa frac
cidén importante de la carga d2be estar concentrada alredador del origen;
sin embargo, parece prematuro tratar de obtener conclusiones mas definiti-

vas al respecto en base a los datos obtenidos hasta ahora,
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