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PREFACIO 

Prác tic am ente desde elai v enimiento de la ffi'_ c 1in ica ::uántic a , 

han s u rgido d ive r sos intento s po r " exp lic arla " en térm in o3 d e c oncep to s cl~ 

sic os previ amente establecidos . Sin em ba r go , u ti liz n d o las pala bras d e 

Blokhin ts ev (196 8), "la 1f que echam o " por la puerta SI:: vuelve a c ola r por 

la ven ta n a " ; esta tenacidad de 1 función de onda n03 indic a que e n l a mecá­

nic a c uántica hay e fe c tivamen te u na fenomenolo gía espec ífica no e duci ble a 

términos no cuánticos . E n e l p rese nte trabajo 3e tra ta ::le a nalizar e ata ¡:J ec~ 

liaridad d esde el punto de vista d e la in te r pretación e stoc ást ica, para m03 -

trar que efectivame nte la d e s cripc ión más natU!'al y rnás sLruple 2n el marc:o 

de e s t a teor ía se obtiene p r e ci s amente e n ténnino3 de la ampli tud de proba­

bi lic!.ad . 

Un tratami ento e a toca stico adecuado de la mecánica. cuántica 

d e be implicar; sin embargo, un d'Jble p r oceso: po r u:! ]ado, la " r educción a 

t é rminos clásicos" de l contenido é stocástico encubierto en la de s cripción 

us ual de los fenómen03 cu á n tíc03 , y por el otro, de impor tancia no menor que 

el anterior, la clara ide ntificaciLÍ n y pre ci;¡ión de la::; diferencias Coenciales 
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que existen entre 103 proces03 estocásticos clásicos y los cuánticos. La im 

portancia de esta segunda parte del proceso de reinterpretación de la meca· 

nica cuántica difícilmente requiere comentario adicional alguno; sin embargo, 

este asp8cto del problema ha sido gravemente descuidado en la literatura 

usual sobre el tema, creándose con ello un "clasicismo" artilicial que desvi~ 

túa el carácter real de las teorías estocásticas. En este trabajo se hace un 

intento de aclara.c estas cuestiones .. siempre dentro del marco de la teoria 

estocástica cuántica. 

Una vez precisadas tales diferencias, es posible demostrar d_~ 

rectamente por construcción que la misma teoria estocástica sirve de base 

paca el estudio de procesos clásicos, como el movimiento browniano, y de 

procesos cuántico::;. El interés de la teoría en este último caso se amplía al 

demostrar media>:l¿e su aplicación al problema específico de las correcciones 

radiativas, , que con ella ¡j·2 pueden abordar en form;; simple si.tuaciones que 

en el marco d,~ la mecanica cuántica usual sólo podrían ser tratadas en for­

ma artificiosa. 

En resumen, el presente trabajo trata de demostrar, no sólo 

que es posible propone.c una interpretación2stocástica coherente de la mecá 

nica cuántica, sino :ncluso, que ello es conveniente, tanto desde el punto de 

vista de las ventajas conceptuales que ofrece, como de las nuevas posibilid~ 

des que abre. 
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CAPITULO 

COMENTARIOS GENERAL ES SOBRE LA INTE RPRE TAC ION 
ESTOCASTICA DE LA M E CANICA CUANTICA . 

La consistenc ia in te rna de la mec ánica c uántica ha sido casi 

u niversalm e n te ado p t a da c omo la m ejo r prueba de s u va lidez e inclu s iv e , de 

su c omplete z. E s pues , de a c eptación gene r a l la s uposic ión de que el esta -

do físic o de un sis tem a e s tá e spe c ificado c ompletame n te por una fu nc ió n de 

o nda que dete rmina só l o l a s probabilidades d e 103 r e s u ltado s de un conjunto 

de expe rimentos similares . 

La p r i.m r a objec ió n a la s upues ta com p letez de la m ecánic a 

c uántic a fue presentada por Einste in (ve r , p. ej. Eins tein et al, 1935) e n b~ 

se a b .1ecesida,d de la e.üstencia de variab le s dinámicas capaces de deter-

minar el comportami,entoL 20.1 - Y no .wlamente el probable - de cada illiO de 

los sis temas indi viduales. Es ta y otras objeciones tie ne n s u raíz en el he-

cho de que la mecánica cuántica es una estructura fOl'1nalmen te bien defini-

da, pero físicam e nte insatisfacto r ia desde divers os puntos de 'vista; asocia-

dos a e sta insatisfacción han surgido, desde el mismo advenimien to de la 

mecánica cuántica, una serie de intentos de reinterpretaC:ión sobre d ivers as 

- 1 -



- .2 -

bases y argLlinenta2iones flsicas, caracterizados por el objetivo común d,,' 

establecer PI incipios causales como bas," de 103 procesos cuánticos. 

En d curso de estas discu&iones, sc' han ido perfilando do," 

corrientes de pensamiento: por un lado, existe una escuela, numerosa, que 

acepta en su contenido esencial la afirma2ión de Eorn y Heisenberg en el 

Congreso Solvay de 1927: " ••• la mecánica cuántica es una teoría compleéa. 

cuyas hipótesis fundamentales, físicas y matemáticas, no son ya suscepti-

bles de modificación" (Jammer, 1966, p, 358). Por otro lado, el hecho mi~ 

mo de que hayan sido propuestas interpretaciones alternativas de la mecáni-

ca cuántica - e, incidentalmente, en número considerable" muestra que 8~ 

ta actitud no es, ni puede ser universalmente compartida. El fondo de la rjis 

crepancia no reside, naturalmente, en el hecho de si se suscribe o no la 

afirmación de Eorn y Heisenberg, sino en las implicaciones subyacentes a 

tal aseveración. 

No es el propósito del presente trabajo discutir estas cues-

tiones*, sin embargo, parece oportuno precisar el punto de vista que le sir-

ve de apoyo, para lo cual haremos uso de un ejemplo específico de relevancia 

para el contenido del mismo. 

Afi rTIl al que la mecánica cuántica~s una teoría estadística es 

un lugar común, al menos mientras no se define qué es lo estadístico o por 

*Algunos aspect03 históricos relativos pueden verse en el excelente libro ¿e 
Jammer (1966). Las cuestiones conceptuales son discutidas ampliamente 
en multitud de artículos y monografías; en particular, véanse Pauli (1955), 
Eohm (1957) y Bunge (1967). 
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qué la mecánica cuántica es U~1a teoría eata-:lís~ica. Según u na i.n terpretación 

usual, muy difu l1dida. ea nue .3tra falta -:le conocimiento la que nos 0bliga a 

ad'J¡Jtar U~la te oría probabilísti.ca .. ea decir, la prol:Jabilid3.r! en cuestión mide 

21 gra-:l·) d'2 conocimiento que el observad0 t' tien2 del sis tema. Llevada a sus 

últimas consec\.wncias, e3 ta in terpl'e t ación subjetivista cond'.lce a c onsiderar 

la fU~1ción de onda como un ente que caracteriza, no al sistema físico , sino 

al estado m e ntal del observador. En el marco de la interpretación 2stocás~ 

ca. la fU:1óón d " onda. ecO decir, la amplitud de la distribución, caracteriza 

al ecOpacio d'e probabilidad '~ il , y por lo ~anto, n o es una propiedad física de 

loa elemen,os del s i s tema tomadCls como i.ndividuos, sino del sistema en su 

conju:1to. El simple reconocimiento de ¿ cOte hecho elimina lo que Popper (1967) 

denomina "la gran confusión": la distribución tiene propiedades específicas 

(p. ej., las usualmen te llamadas ondulatoria',) que no tienen por qué coincid i.r 

con las de 103 elemen,03 (p. ej., las corpuoculare3). 

Naturalmente , e sta diferencia de actitudea con duce a atribuir ~ 

les a las mismas c xpresi,ónes matemáticas un contenido físico diferente, como 

¡Juede ilustrarse, por ejemplo, con las relaciones d2 incertidumbre. Según 

la interpretación usual, estas relaciones d:;terminan límites superiores a la 

;)rt~cisión' de nuestras mediciones o pn;dicciones; dentro de la interpretación 

e:3tocástica. podemos dé.'cir que determinan límites inferiores a la dispersión 

de una secuencia -:l" experimentos equivalentes (Popper, 1967); en efecto, si. 

se construye un sistema con elementos dispersivos, la dispe rsión minima del 

http:conjU:l.to
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ensemble no pucd-2 ser menor que la dté cada uo,o de sus element03 de la 

Pena, 1969 c). 

Con objeto de brindar una visión general del panorama que e~ 

marca al presente trabajo, convendría mencionar algun03 de los esfuerzos 

realiza:los en busca de U.la interpreta·:ión causal de la teoría cuántica. en los 

últimos cuarenta a."i.os. En vista de que la vasta literatura sobre el tema aba2:: 

ca aspectos muy di.versos, n03 permitiremos encauza.r su introducción con la 

ayuda de algunos de les trabajos representativos más e3trechamente ligados 

a la teoría en que se funda el presente trabajo. 

Anteriormente al lrabaJo de Einstein, Podolsky y Rosen (193.3), 

apareció f}ublica:lJ U~l primer intento de establecer una relación entre un Si.S­

tema difusivo clásico y la mecánica cuántica (Für,h, 1933). Curiosamente, 

este intento resulta má" ~ruc tHe ro para la teo ría :I·el movimiento bro'Nniano 

que para la teoría cuántica. pue3to que se logra establecer para el primero 

una reladón de incertid'.lmbre, como una rela:ión entre las dis?ersiones de 

la :oordenada y el momento conjugado .. S~n embargo, el hecho de equiparar 

la ecuaclón diferencial para la densida:l (ecuación de difusión) en el problema 

clásico, con la ecuación para la amplitud de probabllidad (ecua:ión d.; 

Schr'Odinger) en el problema :uántico, elimina toda posibilidad de desarrollo 

de este estudio, más allá de la analogía formal y, por demás, superficial. 

Durante U,1 largo per:odo se sigue traba:iandJ (m torno a analo 

gías matemáticas que no contribuyen a esclarecer el problema físico .'~xis!:en 
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te, sino más bien por e l contrat'io, prácticamente conducen a la conclusión 

de que, e fectivam ente , los procesos clásic03 y los c uánticos son de natura­

leza dlfe rente, y, por lo tanto, ir reducibles los unos a los otros. 

E ohm ( 19 52. 1953; - Y Vigier, 1954) rompe finalmente esta 

2adena, atacando la caíz del p ro blema con argumentos análogos a los utiliza 

dos por Einstein: es necesario Gonstruir una nueva formulación de la teoría, 

que n03 permita entende r los m ec anismos físic0 3 q ue rigen la evolución de 

un siste ma 'cuántico. Para ello, será necesario r ecurrir al us o de e lementos 

adicionales que pe rmitan la desc ripción causal , detallada, de los procesos. 

La introducción de lo que d~sde e l punto de vista de la in te rp re tación usual 

s e rían"parámetros ocultos" , no es nueva: es un procedimiento común y natu -

ral en la física clásica. A manera de ejemplo, basta 'hacer notar que, desde 

el pU.1to de vista de la física mac roscópica, las coordenadas y los impulsos 

de partículas individuales son variables ocultas, que se manifiestan sólo a 

tr'·a vés de sus valore s medio3. 

Incidentalmente, cabe seüalar que durante muchos anos, la 

ace pta .;:ión irrestricta del teorema de von Neumann (1932) convertía ajJaren~ 

mente en vano todo esfuerzo por ampliar la mecánica cuántica mediante la 

introducción de parámetros ocultos. Sin embargo, motivados por la existe!:: 

cia de modelos específico:;, violatori03 de la. interpretación de l teorema ( p. 

ej., Bohm, 1952), así como por las limitaciones que el mismo pretende im­

poner para siempre a nuestra ca[.lacidad de adquirir conocimiento, han apar~ 
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cid::> diversos intentos por aclarar el contenido real del teorema. De entre 

ellos, recordemos el trabajo de Feyerabend (1956), quien demuestra que el 

teorema de von Neumann sólo impide la introducción de variables ocultas no 

disperdivas, conclusión que ed confirmada por Aron (1969) y otros autorés" 

Asimismo, Bell (1956) demuestra que los axiomas edenciales de von Neurnann 

son en general inaseptables, por ser dema.3.lado restrictivos, y que por cons.!:. 

guiente, como Ballentine (1970) afirma acertadamente, esta demostración ~'10 

representa ::>bstáculo alguno para un sinnúmero de teorías que se desvían del 

formalismo de la mecánica cuántica e incluyen a ésta como un caso límite; 

esto ha sido demostrado por construcción en repdidas ocasiones a ;:¡artir del 

trabajo de Bohm (de la Peria y García-Colín, 1967 b, 1968 b; Bohm y Bub, 1966). 

Con objeto de formalizar sus ideas, Bohm sugiere específica-

mente un modelo hidrodinámico, que us, en realidad, una 2xtensión del mo-

delo propuesto originalmente por Madelung (1926) y desarrollado por Takab~ 

yasi (1952, 1953). Su hipótesis hidrodinámica surge como consecuencia de 

su interpretación de los términos adicionales que aparecen en la ecuación 

tipo Hamilton-Jacobi derivada de la ecuacibn de S.~hrodinger, como un pote~ 

cial (potencial de Bohm). El hecho de que este "potencial" queda expresadJ 

en términos de la propia función de onda, lo lleva a interpretar a ésta como 

un campo "tan real como el campo electromagnético". Postula 2ntonces la 

existencia de un fluido de densidad 
2. \ 1f \ ,cuyo movimiento está caracte-

rizado por fluctuaciones azarosas que se manifiestan a través de la naturale 

za del movimiento de las partículas cuánticas. 
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Es también de interés el trabajo de Fényes (1952), publicado 

paralelamente a los a'.1teriores, en el que se pretende demostrar la total si­

militud entre el aparato estadístico de la mecánica cuántica y el de la física 

clásica. En efecto, la ecuación de S-::hrodinger conduce a una ecuación de 

Fokker-Planck, .Y debido a e llo, los procesos cuánticos pueden considerarse 

como una forma especial de procesos de Markov. De esta manera, caract~ 

rísticas que en general se conside ran tan específicas de la mecánica cuánti­

ca como las relaciones de incertidumbre y de conmutación, así como el len­

guaje en términos de operadores, s urgen como natural consecuencia de la 

naturaleza markofiana del proceso cuántico. Sin embargo, el hecho de que 

a partir de la ecuación (real) d e Fokker- Planck, Fényes pueda derivar sólo 

parcialmente la ecuación de Schrodinger, le indica la necesidad de introducir 

información adicional en la teoría con objeto de reproducir la mecánica cuá~ 

tica en su integridad. Este problema es de carácter, ya no probabilístico, 

sino esencialmente dinámico, puesto que la inform ac ión adicional debe prov~ 

nir de las leyes de movimiento. Fényes, en particular, construye la ecua­

ción de movimiento para el problema cuántico a partir de la variación de un 

lagrangiano hidrodinámico, construído ex profeso, aunque este último paso 

puede relajarse (de la Pei'la, 1967 a). 

Con el objetivo fundamental de subsanar parcialmente este pr~ 

blema, Weizel (1953, 1954) procede a la construcción de un modelo específi­

co, en el cual las perturbaciones responsables de la naturaleza markofiana 
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de los procesos cuánticos, se deben a interacciones d'? las partículas con ob­

jetos desconocid'::J:> que denomina "cerones". Al igual que sucede con las va­

riables ocultas, la no :Jbservabilidad de los "cerones" no es un defecto de la 

teoría, al menos en el mar.::o actual de la mecánica cuántica; es de esperar­

se que sólo podrían llegar a observarse estos entes en una situación en que 

la mecánica cuántica fallara. Haciendo casa :Jmisa de los vicios mecanicis 

tas de la teoría de Weizel, parece plausible relacionar conc2ptualménte el 

"campo cerónico" con él "campo 'If' " introducido p::¡r Bohm (1952), o quizas 

aún con el vacío de radiación, si se admite la posibilidad, al menos en prin­

cipio, de la existencia de un fondo subcuántico ie naturaleza ;;stocástica en 

interacción constante con la materia, 

También con el propósito de estudiar la mecánica cuántica des 

d'~ el punto de vista estocástico, algunos investigadores han inlentado extender 

el tratamiento :JI <o'spacio fase, dirección que, hasta la fecha, no ha conducido 

a resultados satisfaclorios. Representativos de esta corriente son los traba­

jos de Mayal (1949) y Bartlett (Bartlett y Mayal, 1949), caracterizau::Js por la 

introduccion de distribuciones en el espacio fase no necesariamente no nega­

tivos, cuya justificación física se sale del marco clásico en que se pretenden 

definir los conceptos básicos. Incidentallnente, cabe señalar que si nos ma~ 

tenemos en el espacio de configuración, no J.parC!ce ninguna dificulta'i de prir:. 

cipio (de la Perla y Cetto, 1967 c). En un desarrollo ¡:>osterior d,~ estos (rab~ 

jo,;. Gilson (1969a) intenta justifica¡- la '3.;:>arición de estas "distribucione::;" 
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en oca5ion2s negativas, mediante argument03 relativista.s. La incorrecta 

in te rp cetación de varias propied 3. i>'3 e.3pecíficas d e la mecánica cuántica lo 

cond'~c2n, sin embar go , a concluir que el aspecto estocástico de la teoría 

cuántica e s mera.mente fonn al, y que inclusive el d e terminismo se manifie~ 

ta sólo oca8ionalmente, de;:¡e ndle ndo de la forma e spe cífica del potencial ap~ 

cad:) al sistema cuántico (Gilson, 1963). 

En tanto que, para rehuir las dificultades en que cae, Gilson 

(1969 b) prefiere dar U;} salto cuántico, elaborand:> una nueva teoría según 

la cual la mecánica 2uánbca convencional e s consec.uencia del "quilibrio té.!:: 

mico local entre dos fluid,~s subcuánticos, otros autores han preferido desa­

rrollar en los últimos años dlve rsas variantes de la hipótesis hidrodinámica 

de Madelung y Bohm. Aran (1965), por ejemplo, intenta revivir la interpre­

tación hidrodinámica estocástica, aunque lo logra sólo a base de un gran nú­

mero de suposiciones ad hoc, de justificación tan difícil como los mism03 

problemas que pretende resolver. Así, por ejemplo, se ve en la necesidad 

de asi.gnarle un carácter dual-real y probabilistico, en su lenguaje- al flui­

do estocástico, con objeto de interpretar los diversos resultad:>s de la mecá 

nica cuántica. 

Con una fundamentación conceptual más profunda, Ján os5ly 

y Ziegler (1963) proponen el uso del modelo hidrodinámico como matemátic~ 

mente adecuado para la desc ripción de los procesos cuánticos, en tanto que 

Wilhelm (1970) procura atribuirle a tal fluido, una vez más, un sentido físico 
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definido. En ambo3 tratamiento3, el p::>tencial de Buhm, que aparece como 

consecuencia de reducir la ecuación de Schrodinger a, una "cuación de movi­

miento clásica, es interpretado cuma el potencial "inlc'rno" que da lugar a 

las prupiedades cuánticas de un sistema microscópico. Ján03sy y sus cola­

boradores analizan el problema de muchos cuerpo::; (Jánossy, 1969) y el de 

la partícula no ['elativista con espín, obti'niendo a partir de la ecuación de 

Pauli una ecuación de movimiC'nto que d¡>SC1'ib" un medio elástico magnetiza­

d, inhomogéneamente (Jánossy y Ziegler, 1966), 

Más atrevido aún es el modelo de Harvey (1965), basado en una 

analogía formal dlC la ecuación de S-::hrodinger con la ecuación de Navier­

Stokes, Como :onsecuencia de esta analogía obtiene un knsnr de viscosidad 

que Usicamente no pued:: ser interpretado :omo 'al, por el hecho de no estar 

relacionado ::on la velocidad j" Dujo ni poseer las propiedades debidas ( de 

la Pe¡"¡a et al, 1970:). La comparación del sistem~ cuántico con un fluido 

real encierra en sí una contradicción, puesto que, por una pacte, se postula 

la disipación de energía debido a la vis-::osidad, y p::>r la otra, se trata de ap~ 

car la teoría a sistemas que se encuentran en estados estacionarios, y que, 

por lo tanto, son no disipativ03. 

En este sentido, el trabaio de Hanrey pone de manifieStO, más 

clai'amente aú:J, que los anterioreS, uno de los as;:¡ectos más débiles d,- la io­

te rp retac ión hidrodinámica. Aunque con ps te modelo han sido obtenidos re­

sultad::>s básicos qu,", formalmente s,)n análogos a 103 de la mécanica cuántica 



- 11 -

usual, s u c on t r ibución m á- notable ha sid a qu i zás t~ s timula r el e s c e pticismo 

de a qué llos que en princ ipio dudan s a b re la pas i bil id a d o neces idad je una 

reinte rp r e tación causal de la m ecán ica c u á n tica. La r' a z ón fundame n tal de 

este problema resid", en e l ca r ác te r fe nome nológic o - y, podríamo s "ai'ladir , 

a nivel ma~roscópico - d,~ las teorías hid.codinámicas, lo que, por un lado, 

obliga a recurrir a postulackls espe~íficos y de diftcil justificación para tcX­

plic¿ ,' los diversos fenórr12nos cuántico"" y pür el otro, tiende a reduci r a 

t é r m inos m e rame n te clásicos aspec to 3 m ás profundo s de la natura leza, qu e 

corres ponde n a una fenome nolo gía c o ns id e r a blem ente m á s rica que h c13.si.­

ca. En e sto mis m o radica su c arác ter lim itat ivo , en 1 s ent id u de que tale :'l 

m odelos no ¡lermi ten la p r d icc ión d e r esultad os esen c i alm ente nue vos, ni 

cuá nt ic os , ni clá sic os. 

En la ú ltima déc ad a s e ha venido d e s ar r ollando una t"" or ía es­

toc ástica lib re de lo s p rinc ipa les p r oblemas que aque j an a las teorías hid¡'o ­

d inámicas, y c uyo p unto d ~ partida s e pue de localizar en las analo gías exis ­

tentes e n tre e l movimie n to b r oNn iano y l a mec ánic a cuán tic a, esbozada,; ya 

por FUrt h en 19 33. E n un plante amie n to nuevo d "l p ro blema, Ke r sha w (1964) 

prDpone considera r la t rayectoria de la partícula c u ánt ica c omo la s up e r p0:0 

ción de una traye cto r ia clás i c a y un m ovimiento fluctuan te en torno a é s ta . 

P artien do de la teoría del movimiento browniano, deriva la e cuación de 

Schrodinger para el caso é'3tacionariu, con veLocid~.d d,c! corriente nula, sin 
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embargo, no logra extender el tratamiento al caso dependiente del tiempo. 

Las limitaciones inherentes a la teoria de Kersbaw se deben al empleo de un 

postulado dinámico erróneo, según el cual la fuerza total que actúa sobre la 

partícula cuántica coincide con la fuerza clásica (de la Pei'la y Velasco, 196ge). 

A este respecto, parece o¡:lOrtuno recordar que 2n todas las i~ 

terpretaciones causales, como lo son las hidI'odinámicas, y, más en general, 

las estocásticas, se considera aplicable el concepto de trayectoria. El carác 

ter estadístico del proceso implica la necesaria existencia de fluctuaciones 

en ('1 valur d,.:; las variables dinámicas, lo que, sin embargo, no significa que 

la trayectolia no exista, sino sólo que no la podemos ni seguir ni predecir, 

salvo en el sentido estadístico Por otra parte, al afirmar la existencia de 

una trayectoria no se pretende implicar la posibilidad de extrapolar indefini­

damente al dominio de lo microscópico los conceptos clásicos de velocidad, 

posición, etc, por el contrario, el hecho mismo de que las teorías estocast..!:. 

cas físicamente váli.das construídas hasta la fecha, traten al fenómeno cuán­

tico sólo en el es?acio de configuración, implica la existencia de limitacioneE 

específicas en la aplicación de tales conceptos. En 8fecto, en estas teorías 

la noción de derivada temporal es sustituída por otra que implica un promedio 

sobre intervalos de tiempo sólo ma~roscópicamente infinitesimales (Nelson, 

1967; de la Pena, 1969c), lo cual sei1ala hacia la existencia de un límite de u.!j 

lidad de conceptos como velocidad instantánea clásica, etc, en común con 

otras teorías estocásticas (ver p. ej., Chandrasekhar, 1943). Sin embargo, 
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es e viden te la prQfundEl j ifere ncia concep tual que existe e n tr e el reconocimieE 

to j e es tas limitac iones inhe r ente s a la naturale za es tocás ti c a y m icroscópica 

del proceso cuántico y a finnaciones como la de He isenbe rg (19 27) en el sen­

tido de que "la t rayec toria (d e un e le c trón) se realiza ;oólo cuando se le o oser 

va" 

P a rtiendo de un estudio detallado de l movimiento b r owniano , 

Nelson (1966, 1957) ofrec e un método alte :cnativo t)ara derival' la ecuación de 

S-:::hrodinger , ampliado pos teriormente por Danke l (1969) con objeto d e inc luir 

el e spín e n la teoría e mple ando pa l'a e llo método s purame nte formales. De la 

teoría de Uhle nbe ck y O rnstein (19 30), que des cribe un p roceso e s tocástico en 

el e spa c i o fase, Ne lson obtiene: una r e l a c ión dinámica que, en c om binación con 

la s e gunda ley de Ne wton a decuadam ente in terpretad a , le permite es tablecer 

la ecuac i ón de movimiento . Sin embargo. la a usencia d e una fuerza de fric ción 

- de pe ndi e nte de la ve locidad - en el caso de l a par tícula c uántica, "impide la 

de finic ión de l a s velocidades " (Ne ls on, 1966), de lo que concluye , de acue rdo 

a l uso, que el estad :) de la part íc ula no puede ser d e s crito en e l e spac io fas e. 

C omo, por o tra pa r te, el tratamien to de E inste in y Smoluchowski d e la partí­

cula browniana en el espacio de configuración (ver, p. e j" Prab hu, 1965) im. ­

plica una aproximación vinculada a la existencia d e fricción, Nelson recurre 

al ar t ificio de aplicar la cinemática de Einstein-Smoluchowski a l problema di­

námico planteado en el espacio fase. Esta formulación conduce a Nels on a la 

conclusión de que la partícula cuántica e~ la partícula browniana e n el espacio 

de configuración e n ause ncia de frkción. En el Capítulo II de este trabajo se 
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ve que, aunque los dos problemas tienen propiedades en común, existen dife 

.rencias esenciales entre la partícula browniana-aún sin fricción- y la partí­

cula cuántica. En efecto, si se construye una teoría estocástica clásica en 

el espacio de configuración, ésta debe incluir l'!n alguna forma al problema 

clásico respectivo, es d?cir, al movimiento browniano. Sin embargo, las te~ 

rías de Kershaw y Nelson, así como la de Santos, que se mencionará a conti­

nuación, no poseen esta propiedad, mostr;.,.ndo con ello la existencia de una 

inconsecuencia de principio: en una u otra fOl'ma, las teorías han sido ;:Jolar~ 

zadas veladamente para d'~scr:bir ,~l fenómeno cuántico con argumentos clási 

cos, pero excluyendo, a la vez, el CdSc> clásico correspondiente. 

Santos (196CJ) desarrolla U:1a formulación lograngiana de siste 

mas estocásticos, que le permite derivar la ecuación d" SchrodingE,r para el 

caso en que el hamiltoniano es, a lo sumo, cuadrático en el impulso, Sin em 

bargo, la teoría esUi. fuertemente limitada por un conjunto de postuladC>3 cuya 

validez es dudosa o, al ml:nos, poco :evidente, ,-,n particular, se exige absolu­

ta independencia ent.e el movimiento clásico y el e3tocástico, lo cual equiva" 

le a anular a priori algunos de los efectos que comúnmente se conocen como 

"cuánticos sin análOgo clásico". 

Los trabajos antes mencionados han e3timuladc>, sin embargo, 

el desarrollo de la interpreta:::lón estocástica 8n diversas direcciones de int~ 

rés fundamental. Boyer (1968), por ejemplo, aplica la formulación de Kershaw 

al problema de un campo electromagnético :::lásico sujeto a fluctuaciones est~ 

cásticas, con el objetivo concreto de calcular las fuerzas de dispersion entre 
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d--,s placas m2táli (~ as neu t ras, la" cuales han sido m ed idas e¡.rpe h.mentalme~ 

te (van Silfhout, 1966) , estableciend o c on e llo un puente e n t r e los cálculos de 

Casimir (1948) y Ufshitz (1955). Pos ter iormente, d emuestra qu e la misma 

hipótesi s de la e stocasticidad .jel c ampo 2lect romagnético es suficiente para 

d e r ;var la ley de radiación de Planc k si, a la vez, s e toman en cuenta e xplí­

citamente los efec tos d,~ radiación debldQs a las colisiones de las partículas 

con las paredes del n )cipiente, así como condiciones de invariancia relativi~ 

ta (1969a, 1970a); también lo g ra e xplicar la existenc ia d e l.a energía d e l pun­

to ',22 rO de sde es te nuevo pU~1.to de v ista (1969b). 

En rela:::ión con este proble ma, cabe menc iona r que ya ReiseE 

bt; rg (19:38, Cap .H!) d ~ riva e xplícitamente la existencia d? las nuctuaciones 

dd camp'J e lectromagnético - yen consecuencia., las re laciones d e inc erti­

dumbre cor['espcl!ldi.e~ tes , implíci tas e n el trabajo previo de Dirac (1 9 27) so­

bre la e le ctrodinámica cuántica - como un aspecto complem e ntario y necesa­

rio de la cuantiza:: ión d a la materi a . Más tal'de, S'Jkolov y Tumanov (1956) , 

IVIa,rshall (1963) y o tros autores, consi.deran explícitam ent e al ele ctrón como 

una partícula e n agitaé:ión esto::áo;tic a, d2bida a la acción de las fluctuaciones 

·:Id va ·~ío electromagnético, y demuestran con e l e jemplo del oscilador arrnQ. 

nico que" e l sistema , ,,, cuan tiza, puesto qu e logran d e rivar las relaciones de 

incertidumbre para 23te caso. En par ti cular, lVlarshall (loc.cit.) y Surdin 

(1970) o btie nen la distribución de radiación (la ley d e Planck, en la aproxi­

mar:i:ón :10 relativista) nec esaria para mantener un electrón 03cilante en esta 

do cs:aé:iorldI':O. No obstante, d~bGmos insis tir en que: la valid ez de algunos 
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de los resultados j,= estos trabaj03 e", circLlstancial, puesto que adolecen de 

la limitacion d8 tratar al electrun como una partícula clás:.ca bt'oiNoiana. 

Se perfila así, y mas aún con los 2xitos d:: la electrodinámica 

cuár¡tica, un cuadro teórico básico: 12. materia'y el campo de radiación Se -

encuentran en equilibrio ,estocástico; la estocaoticidad de uno ,2S causa y co~ 

secuencia, a la vez, de la estocasticidad del otro. Este cuadro puede no ser 

completo, pero sí lo suficientemente sugestivo para.'sUmular el desarroUo 

de las teorías estocásticas. En particular, Santos (1968) aduce explícitame:: 

te estos argumentos para la construcción de su teoría estocástica de la mat~ 

l'ia. Se hace así posible inferir que la cuantización, tanto d"l campo d,e ra­

diación corno de la materia, es un reflejo de la cstocasticidad de los mismos, 

afirmación que se encuentra explícita en la literatura sobre el tema (Marshall, 

1963; Santos, 1969), y que es relativamente usual en la electrodinámica cuán­

tica (ver, p.ej., Henley y Thirring, 1962). Esta posición permite entender 

fácilmente el contenido físico de la demostración matemática d'2 Bohr y Rose:: 

feld, de que la mecánica ~uá!ltica elemental no ,es una teória consecClente si se 

emplea iunto con ella la teoría clásica de camp03. En efecto, si el campo elec 

tromagnético no se cuantiza, se pueden violar en principio las relaciones d'2 

conmutación para las partículas (Rosenfeld, 1955). Considerando la cuantización 

simultánea de campo y materia como ,equivalente a su "estocastizaeión", es­

te argumento nos conduce a la propociición de Heisenberg arriba mencionada, 

http:refle.io
http:cl�sj.ca
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Por otro lado, esta imagen está estrechamente vinculada a la 

interpreta::ión del vacío propuesta por de Broglie (1970) como un "termosta­

to oculto", cuyas fluctuaciones estocásticas irnprimen a la partícula un mov_~ 

miento de tipo browniano, lo que el autor trata de describir mediante su Te~ 

ría de ]a Doble S01ución . Con el advenimiento de la "electrodinámica ale ato 

ria" surgen tratamientos más formales, como el de Garczynski (1 969,1970), 

que se basan en la posibilidad de considerar la mecánica cuántica como un 

proceso estocástico y hacen ver que la teoría de procesos m arkofianos, en 

especial, brinda un lenguaje natuFal para la descripción de los fenómeno s 

cuánticos. Incidentalmente, es c.1aro que las teorías e stocásticas constituyen 

Uóla base física diferente para la justifi cación de l procedimiento de integrales 

d,~ trayectoria, introducido por Feynman (1948) . De esta discus ión s e des­

prende que., aunque las teorías estocásticas representan un avance en el pro­

ceso d·e descubrir los mecanismos que rigen el comportamiento de un siste­

ma cuántico, subsisten aún algunos problemas fundamentales que las formul~ 

ciones hasta aquí mencionadas no han logrado resolver, y que podemos prec..!. 

sal' en la siguiente forma: 

a) Pese a que se trata de teopías estocásticas de sistemas cons iderados como 

clásicos ( en contraposición a cuántico), no ineluyen p recisamente al sistema 

estocástico clásico más caracter:stico, representado por el movimiento brow 

niano. El origen de esta falla está en que no se han logrado establecer con 

claridad a la vez las diferencias y las coincidencias que existen entre los pr~ 

cesos estocásticos usualmente de nominados clásicos y cuánticos. 
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b) Puesto que estas teorías son coq)uscular~s, no incluyen como parte inte­

grante d~ ellas ningú~'1 concepto "ondulatorio", Aunque esto implica el ma­

nejo consistente de conceptos a la vez claros y simples, cuyo contenido ~íSlcO 

es evidente, es un hecho que la mecánica :::uántica trata :::on sistemas en 103 

que se presenta la llamada "intlo'rferencia Gntre <.:stadJS", base d,~l dualismo 

onda-corpúsculo, Es evid'~nte que tal dualidad no puede ha:erse a un lad'J, 

sino que, por el contrario, la teoría debe dar una .iusta explica:::ión de> ella y 

precisar el contenid'J físico que le c()rrespond'~. Cabe, pues, la pregunta: 

¿por qué el sistema cuántico presenta interferencia. a diferencia de o:ros 

sistemas estocásticos? 

c) Finalmente, es indudable que para que una teoría pueda ;:>retend,]r sustituir 

a otras ya2xistentes, no sólo debe ex;:>licar los resultad:ls de éstas, sino que, 

además, su campo de validez debe ser mayor y debe contribuir a la forma­

ción d~ un cuadro 'eórico más amplio y rico. Las teorías e"tocásticas hasta 

ahora mencionadas ofrecen, efectivamente, una explica<:;ión más clara. d.lrec 

ta e incluso más física, d,:;l fenómeno cuántico, lo que las ha:::e indiscutible­

mente meritorias; :;in embargo, no han tenido éxito en lo que se refiere a pe.:: 

mitir abordar una gama más amplia de cuestiones, y quizás, inclusive, dar 

nuevas r'espuestas a algunas dce ellas, lo cual, en última instancia, permiti­

ría probarlas frente a las otras teorías. 

El objetivo de este traba.io es, precisamente, investigar las 

respuestas a 105 tres problemas a'1.tes sellalad'J3, que proporciona una form::: 

lación más general d~ la teoría estocástica (de la Peo3-, 1968c, 1969c; de la 
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Peña y Cetto, 1969a,. b, d). Esta formulación, además de contener a la mec~ 

nica cuántica d" Schcüdinger, ha podido ser e xtendida para incluir en ella el 

espín del electr'ón, ya no como una característica formal, sino como una pr~ 

piedad física adiciona] de la ¡Jartícula extendida (de la Peña, 1970a, 1971b). 

Por o~ra parte, su generalización relativista, sujeta a las limitaciones inhe­

rente3 a la teoría de procesos estocásticos en s u etapa a'Ctual, conduce en f0E. 

ma'ienciUa y directa a la e cuación d ,~ Klein-Gordon (ele la Peña, 1970b). 

El mismo carácter general de la teoría permite distinguir, des 

de un principio, entl' e los proce30s estocásticos clásicos y 103 cuántic03, co­

mo se mue3tra en el Ca~)ítulo Il. Sucede así que la misma teoría estocás tica 

permite tratar ambos problemas, da n do con ello solución satisfactoria a la 

cuestión planteada en el inciso (a) ante r ior. Intimamente relacionado con es ­

te aspecto, surge el que 3e refiere a la superposición e interferencia de est~ 

d:)s: la teoría estocástica muestra la e xistencia de dos tipos generales y mu ~ 

tuamente excluyentes d e proceso 3, que corre sponden precisamente a 103 clá­

sicos (de tipo bro-.vniano) y a 103 cuánticos (de tipo ondulatorio), lo que permj 

te resp:md~r en forma 3encilla a la cuestión planteada en el inci s o (b) anterior , 

como se ve en el Capítulo II: se realiza o no interferencia entre estados, de­

p (~ndiendo de la náturaleza intrínseca de la ínter'acción es tocástica c!.:! las par­

tículas con su medio, lo cual queda descrito mediante un parámetro que toma 

valores diferentes en ambos casos (de la Peña, 1969c). 

Haciendo uso de las p03ibilidades que brinda la teoría, se es - / 

ludia el problema de la partícula browniana con y sin fricción, siendo este 

\ 
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último un caso de c:sp'~cial últerés, po!' no ,':;tar contenido en el tratamiento 

llsual de Einstcin-3muluchowSki 

lna vez discutidJ~ "stos ospectos fu;¡damentales d" la interpr~ 

tacibn estoc2stica, se aborda en los Ca;:>Ítulos III y IV un problema que no ti~ 

ne cabida en la mecánica ~uántida convencional: el hecho de que las ecuaciones 

fupdamentales de la teoría sean ecua:::iones de movimiento - a di.ferencia de la 

ecuación de Schrodinger -, permite introducü' fuerzas adicionales, no deriva­

bles de un po'encial, yen particular, la autoa,'ción del electrón. Así, por e, 

jemplo, la reacción de radiación, debida a la aceleración de un eh'ctrón ligado, 

es introducida en el Capítulo III con objeto de calcular el correspondiente corri 

miento de 103 niveles de energía, obteniéndose, como es de esperarse, la con­

tribucion no relativista al decto Lamb, sin la 3.pariciÓn (h~ dive¡'gencias (de la 

Pei'la y Cetto, 1971a). Análogamente, en el Ca;:>ítulo IV s._' introducen 10:0 tér­

minos de a<Jtoacción de primer orden, a las ecuaciones fundamentales ¡r,eneL'a.!:.i 

zadas al problema de la partícula con estructura y espín, con objeto de obte­

ner la corrección relativista a la ma,3a y el momento magnético anómalo. Es 

te últimu cálculo n03 permite hacer algunas consideracion.es dé carácter gen~ 

ral sobre la estructura eléctrica del electrón. 

Nuestra conclusión general es, pues, que la teoría ('stocás~ica 

estudiada permite den respuesta satisfactoria a las d03 cuestiones de princi­

pio anteriormente expuestas, y que, a la vez, es potencialmente útil para abo~ 

dar [Jl"oblemas más am[1lios, ofriCciendo, en particular, soluciones noved~sas 

y simples a ;Jroblemas c.onocidos 



CAPITULO II 

PROCESOS ESTOCASTICOS CLASICOS y CUANTICOS. 

Introducción. 

Las ecuaciones básicas de la teoría estocástica a estudiar (de 

la Peil:a 1968c, 1969c), repr<esentan una generalización de la mecánica newt~ 

niana al caso en que existen fuerzas adicionales de origen estocástico. Una 

primera integral de estas ecuaciones, que describen al sistema en el espacio 

de configuración, conduce bajo ciertas suposiciones a la ecuación de SchrodiE 

ger. Las suposiciones introducidas implican la reducción del proceso esto-

cástico descrito, a un proceso ruarkofiano, situación que parece describir 

adecuadamente a la m e cánica cuántica convencional. Efectivame n te, es po­

sible demostrar en forma relativamente directa, mediante la construcción de 

una probabilidad de transición, que si se considera la mecánica cuánt ica co­

mo un proceso estocástico, este proceso es necesariamente marlcofiano (de 

la Peil:a y Ce tto, 1967 e ). Por otra parte, es sencillo demostr ar por cons­

trucción que la retención de términos con memoria lleva a una ecuación de 

Schrodinger no lineal, que contiene un potencial dependiente de la misma 
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función de onda (de la Peria y Cetto, 1968d). 

Sin embargo, los metodos d2 integración de las ecuaciones es 

tocásticas publicad()s ha:-;ta la fecha, han sid0 diseflad0s tod:l3 para el caso de 

interés específico, es decir. la mecánica cuántica. Es~o ha condClcido a que: 

la ecuación tipo Schi·odingcr obtenida sea no lineal para casos diferentes, co-

mo por ejemplo, el movimiento browniano (de la Peiia 1959c). Dado nuestro 

interés simultáneo, en el presente trabajo, por los procesos clásicos y cuá!:l. 

ticos, se presenta a continuación un métod:J de integración más general, que 

conduce a una ecuación lineal en todos los casos. 

Integración de las ecuac iones fundamentales. 

Las ecuaciones que describen el movimiento de una partícula 

estocástica de masa In sujeta a la acción de una fuerza externa t . S0l1 

(de la Peña, 1969 c; de la Pena y Cetto, 1958d): 

~ (+) ( ¿ .la ) 

( 2.1 b ) 

v y LL son las componentes si.stemática y e3tocástica. respectivame!:l. 

te, de la veloCidad total de la partícula ~ = '!.. + ~ y por cunsiguiente, p~ 

seen distinta propiedad de transformación rr·ente a la invers:ón del tiempo, 

al igual que las componentes r+) y ~ H de la fuerza cxte rna. J:)c y 

315 representan a los operadores de derivada si.stemática y estocás~ica, 
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re3pectivamente, que pueden expresarse como; 

Jjc = + ~·V + ... 
at ( 2. 2a ) 

( 2. 2b ) 

donde D e3 el coeficiente d,~ difusión y no 3e han escrito explícitamente los 

términos no markofianos; A es un parámetro real, cuyo valor depende de la 

naturaleza de la interacción de la par'tícula con e l m e dio , y que, al. igual que 

D ,debe .3er considerado como empírico mientras no s e posea una teoría 

subcuántica que lo determine. 

Definiendo € =.!. r-:;;: el sistema (2.1) puede escribirse 

en la forma : 

donde 

~ '" "" V + e u. ( 2.4 ' 

y !'\. - ~(+)+ e r ). 
Nótese que (2.3) puede considerar se como una generalización de la segunda 

ley de Newton, obtenida mediante la sustitución d./ d..t - J!J 9,. y 

" - ~ ~) t -- ~ '\. . 
Cuando la fuerza externa es derivable de un potencial V , 

es fácil demostrar, utilizando la regla de conmutación 

"" 
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que V también puede escribirse como el gradiente de una función (Jáure-
-~ 

gui, 1971,p.18). Escribiendo este resultado en la forma 

V ~ 2€D~w , 
-1-

se obtiene como una primera integral de (2.3): 

2,5 ) 

( 2,6 

donde la constante de integración s« ha igualado a ce ro. La ec. ::::~ _ 6) se li-

neariza mediante el cambio de función 

( 2,7 ) 

Al escribir (2.6) no se ha tomado en cuenta la contribución no 

markofiana, que daría lugar a términos no lineales en (2.7), 

Nótese que, por la forma como se definió e ,esta primera 

integral contiene en realidad dos ecuaciones, una j", las cuales puede obte-

nerse a pat·tir de la otra mediante la inversion del tiempo, Nuevamente en 

,érminos del parámetro A (2.7) toma la forma 

( 2.8 ) 

donde eW~. 

A partir de (2.4) y (2,5) podemos escribir las componentes de 

la velocidad en términos de 1f 
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( 2.9a ) 

lL = D '!in. ( 'f+ 1f- ) . ( 2. 9b ) 

Po :- ¡otra parte , del s i s tem a (2 .8) y u t i liz ando e l resultado (2. 9a), obtenemos 

( 2.10 ) 

expresión que coincide con la ecuación d2 continuidad si se define Y+ "f- - fl. 

Esta definición es consis ten te con la teoría general; en pa rticular, (2. 9b)1 ts:>. 

ma la forma: 

( 2 . 9c ) 

que es precisamente la velocidad Clsmótica introducida por Einstein (1905) 

en su teoría del movimiento b ro wniano . Puede demostra rs e también en for-

ma inme dlata, que la ecuación de continuidad (2 .10) es equivale nte a la ecua 

ción de Fokker-Planck en el espacio de configuración: 

( 2 . 11 ) 

con lo cual se pone de manifiesto, una vez más, el carácter rnarkofiano de 

103 procesos descrit03 por (2.8). 

La 2cuación (2.8) muestra que el carácter de sus soluciones 

depende esencialmente del si b'1lo de A. • Si este parámetro es negativo, la 

ecua;: ión es de tipo parabólico y tiene, por consiguiente, soluciones que po-
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demos llamar "causales", cara~terizad3.s por el hecho de que la inversión 

del tiempo cambia esencialmente su naturaleza. Con A. positiva, (2.8) 

equivale a una ecuación de tipo hiperbólico, cuyas 301uciones ""tán caraé:te-

rizadas p:Jr el hecho de que la dirección del tiempo deja de estar d~finida por 

las condiciones iniciales. Pues to que, de acue rd,) cnn la teoría gene ral, A.. 

es real, estos dos casos son los únicos de interés. En particular, puede es 

cogerse IAI:; 1 sin pérd.da de generalidad, con lo cual se obtienen a par-

tir de (2.8), por un lado, una ecuación que corres¡):Jnde a los procesos de ti-

po clásico 

Ow. :; 2m. D _T __ 

at 

con A = -1 , y por el otro, la ecuación de! S,~hl"odinge r 

1_2. a w~ 
__ Tl._ "\J'l.1JJ + Vw = +- i..h~-

2m T!. ¡!. at 

( 2.12 ) 

( 2.13 ) 

con D= 1fl/2m. y J\.a 1 . Procurando utilizar una notación que refleje en 

forma clara .Y concisa la distinta naturaleza de los procesos desc ritos por 

(2.8), denominaremos proce30s de Einstein a los que corresponden a )1.= -1.. 

descritos por (2.12), y procesos de Broglie a los obtenidos cun A = 1 y 

descritos por (2.13). 

Así pues, el uso de un parámetro adicional, natural al nivel 

de descripción de la teoría, permite tratar y diferenciar simultáneamente a~ 

bos tipos de problemas estocásticos, sin la necesidad de recurrir a C!oncep-

tos artificiales, como el de coeficiente de difusión imagenario usado por ejeIE-

http:difusi.�n
http:p�rd'.da
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plo por Fürth (1933) y Garczyñski (1969), y el de masa o tiempo imaginario 

pro;¡uesto por Guth (1969) y otros autore5. 

Superposición e interfel'encia. 

El caráster lineal de las Ecs. (2.12) Y (2. 13) permite construir 

a ,)artir de u:¡a pareja de soluciones 1ft. y 1f2. ' una nueva solución como com 

binación lineal de ellas: 

Introduciendo las fU:1ciones reales Rt y 5 l ' tales que 

i. "1,2. ( 2.15 ) 

podemos escribir la densidad aSClciada a (2.14) en la forma 

p ( 2 .16a )1 

donde ( 2.16b) 

ya., b deben ser tales que p pueda ser considerada efectivamente una 

densidad, es decir, que sea positiva para todo valor de n . 
Cuando >..; -1.. , n· 02.- 0 1 Y las constantes el. , b son 

positivas. De (2.16a) se ve entonces que p es una suma de tres contribu-

ciones positivas, eil decir, en los procesos de Einstein la superposición de 

estados es necesariamente aditiva; en el lenguaje usual, podemos decir que / 
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el comportamiento del sistema es estrictamente "corpuscui.a:c". 

En cambio, cuando A..~ i, n.", L (52 - f\), y el último tér­

mino de (2.l6a) oscila entre:!: 2a.b "P1.f2' ; en otras palabras, en 103 pr~ 

C(:SX' u? de Eroglie la superposición de estados produce interferencia; regr~ 

sanao al lenguaje usual, podemos decir que en estos procesos se manifies-

tan propiedade::; "ondulatorias" o 

Vemos así que una misma teoría estocástica puede caracteri 

zar a los dos tipos de procesos que corresponden a la situar.ión clásica y a 

la cuántica. Según (2.15), las amplitudes 
,~ :¡: (:j2.s 1f!. = '.P e son funciones 

reales para los procesos de Einstein, en tanto que para los pr'ocecios ele de 

- * Broglie son, en general, complejas, y 1f + - y _ ' 

Bn relación con estos resultados, cabe preguntarse qué senti-

do tiene supeeponer "amplitudes" lf En primer lugar, se ha visto qu'-' en 

el marco d,: la teoría, es natural y legítimo superponer amplitudes, por ser 

soluciones de ecuaciones lineales. En segundo lugar, existen condiciones b~ 

jo las cuales Vp es el factor de peso de la vdocid3.d en una superposición 

,l.~ estados. En efecto, consideremos el caso v. = O , que es estacionario, -, 

y analicemos las condiciones bajo las cuales existe un estado caractenzado 

por 

u. (O LL.. .,. ca LL 
\1-1 t!2.-2 

( 2.1 7a ) 

con ( 2.1 7b ) 

http:corpuscui.ar
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siendo ~t fu nciones por deter·mi'ar. 

Integrando (2.1a) obtenem03 

4 2 ___ E. - V 
- u.. ... D'V· u. 2. _ ~). 

( 2.18 ) 

siendo E la constante de inte gración . Tómando en cuenta que esta ecua-

ción d e be ser satisfecha tanto por ~ i. (t =- i.2) ,como po r la I.:!- dada 

por (2 .1 7a) , obtenemos para Cf i la ecuación 

cuya solución es 

(J) = a. J!.J. . 
H 1f J 

= u.-U,. 
- t -2.' 

Por consiguiente, de acue r do con (2 . 1 7b), podemos esc r i bi r 

1f :& a.Yt + blf2.· 

( 2 .19 ) 

Como en el Ca 30 estudiado, 1ft '" ..r¡;: , obtenemos de sustitui r (2. 19) 

en (2. 17a): 

resultado que también puede ser derivado a ;;¡artir del grad iente de (2.I6a), 

con .Q = O , condición que puede incluir, no sOlamente al caso ~t '"' O, 

sino má.'l en general, v = " _ 1 -2 
Sin embargo, este resultado es muy 

particulal- y tiene un valor enteramente formal en el caso A.", -1. ,aun 

que puede ser de alguna uti.lidad específica en la mecánica cuántica; se pre-
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senta esencialInente -.:on objeto de insistir en que las 3.mplitud·c3 d·o;ben US:lr 

s,' como element03 naturale, de la tl'oría. 

Como c0rolario de 103 rC:3ultaé"Y, anteriores, surge la pregc~ 

ta: ¿ por qué el principio d~ superposición d~ amplitude3, siendo usual en 

103 procesos de de Broglie, no 23 ·:onocid~ en rela::ión con 103 procesos de 

Einstein? En primer lugar, pued·~· c~3grimirse un argume'1to de tipo hist~ 

rico: ante la inexistencia de fenómenos d,= interferencia, la :Lscuslón en tor 

no a esta cuestión era innece3aria, má3 aÚ'1 cuando 103 métod03 usuales se 

manife3taban suficientes para re301ver con éXlto los problemas relativos. 

En segundo lugar, existe un caso importante ::,n que tal superposición es a¡JlJ:, 

cable; en efecto, si consideramos '21 problema d," la partícula broNniana li­

bre con pO'encial nulo, vemos que la ecuación (2.12) pdra 'f- se reduce 

a la ecuación de difusión y, consecuentemente, las ~üluciones son y_ - Ap, 

1f+ ~ 1/ A ; en este caso, la superpodición dt~ amplitude3 es equivalente a 

la superposició'1 de las propias densidadeS. Sin embargo, éste es, tam­

bi.én, U:1 problema muy particular. En la ;:>ráctica, ,~l problema :Lfusivo es 

d'2finido a través de las velocidad'c3, o más cencretamente, d2 los moment03 

que <;e introd'.Jcen en la ecuación d2 Fokker-Pla'1ck y que 30'1 obtenidos, a su 

vez, de uaa ecuació'1 dinámica a:!icional, como la ecuación de Langevin en 

el caso del movimiento browniano, Puesto que lo que se conoce a priori son 

las velocidade3, lo natural es partir de la propia ecuación de Fokker-Planck. 

Lo anterior pued'? ser reforzad·:) con un argumento definitivo: 
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como S~ muestra =0 la siguiente s._cción, la ecuación tipo S<::hrodinger deja 

de ser lineal en el ca~o de l movimiento browniano usual, debido a la existen 

cia de fuerzas de fric c ión; por lo tanto , deben superponers e las densidades 

.Y no las amplitudes. Exactamente lo contrario sucede con los procesos usu~ 

les d = de Broglie , para los cuales la e cua:::ión ele Sc.:hrodinge r es lineal, pero 

la ecuac ión d e continuidad no lo es, puesto que la velocidad V no es un da 

to i.nicial, sino una propiedad derivada a partir de las amplitudes, de acuerdo 

con (2.9a). 

El movimiento bro.vniano. 

A continuación se a;:¡lican los resultados obtenidos en las sec­

ciones anteriores, al proceso de Einstein más conocido: eiJ. movimiento bro~ 

niano. Con ello se intenta demostrar por construcción que la ecuación diná­

mica de la teoría, (2.12), ofrece efectivamente un métod0 alternativo - aun­

que no necesariamente más simple - de resolver el problema de la partícu­

la browniana, esencialme nT.e diferente de los métodos que brinda la literatu­

ra sobre el tema. 

El hecho de considerar al movimiento browcJ.iano como un pr~ 

ceso estocástico en e l espacio de configuración, implica la suposición de equ2, 

librio local, puesto que se ha independizado el problema del espacio de velo­

cidades. Por consiguiente , no se pretende obtener la solución exacta de Uh­

lenbeck y Ornstein (1930). Sin embargo, el que no se imponga condición algu­

na en la ecuación dinámica, permite s uponer que el intervalo de validez de 
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las soluciones a c:onstruir :3erá mayor que el de las soluciones de Einstein 

y Smoluchowski, que se pueden obtener a partir de la ecuación de Langevin 

en la aproximación e:3tática, es decir, para tiempos grandes comparados 

con el tiempo de relajamiento p -1. El procedimiento que aquí se ofrece 

posee la ventaja adi.cional de no es tar condicionado a la exis tencia de una 

f'lerza de fricciono 

Con objeto de estudiar el movimiento browniano en general, 

es necesario introducir la. fuerza de fricción ~ = -mf3::. en (2.12). Re· 

cardando la definición de la velocidad to\al y haciend0 uso de las Ecs. (2.8), 

se obtiene 

I 2.21 ) 

Por consiguiente, la ecua2ión de movimiento para una partícula bl'OAiniar.a 

es 

resultado que muestra que, efectivamente, la ecuación deja de ser lineal d~ 

bido a la presencia de la fuerza de: fricción. Si se a;:¡lica en conc reto a los 

problemas del oscilador armónico y de; la partícula libre en una dimensiono 

las soluciones de (2.22) que nos interesan son de la forma 

( 2.23 ) 

donde f .. ' Q.¡, Y b L son fU:1ciones del tiempo, a ser determinadas en 



- 33 -

cada caso pl!.rticular. 

P ara el problema de la partícula libre , escribimos de acuer 

do con (2 .22 ): 

D lf:+ (13 J.t1.lfJIf .. :: - ~ .. 

D y(+ (13..1.\,\ lfJlf- "" lf-' 
cuyas soluciones son de l a forma dada por (2. 23 ), con 

donde 

y A. . B t , B1. son constantes de integración. 

De (2 . &3) tenemo3 que 

.í-éi Q.( x. + :0.)2 
f = v::¡ e 

( 2 .24 ) 

(2. 25a) 

( 2.25b ) 

( 2 .25c ) 

donde a. ~ 0.1 + C1.:¡, y b .. b1. + b2 • Esta expresión nos permite hacer las 

s i guientes identificaciones: 

x = b - 2a. 

Ü~ x)'l. = _-L 
20. 

y haci endo uso de las fórmulas (2. 9): 

( 2. 26a ) 
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C = 2D (b i + 2a.1x) 

~;. (J.¡.DutY( Ll x )2-

D,( xc) = ltDa.J~X')'I . 

( 2. 26b ) 

Las constantes de integración que aparecen en (2.25) se d"ter 

minan a ;:¡artir de las expresiones para X. y e ,y d", la cündlción 

0--- .s (x-x). Los resultados finales son entonces: } - t __ o 

con 
LL'"' t 

x;. X + Ce (i_e-pt ) 
o ~ 

e = coe-~t. 

---2 2.D 
(t:.x) = ----¡3 Uil.l;¡, 

-- -2.f3t. 
(boC)2= 2-Dj3 e ~: 

b.(xc) = 2.D e-f3t u;¡, 

1 
_pt 

-e ; 

( 2.27 ) 

L03 límites de estas expresiones para tiempos grand",s cüincid",n con los que 

se obtienen por el métod·, de Einstein; en particular, (ti. xi'- 2Dt. S',n 

embargo, 103 resultad03 (2.27) no 'ion válidos para ti~mpos arb,trariamen;e 

cortos, en los que no prevalece un equilibrio local. En la solución exa:ta 

del problema '2n el espacio-fase, se obtiene en el límite t-- O (L'hlen-

beck y Ornstein, 1930): 
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En cambio, al d e rivar las ecuaciones fundamentales de la teoría estocástica 

aquí presentada, se ha impuesto la condición (A )(. )<2.~ 2.Dt propia 

de una partícula libre en equilibrio local, lo cual implica que los resultados 

de la teoría dan valores para la desv>ación cuadrática media de )(. exces Í! -

vamente grandes para tiempos pequeños; esta limitación es característica 

de todos 103 resultad'Js aquí presentados. 

En el caso dd 03cilador armónico browniano, la forma expli 

cita de las ecuaciones es, de asuerdo con (2 . 2 2), 

D 1f~'1- (~; )(2 1- ~ l\1.1f+)lf+ = -1f+ 
Dlf~)+- ( .. ~1 ,,2.- f3l.K.1f .• J lf- = 1f- . 

( 2.28 ) 

Esc ribiendo las soluciones en la forma dada por (2.23), obtenemos e 1 siguie_~ 

te sistema de ecuaciones diferenciales: 

l..l t ... f3 ü. 1. ... W'1u. _ 
1. 

O ( 2. 29a ) 

U1 b1- -f3 -- t- -- = ( 2.29b ) 
Ll. 1 b 1 

ü.
2 

... fo Ú 1u. 2 ", W2
u.2 ,", O ( 2.29c ) \.1. 1 

.Y.; + b .. = P b l 

L.L¡ b 1 b;a. ( 2. 29d ) 

donde a. _ .-.1... Ü.1 
1 ~D \.1. 1 

a. _ - _ 1_ ü :t 
'1 liD u.1 

( 2.2ge ) 

Al resolver este sistema, es conveniente distinguir entre el caso subamor-

tiguadJ tp <.2. w) y el ca.so sobreamortiguado (fo> 2.W) ; por el mo-
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mento, prestaremos etención a ",ste último, cuya solución e 5 tá da::la por: 

b =-
1. 

( 2.30 ) 

donde z '"' i (1- t<ah-/\t) 

9- - ~1 ; f31 ~ Yr2- w2' ; '( = i: f3 j 

A ,B i , 'B2. son constantes de integración y F representa una funcion 

hipergeométrica. De (2.30) sigue que: 

y de acuerdo con (2.9): 

Seleccionando las constantes de integración con 21 mismo método (",npleado 

:~n el. caso anterior, obtenemo3: 

e-
rt 

(XoC.Osnj31t -t- rX;+tc.sen'n.f3tt) 
í 2.31a) 

- rt ( re + w x \ e (!ocosh.~lt - ·..a
L 

"Sext'nf31t I 
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(~X)2"" f->1.~-n [F(1 , 2 i 2.-~ ¡ z.) - F (l.~ 2.; 2-C¡j~Vi'2.r\.OS.kz.~1.t 1 
(~c)2 ~ ('( - ~L tl)hJ31t ) (~)C.)4 

l'.:.. (xc) =- (J3 1t~hfo1t - y) (A. x.)2-

( 2 .31b) 

Para tie mpos grande.3, los límites de las expresiones anteriores son: 

( 2. 32 ) 

En la teoría usual de l m ovimiento bro wni ano en el espacio de confi guración, 

s e puede resolve r el oscilado r armónico sólo e n e l caso fuertemente amor~ 

guado, es decir, cuando W (.<. '( (Uhlenbec k y Ornstein, 1930) . P or con~ 

guiente, es conveniente hace r e sta suposición, con objeto de poder comparar 

r e s ultados. Hacienda '\.:! 1 + W
2/2"( '},, en (2 . 32), obtenemos 

( 2. 33a) 
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( 2.33b ) 

de d,mde se ve que las cantid'l.d~s que ?ermite determinar el métod·.) J2 

Einstein-Smoluchowski, X y (AX) 2. , coil1ciden con las aquí obtenidas. 

Asimísmo, e3 evid~nte que las expre3iones (2.33) contienen como caso pa.:. 

ticular al movimi2nto browniano libre (w = O) , cuyos resultadél3 para 

tiempos grandes se obtienen a partir de (2.27). 

De los resultados anter:ores vemos que la energía ::1" equipa~ 

tición, en el estadél final de equilibrio, es 

Id'"ntificando ésta con la energía térmica por grado d·O! libertad de acuerdo 

con el principio de equipartición, t k T obtenemos la fórmula de Ein-

stein (1905) para el coeficiente de difusión: 

D= 

Un problema de 2special interés, por no admitir solución m~ 

diante el métodél de Einstein--SmoluchONski, e5 el movimiento browniano sin 

fricción. Para el 03cilador armónico, en particular, los resultadéls élbteni-

dos a partir de (2.29) con f3 = O son: 
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t
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LL2."" se.n w ~t-t ;¡J 

b "" Pi.1. 
2. LL

2 

( 2.34 ) 

SubstituyendD estas ·"xpresiones en (2.26) Y determinand,:¡ las constantes de 

integra",ión a través de las condiciones iniciales, obtenemos: 

x - x. co:. wt +- c o ~e.n wt 
o w 

e'" c. c.o:. w t - wx. • .f>e.n. wt 

(A)(Y-~ t wt [1 i- cOSo wt· sen.w(t-tJ] 
w 'l. l !oe.l\.wt~ 

(b.c)1 - w i t<i~w(t -tJ (AX)1. 

6 (x.c) - - w t~ w (t-tJ (~')(.Y· . 

( 2.35 ) 

Nóteae que en este caso, a diferencia de loa anteriores, los valores medios 

oscilan aún para tiemp03 grandes, lo cual es una manifestación de la falta 

de amo:-tiguamiento; éste es precisamente el motivo por el cual no es apli~ 

cable la aproximación eatática de Einstein-Smoluchowski. Si en ( 2 . 35) hac,:. 

mos tender a cero la frecuencia de oacilación, obtenemos correctamente los 

límites de partícula bl'owniana libre sin fricción, que pueden ser deducidos 

también de (2.27) con J3 = O. 

En forma análoga puede ser resuelto explícitamente el caSQ 

subamortiguado; sin embargo, debido a que 103 resultad03, también de vali 

dez limitada por las a;:¡roximaciones inherentes al método, implican un ma-

nejo laborioso de cantidades en general complejas, nos abstenemos de incluir 

http:wX.f>e.\'\.wt
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los en el presente traba,jo. 

Es conveniente hacer n0~ar que los valores medios dados por 

(2.27), (2.31) Y (2.3:)) satisfacen la ecuación de movimiento clásica 

donde X"" e = v , puesto que el valor medio d" la componente estocástica 

de la velocidad es cero. 

Los rc>sultados de "sta sección han "id::l obtenidos con el pro-

pósito fundamental de mostr'ar explícitament<- que: la teoría estocástica que 

se está discutiendo permite efectivamente hacer una descripción satisfacto-

ria de los :)roce"os de Einstein en el espacio d2 configuración, válida una 

ve,:; que se :1a establecido el equilibrio local en e! sistema. 

Las rdaciones de incertidumbre en el movimienio browniano. 

Para cualquier potencial cuadrático a lo sumo en X. , la solu 

ción fundamental de (2.22) puede expresClrse en la forma dada por (2.23). 

En este caso, en que la distribución es gaussiana, se pueden derivar simpl~ 

mente algunas relaciones de incertidumbre. como mostramos a continuación. 

De acuerdo con (2.9), las componenks de la velocidad de una 

partícula browniana pueden ser escritas ':'n la siguiertLe forma: 

v = D(bl.- b) + 2D (aL-a.¡) x. 

u.."" Db + 2Da.x = 2Da..(x-x) 
( 2.36 ) 
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en donde la s egu;1da igua ld a d s e obtiene utilizand o (2. 26). De (2 . 26) y (2.36) 

es evidente que 

u. = Q 

(6.u..)" - (2.Da.)" (~l') 2. 

(6.vY· "" 4I)Z(a.t-a..:Y· (~l')2. 

(I\C)2. - (LtDa.,). (~~)J. 

l:\(u.,,)" 4DZ(a.~ -a.~)(6.')(.):L 

( 2.37 ) 

P o, otra ;larte, haciendo uso d e l as E c s . (2 . 29) , obte nem os las siguientes 

relaciones, válidas para tod'Js los caso s discutidos aquí: 

a.. = - 4;0. ; 
dond2 Q.:: u..,--~/2 r ; po r lo tanto, 

(11~)'J. : 2DQ 

(Au)l. ... -1L 
2.Q. 

(2. 38) 

(~vY : ~~ (2. 39) 

( 
• J. 

(~cy& D ~~1) 

-- DGt 
~(u..,,) = - 2Gl 

de donLl , obtenemos, por c.:li.minación de la [unción Q. , 
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( .6. X Y'U~I. \..\.y. = D ~ 

(ó.)(.)¡(6v)~ D\~;L2. 

(Ll.x.)'" (~C)2 =--' n2(Q. -1)2 ( 2.40 ) 

Nótese que la primera de estas expresiones impone u;, mínimo al producto de 

las dispersiones pn ")( y LL , indep8ndiente del tiempo, y que, por lo de-

más, dicho valor mínimo coincide con pI obtenido mediante otrus métod'Js U:1 

tanto más artificiales (ver. p.ej .. Fürth, 1933 ; Guth. 1969). 

La función Q. puede ser d2terminada en g"neral mediante el 

siguiente pcocedimiento. Como puede verse por ejemplo de (2.29a), u...
1 

es solución de la ecuación de mo'rimiento clásica; por otra parte, de la rel~ 

cion L1..1.Ü2. - U1.ü. t '" O que surge: d" (2.29a) y (2. 29c), obtenemos que 

lo cual nos permite escrib:r U:1a fórmula g8neral para G.. : 

G.. = t..L l U2 

2T 
en ténnin05 de la 301ución de (2.29a). 

Los resultados anteriores ayudan a2ntender las relaciones de 

incertidumbre como u:,a consecuencia y u.la medida de la estocasticidad del 

s i stema; su existencia en sistemas clási.cos muestra que no es legítimo - o 

al, menos, no (;:;; necesario - concluir que a partir de la, relaciones d~ 
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Heisenberg se obtienen propiedades e3pecíficas y exclusiva" de 103 sistemas 

cuánticos. Podrían deducir's2, inclusive, "relaciones de incertidumbre" pa-

ro. los procesos de Einstein, si.guiendo los procedimie ntos usuales en la me-

cánica cuántica, mediante la introducción de 103 operadores dinámicos ade-

cuad'J3 (como S8 muestra, p. ej .. en de la Pena et al" 196 8a). Sin embar-

go, 103 resultados obtenidos aquí 30n suficientes para nuestr03 propósit03. 

Parece oportuno finalizar este capítulo deslizando una conjet~ 

rae Hemos visto que la teo r ía e3to,::ástica estudiada describe al sistema cl~ 

sico con mayor precisión que la que proporciona el método de Einstein-Sm~ 

luchowski debido a que no se imponen restricciones dinámicas al si.stema; 

a la vez, la descripción es más pobre que la de Uhlenbeck-Ornstein en el 

espacio fase, puesto que, como se ha dicho anteriormente, está condicion~ 

da por las restricciones d,? equilibrio local y constante, 

ambas de carácter limitativo. Considerando que los procesos de de Broglie 

se obtienen de la misma teoría mediante e l simple cambio del valor de un 

parámetro, cabe pregun tarse si no existen restricciones similares en la 

mecánica cuántica. De ser válida esta conjetura, implicaría la existencia 

de un límite de aplicabilidad de la mecánica cuántica usual para tiempos p~ 

que no3 o comparables con el tiempo de relajamiento característico del si~ 

tema, de donde se concluiría que debe exis tir una descripción más precisa 

del fenóm e no cuántico que la que proporciona la ecuación de Schrodinger. 

Un punto de vista similar ha sido presentado por de la Pefla y García-Colín 

(1967b,1968b). 



CAPITULO III. 

CORRECCIONES DE AUTOACCIOj\T: ,sL EFECTO LAME. 

Los resultados obtenid:Js en el Ca;:>ítulo anterior dan respue~ 

ta satisfactoria a las dos cuestiones de principio ;:>lanteadas en el Capítulo 

1. Por lo tanto, parece conveniente intentar ahora explo~ar las po.3ibilicl:.:­

des específicas que ofrece la teoría para. abordar problemas cuánticos des­

de un nuevo punto de vista, y obtener con ello una idea más c:lara :::le sus p~ 

tencialidades. No siendo la teoría estocástica una nueva mecánica cuantic?, 

sino sólo una reformulación de la misma .3obre nuevas bases, no 2S de esp::. 

rarse la a;:>arición de efectos noved:JSClS o desconcertantes predich03 por la 

primera y olvidadCls por la segunda. Sin embargo, la :::liferencia esencial 

en la formulación permite adClptar puntos de vista distint03, que en principio 

abren nuevas posibilidades. En particular, la mecánica de Schrodinger se 

escribe en términos del potencial externo, en tanto que en las ecuaciones es 

tocásticas intervienen las fuerzas, sean o no derivables de Ut¡ potencial. 

Precisamente esto nos permite introducir en forma natural en la teoría esto-

- 44 -
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cástica 103 té r"m inos que rep r é5 entan la autoacción de l electrón, para usa)" 

la te t'minol o gia de Feynman (1962) . E ste proble m a es resuelto us ualInente 

en el mar co de la e lec trodinámica cuántica : e s bien s a. bido que las c or rec­

ciones r adiativa s p rovenien te s de la a u toaC CÍ ón de l a pa r tíc ula dan lugar a 

efeclo3 obselvables, tales como e l c orrLmiento (d e) Lamb y el momento 

magnético anómalo. Lo e sencial de estos cálcu los es l a i ntroduc c ión de los 

e fe c tos de a u toacc ión , q ue s on térm ino3 e lec t rom agné tic os de ol'ige n c1ás2 

ca; pOI' lo tanto, pode m03 e a pe r ar q11e la in truduc ción d e las fu e r" z;as elect r .<::. 

magnéticas corre spondie nte s como térm inos adicionales a las fu erzas exte2' 

n as _n la te oría e stoc ás t ic a - proce s o qu e e 5 de realiz ac:ión simple - condu.~ 

c a a l a ob te nción d e lo s fe cto3 a s oc iado s . Es evidente , sin emba r go, que un 

cálculo de e sta natu ralez a no puede p retender ceproducir exactame n te 103 r.5: 

sultad'JS de la electrodinámica cuá n t ica, debido al menos a dos ra z ones. En 

primer lugar, el hecho de descri.bir el comportamiel1to d,el electrón (~on una 

teoría no r dativista , e xc luye la p03i.bilidad de obtener las contribuciones r~ 

lativi s tas a 105 dive r s os e fe c tos; en s e gu ndo lugar, pue sto que no se c onsid::=. 

ra al c a mpo ele c t rom agné tic o conais tentemenle cuantizado, no podemos ob­

tene r té rminos tales como la conlr"ibución de la polarización del vacío a l efec 

to Lan1b.' Sin embargo , aunque falto de p recisión, el c á lculo ti ene la venta­

ja de s e r s encillo y d irecto , y cQnsecu en temente dotado de una no ta ble cIari 

d a d física; además, s e puede llegar al d !Octo Lamb mediante un c álculo libre 

de d'vl?rg'.ncias. 
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Con el objeto de mantener la claridad en la eX;JJ:oición, divi 

dimos ésta en das partes. En este capítulo -:onsideramos al electrón liga-

. da en el campo coulombiano, para calcular <él efecto Lamb a ;Jartir de la 

fuerza comúnmente llamada reacción de l'al iación (Landau y Lifshitz, 1951) 

En el Capítulo IV estudiamos ,:1 probkma más complejo del electrón con e~ 

tructura. sujeto a un campo magnético externo: los términos dominantes 

de autoacción nos llevan en f'o;te casa a obtener el momento magnético anó­

malo y la corrección a la masa d~l electrón. 

La idea de introd'-1cir la reacción d" rLdiación en las teorías 

estocásticas ha sidJ formulada anteriormente en. al menos, dJS cJntc'xto.=, 

diferentes. Por u~ lado, una serie d'? autores (v(;r, p.ej., Sokolov y Tum~ 

nov, 1956; Marshall, 1963; Surdin, 1970) pastula q'.k ::]0, la reacción d:.: ra-

d~adón surge, en primera aproximación, el término j' fricción que p:":I'm-.: 

te considerar a la mecánica cuántica ~omo uoa especie de movimiento bro'~ 

niano clásico como se vio :.'n el Capítulo l. Por otra parte, con argumen­

tos similarc:s a 103 aquí presentad.)s, Krizan (1958) ("ata pr~cisamente de 

obtener el efecto Lamb, partip.ndo de la t~oría eo;tocá.'3tica de "pisan (1968). 

La idea básica de Krizan es, desde luego, correcta; sin embargo, debid J 

a su inapro;liada realización, e 1 resultado d~ 1 cálculo ·es cero" El origen 

de esta dificultad pued~ ser explicado de la siguiente manera, Como se ha 

dicho anteriormente (Ca;¡ítulo l), Nelsan construye su formulación estocás­

tica basado en los ;:>rincipios dinámicos de: la teoría del movimiento brownia 



- 47 -

no. Las fuer'zas qae actúan sobre la par~ícula estocástica coinciden enton-

ces c on las expres iones c lá"icas, y en par·ticular, la fuecza electromagné-

tica ~ 3tá dada por la formula de Lorentz ; 

( 3.1 ) 

Sin embargo, es fácil demostrar que esta expresión es incompleta (de la P~ 

na y Cetto, 1969a, 196 9b), puesto que represe nta sólo a la componente + l.) 
de la fuerza, t l-) siendo -cm general distinta de cero . Como se verá. más 

ad "lante, es precisamente un término d" t l-) el r esponsable fU:1damental 

d 21 efecto Lamb no relativista ; Krizan no obtiene esta contribución, debido 

a que realiza sus cálculos en el marco de la teot'ía de Nelson, omitiendo par 

11 
' . P(-) 

e o automatlcamente a t . A esta situación debe sumarse el uso de una 

sede de aproximaciones, que terminan por cancelar la parte remanente del 

efecto Lamb buscad::J. 

Introducción de la reacción de radiac ión, 

Se ha demostra.jo en el Capítulo II que una primera integra-

ción de las ecuaciones fU~'1damentales de la te o ría conduce en la aproxima-

ción markofiana a la ecuación de S,~hrodinger, (2,13) , con A.-i y D-k/2.It'l.. 

Para obtener la .ccua:::ión de Schrodinge r con acoplamiento electromagnético 

es necesar'io introducir las fuerzas correspondientes en las ecuaciones (2 , 1). 

Es posible demostrar a partir de primeros principios, que la fuerza electr.9 

mag'lética. estocástica a segunda ord·:m, e3 d;;cir, en la a¡:¡roximación marko-

fiana es tá dada ()or (d e la P e :'ia y Cetto, 1969a, 1969b): 

http:D-h/2.WL
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r· = e(E +.1.. v .... H + "i.D';::/"A ) ! ~ - 'l e -i -'1- e - 't 
( 3.2 ) 

en términos de las cantidades definidas en (2.4) , resultadJ que difiere de 

la fórmula de Lorentz (3.1) por la presencia de ti: rminos de origen estocá~ 

tico. La Ec. (3.2) puede ser obtenida en forma direc ta a partir d2 la fór-

mula ,de Lorentz, efectuando en ésta las sustituciones sugeridas por la Ec. 

(2.3), a saber, d/dt- ce9- ; V-y - - ~ 
(Jáuregui, 1971) 

Nuestro presente pro¡:>ósito es estudiar al movimiento d-= un 

electrón sujeto simultáneamente a la fuerza coulombiana proveniente del n~ 

cleo y a la reacción de radiación. De acuerdo ;:on la electrodinámica clás.!:. 

ca, esta última se deriva de los términos de s e g\tndo ord2n en el desarrollo 

de los potenciales de Liénard-Wiechert (Ivanenkoy S0kolov, 1951)· 

E 2e W ~ e" 
( 3.3 ) 

A _.a. w 
CZ 

donde W e3 la aceleración de la particula. En vista de ql.J" nuestra inten-

ció¡¡ es hacer sólo un ti'atamiento perturbativo a primer orden, podemos 

considerar que la aceleración en (3.3) está determinada por la fuerza ex-

terna, es decir, '!:!... '"' - (e/Yt1..) " cp . Manteniendo la consistencia con las for 

mulas (2.3) Y (3.2), debemos escribir las expresiones estocásticas corres-

pondientes en la forma: 
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( 3 ,4 ) 

d onde ti = '2. e" j3mc3 
, Introduciendo e stas expres i one s en (3,2), obte 

n emas la fuerza total qu e actúa sobre e l e lec trón: 

( 3 , 5a ) 

con f. '" - 'VV" -eVr/> ( 3, 5b ) 

Como se puede ver de (2.13), si definimos la función d'2 ,')nda 

como 1f- = lf ' tenem03 que 1p +- ... 1f 1< ; por lo tan to, la ecua ción de 

Schrodin ger s e obtiene utilizando e l s igno infe r ior , y su compleja conjugada 

se obtiene con el superio r. En este caso Qbt e nem03 de (:1. 4) : 

1) e 
'\. 

.f) - L af) e s 

V :;o V - Lu.. -,. ( 3.6 ) 

E~ = 
f (+>- lo • 

. ~ (-) 

En vista de que el problema en c ues tión e s ind e pe ndiente d e l tl e rIlpo y ade -

m á s, según la E c . (2.9a), podemos 3uponer sin pérdida de ge ne ralida:l que 

el valor no perturbado de V es cero , de ac uerdo con (2.2a) pClde mos hacer 

.lJe = O en (3. 5a), es dec ir, 
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IntroduciendCl este resultado en la ecuacion de movim~ento (2.3), obtenemos 

finalm,3nte 

Por analogía con el problema ?otencial ( ver la ecuación 2.5). proponemos 

inte grar (3,7) mediante el cambio de variable 

v = - 2LD'Vw - i.-r. B. 
-~ m. 

3.8 ) 

En términos de las nuevas variables w y B obtenemos a primer orde!'. 

en ?: ; 

(\[-i.hJ)~w + ñDl'\7w)2. + V + 7:.lJsV T !::VV] 
= L; [eS.s BIo. + ~ ( ~D~d~ LLj - u}\B) 1 3.9 ) 

ecuación que puede ser integrada de inmediato si se escoge la función B 

para anular el miembro derecho, es decir, 

rE B ... L. ( . .J,.... a B .. - r a LL.) 
& \o. ~ ¡.. t tO} ... 1 

( ::;.10) 

integrando el miembro izquierdo y efectuando el cambio de función w -.bL}p. 

obtenemos la ecuación de Schrodinger 

01.9 . -h2. 2. ( I>el.....;..P ) 
i.ft..::J.. =--\lw + V+~~V+-yy- 2D~~·V 111 oi: 2.m. r 5 \'IO\.C3 - T' 

( 3.11 ) 

con tres correcciones al po~encial, cuyas contribuciones al corrimiento de 
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la energía s a n: 

( 3.12 ) 

Ha<::iendo uso de la fó rmula (2. 2b) para J:)s , es fácil d e mos trar que el pri 

m e r té rmino e n (3 .12) es nulo; nos quedan, por lo tanto, das corre cciones 

qu e d " p2 nden e n ge n e ral de los nÚIl1E;rOS cuán t ico s \1,,1. y que pademos 

8s:: r i b ir e n la siguie nte fOI'ma: 

5E (1
) '" ~'D-z:; ( \}'LV) .. t 2. = € " K I, (rt.. , .l) ( 3 .13a ) 

5E (Z) :: -2D"G (B ''\l) 
-N. - €. .... K2.(n.,1.) ( 3 .13b ) 

d ::mde 8", :o -ª- cl..-
3 

Z. 't 'R 1í. = hL .37r V\,.3 
, ( 3 .13c ) 

siendo R la c onstan te d Rydbe rg, L la constante de L a mb (ver, p.ej., 

Be th,e y Salpe ter , 1957) Y K. 1. , 1<.", parámetros adimensi onales. El valor 

de K 1 puede calcular se fác ilme nte; el resultada es 

( 3.14 ) 

El cálculo de K. 2. ' en cambio, implica la salución de la ecuació'1 subsidia-

ria (3.10), a la cual d e d ic amos la siguiente sección. 

S,:¡lución de la e cuación s ubsid ia ria. 

Utili zando la fónnula (2. 2b) para Es;. , pod emos e se r ibi r 

(3. 10) en la s i guient e form a : 
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( 3.15 ) 

Para los estados S en los que, de acuerdo con la Ec. (2.9b), la veloci-

dad ~ es radial y depende sólo de la coordenada e sfé rica r podemos 

escoger '\1 ",ª os O, con lo cual (3.15) se reduce a la ecuación 

( 3.16 ) 

De (3. 8) se ve que !? ' siend:> una corrección a primer orden a la ve10ci 

dad, debe satisfacer las mismas condiciones a la frontera que ~ (ver la 

Ec. 3.26a); la solución que cumple este requisito c.:.:; 

B '"' Ze :l.J_1_ ~) dr'dQ' = 
- 47rD I~-!: ' \ dI'" 

= ~e2ar[_.i r~dr' + 2.rru.. dr'] 
3D r':lo J r':> 

r 

3.17 

donde la segunda igualdad se obtiene de integrar p:>r partes sobre r' . 1n-

L'oduciendo la forma específica de ~ , derivada a partir de (2.9b) con 

drmde .p" pr , p = 2Z / n. 0.. 0 y 0.. 0 es el radio -:le la primera órbi 

ta de Bohr, obtenemos 

( 3. l8a ) 

L .... -1 es un polinomio asociado -:l~ La¡;uerre, y 
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( 3 .1 9b) 

Es fácil demostrar median te inte gración por partes, que -2<"~·'V)= <''''l'"§) ¡ 

por consiguiente, la corrección (3 .13b~ puede ser calculada a parti:r de l a di 

vergel~cia de (3 .1 8a), lo que da como resultad:J 

( 3.20 ) 

Para 21 estado base, en partic ulai", K2." O ; para tt. + 1 , e l valor 

de K 2. es p =quei,o en comparación con el valor cl.E: K. l para e stados S, 

dad o por (3 .14). Para n. " 2 , por ejemplo, obtenemos de (3.20) : 

ICt2.0) = _rr (_l_ +~ +-.S.. + 11'\. 12-PI) = 
.. 2-p P p2. P 

;. - rr (f + '( ... .tI'\. 2. - 7 é
2

EL (2») ~ - O. 06 7r ( 3.21 ) 

donde r " 0 .577... es la constante de Euler y 'E .. ()( ) es la inte -

gral expone nc ial d e X • Los r e sultados numéricos (3.14) y (3. 21 ) nos pe~ 

miten concluir que la contribución fundamental al corrimiento del nivel 25 

- y e n general, de todos los nive les S - pi"oviene del úEimo tÉ> :rúüno e n la 

Ec. (3 . 7), e l cual, a su ve z , s e origina en el té r mino estocás tico -(e"D/c.)r~. 

Para los estados c on 1..;.. O , la solución de la Ec. (3.1 5) 

es en general más complicada, debido a que V-"B..,. O • En vista del re-

s ultado obtenid:J para K 2. (2.,O) , es de esperarse que e l cálculo de 
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\{2. (V\.., L) arroje valores pequenos comparados con la con(ribución pri~ 

cipal K1. (n,.t.) para .L = O. Sin embargo, estimamos conveniente prese~ 

tar un método general de solución, con el prindpal objetivo de dc:mostrar que 

los resultados finales se obtienen sin la aparición de dive:cgencias. 

Durante el desarrollo del cálculo, debe tenerse <::n cuenta que, 

como se ha dicho anteriormente, B debe satisfacer "as mismas condicio-

nes de frontera que U ,debido a que representa una cOlrección a primer 

orden de esta ultima. El comp::Jrtamiento correcto de B se puede garan~ 

zar 3iempre agÁ'egando a la solución particular de la ecuación subsidiaria 

(3" 15), una solución adecuada de la ecuación homogénea corres¡)ond ien te, a 

la cual llamaremos ª o • 

Debido a la simetría esfél'ica del proble""na, es evidente que 

103 resultados no ;meden depender del número cuántico magnético YYl. , por 

lo que podemos escoger desde un principio W1.- =. O , sin pérdida de gene-

ralidad. Proponemos entonces escribir la soluc ión de (3,15) en la forma 

B ( 3.22 ) 

donde !? o es solución de la ecuación 

o ( 3 0 23 ) 

~ 1. es una función irrotacional que satisface la ecu ación 

( 3.24 

http:proble-.na
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y con s ec uentcTJl r-? n t ~ J ª2. es 13. s~)h:eiSn de 

Sl.I stituyendJ la ['unción d e ,Jnd a pa ¡'a el átumo hidrog,' noid e con m -= O 

.x = cos e 

en la fórmula (¿.9~), obtenemos ;:Jara las compunente3 d" la veloddad: 

1.= O 

2.L~i 

U = 2DA[-1o. +.k + _i_ d L"_1-j = 
r J- 2. P ,2<>'. d 

Ln.-l-l P 

2D¡3 e ?t' (x ) u = - seYl - --
e P fi lx) 

( 3. 26a ) 

(3.26b) 

Siguien3·J u;, pro cé i mie nto a nálo go al utiliz9.d·:) 3n el caso 

obten emos como .-;;)luc:i.ón p 3.rt ic ~lar d ~ la "cua::ión (3. 24 ): 

('ulad() en 2 = O ; pJr consiguiente, p3.Ccl as'''gurar el compoctamiento 

c .J r re ::to 1~ B , e ~ -:::;jgem o ¡; .1 0. ..;)lución :L" (3.23) que c a ncel e e ste térmi 

IlJ infinito, o')le rüendo d2 :' sta man e r'a 

( 3.l7a) 
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d::mde 

ce ',l..l .. 1.. 

1 () r d L.-t-Jx) dx 
"t P = J dx: :s 1~~·1 ( ) • f' X I-._j_[\.)(. 

( 3,27b ) 

En unida::les de e 1'1. , la corrección asociada 3. ," sta parte de B queda e~ 

presada como: 

( 3.28 ) 

Para los esta::l::ls S en particular, esta ex;:>resiól1 se reduce a (3.20). 

como es de eSflerarse. Para los estados con VI. ~ "- + t. ,(3.28) se redu-

ce a 

K ' (1+1 L) '" - ~Tr A/..1.) - - -,Tr'c:--~ 
2. ~) ..:3 'p~ - -3 (1. +1 ) ( 2.1. ... 1) 

de d_::mde obtenemos flara el nivel 2 f> el siguiente resultado: 

( 3. 29a ) 

( 3.28b) 

Con objeto de reso lver la Ec. (3.25). proponemos, tomando en 

c uenta su estructura, que las componentes de ª-2 pueden escribirse como 

serie.'> infini tas de polinomios de Le g",ndre 

( 3.303a) 

( 3. 30b ) 

con coeficientes ft (p) y '1-5 (p) por determinar. Ha::iendo uso de pr~ 
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p ' e da::La conocidas de loa polinomi03 de e a'~nd re , o btenem os d e (3. 30): 

( 3.31 ) 

El valor de e xpectación aobre e l e5ta~L) ( nI L ) de 103 términos de (3.31) 

con t > 2.1, y S> 2.1..-1 e il nulo ; por c ons iguie nte , tom ando en c ue n 

ta qu e la c ontribución a K. 2. (n., L) prove niente de 'ª 2. es proporcional 

a <V, ~2.) , vemos qu e s ólo es nece sario de te rm inar lo s coeficie n-

tes ~ t Y <l s c o n t "" 21.. y .s.!... 2.t +- 1 • 

Sustituyendo (3.30) en (3 .2 5) y hac ie ndo uso d e (3.26). obtene 

mos -:! l sist e ma de e cuaci on es 

( 3. 32a ) 

(3.3 2b) 

do nde ( 3 .32c) 

y ( 3 .32d) 

Este si,stema pue de se r r e s uelto anulando el c oe fic iente de cada uno de los 

polinomioa de L gendre. Aunq-ue es te procedimi.ento es p r á c tico para valo-
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res p::que5.o3 j." .t > en g"neral resulta mas conveniente rr.ultiplicar 

(3.32a) y (3.32!:l) p:Jr U:1 polinomio de Legendre arbitrario -¡:\ (X) 2 in 

tegrar sobre X > eliminand:J de esta manera la variable angular. S"! obtie 

ne así el siglliente sistema infinito d¿ ecuaciones: 

donde se han intrcducido las siguientes definiciones: 

K'l. = 21. (1+ 1) (~_ CtH,~) 
~ LL+1 21-1 lL+~ 

( 3.333. ) 

( 3. 33b ) 
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y 

Este sistema de ecua:::iones permite resolver en principio la Ec o (3 .25) pa-

ra t arbitraria. En cada c a s o particular , las expre s iones se simplifican 

'l 
consid=rablemen te graci as a las propiedades de la integral .Ju • Ama 

nera de ejemplo, estudiemos el caso más sencillo, 1.. 1 . De acuerdo 

con lo dicho anteriorme nte, las únicas ecuaciones del sistema (3 . 33) a resol 

ver son aquéllas que contienen a t t con t - O, 2 ,y a ~s con 

S '" 1 } 3 . De (3 . 3 3a) obtenemos, haciendo <\ - 1 , 

y de (3.33 b). con '\'" O . 

d onde 

El sistema (3.34) se satisface con 

L" (o..o-.!j;Z e'pl"1.'r1.¡;') Ji 2-
~2. '"' 11.

1 
• ~ 1:. e''j31.¡;-1. , 

siend:.J a. o arbitraria , Sustituyend:.J este resultado en (3 . 31) Y calculando 

el promedio de la expresión sobre el e,,~ tado (... 1) obtenemos fl"nalm- en \. n,} , 
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te 

( 3.35 ) 

puesto que, para estados f> ' < 'Pl. ) = 2/5 < 'Po ) . Por consiguiente, de 

acuerdo con (3.28), la corrección total a la energía dé' 103 niveles Yl.f> está 

dada ~or 

y para el nivel 2..p, en par~icular, K 2. queda totalmente determinada 

por la expresión (3.29b). 

De acuerdo con 103 resultados (3.14), (3.21) Y (3.29~), se o~ 

tiene una separación total entre 103 ni veles 2.!Q .Y 2p dada en u;'üdades 

de ~ t1- por 

K (2,0) - K (2., i) 'Z 1A15 rr ~ ~ 1r 

Comparando con el valor conocido del efecto Lamb, que corresp::mde a (Bethe 

:/ Salpeter, 1957) 

K(2,O)-1<.(2,i) ~ 1 1\ , 

vemos que hemos obtenid::> a;:¡roximadamente un 60% del efecto ~otal. Este 

resultado ;:¡arece razonable, si se considera que ha sidJlblL:nirl::> mpd.ante 

un tratamiento ilO relativista del c.;ü;ctrón. Siil lomar (m cuenta d c.;,;pín. 
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C::>.be hacer notar que la dependencia pacamétrica de la corrección (ver 3.13) 

coincid~ con la que ".~ obtiene de; la electr"odlnámica ct..iÍ.ntica. En e l Capítu­

lo IV se obtiene una contribución aiicional al efecto Lamo debido a la estruc 

tura :le la partícula, que ace rca má" el resultado dado por la teoría al valor 

expe rimental. 



CAPITULO lV 

:VIONIENTO MAGNETICO ANONIALO 

Introducción. 

En este Ca,Jítulo se introducen los términos de autoacción del 

electrón en .I.a teoría estocástica formulada para ¡:>artículas con eSflín (d:e la 

Peña, 1970a, 1971b). Esta formulación está construída a ;:¡artir del modelo 

de un cuerpo ríg',do g';.rand·::l, el cual ha sido utilizado por diversos autures 

desde ellTIislTIo d",scubrilTIilmto del espín. Uhlenbeck y GoudslTIit (1925) pr~ 

ponen la "rotación intrínseca" del e1ec trón, con objeto de e liminar la hipót~ 

sts del "esfuerzo no lTIecánico" en base a la cual Bohr intenta explicar la a?~ 

nción de dobletes. Posteriormente, Bopp y Haag (1950) retornan allTIod,?lo 

de cuerpo rígido y demuestran que su rotación puede ser descrita por eigen­

funciones regulares cuyos ~igL:nvalores pued.?n ser enteros o 3~mienteros, y 

que los operadores asociados pueden ser expresados como opó:radores dife­

renciales en términos d~ los ángulos de Euler; el mismo punto d,~ vista es 

utilizadCl repetidameme por diversos autores, como ¡Jor ejemplo, Rosen (1951), 

Bohm et al. (1955), Sparzani (1966), etc. Incluso, basándose (Cn los traba-

,joó> de Bopp y Haag, Dankel (1(l6~) introduce nUL'VOS r;rados d,? libertad 3.'30-

- b 2 -
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ciai'_ls d la ro:ación de un c ut'rpo rígido, para incorpora !' el espin dpl elec 

trón en la teoría t)stocá,tica de Te l son (1966, 1967). 

Ciertamen te, la ;in pció n de un moddo d {~ es te tipo ¡) rt; i; en­

ta u na serie d," p r oblemas d e bido al orde n de magnitud d e a lgunos d e los pa 

ráme t ros que in tervienen en su d~scripción; basta obsel' va !' , junto c on 

Uh1enbe ck y Goudsmit, que la velocidcd tangencial m á xim a en la supFT ficie 

de U.1 electrón que gira tendr'ía que ser comparable c on o mayor que la ve­

locidad de la luz, si se adoptara 2!1 radio clásico como radio de dist r ibución 

d 'c la masa. Esta clase de objeciones ha -~,stimulado la construcción de teo­

rías formales y abstra::::ta3, ba'3adas en la supuesta imposibilidad de establ~ 

cer U:1 análogo clásico d e l espín . Con la s teorías de cuerpos rígido es pos~ 

ble, sin embargo, obtener conclusiones satisfactorias, a l menos en la apr~ 

ximación :10 relativista, siempre y cuando 3e le permita al elec trón adqui­

rir dimensiones apro,liadas, qae, en general, serían del orden de la longi­

tud de onda de Compton. De ¡lecho, el radw efectivo que se le asigna al 

electrón debido a la Zitterbewe gung (ve r, p.ej., Sakurai, 1967) es de este 

n,'dcl1 dé: magnitud. Está~laro que el a~eptar esta posibilidad implica a la 

lféZ que el modelo es una repres,~ntación m ás o menos burda de la situación 

rcal, pue s u;¡a descripción correcta tendría que ser re lativis ta. Esto mis­

mo ha inducid,) a multitud de autores a extend2c el modelo al ca'iO relativis 

ta, estimulados por problemas ,~omo el que aquí se discute (ver, p. ej., 

S,:hulman, 1970), o inclusc) ,~n situaciones más genera l e s , para utilizarlo 
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como un modelo de par~ículas clemen~ales con estructura (ver, p. ej" Hara 

y Gota, 1968). Desgracia:lamente, "la" generalización relativista del con-

cepto clásico de cuerp::> rígidc> no ·2S ni trivial, ni única, por lo que este co~ 

plejo terreno pertenece aún al campo de investigación, y las conclusiones 12 

nales están pend'.entes de ser o!:Jtenidas. Una bibliografía amplia sobre este 

t.ipo de problemas puede encontrarse en el libro -:le Corben (1968). Afortu~1~ 

damente, lo que tiene relevancia 2n nuestro problema específico es esencia]. 

mente la existe!1cia de estructura, es decir, de d'istribuciones de carga y 

masa no puntuales; esto nos permite considerar al modelo no relativista 20-

mo una aproximación ",atisfa2toria, de a:uerdo con resultados previos, co-

mo los ya mencionados (BoPtl y Haag, 1950; Rosen, 1951; Dankel, 1969; d: la 

Perta, 1970a, 1971b). 

In,roducción de los términos de autoa~ción, 

En la electrodinámica 21ásica, los términos de autoacción do 

minantes para una ¡Jartícula 20n estructura se o'.Jtienen a ,)artir de los prim~ 

ros té rminos en el desarrollo de Liénard -Wiecher~ (Ivanenko y Sokolo-¡, 1950): 

( 4 ,la) 

4,1 b ) 

En estas expresiones, y es la velocidad y ':!'i la a:::eleración de la 2arga. 

es la distancia entre la carga, situada 'en e . .' ' yel 
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punto del campo, fl . El campo total produc ido en ft po r la distribu-

ción de car ga se ob tiene entonces de 

~ (¡!) :; - 2~'J. f R '~ (e' ) cs'd?;' 

A( ) == ~S~~'d"z: ' - -P- R 

donde G"'" <S Cft) es la d ns idad volumétrica de carga . 

( 4 , 2a ) 

( 4. 2b ) 

De a ~uerdo con la fórmula ( 3 . 2) , la fue rza total que e jerce 

el elecU'ón sobre si' mismo en esta apra 'mación, s e obtie ne de inte grar la 

expresión 

( 4,3 ) 

sobre la distribuci ón de carga a (ft) , siendo ~ '\. ' H '\. lo s campos 

estocásticos obtenidos a partir de (4 . 2) , Y la ve l oc idad total del pu~ 

to p- ,que puede s er escrita (:omo 

dond 2 e8 la velocidad del centro de masa de la pa rtícula, y n,,'" ~-L+ 

su velocidad de ro tación, siendo ~ y .!l. sus componentes sistemática y est~ 

cás tica, r espec tivamente (de la P eña, 1970a, 19 71b) . La a GCÍúl'l de l electrón 

sobre sí mismo está dada entonce8 por 

f<t= 
,. S[~~(p-). ~ (~~ ... U'{.~E)( tL~c.e) +- i.~ V2~,(..e)1G'd"t; , 

( 4,4 ) 
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donde, de: acuerdo con (4.2) y utilizand::> d procedimiento pre'Jiamente dec;-

crito pard generalizar las expresiones al problema estocástico, se tiene: 

( 4. 5a ) 

ti ~ C.p) ~ V w 69, ( 4, 5b ) 

1'1. t) =_~SR'WIJP-:>~'d-z;' 
't''1 :f' 2c::>' R ( 4. 5c ) 

( 4. 5d ) 

En (4.5a) y (4.5b), la derivación debe efectuarse respecto d,' p- ; po,' cons~ 

guiente, es necesario escribir las fU;lciones a derivar en términos de :esta 

coordenada. OmitiendCl 'odos 103 términos que contengan potencias de º ~ 
mayores que la primera, podemos ,~scribir 

~'l-(.i) = ~'l t.,e) - g<¡." R , 

w <¡. Se') = w '\~) . 

Derivando re3pecto de p- y desarrollandCl posteriormente en serie de 

Taylor en torno al cc!ntro d2 masa, obtenemos las siguientes expresiones: 

'\] ... (n,"g) + R" tU,(R) 
~ ~3 
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Substituyendo estos resultarlos en (4. 5), obtenemos las dist intas contribu-

ciones a (4.4), todas e xpresadas como integrales dobles s obre la distribu -

C±ón d ,~ carga; por consiguiente, el cálculo de las integrales r equiere el c.9. 

nacimiento previo de la fuación G" (¡:.). Las expresiones se simplifican 

considerablemente si se supone que la distribución de carga tiene simetría 

esférica, puesto que en este caso, 

ss t (RJ 56"d-e(:h;' = Ht<p)6 ~ ' cb;ch;'" O 

SJ 'RiRi-[(lt) 15" (5 'd-e Ql;' => -! 8.JIR2 t ("R2)~IO 'dt: d'C· 

JI R¡pi-~ ('R.7.)~ l5'd~d'C:' .. ~ b.~JIR2.~(R1.)csO·d"&dr;' 

en donde ~ (x.) represe nta una función arbitraria de X • 

Escribiendo (4. 4) como 

( 4.6 ) 

( 4.7 ) 
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y haciendo uso de las expresiones (4.6), obtenemo3 para L.s componentes 

de la fuerza: 

( 4.8a ) 

;;1. tD 2 JI 1 , = 3" c 2 V ':!'., R 61S'd"r;dz; 
\ 4 .. Bc ) 

Proponemos definir tres parámetros ' .... 0 J Q.L' u.:I. median te las inte grC;.-

les que aparecen en (4.8), en la '3iguien~e forma: 

( 4.9'3. ) 

( 4.9b ) 

( 4.9c ) 

La última de estas expresione:o ha 3ido escrita tomando en cuenta la defini-

ción de la relación giromagnética ~ (de la Peña, 1971b): 
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dond,= I es el mom e nto d e inerc i a d e l electró n. 

Introduc iend o (4. 9) en (4 . 8), obtenem o s la siguiente forma 

explícita para (4. 7) , válida primer o r den en las correccione3 de e struc-

tura; 

( 4. 10 ) 

donde oIv e s la constante de estructura fina , ~". ñ/mc, §,.'" 1 n~ 

es la fu e rza e xterna. C onviene aquí introducir un conjunto de nu~ 

vas definiciones, en té rminos de parámetros adilnen3ionales: 

C' _ 0.1 
<:::-1. - 1-. ( 4.11 ) 

Sustituyendo (4.10) en la ecuadón de movimiento (2. 3), y u tilizand o (4 .11), 

o btenemos la ,o cuación que permite c alcular las correcciones al m ovilnie nto 

de l electrón con estructura debidas a la autoacción a pl'imer orden: 

( 4.12 ) 
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El factor que multiplica él. la fuerza externa ;mede Ser absorb:do mediante 

una redefinición de la masa. En efecto, definienda la masa '1 primer orden 

como: 

( 4.13 ) 

obtenemos de (4 .12) una ecuación de movimiento en términ03 dc la nueva 

masa Yn r , que incluye todos 103 términ03 (L~ autoacción a primer orden, 

salvo el que da lugar a la corrección de la masa, Puesto que en 105 desa-

rrollos subsecuentes inter.iene exclusivamente el parámetro rl'1.. r , pode-

mos omitir el subíndice y entender por m la masa renormalizada. 

Integración de la ecuación de movimiento. 

Con objeto de d2rivar 103 efect03 de los términos adicionales 

de autoaccí6n, conviene estudiar el problema del electrón en un átomo hidr~ 

genoide sujeto 3. un campo magnético externo H . La fuerza externa está 

dada en este caso por (de la Pei'la, 1971b): 

( 4.14 ) 

donde se han omitido las correcciones de ord2n superior que dependen de la 

estructura de la partícula y pueden ser consideradas como el análogo no re-

latívista del término de Darwin. 

La ecuación de Schrodinger con a:::oplamiento electromagnél!. 

co se obtiene integranda la correspondiente ecuación de movimie;'lto, median 
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te el cambio de función: 

v '" - 2 LDVw-~ A -'1- "me - '1 ·A = O 

en analogía con el problema potencial (de la Peila y Cetto, 1969a, 1969b). En 

forma similar, proponemos integ¡' ar la Ec. (4 . 12) con ayuda del cambio de 

función 

(4.15a ) 

siendo ~ ~ tal que 

(4.15b ) 

Ya ::!esd= la deri.va~ión de las fórmulas (4.8) hemos supuesto por simplicidad, 

que n ~ es independiente de las coordenadas del centro de masa de la par-

tícula, lo ·~ual equivale a suponer que el movimie nto de rotación de la partí-

cula en torno a su eje es esencialmente independiente de su movimiento de 

traslación. En este caso, n'1- puede ser expresada como un rotacional, 

tal como se pro¡:lOne en (4.15b), lo cual nos pennite tratar a B ~ en fonna 

paralela a A durante la integración. 

Substituyendo (4.14) en la ecuación (4.12) modificada por la 

reddinición de la masa, y efectuando el cambio de variable propuesto en 

(4.15a), obtenemos 
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: 4. 16 ~ 

En términos 6 0 la nueva fU:1ción 1f = e W , la integral de (4.16) toma la 

fo,:ma 

( 4.17a ) 

con 

óV (4.17b) 

y 

( 4.1 7c ) 

De acuerd:'l con (4.13) y (4.17), los efectos de la autoacción del electrón con 

estructura a primer orden que hemos obtenido, son: 

a) La aparición dé: una corrección a la masa, cuyo valor está dado por (4.13), 

es decir, de ord?n á... E. o ' 

b) La a¡:>ariciór1 del momento magnético anómalo, cuyo valor está determina-

do según (4.17c) por ¡a./¡U-o= ot8 2 • 
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c) Una :::orrección al pot e ncial, qu e de acuerdo con (4. 17b) prodllce un corri-

mien to d a 103 niveles ·j e cnergía dado ¡Jor 

( 4 . 18) 

d) Correcciones adlcionales a la e nergía c i né tica, obtenidas de los té rminos 

res tantes d _ (4.17b), Y una correc ción de orde n r:J.. e o al po ten c ial vectorial 

A (véase 4.1 7a), que su rge corno consecuencia d ,,,l espín del e lectrón. 

~cusi.ón sobre los paráme tros 8 0 , e l, e;¡ . 

Como ~)U ede vers,," de (4. 9 ) y (4.11), los valores de 10s pará-

met ros 8 0 , € l. ' 8. 2, d ::penden fuertemente de la forma de la distribu~ 

cj.ón da carga del electrón, por lo que no pued2n hacerse más que algunas 

afirmaciones d:: carácte r gene r al sobre su valor, mientras no se tenga un c,9. 

nocimiento mayor de las propiedades de la estructura e lectromagnética del 

e le ctrón. 

De la d9finición de la relación giromagnética ~ , utilizada en 

(4.9c). y definiendo un rajlo medio mecánico a en términos del momento de 

2, 
inercia de una esfe ra con di.stribuc ión uniforme de masa, r - (2./5) l'Yl. o.. , 

o btenemos la siguiente relación: 

~ 2. 2-
5 ~e O- • ( 4.1 9 ) 

Por cons iguiente, si utilizamos la expl' e s ióh 
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( 4,20 ) 

para definir- el radio medio 'eléctrico, ven~os qlle (3te ¿-s d~l mismo ':Jrden de 

magnitud como ;l radio medio m~cánico, si '1- es d,-'l ord'cn de la unida:!, 

Para cualquier función el' (y) !l1atemáticam,~¡¡le decc;ntE:, es de esp~rars," e~ 

(()[[ces que 10Có parámetr03 0'0' Qt' 0..
2 

definidos en (4,9) sean de un orden 

de magnitud similar, aunquf: el valor numérico ,2 incluso el signo dependen 

d2 la forma específica d2 <5 (p). Si, de acuerdo con los argumentos ;::>rese~ 

tados al inicio de este ca;->ítulo y aducidos por vari03 autore3, a. debe ser con 

siderada de orden ~ , y por lo demás q. ~ 2" es d2 esperarse que los pa-

rámetros 8 0 , 8 -i ' (2. 2. introd".lcidos en (4.11) sean del orden de la uni-

dad, o, mejor aún, que no se aparten excesivamente de este valor, 

Cabe menci0na,:- aquí que las €¡ tienen distinto comportamie~ 

to en el límite puntual. Cuando las dimensiones de la partícula tienden a 

cero, e '_ cx> o , y por consiguiente, la corrección a la masa se vuelve in 

finita, al igual que las correccione3 a la energía cinética y al potenciel vec-

to!'!al, si se supone n,\ *" O aún en el límite- puntual - lo cual, por cier 

to, no dejaría de presentar dificultades conceptuales. Por otra pa r:e, € ... __ O 

en este límite, desa(Jareciendo así la corrección al pote,lcial da0a por (4.18). 

F-or último, también €~_ 00 , dando lugar a un momento magnético anó-

malo infinito si se ,3upone que n ~ '* O aún en el límite puntual. 

En 18, ,lectrodinámica cuántica infinitos silnilarés a est03, ob-

tenidos ,"n el límite de partícula puntual, son eliminados mediante el proccd.i 
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miento d2 r~normaliza:: ión d e las constantes d e a·::oplamiento y de las masas; 

en nues tr'o '. ratamie nto. podemos cons iderar que reno:'ma1izar implica a3ig­

narle unvalocfinito a ÓYYl-, ode a.:: ue rd:)con (4 . 13), a e o ,locual e qui­

vale a d·)tar a la p rt ícula de ~5tructura . De a::uerd;:¡ con las c onsidera cio­

nes a nte riores 3,)bre la extensión de la partícula, p rec e sensato estimar el 

valor d '3 los r e sultad:>s proponie ndo que ~o rv 1 ,po r consiguiente, €.1. ' 

8 20 rv t . Dicho en o t ras palabras, si la corrección a la masa d ada por 

(4.13) e s d·e orden cJ.. , la ::orrección al m ome nto magnético es también de 

ord-= n el. , y la ::or rección a l potencial dada por (4. 18) es 

( 4 . 21 ) 

Nótese que, en tanto que el momento magnético anómalo es tá vinculado a la 

existencia de espín, lo s d_más términos aquí mencionados se deben e xclusiva 

mente a la extensión finita de l electr ón, 

La corre cción da1a por (4. 21) tie ne la misma estructura co ­

mo e l término fu'1damento3.l del efecto Lamb obtenido en el Ca;:¡Ítulo III (ver 

3 .1 303.); s i e l paráme tro €t, e s efectivamente del orden de l a unidad , esto s i.~ 

nifica que hemos obtenido una contribución a-jicional al efe c to Lamb debida 

a la ~ stl'uctura eléctrica -j ,~ l electrón, cuyo valor es de orden "" 1/6 del 

valor dado por (3 . 13.:3.). con lo cual el resultado predicho por la teoría se 

acerca más al valor experimental, como 3e sei'lalara previamente . 

Vemos en e s ta forma que, aunque la teoría no relativista no 
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puede proporcionarrl03 re3ultad)3 numéric03 finales, arro."" sin embargo, 

valores consistentes para las tres corr..,CClOnL!S que predi.ce: renormaliza­

cian de la masa, momento magnético anómalo y componerlte estructural del 

efecto Lamb, toda~ ellas de orden o(, ; muestra además, en forma simple, 

la dependencia de estos efect03 de la estructura eléctrica del electrón, el 

cual necesariam;.;nl2 d~ja d:~ ser puntual. 

uCdeamos finaliza.r con algunas observadones gerlerales so­

bre 8
2

• S,-, ha visto que los valores numéricos de ~o' E.1. ' €.2, d'=penden 

fuertemente de la distribución de carga ES (p). Planteando el problema 

en el sentido inverso, podemos decir que condiciones sobre las €.', imponen, 

a su vez, ciertas restricciones sobre G (p) 

de observar de (4.9c) y (4.11), la condición 

En par~icular, como 3'-' pue-

, que se ha impue~ 

to ,:Jara obtener correctamente el momento magnético anómalo, implicd :¡ue 

e C¡) debe tener al menos un cambio de signo. Por otra parte, existen re~ 

tricciones adicionales, tales como la que impone el hecho de que la integral 

que se ha utilizado para definir el )'adio medio de carga, (4.20), debe ser 

p03itiva. Un estudio detallado de las fU:1ciones <5 (J) que satisfa'cen los re­

quisitos mencionados podría a rrojar cierta info.~mación general sobre la di.':, 

tribución de carga en el electrón. Por ejemplo, de u.'! análisis de las fU'1ci~ 

nes más simples que cumplen con estas condiciones, se d'=duce que U,1a [ra=.. 

ción importante de la carga d'2be estar concentrada alreded·)r del origen; 

sin embargo, paree e prematuro tratar de ob:ener conclusiones más definiti­

vas al respecto en ba.~e a 103 datos ()bt~nidos hasta ahora. 

http:predi.ce
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