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Prefacio

El concepto de tiempo local fue introducido por P. Lévy en el contexto de estudio de las
propiedades del movimiento browniano que culminaron con la publicacién de su libro " Processus
stochastiques et mouvement brownien"(1948). En cierta manera, el tiempo local mide el tiempo
que un proceso estocdstico ha pasado en un nivel y hasta un tiempo ¢, y su estudio puede re-
alizarse al menos desde tres perspectivas [9]: la del cdlculo estocdstico, la de funcionales aditivos

y la de teoria de excursiones. Fn este documento trabajaremos los dos primeros enfoques.

Si bien los tiempos locales se han usado para demostrar resultados que establecen condi-
ciones necesarias para obtener unicidad trayectorial de la solucién de ecuaciones diferenciales
estocdsticas unidimensionales (por ejemplo, el teorema deYamada-Watanabe demostrado por
Le Gall en [13] volumen 2, pagina 265) e incluso para aplicaciones en finanzas ([8], [7]), en las
pédginas subsecuentes nos enfocamos en el estudio, a través de teoremas de isomorfismo, de la
relacién entre los tiempos locales de una clase de procesos de Markov, llamados procesos de
Borel por la derecha fuertemente simétricos, y una familia especial de procesos gaussianos que

S€ conocen como procesos gaussianos asociados.

Para el movimiento browniano estos teoremas de isomorfismo, obtenidos de manera inde-
pendiente por Ray y Knight (1963,1969) son cldsicos, y es a Dynkin (1983) a quien se debe el
primer gran resultado para procesos mas generales. Posteriormente, Nathalie Eisenbaum (1995)
publica el teorema que aqui presentamos. Este teorema es importante porque es una versién
no condicionada del teorema de Dynkin (donde un proceso de Borel fuertemente simétrico y
transitorio Y se condiciona a morir la dltima vez que visita un cierto estado) y ha permitido,
junto con el resultado demostrado por Dynkin y el teorema de Ray-Knight generalizado, es-

tablecer que los tiempos locales de un proceso de Borel por la derecha fuertemente simétrico, X,
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y la familia de procesos gaussianos asociados con X, tienen propiedades trayectoriales similares

(continuidad, acotamiento, p-variacion).

El primer capitulo de esta tesis es una introduccién a los tiempos locales para semimartin-
galas continuas y los principales resultados son la férmula de Tanaka y la férmula de densidad
de ocupacién. El capitulo 2 trata el caso especifico del movimiento browniano, ya que es el
mejor puente entre lo establecido para semimartingales continuas y lo que se estudia después
en el capitulo 3, los procesos de Borel por la derecha. En ése capitulo ademés introducimos los
conceptos de operador de transicién y operador potencial (o nicleo potencial si aplicamos la
terminologia usada por Dellacherie y Meyer en [2] pagina 223), asi como la nocién de funcional
continuo aditivo. En el capitulo 3 se generaliza el concepto de operador de transicién y defini-
mos la medida de referencia. La existencia de esta medida es de vital importancia, ya que nos
permitird hablar de densidades potencial y de procesos simétricos. En el capitulo 4 definimos
el tiempo local para procesos de Borel por la derecha, demostramos un teorema de existencia
del mismo y establecemos resultados que relacionan los operadores de transicién y potencial
con los tiempos locales. También definimos los conceptos de recurrencia y transitoriedad para
estudiar su relacién con la densidad potencial. Finalmente, en el capitulo 5 se definen los pro-
cesos gaussianos asociados y se presenta el teorema de isomorfismo de N. Eisenbaum con el
llamado primer teorema de Ray-Knight (segun [12], capitulo XI seccién 2) como ejemplo y caso

particular.
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Capitulo 1

Tiempos locales de semimartingalas

continuas

Con la férmula de Ito, es posible saber cémo operan las funciones C? sobre semimartingalas
continuas, mientras que con la nocién de tiempo local podemos extender este andlisis a las fun-
ciones convexas. Denotaremos por (2, G, G, P) un espacio de probabilidad filtrado que satisface

las condiciones habituales:

1. El espacio de probabilidad (2, G, G, P) es completo.
2. Las o-édlgebras G; contienen todos los conjuntos P-nulos de G.

3. La filtracién (G;),~ es continua por la derecha. Esto es, G; = G+ = Ng>¢Gs.

Teorema 1 Si{X;,t > 0} es una semimartingala continua sobre £ con respecto a (Gi);~q, con
valores reales y f : R — R es una funcion convexa, entonces existe un proceso creciente y

continuo A{ tal que

t
1
f(Xe) = f(Xo) + / f(X)dX, + 5,4{
0
donde f’ es la derivada por la izquierda de f.

Demostracién. Si f es C?, entonces el resultado es la férmula de Ito y

t
Al = /O F7(X)d (X, X,
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Sea j una funcién C* positiva con soporte compacto en (—oo,0] tal que f y)dy =1
y definamos f,(z) = nffoo f(z + y)j(ny)dy. Como la funcién f es convexa y por lo tanto

localmente acotada, se sigue que f, estd bien definida para toda n. Sea w = ny, entonces

o= [ 1+ B s s [ st - f(2)

—00

esto es, conforme n tiende a infinito, f,, converge puntualmente a f y f/ crece a f’. Puesto
que las funciones f,, son C*° (porque son la convolucién de j con fy j es C™), para cada n se

tiene que

fa(Xe) = fa(Xo) + /fn dX—l—/ d[X, X],

= B+ [ Rax s Al

V fu(Xe) ¥y fn(Xo) convergen a f(X;) y f(Xo), respectivamente. M4as aun, si localizamos el

proceso con la sucesién de tiempos de paro (T,)0~,, donde T;, = inf {¢: |X;| > n}, podemos

n=0"
suponer que X; es acotada y entonces f’ (X;) también es acotada (ya que f existe, es cre-
ciente y continua por la izquierda). Por el teorema de la convergencia dominada para integrales
estocdsticas, fg f1(Xs)dXs converge a fg 1 (Xs)dXs uniformemente en probabilidad en cada

intervalo acotado. En consecuencia, Af" converge a un proceso Agc que es creciente al ser limite

de procesos crecientes y que puede elegirse continuo c.s. Por lo tanto,

F(Xy) = f(Xo) / fL(Xs)dX,s + Af

que es lo que se queria demostrar. =
Ahora nos gustaria poder calcular A{ de tal manera que sea evidente cémo depende de f.
Comenzaremos con los casos especiales |z|, 27 =z V0 y x~ = — (z A 0). Definimos en este caso

la funcién signo como
1 sixz>0

() = 1 ix<0
— six <

y si f(z) = |z|, entonces f’ (z) = sgn(z).



Definicién 2 FEl proceso L§ := %Ag que se obtiene al tomar la funcion convexa f(x) = |xr — a|

con a € R se llama tiempo local de {X;,t > 0} en a.
Teorema 3 (Férmula de Tanaka) Para cualquier a € R,
t
| Xt —a|] = [Xo—al+ /0 sgn(Xs —a)dXs + LY
¢ 1
(X — a)+ = (Xo— a,)“’ —|—/ 1(Xs>a)dXs + §Lg
0

t
- 1
(Xt — a,)+ = (Xo - a) - /O 1(X3§a)dXS + §L?

Demostracién. La derivada por la izquierda de f(z) = (z —a)* es f_ () = 1(4,00). Por el

Teorema 1, existe un proceso AT tal que
¢ 1
(Xt — a,)+ = (XU — a)+ + /; 1(Xs>a)dX3 + 514;» (11)

De manera andloga, la derivada por la izquierda de f(z) = (z —a)™ es f_ (2) = —1(_s0,q] ¥ POT

el mismo teorema, existe A~ tal que

t
_ - 1 _
(Xt — a) = (XO — (L) - / 1(Xs§a)dXS + §At . (12)
0
Si restamos la ecuacién (1.2) de (1.1) y recordamos que (X; —a)™ — (Xy —a)” = Xy —a
obtenemos
t
1
Xt:Xng/ dXS+§(A+—A*).
0
Se sigue entonces que AT — A~ = 0 c.s. Si ahora hacemos la suma de las ecuaciones (1.1) y

(1.2),
t
1
|1 Xt —a| =|Xo—al+ / sgn(Xs — a)dXs + 5 (AT + A7)
0

asf que de la definicién de tiempo local, L = % (AT + A7). Por lo tanto, LY = AT =A". m
La falta de simetria en las dos tdltimas ecuaciones del enunciado se debe al hecho de que
elegimos trabajar con derivadas por la izquierda y es la misma razoén la que lleva a la eleccién

de la funcién signo.



Es claro que con el proceso creciente {Lf,t > 0} podemos asociar una medida aleatoria d_L§
sobre R, esto es, para cada trayectoria de { X¢,¢ > 0} la funcién creciente L¢ tiene asociada una
medida de Lebesgue Stieltjes. En cierta manera, dL{ mide el "tiempo"que la semimartingala

{X%,t > 0} ha pasado en a.
Proposicién 4 La medida dL§ tiene soporte contenido en el conjunto {t : X; = a}.

Demostraciéon. Puesto que L es un proceso de variacion finita, el Teorema 3 (férmula de

Tanaka) implica que

(IX —al,[X —al],

t t
{]Xo —al + / sgn(Xs —a)dXs + LE, | Xo — a| + / sgn(Xs —a)dXs + LY
0 0
t
= / sen(Xs — a)?d [ X, X],
0

t
= / d[XvX}s:[XﬂX]t
0
y, por otra parte, también que
d(|X —al,) =sgn(X; — a)dX; + dLf.

Si aplicamos la férmula de It6 a la semimartingala | X; — a| con f(x) = 22, de lo anterior se

sigue que

t
(= = (o= af +2 [ 1~ dlX —al). + (X — o] X
t t
= (Xo—a)2+2/ \Xs—a|sgn(XS—a)dXs—l-2/ | Xs —a|dL§ + [X, X],
0 0

t t
= (Xo—a)2+2/ (Xs—a)dX8+2/ | X —aldL? + X, X],,
0 0

donde la tltima igualdad es consecuencia de (X; —a) = | X5 — a|sgn(Xs — a). Al comparar la
ecuacién anterior con la la férmula de Itd para la semimartingala (X; — a) y la misma funcién
f(z) =22,

(X — a)2 = (Xo— a)2 _|_2/0t (Xs —a)dX, + [ X, X],,



necesariamente se tiene fg | Xs —a|dL% = 0. Esto es, | X5 — a] = 0 dL{-c.s. (equivalentemente,
los intervalos donde X; # a son los de constancia para L{ y, por lo tanto, son dL{-nulos). ®
La pregunta natural ahora es si el conjunto {¢: X; = a} es exactamente el soporte de dL{.
En el caso del movimiento browniano la respuesta es si ([12] pagina 241). Sin embargo, el caso
general es mds complicado.
Puesto que sélo hemos estudiado el proceso de tiempo local L{ con la variable espacial a fija,

ahora nos interesa analizar cémo depende L{ de a. Comenzaremos con el siguiente resultado.

Lema 5 FEziste un proceso B(R) @ G @ B(R1)-medible L tal que, para cada a, Z(a,-,-) es

indistinguible de LY.

Demostracion. Si usamos la férmula de Tanaka (Teorema 3), observamos que
t
L} =Xy —a|l—|Xo—al - / sgn(Xs — a)dXs.
0

Del teorema de Fubini estocéstico (véase el apéndice, Teorema 71) con A =Ry g (a,-,s) =
sgn(X, — a) se sigue que existe L(a, -,-) que es B(R) ® G ® B(R")-medible e indistinguible de
L} m

Como consecuencia de este lema, supondremos que L{ es B(R) ® G ® B(R")-medible. De
la medibilidad en la variable espacial a, podremos demostrar més adelante la existencia de una

mejor version.

Teorema 6 (Férmula de Ito-Tanaka o férmula generalizada de Itd) Si f es la diferen-

cia de dos funciones convezxas entonces

£ = F0) + [ (X0aX,+ 5 [ 8o

Demostracién. Si se usa una sucesién localizadora de tiempos de paro, podemos suponer

que

1. X es acotado, digamos por K.

2. f es lineal en el exterior de [— K, K| y definimos



f(K)+ (z+K)f (-K) siz<-K
g(z) = f(zx) si |z < K
f(K)+ (z— K)f (K) siz>K
de tal manera que f”, en el sentido de distribuciones, tiene soporte en (—K, K), por lo

que es una medida con signo de variacién finita.

3. Si restamos a f la funcién
h(z) = f(=K) + (z + K) fL(-K),
podemos suponer que f(z) =0 para toda z < —K.
Si recordamos que f” es una medida positiva tal que f”([a, 8)) = f.(B8) — f" (), se tiene

fo) = f-K)+ / 7 ()dy

- 0+/ {/L(=K) + (=K, y))} dy
- /K </ f//(da)l[K,y)(a)> dy

= / £ (da) ( /_ ;1(a,oo)(y)dy>
~ [ 1) o - 0)*

De la segunda igualdad del teorema 3 (Férmula de Tanaka) y del teorema de Fubini estocdstico

(Teorema 71),

) = [0 -0 + [ 0 ([ e (raax. + 3p00)

= g+ [ ([ en) e+ [ oz

t
— f(Xo)+ / F"((~00, X.))dX, + / /"(da) LE(X)

= f(Xo)+ /f s)dXs+ = /f” a)L{(X)



que es lo que se queria demostrar. m

Corolario 7 (Férmula de densidad de ocupacién) Eziste un conjunto P-nulo fuera del

cual

[ exaiixx, = [~ parpda

—0o0

para toda t > 0 y toda funcion ¢ Borel medible y acotada.

Demostracién. Si ¢ es continua de soporte compacto, entonces existe f € C2(R) tal que

o = f" y se satisfacen las férmulas de It6 y de Ito-Tanaka

FX) = F(X0) / 7 (X)X, + & /Oths)d[x,XJs

f(Xy) = f(Xo) /f $)dXs + = /ch(a)Lﬁda.

Por lo tanto,

t
/SD(Xs)d[X,X}SI/QD(a)Lfda P-c.s.
0 R

Es decir, la igualdad se satisface fuera de un conjunto P-nulo que denotaremos I'y,. Por otra
parte, se sabe que el conjunto de las funciones continuas con soporte compacto, C.(R), es denso
en Cp(R) (el espacio de las funciones continuas que se anulan en infinito) bajo la topologia de
convergencia uniforme. Sean ¢ € Co(R) v {¢,}°°, € C.(R) tales que ¢, — ¢. Sabemos que

para cada ¢, existe I', , P-nulo, fuera del cual

/ on(X)d[X,X], = / (@) Lida. (1.3)
0 R

Definimos I' = U,I'y, . Claramente, I" es P-nulo y fuera de él se satisface (1.3) para toda n.
Como la integral de Riemann [, ¢, (a)L{da existe (pues ¢, es continua de soporte compacto y
L§ es creciente y continuo), de la convergencia uniforme de ¢,, se sigue que

lim [ ¢,(a)L{da = /h’m o, (a)Lida
R

n—oo n—oo

_ /R o(a) Lo da.



Ademds, [X, X], es de variacién finita (por ser creciente y continuo) en el soporte de ¢,,, lo que
implica que la integral fg ©,(Xs)d [ X, X], existe y nuevamente de la convergencia uniforme de

©p,, se tiene

s

t t
tin [ (X)ALEX], = [l g (X (XX
0

n—oo 0 n—oo

- / P(X,)d[X, X], .

Por lo tanto,

t t
| et x), = tim [ eu(xax.x), = i [ pu@Lida= [ p(@Lida
0 R

Si aplicamos el teorema de las clases monétonas (apéndice Teorema 70 con K = Cy(R) y H el
espacio vectorial de las funciones que satisfacen la férmula de densidad de ocupacion fuera de
un conjunto P-nulo), el resultado se extiende a todas la funciones Borel medibles y acotadas. m

El nombre de la férmula en inglés, occupation times formula o férmula de tiempos de ocu-
pacioén, es particularmente preciso en el caso del movimiento browniano, ya que si ¢ = 14 para
algiin conjunto de Borel A, el lado izquierdo es exactamente el tiempo que el proceso ha pasado
en A.

Por otra parte, una consecuencia de estas férmulas es que para funciones dos veces diferen-
ciables, pero no necesariamente C?, la férmula de It6 sigue siendo vilida en la misma forma
siempre y cuando f” sea localmente integrable.

Ahora volvemos a la construccién de una versién regular del tiempo local con la que traba-

jaremos en adelante.

Teorema 8 Para cualquier semimartingala continua {X,t > 0}, existe una modificacion c.s.
continua en t y c.a.d.l.a.g. en a del proceso {L{,a € R,t > 0}. Mas ain, si X = M +V, donde
{My,t > 0} es martingala local continua y {Vi,t > 0} es proceso continuo adaptado de variacion

finita, y Ly~ = limyp, LY, entonces

t t
Lg’ — L% = 2/ 1(X3:a)st = 2/ 1(Xs:a)dXS'
0 0



En particular, si {X¢,t > 0} es martingala local, existe una modificacion bicontinua de {L},a € R,t > 0}.

Demostracion. De la féormula de Tanaka (Teorema 3), se deduce que
t
Ly = 2 <(Xt —a)t —(Xg—a)t — / 1(Xs>a)dXS) (1.4)
0
t t
= 2 <(Xt — a)+ — (XO — CL)JF — / 1(X5>a)dM8 - / 1(X5>a)dV9> .
0 0

Como (X;—a)' y (Xo—a)" son continuas en a y t, es suficiente estudiar el comportamiento
t
de fO l(x,>a)dXs.

Primero demostraremos que la martingala,

t
Mg = / 1(x,5a)dMs
0

tiene una modificacién bicontinua. Para hacerlo, usaremos el criterio de Kolmogorov (Teorema
72 del apéndice) en el espacio C([0,¢],R).
Si sup, | X; — Xo|", (Js° |dV5|)k y [M, M]ﬁéz son acotadas, el resultado es cierto. Para pro-

barlo, observamos que la desigualdad
‘(Xt—:z:)Jr— (Xo—a:)+| < | X — Xo| (1.5)

se satisface, ya que:

1. si Xg < < X3, entonces
(X —2)" = (Xo—2)T| = (X¢ —2)" < |X; — Xol.
2. si Xy <z < X,
|(X¢— )t — (Xo—2)F| = (Xo—2)" < |Xi — Xo|.
3. Xy < Xop<1zo0Xg< Xy <z, implican que (X; — )" = (Xg —x)* = 0y, por lo tanto,

’(Xt —{L‘)+ — (XU—LB)—’—‘ § |Xt—X0|.

9



4. 2 < X3 < Xg o < Xg < Xy, implican que (X; —2)" =Xy —zy (Xo—2)" = Xo — 2.

En consecuencia,

‘(Xt—x)+—(X0—x)+} = Xi—z—(Xo—2x)

= X,— Xo<|X;:— Xol.

Como L = 2 ((Xt —a)t — (Xo— o) — [ 1 (x.oaydM, — [} 1(Xs>a)dvs>, de la desigualdad
(1.5) y de las desigualdades

E

t 2 t
</ 1(Xs>x)dMs> ] = F [/ (1(Xs>x))2d[M, M]S} (isometria de 1to)
0 0

< E[/Oood[M,M}s]
= E[[M, M],]

k

t 00 k
( / 1(Xs>x>dvs) g( / rdvsr) ,
0 0

se sigue que existe una constante d; tal que

E[(L5)] < dy

0o k
sup | X, — Xol* + ( / |dvs|) + M, M]’;f] - (L6)
t 0

Notamos que el lado derecho de esta desigualdad no depende de x y como sup, | Xy — Xo|k,
(Jo° |dVS])k y [M, M] ’;/)2 son acotadas, la bicontinuidad de ]\Za queda demostrada si usamos la

desigualdad de Burkholder-Davis-Gundy

k
E [sup m’“] < CE

s<t

Ve

donde Y es una martingala local continua que se anula en cero y k > 0, pues implica que para

Y

a < b, con a,b € R, se tiene

10



2 00 k
E[Slth‘MfMtb‘ } < CpE (/0 1(a<Xs§b)d[MaM]s> ]
b k
= CyE ( / L&dm) ] (férmula de densidad de ocupacion)
1P g
= Ci(b—a)'E LZ.d
o-a's | (52, [ oox>]
k L k
< Cip(b—a)°E {b— a/ (LY) dx] (desigualdad debida a Chebyshev)
k z \k s
< Ci(b—a)’supE [(LOO) ] (Fubini).

(En este caso, usamos una desigualdad debida a Chebyshev, Teorema 73, con fi (x) = f2 (z) =
o = fn(x) = LY.
Si los sumandos del lado derecho de (1.6) no son acotados, podemos localizar {X;,t > 0}

con la sucesién de tiempos de paro

t k
Tn:fnf{t:sup\Xt—Xo\k—F(/ |dVS\) —|—[M,M]f/22n}.
3 0

—

—~\Tn
Como las martingalas (M a) = M{,p, tienen versiones bicontinuas, lo mismo se sigue para
¢
M, yaqueparaa e Ry s <t

. .
Meq — M

S
n—oo

Para probar que

t
V;fa:/o 1(Xs>a)dvt9

es conjuntamente continua en t y c.a.d.l.a.g. en a, basta notar que

t t
‘/ta_ = lim 1(X5>b)d‘/:9 = / 1(X5>a)dV97 (17)
bTa 0 0 -
y
Vet =tim [ pandVe = [ LogaVe =72 (1)
@ Jo 0

11



Ahora, como

t t
M{~™ —M{ = lim 1(Xs>b)dMs/ L(x,>a)dM;s
bTa Jo 0

t t
— /01(X5>a)dMs—/0 1(x,5a)dM;

t
= /(; 1(X5:a)dMS7

la férmula de densidad de ocupacién (Corolario 7) implica

t 2 t
( / l(Xsa)dMs>] _E / 1(Xsa)d[M,M]s}
0 0

E

t
_ / 1<Xs:a)d[X,X]S]
0

= F /Rl(za)Lg(X)dx] =0.

Por lo tanto,

t
/0 1(x,—aydM; = 0. (1.9)

Entonces, de (1.4), (1.7) y (1.9) se sigue que
R N t
Ly - =2 (V=) = 2/ 1(x,—a)dVs.
0

De manera andloga, de (1.4), (1.8) y (1.9) se tiene que L¢ = L{T. Por lo tanto, el proceso
{L? a € R,t >0} es c.s. continuo en ¢t y c.a.d.l.a.g. ena. ®

Para esta versién de tiempo local tenemos el siguiente corolario de aproximacion:

Corolario 9 Si {X;,t > 0} es semimartingala continua, entonces P-casi sequramente

t

1
LX) =lim - 1 Xd| X, X
t( ) Elﬁ)lé‘ 0 [a,a+€)( ) [ ]s

para toda a y toda t. Si {M;,t > 0} es martingala local continua

12



Demostracién. Si aplicamos la férmula de densidad de ocupacién,

1 t
lim —
el0 €

0 1[a,a+5) (Xs)d [Xv X]s

= lim -

= lim -

1 x
R 1[a,a+€) (z)Lidx

a+e
Lidx

el0 €

elo € J,

= I

La ultima igualdad se sigue porque L es c.a.d.l.a.g. en z. Para la segunda parte del corolario

observamos que

Por lo tanto, se tienen ambos resultados. m

13
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Capitulo 2

Tiempos locales del movimiento

browniano

El movimiento browniano es, sin duda, el ejemplo més conocido y estudiado tanto de una
martingala, como de un proceso de Markov. El objetivo de este capitulo es definir y demostrar
algunas propiedades de sus tiempos locales.

Recordemos que una variable aleatoria normal & con media cero y varianza t, N(0,t), es

aquella cuya funcién de distribucion tiene densidad

2
e:r/Qt

pt(x) = \/ﬁ

con respecto a la medida de Lebesgue. Tenemos entonces:
Lema 10 La funcion pi(x) satisface:

1. Su transformada de Fourier es

o0 [ et =

—00

2. Si & es N(0,t), ¢ es N(0,s) y & y ¢ son independientes, entonces & + ¢ es N(0,t+ s).
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3. La ecuacion de Chapman-Kolmogorov

/ ps(@, )Py, 2)dy = pase(, 2),

donde pi(x,y) = pe(x — y).

4. Para o > 0,
e . e—\/ﬁlxl
ut(z) := e Yp(x)dt = ——. 2.1
@)= [ e oyt = = 2.)
En particular, u*(z,y) == [;° e p(z,y)dt = [;~ e 'pi(x — y)dt.

Diremos que un proceso estocdstico {W;,t > 0} es un movimiento browniano sobre el

espacio de probabilidad (2, G, P), si
1. Wy =0.

2. 510 < s <t, Wy — Wy es independiente de F? = o (W,,0 <u < s) y se distribuye
N (0,t—s).

3. W es continuo casi seguramente.

Sean {W;,t > 0} un movimiento browniano y F° la sigma &lgebra generada por Wy, 0 <

s < 00 . Para cada x € R definimos una probabilidad P* en F° como
B(F(W.)) = B(F(a + W)

para toda funcién F° medible F. Entonces se dice que {W;,¢ > 0,P*} es un movimiento brow-
niano que comienza en x. Denotaremos por By(R) el conjunto de las funciones Borel medibles

y acotadas sobre R.

Definicién 11 Para cada t > 0 definimos el operador de transicion P, : By(R) — By(R)

como

Pf(x) == B [f(W))) = / pi(, 2) (2)d

y tomamos P, = I, donde I denota el operador identidad.

15



La ecuacién de Chapman-Kolmogorov muestra que {P;,t > 0} es un semigrupo de operado-
res, esto es, para toda f € By(R), Piysf(-) = Ps(P:f)(:). Para un conjunto A € B,(R), definimos
Pi(xz, A) = P14(x). De esta manera,

Pt(:n,A):/Apt(a:,z)dz (2.2)

e interpretamos P;(x, A) como la probabilidad de que el movimiento browniano, comenzando
en x, tome un valor en A al tiempo t. Por esta razén, pi(x, z) es llamada la densidad de la

probabilidad de transicién del movimiento browniano.

Definicién 12 Para cada o > 0 el operador a-potencial o nicleo a-potencial del semi-

grupo {P;,t > 0}, U : By(R) — By(R), estd dado por

U f(z) = /0 oot p, f(w)dt = B [ /O ot f(Wt)dt} .

(La segunda igualdad utiliza el teorema de Fubini). Como u®(z) = [;° e~ p(x)dt, si usamos

la definicién del operador de transicién, tenemos

U f(z) = /O T oot p, f(w)dt

_ /OOO e—at (/pt(x,z)f(z)dz> it
_ / ( /0 - eatpt(a;,z)dt> F(2)dz

_ / (@, 2) f(2)d.

Al igual que en el caso de P, para A € By(R) definimos U%(z, A) := U*14(x). Ya que en este
caso se obtiene una ecuacién similar a (2.2), llamamos a u® la densidad a-potencial del
movimiento browniano.

Sea F} la o-dlgebra generada por {W,,0 < s < t}, de tal forma que F° = o (U0 F?). Se

tiene el siguiente resultado:

16



Lema 13 Para toda x € R, s,t >0 y f € By(R),
E* [f(Wiss)|FY] = Pof(W).
Demostracién. Si Z es A medible y Y es independiente de A, entonces

E[f(Z+ YA = E[f(z+Y)|z= 7]

= /f(Z+y)IP’(dy)

Como Y := Wy s — W; es independiente de F? y para cualquier z € R, bajo la medida P*

la ley de Y es N(0, s),se sigue que

B [f(Wira)| )] = E* [f(Wi+Y)|F]
= Elf(z+Y)|z=W,
— [ pWe )
= EV[f(Wy)]
= P, f(W)

y se tiene el resultado. m

Puesto que Psf(W;) es W; medible, este resultado implica que, para toda f € By(R),
E? [f(Wt+S)|‘7:P] = E* [f(Wiys)|[Wi]

Esto significa que el futuro del proceso {W, ¢t > 0}, dados todos sus valores pasados hasta el
presente tg, sélo depende de su valor en el presente, W;,. Decimos entonces, que el movimiento
browniano satisface la propiedad simple de Markov. Este resultado puede generalizarse

de la siguiente manera:

Definicién 14 Sea {G;,t > 0} una familia creciente de o-dlgebras con FY C Gy para toda t > 0.
Se dice que el movimiento browniano es un proceso de Markov simple con respecto
a {G,t >0} si, Vo € R,

E* [f(Wigs)|Gi] = Ps f(Wy)
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para toda s,t >0 y f € By(R).

Sea {W;,t > 0} un movimiento browniano sobre el espacio de probabilidad (€2, F°). Daremos
por sentada la existencia de una familia {0;,¢ > 0} de operadores de desplazamiento o de
corrimiento, 0; : (Q, F%) — (Q,F?), tales que 0; 005 = 015 y Wy 00 = Wyis. En general,
para cualquier variable aleatoria Y en (£, F°), Y 0 0y := Y ().

Consideremos el espacio de probabilidad (2,G,G;,P), donde G = o (Us>0G:) v sea G+ =
Ne>0Gt+e. Una variable aleatoria T con valores en R™ es un Gi-tiempo opcionalsi {T < t} € G;
para toda ¢ > 0. T es un G,-tiempo de paro si {T' <t} € G, para toda t > 0. De manera
andloga, T' es un G,+-tiempo de paro si {T' <t} € G;+ para toda t > 0 (equivalentemente, T

es un Gy+-tiempo de paro si {T' <t} € Ne>0Gi+c). Notamos que, para toda t,

{T <t} € Ne>0G1+e) < {T <t} € Giye, para toda e > 0
< {T <s—c¢} €y, para toda ¢ > 0, para toda s > 0

<= {T' < s} ey, paratoda s > 0.

Es decir, T es G;+-tiempo de paro si y sélo si es Gi-tiempo opcional. Por otra parte, si T' es

G; tiempo de paro, definimos la o-dlgebra detenida al tiempo 7T como

Gr={ACG: An{T <t} € Gy para toda t > 0}.

Podemos ver que efectivamente es una sigma dlgebra:
i. Qegr,yaque QN{T <t} ={T <t} €G.

ii. Si A € Gp, entonces AN{T <t} € G;. Como G, es sigma algebra, (AN{T <t})“€ Gy,
por lo tanto,

AN{T <t} ={T <t}N(AN{T <t})° € G
En consecuencia, A€ € Gr.

iii. Si (An)pey € Gr, A, N{T <t} € G; para todan = 1,2,.... Pero (U322, A4,) N{T <t} =
o 1 (A, N{T < t}) € G;. Por lo tanto, U2, A, € Gr.
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Entonces, si extendemos la propiedad simple de Markov a tiempos de paro, obtenemos la
llamada propiedad fuerte de Markov del movimiento browniano (se demostrard la

generalizacion de este resultado en la seccién 3.3 del siguiente capitulo):

Lema 15 Si el movimiento browniano {Wy,t > 0} es un proceso de Markov simple con respecto

a {Gi,t > 0}, entonces para cualquier G+ -tiempo de paro T,

E" [f(Wri)l(1<o0)|Gr+] = Psf(Wr)1(7<00)
para toda s > 0, x € R y toda funcién Borel-medible acotada f.

Denotaremos por F; la completacion de ]_-to con respecto a P* y como antes F = o (Up>0F%) .
Sean {W;,t > 0} un movimiento browniano con respecto a (2, F,F;,P?) y f(x) una funcién

continua, simétrica y positiva con soporte en [—1, 1] tal que [ f(z)dz = 1. Para e > 0, definimos

fea(@) == fe(x —a)

¢
Ly ::/ fe.a(Ws)ds.
0

Notamos que si z = £, [ fo(z)dz = [1f (%) dz = [ f(2)dz = 1. Ademds, lim._o f-(z) =
d (z), donde 0 (z) es la delta de Dirac.

Lema 16 Para cualesquiera nimeros 0 < T, M < oo, L;"* converge uniformemente en (t,a) €

[0,T] x [-M, M] conforme e — 0 c.s. y en LP(P*) para toda p > 0.
La demostracién de este lema no se hard por ser muy técnica (puede verse en [11]).
Teorema 17 Eziste un conjunto ' C Q con P*(Q') =1 tal que,
lim. 0 Ly (w) we

0 we¢
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es continua en RT x R. Decimos que LY es el tiempo local del movimiento browniano en

a.

Demostracién. Sea ' el conjunto donde L; converge localmente uniformemente en
(t,a) € RT x R. Si tomamos T'= M =n (n = 1,2,...) en el lema anterior, entonces L;*(w)
converge uniformemente en (¢, a) € [0,n| x [-n,n| para toda w € £, con P* (,,) = 1. Entonces
Q=182 ,Q,, y se sigue que P*(€Y) = 1 para toda € R. Como f., es una funcién continua y
acotada con soporte compacto para cada € > 0, el teorema de la convergencia dominada implica
que L;* es continua para toda & > 0. Por lo tanto, L es continua en Rt X R como consecuencia
de la convergencia local uniforme de L;". =

Tenemos también la siguiente definicién que caracterizard, en el capitulo siguiente y de una

forma mads general, a los tiempos locales:

Definicién 18 Una familia A = {A¢,t > 0} de variables aleatorias en (Q,F,F:) es un fun-

ctonal continuo aditivo (FCA) si satisface las siguientes condiciones:

1. t— A; es c.s. continuo y no decreciente con Ag = 0.
2. A es adaptado a {Fy,t > 0} (i.e. Ay es Fi-medible).

3. Aprs = A+ Asg 00y c.s. para toda t,s > 0.
Proposicién 19 L; es un FCA.

Demostracion.
1. Se sigue de la definicién de L, por ser {W;,t > 0} c.s. continuo y f continua y positiva.
2. Si BeB(R), {w: L7 (w) € B} € FP C F (pues f-, es Borel medible).

3. De la definicién de los operadores de corrimiento,

t+q

Ly, = i fea(Ws(w))ds

t+q

_ /0 FraWa(@)ds+ | fea(Wil(w))ds

t
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= / fs,a(Ws(w))ds+/q fe,a(Ws+t(w))d8
0 0

t q

— / fs’a(Ws(w))ds—i-/ fe.a(Ws 0 04(w))ds
0 0

— L4 L5(6y)

= LI+ L5900,

La proposicién queda demostrada. m
Proposicién 20 L} es un FCA.

Demostracion.

s e . ey € , .
1. Como L{ es el limite uniforme en compactos en probabilidad de L;"(w), es el limite de
procesos no decrecientes y c. s. continuos. Por lo tanto, L{ es él mismo un proceso no

decreciente y c.s. continuo.
2. Se sigue de observar que L es el limite c.s. de procesos Fi-medibles y que F; es completa.
. € . . . .,
3. Como la convergencia de Ly (w) es uniforme, del inciso 3. de la demostracién de la
proposicién anterior, se sigue que

LY = lim L}
t+q 0 t+q

t+q

= lim fea(Ws(w))ds
e—0 0

t q
=ty [ LW ))ds + iy [ fe (W, o ()i
e—0 0 e—0 0

— lim L{" + lim L5 (6)

= Li+ Ly (0:),

que es lo que se queria probar. m
Por otra parte, observamos que para cualquier funcién continua con soporte compacto, h
) ) M

por el teorema de la convergencia dominada se tiene

/ h(a)Lida = lim / h(a) ( /0 t fg,a(Ws)ds> da
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Es decir, se satisface la férmula de densidad de ocupacién vista anteriormente. Si A C R,
definimos Ty := inf{t > 0 : W, € A}, es decir, la primera vez que el movimiento browniano
entra en el conjunto A. Entonces T4 es un Fp-tiempo de paro si A es cerrado y un ]—"ﬁr—tiempo

de paro si A es abierto. La demostracién no se hard aqui, pero puede verse en [13] capitulo

I, proposiciones 4.5 y 4.6. En particular, si A = {a}, se escribird Tj,. Tenemos el siguiente
resultado:
Lema 21
t
E*[L{] :/ ps(z,a)ds. (2.3)
0
(o0}
/ _atdL“} (2.4)
0
=E" [e*"*] u*(a, a). (2.5)

Demostracién. Para demostrar (2.3), notamos que E* [L¢] = lim._,g E® [L{], ya que L;*

converge en L!(P?) (Lema 16). Como L;" = fo fe.a(Ws)ds

g B = ILHEW Pty )

= 11'1% Em [fe,a(Ws)] ds (Fubini)
=0 Jo

t
= 311% 0 (/fsja(Z)pS(l',Z)dZ> ds
-/ t ( Jy e z)dz) ds
0 e—0

t
= / ps(x,a)ds.
0

La tltima igualdad se sigue de lim._,g fo(z —a) = § (z — a), donde ¢ (x) es la delta de Dirac.
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Por otra parte,

0o T
E* [ / e‘atde} = lim E* [ / e“"tde]

T
= lim E* {e_O‘TLaT + a/ e_o‘tL?dt] (integracién por partes, ipp)
0

T—o0

T—o0

T T t
= lim (eaT/ ps(z,a)ds + a/ e ot (/ ps(x,a)ds> dt)
T—o0 0 0 0

T T T
= lim <eaT/ ps(x,a)ds—eaT/ ps(:c,a)ds—i—/ e “ps(x, a)ds> (ipp)
0 0 0

T—o0

T
= lim <e_aTE$ [LF] —i—oz/ e " ET [LY] dt> (Fubini)
0

T
as

= lim e ps(z,a)ds
T—o00 0

= u(z,a),

que es (2.4). Finalmente, el hecho de que dL{ tenga soporte en {t: W; = a} c.s. implica que

L} =0 para t € [0,1;). Entonces,

E* [ / e‘o‘tdL?] = E° [ / e‘atde}
0 a
o0
E* [Efﬂ [ / e‘atdLﬂfTa”.

De la propiedad de recurrencia del movimiento browniano se sigue que T, < oo c.s. Si se define

t = Ty + s y se aplican la propiedad aditiva del tiempo local, L. . = L} + L§ofr,, vy la

propiedad fuerte de Markov, obtenemos que

E* |:E:1: |:/ eatdL?‘fTa:|:| I |:Ez |:/ e*a(TaJrS)dLZ o eTa’fTa:|:|
a 0
= FE* [eO‘TEE‘T {/ e *dL% o 9Ta|fTa:|:|
0

= L7 [e_aT“] EWra {/ e_o‘deg}
0

o0
_ B[] B [ / e—deg]
0

= FE* [e_O‘T“] u®(a,a)
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v quedan demostrados los tres resultados. =

Sea Wy un movimiento browniano esténdar (i.e. W tiene incrementos independientes y W es
v.a. gaussiana centrada con varianza t) en (Q, F, IP’O). Estudiaremos algunas propiedades para
los tiempos locales de W; en a = 0, esto es, LY. Nos gustaria conocer la ley del proceso LY. Por

la férmula de Tanaka (Teorema 3),
t
|[Wy| = / sgn(Wy)dWy + LY.
0

Claramente, |W;| es una semimartingala. Al proceso con la misma ley que |W;| se le conoce

como "movimiento browniano reflejado". Necesitaremos el siguiente lema:

Lema 22 (Skorokhod) Sea y una funcion continua real definida en [0,00) tal que y(0) > 0.

Entonces existe una unica pareja de funciones z,a definidas en [0,00) tal que
1. z=y+a
2. z es positiva

3. a es creciente, continua, cero en cero y la correspondiente medida da (s) tiene soporte en
{s: 2(s) = 0}.

Mas ain, la funcion a estd dada por

a(t) = Ssglg(—y(S) Vv 0)

Demostracion. Si definimos la pareja (z,a) como

a(t) = ililz(—y(s) V0), z=y+a

entonces se satisfacen las tres condiciones:

1. Se sigue de la definicién de z.
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2. Observamos que de la definicién de a,

sy — | VO Fsea(—y(s) s = () >0
y(t) si —y(s) <0

3. Como y es continua con y(0) > 0, esto es, —y(0) < 0, se tiene que a(t) es continua con
a(0) = 0. De la definicién de a, da (t) es distinta de cero en los intervalos donde a es
estrictamente creciente, esto es, en los intervalos donde y(t) es estrictamente negativa
y estrictamente decreciente. En este caso, sup,<;(—y(s)) = —y(t) y esto implica que

a(t) = —y(t) y z(t) = 0. Por lo tanto, el soporte de da (t) estd contenido en el conjunto

{s:z(s) =0}.

Para demostrar la unicidad, suponemos que z, a es otra pareja de funciones que satisface los
incisos 1 a 3. Se sigue entonces que z — z = a — a es un proceso de variacién acotada y podemos

usar integracién por partes para obtener

0<(z—2)%(t) = 2/0 (2(s) — 2(s))d(a(s) — a(s)).

Como las medidas da (t) y da (s) tienen soporte en los conjuntos {s: z(s) = 0} y {s: 2(s) = 0},

respectivamente, se sigue que

2 [[(ets) ~Zodtats) = (o) = 2 ([ stoptats) — [ Hohdats) — [ sty + [ zaas))
~ /0 " S(s)da(s) — 2 /O " 2(s)dals) <0,

por los incisos 2 y 3. Por lo tanto, 0 < (z — 2)? < 0 o, equivalentemente, z = 2. =
Ahora, si X es un proceso en (£, F) denotamos por F;* la filtracién més pequefia que
satisface las condiciones usuales (completa y continua por la derecha) con respecto a la cual X

es adaptado. Se tiene el siguiente resultado:

Corolario 23 El proceso 3, = fg sgn(Ws)dWs es un movimiento browniano estandar y .7-}[3 =

W]

.7:15 . Mas ain, L? = Supsgt(_ﬁs)'

Demostracién. Como [, es una martingala con [3,, 8,] = t, el teorema de caracterizacién
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de Lévy implica que /3, es un movimiento browniano. Por la férmula de Tanaka (Teorema 3),
W, = B, + L{.
Y del lema anterior se obtiene que

|W|, = B; + sup(—8y).

s<t

De esto se deduce que LY = supg<;(—f5) y se tiene .7-"t|W - ff . La férmula de aproximacién

(Corolario 7) para L?,

demuestra que LY es adaptado a la completacién de la sigma dlgebra generada por {|Wy|,0 < s < t}

W] W]

y se sigue que Ff¥ C lel. En consecuencia, .7:,55 C F; 'y, por lo tanto, FP = F [
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Capitulo 3

Procesos de Borel por la derecha

Los resultados que se presentan en este capitulo se refieren a una clase de procesos de
Markov llamados procesos de Borel por la derecha. Dentro de esta clase podemos encontrar
a los procesos de Feller. Se consideran S, un espacio topolégico localmente compacto con una

base numerable, y B = B(S) la o-dlgebra de Borel de S.

3.1. Definiciones y propiedades basicas

Definicién 24 Un nicleo P = P(x,A) en S es un mapeo S x B SR tal que se satisfacen

las siguientes condiciones:

1. Para cada x € S, el mapeo A — P(x,A) es una medida positiva en B.

2. Para cada A € B, el mapeo v — P(x, A) es B-medible.

Para un nicleo Py f: S — R tal que f € B,(S) (funciones Borel medibles y acotadas en
S), definimos

P, f) = Pf(z) == /S Pl dy) f(y)

Notese que P mapea funciones Borel medibles y acotadas en funciones Borel medibles y

acotadas (por la propiedad 2) y si M y N son dos nicleos, definimos
MN (x,A) := / M(x,dy)N(y, A).
S
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Diremos también que una familia de nicleos {P;,t > 0} en (S, B) es un semigrupo si

Pt+sf($) = Pt(Psf)(x)

para toda s,t > 0, x € Sy f € By(S). Tomaremos siempre Py = I, el mapeo identidad.

Entonces:

Definicién 25 Se dice que una funcion P(x, A) es un nicleo submarkoviano en (S,B) si
1. P es un nicleo de masa total menor o igual que 1, es decir, P (x,S) < 1.
2. P tiene la propiedad de semigrupo.

Siimaginamos una particula en x en el tiempo ¢t = 0, P;(x, A) puede pensarse como la proba-
bilidad de que la particula esté en el conjunto A al tiempo ¢ y llamamos a P; una probabilidad de
transicién. El hecho de que podamos tener P;(z, S) < 1 significa que existe la posibilidad de que
la particula haya muerto o desaparecido para el tiempo t. Para trabajar bajo esta circunstancia
introducimos un nuevo estado A, el estado ¢cementerio", y definimos SA = S U A.

Una familia {P;,¢ > 0} de nicleos submarkovianos puede extenderse de manera dnica para
ser una familia de nicleos markovianos (subnicleo markoviano de masa total igual a 1) en Sa
si Vo € S definimos

P(z,A) =1— P(z,5)

P(AA) = 1.
Ademsds, cualquier funcién f definida en S, pero no en A, serd extendida a Sa definiendo

F(A) = 0.

Definicion 26 Sean {X:,t > 0} un proceso estocdstico sobre un espacio de probabilidad (€2,G,P)
con valores en (Sa, B(Sa)), {Gt,t > 0} una filtracion de G y {P;,t > 0} un semigrupo de Markov
en Sa. Entonces se dice que Xy es un proceso de Markov simple homogéneo con res-

pecto a {G;,t > 0} y con semigrupo de transicion {P;,t > 0} si X; es G-medible y

E[f(Xt45)|Gt] = Ps f(X1)
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para todo s,t >0y f € B(Sa).

La medida de probabilidad Px,(A) = P(Xo € A) (esto es, la ley de la variable aleatoria
Xo), es la distribucién inicial del proceso. Queremos recalcar que si en la definicién anterior
cambiamos P, entonces X no necesariamente seguird siendo un proceso de Markov. Aunque
X, toma valores en Sa, diremos que S es el espacio de estados de {X;,¢t > 0}. Al igual
que en el caso del movimiento browniano, observamos que Psf(X;) sélo depende de X; y no
de 7P = {X;,0<s <t} (la historia del proceso hasta t). Si f es una funcién simple, i.e.
f(z)=>"" aila, (z),cona; >0y A; € B,

PRI = [ P(Xedy) Y oila )
i=1
= Yoa [ P(Xudy) L )
=1
= > aP (Xt Ai).
=1

De la propiedad 2 de nucleo se sigue que X; — P (Xy, A;) es B-medible. Por lo tanto,
Py f(X¢) es "Xp-medible". Si f no es simple, podemos aproximarla por funciones simples y se

obtiene el mismo resultado. Esto implica que

Pif(Xy) = E[f(Xits)|Gi]
= E[E[f(Xt+s)|G] [ Xi]

= E[f(Xtts)| Xt

donde la segunda y tercera igualdad son consecuencia inmediata de las propiedades de esperanza
condicional. Es decir, los valores futuros del proceso {X;,t > 0}, dado su pasado, dependen
udnicamente de sus valores en el presente. Notamos que la propiedad de semigrupo es necesaria

para que la definicién anterior sea consistente, ya que para s,t,u > 0,

Puisf(Xy) = E[f(Xtgs1u)|Gt]
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y por otra parte,

PuPsf(Xy) = PuE[f(Xi1s)|G]
= P,h(X,)donder =t+syh(X,) = E[f(Xis)|G]
= Eh(Xr+u)|Gr]
= E[E[f(Xttst+u)|Gt] |Gtts]

= Ef(Xitsru)|G.

Si definimos hj—1j (z) = fj—1(z)P;—t,_, hjj+1(7) paraj = 2,3, ...,ny aplicamos repetidamente
la propiedad de Markov, entonces para cualesquiera 0 < t1 < ta < ... < t, y fi € By(Sa) con

1 =1,2,...,n, se tiene

E ﬁfi(Xti)] - E|E
=1

Hfz(th”gtn—l]]
= F Hfz Xt fn th)‘gtn 1]]

= b Hfi(Xti)Ptn—tn_1fn(th—1)]
Li=1

= F|F

n—1
11 fi(Xti)Ptntnlfn(thl)|gtn2”

=1

= F Hfz th fn 1(th 1)'Ptn_tn 1fn(th 1)’gtn 2]]

n—2
= F H Ji(Xe)Pri—tn_s (hn—1m (th_g))]

Li=1

= E[P,_t,h12(Xy)]
= F [/S P, (Xo,d21)h1,2(21)]

= F [/S Py, (Xo,d21)fl(zl)Ptz—t1h273(21)]
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= E /S P, (Xo,dz1)f1(21)/SPt2tl (21,d22) h273(22)}

= E -/SPtl(XO;dZJ)fl(Zl)/SPtz—t1(2’1,d22)fn(d22).../SPtn_tn_l(zn_hdzn)fn(dzn)

Esto muestra que las distribuciones finito-dimensionales de {X¢,¢ > 0} estdan determinadas
por su semigrupo de transicién y su distribucién inicial u. La existencia del proceso de Markov
se sigue del teorema de extensién de Kolmogorov si se prueba que las distribuciones finito-
dimensionales son consistentes. No lo demostraremos aqui, aunque se utiliza el procedimiento
anterior para hacerlo.

Hemos denotado un espacio medible por (G,G), donde G es un conjunto y G es una o-
algebra de subconjuntos de G. Cuando escribamos f : (G,G) — (H,H) significard que f :
G — H es medible con respecto a las o-dlgebras G y H (esto es, para todo B € H, f~1 (B) =
{r e G: f(z) € B} €G).

Definicién 27 Sea {P;,t > 0} un semigrupo de Markov en Sa. Llamaremos a la coleccion
X =(Q,G,G;, X4,0:,P") un proceso de Markov simple, continuo por la derecha y con

semigrupo de transicion {P;,t > 0} si se satisfacen las siguientes condiciones:

(1) (2,G,G:) es un espacio medible filtrado con X; : (2,Gt) — (Sa,B(Sa)) y {X:,t > 0}

continuo por la derecha.

(2) {0:,t > 0} es una coleccion de operadores de corrimiento para X, i.e. 6, : Q — Q con
Opo0s =015 y Xpols = Xyys

para todo s,t > 0.

(8) Para cada x € Sa, P*(Xo=z) =1 y {X¢,t > 0} en (2,G,P") es un proceso de Markov

simple con respecto a {Gy,t > 0} y con semigrupo de transicion {P;,t > 0}.

En particular, si X es un proceso de Markov simple, continuo por la derecha y con semigrupo

de transicién {P;,t > 0},
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E*[f(Xy)] = E*[E"[f(X:)]G]]
= E"[Pf(Xo)]

= P, f(z) yaque P*(Xg=1z) = 1.
Entonces,

12 /SPtl(Xoale)fl(Zl)gLPti—ti_l(Zi—lydzz')fi(dzz‘)] (3.1)

Hfz‘(Xti)] = E°
=1

= /(/ Rtl(Xoale)fl(Zl)H/Pti—ti_l(Zz‘—hdzz')fz'(dzz‘)) P*(Xo = y)dy

s <als
_ / Py (2, d=1) fi(21) / Py, (21, d20) fo(dn)... / P v (ot don) f(dm).
S S S
Cuando f = 14, donde A € B(Sa), la expresion
B [f(X0)] = Pif(@) = [ e, d2)1(2) (3.2)

queda como
B [14(X,)] = P*(X, € A) = P4 (z) = /Pt(a:,dz)lA(z) _ Py, A).

Para ver que el proceso {X;,t > 0} es B(R') x G medible, notamos que la continuidad por la

derecha de X; implica
Xa(w) = Y TGy /n gz (X j2e ().
j=1

En consecuencia, para cualquier f € B(Sa), f(X¢) es B(R') x G medible.
Si X = (Q,G,G;, Xy,0,P*) es un proceso de Markov simple continuo por la derecha, es
posible demostrar que la propiedad simple de Markov no se pierde si se toma la completacién

de G;. Denotamos por M el conjunto de las medidas finitas y positivas en (Sa,B(Sa)). Para
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cada p € My A € G, definimos

PH(A) = / P (A)du(z).

Sean G" la P* completaciéon de G y N, la coleccién de conjuntos nulos para (£2,GH,PH).

Deffnimos también G;" = G; VN, (es decir, o (Gt UN,,)),

G=nNngt y G= n G
HEM HeEM

Es claro que G; es la completacién de G;. Se tiene, para cada j € M,
EM[f(Xe46)|G1] = Pof(Xy), (3.3)

para todo s,t > 0y f € By(Sa), ya que las dos medidas A — E*[14f(X4s)] vy A —
EF[14Psf(X})] coinciden en G, por la propiedad simple de Markov, y también coinciden en
N, donde ambas son igual a cero. Por lo tanto, coinciden en G)'. Es decir, se satisface (3.3).
En el argumento anterior podemos reemplazar G/' por G; y, en consecuencia, suponer siempre
que para un proceso de Markov simple continuo por la derecha, la filtracién {G;,t > 0} es

completa.

3.2. Operador potencial, densidad potencial y medida de refe-

rencia

Si f es una funcién acotada y Borel medible, entonces la funcién (P.f) (x) es p-medible para

cualquier medida acotada en RT. En consecuencia, es posible definir otro nicleo como

Pt @)= [ Pif ) uldo). (3.4

En particular, si e* denota la medida cuya densidad con respecto a la medida de Lebesgue

(dt) es e~ entonces el correspondiente niicleo en (3.4) queda como
oo
U .= / e~ P,dt
0
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y tenemos lo siguiente:

Definicién 28 Para f € By(Sa) se define el operador a-potencial o nicleo a-potencial

del semigrupo {P;,t > 0} como

U f(z) = E” [ /O ot f(Xt)dt] _ /O oot py f(2)dt.

Si hacemos f = 14, con A € B(Sa), obtenemos otra medida en B(Sa). Esto es, P :
SxB HEJF, donde
U*(z,A) :=U4 (z) = / e " Py(x, A)dt.
0

Es decir, podemos pensar que ae”“P,(z,dy) es una medida producto de probabilidad sobre
(RT x Q,B(R") x G) e interpretar a aU%(z, A) como la probabilidad de que una particula que
comienza en x en el tiempo cero, esté en el conjunto A al final de un tiempo exponencial,

independiente de X, con media 1/a.

Lema 29 Para cualquier o> 0 y f € Cp(Sa),

lim aU%f(x) = f(x)

a—00
para todo x € SA.
Demostracion. De (3.2) y del hecho de que X; es continuo por la derecha, observamos que

lim P, = lim E*[f (X

P f(x) = lim B [f (X))
— X z.
= o [fim s )
= E7[f(Xo)]

para cualquier f € Cp(Sa). Como e @ < 1 (ya que @ > 0) y f es acotada, el teorema de la

convergencia dominada implica
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lim aU%f(x) = lim a/ e P f(x)ds
0

a—00 a— 00
o0

= lim eftPt/af(x)dt donde as =t
0

que es lo que se querfa probar. m

Tenemos ahora el siguiente lema:

Lema 30 (Ecuacién resolvente) Para cualesquiera o, 5 >0 y f € Cp(Sa),

Uf(z) = U f(z) = (B—a)UU"f(z) (3.5)
= (B-a)UUf().

Lo anterior también se satisface para o = 0 siempre que U°f(x) esté definida.

Demostracion. De la ecuacion

e P = (e_(o‘_ﬁ)s — 1) e = ((5 - a)/ e_(o‘_ﬁ)tdt> e Ps (3.6)
0

se sigue que

U f(x) — UPf(z) = Aw@““wﬁﬂﬂﬂ@%

= (B-a) /0 b < /0 ) e—<a—5)tdt> e PP f(x)ds

= (B-a) /0 " o)t < / - e P p, f(;n)ds) dt (Fubini)

t

= B-a) /OOO et (/too eB(St)Psf(x)ds> dt
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= (B—Q)/Oooe_at (/Oooe_mprﬂf(ﬁ)d?“) dt , 7 =s—1t
= (B—-a) /00 e~ (/OO e'BTPtPTf(a:)dr> dt
0 0

= (B-a) /0 b e P, ( /0 h e PP, f(x)du) dt (Fubini)
= (B—a)U U f(x).

Observamos que también

e — P = (—e_(ﬁ_o‘)s + 1) e Y= <(6 - a)/ e_(’B_O‘)tdt> e . (3.7)
0

Noétese que el lado derecho de (3.7) es el lado derecho de la ecuacién (3.6) con o y 3 intercam-

biados. Por lo tanto,

U f(2) — UPf(z) = /Ooo<e-w—e-ﬁs>Psf<:c>ds

= (B-a) /0 - < /O ) e—w—a)tdt) e~ P, f(z)ds

y con el mismo procedimiento que anteriormente, se obtiene que

U f(x) = UPf(z) = (B — Q)UU" f(a).

Ahora suponemos que U°f(z) existe. Como f = f¥ — f~ y f es acotada, se sigue que
fT vy f~ también lo son. Si aplicamos el resultado anterior a f* y observamos que si h, =
fooo e f+(Xy) dt, entonces a1 > ag > 0 = hq, < ho, < fooo f1(X3)dt, podemos aplicar el

teorema de la convergencia monétona. Esto es,

lim U*fT () = lim E” [/Ooe_atf+ (Xt)dt]
0

a—0 a—0
= ol [T o]
- [[
— U0f+
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Si hacemos lo mismo con f~ y notamos que

@) = | [T - )l

- e[ e[ [

= U (z) - U (2)

el resultado se obtiene para o = 0. ®m
La siguiente definicién es crucial en el desarrollo de este trabajo, ya que la existencia una
medida de referencia para X implica la existencia de una densidad potencial y m&s adelante

podremos usar esta densidad como funcién de covarianza de un proceso gaussiano centrado.

Definicién 31 Sea X = (Q,G, G, Xy, 0:,P") un proceso de Markov simple continuo por la
derecha con espacio de estados (Sa,B(Sa)). Sea m una medida o-finita en (S,B(S)). Se dice
que X tiene densidad a-potencial con respecto a m si, restringido a S, U%(z,-) es ab-
solutamente continuo con respecto a m. En este caso, diremos que m es una medida de

referencia para X.

Denotaremos por u®(x,y), x,y € S, a una densidad para U%(z,-) con respecto a m. En

particular, u(z,y) = u’(z,y).

Lema 32 Sea X un proceso de Markov simple continuo por la derecha. Si X tiene densidad
a-potencial con respecto a m para alguna o > 0, entonces X tiene densidad (-potencial con

respecto a m para toda B > 0; y para cualesquiera x € S y o, > 0

u*(z,y) — ¥ (z,y) = (B — a) / u (&, 2 (2, y)dm(z)

para casi toda y € S. El resultado también es vdlido para B = 0 si U°(xz,-) es una medida
o-finita. Mds ain,

U fa) = [ u(a,2)f(:)dm(:)
para toda f € B(S), cuando alguno de los lados exista.

Demostracién. Supongamos que, para alguna « > 0, U%(z, ) es absolutamente continuo

con respecto a m para todo x € S y sea Ay € B(S) tal que m(Ap) = 0. Entonces, U%14, =0y,
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por lo tanto, UPU*1 4, = 0. Del Lema 30 (ecuacién resolvente), U’14, = 0, es decir, U (z,-)
es absolutamente continuo con respecto a m para toda x € S.

Puesto que U%(+, A) es medible con respecto a B(S), es posible elegir u®(x,y) medible con
respecto a B(S) x B(S) (véase teorema en [2] pdgina 279). Entonces, para cualquier A € B(S),

la ecuacion resolvente implica

Uz, A) = UP(x,A) = (B—a)UPU%14
= (G- [v@) /A 4 (2, y)dm(y)dm(z)

= (p-a) [ W Cadm(:)im)

Como U%(z, A) — UP(z,A) = [, (u*(z,y) — u’(z,y)) dm(y), se tiene

[ ()~ @) dmle) = (3 =) [ [ @2 . p)dm(z)dm).

Por lo tanto, excepto para un conjunto m (y)-nulo, se tiene

u®(z,y) —u(z,y) = (8~ a)/uﬁ(% 2)u(z,y)dm(z).

Si §=U%,S,y U%x,-) es sigma finita, entonces U%(z, A) = [, u’(z,y)dm(y) < oo para
todo A C S, y se demuestra como el caso anterior. m

El siguiente teorema nos serd de gran utilidad en el estudio de los tiempos locales.

Teorema 33 (Férmula de Kac) Sea X un proceso de Markov simple y continuo por la derecha
con densidades 0-potencial, u (x,y), con respecto a alguna medida de referencia m. Entonces,

para cualquier f; € B;r (5),i=1,2,...,n

o g(/ooofi(xs )] Z/ (r21) ot (o 20) [ e (20) din (20

=1

donde se suma sobre todas las permutaciones © de {1,2,...,n}. En particular,
n

E* [(/Ooof(XS)ds>n] :n!/u(as 21) ot (2 1,zn)Hf(zi)dm(zi).

=1
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Demostracion.

ECL’

n

</Ooofz‘ (Xs)ds)] = E® :/Ooof1 (Xs)ds/ooofz (Xs)ds.../ooofn (Xs)ds]

= w[[ s [ pG)da [ ()]

=1

= FE* _/R+ /RJr - fl (Xs1) f2 (XSQ) fn (Xsn) dSldSQ...dSn:|
N / e\ £ (Xsi)] [ dsi (Fubini),
()" i=1

i=1
donde f(Rn)+ [T dsi i= [ps Jgs - o+ dsidsa...dsp.

. iy . n . oo (oo oo
Si también definimos f{ogslgszg..gsn@o} [T dsi == [, f51 "'fan ds,ds,_1...dsi, en-

tonces

Ja
COMN

De la ecuacién (3.1) obtenemos que esto es igual a

0<51<52<...<sp <00}

i=1 i=1 A

11 7= (XsJ] 1 ds:.
i=1 i=1

Z/ /PS1(x7dzl)fm(zl)"-/Psn—sn1<Zn—17dzn>f7rn(dzn)HdSi
7 /{0<s51<s2<...<sp <00} J S S

=1
n—1
= Z/ /PS1($adzl)fﬂ1(Zl)~-~/Psn_1sn—z(zn2adznl)fﬂn_1(dzn1)HdSi
7 J{0<s1<..<sp1<00} /S S i=1

| Puumrdz (s,
0

De la definicién del operador O-potencial,

Uf(znfl) = Aw Psn (znfla dzn)fﬂ'n (dzn)dsn = /u(znla Zn)fﬂn (Zn)dm (zn) .

Repitiendo este proceso, se tiene que E* [H?Zl (fooo fi (Xs) ds)] es igual a

; / u(z, z1) fr, (21)dm (21) / u(21, 22) fry (22)dm (22) ... / W(zn_1, 2n) fr, (2n)dm (2,) ,

39



que es lo que se queria demostrar. m

3.3. Procesos de Borel por la derecha y propiedad fuerte de
Markov

Definicién 34 Una coleccion X = (2,G, G, Xt, 04, P*) es llamada un proceso de Borel
por la derecha con semigrupo de transicion {P,,t > 0} si satisface las siguientes condi-

ciones:

1. X es un proceso de Markov simple, continuo por la derecha y con semigrupo de transicion

{Pi,t > 0}.
2. U*f(Xy) es continuo por la derecha en t para toda o > 0 y toda f € Cp(Sa).

3. {Gt,t > 0} satisface las condiciones habituales (completa y continua por la derecha).

Como ejemplo de esta clase de procesos podemos mencionar los procesos de Lévy y, més
generalemente, los procesos de Feller. Un proceso de Feller es un proceso de Borel por la derecha
con semigrupo de transicién {P;,t > 0} tal que P; : Cy (S) — Co (S) para cada ¢t > 0. Es decir,
{P;,t > 0} es una familia de operadores lineales. En este caso, consideramos Cj (S) como un

espacio de Banach bajo la norma uniforme || f|| = sup,cgq |f (z)|.

Definicién 35 Una familia de operadores lineales acotados {P;,t > 0} en Cy (S) es un semi-

grupo de contracciones fuertemente continuo si satisface las siguientes condiciones:
1. Piys = PP, para todo s,t > 0.
2. |\Pefll < Ifll, para toda f € Co(S) y toda t > 0.

3. limy—o ||Pef — fll =0, para toda f € Cp(S).

Si, ademés de lo anterior, para cada t > 0, P, es un operador positivo (i.e. P,f > 0 para
f > 0), entonces el siguiente teorema, cuya demostraciéon puede verse en la seccién 4.1 de [11],

nos permite asociar P; con un subniicleo de Markov en S.
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Teorema 36 Sean S un espacio localmente compacto con una base numerable y {P;,t > 0}
un semigrupo de contracciones fuertemente continuo de operadores lineales positivos en Cp (S).

Entonces es posible construir un proceso de Feller X con semigrupo de transicion {P;,t > 0}.

Recordemos que una variable aleatoria 7' : 2 — R es un tiempo de paro con respecto

a la filtracién {G;,t > 0} si {T' <t} € G; para toda ¢t > 0, y T es un tiempo opcional si

{T < t} € G;. Como antes, sea G+ = OOQHE. Una propiedad particularmente 1itil en nuestro
e>

caso es la siguiente:

(T <t}eG e {T<t}eGun

(T es Gy tiempo opcional si y sélo si es G,+ tiempo de paro). Recordemos también que, si T'

es G; tiempo de paro, la o-dlgebra detenida al tiempo T es
Gr={ACG: An{T <t} € G; para toda t > 0}.

En este caso, Gp+ = ﬂogT+5.
e>
Diremos que X = (22, G, G, Xy, 0, P¥), un proceso de Markov simple, continuo por la derecha
y con semigrupo de transicién { P, ¢t > 0}, satisface la propiedad fuerte de Markov si para

cada G,+ tiempo de paro T,

E" [f(X11:) (7<) |G+ ] = Psf(X1)1(7<00)s

para todo s > 0, x € SA vy f € By(Sa).
Queremos demostrar que todo proceso de Borel por la derecha satisface la propiedad fuerte

de Markov. El siguiente teorema nos serd ttil para hacerlo.

Teorema 37 Si X es progresivamente medible (con respecto a Gy) y T es un G, tiempo opcional,

entonces Xt es Gp+ medible.

Demostraciéon. Sea B € B(Sa). Como, Gr+ ={ACG: AN{T <t} e€G+}={ACG:
AN{T <t} € Gi}, debemos probar que, para toda t > 0, {Xr € B} N{T < t} € G;. Definimos

41



vy {T <t} —[0,t] x Q como
w— (T (w),w)

y ¢ 1 [0,t] x Q@ — SA como
(s,w) = X (w).

Si ¢ es la restriccion de Xp a {T' < t}, entonces ¢ = ¢, o ¥,. Ademds, por hipétesis ¢, es

B ([0,t]) x Gi-medible. Puesto que 0 < s1 < so <ty H € G, implican
wt_l ((81782)aH) = {31 <T< 82}ﬂH € Gy,

se sigue que 1, es Gy-medible. Por lo tanto, ¢ es Gi-medible. Como {Xp € B} N {T <t} =

¢! (B), se tiene el resultado. m

Teorema 38 Sea X = (Q,G,G, Xy, 0, P%) un proceso de Markov simple, continuo por la
derecha y con semigrupo de transicion {P;,t > 0}. Si U*f(X:) es casi seqguramente continuo
por la derecha en t para toda f € Cy(Sa), para toda o > 0, entonces se satisface la propiedad

fuerte de Markov. En particular, un proceso de Borel por la derecha satisface dicha propiedad.

Demostracién. Se demostrard que Psf(X7)1(7<o0) €8 Gp+-medible para toda f € By(Sa)

y que
E® 14l (7<o0) f (X745)] = B¥ [1al(1co0) Ps f(X71)]

para todo A € Gr+ y f Borel medible y acotada. Sea f continua. Se define T,, = [2”27:]+1’ es

decir, T,, = j/2" siy sélosi (j — 1) /2" < T < j/2", j=1,2,.... Notamos entonces que T' < T,

y

<t [k—1 k

Por lo tanto, T, es G; tiempo de paro. Ademds, T, < oo si y s6lo si T' < oo. Como X es
progresivamente medible (por ser G; adaptado y continuo por la derecha), el Teorema 37 implica
que X7 es Gp+ medible. Esto es vélido también para 1(7.o) X7, pues (7<) s Gr+-medible
y, en consecuencia, para 1(p<oo)Psf(Xr). Notamos que como {X;,t > 0} es continuo por la
derecha en ¢, lo mismo sucede con P, f(z) = E* [f(X})] para f € Cp(Sh).

Podemos demostrar que E* [1A1(T<oo)f(XT+5)] = E* [1APsf(XT)1(T<oo)] si probamos
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que las transformadas de Laplace de f(Xr74s) v Psf(Xr) son iguales para a > 0. Esto es, si

probamos que:

E* [1A1(T<oo)/ easf(XT+s)dsi| = FE* |:1A1(T<oo)/ 67aspsf(XT)d8
0 0
= E"[1alir<e)Uf(X1)] .

Si reemplazamos T por T, en el lado izquierdo de esta ecuacién y notamos que si A € Gr+
(esto es, AN{T <t} € G;+ o, equivalentemente, AN{T < t} € G;), entonces AN{T,, = j/2"} €

Gj/an, la propiedad simple de Markov implica

E® [1A1(Tn<oo)/o e_o‘sf(XTn+s)d5] = ) B [1A1(Tnj/2n)/0 e~ f(X1,44)ds

j=1

= i /0 T [Lan(r,=j/2n)f (Xj/2nts)] ds (Fubini)
=

= i /0 T emope (B [Laneru=jron f (Xjj2n4s) 1Gjpan]] ds
iz

_ i /0 B [Laigy g ey Pof (X j3n)] ds
iz

= /OOO e E” [141(1, <o) Ps f (X1,)] ds.

Si tomamos el limite cuando n — oo, obtenemos el resultado. m
Sea ¢ = inf{t > 0: X; = A}. Nos referimos a ( como el tiempo de muerte o extincién

de X, pues el siguiente resultado nos dice que A es un estado absorbente.

Lema 39 Sea X = (Q,G,G:, Xy, 0, P*) un proceso de Borel por la derecha. Entonces, condi-
cionado a ¢ < 00,

X =A
para toda t > ¢, P*c.s.
Demostracién. La continuidad por la derecha de X; implica que
P* (X¢4¢ = A, para todat > 0;¢ < oc0) = lim P* (XCH-/QTL =A,1=0,1,...n2"( < oo) .
n—oo
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Como ( es tiempo de paro, de la propiedad fuerte de Markov se sigue que
P (X¢yijan = A,i=0,1,...,n2"( < o)

_ g [Ex [1(A) (me) ,i=0,1,...,n2"; 1(<<oo)|ggH

= B [1jco) B [(A)( Hmn),i:O,l,...,n2";|QCH

!
_ ge [1(g<oo [ A) <Xi/2n) i =0, 1,...,n2"“
= E°[1 A (Xiom = A0 =0,1,...,n2")]

C<oo
= P"(( < o0),
donde usamos el hecho de que
P* (X;jon = A, i=0,1,...,n2") = 1.
Por lo tanto, el resultado queda demostrado. =

3.4. Procesos fuertemente simétricos

Un proceso de Borel por la derecha, X, es simétrico con respecto a m cuando su

semigrupo asociado, {P;,t > 0}, es simétrico con respecto a m. Es decir, si

/g@ﬂaﬂ@mn@>=/lamwﬂme@m

para toda f, g € B(S) no negativas.
La desigualdad de Cauchy-Schwarz implica que

B (@) = B f(X0) P < B [|f(X012] = PP (2).
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De esto y de la definicién de simetria, se sigue que

/ Pf(@)P dm(z) < / P2 (2)dm(z)

AN
—
=
&
Y
.
B
&

donde 1(z) es la funcién constante igual a 1. Esto es, P, es una contraccién en L?(m) para

f € B(S). De la definicién de simetria también se sigue que

/ o(2)U f (2)dm(z) = / U*g(z) f(z)dm(z) (3.8)

para toda « > 0.

Definicién 40 Diremos que X es fuertemente simétrico con respecto a m si X es

stmétrico con respecto a m y tiene densidad c-potencial con respecto a m para alguna c > 0.

En este caso, por (3.8),

u(z,y) = u®(y, )

para casi toda x, y € S con respecto a m 'y « > 0. Si u®(x,y) es continua en S x S, la igualdad
anterior se satisface para toda x, y € S.

Cuando hablemos de una aproximacién de la identidad o de una funcién ¢ en y, con respecto
a m, nos referiremos a una familia de funciones {f. ,,e > 0} continuas y positivas en S, tales
que cada f;, tiene soporte contenido en una vecindad compacta de y, K. con K. et {y},
y [ fey () dm(z) = 1. Podemos observar que esta es simplemente una generalizacién de la

funcién f; , para el movimiento browniano.

Definicién 41 Una matriz A de n X n con entradas reales es positiva semi-definida si
> kie1 bebiAk > 0, para cualesquiera nimeros reales by, ba, ..., b,. A es positiva definida si

ZZ 1—1 bkbi Ak > 0, para cualesquiera nimeros reales by, b, ..., by.

Recordemos que una funcién h(z,y) en S x S es positiva (semi) definida si, para n > 1

y &1,%2,...,T, en S, la matriz A definida por A;; = h(xz;, x;) es positiva (semi) definida. Una
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funcién g(z) en S es positiva (semi) definida si la funcién h(x,y) := g(x — y) es positiva (semi)
definida.

Cuando la densidad a-potencial, u®(z,y), es continua, el siguiente lema permitie asociar al
proceso de Borel por la derecha y fuertemente simétrico X, un proceso gaussiano de media cero

y covarianza u®(z,y).

Lema 42 Sea X = (2,G, G, Xy, 04, P¥) un proceso de Markov simple, continuo por la derecha,
con semigrupo de transicion {P;,t > 0}, fuertemente simétrico con respecto a alguna medida de
referencia m y con densidades a-potencial continuas para o > 0. Entonces u®(x,y) es positiva

semi-definida. St u(z,y) es continua en S, también se satisface para o = 0.

Demostracién. De las propiedades de semigrupo y simetria,

[ [ @ioi@dnmne = [ @U@
= [ [ 1@t ns@im
_ /0 h / F(@)e P3Py f (x)den()dt
_ /Ooo/e_o‘t{Pt/Qf(x)|2dm(x)dt>O.

Sea f;.(z) una aproximacién de una funcién § en z. Para cualesquiera a; € Ry z; € §

(i =1,2,...,n) definimos f(z) =Y ;" | aif- (), entonces de la ecuacién anterior,

> wity [ [ 0@ o0, (r)dal) () 2 0.

1,7=1

Si tomamos el limite cuando € — 0, se tiene que

n
Z a;a;ju®(z, z;) > 0.
ij=1

Por lo tanto, u®(x,y) es positiva semi-definida. m

Definicién 43 El semigrupo de transicion {P,,t > 0} tiene densidades de transicion

regulares con respecto a m si existe {p;(z,y) : (t,z,y) € RT x S x S}, una familia de fun-
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ciones no negativas, medible con respecto a B (RT) x B(S) x B(S) vy tal que

Pf(z) = / pi(, ) £ (=)dm(2)

para toda t >0 y f acotada y By (S) medible, y

pes(enn) = [ b2z p)dm()
para toda s, t > 0.

La dltima ecuacién, de Chapman-Kolmogorov, es el caso general de la presentada para el
movimiento browniano. Inversamente, un conjunto de funciones {p;(z,y) : (¢t,z,y) € R* x S x S}
medible con respecto a B(R') x B(S) x B(S) y que satisface la ecuacién de Chapman-
Kolmogorov, determina un semigrupo.

Observamos que si las densidades de transicién existen,

Uf(x) = /0 e Py f(z)dt

_ /0 " eat ( / ol 2) f(z)dm(z)> dt
= [ ([ e tnteat) sme),

y las densidades a-potencial existen y estdn dadas por

u*(z,2) = /Ooo e py(x, 2)dt. (3.9)

De manera andloga, se dice que la familia {p;(x,y): (t,z,y) € RT x S x S} de densi-
dades de transicién regulares es simétrica si pi(z,y) = pi(y,z) para toda (t,z,y) €
R* x S x S. En consecuencia, la simetrfa de las densidades de transicién implica la de las densi-
dades a-potencial. Por lo tanto, un proceso de Markov simple con semigrupo {P;,t > 0} cuyas
densidades de transicién son regulares y simétricas, es fuertemente simétrico. En particular,
esto se satisface para un proceso de Borel por la derecha.

Por otra parte, puede demostrarse que todo proceso de Borel por la derecha
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fuertemente simétrico tiene densidades de transicién regulares y simétricas ([14],
1986). Usaremos este resultado de aqui en adelante, ya que nos permite definir las densi-
dades a-potencial usando 3.9 y la densidad O-potencial u (z,y), queda bien definida como
limy—0 u® (z,y) (aunque pueda ser infinita). En este caso, si a3 < «g, se tiene u®? (z,y) <
u® (z,y), esto es, u® (z,y) es creciente conforme « | 0.

El siguiente lema nos muestra que cuando las densidades de transicién regulares existen, no
es necesaria la continuidad de la densidad a-potencial u® (z,y), para garantizar que u® (z,y)

sea positiva semi-definida.

Lema 44 Sea {pi(x,y) : (t,z,y) € RT x S x S} una familia simétrica de densidades de transi-
cion requlares con respecto a alguna medida de referencia m. Entonces, para cadat > 0, pi(x,y)
es positiva semi-definida. Por lo tanto, cuando u®(z,y) existe, para alguna o > 0, es positiva

semi-definida.

Demostracién. La ecuacién de Chapman-Kolmogorov y la simetria implican

Z aiajpt(xi,mj) = Z aiaj/pt/Q(xiuZ)pt/2(zvxj)dm(z)

1,7=1 4,j=1

= / Zaiajpt/2($i7Z)Pt/2(Za$j) dm(z)

1,7=1

En consecuencia, pi(x,y) es positiva semi-definida. Ahora, de este resultado se sigue que

2
dm(z) > 0.

n
Z aipy/2 (@i, )
i=1

n 0o n
Z ajaju(z;, x;) = / e~ Z a;a;pe(zi, x;) | dt > 0.

ij=1 0 i.j=1

Por lo tanto, u®(x,y) es positiva semi-definida. m

Sea A C S. Al igual que en el caso del movimiento browniano definimos 74 := inf{¢t >
0: X; € A}, es decir, la primera vez que el proceso entra en el conjunto A. En [12], pagina 96,
se demuestra que si X es un proceso continuo por la derecha, entonces Ty es Fi-tiempo de paro

para todo A € B(Sa). Si usamos este resultado y suponemos que las densidades a-potencial
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son continuas, se tiene lo siguiente:

Lema 45 Sea X = (Q,G, G, X4, 04, P*) un proceso de Borel por la derecha con u® (xz,y) con-

tinua en S x S para alguna o > 0. Entonces, para toda x,y € S,

u (z,y) < u (y,y) (3.10)

y u® (x,y) es continua en y, uniformemente continua en x. Ademds, para cualquier compacto
KCS,

sup {uo‘ (x,y) —u® (a:,y’)‘ < sup ‘uo‘ (z,y) —u® (a:,y')‘ .
z€Syy' €K z,y,y €K

Demostracién. Sean z € S fija y N una vecindad de z con cerradura compacta en S. Si f

es una funcién medible y acotada, con soporte contenido en N,

/ (o) f () dm(y) = B | / e f(Xs)ds} (definicién de U®f (z))

L/O

= FE* / e f(Xs) dsl(TN<oo)] (f tiene soporte en NN)
L/ T

_ Em/o e—a(TN-‘rS)f(XTN+s)d51(TN<oo):|

- E° efaTN /0 efan (XTN+8) dSl(TN<oo):|

— E*|g~ [e—aTN/O €_asf(XTN+S) 1(TN<oo)ds\gTI¢”

= E" eV 1y con) BTN [ / e_o‘sf(Xs)ds”.
L 0

La tltima igualdad se sigue de la propiedad fuerte de Markov y de la ecuacién 3.2. Como

o | [T o] = vnee,)

0

_ / u® (Xry,y) f (y) dm (y)

entonces

/ u (z,y) f (y) dm (y) = E* [e“TNl(TN@o) / u® (X1y,9y) f (y) dm (y)

49



Si {fn} es una sucesién de aproximaciones de la identidad que convergen a J, y usamos la
ecuacién anterior con f = f,,, como u® (z,y) es uniformemente continua en N x N (pues N es

compacta) y f, también lo es en N,

i [ (2,1) fo () dm () — / ltm u® (2,7) fu (y) dm (3)

n—00 n—00

= u®(z,2)

n—0o0

lim E® [e—aTm(TN@o) / u® (X1, 9) fn (y) dm (y)}

= B [eaTNl(TN<oo) / Jim u® (X, y) fo (y) dm (y)

= FE* [eiaTNl(TN<oo)’ua (XTN,Z)] .

Por lo tanto,

u® (z,z) = E* [e*O‘TNl(TN@o)uO‘ (X1y, z)] .

Como a > 0, e~*INV < 1. Ademds, si x € N, entonces Ty = 0 bajo P*. Esto implica que para

todaxz € N,y ¢ N,

u*(z,z) = E* [efaTNl(TN@o)ua (X1, 2)]

= Em [1(TN<oo)ua (XTN, Z)]

> F[Y [eiaTNl(TN<oo)ua (XTN, Z)]

= u® (y,Z) :

Puesto que lo anterior es védlido para cualquiera de tales vecindades N de z, se tiene el primer
resultado.

Ahora, siz € Sy y,y € N, entonces

u® (z,y) —u® (z,9)| = [E” [eV L1y conyt® (X1ys9)] = B [67 TN Lgy conyu™ (X, )]

= ‘Em [efaTNl(TN@o) (“a (X1y,y) —u® (XTJ\”yI))] ’
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IN

E* [eiaTNl(TN<OO) |ua (X1y,9) — u® (XTN’ y’) H

< sup’uo‘ (‘T7y)_ua (xay/)‘
T€EN

Esto implica

sup‘u (z,y) —u® (xy)}<sup|u (r,y) —u® (my)’
x€eS TEN

y se sigue el segundo resultado, ya que es posible encontrar una sucesiéon {N; };’il de abiertos
con cerradura compacta tales que K = ﬂ;";lﬁj. [

Por otra parte, se tiene también el siguiente resultado.

Lema 46 Sea X un proceso de Borel por la derecha, fuertemente simétrico con densidad «-

potencial u® (z,y) continua en S X S para alguna o > 0. Entonces, para toda y € S,

“(y,y) > 0.

Demostracién. Por el lema 45, si u® (z,z) = 0 para alguna z € S fija, se tendria que
u® (z,x) = u® (x,z) = 0. Esto implica que U (2,5) = [qu®(z,z)dm (z) = 0. Por lo tanto,
P, (z,5) = P*(X; € S) = 0 para casi toda t. Pero esto contradice que P*(Xy =2) =1y que

X, es continuo por la derecha. m

3.5. Procesos matados

Si consideramos un proceso de Borel por la derecha X con semigrupo de transicién { P, ¢ > 0},
entonces para cada o > 0 es posible construir otro proceso de Borel por la derecha, X , en
(S,B(S)) con semigrupo de transicién {e“"tPt, t> 0}. Se dice, en este caso, que X se obtiene
de matar a X en un tiempo exponencial independiente (de X) con media 1/a, ya que se
obtiene de la siguiente manera:

Sean Q = Q x RT, G=G x B(R") y & = (w, s). También definimos P* = P* x ae~*%ds,

x € Sa, una familia de medidas en (A G)y Aw,s) =s (es decir, A es una variable aleatoria

exponencial con media 1/« bajo cada IP’“”). Las o-dlgebras @ consisten de aquellos conjuntos
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A € G tales que AN (2 x (t,00)) = A x (t,00) para alguna A € G;. Si definimos el proceso

~ ~ ‘ {Xt(w) t<s

A t>s

y los operadores de corrimiento
0; (w) == (Bw, (s — ) V 0),
entonces del hecho de que ¢ > 0, podemos ver que

X, 0/0\,, =X, (Orw, (s —1)VO0)

A t+r>s
= Xt—‘r’r
Por otra parte, sea P, f (z) := E* {f()?t)} Entonces, si f € By (5),
Pf(@) = E°|[f(X)] (3.11)
= Ew [f t)l(t<>\)}

I
0\8
t

C(F (X)) Lgarye™*ds

_ ( /0 * 1<t<k)aea8ds> B (f (X0)
(/too aea5d8> E*(f (X4))

= e “E(f (X))

= e “Pf(x).
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Ahora, si Ae @ y usamos la propiedad simple de Markov de X se tiene

E" [f()?t+s)1;{] = E" [f(Xtrs)L(ppser) 4]
= ¢ UIET [f(Xyps)14]
= e “UIET (B [f(Xey)1a|G]
e BT [Pof (X1) 14]
= e “E” [ P.f (X;) 14]
= e ME" [ﬁsf (Xt) 1A]
= E° [ﬁsf(Xt) 1(t</\)1A]

_ B[ (%) 1),

Por lo tanto,

B [f(Xi4)lGi] = Pof (%)
Si aplicamos este procedimiento con A= Q, podemos ver que {]3,5, t> 0} es un semigrupo.
Por lo tanto, X es un proceso de Markov simple. Ademds, el mapeo t —— X’t es continuo por

la derecha y la ecuacién (3.11) implica que

Usy (x) := / e P Pdt = / e Dt par = Ut f (z).
0 0

Sabemos que si X es fuertemente simétrico con densidad a-potencial continua u® (z,y) para
alguna o > 0, de la ecuacion resolvente para densidades a-potencial (Lema 32) y del Lema 45 se
sigue que la densidad de potencial también es continua para cualquier otra «. Entonces, Ub f(x)
es continuo en S para cualquier f € Cy (Sa) y f > 0. Por lo tanto, ﬁﬁf (X't) es continuo por
la derecha en t < ( para cualquier f € Cy(Sa) y 8 > 0. Pero th = A para toda t > (. En
consecuencia, Us f ()?t) es continuo por la derecha en t. Como vimos anteriormente, es posible

completar la filtracion Q\t y obtener un proceso de Borel por la derecha.
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Capitulo 4

Tiempos locales de procesos de

Borel por la derecha

Los tiempos locales para procesos de Borel por la derecha son una generalizacién del tiem-
po local definido para el movimiento browniano. Una vez definidos, estudiaremos su relacién
tanto con los operadores de transicién y potencial, como con la propiedad de recurrencia o

transitoriedad del proceso.

Definicién 47 Sea X un proceso de Borel por la derecha. Una familia de variables aleatorias
A={A;,t >0} en (Q2,G,G) es un funcional continuo aditivo (FCA) de X si satisface las

stguientes condiciones:

1. t—— A; es c.s. continuo y no decreciente con Ag =0 y Ay = A¢ para toda t > (.
2. A; es Fy medible.

3. Aprs = A+ Ag 06y para toda s,t >0 c. s.

Esta definicion de FCA es similar a la que se establecié para el movimiento browniano.
La tnica diferencia es que en el caso de un proceso de Borel por la derecha X se impone la
condiciéon Ay = A para toda t > ¢ (esto es, cualquier FCA A; de X debe permanecer constante

para t > (), ya que A es un estado absorbente.
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Definicion 48 Siy € S, {A,t >0} esun FCA de X y
Ry (w) =f{t: Ay (w) > 0},
entonces {A¢,t > 0} es un tiempo local de X en y si
PY(Ry=0)=1 (4.1)

y para toda x # y se tiene P* (R4 = 0) = 0.

Cuando tratamos el caso del movimiento browniano, primero se definié el tiempo local
como un limite de integrales de aproximaciones de la identidad y después se probé que ese
limite satisfacia las propiedades de un FCA. En contraste, para un proceso de Borel por la
derecha X un tiempo local es cualquier FCA que satisfaga (4.1). Es decir, el tiempo local no
necesariamente es tinico.

Sin embargo, cuando queremos construir de forma explicita un tiempo local para X, la
forma de hacerlo es andloga a la que se emplea en la definicién de tiempo local del movimiento

browniano y se tiene el siguiente teorema de existencia.

Teorema 49 Sea X = (,G,G;, X, 60, P%) un proceso de Borel por la derecha, fuertemente
simétrico y con una densidad a-potencial u® (x,y). Entonces, para cada y € S es posible cons-

truir un tiempo local {LY{ ,t > 0} de X eny, tal que, para cada x € S,

E® [ /0 ” e_atdLi’} = u®(z,y). (4.2)

Si fey €8 una aprovimacion de una funcion d en y con respecto a la medida de referencia m,

entonces existe una sucesion {e,} — 0 tal que c. s.

t
L = lim [ f., ,(X,)ds (4.3)
0

En—>

uniformemente para t € [0,T], donde T' es un tiempo finito que puede ser aleatorio.

Demostracién. Sean o > 0 y A una variable exponencial con media 1/a e independiente

de X. Denotaremos por X = (ﬁ,é, ét,)?t,@,@x) al proceso obtenido de matar a X en un
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tiempo A. Podemos ver que la densidad O-potencial de X estd dada por u®(z,y). Si aplicamos

la férmula de Kac a

Lo (x):=E* [( /0 feu (X )ds) ( /0 T fow (%) ds)] (4.4)

donde f. , vy fe, son dos aproximaciones de la identidad, obtenemos

Lo(s) = / W (@, 21) 4 (21, 22) foy (21) fory () dm (21) din (22)
+ / W (2, 2) U (21, 22) fory (21) foog (22) dim (1) dim (22).

Como [ fey(z)dm(z) =1y [ fo, (z)dm(z) =1, se tiene que

2 inf  w¥(z,2)u(2,7) <Lo(x) <2 sup u®(z,2)u”(z,7). (4.5)
2,2/ €K\ 1 2,2/ €K

eve!

~ ~ 2
De la continuidad de u® (z,y) y de (4.5) se sigue que E* [(fooo fey <X5> ds) } = I.. (z)

satisface

2 inf u®(z,2)u”(z,7) < E”

/
K, <2 sup uf(.2)u” (2.7).

2,2 €K

Esto es, ( fooo few ()A( 5> ds) converge en L? (I/P\w) si € — 0. Ademads, de la continuidad uniforme

de u® (z,y) en z (lema 45) tenemos que esta convergencia es uniforme en x € S.

o0
Mg = E® [ / fe (X) ds|gt}
0
y observamos que M} es una martingala (continua por la derecha). Se tiene entonces que
S A~ o~
M = / fe (X)) ds+ B7 [ / feu (X0) ds|gt] (4.6)

t

0 A~ ~
_ / fs,y ds o [/ Feu (Xt+s) ds|gt]
0

= /0 few )?s> ds + EX [/0 fey ()?S> ds} (propiedad simple de Markov)

Definimos
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t
= /O few (Xs) ds + /uo‘ (Xt, z) fey (2)dm (z) (féormula de Kac, Teorema 33).
Como M5, = f0°° few ()/(\' S) ds, si usamos la desigualdad de Doob aplicada a la martingala

1

(v =)

>0

~ /2 ~ ’
E" [sup Mg — M? ] < 4B° UM; ~ M

>0

se sigue que

2]
Es decir, M} converge en L? <]P’"’“"> uniformemente en ¢ y en z si g, — 0, ya que

tim (fo (%) = £ (%)) =0

e,el—

/0 “ 1 ()?) ds — /O T ()?) ds

2 ~
} < 4FE*

E* [sup Mg — M¢'
t>0

Por otra parte, de la continuidad uniforme de u® (x,z) en z y como sabemos que

u (z,2) <u®(z,2) wx,z€8

sup }ua (z,2) —u® (z,2')| < sup ‘ua (2, 2) — u® (z,7')]
€Sz, 2 eK r,z,2' €K
para cualquier compacto K C S (lema 45), se sigue que [ u® <)?t, z> fey (2) dm (2) converge en

L? (]P’x> uniformemente en ¢ y en x si € — 0. Para observar esto, notamos que

2
sup u® ()?t,z) —u® ()?t,y>
ZeK

~ 2 ~

~ ~ ~ 2
E” [sup ’uo‘ (Xt,z) —u® (Xt,y)‘ ] .
ZeK

‘ / 0 (X0.2) foy (2)dm (2) —u® (B0

IA

En consecuencia, como
t
/ few <XS> ds = M; — /u“ <Xt, z) fey (2)dm(2)
0
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es posible encontrar una subsucesién {e, },-; tal que si &, — 0,
n—oo

tAN

Fory (X,)ds = /0 e (£.) ds

0

converge uniformemente en ¢ y P"-casi seguramente en z € S. Como Jenw (Xp) = feoy (A) =0

sir> A,

f(f Jeny (Xg)ds sit < A

fOA fen,:U (XS) dS Si t Z >\

tAN
= Jeny (Xs)ds
0

t
/ fanvy (XS) dS =
0

y P(A>u)=e > 0siu >0, se sigue que para esta sucesién {e,}, fg fenw (Xs) ds converge

uniformemente para t € [0, u], P*-casi seguramente para = € S. Sea
B t
Q= {w : / feny (X5) ds converge localmente uniformemente en t} .
0

Los argumentos anteriores prueban que P* (ﬁ) =1, para z € S. Entonces, definimos

. t 5
V. lime, 0 [y feny (Xs)ds weQ
t = _
0 wéeQ
y puede demostrarse, como se hizo en el caso del movimiento browniano, que L} es un funcional
continuo aditivo.

Ahora, de (4.4) se sigue que la sucesién fooo fenw ()?S) ds paran = 1,2, ... es uniformemente

integrable. Por lo tanto, si usamos la férmula de Kac,

lim B* [ /0 - (%) ds}

= lim [ u(z,2)fe,y(2)dm(2) =u® (z,y).

n—oo

E* [13]

Por otra parte, también se tiene
~ oo
E* [L{] = aE” [ / eathdt} :
0
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Si el lado derecho de esta ecuacién es finito, entonces

lim sup e 'L} = 0.
t—o0

Si, en contraste, suponemos que existe una sucesién {¢,} tal que e_at”L%n > 0 para alguna
§ > 0, entonces e" LY > §/2 para t € [t,,t, + (1/a)log2]. Pero esto contradice el hecho de
que u® (z,y) sea finita. Si aplicamos esta observacién y notamos que usando integracién por

partes
o0 o
aE” [/ e_o‘thdt] = E* [—e_o‘tL?\So +/ e_atdL%’]
0 0

= FE” [/ e_atde} ,
0

obtenemos (4.2).

Para demostrar que {L{,t > 0} es un tiempo local para X en y, es suficiente probar que
R = Rpy =inf {t: L} (w) > 0} satisface las condiciones de dicha definicién. Pero de (4.3) y de
la continuidad por la derecha de X, se sigue que P* (R = 0) = 0 para toda = # y.

Supéngase que PY (R = 0) = 0. Esto implica que P* (R = 0) = 0 para toda z € S. Puesto
que para cualquier z € S,

P* (L >0) <P*(R<t),
se tiene
%in%IP’Z (Lf >0)=0 (4.7)

para toda z € S. Para ver que esto no es posible, notamos que de la definicién de R, para

cualesquiera x y t > 0,

P” (R < 00) =P (LY., > 0,R < c0) . (4.8)

Como R es un tiempo de paro (ya que L} (w) es F; medible), podemos usar la aditividad del

tiempo local y la propiedad fuerte de Markov, para concluir de (4.8) que

P*(R< o) = E° [E‘” [I(Ly >0,R<Oo)|gR”

R+t

= EY[P*% (L] > 0) Lipeoo) -
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La ecuacién (4.7) implica entonces que P* (R < co) = 0 para toda z. Es decir, LY = 0 casi
seguramente. Pero esto contradice (4.2). En consecuencia, PY (R = 0) > 0 y por la Ley cero-uno
de Blumenthal (véase apéndice Lema 74) PY (R = 0) = 1. El caso @ = 0 se demuestra de manera
andloga. m

Al igual que en los casos de semimartingalas continuas y movimiento browniano, es posible
demostrar que si {A;,t > 0} es un tiempo local en y de un proceso de Borel por la derecha, X,
la medida dA; tiene soporte en {t: X; = y}, aunque no lo haremos aqui. Por otra parte, una
consecuencia de la existencia del tiempo local en y es que si X comienza en y, entonces X visita

y una infinidad de veces al tiempo ¢, para todo ¢ > 0 (es decir, y es un estado recurrente):

Lema 50 Sea X un proceso de Borel por la derecha con un tiempo local en y. Entonces
PY(T, =0)=1. (4.9)

Demostracién. Si {A;,t > 0} es un tiempo local de X en y, como PY (R4 =0) = 1, se
sigue que

PY (T, > 0) = PY (Ry = 0, T, > 0). (4.10)

Si Ty > 0, entonces existe 0 < to tal que X; # y para t en (0,%g]. Sea Ra, =17+ Ry 06,.

Como t — A; es c.s. continua y no decreciente, con Ag =0y Ay > 0 para t > 0,

{Ra=0,T, >0} C Ureguo {Xry, # v}

excepto por un conjunto de medida cero. También se tiene Ra00g, , = 0, pues PY (R4 = 0) = 1.

Por lo tanto,

PY(Ra=0,T, > 0) <PY (Ureqr>0 {Ra00r,, =0,Xp,, #y}). (4.11)

Ademsds, para r > 0,

PY (RA OQRA,T = 0>XRA,T 75 y) = FEY [Ey |:1(RA°9RA _ )1(XRA #y>|gRA,r:|:|



ya que P¥ (R4 = 0) = 0 para = # y. En consecuencia, de esta ecuacién, de (4.10) y de (4.11) se
sigue el resultado. =
Ahora presentamos algunas propiedades que relacionan los tiempos locales de X con las

densidades potencial y las densidades de transicién regulares.

Teorema 51 Sea X un proceso de Borel por la derecha fuertemente simétrico y supongamos
que su densidad a-potencial, u® (z,y), es finita para todo z,y € S. Sea L un tiempo local de

X en y tal que
E* [/ eatsty} =u®(z,y). (4.12)
0

Entonces,
x [ —aT, u (CC, y)
E? [emv] = ——1=¢ (4.13)
u® (y,y)
y, para toda t,
t
B (L) = [ paCoy) s (4.14)
0

Mas ain, siu(z,x) yu(y,y) son finitas,

P* (T, < 00) = —

(4.15)

Demostracién. Cuando x = y, la ecuacién (4.13) es el resultado del lema anterior (ecuacién

4.9). Si x # y, de (4.12) obtenemos que

ut (z,y) = Em/ eatdL?]
0

= E* 1(Ty<oo)/ e_atdL%’]

Yy

— E~ €_aTy1(Ty<oo) (/O e—atdL?> OHTJ

_ g |ge [e_aTyl(Ty<oo) </0 e—atdL%’) oeTygT;”

= E*|e Ty 1(Ty<oo)EXTy {/ eatde;'H (propiedad fuerte de Markov)
0

= e (),

pues X1, =y en {T, < oo}.
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Este resultado también puede demostrarse sin usar el tiempo local observando que si B; (y)
es la bola de radio € > 0 con centro en y (B (y) compacta) , entonces de la propiedad fuerte

de Markov se tiene

[ @2 1 (G dm () = U (@B ()
_ | /0 Ooe_atlBE(y) (Xt)dt]
[y [ [ 50a]
= B :eiaTBE(y)l(TBgm@o) e (XTBEWVBE (y))}

= Em e_aTBS(y)]'(TBE(y)<OO) /ua (XTBa(y)’Z> 1Ba(y) (Z) dm (2):| .

Por lo tanto, como m es o-finita y u® finita, obtenemos

W () = im0 (22) 1) () dm (2)
— s —aTlp,
- i% Ex |:€ op (y)]'(TBS(y)<OO) /ua (XTBs(y)’Z> ]‘Ba(y) (Z) dm (Z):|

— E= [e—aTyua (y’y)] .

Para obtener (4.15), tomamos el limite cuando o — 0 en (4.13). Por otra parte, si A es
una variable aleatoria exponencial con media igual a 1/a e independiente de X, denotaremos

P :=P*xP\y

o B o
/ ae”™ET[LY]dt = E* / ae_atL?dt}
0 L/ O
= B [L§]

= EX /0 1(>\>t)dL125/]

= Eff/ IP’A()\>t)dL§§/]
0

= E” / eo‘tsty] =u® (z,y).
0

La tercera igualdad se sigue de observar que si X > 0 es una v.a. y f una funcién positiva

continua, entonces

62



Si notamos que

t t
tlir(r)lo e~ (/0 DPs ($7y) d8> < tlirélo eiat/2 </0 67&8/2]75 (l‘,y) ds)

< lim e 242 (z,y) =0,

t—o0

N

podemos usar Fubini y obtenemos

/ ae”ET[LY]dt = / e *ps (z,y)ds (4.16)
0 0

_ /O - ( / h ae‘o‘tdt> pe (2,y) ds
— /OOO ae” ™ </Otps (z,y) ds) dt.

La ecuacién (4.16) se satisface siempre y cuando u® (x,y) sea finita. Como u” (z,y) es
decreciente en A, en particular (4.16) se cumple para A > «. Por la unicidad de la transformada
de Laplace, se tiene que la ecuacion (4.14) se satisface para casi toda t. De la continuidad de
ambos lados de (4.14), se sigue que se satisface para toda ¢t. m

Sea X un proceso de Borel por la derecha, fuertemente simétrico y con LY = {L{,t > 0} un
tiempo local en y que satisface (4.12). Puede demostrarse que LY = {f (y) LY, t > 0} es también

un tiempo local en y siempre y cuando f (y) > 0 ([11]). En este caso,
o p—
B\ [ eaz| = 1 @),
0
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Cuando se hable de un tiempo local para X, tendremos que identificar el lado izquierdo de
esta ecuacién y nos referiremos a esto como la normalizacién del tiempo local.

Por otra parte, un tiempo de paro 1" es un tiempo terminal si, para toda t,
T>t—T=t+To0; c.s.

En este caso definimos

ur (z,y) == E* [LY]
y tenemos el siguiente corolario (de la férmula de Kac).

Corolario 52 Sea X = (Q,G,G;, Xy, 0:,P*) un proceso de Borel por la derecha fuertemente
simétrico y supongamos que su densidad c-potencial, u® (x,y), es finita para toda x,y € S. Sea
{L{,(t,y) € RT x S} un tiempo local de X tal que E* [[;° e *dL]] = u® (x,y). Entonces, si

T es un tiempo terminal de X,

n

117

=1

E.’L’

= Z ur (.’E, yrr1) - uUT (yﬂ'n—17yﬂ'n) >
™
donde la suma es sobre todas las permutaciones m de {1,2,...,n}. En particular,

E* [(L4)"] = nlur (z,y) (ur (y, )" "

Definicién 53 Sea X un proceso de Borel por la derecha fuertemente simétrico y con densidad
a-potencial u® (x,y) continua. Seany € S fijo y {L{,t > 0} un tiempo local de X eny. Decimos
que

Ty (s) =inf{t >0: L} > s},
donde inf ) = oo, es el tiempo local inverso (continuo por la derecha) de X en y.

Podemos ver que para cada s, 7, (s) es un tiempo de paro: {r, (s) <u} < {L} > s} € F,,

ya que Ly es Fy-medible. Y 7, (s +1) = 7, (s) + 7y (t) 0 0 ().

Definicién 54 Sea £ := sup {s: X; = 0}, donde sup() = 0. Si L = oo, PV casi sequramente,

se dice que 0 es recurrente para X. Si L < oo, PV c.s., se dice que 0 es tramsitorio para
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X. Diremos que el proceso estocdstico X es recurrente (transitorio) si todo x € S es

recurrente (transitorio).

El siguiente lema nos serd de gran utilidad en el siguiente capitulo, ya que es posible deter-

minar la recurrencia de un estado para X a partir de la densidad 0-potencial.
Lema 55 Sea LY :=lim;_oo LY. Entonces:

1. Si u(0,0) = oo, entonces 0 es recurrente para X (i.e. L = o) y LY = oo, PY-casi

sequramente.

2. Si u(0,0) < oo, entonces 0 es transitorio para X (i.e. L < oo) y LY < 0o, P*-casi

seguramente para cada x € S.

Demostracién. Denotaremos 7 (s) = 7o (s). Observamos que para o > 0, E° [e727(¥)] =
0
= e

E° [6_0”—(8)1(7.(5)<00)]. Si definimos f(s) = E [ _‘”(5)] y usamos la propiedad fuerte de Markov

y el hecho de que X,y = 0, entonces

= E° B [ e om0 1G]
= B[O [em o001 )[G,+ ||
- :e—aT(S)l(T(S)@o)EXT(S) [e—ar(t)ﬂ

— g0 _e—om’(s):| EO |:e—orr(t):| '

Lo anterior muestra que f (s+t) = f(s) f (t). Puesto que f (s) es continua por la derecha,

h(a)

debe ser de la forma f (s) = e para alguna h () >0y

/ f(s)ds = / e M@)s g
0 0

1
h(e)

Si probamos que para cualesquiera funcién medible positiva f(¢), T € [0,00] y z € R se

tiene

T o0
/ f(t)dL = / £ (72 (8)) Lr. <) ds (4.17)
0 0
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y usamos la ecuacién (4.12), obtenemos lo siguiente:

1 [ee]
— E° —art(s) d
h(a) /0 [e ] iy
[o¢]
= E° [/ e_m(s)ds] Fubini
0

= E° [/ eatdLg} ecuacién (4.17)
0

= u”(0,0).

Y, por lo tanto,
E° [e*m(ﬂ = f(s) = e=3/u(00), (4.18)

Para demostrar (4.17) notamos que para funciones de la forma f (t) = 10,1 (t), 7 € R, la

ecuacion es

AT = /0 Lo (72 (8) L7 (s)<1) A8

= /0 Lo<r.(s)<r) L (r.(s)<T) A58
= pfs:7.(s) <m7,(s)<T},

donde p es la medida de Lebesgue. Por otra parte, de la definicién del tiempo local inverso

Ty <5>7 Li = :U’{S:Tz(s) St} - :U’{S:Tz(s) <t}'

1. Como u (0,0) = limq o u® (0,0) (pues el proceso tiene densidades de transicion regulares
y simétricas, y podemos usar 3.9), si suponemos que u (0,0) = oo, de la ecuacién (4.18)
se sigue que 7 (s) < oo para cada s < oo, PV-casi seguramente. Supongamos también
que £ (w) < oo. Ya que LY es continuo y crece sélo cuando X; = 0, se tendria que
LY (w) < co. Pero de la definicién de tiempo local inverso, 7 (L% 4 1) (w) = oo, que es
una contradicciéon. Por lo tanto, £ (w) = oo, P-casi seguramente. Para demostrar que
Lgo = o0, se probard que

L0 = lim L? = 0o cs.
t—o0o

Definamos la sucesién de tiempos de paro 7p = 0y Z,41 = inf {t > 7, +1: X; = 0},

n > 0. Como L (w) = oo, 7, < oo casi seguramente. De la monotonicidad y aditividad
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del tiempo local, se sigue que

[e.e]

Ly > > (L% -1%) (4.19)

n=0
oo

= > (L306z,).
n=0
Pero {LO ofr, } , s una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas. La definicién de tiempo local implica que L(f > 0, PO-casi seguramente y, en
consecuencia, E9 [L(l)] > 0. De esto y de la propiedad fuerte de Markov se sigue que
E° [LY 0 f7,] = E°[LY] > 0. Por lo tanto, el lado derecho de la ecuacién (4.19) es la
suma de variables aleatorias i.i.d. no negativas con probabilidad positiva de ser mayores

que una € > 0. Si aplicamos el lema de Borel-Cantelli, se obtiene el resultado.

. Supéngase que u (0,0) < oo y definase la sucesién de tiempos de paro como en el inciso

anterior. Entonces,

o0

Lgo > Z (Lg'n—i-l o Lg’n) 1(Tn<oo)
n=0
00

= > (L001,) 11, <00)-

n=0

De la propiedad fuerte de Markov y de la ecuacién (4.2),
u(0,0) = E°[L3]
2 ZE (Tu<oe) B [L1]]

= E°[L{] ZPO (7, < ).
n=0

La definicién de tiempo local implica que E° [L?] > 0 y se tiene
lim PY (7,, < o0) = 0.

n—oo

Como los 7,, son no decrecientes, este lfmite implica que P? (N2, {7,, < oo}) = 0 y esto,
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a su vez, que £ < oo, PY-casi seguramente. Puesto que E° [Lgo] =u(0,0) < 00, se tiene
que LY < oo, PY-casi seguramente. Para demostrar que £ < oo, P®-casi seguramente con
x € S general, observamos que {£ > 0} = {1 < oo} y aplicamos la propiedad fuerte de
Markov en Ty para obtener el caso ya demostrado. Para probar que LY < oo, P*-casi
seguramente, basta notar que la ecuacién (3.10) implica E* [L ] = u(z,0) < u(0,0) <

Q.

Lema 56 SiP* (T, < c0) =1y PY(T, < 00) =1, entonces x, y son recurrentes.

Ya vimos cémo construir, para un proceso de Borel por la derecha fuertemente simétrico
X, un tiempo local LY para cada y € S. Aunque no lo estudiaremos aqui, resulta natural
considerar el proceso L = {L{,(t,y) € RT x S} y preguntar si es posible obtener una versién
conjuntamente continua. Con esto nos referimos a que esa versién sea también un tiempo local
de X. La respuesta es afirmativa bajo ciertas condiciones [11]. De aqui en adelante, cuando
hablemos de un tiempo local {L{, (t,y) € RT x S} de X, supondremos que tenemos la versién

conjuntamente continua.
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Capitulo 5

Procesos gaussianos asociados

En este capitulo definiremos los procesos asociados con un proceso de Borel por la derecha,
transitorio y fuertemente simétrico, estudiaremos algunas de sus propiedades y demostraremos
el teorema de isomorfismo de N. Eisenbaum.

Denotaremos por X ~ N (m,a2) que la variable aleatoria real X tiene una distribucién

2

gaussiana con media m y varianza o<, es decir, X tiene funcién caracteristica

(N =F [ei)‘X} = exp <im/\ — 022)\2)

y funcién de densidad

2
fo e — e <_<2—m>>

(2mo2)'/?
para m, o € R. Recordemos que un vector X = (X1, Xo,...,X,) es gaussiano si cualquier
combinacién lineal de sus componentes es una variable aleatoria gaussiana. Dicho de otra forma,
X es gaussiano si para cualquier funcional lineal g en R", g (X) es una v.a. gaussiana. Si

m = (ml,mg, ...,mn), mp=F [Xk] yXm=F [(Xk — mk) (Xl — ml)}, entonces

. Yot
¢y (a):=F [el(“’m)} = exp (z’mat S 2a >
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B 1 x| — (x —m)X~! (z —m)
@) = o (qer oy 2 ™ ( 2 )

para a € R". En este caso, ¥ = {¥j;}},_; es una matriz simétrica con entradas reales y decimos

que es la matriz de varianzas y covarianzas de X.

Definicién 57 Un proceso estocdstico con valores reales {Gy,t € T}, donde T' es un conjunto
de indices, es un proceso gaussiano si para cualquier (t1,ts,...,t,) C T, el vector aleatorio
(G, Gy, -, Gy,)) es gaussiano (equivalentemente, si las distribuciones finito dimensionales del

proceso son gaussianas). Decimos que el proceso es centrado si E [G4] =0 para toda s € T

Si {Gy,t € T} es gaussiano, entonces lo caracterizan su funcién media m (t) = E [G] y su

covarianza I', esto es, la funcién definida en T' x T por
[ (s,t) = cov (Gs,Gt) = E[(Gs —m (s)) (Gy —m (t))].

Proposiciéon 58 La covarianza de un proceso gaussiano es una funcion positiva semi-definida.
Reciprocamente, cualquier funcion simétrica positiva semi-definida es la covarianza de un pro-

ceso gaussiano centrado.

Demostracién. Basta ver que

n n
Y araly = > apal (b, ty)

Rt ki=1
= Z akalE [(Gtk —m (tk)) (th —m (tl))]
k=1

= FE Z aga; (Gy, —m (t)) (Gy, — m (t;))
k=1

n 2
= K <Z Qg (Gtk — m(tk))> > 0.
k=1

Dada una funcién positiva semi-definida I', para todo subconjunto finito {¢1, to, ..., t,} de T,
sea Py, .1, la medida de probabilidad gaussiana centrada con matriz de covarianza I' (g, t;).

Esto define una familia proyectiva (esto es, si {s1, s2, ..., Sy} es un subconjunto de {t1, ta,...,t,}
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y si 7 es la proyeccién canénica de 7™ en T* | entonces Py, s, s, = T (Piyt,..1,)) ¥ bajo la medida
de probabilidad dada por el teorema de extensién de Kolmogorov, el proceso coordenado es un
proceso gaussiano con covarianza I'. m

Como vimos en el Lema 44, la densidad a-potencial de un proceso de Borel por la derecha
y fuertemente simétrico (esto es, con densidades de transicién p; (z,y) regulares y simétricas),
es positiva semi-definida. En consecuencia, a todo proceso de este tipo podemos asociarle un
proceso gaussiano centrado con covarianza igual a su funcién a-potencial. Llamamos a estos
procesos gaussianos, procesos asociados. Si {Gy,t € T} es un proceso asociado, del Lema 45
(u® (z,y) < u® (y,y) para toda z,y € S) se sigue que I' (s,t) = E[G,] E[Gy] < E [G?] AE |G}]
para toda s,t € T.

Para poder estudiar con precisién los procesos asociados, necesitamos el concepto de proceso

local de Borel por la derecha.

Definicién 59 Se dice que X = (Q,G,G;, Xy, 0, P") es un proceso local de Borel por la
derecha, con espacio de estados S y semigrupo de transicion {P,,t > 0}, si satisface las sigu-

ientes condiciones:

1. X es un proceso de Markov simple, continuo por la derecha y con semigrupo de transicion

{Pt7t Z 0}

2. U*f(Xy) es continuo por la derecha en toda t tal que X; € S, para toda o > 0 y toda
f € Cy(Sa).

3. {Gi,t > 0} satisface las condiciones habituales (completa y continua por la derecha).

Lema 60 SiS es compacto, entonces cualquier proceso local de Borel por la derecha con espacio

de estados S es un proceso de Borel por la derecha.

Demostracién. Sabemos que A es un punto aislado (esto es, {A} es abierto) cuando S es
compacto. Sea X; = A. Como X es continuo por la derecha, debe tenerse Xy = A para toda
t<s<s+49, paraalguna > 0. =

En general, los procesos locales de Borel por la derecha no satisfacen la propiedad fuerte de

Markov. Sin embargo, con la hipdtesis adicional de que 1" sea un G,+-tiempo de paro tal
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que X7 € SenT < oo c.s. se tiene un resultado similar ([11], seccién 4.8). Ahora presenta-
mos (sin demostracién) un teorema que nos permite simplificar el estudio de algunas propiedades
de procesos locales de Borel por la derecha fuertemente simétricos, a procesos con espacio de

estados finito. En este caso la medida de referencia que se usa es la medida del conteo.

Teorema 61 Sean S un espacio localmente compacto con una base numerable y T’ (z,y) una
funcién continua en S x S. Supongamos que para todo subconjunto finito S’ C S, T (x,y) es la
densidad 0-potencial de un proceso de Borel por la derecha, transitorio y fuertemente simétrico
X" en S’. EntoncesT (x,y) es la densidad 0-potencial de un proceso local de Borel por la derecha,

transitorio y fuertemente simétrico X en S.

En particular, por el Lema 75, si S es compacto, entonces I (x,y) es la densidad 0-potencial
de un proceso de Borel por la derecha, transitorio y fuertemente simétrico X en S. Si somos
estrictos, en realidad existe una familia infinita de procesos asociados con X, ya que cada
densidad a-potencial define una covarianza. Sin embargo, trabajaremos especificamente con el
caso a = 0. Atn cuando X no tenga una densidad O-potencial, si posee densidades a-potencial
para « > 0. Como se explicé en el capitulo anterior, u® (z,y) es la densidad 0-potencial de X ,
el proceso obtenido de matar a X en un tiempo exponencial independiente con media 1/a. Por
lo tanto, el proceso gaussiano centrado con covarianza u® (z,y) es el proceso asociado de X ,

como se ve de la siguiente definicién:

Definicién 62 Sea S un espacio localmente compacto con una base numerable. Diremos que
un proceso gaussiano centrado {G,,r € S} estd asociado con un proceso local de
Borel por la derecha, transitorio y fuertemente simétrico X, con medida de referencia

m, si la covarainza T’ =T (z,y) = E [G,G,] es la densidad 0-potencial de X para todo x,y € S.

Una matriz A = {Aij}ijl de n x n es positiva (A > 0) si A;; > 0 para toda 4,j. Si A;; <0
para i # j, decimos que A tiene elementos negativos fuera de la diagonal. Si Z;'l:1 A >0,
para toda i = 1,2, ...,n, diremos que A tiene suma de renglones positiva.

No todos los procesos gaussianos son procesos asociados. A partir de las propiedades estu-
diadas para procesos de Borel por la derecha, transitorios y fuertemente simétricos es posible

bosquejar algunas de las condiciones que estos procesos asociados deben satisfacer, por ejemplo:
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1. Como la densidad O-potencial de un proceso de Borel por la derecha, transitorio y fuerte-

mente simétrico es positiva semi-definida, debe tenerse I' (x,y) > 0 para toda =,y € S.

2. Del Teorema 51, debe tenerse que

I'(z,y) =P (T, <00) T (y,y)

I'(z,y) =PY (T, < o00)T (z,2).
Por lo tanto, I' (z,y) <T'(z,z) AT (y,y).

3. Como el proceso es transitorio, del Lema 56 se sigue que no es posible tener P* (T}, < 0o) =
1y PY(T, <o) = 1 simultdneamente. En consecuencia, I' (z,y) < I'(z,z) VI (y,y).

Entonces, la matriz de covarianza

o[ reo) ey
(z,y) T'(y,y)
es invertible y
ffl 1 r (y> y) -I (337 y)

- detf -I (1:7?/) F(JZ,CE)

I . =1 .
Podemos ver que los términos fuera de la diagonal de I' = son negativos y la suma de sus
renglones, positiva. Mds atin, al menos una de estas sumas debe ser estrictamente positiva. Los
resultados subsecuentes presentan condiciones necesarias y suficientes para asociar un proceso

gaussiano con un proceso de Borel por la derecha.

Teorema 63 Sean S un espacio localmente compacto con base numerable y I' (x,y) una funcion

simétrica y continua en S X S. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. T'(z,y) es la densidad 0-potencial de un proceso local de Borel por la derecha, transitorio

y fuertemente simétrico X en S.
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2. Para todo subconjunto finito 8" C S, T (x,y) restringida a S’ x S’, es la densidad 0-
potencial de un proceso de Borel por la derecha, transitorio y fuertemente simétrico X en

S’

3. Para toda coleccion finita x1,x2,...,on, € S, la matriz T' = {T' (mi,xj)}?jzl de n xn
es invertible y T™1 tiene elementos negativos fuera de la diagonal y suma de renglones

positiva.

Demostracién. (1)==(3). Sean o = inf {t > 0: X; € {z1,22,...,2,} N {Xo}} un tiempo
deparoy {L, (z,t) € S x RT} tiempos locales de X. Como I' (z;, z;) es la densidad 0-potencial

de X, es posible normalizar el tiempo local tal que
I (z;,2;) = E% [LY] .
Si usamos la ecuacién anterior y la propiedad local fuerte de Markov, podemos ver que

[ (wi,zj) = E™[E™[La

4l

Dj

Lo ©05) 1(5<o00)|Go]]
xj of )1(0'<oo |ga+”

3G
[ [+
B [ [L2] Ly

]
(Los
= E"[Ly +E" [(LY
= B[] B0
Si definimos b;; = E% [Lﬁj] y hir = P% (X, = ), obtenemos

p
I (a:i,mj) = bij + Z h; I’ (a:k, (Ej) .
k=1

Sean B = {bzy} i,j=1 y H = {hlj}

i1 Entonces podemos reescribir la ecuacién anterior

como

I'=B+ HT

o bien,

B=(I-H)T.
Al tener Xy = m;, necesariamente ocurre o > 0. Esto implica que b;; = E¥ [L¥] > 0y
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bj; = E* [Lﬁj] =0, pues X; # z; para j #1y 0 <t < 0. Por lo tanto, la matriz B es diagonal
con elementos en ella estrictamente positivos. Como B es invertible, tanto I' como (I — H) lo
son y

Ir'=BY(I-H).

Del hecho de que H > 0, se sigue que I'"! tiene elementos negativos fuera de la diagonal.
Ademss, Z§:1 hi; = P% (0 < 00) < 1 para toda i = 1,2, ..., p. Por lo tanto, I'"! tiene suma de
renglones positiva.

(3)=(2). Sea A = {aij}zjzl una matriz de n X n con elementos negativos fuera de la
diagonal y suma de renglones positiva. La idea de la prueba es mostrar que A puede usarse
para construir un proceso de Borel por la derecha fuertemente simétrico en S = {1,2,...,n}.

Definamos A% := 1,y

- . =, (—t)" Al
Py (i,5) = {e tA}@'j - Z TJ
k=0

Queremos demostrar que {P;,t > 0} es un semigrupo de Markov en (S, 5). La propiedad de

semigrupo se obtiene ficilmente, pues

Pys = e

Sea ¢ el mayor elemento de la diagonal de A. Entonces B = ¢ — A > 0, ya que A tiene elementos

t

negativos fuera de la diagonal. Como e~ *! es la matriz diagonal con entradas igual a e~ > 0,

P, =t =¢tBete >0,

Finalmente, debemos probar que P; (z,S) < 1, para toda z € S. Esto es,

hi(t):= {7}, =3 P(i,j) < L.
j=1 j=1
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Pero,
ni(t) = =) {eA},
j=1
= =D D> {4y

j=11=1

n n
= = Z {eitA}il ZAU <0,
=1 j=1

a que e 4 >0 " _A;; >0 (pues A tiene suma de renglones positiva). Esto es, h; () es
ya q Y D1 A p
una funcién decreciente en ¢. Como h;(0) = 1, se sigue el resultado.

Ademds, podemos ver que {P;,t > 0} es un semigrupo de contracciones fuertemente continuo

en C (5) (en este caso identificamos C' (S) con R™):

1. Como P;f (x) = [ P, (x,dz) f (2) y P es un operador positivo con P; (z,S) <1, [ P, (z,dz) f (2) <
sup.es | f (2 f Py (x,dz) y

sup /Pt(x,dz)f(z) = sup ZP,: (x,7)
zeS zes =1
< sup Py (z,7)
xESZ’ ' ’
< sl suleBwJ)l<sup\f()\-
zeS

j=1 JjES

Por lo tanto, || P f[| = supyes |[Bif (2)] < supjes |f (7)] = [I £l

2. Observamos que

tA

Como limy | P; = limy g e™"* = I, la matriz identidad, entonces
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tl0

n
i Pf (@) =1im > Py (@,9) ] () = Pi(w2) f (2) = ] (@),
j=1
Esto es, P, f (x) converge a f uniformemente en z. En consecuencia, lim;_¢ || P.f — f|| = 0.

En consecuencia, podemos usar el Teorema 36 (capitulo anterior) para construir un proceso
de Feller X en S con semigrupo de transicién {P;, ¢ > 0}. Si A es simétrica, entonces claramente
{P;,t > 0} es simétrico y X es un proceso de Borel por la derecha fuertemente simétrico.

Falta probar que si A es invertible, entonces X es transitorio y A~! es la densidad 0-potencial

de X. Por definicién, para a > 0,

Ua = / e_atptdt
0

[ee]
= / e te=tAdy,
0

La integral converge, ya que {P;,t > 0} es un semigrupo de contracciones. Ademds,

(a—l—A)/ e e gt = (a+A)/ e HatA) gy
0 0

_ /°° (de—t<a+A>> dt—1.
o \at

Por lo tanto, U® = (a + A)_l. Si tomamos el limite cuando o — 0, obtenemos que U° =
A~!. Como estamos trabajando en un espacio de estados finito y la medida de referencia es la
medida de conteo, el operador 0-potencial, U (i,4), y la densidad O-potencial, u (i, ) , coinciden,
ya que:

U*(i,B) = U%lp (i)
— [ () dm()
n
= Y u(i,)1B ().
j=1

En consecuencia, podemos aplicar el Lema 55 para concluir que X es transitorio. El resultado

ahora se sigue de identificar {x1,z2,...,2,} con {1,2,...,n} y =1 con A.
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(2)==(1) Es el Teorema 61. m
Sea G = (G1, G2, ...G,) un vector aleatorio gaussiano. G tiene cuadrados infinitamente
divisibles si G? = (G%,G%,...Gg) es infinitamente divisible. Esto es, si para cualquier n,

podemos encontrar un vector aleatorio Z (en RP), tal que G2 tiene la misma ley que

Z1+Z2—|—...—|—Zn,

donde Zj;, j = 1,2,...,n son copias independientes e idénticamente distribuidas de Z.
Diremos que un proceso gaussiano {G,,z € S} tiene cuadrados infinitamente divisibles si,
para cualquier coleccién finita (z1,x2,...,2,) C S, el vector aleatorio (le,ze, ...pr) tiene

cuadrados infinitamente divisibles.
Definiciéon 64 Una matriz A de n x n es una M-matriz si

1. a;; <0, para toda @ # j.

2. A es no singular y A~1 > 0.

Puede demostrarse que si G = {G,,z € S} un proceso gaussiano con funcién de covarianza
continua y asociado con un proceso de Borel por la derecha, transitorio y fuertemente simétrico
X, entonces G tiene cuadrados infinitamente divisibles. De manera reciproca, si G tiene funcién
de covarianza continua I' = {I'(z,y) : x,y € S} con la propiedad de que para cualesquiera
1,2, ..., Tp, la matriz de covarianza T = {Ej} = I' (z;,x;) es positiva definida y si G tiene
cuadrados infinitamente divisibles, entonces T ' es una M-matriz. Sin embargo, no todas las

M-matrices tienen suma de renglones positiva, como puede verse en el siguiente ejemplo [11]:

1 -3 _1 5 5 25
4 3 36 16 6 48

—| _s _1 12 5 8 1
A 1 4 A 5 6 9 2
_1 1 9 2 1 7

3 4 48 2 16

Por lo tanto, necesitamos méds que la condicién de cuadrados infinitamente divisibles para,
que un proceso gaussiano sea asociado. El siguiente teorema, que no demostraremaos aqui,

caracteriza los procesos gaussianos asociados.
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Teorema 65 Sean S un espacio localmente compacto con base numerable y G = {Gy,x € S}
un proceso gaussiano con covarianza I (z,y) continua y positiva definida. Entonces las siguiente

condiciones son equivalentes:

1. G es un proceso asociado con un proceso de Borel por la derecha, transitorio y fuertemente

simétrico X.
2. {(Gm +¢)?xe S} es infinitamente divisible para toda c € R.

3. {(Gx—i—b{)Q,x eSU {(5}} con G5 = 0, donde § ¢ S, es infinitamente divisible para
alguna b # 0. Aqui & ~ N (0,1) independiente de G. Mas aun, si esta condicion se

satisface para alguna b # 0, entonces se cumple para toda b € R.

Ahora nos enfocamos en la relaciéon que hay entre procesos de Borel por la derecha, fuerte-
mente simétricos y sus procesos gaussianos asociados. Aunque existen diversos teoremas que
relacionan los cuadrados de G con los tiempos locales de X, sélo estudiaremos el de N. Eisen-

baum [4]. Por ser un poco mds corta que la demostracién original, presentamos la prueba de

11].

Teorema 66 (Eisenbaum) Sean X = (Q,G, Gy, Xy, 04, P*) un proceso de Borel por la derecha,
fuertemente simétrico con densidad 0-potencial u(x,y) continua y espacio de estados S, y
L={L{ (y,t) € S x RT} un tiempo local para X normalizado tal que E* [L%] = u (z,y). De-
notemos por G = {Gy,y € S} el proceso gaussiano centrado con covarianza u (z,y). Entonces,

para cualquier subconjunto numerable D C S, x € S, y s # 0,

1

{Lgo—i-;(Gy—i-s)Q;yeD,[PxxPG} ley {Q(Gy—l—s)Q;yeD, (1+iﬂ”> IP’G}. (5.1)

FEquivalentemente, para todo x1, s, ...z, € S y funcion medible y acotada F en (R")+, para

todan y s #0,

EEg [F <L§g + % (Ga, + s)zﬂ = Eq [(1 + G:) F (; (Ga; + S)ZH )

donde F (f (2:)) == F (f (21) , f (w2) , s f ().
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Demostracién. Se demostrard que

. X; (Glz + 5)2
exp <Z )\z (Loo + 2))

=1

E*Eq = FEg

(145 ) o ($5 20427

(5.2)
para A1, Ao, ..., A, suficientemente pequenas y donde x = x;. Podemos reescribir la ecuacién

anterior como

n n 2
E*Eq |exp (Z ML?.%) exp (Z )\i(GIi; 5) > _
i=1 i=1
" i (Gg, + 5)? Ga " \i (Gg, + 5)?
Eg [exp <; — ) +Eq e exp (; — 5 .
Es decir,

E <G93 exp <Z?:1 Ai (Gu, + 5)° /2>>

= sE {exp (Z:‘L:1 Ai (G, + 5)? /2)}

=1+

exp (i )\ing>
i=1

Sea ¥ la matriz de covarianza {u (z;,z;)} Se sigue de (5.10) (véase el Corolario 76 del

n
ij=1"
apéndice) que

B (Gaexp (Sii i (G +9°2)) {Ear)
SE [exp (S0 Ai (G, +9)7/2) | |

donde & = (I — SA)"1'S, A es la matriz diagonal con Ajj =Xy 1t =(1,1,...,1)". Por lo tanto,

para obtener la ecuacién (5.2) es suficiente probar que

E* =1+ {iAlt}l

exp <i Aﬂﬁg)
i=1

Pero de la Férmula de Kac II (véase Corolario 52), si 7' es un tiempo terminal, para toda

k se tiene

n

k
n
E* (Z )\ZL?> = k! Z ur (a:l,le))\jl,...,u;p (xjk_l,xjk) )\jk
=1

1,052 eerjz=1
n

_— {EA’“}
Je=1
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En consecuencia,

E*

exp (Zn: )\iL%')
i=1

De esta identidad, con x = x1, se sigue que

fo - {(I—ZA)—1 1?5}1

exp (i: A@ﬁé)
i=1

- {Ilt+(I—ZA)_12A1t}1
- 1+{(I—2A)—12A1t}1

— 14 {imt}l .

Sean py y pio las medidas en (R™)" definidas por

F <L§O+W>]
[ F @i =Ea (14 %) F (§ @+ 7))

para toda F funcién medible y no negativa en (R")*. La medida p; estd determinada por el

/FW%—W%

lado izquierdo de (5.2), su funcién generadora de momentos. M4s atin, esta ecuacién muestra
que [y ¥ Mo son iguales.

Los dos lados de la ecuacién (5.1) determinan medidas en (R*®)" equipadas con la o-algebra
de los cilindros. Lo anterior muestra que estas medidas tienen las mismas distribuciones finito-
dimensionales y, por lo tanto, son iguales. m

Noétese que este resultado estd dado para los tiempos locales totales de procesos de Borel por
la derecha, fuertemente simétricos y con densidad potencial continua. Al usar una demostracién
andloga es posible probar el resultado para procesos cuyos tiempos locales se consideran hasta
tiempos terminales y tiempos locales inversos ([11]). En particular, si aplicamos el teorema de

Eisenbaum a los tiempos locales de procesos matados en Ty, donde 0 es un elemento fijo de .S,
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obtenemos una generalizacién del primer teorema de Ray-Knight.

Teorema 67 (de Ray-Knight generalizado) Sean X = (Q,G, G, Xy, 0, P*) un proceso de
Borel por la derecha, fuertemente simétrico con densidad c-potencial u® (x,y) continua y espacio
de estados S, y L = {LY,(y,t) € S x R"} los tiempos locales para X normalizados tal que
E* UOOO e*“tde] = u®(z,y). Supongamos ademds que P*(Ty < oo) > 0 para toda v € S
y denotemos por G = {Gy,y € S} el proceso gaussiano centrado con covarianza ur, (x,y).

Entonces, para cualquier subconjunto numerable D C S, x € S, y s # 0,
Yy 1 2 z ley |1 2 Gy
LTO+§(Gy+S) cy € D,PY x P » = i(Gy—i-s) ry€eD, 1+? Pg ¢ . (5.3)
Ahora, recordamos que

ug, (x,y) = E* [L%O]

y en el siguiente lema evaluamos ug, (x,y) para el movimiento browniano. Obsérvese que de la

continuidad del mismo se sigue que ug, (x,y) = 0 excepto si x, y tienen el mismo signo.

Lema 68 Sean {Ly,(x,t) € R x RT} los tiempos locales del movimiento browniano. Entonces

2|x| Ayl zy >0
ury (2,y) = : (5-4)
0 zy <0

Demostracién. De las ecuaciones (4.12) y (4.13), y de la propiedad fuerte de Markov se

tiene

e -
u® (z,y) = E* / e tdLY
L/O

o -
= E° / e " dL} +E$[
LJO |
B TO T [ee]
= E° / e dLY| + E” [e‘O‘TOEO [ / e—%dw”
LJO J 0
. :
= E* / e dL}| + E* [e_O‘TO] u® (0,y)
LJO |

r rlo 7 o «@
— Ex / e—atsty 4 U (xaao) (07 y) )
L/ O i
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Es decir,

E® [ /OTOe—atdLi/] - ua(x,y)ua(zo?zéfz)(o’y)

e_m‘m_y‘ e_ml‘ﬂe_m'y‘
V2« a V2« '

Si tomamos el limite cuando o — 0 y xy > 0, obtenemos

- [Ly y e—V2alz—y| _ o—v2a(|z[+]yl)
T0i| = 11m

a—0 V2a

_lz—yl .—v2alz—y| + |24yl . —v/2a(|z|+]y])
V2a V2a

a—0 1/V2a

que es lo que se querfa demostrar. m

Enseguida enunciamos el primer teorema de Ray-Knight, donde {Lf, (z,t) € R x RT} de-
nota los tiempos locales del movimiento browniano y Wy, W; son dos movimientos brownianos
independientes que comienzan en cero. Recordemos que {WE —l—Wf ,t € R*} es llamado el

cuadrado de un proceso de Bessel de segundo orden.

Teorema 69 (de Ray-Knight) Sea x > 0. Entonces, bajo la medida P* x wa,
. l .
{ TTO + (Wt{gj + Wffx) ].(tzx),t S R+} 2 {WE + W?,t S R+}

en C (RT). Equivalentemente, bajo P* y en [0,z] , L7, tiene la ley del cuadrado de un proceso
de Bessel de sequndo orden {Y;,0 < r <z} con Yy =0 y a partir de x continiia como un proceso

cuadrado de Bessel de orden cero {Z,,x <r < oo} con Z, =Y.

Nos gustaria hacer evidente la equivalencia de los teoremas de Ray-Knight y de Ray-Knight
generalizado. Para lograr esto, notamos que si ur, (z,y) estd dada por la ecuacién (5.4), entonces
{Gy,y € R} es {V2W,,y € RT}, donde {W,,y € RT} es un movimiento browniano estandar.

Definimos s = s/1/2 y usamos la continuidad del browniano para reescribir (5.3) con z > 0y
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s> 0:
(W, +s)°:yeRT mepw}ley{(W +5)?:yeRT ( +>]P’W}

(1,5
la medida de probabilidad del movimiento browniano que comienza

Si denotamos por P
en s > 0, la ecuacién anterior queda como
(5.5)

{ + W2 y€R+,PrxP§V}ley{W2 yER+< )Ps}

Consideramos primero el caso restringido donde y € [0, z], de tal forma que obtenemos
. (5.6)

{ + W2 ye[()x},wxpav}’ey{w? y € [0, 2] < )PS}

De hecho,
LY +W? P x P35, LY W2 1 Py
To y € [0, 2] X Py y € [0,7], (To>z)

A suficientemente pequenas

ya que para cualesquiera 0 < y; < ya < ... < Yp < T Y A1, Ag,
(5.7)

([11], pagina 369),
E* | 1(gy<z)Wa exp (Z AiWyi)] =0.

i=1
Sean B; el movimiento browniano matado en Ty y P lamedida de probabilidad con respecto
)

a este proceso. Si {Y;,t > 0} denota un proceso de Bessel de orden 3, entonces {Y;,t > 0} es
(5.8)

proceso de Borel por la derecha y satisface la ecuacién

ﬁfi (Y2,) %ﬁfz (B\ti)
i1

S -
i=1
ny0<t; <..<t,=t([11] seccién 4.5.1). Reescribimos

para f; € By ((0,00)) coni = 1,2

(5.6) para B

{14, +W2iyel0,a], P x Py | 24 B2
Yv2iyeoq]
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donde Y; es el proceso de Bessel de orden 3 que satisface (5.8). Sabemos que bajo P§;,, Wy2 es
el cuadrado de un proceso de Bessel de orden 1 que comienza en s y observamos que bajo Ps,
Y;f es el cuadrado de un proceso de Bessel de orden 3 que comienza en s2. Se sigue del Teorema
77 que bajo P*, L%}O es el cuadrado de un proceso de Bessel de orden 2 que comienza en cero.

Para estudiar el comportamiento de L%O cuando y > z, observamos que de (5.5) se tiene

W,
{L;jy + W2, iy €RT P x P;V} ‘@ {W§+y cy €RT, <8"”) IP’?,V} . (5.9)

Si escribimos Wyqy = W, + Wy, donde Wy es un movimiento browniano independiente que

comienza en cero, la ecuacién anterior queda como

(LY + (Wo +T7,)" 1y € RY P x Py x P}
— W,
= {(W1+Wy)2 :y€R+,( f) W xuvgv}
S

N2
lg’{(,/L%)#—Wf—i-Wy) :yER*,IP’“XIP’f,VX]P’?/V}.

Notamos que dado W, (Wx +Wy)2 es el cuadrado de un proceso de Bessel de orden 1
N2

que comienza en W2 bajo IP’OW. De igual manera, dados Wy y L7, , (, /L7, + W2+ Wy> es el

cuadrado de un proceso de Bessel de orden 1 que comienza en L7, + W2 bajo IP’OW. Del Teorema

77 se sigue que, condicionado en L7, L%Ty tiene la ley del cuadrado de un proceso de Bessel

de orden cero que comienza en L7, , bajo P*. Por lo tanto, tenemos la equivalencia de ambos

teoremas.
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Comentarios finales

Los resultados aqui presentados son vélidos para procesos de Markov simétricos y parece
natural preguntarse si es posible obtener algo similar para procesos de Markov méds generales
(esto es, no simétricos). En anos recientes, se ha estudiado una clase de procesos llamados pro-
cesos permanentales. Estos procesos pueden verse como una generalizacién de los cuadrados
de procesos gaussianos centrados. N. Eisenbaum y H. Kaspi [5] estudian la relacién entre estos
procesos permanentales y el proceso de tiempo local de procesos de Markov generales, y de-
muestran que un proceso permanental es infinitamente divisible si y sélo si estd asociado con
un proceso de Markov. Es decir, en el caso no simétrico la divisibilidad infinita caracteriza al

proceso asociado.

86



Apéndice

Algunos de los resultados auxiliares de esta seccién se presentan sin demostracién, pues se

consideran estdndar de los cursos de Andlisis, Probabilidad o Procesos Estocédsticos.

Teorema 70 (de las clases mondétonas) Sean X un conjunto y K una coleccion de fun-
ciones reales acotadas (X — R) cerrada bajo multiplicacion (fg € K para toda f,g € K ). Sea
A la sigma dlgebra en X generada por K. Supongamos ademds, que H es un espacio vectorial
(i.e. cerrado bajo combinaciones lineales) de funciones acotadas R-valudas en X que contiene
a K y a las funciones constantes, y que satisface lo siguiente: si f : X — R es acotada y existe
una sucesion de funciones no negativas f, € H que crecen puntualmente a f, entonces f € H.

Entonces H contiene toda funcion A-medible acotada y R—valuada en X .

Teorema 71 (de Fubini estocdstico) Sean (A, A) un espacio medible, (2,G,G:,P) un es-
pacio de probabilidad que satisface las condiciones usuales y { Xy, t > 0} una semimartingala
continua con respecto a (G¢),~q- Sean también P la sigma dlgebra de los conjuntos previsibles

en Q x RT y g una funcion A ® P-medible y acotada. Entonces:

1. Eziste una funcion h(a,w,t) A® G @ B(RT)-medible tal que {h(a,-,t),t > 0} es indis-
tinguible de {fgg (a,-,s5)dXs,t> O}, para todo a € A.

2. Si p es una medida positiva y finita sobre A, entonces para cada A € A,

/ I (a, -, )] 1t (da) < o0 c.5.
A

y {[ih(a,- s)p(da),t >0} es indistinguible de {fg (f19(a,-s)p(da)) dXs,t > 0}.
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Teorema 72 (Criterio de Kolmogorov) Siz € R? yY, ; es continuo ent, para la existencia

de una modificacion bicontinua es suficiente que se satisfaga

E {sup Y. — m,sp} < Cilz— :L”H_E
s<t

para €,p, Cy constantes positivas.

Teorema 73 (Desigualdad de integrales de Chebyshev) Si f1, fa, ..., fn son funciones no

negativas, integrables y mondtonas o mondtonas crecientes, definidas en |a,b], entonces

/f1 d:c/f2 ) de.. /fn Y < ( nl/fl ) fo (&) fo () de

Lema 74 (Ley cero-uno de Blumenthal) Sea A € Fy. Entonces, para cualquier x € Sa,

P* (A) es igual a cero o uno.

Lema 75 Sea ((y,(s) una variable aleatoria gaussiana con media cero en R?. Entonces, para

toda s # 0,
B¢ exp (s¢)] _

SElep (sG] © el

Demostracién. Sabemos que si £ es una variable aleatoria gaussiana centrada en R™ con

matriz de covarianza ¥ y a € R", entonces la varianza de u = (a,&) estd dada por o2 =

E {(a,f)ﬂ =aXaly

1 z w2 /262
P((ayg)g$):(2m_2)1/2/_oo€ /2 dU
En consecuencia,
Elexp((a,8))] = 1/00 ete—u?/20° g,
’ 2ro2)?

1 > —u? + 2uo? — ot
= exp (0'2/2) m / exp ( 202 > du
yea —00

1 > —\Uur+o 2 ag
= eXp(O’2/2)(27m-2)1/2/ e (+2) /2 2du

(aZat)
= exp 5 )
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Por otra parte, si t € R, entonces ¢{¢; 4+ s(, es una variable aleatoria normal con varianza

E (¢, + 50,)°| = 2B (3] + 2B [C1Ga) + 52 [(3)

E lexp (t¢; + 53)] = exp (B [(F] /2 + tsE [(1¢o] + s*E [¢3] /2) .

Si derivamos esta expresién con respecto a ¢t y hacemos ¢t = 0, obtenemos

B¢y exp (s¢2)] = exp (s°E [(3] /2) sE (1]

0 equivalentemente,

E [y exp (s(y)]
sexp (S2E [C%} /2)

= E[C1C2] .

2 2
Pero exp <8E2[<2]> = F [exp (s(3)]. Por lo tanto, se tiene el resultado. m

Corolario 76 Sea ¢ = ((y,(y,-..,(,) una variable aleatoria gaussiana. Se tiene que, para toda

s #0,
E [Cl exp (Z?zl i (G +9)” /2)]

sE [exp (2?21 A (G + 5)? /2)} = {EAl }1,

(5.10)
donde usamos 1 para denotar el vector cuyas componentes son todas tgual a 1, Y= (Zfl — A)f1 =

(I —SA)'S y A es la matriz diagonal con Ajj = Aj.

. . . 2 o
Demostracién. Si expandimos ({; + s)” y cancelamos los términos con s2, podemos ver

que el lado izquierdo de la ecuacién anterior es igual a

E [Cl exp (s Z?:l AiC;) exp (Z?:l AiC?/Q)] B E [(y exp (s Z?:l iG]

sE [exp (s 20 M) exp (0 Xic2/2)] sE fexp (s 20 MiGy)]

donde
E [9 (Cla <27 e Cn) exXp (Z?:l )‘ZC?/Q)]

B[ (¢1:CamiCa)] = B [oxp (i Aic?/2)]
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para toda funcién medible g en R". Esto es, bajo IF’, ¢ es una variable aleatoria gaussiana con

media cero y covarianza 3. Del lema anterior, notamos que
n
¢ (Z Aici) ]
i=1
n

- {f)Alt}l.

E [51 exp (8 i1 AiG)] - E
sE [exp (s Z?:l AiG;)]

Teorema 77 Sean Z y Z' procesos estocdsticos independientes tales que Z es el cuadrado de
un proceso de Bessel de orden § que comienza en x y Z' es el cuadrado de un proceso de Bessel
de orden §' que comienza en ' con §,6' > 0. Entonces Z + Z' es el cuadrado de un proceso de

Bessel de orden § + &' que comienza en x + x'.
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