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y amigos que si ahora no cito expĺıcita y puntualmente no es por ausencia, sino
pretextando mi mala memoria) por intentar transformar al mundo, transformándonos
a nosostros mismos, a pesar de los resultados y haciendo votos por nuevas emergencias
y convergencias.
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2.6 Modelos estocásticos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3 Distribuciones rango-orden 41
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Introducción

Desde hace poco tiempo, el estudio de fenómenos colectivos se ha visto beneficiado
por los cambios tecnológicos ocurridos en el terreno de la computación. La existencia
de grandes bases de datos, el seguimiento capilar de multitud de fenómenos digitali-
zables (es decir, el registro en tiempo real de una gran cantidad de observables),
la popularización de las tecnoloǵıas afines, aśı como el incremento en la velocidad
de cómputo, han incrementado las posibilidades de exploración y entendimiento de
gran cantidad de fenómenos; entre las caracteŕısticas que comparten se encuentra la
gran cantidad de elementos interactuando y la notable existencia de distribuciones
peculiares, que se pueden describir en términos de leyes de escalamiento o leyes de
potencia, o, como en el caso de este trabajo, diversas generalizaciones de las mismas.

La investigación de leyes de potencia, en diversos campos, lleva ya más de un
siglo. En el caso de la f́ısica, durante algún tiempo se centró en el estudio de los
fenómenos cŕıticos y las transiciones de fase; pero la aparición de estad́ısticas que se
pueden ajustar mediante leyes de potencia, y en diversos contextos, ha motivado la
recopilación de datos en los más diversos campos, provocando un efecto rećıproco:
las leyes de potencia (es decir, de un único exponente) han aparecido por doquier.
Se observan en la distribución de meteoritos, ingresos, terremotos, guerras, llamadas
telefónicas, citas de art́ıculos cient́ıficos, palabras, ciudades, etc. Tal ubicuidad ha
motivado la reflexión teórica pues siguiendo una de las largas tradiciones de trabajo
en f́ısica, se considera que debe haber mecanismos generales que las expliquen, a pesar
de que los datos no sean tradicionalmente procesados en f́ısica.

La ubicuidad de las leyes de potencia abarca las formulaciones rango-tamaño;
desafortunadamente en muchos casos el ajuste falla en los extremos, es decir, el es-
calamiento sólo es válido para algún intervalo, que usalmente no incluye las colas.
Es aśı que algunos autores han empleado desde la distribución lognormal hasta dis-
tribuciones de exponenciales truncadas, pasando por combinaciones de ellas (siendo el
caso de la distribución doble de Pareto-lognormal [61]), esperando mejorar los ajustes.
Lamentablemente, tales intentos no son capaces de ajustar al mismo tiempo las dos
colas, y no se diga ya la descripción del intervalo completo de definición.

vii
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Diversos ordenamientos rango-tamaño, entre los que se encuentran: a) el factor
de impacto de las revistas cient́ıficas [43], b) las secuencias genéticas de mapeos uni-
modales [11], y c) la estad́ıstica de las notas musicales [12], sugiere la existencia de
distribuciones que se ajustan muy bien mediante el producto de dos leyes de poten-
cia definidas sobre el conjunto completo de los datos, incluyendo las colas; una de
ellas medida de “derecha a izquierda” y la otra de “derecha a izquierda”, y con coefi-
cientes de correlación que rivalizan con los de las otras aproximaciones o que incluso
los superan. La relación funcional de que hablamos, la ley de potencias de dos colas
del t́ıtulo, y denotadas por {a, b}, en la literatura se denomina función beta de dos
parámetros. La exposición central de este trabajo se da alrededor de la estad́ıstica
del ranking mundial de universidades, para el que se encontró un muy buen ajuste
en términos de la misma ley de potencias de dos colas: una función beta de dos
parámetros.

En el caṕıtulo 1 se hace una revisión de las primeras conceptualizaciones relativas
a las leyes de potencia: los fenómenos cŕıticos y los conjuntos fractales; además se
presentan algunas propiedades matemáticas para el caso continuo, como es la homo-
geneidad y su equivalencia en términos de libertad de escala.

En el caṕıtulo 2 se continúa con la exposición de algunas propiedades matemáticas,
pero ahora en el caso de distribuciones; se presentan casos históricos representativos,
asociados a los nombres de Pareto y Zipf (la distribución de ingresos, la estad́ıstica
de ciudades y la estad́ıstica de palabras); finaliza con la descripción de un modelo
estocástico (Reed [60]) para el caso de la distribución de los asentamientos humanos.

En el caṕıtulo 3 se abordan los resultados que sugirieron la búsqueda en el ranking
mundial de universidades: el caso de los factores de impacto de revistas cient́ıficas.
Para el caso de las universidades, se citan las fuentes, sus metodoloǵıas, y se ex-
ponen los resultados obtenidos para tres indicadores bibliométricos durante los años
2003-2007. El caṕıtulo finaliza con una exploración cualitativa, para el caso de las
universidades, sobre las fluctuaciones, y se emplea una graficación debida a Michael
Batty [9]: los rank-clocks, que intentan hacer una aproximación visual de la evolución
temporal de los rangos.

En el caṕıtulo 4 se exponen un par de modelos estocásticos que son fuertes can-
didatos para explicar la dinámica subyacente que genera fenómenos con leyes de po-
tencias de dos colas. El primero de ellos se basa en algunas analoǵıas, en términos de
termalización, y se extrae de la dinámica de comunidades ecológicas, donde ha sido
importante el trabajo de Hubbell [31]; después se generaliza y se establecen algunas
condiciones para que se pueda obtener la representación {a, b}. Posteriormente, a
partir de la ecuación de Langevin se pasa a una ecuación de Fokker-Planck, para ser
resuelta en el caso estacionario, y sumado a condiciones espećıficas, dar lugar, nueva-
mente, a una ley de potencias de dos colas. Finalmente, en el caṕıtulo 5 se elabora la
discusión y algunas conclusiones.



Caṕıtulo 1

Aspectos generales

1.1 Gigantes, escalas, leyes de potencia y colas

Los viajes de Gulliver(1726), de Johnatan Swift, es referencia obligada cuando se
trata de abordar el tema de los objetos escalados, ya sean miniaturas o gigantes. En
la descripción que hace de Lilliput y Brodignag (la tierra de humanos miniatura y la
tierra de los gigantes, respectivamente), logra un verdadero reportaje en tanto que sus
descripciones concuerdan con las medidas exactas, poniendo gran atención a las pro-
porciones, aunque ninguna a las posibilidades de existencia f́ısica. Y ello es correcto,
pues no intentaba dar cuenta de eso, sino hacer fluir las letras. Dejando de lado las
múltiples interpretaciones a las que se pueden someter las traveśıas gulliverianas (que
van desde la cŕıtica sociopoĺıtica hasta el psicoanálisis), la idea de que seres vivos a
escala existan, tanto gigantes como miniaturas, es atrayente por śı misma.

En sus Diálogos referentes a dos ciencias nuevas (1638), Galileo explora las posibi-
lidades de un mundo habitado por gigantes, es decir, objetos (animales y estructuras)
cuyos tamaños han sido aumentados varias veces. Las dos ciencias nuevas a las que
Galileo se refiere son la ciencia del movimiento (cinemática) y la ciencia de resistencia
de materiales. Una pregunta que surge de manera natural en este último campo es:
¿cómo debemos modificar un cierto objeto (animal, construcción, etc.) para que al
hacer una escala1 del mismo, su estructura no se desplome bajo su propio peso? Dicha
cuestión es presentada en varios textos básicos de f́ısica y bioloǵıa, con las siguientes
variantes: ¿puede existir una hormiga tan grande como un elefante?, ¿es posible que
exista una célula del tamaño de una hormiga?

Para responder a estas cuestiones, reproduzcamos una argumentación parecida a
la dada por Galileo, y concentrémonos en que el ‘objeto’ a considerar es una vaca (no
necesariamente esférica): Como el peso de la vaca es proporcional a su volumen, y
la resistencia de sus huesos es proporcional a la sección transversal, si queremos una

1Aqúı al ‘hacer una escala’ nos referimos a aumentar el tamaño, aunque muy bien podŕıa uno
pensar en disminuirlo.

1



2 Leyes de potencias de dos colas

vaca gigante, digamos del doble de tamaño de una vaca común, tendremos que la vaca
gigante pesará 8 veces más que la normal, pero la resistencia de sus huesos deberá
aumentarse más del doble para poder soportarla; por lo que si seguimos aumentando
el tamaño de la vaca y conservando su forma, en algún momento sus huesos no la
soportarán y entonces no podrá vivir. De manera que la respuesta a las preguntas
planteadas es negativa.

Del mismo modo, imposible seŕıa edificar las estructuras óseas de los
hombres, caballos y demás animales de manera que quedasen trabadas
y cumpliesen sus funciones ordinarias si dichos animales tuvieran que au-
mentar enormemente su estatura; porque este aumento de estatura no
puede lograrse sino empleando un material más duro y fuerte que el de
costumbre o agrandando el tamaño de los huesos, y cambiándoles aśı la
figura . . .
(Galileo, Diálogos referentes a dos ciencias nuevas, reproducido en [52],
p. 29.)

Pero no hay que pensar en fantaśıas que podŕıan rayar en la monstruosidad para darle
la razón a la descripción galileana, pues nos ocurre en cierta medida a los humanos: en
un bebé, su cabeza es mayor en relación a su cuerpo que en un adulto; a medida que
crece, el cuerpo del bebé se va deformando para poder cumplir las funciones que su
crecimiento demanda, por ejemplo, la cabeza va ocupando cada vez menos porcentaje
de la masa corporal, y de manera paralela el tronco va aumentando su porcentaje
relativo. En otras palabras, los bebés no son seres a escala de los adultos: la cabeza
crece a un cierto ritmo, el tronco a otro y las extremidades a otro más.

Figura 1.1: Comparativo del cuerpo humano a varias edades, indicadas por los
números que están debajo. Nótese el cambio relativo para cada edad.
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Matemáticamente se dice que dos objetos son semejantes cuando uno está hecho
a escala del otro; en este sentido, los bebés no son nuestros semejantes, tan sólo son
parecidos a nosotros. Ahora bien, para asegurarnos de que dos cuerpos, C y C ′, son
semejantes, debemos comparar sus lados correspondientes, y lo serán en el caso en
que hallemos que existe una razón constante λ, en ese caso podremos decir que uno
es la escala del otro.

Figura 1.2: Huesos.

Si existe λ = d′/d, el factor de escala o de escalamiento, también se pueden
considerar las razones de sus áreas y volúmenes correspondientes. Se tiene entonces
que:

A′

A
= λ2 V ′

V
= λ3

De manera muy general, y pensando en el caso del desarrollo humano, se podŕıa
pensar en que el factor de escala sea una función de los puntos correspondientes a
considerar, de forma tal que para lados correspondientes diferentes, factores de escala
diferentes (es lo que le ocurre a los fractales afines). Si el factor de escala es constante,
podemos construir tres funciones, que denotan las razones entre longitudes, áreas y
volúmenes, tales que:

fp(λ) = λp con p = 1, 2, 3 para longitud, área y volumen respectivamente.
Estas funciones aśı definidas pertenecen a un tipo general de funciones (sobre el

campo de los números complejos) que se conocen como funciones potenciales, y que
tienen la forma:

f(x) = axp (a, x, p ∈ C) (1.1)

De estas funciones también se dice que siguen una ley de potencia (ley potencial
o ley de escala), y para los casos de interés f́ısico de este trabajo pensaremos en fun-
ciones reales de variable real. Cuando decimos que un fenómeno sigue una ley de
potencia es suficiente con que la función que lo describe tenga un comportamiento
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asintótico, lo que se denota por f(x) ∼ xp.

1.2 Escalas t́ıpicas, jerarqúıas y descripciones

Planteado en la terminoloǵıa de la sección anterior, podemos decir que en la f́ısica
abundan las leyes de potencia. En electromagnetismo se tiene la ley de Coulomb;
en mecánica, la ley de gravitación universal. De hecho tienen la misma forma fun-
cional, pero con significados e implicaciones f́ısicas muy diferentes. Aparentemente
no hay ĺımites a su campo de acción, y decimos aparentemente, porque se sabe que la
mecánica cuántica y la relatividad las limitan a ciertas escalas. Se tiene también que
la enerǵıa elástica de un resorte crece como ley de potencia y que aparentemente no
tiene ĺımites, pero sabemos que ese crecimiento está acotado, ya que los resortes no
son ideales sino que a veces se deforman permanentemente perdiendo sus cualidades
elásticas o de plano se rompen. Todos estos ejemplos de leyes de potencia comparten
el hecho de que se refieren a part́ıculas puntuales, y que una vez fijada una de ellas
para su estudio, se la observa en lo sucesivo. Comparten también el hecho de que
tienen ĺımites de aplicación dados por la f́ısica, es decir, se aplican a ciertas escalas.

Regresando al ejemplo de la vaca, podemos decir también que existen seres vivos
tan grandes como la resistencia de sus huesos se los permite (en el caso de los ver-
tebrados), y que ello limita las posibilidades de la biodiversidad, pues aunque la
resistencia ósea no es el único factor involucrado –en última instancia condicionada
por la gravedad [78]–, śı juega un papel central; además entran en juego factores
dinámicos, las funciones de sus órganos, la relación entre el tamaño de su piel (área) y
la disipación energética, la disponibilidad de alimento, etc. (ver [5] y [78]). Podemos
también decir que la vida –al menos como la conocemos– tiene una escala definida,
aunque hay que mencionar lo sorprendente que resulta el que abarque tantos órdenes
de magnitud (desde 10−6 m para los microbios hasta 3x101 m en el caso de las ballenas,
o incluso más en el caso de los extintos dinosaurios).

De manera general, observamos objetos a diferentes escalas: la nuestra, la de
las galaxias, la de los microbios, la atómica y aśı. Y es el hecho de que la materia
esté organizada jerárquicamente en niveles y escalas bien definidos (quarks, hadrones,
átomos, moléculas, macromoléculas, células, órganos, seres vivos, etc.) lo que posi-
bilita la existencia de la f́ısica, la qúımica y la bioloǵıa, pues seŕıa imposible estudiar
cualquier fenómeno natural si para hacerlo debiéramos describir todos sus compo-
nentes atómicos (ver [18]). El éxito de casi todas las teoŕıas prácticas en f́ısica de-
pende de aislar a los objetos de estudio en algún rango limitado de escalas. Si fuera
necesario conocer la posición y la velocidad de todas y cada una de las moléculas en
hidrodinámica, nos quedaŕıamos pasmados, pues no existen herramientas de cálculo



Caṕıtulo 1. Aspectos generales 5

que manipulen semejante número de ecuaciones.
Pero no sólo en cuanto a la organización de la materia existen escalas definidas (y

no sólo para la f́ısica, sino también para la bioloǵıa), pues la mayoŕıa de los fenómenos
naturales tiene asociada una escala espacial y temporal (tienen un origen y un fin).
Y si queremos entenderlos debemos elegir adecuadamente la escala de descripción.
También vemos de forma general que los eventos que se distinguen por una gran
disparidad en tamaño tienen poca influencia uno sobre el otro y que los fenómenos
asociados con cada escala pueden ser tratados de forma independiente. Por ejemplo,
las olas del mar pueden ser descritas como perturbaciones de un medio continuo,
ignorando por completo la estructura molecular del ĺıquido. Y lo mismo vale para la
electricidad: su naturaleza granular se ignora en la descripción maxwelliana.

Incluso a nivel de f́ısica teórica hay escalas definidas, pues se piensa en la existencia
de objetos f́ısicos a niveles ultramicroscópicos y responsables de toda la materia: las
supercuerdas, y que tienen asociadas una escala caracteŕıstica conocida como“escala
de Planck”. Se supone que en esa escala ocurren fenómenos f́ısicos muy interesantes
y trascendentes, pero lo sorprendente aqúı es que se puede calcular el orden de mag-
nitud de las cosas de interés, i.e. las consideradas unidades fundamentales (longitud,
masa y tiempo de Planck) empleando tan sólo análisis dimensional.

1.3 Funciones homogéneas y funciones libres de escala

Hasta ahora sólo nos hemos referido a fenómenos a los que se les asocia una escala
t́ıpica; hemos hablado de fenómenos que están ‘atados’, por aśı decirlo, a ciertos
tamaños. Pero qué pasaŕıa si hubiesen fenómenos que no se asociaran a una escala o
un tamaño en particular, sino que tuvieran libertad, que fueran libres de escala.

Puesto que hacemos nuestras descripciones f́ısicas en lenguaje matemático (a la
Galileo), podemos preguntarnos cómo describir los cambios de escala en este lenguaje,
lo que equivale a pensar en términos de transformaciones, en este caso, transforma-
ciones de cambio de escala. Es decir, estamos frente a la búsqueda de invariantes
ante cambio de escala, lo que nos evoca inmediatamente a los famosos principios de
conservación, los cuales surgen al considerar los invariantes ante cierto tipo de trans-
formaciones (espaciales y temporales), y que se resumen en el teorema de Noether, y
que además definen una cierta geometŕıa. En nuestro caso también la hay: la de los
conjuntos fractales, como veremos más adelante.

En termodinámica tenemos ejemplos de cantidades que no dependen del tamaño,
como la temperatura, y se les denomina variables intensivas. La entroṕıa y la enerǵıa,
entre otras, dependen del tamaño del sistema, y variables como éstas se las llama
variables extensivas. Lo interesante para nosotros es que esa dependencia del tamaño
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no es cualquiera imaginable, sino que se puede poner en términos de un tamaño patrón.
Es decir, las variables extensivas se reproducen a śı mismas cuando se aumentan los
tamaños, y lo que las modifica es un factor multiplicativo que sólo depende del factor
de escalamiento.

Supongamos que medimos la cantidad x de un objeto, si ahora denotamos con
primas a un objeto semejante (aumentado o disminuido) λ veces, tenemos que: x′ =
λx es la transformación de cambio de escala. Sea F (x) una función de x. De lo dicho
en relación a las variables extensivas, podemos decir que F es libre de escala si ante la
transformación anterior se reproduce a śı misma excepto por un factor multiplicativo
que depende del factor de escala λ. Es decir, F (x) será libre de escala si es de la
forma:

F (λx) = g(λ)F (x) (1.2)

Pero habiendo expresado lo anterior, estamos ya completamente dentro del terreno
de las matemáticas, pues una función que satisface (1.2), se dice que es homogénea
por definición.

Vemos claramente que las propiedades de las variables extensivas se expresan
en términos de funciones homogéneas, pues una función homogénea F (x) tiene la
propiedad de que si conocemos su valor en un punto, x = x0, y conocemos la forma
funcional de g(λ), entonces conocemos a la función en todo su dominio. Ello es
consecuencia de que cada valor de x puede ser escrito en la forma λx0, y de que

F (λx0) = g(λ)F (x0)

lo que nos dice que el valor de la función F (x) en cualquier punto está relacionado
con el valor de F (x) en el punto de referencia x = x0 por un simple cambio de escala.
Por supuesto que el cambio de escala es, en general, no lineal (a menos de que g(λ)
sea lineal).

La forma general de la función g(λ) se puede encontrar de la siguiente manera:
Primero notemos que el producto de dos cambios sucesivos de escala es:

F (λµx) = g(λ)g(µ)F (x)

Aśı que:
g(λµ) = g(λ)g(µ)

Supongamos que g(λ) es diferenciable.2 Si tomamos la derivada con respecto a µ,
encontramos

∂

∂µ
g(λµ) = λg′(λµ) = g(λ)g′(µ)

2En el caso más general no se necesita esta hipótesis, pero la prueba se simplifica con ella.
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donde g′(µ) = (∂/∂µ)g(µ). Ahora hagamos µ = 1 y definamos g′(µ = 1) ≡ p.
Entonces

λg′(λ) = pg(λ)

que se puede reescribir como

g′(λ)
g(λ)

=
d

dλ
ln g(λ) =

p

λ
(1.3)

De acuerdo con (1.2), tenemos que g(1) = 1; y si integramos esta última ecuación
(1.3), de 1 a λ, encontramos finalmente que:

g(λ) = λp

Que, como dećıamos, en general no es lineal a menos de que p = 1. Por tanto,

F (λx) = λpF (x) (1.4)

y se dice entonces que F (x) es una función homogénea cuyo orden o grado es el
exponente p. Si queremos conocer la forma de F (x), hagamos λ = x−1 en la ecuación
(1.4), para obtener que:

F (x) = F (1)xp = Axp (1.5)

con A = cte., esto es, toda función homogénea sigue una ley de potencia. Y vice-
versa, pues todas las funciones tipo ley de potencia satisfacen la definición de función
homogénea. De hecho, muchos autores usan indistintamente los términos ley de po-
tencia, ley de escala, función homogénea y escalamiento.

No es casual que hayamos llegado a la homogeneidad a partir de las variables
extensivas, pues de hecho, cuando se presenta la termodinámica de forma axiomática
se postula que lo que llamamos variables intensivas son funciones homogéneas de orden
cero, y las llamadas variables extensivas son funciones homogéneas de primer orden
(ver por ejemplo [15]).

Otra forma de ver por qué una ley de potencia es libre de escala es hacer lo sigui-
ente: Comparemos funciones del tipo (1.5), con p arbitrario, con alguna otra función
y que representen alguna cantidad f́ısica. Sea x0 la unidad patrón para medir a x,
entonces:

F (x) = A′
(
x

x0

)p
Consideremos g(x) = exp

(
x
x0

)
, donde el argumento sólo puede ser adimensional (lo

mismo se podŕıa hacer con funciones trigonométricas). ¿Cuál es la diferencia entre
las funciones F (x) y g(x)?
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1) Tomemos un intervalo logaŕıtmico centrado en x0, (x0
3 , 3x0) = (a, b), y sea

∆g ≡ gmáx
gmı́n

, donde gmáx = g(b), gmı́n=g(a), entonces, para este intervalo ∆g = e
8
3 . Si

ahora cambiamos el centro a x′0 = 9x0, en el intervalo (x
′
0

3 , 3x
′
0), tendremos que ahora

∆g = e24. En general, si cambiamos el centro, ∆g variará, de manera que las gráficas
de g no son modelos a escala unas de otras; no es posible superponerlas mediante un
simple cambio lineal (una contracción o una dilatación) de escala de los ejes. No son
gráficas semejantes.

2) Si ahora hacemos lo mismo con nuestra función F , encontramos que ∆F = 9p

para todo intervalo; ahora śı será posible superponer todas las gráficas realizando un
simple cambio lineal, lo que se puede ver en la figura 1.3.

Figura 1.3: Superposicion de gráficas mediante un simple cambio lineal.

Por lo tanto, un fenómeno que se describe con una ley potencial, tiene el mismo
aspecto, independientemente de la escala a la que se le mire; sus propiedades se hacen
independientes de la escala de observación y por ello es libre de escala.

El concepto de homogeneidad se puede extender a funciones de un número arbi-
trario de variables. En el caso de n variables, se puede pensar que x es un vector
n-dimensional, por lo que la ec. (1.1) se verá de la forma:

F (λ~x) = g(λ)F (~x)

y por argumentos similares se puede probar nuevamente que g(λ) = λp .
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Aun se puede generalizar un poco más, y tener funciones homogéneas generali-
zadas con n exponentes, en vez de uno solo. Si pensamos en el caso de una función
homogénea generalizada de dos variables F (x, y), ésta siempre se puede escribir de la
forma

F (λpx, λqy) = λF (x, y) (1.6)

y aśı, la función está caracterizada por dos parámetros, p y q, que se conocen también
como exponentes de escalamiento.

Se podŕıa pensar que (1.6) tiene una generalización más, una expresión del tipo:

F (λpx, λqy) = λsF (x, y) (1.7)

pero esto no es aśı, porque sin perder generalidad se puede tomar s = 1 en (1.7), lo
que la reduce a (1.6). Y también al revés, porque si se cumple (1.6), se cumple (1.7):

F (λpx, λqy) = F ((λp/s)sx, (λq/s)sy) = F ((λs)p/sx, (λs)q/sy) = λsF (x, y)

Vemos aśı que la forma más general es (1.6).
Una forma común y muy útil de usar a F (x, y) es la que se conoce como repre-

sentación de escalamiento, para el caso de dos variables. Lo que se hace es tomar
λ = y−1/q en (1.6), entonces

F (x, y) = y1/qF

(
x

yp/q
, 1
)

de donde podemos definir F (z, 1) ≡ f(z) con z = x
yp/q

y F (x, y) = y1/qf(z),

vemos que la función homogénea generalizada F (x, y), depende de x, y sólo a través
de la razón x

yp/q
(aparte del factor multiplicativo). Pero no es la única, ya que también

podemos tomar λ = x−1/p en (1.6) y tener:

F (x, y) = x1/pF
(

1,
y

xq/p

)
= xαh

( y
xβ

)
(1.8)

con α = 1/p y β = q/p. Como veremos, esta última expresión es muy útil en la
descripción de las transiciones de fase de segundo orden.
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1.4 Mecanismos que dan lugar a leyes de potencia

1.4.1 Transiciones de fase de segundo orden: fenómenos cŕıticos

Hasta ahora no hemos hablado de ningún fenómeno f́ısico que no se refiera a part́ıculas
puntuales y que dé lugar a leyes de potencia. Lo que ahora nos interesa exponer
son una clase de fenómenos colectivos donde aparecen leyes de potencia y donde lo
importante no son las part́ıculas, sino que eventos de todas las escalas hacen pequeñas
contribuciones de igual importancia; en otras palabras, donde lo importante es que
una gran cantidad de elementos interactúan entre śı para producir un fenómeno en el
que no se definen escalas t́ıpicas y que se les conoce como fenómenos cŕıticos.

Supongamos que tenemos un sistema termodinámico constituido por un fluido,
una sustancia pura, y que queremos describir la transición ĺıquido-gas. Por definición,
nuestro fluido deberá estar aislado de los alrededores, aśı que podemos pensarlo ence-
rrado en un recipiente de volumen definido. Pensemos también que las paredes del
recipiente son transparentes y que podemos ver hacia el interior. Algunas de las
variables termodinámicas de este sistema son la presión, la temperatura, el volumen
y la densidad media.

Una vez que tenemos confinado a nuestro sistema y que hemos fijado la presión,
podemos empezar a variar la temperatura y ver lo que sucede (lo mismo se podŕıa
haber hecho fijando la temperatura y variando la presión). Desde luego que tal
variación se realiza lo suficientemente lenta como para que la sustancia permanezca en
equilibrio termodinámico. Para cada isobara, si variamos la temperatura y hacemos
un registro cuidadoso de las mediciones, podemos hacer un diagrama de fases p-T,
que será como el mostrado en la figura 1.4.

La región de nuestro interés es la región comprendida por arriba del punto triple.
En este caso podemos olvidarnos de la transición sólido-gas. Si comenzamos con una
temperatura mayor a la del punto triple Ttr, y trabajamos con isobaras, observamos
que a ciertos valores de temperatura el fluido presenta dos fases bien definidas: una
ĺıquida y una gaseosa, separadas por una interface o menisco visible; en nuestro dia-
grama ello representa la que se conoce como curva de coexistencia, misma que separa
las dos fases estables. Observamos también que cada fase tiene su propia densidad,
ρl, ρg, ĺıquido y gas, respectivamente, y que conforme aumentamos la temperatura,
para la isobara en la que nos movemos, éstas cambian. Para cada isobara vemos un
comportamiento parecido, pero al llegar a la que podemos llamar isobara cŕıtica, si
variamos T como antes, al llegar al valor Tc, las densidades se igualan ρc = ρl = ρg,
en ese momento se sigue dando la coexistencia entre las dos fases (estamos en el
último punto sobre la curva de coexistencia) pero la interface desaparece. Es en ese
momento que se dice que el sistema se encuentra en su punto cŕıtico; a partir de ah́ı,
para isobaras mayores, variando la temperatura se puede transitar de un estado a otro
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Figura 1.4: Diagrama p-T.

suavemente, sin distinción, se dice entonces que hay una continuidad de estado, es
decir, no hay diferencias fundamentales entre ambas fases. Observamos también que
en el punto cŕıtico todo el sistema es invadido por una especie de niebla, conocida con
el nombre de opalescencia cŕıtica y explicable ópticamente mediante el fenómeno de
dispersión óptica, lo que nos indica que existe una red cuyas distancias de separación
son del orden de la longitud de onda de la luz visible. Pero el hecho de que invada
todo el recipiente que contiene a nuestro fluido también nos indica que hay eventos
de muchas escalas, todas ellas importantes. Se dice que la longitud de correlación se
torna infinita, o sea, que no hay longitud caracteŕıstica del sistema.

Se puede decir que la fase fluida (T > Tc) tiene una simetŕıa espacial mayor, ya
que no se observa una separación en ĺıquido y gas. Por el contrario, cuando T < Tc śı
hay una separación en ĺıquido y gas, de manera que hay un rompimiento de simetŕıa.
Por ello, esas dos regiones (T > Tc y T < Tc) deben ser descritas por diferentes
variables termodinámicas, que no se pueden extender anaĺıticamente a través del
punto cŕıtico (la idea orden-desorden es más clara si se piensa, por ejemplo, en un
sistema ferromagnético, donde se forman dominios magnéticos a baja temperatura).
Dada esa reducción de simetŕıa, es necesario un parámetro extra para describir la
termodinámica de la fase a baja temperatura, que mida la indistinguibilidad entre
las fases, y que sea una especie de medida del orden existente en el sistema. Dicha
cantidad se conoce como parámetro de orden. En nuestro caso es la diferencia de
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densidades:

∆ρ = ρl − ρg

En general, un parámetro de orden se define como una cantidad no nula por debajo
de un valor cŕıtico y nula por arriba de ese mismo valor cŕıtico y constituye una de las
caracteŕısticas comunes asociadas a los fenómenos cŕıticos. Para el caso de sistemas
ferromagnéticos la magnetización es el parámetro de orden, y existe el análogo a la
opalescencia cŕıtica antes descrita (para demostrar que se da el mismo fenómeno se
recurre a la que dispersión de neutrones).

Cuando atravesamos la curva de coexistencia a través de una isobara, variando la
temperatura, se dice que ocurre una transición de fase de primer orden. En tal caso,
las variables del sistema son discontinuas y ocurre una reordenación radical de la es-
tructura material. Por otro lado, cuando llegamos al punto cŕıtico, se dice que ocurre
una transición de fase de segundo orden; los ejemplos t́ıpicos de fenómenos cŕıticos
son estas transiciones en las que las cantidades que describen al estado macroscópico
del sistema vaŕıan de forma continua pero presentan un punto particular en el cual las
derivadas divergen y ocurre una reordenación suave de la estructura (la que da cuenta
el parámetro de orden). Los puntos cŕıticos son detectados por las singularidades en
las variables termodinámicas, por la divergencia en la longitud de correlación y por
la presencia de fluctuaciones estad́ısticas perceptibles en todas las escalas. Antes de
pasar a la descripción de las leyes de potencia asociadas a los fenómenos cŕıticos,
señalemos un tercer ejemplo de ellos (además de la transición ĺıquido-gas y la mag-
netización ferromagnética): el paso de un estado superconductor a conductor para
ciertos metales a muy bajas temperaturas. Desde luego que no son los únicos, pero
consideramos tener suficientes ejemplos.

Hemos llegado al tema de esta sección: cómo los fenómenos cŕıticos dan lugar a
leyes de potencia. Experimentalmente se encuentra que en una vecindad del punto
cŕıtico (la zona cŕıtica), muchas de las cantidades interesantes desde el punto de vista
termodinámico (entre ellas el parámetro de orden) siguen una ley de potencia,3 en
función de la cantidad adimensional ε ≡ T−Tc

Tc
, denominada temperatura reducida y

que mide las diferencias de temperatura respecto a la temperatura cŕıtica:
∆ρ ∼ |ε|β si T − Tc −→ 0

En términos generales, se tiene:

f(ε) = f0 |ε|β + f̃(ε)

donde f̃ es la parte regular de f (si la hay), y no es necesariamente continua.

3Aunque no todas divergen como una ley de potencia; algunas tienden a cero y otras más son del
tipo ln |ε|.



Caṕıtulo 1. Aspectos generales 13

A la cantidad β se le denomina exponente cŕıtico. Este ı́ndice es tan importante que
se tiene una definición general: supóngase que f(ε) es una función general importante,
positiva y continua para ε suficientemente pequeño y positivo, y supóngase que el
ĺımite siguiente existe

lim
ε→0

ln f(ε)
ln ε

≡ σ (1.9)

se dice entonces que σ es el exponente cŕıtico asociado a la función f(ε), lo que se
denota por f(ε) ∼ εσ (en el caso general se deben hacer correcciones en la vecindad
de la singularidad).

Debemos resaltar que históricamente los fenómenos cŕıticos se centraron en el
estudio de los exponentes cŕıticos, dado que:

a) los eventos f́ısicamente ricos que se observan en la zona cŕıtica no aparecen lejos
de ella;

b) el término asociado al exponente cŕıtico (la parte singular de f(ε)) es el que
experimentalmente domina en la zona cŕıtica, por lo que el problema de describir
fenómenos cŕıticos se transforma entonces en determinar qué potencia domina;

c) existen ciertas relaciones (desigualdades) entre los exponentes cŕıticos (cono-
cidas como relaciones de escalamiento) que trascienden al sistema particular
en consideración, que se pueden deducir partiendo de termodinámica elemen-
tal junto con hipótesis adicionales, y que experimentalmente se cumplen como
igualdades; esas relaciones son famosas porque se han asociado a los nombres
de Fisher, Rushbrooke, Widom y Josephson.4

d) las relaciones de escalamiento implican que no todos los exponentes cŕıticos son
independientes; y

e) para sistemas f́ısicamente diferentes (como un fluido y un ferromagneto) se ob-
serva un comportamiento idéntico; temperaturas cŕıticas que difieren por varios
órdenes de magnitud comparten los mismos exponentes; es decir, los exponentes
cŕıticos son independientes de la naturaleza f́ısica detallada del sistema: son uni-
versales, y se les considera ser parte de las propiedades protegidas por la materia.

En términos de leyes de potencia, las cantidades termodinámicas en la zona cŕıtica,
se ven aśı:

• el parámetro de orden (diferencia de densidades en fluidos y diferencia de mag-
netización en sistemas ferromagnéticos) M ∼ |ε|β (con H = 0);

4Para revisar la deducción, consultar [64].
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• la longitud de correlación ξ ∼ |ε|−ν ;

• χ ∼ 1
|ε|γ que representa la compresibilidad isotérmica en fluidos, y la suscepti-

bilidad isotérmica en ferromagnetos;

• capacidad caloŕıfica C ∼ |ε|−α (con H = 0);

• ecuación de estado (ε = 0) M ∼ H−1/δ

Es importante mencionar que la caracteŕıstica del inciso e) antes descrita también
ha llevado a los f́ısicos a plantear la hipótesis de universalidad del punto cŕıtico,
que supone que sólo dos cantidades determinan el comportamiento cŕıtico de muchos
sistemas: la dimensión del espacio, d, y la dimensión del parámetro de orden, n. Aśı,
todos los sistemas que tengan los mismos d y n tienen los mismos exponentes cŕıticos
y se dice que son miembros de la misma clase de universalidad.

El comportamiento tipo ley de potencia de la zona cŕıtica no se entend́ıa com-
pletamente hasta hace relativamente poco, pues las teoŕıas de campo medio si bien
suministran valores numéricos, discrepan de los obtenidos experimentalmente. Aśı,
en 1965, a Widom se le ocurrió pensar que dado que en la zona cŕıtica existen sin-
gularidades, habŕıa una contribución singular que es la f́ısicamente relevante (habŕıa
además una contribución regular) y que podŕıa describirse por medio de las funciones
homogéneas. Formalmente planteó la hipótesis de escalamiento estático (hee) o es-
calamiento de Widom, aseverando que tanto la enerǵıa libre de Gibbs5 como la función
de correlación, son funciones homogéneas generalizadas, es decir, (en el caso de Gibbs)
que existen dos parámetros, aε, aH , tales que:

G(λaεε, λaHH) = λG(ε,H)

Propiedad que inmediatamente se extiende a los otros potenciales, ya que la homo-
geneidad se conserva ante las transformaciones de Legendre.6 A partir de lo anterior,
todos los exponentes cŕıticos pudieron ser expresados en términos de los exponentes
de escalamiento aε, aH . O si se quiere, en términos de los exponentes cŕıticos antes
descritos, y en la representación de escalamiento, se tiene:

G(ε,H) = |ε|2β+γ G

(
1,

H

εβ+γ

)
Lo que implica que una de las cantidades medibles, digamos M(ε,H), se vea de la

forma M(ε,H) = |ε|βM
(
ε/ |ε| , |ε|−β−γ H

)
. Experimentalmente eso significa que si

graficamos el producto |ε|β contra |ε|−β−γ , todos lo datos se ajustan a una sola curva.
5Se escoge el potencial de Gibbs, dado que el cálculo de los exponentes se simplifica.
6En [15] se hace un recuento de las propiedades de las transformaciones de Legendre.
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La hee significó dar un paso adelante en la comprensión de los fenómenos cŕıticos,
pues aunque por śı sola no suministró valores numéricos para ninguno de los ex-
ponentes cŕıticos, restringe el número de exponentes independientes a tan sólo dos;
reproduce las relaciones de escalamiento y hace predicciones espećıficas concernientes
a la forma de la ecuación de estado. Fue hasta que se introdujo el Grupo de Renormali-
zación que se pudo explicar por qué la enerǵıa libre (y por ende los demás potenciales
termodinámicos) tiene las propiedades de escalamiento, además, entonces se determi-
naron los valores numéricos de los exponentes que concuerdan de manera sorprendente
con los hallados experimentalmente.

1.4.2 Objetos fractales

La geometŕıa de los objetos naturales es central en los modelos que hacemos de ellos
para comprenderlos, tanto la que asociamos a los que existen en la escala atómica
como la de los que son del tamaño del universo. Anteriormente hablamos de las in-
varianzas, y dijimos que una consecuencia de las simetŕıas del espacio era la existencia
de cantidades que se conservan. Para el caso de transformaciones de escala los obje-
tos geométricos asociados son los famosos fractales (debemos decir que hay todo un
debate acerca del tipo de simetŕıas asociadas, que se puede ver en [20]).

No haremos un recuento del surgimiento de la geometŕıa fractal, ya que existe
una gran producción literaria al respecto; tan sólo diremos que la geometrización
euclidiana es insuficiente para describir las invarianzas ante cambio de escala. Y eso
se debe a que si una estructura geométrica es invariante ante un cambio de escala,
entonces tiene la propiedad de verse igual “de cerca que de lejos”. En otras palabras,
si comparamos una parte de esa estructura (o también de un proceso) con el todo y
parecen ser iguales, decimos que son autosemejantes (o autosimilares), “la parte es
semejante al todo”, y por ese hecho, son invariantes ante cambios de escala.7 En
general, las formas clásicas de la geometŕıa no son autosimilares; si un ćırculo es
aumentado lo suficiente, su peŕımetro se verá como una ĺınea recta; fue por ello que
la gente créıa que el mundo era plano, pues la Tierra se ve aśı a la escala humana.

El concepto de autosemejanza ha surgido por doquier, como lo constatan los sigui-
entes ejemplos:

Primer ejemplo. Sorprendentemente en un poema de la autoŕıa de Swift, se hace
alusión a la idea de la autosemejanza. Describe pulgas plagadas por pulguitas (ver
la figura 1.5), que a su vez están plagadas por pulguitas más pequeñas, en un pro-
ceso ad infinitum. Contemporáneo del descubrimiento de la vida microscópica, Swift

7A la invarianza de escala también se le denomina invarianza bajo similaridad interna o algunas
veces invarianza de dilatación (dilation invariance). Para más detalles, consultar [27].
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probablemente encontró en ello una fuente de inspiración para canalizar sus motiva-
ciones poĺıtico-sociales y dar rienda suelta a sus dotes literarios, mismos que se ven
plasmados en su poeśıa.8

Figura 1.5: Las pulgas descritas por Swift.

Segundo ejemplo. Considérese un conjunto cerrado, digamos, un segmento de recta
S. Tal segmento no tiene simetŕıa de traslación, ya que si lo movemos obtenemos otro
conjunto de puntos. Sin embargo, si cambiamos su longitud por un factor r menor que
1 (en tal caso miniaturizamos, encogemos, o escalamos hacia abajo), podemos generar
un nuevo conjunto de puntos S′ = r(S) que será un ‘segmentito’, el cual puede ser
duplicado hasta cubrir todo el segmento original S. Si elegimos apropiadamente el
factor de escala r, podremos cubrir al segmento original con N segmentitos que no se
traslapen. Decimos entonces que el conjunto S es autosimilar con respecto al factor

8So, naturalists observe, a flea/ Has smaller fleas that on him prey;/ And these have smaller still
to bite’em;/ And so proceed ad infinitum. On Poetry, a Rhapsody. J. Swift, 1733. Esta descripción
después la reprodujo Lewis Richardson en 1922 cuando describió ‘cascadas de enerǵıa’ mientras es-
tudiaba turbulencia.
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de escala r. Podemos usar como factor de escala r(N) =
(

1
N

)1/d para construir rectas,
cuadrados o cubos autosemejantes (con d = 1, 2, 3, respectivamente). Esto se puede
ver en la figura 1.6.

Figura 1.6: Autosemejanza para entes euclideanos.

Los ejemplos anteriores dan cuenta de una de las propiedades más importantes
de los fractales: la autosemejanza, que de hecho es la propiedad que muchos autores
emplean para definirlos. Ello implica que un fractal no tiene ninguna escala carac-
teŕıstica: todas las escalas son “buenas”, pues posee detalle a todas las escalas de
observación. Y para el caso de fractales f́ısicos, las escalas deben limitarse a un cierto
rango (una escala mı́nima, ĺımite microscópico, y otra máxima, tamaño de la mues-
tra, longitud de correlación) que depende del objeto en consideración. Se argumenta
que no es necesario “que la forma sea la misma para escalas de diferente longitud,
sino sólo que el grado de irregularidad o de fragmentación es idéntico en todas las
escalas”. Esto es lo que ocurre usualmente, porque el que la estructura (o proceso)
se repita a śı misma exactamente no ocurre en la naturaleza. Si la autosemejanza
sólo se repite estad́ısticamente, se habla de fractales aleatorios o estad́ısticos como
el de la figura 1.7. Conviene aclarar que sólo cuando la autosimilaridad se presenta
en muchos órdenes de magnitud (haciendo zoom-in o zoom-out), es cuando se habla
propiamente de fractales; en otro caso tendremos sólo autosimilaridad en cierto grado,
lo que recuerda un cierto tipo de recurrencia.

Una vez que se ha proyectado intuitivamente lo que son los objetos fractales lo
que se requiere es poder caracterizarlos cuantitativamente y, para hacerlo, hay que
asociarles algún valor numérico a cada uno, que describa su estructura y que per-
mita diferenciarlos. En otras palabras, habrá que medirlos de alguna forma, lo que
matemáticamente implica una cierta métrica y algunas relaciones topológicas.

Un método común de medir la longitud, área o volumen de un objeto consiste en
cubrirlo con segmentitos (como los descritos en el segundo ejemplo anterior) o cajas
cuya longitud, área o volumen, son tomados como unidad de medida.

Si ε es el lado de la caja unitaria, N es el número de cajas que cubren al objeto,
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Figura 1.7: Fractal aleatorio.

y d es la dimensión euclidiana entonces la medida M del cuerpo es M = Nεd = Nµ,
donde µ es la medida de un segmentito, cuadrito o cubito unidad, según sea el caso.

Muchos matemáticos (Cantor, Carathéodory, Peano, Lebesgue, etc.) demostraron
que existen objetos patológicos para los que el método anterior falla y cuyo desarrollo
generó un área muy interesante de las matemáticas, la teoŕıa de la medida, pero tales
desarrollos están fuera del alcance de este trabajo.

Un ejemplo muy citado de esos objetos patológicos, y que es fractal, es el que surge
cuando se intenta medir la longitud de la costa de una isla: No es dif́ıcil convencerse
de que a cada escala de observación aparecen cada vez más detalles, lo que implica
un medición cada vez más refinada. Para una regla fija cuya unidad es ε1, se tiene
una cierta longitud L(ε1), pero si se hace que la unidad de medida (nuestra regla)
se vaya haciendo cada vez más pequeña, evaluando sucesivamente la longitud, cada
vez de forma más precisa, lo que se encuentra es que la longitud estimada no sólo es
extremadamente grande, sino que de hecho es mejor considerarla infinita. Se tiene la
siguiente sucesión:

Si ε1 < ε2 < ε3 < . . . < εn → 0 con L(ε1) < L(ε2) < L(ε3) < . . . < L(εn)→∞

De tal manera que prácticamente la longitud de la costa depende del tamaño de
la unidad de medida, y si uno quisiera comparar diferentes costas desde el punto de
vista de su ‘extensión’, la longitud será inadecuada.

Por lo anterior, se hace necesario el empleo de otra cantidad para caracterizar a
los fractales. Se necesita entonces encontrar un substituto. Históricamente fue esa
búsqueda lo que motivó las diferentes definiciones9 que existen para la dimensión frac-
tal. Todas buscan caracterizar cuantitativamente las propiedades fractales, pero no

9Encontramos el método de conteo de cajas (box-counting), el método de Hausdorff-Besicovitch,
el método del embutido, el de cubiertas y el de bolas disjuntas, por citar algunos.
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todas son equivalentes entre śı, y tampoco caracterizan de forma única a un fractal.
Suponen la noción de distancia entre dos puntos y un paso al ĺımite, lo que desde el
punto de vista f́ısico muchas veces es complicado,10 o de plano, algunas de ellas no
tienen significado f́ısico; otras son más precisas, o más apropiadas. Pero en lo que
a nosotros respecta, varias de ellas se relacionan de alguna forma con las leyes de
potencia, como se muestra en los siguientes ejemplos:

I. Cuando hablamos de la autosemejanza presentamos como ejemplo objetos que se
miniaturizaban por un factor r(N) =

(
1
N

)1/d, y equivalentemente se tiene Nrd = 1
para objetos clásicos, lo que implica que la dimensión de tales objetos es: d = lnN

ln(1/r) .
Podemos generalizar la idea y ahora considerar que se tiene un objeto fractal, por lo
que le podemos asignar una dimensión fractal D igual a:

D =
lnN

ln(1/r)
=

lnN
ln(λ)

donde λ es el factor de escala tal como lo definimos al inicio de la sección 1.1 (longitudes
del objeto grande entre las del objeto pequeño) y N es el número de ‘segmentos’
necesarios para cubrir al objeto escalado. Lo anterior también es equivalente a pedir
que:

lim
N→∞

Nrd = 1

Tres casos se observan en la figura 1.8:

Figura 1.8: Primer ejemplo.

II. Si para objetos geométricos se considera la masa como el número de puntos, en-
tonces se puede definir la densidad lineal (superficial o volumétrica) como el número

10Una observación curiosa es que la definición del exponente cŕıtico (1.9), al menos por la forma,
es casi idéntica a una de las dimensiones fractales, la del conteo de cajas (box-counting).
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de puntos por unidad de longitud (área o volumen). En el caso de objetos geométricos
clásicos la densidad está uniformemente distribuida, por lo que si amplificamos las di-
mensiones lineales de un volumen por un factor b, la masa contenida en este volumen
se multiplica por el factor γ, teniendo una relación de escalamiento

M(bL) = γM(L)

Para superficies o volúmenes ordinarios γ = bd, donde d es la dimensión del objeto,
y de esa forma se logra hacer que la densidad sea constante. En otras palabras, como
cuando hablamos de Galileo y la vaca, si queremos que su densidad sea constante,
entonces su masa deberá crecer como la dimensión del ‘volumen’ de la vaca, ya que
ésta puede vivir en una recta, una superficie o un volumen.

Si estas ideas se generalizan para objetos fractales se tendrá la relación de es-
calamiento:

M(bL) = bDM(L)

donde D es otra dimensión fractal, y que define un método directo para calcularla.
Además D < d, donde d es la dimensión del espacio que contiene al objeto, en cuyo
caso la densidad de un conjunto fractal decrece de manera indefinida.

Debemos aclarar que en el caso general las dos dimensiones que se definieron en los
últimos dos ejemplos no darán el mismo resultado, aunque para el caso de objetos
matemáticos exactos śı pueden llegar a coincidir.

Apliquemos lo anterior al cálculo de la dimensión fractal de la curva de Koch
(1906), que apareció como contraejemplo a las curvas rectificables, pues es una curva
no diferenciable en todo punto y por ello considerada patológica.

Figura 1.9: Algunos pasos en la construcción de la curva de Koch.

Se construye de la siguiente manera: Tomemos un segmento de recta de longitud L,
que corresponderá al valor n = 0; se le denomina iniciador. Dividámosla en tres partes
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y sustituyamos su tercio central por dos segmentos de longitud 1/3 de L, haciendo
que formen un triángulo equilátero (pero sin la base, como se ve en la figura 1.9); este
paso, asociado con n = 1, proporciona lo que se conoce como generador. El siguiente
paso consiste en repetir el proceso anterior en cada uno de los segmentos, es decir,
hacer una copia a escala del generador en cada uno de los segmentos en que se divida
la etapa en particular. Repitiendo el proceso obtendremos una sucesión de objetos,
que se les asocia un número (n), dependiendo de en qué etapa nos encontremos; se les
denominan prefractales, y en este caso son autosemejantes discretamente. Finalmente,
el objeto fractal será el que se obtiene cuando el proceso se realiza infinitas veces.

Calculemos ahora śı sus dimensiones fractales: A partir del primer método vemos
que se necesitan 4 generadores para cubrir la iteración n = 2, y N = 4, y en ese caso
el factor de escala es 3, por lo que D = ln 4

ln 3 . Usando el segundo método, tenemos
que M(3L) = 4M(L) = 3DM(L) de donde podemos extraer la dimensión fractal
1 < D = ln 4

ln 3 = 1.26... < 2. En este caso (un fractal exacto) śı se obtuvo el mismo
valor de la dimensión fractal, pero en general, lo recalcamos, no lo son.

Además esta curva se puede considerar como un ejemplo simplificado de la costa
de una isla, por lo que se puede intentar calcular su longitud. Se tienen las siguientes
sucesiones (donde L es la longitud del iniciador):

ε1 = L/3→ L1 = 4ε1

ε2 = L/32 → L2 = 16ε2

. . .
εn = L/3n → Ln = 4nεn

si eliminamos a n de las últimas dos expresiones, tendremos que:

Ln = LDε1−D
n

con D = ln 4
ln 3 , lo que quiere decir que para una regla de longitud εn fija, la longitud

de la curva crece como ley de potencia de la longitud inicial LD, y diverge si εn → 0.
Vemos también que si dividimos por εn lo que obtenemos es también una relación de
escalamiento

Ln
εn

= f

(
L

εn

)
=
(
L

εn

)D
Si se hace la gráfica log - log de la variable A(= Ln

εn
) contra z(= L

εn
) se encuentra una

relación lineal, cuya pendiente es D, la dimensión fractal. Este último procedimiento
de regresión lineal es lo que se hace muchas veces cuando se tiene un conjunto de
datos experimentales y se tienen fuertes sospechas de que existe una ley de potencia;
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se considera que la aparición de una ĺınea recta en la gráfica log-log es la firma carac-
teŕıstica de una ley de potencia, pero para asegurar que un cierto conjunto de datos
se ajusta de manera confiable a una ley de potencia deben aplicarse algunos métodos
poderosos, como el de maximum likelihood o el remuestreo (para una descripción de-
tallada, se sugiere revisar [51] y [60]).
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Distribuciones

. . . En el presente caso –y realmente en todos los casos de escritura secreta–
la primera cuestión se refiere al lenguaje de la cifra, pues los principios de
solución, en particular tratándose de las cifras más sencillas, dependen del
genio peculiar de cada idioma y pueden ser modificadas por éste. En ge-
neral, no hay otro medio para conseguir la solución que ensayar (guiándose
por las probabilidades) todas las lenguas que os sean conocidas, hasta
encontrar la verdadera . . .

Edgar Allan Poe, El escarabajo de oro.

En el caṕıtulo anterior nos aproximamos a algunos de los campos más explorados
donde surgen leyes de potencia: los fenómenos cŕıticos y los fractales; aún aśı, no
hemos abarcado todos los puntos de vista desde los que se pueden mirar a las leyes de
potencia. Las exploramos desde la visión de la termodinámica de equilibrio (fenómenos
cŕıticos) y desde el punto de vista geométrico-espacial (fractales). Vimos varias de
sus analoǵıas, pero no nos adentramos en el manejo de las herramientas matemáticas
con que se les trabaja. En este caṕıtulo haremos un recuento de diversos fenómenos
que usualmente se les aproxima mediante un enfoque aleatorio, lo que permite aplicar
consideraciones del tipo de las que usualmente se hacen en f́ısica estad́ıstica: ante
un gran número de elementos, y a pesar de las diferencias internas de cada uno, sus
regularidades colectivas no dependen de ellos.

2.1 Funciones homogéneas como distribuciones

En el caṕıtulo anterior definimos lo que es una ley de potencia y describimos varias de
sus propiedades matemáticas, la más importante: la libertad de escala. Supongamos
ahora que tenemos una función homogénea de la variable x, definida en el intervalo

23
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I, y que pretendemos represente una densidad de probabilidad, entonces se deben sa-
tisfacer las siguientes condiciones (tanto para el caso continuo como para el discreto):

a) f(x) ≥ 0,∀x ∈ I
b)
∫
I f(x)dx = 1

De la primera condición se sigue que las funciones potenciales con exponente impar
no pueden usarse en todo el eje real, sino que el intervalo de definición se debe restringir
a un subconjunto apropiado de los números reales; y de la segunda condición, conocida
como la condición de normalización, para evitar divergencias, se debe restringir el
intervalo dependiendo del valor del exponente. Una vez fijado el exponente, éste
condiciona las caracteŕısticas de los momentos de la función, que bien pueden no
existir o hacerse infinitos.

2.2 Contexto sociohistórico

Fue durante el siglo xix que se logró la domesticación del azar,1 implicando por tanto
que la probabilidad y estad́ıstica se unieran en maridaje y que de forma dialéctica, pero
con mucho afán (lo que se constata en múltiples sucesos y trabajos de la época), se
buscaran regularidades estad́ısticas que fueran susceptibles de ser explicadas a partir
de teoŕıas probabiĺısticas.

Acostumbrados a las estad́ısticas, se nos hace muy normal hablar de ellas en
relación a casi todo lo que se nos antoje, pero ello no siempre ha sido aśı. Los
habitantes decimonónicos gradualmente se fueron enfrentando a una cantidad cada vez
mayor de este tipo de datos. El levantamiento de censos de población se hizo periódico
pues se buscaba información acerca del número de habitantes, la distribución de éstos
en el páıs, su ocupación, sus ingresos económicos, edades, el tipo de enfermedades
contagiosas más frecuentes y su propagación, la cantidad de enfermos mentales y
delincuentes de una población dada, la tasa de natalidad y mortandad, etc. pues todo
ello representaba –representa– información valiosa a considerar en la determinación
de poĺıticas estatales. Dos razones principales motivaron esa búsqueda sistemática:
primera, para el siglo xix la f́ısica ya se hab́ıa convertido en el paradigma a seguir de
todo lo que se considerase cient́ıfico, implicando que las disciplinas que aspirasen a
considerarse cient́ıficas habŕıan de introducir en sus descripciones el lenguaje propio
de la f́ısica, es decir, debeŕıan matematizarse y medir. Segundo: dado que es la
época de consolidación de los estados nacionales europeos, se dio toda una teorización
acerca de las formas de consolidar a un Estado fuerte y moderno, y una manera de
lograrlo, se dećıa, era conociendo con el mayor detalle posible las caracteŕısticas de una
nación, fueran sus riquezas naturales o su población. Fue aśı que de manera frenética,

1Se recomienda la sabrosa lectura del libro de Ian Hacking, con ese t́ıtulo, referido en [29].
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sistemática e institucional, se comenzaron a recopilar datos que describieran lo mejor
posible las caracteŕısticas de una nación.

A su vez, la gran cantidad de datos recopilados y sistematizados institucionalmente
motivó la investigación teórica tanto en probabilidad como en estad́ıstica. Una manera
de percatarnos acerca de la extrapolación y uso social de ese conocimiento aún hoy
es a partir de las palabras que empleamos. Por ejemplo, decimos que el desarrollo de
un niño es ‘normal’ si cumple con ciertas caracteŕısticas de peso, estatura, movilidad,
agudeza visual, etc. y no reparamos en el hecho de que al hacerlo estamos empleando
impĺıcitamente ciertas ideas estad́ısticas, a saber, las ideas gaussianas acerca de la
distribución normal; de hecho, la palabra estad́ıstica refleja la estrecha relación que
hab́ıa entre la recopilación de datos y su principal usuario y recolector: el Estado.

Bajo la anterior perspectiva histórica, se comprende la aparición de las regulari-
dades de las que ahora queremos hablar. Podemos decir de forma vaga que fenomeno-
lógicamente comparten la caracteŕıstica de que existen eventos raros que aparecen
muy de vez en cuando y otros que son muy comunes y que se presentan muy seguido;
precisando: si consideramos sus ‘tamaños’ y vemos su distribución de acuerdo a
su frecuencia en orden decreciente, encontramos que de entre todas las funciones
monótonamente decrecientes que los pueden describir, son justamente las leyes de
potencia las que las aproximan muy bien en un cierto intervalo, que abarca sorpren-
dentemente varios órdenes de magnitud. A esta última propiedad (su gran extensión
en órdenes de magnitud) se le denomina robustez, y se entiende mejor si se compara
con lo que ocurre con los fenómenos cŕıticos, donde la región que se puede describir
con escalamiento es tan sólo alrededor de un punto, el punto cŕıtico. Veremos aqúı que
este tipo de distribuciones aparece en fenómenos donde cabŕıa esperar una ausencia de
regularidades y un dominio del azar, dada la multiplicidad de factores involucrados.

Como hemos visto, la firma caracteŕıstica de este tipo de escalamiento se busca en
las graficaciones log-log entre las variables involucradas, pero ahora nos centraremos en
bases de datos estad́ısticas, a las que se les puede asociar conceptos tales como tamaño
y frecuencia, y si se encuentra un buen ajuste lineal que los relacione, habremos
reconocido dicha firma. Varios nombres se asocian a este tipo de descripciones, los
más famosos son, sin duda, los de Pareto y Zipf, pero no son los únicos, como veremos
en el caṕıtulo siguiente. En lo que sigue iremos presentando ejemplos de leyes de
potencia fenomenológicas y a la par expondremos algunas de las maneras que se han
intentado para modelarlas.

2.3 Meteoritos y terremotos

Nuestro primer ejemplo de este tipo de distribuciones que siguen una ley de potencia
viene de información importante para nuestra especie: la distribución de los meteoritos
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que impactan la Tierra. Afortunadamente, la mayor cantidad de meteoritos que logran
tocar la superficie de nuestro planeta son pequeños, del orden de micras; una cantidad
menor de los del tamaño de cent́ımetros, y los grandes meteoritos, como el que se
cree que causó la extinción de los dinosaurios, tardan mucho tiempo en impactar la
superficie terrestre.

Otra distribución que se puede relacionar con catástrofes y pérdidas humanas
es la llamada ley de Gutenberg-Richter, usada en sismograf́ıa, y que constituye la
observación emṕırica de que los terremotos ocurren con una distribución tipo ley
de potencia. El núcleo de la Tierra, combándose bajo los esfuerzos de las placas
circundantes produce terremotos, lo que diariamente genera pequeños temblores en
alguna parte del planeta que son muy débiles para ser detectados sin instrumentos;
los temblores más grandes, que pueden hacer vibrar los trastes o abrir las puertas son
menos comunes y los grandes terremotos, que causan grandes tragedias, ocurren muy
de vez en cuando.

2.4 Distribución de ingresos. Ley de Pareto

La naturaleza, causas y consecuencias de las desigualdades económicas han preocu-
pado a los economistas al menos desde Adam Smith, pero los economistas clásicos
discut́ıan en una completa ignorancia de los hechos. Hubo un cambió dramático ha-
cia el final del siglo xix, pues constituida en paradigma, la f́ısica inspiró la medición
exhaustiva en muchas áreas del conocimiento; entre las que más pronto adoptaron sus
lineamientos se encuentra la economı́a.

El éxito de la estad́ıstica en el estudio de un amplio rango de fenómenos en bioloǵıa
y psicoloǵıa sentó las bases para un tratamiento inductivo de la economı́a, en general,
y de la distribución de ingresos, en particular. El largo debate sobre la distribución de
ingresos fue un punto de partida natural para un tratamiento estad́ıstico serio, pero
el debate se esculpió con el surgimiento de los movimientos socialistas y las uniones
de trabajadores en Europa Occidental y Estados Unidos, y la pasión se encendió por
todos lados: un tratamiento estad́ıstico inductivo promet́ıa respuestas cient́ıficas a
las cuestiones centrales de entonces. La economı́a comenzaba a desarrollarse, pero
su estado era el de una ciencia sin validación emṕırica, ya que muchos economistas
defend́ıan sólo en el discurso la necesidad de verificar sus teoŕıas con la investigación
emṕırica. Muy pocos se aventuraban a colectar datos relevantes. Fue el economista
italiano Vilfredo Pareto (1848-1923), con sus investigaciones sobre la distribución de
ingresos, quien primero mostró lo que seŕıa una economı́a inductiva. Consideró datos
de Inglaterra, un buen número de ciudades italianas, varios estados germanos, etc.
y graficando las distribuciones de ingresos acumuladas para estas geograf́ıas en un
papel doble logaritmo, encontró que en cada caso el resultado era una ĺınea recta
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con aproximadamente la misma pendiente. Resumió sus resultados mediante la curva
asociada a su nombre.

En su Cours d’économie politique (1896), refiriéndose a la distribución del ingreso,
presenta la que hoy se conoce como ley de Pareto: se preguntó por la cantidad de
hogares cuyo ingreso anual excede o es igual a un valor dado x, y encontró que del
ajuste de sus gráficas se cumpĺıan expresiones lineales del tipo logN = A − B log x,
donde A es un parámetro y B es (el valor absoluto de) la pendiente, cuyos valores
eran cercanos a 1.5.

Para varios conjuntos de datos encontró que las ĺıneas eran paralelas. Y aunque
no empleó medidas sobre la bondad de los ajustes, la inspección visual sugiere que
las ĺıneas son buenas aproximaciones. Considerando sus estudios comparativos para
diferentes sociedades, la constancia de la pendiente y la calidad del ajuste, afirmó que
existe una ‘ley de ingresos’ de la distribución.

Puesto en términos de leyes de potencia, podemos decir que Pareto se preguntó
por la cantidad de personas (u hogares) cuyo ingreso anual excede o es igual a un valor
dado x, y encontró una descripción a partir de la función de distribución siguiente
(ahora denominada paretiana o de Pareto):

P [X ≥ x] =
(x
k

)−α
(2.1)

para algún α > 0 y k > 0; y como ya dećıamos ĺıneas más arriba, en este caso se
requiere restringir el intervalo de los números reales a valores tales que X ≥ k, y
donde k se interpreta como un ingreso mı́nimo o umbral. Como veremos, algunos
modelos se concentran en darle una interpretación a esta cantidad umbral.

La densidad de probabilidad para la distribución de Pareto, y que representa
cuánta gente tiene un ingreso de exactamente x, es la derivada de (2.1):

P [X = x] = f(x) = αkαx−(α+1) ∼ xβ

y usualmente 0 < α ≤ 2, en cuyo caso la variable aleatoria X tiene varianza infinita,
y si además α ≥ 1, entonces X también tiene media infinita.

A la distribución de frecuencias correspondiente a su ley, Pareto la llamó ‘pirámide
social’. Empieza en un ingreso mı́nimo y declina monótonamente en adelante, como
se puede ver en la gráfica de la figura 2.1. Desde que la encontró, Pareto enfatizó el
gran carácter asimétrico y por tanto, su diferencia fundamental con una curva normal.

No hay evidencia sobre exactamente cómo fue que Pareto llegó a su formulación.
Algunos sugieren que el papel logaŕıtmico doble era de uso común entre los ingenieros
de la época, y dado que Pareto hab́ıa practicado dicha profesión por algunos años,
quizás ello le haya motivado a elegir tal papel de graficación. Lo que śı es un hecho
es que la belleza matemática de la f́ısica newtoniana tuvo sobre él una influencia
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Figura 2.1: Distribución paretiana.

tremenda, y que deseaba convertir a la economı́a en una ciencia exacta, que se pudiera
describir por leyes comparables en su universalidad a las formuladas por Newton.

Emocionado por su nueva ley, Pareto trató de explicarla. Según él, las posibles
fuentes de desigualdad de ingresos las constituyen las oportunidades diferentes, las
instituciones sociales y la naturaleza humana. Argumentó en su Cours que su ley
prevalece aún después de profundos cambios en la organización económica, por lo que
debeŕıa depender, en primer lugar, de la naturaleza humana, aśı que intentó dilucidar
sobre qué es lo que en ésta determina tal distribución. A veces argumentaba que
correspond́ıa a la distribución subyacente de las capacidades humanas, truncadas por
las necesidades de sobrevivencia; aquellos con capacidades considerablemente menores
que la media deb́ıan morir o ser mantenidos por otros. Por tanto, la distribución
observada deb́ıa tener una cola truncada. . . Dichas reflexiones le llevaron a la cons-
trucción de una socioloǵıa que posteriormente, en el siglo xx, seŕıa empleada por los
fascistas italianos para fundamentar sus procederes.

Desde el momento en que sus ideas en torno a la distribución de ingresos se hicieron
públicas, fueron atacadas desde diversos frentes, y a sus investigaciones se les quiso
restar importancia. Se adujo que lo que hab́ıa encontrado no pod́ıa considerarse una
ley puesto que estaba basado únicamente en datos emṕıricos; que sus ajustes lineales
carećıan de pruebas de ajuste y que los errores se ocultaban por el tipo de graficación
empleada. Pero el tiempo revivió sus contribuciones, pues empezando por Zipf, en
los treintas del tormentoso siglo xx, ha habido toda una serie de reinterpretaciones
acerca de su trabajo. Han surgido aproximaciones y modelos que tratan de explicar
y extender la ley de Pareto a partir de diversas técnicas. Como ejemplos, podemos



Caṕıtulo 2. Distribuciones 29

citar los siguientes: en 1953, aplicando procesos estocásticos a la evolución del ingreso
individual, Champernowne, por un lado, y Wold y Whittle, por otro, y de forma
independiente, diseñaron unas cadenas de Markov que convergen a distribuciones
paretianas; en 1960, Mandelbrot exploró de qué forma la familia de distribuciones de
Pareto-Levy generaliza las propiedades de estabilidad de la curva normal; en 1972,
Samuelson y Chipman regresaron a la cuestión de cómo los cambios en el exponente
afectan el bienestar social.2

2.5 Los aportes de Zipf

La búsqueda de regularidades estad́ısticas análogas a las de la f́ısica, llevó al lingüista
de Harvard, George Kingsley Zipf (1902-1950), a encontrar varias distribuciones en las
ciencias sociales que siguen leyes de potencia. Las dos más representativas son las que
a continuación se presentan: la estad́ıstica de ciudades y la estad́ıstica de palabras;
describiremos brevemente algunas de las modelaciones que se han planteado para
explicarlas y veremos también algunas de sus limitaciones más importantes.

2.5.1 Estad́ıstica de ciudades

En este caso lo que buscamos es la distribución de los tamaños de las ciudades, expre-
sado en términos del número de habitantes. Supongamos que tenemos una lista de los
asentamientos humanos en el mundo, clasificados por continente, regiones económicas,
páıses, estados, provincias o alguna otra etiqueta similar, y que además disponemos
de los datos sobre el número de habitantes de cada una. Supongamos además que
elegimos una de tales listas y la ordenamos de forma decreciente, para luego etique-
tarla, asignándole a cada ciudad un número de acuerdo al lugar que ocupa en nuestra
lista ordenada de forma decreciente. A la ciudad más poblada le asignamos el rango
1, a la segunda mayor aglomeración le ponemos rango 2, y aśı sucesivamente. Una
vez hecho lo anterior y para percibir ‘de golpe’ el comportamiento de nuestro ejercicio
de etiquetación, graficamos en papel log-log el tamaño de las poblaciones contra su
rango, y lo que encontramos es una ĺınea recta que cubre varios órdenes de magnitud.
Tal ejercicio fue realizado por primera vez por Zipf, quien haciendo regresión lineal
encontró que la pendiente de tal recta es aproximadamente −1, es decir, encontró que
la distribución de las ciudades sigue una relación de proporcionalidad inversa entre
el tamaño de las mismas y sus rangos. A tal distribución se le acostumbra llamar
distribución rango-tamaño, para diferenciarla de la distribución de Zipf, a la que se le
asocia un exponente cercano a 1. Si denotamos con y al tamaño de ocurrencia de un

2Para consultar tales materiales, se sugiere revisar los trabajos de William J. Reed, especialmente
[60].
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evento relativo a su rango, r, y si la pendiente de la regresión lineal es b, tendremos
que

y ∼ r−b

que es la expresión clásica de Zipf cuando el exponente b es muy cercano a 1, y
como ya dijimos, para una pendiente negativa general se usa el término distribución
rango-tamaño.

El hecho de que entre más pequeña es una aglomeración es más frecuente encon-
trarla no es una observación muy aguda, pues ello se debe a que seŕıa muy dif́ıcil que
hubieran muchas ciudades como la de México, pues demandaŕıan una cantidad tal
de recursos que pondŕıan en riesgo la viabilidad de un páıs. Por eso, el número de
megalópolis es much́ısmo menor que el número de pueblos y pueblitos, y entre ambos
números no existe una proporción lineal. Pero lo que śı es un hecho notable es el
que la distribución de Zipf (general) exhiba un alto grado de estabilidad a través del
tiempo y de diversos páıses, pues aparece usando datos de regiones geográficas con
economı́as, historias y sociedades diversas. Las excepciones vienen marcadas por un
forzamiento económico y poĺıtico, como en su momento lo fue la Unión Soviética o,
en su caso, la República Popular China.

Antes de seguir adelante, debemos hacer varias observaciones. Al momento de
llevar a cabo nuestro listado ordenado por rangos, supusimos que las listas de las
poblaciones ya estaban dadas, pero no dijimos nada acerca de cómo se construyeron.
El problema radica en lo que se entiende por ‘población’, ‘aglomeración urbana’, ‘asen-
tamientos humanos’, ‘conglomerado urbano’ o ‘ciudad’, pues para asignarles rangos y
tamaños a cada uno hay que conocer cuál es el número de habitantes, y ello nos lleva
a un problema de resolución, pues no podemos conocer el número exacto de habi-
tantes, ya que éste cambia debido a los nacimientos, defunciones, migraciones, etc.,
pero además, hay agregados citadinos donde no es muy claro que se tenga una única
ciudad, ya que hay fronteras borrosas (por ejemplo, el caso de una población rural
transformándose en urbana); conglomerados como la Ciudad de México, Guadalajara
o Monterrey, y sus respectivas zonas metropolitanas, muestran este problema, pero
el mismo aparece cuando hay fronteras nacionales, estatales o municipales. Por todo
ello, la manera de construir el listado de ‘ciudades’ es un tanto arbitraria, pues de-
pende de la manera en que se cuente el número de habitantes y se consideren sus
fronteras.

Se puede decir que todos los intentos por dar una explicación a esta regularidad
en la estad́ıstica de ciudades se pueden clasificar en dos grandes clases: (i) mode-
los jerárquicos basados en hipótesis microeconómicas y (ii) modelos estocásticos que
buscan explicar la distribución observada como una consecuencia de hipótesis proba-
biĺısticas simples referentes a la formación y crecimiento de las ciudades. Sin embargo,
ninguno ha sido completamente exitoso; tan es aśı, que algunos investigadores han
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llegado a expresar en tiempos recientes que la distribución rango-tamaño es una regu-
laridad emṕırica en búsqueda de una teoŕıa.3

En el caso que nos ocupa, se ha observado emṕıricamente que la distribución de los
tamaños de los asentamientos humanos (settlements) (término más general que el de
‘ciudades’) tiene lugar sobre un amplio rango observado. Aśı, casi todos los modelos
construidos son insatisfactorios por lo siguiente: unos se centran en la explicación del
exponente igualado a uno (es decir, se restringen al caso clásico de Zipf, a pesar de
la evidencia emṕırica en contra); otros sólo son capaces de reproducir la distribución
rango-tamaño para un cierto intervalo, la región que tiene un buen ajuste, o sea la
cola; otros más, sólo pueden explicar la distribución para ciudades por arriba de un
cierto tamaño umbral, centrándose incluso en investigar la magnitud de ese umbral,
lo que deja de lado nuevamente la explicación de la distribución completa. Pero ya
veremos más adelante algunos modelos que respondan ante tales deficiencias.

2.5.2 De Pareto a Zipf y viceversa

La ley de Zipf usualmente se refiere al tamaño y de ocurrencia de un evento relativo a
su rango, como el que vimos para el caso de la estad́ıstica de ciudades, pero también
podŕıamos graficar en papel log-log el número de asentamientos humanos que tienen
cierto número de habitantes (la frecuencia de aparición de una cantidad dada) contra el
tamaño de la población. En ambos casos obtenemos un comportamiento que satisface
una ley de potencia y los exponentes no son los mismos. Pero dado que se refieren
a los mismos datos, ambas descripciones deben ser equivalentes. En este segundo
arreglo (donde no empleamos los rangos), podemos hacer los ajustes necesarios para
tener una densidad de probabilidad de Pareto que nos diga el número de ciudades con
una población de exactamente n habitantes, que es:

P [X = n] ∼ n−a = n−(d+1) (2.2)

Para pasar a la primera forma (la de los rangos), podemos hacer la siguiente
observación en juego verbal: decir que “la r-ésima ciudad tiene n habitantes” es
equivalente a decir que “r ciudades tienen n o más habitantes”, y en este caso tenemos
una formulación del tipo describible con la distribución de Pareto. Considerando
nuestras gráficas, ese parafraseo casi equivale a intercambiar los ejes coordenados.
En el caso de que b sea el exponente de la recta en términos de rangos, esto es n ∼
r−b, si invertimos los ejes, ahora tendremos que r ∼ n−1/b representará la expresión
en términos de densidad descrita más arriba en (2.2). De manera que si deseamos
expresar esta inversión de ejes en términos de la ley de Pareto, es decir, en términos
de la distribución acumulada, sólo tenemos que comparar los exponentes. Por eso

3Por ejemplo, ver [60].
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tenemos que el exponente de la distribución de Pareto es igual al de Zipf más uno,
pues al derivar a Pareto obtenemos la expresión anterior.

También debemos señalar que a partir de la expresión de la estad́ıstica de ciudades
en términos de Pareto, se puede llegar a interpretar la existencia del umbral como
parte de la descripción, y entonces, por coherencia, hay que buscarle una explicación,
pero eso no corresponde con lo emṕıricamente observado, pues como ya dijimos, la
diferenciación entre los diferentes asentamientos se hace de manera arbitraria.

2.5.3 Estad́ıstica de palabras

Para fijar ideas, aśı como introducir terminoloǵıa y luego poder hacer comparaciones,
vamos a presentar el siguiente ejemplo-experimento, al que nos referiremos en lo suce-
sivo como ee:

Por razones que no vienen al caso, elegimos como objeto de estudio un ejemplar
de una publicación universitaria: la Revista Chiapas No. 13, correspondiente al año
2002, que de ahora en adelante será nuestro corpus de trabajo. Dado que en todo
texto hay palabras que se repiten, lo que buscamos es caracterizar cómo se distribuyen
las palabras que se repiten, cuáles son las que se usan más veces y cuántas, y cuáles
aparecen sólo una vez, o dos, o tres. Lo primero que se hace es contar el número
de veces que aparece cada palabra diferente y también contar la cantidad de pala-
bras que hay en el corpus particular elegido (el tamaño de nuestra muestra). Luego
se ordenan los datos obtenidos en forma decreciente, empezando por la palabra que
aparece más veces, a la que se le asigna el rango 1. El segundo rango se le asigna a la
palabra que tiene el segundo valor más frecuente, y aśı sucesivamente; si encontramos
con que dos o más palabras tienen la misma frecuencia, usamos el orden alfabético
para asignar rangos. Una vez que se han obtenido todos esos datos lo que procede es
graficarlos, pero para poder compararlos en términos estrictos de frecuencias debemos
normalizarlos; hablamos entonces de frecuencias relativas, aunque por simplicidad, en
el caso de una palabra cualquiera, uno se refiere a la frecuencia de aparición de tal
palabra y no a su frecuencia relativa. Una vez normalizados, si hacemos una gráfica
log-log observamos la firma caracteŕıstica de las leyes de potencia: una ĺınea.

La figura 2.2 corresponde a nuestro ee, con los valores de la pendiente de la recta
y del coeficiente de correlación.

Con el procedimiento del ee hemos relacionado el rango de una palabra con la
frecuencia de la misma. Eso fue lo que hizo Zipf de manera exhaustiva, encontrando
que esos resultados tienen un comportamiento uniforme bajo una notable variedad
de circunstancias: para diferentes tópicos, autores y lenguajes naturales, y dedicó
gran parte de su vida intelectual a explorar y tratar de explicar lo que tal regularidad
podŕıa significar.

Con todo y lo que hemos descrito para el ee, hay varias maneras de enunciar la ley
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Figura 2.2: Gráfica log - log para nuestro ee.

de Zipf en lingǘıstica. A veces se cita diciendo que establece con muy buena aproxi-
mación que la frecuencia relativa, f , de una palabra en un texto dado es inversamente
proporcional a su rango, y se dan estos números:

f(r) ≈ 1
r ln(1.78R)

Donde R es el número de palabras diferentes, o sea, el tamaño del corpus.
Otras veces sólo se presenta de la forma más simple (sin R) y se dice que la

ley de Zipf asegura que la frecuencia de aparición de una palabra es inversamente
proporcional al rango de dicha palabra, es decir, que f(r) ∼ 1/r; a leyes de tal tipo
se les llama ‘leyes hiperbólicas’ por obvias razones.

Hay varios resultados interesantes a partir del trabajo de Zipf. Por ejemplo, él
encontró que en inglés escrito, para un texto cuya R = 12, 000, las frecuencias relativas
para las palabras más usadas, the, of, and, to son aproximadamente, 0.1, 0.05, 0.033,
0.025, respectivamente. La figura 2.3 muestra la correspondencia entre la ley de Zipf
(una ley de potencia homógenea) y los datos descritos anteriormente.

La ley de Zipf no sólo es aplicable a idiomas escritos,4 sino también a escritores

4Hay que tener muy presente que nos referimos a lenguajes escritos, no hablados, donde las palabras
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Figura 2.3: Ley de Zipf para el idioma inglés.

individualmente, y entre algunas consecuencias curiosas para este caso tenemos que,
un buen escritor, con un vocabulario activo de R = 100, 000 palabras, las 10 más usa-
das ocupan alrededor del 24% del texto, mientras que para un léxico básico (digamos
el de un periódico de tiraje nacional), con el 10% de su vocabulario (R = 10, 000),
este porcentaje apenas se incrementa a casi el 30%. Por supuesto, cualquier escritor
encontrará dif́ıcil evitar usar palabras como los art́ıculos ‘la’, ‘el’, y los conectivos ‘y’,
‘de’ y ‘a’ en español (en inglés: the, and, of, y to, respectivamente). En nuestro ee
(R ∼ 83, 000) las 5 palabras mejor rankeadas alcanzan más del 20% del texto; las 10
primeras más del 30%, las 15 primeras más del 35% y las primeras 20 casi el 40%, o
sea que ¡el resto (83,000 - 20) ocupa el 60%!, lo que nos indica que sólo unos pocos
elementos dominan.

En lingǘıstica se han propuesto dos alternativas generales de explicación para el
comportamiento ley de potencia:

1. Se asume que la regularidad refleja alguna propiedad universal de la mente
humana.

2. Se asume que representa alguna consecuencia necesaria de las leyes de la proba-
bilidad.

Zipf optó por la primera y buscó un principio de mı́nimo esfuerzo que explicara el
equilibrio aparente entre uniformidad y diversidad en nuestro uso de las palabras. Su

mejor rankeadas son otras.
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tratado de 1949, Comportamiento humano y el principio del mı́nimo esfuerzo, consti-
tuye un ambicioso trabajo, donde describe leyes hiperbólicas en psicoloǵıa, semántica,
socioloǵıa y geograf́ıa. Ah́ı presenta un cúmulo de datos estad́ısticos que ocurren fre-
cuentemente en ciencias sociales; la explicación de esos datos ha representado un reto
atractivo para muchos de sus sucesores, quienes han eligido el segundo camino y han
logrado explicaciones convincentes.

Por otro lado, uno de los primeros tratamientos probabiĺısticos fue hecho por
Benoit Mandelbrot. Consideró a un mono tecleando al azar una máquina de escribir
y encontró un resultado sorprendente: si el mono teclea hasta producir una larga
y aleatoria cadena de caracteres, y si definimos una ‘palabra’ como una sucesión
de letras entre espacios en blanco, entonces el ‘lenguaje’ del mono también sigue la
ley de Zipf. Una manera de verlo es asumir un texto como una colección aleatoria
de śımbolos con espacios en blanco distribuidos al azar a través del texto, entonces
existen necesariamente más ocurrencias de ‘palabras’ cortas que largas. Y como la
variedad de palabras disponibles se incrementa exponencialmente con la longitud de la
palabra, entonces el fenómeno de Zipf se hace inexorable, pues pocas palabras serán
usadas un enorme número de veces, mientras que una vasta cantidad de palabras
largas se emplearán muy pocas veces o nunca.

Pero los resultados de Mandelbrot van más allá (Ver [71]):

• Un análisis detallado muestra que si la máquina de escribir del mono tiene N
teclas equiprobables y una barra espaciadora (con probabilidad p0), entonces
sus palabras tendrán frecuencias relativas en función del rango dadas por:

f(r) ∼ r−1+log(1−p0)/logN

Para fijar ideas, consideremos un alfabeto occidental que no incluya a la ñ, es
decir, N = 26, y tomemos p0 = 1/5, entonces, el exponente que resulta es
b = −1.068, sólo ligeramente menor que −1. Si nuestro alfabeto ahora es de
N = 9 y p0 = 1/10, entonces se puede modelar con todas las fracciones decimales
entre 0 y 1, en las cuales el ‘0’ nunca aparece. En general, las “palabras” del
mono podrán ser modeladas como un conjunto de Cantor con dimensión fractal
D que iguala al exponente rećıproco de 1/r. Para el polvo de Cantor D ≈ 0.954,
nuevamente muy cercano a 1.

• Para el vocabulario generado por el mono, es necesaria una cantidad enorme de
palabras (1, 895, 761) para alcanzar la probabilidad de un medio. En contraste,
el rango medio en textos en inglés está entre 100 para textos medios y 500
para grandes escritores. De esta manera, el mono, apegándose estrictamente a
la ley de Zipf, produce un lenguaje con much́ısimas palabras, causando la im-
posibilidad de construir un diccionario, pues sus palabras forman un incontable
conjunto de Cantor.
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• Asociado a su dimensión fractal, el lenguaje del mono es autosemejante, ya
que si tomamos una palabra y eliminamos la letra de la extrema izquierda,
obtendremos otra palabra de ese mismo lenguaje. Si seguimos ese proceso de
‘generación de palabras’ en árboles autosimilares, obtendremos al final una copia
de todo el vocabulario. El punto importante es que los lenguajes naturales no
crecen como el descrito, ya que, en efecto, muchas combinaciones de letras son
no-palabras.

De esta forma, la aproximación de Mandelbrot deja sin explicar la ley de Zipf,
porque no logra distinguir entre un comportamiento aleatorio (el del mono) y uno
racional (humano). Ya que si nos centramos tan sólo en la longitud de las palabras, no
podemos generar una explicación únicamente a través de ello. De esta forma es como
Zipf abordó el problema de la relación entre significado y la extensión de las palabras
(longitud), y argumentó que existen sucesiones de letras que son impronunciables (no-
palabras), que aunque sean más cortas, tienen la dificultad de su pronunciación; por
el contrario, existen palabras largas pero que śı se pueden pronunciar y ello las hace
más útiles. Por ejemplo, la no-palabra ‘zvk’ es impronunciable pero ‘indudablemente’
no.

Zipf debió considerar como ‘palabras’ a todas aquellas sucesiones de letras que
empleamos en nuestros lenguajes, no sólo las que según el diccionario son equivalentes
o están relacionadas, por ejemplo, las conjugaciones de los verbos (en un diccionario
sólo aparece el verbo en infinitivo); consideró aśı las palabras pertenecientes a un
mismo conjunto de ráıces.5 Aśı construimos también nosotros nuestro ee.

A partir de las observaciones de Zipf, varios usos se han planteado, pues para
estudiar diversas propiedades de las palabras es obvio emplear sus propiedades es-
tad́ısticas. Ello mismo impone ciertas restricciones, pues un número pequeño de
palabras ocupa el mayor volumen del corpus, mientras que la inmensa mayoŕıa de
palabras tiene un número de ocurrencias estad́ısticamente insuficiente. Una manera
de resolver el problema de la poca aparición de ciertas palabras es aumentando el
tamaño del corpus, o de plano recurrir al corpus más grande que existe: Internet.
Y de ah́ı, una de las aplicaciones principales es proporcionar conocimiento léxico a
diferentes niveles y tipos: co-ocurrencias, colocaciones, etc.

2.6 Modelos estocásticos

Ya que ha quedado establecida la equivalencia entre la descripción de Pareto y la
de Zipf, podemos proceder a presentar uno de los modelos que se han construido

5En este caso se tiene ‘una palabra, un rango’, definiendo palabra como una sucesión de letras con
significado, y casi siempre, legible.
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para explicar tales regularidades, y que responde ante varios de los retos no resueltos.
Describiremos un modelo construido para los asentamientos humanos, pero que se
podŕıa adaptar al caso de ingresos o a la lingǘıstica según sea el caso, y que reproduce
muy bien los datos observados tanto en la cola superior (la de los primeros rangos
o de grandes poblaciones), donde se cumple la propiedad rango-tamaño, como en la
cola inferior (de rangos muy altos o de poblaciones pequeñas) donde emṕıricamente
aparece una propiedad inversa a la de rango-tamaño. El reto, en general, es encontrar
un modelo que no tenga las fallas de los anteriores y que reproduzca lo mejor posible
la distribución observada en un amplio espectro. El modelo que presentamos lo hace
muy bien.

Este modelo está basado en una hipótesis probabiĺıstica muy simple sobre la for-
mación y crecimiento de los poblados (asentamientos o ‘ciudades’, que a partir de aqúı
en adelante consideramos como sinónimos y que empleamos indistintamente), misma
que refleja su variabilidad inherente, tanto de uno a otro poblado como en el tiempo.
Nos referimos al trabajo de W. Reed citado en [60], pero también desarrollado en
[61], [62] y [63]. La explicación es entonces esencialmente matemática y es una conse-
cuencia de procesos estocásticos con ciertas caracteŕısticas, lo que no implica que los
factores demográficos, económicos, geográficos, poĺıticos o de otro tipo no sean im-
portantes en la fundación y desarrollo de las ciudades; por el contrario, significa que
cuando consideramos la distribución de los asentamientos humanos sobre una región,
los efectos de las variaciones en esos factores pueden ser modelados efectivamente por
un proceso estocástico. Siendo matemática, la explicación no está confinada a la dis-
tribución de los tamaños de los asentamientos humanos, como ya dećıamos, sino que
es relevante para otros fenómenos con una estructura subyacente similar.

Se adopta un punto de vista ‘macro’, implicando que las diferencias entre asen-
tamientos serán consideradas como esencialmente aleatorias, y las componentes del
modelo estocástico son dos, una para la fundación y otra para el crecimiento o
evolución subsecuente. A partir de estas componentes derivaremos una distribución
para el tamaño actual de los asentamientos y discutiremos sus propiedades.

Consideremos primero la evolución de los poblados después de su fundación. Los
asentamientos de los individuos humanos crecen (a veces se contraen) de diferentes y
variadas formas. La tasa de crecimiento (proporcional) en un año dado vaŕıa de
poblado a poblado y para un poblado dado probablemente variará año con año
(o década con década, etc.) dependiendo de factores económicos, demográficos,
poĺıticos, etc. A un nivel macro tal variabilidad puede ser modelada matemáticamente
suponiendo que el logaritmo del tamaño de la población para cualquier asentamiento
constituye una realización de una caminata aleatoria. Esta es la ley de Gibrat de
los efectos proporcionales (1931). Por conveniencia anaĺıtica se adopta una versión
continua en el tiempo, es decir, el tamaño (población o número de habitantes) X(t)
de un asentamiento se supone que sigue un movimiento browniano geométrico (gbm -
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geometric brownian motion) gobernado por la ecuación diferencial estocástica de Itô:

dX = µXdt+ σXdw

donde dw es ruido blanco (i.e. el incremento aleatorio de un proceso de Wiener en el
tiempo dt). El parámetro µ es la razón media de crecimiento calculada sobre todos los
asentamientos y tiempos, y σ es el parámetro que refleja la variabilidad en esta razón
de crecimiento. Entonces el crecimiento proporcional dX/X en el tiempo dt para
cualquier asentamiento comprenderá una componente sistemática µdt (que refleja la
razón de crecimiento promedio sobre todos los asentamientos, a todos los tiempos)
y una componente aleatoria σdw (que refleja lo que ocurre para un asentamiento
particular a un tiempo particular).

Este es el modelo de crecimiento de asentamientos usado por Gabaix [24], quien
cita estudios emṕıricos para justificar la ley de Gibrat, pero de forma contraria a éste
último, en el modelo de Reed no se buscan las condiciones de equilibrio, por lo que
no es necesario asumir la existencia de un tamaño mı́nimo de poblado o umbral que
actúe como una frontera reflejante.

Si el tamaño inicial del asentamiento (al tiempo de su fundación) es X0, entonces
bajo un gbm, el tamaño X̃T del asentamiento, T unidades de tiempo después, será
una variable aleatoria lognormal con:

ln X̃T ∼ N(X0 + (µ− σ2/2)T, σ2T )

Pero en realidad los poblados fueron fundados a diferentes tiempos y sin duda
teńıan diferentes poblaciones iniciales. Por tanto, para cualquier asentamiento dado
en el páıs o región considerada, las variables X0 y T debeŕıan ser manejadas como
variables aleatorias. Una especificación simple para la distribución del tamaño inicial
X0, seŕıa que tuviera una forma lognormal con:

lnX0 ∼ N(µ0, σ
2
0)

Esta expresión tiene dos propiedades deseables: a) que el tamaño inicial siempre sea
no-negativo, y b) que la varianza se incremente con la media. Es posible que la
distribución de los tamaños iniciales haya cambiado con el tiempo (los asentamientos
agŕıcolas probablemente fueron inicialmente más pequeños que los industriales o que
los urbanos). Aśı, se puede ajustar esto suponiendo que X0 también evoluciona como
un gbm. No hay diferencias esenciales en el desarrollo si se incluye lo anterior, pero
por simplicidad eso se hace en el apéndice.

Consideremos ahora la fundación de los asentamientos. El tiempo desde la fun-
dación variará de poblado a poblado, y su distribución sobre todos los asentamientos
en la región reflejará el desarrollo histórico de la región, que, por supuesto, depen-
derá de múltiples factores. Como con la evolución de los asentamientos, ignoraremos
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los detalles y modelaremos la fundación de asentamientos de forma estocástica. Lo
más simple que se puede considerar es que las fundaciones ocurran en un proceso de
Poisson sobre las últimas τ unidades de tiempo (es decir, ocurren aleatoria e indepen-
dientemente a una tasa promedio constante). Tal modelo, sin embargo, está limitado
en que no permite un crecimiento sostenido y general para toda la región. Un mo-
delo más realista resulta de asumir que en el intervalo de tiempo (t, t+ dt), cualquier
asentamiento existente puede formar un nuevo poblado satélite con una probabilidad
λdt. Esta suposición constituye un proceso de Yule, quien lo propuso en 1924 para
modelar la creación de nuevas especies biológicas, y que no está de más decir, es un
proceso similar en muchos aspectos a la fundación de nuevos asentamientos humanos.
Para tal proceso, el número de poblados esperados t unidades de tiempo después de
la fundación del primer poblado es eλt. En otras palabras, el número de poblados está
creciendo, en promedio, a la tasa proporcional λ. Debe notarse, sin embargo, que la
evolución efectiva del número de poblados es un proceso aleatorio. Para este modelo se
puede mostrar que la distribución al tiempo T desde la fundación de un asentamiento
(que bien puede ser el primero) es de la forma de una distribución exponencial trun-
cada en τ (la edad del primer asentamiento). En muchos casos es razonable asumir
que τ es grande, y entonces es mejor considerar la distribución ĺımite cuando τ →∞,
resultando una distribución exponencial con densidad λe−λt, para t > 0.

Bajo la suposición del modelo de Yule para la fundación de poblados y el modelo
de gbm para su crecimiento subsecuente, la distribución del tamaño en curso, X, sobre
todos los asentamientos, puede ser obtenida integrando la densidad de la distribución
lognormal de X̃T con respecto a la distribución exponencial de T . Esto puede hacerse
anaĺıticamente dando como resultado una densidad de probabilidad (de X) de la
forma:

fX̄(x) =
αβ

α+ β

[
x−α−1 exp

{
αµ0 + α2σ2

0/2
}

Φ
(

lnx− µ0 − ασ2
0

σ0

)
+

xβ−1 exp
{
−βµ0 + β2σ2

0/2
}

Φc

(
lnx− µ0 + βσ2

0

σ0

)]
(2.3)

con x > 0, donde Φ es la función de distribución acumulada de la distribución normal
estándar; Φc = 1−Φ; y α, −β (α, β > 0) son las ráıces de una ecuación caracteŕıstica
cuadrática. Reed bautizó a esta distribución como distribución doble de Pareto-
lognormal (dPlN - double Pareto-lognormal), y tiene la propiedad de que sigue leyes
de potencia en las dos colas:

fX̄(x) ∼ x−α−1 (x→∞); fX̄(x) ∼ xβ−1 (x→ 0)

El primer resultado indica que para valores grandes de x, la distribución rango-
tamaño sigue una ley de Pareto (es decir, ln(Pr(X ≥ x)) está relacionada linealmente
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con ln(x) y tiene pendiente −α < 0); y el segundo resultado indica una ley de Pareto
inversa para x pequeños (es decir, ln(Pr(X ≤ x)) está relacionada linealmente con
ln(x) y tiene pendiente β > 0. La cola superior paretiana ha sido ampliamente
verificada emṕıricamente (es la famosa ley rango-tamaño), pero aparentemente nadie
ha buscado una ley en la cola inferior (inversa), que existe, como lo muestra la figura
2.4. Incluso a partir de los datos presentados por Reed se ve que el grado de linealidad
en la gráfica de la cola inferior es aún más notable que en la gráfica de la cola superior,
confirmando emṕıricamente la presencia de la propiedad rango-tamaño en la cola
inferior.

Figura 2.4: La cola de los rangos altos para los poblados de la provincia de Barcelona.

Posteriormente, Reed lleva a cabo varias pruebas de bondad de ajuste, logrando
un ajuste muy bueno; y como dećıamos, el modelo se puede aplicar a fenómenos que
tengan, en principio, comportamientos similares, como es el caso de la estad́ıstica de
palabras, pero habŕıa que tener cuidado de cómo hacer la correspondencia. Quizás
una falla de este modelo podŕıa encontrarse en el intento de explicar todo el dominio
de definición de los rangos y no sólo las regiones asintóticas.
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Distribuciones rango-orden

[. . . ] When we say that the apparatus of probability theory is best suited
to the study of molecular phenomena, we do not in the least wish to say
that the philosophical premises for applying the theory of probability in
natural science spring from the insufficiency of our knowledge. The basic
principle lies in the fact that when studying mass-scale phenomena, a set
of new and peculiar regularities come to light. When studying phenomena
caused by the action of large numbers of molecules, it is not necessary to
take into consideration all the propierties of every molecule.

B. V. Gnedenko, The Theory of Probability.

En el caṕıtulo anterior se desarrolló una distribución asociada a los nombres de Zipf
y Pareto. Ahora veremos otra área donde surgen leyes de potencia asociadas al
nombre de Lotka, pero que matemáticamente equivalen a la formulación de Zipf.
Veremos una descripción que la generaliza mediante el empleo de dos exponentes, en
la representación denotada por {a, b}, y que será la que se modelará en el siguiente
caṕıtulo.

3.1 Bibliometŕıa, informetŕıa, ...

Sin hacer siquiera un breve recuento histórico sobre el origen de los nombres que
encabezan esta sección,1 podemos decir que al paso del tiempo se han desarrollado
varias disciplinas estrechamente relacionadas con las denominadas ciencias de la in-
formación, y que comparten el empleo del sufijo ‘metŕıa’ (del griego metron), que
significa tanto ‘medir’ como ‘métrica’: la bibliometŕıa, la informetŕıa, la cienciometŕıa
y la webometŕıa.

1Se pueden consultar algunos avances en ese sentido, en los trabajos [4], [32], [53], [77], [57] y los
materiales citados en [69].
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Originalmente, la aplicación de diversos métodos matemáticos al estudio de la lite-
ratura cient́ıfica, se hizo en el trabajo de los bibliotecarios, quienes deseaban conocer
cómo se estructuraban las referencias bibliográficas y la sistematización de algunos
aspectos de la productividad cient́ıfica; por ello el nombre que se acuñó refleja par-
cialmente su origen: bibliometŕıa. Como se señala en [32], lo que convierte a tales
metodoloǵıas en bibliometŕıa “no es tanto el recuento que en śı mismo, que no pasaŕıa
de ser estad́ıstica bibliotecaria, cuanto la idea de que existe una relación sustancial
entre cantidad de libros y cantidad de conocimiento”, es decir, “la bibliometŕıa ha es-
tado históricamente vinculada a la idea de que es posible representar el conocimiento
humano a través de la cuantificación de los documentos en los que éste se expresa
y de los elementos que componen a éstos”. Este enfoque se extendió a otras áreas
para conformar los campos de informetŕıa, cienciometŕıa y webometŕıa, modelando las
aplicaciones concretas de los campos a los que pretender servir de instrumento. Aśı,
se entiende a la cienciometŕıa como aquellos estudios dedicados a los aspectos cuanti-
tativos de la ciencia como disciplina o actividad económica; se considera una parte de
la socioloǵıa de la ciencia y estaŕıa enfocada al establecimiento de poĺıticas cient́ıficas
(hacer pronósticos y tomar decisiones de planeación), incluyendo las poĺıticas edito-
riales y de difusión (traslapándose aśı con la bibliometŕıa). De manera similar, la
informetŕıa abarca el estudio de los aspectos cuantitativos de la información, inde-
pendientemente de la forma en que aparezca registrada y del modo en que se genere,
almacene o recupere; y otra vez se traslapa con la cienciometŕıa y la bibliometŕıa.
Tales traslapes han generado ambigüedad, tanto en la interpretación de los términos
como en su uso, pero, resaltamos, hay un transfondo común: la búsqueda de relaciones
matemáticas que describan estructuras y procesos que superan la mera recopilación
de datos.

Por ejemplo, de un tiempo a la fecha, varios indicadores inicialmente bibliométricos
se han usado para medir los resultados de las ciencias en un páıs, nación u organi-
zación. Pero como son un tanto reducidos, diversos actores han propuesto que se les
correlacione con otros indicadores, desde los demográficos y económicos, hasta los de
tipo social, para que ello redunde en un enfoque más amplio de los análisis realizados.
Por ejemplo, la unesco ha propuesto los siguientes indicadores: el crecimiento del
producto interno bruto (pib), el gasto en educación, la cantidad de profesionales y
publicaciones cient́ıficas por número de habitantes, y el número de profesionales en
i+d (investigación y desarrollo), lo que ha impactado tanto la evaluación del quehacer
cient́ıfico como la definición de sus poĺıticas asociadas.

Actualmente, y de acuerdo a [4], pueden considerarse como objetos de estudio y
como delimitadores de la informetŕıa, las siguientes áreas :

• Los aspectos estad́ısticos del lenguaje y la frecuencia del uso de las palabras y
frases.
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• Las caracteŕısticas de la productividad de los autores, medida por la cantidad
de documentos publicados en un tiempo determinado o por su grado de colabo-
ración.

• Las caracteŕısticas de las fuentes donde se publican los documentos, incluida su
distribución por disciplinas.

• Los análisis de citas, según distribución por autores, tipo de documento, insti-
tuciones o páıses.

• El uso de la información registrada a partir de su demanda y circulación.

• La obsolescencia de la literatura mediante la medición de su uso y de la frecuen-
cia con que se cita.

• El incremento de la literatura por temas.

• La distribución idiomática según la disciplina o el área estudiada.

Como se ve, los estudios en lingǘıstica que dieron lugar a la ley de Zipf, caen dentro
de esta definición. Vayamos a estudios que se consideran espećıficos de la informetŕıa,
pero teniendo en cuenta que las delimitaciones no son todav́ıa claras, sino más bien
flexibles.

Se considera que los primeros estudios sobre la productividad cient́ıfica correspon-
den al trabajo de Arnold Dresden, A Report on the Scientific Work of the Chicago
Section, 1897-1922, (ver [21]) y al de Alfred J. Lotka, The Frequency Distribution of
Scientific Productivity, (ver [40]). En el trabajo de éste último aparece lo que se conoce
como la ley de Lotka, y que, como ya dećıamos, tiene la misma forma matemática que
la ley de Zipf,2 pero expresada en términos de las variables informétricas, a saber: a
r se le considera como colaboradores o autores de un trabajo (paper) dado y a f(r)
como art́ıculos (papers) en śı. Y desde entonces es común llamar “fuente” a la variable
independiente e “item” a la variable dependiente. De tal suerte, que la ley de Lotka
establece que el número de items es una ley de potencia de las fuentes. Originalmente,
Lotka enunció el resultado como sigue: El número de autores, An, que publican n tra-
bajos sobre una materia es inversamente porporcional a n2; por ello, a veces también
se da el caso de referirse a la ley de Lotka únicamente para el caso del exponente
dos, aunque esto se da regularmente en la literatura asociada a la biblioteconomı́a.
La tendencia actual es romper con lo anterior y plantear desarrollos generales, aśı, se
ha desarrollado una rama dedicada al estudio de las leyes de potencia, denominada:
informetŕıa lotkaiana. Por tanto, se puede decir que las relaciones entre las fuentes

2De hecho, algunos autores la refieren como la ley de Zipf-Lotka, por ejemplo [37].
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y los items son objeto de estudio de la informetŕıa; y que en la literatura es nor-
mal encontrar las parejas autor-journal o journal-bibliograf́ıa referidas como fuentes
e items.

Otro personaje estrechamente asociado con el desarrollo de la informetŕıa es
Samuel C. Bradford, quien investigó la productividad de las revistas (ver [4]), ha-
ciendo varias contribuciones importantes; la más conocida es la ley que lleva su nom-
bre, “en la que se plantea una forma longitudinal acumulativa de distribución de los
documentos por disciplinas en las publicaciones seriadas”.

A continuación se hace una descripción de los resultados obtenidos recientemente
en exploraciones acerca del parámetro de impacto de las revistas cient́ıficas (Journal
Impact Factors - jifs), o simplemente factores de impacto (fi), y que extienden la
informetŕıa lotkaiana, pues muestran que las gráficas rango-orden (análogas a las
de rango-tamaño de ciudades) relativas a diversos datos de jifs se desv́ıan de la
tradicional ecuación lotkaiana.

3.2 Factores de impacto

En esta sección nos estamos refiriendo a los resultados publicados en el art́ıculo de
Mansilla et al., [43].

Un factor de impacto es una medida de la frecuencia con la que un “art́ıculo
promedio” en una revista ha sido citado en un año en particular o en cierto un
periodo T ; es calculado “dividiendo el número de veces que una revista ha sido citada
por el número de art́ıculos que ha publicado durante algún periodo de tiempo dado.
El factor de impacto de una revista reflejará entonces una tasa promedio de citación
por art́ıculo publicado”. El factor de impacto de una revista es un intento por evaluar
la producción de conocimiento publicado entre diferentes revistas de un campo dado.
Los resultados son centralizados en la base de datos del Science Citation Index (sci),
que se publica anualmente, desde 1975, en los Journal Citation Reports.

Un ı́ndice de citación, ı́ndice de citas o análisis de citas de una revista cient́ıfica, es
aquel que mantiene un seguimiento sobre qué art́ıculos son citados en otros art́ıculos.
El más usado y mejor conocido es el Web of Science publicado por el Institute for
Scientific Information (isi). El sci es una base de datos documental donde se recogen
todas las contribuciones (art́ıculos, editoriales, cartas, revisiones, discusiones, etc.)
que se puedan publicar en las revistas de ciencia y tecnoloǵıa indexadas por Thomson
Scientific. A este ı́ndice de citación también se le conoce como isi ya que en un prin-
cipio la institución que produćıa el ı́ndice era el ya mencionado Institute for Scientific
Information, fundado por Eugene Garfield, en 1960.3

3Se puede seguir el desarrollo histórico de las ideas de Garfield revisando sus primeros trabajos,
entre los que destaca [26].
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El fi ha sido objeto de muchas cŕıticas y existe un debate sobre su uso como
herramienta de evaluación de la investigación. Incluso la influyente revista Nature, en
2005, afirmó que las cifras del jifs deben ser tomadas cuidadosamente.4 A pesar de
los pros y contras, el hecho es que es ya una medida cotidiana de la importancia de
una revista y se usa a nivel internacional.

Aun manteniendo una actitud cŕıtica hacia el uso de fis para evaluar la investi-
gación cient́ıfica, se debe reconocer que es resultado del proceso de publicación y que
se ha convertido por śı mismo en objeto de estudio cient́ıfico. D. Lavalette se encuen-
tra entre los autores cuya atención ha sido atráıda hacia la distribución rango-orden
del jifs, pues Popescu lo señala en 2003 (ver [56]) como el autor de la propuesta de
ley siguiente:

f(r) = K

[
N + 1− r

r

]b
(3.1)

Donde N es el número de revistas, r es el rango, f(r) es el factor de impacto, b es
un parámetro por ajustar, y K una constante de normalización.

En la siguiente sección se expone una ley que generaliza la de Lavalette y que
ajusta mejor para el caso de los factores de impacto.

3.3 Ley de potencias de dos colas

En diversas gráficas log-log, relativas a un buen número de datos emṕıricos, entre
los que se incluyen los de los jifs, se muestran evidencias que apuntan en contra de
una ley de potencia con un único exponente, pues aparece una curvatura en la cola
derecha de la gráfica, la correspondiente a las rangos altos (o frecuencias bajas), y muy
parecida al decaimiento observado para el caso de las ciudades. En [43], Mansilla et
al., proponen una función tipo Beta con dos parámetros, como una extensión de lo que
podŕıa ser llamado leyes lotkaianas de dos exponentes, y que tiene una representación
{a, b} de la forma:

f(r) = K
(N + 1− r)b

ra
(3.2)

Donde f(r) representa el factor de impacto rango-orden, r = 1 . . . , N ; a y b son dos
parámetros a ajustar, y K es un factor de normalización sin significado. A la ecuación
3.2 se le refiere en la literatura como una función beta de dos parámetros.

4Un trabajo relativamente detallado acerca de los usos de los factores de impacto, lo constituye
[81], abarcando aspectos de productividad por especialidad, por autores, etc. y cuestionando su uso
en premiaciones; propone su uso junto al de otros indicadores, como el ı́ndice de inmediatez y el ı́ndice
de vida media.
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Campo cient́ıfico K b a R2

F́ısica 0.0273 0.991 0.4058 0.9999
Matemáticas 0.0437 0.676 0.2622 0.9999

Ciencias de la Computación 0.0066 1.0626 0.2840 0.9999
Agrociencias 0.0070 0.9597 0.2210 0.9999

Ciencias Ambientales 0.0358 0.9357 0.2781 0.9800
Biociencias 0.0304 1.0161 0.5140 0.9999

Qúımica 0.0549 0.9733 0.4560 0.9999
Ingenieŕıa 0.0033 1.0472 0.3522 0.9999

Geociencias 0.0463 0.8739 0.3505 0.9999
Ciencias de Materiales 0.0408 0.9072 0.4477 0.9999

Medicina 0.0819 0.7735 0.4307 0.9999
Educación 0.0819 0.7735 0.4307 0.9999

Tabla 3.1: Valores encontrados para los exponentes y el coeficiente de correlación.

Nótese que cuando b = a, la ecuación 3.2 se convierte en la que podŕıamos llamar
ley de Zipf-Lotka-Lavalette, y que representa, por tanto, una generalización de la
misma.

3.3.1 Resultados en el caso de los factores de impacto

Una vez que han expresado su propuesta, los autores de [43] hacen lo siguiente: Para
cada conjunto de datos, encuentran los valores de los parámetros usando el método
de mı́nimos cuadrados en la variable logaŕıtmica, aplicada a la ec. (3.2):

log(f(r)) = log(K) + blog(N + 1− r)− alog(r) (3.3)

La tabla 3.1 muestra los valores obtenidos de K, b y a, además del coeficiente
de regresión R2 para los factores de impacto de 12 disciplinas. Obsérvese que los
valores de a y b casi no vaŕıan para disciplinas disntintas, sino que más bien parecen
concentrarse alrededor de algún valor promedio.

En el art́ıculo mencionado se presenta también una serie de gráficas con los datos
de los parámetros de impacto, aśı como los ajustes teóricos para los campos de las
ciencias f́ısicas, matemáticas y ambientales. Ejemplo de ello es la gráfica 3.1, en el caso
del campo de la f́ısica. Conviene aclarar que la manera más natural de presentar los
datos es mediante el empleo de gráficas semilogaŕıtmicas (y no log-log), pues permiten
ubicar el cambio en el orden de magnitud en una misma gráfica; y ello se hará también
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más adelante en los otros casos tratados; la firma caracteŕıstica será una curva tipo
sigmoide como la de la figura 3.1.

Figura 3.1: Gráfica del factor de impacto en el campo de la f́ısica

3.3.2 Conclusiones relativas a los factores de impacto

Los autores de [43] concluyen mostrando la excelente concordancia de los datos con
su modelo, pues la calidad del ajuste es superior a la propuesta de Lavalette, a la que
incluyen como caso particular haciendo a = b. A partir de ello reflexionan sobre los
posibles ingredientes que debeŕıan tener los modelos que intenten reproducir la repre-
sentación {a, b}. Mencionan que “el mecanismo subyacente propuesto que da lugar al
comportamiento anterior a menudo asume una forma de evolución biológica”, donde
se incluyen los trabajos de G. Yule (1924) y los sistemas de expansión-modificación,
propuestos por Wentian Li en 1991, [39], que toman en cuenta las caracteŕısticas
básicas del proceso de mutación del adn, y cuyos resultados han sido ampliados en
[44].

Cuando se discuten los factores de impacto de una revista, señalan, un balance
entre la importancia para los investigadores de publicar un trabajo en una revista
de alto rango, las dificultades asociadas con hacer esto y el incremento del impacto
recibido por las revistas con un factor de impacto alto, parecen darle sustento al
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“efecto San Mateo”,5 que también ha sido observado en sitios tales como las redes
complejas.

3.3.3 Sobre la ubicuidad

Considerando que la ec. (3.2) se le conoce en la literatura como función beta de dos
parámetros (fbdp), nos referiremos a ella de esa forma. Aśı, además del trabajo [43],
tenemos que la fbdp aparece tanto en las secuencias genéticas de mapeos unimodales
[11], como en la estad́ıstica de las notas musicales. En [12] se aborda esto último,
considerando las notas como secuencias de śımbolos, y permitiendo un ordenamiento
rango-tamaño; dicho trabajo abarca alrededor de 1800 composiciones musicales de
música clásica, jazz y rock, y se muestra que los parámetros a y b obtenidos se agrupan
según las tonalidades.

Por otro lado, considerando “estudios lingǘısticos” no sólo aquellos relacionados
con los lenguajes naturales sino también los relacionados con lenguajes arbitrarios
sobre alfabetos finitos abstractos, se ha encontrado el mismo comportamiento. Se
arguye que cuando el número de posibles ‘palabras’ es grande, como es el caso de
los lenguajes naturales, se espera tener un buen ajuste con una ley de potencia de un
parámetro (ley de Zipf-Lotka); sin embargo, cuando el número de palabras es más bien
pequeño, como en el caso de los lenguajes de programación, una ley de potencia de un
exponente falla completamente y más parámetros son necesarios para tener un ajuste
conveniente. Siguiendo esta ĺınea, en [48] se presentan algunos resultados, producto
de exploraciones de tipo general sobre las propiedades algebraicas de alfabetos finitos.

Además, en [49] se avanza un poco más, pues se considera razonable asociarlas al
producto de distribuciones de probabilidad correlacionadas; más aún, en el ĺımite de
muchas variables aleatorias, se tiene un ajuste cualitativo y cuantitativo con la fbdp,
lo que es probado transformando el problema en uno algebraico, es decir, encontrando
el rango de productos sucesivos de un conjunto de números aleatorios.

Aśı pues, las fbdp parecen ser ubicuas en f́ısica, bioloǵıa, geograf́ıa, economı́a,
música, lingǘıstica, etc.

3.4 Ranking mundial de universidades

De forma análoga a los factores de impacto de las revistas cient́ıficas, de un tiempo a
la fecha se ha buscado establecer cierto tipo de indicadores asociados a la labor que
realizan las universidades a lo largo del mundo. A la fecha se tienen ya bases de datos,

5Robert K. Merton bautizó con ese nombre al hecho de que los investigadores cient́ıficos eminentes
reciben mayores reconocimientos que otros investigadores, menos conocidos, por contribuciones equiv-
alentes, haciendo referencia al Evangelio según San Mateo 25:29, que dice: “Porque al que tiene, le
será dado, y tendrá más; y al que no tiene, aun lo que tiene le será quitado.”
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metodoloǵıas, y como era de esperarse, partidarios y cŕıticos de lo que se ha dado en
llamar: ranking mundial de universidades.

Partiendo de lo realizado en el caso inmediato anterior, y omitiendo los acalorados
debates que se han generado, se procedió a buscar en las bases de datos existentes,
distribuciones tipo Beta de dos parámetros. Se consultaron los dos sitios siguientes,
que son los más citados:

1. Ranking Mundial de Universidades en la Web
(http://www.webometrics.info/index es.html)

2. Academic Ranking of World Universities (arwu)
(http://www.arwu.org/)

El primero es una iniciativa del Laboratorio de Cibermetŕıa, dependiente del Con-
sejo Superior de Investigaciones Cient́ıficas (csic) de España, dedicado al análisis
cuantitativo de Internet y de los contenidos de la Red. Sus bases de datos fueron
descartadas por varias razones: en primer lugar, la información publicada se refiere
a la presencia web de las universidades, lo que en la literatura se considera como un
criterio objetivo no-bibliométrico, es decir, la base de datos se construye a partir de
las informaciones que proporcionan las universidades a discreción, lo cual es poten-
cialmente manipulable y no completamente verificable; en segundo lugar, los datos se
presentan de una forma no amigable para su manipulación, incluso de forma trunca,
lo que representa una labor un tanto engorrosa.

El segundo sitio, que depende del Instituto de Educación Superior de la Univer-
sidad de Shanghai Jiao Tong, de China, tiene una base de datos muy completa, y
fue la que se empleó. Desde que empezó a publicar información, en 2003, cataloga
(rank) el lugar de una universidad mediante una evaluación global que es calculada a
partir de cinco indicadores del desempeño académico y de investigación, considerando
tanto a su alumnado como a su personal. Para cada indicador, la máxima calificación
alcanzada es igualada a un puntaje de 100, y calificaciones menores son calculadas
como un porcentaje del máximo. En el año 2003, para asignar el rango respectivo,
le otorgó un 20 por ciento a cada uno de los indicadores siguientes: Nobel, HiCi,
ns, sci y pf. Como explican, cada uno señala lo siguiente: Nobel, indica el número
de premios Nobel en f́ısica, qúımica, medicina y economı́a, entre 1911 y 2002; HiCi,
indica el número de los investigadores más citados (Highly Cited) en 21 categoŕıas
de las ciencias de la vida, medicina, ciencias f́ısicas, ingenieŕıa y ciencias sociales, en
el periodo 1981-1999; ns, indica el número promedio de art́ıculos publicados en las
revistas Nature y Science, en el periodo 2000-2002; sci, indica el número de art́ıculos
citados en el Science Citation Index-expanded y en el Social Science Citation Index ;
pf (Performance per Faculty), indica el desempeño académico por facultad.
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A partir del año 2004 introducen cambios en la forma de hacer la evaluación total
y la presentan anualmente. El indicador Nobel se transforma en Award, para incluir,
además de los premios Nobel ya mencionados, las medallas Fields, y se introducen
diferentes pesos según el año en que se obtuvo el premio, dándosele mayor peso a los
premios más recientes. Además, el indicador pf desaparece, siendo sustituido por los
indicadores Alumni y Size, pesados con un 10 por ciento cada uno; Alumni, indica
el número de alumnos de una institución que ganó un premio (Nobel o Fields), y
también se otorga un peso mayor a fechas más recientes; Size, indica los puntajes
pesados de los otros cinco indicadores, divididos por el número de personal académico
de tiempo completo. Dados estos cambios, para hacer los ajustes, se eligieron sólo
tres indicadores: ns, sci y Size, y se encontraron ajustes que alcanzan a los de los
factores de impacto, y eso para todos los años en que han publicado información, o
sea, del año 2003 al 2007.

La figura 3.2 muestra un histograma con la forma en que se ven los datos sin
introducir una gráfica semilog, para el caso del indicador ns 2007, y representa la
forma (o firma) caracteŕıstica de este comportamiento: la cáıda en la cola superior
(la de los rangos altos). Después se muestra un ajuste para cada indicador: ns 2006,
sci 2005, y Size 2006, en las figuras 3.3, 3.4 y 3.5, respectivamente.

Figura 3.2: Histograma de ns para el año 2007.

Las tablas 3.2, 3.3 y 3.4 muestran los valores obtenidos de K, b y a, y el coeficiente
de regresión R2 para los indicadores ns, sci y Size, en los años 2003-2007.
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Figura 3.3: Gráfica semilog de ns para el año 2006.

Como una última observación de este apartado, hay que mencionar que los crite-
rios y la forma de construcción de la mayoŕıa de los indicadores para arwu forman
parte de los que se llaman criterios objetivos bibliométricos, es decir, sus datos no
son proporcionados directamente por las instituciones y por tanto se consideran ob-
jetivamente confiables. Se dice que los análisis basados en ellos son reproducibles
y rigurosos, siendo los más comunes los que corresponden a los indicadores Nobel,
HiCi, ns, sci, aunque con variaciones en los periodos de tiempo considerados. Los
indicadores pf y Size caen dentro de los criterios objetivos no-bibliométricos, que se
basan en la información que proporcionan las universidades, y que generalmente no
estiman el impacto y calidad de las instituciones, sino más bien la infraestructura y
el presupuesto que disponen.

3.5 Fluctuaciones y rank-clocks

Una manera de explorar el comportamiento observado en torno a la ley de potencias
de dos colas encontrada (la distribución Beta de dos parámetros), es considerar los
aspectos que atañen a las fluctuaciones involucradas. Es decir, algo que comparten
los sitios donde ha aparecido esta ley de potencias es el hecho de que se presentan
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Figura 3.4: Gráfica semilog de sci para el año 2005.

ns/ año K b a R2

2003 8.9800 0.4270 0.3527 0.9921
2004 9.1358 0.4273 0.3581 0.9944
2005 10.2022 0.4095 0.3681 0.9936
2006 8.3103 0.4337 0.3579 0.9932
2007 9.0241 0.4278 0.3727 0.9948

Tabla 3.2: Valores encontrados para el indicador ns.
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Figura 3.5: Gráfica semilog de Size para el año 2006.

sci/ año K b a R2

2003 38.4708 0.1839 0.2016 0.9906
2004 33.4616 0.2030 0.1940 0.9947
2005 33.8690 0.1980 0.1947 0.9932
2006 34.6674 0.1956 0.1943 0.9925
2007 35.2653 0.1910 0.1972 0.9903

Tabla 3.3: Valores encontrados para el indicador sci.
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Size/ año K b a R2

2003 No data - - - - - -
2004 46.3305 0.1658 0.3848 0.9904
2005 50.7646 0.1059 0.3009 0.9970
2006 44.5896 0.1196 0.2736 0.9948
2007 44.5361 0.1207 0.2799 0.9947

Tabla 3.4: Valores encontrados para el indicador Size.

un gran número de fluctuaciones entre los datos de un año y otro. Aśı, en el caso
de las ciudades del caṕıtulo anterior, se tiene grosso modo que una ciudad que ocupa
un primer lugar hoy, en el pasado ni siquiera exist́ıa y en el futuro seguramente
desaparecerá.

Con esta idea en mente, Michael Batty, propone en [9], la construcción de lo
que califica como rank clocks, que son formas gráficas que intentan condensar la in-
formación relativa a la volatilidad de los datos que dan lugar a las distribuciones
observadas, mismas que exhiben una estabilidad a nivel macroscópico (como la ley de
Zipf-Lotka para la estad́ıstica de ciudades, o los dos casos anteriores -fis e indicadores
de arwu), pero que en una escala micro exhiben una dinámica volátil.

Un rank clock es una gráfica tipo coordenadas polares, donde una escala temporal
se ubica girando en el sentido de las manecillas del reloj, y se colocan los mejores
rangos al centro (rangos bajos - tamaños grandes); si los rangos crecen, los tamaños
decrecen, y eso se interpreta como que el objeto representado se ha movido hacia
la circunferencia, alejándose del centro. Aśı, se puede observar gráficamente si un
elemento va mejorando su posición, al acercarse al centro, o si va empeorando, al irse
saliendo.

Batty toma los datos de tres casos, relativos a las distribuciones de las N ciudades
más pobladas; lo hace para tres conjuntos: los Estados Unidos de Norteamérica, el
Reino Unido y a nivel mundial. El número de ciudades consideradas depende de las
bases de datos y de los archivos estad́ısticos, pero en todos lo casos encuentra que se
cumple la ley de Zipf. Las diferencias radican en N , el número de ciudades, pues en
los dos primeros casos los datos están basados en los censos de población y usualmente
no contienen las poblaciones pequeñas, es decir se habla de un Top 100 o Top 50. Aśı,
no se observa la cola derecha. Pero como se mencionó en el caṕıtulo anterior, existe
una cola para las poblaciones pequeñas, y como se ha mostrado en éste, tiene un grado
importante de ubicuidad. En la figura (3.6) se tiene un rank clock para los datos del
Reino Unido.

Para explorar la volatilidad de los datos, supongamos que una ciudad pujante hoy



Caṕıtulo 3. Distribuciones rango-orden 55

Figura 3.6: Rank clock, según Batty, para el Reino Unido.

está en el rango 34, en el pasado estuvo en otro rango menor, y en el futuro estará en
otro rango aún mayor (si es que su pujanza no decae), lo que se verá como un giro
hacia el centro; de tal suerte que se puede observar para cada caso cómo va cambiando
de sitio desde que entra al Top 100, si logra entrar al Top 50 y si, en su caso, accede al
Top 5, o incluso si logra ocupar el primer sitio. Desde luego, ello podŕıa ir en sentido
inverso, pues como se sabe, las ciudades declinan, lo que implica que se van vaciando
de población.

En la figura 3.7 se muestra un rank clock para algún indicador y los nombres de
algunas universidades, y en la gráfica 3.8 se muestra otro rank clock para el mismo
indicador, pero ahora con 50 universidades (de un total de cerca de 500); en ambos
casos el indicador es irrelevante, pues el comportamiento cualitativo observado es el
mismo, independientemente del indicador y del año.

Por supuesto que lo descrito aqúı no es lo único que hace Batty; por el contrario,
define cierto tipo de cuentas para intentar dilucidar la estructura subyacente y propone
a los interesados recurrir a información complementaria, aśı como a un programa de
cómputo que contiene la base de datos que él empleó. Las referencias aparecen en [9].

En el siguiente caṕıtulo se abordarán un par de modelos estocásticos que intentan
dar cuenta de la microdinámica volátil, fluctuante, y que derivan a la ecuación 3.2,
partiendo de consideraciones muy generales.
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Figura 3.7: Rank clock años 2003-2007 para casos espećıficos.

Figura 3.8: Rank clock años 2003-2007.



Caṕıtulo 4

Modelaje

Como hemos visto en el caṕıtulo anterior, existe una variedad grande de sistemas
que dan lugar a las leyes de potencias de dos colas con una descripción espećıfica: la
distribución beta de dos parámetros. En este caṕıtulo se presentan un par de modelos
generativos que dan lugar a dicha distribución.

4.1 Ecuación maestra para comunidades ecológicas

Uno de los principales problemas en la teoŕıa de la diversidad es poder explicar la
abundancia de especies en comunidades ecológicas. Expuesta en su libro The Unified
Neutral Theory of Biodiversity and Biogeography,1 Stephen P. Hubbell elaboró una
teoŕıa neutral de la biodiversidad, la cual describe la dinámica de taxones con especies
tróficamente similares en bosques o comunidades marinas que compiten por recursos
alimenticios. En su enfoque, la dinámica poblacional obedece las reglas de un juego
de suma cero: la comunidad estaŕıa saturada biológicamente con individuos y a cada
muerte seguiŕıa rápidamente el nacimiento de un individuo de la misma especie o
de otra. La dependencia temporal en una comunidad dada seŕıa el resultado de la
competición interna y de la inmigración del exterior, de lo que denomina metacomu-
nidad. Hubbell supone, además, que en la metacomunidad se tiene neutralidad, o
sea que todas las especies tienen la misma capacidad de competencia, con la misma
probabilidad de morir y de reproducirse.

Aśı, los modelos que discute Hubbell obedecen la dinámica de un proceso de
nacimiento y muerte. En particular, para la dinámica de la metacomunidad, en una
aproximación de campo medio, se tiene que la probabilidad Pk(t), donde k individuos
pertenecen a la misma especie al tiempo t, obedece la ecuación maestra:

dPk(t)/dt = Ak−1Pk−1 + Ck+1Pk+1 − (Ak + Ck)Pk

1Para una exploración electrónica se sugiere ver [31].

57
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donde los coeficientes son las tasas de incremento y decremento de la abundancia
de especies k, respectivamente, expresadas en unidades del tiempo de vida de un
individuo. Estos coeficientes están dados por:

Ak =
(Jm − k)k
Jm(Jm − 1)

(1− ν),

Ck =
k[Jm − k + (k − 1)ν]

Jm(Jm − 1)

La tasa de incremento Ak, por ejemplo, es proporcional a la probabilidad de muerte
de un individuo que no pertenece a la especie considerada (Jm−k)

Jm
, multiplicada por

la probabilidad de nacimiento de un individuo que pertenece a la especie considerada
k

(Jm−1) , multiplicada por la probabilidad de no mutación (1− ν).
Cuando se considera la emigración, o sea cuando se busca la distribución de es-

pecies en una comunidad local en contacto con la metacomunidad, en uno de los
modelos se tiene la siguiente representación integral:2

gs(ω) = µθ

∫ 1

0

(
µ
µu

)
(1− ω)µu−1ωµ(1−u)−1uθdu

y utilizando el teorema del valor medio, podemos aproximar dicha integral por:

gs(ω) ≈ µθ
(
µ
µu

)
ūθ(1− ω)bω−a (4.1)

donde b = µū− 1, a = 1− µ(1− ū), u < ū < 1. Si θ no es pequeña, ū = 1− ε, con ε
pequeña. Tenemos aśı la representación {a, b} para la abundancia de especies.

4.2 Generalización de la ecuación maestra

Con base en lo expuesto anteriormente se ha propuesto una generalización de las
ecuaciones maestras de nacimiento y muerte asociadas a los modelos de la dinámica
neutral de las comunidades ecológicas.

Sea la ecuación maestra:

dP (k)/dt = F (k)P (k, t) + rk+1P (k + 1, t) + gk−1P (k − 1, t)− (gk + rk)P (k, t)

con rk = W (k−1 |k ) (tasa de pérdida), gk = W (k+1 |k ) (tasa de ganancia). Tomemos
F (k) igual a cero, para encontrar la solución estacionaria, que está dada por:

2En lo que sigue, nos basamos en los resultados de [80].
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Ps(k) =
gk−1gk−2...g0

rkrk−1...r1
Ps(0) (4.2)

y se puede obtener Ps(0) a partir de la condición de normalización, es decir, de que

1 =
N∑
k=0

Ps(k) = Ps(0) +
N∑
k=1

Ps(k)

Para la probabilidad de crecimiento o de ganancia, podemos considerar el “efecto
San Mateo” como un primer aporte a esta tasa de transición, es decir, algo pro-
porcional a k, y para evitar problemas con los ceros, algo proporcional a (k + cte.).
Además, podemos suponer que, como en el caso de la loǵıstica, hay un factor de
saturación, aśı gk ∝ (k + c1)f(k), con f(k) = (N1 − k), y se cumple que k ≤ N y
N1 ≥ N + 1

Tenemos pues, gk, de la forma

gk = λ1(k + C1)(N1 − k)

Para que haya solución estacionaria, sin explosión o implosión factorial que haga
que el proceso se anule o diverja, necesitamos que rk, la tasa de pérdida, sea también
un polinomio de segundo orden, para que aśı cada factor, de los k que hay en (4.2),
esté equilibrado:

rk = λ2(k + C2)(N2 − k)

Entonces, para el caso estacionario, tenemos:

Ps(k) ≈ (k − 1 + C2)...C2(N2 + 1− k)...N2

(k + C1)...(C1 + 1)(N1 − k)...(N1 − 1)

(
λ1

λ2

)k

−→ (k + C2 − 1)k+C2−1

(k + C1)k+C1

(N1 − 1− k)N1−1−k

(N2 − k)N2−k

(
λ1

λ2

)k
Para k grande, está última expresión va a

(N2 − k)N1−1−N2

(k + C1)C1−C2+1

(
λ1

λ2

)k
Sea b = N1 − N2 − 1 > 0, i.e. N1 − N2 > 1; 0 < a < 1, 0 < C2 − C1 < 1,

N1 > N2 + 1, C1 < C2 < C1 + 1, C2 > C1 > C2 − 1, tendremos que (para k grande)
la podemos escribir como:

Ps(k) ≈ (N2 − k)b

(k + C)a
exp

(
− ln

(
λ2

λ1

)k)
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donde k = 1, 2, ...N , N2 = N1 + 1, y N2 ≥ N − k, entonces:

Ps(k) ≈ (N + 1− k)b

(k + C)a
e−λk

y nuevamente, para que no diverja, necesitamos que λ ≥ 0. Si λ = 0 implica que
λ1 = λ2, en cuyo caso tendremos una ley de potencias de dos colas asociada a una
distribución beta de dos parámetros, que era lo que queŕıamos encontrar.

4.3 Procesos estocásticos

Tanto la ecuación de Langevin como la ecuación de Fokker-Planck, constituyen los
tipos de ecuaciónes diferenciales estocásticas (ede) más usados en f́ısica. Una tercera
forma de escribir una ede es mediante su forma diferencial, que es la que se usa en
matemáticas y finanzas, y es la que se usó en el caṕıtulo 2. Dado que las ecuaciones
diferenciales estocásticas tienen que manejar de alguna manera los procesos de Wiener
(para describir al movimiento browniano), es natural esperar que el cálculo diferencial
e integral deba ser modificado para proceder formalmente, pues el proceso de Wiener
no es diferenciable. Hay dos formas de hacerlo, el cálculo estocástico de Itô y el cálculo
estocástico de Stratonovich. La formulación de Itô tiene ciertas ventajas formales,
pues con él se construye de manera natural la notación diferencial, lo que le confiere
una gran elegancia, y por ello es el más usado por los matemáticos; sin embargo, tiene
la desventaja de que es necesario aprender nuevas reglas de cálculo. Por el contrario,
la ventaja principal del cálculo de Stratonovich radica en que no hay que aprender
nuevas reglas de cálculo, pero para beneficiarse del formalismo matemático, hay que
encontrar ciertas reglas de transformación, y resulta un poco engorroso tener que
hacer esas transformaciones cada vez que se quieren comparar resultados expresados
en la formulación de Itô, por ello, en lo que sigue, optamos por adoptar esta última.

Debe quedar claro que lo que queremos hacer en esta sección es encontrar condi-
ciones generales para que obtengamos una función beta de dos parámetros.

4.3.1 Ecuación de Langevin

La ecuación de Langevin surge en el contexto del movimiento browniano, donde se
considera la ecuación de movimiento de una part́ıcula de masa m, sujeta al bombardeo
constante de moléculas de un medio en equilibrio termalizado (de masa mucho menor
a m):

m
dv

dt
= mv̇ = −γv + F (t) (4.3)
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El término −γv constituye la fuerza de fricción, opuesta a la velocidad; y F (t)
es la fuerza que toma en cuenta los bombardeos moleculares aleatorios. Haciendo
β = −γ, y Γ(t) = F (t)/m (conocida como fuerza de Langevin), la ecuación 4.3 queda
de la siguiente manera:

v̇ = βv + Γ(t) (4.4)

A la función aleatoria Γ(t) se le piden ciertas condiciones, las llamadas condiciones
de normalización: 1) que su promedio sea nulo, para que no haya efectos netos en
una dirección espećıfica; y 2) que si se multiplican dos fuerzas de Langevin a tiempos
distintos, t, t′, su promedio sea cero. Es decir, que se cumplan:

〈Γ(t)〉 = 0

y que siempre que ∆ = |t− t′| ≥ τ0, donde τ0 es el tiempo que dura la colisión:〈
Γ(t)Γ(t′)

〉
= 0

Esta segunda condición es razonable, pues las colisiones de diferentes moléculas del
fluido con la part́ıcula que observamos son aproximadamente independientes. Usual-
mente, el tiempo de colisión, τ0, es mucho menor al tiempo de relajación de la veloci-
dad de la part́ıcula, τ = 1/γ. Por tanto, es razonable tomar el ĺımite τ0 → 0, como
una buena aproximación, teniendo la condición:〈

Γ(t)Γ(t′)
〉

= qδ(t− t′) (4.5)

y se dice que Γ(t) está δ-correlacionada, con intensidad q. También es común decir
que la fuerza de Langevin, Γ(t), es ruido blanco, y eso se debe a que su densidad
espectral es independiente de la frecuencia ω.

Una generalización de la ecuación de Langevin, en la forma de la ecuación 4.4, con
la variable estocástica ξ, perturbada por ruido blanco, se veŕıa:

ξ̇ = A(ξ, t) +B(ξ, t)Γ(t) (4.6)

Y sujeta a las condiciones de normalización, (la constante q se absorbe en la
función B):

〈Γ(t)〉 = 0

〈
Γ(t)Γ(t′)

〉
= Qδ(t− t′)

Si B = cte., se dice que se tiene ruido aditivo. Si B = B(ξ), se dice que se tiene
ruido multiplicativo, pero eso es un tanto arbitrario, pues se pueden hacer ciertos
cambios para que siempre se elimine el factor que multiplica a Γ(t).
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4.3.2 Construcción de la ecuación de Fokker-Planck

Hay varias maneras de obtener la ecuación de Fokker-Planck:

• Partiendo de la ecuación de Chapman-Kolmogorov, que hace uso de las tasas
de transición entre estados, para un proceso markoviano, ya sea usando un
generador infinitesimal o mediante un desarrollo de Taylor a segundo orden.

• Construyendo, a partir de la ecuación maestra generalizada (anteriormente ex-
puesta), la análoga para el caso continuo mediante el cálculo en diferencias.

• Desarrollando la ecuación diferencial estocástica del valor promedio de la función
P (X), a partir del cálculo de Itô.

Las últimas dos construcciones se encuentran en el apéndice. Por ahora sólo se hará
la siguiente observación: en las condiciones de normalización se introdujo el factor
A; resulta que en la literatura aparecen varias normalizaciones; las más frecuentes
son: i) Q = 2, ii) Q = 1, lo cual tiene implicaciones en la forma de la ecuación de
Fokker-Planck resultante. En el primer caso, el término difusivo requiere un factor 1;
y en el segundo caso, un factor igual a 1/2. Optaremos por este caso, en el entendido
de que bien se podŕıa haber usado el otro.

4.3.3 De la ecuación de Langevin a la de Fokker-Planck

En el caso de una dimensión, donde A y B no dependen de t, la ecuación de Langevin
en su forma 4.6, pero en la variable k, queda:

k̇ = A(k) +B(k)Γ(t) (4.7)

y la ecuación de Fokker-Planck, con el factor Q = 1 en la normalización, queda de la
forma:

∂P (k, t)
∂t

= −∂(A(k)P )
∂k

+
1
2
∂2(B(k)2P )

∂2k
(4.8)

Es decir:

∂P (k, t)
∂t

= − ∂

∂k

[
A(k)P − 1

2
∂(B(k)2P )

∂k

]
(4.9)

Los detalles de la construcción de la ecuación de Fokker-Planck, partiendo de la
ecuación de Langevin, se pueden consultar en el apéndice.
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4.3.4 Caso estacionario

Para encontrar la solución del caso estacionario de la ecuación 4.9, en cuyo caso el
lado izquierdo Ṗ (k, t) = 0, tenemos que resolver la siguiente ecuación:

0 = − ∂

∂k

[
A(k)Ps −

1
2
∂(B2Ps)
∂k

]
Integrando, y tomando la constante de integración nula, es equivalente a resolver:

0 =
[
APs −

1
2
∂(B2Ps)
∂k

]

0 = 2Ps
[APs −BB′]

B2
− dPs(k)

dk

Aśı, si separamos variables, tendremos:

dPs
Ps

=
2[A−BB′]dk

B2
(4.10)

Considerando los resultados de las comunidades ecológicas, podemos tomar:

A(k) = α(N1 − k) + β(k + C1) (4.11)

B(k) = [(N2 − k)(k + C − 2)]
1
2 (4.12)

Haciendo Ω el factor que multiplica a dk en la ecuación (4.10), y calculando BB′,
tenemos que:

BB′ =
[N2 − 2k − C + 2]

2
aśı, separando por fracciones parciales:

Ω =
2A− (N2 − 2k − C + 2)

(N2 − k)(k + C − 2)
=

A0

N2 − k
+

B0

k + C − 2

integrando, con u = N2 − k y v = k + C − 2 y C0 = cte. tenemos:

lnPs = −A0 lnu+B0 ln v + C0

Por lo tanto, la solución estacionaria es:

Ps(k) = C0(N2 − k)−A0(k + C − 2)B0

Y se encuentra que los coeficientes de las fracciones parciales son:
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A0 =
2 [α(N1 −N2) + β(N2 + C1)]

N2 + C − 2
+ 1

B0 =
2 [α(N1 + C − 2) + β(C1 − C + 2)]

N2 + C − 2
− 1

Si hacemos N1 = N2 = N , y C1 = C − 2 = C̄, tendremos que:

A0 =
2β(N + C̄)
N + C̄

+ 1 = 2β + 1 = b

B0 =
2α(N + C̄)
N + C̄

− 1 = 2α− 1 = a

Y finalmente tenemos:

Ps(k) = C ′
(N − k)a

(k + C̄)b
(4.13)

Que es nuevamente una ley de potencias de dos colas asociada a una distribución
beta de dos parámetros. En otras palabras, la solución del caso estacionario de la
ecuación de Fokker-Planck (4.8), con las condiciones (4.11) y (4.12), es una función
beta de dos parámetros. Vemos también que, de acuerdo al ajuste que hemos realizado
en las gráficas de los datos del arwu, se tiene que C̄ = 0, lo que es análogo a lo que
pasa en el caso de Zipf, sin la corrección de Mandelbrot.

4.3.5 Observaciones

Antes de continuar, debemos hacer una observación importante. Vimos que partiendo
de la ecuación de Langevin se construye la ecuación de Fokker-Planck, pero lo inverso
no es uńıvoco, y ello acota las posibilidades que pudieramos tener para interpretar
nuestros resultados.
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Discusión y conclusiones

Por lo expuesto en el caṕıtulo anterior, tenemos al menos dos modelos generativos de
la distribución beta de dos parámetros.

Sugerido por la ubicuidad, tales modelos no pueden dar cuenta de todos los sitios
donde aparece la función beta de dos parámetros, pues la naturaleza tan diversa donde
aparece constituye una limitante importante. El hecho de mostrar dos modelos sugiere
también que habŕıa posiblemente toda una pléyade de mecanismos que den lugar a la
relación funcional. De hecho, los mapeos unimodales en secuencias genéticas [11] se
basan en el trabajo de W. Li sobre expansión-modificación y sugieren analoǵıas del
tipo de las mutaciones. Aśı pues, los valores de los exponentes se pueden asociar a la
lucha entre lo que permanece (se expande) y lo que cambia (se modifica). De hecho,
en más de un sentido.

Cuando observamos los rank-clocks para alguno de los indicadores de las univer-
sidades, se tiene la sensación de observar el cambio en el tiempo, la transitoriedad
de una posición, y si eso fuera lo único que se observara, dif́ıcilmente se pensaŕıa que
hay algo que se preserva: la forma funcional de la distribución. De hecho, el modelo
convencional para los asentamientos humanos, que hace uso de la ley de Gibrat (un
proceso de Yule, o el preferential attachment), y que se emplea en el caṕıtulo 2, no
refleja la caracteŕıstica de volatilidad, pero tendŕıa que incluirse para considerar la
evolución y quizás poder predecir.

Lo que se observa es que las universidades que se encuentran entre los primeros
sitios, tienden a quedarse alrededor de ellos, es decir, es dif́ıcil decir cuándo decaerán
para ceder su sitio a otra universidad.

Por ahora, las reflexiones en torno a las fluctuaciones y el trabajo de Batty indican
que hay factores que permanecen (en el caso de las universidades, las que se encuentran
en los primeros lugares -y quizás también las que están en los últimos, y habŕıa que
construir rank-clocks inversos-), y hay factores que cambian mucho (en el caso de
las universidades, las que están por el medio); quizás en la representación {a, b} se
encuentre sintetizada alguna información al respecto.

65
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Por lo pronto, pensando en el primer modelo, y tratando de asociarlo a las uni-
versidades, no queda claro cómo hacer la identificación, pues la neutralidad parece
no cumplirse para las universidades; más bien parece que el número de universidades
crece, y habrá que esperar a recabar más datos para los próximos años, o de plano,
mapear el ranking hacia aõs pasados. La idea es tener más mediciones, para poder
observar, si fuera el caso, algo de estructura, o agrupamientos; una visita reciente al
sitio de la Universidad de Shangai, muestra que ahora intentan agrupar la información
también por área, y una tarea pendiente seŕıa indagar si en este nuevo caso se hallan
funciones Beta.

Para el caso de la ecuación de Langevin, podemos pensar que el término de arrastre
condensa información sobre la resistencia a moverse de una universidad, digamos que
tendeŕıa a permanecer en su sitio; el otro sumando indicaŕıa el resultado neto de los
factores que la empujan a cambiar de sitio... aśı, viendo la forma de las condiciones
auxiliares para encontrar la solución estacionaria, uno puede asociar a los exponentes
el cambio y la permanencia.

5.1 Conclusiones

Podemos decir que la distribución beta de dos parámetros presenta un muy buen
ajuste en todos los casos citados, y para el intervalo completo de definición de los
datos; tal caracteŕıstica la coloca en una posición de ventaja con respcto a las otras
distribuciones; además de ser ubicua y corresponder a una cantidad de fenómenos de
naturaleza diversa, se destacan los de caracter social, como lo son los indicadores del
ranking mundial de las universidades y los factores de impacto, y sugieren que quizás
haya muchos más lugares donde aparezca.

Basados en los resultados de [49] podemos tener la esperanza de seguir trabajando
para encontrar una distribución ĺımite bajo ciertas condiciones, que por ahora se
presentan teóricamente complicadas, pero que en caso de hallarse haŕıan frente a la
diversidad de naturalezas donde ha aparecido.
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Apéndice

Hay varias maneras de construir la ecuación de Fokker-Planck. Se presentan dos.
Pero para un tratamiento riguroso y formal, se sugiere consultar las referencias [65] y
[67].

6.1 Desde una ecuación maestra generalizada

Se puede también construir una ecuación de Fokker-Planck a partir de la ecuación
maestra, pues será el equivalente de ésta en caso continuo. Tomemos la ecuación
maestra que hemos trabajado:

dP (k)/dt = rk+1P (k + 1, t) + gk−1P (k − 1, t)− (gk + rk)P (k, t)

Consideremos el cálculo en diferencias, donde, para una función g:

∂h

∂x
= lim

ε→0

h(x+ ε)− h(x)
ε

∂2h

∂x2
= lim

ε→0

h(x+ ε) + h(x− ε)− 2h(x)
ε2

Usando tales expresiones, podemos manipular la ecuacion maestra, agregando
nuevos terminos, pero para hacerlo, introduzcamos una notación apropiada. Sean:
P+ = P (k + 1), P− = P (k − 1) y P = P (k)

Nuestra ecuación maestra se transforma en:

Φ =
dP

dt
= r+P+ + g−P− − (g + r)P = (r+P+ − rP ) + (g−P− − gP )

Primero sumamos a cada paréntesis un sumando adecuado, para tener:

Φ = (r+P+ + r−P− − rP )− r−P− + (g−P− + g+P+ − gP )− g+P+
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expresión a la que se le puede ordenar como:

Φ = (r+P+ + r−P− − 2rP )− r−P− + rP + (g−P− + g+P+ − 2gP )− g+P+ + gP

De manera que se puede ya ver una forma reconocible, en términos de la segunda
derivada. La otra parte del cálculo se basa en que, si ∆(f) = f(x+1)−f(x) = f+−f ,
entonces ∆(fg) = fg − f−g− = f+g+ − fg, y por tanto, ∆(fg) = 1

2(f+g+ − f−g−),
que se usa como equivalente de la derivada del producto.

Por otro lado, en la notación de las deltas, la segunda derivada se ve como: ∆2f =
f+ + f− − 2f .

Aśı, tenemos que:

Φ =
1
2

∆2(rP ) +
1
2

∆2(gP ) +
1
2

(r+P+ − r−P−)− 1
2

(p+P+ − g−P−)

Entonces,

Φ =
1
2

∆2(rP ) +
1
2

∆2(gP ) + ∆(rP )−∆(gP )

Finalmente, identificando términos y reagrupando sumandos:

∂P (x, t)
∂t

= −∂((g − r)P )
∂x

+
1
2
∂2((r + g))P )

∂2x

6.2 Dentro del cálculo de Itô

Consideremos la ecuación de Langevin generalizada (ecuación 4.6), con las condiciones
de normalización correspondientes, pero cambiemos un poco la notación, empleando
las usuales f y g para las funciones A y B, esto es:

ξ̇ = h(ξ, t) + g(ξ, t)Γ(t)

Queremos hallar una ecuación para la distribución1 P , de forma tal que P =
P (x; t). La ecuación de Fokker-Planck es una ecuación de movimiento de la dis-
tribución de probabilidad, y la describe en términos de las variables macroscópicas
fluctuantes, por lo que se presta a las consideraciones que se hacen desde el punto de
vista “f́ısico” y que corresponden al desarrollo de la ecuación diferencial estocástica
del valor promedio de la función P (X).

1En f́ısica es muy común hablar de distribución de probabilidad, donde lo correcto seŕıa emplear
densidad de probabilidad. Para no cambiar lo que ya se ha convertido en costumbre, nos apegámos a
ella.
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Sea τ > 0, y ξ(t) = x, entonces, escribiendo la ecuación de Langevin en forma
integral, tenemos:

ξ(t+ τ)− x =
∫ t+τ

t

[
h(ξ(t′), t′) + g(ξ(t′), t′)Γ(t′)

]
dt′ (6.1)

Suponiendo que h y g se pueden expandir en serie de Taylor, y denotando la
derivada con respecto a x con la notación primada usual,2 entonces:

h(ξ(t′), t′) = h(x, t′) + h′(x, t′)(ξ(t+ τ)− x) + . . .

g(ξ(t′), t′) = g(x, t′) + g′(x, t′)(ξ(t+ τ)− x) + . . .

Sustituyendo esta expansión en la ecuación integral 6.1, se tiene, para los términos
en h, y los términos en g:

ξ(t+ τ)− x =
∫ t+τ

t
h(x, t′)dt′ +

∫ t+τ

t
h′(x, t′)(ξ(t′)− x)dt′ + . . .+

+
∫ t+τ

t
g(x, t′)Γ(t′)dt′ +

∫ t+τ

t
g′(x, t′)(ξ(t′)− x)Γ(t′)dt′ + . . .

Como en muchos términos a integrar aparece el factor (ξ(t′) − x), podemos in-
troducir nuevamente la expansión de Taylor para cada término; haciéndolo reiter-
adamente tenemos como integrandos solamente productos de las funciones conocidas
h(x, t), g(x, t), sus derivadas, y Γ(t). Una vez hecho eso, tomamos el promedio y
usamos las condiciones de normalización. Aśı, todos los términos donde aparezca
multiplicando la fuerza de Langevin, se anulan; y donde aparezcan productos de la
fuerza de Langevin (a tiempos distintos), se pueden sustituir por sus correlaciones, lo
que deja:

〈ξ(t+ τ)− x〉 =
∫ t+τ

t
h(x, t′)dt′ +

∫ t+τ

t

∫ t′

t
h′(x, t′)h(x, t′′)dt′′dt′ + . . .+

+
∫ t+τ

t
g′(x, t′)

∫ t′

t
g(x, t′′)2δ(t′′−t′)dt′′dt′+1

2

∫ t+τ

t

∫ t+τ

t
g(x, t′)g(x, t′′)2δ(t′−t′′)dt′dt′′+. . .

Si se hacen las cuentas, se observa que los términos que sobreviven son los términos
correspondientes a los primeros dos momentos de una cierta distribución de probabil-
idad.

2Es decir: ∂
∂ξ(t′)h(ξ(t′), t′)|ξ(t′)=x ≡ ∂

∂x
h(x, t′) ≡ h′(x, t′)
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Quedando aśı, la ecuación de Fokker-Planck, ec. (4.8):

∂P (x, t)
∂t

= −∂(h(x)P )
∂x

+
1
2
∂2(g(x)2P )

∂2x
(6.2)
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[16] Carmona, Gerardo (2000). Fenómenos cŕıticos y el grupo de renormalización,
fc-unam.
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[52] Noyola Iglesias, Arturo (1971). Antoloǵıa de f́ısica, Lecturas Universitarias No.
9, unam.

[53] oeri - Observatorio de Estudios Relacionados con la Información,
de la Escuela Graduada de Ciencias y Tecnoloǵıas de la Infor-
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http://oeri.uprrp.edu/index.php?option=com content&task=view&id=
65&Itemid=68
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