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Introduccion

Una Digrdfica D consiste de un conjunto finito no vacio de objetos llamados vértices,
denotado por V(D), y un conjunto de pares ordenados de distintos elementos de V(D)
llamadas las flechas de D, denotado por F(D).

Este trabajo esta enfocado principalmente en dar a conocer algunos de los problemas que
se trabagaran en el doctorado, en el drea de la teoria de nicleos por trayectorias dirigidas
monocromdticas en digrdaficas m-coloreadas. Una trayectoria dirigida es monocromdtica si
todas sus flechas estan coloreadas con el mismo color. Un nicleo por trayectorias dirigi-
das monocromdticas en una digrdfica D cuyas flechas van a estar coloreadas con m-colores
distintos es un subconjunto N de los vértices de D que cumple con: (1) para cualquier par
de vértices en N no existen trayectorias dirigidas monocromdticas entre ellos, (2) para
cualquier vértice x fuera de N existe un vértice z en N tal que hay una trayectoria dirigida
monocromadtica de x a z.

En los preliminares daremos las definiciones bdsicas de la teoria de digrdficas, asi como
un par de resultados que son de gran relevancia en dicha teoria.

El capitulo 1 consiste de tres secciones; en la primera seccion se da una pequena intro-
duccion a la teoria de nicleos. Un nicleo N de una digrafica D es un subconjunto de los
vértices de D que cumple con lo siguiente: (1) para todo par de vértices x y k en N no
existen flechas entre ellos, (2) para cualquier vértice z en D que no pertenezca a N existe
un vértice w en N tal que (z,z) es una flecha de D. También, veremos un par de resultados
concernientes a la teoria de nicleos, los cuales son de gran interés por sus aplicaciones
en la teoria de nicleos por trayectorias dirigidas monocromdticas. En la sequnda seccion
profundizaremos un poco en el origen de la teoria de micleos por trayectorias dirigidas
monocromdticas, donde veremos el teorema de Sands, Sauer y Woodrow, el cual nos di-
ce que toda digrdafica 2-coloreada que cumple con no tener trayectorias dirigidas infinitas
exteriores tiene nicleo por trayectorias dirigidas monocromdaticas, lo cual dard paso a la
generalizacion del concepto de nicleo. Finalmente, en la tercera seccion proporcionamos
una serie de resultados que estan dirigidos a la busqueda de condiciones para que una
digrdfica m-coloreada tenga nicleos por trayectorias dirigidas monocromdticas, los cuales
van a estar ordenados cronologicamente dependiendo del tipo de digrdfica m-coloreada. En
esta misma seccion veremos un resultado original el cual muestra bajo que condiciones un
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torneo 3-coloreado, que cumple con no tener ciclos dirigidos de longitud tres 3-coloreados,
puede tener nicleo por trayectorias dirigidas monocromdticas; cabe mencionar que dicho
resultado se obtuvo en conjunto con la Mat. Laura Pastrana Ramirez.

En el capitulo 2 se proporciona la lista de algunos de los problemas que se estudiaran
durante el doctorado.



Preliminares

En este apartado se proporcionan los conceptos basicos de la teoria de digrdficas, asi como
algunos resultados de gran utilidad en dicha teoria.

0.1. Definiciones basicas

Definicién 0.1.1 . Una digrdfica D consta de un conjunto finito no vacio de objetos,
denotado por V(D), llamados los vértices de D, y una coleccion de pares ordenados de

distintos elementos de V(D), denotado por F(D), cuyos elementos reciben el nombre de
flechas.

Notemos que también existen digraficas infinitas con respecto a la cantidad de vértices
que ésta puede tener. En lo que sigue trabajaremos con digraficas finitas a menos que se
diga lo contrario.

Para las siguientes definiciones consideremos una digrdafica D.

Definicién 0.1.2 Diremos que dos vértices vy v en D son adyacentes si existe una flecha
entre ellos.

Definicién 0.1.3 Si(u,v)eF(D), diremos que u es vértice inicial y v vértice final de la

flecha (u,v).

Observemos que en la definicion de digrdfica se encuentra implicito que no trabajaremos
con lazos, donde un lazo es una flecha que tiene a un mismo vértice como vértice inicial

y final.

Definicién 0.1.4 Diremos que una flecha a incide en un vértice v, si v es vértice inicial
o final de a.

Definicién 0.1.5 Dos o mas flechas que unen al mismo par de vértices en la misma
direccion son llamadas multiflechas. Una digrdfica con multiflechas es llamada multi-
digrafica.

Definicién 0.1.6 Si (u,v)eF(D), entonces diremos que el vértice u es adyacente hacia el
vértice v, y el vértice v es adyacente desde el vértice u.

7
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Definicién 0.1.7 El grado exterior de un vértice v, también llamado exgrado, denotado
por 6T (v), es el numero de vértices adyacentes desde v, es decir, el nimero de flechas que
salen de v.
Definicién 0.1.8 FEl grado interior de un vértice v, también llamado ingrado, denotado
por 6~ (v), es el nimero de vértices adyacentes hacia v, es decir, el nimero de flechas que
llegan a v.
Definicién 0.1.9 FEl grado de un vértice v, denotado por ¢ (v), se define como:
d(v) =6 (v) +6 (v)
Definicién 0.1.10 El conjunto de los vecinos exteriores de un vértice x se define como:
I (z) = {yeV(D)/(x,y)eF(D)}
Definicién 0.1.11 El conjunto de los vecinos interiores de un vértice x se define como:
I (z) ={yeV(D)/(yx)eF(D)}
Definicién 0.1.12 Diremos que (u,v)eF(D) es simétrica si (v,u)eF(D).

Definicién 0.1.13 Diremos que (u,v)eF (D) es asimétrica si (v,u)¢F(D).

Definicién 0.1.14 Dos digrdficas Dy y Dy son isomorfas, denotado como Dy=Dsy, si
existe una funcion biyectiva f:V(Dy)— V(Dy) tal que:

u es adyacente hacia v en Dy si y sdlo si f(u) es adyacente hacia f(v) en Dy .

0.2. Tipos de subdigraficas y digraficas

Definicién 0.2.1 Una subdigrdfica H de una digrdfica D es una digrdfica tal que V(H)Z V(D)
y F(H)CF(D).

Definicién 0.2.2 Una subdigrdfica inducida H de una digrdfica D, denotada por D[H], es
una digrdfica tal que V(H)C V(D) y para {u,v}ZV(H), (u,v)eF(H) siy sdlo si (u,v)eF(D).

Definicién 0.2.3 Una subdigrdfica generadora H de una digrdfica D es una digrdfica tal
que V(H)=V(D) y F(H)CF(D).

Definicién 0.2.4 Sea D una digrdfica y S un subconjunto no vacio de V(D), si u€S
y ve V(D) son tales que (u,v)eF (D), entonces diremos que eziste una Sv-flecha en D.
Andlogamente, si (v,u)eF (D), entonces diremos que existe una vS-flecha en D.
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Definicién 0.2.5 Sea D una digrdfica y S, K subconjuntos no vacios de V(D);si u€S y
veK son tales que (u,v)eF(D), entonces diremos que existe una SK-flecha en D. Andlo-
gamente, si (v,u)EF(D), entonces diremos que eziste una KS-flecha en D.

Definicién 0.2.6 Una digrdfica D es bipartita si existe una biparticion de V(D) en Vi y
Vs tal que toda flecha de D tiene un extremo en Vi y el otro en Vs.

Definicién 0.2.7 Una digrdafica D es r-reqular si 0% (v) =r= 0" (v) para todo ve V(D).

Definicién 0.2.8 Una digrdfica D es completa si para todo par de vértices {u,0}CV(D),
(u,v)eF(D) o (v,u)eF(D).

Definicién 0.2.9 Diremos que una digrdfica D es simétrica si todas sus flechas son
simétricas.

Definicién 0.2.10 Diremos que una digrdfica D es asimétrica si todas sus flechas son
asimétricas.

Definicién 0.2.11 La parte simétrica de una digrdfica D, denotada por Sim(D), es una
subdigrafica generadora de D, tal que sus flechas son las flechas simétricas de D.

Definicién 0.2.12 La parte asimétrica de una digrdafica D, denotada por Asim(D), es
una subdigrdfica generadora de D, tal que sus flechas son las flechas asimétricas de D.

Definicién 0.2.13 Un torneo es una digrdfica completa asimétrica.
Definicién 0.2.14 Un torneo T es transitivo si{ (u,v),(v,w)}ZF(T), entonces (w,w)eF(T).

Definicién 0.2.15 Una digrdifica D es llamada un torneo bipartito si sus vértices pueden
ser partidos en dos conjuntos Vi y Vo tales que:

1. toda flecha de D tiene un extremo en Vy y el otro en Vs.

2. Para todo € V) y para todo x€ Vy tenemos que |{( z1,22), ( %2,m )}NF(D)|=1.

0.3. Caminos dirigidos y Conexidad

Definicién 0.3.1 Un camino no dirigido C=(xy,21,%,...,%,) es una sucesion alternada
de vértices y flechas tal que (%241 )€F(D) 6 (xi11,x;)€F (D), para 0<i<n-1.

Definicién 0.3.2 Un camino dirigido C=(xy,x1,%s,...,3,) es una sucesion alternada de
vértices y flechas, donde (z;,z;41)EF (D), para 0<i<n-1.

Si el camino dirigido empieza en o y termina en x,, diremos que es un Toy,-camino
dirigido.
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Definicién 0.3.3 Una trayectoria dirigida es un camino dirigido que no repite vértices.

Definicién 0.3.4 Un camino cerrado dirigido es un camino dirigido que empieza y ter-
mina en el mismo vértice.

Definicién 0.3.5 La longitud de un camino dirigido C' es el nimero de flechas que con-
tiene y se denota como I(C).

Definicién 0.3.6 Un ciclo dirigido y=(x1,%s,...,x,,x1) es un camino cerrado dirigido, de
longitud al menos dos, que no repite vértices, salvo el primero y el ultimo.

Definicién 0.3.7 Una digrdfica D es coneza si para cualquier par de vértices {u,v}C V(D)
existe un uv-camino no dirigido.

Definicién 0.3.8 Una digrdfica D es unilateralmente conexa si para cualquier par de
vértices {u,v}C V(D) se cumple al menos una de las siguientes dos condiciones:

1. existe una uv-trayectoria dirigida.
2. existe una vu-trayectoria dirigida.

Definicién 0.3.9 Una digrdafica D es fuertemente conexa si para cualquier par de vérti-
ces {u,0}C V(D) eziste una uv-trayectoria dirigida y también existe una vu-trayectoria
dirigida.

De las definiciones anteriores notemos lo siguiente:
1. Si D es fuertemente conexa, entonces D es unilateralmente conexa.
2. 8 D es unilateralmente conexa, entonces D es coneza.

Ahora que ya contamos con las definiciones bdsicas de la teoria de digrdficas es necesario
enunciar un par de resultados, de esta misma teoria, que nos seran de gran utilidad para
el desarrollo de la primera parte de este trabajo, donde las demostraciones de dichos
resultados se pueden consultar en [1].

Teorema 0.3.1 Todo uv-camino dirigido contiene una uv-trayectoria dirigida.

Lema 0.3.1 Si D es una digrifica tal que 6 (v)>1 para todo ve V(D), entonces D con-
tiene un ciclo dirigido.

Cabe mencionar que si en el Lema 0.3.1 cambiamos la hipdtesis de 6+ (v)>1 para todo
ve V(D) por 6~ (v)>1 para todo ve V(D), entonces la conclusion serd la misma.

Teorema 0.3.2 Todo camino dirigido cerrado de longitud impar contiene un ciclo diri-
gido de longitud impar.



Capitulo 1
Nucleos y Ntcleos por trayectorias
dirigidas monocromaticas

En este capitulo daremos una pequena introduccion a la teoria de Ntcleos en digréaficas y
mencionaremos algunos de los resultados que dieron origen a dicha teoria. Posteriormente
se vera una generalizacién del concepto de nicleo, pero ahora considerando una digrafica
cuyas flechas van a estar coloreadas.

1.1. Ntcleos.

Sea D una digrdfica.

Definicién 1.1.1 ICV(D) es un conjunto independiente si para todo par de vértices

{0} (u,0)¢F(D) y (v,u)¢F (D).

Definicién 1.1.2 ACV(D) es un conjunto absorbente si para cada x€ V(D)\ A existe ye A
tal que (v,y)eF (D).

Definicién 1.1.3 NC V(D) es nicleo de D si N es un conjunto independiente y absor-
bente.

No todas las digrdficas tienen nicleo, y como ejemplo podemos mencionar a los ciclos
dirigidos de longitud impar.

Por lo tanto, por el simple hecho de que existen digrdficas que no tienen nicleo, la pre-
gunta mas natural que uno se podria hacer es la siguiente: ;Qué estructura debe tener
una digrdfica para que ésta tenga nicleo?.

Como respuesta a la prequnta anterior se tiene que la existencia de nicleo en una digrdfica
fue probada por Von Neumann bajo la siguiente condicion.

Teorema 1.1.1 /2] Sea D una digrifica.
St D no tiene ciclos dirigidos, entonces D tiene nicleo.

11
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Cabe mencionar que por la manera en la que se prueba la existencia de un nicleo en la
digrafica D del Teorema 1.1.1 Von Neumann también demuestra que el nicleo es unico.

Si sequimos considerando a D como una digrdafica que no tiene ciclos dirigidos, es fdacil ver
que toda subdigrdfica inducida de D tampoco tendra ciclos dirigidos; ast, por el Teorema
1.1.1 se tiene que tanto D como todas sus subdigrdficas inducidas tienen nicleo.

Por lo tanto, el argumento anterior sugiere que una digrdfica D sin ciclos dirigidos le
hereda la propiedad de tener nicleo a todas sus subdigrdaficas inducidas. Pero, en general
podemos afirmar que no toda digrdafica con nicleo cumple con que todas sus subdigrdficas
mducidas heredan dicha propiedad.

Las digrdficas con nicleo que cumplen con que todas sus subdigraficas inducidas también
tienen nucleo reciben un nombre muy especifico, el cual tiene su origen en el estudio de la
conjetura de las grdficas perfectas planteada por Claude Berge, y se definen como sigue:

Definicién 1.1.4 Una digrifica D es Niicleo Perfecta si D y todas sus subdigrdficas
inducidas tienen nicleo.

Notemos que existen digrdficas que tienen ciclos dirigidos y ademds tienen nucleo. Por
ejemplo, los ciclos dirigidos de longitud par tienen dos nicleos distintos.

Ast, los siguientes resultados mejoran al Teorema 1.1.1.

Teorema 1.1.2 Sea D una digrifica.
St D no tiene ciclos dirigidos de longitud impar, entonces D es Nucleo Perfecta.

La demostracion del Teorema 1.1.2 dado por Richardson en [3] se caracterizd por ser
muy larga y algo complicada, pero con la ayuda del concepto de seminiicleo, el Dr. Victor
Neumann-Lara en [5] da una demostracion mds corta y elegante de dicho resultado.

El Teorema 1.1.3, dado por Duchet en [4], es uno de los resultados de la teoria de nicleos
mdas utilizado en el desarrollo de la teoria de nicleos por trayectorias dirigidas mono-
cromdaticas, por lo que vale la pena dar su demostracion.

Teorema 1.1.3 Si D es una digrdfica tal que todo ciclo dirigido tiene una flecha simétri-
ca, entonces D es Nucleo Perfecta.

Demostracién. Sea D una digrdfica tal que todo ciclo dirigido tiene una flecha simétri-
ca.

Primero demostraremos que D tiene nicleo y lo haremos por induccion sobre el nimero
de vértices de D.
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sabemos que todas las digrdficas con uno y dos vértices tienen naicleo.

Hipdtesis de Induccion. Si D’ es una digrdafica con p’sp vértices tal que todo ciclo dirigido
tiene una flecha simétrica, entonces D’ tiene nicleo.

Sea D una digrdfica con p vértices tal que todo ciclo dirigido tiene una flecha simétrica.
Por demostrar que D tiene nicleo.

Sin pérdida de generalidad supongamos que D tiene al menos un ciclo dirigido'.
Consideremos el conjunto S={ve V(D)/ 5} Asim(p) (V)=0"y 551m ) (V)#0}.

Supongamos que S=0.

Caso 1. Para cada veV(D), (5A5m py (V)70

En este caso existe un ciclo dirigido ~y tal que v CAsim(D), lo cual no puede suceder ya
que por hipdlesis todo ciclo dirigido en D tiene una flecha simétrica y v CAsim(D)CD.

Caso 2. Para cada veV(D), 5SZm(D) (v)=0.

Este caso no es posible ya que supusimos que D tiene al menos un ciclo dirigido y por
hipotesis éste tiene al menos una flecha simétrica.

Caso 3. Para cada ve V(D) 5Asm(D ()#0y 5Sm(D (v)=0.

Afirmamos que D tiene al menos un vértice de exgrado cero, ya que de lo contrario
tendriamos que para cada ve V(D) 65 (v)>1, lo cual implicaria que, por el Lema 0.3.1, D
tiene un ciclo dirigido v y como 5Aszm (D) (v)#£0y (5§im(D) (v)=0 para todo ve V(D), enton-
ces tenemos que D es una digrdfica asimétrica, por lo que v es un ciclo dirigido asimétrico
lo cual no puede suceder ya que por hipotesis v debe tener una flecha simétrica.

Por lo tanto, existe we V(D) tal que 65 (w)=0. Como &} (w)=0, entonces (5Aszm (py(w)=0
Yy 5Sm (py(w)=0lo cual contradice que para cada ve V(D) (5A82m y(0)#0 y 55,”” py(v)=0.

El hecho de suponer que S=0 nos condujo a contradicciones, entonces S# (.

Ahora consideremos H=D/[S]. Por definicion de S tenemos que HCSim(D), por lo tanto
H es una digrdfica simétrica por lo que H tiene un nicleo ® Nj.

1Si D no tuviera ciclos dirigidos, entonces por el Teorema 1.1.1 tendriamos que D tiene nticleo.
2En [1] Capftulo 14, Berge demuestra que toda digrafica simétrica tiene nicleo
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Sea D’=D\ (HUT'},(Ny)). Tenemos que D’ tiene p’ vértices con p’sp y por hipdtesis de
mduccion D’ tiene un nicleo Nj.

Afirmamos que N=NyU Ny es un nicleo de D.

i) N es un conjunto absorbente.

Sea ve V(D)\N.

Caso 1. Stve V(H\Ny.

Como Ny es absorbente en H, entonces existe u€ Ny tal que (v,u)eF(H)ZF(D).
Caso 2. Sive V(D\V(H) y ve I',(Ny).

Como ve T'}, (Ny), entonces existe we Ny tal que (v,w)eEF(D).

Caso 3. Si ve V(D)\(V(H)UT, (Ny).

En este caso tenemos que v€ V(D’)\N;y y dado que Ny es absorbente en D’ existe z€N;
tal que (v,z)eF(D).

Por lo tanto, N es un conjunto absorbente.
it) N es un conjunto independiente.
No y Ny son ambos conjuntos independientes por ser nicleos de H y D’ respectivamente.

ii.a) No existe Ny Ny-flecha, de lo contrario tendriamos que existen yENy y z€ Ny tal que
(z,y)eF (D), entonces z€ I'; (Ny ), pero ze NyCD’=D\ (HUI', (Ny)), por lo que z¢ T'[, (N ).

i1.b) No existe NoNy-flecha, de lo contrario tendriamos que existen v€Ny y zENy tal que
(x,z2)eF(D) y como Ny CH tenemos que x€S por lo que (z,x)EF(D), lo que implica que
existe Ny Ny-flecha lo cual ya vimos que no puede suceder.

Por lo tanto, N es un conjunto independiente.

De (i) y (ii) concluimos que N es un nicleo de D.

Ahora, como la propiedad de que todo ciclo dirigido en D tiene una flecha simétrica se

hereda para todas las subdigrdficas de D, se concluye que todas las subdigrdaficas de D
tienen nicleo. Asi, D es Niucleo Perfecta. B
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1.2. Nucleos por trayectorias dirigidas monocromati-
cas.

Definicién 1.2.1 Se dice que una digrdafica D es m-coloreada si sus flechas estdn colo-
readas con m-colores.

Definicién 1.2.2 Una trayectoria dirigida (ciclo dirigido) es llamada(o) monocromdti-
ca(o), si todas sus flechas estdn coloreadas con el mismo color.

Definiciéon 1.2.3 Sea D una digrdfica m-coloreada.

ICV(D) es independiente por trayectorias dirigidas monocromdticas si para todo par de
vértices {u,v}C1I no existen trayectorias dirigidas monocromdticas entre ellos.

)

Para referirnos a una "trayectoria dirigida monocromdtica” nos limitaremos a escribir

“t.d.m.”

La siguiente prequnta que se debe a FErdos aun sigue abierta.

Problema 1.2.1 ;Para cada n, existe un entero positivo f(n) tal que todo torneo finito
cuyas flechas estan coloreadas con n colores contiene un conjunto S de f(n) vértices con
la propiedad de que para cualquier vértice v que no pertenezca a S existe una t.d.m. de v
a un vértice de S%.

En 1982 aparecio publicado un articulo, escrito por B. Sands, N. Sauer y R. Woodrow,
en la revista cientifica Journal of Combinatorial Theory, donde ellos prueban de una
manera muy elegante el siguiente Teorema.

Teorema 1.2.1 /6] Si D es una digrdfica cuyas flechas estan coloreadas con dos colores
tal que no contiene trayectorias dirigidas monocromdticas infinitas exteriores®, entonces

existe un subconjunto S de V(D) que es independiente por t.d.m y para cualquier vértice
x que no pertenece a S existe una t.d.m. de x a algun vértice de S.

Demostracion. Supongamos que D estd coloreada con los colores rojo y azul.
La notacion que daremos ensequida es la que utilizaremos a lo largo de la prueba.
Sean z,yc V(D) y SCV(D).

n 2—"%9°y  Eziste una xy-t.d.m. de color rojo en D.

3Sea D una digréfica, una sucesién de vértices (u;);cy es una trayectoria dirigida infinita exterior
en D si para cada ¢ € N se tiene que (u;,u;41)€F(D) y todos los elementos de la sucesién son distintos
dos a dos.
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79908 1—"%° para algin s€S.

STy 579 para algin sE€S.

s 1"%9°  No existen xs-t.d.m. de color rojo en D.

Similarmente definimos z—%"y, r—*ulg S ezuly g pazulg

mono

= T Yy Eziste una xy-t.d.m. en D.

Sean S, TCV(D).

Diremos que S<T si para todo s€S existe t€ T tal que pasa cualquiera de los dos casos.
1. s=t ¢

2. S_>azult y t_/_>azul8
Notemos que si SCT entonces S<T.

Afirmamos que T={ACV(D)/ A es un conjunto independiente por t.d.m. en D} es un
conjunto parcialmente ordenado bajo “<”.

En efecto

L (Refleziva)
Sea A€TL.

Como ACA, entonces A<A.

II. (antisimétrica)
Sean A,B€T tal que A<B y B<A.
Por demostrar que A=B.
C/ Sea acA

Como A<B, entonces para ac A existe beB tal que

i) a=b ¢

“) a_>azulb y b_Hazula
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I11.

Si pasa (i), entonces tenemos que a€B.

Supongamos que pasa (ii).

Puesto que B<A, entonces para bEB existe a1 €A tal que b—*"'a; y a;-»**"b, ya

que no puede suceder que a;=>b porque A es independiente por t.d.m.

a_>azulb_>azula1

Por lo tanto existe una aay-t.d.m. de color azul en D lo cual no es posible porque A
es independiente por t.d.m.; y asi, solo puede suceder (i).

(Transitivo)

Sean A,B,C€eT tal que A<B y B<C.

Por demostrar que A<C

sea a€A

Como A<B, entonces para acA existe bEB tal que
Caso 1. a=b

puesto que B C entonces para a=beB existe ceC tal que

i) a=c o

“) a/_>azulc y C_Hazula

Caso 2. a—*"p y h-»*ulg
Como B<C, entonces para beB existe ce C' tal que
2.1. b=c

azul

Para este subcaso a—*"lc y c-»%"q

2.2. b_>azulc y C_H(zzulb



18 1.2. Nicleos por trayectorias dirigidas monocromaticas.

a_>azul b_>azul c

azul azul azul a

Para este subcaso tenemos que a—*** ¢ y como b-»"*"a, entonces c—+

Por lo tanto I es un conjunto parcialmente ordenado bajo “<7.
Ahora consideremos L={SETL/ S#0 y S—"%°y implica que y—"°"°S para cada ye V(D)}

Por demostrar que LF(.

Aseguramos que existe ve V(D) tal que v—"%°y implica que y—"%°v para cada ye V(D); ya
que de lo contrario, si sucediera que ¥ v€ V(D) existe ye V(D) tal que v—"%°y y y-»"7%

entonces tendriamos lo siguiente:

1. Para vi€ V(D) existe y,€ V(D) tal que v,—"%°y; y y-»"%°v,.
2. Para y,€ V(D) existe v,€ V(D) tal que y1—"%°vy y vy-»"%°y;, donde w#v, por (1).

3. Para we V(D) existe y,€ V(D) tal que va—"%°yy y yo-»"°wy, donde yo&{vi,y1}
porque vay-+"%y; 1y -~ .

4. Para y,€ V(D) existe v3€ V(D) tal que yo—"°v3 y v3-»"%°y,, donde vs&{vy,y1,v2}

porque y2_/_>7“O]O,U2} /1}2_,L>T0j0y1 y yl_/_>7‘0]0,Ul'

,U1_>7“ojo rojo rojo rojo

y1—> 1}2—>

Yo"

Siguiendo con este procedimiento llegamos a que T=(vy,y1,v,1a, - ) €s una trayectoria
dirigida infinita exterior lo cual no puede suceder por la hipdotesis.

Por lo tanto existe v€ V(D) tal que v—"°y implica que y—"%°v para cada yeV(D), y
puesto que {v} es un conjunto independiente por t.d.m, entonces {v}eL y asi LFAD.

Afirmamos que (L,<) tiene un elemento mdximo.
Por demostrar que toda cadena en L tiene una cota superior en (L,<).
Sea € una cadena en (L£,<)y definamos

S*={seU% / existe SEE€ tal que s€ T para cada T>S}

Veamos que S™®#() y S es una cota superior para L.
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Sea S€€ y s€S.
Si s€S5>, entonces S®#D y S<LS>.
Supongamos que s¢&S>.

Como s¢ S, entonces existe S1€F tal que $1>S y s¢S1 por lo que existe s;€5; tal que

8__+azul$1 y 81-*9aZUI8.

Si $1€5%, entonces S®#D y S<S>.
Supongamos que $;¢5%.

Como $¢5, entonces existe So€E tal que S2>S1 y s1¢Ss por lo que existe s2E€ S, tal que

51—%Ulgy y 59-1%Us donde s#£5, porque s-"s.

Si $,€5%, entonces SC#D y S55<S>, lo que implica que S<S™.

Siguiendo con este procedimiento y como D no tiene t.d.m. infinitas exteriores llega-
mos a un $,€S8,€E tal que S,>Sn_1 $,-1¢Sn, Sp_1—s, y s,»s, 1, con §,E85%
Y $n¢{s,81,5,...,50—2}, lo que implica que S,<S>.

Por lo tanto, S®#() y S<S5>.

Asi, S0 y S°>S para cada SEE .

Ahora probemos que S*®ET.

sean s,t€S>

Por definicion de S podemos suponer sin pérdida de generalidad que S,TEE son tales
que s€ W para cada W>S y teT donde T>S. Por lo tanto, como s,t€T y T es independien-
te por t.d.m, entonces se concluye que no existen trayectorias dirigidas monocromdticas
entre s y t.

por lo tanto S*™ es independiente por t.d.m.

Por demostrar que S*®€L.

rojo

Si ye V(D) es tal que S®—"1°y, entonces para s€ES™ tal que s—"°y existe SEL tal que

s€S, por lo que S—"°y, y puesto que €L entonces y—""°8S.
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monot

Sea t€S tal que y—
S1 €S>, entonces y—"°"°S5>.

Supongamos que t¢S>.

Como s,t€S y S es independiente por t.d.m, entonces y-"°t.

Puesto que S<S™, entonces para t€S existe t°€S>® tal que t—¥"1>® y 19Ut por lo
tanto, y—2*U > y asi y—2*4 8>,

Por lo tanto, S™eL.

por lo tanto € tiene una cota superior en (L,<).

Por el Lema de Zorn, (L£,<) tiene un elemento mdzimo.
Sea SeL el mazimo de (L,<).

Afirmamos que S es el conjunto buscado.

Como S es independiente por t.d.m., entonces solo basta probar que para cualquier vértice
k que no pertenece a S existe una t.d.m. de k a algin vértice de S.

monoS

Supongamos que existe we V(D\S tal que w—

Garantizamos que existe 2€ V(D)\S tal que z=+»"°""S y y—"7°z para cada y¢S que satis-
face y-»""°S y x—"%°y: ya que si sucediera que para cada k€ V(D)\S existe 2€ V(D)\S
que satisface z»""°S, k—"%9% y z»TI°k, entonces tendriamos una trayectoria dirigida

ifinita exterior lo cual no es posible por la hipdtesis.

Por lo tanto, elijamos z€ V(D)\S tal que z-»"°"°S y y—"7°z para cada y¢S que satisface
y_/_>mon08 Y x_ﬂ“ojoy'

T0J0

Ahora, por definicion de L, y como x-+»""°S, se tiene que S-+»"%°x,

Sea T={t€S/ t-»"11}
Notemos lo siguiente:

» TU{z} es un conjunto independiente por definicion de T y eleccion de x.

w TU{z}>S; porque para s€S como TCS entonces puede suceder que s€T y si s¢ T
se tiene por definicion de T que s—%"'z y por eleccion de x x—+"s.
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Como S es mdzrimo en L, entonces por las observaciones anteriores se concluye que
Por lo tanto, existe un vértice z tal que TU{x}—"%°%z y z»""° TU{z}, donde podemos
observar que 2¢S porque S es un conjunto independiente por t.d.m. y z-»""°S.

Si T—"%1°%, entonces por la definicion de L se tiene que z—"°"°S\ T, porque z-+"°"° TU{z};
luego z»"°S\ T ya que de lo contrario tendriamos una t.d.m. roja entre dos elementos
distintos de S lo cual no es posible porque S es independiente por t.d.m; por lo tanto
7—2US\ T, y por definicién de T se tiene que S\ T—**"x; asi 2—*"x lo cual no es po-
sible porque z—»"" TU{x}.

Por lo anterior se concluye que 1—"%°z.
Notemos que z#"°S, porque 1-»"9°S, y z»%"S ya que de lo contrario si tuviéramos
7—2US\ T; esto es porque z»""°TU{z}, y como S\ T—*"1, entonces z—**"'z lo cual
no es posible porque z—»"°"°TU{z}.

rojo

Por lo tanto —"%°z, z»""°S y z»"%1°x | porque z-»"°"° TU{z}, lo cual es imposible por

la eleccion de z.
Por lo tanto S satisface las condiciones del Teorema.l

Con lo anterior Sands, Sauer y Woodrow prueban para n=2 en la prequnta planteada por
Erdés que f(2)=1.

Una generalizacion del concepto de Nicleo es el de Nicleo por trayectorias dirigidas mo-
nocromdticas, el cual se debe a Hortensia Galeana Sdnchez, y lo podemos definir conside-
rando lo siguiente.

Definicién 1.2.4 Sea D una digrdfica m-coloreada.

ACV(D) es absorbente por t.d.m. si para cada z€V(D)\A existe yeA tal que hay una
xy-trayectoria dirigida monocromdtica enD.

Definicién 1.2.5 Sea D una digrdfica m-coloreada.

NCV(D) es un Nicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas de D si N es indepen-
diente por t.d.m. y absorbente por t.d.m.

Por lo tanto, la conclusion del Teorema 1.2.1 es que D tiene Nicleo por t.d.m.

Al igual que en nicleos, existen digrdficas m-coloreadas que no tienen nicleo por trayecto-
rias dirigidas monocromdticas, por ejemplo el ciclo dirigido de longitud tres cuyas flechas
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estan coloreadas con tres colores distintos.

A partir de este momento, convenimos que en lugar de escribir toda la frase "nicleo por
trayectorias dirigidas monocromadticas”, nos limitaremos a escribir "niucleo por t.d.m.”

Ahora relacionemos el concepto de nicleo por t.d.m. y el de nicleo por medio de la si-
guiente multidigrdfica m-coloreada.

Definicién 1.2.6 Sea D una digrdfica m-coloreada.

La cerradura de D, denotada por €(D), es una multidigrdfica m-coloreada definida como
sique:

V(E(D))=V(D)

F(€(D))=F(D) U {(u,v) con color i / 3 una uv-trayectoria dirigida monocromdtica de
color i contenida en D}.

Notemos que si y=(uy,ug,...,u,,u ) €s un ciclo dirigido monocromdtico de color a, en-
tonces se tiene que para todo par de vértices consecutivos u; y w1 de 7y, (Ujr1,Uivo, ...,
Up,Ug, ..., Ui—1,U;) €S una w1 u;-trayectoria dirigida monocromdtica de color a, por lo que
en la cerradura de 7y tenemos a la flecha (u;y11,u;) con color a y como 7y también estd con-
tenido en € (), por definicion de cerradura, entonces (u;,u;+1) es una flecha simétrica
de v en €(v) y como esto pasa para todo par de vértices consecutivos de 7, entonces se
concluye que v es un ciclo dirigido simétrico en su cerradura.

Por otro lado, de acuerdo a la definicion de cerradura se tiene el Lema siguiente.

Lema 1.2.1 Sea D una digrdfica m-coloreada y €(D) su cerradura, entonces € (D)=

¢ (D)).

Demostracién. Sea D una digrdfica m-coloreada.

Por definicién de cerradura tenemos que V(€(D))=V(€(€(D))) y F(&€(D))CF(€(€(D))).
Por demostrar que F(€(D))=F(&(&(D))).

S6lo falta probar que F(€(€(D)))CF(&(D)).

Supongamos que eziste (u,v)=a€F(€(&(D))) tal que a¢F(¢(D)).

Como acF(€(€(D))), entonces por definicion de cerradura tenemos que en €(D) existe
T una uv-t.d.m de color i, donde I(T)>2 porque a¢ F(€(D)).

Supongamos que T=(u=xy,x,...,x,=v) para alguna ne N, con n>3.
Como {(x1,xs), (x2,x3), (T3,24),...,(Tn_1,2,)}CF(C(D)), entonces por definicion de ce-
rradura tenemos que en D existen T una x1xo-t.d.m de color i, Ty una xex3-t.d.m de color
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1, T3 una x3xy-t.d.m de color i, Ty una xsxs-t.d.m de color i,..., T,_1 una x,_1x,-t.d.m.
de color i, por lo que U~ T; es un wv-camino dirigido monocromdtico de color i conteni-
do en D, el cual contiene una uv-trayectoria dirigida, por Lema 0.3.1, y como todas sus
flechas tienen el mismo color, entonces estd trayectoria dirigida es monocromdtica. Por
lo tanto a=(u,w)eF(E(D)), lo cual no puede suceder, ya que supusimos que a¢F(€(D)).
Asi, F(e(€(D)))CF(€(D))

Por lo tanto, F(€(D))=F((€(D))).

Como V(€(D))=V(€(€(D))) y F(€(D))=F(€(€(D))) se concluye que €(D)=C(€(D)). W

Por lo tanto, de acuerdo a la estructura de €(D) y la definicion de Nicleo por t.d.m. se
tiene el Teorema siguiente.

Teorema 1.2.2 . Sea D una digrdfica m-coloreada.

N es nucleo por trayectorias dirigidas monocromadticas de D si y solo si N es nicleo de
¢(D).

Demostraciéon. Sea D una digrdfica m-coloreada.

=] Sea N un nicleo por t.d.m. de D.

Por demostrar que N es nicleo de €(D).

i) N es un conjunto independiente en € (D).

Sea {u,v}CN.

Como N es nucleo por t.d.m. de D, entonces no existen uv-t.d.m. y vu-t.d.m. en D. Por

lo tanto, (uw)gEF(€(D)) y (v,u)EF(€(D)), por definicion de cerradura.
ii) N es un conjunto absorbente en €(D).
Sea ve V(€(D))\N.

Como V(D)=V(€(D)) y N es nicleo por t.d.m. de D, entonces existe una vN-t.d.m. en
D y por definicion de cerradura tenemos que existe la vN-flecha en €(D).

Por lo tanto, ¥V ve V(€(D))\N ezxiste la vN-flecha en €(D).

De (i) y (ii) tenemos que N es nicleo de €(D).
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<] Sea N un nicleo de €(D).

Por demostrar que N es nicleo por t.d.m. de D.

i) N es un conjunto independiente por t.d.m. en D.
Sea {u,v}CN.

Como N es un conjunto independiente en €(D) por ser nicleo, entonces no eziste (u,v)eF(E(D)),
no existe (v,u)e F(C(D)) y por definicion de cerradura tenemos que no existe una uv-t.d.m.
en D y no existe una vu-t.d.m. en D.

Por lo tanto, N es un conjunto independiente por t.d.m. en D.
it) N es un conjunto absorbente por t.d.m en D.
Sea we V(D)\N.

Como V(D)=V(€(D)) y N es nicleo de €(D), entonces existe la wN-flecha en €(D) y por
definicion de cerradura tenemos que en D existe una wN-t.d.m.

Por lo tanto, para todo we V(D)\N existe una wN-t.d.m. en D.

Ast, de (i) y (ii) tenemos que N es nicleo por t.d.m. de D. B

Con el Teorema anterior ahora ya es posible hacer mas explicito el hecho de que el concepto
de Nicleo por t.d.m. generaliza al de nicleo.

Corolario 1.2.1 Sea D una digrafica m-coloreada.
St para todo par de flechas a yb en D, el color de a es distinto al color de b, entonces N
es nicleo por trayectorias dirigidas monocromdticas de D si y solo si N es nicleo de D.

Demostraciéon. Sea D una digrafica m-coloreada tal que para todo par de flechas a y b
en D, el color de a es distinto al color de b.

Por la hipotesis tenemos que para todo par de vértices u y v de D no existen t.d.m. entre
ellos, de longitud al menos dos, por lo que €(D)=D.

Por lo tanto, por el Teorema 1.2.2, tenemos que N es nicleo por t.d.m. de D si y solo si
N es nicleo de €(D)=D. R
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1.3. Algunos resultados sobre la existencia de Ntucleos
por trayectorias dirigidas monocromaticas en di-
graficas m-coloreadas.

En esta seccion daremos a conocer algunos de los resultados que se tienen sobre las con-
diciones que se le deben de pedir a las digrdficas m-coloreadas para que tengan nicleo por
t.d.m.; asi como en el Teorema 1.3.8 presentamos un resultado original en el cual damos
condiciones para que un torneo 3-coloreado sin C3 tenga nicleo por trayectorias dirigidas
monocromdticas.

Definicién 1.3.1 Sea D una digrdfica m-coloreada y v, =(0,1,...,n-1,0) un ciclo dirigido
en D. Diremos que 7y, esC(D)-monocromdtico si existe un congunto {f;=(i,i+1)eF(C(D))/
i€{1,...,n} mddulo n} de flechas coloreadas del mismo color.

Definicién 1.3.2 Liamaremos Cs y T3 al ciclo dirigido de longitud tres y al torneo tran-
sitivo de orden tres, respectivamente, cuyas flechas estdn coloreadas con tres colores dis-
tintos.

Definicién 1.3.3 Si v es un vértice de una digrafica m-coloreada, denotamos por ¢ (v) a el
conjunto de colores asignados a las flechas que tienen como extremo a v; y lo llamaremos,
la vecindad del vértice v.

Definicién 1.3.4 Si v es un vértice de una digrdfica m-coloreada, denotamos por ¢t (v)
a el conjunto de colores asignados a las flechas que tienen como extremo inicial a v; y lo
llamaremos, la exvecindad del vértice v .

Definicién 1.3.5 Si v es un vértice de una digrdfica m-coloreada, denotamos por ¢~ (v)
a el conjunto de colores asignados a las flechas que tienen como extremo final a v; y lo
llamaremos, la invecindad del vértice v.

Definicién 1.3.6 Un casi-torneo es una digrafica m-coloreada que resulta de eliminar
una flecha (x,y) de algin torneo m-coloreado T,,.

Definicién 1.3.7 Un ciclo dirigido es llamado casi-monocromdtico si todas sus flechas
con a lo mads una excepcion son del mismo color.

Torneos m-coloreados

1. [7](1988) On Monochromatic Paths in m-coloured Tournaments.

Teorema 1.3.1 Sea T un torneo m-coloreado el cual no contiene Ty ni Cs. Enton-
ces existe un vértice v de T tal que para cualquier otro vértice x de T existe una
trayectoria dirigida monocromadtica de x a v.
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1.3. Algunos resultados sobre la existencia de Niicleos por trayectorias
dirigidas monocromaticas en digraficas m-coloreadas.

. [8](1996) On monochromatic paths and monochromatic cycles in edge

coloured tournaments.

Teorema 1.3.2 Sea T un torneo m-coloreado. Si cada ciclo dirigido contenido en
T de longitud a lo mds 4 es casi-monocromdtico, entonces €(T) es Nicleo Perfecta.

Teorema 1.3.3 Sea T un torneo m-coloreado tal que cada ciclo dirigido de longitud
3 contenido en T es monocromdtico. Entonces €(T) es Nucleo Perfecta.

Teorema 1.3.4 Sea T un torneo m-coloreado tal que cada ciclo dirigido de longitud
3 contenido en T es €(T)-monocromdtico. Entonces €(T) es Nicleo Perfecta.

Teorema 1.3.5 Sea T un torneo m-coloreado con p vértices. Si existe alguna k
(5<k<p) tal que:

a) Para cada torneo m-coloreado T'CT tal que T’ no contiene ciclos dirigidos de
longitud k, €(T’) es Nicleo Perfecta.

b) Cada ciclo dirigido de longitud k contenido en T es €(T)-monocromdtico.

Entonces €(T) es Nicleo Perfecta.

. [9](2005) Monochromatic Paths and at most 2-Coloured Arc Sets in Edge-

Coloured Tournaments.

Teorema 1.3.6 Sea T un torneo 3-coloreado tal que no contiene Csz, y para cada
ve V(T) se tiene que |((v)|<2. Entonces €(T) es una digrdfica Nicleo Perfecta.

Teorema 1.3.7 Si T es un torneo m-coloreado con m>4, tal que para cada vértice
ve V(T) tenemos que |((v)|<2, entonces T tiene Nicleo por trayectorias dirigidas
monocromdaticas.

. [2](2009) Condiciones para que un torneo 3-coloreado sin C3 tenga nticleo

por t.d.m. (Maria del Rocio Sanchez Lépez y Laura Pastrana Ramirez).

Teorema 1.3.8 Si T es un torneo 3-coloreado sin C5 tal que cumple las siguientes
dos condiciones:

1. |¢ (v)|<2 para cada ve V(T); y
2. ¢~ (w)={a,b} para algin we V(T), con a#£b, implica que ¢t (w)={c}, donde c¢{a,b}

Entonces €(T) es nicleo perfecta.
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Demostracién. Demostraremos que todo ciclo dirigido en €(T) tiene al menos
una flecha simétrica.

Supongamos que T estd coloreado con los colores 1, 2y 3.

Notemos que ¢~ ey (v)=C(v), (Tery(v)=C"(v). Por otro lado, (~ ey (v)={a,b},
con a#b, implica que (* ey (v)={c}, donde c¢{a,b}, V ve V(T).

Sea v un ciclo dirigido en €(T).

SiyL T, entonces existe (u,v)EF(y)CF(€(T)) tal que (u,v)¢F(T) y como T es tor-
neo se tiene que (v,u)eF(T)CF(@(T)) por lo que (u,v)eSim(C(T)) y asi (u,v) es
una flecha simétrica en 7.

Por lo tanto, supongamos que v es un ciclo dirigido en T.

Demostraremos que 7y tiene al menos una flecha simétrica en €(T) por induccion
sobre la longitud, l(v), del ciclo dirigido.

Consideremos la siguiente notacion para vértices distintos u,v€ V(€ (T)) la cual usa-
remos en el transcurso de la prueba.

a

» u—%0, si (u,v)eF(T) y es de color a.
» u—"v, si en €(T) eziste alguna flecha de u a v con color a.
w u—»"v, si en €(T) no hay flechas de u a v con color a.

w u=", si u—"v y en €(T) todas las flechas de u a v son de color a.

Para l(v)=3. ComoyC T se deduce de la hipdtesis del teorema que y=(vy,v9,03,01) N0
es Cy; sin pérdida de generalidad podemos suponer que las flechas (vi,v2) y (va,v3)
tienen el mismo color. Asi, (v1,v3,v3) es una trayectoria dirigida monocromdtica
contenida en T, por lo tanto (vy,vs)EF(YNSIm(E(T))).

Paso inductivo. Si v’ es un ciclo dirigido en T tal que l(y’)<n, entonces v’ tiene
una flecha simétrica.
Sea y=(vy,v1,...,Un,0 ) un ciclo dirigido en T de longitud n+1, con n>3.

Supongamos que en €(T) v es un ciclo dirigido asimétrico.

Ahora, consideremos las siguientes afirmaciones sobre .
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dirigidas monocromaticas en digraficas m-coloreadas.

1)

2)

3)

4)

v estd coloreado con al menos dos colores distintos.

Como todo ciclo dirigido monocromdtico en T es simétrico en €(T), entonces vy
no puede ser monocromatico.

Para cualquier par de vértices no consecutivos u y v de vy, (u,v)eSim(€(T)).
Sean u y v dos vértices no consecutivos de 7.

Supongamos sin pérdida de generalidad que u=v; y v=v;, para algin i,je{0,...,n}
con 1<J.

Si (u,v)eF(T), entonces (vg,...,0;,0;,0j41,0n,%) €s un ciclo dirigido en T de lon-
gitud menor que n+1 el cual por hipdtesis de induccion tiene al menos una flecha
simétrica y como 7y no tiene flechas simétricas, entonces (u,v)€Sim(€(T)).

Si (v,u)eF(T), entonces (v;,Vit1,...,0j—1,0;,;) es un ciclo dirigido en T de longi-
tud menor que n+1 el cual por hipdtesis de induccion tiene al menos una flecha
simétrica y como 7y no tiene flechas simétricas, entonces (v,u)eSim(€(T)).

Si para algin i€{0,1,...,n} v;_1—%v; y v;— vy, con a#b, entonces v 1= vy

donde c¢{a,b} y (vi—1,v41)€F(T).
Sea 1€{0,1,...,n} tal que v;_1—"v; y v;— Vi1, con ab.
Por (2) (vi—1,v41)€Sim(C(T)), por lo que:

Si v —lv;i_1, entonces (v, Vi1, vi_1) es una t.d.m. (de color b) por lo que
(Vi, 01 )E€SIM(C(T)) lo cual no es posible.

Si vip1—%v_q, entonces (Viy1,vi-1,v;) es una t.d.m. (de color a) lo que implica
que (Vip1,v;,)€SImM(C(T)), lo cual contradice el hecho de que v no tiene flechas
simétricas.

Por lo tanto v; 1= v;_1, donde c¢{a,b}, y como T no tiene Cs, entonces (vii1,vi—1)
¢F(T) por lo que (vi—y,v11 )EF(T).
Si acC™ (v; )NCT (v;i) para algin i€{0,1,...,n}, entonces (~ (v;)={a}.

Sea v;€ V(€(T)) que cumple con lo anterior.

Si suponemos que |~ (v; )| =2, entonces por la condicion 2 del Teorema se tendria
que ¢ (v;)={c}, con c#a, lo cual contradice que acC (v;). Por lo tanto (~ (v;)={a}.
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5) Si{a,b}TCT (vi) y c€C (v;), con a#b y c¢{a,b} para algin i€{0,1,...,n}, enton-
ces (~ (vi)={c}.

Como |(T (v;)|=2, entonces por la condicion 2 del teorema no puede suceder que
¢ (vi)]=2.

6) v,—'vy y vo—2vy.

Por (1) existen dos flechas consecutivas en ~y con diferente color, por lo que sin
pérdida de generalidad podemos suponer que v,—» vy y vo—>1.

7) v="v, y (va,01 JEF(T).
Por (6) y (3).

Por (7) sabemos que (v,,v1)€F(T) y como desconocemos su color ahora nos dedica-
remos a analizar los posibles casos para el color de ésta flecha.

Caso 1 v,—"v.

Para este caso consideremos las siquientes afirmaciones.

l.a) ¢~ (un)={1,2}.

2vy y como v, vy, entonces ¢~ (v )={1,2}.

por (6) sabemos que vp—
1.b) v —+3u,.

Por (1.a) y la condicion 2 del teorema.

1.c) w="tvy y (vo,ve)EF(T).

Por (6) vy—2vy, por (1.b) vi—3vy; y asi por (3) se concluye que vy=-"vy y (vo,v3 )EF(T).
1.d) n>4.

Supongamos que n==3.

Por (1.c) (v, )eF(T) por lo que veremos que color tiene ésta flecha.



30

1.3. Algunos resultados sobre la existencia de Niicleos por trayectorias
dirigidas monocromaticas en digraficas m-coloreadas.

Por (1.c) sabemos que vo—"'vg, por lo que si vg—'vy, entonces 1€C™ (v )T (02),
por (4) se concluye que (~ (va)={1} lo cual no es posible porque por (1.b) 3¢~ (vs).

Por (1.b) se sabe que vi—>vy, por lo que si vg—>vy, entonces por la condicién 2 del

teorema se tiene que va—lus; y asi (vo,v3,v1) es una t.d.m. de color 1 por lo que
(vo,v1 )ESTIM(C(T)) lo cual no es posible.

Por lo tanto vy—>1s, y puesto que T no contiene C3 se tiene que Vo113 0 Vy—>313.

Si ve—»lug, entonces (vy,v3,v1) es una t.d.m. de color 1 por lo que (vy,v,)ESim(€(T))
lo cual no puede suceder.

St vg—3v3, entonces (vy,v2,v3) es una t.d.m. de color 8 lo que implica que (vo,v3) €

Sim(€(T)) lo cual es imposible.
Por lo tanto n>4.
1

l.e) vy—»'w.

Si suponemos que voy—'vy, entonces 1€C™ (v )¢ T (v2), porque por (1.c) 1€CT (1y);
y asi por (4) se concluye que (~ (va)={1} lo cual es imposible porque por (1.b)
5€C (v2).

1.f) vo-»2ws.

Supongamos que vy—>vy, y con esto consideremos las siguientes subafirmaciones.
1.£1) ¢ (v)={2,3}.

Como vy—>vy y por (1.b) 3€C™ (vy), entonces (™ (v2)={2,5}.

1.£.2) vy—»lus.

Por (1.f.1) y la condicion 2 del teorema.

1.£.3) »=2v; y v;—>>v3.

Puesto que por (1.b) vi—3vy y por (1.f.2) vu—'vs, entonces por (3) se tiene que
v3=2v; y (v1,v3)EF(T), donde por (1.a) y la condicidn 2 del teorema se concluye
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que v —»313.

1.£.4) ¢ (v3)={1,5}.

Por (1.f.2) 1€¢ (v3) y por (1.f.3) 3€(~ (v3), por lo que (~ (v3)={1,5}.

En conclusion, como (vs,vy)EF(€(T)) entonces por (1.f.4) y la condicion 2 del teo-
rema se tiene que vs—>vy por lo que 2€C (vo)NCT (w), ya que por (6) vy—>vi, y

ast por (4) ¢~ (v)={2} lo que contradice el hecho de que por (6) 1€C™ (v).

Por lo tanto, vy—>v,.

1.g) w—>v,.

por (1.e) y (1.f).
1.h) (v,,1)eF(T).
Supongamos que (vy,v, )EF(T).

Por (6) sabemos que v,—» vy y por (1.g) vy—3vy, por lo que (v,,v0,v2,v,) €s un
ciclo dirigido de longitud tres en T, y puesto que T no contiene C3 se tiene que
(2,0, ) mo tiene color 2 y ademds tampoco puede tener color 1 ya que de lo con-

trario 1€C (v, )OCT (vs) y por (4) ¢~ (v,)={1}, lo cual no es posible porque por (7)
3€C (v,); por lo tanto va—3v,, lo cual implica que (vy,vs,v,) €s una t.d.m. de color
3y ast (v,v,)€SIM(E(T)) lo cual no es posible. Por lo tanto, (v,,v)eF(T).

1.i) v,»lu,.
1

Supongamos que v,— .

Por (1.c) sabemos que 1€Ct (1y), lo que implica que 1€C (v )N (v2) y por (4)
(™ (v2)={1} lo cual no puede suceder porque por (1.g) 3¢~ (v2).

1.j) vp—»2ws.

Supongamos que v,—>v,.
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Por (1.g) sabemos que 3€¢™ (va) por lo que (~ (v2)={2,3} y por la condicion 2 del
teorema se tiene que vo—'v,, lo que implica que (vy,v,,v1), recordemos que la supo-
sicion del Caso 1 es que v,— vy, es una t.d.m. de color 1y asi (ve,v1)ESIM(C(T))
lo cual no es posible.

1.k) v,—3v.
Por (1.1) y (1.5).

En resumen tenemos que por (1.k) y (7) 83€C™ (v, )NCT (v,), y asi por (4) ¢ (v, )={ 3},
por lo que vo—3v, lo cual implica que (vy,v2,v,) s una t.d.m. de color 3; por lo tanto
(vo,vn )ESIM(C(T)) lo cual nos lleva a una contradiccion.

Por lo tanto, este caso no es posible; es decir, v,—"'v;.

Caso 2 v,—2v;.

Para este caso tomemos en cuenta las siquientes afirmaciones.
2.a) ¢ (v)={3}.

Sabemos por (6) que v,—'vy y como v,—>vy, entonces {1,2}CC T (v,), ademds por
(7) 3¢ (v,) por lo que se concluye de (5) que ¢~ (v, )={3}.

2.b) n>4.
Supongamos que n=3.

Como v,—*v; y por (2.a) sabemos que vy—>v,, entonces (vs,v,v2,v,) €s un ciclo
dirigido de longitud tres contenido en T y puesto que T no contiene Cs concluimos
que (vi,v2)EF(T) no tiene color 1.

St v;—»2 vy, entonces (vs,v1,v) es una t.d.m. de color 2 por lo que (vs,vy)ESim(C(T))
lo cual no puede suceder.

Por lo tanto vi—3wy, lo que implica que 3€C™ (v2)NT (1) y por (4) vo—3va, asi (v,
vy, v3) es una t.d.m. de color 3 por lo que (vy,v3)ESim(E(T)) lo cual nos lleva a
una contradiccion.
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Por lo tanto n>/.

2.0) ’01@21)2.

Supongamos que v,—>vs.

Si vy—Luy, por (6) sabemos que vo—>vy, por lo que si aplicamos (3) a i=1 obtene-
mos que va—31y, por lo que ¢~ (vo)={1,3}, y asi por la condicién 2 del teorema se
tiene que vo—>vy y vy—>vs, lo que implica que (™ (vp)={1,2} y nuevamente por la

condicién 2 del teorema tenemos que va—3vs; por lo tanto, ¢~ (vs)={2,3} y ademds
por (3) vs—2v; lo cual es una contradiccion a la condicién 2 del teorema.

Por lo tanto vi—3wy; por (6) sabemos que vy—>vy y asi, por (3) aplicado a i=1, se
tiene que 1€C (v2) y (vo,v2)EF(T), ademds vo—"vy ya que de lo contrario tendriamos
que (~ (ve)={1,3} lo que contradice 1€(" (v2) y la condicion 2 del teorema.

Ahora, si vo—>va, entonces (™ (v2)={2,8} por lo que vy—'v,, lo cual implica que
1€¢ (v,), pero esto contradice a (2.a).

Con lo anterior concluimos que vg—>vs, y por (2.a) sabemos que vo—>v,, por lo que
(V0,2,v,) €s una t.d.m. de color 3y asi (vy,v,)ESIM(C(T)) lo cual no es posible.

Por lo tanto v;=>v,.

Sea jo=min{j=2,...,n | vj=»>v;11, sumas tomadas mdédulo n+1}.
Jo existe porque v,—»>1p.

2.d) v;—?vj41 para cada 0<i<j-1.

Por la eleccion de jy.

2.e) (" (v;)={2} para cada i€{1,...,5-1}.

Por (2.d) tenemos que 2€¢ (v; )NCT (v;) para cada 0<i<jy-1 y por (4) se concluye
que ¢~ (v;)={2} para cada i€{1,...,50-1}.

2 a
Como vj,=°vjy41, entonces podemos suponer que vj,—"vj,+1 con a#2, y puesto
que vj,—1—>v;,, por (3) concluimos que vjy11—"vj,—1 donde b¢{2,b}. Por lo tanto
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¢ (vjo—1)={2,b} lo que contradice (2.¢).
Asi, el caso 2 no es posible; es decir, v,—>v;.
Puesto que el caso 1 y el caso 2 nos llevan a una contradiccion, entonces se tiene
que v,—3v;.
Por (6) sabemos que vy—>vy, lo que implica que ¢~ (vi)={2,3}; pero por (7) v—3uv,
lo cual contradice la condicion 2 del teorema.
Como el hecho se suponer que yCAsim(€(T)) nos lleva a una contradiccidn, enton-
ces se concluye que v tiene al menos una flecha simétrica.
Por lo tanto, €(T) es Nucleo Perfecta. B

Casi-torneos

[10](1998) Kernels in edge-colored digraphs.

Teorema 1.3.9 Sea D una digrdfica m-coloreada que resulta de eliminar una flecha
(z,y) de algin torneo m-coloreado T, (es decir D=T,-(z,y) ). Si toda subdigrdfica
inducida propia de D tiene nicleo por trayectorias dirigidas monocromdticas.
Entonces al menos una de las dos siguientes condiciones se cumple:

a) D tiene nicleo por trayectorias dirigidas monocromdticas

b) Exziste un ciclo dirigido yCAsim(€ (D)) tal que {z,y}ZV(v).

Teorema 1.3.10 Sea D una digrafica m-coloreada que resulta de eliminar una fle-
cha (x,y) de algin torneo m-coloreado T, (es decir D=T,-(x,y) ). Si todo ciclo
dirigido contenido en D de longitud a lo mas 4 es casi-monocromdtico, entonces D
tiene Nucleo por trayectorias dirigidas monocromdticas.

. [11](2006) Nicleos por trayectorias dirigidas monocrométicas en Torneos

y Casi-torneos m-coloreados.

Teorema 1.3.11 Si D un casi-torneo m-coloreado, con m>4, tal que para cada
ve V(D) |((v)|<2, entonces €(D) es una digrdfica Nicleo Perfecta.
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Torneos Bipartitos

1. [12](2004) On monochromatic paths and monochromatic 4-cycles in edge
coloured bipartite tournaments.

Teorema 1.3.12 Sea D un torneo bipartito m-coloreado. Si todo ciclo dirigido de
longitud 4 en D es monocromdtico, entonces €(D) es Nicleo Perfecta.



Capitulo 2
Plan de trabajo

En el capitulo anterior expusimos algunos de los resultados que hay sobre la existencia de
niucleo por t.d.m., donde dichos resultados estdn en su mayoria basados en pedir condi-
ciones a los ciclos dirigidos y a los colores de la vecindad de cada vértice en la digrdfica
m-coloreada.

El trabajo a realizar durante el doctorado estard enfocado principalmente en generalizar
los resultados vistos en el capitulo anterior.

Problemas

1. Condiciones para que una digrdfica m-coloreada donde todo ciclo dirigido sea a lo
mas 2-coloreado tenga nicleo por t.d.m.

2. Condiciones para que una digrdfica m-coloreada donde toda vecindad de cada vértice
es a lo mds dos coloreada tenga nicleo por t.d.m.

3. Saber si existe un numero k tal que si T es un torneo m-coloreado en el que todo
ciclo dirigido de longitud a lo mads k es dos coloreado cumple con tener niucleo por
t.d.m.

4. Ezplorar la conjetura de Erdds (dada en el Problema 1.2.1) en torneos con vecinda-
des 2-coloreadas (exactamente 2) y con estructuras pequenas 2-coloreadas.

5. Estudiar si la condicion de que ciertas subestructuras sean 2-coloreadas implican la
existencia de niucleo por t.d.m.
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