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Introducción

Una Digráfica D consiste de un conjunto finito no vaćıo de objetos llamados vértices,
denotado por V(D), y un conjunto de pares ordenados de distintos elementos de V(D)
llamadas las flechas de D, denotado por F(D).

Este trabajo está enfocado principalmente en dar a conocer algunos de los problemas que
se trabajarán en el doctorado, en el área de la teoŕıa de núcleos por trayectorias dirigidas
monocromáticas en digráficas m-coloreadas. Una trayectoria dirigida es monocromática si
todas sus flechas están coloreadas con el mismo color. Un núcleo por trayectorias dirigi-
das monocromáticas en una digráfica D cuyas flechas van a estar coloreadas con m-colores
distintos es un subconjunto N de los vértices de D que cumple con: (1) para cualquier par
de vértices en N no existen trayectorias dirigidas monocromáticas entre ellos, (2) para
cualquier vértice x fuera de N existe un vértice z en N tal que hay una trayectoria dirigida
monocromática de x a z.

En los preliminares daremos las definiciones básicas de la teoŕıa de digráficas, aśı como
un par de resultados que son de gran relevancia en dicha teoŕıa.

El caṕıtulo 1 consiste de tres secciones; en la primera sección se da una pequeña intro-
ducción a la teoŕıa de núcleos. Un núcleo N de una digráfica D es un subconjunto de los
vértices de D que cumple con lo siguiente: (1) para todo par de vértices x y k en N no
existen flechas entre ellos, (2) para cualquier vértice z en D que no pertenezca a N existe
un vértice w en N tal que (z,x) es una flecha de D. También, veremos un par de resultados
concernientes a la teoŕıa de núcleos, los cuales son de gran interés por sus aplicaciones
en la teoŕıa de núcleos por trayectorias dirigidas monocromáticas. En la segunda sección
profundizaremos un poco en el origen de la teoŕıa de núcleos por trayectorias dirigidas
monocromáticas, donde veremos el teorema de Sands, Sauer y Woodrow, el cual nos di-
ce que toda digráfica 2-coloreada que cumple con no tener trayectorias dirigidas infinitas
exteriores tiene núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas, lo cual dará paso a la
generalización del concepto de núcleo. Finalmente, en la tercera sección proporcionamos
una serie de resultados que están dirigidos a la búsqueda de condiciones para que una
digráfica m-coloreada tenga núcleos por trayectorias dirigidas monocromáticas, los cuales
van a estar ordenados cronológicamente dependiendo del tipo de digráfica m-coloreada. En
esta misma sección veremos un resultado original el cual muestra bajo que condiciones un
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6 ÍNDICE GENERAL

torneo 3-coloreado, que cumple con no tener ciclos dirigidos de longitud tres 3-coloreados,
puede tener núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas; cabe mencionar que dicho
resultado se obtuvo en conjunto con la Mat. Laura Pastrana Ramı́rez.

En el caṕıtulo 2 se proporciona la lista de algunos de los problemas que se estudiarán
durante el doctorado.



Preliminares

En este apartado se proporcionan los conceptos básicos de la teoŕıa de digráficas, aśı como
algunos resultados de gran utilidad en dicha teoŕıa.

0.1. Definiciones básicas

Definición 0.1.1 . Una digráfica D consta de un conjunto finito no vaćıo de objetos,
denotado por V(D), llamados los vértices de D, y una colección de pares ordenados de
distintos elementos de V(D), denotado por F(D), cuyos elementos reciben el nombre de
flechas.

Notemos que también existen digráficas infinitas con respecto a la cantidad de vértices
que ésta puede tener. En lo que sigue trabajaremos con digráficas finitas a menos que se
diga lo contrario.

Para las siguientes definiciones consideremos una digráfica D.

Definición 0.1.2 Diremos que dos vértices u y v en D son adyacentes si existe una flecha
entre ellos.

Definición 0.1.3 Si(u,v)∈F(D), diremos que u es vértice inicial y v vértice final de la
flecha (u,v).

Observemos que en la definición de digráfica se encuentra impĺıcito que no trabajaremos
con lazos, donde un lazo es una flecha que tiene a un mismo vértice como vértice inicial
y final.

Definición 0.1.4 Diremos que una flecha a incide en un vértice v, si v es vértice inicial
o final de a.

Definición 0.1.5 Dos o más flechas que unen al mismo par de vértices en la misma
dirección son llamadas multiflechas. Una digráfica con multiflechas es llamada multi-
digráfica.

Definición 0.1.6 Si (u,v)∈F(D), entonces diremos que el vértice u es adyacente hacia el
vértice v, y el vértice v es adyacente desde el vértice u.

7



8 0.2. Tipos de subdigráficas y digráficas

Definición 0.1.7 El grado exterior de un vértice v, también llamado exgrado, denotado
por δ+(v), es el número de vértices adyacentes desde v, es decir, el número de flechas que
salen de v.

Definición 0.1.8 El grado interior de un vértice v, también llamado ingrado, denotado
por δ−(v), es el número de vértices adyacentes hacia v, es decir, el número de flechas que
llegan a v.

Definición 0.1.9 El grado de un vértice v, denotado por δ(v), se define como:

δ(v) = δ+(v) + δ−(v)

Definición 0.1.10 El conjunto de los vecinos exteriores de un vértice x se define como:

Γ+(x) = {y∈V(D)/(x,y)∈F(D)}

Definición 0.1.11 El conjunto de los vecinos interiores de un vértice x se define como:

Γ−(x) = {y∈V(D)/(y,x)∈F(D)}

Definición 0.1.12 Diremos que (u,v)∈F(D) es simétrica si (v,u)∈F(D).

Definición 0.1.13 Diremos que (u,v)∈F(D) es asimétrica si (v,u)/∈F(D).

Definición 0.1.14 Dos digráficas D1 y D2 son isomorfas, denotado como D1
∼=D2, si

existe una función biyectiva f:V(D1)−→V(D2) tal que:

u es adyacente hacia v en D1 si y sólo si f(u) es adyacente hacia f(v) en D2 .

0.2. Tipos de subdigráficas y digráficas

Definición 0.2.1 Una subdigráfica H de una digráfica D es una digráfica tal que V(H)⊆V(D)
y F(H)⊆F(D).

Definición 0.2.2 Una subdigráfica inducida H de una digráfica D, denotada por D[H], es
una digráfica tal que V(H)⊆V(D) y para {u,v}⊆V(H), (u,v)∈F(H) si y sólo si (u,v)∈F(D).

Definición 0.2.3 Una subdigráfica generadora H de una digráfica D es una digráfica tal
que V(H)=V(D) y F(H)⊆F(D).

Definición 0.2.4 Sea D una digráfica y S un subconjunto no vaćıo de V(D), si u∈S
y v∈V(D) son tales que (u,v)∈F(D), entonces diremos que existe una Sv-flecha en D.
Análogamente, si (v,u)∈F(D), entonces diremos que existe una vS-flecha en D.



ÍNDICE GENERAL 9

Definición 0.2.5 Sea D una digráfica y S, K subconjuntos no vaćıos de V(D);si u∈S y
v∈K son tales que (u,v)∈F(D), entonces diremos que existe una SK-flecha en D. Análo-
gamente, si (v,u)∈F(D), entonces diremos que existe una KS-flecha en D.

Definición 0.2.6 Una digráfica D es bipartita si existe una bipartición de V(D) en V1 y
V2 tal que toda flecha de D tiene un extremo en V1 y el otro en V2.

Definición 0.2.7 Una digráfica D es r-regular si δ+(v) =r= δ−(v) para todo v∈V(D).

Definición 0.2.8 Una digráfica D es completa si para todo par de vértices {u,v}⊆V(D),
(u,v)∈F(D) o (v,u)∈F(D).

Definición 0.2.9 Diremos que una digráfica D es simétrica si todas sus flechas son
simétricas.

Definición 0.2.10 Diremos que una digráfica D es asimétrica si todas sus flechas son
asimétricas.

Definición 0.2.11 La parte simétrica de una digráfica D, denotada por Sim(D), es una
subdigráfica generadora de D, tal que sus flechas son las flechas simétricas de D.

Definición 0.2.12 La parte asimétrica de una digráfica D, denotada por Asim(D), es
una subdigráfica generadora de D, tal que sus flechas son las flechas asimétricas de D.

Definición 0.2.13 Un torneo es una digráfica completa asimétrica.

Definición 0.2.14 Un torneo T es transitivo si {(u,v),(v,w)}⊆F(T), entonces (u,w)∈F(T).

Definición 0.2.15 Una digráfica D es llamada un torneo bipartito si sus vértices pueden
ser partidos en dos conjuntos V1 y V2 tales que:

1. toda flecha de D tiene un extremo en V1 y el otro en V2.

2. Para todo x1∈V1 y para todo x2∈V2 tenemos que |{( x1,x2), ( x2,x1)}∩F(D)|=1.

0.3. Caminos dirigidos y Conexidad

Definición 0.3.1 Un camino no dirigido C=(x0,x1,x2,...,xn) es una sucesión alternada
de vértices y flechas tal que (xi,xi+1)∈F(D) ó (xi+1,xi)∈F(D), para 0≤i≤n-1.

Definición 0.3.2 Un camino dirigido C=(x0,x1,x2,...,xn) es una sucesión alternada de
vértices y flechas, donde (xi,xi+1)∈F(D), para 0≤i≤n-1.

Si el camino dirigido empieza en x0 y termina en xn, diremos que es un x0xn-camino
dirigido.
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Definición 0.3.3 Una trayectoria dirigida es un camino dirigido que no repite vértices.

Definición 0.3.4 Un camino cerrado dirigido es un camino dirigido que empieza y ter-
mina en el mismo vértice.

Definición 0.3.5 La longitud de un camino dirigido C es el número de flechas que con-
tiene y se denota como l(C).

Definición 0.3.6 Un ciclo dirigido γ=(x1,x2,...,xn,x1) es un camino cerrado dirigido, de
longitud al menos dos, que no repite vértices, salvo el primero y el último.

Definición 0.3.7 Una digráfica D es conexa si para cualquier par de vértices {u,v}⊆V(D)
existe un uv-camino no dirigido.

Definición 0.3.8 Una digráfica D es unilateralmente conexa si para cualquier par de
vértices {u,v}⊆V(D) se cumple al menos una de las siguientes dos condiciones:

1. existe una uv-trayectoria dirigida.

2. existe una vu-trayectoria dirigida.

Definición 0.3.9 Una digráfica D es fuertemente conexa si para cualquier par de vérti-
ces {u,v}⊆V(D) existe una uv-trayectoria dirigida y también existe una vu-trayectoria
dirigida.

De las definiciones anteriores notemos lo siguiente:

1. Si D es fuertemente conexa, entonces D es unilateralmente conexa.

2. Si D es unilateralmente conexa, entonces D es conexa.

Ahora que ya contamos con las definiciones básicas de la teoŕıa de digráficas es necesario
enunciar un par de resultados, de esta misma teoŕıa, que nos serán de gran utilidad para
el desarrollo de la primera parte de este trabajo, donde las demostraciones de dichos
resultados se pueden consultar en [1].

Teorema 0.3.1 Todo uv-camino dirigido contiene una uv-trayectoria dirigida.

Lema 0.3.1 Si D es una digráfica tal que δ+(v)≥1 para todo v∈V(D), entonces D con-
tiene un ciclo dirigido.

Cabe mencionar que si en el Lema 0.3.1 cambiamos la hipótesis de δ+(v)≥1 para todo
v∈V(D) por δ−(v)≥1 para todo v∈V(D), entonces la conclusión será la misma.
.

Teorema 0.3.2 Todo camino dirigido cerrado de longitud impar contiene un ciclo diri-
gido de longitud impar.



Caṕıtulo 1

Núcleos y Núcleos por trayectorias
dirigidas monocromáticas

En este caṕıtulo daremos una pequeña introducción a la teoŕıa de Núcleos en digráficas y
mencionaremos algunos de los resultados que dieron origen a dicha teoŕıa. Posteriormente
se vera una generalización del concepto de núcleo, pero ahora considerando una digráfica
cuyas flechas van a estar coloreadas.

1.1. Núcleos.

Sea D una digráfica.

Definición 1.1.1 I⊆V(D) es un conjunto independiente si para todo par de vértices
{u,v}⊆I, (u,v)/∈F(D) y (v,u)/∈F(D).

Definición 1.1.2 A⊆V(D) es un conjunto absorbente si para cada x∈V(D)\A existe y∈A
tal que (x,y)∈F(D).

Definición 1.1.3 N⊆V(D) es núcleo de D si N es un conjunto independiente y absor-
bente.

No todas las digráficas tienen núcleo, y como ejemplo podemos mencionar a los ciclos
dirigidos de longitud impar.

Por lo tanto, por el simple hecho de que existen digráficas que no tienen núcleo, la pre-
gunta más natural que uno se podŕıa hacer es la siguiente: ¿Qué estructura debe tener
una digráfica para que ésta tenga núcleo?.

Como respuesta a la pregunta anterior se tiene que la existencia de núcleo en una digráfica
fue probada por Von Neumann bajo la siguiente condición.

Teorema 1.1.1 [2] Sea D una digráfica.
Si D no tiene ciclos dirigidos, entonces D tiene núcleo.

11



12 1.1. Núcleos.

Cabe mencionar que por la manera en la que se prueba la existencia de un núcleo en la
digráfica D del Teorema 1.1.1 Von Neumann también demuestra que el núcleo es único.

Si seguimos considerando a D como una digráfica que no tiene ciclos dirigidos, es fácil ver
que toda subdigráfica inducida de D tampoco tendrá ciclos dirigidos; aśı, por el Teorema
1.1.1 se tiene que tanto D como todas sus subdigráficas inducidas tienen núcleo.

Por lo tanto, el argumento anterior sugiere que una digráfica D sin ciclos dirigidos le
hereda la propiedad de tener núcleo a todas sus subdigráficas inducidas. Pero, en general
podemos afirmar que no toda digráfica con núcleo cumple con que todas sus subdigráficas
inducidas heredan dicha propiedad.

Las digráficas con núcleo que cumplen con que todas sus subdigráficas inducidas también
tienen núcleo reciben un nombre muy especifico, el cual tiene su origen en el estudio de la
conjetura de las gráficas perfectas planteada por Claude Berge, y se definen como sigue:

Definición 1.1.4 Una digráfica D es Núcleo Perfecta si D y todas sus subdigráficas
inducidas tienen núcleo.

Notemos que existen digráficas que tienen ciclos dirigidos y además tienen núcleo. Por
ejemplo, los ciclos dirigidos de longitud par tienen dos núcleos distintos.

Aśı, los siguientes resultados mejoran al Teorema 1.1.1.

Teorema 1.1.2 Sea D una digráfica.
Si D no tiene ciclos dirigidos de longitud impar, entonces D es Núcleo Perfecta.

La demostración del Teorema 1.1.2 dado por Richardson en [3] se caracterizó por ser
muy larga y algo complicada, pero con la ayuda del concepto de seminúcleo, el Dr. Victor
Neumann-Lara en [5] da una demostración más corta y elegante de dicho resultado.

El Teorema 1.1.3, dado por Duchet en [4], es uno de los resultados de la teoŕıa de núcleos
más utilizado en el desarrollo de la teoŕıa de núcleos por trayectorias dirigidas mono-
cromáticas, por lo que vale la pena dar su demostración.

Teorema 1.1.3 Si D es una digráfica tal que todo ciclo dirigido tiene una flecha simétri-
ca, entonces D es Núcleo Perfecta.

Demostración. Sea D una digráfica tal que todo ciclo dirigido tiene una flecha simétri-
ca.

Primero demostraremos que D tiene núcleo y lo haremos por inducción sobre el número
de vértices de D.
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sabemos que todas las digráficas con uno y dos vértices tienen núcleo.

Hipótesis de Inducción. Si D’ es una digráfica con p’�p vértices tal que todo ciclo dirigido
tiene una flecha simétrica, entonces D’ tiene núcleo.

Sea D una digráfica con p vértices tal que todo ciclo dirigido tiene una flecha simétrica.

Por demostrar que D tiene núcleo.

Sin pérdida de generalidad supongamos que D tiene al menos un ciclo dirigido1.

Consideremos el conjunto S={v∈V(D)/ δ+
Asim(D)(v)=0 y δ+

Sim(D)(v)6=0}.

Supongamos que S=∅.

Caso 1. Para cada v∈V(D), δ+
Asim(D)(v)6=0.

En este caso existe un ciclo dirigido γ tal que γ ⊆Asim(D), lo cual no puede suceder ya
que por hipótesis todo ciclo dirigido en D tiene una flecha simétrica y γ ⊆Asim(D)⊆D.

Caso 2. Para cada v∈V(D), δ+
Sim(D)(v)=0.

Este caso no es posible ya que supusimos que D tiene al menos un ciclo dirigido y por
hipótesis éste tiene al menos una flecha simétrica.

Caso 3. Para cada v∈V(D) δ+
Asim(D)(v)6=0 y δ+

Sim(D)(v)=0.

Afirmamos que D tiene al menos un vértice de exgrado cero, ya que de lo contrario
tendŕıamos que para cada v∈V(D) δ+

D(v)≥1, lo cual implicaŕıa que, por el Lema 0.3.1, D
tiene un ciclo dirigido γ y como δ+

Asim(D)(v)6=0 y δ+
Sim(D)(v)=0 para todo v∈V(D), enton-

ces tenemos que D es una digráfica asimétrica, por lo que γ es un ciclo dirigido asimétrico
lo cual no puede suceder ya que por hipótesis γ debe tener una flecha simétrica.

Por lo tanto, existe w∈V(D) tal que δ+
D(w)=0. Como δ+

D(w)=0, entonces δ+
Asim(D)(w)=0

y δ+
Sim(D)(w)=0 lo cual contradice que para cada v∈V(D) δ+

Asim(D)(v)6=0 y δ+
Sim(D)(v)=0.

El hecho de suponer que S=∅ nos condujo a contradicciones, entonces S6= ∅.

Ahora consideremos H=D[S]. Por definición de S tenemos que H⊆Sim(D), por lo tanto
H es una digráfica simétrica por lo que H tiene un núcleo 2 N0.

1Si D no tuviera ciclos dirigidos, entonces por el Teorema 1.1.1 tendŕıamos que D tiene núcleo.
2En [1] Caṕıtulo 14, Berge demuestra que toda digráfica simétrica tiene núcleo
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Sea D’=D\(H∪Γ−

D(N0)). Tenemos que D’ tiene p’ vértices con p’�p y por hipótesis de
inducción D’ tiene un núcleo N1.

Afirmamos que N=N0∪ N1 es un núcleo de D.

i) N es un conjunto absorbente.

Sea v∈V(D)\N.

Caso 1. Si v∈V(H)\N0.

Como N0 es absorbente en H, entonces existe u∈N0 tal que (v,u)∈F(H)⊆F(D).

Caso 2. Si v∈V(D)\V(H) y v∈ Γ−

D(N0).

Como v∈ Γ−

D(N0), entonces existe w∈N0 tal que (v,w)∈F(D).

Caso 3. Si v∈V(D)\(V(H)∪Γ−

D(N0)).

En este caso tenemos que v∈V(D’)\N1 y dado que N1 es absorbente en D’ existe z∈N1

tal que (v,z)∈F(D).

Por lo tanto, N es un conjunto absorbente.

ii) N es un conjunto independiente.

N0 y N1 son ambos conjuntos independientes por ser núcleos de H y D’ respectivamente.

ii.a) No existe N1N0-flecha, de lo contrario tendŕıamos que existen y∈N0 y z∈N1 tal que
(z,y)∈F(D), entonces z∈ Γ−

D(N0), pero z∈N1⊆D’=D\(H∪Γ−

D(N0)), por lo que z /∈ Γ−

D(N0).

ii.b) No existe N0N1-flecha, de lo contrario tendŕıamos que existen x∈N0 y z∈N1 tal que
(x,z)∈F(D) y como N0 ⊆H tenemos que x∈S por lo que (z,x)∈F(D), lo que implica que
existe N1N0-flecha lo cual ya vimos que no puede suceder.

Por lo tanto, N es un conjunto independiente.

De (i) y (ii) concluimos que N es un núcleo de D.

Ahora, como la propiedad de que todo ciclo dirigido en D tiene una flecha simétrica se
hereda para todas las subdigráficas de D, se concluye que todas las subdigráficas de D
tienen núcleo. Aśı, D es Núcleo Perfecta. �
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1.2. Núcleos por trayectorias dirigidas monocromáti-

cas.

Definición 1.2.1 Se dice que una digráfica D es m-coloreada si sus flechas están colo-
readas con m-colores.

Definición 1.2.2 Una trayectoria dirigida (ciclo dirigido) es llamada(o) monocromáti-
ca(o), si todas sus flechas están coloreadas con el mismo color.

Definición 1.2.3 Sea D una digráfica m-coloreada.

I⊆V(D) es independiente por trayectorias dirigidas monocromáticas si para todo par de
vértices {u,v}⊆I no existen trayectorias dirigidas monocromáticas entre ellos.

Para referirnos a una ”trayectoria dirigida monocromática” nos limitaremos a escribir
”t.d.m.”

La siguiente pregunta que se debe a Erdös aún sigue abierta.

Problema 1.2.1 ¿Para cada n, existe un entero positivo f(n) tal que todo torneo finito
cuyas flechas están coloreadas con n colores contiene un conjunto S de f(n) vértices con
la propiedad de que para cualquier vértice v que no pertenezca a S existe una t.d.m. de v
a un vértice de S?.

En 1982 apareció publicado un art́ıculo, escrito por B. Sands, N. Sauer y R. Woodrow,
en la revista cient́ıfica Journal of Combinatorial Theory, donde ellos prueban de una
manera muy elegante el siguiente Teorema.

Teorema 1.2.1 [6] Si D es una digráfica cuyas flechas están coloreadas con dos colores
tal que no contiene trayectorias dirigidas monocromáticas infinitas exteriores3, entonces
existe un subconjunto S de V(D) que es independiente por t.d.m y para cualquier vértice
x que no pertenece a S existe una t.d.m. de x a algún vértice de S.

Demostración. Supongamos que D está coloreada con los colores rojo y azul.

La notación que daremos enseguida es la que utilizaremos a lo largo de la prueba.

Sean x,y∈V(D) y S⊆V(D).

x→rojoy Existe una xy-t.d.m. de color rojo en D.

3Sea D una digráfica, una sucesión de vértices (ui)i∈N es una trayectoria dirigida infinita exterior

en D si para cada i ∈ N se tiene que (ui,ui+1)∈F(D) y todos los elementos de la sucesión son distintos
dos a dos.
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x→rojoS x→rojos para algún s∈S.

S→rojox s→rojox para algún s∈S.

x9rojos No existen xs-t.d.m. de color rojo en D.

Similarmente definimos x→azuly, x→azulS, S→azulx, x9azuls.

x→monoy Existe una xy-t.d.m. en D.

Sean S,T⊆V(D).

Diremos que S≤T si para todo s∈S existe t∈T tal que pasa cualquiera de los dos casos.

1. s=t ó

2. s→azult y t9azuls

Notemos que si S⊆T entonces S≤T.

Afirmamos que I={A⊆V(D)/ A es un conjunto independiente por t.d.m. en D} es un
conjunto parcialmente ordenado bajo “≤”.

En efecto

I. (Reflexiva)

Sea A∈I.

Como A⊆A, entonces A≤A.

II. (antisimétrica)

Sean A,B∈I tal que A≤B y B≤A.

Por demostrar que A=B.

⊆] Sea a∈A

Como A≤B, entonces para a∈A existe b∈B tal que

i) a=b ó

ii) a→azulb y b9azula
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Si pasa (i), entonces tenemos que a∈B.

Supongamos que pasa (ii).

Puesto que B≤A, entonces para b∈B existe a1∈A tal que b→azula1 y a19azulb, ya
que no puede suceder que a1=b porque A es independiente por t.d.m.

a→azulb→azula1

Por lo tanto existe una aa1-t.d.m. de color azul en D lo cual no es posible porque A
es independiente por t.d.m.; y aśı, sólo puede suceder (i).

III. (Transitivo)

Sean A,B,C∈I tal que A≤B y B≤C.

Por demostrar que A≤C

sea a∈A

Como A≤B, entonces para a∈A existe b∈B tal que

Caso 1. a=b

puesto que B≤C entonces para a=b∈B existe c∈C tal que

i) a=c ó

ii) a→azulc y c9azula

Caso 2. a→azulb y b9azula

Como B≤C, entonces para b∈B existe c∈C tal que

2.1. b=c

Para este subcaso a→azulc y c9azula

2.2. b→azulc y c9azulb
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a→azulb→azulc

Para este subcaso tenemos que a→azulc y como b9azula, entonces c9azula

Por lo tanto I es un conjunto parcialmente ordenado bajo “≤”.

Ahora consideremos L={S∈I/ S 6=∅ y S→rojoy implica que y→monoS para cada y∈V(D)}

Por demostrar que L6=∅.

Aseguramos que existe v∈V(D) tal que v→rojoy implica que y→rojov para cada y∈V(D); ya
que de lo contrario, si sucediera que ∀ v∈V(D) existe y∈V(D) tal que v→rojoy y y9rojov
entonces tendŕıamos lo siguiente:

1. Para v1∈V(D) existe y1∈V(D) tal que v1→
rojoy1 y y19rojov1.

2. Para y1∈V(D) existe v2∈V(D) tal que y1→
rojov2 y v29rojoy1, donde v2 6=v1 por (1).

3. Para v2∈V(D) existe y2∈V(D) tal que v2→
rojoy2 y y29rojov2, donde y2 /∈{v1,y1}

porque v29rojoy1 y y19rojov1.

4. Para y2∈V(D) existe v3∈V(D) tal que y2→
rojov3 y v39rojoy2, donde v3 /∈{v1,y1,v2}

porque y29rojov2, v29rojoy1 y y19rojov1.

...

v1→
rojoy1→

rojov2→
rojoy2→

rojov3 · · ·

Siguiendo con este procedimiento llegamos a que T=(v1,y1,v2,y2,· · · ) es una trayectoria
dirigida infinita exterior lo cual no puede suceder por la hipótesis.

Por lo tanto existe v∈V(D) tal que v→rojoy implica que y→rojov para cada y∈V(D), y
puesto que {v} es un conjunto independiente por t.d.m, entonces {v}∈L y aśı L6=∅.

Afirmamos que (L,≤) tiene un elemento máximo.

Por demostrar que toda cadena en L tiene una cota superior en (L,≤).

Sea C una cadena en (L,≤) y definamos

S∞={s∈∪C / existe S∈C tal que s∈T para cada T≥S}

Veamos que S∞ 6=∅ y S∞ es una cota superior para L.
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Sea S∈C y s∈S.

Si s∈S∞, entonces S∞ 6=∅ y S≤S∞.

Supongamos que s/∈S∞.

Como s/∈S∞, entonces existe S1∈C tal que S1≥S y s/∈S1 por lo que existe s1∈S1 tal que
s→azuls1 y s19azuls.

Si s1∈S∞, entonces S∞ 6=∅ y S≤S∞.

Supongamos que s1 /∈S∞.

Como s1 /∈S∞, entonces existe S2∈C tal que S2≥S1 y s1 /∈S2 por lo que existe s2∈S2 tal que
s1→

azuls2 y s29azuls1, donde s6=s2 porque s19azuls.

Si s2∈S∞, entonces S∞ 6=∅ y S2≤S∞, lo que implica que S≤S∞.

Siguiendo con este procedimiento y como D no tiene t.d.m. infinitas exteriores llega-
mos a un sn∈Sn∈C tal que Sn≥Sn−1 sn−1 /∈Sn, sn−1→

azulsn y sn9azulsn−1, con sn∈S∞

y sn /∈{s,s1,s2,...,sn−2}, lo que implica que Sn≤S∞.

Por lo tanto, S∞ 6=∅ y S≤S∞.

Aśı, S∞ 6=∅ y S∞≥S para cada S∈C .

Ahora probemos que S∞∈I.

sean s,t∈S∞

Por definición de S∞ podemos suponer sin pérdida de generalidad que S,T∈C son tales
que s∈W para cada W≥S y t∈T donde T≥S. Por lo tanto, como s,t∈T y T es independien-
te por t.d.m, entonces se concluye que no existen trayectorias dirigidas monocromáticas
entre s y t.

por lo tanto S∞ es independiente por t.d.m.

Por demostrar que S∞∈L.

Si y∈V(D) es tal que S∞→rojoy, entonces para s∈S∞ tal que s→rojoy existe S∈C tal que
s∈S, por lo que S→rojoy, y puesto que C⊆L entonces y→monoS.
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Sea t∈S tal que y→monot.

Si t∈S∞, entonces y→monoS∞.

Supongamos que t/∈S∞.

Como s,t∈S y S es independiente por t.d.m, entonces y9rojot.

Puesto que S≤S∞, entonces para t∈S existe t∞∈S∞ tal que t→azult∞ y t∞9azult; por lo
tanto, y→azult∞ y aśı y→azulS∞.

Por lo tanto, S∞∈L.

por lo tanto C tiene una cota superior en (L,≤).

Por el Lema de Zorn, (L,≤) tiene un elemento máximo.

Sea S∈L el máximo de (L,≤).

Afirmamos que S es el conjunto buscado.

Como S es independiente por t.d.m., entonces sólo basta probar que para cualquier vértice
k que no pertenece a S existe una t.d.m. de k a algún vértice de S.

Supongamos que existe w∈V(D)\S tal que w9monoS.

Garantizamos que existe x∈V(D)\S tal que x9monoS y y→rojox para cada y/∈S que satis-
face y9monoS y x→rojoy; ya que si sucediera que para cada k∈V(D)\S existe z∈V(D)\S
que satisface z9monoS, k→rojoz y z9rojok, entonces tendŕıamos una trayectoria dirigida
infinita exterior lo cual no es posible por la hipótesis.

Por lo tanto, elijamos x∈V(D)\S tal que x9monoS y y→rojox para cada y/∈S que satisface
y9monoS y x→rojoy.

Ahora, por definición de L, y como x9monoS, se tiene que S9rojox.

Sea T={t∈S/ t9azulx}

Notemos lo siguiente:

T∪{x} es un conjunto independiente por definición de T y elección de x.

T∪{x}≥S; porque para s∈S como T⊆S entonces puede suceder que s∈T y si s/∈T
se tiene por definición de T que s→azulx y por elección de x x9azuls.
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Como S es máximo en L, entonces por las observaciones anteriores se concluye que
T∪{x}/∈L.

Por lo tanto, existe un vértice z tal que T∪{x}→rojoz y z9monoT∪{x}, donde podemos
observar que z/∈S porque S es un conjunto independiente por t.d.m. y x9monoS.

Si T→rojoz, entonces por la definición de L se tiene que z→monoS\T, porque z9monoT∪{x};
luego z9rojoS\T ya que de lo contrario tendŕıamos una t.d.m. roja entre dos elementos
distintos de S lo cual no es posible porque S es independiente por t.d.m; por lo tanto
z→azulS\T, y por definición de T se tiene que S\T→azulx; aśı z→azulx lo cual no es po-
sible porque z9monoT∪{x}.

Por lo anterior se concluye que x→rojoz.

Notemos que z9rojoS, porque x9rojoS, y z9azulS ya que de lo contrario si tuviéramos
z→azulS\T; esto es porque z9monoT∪{x}, y como S\T→azulx, entonces z→azulx lo cual
no es posible porque z9monoT∪{x}.

Por lo tanto x→rojoz, z9monoS y z9rojox , porque z9monoT∪{x}, lo cual es imposible por
la elección de x.

Por lo tanto S satisface las condiciones del Teorema.�

Con lo anterior Sands, Sauer y Woodrow prueban para n=2 en la pregunta planteada por
Erdös que f(2)=1.

Una generalización del concepto de Núcleo es el de Núcleo por trayectorias dirigidas mo-
nocromáticas, el cual se debe a Hortensia Galeana Sánchez, y lo podemos definir conside-
rando lo siguiente.

Definición 1.2.4 Sea D una digráfica m-coloreada.

A⊆V(D) es absorbente por t.d.m. si para cada x∈V(D)\A existe y∈A tal que hay una
xy-trayectoria dirigida monocromática enD.

Definición 1.2.5 Sea D una digráfica m-coloreada.

N⊆V(D) es un Núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas de D si N es indepen-
diente por t.d.m. y absorbente por t.d.m.

Por lo tanto, la conclusión del Teorema 1.2.1 es que D tiene Núcleo por t.d.m.

Al igual que en núcleos, existen digráficas m-coloreadas que no tienen núcleo por trayecto-
rias dirigidas monocromáticas, por ejemplo el ciclo dirigido de longitud tres cuyas flechas
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están coloreadas con tres colores distintos.

A partir de este momento, convenimos que en lugar de escribir toda la frase ”núcleo por
trayectorias dirigidas monocromáticas”, nos limitaremos a escribir ”núcleo por t.d.m.”

Ahora relacionemos el concepto de núcleo por t.d.m. y el de núcleo por medio de la si-
guiente multidigráfica m-coloreada.

Definición 1.2.6 Sea D una digráfica m-coloreada.
La cerradura de D, denotada por C(D), es una multidigráfica m-coloreada definida como
sigue:
V(C(D))=V(D)
F(C(D))=F(D) ∪ {(u,v) con color i / ∃ una uv-trayectoria dirigida monocromática de
color i contenida en D}.

Notemos que si γ=(u1,u2,...,un,u1) es un ciclo dirigido monocromático de color a, en-
tonces se tiene que para todo par de vértices consecutivos ui y ui+1 de γ, (ui+1,ui+2, ...,
u1,u2,...,ui−1,ui) es una ui+1ui-trayectoria dirigida monocromática de color a, por lo que
en la cerradura de γ tenemos a la flecha (ui+1,ui) con color a y como γ también está con-
tenido en C(γ), por definición de cerradura, entonces (ui,ui+1) es una flecha simétrica
de γ en C(γ) y como esto pasa para todo par de vértices consecutivos de γ, entonces se
concluye que γ es un ciclo dirigido simétrico en su cerradura.

Por otro lado, de acuerdo a la definición de cerradura se tiene el Lema siguiente.

Lema 1.2.1 Sea D una digráfica m-coloreada y C(D) su cerradura, entonces C(D)∼=
C(C(D)).

Demostración. Sea D una digráfica m-coloreada.

Por definición de cerradura tenemos que V(C(D))=V(C(C(D))) y F(C(D))⊆F(C(C(D))).

Por demostrar que F(C(D))=F(C(C(D))).

Sólo falta probar que F(C(C(D)))⊆F(C(D)).

Supongamos que existe (u,v)=a∈F(C(C(D))) tal que a/∈F(C(D)).

Como a∈F(C(C(D))), entonces por definición de cerradura tenemos que en C(D) existe
T una uv-t.d.m de color i, donde l(T)≥2 porque a/∈F(C(D)).

Supongamos que T=(u=x1,x2,...,xn=v) para alguna n∈ N, con n≥3.
Como {(x1,x2), (x2,x3), (x3,x4),...,(xn−1,xn)}⊆F(C(D)), entonces por definición de ce-
rradura tenemos que en D existen T1 una x1x2-t.d.m de color i, T2 una x2x3-t.d.m de color
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i, T3 una x3x4-t.d.m de color i, T4 una x4x5-t.d.m de color i,..., Tn−1 una xn−1xn-t.d.m.
de color i, por lo que ∪n−1

i=1 Ti es un uv-camino dirigido monocromático de color i conteni-
do en D, el cual contiene una uv-trayectoria dirigida, por Lema 0.3.1, y como todas sus
flechas tienen el mismo color, entonces está trayectoria dirigida es monocromática. Por
lo tanto a=(u,v)∈F(C(D)), lo cual no puede suceder, ya que supusimos que a/∈F(C(D)).

Aśı, F(C(C(D)))⊆F(C(D)).

Por lo tanto, F(C(D))=F(C(C(D))).

Como V(C(D))=V(C(C(D))) y F(C(D))=F(C(C(D))) se concluye que C(D)∼=C(C(D)). �

Por lo tanto, de acuerdo a la estructura de C(D) y la definición de Núcleo por t.d.m. se
tiene el Teorema siguiente.

Teorema 1.2.2 . Sea D una digráfica m-coloreada.
N es núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas de D si y sólo si N es núcleo de
C(D).

Demostración. Sea D una digráfica m-coloreada.

⇒] Sea N un núcleo por t.d.m. de D.

Por demostrar que N es núcleo de C(D).

i) N es un conjunto independiente en C(D).

Sea {u,v}⊆N.

Como N es núcleo por t.d.m. de D, entonces no existen uv-t.d.m. y vu-t.d.m. en D. Por
lo tanto, (u,v)/∈F(C(D)) y (v,u)/∈F(C(D)), por definición de cerradura.

ii) N es un conjunto absorbente en C(D).

Sea v∈V(C(D))\N.

Como V(D)=V(C(D)) y N es núcleo por t.d.m. de D, entonces existe una vN-t.d.m. en
D y por definición de cerradura tenemos que existe la vN-flecha en C(D).

Por lo tanto, ∀ v∈V(C(D))\N existe la vN-flecha en C(D).

De (i) y (ii) tenemos que N es núcleo de C(D).
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⇐] Sea N un núcleo de C(D).

Por demostrar que N es núcleo por t.d.m. de D.

i) N es un conjunto independiente por t.d.m. en D.

Sea {u,v}⊆N.

Como N es un conjunto independiente en C(D) por ser núcleo, entonces no existe (u,v)∈F(C(D)),
no existe (v,u)∈F(C(D)) y por definición de cerradura tenemos que no existe una uv-t.d.m.
en D y no existe una vu-t.d.m. en D.

Por lo tanto, N es un conjunto independiente por t.d.m. en D.

ii) N es un conjunto absorbente por t.d.m en D.

Sea w∈V(D)\N.

Como V(D)=V(C(D)) y N es núcleo de C(D), entonces existe la wN-flecha en C(D) y por
definición de cerradura tenemos que en D existe una wN-t.d.m.

Por lo tanto, para todo w∈V(D)\N existe una wN-t.d.m. en D.

Aśı, de (i) y (ii) tenemos que N es núcleo por t.d.m. de D. �

Con el Teorema anterior ahora ya es posible hacer más expĺıcito el hecho de que el concepto
de Núcleo por t.d.m. generaliza al de núcleo.

Corolario 1.2.1 Sea D una digráfica m-coloreada.

Si para todo par de flechas a y b en D, el color de a es distinto al color de b, entonces N
es núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas de D si y sólo si N es núcleo de D.

Demostración. Sea D una digráfica m-coloreada tal que para todo par de flechas a y b
en D, el color de a es distinto al color de b.

Por la hipótesis tenemos que para todo par de vértices u y v de D no existen t.d.m. entre
ellos, de longitud al menos dos, por lo que C(D)=D.

Por lo tanto, por el Teorema 1.2.2, tenemos que N es núcleo por t.d.m. de D si y sólo si
N es núcleo de C(D)=D. �
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1.3. Algunos resultados sobre la existencia de Núcleos

por trayectorias dirigidas monocromáticas en di-

gráficas m-coloreadas.

En esta sección daremos a conocer algunos de los resultados que se tienen sobre las con-
diciones que se le deben de pedir a las digráficas m-coloreadas para que tengan núcleo por
t.d.m.; aśı como en el Teorema 1.3.8 presentamos un resultado original en el cual damos
condiciones para que un torneo 3-coloreado sin C3 tenga núcleo por trayectorias dirigidas
monocromáticas.

Definición 1.3.1 Sea D una digráfica m-coloreada y γn=(0,1,...,n-1,0) un ciclo dirigido
en D. Diremos que γn es C(D)-monocromático si existe un conjunto {fi=(i,i+1)∈F(C(D))/
i∈{1,...,n} módulo n} de flechas coloreadas del mismo color.

Definición 1.3.2 Llamaremos C3 y T3 al ciclo dirigido de longitud tres y al torneo tran-
sitivo de orden tres, respectivamente, cuyas flechas están coloreadas con tres colores dis-
tintos.

Definición 1.3.3 Si v es un vértice de una digráfica m-coloreada, denotamos por ζ(v) a el
conjunto de colores asignados a las flechas que tienen como extremo a v; y lo llamaremos,
la vecindad del vértice v.

Definición 1.3.4 Si v es un vértice de una digráfica m-coloreada, denotamos por ζ+(v)
a el conjunto de colores asignados a las flechas que tienen como extremo inicial a v; y lo
llamaremos, la exvecindad del vértice v .

Definición 1.3.5 Si v es un vértice de una digráfica m-coloreada, denotamos por ζ−(v)
a el conjunto de colores asignados a las flechas que tienen como extremo final a v; y lo
llamaremos, la invecindad del vértice v.

Definición 1.3.6 Un casi-torneo es una digráfica m-coloreada que resulta de eliminar
una flecha (x,y) de algún torneo m-coloreado Tn.

Definición 1.3.7 Un ciclo dirigido es llamado casi-monocromático si todas sus flechas
con a lo más una excepción son del mismo color.

Torneos m-coloreados

1. [7](1988) On Monochromatic Paths in m-coloured Tournaments.

Teorema 1.3.1 Sea T un torneo m-coloreado el cual no contiene T3 ni C3. Enton-
ces existe un vértice v de T tal que para cualquier otro vértice x de T existe una
trayectoria dirigida monocromática de x a v.
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2. [8](1996) On monochromatic paths and monochromatic cycles in edge
coloured tournaments.

Teorema 1.3.2 Sea T un torneo m-coloreado. Si cada ciclo dirigido contenido en
T de longitud a lo más 4 es casi-monocromático, entonces C(T) es Núcleo Perfecta.

Teorema 1.3.3 Sea T un torneo m-coloreado tal que cada ciclo dirigido de longitud
3 contenido en T es monocromático. Entonces C(T) es Núcleo Perfecta.

Teorema 1.3.4 Sea T un torneo m-coloreado tal que cada ciclo dirigido de longitud
3 contenido en T es C(T)-monocromático. Entonces C(T) es Núcleo Perfecta.

Teorema 1.3.5 Sea T un torneo m-coloreado con p vértices. Si existe alguna k
(3≤k≤p) tal que:

a) Para cada torneo m-coloreado T’⊆T tal que T’ no contiene ciclos dirigidos de
longitud k, C(T’) es Núcleo Perfecta.

b) Cada ciclo dirigido de longitud k contenido en T es C(T)-monocromático.

Entonces C(T) es Núcleo Perfecta.

3. [9](2005) Monochromatic Paths and at most 2-Coloured Arc Sets in Edge-
Coloured Tournaments.

Teorema 1.3.6 Sea T un torneo 3-coloreado tal que no contiene C3, y para cada
v∈V(T) se tiene que |ζ(v)|≤2. Entonces C(T) es una digráfica Núcleo Perfecta.

Teorema 1.3.7 Si T es un torneo m-coloreado con m≥4, tal que para cada vértice
v∈V(T) tenemos que |ζ(v)|≤2, entonces T tiene Núcleo por trayectorias dirigidas
monocromáticas.

4. [2](2009) Condiciones para que un torneo 3-coloreado sin C3 tenga núcleo
por t.d.m. (Maŕıa del Roćıo Sánchez López y Laura Pastrana Ramı́rez).

Teorema 1.3.8 Si T es un torneo 3-coloreado sin C3 tal que cumple las siguientes
dos condiciones:

1. |ζ−(v)|≤2 para cada v∈V(T); y

2. ζ−(w)={a,b} para algún w∈V(T), con a6=b, implica que ζ+(w)={c}, donde c/∈{a,b}

Entonces C(T) es núcleo perfecta.
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Demostración. Demostraremos que todo ciclo dirigido en C(T) tiene al menos
una flecha simétrica.

Supongamos que T está coloreado con los colores 1, 2 y 3.

Notemos que ζ−

C(T )(v)=ζ−(v), ζ+
C(T )(v)=ζ+(v). Por otro lado, ζ−

C(T )(v)={a,b},
con a6=b, implica que ζ+

C(T )(v)={c}, donde c/∈{a,b}, ∀ v∈V(T).

Sea γ un ciclo dirigido en C(T).

Si γ*T, entonces existe (u,v)∈F(γ)⊆F(C(T)) tal que (u,v)/∈F(T) y como T es tor-
neo se tiene que (v,u)∈F(T)⊆F(C(T)) por lo que (u,v)∈Sim(C(T)) y aśı (u,v) es
una flecha simétrica en γ.

Por lo tanto, supongamos que γ es un ciclo dirigido en T.

Demostraremos que γ tiene al menos una flecha simétrica en C(T) por inducción
sobre la longitud, l(γ), del ciclo dirigido.

Consideremos la siguiente notación para vértices distintos u,v∈V(C(T)) la cual usa-
remos en el transcurso de la prueba.

u։
av, si (u,v)∈F(T) y es de color a.

u→av, si en C(T) existe alguna flecha de u a v con color a.

u9av, si en C(T) no hay flechas de u a v con color a.

u⇒av, si u→av y en C(T) todas las flechas de u a v son de color a.

Para l(γ)=3. Como γ⊆T se deduce de la hipótesis del teorema que γ=(v1,v2,v3,v1) no
es C3; sin pérdida de generalidad podemos suponer que las flechas (v1,v2) y (v2,v3)
tienen el mismo color. Aśı, (v1,v2,v3) es una trayectoria dirigida monocromática
contenida en T , por lo tanto (v1,v3)∈F(γ∩Sim(C(T))).

Paso inductivo. Si γ’ es un ciclo dirigido en T tal que l(γ’)≤n, entonces γ’ tiene
una flecha simétrica.

Sea γ=(v0,v1,...,vn,v0) un ciclo dirigido en T de longitud n+1, con n≥3.

Supongamos que en C(T) γ es un ciclo dirigido asimétrico.

Ahora, consideremos las siguientes afirmaciones sobre γ.
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1) γ está coloreado con al menos dos colores distintos.

Como todo ciclo dirigido monocromático en T es simétrico en C(T), entonces γ
no puede ser monocromático.

2) Para cualquier par de vértices no consecutivos u y v de γ, (u,v)∈Sim(C(T)).

Sean u y v dos vértices no consecutivos de γ.

Supongamos sin pérdida de generalidad que u=vi y v=vj, para algún i,j∈{0,...,n}
con i<j.

Si (u,v)∈F(T), entonces (v0,...,vi,vj,vj+1,vn,v0) es un ciclo dirigido en T de lon-
gitud menor que n+1 el cual por hipótesis de inducción tiene al menos una flecha
simétrica y como γ no tiene flechas simétricas, entonces (u,v)∈Sim(C(T)).

Si (v,u)∈F(T), entonces (vi,vi+1,...,vj−1,vj,vi) es un ciclo dirigido en T de longi-
tud menor que n+1 el cual por hipótesis de inducción tiene al menos una flecha
simétrica y como γ no tiene flechas simétricas, entonces (v,u)∈Sim(C(T)).

3) Si para algún i∈{0,1,...,n} vi−1→
avi y vi→

bvi+1, con a6=b, entonces vi+1⇒
cvi−1

donde c/∈{a,b} y (vi−1,vi+1)∈F(T).

Sea i∈{0,1,...,n} tal que vi−1→
avi y vi→

bvi+1, con a6=b.

Por (2) (vi−1,vi+1)∈Sim(C(T)), por lo que:

Si vi+1→
bvi−1, entonces (vi, vi+1, vi−1) es una t.d.m. (de color b) por lo que

(vi,vi−1)∈Sim(C(T)) lo cual no es posible.

Si vi+1→
avi−1, entonces (vi+1,vi−1,vi) es una t.d.m. (de color a) lo que implica

que (vi+1,vi,)∈Sim(C(T)), lo cual contradice el hecho de que γ no tiene flechas
simétricas.

Por lo tanto vi+1⇒
cvi−1, donde c/∈{a,b}, y como T no tiene C3, entonces (vi+1,vi−1)

/∈F(T) por lo que (vi−1,vi+1)∈F(T).

4) Si a∈ζ−(vi)∩ζ+(vi) para algún i∈{0,1,...,n}, entonces ζ−(vi)={a}.

Sea vi∈V(C(T)) que cumple con lo anterior.

Si suponemos que |ζ−(vi)|=2, entonces por la condición 2 del Teorema se tendŕıa
que ζ+(vi)={c}, con c 6=a, lo cual contradice que a∈ζ+(vi). Por lo tanto ζ−(vi)={a}.
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5) Si {a,b}⊆ζ+(vi) y c∈ζ−(vi), con a6=b y c/∈{a,b} para algún i∈{0,1,...,n}, enton-
ces ζ−(vi)={c}.

Como |ζ+(vi)|=2, entonces por la condición 2 del teorema no puede suceder que
|ζ−(vi)|=2.

6) vn։
1v0 y v0։

2v1.

Por (1) existen dos flechas consecutivas en γ con diferente color, por lo que sin
pérdida de generalidad podemos suponer que vn։

1v0 y v0։
2v1.

7) v1⇒
3vn y (vn,v1)∈F(T).

Por (6) y (3).

Por (7) sabemos que (vn,v1)∈F(T) y como desconocemos su color ahora nos dedica-
remos a analizar los posibles casos para el color de ésta flecha.

Caso 1 vn։
1v1.

Para este caso consideremos las siguientes afirmaciones.

1.a) ζ−(v1)={1,2}.

por (6) sabemos que v0→
2v1 y como vn։

1v1, entonces ζ−(v1)={1,2}.

1.b) v1։
3v2.

Por (1.a) y la condición 2 del teorema.

1.c) v2⇒
1v0 y (v0,v2)∈F(T).

Por (6) v0→
2v1, por (1.b) v1→

3v2; y aśı por (3) se concluye que v2⇒
1v0 y (v0,v2)∈F(T).

1.d) n≥4.

Supongamos que n=3.

Por (1.c) (v0,v2)∈F(T) por lo que veremos que color tiene ésta flecha.
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Por (1.c) sabemos que v2→
1v0, por lo que si v0։

1v2, entonces 1∈ζ−(v2)∩ζ+(v2), y
por (4) se concluye que ζ−(v2)={1} lo cual no es posible porque por (1.b) 3∈ζ−(v2).

Por (1.b) se sabe que v1→
3v2, por lo que si v0։

2v2, entonces por la condición 2 del
teorema se tiene que v2→

1v3; y aśı (v2,v3,v1) es una t.d.m. de color 1 por lo que
(v2,v1)∈Sim(C(T)) lo cual no es posible.

Por lo tanto v0։
3v2, y puesto que T no contiene C3 se tiene que v2։

1v3 o v2։
3v3.

Si v2։
1v3, entonces (v2,v3,v1) es una t.d.m. de color 1 por lo que (v1,v2)∈Sim(C(T))

lo cual no puede suceder.

Si v2։
3v3, entonces (v0,v2,v3) es una t.d.m. de color 3 lo que implica que (v0,v3) ∈

Sim(C(T)) lo cual es imposible.

Por lo tanto n≥4.

1.e) v091v2.

Si suponemos que v0→
1v2, entonces 1∈ζ−(v2)∩ζ+(v2), porque por (1.c) 1∈ζ+(v2);

y aśı por (4) se concluye que ζ−(v2)={1} lo cual es imposible porque por (1.b)
3∈ζ−(v2).

1.f) v092v2.

Supongamos que v0→
2v2, y con esto consideremos las siguientes subafirmaciones.

1.f.1) ζ−(v2)={2,3}.

Como v0→
2v2 y por (1.b) 3∈ζ−(v2), entonces ζ−(v2)={2,3}.

1.f.2) v2։
1v3.

Por (1.f.1) y la condición 2 del teorema.

1.f.3) v3⇒
2v1 y v1։

3v3.

Puesto que por (1.b) v1→
3v2 y por (1.f.2) v2→

1v3, entonces por (3) se tiene que
v3⇒

2v1 y (v1,v3)∈F(T), donde por (1.a) y la condición 2 del teorema se concluye
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que v1։
3v3.

1.f.4) ζ−(v3)={1,3}.

Por (1.f.2) 1∈ζ−(v3) y por (1.f.3) 3∈ζ−(v3), por lo que ζ−(v3)={1,3}.

En conclusión, como (v3,v0)∈F(C(T)) entonces por (1.f.4) y la condición 2 del teo-
rema se tiene que v3→

2v0 por lo que 2∈ζ−(v0)∩ζ+(v0), ya que por (6) v0→
2v1, y

aśı por (4) ζ−(v0)={2} lo que contradice el hecho de que por (6) 1∈ζ−(v0).

Por lo tanto, v092v2.

1.g) v0։
3v2.

por (1.e) y (1.f).

1.h) (vn,v2)∈F(T).

Supongamos que (v2,vn)∈F(T).

Por (6) sabemos que vn։
1v0 y por (1.g) v0։

3v2, por lo que (vn,v0,v2,vn) es un
ciclo dirigido de longitud tres en T, y puesto que T no contiene C3 se tiene que
(v2,vn) no tiene color 2 y además tampoco puede tener color 1 ya que de lo con-
trario 1∈ζ−(vn)∩ζ+(vn) y por (4) ζ−(vn)={1}, lo cual no es posible porque por (7)
3∈ζ−(vn); por lo tanto v2։

3vn, lo cual implica que (v0,v2,vn) es una t.d.m. de color
3 y aśı (v0,vn)∈Sim(C(T)) lo cual no es posible. Por lo tanto, (vn,v2)∈F(T).

1.i) vn91v2.

Supongamos que vn→
1v2.

Por (1.c) sabemos que 1∈ζ+(v2), lo que implica que 1∈ζ−(v2)∩ζ+(v2) y por (4)
ζ−(v2)={1} lo cual no puede suceder porque por (1.g) 3∈ζ−(v2).

1.j) vn92v2.

Supongamos que vn→
2v2.
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Por (1.g) sabemos que 3∈ζ−(v2) por lo que ζ−(v2)={2,3} y por la condición 2 del
teorema se tiene que v2→

1vn, lo que implica que (v2,vn,v1), recordemos que la supo-
sición del Caso 1 es que vn→

1v1, es una t.d.m. de color 1 y aśı (v2,v1)∈Sim(C(T))
lo cual no es posible.

1.k) vn→
3v2.

Por (1.i) y (1.j).

En resumen tenemos que por (1.k) y (7) 3∈ζ−(vn)∩ζ+(vn), y aśı por (4) ζ−(vn)={3},
por lo que v2→

3vn lo cual implica que (v0,v2,vn) es una t.d.m. de color 3; por lo tanto
(v0,vn)∈Sim(C(T)) lo cual nos lleva a una contradicción.

Por lo tanto, este caso no es posible; es decir, vn91v1.

Caso 2 vn։
2v1.

Para este caso tomemos en cuenta las siguientes afirmaciones.

2.a) ζ−(vn)={3}.

Sabemos por (6) que vn→
1v0 y como vn→

2v1, entonces {1,2}⊆ζ+(vn), además por
(7) 3∈ζ−(vn) por lo que se concluye de (5) que ζ−(vn)={3}.

2.b) n≥4.

Supongamos que n=3.

Como vn։
2v1 y por (2.a) sabemos que v2։

3vn, entonces (v3,v1,v2,vn) es un ciclo
dirigido de longitud tres contenido en T y puesto que T no contiene C3 concluimos
que (v1,v2)∈F(T) no tiene color 1.

Si v1։
2v2, entonces (v3,v1,v2) es una t.d.m. de color 2 por lo que (v3,v2)∈Sim(C(T))

lo cual no puede suceder.

Por lo tanto v1։
3v2, lo que implica que 3∈ζ−(v2)∩ζ+(v2) y por (4) v0→

3v2, aśı (v0,
v2, v3) es una t.d.m. de color 3 por lo que (v0,v3)∈Sim(C(T)) lo cual nos lleva a
una contradicción.
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Por lo tanto n≥4.

2.c) v1⇒
2v2.

Supongamos que v192v2.

Si v1→
1v2, por (6) sabemos que v0→

2v1, por lo que si aplicamos (3) a i=1 obtene-
mos que v2→

3v0, por lo que ζ−(v0)={1,3}, y aśı por la condición 2 del teorema se
tiene que v0→

2v2 y v0→
2v3, lo que implica que ζ−(v2)={1,2} y nuevamente por la

condición 2 del teorema tenemos que v2→
3v3; por lo tanto, ζ−(v3)={2,3} y además

por (3) v3→
2v1 lo cual es una contradicción a la condición 2 del teorema.

Por lo tanto v1→
3v2; por (6) sabemos que v0→

2v1 y aśı, por (3) aplicado a i=1, se
tiene que 1∈ζ+(v2) y (v0,v2)∈F(T), además v091v2 ya que de lo contrario tendŕıamos
que ζ−(v2)={1,3} lo que contradice 1∈ζ+(v2) y la condición 2 del teorema.

Ahora, si v0։
2v2, entonces ζ−(v2)={2,3} por lo que v2→

1vn, lo cual implica que
1∈ζ−(vn), pero esto contradice a (2.a).

Con lo anterior concluimos que v0։
3v2, y por (2.a) sabemos que v2→

3vn, por lo que
(v0,v2,vn) es una t.d.m. de color 3 y aśı (v0,vn)∈Sim(C(T)) lo cual no es posible.

Por lo tanto v1⇒
2v2.

Sea j0=min{j=2,...,n | vj92vj+1, sumas tomadas módulo n+1}.

j0 existe porque vn92v0.

2.d) vj→
2vj+1 para cada 0≤i≤j0-1.

Por la elección de j0.

2.e) ζ−(vi)={2} para cada i∈{1,...,j0-1}.

Por (2.d) tenemos que 2∈ζ−(vi)∩ζ+(vi) para cada 0≤i≤j0-1 y por (4) se concluye
que ζ−(vi)={2} para cada i∈{1,...,j0-1}.

Como vj09
2vj0+1, entonces podemos suponer que vj0→

avj0+1 con a6=2, y puesto
que vj0−1→

2vj0, por (3) concluimos que vj0+1→
bvj0−1 donde b/∈{2,b}. Por lo tanto
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ζ−(vj0−1)={2,b} lo que contradice (2.e).

Aśı, el caso 2 no es posible; es decir, vn92v1.

Puesto que el caso 1 y el caso 2 nos llevan a una contradicción, entonces se tiene
que vn։

3v1.

Por (6) sabemos que v0→
2v1, lo que implica que ζ−(v1)={2,3}; pero por (7) v1→

3vn

lo cual contradice la condición 2 del teorema.

Como el hecho se suponer que γ⊆Asim(C(T)) nos lleva a una contradicción, enton-
ces se concluye que γ tiene al menos una flecha simétrica.

Por lo tanto, C(T) es Núcleo Perfecta. �

Casi-torneos

1. [10](1998) Kernels in edge-colored digraphs.

Teorema 1.3.9 Sea D una digráfica m-coloreada que resulta de eliminar una flecha
(x,y) de algún torneo m-coloreado Tn (es decir D∼=Tn-(x,y) ). Si toda subdigráfica
inducida propia de D tiene núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas.
Entonces al menos una de las dos siguientes condiciones se cumple:

a) D tiene núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas

b) Existe un ciclo dirigido γ⊆Asim(C(D)) tal que {x,y}⊆V(γ).

Teorema 1.3.10 Sea D una digráfica m-coloreada que resulta de eliminar una fle-
cha (x,y) de algún torneo m-coloreado Tn (es decir D∼=Tn-(x,y) ). Si todo ciclo
dirigido contenido en D de longitud a lo más 4 es casi-monocromático, entonces D
tiene Núcleo por trayectorias dirigidas monocromáticas.

2. [11](2006) Núcleos por trayectorias dirigidas monocromáticas en Torneos
y Casi-torneos m-coloreados.

Teorema 1.3.11 Si D un casi-torneo m-coloreado, con m≥4, tal que para cada
v∈V(D) |ζ(v)|≤2, entonces C(D) es una digráfica Núcleo Perfecta.
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Torneos Bipartitos

1. [12](2004) On monochromatic paths and monochromatic 4-cycles in edge
coloured bipartite tournaments.

Teorema 1.3.12 Sea D un torneo bipartito m-coloreado. Si todo ciclo dirigido de
longitud 4 en D es monocromático, entonces C(D) es Núcleo Perfecta.



Caṕıtulo 2

Plan de trabajo

En el caṕıtulo anterior expusimos algunos de los resultados que hay sobre la existencia de
núcleo por t.d.m., donde dichos resultados están en su mayoŕıa basados en pedir condi-
ciones a los ciclos dirigidos y a los colores de la vecindad de cada vértice en la digráfica
m-coloreada.

El trabajo a realizar durante el doctorado estará enfocado principalmente en generalizar
los resultados vistos en el caṕıtulo anterior.

Problemas

1. Condiciones para que una digráfica m-coloreada donde todo ciclo dirigido sea a lo
más 2-coloreado tenga núcleo por t.d.m.

2. Condiciones para que una digráfica m-coloreada donde toda vecindad de cada vértice
es a lo más dos coloreada tenga núcleo por t.d.m.

3. Saber si existe un número k tal que si T es un torneo m-coloreado en el que todo
ciclo dirigido de longitud a lo más k es dos coloreado cumple con tener núcleo por
t.d.m.

4. Explorar la conjetura de Erdös (dada en el Problema 1.2.1) en torneos con vecinda-
des 2-coloreadas (exactamente 2) y con estructuras pequeñas 2-coloreadas.

5. Estudiar si la condición de que ciertas subestructuras sean 2-coloreadas implican la
existencia de núcleo por t.d.m.
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