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Introduccion

Cuando se estudian cadenas de Markov recurrentes en espacios de estados discreto, se fija
un estado y se investigan las propiedades de la cadena con base en las visitas a este estado fijo.
Pero cuando el espacio de estados es un espacio general medible, este tipo de técnicas fallan,
ya que en general no existe ningdn punto que sea visitado con probabilidad positiva desde otro

punto en el espacio de estados.

Sea {X,, : n=0,1,...} una cadena de Markov en un espacio de estados general o infinito
no numerable E. Se supondra que {X,,},>0 es una cadena de Markov Harris recurrente (que

se definird méas adelante).

Este trabajo tiene como objetivo presentar una técnica que permita manipular las cadenas
de Markov en un espacio de estados general de una manera similar a como se usan en espacios
de estados finito o infinito numerable, esta técnica consiste en "separar” un espacio de estados
general de una cadena de Markov Harris recurrente e introducir en el espacio separado un dto-
mo (se entendera como un 4tomo: un conjunto de puntos para los cuales todas sus transiciones

son idénticas).

Cuando se tenga el nuevo espacio de estados, es decir, el espacio de estados original con
el &tomo incluido, se tiene un nuevo objetivo, el cual consiste en usar la teoria de renovaciéon

para contar los regresos de la cadena de Markov al &tomo construido, de manera similar a la
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técnica en espacios de estados discretos.

Con lo dicho anteriormente se tendra un proceso bivariado, formado por la cadena de
Markov {X,,}n>0 y una variable aleatoria asociada a la cadena que llevara los valores 0 y 1,

los cuales nos indicaré la dinamica de la cadena.

Este trabajo comienza con la teoria en espacios de estados finitos o infinitos numerables

para ilustrar los resultados principales y posteriormente llegar a espacios de estados generales.

En el Capitulo 1 se analizaran las cadenas de Markov en espacios finitos, haciendo el mayor
énfasis en propiedades de comunicacion, recurrencia, transitoriedad y comportamiento limite
de distribuciones estacionarias, tratando de utilizar lo indispensable para cubrir los objetivos.

La bibliografia principal para este capitulo fue: [3, Capitulo 1 y 2].

En el Capitulo 2, se analizaran los fundamentos de cadenas de Markov en espacios gen-
erales, comenzando por definir qué es un kernel y cuando éste es subestocastico o estocastico
(en este caso se dice que es una probabilidad de transicién para una cadena de Markov, en
donde ahora las transiciones son de un estado a un conjunto de estados). Se define una cadena
irreducible, una cadena R-recurrente, R-transitoria, tiempos de paro, la parte conservativa y
disipativa de un espacio de estados y finalmente Recurrencia y Harris Recurrencia para una
cadena de Markov. Este trabajo estd enfocado a estas dos tltimas propiedades, ya que la
técnica de separacion es para cadenas Recurrentes y en particular para Harris recurrentes. La

bibliografia principal para este Capitulo fue: [6, Capitulos 1-3] y [9].

En el Capitulo 3 se veréd la Teoria de Renovacién en donde se analizaran aspectos de la
funcién de conteo de renovaciones, la funcién de renovacion y la ecuacién de renovaciéon; pos-
teriormente se analizard esta teoria ahora aplicada a los espacios generales de una cadena de
Markov, que es muy similar a la primera parte de este Capitulo. Es aqui donde se definira

el concepto de atomo, que es el que se usara en la separacion del espacio de estados. Y con
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esto estaremos listos para poder analizar la Técnica de separacion para espacios de estados de
una cadena de Markov. La bibliografia principal para este Capitulo fue: [8, Capitulo 3] y [6,

Capitulo 4].

Para finalizar, en el Capitulo 4 se aplica toda la teoria analizada. Tomando una cadena
irreducible se construye un kernel subestocéstico en el cual existe una funcién que tiene un
comportamiento igual a la distribucién Bernoulli, es esta funcién la que decide hacia dénde
se mueve la siguiente transicion de la cadena, y asi se tendra una nueva cadena {X,,Y,}. En
este Capitulo encontraremos el Teorema central, el cual nos dice que la distribucién marginal
de la cadena separada {X,,Y,} es igual a la distribucion de la cadena original {X,}; éste
es un hecho de gran importancia, ya que {X,,Y,} contiene un d4tomo propio y asi podremos
aplicar la teoria de renovacién para contar el nimero de regresos a dicho dtomo. Mediante
este Teorema las propiedades de {X,,, Y, } seran heredadas a {X,}. Por otro lado, al suponer
{X,} una cadena Harris-recurrente, {X,,,Y,,} también lo sera. La bibliografia principal para

este Capitulo fue: [6, Capitulo 4], [5] y [10, Capitulo 1].
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Capitulo

Cadenas de Markov con espacio de estados
discreto

En este capitulo se analizaran cadenas de Markov en un espacio de estados discreto, se
describen Propiedades y Teoremas que se utilizaran de referencia cuando pasemos a una teoria
més general, es decir, a un espacio de estados general o infinito no numerable de una cadena
de Markov. Ya que la teoria en los espacios de estados discretos o infinitos numerables es muy
amplia, nos enfocamos en las propiedades mas importantes como son recurrencia, transito-
riedad y distribuciones de probabilidad. La bibliografia principal para este Capitulo fue: |3,

Capitulo 1 y 2]

En particular para este capitulo consideremos (2,.%,P) un espacio de probabilidad, E
un conjunto finito o infinito numerable, y % la o-algebra natural, esto es, la potencia de E.
Todo proceso seréd observado en tiempos discretos n = 0,1,2,..., v X,, denotara el estado del

sistema al tiempo n.

1.1. Definiciones basicas.

Comenzaremos con definiciones bésicas para cadenas de Markov estacionarias en un espacio

de estados discreto.

Definiciéon 1.1. Una cadena de Markov es una sucesiéon de variables aleatorias a tiempo



1.1 Definiciones béasicas.

discreto {X,, : n = 0,1,...}, que satisface la propiedad de Markov, esto es, para cualquier

entero n > 0, y para cualesquiera estados zg, 1, ,Znt1 € E, se cumple
P(Xn—l-l = xn—l—l‘XO =Z0," , Xp = xn) = P(Xn—H = xn—&—l‘Xn = xn)-
Ahora se define P(X,,41 = zp+1|Xpn = ).

Definiciéon 1.2. Sea {X,,},>0 una cadena de Markov con espacio de estados E. Se define la

funcién o probabilidad de transiciéon como
P(z,y) =P(X1 =y|Xo=2), =x,y €k,

que cumple con

P(z,y)>0 y Y Py =1 axyck
Yy

También se define la distribucién inicial de la cadena como

que cumple con

mo(x) >0 y ZT(Q(ZL‘):l x e FE.
x
La cadena es homogénea en el tiempo, es decir
P(X,y1 =y| X, =2)=P(z,y) x,y€E, n>1.

y denotemos a

P(X, =y|Xo=2)=P"(z,y) =x,y€E n>1

como la probabilidad de transicién de x a y en n pasos.

Proposicion 1.3. (Ecuacion de Chapman-Kolmogorov). Para cualesquiera nimeros enteros

r yn tales que 0 < r < n, y cualesquiera estados x,y € E se cumple

P"(z,y) = ZPT({L', 2)P" " (z,y), z € E.
k



1.2 Recurrencia y transitoriedad.

Demostracion. Por la propiedad de Markov y el Teorema de probabilidad total,

P"(z,y)

P(X, =y, Xo =
P(Xp = y| Xo = 2) = D Xn =9, X0=2)

IP)(X() = 1’)
Z P(X, =y, X, =2,X9=1x)
z€E ]P)<X0 - l’)
Z PX, =y, X, =2,Xo=2)P(X, =2, Xo=12)
et P(X, =2, Xo=12) P(Xy = x)

Y P(Xn =yl Xo=x,X, =2)P(X, =2 |Xo=2)
zeR

> P(X, =y| X, = 2)P(X, = 2| Xo = x)

z€R

> P (z,y) P (2, 2).

z€EE

Ahora veamos como se relacionan los estados de una cadena de Markov.

Definicion 1.4. (Accesibilidad y comunicacion). Sea una cadena de Markov {X,,},>0, con

espacio de estados F y funcién de transicién P.

1. Para cualesquiera estados x,y € E, se dice que el estado y es accesible desde el estado

x si P"(x,y) > 0 para algin n > 0. Y lo denotamos por z — .

2. Se dice que los estados x,y, son comunicantes o se comunican entre si, t — yy y — .

Y lo denotamos por x «—— y.

Definicion 1.5. Se dice que un subconjunto C' C E es cerrado si

P'(z,y) =0 Yz eC, y¢g C, n>0.

Definicién 1.6. Una cadena de Markov es irreducible si todos los estados se comunican entre

si.

1.2. Recurrencia y transitoriedad.

En esta seccion se veré que podemos clasificar los estados de una cadena de Markov, y esta

clasificaciéon se basa en si la cadena es capaz de regresar al estado de partida.



1.2 Recurrencia y transitoriedad.

Definiciéon 1.7. (Recurrencia, transitoriedad y absorbencia.)

1. Se dice que un estado = es recurrente, si la probabilidad de que la cadena partiendo

de un estado = eventualmente regrese a x es uno, es decir

P(X, =z para alginn > 1| Xp = z) = 1.

2. Si el estado no es recurrente entonces se llama transitorio, en este caso

P(X, =z para alginn > 1| Xp = z) < 1.

3. Un estado x de la cadena de Markov se llama absorbente si P(x,z) = 1.

Definicion 1.8. Se define el primer tiempo en que una cadena de Markov visita el estado «x,
como

T, =min{n >0 : X,, =z}

Definicién 1.9. Se define la probabilidad de que una cadena de Markov que comienza en un

estado x llegue por primera vez al estado y en un tiempo finito, como
Py = Pu(Ty < o0)

Por las definiciones anteriores se puede decir que el estado y es recurrente si pyy, =1y es

transitorio si py, < 1.

Sea 1,(z), z € E, la funcién indicadora de y, definida por

|1 siz=y,
1y(z)—{ 0 siz#uy.

Se define a N (y) como el niimero de visitas de la cadena al estado y, dado que 1,(X,) =1,

si la cadena esté en y al tiempo n y 1,(X,) = 0 en otro caso; entonces se tiene

N(y) = 1,(Xn).
n=1

El evento {N(y) > 1} es el mismo que {7}, < oo}, entonces
Po(N(y) > 1) = Po(Ty < 00) = pay.

Maés adelante ocuparemos las siguientes igualdades.

4



1.2 Recurrencia y transitoriedad.

- Pa}(N(y) > m) = pzypzz/_l
= Po(N(y) =m) = paypyy (1 — pyy).-

Por ejemplo en la segunda ecuacién, se observa que si la cadena comienza en x y visita exac-
tamente m veces a y, es igual a decir que x visita a y por primera vez, después regresa m — 1

veces adicionales a y y nunca més regresa.

Se usard F,() y P;(), para denotar la esperanza y la probabilidad respectivamente, definidas

en términos de una cadena de Markov que comienza en un estado x. Entonces

Ez(ly(Xn)) = (DPy(Xn = y) + (0)P2(Xn = y)

= P"(z,y).

El ntimero de visitas de una cadena de Markov a un estado y durante los tiempos m =
1,--- ,n; y el nimero esperado de tales visitas para una cadena que comienza en un estado x

esta dado como

Nn(y) = Z 1y (Xm)
m=1

= ) P™x,y) = Gu(z,y).

m=1
En las siguientes dos Proposiciones, se vera que el niimero de visitas a un estado transitorio,
al igual que su valor esperado son finitos; por el contrario, para un estado recurrente el nimero

de visitas y su valor esperado son infinitos.
Proposicion 1.10. Sea y un estado transitorio. Entonces

1. lim Np(y) = Ny < o0, con probabilidad 1 y

n—oo



1.2 Recurrencia y transitoriedad.

2. lim Gp(z,y) = G(z,y) < oo, re k.

n—oo

Demostracion.

(1). Supongamos y transitorio, con py, < 1

Py(Ny =00) = lim P,(N, >m)

m—0o0

= lim m—1

m—o0 PryPyy

= lim pm !
Py m—oo Pyy

= 0,

lim,, 0o p%‘l es la probabilidad de una cadena que comienza en un estado y, llegue por
primera vez al estado y en tiempo finito, una infinidad de veces, como y es transitorio en-

tonces esta probabilidad es cero, por lo tanto IV, < oo con probabilidad 1.

(2). Veamos que

lim Gp(z,y) = lim E;[N,(y)] (por Teorema de convergencia dominada)
n—oo n—oo
- B [h’m Nn(y)}
n—o0
Ahora calculando
o0
EN(y)] = > mP(N(y) =m)
m=1

(o]
= Z mpmypymyil(l — Pyy)
m=1

o0
= pay(1 — pyy) Z mp;r;_l-
m=1



1.2 Recurrencia y transitoriedad.

Por otro lado, sea t = py,, entonces

n n a a n
: m—1 . m ? m
= — —_— —_ 1
Jn D mt" = M ) gt =y M, Dt
m= m=

por lo tanto

n
pay(1 = pyy) T > " mpp ™t = poy (1~ P Ty

m=1

Proposicion 1.11. Sea y un estado recurrente. Entonces

1. lim N,(y) = N(y) = oo, con probabilidad 1 y
n—oo
2. lim Gu(y,y) = G(y,y) = oo, yek.
n—oo
Demostracion.

1). Sea y un estado recurrente, entonces p,, = 1 y usando que (P,(N(y) > m) = payph),
vy yPyy

se obtiene

P,(N(y) =o00) = lim P, (N(y) >m)
= i ey

. m—1
= lim

= Pzy,

en particular Py (N(y) = o0) = 1.



1.2 Recurrencia y transitoriedad.

(2). Si una variable aleatoria no negativa tiene probabilidad positiva de ser infinita, en-

tonces, su esperanza es infinita, es decir,

lm Gn(y,y) = lim E,[Na(y)]
= Ey[N(y)] = oo.

De la proposicion 1.10, pag 5, cuando un estado y es transitorio, podemos decir que:

= lim N"n(y) =0, con probabilidad 1,
n—oo

= lim % =0, x e FE.
n—oo

Nyu(y)/n es la proporcion de las primeras n unidades de tiempo en que la cadena esté en
el estado y, y Gn(x,y)/n es el valor esperado de esta proporcion para la cadena que comienza

en un estado z.

Proposicion 1.12. Si x es un estado recurrente y x es comunicante con y, entonces y e€s un

estado recurrente

Demostracion. Como z es comunicante con gy, entonces existen enteros n > 1y m > 1,
tales que

P*(z,y) >0 y P"™(y,xz) >0,

entonces para cualquier entero r > 1
P (g ) > P™(y, ) P (2, ) P (2, )

ahora sumando sobre r =1,2,...

[e.e]

> P (y,y) > Py, x)

r=1

Z P"(z,x)

r=1

P"(z,y),

NPTy y) > Py, )Gz, 2) P (2, y),

r=1



1.2 Recurrencia y transitoriedad.

por la Proposiciéon 1.11, pag 7, como = es un estado recurrente, entonces la suma del lado
derecho es infinito, por lo tanto la suma del lado izquierdo también es infinita, es decir, y es

un estado recurrente.

Se define:
1 1 8Ty < oo,
{Ty<ee} = 0 81 T = 0.
Definicion 1.13. El tiempo medio de recurrencia de un estado recurrente y, de una
cadena de Markov que comienza en un estado y, denotado por m, se define como

my = Ey[T,].

Teorema 1.14. Sea y un estado recurrente, entonces

s lim
n—oo

Ny(y) _ N1y <oo}
n my

con probabilidad 1 v,

Gn(m7y) — m

o ey conx € F.

s lim
n—oo

Demostracion. Vamos a introducir algunas variables aleatorias.
Consideremos una cadena de Markov que comienza en un estado recurrente y, entonces con
probabilidad 1 regresa a y una infinidad de veces.

Para r > 1, sea T, el tiempo de la r-ésima visita a y, es decir,
T, =min(n > 1: Ny(y) =1).

Sea Wy1 = Ty1 =T, yparar >2sea W =Ty — TJ_I, que denota el tiempo de espera entre
la (r — 1)-ésima a y y la r-ésima visita a y.
Entonces

_ 1
TS =W}t + W)

Las variables aleatorias W;,Wi, ..., son independientes e idénticamente distribuidas y tienen

la misma esperanza Ey(W,) = Ey(T,) = m,.



1.2 Recurrencia y transitoriedad.

La ley fuerte de los grandes nimeros (ver apéndice) implica que:

Wy + W)
kh’m Y ? Y = My con probabilidad 1,

1.e. que

"
kh’m ?y =My con probabilidad 1.
—00

Sea r = Ny (y), con esto decimos que al tiempo n la cadena ha hecho exactamente r visitas
al estado y. Entonces la r-ésima visita a y ocurre a lo mas en el tiempo n, y la (r + 1)-ésima

visita a y ocurre después del tiempo n, esto es

Np Np(y)+1
7] @ <p< T} (v)

)

si multiplicamos la ecuacién anterior por ﬁ, tenemos
n

ng\fn(y) < n Tévn(y)""l

Nu(y) ~ Nu(y) = Ni(y)

este resultado es valido para cuando n es grande y ademéas N, (y) > 1.
Sabemos que N, (y) — oo con probabilidad 1, cuando n — oo, por la Proposicion 1.11, pag 7.
Tomando limites de la desigualdad anterior tenemos:

7Nn () Na(v)+1

’ Yy ’ n 3 Yy
lim < lim < lim ———,
n—oo Np(y) = n—o0 Np(y) = n—oc Nn(y)

y obtenemos:

entonces

Por lo tanto
N, 1
i YW _ 1
n—oo n my

Podemos interpretar a n% como el tiempo promedio que la cadena permanece en el estado y
a largo plazo.

Sea y un estado recurrente, y supongamos que Xg tiene una distribucién arbitraria. Entonces

10



1.2 Recurrencia y transitoriedad.

la cadena puede nunca alcanzar a y. Sin embargo, si alcanza a y, el argumento anterior sigue

siendo vélido, entonces:

n—oo n my

con probabilidad 1.

Por definiciéon sabemos que

0< Nu(y) <n y

n

por el Teorema de Convergencia dominada (ver apéndice) concluimos que:

lim E, [N"(y)] - E, [h’m N”(y)]

n—oo n n—oo n
- B, [L{Ty@o}}
My
P, (Ty < 00)
My
pﬁy
my

Con esto queda demostrado el teorema 1.14.

1.2.1. Recurrencia nula y positiva.

Definicion 1.15. Un estado recurrente y es llamado recurrente nulo si
My = 00.

Un estado recurrente y es llamado recurrente positivo si
my < 0o.

Proposiciéon 1.16.

1. Si y es recurrente nulo, entonces

n Pm
lim Gn(wvy) — lim Zm:l (x,y)

n—00 n n—oo n

=0, rze k.

11



1.2 Recurrencia y transitoriedad.

2. Siy es recurrente positivo, entonces

Gn(y, 1
i S8 _ Ly
n— 00 n m
Y
Demostracion.
(1). Del teorema 1.14, como y es recurrente, entonces
n—00 n My
como my = oo,
Gn(x
lim n(,9) =0.
n—oo n

(2). Analogamente, por el teorema 1.14, como y es recurrente, entonces

i Gnlvry) 1
n—oo n my

como y es recurrente positivo, m, < oo, por lo tanto

G 1
i Gl L
n—oo n My

O

Consideremos una cadena de Markov que comienza fuera de un estado recurrente y. Se
sigue del Teorema 1.14, pag 9, que si y es recurrente nulo, entonces con probabilidad 1, la
proporcién de tiempo en que la cadena este en el estado y durante la primeras n unidades de
tiempo se aproxima a cero, cuando n — oco. Por otro lado si y es un estado recurrente positivo,
entonces, con probabilidad 1, la proporcién de tiempo en que la cadena este en el estado y

durante las primeras n unidades de tiempo se aproxima al limite positivo 1/m, cuando n — oc.

Teorema 1.17. Sea x un estado recurrente positivo y supongamos que T e€s comunicante con

Yy, entonces y es recurrente positivo.

Demostracion. Como x es comunicante con ¥, entonces existen enteros positivos ni y no,
tales que

P"(y,r) >0 y  P"™(x,y)>0

12



1.2 Recurrencia y transitoriedad.

Ahora
prtmtne y) > P" (y,x)P"(x,z) P"*(x,y)

esto se da por Chapman-Kolmogorov.

Ahora sumando sobre m = 1,2,...,n y dividiendo por n obtenemos:

Zn: |:Pn1+m+n2(y,y):| N z": [Pnl(y,x)Pm(x,:c)P"Q(a?,y)

n - n
m=1 m=1

Z?n:l Pm(x7 l’)

n

- [P"1+m+”2 (v, 9)

D] )P

m=1

completando y restando del lado izquierdo, obtenemos

1 ni+n+nz ni+nz G (ZL‘ i‘)
n[ > P™Myy)— Y, P™(yy)| = P (y, @) P (z,y) -
m=1 m=1
Gn1+n+n2 (y,y) . Gn1+n2 (y,y) Gn(l',$)

> pm pne
- - > P" (y,x)P"(x,y)

cuando n — oo

n n

lim
n—oo

n— o0 n

(Cnssninalos) _ Coninaltb)] 5 1y oy, )prage, ) 9ol

lim GMLTM lim M > Pnl(y,l‘)Pn2(.’E,y) lim M

)
n—o00 n n —oo n n—oo n

por la Proposicion 1.12, pag 8, el estado y es recurrente, entonces usando el Teorema 1.14, pég

9 se tiene que

1 1
— =0 Z Pnl(y’$)Pn2(x7y)7
My my

n1 M9

Lr.r (y, 2)P"2(z,y) _

My My

M > my > 0,

Py, x)Pr2(z,y)
por lo tanto:

my<oo.

Esto muestra que y es recurrente positivo.

13



1.2 Recurrencia y transitoriedad.

Una cadena de Markov es llamada cadena recurrente nula si todos los estados son nulos
recurrentes, una cadena es recurrente positiva si todos los estados son recurrentes positivos.
Entonces una cadena de Markov irreducible puede ser una cadena recurrente nula o una cadena

recurrente positiva.

Proposicion 1.18. Sea C' un conjunto cerrado finito de estados, entonces C tiene al menos

un estado recurrente.

Demostracion. Sabemos que

ZPm(x,y)zl z € C,
yeC

y sumando sobre m = 1,--- ,n y dividiendo por n, tenemos que

S Coloy) _ Epoil
yeC n n

Si C' es finito y cada estado de C es transitorio o recurrente nulo, entonces por la proposicion

1.10(2), pag. 5, lim, oo Gn(x,y)/n =0, con x € E,

— s _ z Gn((L',y)
1=1m1 = nh—{goZT

n—oo

yeC
G
= Y lim Gl@y) _
n— o0 n

yeC

es una contradiccion, esto por suponer que todos los estados son transitorios o recurrentes
nulos.

Entonces, por lo menos existe un estado recurrente.
Il

Teorema 1.19. Sea C' un conjunto cerrado, finito e irreducible de estados, entonces todo

estado en C es recurrente positivo.

Demostracion. Cuando C' es un conjunto finito cerrado, entonces hay al menos un estado
recurrente positivo en C.
Como C es irreducible, todos los estados en C' se comunican; entonces todos los estados en C'

son recurrentes positivos por el Teorema 1.17, pag 12.

14



1.3 Distribuciones estacionarias.

O

Corolario 1.20. Una cadena de Markov con un nimero finito de estados no tiene estados

nulos recurrentes.

Demostracion. Si y es recurrente, entonces y esta contenido en un conjunto irreducible
C de estados recurrentes, donde C' es finito, se sigue del Teorema 1.19, pag 14, que todos
los estados en C', incluido y, son recurrentes positivos. Entonces todo estado recurrente, es

recurrente positivo y no hay estados recurrentes nulos.

1.3. Distribuciones estacionarias.

Considere una cadena de Markov con espacio de estados discreto {0,1,2,--- , N}, y una
distribucion de probabilidad inicial 7y(y), y € E. Esta distribucion inicial se transforma en

una nueva distribucion de probabilidad 7 (y), y € E a través de

m(y) = Y () P(x,y).

zelR

La distribucién 7 indica la probabilidad de encontrar la cadena en los distintos estados después

del primer paso. En general pasa que m,(y) = Y mh—1(x)P(z,y) = >, mo(z)P"(z,y).
Lema 1.21. Sea my una distribucion de probabilidad inicial. Entonces
P(X, =y) =Y mo(z)P"(z,y), yeE.
€T
Demostracion. Por inducciéon, para n =1
P(X1=y) = > P(Xo=z)P(X;=y|Xo=x)
x
= ) P(Xo =x)P(x,y)
x
= ZWO(m)P(xvy)
x
Suponemos vélido para n, entonces

(X, =) = 3 mo(@) P (a, ).

15



1.3 Distribuciones estacionarias.

Por demostrar para n + 1, usando la ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov

P(Xny1=y) = ZP(XH = k)P(Xpt1 =y | Xn = k)
= > [Z P(Xo = )P(X, = k| Xo = x)] P(Xns1 =y | Xpn = k)
k T
>

- zpnwy P(Xy = 2)

= Zﬂ'g Pn+1 y)

Z]P’ (Xn =k| Xo=2)P (Xn+1:y|Xn:k;)] P(Xo = )

O

Hay casos donde la distribucion inicial no cambia al ser multiplicada por P (donde P es
la matriz de probabilidades de transicion). A tales distribuciones se le llama estacionarias o

invariantes en el tiempo.

Definicién 1.22. Sea 7(z), z € E una distribucion de probabilidad, con nimeros no negativos
y > . m(z) = 1. 7(z) es estacionaria o invariante en el tiempo para una cadena de Markov

con probabilidades de transicion P(x,y), si

> w(@)P(z,y) =7(y), yEE,

T

también se puede ver en términos matriciales, es decir, 7w es estacionaria si m = wP.

1.3.1. Propiedades de las distribuciones estacionarias.

Supongamos que existe una distribucion estacionaria w y

lim P"(z,y) =7(y), y€E.

n—oo

Entonces, sin considerar la distribucién inicial de la cadena m, la distribucion de {X,,} se
aproxima a 7w cuando n — oo. Este hecho se vera mas adelante. Ahora se analizaran algunas

propiedades basicas de las distribuciones estacionarias.

16



1.3 Distribuciones estacionarias.

Propiedad 1.23. Sea 7 una distribucion estacionaria, entonces

Y ml(@)P(x,y) = m(y)

X
Demostracion. Por induccion.

Para n=2
Y w@)P(x,y) = Y 7w(z)Y | Pla,2)P(z,y)

= > [Z 7(2)P(z, z)

z x

= Y 7(2)P(z,y)

z

= 7(y)

P(z,y)

suponemos que es valido para n. i.e.

> w(@) P (x,y) = w(y)

T

y ahora demostramos para n+1
S r@)Py) = Y ow(a) 3P )P(y)
x z

= > [Zw(x)m(x, 2)

z T

= 3 w(2)P(zy)

z

= 7(y).

P(z,y)

O

Propiedad 1.24. La distribucion de X,, es independiente de n, si y sdlo si, la distribucion

micial es una distribucion estacionaria.

Demostracion. Primero, supongamos que la distribucién de X, es independiente de n.

También se tiene que



1.3 Distribuciones estacionarias.

Por otro lado,
P(Xl == y) - ZWD(:E)P(:E):U) = ﬂ-(y)v

usando nuestra hipotesis de independencia del lado derecho de la igualdad, obtenemos

entonces
mo(y) = P(Xo=y) = P(X1 =y) = > _mo(z)P(z,y).

por lo tanto 7y es una distribucién estacionaria.

Ahora, supongamos que X tiene una distribucién estacionaria m como su distribucion

inicial; entonces, al utilizar la propiedad 1.23, pag 17 implica que para toda n

ya que

De aqui se observa que la distribucién de X, es independiente de n, es decir, la probabilidad
de que la cadena caiga en un estado y € E en cualquier tiempo n, no depende del niimero de

pasos para llegar a .

Propiedad 1.25. Suponga que existe una distribucidn estacionaria m y

lim P"(z,y) = n(y). Sea mo una distribucion inicial, entonces
n—oo

lim P(X, =y) =7(y), ye k.

n—oo

Demostracion. Sabemos que



1.3 Distribuciones estacionarias.

entonces cuando n — oo se obtiene

n—oo

lim P(X, =y) = lim ZWO(:C)P"(x,y),

como el lim P"(z,y) = n(y), |P"(x,y)| <1, |7(y)| < 1; entonces, por el Teorema de conver-

n—oo

gencia acotada
dim Y mo(2) P (2,y) = Y mo(a)m(y),

como » . mo(x) = 1 concluimos que:

lim P(X, =y) =n(y), ye k.

n—oo

0

Lo anterior nos dice que, sin considerar la distribucién inicial para grandes valores de n,

la distribucion de X, es aproximadamente igual a la distribucién estacionaria 7.

1.3.2. Existencia y unicidad de las distribuciones estacionarias.

En esta seccién se determinaré que cadenas de Markov tienen distribuciones estacionarias

y cuando tienen una tUnica distribucién.

Sea 7 una distribucién estacionaria y sea m un entero positivo, entonces por la propiedad

1.23, pag 17
> w(2)P™(z,2) = ().
z
Sumando esta ecuacién sobre m = 1,--- ,n y dividiendo por n, se concluye
G
ZTF(Z)M = m(z), z e E. (1.3.1)
n

Teorema 1.26. Sea w una distribucion estacionaria. Si x es un estado transitorio o un estado

recurrente nulo, entonces m(x) = 0.

Demostracion. Si x es un estado transitorio o recurrente nulo



1.3 Distribuciones estacionarias.

como se vio en la seccién 1.2, se sabe que

G
Zﬂ'(z):l, ‘M <1, z,zeE,n>1.

)
n

Tomando el limite en (1.3.1)

lim 7(z) = lim Zw(z)G”(;’@

entonces, usando el teorema de convergencia acotada (ver apéndice)

m(z)=> w(2) Tim Cu(z2) _ > w(2)(0) = 0.

n
z z

que es lo que deseabamos.

g

Teorema 1.27. Una cadena de Markov irreducible, recurrente positiva tiene una unica dis-

tribucion estacionaria m, dada por

Demostracion. Se sigue de la Proposicion 1.16, pag 11

fm G220 L e (1.3.2)

n—00 n My

Suponga que 7 es una distribucion estacionaria. Tomando el limite a (1.3.2)

n—oo

. . Gn(z, 1)

lim 7(x) = nlLIIQlQZW(Z)T,
z

entonces, debido al Teorema de convergencia acotada

m(z) = Zw(z) nan;o Gnl2,2)

n

y sustituyendo en (1.3.2)

De este modo si existe una distribucion estacionaria, esta es w(x) = 1/m,.
Para completar la prueba del teorema en el caso del espacio de estados finito, se nece-
sita mostrar que la funcién w(x), x € E, definida al inicio del teorema, es desde luego una

distribuciéon estacionaria. ™ es no negativa, entonces basta mostrar que:
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1.3 Distribuciones estacionarias.

|~

-=1 y

xT

3

1. >
x
1 _ 1
2. ;m—xp(x,y)—m—y, ye k.
Para lograr esto, primero se observa que
ZPm(zwr) =1,
€T

Sumando sobre m = 1,--- ,n y dividiendo por n, se tiene

ZG"(Z’“”) _Xmal g
n

n
T

También observamos por Chapman-Kolmogorov

Z P"™(z,z)P(x,y) = P"(2,y),

una vez mas, sumando sobre m = 1,--- ,n y dividiendo por n
1< 1<
- pm _ m+1
LS S PPl = £ 30 P,
m=1 = m=1
ahora sumando un cero del lado derecho, como la suma comienza en 2, se obtiene
1 n 1 n
E Z Z Pm(Z,CC)P(l‘,y) = ; Z [Pm+1(27y) + P(Z7y) - P(Zay)]
r m=1 m=1

entonces

n n

Z MP(I,?/) _ Gnui(zy) _ P(zy)

Si E es finito, sabemos que

lim ————= = —
n— oo n My

Ghn(z, 1 Gn(z,x
)1, g Galnn)

si hacemos que n — oo en la segunda ecuacién, se obtiene

lim 1= lim ZM,
n

n—oo n—oo
x

por el Teorema de convergencia acotada

1
1= g S0 L
o n—0o0 n My

21



1.3 Distribuciones estacionarias.

y con esto (1.) queda demostrado.

Ahora para (2.), usemos

tomando el limite se obtiene

lm Z Gn(Z7x)P(x,y) — }im Gn-‘rl(zay) - P(Z7y)
n—00 n

n—oo n n

como ambos limites del lado derecho existen, entonces

n—oo n n—oo n

m Z Gn(27x)P<LL‘,y) — lim Gn-l—l(zay) — lm P(Zay)
n—o00 n

usando el Teorema de convergencia acotada, se obtiene

n n—oo n

> P(z,y) lim Gn(#7) _ o Gnia(2,9)

1 1
Zp(x,y)mf = e
xX z 4

con esto queda demostrado (2.), Con esto se completa la prueba en el caso cuando E es finito.

El argumento para completar la prueba para E infinito, es més complicado ya que no se
puede intercambiar directamente los limites y las sumas, como se hace en el caso finito (el

teorema de convergencia acotada no es aplicable).

G (z,z)

x n

Sea Fj un subconjunto finito de E. Se puede observar de > =1 que

n = ’

zeFy

como F es finito, se puede tomar el limite en esta desigualdad y debido a que

lim Gn(z,r) — 1
n—00 n Mg

, Gn(z,x) B
- 7 <
nhm g lim 1

n—o00
xeFn
. Gulz,x
n—o00 n
rEF,

22



1.3 Distribuciones estacionarias.

1
> =L
zeFE Ma

esta ultima desigualdad fue para todo F; C E. Ademas veremos que

Zigl, r€eF,

x mm
ya que si la suma de 1/m, sobre x € E excede a 1, entonces la suma sobre algin subconjunto

finito de E podria exceder a 1, demostremos este hecho.

Supongamos que

el
Se define
1 & LA
DS
zcE % n=1 Ma,, ko0 =1 Mz,
S - 1
o 77,;1 Man - Sk

Como el limy_.o, Sk > 1, podemos hacer

lim Sp =1 +¢,

k—o0

entonces, para toda € > 0, existe kg € N, tal que, para toda k > kg
1S, — (14+¢)|<14+e—1

seaa=1+4c¢
IS, —a] <a-—1
—a+1<S —a<a-—1

de la desigualdad del lado izquierdo, se observa
—a+1<8, —«

1 < Sk,

k 1

n=1m— < 1, por que se tiene un nimero finito
=1 ma,

pero esto es una contradiccion, ya que Sy = >

de términos. Por lo tanto
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Una vez més, utilizando

ZMP(:E y) = Gn(z,y) P(Z,?J)7

n n

x
obtenemos la siguiente desigualdad:

Si F1 es un subconjunto finito de E, entonces

Z Mp(x7y) S G”(n+ 1)(25?/) . P(Zvy)

n n
rE€F,
tomando el limite en esta desigualdad y también por lim,,_ y = miT
Gr(z, , Gr(z, P
Hm Z n(Z CL‘)P(LU,y) S hm |: TL(Z y) o (Z7y)
n— oo n n—oo n n
reEF,
G G ) P )
Z P(z,y) lim Gn(z, ) < lim M_ lim P(zy)
n—oo n n—oo n n—oo n
reFE
1 1
Z m—P(xjy) < o
reF, x Y
Como en el caso anterior hay que demostrar que
1 1
Z mfP(x’ y) < ot
zeE 7 v
Supongamos que ) mx > ——; se define
) k
Z —P (x,y) = P(zy,y) = lim Z P(zy,y)
zeE Mg n:l k=00 n=1 May,
k
Sea Y —LP(xn,y) = Sk
n=1 "

Como el limy_, o S > m%,’ podemos hacer

1
lim S, = — +-¢,

k—oo my

entonces, para toda € > 0, existe kg € N, tal que, para toda k > kg.

1Sk — (1/my +e)| <1/my+e—1/my
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1.3 Distribuciones estacionarias.

sea o =1/my +¢

ISk — o <a—1/my
—a+1/my < Sp—a<a—1/my

de la desigualdad del lado izquierdo, se observa

—a+1/my < Sj —«

l/my < Sk,
pero esto es una contradiccion, ya que S, = > ﬁP(wn, y) < 1/my, por que se tiene un

namero finito de términos. Por lo tanto

1 1
— My My
Continuando con la demostracion. Se sigue de ) 1/m, < 1, que la suma en y de lado

derecho de Y 1/my,P(z,y) < 1/m, es finita. Si tomamos la desigualdad estricta para alguna

y y sumemos sobre este de la siguiente manera

z M y
Por otro lado, se sabe que ) miz <1
Sea
1
C =
1

die g
entonces por (2.), se tiene

c

m(x)=— 1wz €E,
my
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que se define como una distribucion estacionaria, entonces por la primera parte de este Teorema,

y de aqui que ¢ = 1, esto prueba (1.) y con esto queda demostrado este Teorema.
O

Corolario 1.28. Una cadena irreducible es recurrente positiva, si y solo si, esta tiene una

distribucion estacionaria.

Demostracion.
=] Por el Teorema 1.27, pag 20, en la que dice que una cadena irreducible, recurrente positiva
tiene una distribucién estacionaria y ademés esta es tnica.
< | Se sigue del Teorema 1.26, pag 19, que nos dice que si 7 es una distribucién estacionaria,
en el caso cuando el estado x es transitorio o nulo recurrente, entonces 7(x) = 0, pero por
hipétesis la cadena es irreducible y existe una distribucién estacionaria, entonces todos los

estados son recurrentes positivos, por lo tanto la cadena es recurrente positiva.
O

Corolario 1.29. Si una cadena de Markov tiene un nimero finito de estados y es irreducible,

entonces, esta tiene una unica distribucion estacionaria.

Demostracion. Recordemos que Ny (z) que denota el namero de visitas a x durante m =
1,---,n.
Como la cadena es irreducible, entonces, todo estado en FE es recurrente positivo. Por el
Teorema 1.14, pag 9
Nn(y) _ 1

, n
lim ——= = —,
n—oo n My

si decimos que 1/m, es una distribucion estacionaria por el corolario 1.28, pag 26, se puede
decir que existe una tnica distribucién estacionaria y por el Teorema 1.27, pag 20, se puede

decir que 1/m, es una distribuciéon estacionaria y ademaés es unica.
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1.3 Distribuciones estacionarias.

1.3.3. Cadenas Reducibles

Sea 7w una distribucion en E, es decir, sea 7(x), con x € F, numeros no negativos que

suman 1 y sea C un subconjunto de F, se dice que 7 es concentrado en C' si
m(x)=0 =z ¢&C.

Teorema 1.30. Sea C' un conjunto cerrado irreducible de estados recurrentes positivos, en-
tonces la cadena de Markov tiene una distribucion estacionaria w concentrada en C, dada

por

() = m%c sixeC,
e = 0 sizgC.

Demostracion. Por definicion si x ¢ C, entonces m(x) = 0.

Como C' es cerrado e irreducible, por el Teorema 1.27, pag 20, este conjunto tiene una tnica

1

distribucién estacionaria dada por m(z) = ;- con z € C; si x € C, entonces 7(z) = 0.
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Capitulo

Cadenas de Markov en espacios generales

En este capitulo, se analiza la teoria de las cadenas de Markov en espacios de estados
generales, a través de kernels que son funciones con ciertas propiedades; en particular cuando
un kernel es subestocéstico se dice que es una probabilidad de transicién para una cadena de
Markov. Se definira una cadena de Markov, sus propiedades de comunicacién en el espacio de
estados, para llegar a recurrencia, transitoriedad y Harris-recurrencia. La bibliografia principal

para este Capitulo fue: [6, Capitulos 1-3] y [9].

2.1. Preliminares

Para este capitulo, se utilizara la siguiente notacion:

Sea E conjunto y & una o-algebra de subconjuntos de E. Se supondra que la o-algebra es

generada por una coleccién numerable de subconjuntos de E.

El espacio medible (E, &) es llamado espacio de estados y los puntos de E, son llamados

estados.

El simbolo ¢ denotara la coleccion de funciones medibles valuadas en los reales extendidos

sobre (E, &)

29



2.1 Preliminares

Los simbolos z, v, z, . . . denotarén estados; A, B, C, ... denotaran elementos de la o-algebra
&y f,g,h,... denotaran funciones en ¥.
A (&) denotara la coleccion de medidas sobre (E, &). Los simbolos A, , - - -, son elementos

de #(&). Cuando &7 es una coleccion de funciones o medidas, se usara o7, para la clase de
elementos no negativos de 7. Los elementos de .# seran solo medidas. . denota la clase

de medidas positivas, es decir, #T ={\ € 4+ : \(F) > 0}.
2.1.1. Kernels
En esta seccion definimos qué es un kernel, y como opera con funciones y medidas.

Definicién 2.1. (Kernel).
Un kernel (no negativo) sobre (F,&) es una funcién K : E x & — R, que satisface las

siguientes dos condiciones:
1. Para todo conjunto fijo A € &, la funcion K (-, A) es medible,
2. Para todo estado fijo € F, la funcion conjuntista K (z,-) es una medida en (F,&).

Un Kernel K es llamado o-finito, si existe una funciéon & ® &-medible, f € § & y f > 0, tal

que:

/ K(z,dy)f(z,y) < oo VzeE.
E

» El kernel K es llamado finito si: K(x, F) < oo Va € F;

» acotado si: sup K(z, FE) < oo;
el

» subestocdstico si: K(x,FE) <1 Vz € E;

» estocdstico si: K(xz,E) =1 Vz € E.
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2.1 Preliminares

Definicion 2.2. Todo kernel K funciona como un operador lineal no negativo en ¢, , es decir:

Ki(e) = /E K(z,dy)f(y), €.
De manera parecida K acttia como un operador en .#,, como:

AK(A) = /E Ad2)K(z, A), )€ .y

Se denota por I el kernel identidad I(x,A),z € E,A € &:

1 sizeA,
I(x,A):lA(a:):{ 0 sizé&A.

Si K7 y K5 son dos kernels, su kernel producto K7 Ks es
KiKs(z,A) = /EKl(x, dy)Ks(y, A).
La iteracion K™, n > 0, de un kernel K se define como
K'=I, K'=KK"!

, paran > 1.

Y

En particular si K es subestocastico, se usa el simbolo P, en donde P denota una proba-

bilidad de transicion, y en este caso también se cumple que la iteracién P" es subestocastica.

2.1.2. Cadenas de Markov

Se definira una cadena de Markov en espacios generales a través de kernels subestocasticos.

Sea (€2, .#) un espacio medible, es llamado un espacio de estados y P una medida de proba-
bilidad sobre (£2,.#). Una funcién medible £ definida sobre (§2,.%#) y que lleva sus valores en un
espacio medible arbitrario (€', #') es llamado un elemento aleatorio '-valuado. Una sucesion

{&, ; n > 0} de elementos aleatorios {'-valuados es llamado un proceso estocdstico €'-valuado.
Si € es un elemento aleatorio {Y-valuado, se denotara por Z(€) la distribucién de proba-
bilidad de &, es decir,
LA =P{c e A} =P{w : £(w) € A}, A e 7.
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Una sucesiéon creciente de sub-o-algebras de %, %y C % C --- C %, C ---, es llamada

historia. Se dice que un proceso estocastico {&,, ; n > 0} es adaptado a la historia {%#, ; n > 0},
si &, es Fp-medible para cada n > 0. Un proceso estocéstico {&, }n>0 siempre es adaptado a

alguna historia ya que si definimos

entonces {&, }n>0 es adaptado a {ﬂé}nzo, donde .75 es llamada la historia interna de {&}n>0-

Definicién 2.3. (Propiedad de Markov). Una cadena de Markov con probabilidad de

transicion P, es un proceso estocéstico F-valuado {X,, : n > 0}, que cumple
L(Xn1|FX) = L(Xns1|Xn) = P(Xn,-),  Vn>0.

Una cadena de Markov {X,, : n > 0} es llamada cadena de Markov con respecto a su
historia, denotada por (X,,,.%,), si es adaptada a {%#, ; n > 0}. Entonces, de la definicion

anterior .ZX sera reemplazado por .%,, es decir,

L(Xpi1|Fn) = L(Xni1|Xn) = P(Xp,), Yn>0.

La distribucion .2 (Xo) de Xy es llamada la distribucion inicial de la cadena (Xy,).

La siguiente definicién es una consecuencia de la propiedad de Markov.

Definiciéon 2.4. Si{X,, : n > 0} es una cadena de Markov con distribucioén inicial .2 (Xg) = A
y probabilidad de transicion P; la distribucion de probabilidad de la cadena {X,, : n >

0} es determinada por:
P{Xy € Ay, ..., Xn € Ay} = )\(d:co)/ Plxo, dz1) .. / Py, dn)
Ao Ay n
para toda n > 0, Ay, ..., A, € E. En particular tenemos
Z(Xy,) = AP".
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2.2 Kernels irreducibles

Si la probabilidad de transicion P no es estocdstica, podemos hacer los siguiente: se da
un punto A que no pertenece al conjunto E, este punto A lo agregamos a E para obtener el
espacio de estados extendido (Ea,én) = (EU{A},0(& U{A})). Se extiende la medida A a
(Ea,&A) siendo A({A}) = 0. La probabilidad de transicion P es extendida a (Ea,&A) como
sigue:

. P(x7{A}) =1 —P(l‘,E)

- P(A{A}) =1
y de esta manera P es un kernel estocastico sobre (Ea,&a). El punto A es llamado el ce-

menterio de la cadena de Markov (X,,).

Una funcién medible 6 en el espacio de estados (€2,.%) es llamado operador shift (para la

cadena de Markov {X,,}), dado que
Xp(0(w)) =Xpt1(w) YweQ,n>0.

Las iteraciones 6,,, m > 0, de 8 son definidas por 6y = I que es el operador identidad en (2,
e iterativamente

0, =000,_1, param > 1.

En lo subsecuente se denotara Py 6 P, para indicar una distribucién inicial especifica A 6

un estado inicial especifico x de la cadena, respectivamente.

2.2. Kernels irreducibles

En esta seccion se describira la estructura de comunicaciéon inducida por el kernel K en el
espacio de estados (E,&). Esta estructura es muy parecida a la comunicacion de estados en

un espacio discreto como fué descrita en el Capitulo 1.

Definicion 2.5. (Accesibilidad.) Se dice que el conjunto A € & es accesible desde el estado

x € E, denotado por (z — A), si
K"(z,A) >0  paraalginn > 1.
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2.2 Kernels irreducibles

Si A no es accesible desde z, denotado por (x 4 A) , entonces K" (x, A) = 0 para toda n > 1.

Cuando K = P, donde P es la probabilidad de transicion de una cadena de Markov

{Xn}n>0, se tiene la siguiente interpretacion probabilistica para accesibilidad:
x— A siysolosiP{X, € A} >0, paraalginn > 1.
Definicién 2.6. (Congunto cerrado, no separable y absorbente).
= Un conjunto no vacio F' € & es llamado cerrado, si
K'(z,F’)=0 Vn>1,z€PF.
= Un conjunto B € & es llamado no separable, si no existen dos conjuntos cerrados

disjuntos contenidos en B.

= Un conjunto no vacio F' € & es llamado absorbente si
K'(z,F)=K"(z,E)=1 Vn>1,z€F.
K"(xz,E) =1 solo se cumple si el kernel es estocastico.

De las definiciones anteriores, F' € & es cerrado si y sblo si x /4 F€ para toda « € F'. Un
conjunto absorbente siempre es cerrado; un conjunto F' puede ser cerrado pero no absorbente,

es decir, es posible que K(z, F') = K(z, E) # 1 para algtn z € F.

En particular, cuando K = P, donde P es una probabilidad de transicién de una cadena
de Markov {X,, },>0, un conjunto F' € & es llamado cerrado para {X,},>0 si este es cerrado
para la probabilidad de transicion P de {X,,},>0; de la misma manera se define un conjunto

no separable y absorbente para una cadena de Markov.

Notemos que F' es cerrado para {X, }n>0 siy solo si

P.{X, € F¢ paraalginn >1} =0 Vax € F};

34



2.2 Kernels irreducibles

dicho de otra manera F' es cerrado para {X,},>0 si y solo si
PA{X,€F, ¥Vn>1}=1 Ve F.

y esta definicién coincide con la de un conjunto absorbente, es decir, cuando K = P la

definicién de un conjunto cerrado y un conjuto absorbente coinciden.
Definicién 2.7. El kernel potencial se define como
oo
G=) K"
n=0
Maés adelante se utilizaré la siguiente proposicion.

Proposiciéon 2.8. Para toda n > 1:

n—1
G=> K"+K"G.
m=0
Demostracion.
o) n—1 fe'e)
G=) K" = ZKm+ ZK’"
m=0 =
n—1
= Z K™+ K" Z K™ (por Teo. de conv. mondtona)
m=0 m=0
n—1
= Y K™"+K"G.
m=0

Se denotara por A° el conjunto de estados en A¢ desde los cuales A no es accesible:
A ={zcA®: x/ Ay ={rc A° : Gla =0},
donde Gla(z) = [ G(x,dy)1a(y) = [, G(z,dy).
Proposicién 2.9. Para todo conjunto A € &, AY es vacio o cerrado.

Demostracion. Para toda x € AY se tiene

SR (@A) <3 K A) =0,
n=1 n=0
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2.2 Kernels irreducibles

KiKn(x,A) < iK”(HJ,A) =0,
n=0 n=0

KG(z,A) < G(z,A) =0,

de lo anterior se tiene

0=Gz,4) > /E K (z, dy)G(y, A)

> K(z,dy)G(y, A)

Ac
= K(z,dy)G(y, A) + K (x,dy)G(y, A)
A0 (A0)e
= 0+ K(z,dy)G(y, A)
(A%)e
Para que el segundo término sea 0, entonces K (z,(A%)¢) = 0. Por lo tanto A° es vacio o

cerrado.
O

Definiciéon 2.10. Sean A\, u € # (&) dos medidas. La medida p es absolutamente continua

con respecto a A, (1 < A), siy sélo si:
AMA) =0 = pulA)=0 VAcés.
Con la definicién anterior, se considera la nocién de la equivalencia de kernels.

Definicién 2.11. (Equivalencia de medidas)

» Se dice que dos medidas A\, u € 41 (&) son equivalentes, denotado por A ~ p si son

absolutamente continuas una con respecto a la otra, es decir, p K Ay A < p.

= Se dice que un kernel K es equivalente con el kernel K, si para toda x € E, las medidas

K(z,-) y K(z,-) son equivalentes.

Sea ¢ € A1 (&) una medida de tal manera que 1K sea absolutamente continua con

respecto a 1. Entonces para toda medida ¢ € #, (&), sea
i ~
Y=Y 27 UEK™, (2.2.1)
n=0
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2.2 Kernels irreducibles

donde @ es una medida de probabilidad equivalente a ¢ y K es un kernel subestocastico

equivalente a K. (Ver Proposicion 4.13, pag 106 del apéndice).

Lema 2.12. 1. SiyK <9 entonces VG ~ .

2. SiyYK < ¢ y E es no separable, entonces ¥(F) > 0 para todos los conjuntos cerrados
Feé&.

Demostracion.
(1). Primero, por induccion se comprueba que Yy K™ < 1, ¥n > 0.
Paran =1,

como YK < 1) se cumple que
§opA)=0 = vK(A /mzx Kz, A)=0, VAcé&.

Para n = 2,

si (A) = 0, entonces

o) = [P a) = [ [ vlaoK K.
- [ pRI@KE.H =0
Ahora se supone vélido para n, entonces, Y K"(A) < ¥(A).

Por demostrar que es valido para n + 1, es decir, p K" T1(A) < ¢(A).
Si ¢(A) = 0, entonces

n+1 _ T n+1 T — VK 1’ n
oK <A>[Ew<d VK™ (2, A) //M )K" (y, A)
- /E WK (dy) K™ (y, A) = 0.

Por lo tanto ¢y K™(A) < ¢¥(A), para toda A € & n € N.
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2.2 Kernels irreducibles

Ahora sumando sobre n € N, se obtiene

YE"(A) = P(dw) K" (2, A)

= /iiﬁ(dm)K”(:ﬂ,A) (Teo. conv. mondtona)

= /wdx G(z, A)

= A) < ¢(4),

ya que, cuando ¥ (A) = 0, cada Y K™(A) = 0 para toda n € N.
Por otro lado, si pG(A) =0

0=vyG(A [ZK"

cada sumando de GG es cero, en particular

0=yK"A /1/1dat1A /wdx (A),

entonces P(A) < PG (A).

Por lo tanto podemos concluir que G ~ ).

(2). Por la proposicion 2.9, pag. 35 y por la hipotesis de que F' es cerrado y E no separable,
entonces F es vacio, como consecuencia K (z, F') > 0 para toda x € E; también por hipotesis
se sabe que YK < 1), entonces por (1), G ~ 1, con todo esto se concluye que YG(F') > 0.
Como G (F) < ¢(F), entonces ¢(F) > 0.

2.2.1. -irreducibilidad

En esta parte definiremos cuando un kernel es irreducible en términos de una medida

¢ € ML(E).

Definiciéon 2.13. (Conjunto p-positivo, @-comunicante.) Sea una medida ¢ € 44 (&) sobre
(E,&) yseaBeé&.
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2.2 Kernels irreducibles

» El conjunto B es p-positivo si o(B) >0
» El conjunto B es llamado ¢-comunicante si todo conjunto A C B, ¢(A) > 0, entonces

K"(z,A) >0, paraalginn >1, Vz € B.

Con base en lo anterior ahora se define un kernel -irreducible e irreducible.

Definiciéon 2.14. (Kernel p-irreducible, p-comunicante y medida de irreducibilidad). Sea una

medida ¢ € #(&) en (E,&).
= Si E es p-comunicante, entonces el kernel K es llamado ¢-irreducible.

= K es llamado #rreducible, si alguna medida ¢ cumple con que K sea g-irreducible; en

este caso ¢ es llamada medida de irreducibilidad para el kernel K.
La siguiente proposicion nos dice que todo conjunto B € & (p-comunicante es no separable.
Proposicion 2.15. Si un conjunto B € & es p-comunicante, entonces, B es no separable.

Demostracion. Supongamos que existen dos conjuntos Fy y Fo cerrados y disjuntos en B.
Entonces F1 6 Fy podrian ser ¢-positivos.

Si suponemos que F} es p-positivo, entonces, como F; C B y B es p-comunicante, entonces
K"(z,Fy) >0, paraalgainn>1, Vzx € B. (2.2.2)
Si x € Fy, como F5 es cerrado, entonces
K"(z,F5) =0, Vn2>1,
ademés F7 C Fy, por lo tanto
K"z, F1) =0, Vn2>1,

que es una contradiccion con (2.2.2).

Por lo tanto, B no es separable.
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2.2 Kernels irreducibles

Ocurre que toda medida ¢ € .#, (&) absolutamente continua con respecto a una medida
de irreducibilidad ¢, también es una medida de irreducibilidad [6, pag 13|. Con una medida

de irreducibilidad ¢ se puede construir una medida de maxima irreducibilidad.

Definiciéon 2.16. Se dice que una medida de irreducibilidad ¢ € .#, (&) es una medida de
mdxima irreducibilidad si cualquier otra medida irreducible es absolutamente continua con

respecto a .

Proposicion 2.17. Suponga que K es p-irreducible, entonces:
1. Exziste una medida de mdzrima irreducibilidad.
2. Una medida de irreducibilidad es mdzima si y solo si, YK < 1.

3. Sea ) una medida de mdzima irreducibilidad. Si(B) = 0 entonces, también )(BT) = 0

donde:

Bt =BU{z€E :x— B} ={Glg > 0}.

Demostracion.
(2). <]
Supongamos que % es una medida de irreducibilidad que satisface que YK < 1.
por el Lema 2.12, pag. 37, sabemos que G < v, de este hecho y de que K es @-irreducible,

se sigue que si ¢(A) > 0, entonces G(z, A) > 0, para toda x € E, entonces

/ Y(dz)G(z, A) > 0,
E

es decir )G(A) > 0, entonces ¢(A) > 0. De aqui concluimos que ¢ es maxima.

=]

Si 1 es una medida de irreducibilidad, entonces K (A) = [, 1p(dz)K(z, A) > 0 para toda
A € & con A y-positivo, entonces la medida K también es de irreducibilidad, ahora si se

supone que v es maxima entonces YK cumple con que YK < .
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2.2 Kernels irreducibles

(1). Se define una medida finita 1, como en la ecuacion (2.2.1), pag. 36, esta es ¢ =
>l 2_(”+1)6[~( " donde @ es una medida de probabilidad equivalente a ¢ y K es subestocas-
tico equivalente a K. Como ¢ es de irreducibilidad, entonces para toda A € & tal que p(A) > 0,
se tiene que

P(A) = i 2~ ("TUGK™ (A)

n=0

= > 2l / (dz)K"™(z, A) > 0,
n=0 E

entonces 1 es una medida de irreducibilidad, y por la Proposiciéon 4.13, pag. 106 v K < 1,

por lo tanto es méaxima por (2).

(3). Por definicion Bt = BU{z € E :  — B} = {Glp = [5 G(z,dy) > 0}.

Como ¥ (B) = 0, entonces,

0= vK(B) = [ vdn)K (. B)
por el Lema 2.12, pag 37
0= vG(B) = [ v(dr)Ga. B)
E
es decir F = {z € £ : © — B} = (). Entonces
YG(BT) = ¢G(B)+yG(F)
= dz)G(z, F
0+ [ vldr)Gla, )
= / P(dx)G(z, D)
E
0.

g

Definicién 2.18. (Conjunto completo). Si K es irreducible con medida méxima de irreducibil-

idad 9, se dice que un conjunto B € & es completo si )(B¢) = 0.
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2.2 Kernels irreducibles

Proposicion 2.19. Suponga que K es irreducible con medida mdxima de irreducibilidad 1,

entonces:

1. Todo conjunto cerrado F' es completo.

2. Si B es un conjunto completo entonces existe un conjunto cerrado F C B.

3. Si F;, i>1, son conjuntos cerrados entonces también su interseccion [\~ F;.

Demostracion.
(1). Supongamos que ¥ (F*€) > 0.
Como K es irreducible y F¢ es 1)-positivo, se tiene que, para toda x € E, K"(z, F°) > 0,
para algin n > 1; en particular cuando = € F, también K"(x, F¢) > 0, pero esto es una
contradiccién ya que por hipétesis F' es cerrado.

Por lo tanto ¢ (F°) = 0.

(2). Sea F = (B°) ={x € B : « /» B°}.
Por la Proposicién 2.9, pag 35, F = (B¢)Y es vacio o cerrado, entonces solo queda por de-
mostrar que F' es no vacio.
Como B es completo, entonces ¢ (B¢) = 0, por la Proposicién 2.17, pag 40, también ¢ ((B)T) =
0, donde (B¢)* = BcU{z € B : * — B°}; entonces todos los elementos x € E que se comu-
nican con B¢ tienen medida 0.

Entonces ¢ (F') > 0, es decir F' es no vacio, por lo tanto F' es cerrado.

(3). En general la interseccion de un ntmero contable de conjuntos cerrados es cerrado.
Pero ahora bajo el hecho de irreducibilidad como todo F; es completo, entonces su intersecciéon
también lo es, veamos este hecho. Como cada F; es cerrado, por (1.), también cada F; es

completo, con i > 1.
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Notando que

=

oo
U7
i=1

< ) YlF =0,
=1

Por lo tanto, como ¥[((:2; F;)¢] = 0, entonces, [);2, FF es completa.

2.3. Funciones pequenas

En esta seccién se definira una clase importante de funciones, llamadas funciones pequenas,
estas funciones jugarédn un papel muy importante en la separaciéon de espacios de estados de

una cadena de Markov.

Se definira que para toda subclase o7 C ¢, de funciones medibles no negativas en (E, &),

o/t denota las subclases de elementos 1-positivos en o7, es decir:
gt ={fed : ¢(f) >0},

donde ¥(f) = [ f(z)(dx) = [5 f(x)¢(dx). Cuando 14 € /T, es decir, ¥(A) > 0, solo se

escribira A € o7/,

Se dice que K satisface la condicion de minorizacion M(mqg,3,s,v), si
K™ (x,A) > pBs(x)v(A) VzeE Acé,

donde mg > 1 es un entero, 3 > 0 es una constante, s € 4+ una funcion y v € M (&)
una medida, una manera abreviada para denotar esta condicién es K" > s ® v. Esta cota
inferior para el kernel sera fundamental para la construccién de la separacion del espacio de

estados de una cadena de Markov.

Definicion 2.20. (Funcion, medida y conjunto pequeno). Se denotard con .# la clase de

funciones pequenas y se define:
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2.3 Funciones pequenas

= Una funcién s € 4T es llamada una funcion pequenia si K satisface M (myg,[3,s,V),

para algin mo > 1, >0y v € .#7(&).

» Una medida v € .# 7 (&) es llamada una medida pequena si K satisface

M (my, 3,s,v), para algin mg > 1, >0y s € 4T,

» Un conjunto C' € ¥t es llamado conjunto pequeno si su funcién indicadora 1¢ es una

funcién pequeina.

De aqui en adelante se usaran los simbolos s y v para denotar una funcién y una medida

pequena respectivamente.

Observacion 2.21. 1. Una medida pequena v es siempre una medida de irreducibilidad

para K y es absolutamente continua con respecto a .

2. Si se toma K™ (x,A) > Bs(z)v(A) y a esta desigualdad le multiplicamos por ambos
lados a K™ (z, A), es decir

KmK™ (x,A) > Bs(x)K™v(A)

se puede ver que K™s es una funcidn pequena y también vK™ es una medida pequena,

para todam > 0, por irreducibilidad y sin perder generalidad se supone que s(x)v(A) > 0.

3. Si K =P, donde P es la probabilidad de transicion de una cadena de Markov, entonces
v es finita y s es acotado por (Br(E))™L, por lo que se puede suponer sin pérdida de

generalidad que

P™ (2, A) > s(z)v(A), VeeE, Ae &,
donde 0 < s(z) <1 y v es una medida de probabilidad.
La siguiente proposiciéon sera utilizada mas adelante.

Proposicién 2.22. 1. Para toda f € 47 y toda funcion pequena s € ., existe un entero

m > 1 y una constante v > 0 tales que
K™f >~s.
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2. Para toda f € 9" y s €., existe una constante v > 0 tal que

Gf > ~vGs.

Demostracion.

(1). Tenemos

K™f>pBwK™ ™ f)s Ym > my.

Eligiendo m > myq tal que v = Grv K™~ "0 f > (, entonces

K"f >ns.

(2). Del inciso anterior, tenemos

K™"f >~s.

multiplicando por K™

K'K™f > ~K"s,

sumando sobre n € N

o o
S K'K™f =Y AK"s
n=0 n=0

por el Teorema de convergencia mondtona

K™Y K"f > 4Gs,

n=0
K"Gf >Gs,
se tiene que
K"Gf <Gf
por lo tanto
Gf > vGs.
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2.4. Recurrencia y transitoriedad

Con la teoria revisada anteriormente, ahora se podran analizar los conceptos de recurrencia
y transitoriedad. Comenzando por un kernel general irreducible, después con un kernel poten-
cial y por tltimo cuando K = P donde P es una probabilidad de transicién de una cadena de
Markov, y P no es necesariamente irreducible. En el caso particular, en el que la cadena de

Markov es recurrente e irreducible se tendra el concepto de Harris-recurrencia.

2.4.1. Elementos basicos de teoria potencial

A lo largo de esta seccién se utilizaran nociones bésicas de teoria potencial aplicadas a los

kernels no negativos.

Definiciéon 2.23. (Funcidn armdnica, superarmdnica y potencial). Sea h, p € ¢, funciones,

con h # 0oy p # oo , entonces:
= h es llamada armonica para el kernel K, si:

h = Kh.

= h es llamada superarmdonica para el kernel K, si:

h > Kh.

= p es llamado potencial, si existe una funcion g € 4, llamada la carga de p tal que:
p = Gy,
donde G =" K™ es el kernel potencial.

Proposicion 2.24. Todo potencial p es una funcidn superarmdnica.
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2.4 Recurrencia y transitoriedad

Demostracion. Por la Proposiciéon 2.8, pag 35

p=Gg = (I+KG)g
= (Ig+ KGy)
= g+ Kp

> Kp,

por lo tanto p es superarmonica.

Proposicion 2.25. Suponga que h es una funcion superarmdnica, entonces
1. El conjunto {x € E : h(z) < oo} es cerrado para K.
2. Para toda x € E, h(z) > 0 6 bien el conjunto {x € E : h(zx) =0} es cerrado para K.

Demostracion.
(1).Sea F={z € E : h(z) < oo}y F¢={x € E : h(z) = co}. Cuando = € F se observa

que

oo > h(x) > Kh(z) = /EK(:U,dy)h(y)

v

K (x, dy)h(y)
Fe

> oo [ K(z,dy)
FC

> o0 K(x, F°)

entonces K (z, F'°) = 0 para toda = € F, por lo tanto F' = {z € E : h(z) < oo} es cerrado.

(2).Sea F={zx € E : h(z)=0}y FC={z € E : h(z) > 0}.
Siz e F
0= h(e) > Kh(w) = | K(.dyh() > [ K(ady)hiy)
E Fe
si K (z, F¢) > 0, entonces

K(z,dy)h(y) > 0,
F(;
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2.4 Recurrencia y transitoriedad

entonces

0=nh(z) > Kh(z) > K(z,dy)h(y) > 0,
Fe

lo cual no puede ser, por lo tanto F' es cerrado, es decir

K(x,F°) =0, VzePF

Ahora se enuncia un resultado importante, el teorema de descomposicion de Riesz.

Teorema 2.26. 1. Sih € 9, con h Z o0, es la suma de un potencial p = Gg y una
funcion armonica h™, es decir, h = p+h™>, entonces h es superarmdnica. En el conjunto

cerrado F = {x € E : h(z) < oo} se tiene

m g=h—Kh y

= b = lim | K"h

n—oo

(donde h™° representa una sucesion decreciente cuando n — oo).

2. Si h es superarmonica, entonces h es la suma de un potencial p = Gg y una funcién
armonica h™® en el conjunto F = {x € E : h(x) < oo}, donde g = h — Kh y
h*® = lim | K"h.

n—oo

3. Sih €Y, essuperarmonica, y g € Yy es tal que h > g+ Kh, entonces

h > Gy.

La pareja (p, h™°) es llamada la descomposicion de Riesz de la funciéon superarmonica h en

el conjunto F'={xz € E : h(z) < oo} y la parte 3 es llamado el teorema de Balayage.

Demostracion.

(1). Tenemos que p = Gg, donde G es el kernel potencial, g € 4, y h*™ = Kh*> ya que h™ es
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2.4 Recurrencia y transitoriedad

armoénica y por la Proposicién 2.8, pag 35, tenemos

h = p+h*>®
= p+ Kh>™  (h° armonica)
> Kp+ Kh*™ (p superarmonica)
= K(p+h%)

— Kh,

entonces h es superarmonica.
Si x € F, entonces
h(z) > Kh(x)

oo > h(x) — Kh(x) > 0.

entonces llamemos g = h — Kh. Por lo anterior g € ¢4, y éste es finito en F.

(2). Supongamos h superarmoénica, sabemos que g = h — Kh > 0, valido en F' despejando

h de la ecuacion anterior se obtiene h = g + Kh, entonces realizando la siguiente iteraciéon

h = ¢g+Kh
= g+ K(g+Kh)=g+Kg+ K*h
= g+ K(g+K(g+Kh) =g+ Kg+ K?g+ K3h
= g+ K(g+K(g+K(g+Kh)=g+Kg+K?g+K3g+K*h
n—1

= Y K™g+K"h,

m=0

n—oo
m=0

n—1
— lim [Zng+K”h

cuando n — oo el primer término del lado derecho crece a Gg = p y el segundo término de-

crece a la funcion h* y es armonica en el conjunto F' por el Teorema de convergencia mondtona.
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2.4 Recurrencia y transitoriedad

(3). Como h € 4., es superarménica y g € ¢, es tal que h > g + Kh, entonces

h > g+Kh

> g+ K(g+Kh)=g+ Kg+ K?h

> g+ K(g+K(g+Kh) =g+ Kg+ K*g+ K3h

> g+ K(g+K(g+K(g+Kh)) =g+ Kg+ K?g+ K39+ K*h
n—1

> z m n

> nlg{.lo [z:OK g+ K"h
m=

= Gg+h™

> Gy.

2.4.2. R-transitoriedad y R-recurrencia

En esta parte se define R-transitoriedad y R-recurrencia del kernel K.

Para toda 0 < 7 < 0o, se denota por G(") al kernel potencial del kernel rK, es decir

G0 = 3 g,
n=0

Definiciéon 2.27. (Pardmetro de convergencia). Un ntimero real 0 < R < oo es llamado

Pardmetro de convergencia del kernel K, cuando existe un conjunto cerrado F' tal que:
1. GMs<oo enF, paratoda0<r<R,sec.”, y
2. GMf=o00, en F, paratodar >R, fec@t

El kernel K es llamado R-transitorio si sucede (1.) cuando r = R. Y es llamado R-

recurrente si sucede (2.) cuando r = R.

El siguiente teorema nos dice que cuando tenemos un kernel irreducible existe un parametro

de convergencia y podemos hablar de R-recurrencia y R-transitoriedad.
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2.4 Recurrencia y transitoriedad

Teorema 2.28. Sea K un kernel irreducible, entonces:
1. Existe un parametro de convergencia 0 < R < oo.

2. El kernel K es R-transitorio o R-recurrente.

Demostracion.

(2.) Fijemos una funcién pequena s € .. Sea
R=sup{r >0 : GMs(x) < co, para algtn z € E}.

FO ={zeE: GMs(z) <0}, 0<r< oo

Observemos que si r > R, entonces G(")s(x) = co.

Sabemos que G(T)s(:r) es un potencial en F(") y por la Proposicion 2.24, pag 46, también es
una funcién superarmoénica para el kernel rK.

Por la Proposicion 2.25 (1), pag 47, los conjuntos F()_ 0 <r <R, son cerrados y

por la Proposicion 2.19 (3), pag 42, la interseccion de los conjuntos F() es cerrada

F= () F" = lim | Fim).
0<r<R rmlR

(En el caso especial cuando R = 0, el conjunto F = F©) = E).

Por otro lado sea s € . otra funcién pequena, por la Proposicion 2.22 (2), pag 44, existe

una constante v > 0 tal que

G"s > 'yG(T)s/;
ademaés cuando estamos en el conjunto F
0o > GMs(z) > vGMs (2), V0 <r <R,
por lo tanto, para cualquier funcién pequeiia s,

G (z) < oo,
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2.4 Recurrencia y transitoriedad

es decir K es R-transitorio.

Por la misma Proposicion 2.22, se puede ver que
GO f = 7Gs,

y cuando r > R

G(T)f > ,y(;(r)s = o0,

entonces G f = 0o cuando r > R; por lo tanto K es R-recurrente.
(1.) Para ver que el parametro de convergencia R es finito; supongamos que K, satisface

la condicion de minorizacion M (myg, 3, s,v), con s®@v > 0 como se vio en la Observacion 2.21,

pag 44, entonces

K™

Y

Bs Qv
K™mo > ﬂn(s ® V)n

K"s > (Bs@uv)"s = (Br(s))"s.

Se sigue que G(Ms > 7% pmmOKT™MM0s = o0 en el conjunto {z € E : s(z) > 0}, donde
Mo KMo > 1 para que la suma sea infinita; pero también por la condicién de minorizacion

rMoOK™0 > pM0(3s @ v), entonces podemos hacer

r"(Bsev) >1

1

r = (Br(s)) mo.
Por lo tanto, para que G\") < 0o, se necesita que

1

R < (Bu(s) 7.

Por lo tanto existe un parametro de convergencia R < co.
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2.4 Recurrencia y transitoriedad

2.4.3. Tiempos de paro para una cadena de Markov

De aqui en adelante se supondrd que K = P donde P es una probabilidad de transiciéon
para una cadena de Markov (no necesariamente irreducible), y definiremos los tiempos de paro
de una cadena de Markov. Estas definiciones seran muy tutiles para la separacién de estados

de la cadena de Markov.

Definiciéon 2.29. Sea (.%,) una historia. Una variable aleatoria N-valuada T, es llamado un
tiempo aleatorio si:

{T'=n} € Fp, Vn >0,

entonces el tiempo aleatorio T' es llamado tiempo de paro relativo a la historia (F,).
Si { Xy }n>0 es una cadena de Markov con respecto a su historia (.%,) entonces T' es llamado
tiempo de paro para la cadena de Markov (X, %,). SiT es un tiempo de paro relativo a

la historia interna (.%;X) entonces esta es llamada simplemente tiempo de paro para la cadena

de Markov { X, }n>0-

Definicién 2.30. Un tiempo de paro T es llamado tiempo de paro aleatorio (para la
cadena { X, }»>0), si para toda n > 0, el evento {T" = n} y las post-cadena (X, Xp+1,...) son

condicionalmente independientes, dada la pre-n-cadena (Xy,...,X,,), es decir:
P{T = n|FX} = P{T = n|Z} = fu(Xo,..., Xn),
para alguna funcion f,, &2+ Ymedible.

Las siguientes definiciones son ejemplos importantes de un tiempo de paro y a su vez seran

muy importante para el desarrollo central de este trabajo.
Definicion 2.31. Sea B € & un conjunto arbitrario.
= Se define por T al tiempo de primera visita al conjunto B, es decir:

Tp =inf{n >0 : X,, € B},

= Se define por Sp al tiempo del primer regreso al conjunto B, es decir:
Sp=inf{n>1: X,, € B}.
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2.4 Recurrencia y transitoriedad

Por convencion inf ) = co. La iteracion Tg(i), i > 0, es definida por: Tg(0) = Tg, y
Tp(i) =inf{n > Tg(i —1) : X,, € B},

es decir T(i) es el tiempo de la (i + 1)-ésima visita al conjunto B. Se define Sg(i) con i > 1
por: Sp(1) =Spy
Sp(i) = inf{n > Sp(i —1) : X,, € B}.

Entonces los tiempos aleatorios Tp(i) y Sp(i) son tiempos de paro para la cadena de Markov
(Xn).
Definiciéon 2.32. Se define el kernel I(z, A) como:

IB(xPA)::lAmB(xL re B, Acé.

Se definen los kernels Gg, G’5 y Up por

Tp [e'¢)
GB(xVA) = EmE:lA(X%)::E:E%{X%QEAqTBEfn}
n=0 n=0

[e.9]

= > (IpP)"(x, A),

n=0
Sp—1

Gz, A) = Ep Y 1a(Xn) =) Po{X, € A, Sp > n}
n=0

n=0
[eS)

= > (PIg:)"(x,A)

n=0

SB 00
Up(x,A) = E.» 1a(Xp)=)» P(pP)*(x,A), z€E,Acé.
n=1 n=0

Donde Gp(z, A) representa “el valor esperado del nimero de visitas al conjunto A € & desde
un estado inicial x € F sin pasar por el conjunto B € &, terminando cuando se llegue por

primera vez a B".

Y también se tiene

(?BIB(x,A) = Px{Ahb E,A,TB <ZOO}

UBIB(xrA) = Px{XSB €<A,SB <:OO}
La siguiente definicién no es un tiempo de paro, pero sera utilizado més adelante.
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2.4 Recurrencia y transitoriedad

Definicion 2.33. Sea B € & un conjunto arbitrario; se define por Lp como el wltimo tiempo

de salida desde el conjunto B, es decir:
Lp =sup{n >0 : X, € B}.

Lp es definido solo en el conjunto {Tp < oo} = {X,, € B para algin n > 0}. Lg es llamado

el tiempo de vida de {X,,},>0, definido como:
Lg=sup{n>0: X, € E} =inf{n >0 : X4 =A}.
Se definen las siguientes funciones:

hB(x) = ]P)x{TB < OO} = GB(a:,B),
pp(r) = P,{0<Lp < o},
gB(l’) = ]P)m{LB = 0} = 1B($)PI{SB = OO}

hg(z) = Py{X,€B io.}
(donde i.o. significa: ocurre infinidad de veces).

Teorema 2.34. La funcion hp es superarmonica, pg es el potencial con carga gg, h% es
armonica y (pp, hy) es la descomposicion de Riesz de hp. Ademds, hp es la funcion superar-

mdnica h mds pequena que satisface h > 1p.

Demostracion. Ver [6, Teorema 3.4. Pag. 36 |.

Se denotara por B*:
B* ={hg =1}={x€ EF : P,{X, € B io}=1}
Proposicion 2.35. Para todo conjunto B € &:
1. Siempre h > 0 6 el conjunto {x € E : hy(x) = 0} es cerrado.
2. Si B es absorbente entonces pg =0 y hp = hy.
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Demostracion.
(1).Sea F={z € E : h¥(z) =0}y C={zx € E : h¥(z) > 0}.
SizeF

0= h(@) > K () = [ KGdh) > [ Kadphi)

si K(x, F¢) > 0, entonces

i K(z,dy)h (y) >0,

entonces

0=hg(x) > Khig(z) = | Kz, dy)hi (y) >0,
Fc

lo cual no puede ser, por lo tanto F' es cerrado, es decir
K(z,F°)=0, VYx¢€F.

(2). Se sabe que pp = P,{0 < Lp < oo}, como B es absorbente, entonces K(z,B) = 1
para toda x € B, es decir, x nunca sale del conjunto B. Por lo tanto pg = 0.
Por otro lado hy = P,{X,, € B i.0.} = 1, para toda x € B ya que B es absorbente, en
particular la probabilidad de partir de un estado € B, y llegar por primera vez a un estado

y € B en un tiempo finito es 1, es decir, hg = 1. Por lo tanto
5 =hp=1.

2.4.4. Las partes disipativa y conservativa

Aqui se vera que el espacio de estados de una cadena de Markov puede ser separado en dos
partes. La parte disipativa E; que es la unién numerable de conjuntos B;, tal que, la cadena
de Markov es transitoria en cada B;, y la parte conservativa E., donde la cadena de Markov

es recurrente. Kl espacio de estados queda separado en £ = E,. U Ej.
Definicién 2.36. = Un conjunto B € & es llamado transitorio, si:
P.{Lp < 0} =1, Vr € B,

6 equivalentemente, h% = 0 en B.
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2.4 Recurrencia y transitoriedad

= El conjunto B € & es llamado disipativo, si existe una funcion g € ¢, tal que
g>0 1y Gg < oo, en B.
donde G es el kernel potencial.

Si todo el espacio de estados E es transitorio, se dice que la cadena de Markov {X,, }n>0
es transitoria. De la misma manera si E es disipativa entonces toda la cadena de Markov

{Xn}n>0 es disipativa.

Notese que { X, }n>0 es transitoria, si y solo si, el tiempo de vida Lg de { X}, }n>0 es finito.

Definicion 2.37. Un conjunto B € & @-positivo es llamado (p-conservativo, si para todo

conjunto A C B, con A -positivo, se tiene
hyY =1 ¢p—cs.en A

Si todo el espacio E es y-conservativo decimos que la cadena de Markov {X,,},>0 es ¢-

conservativa.

Se puede decir que los conjuntos p-conservativos pueden ser caraterizados como el com-

plemento de todos los conjuntos disipativos y-positivos.

Ahora se enuncia el teorema de la descomposicion Hopf, el cual dice que el espacio de
estados puede ser dividido en dos partes, en la parte disipativa y en la parte conservativa. Este

teorema no se demuestra pero se puede consultar en [6, pag 41].

Teorema 2.38. (Descomposicion de Hopf). Sea ¢ € 4 (&) una medida. El espacio de

estados puede ser dividido en dos partes:
E = Eq(¢) + Ec(e),

donde E4(p) es la parte disipativa y E.(p) es la parte conservativa.
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2.5. Recurrencia

Todo lo visto a lo largo de este Capitulo fue para poder definir los conceptos de recurren-
cia y Harris recurrencia de una cadena de Markov; se veréan sélo los conceptos necesarios para

poder analizar la separacion de estados de la cadena.

Seguiremos denotando a ¢ como la medida de maxima irreducibilidad.
Definiciéon 2.39. Una cadena de Markov irreducible (X,,) es llamada recurrente, si:

= hZ >0y

= h% =1 1-c.s., para todo conjunto B -positivo,

Definicion 2.40. Una cadena de Markov irreducible {X,, },>0 es llamada Harris-recurrente

o Y-recurrente, si:
» h% =1 para todo conjunto B -positivo.

Notemos que si {X,,}n>0 es recurrente entonces también es t)-conservativo. El conjunto
{r € E : P,{X,, € B i.0} = 1} es absorbente para todo B v-positivo; en particular si

{Xn}n>0 es Harris-recurrente entonces P es estocéstica.

Definiciéon 2.41. (conjunto Harris para {X,}n>0). Sea H € & un conjunto absorbente, tal
que la cadena de Markov {X,,},>0 restringida a H es Harris-recurrente, se dice que H es un

conjunto Harris para {X,,},>0.

Teorema 2.42. Si la cadena de Markov {Xy,}n>0 es Harris-recurrente entonces para toda

funcion superarmonica h existe una constante 0 < ¢ < oo tal que h = ¢ -c.s., y h > c.

Demostracion. Supongamos que h € ¢, es superarmonica; sea ¢ = esssup h, 1) — c.s.!

Entonces, para toda ¢ > 0 el conjunto B = {x : h(z) > ¢ — e} es -positivo, es decir,
W(B) > 0.
Por hipétesis se sabe que

h(z) > (¢ —e)lp(z),

Lesssup|h| = inf{c: ¢ >0, |h| < ¢, ¥ —cs.}, |7, pag 70].
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entonces

(:20) @ = (o),

CcC— €

por la minimalidad de hp (Teorema 2.34, pag 55):

1
c—¢

h(z) > hp(z) > 1p(2),

h(z) > (c—e)hp(x) =c—c¢

esto sucede por que hp es la funcién superarmoénica més pequenia que cumple que hg > 1g y

hp = 1 ya que la cadena de Markov es Harris recurrente. Por lo tanto
h > c.
Ahora sea {x : h(x) = ¢ 1 — c.s.}, entonces ¥(A) > 0. Se sabe que
h(z) = cla(x)

entonces

g

Proposicion 2.43. Suponga que la cadena {X,} es recurrente, entonces existe una funcion
armonica h, con h =1 ¢-c.s., h <1, la cual es minima entre las funciones h superarmdonicas

que satisfacen h =1 v-c.s.; h es dada por:
h=hg=h% Y conjunto Harris H € &.

Demostracion. Sea H € & un conjunto Harris; por la Proposicion 2.35 (2), pag 55, hg = h3}
yva que H es absorbente, ademéas por el Teorema 2.34, pag 55 es armoénica.
Si h es alguna funciéon superarmoénica que satisface h = 1 9-c.s. Por el Teorema 2.42, pag 58,
entonces h > 1 en H, una vez mas por el Teorema 2.34, implica que h > h%; > 1y, ademas

77 = 1. Por lo tanto h$; es minima.
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Capitulo

Teoria de Renovacion

En la seccion 3.1 se analizarédn los elementos generales de la teoria de renovacién, tales
como el proceso de conteo de renovacién, la funciéon de renovacion, la ecuacién de renovacion
y algunas propiedades basicas. Posteriormente, de la secciéon 3.2 en adelante se aplicaré esta
teoria para el estudio de kernels irreducibles descritos en el Capitulo 2 y se describiré el método
de regeneracién, que en general habla de cémo la cadena se regenera cada vez que visita a un
conjunto {zo} € &, usando como hipotesis la condicién de minorizacion M (my, 3, s,v), con

mo = 1. La bibliografia principal para este Capitulo fue: [8, Capitulo 3] y |6, Capitulo 4].

3.1. Elementos generales de Teoria de renovaciéon

Supongamos que {Y;;n > 0} es una sucesion de variables aleatorias independientes, las
cuales toman solo valores no negativos, ademas que la sucesion {Y,;n > 1} es idénticamente

distribuida con distribuciéon comun F(z). Y suponemos ademas que

o equivalentemente: para cada n > 1,
P(Y,<0)=0, P¥,=0)<1.

Para n > 0, definimos:
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La sucesion {S,, }nen es llamada sucesion de renovacion. Las cantidades S, son pensadas como
tiempos de ocurrencia y son llamadas tiempos de renovacion 6 épocas; también {S, },en mide

el tiempo total del proceso observado.
Definiciéon 3.1. {S,}nen es llamado Proceso con retraso si
» So=Yy vy
= Yo Z£0
y {Sn}nen es llamado Proceso puro si
m S50=0 y
= Yy=0

F es llamada la distribucion interarrivo, si F' es propia i.e. (F'(00) = 1), entonces el proceso
es llamado Propio. Si F es defectuosa i.e. ( F(oco) < 1), entonces {Sy}nen €s terminante o

transitorio. F(t) es la funcion de distribucion del tiempo de vida.

3.1.1. Proceso de conteo de renovacion

Definicion 3.2. La funcidn de conteo o proceso de conteo de removacion se define como:
oo
N(t) = 1j4(Sn).
n=0
Esta funcion nos proporciona el namero de renovaciones en el intervalo [0, t].

Definicion 3.3. La funcidn de removacion es definida como la esperanza de la funcion de

conteo:

Las ecuaciones de renovaciéon son una herramienta béasica para resolver probabilidades de

interés en teoria de renovacion.
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Si tenemos un proceso puro, entonces la funciéon de renovaciéon queda expresada de la

siguiente manera:

Ut) = E

Z 1[0,t] (Sn)]
n=0

= ZE [1j0,4(Sn)]  (por Teor. de conv. monétona)
n=0

_ i[l.p(sngt)JrO-P(Snét)]

n=0
o0

= Y P(Vi+-+Y, <t)
n=0

o0

= > F™().

n=0
Por otro lado, si tenemos un Proceso con retraso, si Sg = Yy y Yy tiene una distribucion G,

entonces la funcién de renovacién queda expresada como:

Z Lo,y (Sn)]
n=0

= ZE [1j0.4(Sn)]  (por Teor. de conv. monotona)
n=0

V() = E

_ i[l.[p(sngt)+O-P(Sn§f)]

n=0

oo
- ZIP(YOJrYlJr---JrYngt)

n=0

= Y G« Fb)
n=1

= > Py« @
n=1

= GxU(t).

Las siguientes relaciones entre {S, }nen y N(t) seran tutiles para demostrar las propiedades

limite de N(t):
1. {N(t)<n}={S,>t}, n>0,
2. Syw-1 <t <Syw en {N(t) > 1}
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3. {N@{#t)=n}={S-1<t<Sp}, n>1

Teorema 3.4. Supongamos p = E(Y1) = [[SaF(dx) < oo que es la Media del tiempo

Interarrivo.

1. SiP(Yy < 00) =1, entonces,

N(t 1
L — — C.S., Cuando t— o0,
t M

2. Sio?=Var(Y1) < oo, entonces, N(t) es N(ut=t,to?u=3); i.e.,
lim P [(N(t) — tu 1)/ (to? )12 < z] = N(0,1,z).

t—o00

donde N(0,1,z) es la funcion de distribucion normal estindar con media cero y varianza uno
evaluada en x y N(ut=, to?n=3) es la funcion de distribucion normal con media ut=' y var-

ianza to?pu=3.

Demostracion.
(1). Sea S, = Yo+ Y1 + --- + Y, una sucesion de renovacion con Y, i € N v.a.ii.d.
Usando la Ley fuerte de los grandes nimeros tenemos:

1 1 <&
Yo+ =N Y

1
lim —S,, = lim
n—oo N n—oo

como cada limite del lado derecho de la igualdad existe, tenemos

1 1 1 &
lim =S, = lim Yo— + lim —ZYZ-
n—oo n n—oo n n—oo n =1
= W

Observamos que N(t) — oo, cuando n — oo c.s. Entonces,

v o 2y
N(t) N(t)

SN(t) = lim

t—o0 N(t) t—o00 ’
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usando la ley fuerte de los grandes nimeros una vez mas, obtenemos

fm S0 =
t—00 N(t)

W con probabilidad 1.
Por otro lado tenemos que
Sn(t)—1 St < Sy
entonces
SN(t)—l N(t) —1 < t < SN(t)
N(t)—1 N(t) — N(t) — N(t)

cuando t — oo, ambos extremos convergen a p, y por lo tanto
—t = cuando n — oo.

(2). Sea [x] el mayor entero menor que o igual a x.

Usaremos la identidad {N(t) < n} = {S,, >t} y el Teorema de limite central:

i P [(SZ_\/;M) < x] = N(0,1,2).
Tenemos:
-1
[m = x] =P [N(®) < [a(o?tu™)" + 57

llamemos h(t) = [z(o?tu=3)Y2 4+ tu~ 1.
Como {N(t) <n} ={S, >t}

B[Shq > f] = P [Shm —ph(t) t- uh(t)}

ohl/2(t) ohl/2(t)
Llamemos z(t) = [t — uh(t)/ahlﬂ(t)} .
Es suficiente mostrar que h(t) — oo (ya que h(t) juega el papel de n en el Teorema de limite

central) y que z(t) — —x, lo que, por el teorema del limite central implicaria:

Sh(ty — kh(t)

oh172(1) > z(t)| = 1= N(0,1,—2) = N(0,1,z).

Primero veamos qué pasa con h(t); cuando t — oo

lim h(t) = lim [z(c?ty )2 +tp™ Y
t—o0 t—o00
= OQ.
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3.1 Elementos generales de Teoria de renovacion

Ademés h(t) ~ tpu~!, ya que son absolutamente continuas una con respecto a la otra, y cuando

t — oo también tu~!t — oo.

Para ver que z(t) — —z, tenemos:
h(t) = a(e®tu™) 2+t~ + (),

donde |e(t)| < t, y de aqui:

t— plr(o?tp=) 2 4t + (1)
ohl/2(t)
t — px(o?tp=3)Y2 —t — pe(t)
ohl/2(t)
(ot
o(tu-1)1/2
—a(otu™)
(02tp1)1/2

= —xI.

2(t) =

1/2

El término £(t) representa la diferencia en h(t) provocada por poner z en lugar de [x]. También

se utilizo la equivalencia h(t) ~ tu~! para completar la ultima parte de la prueba.

Teorema 3.5. Teorema elemental de Renovacion. Sea p = E[Y1] < co. Entonces

lim —V(t) = lim —U(t) = 1
t—o0 t—oo ¢ u

dado que Yy < 00 c.s.
Demostracion. Del lema de Fatou (ver apéndice) y el Teorema 3.4 (1), implica que:

vt = E [h}ninft_lN(t)}
< liminf F [th)}

t—oo

— liminf S E[N()]

n—oo

= liminf %V(t).

t—o0
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3.1 Elementos generales de Teoria de renovacion

Ahora, sea Y = 0, Y;* = Y AD, S5 =0, S}y = Y{" 4+ --- + Y5, N*(t) = > 220 1pg(Sy) ¥
V*(t) = E(N*(t)). Entonces, S,, > S}, ya que S, es un proceso con retraso y N*(t) > N(t)
ya que elegimos Y;* = y; A b.

Usando la identidad de Wald (ver apéndice), tenemos

N*(t)
ElSy.) = E|)_ Y
=1
= E[Y]]E[N"(t)]

= EIV(Q©)

como

VE(t) = E[N"(t)] = E[N(t)] =V (t).
Por lo tanto

V(t)

lim sup —= lim sup 0
t—o0 t—o0 t
B Pl G O
t—o0 tE[Yl*]
= limsup ! E[S]*V*(t)_l i Yﬁ*(t)]
PP By

1 (t+D)
< U —
= P R
1 s +b
= 1m sup ———
BEIY7] toad
1

E[Yl /\b]

Hagamos que b — oo, sabemos que E[Y]] < oo, entonces, usando el Teorema de convergencia

monodtona se obtiene

lm B Al = E [bh’m (Y1 A b)]
= EM]



3.1 Elementos generales de Teoria de renovacion

Entonces tenemos:

t 1 V(t 1
hmsupL < - Y h’minfﬁ > —.
t—00 t /_,[, t—o0 t M
Por lo tanto
V(t 1
im VO _ 1
t—oo ¢ I

3.1.2. Ecuacion de renovacion

Definiciéon 3.6. Sean F'(t), z(t) y Z(t) funciones definidas para ¢ > 0. Suponga que F(t) y
z(t) son conocidas y Z(t) desconocida. Se dice que Z(t) satisface una ecuacion de renovacion

si cumple la ecuacién integral

t
Z(t) = z(t) + /0 Z(t —y)F(dy).

Expresado de otra manera, la ecuacion de renovacion es la ecuacién convolucion de la forma:
Z=z+F=xZ.

F es una distribucion definida en [0,00). Si F(00) = limg_,o F'(z) = 1, la ecuacion de

renovacion es llamada ecuacion propia.

Ejemplo. Consideremos la funcién de renovacion U (t). Tenemos.
oo
ut) = Y F™(t)
n=0
o
= FU()+ > F™(t)
n=1

= FU)+ Fxy FOU)
n=1

= F™(t)+FxU(t)

y obtenemos la ecuacién de renovacién con Z = U y z = Fo*,

68



3.1 Elementos generales de Teoria de renovacion

A una funcion g se le llama localmente acotada si g es acotada en intervalos finitos.

Lema 3.7. Para una funcion localmente acotada g y una distribucion F', definidas en Ry =

[0,00), entonces F * g es localmente acotada; de hecho

sup |F # g(s)] < [ sup |g<s>|] ().
0<s<t 0<s<t

Demostracion. Definamos ||g|| =: supy<s<; [9(s)], el cual es finito para todo ¢ por hipotesis.

Entonces, para toda s <t,

Fegs) = | /Osg<s—x>F<dx>|
/ Jg(s — )| F(dx)|

< gl / |F(dz)]

lgll#(s) < oc.

IN

IN

Este resultado de obtiene del Corolario 4.12, pag 106.

Teorema 3.8. Supongamos z(t) =0 para t < 0, z localmente acotada y F(0) < 1.

1. Una solucion localmente acotada de la ecuacion de renovacion
t t
Z(t) = z(t) —i—/ Z(t—y)F(dy) es Uxz(t) = / z(t —w)U(du).
0 0
2. No hay otra solucion localmente acotada.

Demostracion.
(1). Primero veamos que U * z es localmente acotada.

Para algtin T' > 0 y utilizando el Lema 3.7, paAg 69 obtenemos:

t
sup |U*z(t)] = sup / z(t —w)U(du)
0<t<T 0<t<T |Jo
< [ sup |z(t)|| U(T) < oo.
0<t<T
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3.1 Elementos generales de Teoria de renovacion

Para verificar que U * z es una solucién, observemos que por la asociatividad de la convoluciéon
Fx(Uxz)=(F=x*U)xz.

Recordando la ecuaciéon de renovacion para U del ejemplo anterior tenemos:
U(t)=F™@t)+ FxU(t),

de donde
U(t) — Fo(t) = Fx U(t).
Entonces
Fx(U=xz) = (FxU)xz
= (U—-F")xz
= Uxz—z
ya que FO* =11 o) ().

Por lo tanto

Uxz=2+4+F=x*(Uxz2)

se concluye que U * z es una solucién de la ecuacién de renovacion.

2). Sean Zl, ZQ dos soluciones localmente acotadas de la ecuacion de renovacién tales que
q
Zi=z+FxZ;, 1=1,2.

Sea H = Zy — Zy. H también es localmente acotada, ademas si hacemos la diferencia de las

dos ecuaciones obtenemos
H = Z1—-7y
= [+ F«xZ1]—[2+F =« Z
= Fx Zl — F % ZQ
= F*[Zl—ZQ]:F*H.

Iterando, para n > 1, obtenemos

H=F"xH.
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3.2 Sucesiones y procesos de renovacion.

Por lo tanto, para T>0, y utilizando una vez mas el Lema 3.7, pidg 69 se obtiene:

t
sup |H(t)] = sup / (Zi(t —y) — Zolt — y)) F™ (dy)
0<t<T 0<t<T |Jo

< sup HO)F™(T)—0
0<t<T

cuando n — oo, puesto que H es localmente acotada y U(T) < oo implica que

F™(t) — 00. De este modo H =0y Z; = Zs.

3.2. Sucesiones y procesos de renovacion.

En esta seccién realizamos un cambio en la notacion, con la finalidad de abarcar un en-
foque mas general. Nos enfocaremos en los elementos necesarios para poder estudiar kernels

irreducibles.

Suponga que X y Y son variables aleatorias no negativas independientes con
PX=k)=a,, PY =k =b,, k=01,...

paran >0

= Y P(X=iY=n—i)
=0

n
= Z a;ibp—i =: pp.
=0

Definicién 3.9. La convolucién de dos sucesiones {ap, }rn>0 y {bn }n>0, denotado como {cy, }rn>0 =

{an}n>0 * {bp}n>0 resulta una nueva sucesion {c, },>o definida como

n
Cp = E aibn,i.
=0
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3.2 Sucesiones y procesos de renovacion.

= La convolucién es una operacién conmutativa

{an}nZO * {bn}nZO = {bn}nzo * {an}nZO

= La convolucién es una operacién asociativa

{an}nz0* ({bn}nz0 * {cn}nz0) = ({an}nz0 * {bn}nz0) * {cn}nz0-
Sea b = {b,, n > 0} una sucesion que satisface
bp=0, 0<b,<x Vn=>0, b, >0 paraalginn > 1.

Se define una sucesion de renovacion puro u = {u,, n > 0}, correspondiente a la

sucesion de incrementos b, como
oo

u= E b,
i=0
Se define una sucesion de renovacion con retraso, si a = {a,, n > 0} es una sucesion

arbitraria no negativa y es tal que

o0

V=a*U=a* E b,

i=0
se dice que a es la sucesion de retraso.
A continuacién se enuncian proposiciones acerca de estas sucesiones de renovacion.

Proposicion 3.10. La sucesion de renovacion w = {u, : n > 0} es la unica sucesion no

negativa que satisface la ecuacion de renovacion
u=20+bx*u.

Donde

§ =" =(1,0,0,...)
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3.2 Sucesiones y procesos de renovacion.

Mads generalmente, la sucesion con retraso v = {v, : n > 0} = a*u es la unica sucesion que
satisface la ecuacion

v=a-+bxu.

Demostracion. Primero veamos que pasa con la sucesion u

) . © .
u:zbz* _ bO*+sz*
i=0 i=1
[e.e]
— bO* + b Z b(i*l)*
i=1
= d+bxu.
Ahora para la sucesion v
©© .
v=a*u = a*Zb”
i=0

= ax (bO* +sz*)
i=1
= ax (b +bx Z pl—1)%)
i=1

= a*bo*—l—a*b*Zb(i_l)*
i=1
= a+bxwv.

Ahora veamos qué pasa en el caso probabilistico.

. 20 . .,
Si le ) = Y n by < 1, entonces la sucesion de renovacion u que le corresponde es proba-

bilistica y se dard una interpretacion igual a como se vio en la primera secciéon de este Capitulo.

Sea t(i), 1 < t(i) < o0, c.8., con i = 1,2, ..., tiempos aleatorios independientes e idéntica-
mente distribuidos, con distribucién comun b. Como notacion se tiene que ¢(1) = ¢, entonces

para toda ¢ > 1, se tiene
w P{t(i) =n}=P{t=n}=b,,n>1
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3.2 Sucesiones y procesos de renovacion.

s P{t(i) = oo} = P{t = 00} = 1 — M\").

Sea T'(0), 0 < T'(0) < oo c.s., tiempos aleatorios, independientes de {t(i) : ¢ > 1}. Se

define a T'(0) como el retraso, con distribucion a = {a,, : n > 0}, es decir
» P{T(0) =n}=ay,, n>0,
[e.e]
» P{T(0) =0} =1- > ay
n=0

Definiciéon 3.11. Sea T'(i), ¢ > 1, definido como

J=0
entonces {T'(i) : ¢ > 0} es llamado proceso de renovacion con distribucion de retraso

a y distribucion de incrementos b.

La sucesion {Y;, : n > 0} definida por
Yo = Lip@)=n para algtm i>1)

es llamado el proceso de incidencia del proceso de renovacion {T'(i) : i > 0}.

Para especificar una distribucién de retraso a, se escribird como P, en lugar de P.

Se puede observar que v, = a * u, = P,{Y,, = 1}; en particular para una sucesiéon de
renovacion sin retraso o puro u, se tiene que u, = Ps{Y,, = 1} y en el caso probabilistico

0 <u, <1 para toda n > 0.

Definicién 3.12. Un proceso de renovacion puro {7'(i) : i > 0} es llamado recurrente si

T(i) < oo c.s. para toda i > 0 y en otro caso es llamado transitorio.
A continuacion se define la funcién generadora de b y u

Definicién 3.13. Se define la funcion generadora de b(r) y @(r) como
/b\(r) = Zr"bn, u(r) = Zr"un, 0<r< o0,
n=1 n=0
donde b(0) = 0 y @(0) = 1.
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3.3 Un atomo para kernels y cadenas de Markov

3.3. Un atomo para kernels y cadenas de Markov

Antes de pasar al esquema general de regeneracion se analizard cuando un kernel o una

cadena de Markov tienen un 4tomo propio, el cual es esencial para la técnica de separacion.

Definicién 3.14. (Atomo propio). Un conjunto no vacio o € & con o # E es llamado un

datomo propio para el kernel K, si
1. K(z,)=K(y, ) paratodo z,y € a, y
2. x — «a para algin z € a.

Si tenemos un atomo propio o € &, entonces para toda funcion f € ¢4, si f es constante
en «, por convencion se escribe f(«) para el valor comun de f(z), € «, y entonces podemos

escribir K («, ), del inciso 1.

Se observa también que si xg es un estado comunicante, es decir, satisface
{JI()} Gg, o — Xg.

entonces {zp} es un atomo propio.

Cuando el kernel K tiene un atomo propio a € &, con el atomo « siempre hay asociada

una sucesion de renovacién, como se vera en la siguiente Proposicion.

Para la demostracion de la siguiente proposiciéon, se necesitara el siguiente Lema.

Lema 3.15. Sean v y § dos elementos de un anillo (una clase no vacia de subconjuntos de &
cerrado bajo uniones y diferencias conjuntistas), entonces para toda n > 1

(Y+8)" = "+ > 4"y oM

m=1

= Y (ke

m=1

Demostracion. Ver |6, Lema 4.1. pag 53|
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3.3 Un atomo para kernels y cadenas de Markov

Proposicion 3.16. Sea v = K(a,-).

1. La sucesion definida por

1 stn =20,

— n —
tn = K70, 0) = { vK" (a) sin>1,

es una sucesion de renovacion. Su sucesion de incrementos b esta determinada por
by = K(Ie K)" o, 0) = v(Ie K)" La), n > 1.
2. Para toda x € E, la sucesion v(x) definida por
v(z) = K"(z,a), n >0,

es una sucesion de renovacion con retraso

donde la sucesion de retraso a(x) esta dada por
an(z) = (Ioe K)"(z, ), n > 0.
3. Para toda A € &, la sucesion w(A) definida por
wp(A) = K" (o, A) = vK™(A), n >0,
tiene una sucesion de renovacion con retraso:
w(A) =uxo(A),
donde la sucesion de retraso o(A) estd dada por
on(A) = K(1qe K)"(a, A) = v(Ip0e K)"(A), n > 0.
Demostracion. Sea v = I, K y § = I, K, entonces

v+6 = InoK+ILK
= (Lne + I)K

= K.
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3.3 Un atomo para kernels y cadenas de Markov

(1) y (2). Por el Lema anterior se tiene que para la sucesion v, (z) = K™(z,a), n > 0:

vn(z) = (v+90)"(z, )

= (IneK)"(z,0) + En: (Ine K)" N K (Ine K + I,K)"™(z, @)

m=1
n
= (IneE)"(m,0) + Y (TIae K)" I K" (2, 00)
m=1
= an(®) + (Tae K) Io K™ (2,0) 4+ -+ + (Ine )" I, K (2, )
= an(x) +ag(@) K™ (o, @) + -+ an_1(2) K (o, )
n
= Z () K" ™ (e, @)
m=0
= a(z) * up,
donde u, = K"(a,a) = Kv,_1(a) y by = K(I,e K)" (o, a) = Ka,—1(a), n > 1. Entonces u
satisface la ecuacién de renovacion u, = & + b * uy, y por la Proposiciéon 3.10, pag 72 es una

sucesion de renovacion.

(3). Una vez mas, por el Lema anterior, se tiene que para la sucesion v, (z) = K" (z, ),

wa(4) = (v+0)"(a,4)

= (Y+9)(v+0)"(a, 4)

= K |(IaeK)"(0, A) + > (Ioe K)™ LK™ ™ (a, A)
m=1
- K [Z(IacK)”IaK”m(a,A)
m=0

= Y K(IeK)"I,K" ™(a, A)

m=0
= ) on(AK" " (a,q)

m=0
= wux*xo,(A),

donde u, = K"(a, ) = wp_1(A) y bp = K(Ine K)" o, a) = 0_1(), n > 1.

7



3.4 Esquema general de regeneracion.

La sucesion definida por u = {K"(a, ) : n > 0} es llamada sucesion de renovacion

embebida, asociada con el dtomo propio «.

Ahora pasemos a un caso particular, este es cuando el kernel K es una probabilidad de
transicion de una cadena de Markov {Xp,},>0, es decir, K = P y P tiene un atomo propio

a€é.

Supongamos que { Xy, },,>0 tiene un estado inicial Xg = « € E. Los tiempos {T (i) : i > 0}
de visitas sucesivas al atomo propio « forman un proceso de renovaciéon que corresponde al
proceso de incidencia Y,, = 14(X,,), n > 0. Su retraso es T,,(0) = T,. La distribucion de retraso
a(z) estd dada por

an(x) =Pp{Ty =n} = (IneP)"(z,a), n>0.

Los incrementos tq (i) = Ty (i) — T (i — 1), ¢ > 1, tienen distribuciéon comun
by = Po{Sq =n} = P(IocP)" Ya,a), n>1.
La sucesion de renovacion sin retraso o puro u es
up, = Po{X, € a} = P"(a,cx), n >0,
la sucesion de renovacion con retraso v(zx) esta dada por
vp(z) =P {X, € a} = P"(z,a) = a(x) x up, n >0 (3.3.1)

La identidad (3.3.1) es llamada descomposicion de la primera entrada de la probabilidad

de transicion P"(x, ).

3.4. Esquema general de regeneracion.

En esta seccién se mostrara que un esquema de regeneracion, se puede adaptar para un

kernel irreducible que satisface la condicion de minorizacion M (mg, 1, s,v), con mg = 1.
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3.4 Esquema general de regeneracion.

Definicién 3.17. (Atomo). Una pareja (s,v), s € 91, v € M (&), es llamado un dtomo si

el kernel K satisface la condicion de minorizacion M (1,1, s,v), es decir,
K>s®u.
que es igual a decir K(x, A) > s(z)v(A),conx e Ey A€ &.
Se dice que s € 4T es accesible desde v € #T(&) si
vK"s >0  paraalgin n > 0.
Teorema 3.18. Sea (s,v) un dtomo, entonces
1. La sucesion u = {u, : n >0} definida por
up =0, up,=vK"ls, n>1,
es una sucesion de renovacion. Su sucesion de incrementos b estd dada por

bo=0, b,=v(K—-sov)" s, n>1.

2. Para todo x € E, la sucesion {K"s(z) : n > 0} es una sucesion de renovacion con

retraso. Su sucesion de retraso a(x) = {an(z) : n > 0} estd dada por
an(r) = (K —s®@v)"s(x), n>0;

es decir,

K"s(x) = a(z) *up, n>0.

3. Para toda A € &, la sucesion {vK"(A) : n > 0} es una sucesion de renovacion con

retraso. Su sucesion de retraso o(A) = {on(A) : n >0} estd dada por
on(A) =v(K —s®v)"(A), n>0;

es decir,

vK"(A) =uxoc(A),, n>0.
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3.4 Esquema general de regeneracion.

4. Paratodon>1,x € E, A€ &

K"z,A)= (K —s@v)"(z,A)+a(z) *u*o(A)p_1.

Demostracion.

(1) y(2).Seay=K—-s®v,y d =s®v, usando el Lema 3.15, tenemos que para toda n > 1:

K" = (y+4)"
n
K'=(K-s®uv)"+ Z(Kfs®u)m_ls®1/K"_m. (3.4.2)
m=1

Si hacemos K"s(z), y reordenamos la suma, obtenemos

K"s(x) = Z (K —s@uv)"s(z)sK" ™ 1y

m=0
n

= Z (K —s®@v)"s(x)up—m

m=0

n
= Z A () Up—im
m=0

= a(z) * up.

De donde b, = v(a,—1) = V(K — s ® v)""!s para toda n > 1. Se sigue que u satisface la

ecuacion de renovacion u = d + b x u y que es una sucesion de renovacion.

(3). Usando (3.4.2)

V(K —s@v)™(A)sK" " 1y

NE

vK"(A) =

3
]
o

I
NE

Om(A)Up—m

(A)n

3
Il
o

Il
IS
*
Q
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3.4 Esquema general de regeneracion.

(4). Por (3.4.2) y (3)
K"(z,A) = (K—-s®v)"(z,A) +Z —s@v)" ls@uK" "™ (z, A)
_ K—sev xA+Z K~ s© )™ 5] WK™ (2, A)
= ( —SQ®U l’A+Z aml U*O’nfm(A)]
(K5 ©0) (@A) + () + u (A,
O

Proposicion 3.19. Suponga que K es un kernel irreducible y que tiene un dtomo (s,v),

entonces

1. El pardmetro de convergencia R del kernel K y de la sucesion de renovacion encajada

u coinciden, y

R =sup{r >0 : u(r) < oo} =sup{r >0 : b(r) < 1}.

2. b(R) < 1.

3. K es: R-recurrente < u(R) = oo < b(R) = 1.

Demostracion. Ver [6, Proposicion 4.7. Pag 60|
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82



Capitulo

Técnica de separacion.

En este capitulo se describe la técnica que permite separar el espacio de estados de una
cadena de Markov. La bibliografia principal para este Capitulo fue: |6, Capitulo 4], [5] y [10,

Capitulo 1]

Supongamos ahora que el kernel K = P, es una probabilidad de transiciéon de una cadena de
Markov irreducible { X, }n>0 y ademas P satisface la condicién de minorizacion M (mg, 1, s, v),
con my = 1, es decir

P>s®uv,
i.e. P(x,A)>s(x)v(A), VreE, Acé.

Sin pérdida de generalidad se puede suponer que v es una medida de probabilidad como se

mencioné en la observacion 2.21 (3), pag 44 y por consecuencia también 0 < s < 1.

Ahora se define un kernel que sera fundamental para la separacion del espacio de estados.

Proposicion 4.1. Sean s,v € ., una funcion y una medida pequena respectivamente y
P(x,A) conxz € E y A € & una probabilidad de transicion de una cadena de Markov, entonces

la funcion @ en (E,&) definida por

Q(z,A) = P(a:,fll)_—s(z;z))v(A)j sis(z) <1

= la(x), st s(x) =1,
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es un kernel subestocdstico.

Demostracion. Primero veamos que para toda = € E fija, Q(z,-) es una medida.

P(z,0) — s(x)v(0)
1—s(x)
0-0
1—s(x)
= 0,

Q(z,0) =

yva que P es un kernel y v es una medida de probabilidad. Sean A; € &, con i € N, entonces

P(xz,UpenAn) — s(z)v(UpenAn)
1—s(x)

> oneo Pz, Ai) — s(x) 302 g v(Ai)
1—s(x)

B 2 P(x, Ay) — s(z)v(4)

N Z 1—s(x)

Q(xa UnGNA'ﬂ«) =

IN

n=0
- Z Q(‘Tv Al)a
n=0

Por lo tanto Q(z,-) es una medida.
Debido al Teorema |7, Pag. 42, (a),(b),(c)], si f y g son funciones medibles y ¢ € R entonces

f+g, fg, f/gy cf también son funciones medibles. Entonces

P(,A) —s()v(4)
1—s()

es una funcién medible.
Cuando s(z) =1 se tiene que

1 six €A,

Q@A) =1a(x) = { 0 siz ¢ A

Por lo tanto Q(z, A) es un kernel subestocéstico.
O

A partir de la expresion del kernel ) podemos ver que la probabilidad de transicion P(x, A)
estd dada por

Pz, A) = s(x)v(A) + (1 — s(2))Q(x, A);
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entonces la probabilidad de transicion se separa en 2 partes. Asi, una probabilidad de transiciéon
que comienza desde un estado inicial x € E, puede ser interpretada en dos etapas. Primero,
la funcion s(x) se comporta como una funciéon Bernoulli. Es decir, se lanza una moneda con
probabilidad de obtener aguila igual a s(z), y sol igual a 1 — s(z). Si se obtiene como resultado
dguila, entonces la cadena de Markov se mueve de acuerdo a la medida de probabilidad v(-);
si se obtiene como resultado sol, entonces se mueve de acuerdo a Q(x,-). Un hecho importante
de esto es que al obtener dguila en el experimento, la transicién se mueve de acuerdo a una
ley de probabilidad v(-), la cual es independiente del estado . Entonces la cadena de Markov
{X,}n>0 tendra asociado un proceso estocastico {Yy,}n>0 {0, 1}-valuado, que representa los
resultados del experimento de obtener sol o dguila respectivamente, a partir del cuél se ob-
tendra una nueva cadena {(X,,Y,) : n > 0} en el espacio de estados E x {0,1} y veremos

que el subconjunto £ x {1} es un atomo propio para la nueva cadena {X,, Y, }n>0.

Para ver lo dicho anteriormente, tomemos una cadena de Markov {X,, },,>0 con respecto a
una historia arbitraria fija {.%, }. Si la probabilidad de transiciéon P no es estocéstica se puede
completar a un kernel estocastico con una extension (Ea,&A) como la descrita en la seccion
2.1.2. También al espacio de probabilidad (£2,.#) hay que anexarle los resultados del experi-

mento del proceso {Y;, }»>0; el espacio resultante es (2 x {0, 1}*>°, . Z®{0, {0}, {1}, {0,1}}¥>).

Para construir la cadena separada se tendra el nuevo espacio de estados E* = E x {0,1},
donde Ag = Ax {0} y Ay = Ax {1}, con A € &. Se denota por &* la o-algebra en E* generada

por los conjuntos A; (A € &,i=0,1). Y por z; = (z,i),i = 0,1 a los elementos de E*.

Si A es una medida en .Z (&), entonces el siguiente paso en esta construccion es la sepa-

racion de la medida A en dos medidas en E x {0} y E' x {1} como sigue:
V() = M) = [ Ade)(1 = s(a)
N(A) = M) = [ Mdn)sta)
A la medida \* € #4(&*) se le llama la separacion de A € #1(&). Como AgUA; = Ay
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4 Técnica de separacion.

Ag N Ay = 0 la separacion esta bien definida.

Sea {Y},}n>0 un proceso estocastico {0, 1}-valuado que depende de la cadena de Markov

(Xn, Zn) a través de las formulas:

P{Xpi1 €AY, =1Z,V.F |} =P{X,11 €AY, =1|X,}

= 5(Xn)v(4), (4.0.1)

P{Xpi1 € A, Y, =01Z, V.ZY |} =P{Xpi1 € A, Y, =0/X,}

= [1 - S(Xn>]Q(Xn7A)
P(X,,A) —s(Xp)v(A)

=[1-s(X
[ S( n)] (1 _ S(Xn)

= P(Xp,A) — s(X,)v(A), (4.0.2)
A € En,n > 0. Por convencion se define ¥, = {0, Q} y v({A}) = 0. Las ecuaciones anteriores

también son equivalentes a las siguientes condiciones
P{X,.1 € Al V.Z) 1} =P{Xn1 € A| X} = P(Xn, A), (4.0.3)
P{Y, = 1%, V.Z) |} = P{Y, = 1|X,} = s(X,), (4.0.4)
IP){AXnJrl € A|Jn \4 yY 15 n - 1} ]P){Xn+1 € A|Yn - 1} - V( ) (4'0'5)

P{XnJrl € A|3—€n 9?1/ 13 Yn = 0} = ]P{XnJrl € A‘Xn§ Y, = O}

=P{X, 41 € A]Y,, =0}

=Q(z, A), (4.0.6)
A € & n > 0. La condicion (4.0.3), nos dice que {X,},>0 es una cadena de Markov con
respecto a la historia (%, V.Z) |) = 0(%,, %) ). La condicién (4.0.4) significa que la prob-
abilidad de obtener 1 en el n-ésimo lanzamiento es igual a s(X,), que es independiente de la
historia previa .%, de la cadena {X,},>0 y de los n — 1 experimentos anteriores. La condi-
cion (4.0.5) nos dice que si en el n-ésimo experimento se obtiene com resultado 1, la siguiente
transicion obedece a la medida de probabilidad v(-) independientemente de la historia pasada

Zy, de la cadena y de los n — 1 experimentos Bernoulli realizados anteriormente. Finalmente
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la condicién (4.0.6) nos dice que si en el n-ésimo experimento se obtiene como resultado 0, la
siguiente transicion obedece a la medida Q(z, -) independientemente de la historia pasada %,

de la cadena y de los n — 1 experimentos Bernoulli realizados anteriormente.

A la cadena de Markov bivariada {X,,Y,, : n > 0} se le llamara la separacion de la

cadena de {X,}n>0.

Ahora se enunciara un Teorema clave de este trabajo, en el cual se hace el enlace entre la

cadena de Markov { X, },,>0 v la nueva cadena {X,, Y, }n>0.

Teorema 4.2. La distribucion de la cadena { X, }n>0 es la distribucion marginal de la cadena

{Xn, Yo >0, esto es, para toda distribucion inicial A € M1 (&) y para toda A € &, tenemos

1
/ A(d[]})Pn(.%"A) = Z/ )\*(dy,z>pn((y’ 7:)7‘40 UAI):
E i=0 7 E

donde P™((y,1), Ao U A1), es la probabilidad de transicion de ir de un estado en x; € &*, con

i=0,1 a un conjunto A = AygU Ajy.

Demostracion. Lo que se quiere demostrar es lo siguiente:
AP"(A) = N*P"(AgU A;). VneN (4.0.7)

Pues integrando sobre el espacio de estados y calculando la distribucién marginal de la cadena

{Xy, Yy }tn>0 se obtiene

1
[ AP a) =3 [ NP0 0 Ay,
E =0/ E”

Probémoslo para el caso n = 1.
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21'1:0 fE* )‘*(dy7 Z)P((ya Z)7 AO U Al)
N OP(.0) A0 UA) + | X (@ DP((:1). 40U Ay)

A (B))Qy, 4) + / AL(E)w(A)

E*

A(dy)(1 - s(1)Q(y A) + /E A(dy)s(y)w(4)

Mdy)(1 = s(y))Q(y, A) + A(dy)s(y)v(A)
Py, A) — s(y)v(4)
1-s(y)

A(dy)[P(y, A) = s(x)v(A)] + Mdy)s(y)v(A)

Ady)(1 = 5(y))

+ Ady)s(y)v(A)

Il
— S S—

I

>
—

u
<

)P(y, A)

[
>
3
=

Suponemos valido para n.
Por demostrar para el caso n + 1.

S0 S N (dy, 1) PP ((y, 1), Ao U Ar)
- /E Ay 0) P (.00, Ao U D) + [ Ny P 1), Ao U )
*)\ (dy,0) /E* P((y,0),dz)P"(z, A) /E A" (dy, 1) / P((y,1),dz)P"(z, A)

N
P /Qy,dzP”zA / / (d2)P"(z, A)

A(dy)(1 - s(y / QUy, d=)P"(z, A) + /E A(dy)s(y) é y(d2)P" (2, A)

/ Ady)(1 — s(y Py, di)_ (( Y (dZ)P"(z,A) + A(dy)s(y)v(dz)P"(z, A)
E s(y)
= /E)\ P(y,dz) — s(y)v(dz)|P"(z, A) + A(dy)s(y)v(dz)P"(z, A)
= Ady)P(y,dz)P"(z, A)
E

Ady)P"(y, A)

| I
S R R It

|

>

)
3
+
—

(4)
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O

Este Teorema es de gran importancia ya que la cadena separada {X,,Y,}n>0 le hereda a la
cadena original {X,,},>0 propiedades importantes con la ventaja de que la cadena separada

ya contiene un atomo.

Teorema 4.3. 1. El proceso estocdstico {Xy,Y, : n > 0} es una cadena de Markov con

respecto a su historia {F, vV .FY : n > 0}.
2. La cadena de Markov {X,,Y, : n >0} es irreducible.

3. El conjunto definido como o = E x {1} es un dtomo propio para la cadena {X,,Y, :

n>0}.
4. La sucesion de removacion
uw =1, wu,=vP" s, n>1,

asociada con el atomo (s,v) del kernel P es también la sucesion de renovacion asociada

con el dtomo propio o de la cadena de Markov {X,, Y, }n>o0.

Demostracion.

(1.) De las formulas (4.0.1 a la 4.0.6) tenemos que

P{X,i1 €dy, Vi1 =1|F,V.Z} = P{X,1 €dy, Vi1 = 1| X, Yo}

_ { v(dy)s(y) siYn =1,
Q(xady)s(y) siY, = 0,

y también

P{X,1 €dy, Vi1 =0|F, vV.Z)}

P{Xni1 € dy, Yoy = 01X, Yn}

{ v(dy)(1—s(y) siY,=1,
Q(xvdy)(l - S(y)) si Y, =0.

De estas condiciones { X, Y, }n>0 es una cadena de Markov con respecto a la historia (%, V

ZY). También se puede observar que las transiciones que comienzan desde a = E x {1} son
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4 Técnica de separacion.

idénticas en distribucion.

(2.) Para mostrar que la cadena separada {X,,Y,}n>0 es irreducible, basta con mostrar

que

P{Y, =1 paraalginn >1|Xg==z,Yy =i} >0

para todo estado inicial (z,7) € E x {0,1} de la cadena separada {X,,, Yy, }n>0.

Sabemos que

entonces

por lo tanto a es p-positivo, ademas « C E x {0, 1}.

Recordemos el Lema 2.12, pag 37, que nos dice que si ¥ es una medida y P < 9, entonces
VG ~ 1.

Supongamos que

Y*(0) = (B x {1}) = 1,(E) = /Ew(dx)s(ac) —o.

Por demostrar que 1/*P(a) =0

w*P(a) = . w*(dxi)P(a:i,a).

Sii=1,

[t [ vams) = [ otansta) [ vianst)
0.
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Sii=0

/*w*(da:,O)P((x,O),a) = | w*(dwao)/EQ(ar,dy)S(y)
= [ oneu®) [ Qs
_ / / W(dz)[P(z, dy) — s(z)v(dy)]s(y)
EJE
- //w(dx)P(:c,dy)—w(da?)s(x)V(dy)S(y)
EJE
0—0

como la cadena {X;,},>0 es irreducible el primer término es 0 y el segundo es 0 por el caso
anterior.

Por lo tanto ¢*P < ¢*.

Por el Lema 2.12 se tiene que ¥*G ~ 1)*.

Es decir, si

P*Gla) = U (day) Gz, o) = . V* (dx;) Z P"(2;,0) =0,
n=0

E*
entonces

V() = I(E) =0,

pero ya probamos que ¥*(a) > 0, entonces

/* Zw(dxi)lf’"(xi,a) > 0,
n=0

por lo tanto

P{Y,, =1 paraalginn > 1| Xo=z,Yy =i} > 0.
Por lo que podemos decir que la cadena separada {X,, Y}, },>0 es irreducible.

(3.) Como dijimos en (1.), todas las transiciones que comienzan en a« = E x {1} son

idénticas en distribucion, es decir, cumplen con

P(l’l,‘) = P(yla) vxlvyl € a.
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Ahora, para mostrar que x; — « para algin x; € « usemos (4.0.3 a la 4.0.6), de donde se

obtiene
PV = 11%0 =2, = 1} = [ ldn)s(o) = [ vlan)Psty)
P{Y=1|Xo=2,Yy=1} = /Eu(dy)Ps(y)
P{Y,=1|Xo=xYy=1} = /Eu(dy)P"—ls(y), Vn>1. (4.0.8)
Por irreducibilidad ¥P" s > 0 para algin n > 1, entonces x1 — « para algin x; € a. Por lo

tanto « es un dtomo propio.

De manera similar se tiene que

WHzﬂ&zm%zwzéQ@@MWZéQm@WWw
anu&zmnzﬂzéQ@@WM)

P{Y,=1|Xo=2,Yy=0} = /EQ(JU, dy)P" 's(y) >0, para algtn n > 1. (4.0.9)
(4.) De (4.0.8) se dedujo que
P{Y, =1|Xo=x,Yy =1} =vP" s,
donde
w=P{Yp=1|Xo=2,Yp=1}=1 y u, = vP" L.

donde u,, es la sucesion de renovacién asociada con el 4tomo propio « de la cadena de Markov

separada {X,, Y, }n>0.

Se denota por P, a la medida de probabilidad definida en la o-algebra o(X,,n > 1 :
Y,,n > 0) correspondiente al estado inicial Yy = 1y Xy = x, donde x es un estado arbitrario,

es decir

Py=Z(Xp,n>1:Y,,n>0Yy=1).
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Para diferenciar se usa el simbolo P para denotar una probabilidad de transiciéon de la

cadena separada {X,,, Y, }n>0 y el simbolo P para una medida de probabilidad, por ejemplo

P, A) = Po{X, € A} =vP" 1(A) = / P"(z,dy)s(y), A€ &éa,n>1,
A

P'(z,a) =P {Y, =1} = E,s(X,,) = P"s(z), z¢€ E,n>0,

1 sin=0,

Pn(a,oz) :[p)a{yn = 1} = Up = { VPn—IS sin>1.

(4.0.10)

Ahora se definen tiempos de paro para la cadena separada {X,,Y,},>0, de una manera
similar al Capitulo 2. T,,, S, que son la primer visita y primer regreso al &tomo propio «, asi

como T, (i) que es la sucesion de retornos a a.

To = T4(0)=inf{n >0 :Y, =1},

Se = inf{n>1:Y, =1},
e inductivamente para i > 1
T,(i) = inf{n >T,(i—1) : Y, =1}.

Entonces la sucesion {7, (7);i > 0} es el proceso de renovacion embebido asociado con el atomo

propio « de la cadena separada. Su distribucion de incrementos b = {b,;n > 1} esta dada por
bp =Po{Ss =n} =v(P —s®v)" s, n>1, (4.0.11)

y la distribucion retraso a(x) = {an(z);n > 0} que corresponde a Xy = z, esta dada por
an(z) =Py {To =n} = (P —s®v)"s(x), n > 0. (4.0.12)

Ahora por el Teorema 3.18 (2), pag 79, cuando K = P puede ser interpretado como la
descomposicion de primera entrada, (también vista en la formula (3.3.1), pag 78), entonces se
tiene

P's(x) = P {Y,=1}
n
= > P{To=m}Po{Yy m =1}
m=0

= a(z)*up, n >0,
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De manera similar se tiene

on(A)=v(P —s®v)"(A)

—Pof{Xpi1 €A, Sy >n+1}, n>0, (4.0.13)

Ly(n) =méx{m : ¥, =1,0<m <n}, n>0.

También se puede interpretar la parte (3) del Teorema 3.18, pag 79, como la dltima salida de
descomposicion, es decir

vP"(A) = P {X, € A}

n—1
= PofLa(n—1)=m, X, € A}
m=0

n—1
= Po{Vin = 1IPo{Xp-m € A, So > 1 —m}
m=0
=u*xo(A)p_1, n>1. (4.0.14)

Y la parte (4) del mismo Teorema como la descomposicion de la primera entrada y ltima

salida

Pz, A) = P,{X, € A}

n—1 n—1
=P {X, € A, To Zn}+ Y Y PufToa=m, La(n —1) =p, X, € A}
m=0p=m
=(P-s®v)"(z,A)+a(z)xuxo(A)p—1, n>1 (4.0.15)
Sea G = GSZ, = Y (P—s®uwv)", entonces por (4.0.10) y (4.0.11)
n=0
Zun = 14+ vGs < oo,
n=0
> by = PofSa < o0} =vGes <1
n=1

Ahora se supondremos que la cadena de Markov {X,},>0 es Harris-recurrente, y de-
mostraremos que la cadena separada {X,,Y,}n>0 es Harris-recurrente; ademas que « es un

Atomo recurrente.
Teorema 4.4. Sea { X, }n>0 una cadena de Markov Harris-recurrente, entonces

1. La cadena separada { Xy, Y, }}n>0 es Harris-Recurrente.
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2. El conjunto o = E x {1} es un dtomo recurrente.

Demostracion.
(1.) Por la definicion de la cadena separada {X,,Y,}n>0, ¥ de que {X,}n>0 es Harris-

recurrente, se sabe que para toda z; € E* = E x {0,1}, A € &, con ¢(A) > 0 se tiene

P..(S4 < o0) = P(z;, A) + P(zi,dy)P,(Sa < o) = 1. (4.0.16)
Ac
Fijemos z; € E* y A € & con (A1) = pIs(A) > 0, entonces existe § > 0y C C A, tal
que ¢(C) >0y s> [enC.

Sea S¢ el instante de la n-ésima visita de la cadena {X,,},>0 al conjunto C'y se define para

n>1
Zn = Ysp lisp<oo}-
Entonces
P.{Z,=1|21,2Z2,.... 21} > B
por (4.0.16)

P..{Sc, < 0} =P, {Z, =1 para algin n} =1,
como la cadena {X,, Y, },>0 es irreducible entonces ¢(C1) = pIs(C) > 0, por lo tanto
P, {Sa, <o} =1.

De manera anéloga P, (S, < o0) = 1 para toda z; € E* y A € & con p(Ap) > 0.

(2.) Se sabe que p*(a) = p(s) > 0, ademas P,,{S4, < oo} =1,con A; € a, z € Ex{0,1}

y ©(A1) > 0y también que la cadena es irreducible, entonces
(2,1) = Ax {1}, V(z1) e Ex{l}=a.

Por lo tanto

P, {Sa < >0} =1,

es decir o es un atomo recurrente.
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Conclusiones

A lo largo de este trabajo vimos el comportamiento de algunas propiedades de las cadenas
de Markov en un espacio de estados discreto, con la finalidad de poder compararlas con una
cadena de Markov definida en un espacio de estados general; donde se lograron ver similitudes

al momento de manipular dichas cadenas con la técnica de separacién.

Por otra parte, pudimos demostrar que es posible aplicar la técnica de separacién, obte-
niendo una cadena bivariada a partir de una cadena definida en un espacio de estados general;
como resultado se observo que la distribuciéon marginal de la cadena separada es idéntica en
distribucién a la cadena original. Por lo tanto, las propiedades de la cadena separada son au-
tomaticanmente heredadas a la cadena original y esto es vilido para toda cadena de Markov
irreducible definida en un espacio de estados general, por ende se cumple para toda cadena

recurrente o Harris-Recurrente.

Finalmente, se logr6 el segundo objetivo; donde usando la teoria de renovaciéon se pudo
contar el nimero de regresos que realiza la cadena separada al 4&tomo y observamos que la

sucesion de renovaciéon para la cadena original es idéntica a la sucesion de la cadena separada.

Esta técnica es muy 1til en la teorfa de probabilidad ya que existen problemas en donde
se puede utilizar esta técnica y resulte mas facil su estudio. Un ejemplo de ello es una prueba

constructiva para la existencia de medidas invariantes; otro més se puede ver en el estudio de
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convergencia de sumas de transiciones de probabilidad |5, Pag. 313-317].
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Apéndice

Teorema de convergencia monotona

Sea {X,, n > 1} una sucesion de variables aleatorias no negativas. Si X,, /' X cuando

n — 00, entonces

E[X,] /" E[X], cuandon — oo.

Demostracion. Primero definamos una sucesion de variables aleatorias {Y}, ,, n > 1} para toda
k, tales que

Yin / Xk, cuando n — oo.

tales sucesiones existen por definicién y consistencia.
Sea

Zp= max Yi,, mn>1.
1<k<n ’

Por construccién y dominaciéon
Yk,n <Zpn<Xp y E[Yk,n] < E[Zn] < E[Xn} (4'0'17)

Cuando n — oo,

X, <lim Z, < lim X,, =X

n—oo n—oo
v haciendo k — o0

X < lim Z, < X,

n—oo
por lo que

lim E[Z,] = E[X] = E[lim Zy), (4.0.18)
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donde la primera igualdad se obtiene por definiciéon (y consistencia) y la segunda por equivalen-
cia [2, Teorema 4.4.(g), Pag 52|, que nos dice que si X,Y son variables aleatorias no negativas
y X =Y, c.s., entonces E[X] = E[Y].

El mismo procedimiento en la desigualdad entre las esperanzas en (4.0.17), nos lleva a

E[X}] < lim E[Z,] < lim E[X,],

n—oo n—oo

y entonces

lim E[X;] < lim E[Z,] < lim E[X,)].

n—oo n—oo n—oo

Combinando la ultima ecuacion con (4.0.18) finalmente mostramos que

lim E[X,] = lim E[Z,] = E[lim Z,] = E[X].

n—oo n—oo n—oo

O
Teorema 4.5. Sean X y Y wvariables aleatorias no negativas y Y < X c.s., entonces
E[Y] < E[X].
Demostracion. Ver |2, Teorema 4.4.(h), pag 52.].
O

Lema de Fatou

1. Si{X,, n> 1} es una sucesion de variables aleatorias no negativas, entonces

E [Hm inf Xn] < liminf E[X].

n—oo n—od

2. Si, Y y Z son variables aleatorias integrables, tal que Y < X,, < Z casi seguramente

para toda n, entonces

E {h’m inf Xn} < liminf F[X,] <limsup F[X,| < FE [h’m sup Xn] .

n—o0 n—o0 n—00 n—0o0
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Demostracion.

(1.) Sea Y,, = infy>,, Xx, n > 1. Donde
Y, = inf X} / liminf X,;, cuando n — oo,
k>n n—oo

el Teorema de convergencia mondtona nos lleva

E[Y,] / Elliminf X,,].

n—oo

Donde, ademas Y,, < X,,, y por el Teorema 4.5, tenemos que

E[Y,] < E[X,], Vn.

(2.) Notemos que
liminf(X, —Y) =liminf X,, - Y y liminf(Z — X,,) = Z — liminf X,,,

n—oo n—oo n—oo n—oo

por lo que (2.) se sigue de (1.) y de la aditividad, donde {X,, =Y, n > 1} y {Z — X,,, n > 1}

son variables aleatorias no negativas.

Teorema de convergencia dominada

Sea {X,, m > 1} una sucesion de variables aleatorias no negativas tales que |X,| < Y,
para toda n, donde E[Y] < oo, y que convergen a una variable aleatoria X, casi seguramente

cuando n — oco. Entonces
E|X, — X| — o cuando n — oo,

en particular,

E[X,] — E[X] cuando n — oc.
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Teorema de convergencia acotada

Sean a(z), x € E ntmeros no negativos que tienen suma finita, y sea {b,(z)}nen una sucesion

dereales, z € Eyn>1, tal que |by(x)| <1,z € Eyn>1,y

lim b,(z) =b(z), x€E.

n—oo

Entonces

FEcuacion de Wald

Sea {X,, n > 1} una sucesion de variables aleatorias no negativas independientes idénti-
camente distribuidas y con esperanza finita. Sea N una variable aleatoria con valores en el

conjunto {1,2,...} con esperanza finita e independiente de la sucesion. Entonces

N
E | Xi| = E[X]E[N].
k=1
Demostracion.
N N
E ZXk =E|E ZXMN”
k=1 =1
pero
E

=1
o
i=1

= nFE[X] (por independencia de X; y N)

N
> Xi/N = n] = E
1=1

= F

donde E[X] = E[X]]
lo cual cumple que

E

N
> X /N] = NE[X]
=1
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entonces

Teorema de las tres series de Kolmogorov

Sea A > 0. Suponga que X1, Xo,... son variables independientes y sea para k > 1,

{ Xj cuando |Xi| < A,
Y, =
0 en otro caso.

Entonces
x

ZXk converge c.s., cuando n — 00,
k=1
si y solo si
1. :ozl P(Xk ;é Yk) = Zil P(‘Xk;’ > A) < oQ;
2. Y12, E[Y}] converge;
3. > ooy var[Yy] < oo.
Demostracion. Ver |2, Teorema 5.5. Pag. 289].

0

Proposicién 4.6. Suponga que X, X1, Xa, ... son variables aleatorias independientes e idén-

ticamente distribuidas, tales que E|X|" < oo para alguna r > 0, y sea
Y, = X I{|X,| <n'/"}, n>1.
Entonces X1, Xo,... yY1,Ys, ... son equivalentes en convergencia

Demostracion Ver |2, Proposicion 1.2. Pag. 267].
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Lema 4.7. Sean 0 < r < 2 y {X;}i>1 v.a.i.i.d. Definimos Y, = X, I{|X,| < n'/"} paran > 1.

Si E]|X|"] < oo, entonces

> Yo >\ var{Yy]
Zf”[nlﬁ]‘z}l UL

Demostracion. Ver |2, Lema 6.1, pag. 294].
g

Lema 4.8. Si {X;}i>1 son v.a., sea a9 = 0, y sea {an}n>1, una sucesion creciente a infinito
de numeros positivos. Entonces

X 1 &
Z 2k converge c.s. = — ZXk — 0 cuando n — oo
1 %k n 1

Demostracion. Ver |2, Lema 5.1. Pag. 284].

O
Lema 4.9. Suponga que a, € R, n > 1. Si a, — a cuando n — oo, entonces
1 n
— Z ap — a, cuando n — oo.
" k=1
Demostracion. Ver |2, Lema A.6.1, pag 564].
O

Lema 4.10. (Lema de Kronecker). Supongamos que {X,}n>1 es una sucesion de variables
aleatorias, sea ag = 0 y {an}nzl una sucesion creciente a +0o de niumeros positivos. Entonces
St

oo X, 1 n

Z — converge c.s. = — ZXk — 0, c¢.s., cuandon — oo.

ag Qp
k=1 k=1
Demostracion. Ver |2, Lema de Kronecker, pag. 284].

g

Teorema 4.11. (Criterio de convergencia de Kolmogorov). Sean X1, Xo, ... variables aleato-

rias con sumas parciales Sp, n > 1. Entonces

Z Var X;, <oo = Z(X” — E[X,)]) converge c.s.
n=1 n=1
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Demostracion. Ver |2, Teorema 5.2. Pag. 2806|

Ley fuerte de los grandes numeros

Sea {X,, n > 1} una sucesiéon de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-

tribuidas. Si estas variables tienen media finita u, entonces

, Xi+Xo+---+ X,
lim =U

n—oo n

Demostracion. Sea

X, st | Xn] <mn,

— <n}=
Yo Xn[{|Xn| _n} { 0 en otro caso.

Entonces por la Proposicion 4.6, pag. 103, X1, Xo,...y Y7,Y5,... son equivalentes en conver-

gencia, es decir ) 7 P(X,, #Y},) < co. Entonces
o
>r|
n=1

pues debido al Teorema de las tres series de Kolmogorov (1.) es convergente (con A = 1).

X
- >1}<oo,
n

Ahora, por el Lema 4.7 (con r = 1) se tiene que
oo
Y,
Z var [n] < 00,
n
n=1
tal que la tercera suma en el Teorema de las tres series de Kolmogorov es convergente. Por el
Teorema 4.11, pag 104 se tiene que

i Y, — E[Y,)]

converge c.s.,

n=1

tal que por el Lema 4.8, se tiene

Finalmente,
ElY,) = E[ X, I{|X,| <n}] = E[XI{|X| <n}] — E[X]=p cuando n — oo,
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4 Técnica de separacion.

tal que por el Lema 4.9 se tiene que

1 n
— E E[Yy] — p cuando n — oo,
n

k=1

lo cual implica que

1
— g Yy — p c.s. cuando n — oo.
n

k=1

debido a la equivalencia en convergencia, el Teorema queda demostrado.

O
Corolario 4.12. Sea I =: [a,b] y sea f : I — R integrable en I, entonces, la funcion valor
absoluto |f| es integrable en I, y
b b
[ 1= [in<xo-a.
a a
donde |f(x)] < K para toda x € I.
Demostracion. Ver [1, Corolario 7.2.6 (a), pag. 271|
O

Proposicion 4.13. Sea:

1/} = f: 27(n+1)§5kn?

n=0
donde p es una medida de probabilidad equivalente a ¢ vy K es un kernel subestocdstico equiv-

alente a K. Entonces 1 es una medida finita que cumple ¢ < VK.

Demostracion. Primero veamos que 9 es una medida. Sabemos que K(z,-), para toda

z € F es una medida,

o0

@ Z n+1 @)

o0

= > 2 "+1/ (dz) K™ (z, 0)

n=0
= (]’
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ya que K"(z,0) = 0.
Ahora, sea A; € &, i € N, con A; N A; =10, i # j, entonces

[e.e]

P(UZeA) = Y 2 TUEK™(URA)

n=0
= 22 (”H)/ (dx) K™ (x, U0 A;)
- 22-<n+1> /. Zadx)f?“(x,Ai)

= ZZQ "H/ dz)K™(z, A;) (por Teo. conver. monétona)

n=0 =0
= Z@z}(A
=0

La medida v es finita ya que cada término de v es menor a 1.

Ahora, sea K un kernel subestocastico equivalente al kernel K. Si ¢(A) =0,
vR() = [ vk

_ /E [Zg n+1>gpm] (dz) K (z, A)

n=0
_ = —(n+1) ~ Ton ~ 1 "
/E > / F(dy) B (y, dr) Rz, A)

= 22 (n+1) / (dy) K" (y, A)  (por Teo. Conv. monétona)

= ()7

por lo tanto YK < 1.
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