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Resumen Abstract

Este trabajo es una primera aproximacion This work is a first approach to the study
al estudio de los mapeos de las Series deyt mapnings Time Series in Fractals, for this

Tiempo en Fractales, para ello se construye,, o piild the Sierpinsky pentagon, mathemati-
el pentago de Sierpinsky herramienta que jun- . 10| that along with the rate of Dorian sug-

to con el indice de Dorian, sugieren una ca- gast 5 unique characterization of the series.

racterizacion Unica de la serie. Los resultados Significant results of mapping different series

mas significativos de mapear diferentes series,, i inear trend, quadratic, exponential, tem-

con tendencia lineal, cuadratica, exponenmal,poral series and noise processes of the type

temporales y procesos de ruido del tipcf 4, 1/9, are presented.

son presentados.

Palabras clave:Series de Tiempo, Sistema Itera- Keywords: Time Series, Iterated System Func-
do de Funciones, Movimiento Browniano, Juego tion, Brownian Motion, Chaos Game, Fractals.
del Caos, Fractales.






En elTimeq Platon dice que el tiempo esta huyendo siempre y que su ser fugitivo es una
imagen de la eternidad. Quiere decir, supongo, que el tiempo es una imagen en movimiento,
una marioneta manipulada por un ser eterno que es inmune a la muerte.

Guillermo FadanelliLas horas Muertas
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Introduccion

Mathematics, rightly viewed, posseses not only truth, but supreme beauty -a
beauty cold and austere-, like that of sculpture

Bertrand Russell.

En lo pasado esta la historia del futuro, el pasado es historia, el futuro es fantasia y el pre-
sente es tan so6lo un instante. Resulta impensable que algunas de las civilizaciones del mundo
antiguo no se hayan detenido a tratar de predecir el futuro, o que, no se hayan detenido a
recabar informacion del pasado para proyectarla; pero parece que no fue asi. Para muchas de
las antiguas civilizaciones, el futuro dependia de la voluntad de los Dioses.

Desde los tiempos mas remotos, la humanidad ha observado los cielos y ha tratado de en-
tender y desentrafar sus reconditos secretos. La cultura Maya en el Sur-Sureste de la Republi-
ca Mexicana perfecciond la astronomia, al grado de determinar la duracion del afio tropical,
de crear las tablas de eclipses y de idear una formula para ajustar el calendario, mas exacta
que la usada en la actualidad, con el fin de conocer el futuro. La mayoria de las culturas, en su
momento, han emprendido el estudio del universo y acumulado gran cantidad de informacion
a fin de proyectarla y de predecir algunos fenbmenos. También han logrado deducir una serie
de conocimientos muchas veces empiricos, que les permite formarse una concepcion de di-
cho universo, logrando una manera peculiar de enfocar el estudio de los fendbmenos naturales
y sociales.

En un mundo globalizado como el que vivimos hoy en dia, la incertidumbre ante el futuro
y lo desconocido se hace cada vez mas frecuente. Para reducir el grado de incertidumbre se
recurre a la elaboracion de previsiones para anticipar la evolucion de algun fendbmeno, dichas
previsiones en ocasiones suelen estar basadas en lo que ha ocurrido en el pasado; es decir, se
infiere sobre alguna variable basandose en sucesos pretéritos. Una sucesion de observaciones

VIl



VI INTRODUCCION

ordenadas en el tiempo es lo que se conoce com&eria de Tiemp{ST). El disponer, en
el presente, de un conocimiento sobre el futuro, aunque sea de forma aproximada, facilita la
toma de decisiones.

La agrupacion de todas estas técnicas para la prevision de fenomenos de diversa indole se
le conoce como éhnalisis de las Series de Tiemgexisten dos enfoques para dicho analisis,
el enfoque dsico del Adlisis de las Series de Tiempoel enfoque est@stico del Adli-
sis de las Series de Tiemg®l primero de ellos considera a las Series de Tiempo afectadas
por perturbaciones de caracter aleatorio atribuido a errores de medicion y no se le considera
como parte preponderante de la variable. El segundo considera el comportamiento aleatorio,
impredecible y desconocido de las variables que dan lugar a la Serie de Tiempo. Dado que se
trabaja con variables del tipo aleatorio, el modelo natural para representarlas es la teoria de
los Procesos Estocasticos.

Ambos enfoques buscan el conocimiento y entendimiento de la variable que da lugar a la
serie, para proveer al investigador de las bases y herramientas necesarias para las posteriores
tomas de decisiones generalmente relacionadas con el comportamiento futuro del fenébmeno
en cuestion. Las Series de Tiempo se encuentran presentes practicamente en todas las disci-
plinas; podemos citar ejemplos en la economia, finanzas, ingenieria, astronomia, entre otras.

El objetivo principal del estudio de las Series de Tiempo es la descripcion y el analisis de
la dinamica que gobierna una sucesion de eventos aleatorios, buscar patrones temporales que
expliquen el comportamiento de la serie a través del tiempo.

Expresado todo lo anterior, el objetivo del presente trabajo es el siguiente:

Objetivo. Desarrollar una herramienta matematica que caracterice los datos de una serie de
tiempo a través de su mapeo fractal.

Hipotesis. Es posible describir las estructuras subyacentes a las series temporales a través
de su mapeo fractal.

Para ello, en el Capitulo Las Series de Tiempee presentan las bases y la teoria nece-
saria sobre la cual construiremos el modelo que engloba el analisis de las Series de Tiempo,
expresaremos los conceptos de la Teoria de Probabilidad, haremos el vinculo con los Proce-



sos Estocasticos y definiremos a una Serie de Tiempo comauader Estocastico.

En el Capitulo 2, se definiran algunos conceptos de la Geometria Fractal, se hara una
descripcion del analisis fractal, de los tipos de dimension que existen, la estructura y la cons-
truccion de los fractales. Es también en este capitulo donde se muestran fractales en el plano
complejo, y al final se muestran las propiedades del Movimiento Browniano (MB), y se des-
cribe una Serie de Tiempo Fractal como un Movimiento Browniano Fraccionario (MBF).

En el Capitulo 3, para cumplir con el objetivo de la tesis, desarrollaremos una herramien-
ta basada en el algoritmo daélego del Caogropuesto por Barnsley en 1988. A través de
dicho algoritmo seremos capaces de construir el Pentagono de Sierpinsky, herramienta que
nos permitira el mapeo de las Series de Tiempo.

En el Capitulo 4, se presentaran los resultados mas relevantes encontrados al Mapear
diversas Series de Tiempo en la herramienta matematica propuesta, y de esta manera se
dara respuesta a nuestra hipotesis.

Finalmente se redactaran las conclusiones mas relevantes del trabajo. Se incluye, al final,
un Anexo con algunos conceptos de Probabilidad y Sistemas Dinamicos. El Anexo 2 incluye
el codigo del programa desarrollado, que a lo largo de este trabajo fueron presentados para dar
un caracter mas dinamico y visual a los resultados presentados, los cuales se ponen a dispo-
sicion del lector; el programa que permitd el mapeo de las Series de Tiempo fue desarrollado
en el lenguaje de programacion “C”, utilizando la libreria de programacion “OpenGL”".

Mayo del 2009
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Capitulo 1

Las Series de Tiempo

En este capitulo, se presenta el objeto de estudio asi como algunas herramientas teoricas
y conceptuales que han sido construidas para estudiar diversos fendmenos a partir de un con-
junto de mediciones realizadas a través del tiempo. Se definen a las Series de Tiempo, que
dentro de los objetivos del analisis se encuentran el conocimiento del comportamiento global
del fenbmeno que da lugar a la serie y el realizar pronésticos del comportaminto de la serie
para la toma de decisiones. Se justifica el proposito de estudiarlas, las bondades de utilizar
un enfoque estocastico y su relacion con los conceptos de Caos y Entropia. De esta forma, se
plantean las necesidades de nuevas herramientas conceptuales e instrumentales que posibili-
ten la deteccion de relaciones y componentes no lineales y eviten el marco reduccionista de
la informacion autocontenida.

1.1. Teona de la Probabilidad

Comencemos donde todo tiene su origen, con una cita del artinulthe Wonderful
World of Random Walksscrito por E. W. Montroll y M. F. Shlesinger.

Since traveling was onerous (and expensive), and eating, and hunting, wenching
generally did not fill the 17th century gentleman’s day, two possibilities remained
to occupy the empty hours, praying and gambling; many prefered the.latter

La teoria de la probabilidad y de los procesos estocasticos nace de los juegos de apuestas,
las personas siempre se han obsesionado con los juegos de apuestas y de azar, pero fue solo
a través del pensamiento de la llustracion que el resultado de un juego de azar dejo de ser
visto como una decision divina, y se convirtib en un pensamiendo docil al raciocinio y a la



2 CAPITULO 1. LAS SERIES DE TIEMPO

especulacion. Uno de los caballeros del Siglo XVII, llamado Chevaliere de Mérg, realizé una
pregunta, relacionada con las probabilidades de los juegos de azar, a Pascal (1623-1662).
El subsiguiente intercambio de correspondencia entre Blaise Pascal y Pierre Fermat (1601-
1665) daria inicio a léeoria de la probabilidad.

El primer libro en teoria de probabilidad fue escrito por Christian Huygens (1629-1695),
en 1657, bajo el titulo dBe Ratiocioniis in Ludo AleagSobre las relaciones en los juegos de
dados). El primer tratado sobre la teoria de probabilidad en el sentido moderno fue publicado
por Jacob Bernoulli en su librArs Conjectand{El arte de hacer conjeturas) publicado en
1713.

Fue hasta 1933, que el matematico soviético Andréi Kolmogorov propuso un sistema de
axiomas para la teoria de la probabilidad, basado en la teoria de conjuntos y en la teoria
de la medida, desarrollada pocos afnos antes por Lebesgue, Borel y Frechet. Esta aproxima-
cion axiomatica, que generaliza el marco clasico de la probabilidad, permitio la rigorizacion
de muchos argumentos ya utilizados, asi como el estudio de problemas fuera de los marcos
clasicos.

El modelo matematico basico de la teoria de la probabilidad es el llagspaaio de pro-
babilidad que consta de una terna ordené@a.#, P) en donde es un conjunto arbitrario
no vacio que convenientemente puede ser interpretado como el conjunto de todos los posibles
resultados de un experimento aleatorio. Al conjuRtse le llama espacio muestral y un ele-
mento tipico de &l se denota por El segundo elemento es una coleccion no vacigr die
subconjuntos d€, llamadaoc-algebra, que es cerrada bajo las operaciones de complemen-
tos y uniones numerables. A los elementos#esubconjuntos d€, se les llamaventos
o conjuntos mediblegrinalmente, el tercer elemento es una fundnZ — [0, 1], llama-
da medida de probabilidad, que cumple con los axiomas de A. Kolmogorov establecidos en
1933, los cuales son:

= P(Q)=1

= P(A) > 0 para cualquieA en.#

= P eso —aditiva, es decir sA1, Ay, ... €s una sucesion de eventos disjuntos dos a dos,
entonces:
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El numeroP(A) es la probabilidad que presenta el evefttouando se realiza el expe-
rimento aleatorio. A la parej&Q,.#) se le llama espacio medible. En particularZ&iR )
denota lao-algebra mas pequefia que contiene a todos los intervalos abieftpgd®nces
se tiene el espacio medib|&, Z(R)). A los elementos de la-algebraz(R) se les llama
Borelianoso Conjuntos Borel Medibles [1].

Definicion 1 . (Variable Aleatoria). Una variable aleatoria es una fuanidefinida sobre el
espacio muestra que asigna valores del conjun®de todos los ameros reales.

La siguiente figura muestra una representacion grafica de una variable al¥atpria
asigna un element@ € Q un nimero reak (w) € R.

Q
w

Figura 1.1: Una variable aleatoriX como funcion definida sobre el espacio muesfzajue toma
valores erR

En este caso tambien se dice que X esfunaion mediblgQ,.#) — (R, #(R)), 0 sim-
plemente que e¥ -medible. Mediante una de estas funciones es posible plantear que cuando
“el azar escoge”, elementos fe escoge un namero real.

El espacio medibléR, Z(R)) puede convertirse en un espacio de probabilidad con la
ayuda de una variable aleatoKale la siguiente manera: para cada conjunto BoreliZrse
define una funciom (B) = P(X~1B), que resulta una medida de probabilidad soB(®R).



4 CAPITULO 1. LAS SERIES DE TIEMPO

Se llama distribucion d&, y encierra en ella toda la informacion probabilisticaXdeDe
manera equivalente, se estudia la funcion de distribuciof diefinida porF (x) = P(X < x)
para cualquiex € R.

Dado que se trabaja con series asociadas a fenbmenos no deterministas, suponemos que
cada observacior es el valor obtenido de una cierta variable aleat®idefinida en un
espacio de probabilidad,.#,P). La Serie de Tiempo es la realizacion de una familia de
variables aleatoriagX;,t € T}, de donde podemos observar la impredecible naturaleza del
fendbmeno. La realizacion emade todo el conjunto de posibles secuencias o resultados del
proceso; si el fenomeno se pudiera repetir, se obtendrian resultados distintos.

Para poder comprender lo que es un proceso estocastico consideréfaps)aina fun-
cion de dos argumentos, dondees una variable aleatoria definida en un espacio de proba-
bilidad (Q,.#,P), y el parametrd € T continuo. Para cada valor de t, la funcibfw,t) es
s6lo una funcién dev, por consiguiente, una variable aleatoria; para cada valor fifo, d&
funcion f (w,t) depende solo de t y es una funcion de una variable real, funcion que recibe
el nombre de realizacion del proceso estocastico. A través de este modelo se pretende repre-
sentar la evolucion aleatoria de un sistema a lo largo del tiempo, siendo entonces la funcion
aleatoriaf (w,t) de cuyo analisis se deriva el conceptdRiteceso Esta&stica

Definicion 2 . (Proceso Esta&stico) Un proceso estéstico es una familia de variables
aleatorias X;t € T definida sobre un espacio de probabiliddel, .#, P).

Los procesos estocasticos son una generalizacion de la variables aleatorias cuando se ma-
nifiestan como funcion de un parametro real. El proceso estocastico puede verse como una
variable aleatoria cuando se fija el valor del paramggr@ntonces denotamos el proceso
por X, (e) y se denomina estado del proceso estocastico. Cuando en un proceso estocasti-
co se especifica el resultadg de la variable aleatoria, el proceso estocastico se convierte
enX.(wy) y se denominaealizacibn del proceso o trayectoria del procedsste concepto
es el motivo por el cual se utilizan los procesos estocasticos para modelar las series de tiempo.

Se dice que el proceso es a tiempo discreto en caso de que el conjunto de parametros
sea un conjunto discreto, es deti= {0,1,2,...} en un conjunto discreto. Se dice que el
proceso es a tiempo continuo cuando el conjunto de parametros consiste en un subintervalo
de los nUmeros reales, por ejemple= (a,b), consideraremos procesos donde las variables
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aleatorias toman valores reales.

Una caracteristica importante que cumplen algunos procesos es la de tener incremen-
tos independientes. Esta propiedad la usaremos mas adelante y puede escribirse de la si-
guiente forma: para cualquier tiempo=0ty < t; <ty < ... < t, las variables incremento
Xios - - X, — %, SON independientes; es decir, la funcion de distribucion conjunta de todas
ellas coincide con el producto de las funciones de distribucion individuales.

A continuacion mencionaremos procesos que también son de reconocida importancia: Un
proceso estocasticg es deMarkov (Markov,1906) si para cada9s<ty A< #(R) con
probabilidad uno se cumple que:

P(X € Al.7|) = P(% € AlXs) (1.1)

Esta igualdad establece que el estado del proceso al tiempo futtses independiente
del pasado (tiempos antes gjecuando el estado del proceso al tiengms conocido. Esta
propiedad es equivalente a la que exhiben los sistemas dinamicos deterministas, cuya evolu-
cion queda perfectamente determinada una vez que se establece la ley de movimiento y un
estado inicial del sistema, no influyendo lo que ha sucedido antes del estado inicial.

Otro proceso estocastico de interés es el conocido con el nomhbrartiagala Un pro-
cesoX; es unamartingalasi es adaptado, integrable y para&® < t, con probabilidad uno
se cumple:

E(%|-Z)) = Xs (1.2)

Las martingalas son procesos que estan relacionados con los juegos justaepse-
senta la fortuna de un jugador que apuesta continuamente, entonces la igualdad anterior se
interpreta del siguiente modo. En promedio, la fortuna del jugador al tierdpda toda la
historia del juego hasta el tiemga< t es la fortuna del jugador al tiemgpes decir, el juego
es justo pues el jugador en promedio no pierde ni gana. Para mas ejemplos de procesos es-
tocasticos se puede consultar a Karlin y Taylor en [2].
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1.2. ¢Que son las Series de Tiempo?

De acuerdo con Brockwell y Davis, urgerie de Tiempo Estéastica(STE) es la rea-
lizacion observada de uproceso estoastico con espacio de estad6x el cual puede ser
discreto o continuo y espacio parameétricgsiempre discreto.

El primer paso para el analisis de las Series de Tiempo es la seleccion adecuada del tipo
de modelo (ya sea cuantitativo o cualitativo) que ha de emplearse para analizar los datos.
Esta eleccion esta relacionada con la idea de prediccion de las realizaciones futuras, lo que
conlleva una ilusion que ha permeado la manera de hacer ciencia en el siglo pasado pero que
permanece en la actualidagstabilidad, uniformidad y regularidad

Para accesar a la posibilidad impredecible de observaciones futuras, es natural supo-
ner que cada observaciénes un valor de una variable aleatoXa La Serie de Tiempo
{%,t € To} es una realizacion de la familia de variables aleatofjasc Tp. Estas conside-
raciones sugieren modelar los datos como una realizacion (o parte de una realizacion) de un
proceso estocasticq,t € T dondeT D Tg [3].

El conjunto indiceT, sobre el cual se desarrolla el proceso estocastico para los fines del
analisis de las Series de Tiempo, se considera como un subconjunto de los nUmero enteros;
sin embargo, en una definicibn mas general de un proceso estocastico, se permite total liber-
tad sobre el conjunto indiCE; Unicamente se pide que sea distinto del conjunto vacio.

Podemos definir a una Serie de Tiempo como “un conjunto de observagipmaslia
una registrada en un periodo especifico de tietmpserie es discreta si el conjunigde
tiempo en la cual las observaciones estan hechas es un conjunto numerable, y es continua si
es obtenida cuando las observaciones estan registradas de manera continua sobre un intervalo
de tiempo no numerable. Podemos dividir las Series de Tiempo en Discretas y Continuas.
Definiremos la notacior(t) en lugar dex si deseamos indicar especificamente que las ob-
servaciones estan hechas de manera continua’[4].

Podemos ahora dar una notacion paraSases de Tiempde la siguiente manergg }
y sus variables aleatorias ser@anxp,Xs, ... Asi, el valor dex; representa l&ésimaobser-
vacion, es decir el valor que tendra la serie de tiempo en el instaSfees conocido, es
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constante; si no, esriable aleatoria.

Las Series de Tiempo se consideraran integradas por una parte deterministica y una de
caracter aleatorio, carente de regularidad y en consecuencia dificil de conocer su patron de
comportamiento. La parte determinista esta conformada pentienciay variacion esta-
cional. De esta forma podemos escribir el modelo para la Serie de Ti¢ragos T, C Z}
mediante la realizacion de un proceso estocasticte la forma:

X =X(m, s, %) (1.3)

dondem es la componente de tendeng@aes la componente estacionalida compo-
nente aleatoria.

Lo anterior es conocido como el modaltasico-estoéstico por ser el resultado de la
combinacion de los modelos usados en la literatura, el enfoque clasico y el enfoque estocasti-
co. El primero de ellos supone a la Serie de Tiempo formada por tendencia, variacion esta-
cional, ciclos y fluctuacion aleatoria; mientras que el segundo de ellos supone los mismos
excepto el ciclo; en este enfoque se presta atencion en analizar el componente aleatorio de
la serie y no se consideran los otros. A continuacion se observa un ejemplo de una Serie de
Tiempo:

Porcentaje
w
|
T

1 1 1 1 1 1 1 1 1
2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009
Ano
Figura 1.2: Tasa de Desempleo a Nivel Nacional. Enero de cada afio. Fuente: Instituto Nacional de
Estadistica y Geografia (INEGI).
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1.2.1. Componentes de informaéin

Con la finalidad de comprender las ST y el modelo clasico-estocastico, consideramos el
comportamiento de una ST como el resultado de la integracion de uno o mas de los siguientes
componentes:

= Tendencia Se llama tendencia al movimiento suave y regular de la Serie de Tiempo
a largo plazo, y suele detectarse a simple vista o mediante una prueba estadistica. La
tendencia es posible detectarla, si a largo plazo la serie adopta una marcha persistente,
ya sea de crecimiento, decrecimiento o estabilidad, aunque se necesita un horizonte
bastante amplio. La tendencia es un componente sustancial. La eliminacion puede ha-
cerse a travées de una transformacion (puede ser logaritmica, reciproca o raiz cuadrada),
de diferencias ordinarias o de diferencias finitas.

= Variacion Estacional La variacion estacional, en ocasiones puede no existir, y ocurre
cuando se observa un patrbn sistematico o comportamiento que se repite en periodos
menores o iguales a un aflo. Generalmente, es a través de la representacion grafica de
la serie cuando es factible determinar si esta o no presente. Puede intentarse eliminar a
través de diferencias estacionales.

= Ciclo. El ciclo corresponde a repeticiones con longitud mayor a un afo. Es dificil
observarlo puesto que requiere de largos periodos de tiempo. El ciclo debe de ser con-
siderado, si es que se percibe. En ocasiones es imposible notar su ocurrencia.

= Fluctuacion Aleatoria. Las Series de Tiempo reales, siempre contendran un conjunto
de variaciones irregulares que representan el resultado de los llamados choques o gol-
pes aleatorios. Estas fluctuaciones agrupan todo aquello que el modelo matematico no
puede explicar. Para que un modelo sea adecuado, las fluctuaciones aleatorias deben
ser estadisticamente insignificantes. Es debido a este comportamiento que el modelo
utilizado para el analisis de las Series de Tiempo se apoya en la teoria de los procesos
estocasticos, pues asi respeta la naturaleza aleatoria de las observaciones [4].

En una Serie de Tiempo no es necesario observar todos los componentes anteriores; sin
embargo, el componente de Fluctuacion Aleatoria debera estas siempre presente, pues se
esta trabajando con Series de Tiempo que no son deterministas, sino que estan siendo afecta-
das por alguna perturbacion de caracter aleatorio.
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1.2.2. Tipo de integracbn y proposito de estudiarlas

En la seccion anterior se describieron las componentes principales que integran el modelo
clasico-estocastico de las Series de Tiempo; sin embargo, la manera en la que se integran es
de caracter funcional, es decir a través de una funtidhse puede adoptar miltiples formas,
de acuerdo a cada funcidn El modelo clasico-estocastico se convierte en el siguiente:

X = f(m,s, %) (1.4)

dondef es cualquier funcionm es la componente de tendendiages la componente
estacional &; la componente aleatoria.

Los tipos de integracion que se utilizan para las componentes de la serie, son:

Integracon Aditiva: X; = f(m, s, Y1) =m+s + Y
Integracion Multiplicativa: X = f(m, s, Y) = m x s X Y

La integracion aditiva se utiliza cuando la variabilidad de la serie no muestra demasiados
cambios, y se espera que continte de esa manera a lo largo del tiempo. Mientras que la in-
tegracion multiplicativa resulta adecuada cuando la serie presenta cambios notables a través
del tiempo. Cuando el modelo de la serie suponga la integracion multiplicativa, es posible
transformarla a una integracion aditiva mediante transformaciones logaritmicas.

El proposito de estudiar las Series de Tiempo es poder describir el proceso teorico que
subyace a la Serie de Tiempo, en forma de un modelo matematico que tenga propiedades
similares al proceso real y que represente a los datos (G. Videgaray, 2000).

Una vez escogido el modelo (o una familia de modelos) es posible estimar parametros,
comprobar el ajuste a los datos y utilizar el que mejor se ajuste a éstos, con el fin de mejorar
nuestro entendimiento del fenbmeno. De acuerdo a su objetivo o finalidad, existen modelos
descriptivos, explicativos, de pronostico, de optimizacion y de control. Una vez que un mode-
lo satisfactorio ha sido desarrollado, puede ser usado en una variedad de diferentes caminos,
dependiendo del campo particular de aplicacion. Puede ser aplicado en la separacion del rui-
do de sefiales digitales, la prediccion de valores futuros en una serie y el control de los valores
futuros [4].
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1.3. Estacionaridad

La Estacionaridad es crucial para identificar el modelo mas adecuado para un conjunto de
datos. Podemos definirlo de 2 maneras diferentes:

Definicion 3 . (Estacionaridad en Sentido Fuerte o Estricto). Se dice que una Serie de Tiem-
po (ST) es Estacionaria en Sentido Fuerte o Estricto si su funde distribucdn conjunta

de probabilidad (no&lo la esperanza, las varianzas o las covarianzas, sino las funciones de
distribucion “completas”) permance ientica en el tiempo. Es decir si:

f<Yt7Yt*l7 s 7thk) = f(YH»'ﬁYt*:H*T? s 7YT.7|(+T) VT e R (15)
La propiedad anterior por lo general es muy dificil de verificar en datos reales.

Definicion 4 . (Estacionaridad en el Sentidod&bil o Amplio). Se dice que una ST es Esta-
cionaria en el Sentido bil o Amplio < satisface las siguientes 3 condiciones:

1. Su media es constante en el tiemgs decir:

EM) =E(Yir)=H VT € R. (1.6)

Si la serie original muestra tendencia el problema se complica, pues con esta muestra
debeh de estimarse la media que en algunos casos puede ser constante o estar en
funcion del tiempo. Si no hay tendencia puede asumirse que la media es constante y
que el valor observado para cada periodo puede representarse por una constante que
sera la media muestral. En este caso la media de la serie puede calcularse utilizando
la media aritnética.

2. Lavarianza es constante en el tiemplésto es:

Var(Yy) =Var(Yyr) =w V1T € R a.7)

3. Sufuncion de autocorreladn es independiente del tiemploa autocorrelacdn (corre-
lacion entre valores de la misma variable observada en diferentes momentos del tiem-
po) mide la posible dependencia entre un valor observagm¥fo ¥_x que esh sepa-
rado por un intervalo de longitud k:

Autocorr(Y, Y; k) = Autocor(Yir,%t ki) =pPo VT € R. (1.8)
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Si un fedomeno es estacionario, sus variables pueden estar relacionadas linealmente
entre si, pero de forma que la rel@r entre las dos variablesdk depende de la
distancia k entre ellas.

Si el fendbmeno bajo estudio es estacionario entonces los valores de la media, la varianza,
y la funcion de autocorrelacion pueden estimarse considerando a la ST como una muestra
de tamafdN (nUmero de observaciones disponibles que provienen de una misma poblacién)
cuyos parametros son constantes en el tiempo. Si la ST no es estacionaria el problema es que
los N datos representdd muestras de tamafio 1, o cual no es representativo, por lo cual es
imposible inferir sobre las propiedades de la poblacion. Si el fendmeno no es estacionario de-
bera de realizarse una transformacion matematica temporal que lo convierta en estacionario,
al finalizar se hara la transformacion inversa para regresar a los datos originales.

1.4. Los modelos ARMA

El proceso estocasticpy,t € Z} es un proceso de Medias Moviles AutoRegresivo de
parametro®,q € R o ARMA(p,q) si{Y;} es estacionario y si para cada t

Yi—@Y1—... —@pVp=a-6ia_1—...—Bgaq (1.9)
donde{a} ~ N(0,0?) es decir es ruido blanco, variables aleatorias independientes idénti-
camente distribuidas @, @, ..., @, 61,6o,...,6q € R.

Si se introduce un operador de retr&aue atrasa a una variable, esto es:

B'Y: = Vi (1.10)
Bla=a | (1.11)

la ecuacion 1.9 se reescribre como:
p(B)Y =6(B)a (1.12)

dondegy(-) y 64(-) son polinomios de gradgsy g respectivamente, esto es:

(2 =1—@mz—...— @2° (1.13)
Oq(z2) =1— 61z—...— 647" (1.14)
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Estos polinomiogp(-) y 64(-) se les denomina como Ig®linomios de medias dwiles
autoregresivosle la ecuacion en diferencias.

1.4.1. Proceso de medias avilesMA(Q)
Ahora consideremo§y; } un proceso ARMA para el cual el polinomio de medias moviles
autorregresivo satisfagg(z) = 1, entonces el procedd } tiene la siguiente expresion:
Y =6(B)a (1.15)

La cual puede ser escrita de la siguiente manera si se desarrolla el término a la derecha de
la ecuacion anterior.

Yi=a-6a_1—...—648_q (1.16)

y el cual es un proceso conocido como proceso de médias moviles deqooddA(q).
Para conocer si UMA(Q) es un proceso estacionario se observa que:

E[X]| = E[6(B)&] (1.17)
g
=E[) 6ja_j] dondefy=1. (1.18)
,-;) - | b
g
= Z)ejE[e\,j]. (1.19)
=

puesto ques ~ N(0,0?) se llega a qué&[Y;] = 0. La funcion de autocovarianza para
MA(q) esta dada por:

a=|h|

2 .

0 > 6i6jn silhl<q
pa j+h|

0 si|h| >q

CO\(YH»h?Yt) =

Estas caracteristica indica que el prockBd(q) esestacionario Consideremos ahora el
caso particular en quee= 1, entonces el proceso definido pgr= e + 6g_1,
cone ~ N(0,0%) y 8 € R. A {}} se le denomina@roceso de promediosaniles o proceso
MA(1).
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1.4.2. Proceso autorregresivé\R (p)

ConsideremogY; } un proceso ARMA para el cual el polinomio de medias méviles au-
torregresivo satisfac@(z) = 1, entonces el procedd; } tiene la siguiente expresion:

P(B)Y: = & (1.20)

este proceso es denomingatoceso AutoRegresivo de ordem AR(p). Se observa que
en este modelo, los cual¥sdepende de lop valores anteriores de ella misnja— 1,t —
2,...,t—p}, esdecity; = f(Y;_1,...,Y—p) lamadoAR(p) que tiene la siguiente estructura:

Y=o 1+ @Y 2+ @Y ptea (1.21)

El modeloAR(1) el cual tiene la siguiente form&; = & + @ Y;_1 tiene las siguientes
propiedades:

(o]

= u(t)=EM] = Z)rpiE[Yt_ﬂ =0

J

= 02(t) =E[¥? = 1%

Y la funcion de autocovarianza tiene por expresion:

hU2

¢x(h) =@ 1-¢?

(1.22)

1.5. Los Modelos ARIMA

Los modelos de pronostico &eries de TiempARIMA (AutoRegressive Integrated Mo-

ving Average) han sido estudiados y aplicados en diversos proyectos de investigacion, estos

modelos se han popularizado gracias a George Box y Gwilym Jenkis en los afos 70. Los mo-

delos ARIMA tienen una estructura de ecuaciones en diferencias las cuales relacionan datos

presentes y pasados de un fendmeno para realizar un pronostico.

La eleccion de un buen modelos se basa en un analisis grafico y estadistico, como son la

funcion de autorrelacion parcial, los residuales, el periodograma, el periodograma integrado,

la funcion de autocorrelacion. De acuerdo a los resultados que arroje este modelo, se estiman

los parametros necesarios para contruir el modelo que mejor pronostique y sea el mas preciso

y apegado a la realidad.
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Los procesos mezclados son modelos mas generales y robustos que los Autoregresivos
0 de Medias Moviles por si mismos, ya que son una combinacion de los m@dg(ps
y MA(g) y toman el nombre de proceséfRMA(p,q), cuya estructura fue explicada con
anterioridad. Los proces@sRMA(p, ) pueden ser expresados como:

p q
Yi=> av-i+ta— ) fa (1.23)
= =i

p

q
-y @gr-i=a-— ) 6ia_j (1.24)
2 Mtman ) fe

Con el operador de retraso lo anterior se expresa como:

P q _
1- BYY; = (1— 6;B! 1.25
( i;m MYe=( j;; &) (1.25)
O(B)Y, = O(B)a (1.26)
Con:®(B) = (1— Z(QB' yO(B)=(1- ZG,BJ

A menudo, una serie de tiempo puede representar tendencia, que es un factor que no
permite hacer la estimacion de un modelo ARIMA de manera inmediata. Para facilitar dicha
modelacion, se suele diferenciar la serie origharevio a la estimacion de parametros de
la siguiente manera:

AY; =Y — Y1 (1.27)

En generald diferencias ordinarias (o diferencias ordinarias de o)arenen la sigui-
ente notacion:

A%, = (1—B)%, (1.28)

Si un modeloARMA(p, q) requiere primeramente dediferenciasordinarias para ser
analizado mediante la metodologia Box - Jenkins, se obtiene un mo&RI®OSA(p,d, q)
gue tiene la siguiente forma:

q
quB' )(1-B)%; = Z (1.29)
Que en notacion compacta se escribe como:

®(B)A%Y; = O(B)a (1.30)
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Un modelcARMA(p, g) equivale a un modeldRIMA(p, 0, q). Asi como la estimacion de
las series con tendencia lineal no es directa para la metodologia Box-Jenkins, tampoco lo es
para aguellas con dependencia estacional (es deciy; gependa de caddperiodos atras y
no necesariamente de cada periodo inmediato anterior, es ddtir-@&t — 2S,...,t —KS},
Frecuentemente es necesario considerar otro tipo de modelos que consideren estacionalidad.

En primera instancia, se tienen los modelos AutoRegresivos EstaciG#di?) o AR(P)s,
en los cuale¥; depende exclusivamente fie—- St —2S ...,t — PS} y posee la siguiente es-
tructura:

Yo = P1Yi_s+ PoY_os+...+ PpYi_ps (1.31)

El modelo SARIMA es bastante (til cuando una s&idepende de datos con intervalos
fijos. Analogamente con los modelos ARMA(p,q), existen modelos de Medias Moviles Esta-
cionales denominad@&MA Q) o MA(Q)s, los cuales tienen la caracteristica de dependencia
en los errores separados c&lanidades en el tiempo. Equivalente fe- St —2S,...t —

QS}, para tener una estructura general como la siguiente:

Yt =6 —-016_5— 08 _25—...—Og&_gs (1.32)

Los modelos mezclados estacionales son aquellos que contemplan las partes AutoRe-
gresivas y de Medias Moviles Estacionales para contaPceiQ parametros. Es decir, los
modelosSARIMAP, Q) o ARIMA(P, Q)s que tienen la estructura general:

Yt =PV s+...+PpY;_ps+& -6 —016 s—... — O _qs (1.33)

Y de manera abreviada, se tiene lo siguiente:

P Q
Y — Z DY =& —JZ Al (1.34)
=1 =1

Usando el operador de retrase(B)°Y; = O(B)%a
P Q
COI’IZCD(B)SYt =1- Z¢| B|sy @(B)S = l—JZ ©;B;s
= =

Frecuentemente algunas series estaran estimadas de una mejor manera si se les realizan
diferencias estacionales ordinarias, pero ademas hay series que requieren otro tipo de ajuste
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estacional en forma de diferencias, es decir, diferermastacionalesUna diferencia estacio-
nal se obtiene de modificar una sevjeomo:

AYi =Y —Yi_s (1.35)
AsY; = (1-BY)Y; (1.36)

Por lo tanto, una diferencia estacional de orBe diferencias estacionales) tienen una
notacion:
APY: = (1-B%PY, (1.37)

Por ende, se enuncia la estructura de un mo8&RIMAP,D,Q) o ARIMA(P,D)s, la
cual esta dada por:

(1— Zcb.Bls )(1—Bg)PY, = (1— JZOJ B)S)q (1.38)
®(B)°As”Y; = O(B)% (1.39)

Un modeloSARIMAP, D) es equivalente a UBARIMAP, 0, D). Existe una clase de mo-
delo en la metodologia que contempla a los modelos ordinarios ARIMA y a los modelos
estacionales SARIMA y recibe el nombre de métodos multiplicativos.

Un modelo multiplicativ)ARIMA(p, 0,q) x (P,0,Q)stiene la siguiente forma:

P Q |
(1— I;CM B|s)(l—ii<nBi)Yt = (1—;1®J(B>JS)(1_ ilej(B)J)Q (1.40)
®(B%)p(B)Y; = O(B)°0(B)a (1.41)

Y tiene p+d+ P+ D parametros a estimar. Si se generaliza el modelo multiplicativo
anterior, se le anade d diferencias ordinarias y D diferencias estacionales para obtener el
modeloARIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s, entonces se tiene lo siguiente:

p

P
ZGD.B.S I;qu,)(l B%)P(1-B)%Y; = (1— JZ@J P9 (1- jiej(B)i)a

®(B%)p(B)ACAY; = ©(B)%0(B)a (1.43)
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Es comUn que antes de iniciar la especificacion y estimacion de un modelo de Box-
Jenkins, cuando una serie de tiemptiene dependencia estacional, se le aplique una trans-
formacion a los datos para obtener un pronostico con mayor precision (antes de interpre-
tar éste, se aplica la transformacion inversa correspondiente). Un misiRIEN®A(p,d, q) x
(P,D,Q)s con los datos transformados se expresa como:

®(BS)¢(B)As°AYZ, = O(B)%0(B)e (1.44)

Cuandoz; = f(Y;) y f es generalmente logaritmica, cuadrada, raiz, reciproco, etc, y
por ende tiene inversa, es deéirl. Finalmente, para obtener un pronéstico de un mode-
lo ARIMA basta despejar % del modelo anterior y reemplazaparaY; y ¢ con{n+1 n-+
2,...,n+ (h—1)} considerando que la serie tienedatos y un horizonte de pronostibo
periodos de tiempo.

Para conocer una explicacion mas detallada de los métodos previamente expuestos, por
favor refierase a Gonzalez (2003) y Brockweell (1990).

1.6. Procesos de ruido

El modelo mas simple para una serie de tiempo es aquél en el que no existe tendencia ni
componente estacional y ademas las observaciones son la realizacion de un proceso donde
las variables son independientes e idénticamente distribuidas con media cero. A un proceso
con tales caracteristicas se les conoce cpraoeso de ruido

Definicion 5 Un proceso estdastico{X;,t € T} se dice que es un proceso de ruido indepen-
diente, icenticamente distribuido si sus funciones de distribogir (e),t € .# } satisfacen:

R(X) =P(Xy <1, %, < Xn) (1.45)
=P(Xy <x1),...,P(X, < Xn) (1.46)
=F(x1)...F(Xn) (1.47)

donde x= (xg,...,X))" € R" para cada te .% las variables X, ..., X, son icenticamente
distribuidas la funddbn esperanza del proceso esisticou(t) =Oparate T.
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1.6.1. Ruido blanco

Un mausico puede pensar que el ruido blanco es un sonido con la misma intensidad en
todas las frecuencias como el sonido de un rayo, el de un motor o el de una turbina. Los
ingenieros utilizan el ruido blanco como un ruido que perturba una entrada tal que la salida
es una funcion de la entrada y el ruido. Se puede considerar el ruido blanco como un pro-
ceso aleatoria(t) con media 0 y varianza tal quez(t) y z(s) son independientes parg sy

E( / F(t)z(t)dt)2 = / £(t)2dt (1.48)

Asi, z(t) puede considerarse como un analogo continuo de una secuencia aleatoria idénti-
camente distribuida e independiente. En cada instante de tigrzpptiene una fluctuacion
infinita. Un matematico suele pensar en el ruido blanco como el tiempo dei¢adde un
movimiento Browniand3(t).

La importancia de los procesos independiente idénticamente distribuidos y de ruido blan-
CO es que proporcionan un camino sencillo para la construccion de ST que sean estacionarias.

Definicion 6 El Ruido Blanco es un proceso esistico generalizado Xconindice en un
espacio de funciones tal que:

= Xag1bn = aX +0X,
» Xg Se encuentra normalmente distribuida con media 0 y varir%jzé(t) %dt
[5].

Por ejemploXs = /E(t) dB(t) (Una integral de Wiener, ver Kuo [5]) es Ruido Blanco.

La mejor manera de entender el Ruido Blanco consiste en considerarlo como una funcién
generalizada en un espacio de dimension infinita.

Cuando examinamos las propiedades de los modelos no lineales, es importante distinguir
entre variables aleatorias independientes y no correlacionadas. El Ruido Blanco (o un pro-
ceso aleatorio puro) fue definido como una sucesion de variables aleatorias independientes
idénticamente distribuidas. En ocasiones, esto también es llamado un Ruido Blanco Estricto;
y la fraseRuido Blanco no correlacionades usada cuando valores sucesivos simplemente
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no estan correlacionados en lugar de que sean independientes.

Es importante distinguir que toda sucesion de variables aleatorias no correlacignadas
independientes idénticamente distribuidas con mgdia0 y var = o2 es Ruido Blanco,
pero la afirmacion inversa no es verdad. Si valores sucesivos siguen una distribucion normal,
entonces la correlacion 0 implica independencia, entonces un Ruido Blanco no correlaciona-
do es un Ruido Blanco estricto. Sin embargo, con modelos no lineales las distribuciones son
en general no normales y la correlacion 0 no necesariamente implica independencia.

El Ruido Blanco no correlacionado tiene propiedades de segundo orden conocidas; por
ejemplo, tienen media constante y autocorrelacion 0. Sin embargo, las definiciones no nos
dicen nada acerca de las propiedades no lineales de las series. En particular,{&uhque
sea Ruido Blanco Estricto o Ruido Blanco no correlacionado, el cuadrado de sus observa-
ciones{ X} necesariamente no lo es. S6ld¥}} es Ruido Blanco estricto, entoncg%?}
es Ruido Blanco no correlacionado. Existe una variedad de pruebas para probar linealidad,
cuya potencia depende en particular de un tipo de no linealidad, para mas informacion puede
consultarse a Brock y Potter (1993) y Tsay (2002).

1.6.2. Ruido de colores

De la misma manera que es posible descomponer la luz blanca en una gama de frecuen-
cias luminosas, también es posible descomponer una sefal, como la descrita por una ST, en
sus componentes sinuidales, lo cual es posible mediamtsaks$is de Fourier que supone
que cualquier sefal puede ser expresada como la suma de sus componentes periodicas. Se
toma una sefial y se descompone en las frecuencias que la conforman, haciéndose asi eviden-
te la importancia relativa de cada una de ellas. El resultado de la llafnadsformada de
Fourier puede convertirse en un espectro de potencias.

En este espectro los picos mas prominentes representa las frecuencias mas significativas
en la sefial. Si se tiene una ST autosemejante, el espectro de potencias se vera como la grafi-
ca de una ley de potencia y aplicando la transformal@@n- log se obtiene una recta cuya
pendiente es el exponente de la ley de potencia. El valor de la pendiente se denotaocomo
cona > 0y provee informacion relevante acerca de la dinamica subyacente ala ST estudiada.

Podemos observar que las frecuencias de terremotos, fluctuaciones eléctricas y muchas
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otras, coinciden con el espectro de potencia de la forfié londef denota la frecuencia. Si
tomamos una serie de nimeros generados de manera aleatoria y utilizamos la Transformada
de Fourier para calcular su espectro, observamos que éste disminuye como una hipérbola con
a = 2, es decir de la forma/f? lo que se conoce comaido café o movimiento browniano,

en términos sencillos, que el ruido tiene mucho mas contenido de baja frecuencia. El nombre
de ruido café, proviene de que al verse la onda sigue un movimiento Browniano. Es decir,
la muestra siguiente de la forma de onda es igual a la muestra anterior, mas una cantidad
aleatoria pequeia.

El ruido rosa tiene una frecuencia espectral d&f iy se encuentra principalmente en la
naturaleza. Se encuentra exactamente entre el ruido marron y el ruido blanco. No es aleatorio
ni predecible; al visualizarse se parece a una figura fractal. Al acercarlo, el patréon es idéntico
a cuando se aleja, pero tiene una amplitud inferior.

Si una sefal contiene igual proporcion de todas las frecuencias, se dice que présenta
do blanco como la luz blanca que contiene todos los colores en igual proporcion. En este
caso la pendiente de la rectaces- 0 y corresponde a fendbmenos azarosos.

Si o = 3 tenemos eluido negro cuyo espectro es igualmente un hipérbola. Una manera
de estimar el valor de es mediante el exponente de Hurst, en el cual para la ST la relacion
1/f% arroja quea = (2H +1).

El ruido rojo es aguél en que predominan las frecuencias de periodo largo, mientras que
en el ruido azul la importancia relativa de frecuencias cortas es mayor. Los fenbmenos que
exhiben ruido de colores son muy abundantes en la naturaleza. Se ha encontrado, por ejem-
plo, que las fluctuaciones de muchas poblaciones animales aparentemente son de color rojo y
que el ruido negro caracteriza fenbmenos como la variacion en el nivel de rios o los cambios
en temperatura anual de algunas regiones.

Mediante el Exponente de Hurst también es posible identificar procesos de ruido de colo-
res. Por ejemplo si & H < 0,5 se considera que se tiene ruido rosa y esta relacionado con
la antipersistencia. Si,p< H < 1 se tienen un ruido negro. Este ruido aparece en procesos
ciclicos de largo plazo, como nivel de rios, nUmero de manchas solares y cambios de precios
en las bolsas de valores. Y tres efectos estan relacionados a este ruido: Efectos Joseph (efec-
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tos causados por tendencias y ciclos), Noah (discontinuidades hacia arriba y hacia debajo de
las observaciones) y Mirror (de relacion entre diferentes tipos de ruido).

1.7. Caos

Definir el concepto deaoses muy complejo y dificil, la palabra provienen del griego
Khaosque significa abismo. En mecanica y matematicas, es el comportamiento de sistemas
dinamico$ gobernados por leyes deterministicas, impredecible aparentemente y se rigen por
leyes de azar (Ver Anexo 1). Hoy se habla deQaos Determiistico en donde el azar o la
impredicibilidad como es el caso del lugar donde caen las gotas de lluvia sumado al determi-
nismo de los problemas fisicos descrito por las leyes de Newton [6].

Existen diversas aplicaciones de las matematicas del Caos, incluyendo el estudio del flujo
turbulento de fluidos, la dinamica de las poblaciones, las irregularidades en el ritmo cardiaco,
el movimiento del cUmulo de estrellas, entre otras tantas.

En 1986, en una conferencia internacional sobre caos celebradeReydh Society of
London se dio un término mucho mas concre@@os es el comportamiento esagtico que
ocurre en un sistema deternistico.

Por la definicibn anterior, entendemos que lo estocastico se refiere a lo aleatorio, mientras
gue lo deterministico se refiere a las leyes que rigen un sistema dinamico, en pocas palabras,
su ecuacion. El concepto de Caos ha llamado la atencion en los Gltimos ainos, especialmente
a los matematicos aplicados. El comportamiento cadtico nace principalmente de modelos no
lineales y se podria definir como un comportamiento que simula a lo aleatorio y que es gene-
rado en distintos niveles por componentes deterministas. Una vision no técnica es dada por
Gleick (1987) mientras que Kantz y Schreiber (1997) dieron una definicion desde la fisica
matematica. Chany Tong (2001) y Isham (1993) dieron una perspectiva estadistica.

Si un sistema caotico parece presentar un comportamiento como si fuera aleatorio el ana-
lista tiene la oportunidad de decidir qué entiende por aleatorio y tiene que decidir si una

1Un sistema dinamico es la manera de describir el paso del tiempo a través de todos los puntos de un espacio
dadoS.
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aparente serie de tiempo aleatoria fue generada por un modelo estocastico o por un mode-
lo no lineal o por una combinacibn de ambos. Seria de gran interés para los cientificos si
las fluctuaciones, anteriormente pensadas como aleatorias, pueden ser modeladas a través de
una ecuacion. Desafortunadamente, distinguir entre las diferentes posibilidades resulta muy
dificil en la practica.

La idea central esta ilustrada en la famosa ecuacion logistica, algunas veces llamada el
mapeo logistico 0 mapeo cuadratiétste es un ejemplo que los matematicos llaman una
ecuacion en diferencias o un mapeo en diferencias, los valores obtenidos a partir de itera-
ciones de este mapeo es algo que se puede considerarse coswiarde tiempo deter-
ministica.

Supobngase que la Serie de Tiempo es generada por la ecuacion deterministica siguiente:
X =kx-1(1—%-1) (1.49)

parat =1,2,3,... conxp € (0,1) y k € R. El valor de 0< k < 4 |a serie se quedara en
un rango (0,1). Para valores menoreskdéa naturaleza deterministica de la serie se hace
evidente. Para & k < 1 es facil observar que la serie tiende a 0, cualquiera que sea el valor
inicial.

Para valores de 4 k < 3 es facil observar que la serie converge al valoxde (1—1/k)
para valores grande dgy este valor es llamadaunto fija Notese que el punto fijdl — 1/k)
es el punto que corresponde a la interseccion de la lined § ¥bcurva cuadratica; =
kx_1(1—x_1) para O< k< 3.

Para los valores deen 3< k < 3,57 la serie exhibe un comportamiento ciclico, el cual
depende d&, pero mientrag — 4 la serie se aprecia mas caottica.

Cuanddk = 4, se puede observar que la serie tiene un espectro plano y tiene las propieda-
des de segundo orden de un Ruido Blanco no Correlacionado. Se observa que la serie fluctia
alrededor del interval@0,1) y la naturaleza deterministica de la serie no es evidente en la
grafica del tiempo. Esto es un comportamiento caobtico.

Un sistema caotico tiene la propiedad de que pequefios cambios en las condiciones ini-
ciales generaran resultados distintos a la larga. Para ejemplificar lo anterior, es necesario
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Figura 1.3: Diferentes Iteraciones de la Ecuacion Logistica para diferentes valores del parametro

mencionar a Edward Lorenz quien construydé un modelo mdtem@uy simplificado, que
intentaba capturar el comportamiento de la conveccion en la atmbésfera; una vez que estu-
di6 las soluciones, se dio cuenta que alteraciones minimas en los valores de las variables
iniciales resultaban en soluciones ampliamente divergentes. Esta sensible dependencia de las
condiciones iniciales fue conocida después conefadto mariposaque dice que el simple

aleteo de las alas de una mariposa en Hong Kong puede crear un huracan en Nueva York.
Lorenz publico sus conclusiones en un trabajo titulatigo determinstico no perbdico,

describid un sistema relativamente simple de ecuaciones, que dieron lugar a un patron de la
complejidad infinita llamado atractor de Lorenz.

Dado que una de las manifestaciones mas caracteristicas del comportamiento cabtico es
su sensibilidad a cambios en la condiciones del sistema, es logico buscar la forma de medir
el grado de sensibilidad de trayectorias vecinas a perturbaciones en sus condiciones iniciales.
La nocion de divergencia exponencial de orbitas cercanas es formalizado con la introduccion
del Exponente de Lyapunov

Definicion 7 . (Exponente de Lyapunov) SealR — R una funcon de clase & Para cada
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Figura 1.4: Diferentes trayectorias del Atractor de Lorenz.

punto % definimos el exponente de Lyapunov ger(Xp) de la siguiente manera:

A 0) = fim supIn(|(7) () (150
1(”‘1)

=i In(|(f")’ 1.51

lim sup- J_Z) n(I(F%) (x0)1) (1.51)

donde x = fi(xo).

El uso de este exponente permite estimar la complejidad de los sistemas dinamicos. Basi-
camente, mide la sensibilidad a las condiciones iniciales y representa la separacion exponen-
cial entre dos trayectorias, inicialmente proximas, al cabbl ¢geasos o iteraciones. Ahora
consideremos un valog de una ST, y buscamos la secuencia para otro xalentonces la
secuencia de diferencias

difo = |xj — x| (1.52)
dify = [Xj+1—Xit1] (2.53)
dify = |Xj12 — Xit2| (1.54)

(1.55)
difn = [Xj1n— Xisn| (1.56)

se asume se incrementa de manera exponencial, esté,es dif, e'". Tomando loga-
ritmos de ambos lados, esto es:
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1 dif,
A=LNG.

Lo cual es conocido como el Exponente de Lyapunov discreto para una serie de tiempo.

(1.57)

Si A > 0 el comportamiento es ca6tico. Un sistema caético se define, en el sentido de los
exponentes de Lyapunov, como un sistema que tiene al menos un exponente de Lyapunov
positivo. La definicion del Exponente de Lyapunov fue propuesta por €l mismo en el traba-
jo titulado Probleme @rérale de la stabilié du mouvemergn 1892, con el cual marca el
comienzo de la teoria de la estabilidad.

1.8. Entropiay complejidad

En 1948, C. Shannon defini6 la cantidad de aleatoriedad y la lEwmtroda que es el
punto inicial de la teoria de la informacion. La entropia es la idea central de esta teoria y mi-
de la cantidad de aleatoriedad en una secuencia finita de varios simbolos. A.N. Kolmogorovy
Ya. Sinai extendieron la definicion de entropia y la utilizaron para estudiar transformaciones
que persevan medidas en la teoria ergodica.

La entropia es un concepto que se aplico inicialmente a sistemas de termodinamica para
tener una idea de la cantidad de calor disipado por un cuerpo. La idea general es que un cuer-
po cuando libera mayor cantidad de energia calorifica es que las moléculas que lo componen
se mueven a mayor velocidad chocando unas con otras, y en cada choque de moléculas se
libera alguna cantidad de energia en forma de calor. Entonces, una alta medida de entropia
significaria mas calor liberado por el cuerpo y una baja medida de entropia hace pensar que
el cuerpo libera poco calor.

Imaginemos que hay un experimento con el posible resultado dado por un conjunto finito
o/ ={a1,a,...,a}. Supbngase que la probabilidad de obtener el resulipds p;, 0 <
pi <1 pi+...4+ pc=1. Siuno de log;, supongase que ocurre con una probabilidgmy
muy cercana a 1, entonces en la mayoria de los ensayos el resultado &er8ide evento
a; ocurre entonces no nos sorprendera. Si de manera cuantitativa medimos la magnitud de
ser sorprendidosle alguna manera, seria igual a Opsies cercana a 1. Utilizaremos un
ejemplo para denotar lo anterior, cuando nosotros recibimos una seflal o un estimulo de una
fuente, lo percibimos a través de los 6rganos como los 0jos, la nariz, etc. Esta establecido
qgue la magnitud de nuestra percepcion es proporcional al logaritmo de la magnitud de los



26 CAPITULO 1. LAS SERIES DE TIEMPO

estimulos. Es razonable pensar en una aproximacion al mundo real, que para cada posible
resultadog; con probabilidadp; la magnitud de “ser sorprendidos”, es igual /@il Por lo
tanto, la magnitud percibida del estimulo es igual a(1gg;). Para resumir, tenemos que

informacion= — log(probabilidad) (1.58)

Pues que; puede ocurrir, entonces tomamos el promedio sobre todos los valoags de
es decir:

1
ilog = .
IZpogpi (1.59)

que es llamada la entropia dé.

Definicion 8 Un experimento corresponde a una patbicimedible?? = {Ey, ..., Ex} de un
espacio de probabilidadX, u). Definimos la entrofa de la particbn &2 de la siguiente
manera:

1
H(Z) = ilog— = — i log pi 1.60
(2) IZp. 9, IZp. ap (1.60)
donde p= u(E;) y la base de los logaritmos es 2.

Cuando la particion tiene dos subconjuntos, el valor maximo posible de la entropia es
log2, y si escogemos la base logaritmica 2, el valor maximo de la entropia es=dhy 2
Se debe a Kolmogorov, Shannon y Kullback el desarrollo de modelos matematicos para la
entropia y la informacion, dando origen a la Teoria de la Informacion y la Teoria Ergodica.
La entropia se identifica con un estado de desorden, en el sentido que un orden es un sistema
de probabilidades que se introduce en el sistema, para poder prever su evolucion.

1.9. Necesidades de nuevas herramientas

Para explicar e interpretar la naturaleza, durante mucho tiempo se recurrid a las ecuacio-
nes de la mecanica newtoniana, durante mucho tiempo fuimos participes de la idea de que las
ideas de Newton rigen al universo, sin embargo con el paso del tiempo y de una forma inevi-
table se descubrieron fendmenos que no eran posible de explicarlos con una simple ecuacion
matematica o con un conjunto de ecuaciones, a pesar de introducir nuevas variables y en
ocasiones tener que replantear el modelo y agregar nuevos supuestos. Durante los Gltimos
anos del siglo XIX, se desaté la crisis del determinismo. Los nuevos descubrimientos en la
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astrofisica y en la termodinamica mostraron la existencia de fendbmenos irreversibles en los
cuales el tiempo avanza hacia estados de maxima entropia. Fue a partir de aqui de donde se
empez6 a gestar una nueva vision del mundo actual.

El determinismo fracaso, con ello surge la necesidad de replantear los problemas actuales
y de entender una nueva vision del universo. Aqui, el problema de la realidad y la existencia
humana son inseparables. En esta forma de ver la naturaleza, la reversibilidad y la simplici-
dad clasicas son solo casos particulares [7]. El problema de la caracterizacion de las ST es
algo complejo, no existe un parametro que nos permita caracterizarlas. Este trabajo es una
primera aproximacion al mapeo de las ST en fractales y al problema de su caracterizacion. A
menudo, se requiere conocer las estructuras que subyacen a las ST bajo alguna transforma-
cion, pues brindan informacion de otra indole.

No siempre es posible predecir un fenbmeno, en ocasiones los datos no siguien un patrén
relativamente estable, o los datos no son suficientes, en esas ocasiones se necesita de un
analisis cualitativo que por lo general requieren de la opinion de un grupo de expertos y son
mucho mas subjetivos pues dependen de opiniones que pueden ser divergentes.

Con esto se expone la necesidad de desarrollar herramientas que permitan conocer las
estructuras fractales que presentan las ST, sobre todo para poder entender el fenomeno. La
sensibilidad de las condiciones iniciales impide hacer un prondstico a largo plazo. Sin embar-
go, un pronostico a corto plazo en series cabticas es posible si se conoce el modelo (Berliner,
1991). El problema se convierte en un problema de estimacion de parametros y que cumpla
con los supuestos, lejos de ser un problema de prediccion.



Capitulo 2

Fractalidad

2.1. Los Fractales

Los fractales constituyen un tema matematico de actualidad, gracias a las figuras que se
generan por computadora siguiendo los procedimientos recursivos; los fractales se han popu-
larizado en los Gltimos aios y se caracterizan por su autosemejanza, son estructuras infinitas
contenidas en una superficie finita y resultan de utilidad en areas como la botanica, la bio-
logia, la economia, la computacion, etc. En el analisis de una gran diversidad de fenbmenos
como turbulencias, bolsa de valores, dispersion del humo, etc. En el siguiente capitulo pre-
tendemos dar una definicion de Fractal, la descripcion al analisis fractal, la dimension fractal,
los métodos para su construccion y las funciones recursivas.

Figura 2.1: La hoja del helecho de Barnsley

28
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2.1.1. Qe son los fractales?

Las figuras comunes de la geometria euclidiana no generan formas complejas como la
hoja de un helecho o el perfil de una montdfstas estan sumamente limitadas, puesto que
al dibujar cada vez mas figuras del mismo tipo se pierde la estructura cuando es ampliada.
Sin embargo, esto no ocurre precisamente en la naturaleza; la superficie rugosa de un mueble
viejo mantiene practicamente la misma complejidad si la ampliamos. Pero si es posible ima-
ginar cuerpos geomeétricos que poseean esas propiedades, si los aumentamos y ampliamos
conservan sus estructuras en cada parte, asi como en las partes de todas sus partes.

La mencion mas explicita en la historia sobre el fenbmeno de autosemajanza se remota al
siglo V a. ¢, al examinar las ideas del filosofo gridgmaxagoras(500 a. ¢ - 428 a. ¢). Segln
Anaxagoras el universo fue un caos de innumerables semillas, al cual la mente, mediante un
movimiento de rotacion, dio orden y forma. Estas “semillas’no son elementos pues cada una
es tan compleja como el todo. La alusion a la autosemejanza es clara: segun Anaxagoras todo
el universo y sus partes, por pequefias que sean, son homogéneas; sus diferencias son solo de
tamafo, no de composicion. Asi, cada semilla no es mas simple que el resto, ni esencialmente
distinta en su composicion ([8], p. 297).

Notemos que se tiene una nocion intuitiva de autosemajanza (o autosimilitud) muy sen-
cilla y natural; generalmente la hemos percibido en algln momento y, de alguna manera,
en diversos contextos, por ejemplo, al observar diferentes objetos de la naturaleza como los
arboles, los helechos, el brocoli, la coliflor, las nubes, entre muchas otras figuras. Los sub-
conjuntos de un objeto fractal tienen en esencia la misma forma que el conjunto completo.
Los objetos fractales son divisibles infinitamente, donde cada subconjunto contiene el mismo
detalle que el conjunto completo.

B. Mandelbrot[9], padre de la geometria fractal quien describi6 (informalmente) la nociébn
de autosemejanza, a la que denomina “escalante”, de la siguiente ni2icesse de una fi-
gura geongtrica o de un objeto natural cuyas partes tienen la misma forma o estructura que
el todo, salvo que edh a diferente escala y pueden estar ligeramente deformadas

A este tipo de formas geométricas que, entre otras propiedades, contienen una imagen de
si mismas en cada una de sus partes (autosemajanza), se les llaman ahora fractales, y hace ya
mas de una década que inundaron al mundo con un conjunto de nuevas reglas que tratan de
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describir la naturaleza.

El propio Kenneth Falconer en [10] define un fractal al conjuhtgue satisface alguna
(s) de las siguientes propiedades:

1. F tiene unaestructura finaes decir posee detalle en todas las escalas de observacion.

2. F es muy irregular para ser descrito en el lenguaje tradicional de la geometria, tanto
local como globalmente.

3. F posee una forma de autosimilitud o autosemejanza, posiblemente aproximada o es-
tadistica.

4. Usualmente la dimension fractal &e(definida de alguna manera) es mayor que su
dimension topologica.

5. En la mayoria de los caséses definida de una manera muy simple, posiblemente
recursiva.

Uno de los pioneros en la construccion de conjuntos extrafos fue Georg Cantor (1845-
1918), quien junto con Julius W. Dedekind (1831-1916) desarrollaron la teoria de conjuntos
establecieron una propuesta universal para conjuntos infinitos, la cual establecesigie-
ma S es infinituo cuando es similar a una parteetimismo

Giuseppe Peano (1858-1932) construyd curvas continuas que llenan el espacio. David
Hilbert (1862-1943) desarrolld una construccion similar, una curva que pasa por cada punto
en un cuadro, sin embargo esta curva no es diferenciable en ningln punto. La curva de Koch
gue se puede apreciar en la figura 2.2, es de longitud infinita, pero que ademas envuelve una
area finita, no es diferenciable en ningln punto y contiene un numero infinito de imagenes en
miniatura perfectas de si misma.

Las herramientas de la geometria fractal son, hoy dia, elementos insustituibles en el tra-
bajo de muchos fisicos, quimicos, bidlogos, fisiblogos, economistas, etc., pues les han per-
mitido reformular viejos problemas en términos novedosos, y tratar problemas complejos de
forma muy simplificada. Los fractales, que durante mucho tiempo se consideraron “mons-
truosidades”geométricas e inaplicables divertimentos matematicos, subyacen en fenbmenos
y estructuras tan variadas como la distribucion de las estrellas del Universo, la ramificacion
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Figura 2.2: Copo de nieve de Koch es una de las mas sencillas figuras fractales, y una de las primeras.
Fue descubierta por el matematico sueco Helge von Koch en 1906.

alveolar en los pulmones, la frontera difusa de una nube,lasificiones de precios en un
mercado, y aun en la frecuencia de repeticion de las palabras de este texto.[11]

2.1.2. Fractales en el plano complejo

Los fractales generados por las teorias de Gaston Julia (1893-1978) y Pierre Fatou (1878-
1929), que datan de 1918, estan basados en el plano complejo. Fatou estudio los procesos
iterativos comaZ — Z2 +C dondeZ, C e C. Se interes6 en particular en el caso donde
Zo = 0 que fue analizado a finales del siglo XX, con auxilio de ordenadores, por Mandelbrot,
quien genero la representacion grafica del comportamiento de esta serie para cada valor com-
plejoC, lo que hoy se conoce como el conjunto de Mandelbrot, que se observa en la figura 2.3.

El conjunto de Mandelbrot esta dado por la siguiente ecuacion:

Zn+1(x7y) = (Zn(X,y)>2+C(X,y) (21)
C(X7y) = (X07y0> (22)

Siendoxp, Yo los valores iniciales.

Estos conjuntos, fruto de los trabajos de Pierre Fatou y Gaston Julia, surgen como resul-
tado de la aplicacion reiterada de funciones holomorfas; es desirf (z) — f(f(2)) — .. ..
Ahora, lo que nos interesa es analizar el caso de funciones polinbmicas de grado mayor que
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Figura 2.3: Representacion del Conjunto de Mandelbrot

uno. Al aplicar sucesivas veces una funcion polinbmica g posible que el resultado tien-

da ac. Al conjunto de valores de< C que no escapan al infinito mediante esta operacion

se le denomin&onjunto de Julia Relleng a su frontera, simplemente Conjunto de Julia.

Estos conjuntos se representan mediante un algoritmo de tiempo de escape, en que cada pi-
xel se colorea segln el nUmero de iteraciones necesarias para escapar. Suele usarse un color
especial, a menudo el negro, para representar los puntos que no han escapado tras un nUimero
grande y prefijo de iteraciones.

El Conjunto de Julia muestra como aparentemente un ecuacion muy sencilla puede resul-
tar en una conjungo altamente intrinsico. Las funciones en el plano complejofdajre
Z+C conC € R puede resultar en fractales de una apariencia extrafia. El Conjunto de Julia
plantea una relacion con la iteracion de funciones de variable compleja.

El Conjunto de Julia esta dado por las siguientes ecuaciones:

Zn+l(x7y) = (Zn(X,y))2+C(X,y) (23)
Zo = (X0,Yo) (2.4)

Siendoxp, Yo los valores iniciales.

Arthur Caley (1821-1895) tratb de determinar que raiz de una ecuacion compleja; seria
obtenida por medio de aproximaciones desde varios puntos iniciales, utilizando el método
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Figura 2.4: Representacion del Conjunto de Julia

iterativo de Newton. Utilizando computadoras modernas sel@unostrar que las fronteras
entre las regiones definidas en este problema son de naturaleza fractal.

Hoy por hoy, la geometria fractal ha generado su propio lenguaje con representaciones de
un enorme contenido visual. En realidad, se trata de operaciones geométricas para rotar, tras-
ladar, escalar y deformar cualquier figura a nuestro antojo. Los fractales han revolucionado la
tecnologia de la generacion y reproduccion de imagenes. Hoy dia no solo se les utiliza para
almacenar o trasmitir seflales visuales, sino también para simular paisajes. Al decir de otros
autores, los fractales parecen encontrarse en esa frontera difusa que existe en este mundo
entre el caos y el orden; estan ahi donde la imaginacion apenas llega.

2.1.3. Dimensbn fractal

Si bien, los objetos no son estrictamente solidos ni presentan deformaciones, a pesar de
gue viven en un espacio tridimensional, su dimension es fraccionaria entre uno y dos. Para
calcular la dimension de un fractal es necesario que, de una u otra manera, la grafica esté llena
parcial o totalmente el plano, existen diferentes enfoques para lograr lo anterior.

Mandelbrot introdujo el término fractal espacialmente para fenobmenos espaciales o tem-
porales que son continuos pero no diferenciables; y esto exhibe correlaciones parciales sobre
varias escalas. El termino fractal, estrictamente definido, se refigra serie en la cual la
dimensbn de Hausdorff - Besicovitch rebasa a la diménsiopobgica del objetoUna serie
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continua, como un polinomio, es diferenciable puesto que se puede dividir en un nimero in-
finito de lineas rectas suaves. Una serie continua no diferenciable no puede ser resuelta. Todo
intento de dividirlo en partes mas pequefas hara que los resultados sean mas rugosos. Para
una funcion fractal lineal, la dimension D de Hausdorff - Besicovitch puede variar entre 1
(completamente diferenciable) y 2 ( de manera asperay regular que ocupa la totalidad de un
espacio bidimensional). Para superficies el rango de D se encuentra entre 2y 3.

El trabajo de Mandelbrot en [9] sugiere que las dimensiones fractales de las costas y otros
fenbmenos naturales son del orden de 1.2 a 1.3, lo que implica que dominan los efectos de
largo alcance. Muestra de los datos publicados en muchas variables muestran que no sélo son
los fractales pero que puden tener una amplia gama de dimension fractal.

Uno de los procedimientos para caracterizar, e incluso para poder clasificar los objetos, es
el de atribuirle una cantidad numeérica; en este caso, se les atribuye el conceinteilson
fractal. Para calcular la dimension de un fractal es necesario calcular de alguna manera la
forma en que la grafica llena parcial o totalmente el plano, por supuesto, existen varios enfo-
ques para hacerlo, para consultar sobre otros métodos nos remitiremos a [10].

Existen diferentes dimensiones que pueden ser usada para describir un sistema dinamico
y sus atractores, entre ellas se encuentran la dimension de espacio fase, la dimension topol6gi-
ca, la dimension de informacién y la dimension de integracion (Embedding Dimension).

La dimensbn de espacio fase Bs el nUmero de valores reales independientes que son
necesarios para especificar una condicion inicial arbitraria. La dimension de espacio fase es
una propiedad de un sistema dinamico. Las otras dimensiones que vamos a considerar son
generalmente propiedades de conjuntos, pero las consideraremos en el contexto en donde son
propiedades de atractores.

Un punto fijoxg de la funcionF se llama atractor si existe un intervalo alrededoxgle
con la propiedad de que cualquier oxoque permanezca en ese intervalo tenga una 6rbita
en éste y tienda g bajo iteracion dé- [12]. Una vez que un punto fase entra en un atractor,
no puede salir de €él. Una propiedad observada en muchos experimentos numéricos es que
casi cada condicion inicial en una determinada cuenca toma el mismo tiempo promedio vy,
por lo tanto, la misma medida asint6tica de probabilidad [13].
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Desde un punto de vista topol6gico, la circunferencia y un segmento rectilineo son la mis-
ma curva y encierran el mismo tipo de superficie (pues es posible transformar una en la otra
mediante una deformacion continua, es decir, sin que sea preciso someter a ninguna de las
dos a manipulaciones “no topologicas”). Desde un punto de vista métrico, no son la misma
curva, ya que la circunferencia y el area que encierra, el circulo, son finitos, y, en cambio, el
segmento, aunque es finito, no encierra con su borde un area finita.

Es un quehacer matematico el intentar clasificar los objetos por lo que se conserva, por
los invariantes, y analizar, por otra parte, qué ocurre con lo que no se conserva, como hay que
analizarlo, qué hay que hacer con ello, como integrarlo en el mundo de los entes matematicos.

Analicemos brevemente lo que significa el concepto de dimension topologica, término
que introdujo Henri Poincaré para discernir sobre cuestiones de este tipo.

La definicion inductiva dada por Poincaré al introducir este concepto fue la siguiente:
1. El conjunto vacio tiene dimension -1.

2. Silos bordes de los entornos pequefios de todos los puntos del ente son ¢spatjos
dimensionales, decimos que el espacio que consideranmodiensional.

El conjunto vacio tiene una dimension topologiPa= —1, un puntd = 0, un segmento
de rectaD = 1, un cuadrad® = 2 y un cuboD = 3.

K. Devlin, en 1988, dijo que “En una curva sblo podemos movernos en una direccion,
adelante o hacia atras. En una superficie podemos ir adelante, atras, a derecha, a izquierda.
En un volumen podemos movernos, ademas, hacia arriba, hacia abajo. La curva tiene una di-
mension, la superficie tiene dos dimensiones y el volumen tiene tres dimensiones”, con esto
se refiere a una definicion topologica de acuerdo al movimiento que se puede hacer dentro de
un ente matematico.

Una definicion distinta de dimension topologica es la definicibn por semejanza, llamada
también de autosemejanza, que sugirid Felix Hausdorff en 1919, readaptada posteriormente
por Besicovich Dimension de Hausdorff-Besicovichy:
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SeaN.rP = 1, la dimension topologica de un objeto H es el nimero que verifica lo an-
terior con razbn de semajanza r, entonces aplicando logaritmos y despejando D tenemos lo
siguiente:

_InN

D= —
Ind

(2.5)

Por ejemplo si un cubo lo dividimos en 8 cubos iguales, esbb€8,r = 1/2, entonces
se obtiene lo siguiente:

B InN In8_

— g 2.
In% In2 (2.6)

De donde concluimos que la dimension de autosemejanEa-e8. La dimension to-
pologica, en el sentido de Poincaré, coincide en general con la dimension por semejanza de
Hausdorff-Besicovich. Pero hay ciertos objetos geométricos en los que no ocurre asi. A es-
tos objetos geométricos los denominaremos, usando la terminologia de Benoit Mandelbrot,
Fractales. Diremos que la dimension definida por Poincaré es su Dimension Topolbgicay que
la dimension por semejanza de Hausdorff-Besicovich es su Dimension Fractal.

Para un sistema dinamico con una fase de N dimensiones espacialgs,)sdanUmero
de esferas N-dimensionales de radioequeridas para cubrir un atractor. La capacidad, o
dimension fractal [14], se define de la siguiente manera:

. logn(e)

£ Tog(e)| @)

Cuando un conjunto es “simple”, por ejemplo, un conjunto limite, un ciclo o urt,toro
la dimension fractal es un entero igual a la dimension topolbgica. El ejemplo clasico de un
conjunto con una dimension fractal no entera es el conjunto de Cantor.

Para una discusion mas completa del conceptdimension en el contexto de los siste-
mas dinamicos, se sugiere consultar [15]. Notese que la dimension fractal, la dimension de
informacion, y la dimension de integracion requieren métricas en un espacio fase. La dimen-
sion de informacion, ademas, requiere una medida de probabilidad.

1Un toro es la superficie de revolucion engendrada por una circunferencia que gira alrededor de una recta
fija de su plano, que no la corta.
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Figura 2.5: Conjunto de Cantor lig1,e. Ck = N0 Cxk

Box Counting Method

El método de Conteo por Cajas (Box Counting Method) consiste en establecer un sistema
cartesiano de coordenadas que contenga el conjunto de puntos de la imagen que deseamos
analizar al cual llamaremos conjuioPosteriormente se procede a contar la cantii@d)
de cuadrados, o cubos, esto es dependiendo de la dimensibn en que se encuentre el objeto ana-
lizado, el tamafio de dicha dimension seré%xjde tamano que interceptan al conjuAtdes
posible obtener valores muy exactosNjgA) paran = 0,1,...6. Dichos valores dependen
del sistema de coordenadas que se utilicen. La aproximacion de la dimension fractal esta da-
do por la pendiente de la recta obtenida por la regresion lineal de los gy, INN,(A))

[16]. A continuacibn una imagen de la descripcion del método.

Figura 2.6: Cubriendo una curva, una superficie y un sélido con cuadritos de tamafga

Teorema 1 (Teorema del Conteo por Cajas) Se&A#’(R"), donde la nétrica Euclideana
es usada. CubrimdR" por “cajas’que se tocan entreisde longitud(1/2") como ejemplifi-
camos en la siguiente figura. Sef(A) que denota el imero de “cajas”de longitud1/2")
gue intersecta al atractor. Si:
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5 i MCARA)

fim = (2.8)

entonces A tiene una dimeasifractal D.

En resumen, para calcular una estimacion de la Dimension de un objeto fractal, a través
del algoritmo de Box-Counting, es necesario contruir una tabla con 2 columnas:

= lera: lado de cada caja cuadrada.

= 2nda: nimero de cajas con el lado correspondiente que se necesitan para el recubri-
miento o que contienen puntos de F.

Posteriormente, es necesario contruir otra tabla de idénticas dimensiones a la primera
con los datos log-log. Finalmente, sobre una gréfica letpg, se disponen los puntos de
coordenadadogN, klog 2). De acuerdo con la disposicion de los puntos, se ajusta una recta
mediante una regresion lineal, cuya pendiente sera una estimacion de la dimension.

.....................................................

...................................................

Figura 2.7: Cajas de ladg1/2") cubriendoR? con.45(A)
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2.1.4. El exponente de Hurst

Hurst [17] empezb a trabajar en la presa del rio Nilo alrededor de 1907; hidrélogo de
profesion, permanecio en la region del Nilo por los siguientes 40 afios. Durante su estancia se
dedico a resolver el problema de controlar las reservas del rio, la idea era que no se derramara.
El problema principal consistia en practicar una politica de descargas de aguas; sin embargo,
si el flujo del rio era demasiado bajo, entonces el nivel era bajo. El problema que tenia que
resolver Hurst era determinar la politica de descargas a seguir, de tal manera que las reservas
nunca se desbordaran ni se vaciaran.

Figura 2.8: Cuenca del Rio NilgoJacques Descloitres, MODIS Land Rapid Response Team.

La caida de agua por lluvia era incontrolable y seguia un@nzda aleatoria, pues es
comin suponer cuando se trabaja con varios grados de libertad; cuando tratd de probarlo,
descubrido una nueva herramieriehexponente de Hurst

Hurst [17] midié como los niveles de la reserva fluctuaban alrededor de su nivel prome-
dio a través del tiempo. El rango de la fluctuacibn cambiaba, dependiendo de la longitud del
lapso de tiempo usado para medirlo. La re‘g%aconsiste en que el rango se incrementa en
la raiz cuadrada del tiempo. Hurst decidio crear un cociente sin dimensiones, dividiendo el
rango por la desviacion estandar de las observaciones. Esto se conodeesmaled Range
Analisiso analisisR/S. Hurst halld que la mayoria de los fendbmenos naturales siguen una
caminata aleatoria sesgada o tendencia con ruido estadistico.

La fuerza de la tendencia y el nivel de ruido pueden ser medido mediante el aRAfisis
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a una escala de tiempo, esto es, por cubhé&sta por arriba de 0.50. Para explicar el trabajo
de Hurst para una serie de tiempo en general, debemos definir un rango comparable con el de
las fluctuaciones de los niveles de altura de la reserva.

Ahora comenzamos con ufs&rie de Tiempéx; } , conu observaciones:
t
XN=Y (eu—Mn) (2.9)
u=1

denotando & n = como la desviacion acumulada sobreeriodose, = es el flujo en-
trante en el aia y My es el promedio de, sobre N periodos.

Ahora el rango se convierte en la diferencia entre el maximo y el minimo de alcanzados
en la ecuacion anterior, es decir:

R=max(x n) —min(xn) (2.10)

donde magx n) es el valor maximo y mifx n) es el valor minimo de.

Para comparar los diferentes tipos de series de tiempo, Hurst dividid este rango por la
desviacion estandar de las observaciones originales. Esta nueva escala del rango debe incre-
mentarse con el tiempo. De donde se obtiene la siguiente relacion:

R/S= (aN)" (2.11)

con R/S Rango con la nueva escala,constanteN Numero de observacionesH el
exponente de Hurst.

El exponente de Hurt se determina por medio de una regresion lineal de los puntos de
In(R/S),, contra In(n) , como se muestra en la siguiente ecuacion:

In(R/S)n = log(c) + Hlog(N) (2.12)

Si la serie es una caminata aleatoria, entonces el valét €€0,50. En otras palabras,
el rango de desviaciones acumuladas debe de incrementarse con la raiz cuadrada del tiempo.
Una vez que Hurst aplico su estadistico al rio Nilo observo que el exponente corresponde a
0,90 [17] lo mismo fue probado con otros rios, pero el exponente fue siempre mayobQue 0
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Cuando el exponente d¢ # 0,50, las observaciones no eran independientes, cada ob-
servacion poseia memoria de todos los eventos que la precedian. Esta no era una “memoria”
de corto plazo, cominmente llamada Markoviana. Esta memoria era diferente: es de largo
plazo; en teoria debe durar por siempre. Un evento que exhibe las estadisticas de Hurst es el
resultado de un gran flujo de sucesos interconectados.

A patrtir del exponentél puede determinarse la dimension fractal cdine 2—H, un
movimiento browniano tiene una dimension fractal de 1.5, estd es0,5. SiH > 0,5 la
dimension fractal disminuira y tendera a acercarse a una recta, en el caso céhtadid
la dimension fractal aumentara y se acercara a una superficie.

El exponente de Hurst tiene una gran cantidad de aplicaciones a toda serie de tiempo
pues es altamente robusto. Tiene unos cuantos supuestos sobre el sistema que es estudiado, y
puede clasificar las series de tiempo. Puede distinguir una serie aleatoria de una que no lo es,
inclusive, si la serie no tiene la distribucion Gaussiana.

2.2. Medidas Asociadas

Nos concentraremos so6lo con medidas de subconjunt®S.d@asicamente una medida
es sbOlo una manera de atribuir un tamafo numérico a los conjutos, de manera que si un
conjunto es descompuesto en un numero finito o contable de piezas de manera razonable, el
tamafo del conjunto es la suma del tamafio de las piezas.
Llamemosu una medida efR" si p asigna un nUmero no negativo, a cada subconjunto de
R" tal que:

1. u@ =0
2. u(A)<u(B)siAcCB

3. SiA1A,... es una secuencia finita de conjuntos entonces
u(Ja) < Zu(m)
i=1 i=

SilosA; son conjuntos de Borel disjuntos, entonces se cumple que
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H(UJA) = _Zu(ﬂ«)
i=1 i=

Entonces llamamog(A) como lamedidadel conjuntoA, y pensamos ep(A) como el
tamafio déA medido de alguna manera. La primera condicion establece que la medida de con-
junto vacio es cero. La segunda indica qué tan largo sea el conjunto, tan largo sea la medida,
tan largo va a ser el conjunto. Y la Gltima condicion establece que si un conjunto es union de
un nimero finito de piezas (que se pueden sobreponer), entonces la suma de la medida de las
piezas es al menos igual a la medida del todo. Si un conjunto es descompuesto en un nUmero
finito de conjuntos disjuntos de Borel, entonces la medida de las piezas es igual a la medida
del todo.

Medida de Hausdorff

Recordemos que i es un subconjunto no vacio de un espacio Euclideatimensional,
R" el diametro del conjuntd esta definido poJ | = sup{|x—y|: x,y € U}; es decir, la dis-
tancia mas lejada de dos pares de puntdd €8i {U;} es una coleccion finita de conjuntos

de diametra) que cubrd-, esto e§- C U Ui con 0< |U;| < & para cada i, decimos qy¥; }
i=1
es unad cubierta de-.

Supongase quE es un subconjunto dR" y s es un nlmero no negativo, para cualquier
0 definimos lo siguiente:

Hs(F) = inf{Z\Ui|s: {U;} es unadcubierta de B (2.13)
i=

Asi, puesto que buscamos todas las cubiertds ger conjuntos de diametros a lo mas
0, buscamos minimizar esa suma de todaslasimas potencias de los diametros. Caino
decrementa, la clase de todas las cubiertaB @a 2.13 se reduce. Por lo tanto, el infimo
5 (F) incrementa, y se aproxima al limite cuandle- 0.

H(F) = lim H(F) (2.14)

Este limite existe para cualquier subconjuntd=denR", puesto que el limite puede ser
y es usualmente 0®. Llamamos#’5(F) la Medida de Hausdorff s-dimensionaldeF.
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Puede mostrarse qué& es una medida. Se puede demostrar.gt€0) = 0, que SE es
contenido erF entonces?3(E) < s#3(F), y que si{F } es un coleccion finita de conjuntos,
entonces:

%S(G F) < i%sm) (2.15)
i=1 i=

La medida de Hausdorff generaliza la familia de ideas de longitud, area, volumen, etc.
Puede demostrarse que para subconjuntd@'die Medida de Hausdorfi-dimensional con
algunas constantes multiples es una medidamensional de Lebesgue, esto es el volumen
n-dimensional. De manera mas precisal- s¢s una subconjunto Borel d&", entonces se
cumple la siguiente igualdad:

#5(F) =Crvol"(F) (2.16)
DondeC, = 11/2/2"(n/2)! Si n es par, y sin es imp&@, = n"™1/2/((n—1)/2)!/nl

2.3. Construccdn de fractales

Una de las formas mas populares para generar fractales es utilidastema Iterado de
Funcionestérmino introducido por Michael Barnsley en 1985, dado que los fractales repre-
sentan autosemejanza. Estas autosimilitudes no so6lo son propiedades de los fractales, también
son usadas para definirlos.

SeaD un subconjunto cerrado dR", cominmenteD = R". Un mapeo definid® :
D — D es llamado un@&ontraccion sobreD si existe un numere con 0< ¢ < 1 tal que
| S(X) —S(y) |< c|x—y]| ¥x,y € D. Cabe mencionar que cualquier contraccion es continua.

Si la desigualdad se cumplieg. si | S(x) — S(y) |=c| x—Yy |, entonces el conjunts se
transforma en conjuntos geométricos similares, y llam&awmsno unacontraccbn similar.

Un numero finito de familias de contracciongs, S, ..., Sy} conm> 2 es llamado un
Sistema iterado de funciongsse denota por SIF. Llamamos un subconjunto no vacio com-
pactoF deD unatractor o un conjunto invariante para el Sistema Iterado de Funciones si:
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La propiedad fundamental del Sistema Iterado de Funciones es que determina un Unico
atractor, que usualmente es un fractal.

Teorema 2 Consicerese sistema iterado de funciones dado por las contraccidies,, . . ., Sn}
en De R" tal que satisface:

|S(X)—S(y) |[<c|x—y]|(xy) €D

Con una ¢ < 1 para cada i. Entonces existe amico atractor F. i.e, un conjunto no vac
compacto tal que:

m
F=US(F)
i=1
Mas din si nosotros definimos una tranformaeiS en la clase S de un conjunto compacto
no vado por:
m
SE)=JS(E)

para E € S, y escribimos'Somo la késima iterada de S, entonces:

F= ﬁsk(E)

k=0

Para cada conjunto E S tal que §E) DE V.

El copo de nieve de Koch se obtiene al ahadir repetidamente triangulos a un simple
triangulo equilatero. Las nuevas adiciones se hacen dividiendo los lados en tres partes iguales
y colocando un nuevo triangulo en el tercio central. De esta manera, cada nueva figura es mas
compleja, pero todos los triangulos que la forman son exactamente iguales al original. Esta
igualdad entre la figura original y cualquiera de sus mas minusculos detalles es caracteristica
de los fractales. No solo el copo de nieve de Koch se obtiene a partir de un SIF, el triangulo
de Sierpinsky y una gran parte de los fractales se construyen con el mismo mecanismo una
regla sencilla que se repite unay otra vez, en el que el resultado de aplicar la regla a un dato
se utiliza como dato para la siguiente iteracion.

En la figura 2.9 se observa la construccion del copo de nieve de Koch.
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Figura 2.9: Construcion iterativa del Copo de nieve de Koch.

2.4. Series de Tiempo autosimilares

Los fendbmenos autosimilares tienen el mismo aspecto o comportamiento cuando se vi-
sualizan a distintas escalas en una cierta dimension. La dimension puede ser el espacio o el
tiempo. Una ST eautosimilar, si la serie agregada tiene la misma funcion de autocorrela-
cion que la serie original. Esto es, dada una ST estaciofiafiala ST agregada denotada
por {x™} que se define mediante la suma de la serie temporal original en bloques adyacentes
y no superpuestos de tamafip entonces s{x } es autosimilar tiene la misma funcion de
autocorrelacion que la sere™} V m.

El grado de autosimilaridad de una serie puede expresarse utilizando el parametro de
Hurst. Una serie es estadisticamente autosimiléd,5i< H < 1) a medida de quel — 1 el
grado de autosimilaridad se incremente. Es tambien una medida de la longitud de dependen-
cia a largo plazo: Un valor dd = 0,5 indica la ausencia de dependencia a largo plazo. Se
han utilizado distintos métodos para determinar si una serie temporal dada es autosimilar y,
de ser asi, para estimar el parametro de autosimilakddss método mas comunes para la
estimacion son:

1. Grafico de Varianza - Tiempo
2. Grafico RIS
3. Varianza Agregada

Los métodos anteriores son mas bien métodos de caracter practico, y no se usan para
hacer estimaciones puntuales del paramidtsino mas bien para tener una idea aproximada
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acerca de si un conjunto de datos dado se ajusta a las caracteristicas autosimilares o si es un
modelo con dependencia de corto alcance. Para obtener estimaciones puntuales del parametro
se requiere hacer uso destimador de Whittle

2.5. Movimiento Browniano

En 1827, el botanico Robert Brown descubrid otro ejemplo de un fractal, al observar que
las pequenas particulas en suspension, dentro de un fluido, estaban sometidas a rapidos mo-
vimientos irregulares, producidos por la agitacion térmica de las moléculas del fluido. Este
fendomeno, que posteriormente fue nombrado Movimiento Browniano en honor a su descu-
bridor, es debido al incesante choque del polen con las moléculas del liquido. Estos choques
ocurren un largo nUmero de veces en un pequefo intervalo de tiempo, independientemente
de los otros, y el efecto de un golpe en particular es pequefio comparado con el efecto global.
Einstein publico un estudio matematico de este movimiento que eventualmente le permitiod a
Jean Baptiste Perrin (ganador del premio Nobel) calcular el nGmero de Avogrado.

En 1905, Albert Einstein formuld las bases matematicas del movimiento Browniano,
basandose en el supuesto de que el movimieno se debia a la accion de las moléculas de
agua bombardeando los granos de polen. Pero el trabajo de Einstein, aunque elegante, no
incluia los experimentos de laboratorio necesarios para demostrar la realidad de sus conclu-
siones. Fue cuando Einstein busco a Perrin para reforzar sus calculos con las observaciones.
De 1908 a 1913, Perrin, desconocia los documentos publicados de Einstein, él se dedico a
los experimentosEl creyd que si el movimiento browniano es el resultado de las colisiones
moleculares, el promedio de movimientos de las particulas en suspension estan relacionadas
con su tamafo, densidad y las condiciones del fluido (por ejemplo, presion y densidad), de
conformidad con las leyes de gas. Con su trabajo Perrin recibiria el premio Nobel de fisica
en 1926.

Esta teoria fisica del movimiento sugiere que el movimiento es aleatorio y tiene las si-
guientes propiedades:

= Tiene incrementos independientes.
= Los incrementos son variables aleatorias independientes.

= El movimiento es continuo.
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Figura 2.10: Movimientro Browniano erR

La primera propiedad significa que el desplazamiento de uti@yla de polen sobre in-
tervalos disjuntos de tiempo son variables aleatorias independientes. Mientras que la segunda
propiedad es desde el teorema del limite central [18]. (Anexo 1).

Figura 2.11: Movimiento Browniano erR?.

En los afos 20, Norbert Wiener presentd un modelo matemptra este movimiento
basado en la teoria de los procesos estocasticos. En 1923, propuso una formulacion matemati-
ca rigurosa que exhibia el comportamiento aleatorio similar al observado en el Movimiento
Browniano. Las trayectorias descritas por ésteceso de Wieneen un espacio tridimensio-
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nal eran tan irregulares como si tuvieran una dimension Hausdorff igual a 2. Este es un ejem-
plo de un fenbmeno natural con un comportamiento fractal que puede ser explicado por un
simple modelo matematico. Una trayectoria puede ser escrita como una flindoa> R"
dondef(t) es la posicion de la particula en un instante de tiem@ondemos estudiar &

desde dos puntos de vista distintos. Pensandolo en la imfgfetp]) = {f(t) : ) <t <t}

como un subconjunto dB" cont considerada como un simple parametro o considerando la
grafica de, f = {(t, f(t)): t{ <t <tp} como producto de la variacion decon respecto al
tiempo. Las trayectorias Brownianas son, en general, fractales.

Definicion 9 Un proceso estdstico{B;,t > 0} es un movimiento browniano si se cumplen
las condiciones siguientes:

[ ] BO:O

Fijados n instante® <t; < ... <ty los incrementos §—By, ,,...,B, — B, son va-
riables aleatorias independientes.

Sis<t, el incremento B— Bs tiene una ley normal RO,t —s).

Las trayectorias del proceso son funciones continuas.

De lo anterior, se desprende que el movimiento Browniano es un proceso Gaussiano. La
media del Movimiento Browniano esta dada pgB;) = 0. Y la covarianza esta dada por:

E(BsBt) = E(Bs(Bt —Bs+Bs))
E(Bs(Bt —Bs)) + E(B%) = s=min(s )

Sis<t, puede comprobarse que si un proceso gaussiano tiene media cero y funcién de auto-
covarianza mifs,t) entonces cumple las condiciones de la definicion anterior.

Este movimiento tiene muchas propiedades y conexiones con otras ramas de las ma-
tematicas. Es interesante mencionar que casi todas sus trayectorias son no diferenciables en
ningln punto, las trayectorias Brownianas son entonces ejemplos de funciones consideradas
“extrafias”, que son continuas pero no diferenciables en ningln punto.



2.6. MOVIMIENTO BROWNIANO FRACCIONARIO 49

2.6. Movimiento Browniano Fraccionario

Sea(B(t); — < t < ) un Movimiento Browniano Estandarly un parametro real tal
que O< H < 1. Se define de acuerdo a Mandelbrot y Van Ness el movimiento Browniano
Fraccionario de indice H parac < t < co mediante la siguiente integral estocastica:

t
W12 - (0" dB(w) + [ (t- w2 dB(w))
0
(2.17)
y B4 (0) = 0. Se conoce quBy tiene incrementos estacionarios y se tienen las siguientes

Bu(t) = (H+l/2 {/

expresiones para sus varianzas y covarianzas:

Var By (t) = Cyt? (2.18)

{/ (L= u)H-12_ (= U>H71/2]2du+i

dondeCy = o }.

r(H +1/2
Si ¢ (t,s) denota la covarianza @ (t) se tiene que < t, quedy (t,s) = St +-2H -
(t—9].

Denotemos poA\,(")g(x) el incremento de ordeky tamafov de la funciong en el punto
X, es decir:

AWPg(x) = A% Vg(x+v) — Ak Dg(x) (2.19)

La funcion de covarianzéy ) (t,s) del proceso de incrementos de ordede By (t) es
parak=1,yk=2

C C
onV(t,s) = 7HAU( ) Oopi (t—s— V)P @ (t,5) = —THAJ ) Bt (t — S— V) (2.20)
donde6, (x) = [x|?"'. De las Gltimas expresiones se deduce que el pra8géd no es
estacionario pero tiene incrementos de primero y segundo orden estacionario. El movimiento
Browniano Fraccionario provee una generalizacion de Movimiento Browniano, es una fami-

lia de un parametro de un proceso Gausi@dt),t > 0 que tiene media cero y covarianza:



50 CAPITULO 2. FRACTALIDAD

E[Br (9B (1)] = 1/2(|s + [t/ — t— ) (2.21)

Donde O<H < 1,y en el caso qud = % se tiene el Movimiento Browniano Ordinario.
Para explicar el Movimiento Browniano Fraccionario como una fungjft) tal que satis-
face la siguiente propiedadV;, 0 AtH. ConAt = to —t3, AVy(t2) —AVh(t)) 0 < H < 1 Y si
H = 1/2, obtenemos el Movimiento Browniano. 8i> 1/2 tenemos persistencia, es decir
son ST caracterizadas por efectos de memoria de largo plazo. Lo que suceda hoy impactara en
el futuro por siempre como por ejemplo cambios semanales de ahora estan relacionados con
los cambios semanales futuros.Fbk 1/2 tenemos antipersistencia, un sistema antipersis-
tente cubre menos distancia que uno aleatorio.



Capitulo 3

Mapeo Fractal

En esta seccion consideraremos algunas de las aplicaciones de la teoria de la probabili-
dad al estudio de los fractales. La mas importante de estas posibilidades es la construccion
de fractales “aleatorios”; esto es, conjuntos aleatorios o medidas aleatorias que exhiben las
irregularidades (y regularidades) caracteristicas de los conjuntos y medidas normalmente aso-
ciadas a los fractales.

Analizaremos los caminos en la que la teoria de la probabilidad puede ser usada en el es-
tudio de la geometria fractal, por ejemplo algunos de los conjuntos fractales como el triangulo
de Sierpinsky, pueden ser construidos usando métodos aleatorios. Modificaremos un poco la
idea basica de autosimilitud por una de autosimilitud estadistica. Un conjunto aleatorio, se
dice, es estadisticamente autosimilar si el conjunto esta hecho de pequefas partes, y cada
parte es similar a una instancia del mismo conjunto aleatorio. Las partes no son similares al
todo, pero son similares al conjunto que puede ser obtenido del todo si los eventos aleatorios
ocurrieran de manera diferente. Es decir, una parte es similar al conjunto aleatorio cuya dis-
tribucion de probabilidad es la misma que la distribucién del conjunto entero.

De igual forma, se introduce el algoritmo delego del Caqaun algoritmo propuesto por
Barnsley en 1988, que permite la construccion de conjuntos fractales deterministas a través
de métodos aleatorios. Dicho algoritmo sera el pilar para la construccion del Pentagono de
Sierpinsky y permitira el mapeo de Series de Tiempo en fractales.

51
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3.1. Mapeo

Podemos definir uMapeocomo una funcion d& enY cuya regla de correspondencia
denotada porf : X — Y satisface:

= Condicion de Existencia: Todos los elementos<destan relacionados con elemento
enY, esto e/ xe X JyeY tal que(x,y) € f

= Condicion de Unicidad: Cada elementoXesta relacionado con un Unico elemento
deY, es decir, six,y1) € fy (X,y2) € f = y1 =Y.

Un mapeo puede ser visto como una aplicacion que lleva algo observado a un sistema
de referencia diferente, en donde se puede preservar todas las caracteristicas, en este caso se
habla de monocidad. Ademas de los mapeos, existendp&os aleatorias

El estudio de los mapeos aleatorios fue iniciado de manera diferente por diversos autores
en 1950, y las propiedades de estos modelos han recibido mucho atencion en la literatura. Los
modelos ampliamente estudiados han sido casos particulares de un modelo general denotado
por Tp(m). Dicho modelo consiste en lo siguiente:

Sea[n| el conjunto de enterofl, 2,...,n} y sea#, el conjunto de todos los mapeos de
[n] en[n]. Para cada > 1, segp(n) = {p;; (n) : 1 <i, j > n} un arreglo tal qug;j (n) > 0 para
1<i,j>ny Z npij (n) =1 para cada ¥ n < n, seaX;", Xo", ..., X," variables aleatorias
=1
independientes tal que P" = j} = pij(n) V1 <i, j > n. Entonces el mapeo aleatofiigy, :
[n] — [n] queda definido en términos de las variabfg® Xo", ..., X" por:

Tp(n)(i) =] = X"=]j

Paratoda K i, > n, la distribucion del,, esta dada por:

P{Tym =f} = |1 Pit (i) (N)

Para cadd € .. Cualquier maped € .#, puede ser representado como una grafica
dirigida G(f) en un conjunto de vértices etiquetados coB, 1.,n tal que hay una arista
dirigida del vértica al vérticej enG( f) siy solo sif (i) = j. Esto se puede representar de la
siguiente manera:
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Figura 3.1: Grafica Geométrica Aleatoria correspondiente a un Mapeo Aleatorio

3.1.1. Eljuego del Caos

Comencemos con 3 puntos en el plano, acomodados en las esquinas de un triangulo
equilatero, a los cuales los llamaren®sag, ay, €scogemos un punto inicial arbitrarig
en el plano. A partir de estos datos vamos a definir una secuencia aléatiyia de puntos
en el plano. Supbngase gyefue definido. Para la siguiente iteracion, seleccione de manera
aleatoria uno de los tres puntas El siguiente térming,. 1 en nuestra secuencia es el punto
medio del segmento de linea que resulta de xyyrae; esto es:

X1 = (Be+Xn) /2 (3.1)

Esta construccion es llamada el juego del Caos y fue propuesta por Barnsley en 1988 y pue-
de consultarse en [16]. De esta manera, obtenemos una secuencia aleatoria de puntos en el
plano. Pero cuando varias iteraciones son llevada a cabo por una computadora, la figura se ve
cada vez menos aleatoria conforme pasa el tiempo.

Esta secuencia aleatoria converge al triangulo de Sierpinsky, el conjunto autosimilar en el
plano esta determinado por el SIF consistente definido por las siguientes tres transformacio-
nes:

a +X ar + X ay +X
L) = "5~ () ="5— fu(x) = =5 (32)

Ahora consideremos el sentido en el que converge.
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Figura 3.2: Triangulo de Sierpinsky con 100 pudrigura 3.3: Triangulo de Sierpinsky con 1000
tos. puntos.

,va, .vY.v. AA ' v

Figura 3.4: El Triangulo de Sierpinsky es un fractal denominado por el matematico Polaco W. Fran-
ciszek Sierpinski en 1915.
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Convergencia.De hecho, consideremos un SIF mas general. SS@&aespacio métrico
completo no vacio, se@ un alfabeto, y para cadac E seafs: S— Suna funcion. Lo
anterior define un SIF. Asumimos que si hay una constaaté tal que:

p( fe(x)7 fe(Y)) S rp(X, y) (33)

vV X,y € Sy todae € E; esto es, que el sistema iterado de funciones sea contractil. El
atractorK es el Gnico conjunto compacto no vacio tal que:

K =[] felK] (3.4)
ecE

Ahora consideremos una secuencia aleat@dg.cg de probabilidades dongg >0V ec

Ey pe = 1. Esto se convierte en una medida natural de un producten un espacio
ec
E(@ de infinitas cadenas. Para nuestro espacio muestra de probabilidad toE{&npsea

P = .# la medida de probabilidad. Esta construccion de la medida puede ser escrita de otra
manera: so es una cadena infinita, escribimagcomo lan-ésima letra.

Si escogemos una cadeni@e manera aleatoria, de tal manera que las letras individuales
on son independientes e identicamente distribuidas con distribucion:

egE Pee

Ahora escogemos un punto arbitrang € S inicial. Cuando definimosgp_1 Y Xn =
fa,(Xn—1), podemos simplificar nuestra notacion escribiendo una composicion:

En esta notacion, nuestra secuencia aleatoria se puede escribir de la siguiente manera:
fon0n_1..0001(X0). Una convencion similar puede ser usada para abreviar el producto de las
pes:

P(€1€2...€n) = Pe Pe, - - - Pe, (3.5)

Teorema 3 Sea un sistema iterado de funciones cadtit denotado pof fe), con pesosgpe),

y un punto inicial ¥ arbitrario. Sea K el atractor del sistema iterado de funciones. Sea la
secuencia aleatoriéx,) definida previamente. Entonces con probabilidad de 1, el conjunto
de todos los puntos de la secuenfig) es exactamente el conjunto K.
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Demostracbn Seayy un punto erk, entonces tenemos que

P(fe.0, 1..0001(X0); fona, 1...0001(Y0)) < rnp(XO,YO) — 0 (3.6)

Asi, nuestra secuencia aleatoria, comenzandgeiiene el mismo grupo de puntos que
uno que comienza &yp. ASumMimos queg € K. Cada funcionfe mapeakK enK y K es un
conjunto cerrado. Esto hace claro que cada conjunto de puntos dstdPen el contrario,
mostraremos que cada puntokeres un conjunto de puntos de la secuerigja con proba-
bilidad 1.

Si a es una cadena finita, decimos queocurre en una cada < o = a1 para
algunas cadend3 1. Ahora, dada una cadena finttac E(m) considerando los eventos:

Sm(a) = {Bat:B e EM 1 c E¥} (3.7)

Los eventossin(k=0,1,2,...) dependeran de bloques disjuntos de letras en la@ada
de manera que son eventos independientes. La probabilidad d&ggetep(a) > 0. Por el
lema de Borel-Cantelli (o por la ley de los grandes numeros) con probabilidad 1, de manera
infinita muchos de lo§, suceden. En particular, uno de I8g, ocurre. Asi que con proba-
bilidad unoa ocurre en la cadena. Hay varias cadenas finitas con probabilidad 1, todas
las cadenas finitas ocurren en Utilizaremos esto para mostrar que cada element ea
un conjunto de puntos de la secuenig).

Fijando unax € K. Seaf € E® una direccion de, tal que:

{x} = fonlK] (3.8)

N—o0

Dadan, seaa = 6,6,_1...6,01 lainversion de las primerasletras def. Sabemos que
a ocurre eno; decimos quer = Bat, dondefo| = m. EntonceSmin = fg,6, .6,8...5,(%0) €
foin[K]. EStos puntogmn convergen al punts, entonces es un punto del conjunto. |

Lo anterior expresa que el conjunto de puntos construido llena densamente la figura limi-
te, y la figura obtenida no depende de la sucesion concreta de transformaciones elegidas. Esta
es la caracteristica mas interesante de dicho algoritmo, pues cuando el proceso aleatorio se
repite un gran nimero de veces, el conjunto de puntos resultante se aproxima a una figura
conocida y claramente determinista.
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Algoritmo 1 . (Algoritmo del juego del Caos). Entrada: Un sistema Iterado de Funciones
(IFS) #{X; c1,...,cq} Y una secuencia aleatoria,i. .. de rimeros desd¢l,2,...,n}.

1. Inicio: Escoger un ke X arbitrario.
2. lteracbn: t—1 — t: dado el vector x 3 € X calcular x como X = ¢, (%—1)

3. Repetir el paso 2.

Parece sorprendente que un juego aleatorio como este dé lugar a modelos tan estructura-
dos como los fractales, ilustrando las potentes conexiones que subyacen en las matematicas.
El trabajo matematico subyacente consiste en obtener la descripcion analitica en terminos de
coordenadas cartesianas de todas las transformaciones estudiadas sobre los puntos del plano,
que en la geometria afin esta previamente estudiado.

A partir de un sistema de coordenadas cartesiano, se pueden hallar formulas matematicas
gue permitan obtener las coordenadas del punto transformado a partir del anterior. Para ello,
cada transformacion puede descomponerse en partes, expresandose como la que resultaria al
aplicar sucesivamente varias transformaciones simples.

Otra propiedad considerable del algoritmo es que aunque el atractor resultante es un frac-
tal no es comunmente llamado un atractor extraio dado que la orbita es aleatoria en lugar
de ser caottica. La regla es lineal y no puede producir caos. La regla es solo un ejemplo de
gue como puede ser jugado el juego del caos. En lugar de mover la mitad cada vértice con
cada iteracion, es decir utilizar un valog 0,5, se puede mover un valok [0, 1]. El valor
der = 0 hara que éste nunca se despege de su condicion inicial, mientras que ekvalor
hara que se visite en varias ocasiones los tres vértices en orden aleatorio. Ambos casos son
poco interesantes, puesto que dan origen a un objeto con dimension cero, en lugar de un ob-
jeto fractal. Se observa también que la dimension fractal decrementa de 2 a 0 conforme el
valor der incrementa.

A continuacion se observa la contruccion del triangulo de Sierpinsky mediante el juego
del caos.
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Figura 3.5: Vértices Iniciales

CAPITULO 3. MAPEO FRACTAL

Figura 3.6: Comienzo Figura 3.7: x; = fr(X0)

Figura 3.8: xo = | (x1)

Figura 3.9: x3 = fy(x2) Figura 3.10: x4 = fr(X3)
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3.2. Penagono de Sierpinsky

Figura 3.11: Pentagono de Sierpinsky

El siguiente sistema iterado de funciones denota el Pemtéd® Sierpinsky.

Conr el indice de Dorian. BPentigono de Sierpinskgl igual que el Triangulo de Sier-
pinsky es una muestra de como un conjunto fractal deterministico puede ser construido me-
diante métodos aleatorios. Dicho pentagono sera la herramienta que nos permitira el mapeo
y la caracterizacion de las Series de Tiempo. Su dimension fractal es de 1.91. Una buena
estimacion es hacer variar el parametrel cual sera el indice de caracterizacion de la Serie
de Tiempo.

Figura 3.12: Variacion en el indice para el Pentagono de Sierpinsky.
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Figura 3.13: Vértices Iniciales

Figura 3.16: x; = fa(x1)
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Figura 3.19: x5 = fp(xa) Figura 3.20: X = fe(xs)
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En la pagina anterior se observa la construccion del pentagono de Sierpinsky mediante
el algoritmo delJuego del CaasAhora se observa la construccion del Pentagono, Hexagono
y Octagono de Sierpinsky, los cuales fueron construidos a través de un SIF, permitiéndonos
obtener los atractores caracteristicos para cada uno de ellos.

o%e v

Figura 3.21: Pentagono de Sierpinsky

i} igg} %.ﬁ?

Figura 3.22: Hexagono de Sierpinsky

Figura 3.23: Octagono de Sierpinsky
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Figura 3.24: El juego del Caos para diferentes Poligonos

3.3. Transformaciones Gclicas

La representacion de una ST en un fractal es una representacion grafica en dos coorde-
nadas, donde una tercera dimension puede ser interpretada como el eje del tiempo. La idea
es usar una representacion de una circunferencia o de un poligono con muchos vértices que
se asemeje a una circunferencia y de esta manera poder represiaitas medianta pun-
tos equidistantes en una circunferencia unitaria. A través de esta representacion podemos
considerar un alfabeto de tamafi@enotada pors = {ap,ay,...,a,-1}. Definimos a una
tranformacion cliclica como un mapeo uno en unade- St de un alfabetay en un circu-
lo unitarioS* definido por:

2n
n

blay) = (costk2).sin(k)"

El acomodo de los valores que conforman el alfab&tse refleja en la posicion de la
circunferencia en el circulo unitario. El alfabeto correspondierite- S esta dado por:
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A = {(cos(k%n),sin(k%[))wo <k<n-1}

Teorema 4 (Fronteras de los fractales desgside una Transformamn Gclica). Sea(Z; )i—1.2

una serie de un alfabeto transformagdd c S resultado de una transformami dclica. Sea
n/4 2
. . m .
(X)t=0,1.2... la correspondiente serie fractal generada con=m} cos(kF) y condicbn
K=1

inicial Xg = 0. Tiene por norma

Figura 3.25: Mapeo Ciclico para una transfornfaigura 3.26: Mapeo Ciclico para una transforma-
cion del tipo seno cion del tipo coseno

Teorema 5 (Fronteras de los fractales desgside una Transformamn Gclica). Sea(Z; )i—1.2

una serie de un alfabeto transformadd C S* resultado de una transformdii dclica. Sea
n/4

(Xt)t=0,12,... la correspondiente serie fractal con-m Z sm(kF) y condicbn inicial Xo = 0.
K=1

Tiene por norma

1
-
1% =l < -

3.4. Elindice de Dorian

Para el estudio y la caracterizacion de las ST, se formuld un expresion matematica que
dependiera de algunos de los parametros que pudieramos obtener a partir de una ST, los
parametros de los cuales depende el indice que a continuacion se propone incluye el nimero
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de vertices del poligono en el que se va a mapear y el exponente de Hurst, dentro de la
expresion se incluye una suma trigonométrica la cual depende del niumero de vértices del
poligono en el que se va a mapear.

La expresion para éhdice de Doriares la siguiente:

H

4
(1+ 3,7 cos2))
con [n/4] denotando el menor entero. Y una segunda expresion, la cual depende del

P2(nH) =

(3.9)

parametrax para caracterizar procesos de ruidd 4 es la siguiente:

a-1

n/4 2
2(1+ 5,7 cog %)
De esta manera estos seran los coeficientes que permitiran el Mapeo del las Series de

7(n,a) =

(3.10)

Tiempo y de los procesos de RuiddfF, pues el indice de Dorian sera el Unico para cada
una de estas series. Cabe mencionar que para lo anterior el valor del indice se encuentra aco-
tado, estoes & ¥ < 1.

Entre las propiedades interesantes de este indice se encuentra que para un procesos de rui-
do cona = 2, esto es un movimientro browniano y para una representacion en un triangulo
n= 3, el valor deZ = 0,5, justamente con el cual al mapearlo y dividir los subintervalos en
partes iguales el mapeo converge al triangulo de Sierpinsky. Dicho indice también es sensible
a las condiciones iniciales del problema.

A través de este indice es posible obtener la dimension fractal de la serie, esto se logra
mediante la siguiente expresion:

D=2-92T, (3.11)

con 2 denotado como el indice de Doriafy = (1+ an:/f] cos(z%k)).

3.5. Simulacbny Aleatoriedad

Una de las herramientas mas importantes para procesos complejos es la simulacion. La
palabra simulacion tiene sus origenes en 1940, cuando Von Neuman y Ulam que trabajaban
en el proyecto Monte Carlo, durante la Segunda Guerra Mundial, tuvieron el problema de re-
solver reacciones cuya solucion experimental seria demasiado cara y el analisis matematico
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muy complicado. Gracias al surgimiento de la computacion y el uso de la simulacion en ella,
pudieron surgir incontables aplicaciones.

Thomas H. Naylor define la palabra simulacion como una técnica numérica para con-
ducir experimentos en una computadora. Estos experimentos comprenden ciertos tipos de
relaciones matematicas y logicas, las cuales son necesarias para describir el comportaimiento
y la estructura de sistemas complejos del mundo real a través de largos peridos de tiempo.
H. Maisel y G. Gnugnoli definen la simulacibn como una técnica numérica para realizar
experimentos en una computadora. Estos experimentos involucran ciertos tipos de modelos
matematicos y logicos que describen el comportamiento de sistemas de negocios, econdmi-
cos, sociales, biolbgicos, fisicos o quimicos a través de largos periodos de tiempo.

La simulacidon nos permitira crear diversas secuencias o ST con caracteristicas muy es-
pecificas, mediante una generacion de numeros aleatorios podremos generar ST aleatorias,
es sabido que no existe una manera practica para obtener una secuencia perfecta de nimeros
aleatorios. Los datos usualmente tienen patrones o se derivan de predicciones tedricas basadas
en los ideales de nUmeros aleatorios. Cuando se generan algunos experimentos numericos, es
necesario que sean repetidos por otros investigadores con el fin de determinar independencia.
Es por eso que surge la necesidad de considerar algoritmos rapidos y simples para la genera-
cion de numeros aleatorios. Los lenguajes de computacion como “C” han creado programas
que emplean generadores de la forxpa, = ax, + b(modM) para valores da,by M. Es
necesario establecer un valor pagaonocido también como valor “semilla’de esta forma se
inicia un proceso recursivo.

Desde que las computadoras pueden generar numeros aleatorios por reglas deterministi-
cas, no existen nUmeros completamente aleatorios. Estos son llanfade®s pseudoalea-
torios. En la teoria practica, éstos son tratados como si fueran aleatorios para simular un
fendbmeno aleatorio. Con el paso del tiempo, hemos usado el término de generador de nime-
ros aleatorios en lugar de generador de numeros pseudoaleatorios. Para generar nUmeros
aleatorios, se utiliza el método congruencial lineal, denotado@&(M, a, b, xp) que es un
algoritmo dado por:

Xn+1 = &% + b(mod M) (3.12)

con valor inicialxg.



Capitulo 4

Resultados

En esta seccion consideraremos los resultados mas importantes al mapear algunos de los
modelos de Series de Tiempo mas importantes, se hace una simulacion de diferentes modelos
con caracteristicas especificas para cada uno de ellos, y posteriormente se calcula el indice
de Dorian, una vez realizado lo anterior se grafica y se procede a calcular su correspondiente
mapeo en el Pentagono de Sierpinsky, para eso se hizo uso de un programa desarrollado en
el lenguaje de programacion “C”, cuyo codigo se puede encontrar en el Anexo 2.

Al finalizar el procedimieno anterior, se procede al calculo de la dimension fractal para
cada una de las imagenes obtenidas. Se incluye la simulacion de modelos &&(2py
MA(1), Series de Tiempo que tienen una tendencia lineal, tendencia cuadratica, exponencial,
modelos con varianza creciente y decreciente ademas de una sinusoide. Al final del capitulo
incluimos procesos de ruido y de ruido blanco.

4.1. ModeloAR(2) y MA(1)

A la hora de considerar diferentes Series de Tiempo, se caracterizaron aquellas que fuesen
mas representativas, entre las cuales podemos mencionar los maRgsy MA(Q), se
procedio6 a la simulacion de dichos modelos, el primer modelo que se plante6 fue un modelo
AR(2), cuya ecuacion se encuentra a continuacion:

Yt = O,5Yt—1+O,ZYt—2+Q (41)

Para la simulacion de este modelo se recurri6 a una hoja de calculo, una vez obtenido el
modelo, cuya grafica se aprecia a continuacion, se procedio al calculo gig@ntifes, que
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son los valores de la variable, que ordenados de menor a mayor, dividen a la distribucion en
partes, de tal manera que cada una de ellas contiene el mismo nUmero de frecuencias, en este
caso se dividio a la distribucién en 5 partes. Una vez obtenido lo anterior se procedi6 a su
mapeo fractal, calculando el indice de Dorian, cuyo valor para el modelo anterior corresponde
a2 = 0,132924, calculados los quintiles y sustituido el indice de Dorian, podemos apreciar

en la siguiente figura su mapeo fractal.

W“w(’x,wij“)p},,

w

MJWF')H"’W'*“J'W \

Figura 4.1: Modelo AR(2)

Figura 4.2: Mapeo Fractal del ModelAR(2)

Una vez obtenido su mapeo fractal, observamos que indiceids phra la serie anterior
es deH = 0,174, lo cual nos arroja una dimension fractal de la seri€ de 1,826, muy
cercana a la de una superficie. Al realizar el Box Counting Method (Método de conteo por
cajas) para el mapeo fractal este nos arroja el vald@r €€1,91729.

Para la simulacion de un modelo del tilild\(1) cuya ecuacion esta dada por:
Yr=a—-03a-1 (4.2)

procedimos a la simulacion mediante una hoja de calculo, se obtuvo el indice de Dorian
cuyo valor corresponde @ = 0,0557670, con un exponente de Hurst= 0,073, con lo
anterior, el fractal correspondiente se aprecia a continuacion, no obastante el calculo de la
dimension fractal de la ST es &#e= 1,927, mientras que para el pentagono utilizando el Box
Counting Method correspondela= 1,91767.
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Figura 4.3: ModeloMA(1)

Figura 4.4: Mapeo Fractal del ModelMA(1).

4.2. Tendencia lineal

Una tendencia lineal se representa por:

Yy =ao+art+e (4.3)

Con g como ruido blanco, esto es el valor de la ST es igual a una constante llamada
ordenada al origen, mas una pendiente multiplicada por el valor del tiempo, el cual se incre-
menta sucesivamente. Si la pendiente es negativa la ST sera decreciente, mientras que si la
pendiente es positiva, la ST sera crecientex;Sk 0 tenemos una ST sin tendencia paralela
al eje del tiempo. En otro caso tendremos la grafica de una linea recta.

La representacion grafica con el valorag= 0 y a1 = 0,35 se exhibe en la siguiente
figura, el indice de Dorian, correspond&a= 0,733374, y el exponente de Hurgtla= 0,96.
La dimension fractal de la serie esie= 1,04, parecido a la recta, pues la tendencia es lineal
y Su representacion grafica asemeja a una recta. Al parecer en la figura correspondiente a su
mapeo no hay una superfice fractal, lo anterior debido a que los puntos que se maperon todos
se encuentran en cada uno de los vértices, los cuales fueron coloreados, apenas se distinguen.
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Figura 4.5: Modelo de Tendencia Lineal.
Figura 4.6: Mapeo Fractal del Modelo de Tenden-
cia Lineal.

4.3. Tendencia cuadatica

Como hemos visto anteriormente la tendencia puede ser no lineal esto es cuadratica, lo-
garitmica, polinomial, sinusoidal, etc. La tendencia cuadratica presenta crecimientos o decre-
cimientos muy significativos. Una tendencia cuadratica se representa por:

Y, =ao+art+art’+g (4.4)

Figura 4.7: Modelo de Tendencia Cuadratica.
Figura 4.8: Mapeo fractal del Modelo de Tenden-
cia Cuadratica
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En la grafica anterior aprecia una curva con tendencia cuadratica cuyo valores para cada
una de las constantes corresponden a 0, a; = 2 y a» = 2. Una vez calculado el indice
de Dorian, cuyo valor correspondeza= 0,759348 yH = 0,994, la dimension fractal de la
serie e = 1,006. Al igual que el mapeo lineal, no se distingue ninguna figura fractal en su
mapeo, pues los puntos se encuentran sobre los vértices, de una manera totalmente encimada,
los puntos se representan de color rojo.

4.4. Tendencia exponencial

Una tendencia exponencial existe cuando el crecimiento o decrecimento de los datos es
todavia mas rapido, los datos se asemejan a una figura de la funcibn exponencial cuya ecua-
cion esta dada de la siguiente manera:

Y; = ape™ (4.5)
Este mismo modelo puede expresarse como:
In(Y) = In(ao) +art+ea (4.6)

tomando algoritmos de ambos lados. Este modelo es muy parecido al modelo lineal, salvo
que existe una transformacion del tipo logaritmo de la variable original.

Exponencial

Figura 4.9: Modelo de Tendencia Exponencial

Figura 4.10: Mapeo fractal del modelo de Tenden-
cia Exponencial
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La siguiente representacion anterior del modelo con tendencia exponencial corresponde
a uno cuyos parametros sop = 0,025 y a; = 0,025. El indice de Dorian para la serie
anterior corresponde @ = 0,179524 y el valor dé&d = 0,235. La dimension fractal de la
serie esk = 1,765. En la imagen correspondiente a su mapeo fractal podemos distinguir
apenas pequefios patrones en color azul, estos patrones se asemejan a una estructura del tipo
fractal, sin embargo no surge del todo.

4.5. Varianza creciente

Comunmente se requiere de modelos que puedan ser capaces de medir la dispersion de
los datos con respecto a un parametro en particular, en ocasiones se requiere medir la disper-
sion de los datos con respecto a su media, para efectuar dicha medicibn se requiere hacer uso
de la varianza medida de dispersion de los datos. Una varianza creciente en los datos de una
Serie de Tiempo resulta un problema para el investigador pues es mas dificil la prediccion de
los datos. Mientras mayor sea la dispersion de los datos, mayor es la magnitud de las desvia-
ciones respecto a su media y por ende, mas alto el valor de la varianza.

Se habla del términliomocedasticidad cuando la varianza es la misma para cada observa-
cion, se podria decir que la varianza permanece constartetdracedasticidad corresponde
a una varianza desigual para cada observacion. A continuacibn se hace una modelacion de
una ST con varianza creciente.

Figura 4.11: Modelo de Varianza Creciente.

Figura 4.12: Mapeo fractal del Modelo de Varian-
za Creciente.
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Con 2 =0,592811249 y un exponente &= 0,776, la dimension fractal para la serie
es deF = 1,224, mientras que la dimension mediante el Box Counting Method corresponde
aD =1,91699. La imagen del mapeo al parecer no existe una estructura fractal, al parecer
existe una aleatoriedad en los puntos, se ve que hay una dispersion y no converge a un atractor.

4.6. Varianza decreciente

Un modelo con varianza decreciente cominmente se vera como una parabola, sin embar-
go la dispersion de los datos cada vez sera menor conforme avanza con el tiempo, tendiendo
a una linea recta o a estabilizarse en un solo punto. Un modelo de Varianza Decreciente tiene
la siguiente forma.

Figura 4.13: Modelo de Varianza Decreciente.
Figura 4.14: Mapeo fractal de un modelo de Va-
rianza Decreciente.

Para la grafica anterior podemos observar que el indice darbDmara el mapeo de la serie
corresponde & = 0,582880, mientras que el exponente de Hurst correspohile 8,763.
La dimension fractal de la serie es BHe= 1,237, mientras que para la imagen mediante el
Box Counting Method correspondda= 1,91633. En esta imagen, al igual que el mapeo del
la Varianza Creciente, la imagen no converge a ninguna del tipo fractal, al parecer hay una
aleatoriedad en los puntos, la dipersion del modelo también se refleja en su mapeo. Al parecer
también existen regiones sin puntos dentro del mapeo. La dimension del mapeo fractal para
una serie con varianza creciente y para una con varianza decreciente es muy semejante.
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4.7. Sinusoide

En este apartado se procede a la simulacion de una serie con una tendencia no lineal
conformada por una sinusoide, esto es a través de una funcién del tipo sin o cos, o en general
una combinacion de ambas. En general a todos los graficos de onda se les llama sinusoide.
Una sinusoide puede estar descrita por la siguiente ecuacion:

Asin(2rtft + @) 4.7)

dondeA es la amplitud de la ondd,la frecuencia yp la fase. La ecuacion anterior puede ser
descrita como:

Asin(z?ntqL o) (4.8)

conT = % La siguiente simulacion de una grafica sinusoidal fue realizada con una com-
binacion de cuatro funciones del tipo sin y cos. La simulacion se realizd en una hoja de
calculo, lo grando obtener lo siguiente:

Figura 4.15: Sinusoide

Figura 4.16: Mapeo fractal de un Sinusoide.

Para la figura anterior, el exponente de Hukst= 0,518 este valor es muy cerca de
tener una serie que se comporta como ruido blanco, el indice de Dorian obtenido es de
2 =0,395716. La dimension para la serie corresponBe-al,482, y la dimension del ma-
peo mediante Box Counting Method corresponde a un val@r €€1,91848. La imagen que
resulta del mapeo fractal al parecer corresponde a una estructura fractal sin embargo esta in-
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conclusa, muy probablemente por la cantidad de puntos mapeados, sin embargo pareceria
pensar que se trata de un fractal.

4.8. Ruido blanco

Hemos definido con anterioridad el Ruido Blanco como una sucesion de variables alea-
torias no correlacionadas con media cero y variarz&Es un proceso estocastico en el cual
los valores en dos instantes de tiempo diferentes no guardan correlacion estadistica, es por
ello que al calcular su espectro de potencia observamos una constante. En la siguiente grafica
se puede observar una simulacion de ruido blanco, para lo anterior utilizamos una hoja de
calculo, y haciendo uso de la funcion

=distr.norm.estand.inv(aleatorio)

en Excel simulamos valores de Ruido Blanco los cuales se muestran a continuacion:

Alpha = 0 jfuido Blanco)

Figura 4.17: Ruido Blancoa =0

Figura 4.18: Mapeo del Ruido Blanco

El mapeo de una serie de tiempo que representa el ruido blameerge al pentagono
de Sierpinsky, al calcular el indice de Dorian, observamos que coincide con el indice con el
gue se construye el pentagono de Sierpinsky, el exponente de Hurst es igugled ihdice
de Dorian es d&v = 0,381966011. La dimension fractal de la serie e§de 1,5, mientras
que la dimension fractal para el mapeo corresponde al valdr €€1,91. Cabe mencionar
gue un proceso de este tipo que es totalmente aleatorio y que los valores no se encuentran
correlaciondos convergen a una figura totalmente determinista.



4.9. RUIDO DE COLORES 75

4.9. Ruido de colores

En esta seccion se procedera a la caracterizacion de series de tiempo que son resultados
de procesos de ruido del tipg 1”. Se hara el mapeo de diferentes tipos de ruidos, principal-
mente con valoresde =15,a =1,794a0 =2248ya = 2,71.

Para la simulacion de estos procesos, se recurrio al desarrollo de un programa en el len-
guaje de programacion “C”, que permite generar una serie con tales caracteristicas. Se proce-
di6 a la simulaciébn de un proceso de ruime- 1,5, de donde se obtuvo la siguiente grafica.

Figura 4.19: Ruido /¥ cona = 1,5

Figura 4.20: Mapeo de un proceso de Ruidpf?
cona =15

Con un exponente de Hutdt= 0,250 y con un indice de Doriaw = 0,1634. La dimen-
sion fractal de la serie de tiempo corresponde -a 1,75. En el mapeo se puede observar
qgue se forma una figura fractal con pequefas repeticiones de pentagonos en cada uno de los
vértices, la figura que se obtiene es tienen una dimemsiérl,91531.

Continuando con el mapeo de series de tiempo, se procede a la simulacion de un movi-
miento browniano o ruido café con un exponenteade 2, este sugiere que el exponente
de Hurst para tal movimiento es &= 0,5, por lo que tienen el mismo mapeo fractal que
el ruido blanco, al realizar su mapeo se observara que converge al pentagono de Sierpinsky.
Cabe mencionar que para la expresion del indice de Dorian como una funcion que depende
den, a, esto esZ(n,a) dicho indice coincide con el valor de381966011.
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Continuando con el mapeo para los procesos de ruido, se simuld un ruido con un expo-
nentea = 2,248, la grafica correspondiente a este proceso de ruido se muestra en la siguiente
grafica.

Alpha=25

Figura 4.21: Ruido 1/ f¥ cona = 2,248

Figura 4.22: Mapeo para un proceso de ruido
1/f% cona = 2,248

Para este proceso de ruido, su exponente de Hurst correspbnd®,624, y el indice de
Dorian corresponde & = 0,476693582. La dimension fractal de la serie e$-de 1,376.
La imagen correspondiente al mapeo fractal muestra que al parecer no hay ningun fractal,
sin embargo los puntos se encuentran sobre la recta que conforma el vértice del pentagono,
dichos valores se encuentran coloreados de acuerdo a cada vértice, se distingue una secuencia
de puntos que se dirigen al vértice de la izquierda coloreado de azul.

La siguiente grafica muestra una simulacion de un proceso de ruido con un exponente
a =271, laimagen de a un lado corresponde a su mapeo fractal, se puede observar que los
puntos se encuentran en cada uno de los vértices, al igual que el mapeo anterior, a cada uno
de los vértices se le asigna un color, y se observan los puntos a lo largo de los vértices. Cabe
mencionar que no existe una secuencia de puntos hacia un vértice como en el mapeo anterior,
sino que de una vez se encuentran mapeados sobre los vértices. El exponente de Hurst para la
serie simulada correspondéia= 0,855, y el indice de Doriaty = 0,653161. La dimension
fractal de la serie é5 = 1,145.



4.10. CONJETURAS 77

Adpha = 3.0 Ruido Negro) \

Figura 4.23: Ruido 1/ f9 cona = 2,71

Figura 4.24: Mapeo para un proceso de ruido
1/f% cona =271

4.10. Conjeturas

A patrtir de los resultados obtenidos es posible realizar algunas conjeturas sobre el mapeo
de Series de Tiempo en Fractales, en primer lugar se demuestra que subyacen estructuras
fractales en las series de tiempo y en especial en procesos de ruido d¢lftfpd.as series
que tienen un exponente de Huksty que corresponden a modelos diferentes, esto es un
modelo de ruido cor = 2,71y una serie con tendencia cuadratica o exponencial presentan
el mismo mapeo fractal. Conforme el exponente de Hurst crece y el indice de Dorian tam-
bién, el mapeo fractal obtenido cada vez se acerca a los vértices del pentagono, no existiendo
una figura fractal. Mientras si ocurre lo contario, es posible obtener una figura fractal cada
vez mas parecida a un ruido aleatorio.

El mapeo de ruido blanco coresponde a una estructura fractalmente determinista. Es po-
sible continuar con su estudio y ver la manera en la que impacta. Es posible mencionar que
se pueden hacer diferentes intervalos, pues en este trabajo se considerguartiles de la
distribucion, sin embargo es posible manipularlos y continuar con su estudio.

Los modelos de varianza creciente y decreciente al parecer no tienen una estructura frac-
tal claramente observable, es posible que no exista un patron en ellos, sin embargo es muy
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apresurado decir tal afirmacion, para ello sera necesario un estudio mas amplio para cada uno
de ellos, y para poder mapear diferentes series de tiempo con varianza creciente y decrecien-
te, en un principio es posible suponer que la dispersion de los datos altera al mapeo de las
series.

Los modelos con una tendencia de una sinusoide claramente reflejan un mapeo fractal,
sin embargo es posible que se necesiten una gran cantidad de datos para que estas figuras
puedan claramente surgir.



Conclusiones

Esta tesis presenta una primera aproximacion al mapeo de las Series de Tiempo en frac-
tales, los resultados obtenidos indican que es posible describir las estructuras subyacentes a
las series temporales a través de su mapeo fractal, dandole una respuesta a nuestra hipotesis
inicial.

El cambio de paradigma de enfoques en la realidad es inminente, convivimos con fenome-
nos no lineales. El estudio de las ST en fractales dara mucho de que hablar en un futuro no
muy lejano, de manera que se ira perfeccionando su estudio y surgiran nuevas herramientas
gue nos proporcionen informacion innovadora y til que permita entender el fenobmeno, com-
binado con la computacion, estas nuevas herramientas permitiran explicar fenomenos que si
bien por su complicada estructura y magnitud todavia no entendemos, llegaremos a entender-
los.

La importancia de este trabajo y del mapeo de las Series de Tiempo radica en que es
posible proponer un mapeo Unico para cada serie estudiada, a través de la determinacion del
indice de Dorian, que propone con base en el exponente de Hurst un indice Unico para cada
serie y la figura en la que se mapea, ya sea triangulo, pentagono o hexagono, este indice es
sensible a las condiciones iniciales del problema.

Los resultados muestran que diversos fenbmenos que ocurren en la naturaleza tienen una
atractor muy particular bajo un mapeo fractal, los problemas que presentan una estructura
“cadtica”, en realidad tienen un orden. En lo pasado esta la historia del futuro, el pasado es
historia, el futuro es fantasia y el presente es tan solo un instante, mas en ese instante se
encuentra la vida.
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Anexo 1

En el presente anexo se definiran y explicaran de manera muy breve algunos de los con-
ceptos y teoremas referente a probabilidad, procesos estocasticos y sistemas dinamicos, para
dar al lector una introduccion a los mismos.

Test de Dickey - Fuller

Dickey y Fuller [19] disefiaron un procedimiento para probar formalmente la presencia
de Raices Unitarias. La prueba comienza por suponer que lasssigele un modeld\R(1),
de la forma:

Vi =pYi—1+6&,t=12... (49)

dondeyy es el valor observado y&} ~ N(0,02). Y se prueba para el caso de que
seaigual a 1, de aqui la expresionrde unitaria Dickey y Fuller (1979) consideraron tres
diferentes ecuaciones de regresion que se pueden utilizar para probar la existencia de una raiz
unitaria:

i =pPY-1+& V=0o+pPY-1+t& Wt=0o+pPY-1t+0it+e (4.10)

Se dice qu€{y;} tiene una raiz unitaria= p = 1. En el caso de que el modelo tenga
una raiz unitaria, esto es gpe= 1, entonces; sigue una caminata aleatoria sin desvio. Si
0o #0yp =1 {y} sigue una aleatoria con desvio, lo cual significal§(&) es una funcién
lineal det. Un proceso de raiz unitaria con desvio se comporta de manera muy distinta a un
proceso sin desvio.

Una version simple de la prueba consiste en estimar una o mas de las ecuaciones 4.10

mediante el método de Minimos Cuadrados Ordinarios con el fin de obtener el valor estimado
dep y su error estandar asociado.
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Consideremos la hipotesis nula de dyg} tenga una raiz unitaria; es dediy: p = 1.
En casi todos los casos estamos interesado en la alternativa inclinada hacia un lado, es decir
Hi : p < 1. Sila hipbtesis alternativa es correcta entonces nuestra ST es estacionaria, por el
contrario si nuestra hipotesis nula es correcta entonces nuestra ST no es estacionaria. Gene-
ralmente O< p < 1 ya quep < 0 seria muy raro en una serie en la que sospechamos que tiene
una raiz unitaria. La alternatidy : p > 1 no es considerada [20].

Una ecuacion conveniente para hacer la prueba de la raiz unitaria se obtiene del modelo
AR(1), del cual si se resta_1 Yy se defined = p — 1, entonces obtenemos lo siguiente:

Ayt = do+ Oy—1+ & (4.11)

y sicumpleE(a|yi—1,¥t—2,-..,Yo) = 0, entonces se dice que es un modelo dinamico com-
pleto. De tal manera que se hace la prueba parad = 0 contra la hipotesis dd1 : 6 < 0.
El problema es que bajdy, y; 1 es estacionario, y entonces el teorema del limite central (Que
se basa en la distribucibn normal para el estadis}ino aplica, en este caso el estadistico
no tiene una distribucibn apoximadamente normal, ni siquiera en pruebas grandes.

La distribucion asint6tica del estadisticbajoHp se conoce comalistribuci 6n de Di-
ckey - Fuller [20]. Mientras que no podamos usar los valores criticos comunes, si podemos
usar el estadistico comin pa@aenAyt = a + 0y;_1 + &, al menos una vez que los valores
criticos asociados hayan sido calculados. El resultado se conoce castadel Dickey Fuller
para raices unitarias.

Sistema Dimramico

Un sistema dinamico es la manera de describir el paso del tiempo a través de todos los
puntos de un espacio de esta@oEl espacio de estad@&puede ser es el espacio de estados
de un problema fisico. Matematicamergg@odria ser el espacio Euclideano o un subconjun-
to abierto de un espacio Euclideano o algin otro espacio como una superfidieGurndo
consideramos un sistema dinamico en mecanica, el espasiel conjunto de posible posi-
ciones y velocidades del sistema. Para simplicidad, asumimos que el €Spaaia espacio
EuclideanoR"; en ciertos casos, la importancia del comportamiento del sistema dinamico
sera confirmada en un subconjunto particulaR8e
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Dada una posicion iniciaX € R", un sistema dinamico €R" nos indica la posicion de
X en el instante de tiempio= 1,2,3,.... Ahora denotaremos esas nuevas posiciones de
con X1, X2, X3,.... En el instante de tiempo X se localiza en la posicidoKy. Una unidad
de tiempo anteX se encuentra ed_j;. En general, la trayectoria d€esta dada pax;. Si
medimos la posicion d¥ usando solamente valores del tiempo enteros entonces tenemos lo
gue se conoce como Bistema Diamico Discreto Si el tiempo es medido de manera con-
tinua cont € R entonces tenemos Bistema Diamico ContinuoSi el sistema depende del
tiempo en una manera continua diferenciable, entonces tenensistema Diamico Suave

En el caso de las ecuaciones diferenciables, nosotros asumimos que la ¥res@on-
tinuamente diferenciable. El mapep: R" — R", que tomaX en X;, es definida parg, y
de acuerdo a nuestra interpretaciongecomo un estado de movimiento en el tiempo; es
razonable decir que tiene ag_; como su inversa. Tambiém debe ser la funcion de iden-
tidad tal quegh(X) = X'y ¢t(@(X)) = @+s(X) como una condicion natural. Formalizamos
los conceptos anteriores en la siguiente definicion:

Definicion 10 (Sistema Diamico) Un sistema damico suave efR" es una fundn conti-
nua diferenciablep : R x R" — R" dondeg(t, X) = @ (X) que satisface:

= @:R"— R" es la funcdn identidad:g(Xo) = Xo
» La composidn@go@ = @.sparacadatxe R

[21]

Recordemos que un subconjutes W se dice que es denso¥ahsi hay puntos arbitrarios
enU cercanos a cualquier punto en el conjuitoDecimos que un mapefy que toma un
intervalol = [a, B] es cadtico si:

= Puntos periddicos dé son densos eh

= f es transitiva en; esto es, dado cualquiera dos subintervalpy U, enl existe un
puntoxg € U1 y unan > 0 tal quef"(xp) € Us.

= f tiene una sensible dependencid en
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El lema de Borel-Cantelli

En la teoria de probabilidad, el lema de Borle-Cantelli es un teorema sobre una secuencia
de eventos. De una forma mas general, es resultado de la teoria de la medida. Fue nombrado
porEmile Borel y Francesco Paolo Cantelli. La demostraciones de la mayoria de los teoremas
fuertes estan basadas de diferentes formas en el lema de Borel-Cantelli. A continuacion se
presentan las versiones mas importantes:

Lema 1 (Lema Borel-Cantelli) Sea /AA,... una secuencia de eventos para los cuales
[ee]

Z P(An) < o entonces se cumple que:
n=1

P{limsupA,} = P{ﬁ iAi} =P{Ani.0} =0

n—co n=1n=1

esto es con probabilidad 10k si un rumero de eventos finitos,Acurren de manera
simultéinea.

Lema 2 (Lema Borel-Cantelli 2) Sea;AA,, . .. una secuencia de pares de enventos indepen-

dientes para los cualei P(An) = . Entonces:
n=1

P{limsupA,} =1

Nn—oo

esto es con probabilidad 1 urumero infinito de eventos,Acurren simulhneamente.

Ley de los Grandes Nimeros

Existen 4 versiones de la ley de los grandes numeros, 2 versiones de la ley débil de los
grandes nimeros y 2 versiones de la ley fuerte de los grandes niUmeros. Comenzaremos ex-
plicando la ley de los grandes nUmeros.

Se establece que una sucesion de variables aleatorias definidas sobre un espacio de proba-
bilidad Q obedece la ley de los grande nUmeros cuando la media de las muestras de variables
tiene a la media de las esperanzas de las variables aleatorias de la sucesion, segin el nimero
total de variables aumenta. Lo que implica que el promedio de una muestra al azar de una
poblacion de gran tamafo tendera a estar cerca de la media de la poblaciobn completa.
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El promedio de una secuencia de variables elegidas al azar, con una distribucion de proba-
bilidad comUn, converge a su valor esperado, en el limite, mientras el tamafio de la secuencia
se aproxima al infinito. Cuando las variables aleatorias tienen una varianza finita, el teorema
del limite central extiende nuestro entendimiento de la convergencia de su promedio des-
cribiendo la distribucion de diferencias estandarizadas entre la suma de variables aleatorias
y el valor esperado de esta suma. Sin importar la distribucion subyacente de las variables
aleatorias, esta diferencia estandarizada converge a una variable aleatoria normal estandar.

Definicion 11 (Desigualdad de Kolmogorov). Séga &», ... una secuencia de variables alea-
torias independientes que tienen un valor esperado y varianza finita,Bg;,V; = Var(¢&),
entonces:

i 1n
P(lr;]&);|(fl+...+fn)—(m1+...+m()\ >1) < t—zi; \Y/ (4.12)

Definicion 12 (Desigualdad de Markov). En el lenguaje de la Tiaade la Medida, la des-
igualdad de Markov indica que §K, S p) es un espacio con medida, y si f es una fanci
de variable real en un espacio medible extendiblexyentonces:

B EXIIX 2t < ¢ [ [f]d (4.13)
Para el caso especial en que el espacio tenga una mediad 1 (esto es, que sea un espacio

de probabilidad), la desigualdad puede ser escrita como: Si X es una variable aleatoria
cualquiera'y a> 0O, entonces:

E(X])

Pr(|X| > a) < (4.14)

Definicion 13 (Desigualdad de Chebyshev). La desigualdad de Chebyshev establece que si
X es una variable aleatoria con desvianieséndar s, entonces la probabilidad de que la
variable aleatoria et distanciada de su media a loasa veces, la desvidm fipica es
menor o igual qu%%. Lo que nos conduce a la siguiente ref@ati
Pr(|X — E(X)| > a0) < = (4.15)
a

Teorema 6 (Ley de los grandesimeros). Si x X2, ... son variables independiente<iati-
n

o .1
camente distribuidas con esperanzay |u| < o, entoncesr{lm - lei = U.
i=

Adenas lim sup|—zlx| pt|=0

N—wgcy<y N



85

Ley Fuerte de los Grandes Nimeros

Teorema 7 (Ley Fuerte de los Grandesliiheros). Sea XX», ... una sucesin de variables
aleatorias independientes, cada una con una misma media ri(¢ Em)#) < a < o. En-
tonces:

P(Am%(xl+x2+...+xn):m):1 (4.16)

Los promedios parciale# (X1+ X2+ ...+ Xy) con probabilidad de 1 convergen a m.

Ley Débil de los Grandes Nimeros

Teorema 8 (Ley Débil de los Grandes tneros). Sea XX, ... una sucesin de variables
aleatorias independientes, cada una con una misma media m, y una vaganzac. En-
toncesv € > O:

1
\H(X1+X2+...+Xn)—m| >¢e)=0

fim P
Los promedios parcialeﬂx,s(X1+X2+ ...+ Xn) convergen en probabilidadma

Demostracbn Sea$, = % (X14+Xo+...+ X,). Entonces usando la linealidad del valor es-
perado y la varianza podemos observar (&,) = my que laVar(S,) < v/n, utilizando la
desigualdad de Chebychev, tenemos que.

1
P(IZ (X4 + X+ 4 %) —m| = €) v/n* — 0, n— o
i

La principal diferencia entre la ley débil de los grandes nUmeros y la ley fuerte es que la
operacion limite y probabilidad estan intercambiadas. Es posible demostrar que la ley fuer-
te implica la ley débil, pero no viceversa. Notese también que la ley fuerte parece ser una
formula cerrada.

Teorema del Limite Central

El nombre de Teorema del Limite Central se refiere a un resultado que afirma la conver-
gencia en una distribucion de una suma normada de variables aleatorias,(8ste &g /by,
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a una funcion de densidad norndalEn el caso del Teorema del Limite Central, que enuncia-
MOos a continuacion, las variables aleatorias son independientes y el limite de la distribucion
es Gaussiana.

Seanéy, éo,... una secuenma de variables aleatorlas mdependlentes con varianza finita,
m = E&, 01 = Var(§),{n = ZE.,Mn—EZn Zm D7 = Var({y Za' . SeaF; = F;,

la funcion de distribucion de la variable aleataofia

Definicion 14 (Condicbn de Lindeberg). Se dice que se cumple la cobdide Lindeberg
si se satisface que:

lim / 2dR(x) =0
n—oo D2 Z (X|x— m|>5Dn m) |( )

para cualquiere > 0.
La condicbn de Lindeberg implica que si Bing_,. D =

Teorema 9 (Teorema del Imite Central, Condid@n de Lindeberg) Se&, &», ... una secuen-
cia de variables aleatorias independientes con varianza finita. Si la canddz Lindeberg
se satisface, entonces la distriboiide ({, — Mp) /Dy converge @bilmente a una distribu-
cion N(O, 1) conforme n— co.

Definicion 15 (Condicbn de Lyapunov) La condian de Lyapunov dice satisfacerse si existe
unad > Otal que:

[im
n—oo D2+5

ZlE & —my|?H0) = (4.17)

Teorema 10 (Teorema del Imite Central, Condi@n de Lyapunov) Seé&, é>,... una se-
cuencia de variables aleatorias independientes con varianza finita. Si la condlei Lya-
punov se satisface entonces la distritiurcde(Z, — Mp)/Dp converge é@bilmente a una dis-
tribucion N(0, 1) conforme n— co.
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Transformaciones Afines

Definicion 16 Sea(X,d) un espacio rétrico. Una transformadin en X es una funan

f: X — X que asigna exactamente un puntx)fe X a cada punto x X. Si SC X en-
tonces fS) = {f(x): xe S}. f es una fundn uno a uno si¥ € X con f(x) = f(y) lo que
implica x=y. f es una fundn sobre si {X) = X. f es llamada invertible si es uno aunoy
sobre. En este caso es posible definir la transformadi*: X — X, llamada la inversa de

f denotada por f(y) = x donde x X es elunico punto tal que y= f(x)

Definicion 17 Sea f. X — X una transformadn en un espacio @trico. Las iteraciones
hacia adelante de f son transformacione®:fX — X definida por "(x) = x, f°1(x) =
f(x), foMD(x) = fo fo" = f(f°"(x)) para h= 0,1,2,.... Si la funcbn f tiene inversa,
entonces las iteraciones hacia agrde f son transformaciones(f™(x): X — X definidas
por fo1(x) = f~1(x), foM(x) = (f°M)~1(x) param=1,2,3,...

Definicion 18 Una transformadn w: R? — R? de la forma:
W(X1,Wo) = (axg +bxo +e,cx +dxp + )

donde ab,c,d, e, f € R es llamada una transformaim afin bidimensional.

Podemos utilizar la siguiente notacion equivalente:

wonl(2)-(23) (1))
Xo c d Xo f

a
DondeA =
C

no distinguimos del par ordenade, f) € R2. Tal transformacion tiene una importancia

b _ e
) es una matriz de 2 2 y t es el vector column< ) ) el cual

geomeétrica y propiedades algebraicas.
La matriz A puede ser escrita de la siguiente forma:
ab B r1cos6; —rosin,
c d risin6; rpcosb,
donde(ry,01) son las coordenadas polares del pufa) y (ro,(62+ 11/2)) son las
coordendas polares del purftnd). La transformacion lineal
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X X
1) Al ™
X2 X2

enR? mapeo cualquier paralelogramo con vertice en el origen en otro paralelogramo con

vertice en el origen. Notese que el paralelogramo gira por la transformacion.

La transformacion general afin(x) = Ax+t enR? consiste en una transformacion lineal
A, que deforma el espacio relativo al origen, seguida ddnaséacibnespecifica por el vector
t. La transformacion lineal
X1 cosf@ —sin@ X1

Rg =
Xo sin@ cos6 Xo

es llamadaotacion. Y la transformacion lineal:

X 1 O X
R 1 _ 1
X2 0 -1 X2

es llamadaeflexbn.
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Pentagono de Sierpinsky

#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>
#include <GL/glut.h>
#include <time.h>
#include <GL/glui.h>
#define MAX_COLORES 30

//Declaracién de prototipo de funciones
void coordenadas();

void grafica();

//Declaracién de variables globales

int 0,1=0,j;

int coor[5][2];

int tx, ty, tw, th;

float A=0.0, B=0.20, C=0.40, D=0.60, E=0.80, F=1.0;

int ri;

float

colores[30] [3]={{1,0,0},{0,1,0},{0,0,1},{1,1,0},{1,0,1},{0,1,1},
{1,1,1},{0,0,0},{.5,0,0},{0, .5,0},{0,0, .5},{.5,.5,0},
{.5,0,.5},{0,.5,.5},{.5,.5,.5},{1,0,0},{0,1,0},{0,0,1},
{1,1,0},{1,0,1},{0,1,1},{1,1,1},{0,0,0},{.5,0,0},{0,.5,0},
{0,0,.5},{.5,.5,0},{.5,0,.5},{0,.5,.5},{.5,.5, .5}};

89
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char archivo[30];

void drawString (char *s)
{
unsigned int i;
for (i = 0; i < strlen (s); i++)

glutBitmapCharacter (GLUT_BITMAP_HELVETICA_12, s[i]);

void drawStringBig (char x*s)
{
unsigned int i;
for (i = 0; i < strlen (s); i++)

glutBitmapCharacter (GLUT_BITMAP_TIMES_ROMAN_24, s[i]);

void coordenadas(void)
{
coor [0] [1]1=240;
coor [0] [0]=520;
coor[1] [1]1=430;
coor[1] [0]=381;
coor[2] [1]1=357;
coor[2] [0]=158;
coor[3] [1]1=122;
coor [3] [0]=158;
coor[4] [1]1=49;
coor[4] [0]=381;
}
void Teclado(unsigned char key, int x, int y)
{
switch(key) {
case 27:

exit(0);



break;
case ’r’:
if (i<=60) i++;
default:break;

}
glutPostRedisplay();

// FUNCION PARA GRAFICAR

void grafica(void)
{
int driver, mode;
srand (time (NULL) ) ;
int XT, YT,p,xi,yi,1=0,j=0;
float datoleido;
FILE *mac;
glBegin (GL_LINE_LOOP) ;
glVertex2f (coor [0] [0],coor [0] [1]);
glVertex2f (coor [1] [0],coor[1] [1]);
glVertex2f (coor [2] [0],coor[2] [1]);
glVertex2f (coor [3] [0],coor[3] [1]);
glVertex2f (coor [4] [0],coor[4] [1]);
glEnd () ;
p=rand ()%3;
XT=(320+coor [p] [0])/2;
YT=(240+coor [p] [11)/2;
glBegin (GL_POINTS) ;
glColor3f(1,1,1);
glVertex2f (XT,YT) ;
glEnd () ;

if ((mac=fopen("arch.txt","r"))==NULL)
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sprintf (archivo,"Error, el archivo especificado

glRasterPos2f (0,3);
drawStringBig (archivo);

exit (0);

glColor3£(0,0,1);
glBegin (GL_POINTS) ;
do{
fscanf (mac,"%f" ,&datoleido) ;

if (datoleido >= A && datoleido <= B)
{
XT=(XT+coor[0] [0])/2;
YT=(YT+coor [0] [1])/2;
glVertex2f (XT,YT) ;

else{
if (datoleido > B && datoleido <= C)
{
XT=(XT+coor[1][0])/2;
YT=(YT+coor[1][1])/2;
glVertex2f (XT,YT) ;

}
else{
if (datoleido > C && datoleido <= D)
{
XT=(XT+coor[2] [0])/2;
YT=(YT+coor[2] [1])/2;
glVertex2f (XT,YT) ;
}
else{

if (datoleido > D && datoleido <= E)

ANEXO 2

no existe");



{
XT=(XT+coor[3]1[0])/2;
YT=(YT+coor[3][1])/2;
glVertex2f (XT,YT);
}
else
if (datoleido > E && datoleido <= F)
{

XT=(XT+coor[4] [0])/2;
YT=(YT+coor[4] [1])/2;
glVertex2f (XT,YT) ;

if (1%100==0) {glColor3fv(colores[j]);j++;}
}while (i1=4000) ;
glEnd Q) ;

void Dibuja(void)

{
glClear (GL_COLOR_BUFFER_BIT) ;
glPointSize(2.0);
coordenadas () ;
grafica();
glFlushQ);

}

void Reshape(int x,int y)

{
glClearColor(0.0,0.0,0.0,0.0);
glColor3f(1.0f,1.0f,1.0f);
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GLUI_Master.get_viewport_area( &tx, &ty, &tw, &th );

glViewport( tx, ty, tw, th );
glMatrixMode (GL_PROJECTION) ;
glLoadIdentity();

gluOrtho2D (0.0, 640.0, 0.0, 480.0);

int main(int argc, char** argv)

{

glutInit(&argc, argv);

glutInitDisplayMode (GLUT_SINGLE | GLUT_RGB);

glutInitWindowSize (640,480) ;
glutInitWindowPosition(100, 150);
glutCreateWindow("Pentagono") ;
glutDisplayFunc(Dibuja) ;
glutReshapeFunc (Reshape) ;
glutKeyboardFunc(Teclado) ;
glutMainLoop() ;

return O;

ANEXO 2
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