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Introducción

Encontrar funciones continuas y suprectivas entre dos espacios topológicos
diferentes X y Y es un problema importante en las matemáticas.

En el capítulo 1, desarrollamos los conceptos básicos a utilizar durante
todo este escrito. Estos son vistos generalmente en un primer curso de
topología, por lo que cualquier estudiante que lo haya llevado no tendrá
ningun problema durante su lectura.

En la construcción del conjunto de Cantor podemos observar que se va
haciendo cada vez más pequeño conforme seguimos repitiendo los pasos para
obtenerlo. Al terminar de construirlo parecería que sólo nos queda "polvo" del
intervalo [0; 1]: Imaginemos ahora que recogimos este "polvo" y lo vaciamos
en un cubo, lo que veríamos es que el cubo es llenado por este polvo(!!).
Matemáticamente hablando, lo que estaríamos diciendo es que existe una
función suprayectiva entre el conjunto de Cantor y el cubo. En el capítulo 2,
se desarrolla una generalización de este resultado con la "pequeña" diferencia
que podemos cambiar el cubo por cualquier espacio métrico compacto y a
la función le podemos añadir la propiedad de la continuidad. Asimismo
caracterizamos las propiedades que hacen que un conjunto sea homeomorfo
al conjunto de Cantor.

Durante la demostración de los principales teoremas del capitulo 2, surgió
la interrogante de que tanto se podría "copiar" la demostración de éstos para
un espacio que fuera el producto �nito o numerable espacios métricos com-
pactos, sin tomar en cuenta que este mismo es ya un compacto; especialmente
para un producto numerable. La respuesta a esta interrogante se da en la
segunda aplicación del capítulo 3, en el que se demuestra que el producto
numerable de espacios métricos compactos es un espacio métrico compacto
porque es la imagen continua del conjunto de Cantor.

Y es que, si bien es difícil imaginar que el conjunto de Cantor "llena" al
cuadrado, es más sorprendente aún, que el conjunto Cantor "llene" al cubo
de Hilbert. Esto es sólo parte del Capítulo 3, en el que se desarrollan apli-
caciones directas e indirectas de lo que llamaremos el Teorema de la función
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general, entre las más intersantes están: 1) La existencia de una in�nidad
de conjuntos homeomorfos a Cantor; 2) Todo espacio métrico, compacto y
totalmente disconexo tiene una copia topológica en el conjunto de Cantor;
3) Todo abierto de un continuo no degenerado contiene una copia topológica
del conjunto de Cantor; 4) El conjunto de Cantor es homeomorfo al espacio
f0; 1g@0 ;etc.

En el capítulo 4, se desarrollan los conceptos de conexidad local, el con-
cepto de la propiedad S; la estructura básica de los espacios de Peano y los
continuos de Peano, para poder, junto con el Teorema de la función general,
caracterizar a los espacios métricos que son la imagen continua del intervalo
[0; 1] :

Esperando entonces que este trabajo sea de agrado para el lector.
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CAPÍTULO 1

Preliminares
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0. Términos Generales

En este capítulo expondremos de�niciones y resultados que se utilizarán
en los capítulos posteriores. Aunque no incluimos la demostración de algunos
de éstos, damos una referencia en donde se pueden encontrar.

Los espacios que se usarán en adelante se denotaran por las letras X; Y
y Z respectivamente. Cuando se trate de espacios topológicos se usarán los
simbolos � o � para las topologías, asi pues al usar la notación (X;�) se
tratará de un espacio topológico. También se da por hecho los conceptos
T1, T2(Hausdor¤),Regular y Normal para un espacio topológico. Cuando se
usen los espacios métricos(véase [[2], De�nición 1.2.1, pág. 40]) se usará la
notación d o D para indicar a la métrica, de modo que al usar la notación
(X; d) estaremos hablando de un espacio métrico.

Para un espacio métrico (X; d), B(r; z;X) = fy 2 X : d(y; z) < rg y
se escribirá solamente B(r; z) cuando solo sea un espacio. Si A;B � X;
denotaremos por el diám(A) =supfd(x; y) : x; y 2 Ag; d(A;B)=ínffd(x; y) :
x 2 A y y 2 Bg y la nube de radio � de A denotada por Nd(A; �) como,
Nd(A; �) = fx 2 X : d(x; a) < � para algún a 2 Ag:

El simbolo N denotará al conjunto de los números naturtales, Q al de los
números racionales y R al conjunto de los números reales.

Una cubierta abierta C, de un espacio topologico, es una colección de
conjuntos abiertos del espacio tales que la unión de todos ellos resulta en
el espacio total. Un espacio topológico (X;�), es un espacio Lindelö¤ si
para toda cubierta abiera C de X; podemos extraer una cantidad, a lo más
numerable, de elementos de tal modo que sigan siendo una cubierta de X.

Una función f : Y ! Z una función entre espacios topológicos es cerrada
si para todo F cerrado de Y , f(F ) es cerrado en Z. Una función f es un
homeomor�smo si es biyectiva y tanto f como f�1 son continuas. Un espacio
topológico (X;�) es un arco si existe un homeomormiso entre X y el intervalo
cerrado [0; 1]: Un espacio topológico (S;�); es homogéneo si para cada par
de puntos p; q 2 S; existe un homeomor�smo F : S ! S tal que F (p) = q.

Un espacio topológico (X;�) tiene la propiedad del punto �jo, si para
toda función continua f : X ! X existe p 2 X tal que f(p) = p:
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1. Producto cartesiano y teoremas clásicos
De�nición 1.1. Sea f(X�;��) : � 2 Jg una familia de espacios topológi-

cos, sea X = ��2J X� y �� : X ! X� la � � �esima proyección nat-
ural. Sean �1; :::; �n índices de I y U�i 2 ��i para i 2 f1; :::; ng: De�nimos
hU�1 ; :::; U�ni = \ni=1��1� (U�) y la topología producto para el espacio X, que
denotaremos como ��; por medio de la siguiente base

� ={hU�1 ; :::; U�ni : U�i abierto de X�i y f�1; :::; �ng � I}:

Para una familia numerable de espacios métricos f(Xi; di)g1i=1 tales
que si xi; yi 2 Xi; di(xi; yi) � 1 para cada i: De�nimos en X la siguiente
métrica. Sea D : X �X ! R dada por:

D(p; q) =
1P
j=1

dj(pj ;qj)

2j
donde p = (pi)1i=1; q = (qi)

1
i=1 2 X

Denotemos por �D(X) a la topología inducida por esta métrica:

Únicamente para el siguiente lema usaremos eB(r; x) para denotar a los
elementos que distan de x en menos que r con respecto a la métrica ed yB(r; x)
los elementos que distan de x en menos que r con respecto a la métrica d.
Asi, �d denotará a la topología inducida por d y �ed a la topología inducida
por la métrica ed:
Lema 1.2. Sea (X; d) un espacio métrico. Entonces existe una métricaed de X, tal que �d = �ed y que además diámed(X) � 1:
Demostración. Sea (X; d) un espacio métrico. De�nimos ed : X �X ! R

tal que ed(x; y) = minfd(x; y); 1g: Comprobemos primero que se trata de una
métrica.

1) ed(x; y) � 0: Puesto que d(x; y) � 0 para cualesquiera x; y 2 X:
2) ed(x; y) = 0 si y sólo si x = y: Veamos que, ed(x; y) = 0 si y sólo

si ed(x; y) = d(x; y) y d(x; y) = 0 si y sólo si x = y.
3) ed(x; y) = ed(y; x). Se sigue de la de�nición.
4) ed(x; y) � ed(x; z)+ ed(z; y) para cualesquiera x; y; z 2 X: Sean x; y; z 2

X: Los posibles valores de ed(x; z) + ed(z; y) son {d(x; z) + d(z; y); 1 + d(z; y);
d(x; z) + 1; 2}.
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Caso 1. Si d(x; y) < 1; entonces ed(x; y) = d(x; y) y, con cualquiera de las
posibilidades se cumple que ed(x; y) � ed(x; z) + ed(z; y) pues por hipótesis d
es métrica.

Caso 2. Si d(x; y) � 1; entonces ed(x; y) = 1 pero, como d es una métrica
entonces 1 = ed(x; y) � d(x; y) � d(x; z) + d(z; y): Por lo tanto ed(x; y) es
menor que cualquiera de las posibilidades de valor de ed(x; z) + ed(z; y): Con
esto concluimos que ed es una métrica.
Así pues sólo resta veri�car que �d = �ed: Sean x 2 X; � > 0; si � � 1;

entonces eB(�; x) � B(�; x); ya que si y 2 eB(1; x); entonces ed(x; y) < 1

entonces por la de�nición de ed; se tendría que ed(x; y) = d(x; y). Por lo tanto,
d(x; y) < 1; es decir, y 2 B(1; x): Si � < 1; entonces simplemente tomamoseB(�; x) y, por la misma razón que con � � 1, tenemos que eB(�; x) � B(�; x):
Por lo tanto �d � �ed:
Para la otra contención, sólo es necesario observar que eB(�; x) = X si

� > 1: Si � < 1; entonces eB(�; x) = B(�; x): Por lo tanto �ed � �d: Como
d(x; y) � 1 para cualesquiera x; y 2 X; entonces diámD(X) � 1: �

Asi pues para un espacio métrico cualquiera podemos suponer que cua-
lesquiera dos elementos de éste distan en menos que 1.

Lema 1.3. Sea una familia numerable de espacios métricos f(Xi; di) : i 2
Ng tales que di(xi; zi) � 1 para cada i y para cualesquiera dos elementos xi; zi
de Xi. Entonces para el producto cartesiano de esta familia X = �i2NXi se
cumple que �D = ��; donde D es la métrica de�nida en 1.1.

Demostración. Primero demostremos �� � �D; es decir que todo abierto
en la topología inducida por la métrica es también un abierto en la topología
producto. SeaW un elemento básico de ��; es decir, tomamosW de la forma
hU�1 ; :::; U�ni con U�i abierto del espacioX�i para i = 1; :::; n y f�1; :::; �ng �
N: Tomamos p 2 W:
Supongamos que p = (pi)1i=1 2 W; entonces p�k 2 U�k ; por lo que existe

�k > 0 tal que B(�k; pk; Xx) � U�k con k 2 f1; :::; ng: Para cada k 2 f1; :::; ng
elijamos k > 0 tal que k2

k < �k y tomemos � = min
k21;:::;n

fkg; este mínimo
existe y es mayor que 0, pues f�1; :::; �nges un conjunto �nito; ahora veamos
que esta � hace que B(�; p;X) � W: Para ver esto, sea q 2 B(�; p;X); con
q = (qi)

1
i=1: Es claro, por la forma de W; que basta veri�car que q�k 2 U�k :
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Sea 1 � k � n �jo, como q 2 B(�; p;X): Entonces D(p; q) =
1P
i=1

di(pi;qi)
2i

<

�; como d�k (p�k;q�k )

2�k
�

1P
j=1

dj(pj ;qj)

2j
tenemos que d�k (p�k ;q�k )

2�k
< � entonces

d�k(p�k ; q�k) < 2
�k � � � 2�k � �k < ��k : Por lo tanto, q�k 2 U�k :

Ahora veamos la otra contención. Sean x 2 X y � > 0: Nuestro ob-
jetivo será, encontrar W abierto relativo a �� tal que W � B(�; x;X):
Tomamos esta � > 0 para exhibir N 2 N tal que

P
k>N

1
2k
< �

2
: Supong-

amos que x = (xi)1i=1: De�nimos W =


B( �

2
; x1; X1); :::; B(

�
2
; xN ; XN)

�
es un

abierto relativo a ��: Veamos que W nos funciona. Sea y 2 W: Supongamos
que y = (yi)1i=1:

Entonces D(x; y) =
1P
j=1

dj(xj ;yj)

2j
=

NP
j=1

dj(xj ;yj)

2j
+

1P
j=N+1

dj(xj ;yj)

2j
: Sabemos

que yk 2 B( �2 ; xk; Xk) para 1 � k � N; además dk(xk; yk) � 1 si k � N , por
lo tanto:

d(x; y) <
1P
j=1

e
2

2j
+

1P
J=N+1

1
2j
< �

2

1P
j=1

1
2j
+ �

2
< �

2
+ �

2
= �

y, concluimos que, W � B(�; x;X): �

Este último resultado sigue siendo valido, aún si no se cumpliera que
diám(Xn) � 1; debido a 1.2.

Lema 1.4. Sea f(Xi;�i) : i 2 Ig una familia de espacio topológicos
homogeneos: Entonces X = �i2IXi es un espacio homogeneo.

Demostración. Sean p = (pi)1i=1; q = (qi)
1
i=1 2 X: Como cada Xi es ho-

mogéneo, existe Fi : Xi ! Xi homeomor�smo tal que Fi(pi) = qi: De�nimos
F : X ! X dada por F (x) = (Fi(xi))1i=1; donde x = (xi)

1
i=1: Por lo tanto,

como cada función coordenada es biyectiva, F lo es. Como cada coordenada
es continua, F lo es y como cada coordenada tiene inversa, F la tiene. Es
decir, F es un homeomor�smo. �

Proposición 1.5. Sea f(Y�;��) : � 2 Ig una familia de espacios
topológicos y fA�;� : � 2 J; A�;� � Y�g una colección de conjuntos. En-
tonces

Q
�2I
[\�2J A�;�] =

T
�2J
[��2I A�;�].

Demostración. Mostremos primero que
Q
�2I
[\�2J A�;�] �

T
�2J
[��2I A�;�]:
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Sea (z�)�2I 2
Q
�2I
[\�2I A�;�]: Entonces z� 2 \�2I A�;� para cada � 2 I:

Luego z� 2 A�;� para cada � 2 J; � 2 I: Por lo tanto, (z�)�2I 2 [��2I A�;�]
para cada � 2 J y, obtenemos con esto que, (z�)�2I 2

T
�2J
[��2I A�;�]:

Ahora veamos la otra contención: Sea (x�)�2I 2
T
�2J
[��2I A�;�]: Entonces

(x�)�2I 2 ��2I A�;� para cada � 2 J; de donde x� 2 A�;� para cada � 2
I; � 2 J: Por lo tanto, x� 2 \�2J A�;� para cada � 2 I; y obtenemos con
esto que, (x�)�2I 2

Q
�2I
[\�2I A�;�]: �

Teorema 1.6. (Teorema Metrización de Urysohn) Véase [[15], Teo-
rema 23.1, pág. 166]. Un espacio topológico, (Y;�) es metrizable si y sólo si
(Y;�) es regular y tiene una base numerable.
Para una referencia en español véase [[5], Teorema 4.8, pág 72].

Teorema 1.7. (Teorema de extensión de Tietze). Véase [[3], Teo-
rema 5.1, págs. 149-151]. Sea (X;�) espacio topológico Hausdor¤. Entonces
los siguientes enunciados son equivalentes:

1) X es normal.

2) Para todo A � X cerrado, cada función f : A! R continua tiene una
extensión continua F : X ! R: Más aún, si jf(x)j < c para algún c 2 R;
entonces F puede escogerse de tal manera que jF (x)j < c para todo x 2 X:

2 Compactos

En la siguiente sección, damos los principales resultados bases, que se
usarán durante todo el escrito.

De�nición 1.8. (Propiedad de Heine-Borel) Sea (X;�) un espacio
topológico. Decimos que (X;�) cumple la propiedad de Heine-Borel si a toda
cubierta abierta C de X; se puede extraer un número �nito de elementos que
sigan siendo una cubierta abierta del espacioX: Así mismo, un espacio (X;�)
que tiene la propiedad de Heine-Borel también se le conoce como un espacio
topológico compacto.

De�nición 1.9. (Propiedad de la intersección �nita) Sea (X;�) un
espacio topológico. Decimos queX tiene la propiedad de la intersección �nita
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si para cada familia de cerrados L = fF�j� 2 Ig tales que \�2IF� = ?, existe
un número �nito de elementos de la familia original fF�1 ; :::; F�ng; tales que
\ni=1F�i = ?:

Teorema 1.10. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1) (X;�) es un espacio topológico compacto.

2) (X;�) tiene la propiedad de la intersección �nita.

Demostración. 1) implica 2): Sea L = fF�j� 2 Ig una familia de cerrados
de X tales que \�2IF� = ?; por las leyes de Morgan, X = [�2I(X r F�)
donde X r F� es un conjunto abierto de X: Entonces ~L = fX r F�j� 2 Ig
es una cubierta abierta de X: Como X es compacto, existen X r F�1 ; X r
F�2 ; :::; X r F�n tales que X = [ni=1(X r F�i): Usando nuevamente las leyes
de Morgan, \ni=1F�i = ? y esta es precisamente la de�nición de que X tenga
la propiedad de la intersección �nita.

2) implica 1): Sea C = fU�j� 2 Ig una familia de abiertos de X tales que
[�2IU� = X; por las leyes de Morgan, \�2I(X r U�) = ? donde X r U� es
un cerrado de X; entonces ~C = fX r U�j� 2 Ig es una familia de cerrados
tales que \�2I(X r U�) = ?. Como X tiene la propiedad de la intersección
�nita, existen X r U�1 ; X r U�2 ; :::; X r U�n tales que \ni=1(X r U�i) = ?;
usando nuevamente las leyes de Morgan, [ni=1U�i = ?, de donde concluimos
que X es compacto. �

Proposición 1.11. Sea (X;�) espacio topológico compacto y A � X
cerrado. Entonces A es compacto.

Demostración. Sea C = fV�j� 2 Jg una cubierta abierta de A: Entonces
A = [C: Como cada V� = W� \ A donde W� es un conjunto abierto de
X; luego fW�j� 2 Jg [ fX r Ag es una cubierta abierta de X: Dado que
X es compacto, existen W�1 ;W�2 ; :::;W�N que cubren a X: De modo que
también cubren a A; notemos que se puede quitar a X r A de esta cubierta
pues su intersección con A es vacía. De manera que A =

�
[Ni=1W�i

�
\ A =

[Ni=1
�
W�i \ A

�
= [Ni=1V�i y asi exhibimos una subcubierta de C: Entonces,

por de�nición, A es compacto. �

Teorema 1.12. Sea (Y;�) espacio topológico Lindelöf y 1� numerable.
Los siguientes enunciados son equivalentes:

1) Y es compacto.
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2) (Propiedad de Bolzano-Weierstrass) Todo subconjunto nume-
rable de Y; tiene un punto de acumulación.

3) (Compacto por sucesiones). Toda sucesión (xn)1n=1 � Y , tiene una
subsucesión (xnk)

1
k=1 de la original convergente en Y .

Demostración. 1) implica 2): Sea A � Y: Supongamos que ningún punto
de Y es un punto de acumulación de A: Entonces para cada x 2 Y; existe un
conjunto abierto Ux de x; tal que Ux \A = ? si x =2 A y Ux \A = fxg para
x 2 A; es decir, A es un cerrado y es un subespacio discreto de Y: De�nimos
C = fUxjx 2 Ag [ (Y n A);esta es una cubierta abierta de Y; que no puede
reducirse a una subcubierta �nita. Pues, supongamos que existen un número
�nito de abiertos Ux1 ; Ux2 ; :::; Uxn [fY nAg tales que cubren a Y: Como A es
numerable, existe y 2 A tal que y 6= xi para i 2 f1; 2; :::; ng y entonces por
construcción de los conjuntos Uxi ; y =2 [ni=1Uxi [ (Y n A) y esto contradice
que Y es compacto.

2) implica 3): Sea (xn)1n=1 una sucesión de Y: De�nimos A = fxnjn 2 Ng:
Caso 1. Si jAj < 1; entonces existe xk 2 A tal que xk = xm para una
in�nidad de índices y entonces el resultado se sigue trivialmente. Caso 2. Si
jAj = @0: Por 2) A tiene un punto de acumulación, digamos y0; y dado que Y
es 1o numerable para cada vecindad Uy0 de y0 existe xn 2 A tal que xn 2 Uy0 ;
entonces tomamos los elementos de A que cumplan esto, de tal manera que
sea una subsucesión de (xn)1n=1:

3) implica 1): Supongamos que Y no es compacto. Sea C = fU�j� 2
Ig una cubierta abierta de Y; a la que no se le puedan extraer un número
�nito de elemntos que sigan cubriendo a Y: Como Y es Lindelö¤, existe
subcubierta numerable ~C = fU�njn 2 Ng de C: Entonces para cada n 2 N;
Y n [nk=1U�k 6= ?: Tomemos una sucesión (yn)1n=1 de elementos tales que
yn 2 Y n[nk=1U�k ; por 3) existe una subsucesión (ynk)

1
k=1 de (yn)

1
n=1 y y0 2 Y

tales que (ynk)
1
k=1 converge a y0: Como Y = [1n=1U�n ; existe m 2 N tal

que y0 2 U�m : Para p su�cientemente grande, con np > m, ynp 2 U�m
contradiciendo que ynp 2 Y n [npk=1U�nk pues [

m
i=1U�i � [npk=1U�nk : Por lo

tanto, Y debe de ser compacto. �

Proposición 1.13. Sean Y un espacio topológico compacto, Z espacio
Hausdor¤ y f : Y ! Z función continua. Entonces:

1) f(Y ) es compacto. Por lo tanto, f es cerrada.

2) Si f es biyectiva, entonces f es un homeomor�smo.
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Demostración. 1) Sea C = fW�j� 2 Ag una cubierta abierta de f(Y ):
Como f es continua, f�1(W�) es un abierto de Y: Además si f(Y ) = [W�

entonces aplinacdo f�1 tenemos que, Y = f�1([W�) = [f�1(W�): Por lo
que eC = ff�1(W�) : � 2 Ag es una cubierta abierta de Y: Por hipótesis, Y es
compacto, entonces existen f�1(W�1); f

:�1(W�2); :::; f
�1(W�N ) tales que Y =

[Ni=1f�1(W�i): De donde, f(Y ) = f([Ni=1f�1(W�i)) = [Ni=1f(f�1(W�i)) �
[Ni=1W�i : Por lo tanto f(Y ) es compacto.

Para la segunda parte sea A � Y cerrado y por tanto A es compacto,
entonces por la primera parte, f jA(A) es compacto. Pero f jA(A) = f(A), y
recordemos que en los espacios Hausdor¤ todos los compactos son cerrados,
entonces f(A) es un cerrado en Z:

2) Para esta parte sólo es necesario demostrar que f�1 : Z ! Y es
continua. Sea U abierto de Y: Como Y r U es cerrado, por 1); f(Y r U) es
cerrado de Z, f(Y r U) = Z r f(U) pues f es biyectiva. Por lo tanto f(U)
es un abierto de Z: �

Lema 1.14. Sea (Z;�) un espacio topológico compacto y Hausdor¤:
Entonces Z es regular, más aún Z es normal.

Demostración. Sean x 2 Z y U � Z cerrado con x =2 U: Como Z es
Hausdor¤, para cada y 2 U existen abiertos Vy yWy tales que x 2 Wy; y 2 Vy
y Wy \ Vy = ?: La colección C = fVyj y 2 Ug es una cubierta abierta de
U . Al ser U cerrado, también es compacto. Entonces existen y1; y2; :::yn 2 U
de manera que U � [ni=1Vyi : De�nimos V = [ni=1Vyi y W = \ni=1Wyi : Es
claro que V y W son conjuntos abiertos de Z; y además, V \W = ? por la
construcción del inicio. Por lo tanto, Z es regular.

Para la segunda parte. Sean E;F � Z cerrados ajenos. Como Z es
regular, para cada x 2 E; existen Wx; Vx abiertos tales que x 2 Wx; F � Vx
y Wx \ Vx = ?: La colección fWx : x 2 Eg es una cubierta abierta de
E. Nuevamente por 1.11, E es compacto y existen x1; x2; :::; xm 2 E para
los cuales E � [mk=1Wxk : Los conjuntos N = [mk=1Wxk y M = \mk=1Vxk son
abiertos tales que E � N;F �M y N \M = ?: Así pues Z; es normal. �

Lema 1.15. Sea (X; d) un espacio métrico compacto. Entonces X tiene
una base numerable.

Demostración. Para cada n; la colección Cn = fB( 1
n
; z) : z 2 Xg es

una cubierta abierta de X: Para cada n; existen z(n)1 ; z
(n)
2 ; :::; z

(n)
m(n) 2 X tales
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que X = [m(n)k=1 B(
1
n
; zk) para cada n; : Sea � = fB( 1n ; zk) : k = 1; 2; :::;m(n);

n 2 Ng: Dado que la únión numerable de conjuntos numerables es numerable,
� es numerable.
De�nimos Z = fz(n)1 ; z

(n)
2 ; :::; z

(n)
m(n) : n 2 Ng. Denotemos por �� a la

topología generada por �: Es claro, por construcción, que �� � �d; donde
�d es la topología generada por la métrica d. Resta ver que se satisface la
otra contención. Sea x 2 U con U abierto en la topología �d: Entonces
existe r > 0 tal que B(r; x) � U: Si x 2 Z; entonces para 0 < 1

n
< r;

x 2 B( 1
n
; x) � B(r; x) � U con B( 1

n
; x) 2 �; si x =2 Z; sea n 2 N tal

que 0 < 2
n
< r: Como fB( 1

n
; z
(n)
i ) : i = 1; 2; :::;m(n)g es cubierta de X;

existe z(n)j tal que x 2 B( 1
n
; z
(n)
j ). Veamos que B( 1

n
; z
(n)
j ) � B(r; x); sea

� 2 B( 1
n
; z
(n)
j ); d(�; x) � d(�; z(n)j ) + d(z

(n)
j ; x) < 1

n
+ 1

n
= 2

n
< r ; de manera

que x 2 B( 1
n
; z
(n)
j ) � B(r; x) � U: Por lo tanto, �� = �d: �

De�nición 1.16. Sea (Y;�) un espacio topológico. Se denota por:

2Y = fA � Y : A es cerrado y no vacíog

De�nición 1.17. (Métrica de Hausdor¤) [Veáse [12], Teorema 4.2.
pág. 53] Sea (X; d) un espacio métrico. De�nimos Hd : 2X � 2X ! R; como
sigue: Hd(A;B) =ínff� > 0 : B � Nd(A; �) y A � Nd(B; �)g: Denotaremos a
esta métrica como Hd:

Teorema 1.18. [Veáse [12], Teorema 4.13. págs. 59-60] Sea (X; d), es-
pacio métrico compacto. Entonces (2X ; Hd) es un espacio métrico compacto,
donde Hd es la métrica de 1.17.

De�nición 1.19. Sean (Y;�),(X;�) espacios topológicos, donde X es
compacto. Decimos que X es una compactación de Y; si existe una función
continua e inyectiva f : Y ! X tal que f(Y ) = X: Es decir, X tiene una
copia topológica de Y densa en X: Al subconjunto X n f(Y ) se le conoce
como el residuo de la compactación.

Lema 1.20. Sea (Z; d) un espacio métrico y compacto. Sean fCn : n 2
Ng una sucesión decreciente de cerrados de Z y U conjunto abierto de Z tal
que: C = \1n=1Cn � U . Entonces:
1) Existe k 2 N tal que Ck � U:
2) Si Cn 6= ; para toda n 2 N entonces C 6= ;:
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Demostración. 1) Ya que C = \1n=1Cn � U entonces por las leyes de
Morgan Z r U � [1n=1(Z r Cn); es decir, fZ r Cn : n 2 Ng es una cubierta
abierta del conjunto cerrado ZrU; que es compacto por ser Z compacto. Lo
que implica que existe una cubierta �nita fZ r Cni : i = 1; 2; :::; Ng de ZrU:
Sea k = máx

i=1;2;:::;N
fnig: Entonces Z r U � [kn=1(Z r Cni) � [kn=1Z r Cn =

Z r Ck pues Z r Cn � Z r Cn+1; es decir Ck � U:
2) Supongamos que Cn 6= ; para toda n 2 N pero que \1n=1Cn = ;:

Entonces [1n=1(ZrCn) = Z. Aplicando 1) para Z vemos que Z = [Nn=1(Zr
Cn) = Z r CN ; lo que implica que CN = ; contradiciendo la hipótesis. �

Proposición 1.21. Sean (X; d) un espacio métrico compacto y fFng1n=1
una familia decreciente de cerrados no vacíos deX. Entonces j\1n=1Fnj = 1 si
y sólo si diám(Fn) tiende a 0 si n crece.:

Demostración. Supongamos diám(Fn) no se acerca a 0: Dado que Fn+1 �
Fn; diám(Fn+1) �diám(Fn): Entonces existen � > 0 y N 2 N; tal que
diám(Fk) > � para k � N . Sean (pk)1k=N y (qk)1k=N sucesiones tales que
d(pk; qk) > � y pk; qk 2 Fk para k � N: Como X es compacto existe
(pki)

1
i=N � (pk)

1
k=N ; tal que pki converge a p y, además, p 2 \1n=1Fn pues

Fn+1 � Fn: Para (qki)
1
i=N ; existe una subsucesión (qkij )

1
j=N de (qki)

1
i=N tal

que qkij converge a q y además también q 2 \
1
n=1Fn por la misma razón que

para p: Por construcción tendríamos que d(p; q) � � > 0 pues d(pkij ; qkij ) > �;
entonces p 6= q; lo que contradice que j \1n=1 Fnj = 1:
Por 1.20, \1n=1Fn 6= ?: Sean p; q 2 \1n=1Fn: Entonces p; q 2 Fn para cada

n: De donde d(p; q) �diám(Fn) para cada n: Como diam(Fn) se aproxima a
0; d(p; q) también se aproxima a 0 y dado que es una métrica esta igualdad
se da si y sólo si p = q; por lo tanto j \1n=1 Fnj = 1. �

Lema 1.22. Sean (X; d) espacio métrico y U; V � X con U compacto y
V cerrado, no vacíos. Entonces d(U; V ) > 0 si y sólo si U \ V = ;:

Demostración. Supongamos que d(U; V ) = 0: Entonces existen dos suce-
siones (ai)1i=1 y (bi)

1
i=1 contenidas en U y V; respectivamente tales que d(ai; bi)

se aproxima a 0 si i crece: Como U es compacto, existe (aik)
1
k=1 subsucesión

de (ai)1i=1 tal que aik se aproxima a a para algún a 2 U . Por otro lado,
d(bik ; a) � d(bik ; aik) + d(aik ; a); pero está última suma se aproxima a 0; lo
que implica que a 2 V ; pero V = V ; entonces a 2 U \ V , lo cuál es una
contradicción. El regreso es inmediato de la de�nición. �
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Hay que notar que la condición de que U sea compacto es indispensable,
pues en (R; dusual), si U = fn : n 2 Ng y V =

�
n+ 1

n
: n � 2 2 N

	
; cumplen

que U \ V = ; y d(U; V ) = 0:

3. Espacios de descomposición

De�nición 1.23. Sean (S;�) un espacio topológico y D una colección de
subconjuntos de S no vacíos, ajenos dos a dos tales que [ D = S: De�nimos
�(D) = fA � D : [ A es un conjunto abierto de Sg: Podemos observar
claramente que se trata de una topología para el espacioD. Entonces decimos
que (D;�(D)) es una descomposición del espacio S. Una descomposición del
espacio S es cerrada, si todos los elementos de D son cerrados de S.

Intuitivamente, una descomposición es un espacio obtenido del espacio
original en donde se identi�can todos los miembros de un elemento de ésta
como uno sólo. Por esta razón, las descomposiciones son frecuentemente lla-
mados espacios de identi�cación. También, a menudo son llamados espacios
cociente por la relación tan íntima entre las particiones y las relaciones de
equivalencia en la teoría de conjuntos.

Lema 1.24. Sean (S;�) un espacio topológico, (D;�(D)) una descom-
posición de S y � : S ! D la proyección natural, donde �(a) = D si a 2 D
(esta función está bien de�nida pues los elementos de D son ajenos). En-
tonces �(D) hace de � una función continua y es la topología más grande
con esta propiedad.

Demostración. Sea A 2 �(D): Entonces A � D y [ A 2 �: Recordemos
que ��1(fAg) = A para todo fAg 2 D. Por lo tanto ��1(A) = [ A 2 �: Para
la segunda parte, sea (D;�) espacio topológico tal que para cada V abierto
en la topología �, ��1(V ) 2 �: Como ��1(V ) = [ V; por la de�nición de
�(D), V 2 �(D); es decir, � � �(D): �

Lema 1.25. Si un espacio Hausdor¤ Y es la imagen continua de un
espacio métrico compacto X, entonces Y es metrizable.

Demostración. Sea f : X ! Y función continua y suprayectiva. Por
1.13, se tiene que Y es compacto y, por 1.14, Y regular. Para poder aplicar
1.6, es su�ciente exhibir una base numerable de Y . Por 1.15, X tiene una
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base numerable C: Para cada subconjunto �nito L de C; de�nimos E(L) =
Y n f(X n [ L):
Sea } = fE(L) : L es un subconjunto �nito de Cg. Por la numerabilidad

de C, se obtiene que } también es numerable. Por 1.13, obtenemos que } está
formado de conjuntos abiertos de Y: Por otro lado, sean p 2 U con U abierto
de Y: Por continuidad, f�1(p) es un compacto de X contenido en el abierto
f�1(U): Por lo tanto, existe una familia �nita L de C; tal que f�1(p) � [
L � f�1(U): De donde obtenemos que p 2 E(L) � U: Así concluimos que Y
es metrizable: �

De�nición 1.26. Sea (S;�) un espacio topológico. Una colección de
subconjuntos D de S; es semicontinua superiormente si dados D 2 D y U
conjunto abierto de S tales que D � U; existe un conjunto abierto V tal
que si A 2 D y A \ V 6= ?; entonces A � U: Notemos que esta de�nición
no toma en cuenta la topología ya antes de�nida. Como notación, cuando
estemos tratando con este tipo de descomposiciones sólo nos referiremos a
éstas como descomposiciones scs.

De�nición 1.27. Sean D una descomposición de un espacio S y A �
S: Decimos que A es D-saturado si A= [ C donde C � D: Algunos de los
resultados inmediatos son: 1) ��1(C) es D-saturado para C � D; 2) A � S
es D-saturado si y sólo si A = ��1(�(A)) y 3) Si A es D-saturado y A es un
abierto de S, entonces �(A) es abierto en D. La demostración de éstas se
siguen de la de�nición, por lo que las omitire.

Para entender un poco mejor las descomposiciones scs, se da la siguiente
proposición.

Proposición 1.28. Sean (S;�) un espacio topológico, D una descom-
posición de S y � : S ! D la proyección natural. Entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:

1) D es una descomposición scs.

2) � es una función cerrada.

3) Si D 2 D, U abierto y D � U; entonces existe V abierto con D � V �
U y V es D-saturado.

Demostración. 1) implica 2). Sea C cerrado de S, entonces �(C) es
cerrado en D, por la de�nición de �(D) y 1.24, si y sólo si ��1[D n �(C)]

13



es abierto en S. Tomemos p 2 ��1[D n �(C)], entonces �(p) 2 D n �(C):
Para nuestro objetivo, veamos que ��1(�(p)) � S n C, supongamos que
��1(�(p)) \ C 6= ? y sea y 2 ��1(�(p)) \ C; entonces �(p) = �(y) y �(y) 2
�(C): Por lo tanto �(p) 2 �(C) 6= ?; lo que es una contradicción, por la
elección de p: Dado que S nC es un abierto tal que ��1(�(p)) � S nC y D es
scs, existe V abierto tal que �(p) � V: Sea x 2 V; dado que x 2 ��1(�(x))\V
y ��1(�(x)) 2 Dpor la de�nición tenemos que ��1(�(x)) � S n C: Ahora,
veamos que si x 2 V entonces �(x) 2 D n �(C): Supongamos que existe
x 2 V tal que �(x) 2 �(C); entonces existe y 2 C que hace que �(x) = �(y):
De donde ��1(�(x)) 6� S n C ya que x 2 ��1(�(x)); lo que contradice que
x 2 V pues pasaría �(x) 2 �(C): Por lo tanto p 2 V � ��1[D n �(C)]:
2) implica 3): Sean D 2 D y U abierto tales que D � U: De�nimos

V = ��1[D n �(S n U)]: Entonces V es abierto pues � es cerrada y continua.
Veamos que D � V � U:
Primero D � V: Por hipótesis D � U: Entonces S n U � S n D: De

donde, �(S n U) � �(S n D): Como D 2 D; �(S n D) = D n �(D); por lo
tanto, �(D) 2 D n �(S n U) y aplicando ��1 tenemos que D = ��1(�(D)) �
��1[D n �(S n U)] = V:
Ahora que V � U: Sea x 2 V: Por de�nición, �(x) 2 D n �(S n U):

Entonces �(S n U) � D n f�(x)g; Aplicando ��1, (S n U) � ��1�(S n U) �
��1[D n f�(x)g] � S n fxg: Concluimos así, que x 2 U:
Para que V sea D-saturado, según 2) de 1.27, sólo es necesario ver que

��1 (�(V )) = V: Como � es suprayectiva, �(��1(H)) = H para todo H � D;
entonces ��1�(V ) = ��1� [��1[D n �(S n U)]] = ��1[���1[D n �(S n U)]] =
��1[D n �(S n U)] = V .
3) implica 1): Para cumplir con la de�nición lo único que resta ver es que

si A 2 D y A \ V 6= ? entonces A � U: Pero como V es D�saturado, la
única manera de que esto sea posible es que A � V; y como V � U: Entonces
A � U: �

Lema 1.29. Sean (S;�) un espacio topológico T1 yD una descomposición
scs de S. Entonces D es una descomposición cerrada de S.

Demostración. Sea A 2 D: Tomamos p 2 A; observemos que fpg es
cerrado en S; y como � es cerrada, por 1.28. Entonces �(fpg) = A es cerrado
de D, de donde W = [fC 2 D : C 6= Ag es un conjunto abierto, pero
W = S n A: Por lo tanto, A es un cerrado de S: �
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Teorema 1.30. Sean (X; d) un espacio métrico compacto y D una de-
scomposición scs de X, entonces (D;�(D)) es metrizable.

Demostración. Por 1.25, sólo es necesario demostrar que (D;�(D)) es
Hausdor¤. Sean D1; D2 2 D con D1 6= D2: Por 1.29, D1; D2 son cerrados
de X, como X es normal, existen dos abiertos ajenos U1; U2 de X tales que
Di � Ui para i 2 f1; 2g. ComoD es scs, por 1.28, existen dos abiertos V1 y V2
abiertos de X, tales que Di � Vi � Ui y cada Vi es D-saturado: Si Di � Vi y
Di 2 D; entonces Di 2 �(Vi) para i 2 f1; 2g. Por otro lado V1 \V2 = ? pues
Vi � Ui; recordando 2) y 3) de 1.27, tenemos que �(V1) y �(V2) son abiertos de
D. Además, �(V1)\�(V2) = ?; pues ? = V1\V2 = ��1(�(V1))\��1(�(V2))
y � es suprayectiva. �

De�nición 1.31 (Función cociente). Sean (X;�); (Y;�) espacios topo-
lógicos y p : X ! Y una función suprayectiva. Decimos que p es una función
cociente si � es la topología más grande que hace de p una función continua.
Algunos autores llaman a esta función, función identi�cación o simplemente
una identi�cación. Además � = fV � Y : p�1(V ) 2 �g; la demostración
de esta observación es idéntica a 1.24, con las respectivas diferencias en la
notación.

Lema 1.32. (Lema de Transgresión). Sean (X;�); (Y;�) y (Z;	)
espacios topológicos, p : X ! Y una función cociente y h : X ! Z una
función continua. Supongamos que h(x) es constante para cada x 2 p�1(y)
con y 2 Y . Entonces: h � p�1 : Y ! Z está bien de�nida y es continua.

Demostración. Para cada y 2 Y; se tiene que h � p�1(y) = fzg; pero
escribamos h � p�1(x) = z: Por lo tanto la función está bien de�nida.
Sea U un abierto de Z: Necesitamos mostrar que (h � p�1)�1 (U) es un

abierto de Y: Para eso es necesario, dado que p se trata de una función
cociente, que p�1

h
(h � p�1)�1 (U)

i
sea un abierto de X: Por continuidad de

h, h�1(U) es un abierto de X: Como h(x) es constante para cada x 2 p�1(y)
con y 2 Y; h(x) = h � p�1 � p(x) entonces h�1(U) = (h � p�1 � p)�1 (U) =
p�1 � (h � p�1)�1 (U); por lo tanto p�1

h
(h � p�1)�1 (U)

i
es un abierto de X.

Asi pues h � p�1 es una función continua. �

Teorema 1.33. Sean (X; d1) y (Y; d2) espacios métricos compactos y
f : X ! Y una función continua y suprayectiva. De�nimos Df = ff�1(y) :
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y 2 Y g; entonces Df es una descomposición scs de X y Df es homeomorfa a
Y:

Demostración. Ya que f�1(Y ) = X; f es suprayectiva y f�1(y1)\f�1(y2) =
;; para diferentes y1; y2 2 Y , tenemos que, Df es una descomposición de X:
Ahora veamos que se trata de una descomposición scs. Supongamos que no.
Siguiendo 1.26, existen f�1(y0) y un abierto U de X con f�1(y0) � U tal
que para todo abierto V de X, existe f�1(z0) tal que f�1(z0) \ V 6= ?; pero
f�1(z0) \ (X n U) 6= ?: Notemos que f�1(y0) (por la continuidad de f) y
(X n U) son compactos de X: Entonces por 1.22, d(f�1(y0); (X n U)) > 0:
Sin perdida de generalidad supongamos que d(f�1(y0); (X n U)) > 1: Dado
un número natural n; sea Vn = N(f�1(y0);

1
n
; X): Entonces existen (pi)1i=1

con pi 2 Vi para cada i 2 N; y (qi)1i=1 � (X n U) tales que f(pi) = f(qi).
Por la compacidad de X y por construcción, existe p 2 f�1(y0) tal que
(pij)

1
j=1 converge a p si j crece; con (pij)

1
j=1 � (pi)

1
i=1. Por 1.12, como

X n U es cerrado, existe q 2 X n U tal que (qijk )
1
k=1 converge a q si k crece;

con (qijk )
1
k=1 � (qij)

1
j=1. Como f(pijk ) = f(qijk ) y f es continua entonces

f(q) = y0; de donde q 2 f�1(y0) \ (X n U) pero esto es una contradicción.
Por lo tanto Df es una descomposición scs.

Por 1.30, Df es metrizable y, por lo tanto, Hausdor¤. Es claro que
h = � � f�1; donde � es la función utilizada para las descomposiciones scs,
es biyectiva. Entonces por, 1.32 y 1.13, tenemos que h : Y ! Df es un
homeomor�smo: �

4. Componentes y casicomponentes

Las componentes y casicomponentes nos servirán para demostrar el teo-
rema del cable cortado que usaremos en el capítulo 2.

De�nición 1.34. Sea (X;�) un espacio topológico. Decimos que X es
disconexo si existen E;F � X no vacíos, abiertos (cerrados), ajenos y tales
que X = E [ F; notación: X = EjF: Un espacio X; es conexo si no es
disconexo y diremos que E y F forman una disconexión de X:

De�nición 1.35. Sea S un espacio topológico. Una componente del
espacio S es un conexo máximo contenido en S. Si p 2 S; de�nimos y
denotamos por Cp a:
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Cp = [fD � S : D es conexo y p 2 Dg
Varias de las propiedades que tienen las componentes de un espacio, se

enuncian a continuación:

Propiedades 1.36. [Véase [2], Proposición 6.2.2. Pag. 260] Sea (S;�)
un espacio topológico. Entonces:

C:1) Las componentes forman una partición de S.

C:2) Las componentes de S, son conjuntos cerrados en S.

C:3) Si C es una componente de S y S = U jV; con U; V abiertos ajenos
y no vacíos, entonces C � U o C � V (Este enunciado permanece válido si
se sustituye a C por cualquier conjunto conexo de S). Además, si fB� : � 2
Ig[ fBg es una familia de subconjuntos conexos de S tales que B� \B 6= ?
para cada �; entonces B [ [[�2IB�] es un conjunto conexo.

De�nición 1.37. Sea (S;�) un espacio topológico y sea p 2 S: De�nimos
y denotamos la casicomponente del punto p como sigue:

Qp = \fA : A es un abierto y cerrado, con p 2 Ag

Al igual que las componentes, las casicomponentes tienen varias propiedades
y se enuncian algunas a continuación:

Propiedades 1.38. [Véase [2], Teorema 9.2.4, págs. 427-428] Sea (S;�)
espacio topológico. Entonces:

Q:1) Las casicomponentes forman una partición del espacio S:

Q:2) Sea p 2 S entonces Cp � Qp. Por lo tanto toda, componente está
contenida en una casicomponente.

Q:3) Sean p; q 2 S. Entonces p; q 2 Q; para alguna casicomponente
Q; si y sólo si siempre que S = U jV con U; V 2 � ajenos, no vacíos, tal
que p 2 U; entonces q 2 U: Equivalentemente, p 2 Q y q 2 Q� con Q y
Q�casicomponentes, entonces Q 6= Q�si y sólo si existen U; V 2 � ajenos, con
X = U jV y p 2 U; q 2 V:

Teorema 1.39. Sea (X;�) espacio métrico compacto. Entonces los
siguientes enunciados son equivalentes.

17



1) Las componentes y casicomponentes coinciden. Es decir, si C y Q son
una componente y una casicomponente, respectivamente, tales que C � Q,
entonces C = Q:
2) (Teorema del Cable Cortado) Si existen cerrados A y B de X;

tales que ningún conexo de X los intersecta al mismo tiempo (en particular
ninguna componente lo hace), entonces X = X1 [ X2; con X1; X2 cerrados
ajenos, tales que A � X1 y B � X2:

Demostración. 1) implica 2). Sean A y B cerrados de X tales que ningún
subconjunto conexo de X los intersecta. Sea p 2 B �jo. Por hipótesis
y Q:3), se tiene que para todo elemento a 2 A; p y a están en distintas
casicomponentes. Entonces X = EajX r Ea con Ea abierto y cerrado de
X, a 2 Ea y p 2 X r Ea: La familia L = fEa : a 2 Ag es una cubierta
abierta de A. Como A es compacto, existen a1; a2; :::; an 2 A tales que A �
[nk=1Eak : De�nimos Ep = [nk=1Eak ; entonces Ep es un abierto y cerrado que
contiene a A pero no a p: Como la elección de este p 2 B fue arbitraria,
podemos entonces de�nir F = fX r Ep : p 2 Bg: Notemos que F es una
cubierta abierta de B; con X r Ep \ A = ? para todo p 2 B: Como B es
compacto, existen p1; p2; :::pm 2 B tales que B � [mk=1X r Epk : De�nimos
F = [mk=1X r Epk , entonces F es un abierto y cerrado tal que B � F y
F \A = ?: Por lo tanto X = F jXrF con F;XrF cerrados, ajenos y tales
que A � X r F;B � F:

2) implica 1). Sabemos, por Q:2); que toda componente está contenida
en una casicomponente. Supongamos que existen una componente C y una
casicomponente Q, con C � Q, tales que QnC 6= ?: Sean p 2 QnC y q 2 C:
De�nimos A = fpg; B = fqg: Observemos que A y B son conjuntos cerrados
de X: Como C es una componente de X, ningún conexo puede tener a p y
q: Es decir, ningún conexo intersecta a A y B al mismo tiempo. Entonces,
por hipótesis, X = X1 [X2 con X1 y X2 cerrados ajenos, tales que A � X1

y B � X2: Pero esto contradice Q:3): Concluyendo que Q n C = ? y, por lo
tanto, Q = C: �

Lo siguiente que haremos será demostrar que en un espacio Hausdor¤ y
compacto, las componentes y las casicomponentes coinciden. Y por lo tanto
en espacios métricos compactos, el Teorema del Cable Cortado se satisface.
Para una prueba por separado del Teorema del Cable Cortado véase [[12],
Teorema 5.2, pág. 72]
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Teorema 1.40. Sea (S;�) espacio topológico Hausdor¤ y compacto.
Entonces las componentes y casicomponentes coinciden.

Demostración. Lo que trataremos, es ver que toda casicomponente Q de
S; es un conjunto conexo. Supongamos que existe Q; tal que Q = A [ B en
donde A;B son cerrados, ajenos y no vacíos. Sean x 2 A y y 2 B, como S es
Hausdor¤ y compacto entonces por 1.15, S es normal, es decir, existen U; V
abiertos tales que A � U; B � V y U \ V = ?: Por otro lado Q = Qp para
p 2 Q: Entonces Qp � (U [ V ):
Tomando complementos obtenemos que S r (U [ V ) � S r Qp. Recor-

dando la de�nición de Qp tendríamos que S r Qp = [fE : E es abierto y
cerrado y p =2 Eg; es decir los conjuntos abiertos y cerrados que no con-
tienen a p forman una cubierta abierta de S r (U [ V ). Usando la com-
pacidad de S r (U [ V ) ; existen E1; E2; :::; En abiertos y cerrados tales que
Sr (U [V ) � [ni=1Ei; donde Ei � S nQp para cada i 2 f1; 2; :::; ng: De esta
última contención podemos observar que Ei \B = ?; pues B � Qp:
De�nimos E = [ni=1Ei: Entonces los conjuntos U [E; V nE cumplen con

que:

1) B \ E = ?. Esto pasa porque Ei \B = ? para cada i:
2) A � (U [ E); B � (V n E): Por 1).
3) (U[E)\(V nE) = ?: Esto se debe a que, (U[E)\(V \(S r E)) =(U\

(V \(SrE)))[(E\(V \(SrE))): Por otra parte, U\(V \(SrE)) � U\V
y E \ (V \ (S r E)) � E \ (S r E). Y ya que U \ V = E \ (S r E) = ;;
obtenemos lo que queríamos.

4) U [ E; V n E son abiertos de S: Pues E es un abierto y cerrado en S.
5) S = (U[E)[(V nE): Sea x 2 S: Caso 1. Si x 2 E entonces x 2 U[E:

Caso 2. Si x =2 E, como S r E � (U [ V ), entonces x 2 U [ V: Si x 2 U
entonces x 2 (U [ E); si x 2 V entonces x 2 V \ S r E = V n E:

Por lo tanto U [E; V nE forman una disconexión de S; con y 2 V nE y
z 2 U [ E, pero esto contradice Q:3): Entonces Q debe de ser conexo. Por
consiguiente Q está contenida en una componente C: Pero C � Q. Con esto
el teorema queda demostrado. �

Si se desea una prueba alternativa de 1.40, véase [[2], Teorema 9.2.4.,
págs. 427-428]
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De�nición 1.41. Sea (X;�) un espacio topológico. Decimos que X es
localmente conexo si para cada x 2 X y un abierto U de x; existe V abierto
tal que V es conexo y x 2 V � U:

Lema 1.42. Sea (Z;�) espacio topológico. Entonces los siguientes enun-
ciados son equivalentes:

1) Z es localmente conexo.

2) Para todo U conjunto abierto de Z y CU es una componente de U;
entonces CU es un conjunto abierto.

3) (Conexo en pequeño en p) Para toda p 2 Z; si p 2 U con U conjunto
abierto de Z; existe W � X conexo tal que p 2 int(W ) � W � U:

Demostración. 1) implica 2). Sean un abierto U de Z y CU una com-
ponente de U . Sea y 2 CU : Como CU es una componente de U , entonces
y 2 U: Por 1) existe un abierto y conexo V de Z tal que p 2 V � U: Como
V es conexo, entonces V � CU : Es decir, a cada punto y de CU le estamos
asociando un abierto V tal que y 2 V � CU . Por lo tanto, CU es un abierto
de Z:

2) implica 1). Sean U abierto y p 2 U: Entonces, como la componente
CU que contiene a p es un abierto y conexo de Z tal que p 2 CU � U , se
cumple trivialmente 1).

1) implica 3)) El abiertoW; que necesitamos es precisamente conW = V:

3) implica 2) Sean U abierto de Z; CU una componente de U y y 2 CU :
Por 3), existe un subconjunto conexoW tal que y 2 int(W ) � W � U: Como
W � U y es conexo, se tiene queW � CU : Por lo que y 2 int(W ) � W � CU :
Es decir, para cada punto de la componente estamos encontrando un abierto
(int(W )), contenido en ésta. Por lo tanto, se cumple 2). �

Proposición 1.43. Sean (X;�) y (Y;�) espacios topológicos, A � X
conexo y f : X ! Y función continua. Entonces f(A) es conexo.

Demostración. Supongamos que f(A) es disconexo. Entonces existen con-
juntos abiertos E y F de Y tales que f(A) = E [ F , con E \ f(A) 6= ? y
F \ f(A) 6= ?:
Por continuidad de f; f�1(E) y f�1(F ) son abiertos, además de que,

f�1(E) \ f�1(F ) = ?: De manera que A � f�1(f(A)) = f�1(E) [ f�1(F ),
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es decir, f�1(E) y f�1(F ) son una disconexión de A; pero esto es una con-
tradicción, pues por hipótesis A es conexo. �

Proposición 1.44. Sean (R; dusual) y A � R cerrado, entonces las com-
ponentes de R n A son un conjunto numerable.

Demostración. Sean fC� : � 2 Ig las componentes de RnA: Claramente R
es localmente conexo. Entonces por 1.42, cada C� es abierto de R: ComoQ es
denso, existe r� 2 C�\Q para cada � 2 I: De�nimos f : fC� : � 2 Ig ! Q;
dada por f(C�) = r�: Por construcción, f está bien de�nida y es inyectiva.

De manera que jIj = jfC� : � 2 Igj = jf(fC� : � 2 Ig)j y, como
f(fC� : � 2 Ig) � Q; tenemos que I es numerable. �

De�nición 1.45. Decimos que un espacio métrico (X; d) es un continuo
si es compacto y conexo. Si el espacio (X; d) tiene más de un punto, decimos
que es un continuo no degenerado.

Proposición 1.46. Sean (X; d) un continuo no degenerado y U un
abierto de X no vacío. Entonces U tiene más de un punto. Además, si
p; q 2 U con p 6= q; existen V1; V2 � U abiertos ajenos con p 2 V1; q 2 V2;
Vi � Vi � U; y diám(Vi) < � para toda � > 0:

Demostración. Supongamos que existe p 2 X y un U abierto tal que
U = fpg; como X es métrico entonces fpg es un conjunto cerrado. Por la
tanto U es abierto y cerrado de X. Lo que es una contradicción, pues X es
conexo y tiene más de un punto.

Para la segunda parte, sean p; q 2 U y � > 0; como U es abierto y X es
métrico, existen r1 y r2 > 0 tales que p 2 B(r1; p) � U; q 2 B(r2; q) � U y
B(r1; p) \ B(r2; q) = ?: Tomamos V = B( r12 ; p) \ B(

�
2
; p) y W = B( r2

2
; q) \

B( �
2
; q); y claramente estos V;W satisfacen nuestra a�rmación. �

De�nición 1.47. Sea (X; d) un espacio métrico. Decimos que X es
uniformemente localmente arco-conexo (ULAC) si para cada � > 0 existe
� > 0 tal que si d(x; z) < � entonces existe un arco A que tiene como puntos
�nales a x y z y además el diámetro de A es menor que �:

21



CAPÍTULO 2

El teorema de la función general
Y

una caracterización de Cantor

1



La existencia (o no existencia) de funciones continuas y suprayectivas, es
uno de los aspectos más importantes en la teoría de los continuos. En este
capítulo expondremos condiciones su�cientes para que exista una función
continua y suprayectiva entre dos espacios topológicos compactos, el teorema
de la función general (2.14). Este teorema (2.14), así como los dos lemas
previos a éste, son sencillos de demostrar, mostrándonos lo útil y poderoso
que es. Asímismo, veremos varias de sus aplicaciones directas e indirectas, a
las que les dedicaremos todo el Capítulo 3.

El teorema 2.14 y la idea de varias aplicaciones se deben a M. K. Fort,
Jr, en su único escrito que trata sobre este tema One � to � one mappings
onto the Cantor set en el año de 1956, véase [4].

1. Funciones semicontinuas superiormente y
el teorema de la función general

De�nición 2.1. Sean (X;�1) y (Y;�2) espacios topológicos, p 2 X, U
abierto de Y y F : X ! 2Y una función. Se dice que F es semicontinua
superiormente en p si F (p) � U; existe V abierto de X con p 2 V; tal que
F (x) � U para todo x 2 V .

figura 1

Bajo las mismas hipótesis, decimos que una función F es semicontinua
superiormente en X; si para todo elememto p 2 X; F es semicontinua supe-
riormente en p: Como notación de ahora en adelante, sólo nos referiremos a
este tipo de funciones como una función scs.
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Existen muchos ejemplos de funciones scs, a continuación daremos al-
gunos de ellos y sus propiedades.

Ejemplo 2.2. Sean X = Y = R y �1 = �2 = �d; con �d la topología
inducida por la métrica d(x; y) = jx � yj. Sea F : X ! 2Y con F (x) =
[x; x+ 1]; entonces F es scs.

Demostración. Sean p 2 R y U un abierto de R tales que F (p) =
[p; p+ 1] � U: Por 1.22 y, dado que F (p) es compacto, d(F (p);R r U) > 0.
Sea � = d(F (p);RrU)

2
: Tomamos q 2 B�(p): Entonces F (q) = [q; q + 1] �

[p� �; p+ (1 + �)]: Es claro que d([p� �; p+ (1 + �)];Rr U) > 0. Entonces
por 1.22, [q; q + 1]\ (RrU) = ; y, con esto, concluimos que F (q) � U para
todo q 2 B(�; p):

Teorema 2.3. Sean (X;�) y (Y;�) espacios topólogicos y f : X !
Y una función suprayectiva tal que f�1(y) es cerrado para cada y 2 Y:
De�nimos F : Y ! 2X como F (y) = f�1(y): Entonces F es scs si y sólo si f
es cerrada.

Demostración. Una propiedad muy sencilla de ver y que utilizaremos es
que si f : X ! Y es una función, entonces f�1(Y n B) = X n f�1(B) para
todo B � Y:
Supongamos que F es scs. Sea B � X cerrado. Entonces f(B) es cerrado

si y sólo si Y n f(B) es abierto. Sea y 2 Y n f(B): Aplicando f�1; f�1(y) �
f�1(Y n f(B)) � X n B: Por tanto F (y) � X n B: Como F es scs, existe V
abierto tal que F (z) � X nB para cada z 2 V; es decir, f�1(z) � X nB: Por
lo tanto, y 2 V � Y n f(B):
Sea f función cerrada. Sean y 2 Y; U abierto de X; tales que F (y) � U:

Entonces X nU � X nF (y): Aplicando f , f(X nU) � f(X nF (y)) = Y nfyg:
Como f es cerrada, f(X nU) es un cerrado de Y: Entonces y 2 Y n f(X nU),
donde Y n f(X nU) es un abierto de Y . Comprobemos que éste es el abierto
que necesitamos. Sea z 2 Y nf(XnU): Además, f�1(z) � f�1(Y nf(XnU)) �
X n U: �

Antes de continuar, recordemos la siguiente de�nición.
De�nición 2.4. Sean (X;�) y fFi : i 2 Ig una colección de conjuntos de

X: De�nimos y denotamos al límte superior de estos conjuntos como sigue:
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lím supFi = fy 2 Y : para toda vecindad W de y; Fi \W 6= ? para una
in�nidad de índicesg

Teorema 2.5. Sean (X; d1); (Y; d2) espacios métricos con Y compacto y
p 2 X. Sea F : X ! 2Y una función. Entonces F es scs en p si y sólo si
para toda (xi)1i=1 convergente a p; lím supF (xi) � F (p).

Demostración. Sean una función scs F y (xi)
1
i=1 una sucesión de X; con-

vergentea p: Observemos que cada F (xi) es un conjunto de Y: Sea y 2lím
supF (xi): Se demostrará que y 2 F (p) y dado que F (p) es cerrado, y 2 F (p):
Sea � > 0: Por la propiedad arquimediana, existe N 2 N; tal que 2

N
< �.

De�nimos U = fz 2 Y : d(z; q) < 1
N
para algún q 2 F (p)g: Claramente U

es un abierto que contiene a F (p): Como F es scs, existe una vecindad V
de p tal que si z 2 V; F (z) � U . Por otra parte dado que xi converge a p;
existe M 2 N tal que xk 2 V para k � M y por lo tanto, F (xk) � U para
k �M: Sea W = B( 1

N
; y): Como y 2lím supF (xi); W \F (xi) 6= ? para una

in�nidad de índices. Tomemos xm con m �M tal que F (xm)\W 6= ?: Sea
� 2 F (xm) \W: Ya que � 2 F (xm) con m � M; cumple que F (xm) � U:
Entonces de la de�nición de U; existe q 2 U tal que d2(�; q) < 1

N
. Como

� 2 W; d2(�; y) < 1
N
: De manera que d2(y; q) � d2(y; �)+d2(�; q) < 1

N
+ 1

N
=

2
N
< � con q 2 F (p): Puesto que la elección de � fue arbitraria, concluimos

que y 2 F (p); pero al ser F (p) un cerrado obtenemos lo que deseabamos.
Inversamente. Supongamos que F no es scs en p: Entonces existen (xi)1i=1

una sucesión convergente a p y un abierto U de Y con F (p) � U; para los
cuales F (xi) \ (Y n U) 6= ?. Por hipótesis tendríamos que lím supF (xi) �
F (p): Tomemos una sucesión (yi)1i=1 tal que yi 2 F (xi) \ (Y n U): Por 1.12,
existe una subsucesión (yik)

1
k=1 tal que yik converge a y; para algún y 2 Y nU;

ya que Y n U es cerrado y la sucesión original estaba contenida en este
conjunto. Veamos ahora que y 2lím supF (xi): Consideremos B(r; y) para
r > 0: Entonces existe N 2 N tal que yik 2 B(r; y) si k � N: Por con-
strucción, yik 2 F (xik). Así pues, yik 2 B(r; y) \ F (xik) si k � N; es decir,
B(r; y) \ F (xi) 6= ? para una in�nidad de índices. Por lo tanto, y 2lím
supF (xi) � F (p) � U: Luego y 2 U \ (Y n U); lo que es imposible. �

Teorema 2.6. Sean (X;�) y (Y;�) espacios topológicos con X compacto
y una función scs F : X ! 2Y tal que F (x) es compacto para cada x 2 X:
Entonces [x2XF (x) es compacto.
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Demostración. Sea C = fU� : � 2 Ig cubierta abierta de [x2XF (x):
Como F (x) es compacto para cada x 2 X; existen �1; �2; :::; �n(x) 2 I tales
que F (x) � [n(x)i=1 U�i : De�nimosWx = [n(x)i=1 U�i : EntoncesWx � Y es abierto
y F (x) � Wx: Como F es scs, existe Vx abierto tal que F (z) � Wx para cada
z 2 Vx: Sea fVx : x 2 Xg la cubierta abierta formada por estos elementos.
Por hipótesis, existen x1; x2; :::; xm 2 X tales que X � [mj=1Vxj : Entonces:
[x2XF (x)=F (X) � F ([mj=1Vxj)=[mj=1F (Vxj) � [mj=1Wxj=[mj=1 [

n(xj)
i=1 U�i ;

de modo que encontramos una cubierta �nita con elementos de la cubierta
original. �

Teorema 2.7. Sean (X;�) y (Y;�) espacios topológicos Hausdor¤; con
X compacto y F : Y ! 2X�Y la función de�nida por F (y) = fyg � X:
Entonces F es scs, donde X � Y tiene la topología producto.

Demostración. Sea p 2 Y y un abierto U de Y �X tales que F (p) � U ;
es decir, fpg � X � U: Para cada x 2 X; existen abiertos Vx de X y Wx

de Y; tales que (p; x) 2 Vx �Wx � U: Notemos que C = fWx : x 2 Xg es
una cubierta abierta de X: Como X es compacto, existen x1; x2; :::; xn 2 X
tales que [ni=1Wxi = X: De�nimos V = \ni=1Vxi : Veamos que con este abierto
nuestra de�nición se satisface. Sea (z; x) con z 2 V y x 2 X. Como los
Wxi forman una cubierta abierya de X; x 2 Wxi para algún i 2 f1; 2; :::; ng:
Además, z 2 Vxi para el mismo índice que x: De manera que, (z; x) 2
Vxi � Wxi � U por construcción. Entonces (z; x) 2 U para cada x 2 X;
por lo tanto fzg �X = [x2X(z; x) � U: Así pues, F es scs. �

Teorema 2.8. Sean (X;�); (Y;�) espacios topológicos compactos Haus-
dor¤: Entonces X � Y es compacto. Por lo tanto, el producto �nito de
compactos es compacto.

Demostración. Sea F : Y ! 2X�Y la función dada por F (p) = fpg �X:
Entonces, por el teorema previo, F es scs. También es claro que F (p) es
homeomorfo a X: De modo que, F (p) es compacto para cada p 2 Y: Por lo
tanto, de 2.6 tenemos que [p2Y F (p) es compacto. Claramente [p2Y F (p) =
Y �X:
Para la segunda parte usamos inducción sobre el número de espacios

compactos. �

Teorema 2.9(Heine-Borel). Sean un n �jo, Rn con la métrica usual y
A un cerrado y acotado. Entonces A es compacto con la métrica usual.
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Demostración. Si A es acotado, jjxjj �M para algúnM 2 N y para cada
x 2 A: Como jxij � jjxjj � M para i 2 f1; 2; :::; ng donde x = (x1; x2; :::xn):
Por tanto A � [�M;M ]n: Es bien conocido que [�M;M ] es compacto,
con la métrica usual de R, de manera que aplicando 1.1 para [�M;M ]n
y tomando en cuenta 2.8, entonces [�M;M ]n es compacto con la siguiente
métrica d(x; y) =

Pn
k=1

jxk�ykj
2k

para x = (x1; x2; :::; xn) y y = (y1; y2; :::; yn):
Por otra parte d(x; y) � jjx� yjj � 2nd(x; y) para cualesquiera x; y 2 Rn; es
decir la métrica d y la usual de Rn inducen la misma topología para Rn. Asi,
[�M;M ]n es compacto con la métrica usual. De 1.11, obtenemos que A es
compacto. �

Cabe mencionar que el recíproco del teorema anterior también es cierto,
para una prueba véase [[3], Teorema 4.2, pág. 233].

Teorema 2.10. Sean (X; d1) y (Y; d2) espacios métricos compactos, F :
X ! 2Y una función y sea L = f(x; y) 2 X � Y : y 2 F (x)g: Entonces F es
scs si y sólo si L es cerrado en X � Y:

Demostración. Sea F una función scs. Entonces L es cerrado en X�Y si
y sólo si (X � Y )nL es abierto. Sea (x; y) 2 (X � Y )nL; por la de�nición de
F; y =2 F (x): Como Y es regular, existen dos abiertos ajenos V1; V2 tales que
y 2 V1 y F (x) � V2: Como F scs, existe W abierto de X tal que F (z) � V2
para cada z 2 W; entonces F (z) \ V1 = ? para cada z 2 V1: Por lo tanto
(x; y) 2 W � V1 � X � Y n L con W � V1 abierto.
Inversamente. Supongamos que F no es scs. Esto signi�ca que existen

x 2 X y un abierto U de Y; con F (x) � U; tal que para cada n 2 N;
existe xn 2 X con d(xn; x) < 1

n
y F (xn) \ (Y n U) 6= ?: Construyamos, con

estos elementos, las sucesiones (xn)1n=1 y (yn)
1
n=1 tales que xn converge a x

y yn 2 F (xn) \ (Y n U): Como Y es un espacio métrico compacto, por 1.12,
existe subsucesión (ynk)

1
k=1 de (yn)

1
n=1, tal que ynk converge a y para alguna

y 2 Y: Como (yn)1n=1 � (Y nU), y 2 Y rU: Dado que L es cerrado entonces
y 2 F (x): De donde, y 2 F (x) \ (Y n U); pero F (x) � U: Por lo tanto, F es
scs. �

Lema 2.11. Sean (X; d) espacio métrico compacto con la propiedad del
punto �jo y C = ff : X ! X : f es continuag con la métrica uniforme
�; �(f; g) = supfd(f(x); g(x) : x 2 Xg para f; g 2 C: Para cada f 2 C;
de�nimos F (f) = fx 2 X : f(x) = xg: Entonces F : C! 2X es scs.
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Demostración. Sean f 2 C y un abierto U de C tal que F (f) � U: Sea
� =ínffd(f(x); x) : x 2 X n Ug: Si � = 0; tomamos (zn)1n=1 � X n U tal que
d(f(zn); zn) converge a 0 si n crece: Por 1.12, existe (znk) convergente a z; para
algún z 2 X nU: De la continuidad de f; f(znk) converge a f(z) y, dado que
d(f(zn); zn) converge a 0 si n crece, entonces f(z) = z: Por lo tanto z 2 F (f);
pero esto contradice que z 2 X n U: De modo que � > 0: Veamos ahora que
si h 2 B(�

2
; f;C) entonces F (h) � U: Sea y 2 X n U: De la desigualdad del

triángulo tenemos que d(y; h(y)) � d(y; f(y))� d(f(y); h(y)) � �� �
2
= �

2
>

0:
Por lo tanto, F (h) � X n (X n U) = U: Concluimos así que F es scs. �

Observación. Sean (X; d1) y (Y; d2) espacios métricos. Hemos de�nido
funciones F : Y ! 2X , las cuáles se hemos llamado funciones scs. Por
otro lado, 2X tiene la estructura de espacio métrico(1.17), entonces se podría
pensar que una función scs, podría ser una función continua. La característica
de este lema es que nos permite diferenciar una función scs de una función
continua tomando a 2X como espacio métrico. Para �jar estas ideas, sea
X = [0; 1] con la métrica usual. Este espacio tiene la propiedad del punto
�jo(véase [[2], Ejercicio 9.6.26, pág. 451]) por lo que podemos aplicar este
lema, de manera que F : C[0;1] ! 2[0;1] es scs.

Para cada n 2 N; de�nimos fn : X ! X dada por:

fn(x) =

�
x+ 1

n
si 0 � x < 1� 1

n

1 si 1� 1
n
� x � 1

La sucesión (fn)1n=1 cumple que fn converge a Id con la métrica � si n
crece. Si F fuera continua, tomando a 2[0;1] como espacio métrico, se tendría
que F (fn) converge, con la métrica de Hausdor¤, a Id: Pero F (fn) = f1g
para cada n y F (Id) = [0; 1]: Lo que implicaría que, f1g converge, en la
métrica de Hausdor¤, a [0; 1]; lo cual, obviamente, es imposible.

Lema 2.12. Sean (X;�1) y (Y;�2) espacios topológicos. Supongamos
que Y es Hausdor¤: Sea F : X ! 2Y una función scs tal que F (x) = fyxg
para cada x 2 X. Entonces existe una función continua entre X y Y .

Demostración. Sea f : X ! Y de�nida de la siguiente manera: f(x) = yx
donde yx es precisamente el único elemenrto de F (X): Sean un abierto U de
Y y p 2 X tales que f(p) 2 U: Entonces, por la de�nición de f; se sigue que
F (p) � U . Por ser F scs existe V abierto de X;con p 2 V; tal que F (x) � U

7



para cualquier x 2 V; es decir, existe V abierto de X tal que fyxg � U para
cualquier x 2 V: Pero esta es la de�nición de continuidad de f: �

Teorema 2.13. Sean (X; d1) y (Y; d2) espacios métricos y compactos.
Sean Fn : X ! 2Y funciones scs para cada n 2 N tales que Fn+1(x) �

Fn(x) para cualquier x 2 X. De�nimos G : X ! Y como sigue: G(x) =
\1n=1Fn(x) entonces:
1) G está bien de�nida y es scs.
2) Si Y = [x2XFn(x) para cada n 2 N entonces Y = [x2XG(x):

Demostración. 1) Como Fn(x) es cerrado y no vacío para cualquier x 2 X
y para cada n 2 N; por 1.20, \1n=1Fn(x) es cerrado y no vacío para cualquier
x 2 X: Es decir, G(x) está bien de�nida. Sean p 2 X y U � Y abierto tales
que G(p) � U:
Como Y es compacto, por la de�nición de G y ya que Fn+1(p) � Fn(p) por

1.20; existeN 2 N tal queG(p) � FN(p) � U: Por ser FN scs, existe V abierto
de X, tal que FN(x) � U para cualquier x 2 V: Como Fk+1(p) � Fk(p) se
tiene que Fk(x) � U para cualquier x 2 Vp y para cada k � N: Por otro lado,
\k�NFk(x) � FN(x) � U y \k�NFk(x) = \1n=1Fk(x) = G(x) para cualquier
x 2 V . Por lo tanto, V es un abierto de X tal que G(x) 2 U para cualquier
x 2 Vp: es decir, G es scs.
2) Supongamos que Y = [x2XFn(x) para cada n 2 N: Basta con demostrar

que Y � [x2XG(x):
Sean q 2 Y y n 2 N �jos: Como Y = [x2X Fn(x); existe xn 2 X tal que

q 2 Fn(xn). Sea (xn)1n=1 la sucesión formada por estos elementos. Como X
es compacto, existen (xnk)

1
k=1 � (xn)1n=1 y p 2 X tal que fxnkg converge a p:

A�rmación. q 2 G(p):
Supongamos que q =2 G(p): Sea U = Y� fqg : Entonces U es un abierto

de Y tal que G(p) � U . Por ser Y compacto y por de�nición de G y por 1.20,
existe N 2 N tal que G(p) � FN(p) � U: Dado que FN es scs existe V abierto
de X tal que FN(x) � U para cualquier x 2 V: Por otra parte, se tiene que
fxnkg converge a p: Entonces existe N�2 N tal que N�� N y xnk 2 Vp para
cada k � N�; en consecuencia FN(xnk) � U para toda k � N�� N: Lo que
implica que, por hipótesis, Fnk(xnk) � U: Pero q 2 Fnk(xnk): Entonces q 2 U ,
lo cuál es una contradicción. Por lo tanto, Y = [x2XG(x): �
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Teorema 2.14 (Teorema de la función general)

Sean (X; d1) y (Y; d2) espacios métricos compactos y fFngn2N una familia
de funciones que cumplen las siguientes condiciones:

1) Fn : X ! 2Y es scs para cada n 2 N;
2) Fn+1(x) � Fn(x) para cualquier x 2 X;
3) Y = [x2XFn(x) para cada n 2 N;
4) diám[Fn(x)] converge a 0 si n crece, para cualquier x 2 X

Entonces existe una función continua y suprayectiva entre X y Y .

Demostración. Por 1.20, \1n=1Fn(x) 6= ? para cualquier x 2 X: Sean
p; q 2 \1n=1Fn(x): Entonces d2(p; q) �diám[Fn(x)] para cada n 2 N: Por 4)
se obtiene que d2(p; q) = 0 y como d2 es una métrica, p = q: Por lo tanto
\1n=1Fn(x) = fpxg para cualquier x 2 X.
Por 2.13, sabemos que para G(x) = \1n=1Fn(x) es una función scs. Asi

pues G (x) = fpxg: Por 2.12 aplicado a G, existe una función continua.
Por 2.13, se tiene que Y = [x2XG(x): De modo que la función que nos

garantiza 2.12 también es suprayectiva. �

2. El conjunto ternario de Cantor

De�nición 2.15. Se dice que un espacio topológico S es perfecto, si es
cerrado y todos sus puntos son puntos de acumulación.

De�nición 2.16. Sea S un espacio topológico, se dice que S es totalmente
disconexo, si los únicos subconjuntos conexos de S son puntos. En particular,
cada componente está formada por un punto.

El conjunto de Cantor se construye como sigue : C = \1i=0Ci;
donde C0 = [0; 1] ; C1 = [0; 1] n

�
1
3
; 2
3

�
; :::; y donde cada Ci se obtiene recur-

sivamente de Ci�1 al quitar la tercera parte central abierta de cada una de
las componentes que tiene Ci�1:

Algunas de las propiedades del conjunto de Cantor se prueban en el sigui-
ente teorema.

Teorema 2.17. El conjunto ternario de Cantor C, cumple:

1) C es un espacio métrico;
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2) C es compacto;
3) C es perfecto;
4) C es totalmente disconexo;

Demostración. 1) Como C es subespacio de R; C es métrico.

2) Sabemos que [0; 1] compacto con la métrica usual. Dado que C � [0; 1]
y es cerrado pues por construcción es la intersección de cerrados. Entonces
C es compacto con la métrica inducida por la usual.

3) Sea x 2 C: Entonces x 2 C0: Tomamos x0 = 0 o 1; (para cualquiera
de los dos casos x0 2 C) de modo que x 6= x0, por lo que jx � x0j � 1:
También sabemos que x 2 C1. Entonces x está en alguno de los intervalos
que componen a C1 y cuya longitud es menor igual a 1

3
; es decir, x 2

�
0; 1

3

�
o

[2
3
; 1]: Sin pérdida de generalidad, supongamos que x 2 [0; 1

3
]: Elegimos x1 = 0

o 1
3
(para cualquier caso x1 2 C) de modo que x 6= x1. Entonces jx�x1j � 1

3
.

Aplicando el mismo procedimiento con x 2 C2: Encontramos x2 de manera
que x 6= x2 y que jx�x2j � 1

32
: Siguiendo este camino, generamos (xk)1k=0 � C

tal que jx � xkj � 1
3k
: Por lo tanto, x es un punto de acumulación de C y

como la elección de x fue arbitraria, concluímos que C es perfecto.

4) Para demostrar este inciso, veamos queC, no puede contener intervalos
con más de un punto. Sean x; z 2 C y x 6= z; encontremos k 2 N tal que
0 < 1

3k
< jx � zj: Recordando la construcción de C, vemos que la longitud

de las componentes de Ci es de 1
3i
: Si tomamos i = k; entonces x y z; están

necesariamente en distintas componentes. Por lo que existe y 2 [0; 1] nC tal
que y 2 (x; z) o (z; x); según sea el caso. Por lo tanto C no puede contener
intervalos.

Como todos los conexos con más de un punto deR son intervalos(véase[[2],
Teorema 6.1.5, pág. 248]), vemos que los únicos conexos de C, ya que C
no contiene intervalos abiertos, son puntos. Por lo tanto, C es totalmente
disconexo. �

Cabe mencionar, para nuestro propósito, que el conjunto de Cantor tiene,
además, otra propiedad. Las componentes de [0; 1]nC1 es 1; las de [0; 1]nC2 es
3; y asi sucesivamente. Es decir; el número de componentes de [0; 1]nCi crece
hacia in�nito conforme i también lo hace.
Esta es una propiedad que nos será útil para el siguiente lema.

Lema 2.18. Sea C el conjunto de Cantor. Entonces se cumplen los
siguientes enunciados:
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1) Dado n � 1; C = [ni=1Di donde cada Di es un conjunto compacto, no
vacío y además Di \Dj = ; si i 6= j:
2) Para cada Di; del inciso anterior y m � 1; Di = [mk=1Di;k donde cada

Di;k es un conjunto compacto, no vacío y además Di;k \Di;j = ; si j 6= k:

Demostración. 1) Sea n � 1 y ` su�cientemente grande de tal manera
que el número de componentes de [0; 1] n C`) sea mayor que n; esta ` existe
por la observación previa. Tomamos 0 = t0 < t1 < t2 < ::: < tn�1 < tn = 1
tales que cada ti; con 1 � i � n� 1; pertenece a una y sólo una componente
de [0; 1] n C`: De�nimos Di = [ti�1; ti] \C para 1 � i � n: Dado Di es un
conjunto cerrado y C es compacto, se tiene que Di es compacto. Claramente,
Di es diferente del vacío pues ti < ti+1 y cada ti está en una sóla componente
para de [0; 1]r C` para cada 1 � i � n� 1:
También, [ni=1Di = [ni=1([ti�1; ti] \C) = ( [ni=1 [ti�1; ti])\C = [0; 1]\C =

C: El hecho de que Di \Dj = ; si i 6= j se sigue de la construcción de los ti.
2) Sean m � 1 y Di como se de�nió en 1); es decir, Di=[ti�1; ti] \ C

con ti�1 < ti y en distintas componentes de [0; 1] n C` para la ` como en 1):
Esto nos dice que existe, al menos, un intervalo de la forma

�
k�1
3`
; k
3`

�
para

algún 0 � k � 3` tal que ti�1 < k�1
3`
< k

3`
< ti: Retomando la de�nición del

conjunto de Cantor, le quitamos un tercio central a este intervalo y a los que
van quedando, etcétera, de tal manera hasta que el número de componentes
de
�
k�1
3`
; k
3`

�
nCq�sea mayor que m; donde Cq�es un paso recursivo de

�
k�1
3`
; k
3`

�
y, asi, entonces poder tomar s0 = k�1

3`
< s1 < s2 < ::: < sm�1 < sm =

k
3`
en

distintas componentes de
�
k�1
3`
; k
3`

�
n Cq�:

Observemos que si =2 C para 1 � i � m � 1: De�nimos t0 = gti�1;et1 = s1; :::; gtm�1 = sm�1; ftm = ti y Di;j = [gtj�1; etj] \C para tener con estos
conjuntos que

[mj=1Di;j = [mj=1([gtj�1; etj] \C) = ( [mj=1 [gtj�1; etj])\C = [ti�1; ti] \C =Di:
Al igual que en 1) Di;k \Di;j = ; por la construcción de los si. �

Proposición 2.19. Sea C el conjunto de Cantor. Entonces los conjuntos
Di de 2.18 son abiertos en C:

Demostración. Sea n � 1; por 2.18, C = [ni=1 Di: Retomando la prueba
de 2.18. Sabemos por construcción que ti =2 C para i 2 f1; 2; :::; n � 1g:
Entonces, Di = [ti�1; ti] \ C pero (ti�1; ti) \ C = [ti�1; ti] \ C puesto que
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ti =2 C para 2 � i � n�1: Por tanto, Di es abierto en C para 2 � i � n�1:
Por lo que sólo basta veri�car los casos i = 1 e i = n:

Para i = 1; t0 = 0 2 C: Entonces, D1 = [t0; t1] \ C; pero [t0; t1) \ C =
[t0; t1] \C; ya que t1 =2 C: Es decir D1 es abierto en C.

Para i = n; tn = 1 2 C: Entonces, Dn = [tn�1; tn] \ C; pero (tn�1; tn] \
C =[tn�1; tn] \C; ya que tn�1 =2 C: Entonces Dn es abierto en C.
Aplicando un razonamiento parecido; podemos veri�car que los Di;j tam-

bién tienen la propiedad de ser abiertos en C. �

Una de las principales aplicaciones que tiene el teorema de la función gen-
eral es el siguiente teorema, demostrado por primera vez por Hausdor¤(véase
[8]) y Alexandrov(véase [1]), ambos lo demostraron separadamente en el
mismo año, en 1927, que nos permitirá tener varios resultados interesantes,
como el de caracterizar al conjunto de Cantor y que veremos más adelante.

Teorema 2.20. Sea (Y; d) un espacio métrico y compacto. Entonces Y
es la imagen continua del conjunto de Cantor.

Demostración. Sea �1 = 1
2
: Tomamos en Y la cubierta abierta = =

fB(�1; y) : y 2 Y g : Como Y es compacto, existe fy1; y2; :::; yng � Y tal
que Y = [ni=1B(�1; yi): De�nimos, para nuestro propósito, los siguientes
conjuntos; Ai = B(�1; yi) para 1 � i � n: Ya que B(�1; yi) � Ai para cada
1 � i � n, se sigue que Y = [ni=1Ai: Además, cada Ai cumple:
1) Ai es compacto. Por ser un cerrado contenido en el compacto Y:
2) diám[Ai] � 1 con 1 � i � n: Por construcción.
Por 2.18, existen D1; D2; :::; Dn � C compactos ajenos dos a dos y con la

propiedad de que C = [ni=1Di:

Sea F1 : C! 2Y dada por F1(t) = Ai si t 2 Di: Entonces:

3) F1 está bien de�nida y es scs. Primero, veri�quemos que F1 está bien
de�nida. Esto se sigue de que Di \Dj = ; con i 6= j: Sean t 2 C y U � Y
abierto tales que F1(t) � U: Supongamos que t 2 Di para alguna 1 � i � n:
Por 2.19, sabemos que Di es también un abierto de C. Este es precisamente,
el abierto que hace que F1(x) � U para cualquier x 2 Di; pues la de�nición
de F1 asi lo hace ver.
4) Y = [t2CF1(t): Sabemos que Y = [ni=1Ai; pero cada Ai = F1(ti) para

algún ti 2 Di y, además, [ni=1F1(ti) � [t2CF1(t): Entonces Y � [t2CF1(t).
La otra contención es obvia.
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Sean �2 = 1
4
y =�{ = fB(�2; y) : y 2 Aig: Observemos que es una cubierta

abierta de Ai: Por ser Ai un compacto, existe fyi;1; yi;2; :::; yi;m(i)g � Ai tal
que Ai � [m(i)k=1B(�2; yi;k):

Para 1 � k � m(i); de�nimos Ai;k = B(�2; yi;k) \ Ai: Demostraremos que
estos conjuntos tienen las siguientes propiedades:

5) Ai;k es compacto. Se sigue pues cada Ai es un compacto.
6) Ai = [m(i)k=1Ai;k. Dado que Ai � [

m(i)
k=1B(�2; yi;k): Entonces

Ai = Ai \ ([m(i)k=1B(�2; yi;k)) = [
m(i)
k=1 (Ai \B(�2; yi;k)) �

[m(i)k=1 (Ai \B(�2; yi;k)) = [
m(i)
k=1Ai;k � Ai

7) diám[Ai;k] � 1
2
: Se cumple trivialmente. Este mismo proceso lo podemos

hacer para toda 1 � i � n.
Por 2.18, existen conjuntos compactos y ajenos dos a dosDi;1; Di;2; :::; Di;m(i);

tales que Di = [m(i)k=1Di;k:

Sea F2 : C! 2Y de�nida de la siguiente manera: F2(t) = Ai;k si t 2 Di;k:
Entonces:

8) F2 es scs. Siguiendo la misma idea que con F1; podemos ver que F2
está bien de�nida y es scs.

9) F2(t) � F1(t) para cualquier t 2 C: Sea t 2 C: Entonces t 2 Di para
un único i 2 f1; 2; :::; ng : Por lo que F1(t) = Ai: Como Di = [m(i)k=1Di;k, existe
un único j 2 f1; 2; :::;m(i)g tal que t 2 Di;j. Entonces F2(t) = Ai;j pero,
obviamente, Ai;j � Ai: Por lo tanto, F2(t) � F1(t):
10) Y = [t2CF2(t): Sabemos que
Y = [mi=1Ai = [ni=1([

m(i)
k=1Ai;k) = [ni=1([

m(i)
k=1F2(xi;k)) = [i;kF2(xi;k)

con xi;k 2 Di;k; ya que por 2.17, C es perfecto, de modo que siempre es
posible encontrar los xi;k, es decir, C es al menos numerable, de hechoC es no
numerable (Capítulo 3, Aplicación 8). Por otro lado [i;kF2(xi;k) � [t2CF2(t):
Lo que implica que Y � [t2CF2(t). La otra contención es inmediata.
Siguiendo este mismo proceso con Ai;k y notando que, también podemos

iterar 2.18, encontramos una sucesión de funciones
�
Fn : C! 2Y jn 2 N

	
que

cumplen:

11) Fn es scs para cada n 2 N;
12) Fn+1(t) � Fn(t) para cualquier n 2 N:;
13) Y = [t2CFn(t) para cada n 2 N;
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14) diám[Fn(t)] � 1
2n
se aproxima a 0 si n crece;

Y éstas las hipótesis del teorema de la función general(2.14). Es decir,
existe una función f : C!Y continua y suprayectiva. �

Corolario 2.21. Sea (Y;�) un espacio topológico Hausdor¤. Entonces
Y es un espacio métrico y compacto si y sólo si Y es la imagen continua
del conjunto de Cantor. Además, todo espacio métrico compacto (Z; d) es
homeomorfo a una descomposición scs del conjunto de Cantor.

Demostración. Supongamos que Y es un espacio métrico y compacto. Por
2.20, obtenemos lo deseado. Inversamente, por 1.13, Y es compacto y por
1.30, Y es métrico.
Para la segunda parte, por 2.20 existe una continua y suprayectiva h :

C ! Z. Por 1.33, Z es homeomorfo a Dh; donde Dh = fh�1(z) : z 2 Zg y
Dh es una descomposición scs. �

Aplicaciones de este teorema nos permiten extender a f : C! Y a todo
el intervalo [0; 1] de manera continua. Ejemplos de este tipo los trataremos
en el capítulo siguiente.

3. Caracterización del conjunto de Cantor

El Teorema 2.20 nos permite ver a todo espacio métrico y compacto como
la imagen continua del conjunto de Cantor. A partir de este resultado, po-
dremos caracterizar a los conjuntos que son homeomorfos al conjunto de Can-
tor. Para esto necesitaremos de un teorema, un lema y de un re�namiento
de 2.18.

De�nición 2.22. Sea (Y; d) un espacio métrico y compacto. Se dice que
Y es un conjunto de Cantor si existe un homeomor�smo entre Y y C.

Lema 2.23. Sea Y un espacio métrico compacto y totalmente disconexo.
Entonces para cada � > 0; Y se puede ver como la unión �nita de con-
juntos K1; K2; :::; Kn � Y cerrados no vacíos, ajenos dos a dos y tales que
diám(Ki) < � para cada i 2 f1; 2; :::; ng:

Demostración. Demostremos primero que para toda y 2 Y y toda � > 0;
existe un abierto y cerrado M(y) tal que y 2M(y) y diám(M(y)) < �: Sean
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y 2 Y y � > 0: Sea U = B( �
2
; y). Tomemos A = fyg y B = Y r U; notemos

que A y B son cerrados y ajenos. Por 1.40, entonces existen X1; X2 � Y
cerrados ajenos tales que Y = X1 [ X2 con fyg � X1 y Y r U � X2:
Tomando M(y) = X1, es claro que X1 = Y r X2 � Y r (Y r U) = U:
Entonces diám(X1) < �: Además, es claro que X1 es un abierto de Y .

Tomemos, para Y , la cubierta formada por los M(y) con y 2 Y: Como Y
es compacto, existe fy1; y2; :::; yng � Y de tal manera que Y = [ni=1M(yi).
Como estos M(yi) pudieran no ser ajenos hacemos lo siguiente.
Sean L1 =M(y1); y para 2 � i � k; Li =M(yi)n[i�1k=1M(yk): Como cada

M(yi) es abierto y cerrado, podemos ver que cada Li es también abierto y
cerrado. Descartando los Li vacíos, y rede�niéndolos como Ki; obtenemos lo
deseado: �

Lema 2.24. Sean C es conjunto de Cantor y D1; D2; :::; Dn los conjuntos
obtenidos en 2.18. Sea m � 2 un entero dado. Entonces para 1 � i � n �jo,
Di se puede expresar como la unión de m conjuntos Di;j no vacíos, cerrados,
ajenos dos a dos y tales que diám(Di;j) � 2

3
diám(Di) para cada 1 � j � m:

Demostración. Fijamos 1 � i � n: Sean g =mín(Di) y ` =máx(Di):
Como Di es un subconjunto cerrado de C; tiene máximo y mínimo. Entonces
diám(Di) = jg � `j: Más aún g; ` 2 C; por de�nición de Di y dado que C
no tiene puntos aislados(2.17). Tomando en cuenta estas observaciones y
recordando que C es totalmente disconexo (2.17), podemos encontrar t1 =2 C
tal que 2

3
g + 1

3
` < t1 <

2
3
` + 1

3
g: Para entender un poco más la elección de

esta t1; se da la siguiente �gura:

figura 2
Si m = 2, de�nimos Di;1 = [g; t1] \ Di y Di;2 = [t1; `] \ Di; y éstos son

los conjuntos que necesitamos. Supongamos que m � 3: Por construcción,
sabemos que ` > 0 y ` 2 Di: Como Di es abierto de C y C es perfecto,
podemos tomar puntos si < ` con si 2 C tales que t1 < s1 < s2 < ::: <
sm�1 < `: Por (2.17), C no contiene intervalos abiertos, entonces podemos
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encontrar ti =2 C tales que si�1 < ti < si con 2 � i � m� 1: De esta forma,
tenemos una sucesión �nita de puntos t0; t1; :::; tn tales que

t0 = g < t1 < s1 < t2 < s2 < ::: < tm�1 < sm�1 < ` = tm

De�niendo Di;j = [tj�1; tj] \ Di; para cada 1 � j � m;se cumplen los
siguientes enunciados:

1) Di = [mj=1Di: Esto se debe a que
[mj=1Di = [mj=1[tj�1; tj] \Di = Di \ [ [mj=1[tj�1; tj] ] = Di \ [g; `] = Di

2) Di;j \C 6= ;: Ya que sj 2 Di;j \C;y por construcción.
3) Di;j son abiertos en C para cada j 2 f1; :::;mg: Si 2 � j � m �

1; [tj�1; tj] \C = (tj�1; tj) \C ya que tj�1; ti =2 C: Si j = 1 (resp. j = m),
[t0; t1) (resp. (tm�1; tm]) es un abierto de C. Entonces [t0; t1) \ Di = Di;1

(resp. (tm�1; tm]\Di = Di;m) ya que t1; tm�1 =2 C: Por tanto el enunciado se
cumple.

4) diám(Di;j) � jt1 � `j � 2
3
j`� gj =diám(Di) para cada 1 � j � m: Por

construcción de los Di;j; sabemos que diám(Di;j) � jt1� `j: Y por la elección
de t1; también jt1 � `j � 2

3
j` � gj: Pero j` � gj =diám(Di): De manera que

obtenemos lo que deseabamos. �
Ahora, caractericemos al conjunto de Cantor.

Teorema 2.25. Sea (Y;�) un espacio topológico Hausdor¤. Entonces
Y es un Cantor si y sólo si Y es métrico, compacto, perfecto y totalmente
disconexo.

Demostración. Supongamos que Y es métrico compacto, perfecto y to-
talmente disconexo. Sea � = 1: Por 2.23, existen subconjuntos K1; K2; :::; Kn

de Y que son no vacíos, cerrados, ajenos dos a dos, con diámetro menor que
� y que cubren a Y . Sean D1; D2; :::; Dn los subconjuntos obtenidos de 2.18.

De�nimos F1 : C! 2Y como F1(t) = Ki si t 2 Di; aplicando un razon-
amiento parecido al de 2.20, podemos ver que F1 está bien de�nida, es scs,
Y = [t2CF1(t) y diám(Fi(t)) < 1:
Fijamos 1 � i � n: Como los Ki son un número �nito de cerrados

ajenos dos a dos; también son abiertos de Y . Como Y es perfecto, entonces
diám(Ki) > 0, es decir, cada Ki tiene más de un punto:

Sea �i = 1
2
diám(Ki): Como Ki es compacto y totalmente disconexo,

podemos aplicar 2.23, para escribir a Ki como la unión �nita de conjuntos
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Ki;1; Ki;2; :::; Ki;m(i) los cuáles son no vacíos, cerrados, ajenos dos a dos y con
diámetro menor que �i. Es necesario observar quem(i) � 2; pues no podemos
cubrir a Ki con sólo un conjunto cuyo diámetro es estrictamente menor al de
Ki: Entonces a partir de este m(i), por 2.24, encontremos los subconjuntos
Di;1; Di;2; :::; Di;m(i) de Di; los cuáles son no vacíos, ajenos dos a dos, abiertos
y cerrados tales que diám(Di;j) <

2
3
diám(Di); para cada 1 � j � m(i):

De�namos F2 : C! 2Y como F2(t) = Ki;j si t 2 Di;j: Aplicando un
razonamiento parecido a 2.20, podemos ver que F2 es scs, Y = [t2CF1(t); y
F2(t) � F1(t): Además, diám(Ki;j) es menor a �i cuyo valor es de 1

2
diám(Ki):

Continuando con este proceso y notando que se pueden aplicar el mismo ra-
zonamiento que en 2.24 a cada subconjuntoDi;j. Encontramos una familia de
funciones fFn : n 2 Ng que cumplen todas las condiciones de 2.14. Por lo que
podemos garantizar la existencia de una función f continua y suprayectiva
entre C y Y .

Lo verdaderamente importante en cómo se construyó esta función, es que
podemos asegurar que f es inyectiva. Sean s; t 2 C; con s 6= t: Entonces
encontramos k 2 N tal que 0 < (2=3)k�1 < js � tj: Retomando nuestra
construcción de la f , sea Fk. Para de�nir a esta función Fk encontramos,
E1; E2; :::; Eq � C; tales que Ei = Di;i1;i2;:::;ik�1 ; es decir, Ei resultó de la
aplicación de k veces 2.24. Entonces:

diám(Ei) =diám(Di;i1;i2;:::;ik�1) < (
2
3
)diám(Di;i1;i2;:::;ik�2) <

(2
3
)2diám(Di;i1;i2;:::;ik�3) < :::: < (

2
3
)k�1diám(Di):

De manera que diám(Ei) < (2
3
)k�1; para 1 � i � q: Esto nos lleva a

que s y t están en distintas Ei y Ej. Por lo que, Fk(t) 6= Fk(s); pues la
función Fk manda conjuntos ajenos en conjuntos ajenos y, como f(t) 2 Fk(t)
y f(s) 2 Fk(s), entonces f es inyectiva. Por lo tanto f es biyectiva. Por 1.13,
f es un homeomor�smo.

Inversamente. Sea F : C! Y un homeomor�smo. Por 1.25, Y es métrico
y compacto. Además Y es totalmente disconexo y perfecto, pues F manda
conexos en conexos (1.43) y por la continuidad de F y la de F�1; la imagen
y preimagen de un punto límite es un punto límite. �

Por lo tanto, hemos caracterizado a los únicos conjuntos que pueden ser
homeomorfos a conjunto Cantor.
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CAPÍTULO 3

Aplicaciones
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Las siguientes aplicaciones, directas e indirectas, del teorema de la función
general(2.14) son soluciones a los problemas planteados en [[12],págs. 112-
114]. Para un producto de espacios métricos, al espacio producto le estaremos
asociando la topología dada en 1.1.

3.1. Compactaciones. Sea (M;�) un espacio topológico discreto nu-
merable. Sean (Z1; d1); (Z2; d2) espacios métricos y compactos que son com-
pactaciones de M . Supongamos que Z1 nM1 y Z2 nM2 son homeomorfos
al conjunto de Cantor C, donde M1 y M2 son las copias topológicas de M
contenidas en Z1 y Z2 respectivamente. Entonces Z1 es homeomorfo a Z2:

Demostración. Denotemos fCi = Zi nMi para i 2 f1; 2g: Sea Hi : C! fCi

un homeomor�smo para i 2 f1; 2g: De�nimos A1 = H1(C \ C1
1) y A2 =

H1(C \C21); donde C11 y C21 son las componentes de C1 y donde C1 es el
primer paso de la construcción de C:

figura 3a)

Como H1 es un homeomor�smo, entonces A1 y A2 son cerrados ajenos,
por 1.11. Entonces A1 y A2 son compactos, de donde, d1(A1; A2) > 0: Así
pues, sean:

A1�= fy 2 Z1 : d1(y; A1) � 1
3
d1(A1; A2)g

y
A2�= fy 2 Z1 : d1(y; A2) � 1

3
d1(A1; A2)g:

Entonces:

1) Ai� es un abierto y cerrado para i 2 f1; 2g: Es claro que cada Ai� es
cerrado. Además, A1� = Z1 n (A2�[ M1�); donde M1� � M1: Como M1 es
discreto, M1�es cerrado y, por lo tanto, A1�también es abierto. De la misma
manera, podemos ver que A2�tiene la propiedad de ser abierto y cerrado.
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2) Ai � Ai�para i 2 f1; 2g: Por Construcción.
3) A1�\ A2�= ;: Por construcción.
4) jZ1 n (A1�[ A2�)j < 1: Por construcción jZ1 n (A1�[ A2�)j � M1: Por

1), jZ1 n (A1�[ A2�)j es cerrado y dado que Z1 es compacto jZ1 n (A1�[ A2�)j
no puede ser numerable, de otro modoM1 tendría un punto de acumulación,
pero M1 es discreto. Es decir, jZ1 n (A1�[ A2�)j < 1. Aplicando el mismo
proceso para Z2 con H2; obtenemos dos conjuntos B1�y B2�con las mismas
propiedades que los Ai�.

Sabemos entonces que Z1 n (A1�[ A2�) y Z2 n (B1�[ B2�) son �nitos. Para
nuestro propósito, necesitamos que ambos conjuntos tengan las misma cardi-
nalidad. Como esto pudiera no suceder, hagamos lo siguiente. Supongamos,
sin pérdida de generalidad, que n = jZ1 n (A1�[ A2�)j y m = jZ2 n (B1�[
B2�)j con m > n: Dado que M1 es un discreto, numerable y denso en Z1,
tomemos fx1; x2; :::; xm�ng �M1 \ A1�elementos distintos dos a dos: Luego,
A1�n fx1; x2; :::; xm�ng es un abierto y cerrado pues fx1; x2; :::; xm�ng es un
conjunto abierto y cerrado.

De�nimos fA1 = A1�n fx1; x2; :::; xm�ng; y fA2 = A2�; para tener que Z1 =fA1 [fA2 [ fuigmi=1 donde ui 2 Z1 n (A1�[A2�) para i 2 f1; 2; :::; ng y ui+n = xi
para i 2 f1; 2; :::;m�ng: Es decir, fuigmi=1 = fx1; x2; :::; xm�ng[Z1n(A1�[A2�):
Además, por construcción, fA1;fA2 y fuigmi=1 siguen siendo abiertos y cerrados
y ajenos, puesto solo se modi�cóA1�y fx1; x2; :::; xm�ng es un conjunto abierto
y cerrado que no estaba en A2�.

De�nimos fB1 = B1�;fB2 = B2�y, para así, tener que Z2 = fB1[fB2[fzigmi=1
donde fB1 = B1�;fB2 = B2�y fzigmi=1 = Z2 n (B1�[B2�):

De�nimos F1 : Z1 ! 2Z2 como: F1 (t) =

8<:
fzig;fB1;fB2;

si t = ui;

si t 2 fA1;
si t 2 fA2;

Entonces F1 es scs, puesto que fA1;fA2,fuigmi=1 son abiertos y cerrados de
Z1 y, claramente Z2 = [t2Z1F1(t) por la de�nición de F1:

Por otro lado, sean, x; y 2 fAi: Entonces d1(x; y) � d1(x; a) + d1(a; b) +
d1(b; y); donde a; b 2 Ai son tales que d1(x; a) = d1(x;Ai) y d1(y; b) =
d1(y; Ai); estos elementos existen por la compacidad de Ai: Por lo que,
diám(fAi) � 2

3
d1(A1; A2)+diám(Ai); asimismo diám(fBi) � 2

3
d2(B1; B2)+diám(Bi)

para i 2 f1; 2g:
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Sean A1;1 = H1(C \C1
2); A1;2 = H1(C \C2

2), A2;1 = H1(C \C32); A2;2 =
H1(C \C42); donde Ci

2 es la i�ésima componente de C2 y C2 es el segundo
paso en la construcción de C:

figura 3b)

Como H1 es un homeomor�smo, Ak;i y Aj;s son cerrados, Ak;i \ Aj;s = ? si
k 6= j o i 6= s; Ai;j �fAi y por 1.33, d1(A1;1; A1;2) > 0: De�nimos:

A1;1�= fy 2 fA1 : d1(y; A1;1) � 1
3
d1(A1;1; A1;2)g;

A1;2�= fy 2 fA1 : d1(y; A1;2) � 1
3
d1(A1;1; A1;2)g;

A2;1�= fy 2 fA2 : d1(y; A2;1) � 1
3
d1(A2;1; A2;2)g;

A2;2�= fy 2 fA2 : d1(y; A2;2) � 1
3
d1(A2;1; A2;2)g:

Entonces:

5) Ai;j�es abierto y cerrado para i; j 2 f1; 2g: Es claro que Ai;j es cerrado,
además A1;1�= Z1 n (A1;1 [fA2 [M1��); donde M1���M1: Por lo tanto, A1;1;�es
abierto, pues A1;1[fA2[M1��es cerrado. Asímismo, podemos ver que A1;2�; A2;1�
y A2;2�son abiertos.

6) Ai;j��fAi para i; j 2 f1; 2g: Por construcción.
7) Ai;j�\ As;t�= ? si i 6= s o j 6= t: Por construcción.

8) jfAi n (Ai;1�[ Ai;2�)j <1 para i 2 f1; 2g: Se procede igual que con 4).

Aplicando argumentos parecidos a los que hicimos con fA1;fA2, tenemos
que diám(Ai;j�) � 2

3
d1(Ai;1; Ai;2)+diám(Ai;j) para i 2 f1; 2g.

Nuevamente, aplicamos argumentos parecidos con H2 para fB1 y fB2; para
obtener conjuntos B1;1�B1;2�; B2;1�y B2;2�tales que:

9) Bi;j�es abierto y cerrado para i; j 2 f1; 2g;
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10) Bi;j��fBi para i; j 2 f1; 2g;
11) Bi;j�\Bs;t�= ? con j 6= t o i 6= s;

12) jfB1 n (B1;1�[B1;2�)j <1;
13) diám(Bi;j�) � 2

3
d2(Bi;1; Bi;2)+diám(Bi;j) para i 2 f1; 2g:

Si seguimos el mismo camino que con Z1 n (A1�[ A2�) y Z2 n (B1�[ B2�);
podemos suponer, además, que jfA1 n (Ai;1�[ Ai;2�)j = jfB1 n (B1;1�[ B1;2�)j = p

y jfA2 n (A2;1�[ A2;2�)j = jfB2 n (B2;1�[B2;2�)j = q. Por lo tanto:fA1 = A1;1�[ A1;2�[ fu1;igpi=1; donde fu1;ig
p
i=1 =

fA1 n (A1;1�[ A1;2�);fA2 = A2;1�[ A2;2�[ fu2;igqi=1, donde fu2;ig
q
i=1 =

fA2 n (A1;1�[ A1;2�);fB1 = B1;1�[B1;2�[ fz1;igpi=1; donde fz1;ig
p
i=1 =

fB1 n (B1;1�[B1;2�);fB2 = B2;1�[B2;2�[ fz2;igqi=1; donde fz2;ig
q
i=1 =

fB2 n (B2;1�[B2;2�):
Sea F2 : Z1 ! 2Z2 dada por: F2(t) =

8<:
F1(t);
fzi;jg;
Bi;j�;

si t 2 Z1 n (fA1 [fA2);
si t = ui;j;
si t 2 Ai;j�;

Podemos observar que F2 es scs puesA1;1�; A1;2�; A2;1�A2;2�; fu1;igpi=1 y fu2;ig
q
i=1

son abiertos y cerrados de Z1: Además, Z2 = [t2Z1F2(t) y F2(t) � F1(t); por
construcción:

Asi, encontramos una familia de funciones fFn : n 2 Ng tales que
cumplen las condiciones las tres primeras hipótesis de 2.14. Como diám(C\
Cj
n) converge a 0 si n crece, Hi es cerrada e inyectiva para i 2 f1; 2g y por

1.21, diám(Hi(C \Cj
n)) converge a 0; de manera que diám(Fn(t)) converge

a 0 si n crece, para i 2 f1; 2g: Dado que los conjuntos abiertos y cerrados
que usamos para de�nir a Fn (por ejemplo B1;1�; B1;2�B2;1�B2;2� para F2) su
diámetro tiende a 0 cuando n crece, aseguramos la existencia de f : Z1 ! Z2
una función continua y suprayectiva. Observemos que el diámetro de los
conjuntos que se usan para de�nir a cada Fn en el dominio(por ejemplo
A1;1�; A1;2�; A2;1�A2;2�para F2) también convergen a 0. Por lo que, la función
que nos aegura 2.14 , además de ser suprayectiva, es inyectiva. Por 1.13,
concluimos que f es un homeomor�smo. �

En el siguiente ejercicio, hacemos la prueba de 2.20 en un producto nu-
merable de espacios compactos y métricos, para ver que el espacio producto
es, también, un espacio métrico y compacto.

3.2. Producto de Compactos. Sea f(Xn; dn) : n 2 Ng una familia de
espacios métricos compactos tales que para cada xn; yn 2 Xn; dn (xn; yn) � 1:
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Entonces X = �1n=1Xn es compacto.

Demostración. Lo que trataremos de hacer es construir una función G
scs del conjunto de Cantor C en 2X ; de tal manera que jG(t)j = 1 para
todo elemento t 2 C y [t2CG(t) = X; para luego usar 2.12. Durante la
demostración, usaremos la igualdad

P1
n=M+1

1
2n
= 1

2M
para todo M 2 N:

Sea �1 = 1
2
: Como X1 es compacto, existen conjuntos cerrados, no vacíos

A
(1)
1 ; A

(2)
2 ; :::; A

(1)
n(1) que cubren a X1; tales que diám(A

(1)
k ) <

1
2
: Por 2.18 y

2.19, existen conjuntos abiertos y cerrados, no vacíos y ajenos dos a dos
D1; D2; :::; Dn(1) que cubren a C:
De�nimos F1 : C! 2X como:

F1(t) = A
(1)
i � �1s=2Xs; si t 2 Di:

F1 está bien de�nida pues los Dk son no vacíos y ajenos dos a dos. Veamos
que F1 cumple:

1) F1 es scs. Sean t 2 C y U abierto de X; con F1(t) � U: Si t 2 C;
existe un único Dk tal que t 2 Dk: Entonces, por de�nición, F1(z) = F1(t)
para cada z 2 Dk. De manera que F (z) � U para cada z 2 Dk y, como Dk

es un abierto se satisface la de�nición de scs.

2) [t2CF1(t) = X: Sea x = (xi)
1
i=1 2 X: Entonces x1 2 X: Como los

A
(1)
i forman una cubierta de X, existe A(1)j tal que x1 2 A(1)j : Entonces, para

t 2 Dj; F1(t) = A
(1)
j � �1s=2Xs y x 2 A(1)j � �1s=2Xs:

3) diám(F1(t)) < 1: Por 1.3, �D = ��; donde D(x; y) =
P1

n=1
dn(xn;yn)

2n

con x = (xi)1i=1 y y = (yi)
1
i=1 2 X: Entonces si F1(t) = A

(1)
i ���1s=2Xs :

diám(F1(t) � diám(A(1)i )

2
+
P1

n=2
diám(Xn)

2n
�

1
2

2
+
P1

n=2
1
2n
= 1

22
+ 1

2
< 1:

Sea �2 = 1
22
: Como A(1)i es compacto, existen conjuntos cerrados y no

vacíos A(1)i;1 ; A
(1)
i;2 ; :::; A

(1)
i;m(i) que son cubren a A

(1)
i y tales que diám(A(1)i;j ) <

1
22
;

para 1 � i � n(1) y 1 � j � m(i): Para esta misma �2; existen cerrados y
no vacíos A(2)1 ; A

(2)
2 ; :::; A

(2)
n(2) que cubren a X2 con diám(A

(2)
k ) <

1
22
para cada

índice k. Para m(i)n(2); por 2.18 y 2.19; existen Di;j;k abiertos y cerrados,
no vacíos y ajenos dos a dos, tales que cubren a Di; con 1 � j � m(i); 1 �
k � n(2). De�nimos F2 : C! 2X como:

F2(t) = A
(1)
i;j � A

(2)
k � �1s=3Xs; si t 2 Di;j;k
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F2 está bien de�nida pues los Di;j;k son no vacíos y ajenos dos a dos. Al igual
que con F1; veamos que F2 satisface:

4) F2 es scs. Sean t 2 C y U un abierto de X; con F1(t) � U: Si
t 2 C; existe un único Di;j;k tal que t 2 Di;j;k: Entonces F2(z) = F2(t) para
z 2 Di;j;k, de manera que F2(z) � U para z 2 Di;j;k y, como Di;j;k es un
abierto, se satisface la de�nición de scs.

5) [t2CF2 = X: Sea y = (yi)1i=1 2 X: Entonces existen A
(1)
i;j � A

(1)
i � X1

y A(2)k � X2 tales que y1 2 A
(1)
i;j y y2 2 A

(2)
k ; de manera que para t 2 Di;j;k;

y 2 F2(t) = A
(1)
i;j � A

(2)
k � �1s=3Xs:

6) diám(F2(t)) < 1
2
: Si F2(t) = A

(1)
i;j � A

(2)
k � �1s=3Xs :

diám(F2(t)) �
diám(A(1)i;j )

2
+

diám(A(2)k )

22
+
P1

n=3
diám(Xn)

2n
�

1
22

2
+

1
22

22
+
P1

n=3
1
2n

= 1
23
+ 1

24
+ 1

22
< 1

2
:

7) F2(t) � F1(t) para todo t 2 C: Se cumple por la construcción y la
de�nición de F2:

Para cada n; sea Fn : C ! 2X la n�ésima funcion construida con este
proceso. Obtenemos que cumple:

8) Fn es scs;
9) Fn+1(t) � Fn(t) para cada n;
10) X = [t2CFn(t) para cada n;
11) diám(Fn(t)) < 1

2n
para cada n 2 N:

De�nimos G : C! 2X dada por G(t) = \1n=1Fn(t):
A�rmación. G es scs y [t2CG(t) = X.

Antes de comenzar con la prueba de esta a�rmación, observemos que por
construcción y por 1.21, G(t) 6= ?; de manera que G está bien de�nida y de
hecho jG(t)j = 1 pues diám(A(n)i1;i2;::;im�1;j) converge a 0 si m crece, para toda

n: Los conjuntos A(n)i1;i2;::;im�1;j son los que usamos para de�nir a Fn y estos
son subconjuntos compactos de Xn:

Sean t 2 C y U un abierto de X tales que G(t) � U: Usando las obser-
vaciones previas tenemos que existe n 2 N tal que B( 1

2n
; zt; X) � U; donde

fztg = G(t): Por 11), Fn(t) � B( 1
2n
; zt; X) � U: Como Fn es scs, existe un

abierto Vt de C; tal que Fn(x) � U para x 2 Vt. Por 9), FN(x) � Fn(x)
para N � n: De manera que \N�nFN(x) � U para cada x 2 Vt: Puesto
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que, \N�nFN(x) = \1n=1FN(x): Entonces G(x) � U para cada x 2 Vt: Luego
entonces, G es scs.

Sea q 2 X: Ya que q 2 [t2C Fn(t) para cada n 2 N; entonces q 2 Fn(tn)
para cada n 2 N: Sea (tn)1n=1 la sucesión formada por estos elementos. Como
C es compacto (2.17), existe (tnk)

1
k=1 � (tn)

1
n=1 y t 2 C tales que ftnkg se

converge a t si k crece.
Mostremos que q 2 G(t): Supongamos que q =2 G(t): Sea U = X� fqg

abierto U de X, entonces G(t) � U . Por lo hecho previamente, existe n 2 N
tal que G(p) � Fn(p) � U: Dado que Fn es scs, existe V abierto de X tal que
Fn(x) � U para cualquier x 2 V; donde t 2 V: Por otra parte, como ftnkg se
converge a t; entonces existe N�2 N con N�� n tal que tmk

2 Vt para cada
mk � N�: En consecuencia Fn(tmk

) � U para cualquier mk � N�� n; lo que
implica por hipótesis que Fmk

(tmk
) � U: Pero q 2 Fmk

(tmk
) entonces q 2 U ,

lo cuál es una contradicción. Así pues X = [t2CG(t):
Teniendo en cuenta lo dicho al inicio de esta demostración y usando 1.13,

tenemos que f(C) = X es compacto. �

Observación. El proceso hecho en 3.2 no se puede aplicar a una famila no
numerable de espacios métricos compactos f(X�; d�) : � 2 Ig; puesto que no
existe función continua y suprayectiva f : C ! ��2IX�; por 1.25 y ya que
que no existe metrica d tal que �d = ��; donde �� es la topología producto.
Sin embargo, como es bien sabido, el enunciado es cierto para cualquier
famila de espacios topológicos compactos (Teorema de Tychono¤) [véase
[3], Teorema 1.4.(4), Pag. 224].

Las siguientes tres aplicaciones dan ejemplos de espacios que son "cu-
biertos" por el [0; 1]; es decir, para los cuales existen funciones continuas y
suprayectivas del [0; 1] en el espacio especi�cado. En la primera se garantiza
una función continua y suprayectiva del intervalo [0; 1] en el cuadrado uni-
tario, miéntras que las otras dos son extensiones de una función del conjunto
de cantor en el espacio dado.

En 1890, en el libro Sur une courbe; qui remplit toute une aire plane;
Giuseppe Peano(véase [13]) mostró que el cuadrado unitario podía obte-
nerse como la imagen continua de un intervalo cerrado. Otras funciones
que "llenan" al cuadrado han sido construidas D. Hilbert(véase [9]), W.
Sierpiński(véase [15]), entre otros.

Cabe subrayar que el ejemplo inesperado de Peano, trajo consigo, la no-
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ción intuitiva de la dimensión de un espacio y la precipitada busqueda de
una de�nición adecuada para la dimensión de un espacio topológico.

3.3. Curva de Peano. En esta aplicación daremos las ideas esenciales
para la demostración del teorema de Hahn-Mazurkiewicz (4.14). Sea I =
[0; 1] con la métrica usual, entonces existe una función f : I ! I2 continua
y suprayectiva, donde I2 también tiene la métrica usual.

Demostración. Dividamos I2 en cuatro partes, como se muestra en la
�gura 4a), y denotémoslos por A1; A2; A3; A4:

figura 4a)

De�nimos F1 : I ! 2I
2
dada por:

F1(t) =

8>><>>:
A1;
Ai;
Ai [ Ai+1;
A4;

si t = 0;
si i�1

4
< t < i

4
i 2 f1; 2; 3; 4g;

si t = i
4
;

si t = 1;

Veamos que:
1) F1 es scs. Sean U � I2 abierto y t 2 I tales que F1(t) � U: Veamos

los siguientes casos:

Caso 1. t 6= i
4
; para i 2 f1; 2; 3; 4g: Entonces t 2 ( i�1

4
; i
4
); para un único

i: De manera que F1(t) = Ai: Por de�nición, F1(t) = F1(y) = Ai; para
y 2 ( i�1

4
; i
4
): Como F1(t) � U , F1(y) � U para y 2 ( i�1

4
; i
4
); con ( i�1

4
; i
4
) un

abierto de I: Por lo tanto F1 es scs si t 6= i=4: Este caso se puede ampliar
para t = 0 y t = 1; observando que [0; 1

4
) y (3

4
; 1] son abiertos de I:
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Caso 2. t = i
4
; para alguna i 2 f1; 2; 3; 4g: Por de�nición F1(t) = Ai[Ai+1:

Podemos observar que, también de la de�nición, para y 2 ( i�1
4
; i+1
4
); F1(t) =

Ai o F1(t) = Ai+1 o F1(t) = Ai [ Ai+1: De manera que para cualquier caso,
F1(y) � F1(t) con y 2 ( i�14 ;

i+1
4
) y, a su vez, F1(t) � U: Entonces F1(y) � U

para y 2 ( i�1
4
; i+1
4
): Por lo tanto, F1 es scs si t = i

4
:

2) [t2IF1(t) = I2. Por construcción.

Ahora, dividamos a cadaAi en cuatro cuadrados congruentesAi;1; Ai;2; Ai;3;
Ai;4; como se muestra en la �gura 4b), asegurándonos que las intersecciones
Ai;j \ Ai;j+1 si 1 � i � 4 y i � j � 3; Ai;4 \ Ai+1;1 1 � i � 3, en cada caso,
sean aristas en común de los cuadrados tomados.

figura 4b)

De�nimos F2 para t 2 [0; 14 ] como sigue:

F2(t) =

8>><>>:
A1;1;
A1;j;
A1;j [ A1;j+1;
A1;4 [ A2;1;

si t = 0;
si j�1

16
< t < j

16
j 2 f1; 2; 3; 4g;

si t = j
16
;

si t = 1
4
;

De la misma manera de�nimos a F2 para t 2 [14 ;
2
4
]; etcétera. Entonces

que F2 satisface:
3) F2 es scs. Sean U � I2 un abierto y t 2 I tales que F2(t) � U: Para

simpli�car un poco las cosas supongamos, sin pérdida de generalidad, que
t 2 [0; 1

4
]. Veamos los siguientes casos:
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Caso 1. t 6= j
4
; para j 2 f1; 2; 3; 4g: Entonces t 2 ( j�1

4
; j
4
) para un único

j; de manera que F2(t) = A1;j: Por de�nición, F2(t) = F2(y) = A1;j para
y 2 ( j�1

4
; j
4
): Como F2(t) � U , F2(y) � U para y 2 ( j�1

4
; j
4
); con ( j�1

4
; j
4
) un

abierto de I: Por lo tanto, F2 es scs si t 6= j
4
: Este caso se puede ampliar para

t = 0 y t = 1
4
; observando que [0; 1

16
) y ( 3

16
; 5
16
) son abiertos y sirven para que

F2(t) � U; respectivamente:

Caso 2. t = j
4
; para alguna j 2 f1; 2; 3g: Por de�nición F2(t) = A1;j [

A1;j+1: Podemos observar que, también de la de�nición, para y 2 ( j�14 ;
j+1
4
);

F2(t) = A1;j ó F2(t) = A1;j+1 ó F2(t) = A1;j [ A1;j+1: De manera que para
cualquier caso F2(y) � F2(t) con y 2 ( j�14 ;

j+1
4
) y a su vez F2(t) � U: Entonces

F2(y) � U para y 2 ( j�1
4
; j+1
4
): Por lo tanto F2 es scs si t =

j
4
:

4) [t2IF2(t) = I2: Por construcción.
5) F2(t) � F1(t): Por construcción.

Continuando con este proceso encontramos una familia de funciones fFn :
n 2 Ng tales que cumplen las hipótesis de 2.14. De manera que existe una
función continua y suprayectiva f : I ! I2. �

3.4. Extensión en el cubo de Hilbert. Sea H = �1i=1[0; 1]i el cubo de
Hilbert, entonces existe una función continua y suprayectiva F : [0; 1]! H .

Demostración. Por 3.2, H es un espacio métrico compacto. Entonces por
2.20, existe una función continua y suprayectiva f : C! H. Extenderemos
f a todo el intervalo [0; 1] de manera continua: Como [0; 1] nC es un abierto
de R con la métrica usual, [0; 1] nC = [1i=1(ai; bi); por 1.44.
La idea de como extender esta función es ilustrada a continuación:

Sí ai y bi 2 [0; 1] n C; y además f(ai); f(bi) son como se muestran en la
�gura 5a) :

figura 5a)

Entonces de�niremos F como se muestra en la �gura 5b) :
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figura 5b)

Antes de continuar, sean s 2 [0; 1] y x = (xi)
1
i=1 2 H: De�nimos sx =

(sxi)
1
i=1: Como 0 � xi � 1 para cada i; entonces 0 � sxi � s � 1; de modo

que 0 � sxi � 1 para cada i. Por lo tanto, sx 2 H: Sea t 2 [0; 1]nC: Entonces
t 2 (ai; bi); para alguna i; por lo que t = stai + (1� st)bi con st 2 (0; 1) :

Sea ' : [0; 1] n C!
1Q
i=1

[0; 1] dada por: '(t) = stf(ai) + (1 � st)f(bi):

Notemos por lo hecho antes, que efectivamente, '(t) 2 H:
Ya teniendo estas dos funciones f y ' podemos de�nir nuestra extensión:

SeaF : [0; 1]!
1Q
i=1

[0; 1] de�nida como sigue: F(t) :=
�
f(t);
'(t);

si t 2 C;
si t =2 C;

Para ver que F es continua, consideremos dos casos. Sea t0 2 (ai; bi) :
Caso 1. t0 =2 C:
Sea ftng1n=1 � [0; 1] tal que tn converge a t0 si n crece: Como t0 =2 C;

entonces existe un único i tal que t0 2 (ai; bi) : Por lo que, podemos escribir
t0 = s0ai + (1 � s0)bi con s0 2 (0; 1) Por otro lado, ya que tn converge a t0
y (ai; bi) es abierto, existe N 2 N tal que tk 2 (ai; bi) para cada k � N; de
donde tk se puede expresar como tk = skai+(1� sk)bi para cada k � N , con
sk 2 (0; 1):
Supongamos que f(ai) = (xi1; x

i
2; :::) y que f(bi) = (y

i
1; y

i
2; :::): Entonces

'(tk) = (skx
i
1 + (1� sk)y

i
1; skx

i
2 + (1� sk)y

i
2; :::); de aquí obtenemos que, D

es la métrica de 1.1:

D(F(tk);F(t0)) =
1P
j=1

jskxij+(1�sk)yij�(s0xij+(1�s0)yij)j
2j

=
1P
j=1

jsk�s0jjxij j
2j

+
1P
j=1

jsk�s0jjyij j
2j

Las sumas
1P
j=1

jxij j
2j
;
1P
j=1

jyij j
2j
<1 pues f(ai); f(bi) 2

1Q
i=1

[0; 1] y sk converge a

s0 pues tk converge a t0: Concluimos que d(F(tk);F(t0)) converge a 0 si k
crece.
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Esta demostración permanece valida si t = ai o bi; de manera que F es
continua por la derecha para el caso t = ai y F es continua por la izquierda
en el caso t = bi.

Caso 2. t0 2 C: Sea � > 0: Como f es continua, existe � = �(�) > 0 tal
que para cualquier t 2 B(�; t0;C); D(f(t); f(t0)) < �: Veremos que esta �
funciona. Sea t 2 B(�; t0; [0; 1]): Dividamos casos:
Caso 2.1. Sea t 2 C. Entonces t 2 B(�; t0;C); lo que implica que

D(f(t); f(t0)) < �: De donde, por de�nición FjC = f , D(F(t);F(t0)) < �:

Caso 2.2. Si t =2 C; entonces existe un único i; tal que t 2 (ai; bi); con
ai; bi 2 B(�; t0;C): Sin perdida de generalidad, supongamos que ai; entre ai y
bi; es el elemento deCmás cercano a t0; de manera que ai 2 B(�; t0;C): Sabe-
mos que t = stai + (1� st)bi, retomando la notación del caso 1 y de�niendo
a f(t0) = (x01; x

0
2; :::) obetenemos que:

D(F(t);F(t0)) =
1P
j=1

jstxij+(1�st)yij�x0j j
2j

�
1P
j=1

jstjjxij�x0j j
2j

+
1P
j=1

j(1�st)jjyij�x0j j
2j

= jstj
1P
j=1

jxij�x0j j
2j

+ (j1� stj)
1P
j=1

jyij�x0j j
2j

= stD(f(ai); f(t0)) + (1� st)D(f(ai); f(t0)) � st�+ (1� st)� = �

Por lo tanto, D(F(t);F(t0)) = �; es decir, F es continua en C: Pero,
además, también hemos demostrado que (F(tn))1n=1 converge a F(t0); para
cualquier (tn)1n=1 que converga a t0: Es decir F es continua en [0; 1]: �

Entre otros conjuntos Y en los que se puede hacer esta extensión, se
encuentran los Bn de�nidos como, Bn = fx 2 Rn : jjxjjusual � 1g, donde jj:jj
hace de Bn un espacio compacto. La siguiente aplicación generaliza este
resultado.

Hagamos una extensión más de una función que tiene por dominio al
conjunto de Cantor a todo el intervalo [0; 1]:

3.5. Espacios ULAC: Sea (X; d) un continuo ULAC(1:47); entonces
existe F : [0; 1]! X función continua y suprayectiva.

Demostración. Es fácil ver que si (X; d) es un conexo ULAC; entonces
para cualesquiera x; y 2 X; existe una función continuaH : [0; 1]! X tal que
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H(0) = x y H(1) = y: Por 2.20, existe una función continua y suprayectiva
f : C! X. Esta función es la que trataremos de extender.

Sea �1 = 1: Como X es ULAC; existe �1 > 0 tal que si d(x; z) < �1;
entonces existe un arco A que tiene como puntos �nales a x; z y con diámetro
menor que 1. Por la continuidad uniforme de f; para �1; existe 1 > 0; sin
perdida de generalidad 1 � 1

3
; tal que si jt1 � t2j < 1; d(f(t1); f(t2)) < �1.

De manera que, para estos puntos f(t1) y f(t2); se satisface la condición
ULAC: Y por lo tanto d(f(t1); f(t2)) < 1:

Sea �2 = 1
2
: Entonces existe �2 > 0; que satisaface ULAC: Como f es

uniformemente continua, existe 2� tal que si jt1 � t2j < 2� con t1; t2 2 C;
entonces d(f(t1); f(t2)) < �2 y, al igual que para �1; para estos puntos se
satisface la condición ULAC: Por lo tanto, d(f(t1); f(t2)) < 1

2
: De�nimos

2 = minf2�;
1
3
g: Es claro que, para 2; se siguen cumpliendo las condiciones

de 2�:

De esta manera construimos una sucesión de números fn : n 2 Ng tales
que n+1 < n y n convergen a 0 si n crece; puesto que n � 1

3n
: Como

hemos visto antes, [0; 1] nC = [1i=1(ai; bi). De�nimos In = fi 2 N : n+1 �
bi � ai < ng: Estos conjuntos In dividen a casi todos los intervalos (ai; bi) a
excepción de los que tienen longitud bi � ai � 1: Pero este caso sólo sucede
para un número �nito de índices puesto que (ai � bi) converge a 0 si i crece;
sin importar la numeración que se le dé a [0; 1] nC:
Si bj � aj � 1; por lo dicho al inicio de la demostración, existe una

función continua Hj : [0; 1] ! X tal que Hj(0) = f(aj) y Hj(1) = f(bj):
Notemos que podemos modi�car Hj de tal forma que Hj : [aj; bj]! X y tal
que Hj(aj) = f(aj) y Hj(bj) = f(bj).

Para los otros casos, podemos encontrar, por construcción, un arco con
diámetro cada vez más pequeño. Es decir, si k 2 Im; existe una función
continua e inyectiva Ak : [0; 1] ! X tal que Ak(0) = f(ak); Ak(1) = f(bk)
y diám(Ak([0; 1])) � 1

m
: También podemos hacer que Ak : [ak; bk] ! X sea

una función continua e inyectiva; con Ak(ak) = f(ak); Ak(bk) = f(bk) y
diám(Ak([ak; bk])) � 1

m
. Sea F : [0; 1]! X dada por:

F (t) =

8<:
f(t);
Hj(t);
Ak(t);

si t 2 C;
si t 2 (aj; bj) con bj � aj � 1;
si t 2 (ak; bk) y k 2 In;
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Veamos que esta función es continua. Para esto dividámoslo en dos casos:

Caso 1: t0 =2 C y t0 2 (ap; bp) para un único indice p:
Para cualquier caso ya sea si F (t) está de�nida por Hj(t) o Ap(t) ambas

funciones son continuas en todo el intervalo (ap; bp) :

Caso 2: t0 2 C:
Sea � > 0 �jo. Por la propiedad arquimediana, encontremos n 2 N;

tal que 1
n
< �

2
: Por construcción, las longitudes de las componentes Cj

n que
son utilizadas para obtener el conjunto de Cantor, son iguales a 1

3n
: Sea C l

n

componente del paso Cn tal que t0 2 C l
n:

figura 6

Sea V = (t0�n; t0+n)\(int(C l
n); con int

�
C l
n

�
repecto a [0; 1]: Veamos

que este abierto cumple con la de�nición de continuidad para F :

Caso 2.1: � 2 V \C entonces j�� t0j < n: Lo que implica, por construc-
ción de n; que d(f(�); f(t0)) < �: Dado que F jC = f , hemos concluido.

Caso 2.2: � 2 V nC:
Notemos que � 2 (aq; bq) y, además, (aq; bq) � C l

n pues n < 1
3n
: De

manera que, jt0 � aqj � n+1 o jt0 � bqj � n+1: Sin pérdida de generalidad,
supongamos que se satisface la primera desigualdad (�gura 6). Entonces,
d(F (t0); F (�)) � d(F (t0); F (aq)) + d(F (aq); F (�)):

Supongamos que (aq; bq) � C l
n, asi bq � aq <

1
3n
: De manera que, q 2 Is

para s � n pues n � 1
3n
: Entonces existe un arco Aq que tiene por puntos

�nales a f(aq) y f(bq) con diámetro menor que 1
s
; por construcción de las

n: Como F (�) está en Aq; d(F (�); f(aq)) <
1
s
� 1

n
. Por otra parte, dado que

jt0 � aqj < n+1 con t0; aq 2 C; d(f(t0); f(aq)) < 1
n+1

< 1
n
; luego entonces:

d(F (t0); F (aq))+d(F (aq); F (�))=d(f(t0); f(aq))+d(f(aq); F (�)) � 1
n
+ 1

n
< �

Por lo tanto, F es continua en todo [0; 1] y la suprayectividad se sigue
conservando del hecho de F jC es suprayectiva. �
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La siguiente aplicación nos permite observar que todo espacio totalmente
disconexo "vive" en el conjunto de Cantor.

3.6. Espacios Totalmente Disconexos en C. Sea (Y; d) un espacio
métrico, compacto y totalmente disconexo. Entonces (Y; d) tiene una copia
topológica contenida en (C; dusual):

Demostración. Sea � = 1: Entonces por 1.39, existen conjuhntos abiertos
y cerrados, no vacíos, ajenos dos a dos K1; K2; :::; Kn tales que Y = [ni=1Ki

y diám(Ki) < 1: Luego, por 2.18, existen abiertos y cerrados, ajenos dos
a dos D1; D2; :::; Dn tales que C = [ni=1Ci. De�nimos F1 : Y ! 2C dada
por F1(t) = Di si t 2 Ki: De manera semejante a como se hizo con en la
demmostración de 2.20, F1 es scs.

Supongamos que diám(Ki) > 0 para algún i 2 f1; 2; :::; ng: Es decir, Ki

tiene más de un punto: Sea �i = 1
2
diám(Ki); entonces como Ki es compacto

y totalmente disconexo, existen, por 1.39, conjuntos Ki;1; Ki;2; :::; Ki;m(i) con
m(i) � 2; abiertos y cerrados, no vacíos, ajenos dos a dos tales que Ki =

[m(i)j=1Ki;j con diám(Ki;j) < �i =
1
2
diám(Ki): Por 2.23, existen conjuntos

abiertos y cerrados, no vacíos, ajenos dos a dos Di;1; Di;2; :::; Di;m(i) tales que
Di = [m(i)j=1Di;j con diám(Di;j) � (2=3)diám(Di):

Si diám(Kj) = 0; entonces Kj = fyjg, de�nimos Dj�= fxjg para xj 2 Dj:
De�nimos F2 : Y ! 2C dada por:

F2(x) =

�
Dj�;
Di;j;

si diam(Kj) = 0;
si t 2 Ki;j;

Entonces, por construcción, F2 es scs y F2(y) � F1(y) para cada y 2 Y:
De esta manera construimos una familia de funciones fFng1n=1 tales que para
cada n 2 N:
1) Fn es scs;
2) Fn+1(y) � Fn(y) para todo y 2 Y ;
3) diám(Fn) converge a 0 si n crece 1:

Por 2.14, existe una función continua f : Y ! C: Como el diámetro de
los conjuntos cerrados usados para la de�nición de cada Fk (Di para F1; Di;j

para F2) converge a 0, por construcción, podemos a�rmar que f es inyectiva.
Por lo tanto, f es una inmersión, es decir, Y tiene una copia topologica en
C. �
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3.7. Producto de conjuntos de Cantor. El producto �nito o nume-
rable de conjuntos de Cantor es un conjunto de Cantor.

Demostración. Sea (Xi; di)
1
i=1 una familia de espacios métricos tales que

(Xi; di) es un conjunto Cantor. Por 1.2 podemos suponer que di (xi; yi) � 1
para cada xi; yi 2 Xi; i 2 N. Demostraremos que X = �1i=1Xi es un espacio
métrico, compacto, perfecto y totalmente disconexo.

3.7.1) Compacidad y metrizabilidad de X.

Por 1.3, �� = �D; es decir X es métrico. Por 3.2, X es compacto con ��:
Por lo tanto (X;D) es un espacio métrico y compacto.

3.7.2) X es perfecto.

Sean x = (xi)
1
i=1 2 X y � > 0 �jos: Como cada Xi es perfecto, existe

yi 2 Xi tal que di(xi; yi) < �: De�nimos y = (yi)1i=1 2 X; entonces D(x; y) =P1
i=1

di(xi;yi)
2i

< � �
P1

i=1
1
2i
= �; donde D es la métrica de�nida en 1.1.

3.7.3) X es totalmente disconexo.

Por 3.7.1) X es compacto. Por 1.40, las componentes y casicomponentes
de X coinciden. Demostremos que las casicomponentes de X están formadas
solamente por un punto.

Sean x = (xi)1i=1 y y = (yi)
1
i=1 elementos de X; tales que x 6= y; entonces

existe i 2 N; tal que xi 6= yi: Como el espacio Xi es totalmente disconexo,
existen Ui y Vi conjuntos abiertos ajenos de Xi tales que Xi = Ui [ Vi con
xi 2 Ui y yi 2 Vi: De�nimos U = Ui � �j 6=iXj y V = Vi � �j 6=iXj: Por 1.1,
U y V son abiertos de X: Por construcción, x 2 U; y 2 V; U \ V = ? y
X = U [ V: Es decir, U y V forman una disconexión del espacio X: Por lo
tanto, las casicomponentes de X son puntos.

Asi pues, X es un espacio métrico, compacto, perfecto y totalmente dis-
conexo. Por 2.24, X es un conjunto de Cantor. Si es que sólo tuvieramos
una familia �nita de espacios de Cantor, aplicamos los mismos razonamientos
anteriores. �

3.8. �1n=1f0; 1gi es homeomorfo a C: Sea (f0; 1g; dusual) el espacio
métrico y discreto de dos puntos. Entonces X = �1i=1f0; 1gi es un conjunto
de Cantor.
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Demostración. Al igual que en 3.7, demostraremos que X es un espacio
métrico, compacto, perfecto y totalmente disconexo.

3.8.1) Compacidad y metrizabilidad de X.

La demostracición es semejante a 3.7.1)

3.8.2) X es perfecto.

Sea x = (xi)
1
i=1 2 X y � > 0 �jos. Entonces existe N 2 N tal queP1

k=N
1
2k
< �: De�nimos y = (yi)1i=1 2 X con yi = xi para i = 1; 2; :::; N � 1

y xk 6= yk para k � N y esto es posible de hacer ya que xk 2 f0; 1g: Con esto
tenemos, claramente, que d(x; y) =

P1
k=N

1
2k
< � con x 6= y:

3.8.3) X es totalmente disconexo.

Sean x = (xi)1i=1; y = (yi)
1
i=1 2 X; con x 6= y: Como x 6= y entonces existe

k 2 N tal que xk 6= yk: Tomemos entonces U = fxkg � �j 6=kf0; 1gj; V =
fykg��j 6=kf0; 1gj son abiertos de X; pues fxkg; fykg son conjuntos abiertos
del f0; 1g: Repitiendo el mismo argumento que en 3.7.3) tenemos lo deseado.
Por lo tanto X es un espacio métrico, compacto, perfecto y totalmente

disconexo. Por 2.25, X es Cantor. �

3.9. C es Homogéneo. El conjunto de Cantor C; es un espacio ho-
mogéneo.

Demostración. Obviamente (f0; 1g; dusual) es un espacio homogéneo. Asi
pues, por 1.4, X = �1i=1f0; 1gi es un espacio homogéneo.
Sean p; q 2 C; sabemos por 3.8, que existe un homeomor�smo H : C !

X. Por 1.4 existe un homeomor�smo F : X ! X tal que F (H(p)) = H(q):
De�nimos un homeomor�smo G : C! C; dado por G(x) = H�1 � F �H(x)
que cumple que G(p) = q: Por lo tanto C es un espacio homogéneo. �

Hasta ahora, sólo sabemos que condiciones debemos de pedirle a un es-
pacio métrico para que sea homeomorfo a cantor. Vimos también, que el
conjunto de cantor es homeomorfo al producto numerable del conjunto dis-
creto f0; 1g: La siguiente aplicación nos habla de como podemos formar una
in�nidad de conjuntos que sean homeomorfos al conjunto de Cantor.

3.10. La relacion entre 2C y C: Sea (X; d), espacio métrico y com-
pacto. Entonces (X; d) es un conjunto de Cantor si y sólo si 2X es un conjunto
de Cantor.
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Demostración. Para demostrar esta aplicación se seguirán los siguientes
pasos.

3.10.1) (X; d) es compacto si y sólo si (2X ; Hd) es compacto.

Si (X; d) es compacto, por 1.18,
�
2X ; Hd

�
también lo es. Inversamente.

La función i : X ! 2X dada por i(x) = fxg; representa a una inmersión de
X en 2X ; donde i(X) es un conjunto cerrado en 2X :

3.10.2) (X; d) es perfecto si y sólo si (2X ; Hd) es perfecto.

Supongamos que (X; d) es perfecto. Sea D 2 2X y � > 0, dados. Consi-
deremos lo siguientes casos:

Caso 1. jDj = 1.
Supongamos que D = fxg para algún x 2 X: Como X es perfecto,

existe y 6= x tal que d(x; y) < �
3
: Entonces, para AD = fyg; se cumple que

Hd(D;AD) < �:

Caso 2. jDj > 1: Sea Da el conjunto de puntos aislados de D: Es decir, el
conjunto de puntos w 2 D para los que existe rw > 0 tal que B(rw; w)\D =
fwg:
Caso 2.1. Da 6= ;: Sea x 2 Da �jo: Entonces existe rx > 0 tal que

B(rx; x) \D = fxg: Sea r0 =mínfrx; �g: Como X es perfecto, existe y 2 X
con y 6= x tal que y 2 B(r0; x): De�nimos AD = (D r fxg) [ fyg: Entonces,
es claro que DA 2 2X ; DA 6= D y que Hd (D;DA) < �; pues D y DA sólo
di�eren de un punto y, en estos donde no coinciden, a decir y para D y x para
DA; viven en la misma vecindad de radio �:

Caso 2.2. Da = ;: Entonces, D es perfecto pues D es cerrado en X.
Sea x 2 D �jo. Elijamos wx 2 D; distinto a x; tal que d(x;wx) es menor
que �

2
: De�namos AD = D n B( �

2
; x)). Claramente AD 2 2X ; AD 6= D y

AD � Nd(D; �): Resta ver que D � Nd(AD; �):

Sea b 2 D: Dividamos nuevamente dos casos:
Caso 2.2.1. b =2 B(1

2
; x): Entonces b 2 D nB( �

2
; x) y habremos concluido.

Caso 2.2.2. b 2 B( �
2
; x): Entonces d(b; wx) < d(b; x) + d(x;wx) <

�
2
+

�
2
; donde wx 2 D: Por tanto b 2 Nd (AD; �) :

Por lo tanto, 2X es perfecto.

Inversamente. Sea x 2 X y � > 0, dados. Como fxg 2 2X entonces
existe B 2 2X con B 6= fxg y Hd(fxg; B) < �: Como B r fxg 6= ;; para
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y 2 B r fxg, y 6= x; pues y 2 N(fxg; �); y d(y; x) < �:

3.10.3) (X; d) es totalmente disconexo si y sólo si (2X ; Hd) es totalmente
disconexo.

Supongamos que X es totalmente disconexo. Por hipótesis y 1.18, ten-
emos que 2X es espacio un métrico y compacto. Por 1.40, las componentes
y casicomponentes coinciden. Entonces sólo es necesario probar que las ca-
sicomponentes de 2X están formadas por un sólo elemento de 2X .

Sean A;B 2 2X con A 6= B: Supongamos, sin perdida de generalidad,
que B nA 6= ?: Sea p 2 B nA: Como X es totalmente disconexo y compacto,
para cada a 2 A existe un abierto y cerrado Ea tal que a 2 Ea pero p =2 Ea:
Tomamos la cubierta abierta de A;dada por:

L = fEa : Ea es abierto y cerrado, a 2 A y tal que p =2 Eag

Como A es un conjunto cerrado deX; A es compacto. Sean a1; a2; :::; an 2
A tales que A � [nk=1Eak : De�nimos E = [nk=1Eak entones E es un abierto
y cerrado y además p =2 E: De�nimos,

U = fD 2 2X : D � Eg y V = fF 2 2X : F n E 6= ?g

Antes de continuar recordemos que si E es un abierto y cerrado, entonces
Fr(E) = ? (Fr(E) = E \ X n E = E \ (X n E) = ?): Demostremos que
estos conjuntos cumplen las sigueintes propiedades:

1) 2X = U [ V: Por de�nición.
2) A 2 U y B 2 V: Por construcción A � E y p 2 B r E:
3) U \ V = ?: Por de�nición.
4) U y V son abiertos y cerrados en 2X : Sea D 2 U: Entonces existe

fDng1n=1 � U tal que Hd(D;Dn) <
1
n
: Sea b 2 D �jo: Entonces, para cada

n 2 N; hay un bn 2 Dn � E tal que d(b; bn) < 1
n
. Asi, b 2 E; como E es

cerrado b 2 E. Por lo tanto, D � E; es decir, U = U:

Mostremos ahora que V es cerrado. Sea F 2 V : Entonces existe fFng1n=1 �
V tal que Hd(F; Fn) <

1
n
: Supongamos que F n E = ?; es decir, F � E:

Como FnnE 6= ? para cada n; tomamos cn 2 FnnE: ComoHd(F; Fn) <
1
n
;

Fn � N(F; 1
n
) por lo que existe en 2 F tal que d(cn; en) < 1

n
: Como X es

compacto, por 1.12, existe fcnkg1k=1 � fcng1n=1 tal que cnk converge a c para
algun c 2 X: Como cn 2 Fn r E y Fn r E � X r E, c 2 X n E: Además,
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d(cn; en) <
1
n
entonces enk converge a c: Por lo tanto, c 2 F pues en 2 F: De

modo que c 2 X r E \ F : Asi c 2 X r E \ E; lo cuál es una contradicción
pues Fr(E) = ;. De modo que, F n E 6= ?: Es decir V = V :

Usando 1) y 3), tenemos que U; V son abiertos, y concluimos 4). Por lo
tanto, U; V son una separación del espacio 2X con A � U y B � V: Así pues,
tenemos que la casicomponente de A está formada sólo por A:

Inversamente: Sean x; y 2 X, distintos �jos. Como 2X es totalmente
disconexo entonces 2X = U jV; tales que fxg 2 U y fyg 2 V; de�nimos:

P = fz 2 X : fzg 2 Ug y Q = fw 2 X : fwg 2 V g

Entonces se tiene que:

5) X = P [Q: Por construcción.
6) x 2 P y y 2 Q: Por construcción.
7) P \Q = ?: Por construcción.
8) P;Q son abiertos y cerrados de X: Sea z 2 P �jo. Como U es un

abierto de 2X ; existe � > 0 tal que B(�; fzg; 2X) � U: Sea s 2 B(�; z;X):
Entonces d(s; z) < �: Por lo tanto, fzg � N(fsg; �; 2X) y fsg � N(fzg; �; 2X),
es decir, Hd(fzg; fsg) < �: Así pues, B(�; z;X) � P . Por lo tanto, P es un
abierto. Para ver que Q es abierto, se repiten los mismos argumentos, con
sus respectivas diferencias.

Usando 5) y 7) se tiene que P , Q son cerrados y concluimos 8). Por
lo tanto, P y Q forman una disconexión de X con x 2 P y y 2 Q: Asi
que, la casicomponente de x está formada únicamente por x: Es decir, X es
totalmente disconexo.

Luego entonces por 2.25, (X; d) es un conjunto de Cantor si y sólo si
(2X ; Hd) es un conjunto de Cantor. �

En la aplicación 3:8; encontramos un conjunto que es homeomorfo al con-
junto de Cantor. En la siguiente, damos otro ejemplo un poco más accesible.

3.11. Cantor a partir de la sucesión armónica. Sea X = f0g[ f 1
n
:

n 2 Ng; con la métrica usual de R: Entonces Ç= fA � 2X : 0 2 Ag es un
conjunto de Cantor.

Demostración. Seguiremos el mismo camino que en las aplicaciones 3.7 y
3.8.
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3.11.1) Ç es compacto y métrico. Ya que (X; d) es un espacio métrico y
compacto, por 1.17 y 1.18, (2X ; Hd) es un espacio métrico y compacto. Por
1.11, sólo es necesario probar que Ç es un conjunto cerrado de 2X :

Sea D 2 2XnÇ. Por de�nición 0 =2 D: Como D es un conjunto cerrado de
X, D debe de ser �nito, de lo contrario, dado que X es compacto, tendría
un punto de acumulación, pero el único punto de X que es de acumulación
es el 0.

Sean 1
s
= minf1

p
: 1
p
2 Dg y � = 1

2s
: Mostremos que B(�;D; 2X) � 2XnÇ.

Sea C 2 B(�;D; 2X). Entonces Hd(D;C) < �: Lo que implica que C �
N(D; �); es decir, para cada x 2 C; existe yx 2 D tal que jx � yj < �: Si
0 2 C entonces existe y0 2 D tal que y0 < �: Pero, construimos � de tal
manera que � < b para cada elemento b de D: Por lo tanto, 0 =2 C. Asi,
B(�;D; 2X) � 2XnÇ. Es decir, Ç es un cerrado de 2X .

3.11.2) Ç es perfecto. Sea B 2 Ç. Para demostrar este inciso, dividámoslo
en dos casos:

Caso 1. B es �nito.
De�nimos C1 2 Ç como C1 = B[f1g: Entonces Hd(B;C1) � 1: De man-

era semejante de�nimos C2 2 Ç como C2 = B[f1
2
g. De donde, Hd(B;C2) �

1
2
: En general, de�nimos Ci = B[f1

i
g para tener que Hd(B;Ci) � 1

i
converge

a 0 si i crece: Este caso se hizo para garantizar que B 6= Ci para una in�nidad
de Ci:

Caso 2. B es in�nito.
Entonces B se trata de una subsucesión de la sucesión armónica junto con

el 0: Es decir B = fb1; b2; :::g[f0g donde bi converge a 0 si i crece: De�nimos
Ci = B n fbig; entonces es claro que Ci 2Ç, B 6= Ci y Hd(B;Ci) converge a
0 si i crece:

Por lo tanto, B es un punto de acumulación de Ç.

3.11.3) Ç es totalmente disconexo. Demostremos que las casicomponentes
de Ç sólo tienen un punto y, por lo tanto, las componentes también sólo
tendrán un punto.

Sean A;B 2 Ç con A 6= B: Supongamos, sin pérdida de generalidad, que
AnB 6= ;: Como los elementos deA yB son términos de la sucesión armónica.
Sea 1

k0
2 A n B: De�nimos U = fC 2 Ç: 1

k0
2 Cg y V = fE 2Ç: 1

k0
=2 Eg:

Mostremos que se cumplen las siguientes propiedades:
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1) U \ V = ?: Por construcción.
2) A 2 U;B 2 V: Por construcción.
3) Ç= U [ V: Por construcción.
4) U; V son abiertos de Ç. Sea C 2 U: Por de�nición 1

k0
2 C: Tomamos

D 2 B( 1
2k0(k0+1)

; C; 2X): Lo que implica que C � N(D; 1
2k0(k0+1)

): Por lo que
para 1

k0
2 C existe x 2 D tal que jx� 1

k0
j < 1

2k0(k0+1)
; pero esto es imposible,

a menos que x = 1
k0
: Es decir, 1

k0
2 D. Asi B( 1

2k0(k0+1)
; C; 2X) � U: Resta

ver que V también es un abierto. Sea E 2 V: Entonces 1
k0

=2 E; Tomamos
F 2 B( 1

2k0(k0+1)
; E; 2X); entonces F � N(E; 1

2k0(k0+1)
): Supongamos que 1

k0
2

F: Por de�nición, para 1
k0
2 F debe de existir x 2 E tal que jx � 1

k0
j <

1
2k0(k0+1)

; pero esto únicamente puede pasar si x = 1
k0
, es decir, 1

k0
debe ser

un elemeto de E: Lo que es una contradicción. Por lo tanto, 1
k0
=2 F; es decir

B( 1
2k0(k0+1)

; E; 2X) � V:

Esto demuestra que U; V son es una separación de Ç con A 2 U y B 2 V .
Por lo tanto, Ç es totalmente disconexo.

Por lo tanto, Ç es un espacio métrico, compacto, perfecto y totalmente
disconexo. Por 2.25, Ç es un conjunto de Cantor. �

3.12. Compactación de N. Sea X = f0g [ f 1
n
: n 2 Ng: Sea C [M

donde M el conjunto de puntos medios de las componentes de [0; 1] n C.
Entonces es C [M homeomorfo a 2X :

Demostración. Lo que haremos será, demostrar que 2X y C [M son
compactaciones de los naturales, donde los naturales tienen la métrica usual;
para despues aplicar 3.1 y concluir que son espacios homeomorfos.

Para 2X ; sabemos por 3.11 que Ç es homeomorfo al conjunto de Cantor,
resta ver que 2XnÇ es discreto, numerable y denso en 2X :
3.12.1) 2XrÇ es discreto. Sea D 2 2XnÇ. Por de�nición 0 =2 D: Como

D es un conjunto cerrado de X, D debe de ser �nito, de lo contrario, dado
que X es compacto, tendría un punto de acumulación, pero el único punto
de X que es de acumulación es el 0. Sea 1

p0
=mínf1

b
: 1
b
2 Dg. Mostremos

que, B( 1
p0(p0+1)

; D; 2X) = fDg: Sea C 2 B( 1
p0(p0+1)

; D; 2X); entonces C 2
N(D; 1

p0(p0+1)
): Asi, para cada 1

n
2 C existe 1

m
2 D tal que j 1

n
� 1

m
j < 1

p0(p0+1)
:

Si m 6= n entonces j 1
n
� 1

m
j � 1

m(m+1)
: Como 1

m
� 1

p0
; además 1

m(m+1)
�

1
p0(p0+1)

: De manera que, j 1
n
� 1

m
j < 1

p0(p0+1)
sólo es posible cuando m = n:
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Con esto concluimos que C = D:

3.12.2) 2XrÇ es numerable. Sea B 2 2XnÇ. Sabemos por lo hecho al
inicio de 3.12.1 que B debe de ser �nito. De�nimos Bn = fB 2 2XnÇ: jBj =
ng: Lo siguiente que haremos será mostrar que cada Bn es numerable. Sean
p1; p2; :::; pn números primos distintos. De�nimos f : Bn ! N como sigue
f(B) = �ni=1p

ki
i donde B = f 1

k1
; 1
k2
; :::; 1

kn
g. Por el teorema fundamental de

la aritmética, podemos ver que f se trata de una función inyectiva. Es claro
que 2XnÇ= [1n=1Bn; y como la unión numerable de conjuntos numerables es
numerable, obtenemos lo deseado.

3.12.3) 2XrÇ es denso en 2X . Sea A 2 Ç y � > 0 �jos: Tomamos n =
n(�) > 1 2 N tal que 1

n
< �: De�nimos B = B(�) como B = f 1

n
g [ (f 1

k
:

k = 1; 2; :::; n � 1g \ A): Claramente B 6= ?, es un cerrado de X, es decir,
B 2 2X y B 2 2XrÇ. Lo que a�rmamos es que Hd(A;B) < �: Para esto
necesitamos probar que A � Nd(B; �) y B � Nd(A; �): Demostremos primero
que A � Nd(B; �): Sea a 2 A: Si a � 1

n
entonces ja � 1

n
j � 1

n
< �: Si a > 1

n

entonces a 2 [f 1
k
: k = 1; 2; :::; n� 1g \A] � B; es decir, a 2 B, por lo tanto,

a 2 Nd(B; �). Ahora mostremos que B � Nd(A; �): Sea b 2 B: Si b = 1
n
; como

0 2 A; entonces j0� bj = 1
n
< �: Si b 2 f 1

k
: k = 1; 2; :::; n� 1g \ A; entonces

b 2 A: Por lo tanto, b 2 N(A; �): Concluyendo, con esto que, Hd(A;B) < �:

Por tanto 2X es una compactación de los naturales, con 2Xn(2XnÇ) homeo-
morfo a C:

Para ver que C [M es una compactación de M, notemos que M es
un conjunto discreto y numerable ya que las componentes de [0; 1] n C son
abiertas y forman un conjunto numerable. Por tantoM es homeomorfo a N ;
donde N tiene la topología discreta. Resta ver, entonces, queM es denso en
C [M.
Sean x 2 M [C y � > 0 �jos: Tomemos n = n(�) 2 N tal que 1

3n
< �:

El caso en que x 2 M es trivial. Por lo que supongamos x 2 C; sea Cn el
n-ésimo paso en la construcción del conjunto de Cantor. Entonces x 2 Ck

n;
donde Ck

n es alguna de las componentes de Cn: Sabemos que C
k
n tiene la forma

[ k
3n
; k+1
3n
]: Para mn = (

1
2
)(k+1

3n
� k

3n
) 2M; tenemos que d(x;mn) � 1

3n
< �:

Por lo tanto C [M es una compactación de los naturales: Usando la
aplicación 3.1, obtenemos que C [M es homeomorfo a 2X : �

3.13. Cantor en todo abierto. Sean (X; d) continuo no degenerado y
sea U un abierto de X no vacío. Entonces U contiene un conjunto de Cantor.
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Demostración. Sea un abierto no vacío U , por 1.46 existen p1; q1 2 U
y abiertos V1 y V2 con cerraduras ajenas tales que p1 2 V1 � V1 � U y
q1 2 V2 � V2 � U y diám(Vi) < 1. De�nimos C1 = V1 [ V2: Para V1,
repitiendo argumentos parecidos que con U; existen abiertos ajenos V1;1 y
V1;2 y p1;2; tales que p1 2 V1;1 � V1;1 � V1 y p1;2 2 V1;2 � V1;2 � V1
y diám(V1;j) < 1

2
. Haciendo lo mismo con q1 y V2; obtenemos V2;1; V2;2 y

q1;2 con mismas características. De�nimos C2 = [V1;1 [ V1;2] [ [V2;1 [ V2;2]:
Notemos que, por construcción, C2 � C1: Continuando con este proceso,
generamos una familia anidada de conjuntos cerrados fCn : n 2 Ng tales que
diám(Ci

n) � 1
2n
donde cada Ci

n es uno de los cerrados que forman parte de
Cn:

De�nimos ~C = \n=1Cn; demostremos que ~C cumple que:

1) ~C es Métrico y Compacto. Se cumple pues la sucesión es anidada y X
es métrico y compacto.

2) ~C es Perfecto. Esta demostración es semejante a la demostración de
2.24.

3) ~C es Totalmente Disconexo. Supongamos que ~C; tiene una casicompo-
nente Q; con más de un punto. Sean p; q 2 Q distintos. Entonces d(p; q) > 0:
Sea n 2 N tal que 1

2n
< d(p; q): Por construcción diám(Ci

n) � 1
2n
donde Ci

n

es uno de los cerrados que forman parte de el Cn. Entonces existe k tal que
p 2 Ck

n y q =2 Ck
n:Como X es normal, existe un abierto W tal que Ck

n � W y
W \Cj

n = ? para j 6= k: Asi pues, ~C\Ck
n = ~C\W . Por lo tanto, ~C\Ck

n es un
abierto y cerrado de ~C: De donde, ~C\Ck

n; ~C \ (X nCk
n) forma una partición

de ~C: Esto contradice el hecho de que p y q estén en la misma casicompo-
nente Q de eC: Por lo tanto, las casicomponentes de ~C sólo tienen un punto.
Por 1.40, las componentes de ~C están formadas por un sólo punto, es decir,
~C es totalmente disconexo.

Luego C es homeomorfo a ~C con ~C �U . �

Según el Corolario 2.21, todo espacio métrico compacto es homeomorfo a
una descomposición del conjunto de Cantor. La siguiente aplicación nos dice
quien es la descomposición de C que es homeomorfa al intervalo [0; 1].

3.14. El intervalo [0; 1] y la descomposición deC. SeaC el conjunto
ternario de Cantor, y (ai; bi) i = 1; 2; ::: las componentes de [0; 1] n C: Sea
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D = ffai; big : i = 1; 2; :::g [ fftg : t 2 C n [1i=1fai; bigg: Entonces D es una
descomposición scs de C y D es homeomorfo a [0; 1]:

Demostración. Sea  : [0; 1] ! [0; 1] la función "escalera" de Cantor,
dada por:

Para cada x 2 [0; 1]; sea 0:�1�2::: su expansión ternaria; es decir, x =P1
i=1

�i
3i
; donde �i = 0; 1 o 2: Sea N = N(x) 2 N el primer indice para el

cual �N = 1 (Si no hay tal N; sea N =1): De�nimos  : [0; 1]! [0; 1] como
sigue:

 (x) =
N�1P
i=1

�i
2i
+ 1

2N
con �i =

�i
2

Se puede demostrar que  es continua. Por lo tanto,  jC es continua
con  (0) = 0 y  (1) = 1: Además,  jC : C![0; 1] es suprayectiva ya
que  (ai) =  (bi) con i 2 f1; 2; :::g y si t; s 2 C n [1i=1fai; big; entonces
 (t) 6=  (s): Recordando la demostración de 1.33, tenemos que D = D es
una descomposición scs y que D es homeomorfo a [0; 1]: �
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CAPÍTULO 4

El Teorema de
Hahn-Mazurkiewicz
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Durante la segunda mitad del siglo XIX, una curva era entendida, fre-
cuentemente, como la trayectoria de un punto que se mueve de manera con-
tinua. Tal de�nición fue planteada por C. Jordan en 1887, en su libro Cours
d�Analyse; vol. III, de manera que el término "Curva de Jordan"(véase [10])
denotaba a cualquier subconjunto del plano o de un espacio que fuera la
imagen continua de un intervalo cerrado.

1. Espacios y continuos de Peano

Como ya hemos visto, todo espacio métrico compacto es una imagen
continua del conjunto de Cantor y, en consecuencia, obtuvimos la caracteri-
zación de los conjuntos homeomorfos al conjunto de Cantor. En este capítulo,
carac-terizaremos por completo a los espacios que son una imagen continua
del intervalo [0; 1] (4.18). En el capítulo 3, en las aplicaciones 3.3,3.4 y 3.5,
vimos ya algunos ejemplos de estos espacios.

De�nición 4.1. Se dice que un espacio topológico (Y;�), es un espacio
de Peano si siempre que p 2 X y U sea una vecindad de p; exista un conexo
y abierto C, tal que p 2 C � U: Para espacios métricos, se dice (X; d) es un
espacio de Peano, si para cada p 2 X y � > 0; existe una vecindad conexa
de p con diámetro menor a �: Un continuo es de Peano si como espacio es
de Peano. A estos espacios también se les conoce como espacios localemnete
conexos(1.41).

De�nición 4.2. Sea (X; d) espacio métrico. Se dice que un subconjunto
Y de X tiene la propiedad S, si para cada � > 0; existe un número �nito de
subconjuntos no vacíos y conexos A1; A2; ::; An tales que:

Y = [ni=1Ai y diám(Ai) < � para cada i 2 f1; 2; :::; ng:
Veremos en los siguientes teoremas, que para espacios métricos com-

pactos, la propiedad S y el ser de Peano son equivalentes.

Cabe notar que la propiedad S no es una propiedad topólogica, es decir,
existen espacios métricos homeomorfos X y Y tales que X tiene la propiedad
S y, sin embargo Y no la tiene. Por ejemplo, es el caso de los espacios:
X = (0; 1) y Y = R, con la métrica usual.

Teorema 4.3. Sea (X; d) un espacio métrico que satisface la propiedad
S. Entonces X; es un espacio de Peano.
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Demostración. Sólo es necesario que se cumpla algún enunciado de 1.42.
Veamos que cumple el tercero.

Sean p 2 X; y U un abierto. Entonces existe � > 0; tal que B(�; p) � U:
Como X tiene la propiedad S; para �

3
existe una cubierta de X de conexos

no vacíos A1; A2; :::; An con diámetro menor que �
3
: Sea G = [fAi : p 2 Aig;

veamos cumple las siguientes propiedades:

1) G es conexo. Supongamos que G = EjF para E y F abiertos de X:
Sin pérdida de generalidad, supongamos que p 2 E. Sea Aj un elemento
de la cubierta de X tal que Aj � G. Por de�nición, p 2 Aj y como Aj es
conexo, Aj � E: Por lo tanto, G � E y F = ;: Es decir, G es conexo.
2) diam(G) < �: Sean x; y 2 G: Entonces existen Ai1 y Ai2 tales que

x 2 Ai1 ; y 2 Ai2 y p 2 Aij con j 2 f1; 2g: De modo que d(x; y) � d(x; p) +
d(p; y) � �

3
+ �

3
< �:

3) p =2 X nG: Claramente, XnG � [p=2AnAn: EntoncesX nG � [p=2AnAn
y, además, [p=2AnAn � [p=2AnAn; pues los An son un número �nito de con-
juntos. De modo que [p=2AnAn es un conjunto cerrado. Como p =2 [p=2AnAn;
p =2 X nG:
Resumiendo, obtuvimos que p 2 Xr(X nG) = int(G) � G � B�(p) � U:

Por lo tanto, X es un espacio de Peano. �

La condición de que el espacio sea de Peano no es su�ciente para garan-
tizar que tenga la propiedad S. Ejemplos de esto son (R; dusual) y (R; d�) con
d� la métrica discreta. El siguiente teorema fue demostrado por primera vez
en 1920 por Waclaw Sierpiński (véase [4]).

Teorema 4.4. Un espacio métrico, compacto, no vacío (X; d) es un
espacio de Peano si y sólo si (X; d) satisface la propiedad S. En particular,
un espacio métrico conexo (X; d) es un continuo de Peano si y sólo si para
cada � > 0; X se puede escribir como la unión �nita de subcontinuos con
diámetro menor que �:

Demostración. Si X satisface la propiedad S; por 4.3, X es un espacio de
peano.
Demostremos entonces que, para cada � > 0; X se puede ver como la

unión �nita de conexos con diámetro menor que �:
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Sea � > 0: Para cada y 2 X; existe un abierto y conexo U tal que y 2 Uy �
B( �

2
; y); asi diám(Uy) < �: Tomemos para X, la cubierta abierta formada por

estos conjuntos fUy : y 2 Xg: Por la compacidad de X, Uy1 ; Uy2 ; :::; Uyn
que cubren a X; donde cada Uyi es conexo y diámUyi es menor a �; para
i 2 f1; :::; ng.
Para la segunda parte del teorema tomamos simplemente la cerradura de

estos conjuntos; e inversamente, notemos que para la de�nición de que un
espacio tenga la propiedad S; no es necesario que los conjuntos conexos que se
piden, sean cerrados. Por lo que la demostración de una de las implicaciones
es realmente el teorema 4.3. �

En la segunda parte del Teorema 4.4, los subcontinuos que forman la
cubierta de X, pueden no ser de Peano. Sin embargo, este "problema" puede
arreglarse, como lo veremos en la Proposición 4.7.

Proposición 4.5. Sean (X; d) espacio métrico, Y � X con la propiedad
S y Y � Z � Y . Entonces, Z tiene la propiedad S. Por tanto, Z es un
espacio de Peano.

Demostración. Sea � > 0: Como Y tiene la propiedad S, Y = [ni=1Ai,
donde Ai es conexo, no vacío y diám(Ai) < � para i 2 f1; :::; ng: De�nimos
Bi = Ai \ Z: Entonces:
1) Bi es conexo para i 2 f1; :::; ng. Como Ai � Bi � Ai; y Ai es conexo,

no vacío para cada i 2 f1; :::; ng.
2) diám(Bi) < �:Ya queAi � Bi � Ai; diám(Ai) � diám (Bi) �diám(Ai):

Y diám(Ai) = diám
�
Ai
�
:

3) Z = [ni=1Bi: Como Z � Y y Y � [ni=1Ai; obtenemos que:
Z = Z \

�
[ni=1Ai

�
= [ni=1

�
Z \ Ai

�
= [ni=1Bi:

Por lo tanto, Z tiene la propiedad S. �

De�nición 4.6. Sean (X; d) espacio métrico y � > 0: Una S(�)-cadena
es una colección L = fL1; L2; :::; Lng de conjuntos no vacíos, tales que las
siguientes condiciones se cumplen:

1) Li \ Li+1 6= ;;
2) Li es conexo para cada i 2 f1; 2; :::; ng;
3) diam(Li) < �

2i
para cada i 2 f1; 2; :::; ng:
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Si L = fL1; L2; :::; Lng es una S(�)-cadena, llamaremos a cada Li un
eslabón de L. Si x 2 L1 y z 2 Ln; decimos que L es una S(�)-cadena de x a
z: Para A � X; se de�ne al conjunto S(A; �) como sigue (figura 7):

S(A; �) = fx 2 X :existe una S(�)-cadena de un punto de A a xg

figura 7
En espacios con la propiedad S; los conjuntos S(A; �) nos permitirán

construir conjuntos tan pequeños como queramos con la propiedad S.

Proposición 4.7. Sea (X; d) espacio métrico con la propiedad S. En-
tonces para todo A � X no vacío y � > 0; el conjunto S(A; �) tiene la
propiedad S.

Demostración. Sean A � X no vacío y �; � > 0; �jos. Nuestro objetivo
será, escribir S(A; �) = [ni=1Bi donde Bi son no vacíos, conexos y diám(Bi) <
�:
Sea k 2 N tal que
1)
P1

i=k
�
2i
< �

4

De�namos el siguiente conjunto K como:

K = fx 2 X : existe una S(�)-cadena de x a algún punto de A; con
a lo más k eslabonesg:

Como X tiene la propiedad S; existen conjuntos conexos, no vacíos A1; :::;
Am, con diámetro menor que �

2k+1
; que cubren a X: Sean E1; E2; :::; En los

conjuntos de la cubierta para los cuáles Ei \K 6= ;:
Para estos conjuntos Ei, los siguientes enunciados se cumplen:

2) K � [ni=1Ei: Por construcción.
3) Ei \K 6= ; para cada i: Por construcción.
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4) Ei es conexo para cada i 2 f1; 2; :::; ng: Por construcción.
5) diám(Ei) < �

4
: Por construcción.

6) Ei � S(A; �) para cada i 2 f1; 2; :::; ng: Fijemos 1 � i � n y sea y 2 Ei:
Por 3) existe x 2 Ei\K: Entonces existe una S(�)-cadena fL1; L2; :::; Ltg, con
t � k; que une un punto de A con x: Veamos que L = fL1; L2; :::; Lt;Lt+1 =
Eig es una S(�)-cadena. Se debe cumplir que:
7) Lj \ Lj+1 6= ; para 1 � j � t: Por construcción Lj \ Lj+1 6= ; para

1 � j � t� 1 y, claramente, x 2 Lt \ Lt+1:
8) Lj es conexo para 1 � j � t+ 1: Por construcción, Lj es conexo para

1 � j � t y como Ei = Lt+1; por 4), Lt+1 es conexo.
9) diám(Lj) < �

2j
para 1 � j � t + 1: Por construcción, diám(Lj) < �

2j

para 1 � j � t, diám(Lt+1) =diám(Ei): Por otro lado, diám(Ei) < �
2k+1

y
�

2k+1
� �

2t+1
; ya que t � k. Por lo tanto, y 2 S(A; �).

De 6) podemos ver que estos Ei pudieran no ser su�cientes para cubrir a
S(A; �), es por esto que de�nimos, para cada i 2 f1; 2; :::; n; g el conjunto }i
como sigue:

}i = fM � X : a)M � S(A; �); b) M \ Ei 6= ;; c) M es conexo; d)
díam(M) < �

4
g

Ahora, de�nimos Bi = [}i (}i 6= ; pues Ei 2 }i): Sea 1 � i � n �jo.
Cada Bi cumple las siguientes propiedades:

10) Bi es conexo para i 2 f1; 2; :::; ng: Como Ei es conexo, por de�nición
de }i y por 1.36, Bi = [[M2}iM ] [ Ei es conexo.
11) diám(Bi) < �: Sean p; q 2 Bi: Entonces p 2 M y q 2 M�; con

M;M�2 }i: Por de�nición de }i; existe x 2M \ Ei y z 2M�\ Ei: Asi:
d(p; q) � d(p; x) + d(x; y) + d(y; q) �diám(M)+diám(Ei)+diám(M�) <

�
4
+ �

4
+ �

4
< �

Resta veri�car que S(A; �) = [ni=1Bi: Por construcción, [ni=1Bi � S(A; �):
Demostremos que S(A; �) � [ni=1Bi. Primero, observemos que K �

[ni=1Bi; pues K � [ni=1Ei y [ni=1Ei � [ni=1Bi: Sea y 2 S(A; �), si y 2 K;
tenemos el resultado. Supongamos que y =2 K: Como y 2 S(A; �); existe una
S(�)-cadena fL1; L2; :::; Lmg de un punto de A a y: Ya que y =2 K; entonces
m > k:
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Sea H = [mi=kLi: Mostremos que H está }j para algún j:

13) H � S (A; �) : Esto se debe a que fL1; L2; :::; Lmg es una S (�)-cadena.
14) H \ Ej 6= ; para algún j: Por la de�nición de K, Lk � K: Por 2),

existe j tal que Lk \ Ej 6= ; y, por tanto, H \ Ej 6= ;:
15)H es conexo. Al igual que en 13), fL1; L2; :::; Lmg es una S (�)-cadena.
16) diam(H) < �

4
: Por de�nición H = [mi=kLi; entonces

diám(H) �
Pm

i=kdiám(Li) <
Pm

i=k
�
2i
<
P1

i=k
�
2i
< �

4
:

Asi, H 2 }j: Por lo tanto, H � Bj � [ni=1Bi; con y 2 H; es decir,
S(A; �) � [ni=1Bi: �

Lema 4.8. Sean (X; d) un espacio métrico, A � X no vacío y � > 0.
Entonces se satisfacen los siguientes enunciados:

1) diám(S(A; �)) �diám(A) + 2�;
2) Si A es conexo, entonces S(A; �) es conexo;
3) Si (X; d) tiene la propiedad S, entonces S(A; �) es un abierto de X.

Demostración. 1) Sean p; q 2 S(A; �), fL1; L2; :::; Lmg y fH1; H2; :::; Hng;
S(�)-cadenas de p a x y de q a z respectivamente; con x; z 2 A: Entonces:
d(p; q) � d(p; x)+d(x; z)+d(z; q) �

Pm
i=1diám(Li)+diám(A)+

Pn
i=1diám(H i)

� 2
P1

i=1
�
2i
+diám(A) = 2�+diám(A):

2) Sea A conexo. Como S(A; �) es la unión de todas las S(�)-cadenas, y
cada una de éstas es conexa y, como la intersección de cada S(�)-cadena con
A es no vacía, entonces por 1.36, S(A; �) es conexa.

3) Sea y 2 S(A; �), entonces existe una S(�)-cadena fL1; L2; :::; Lmg que
une un punto de A con y: Como (X; d) tiene la propiedad S; entonces, por
4.3, existe un abierto conexo U tal que y 2 U y diám(U) < �

2m+1
. Este U;

es precisamente el abierto que hace que y 2 U y U � S(A; �). Sea x 2 U:
De�nimos fL1; L2; :::; Lm; Lm+1 = Ug como la S(�)-cadena que une un punto
de A con x: �

Teorema 4.9. Si un espacio métrico (X; d) tiene la propiedad S, entonces
para cada � > 0; X puede escribirse como la unión �nita de conjuntos conexos
con la propiedad S, y con diámetro menor a �; más aún, éstos pueden ser
elegidos abiertos o cerrados en X.
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Demostración. Sea � > 0 �ja. Como X tiene la propiedad S, X puede
escribirse como la unión �nita de conjuntos conexos, no vacíos, A1; A2;
:::; An tales que diám(Ai) < �

3
: Por 4.7 y por 4.8; S(Ai; �3) es un conexo,

abierto, diám(S(Ai; �3)) < � y con la propiedad S para cada i 2 f1; 2; :::; ng.
Obviamente, estos conjuntos siguen siendo una cubierta de X. Si queremos
que los conjuntos sean cerrados, simplemente tomamos la cerradura de estos
conjuntos y utilizamos 4.5. �

Teorema 4.10. Si (X; d) es un continuo de Peano, entonces para toda
� > 0; X puede escribirse como la unión �nita de continuos de Peano con
diámetro menor que �.

Demostración. Sea (X; d) es un continuo de Peano. Por 4.4, (X; d) tiene
la propiedad S. Por 4.9, X se puede cubrir con un número �nito de continuos
con la propiedad S y con diámetro menor que �: Nuevamente, por 4.4 cada
uno de estos continuos son de Peano. �

2. El teorema de Hahn-Mazurkiewicz

Para demostrar el teorema de Hahn-Mazurkiewicz, sólo requerimos de
4.10 y de dos resultados muy sencillos.

De�nición 4.11. Sea (X;�) un espacio topológico. Una cadena débil es
una colección L = fL1; L2; :::; Lng de conjuntos no vacíos tales que cumplen
la siguiente condición:

Li \ Li+1 6= ; para cada i 2 f1; 2; :::; n� 1g
Sea L = fL1; L2; :::; Lng es una cadena débil. Decimos que L es una

cadena débil de L1 a Ln. Si p 2 L1 y q 2 Ln; decimos que L es una cadena
débil de p a q: A cada Li le llamaremos un eslabón de L.

Lema 4.12. Sean (X;�) un espacio topológico y L = fL1; L2; :::; Lmg y
= = fF1; F2; :::; Fng cadenas débiles en X; tales que L1 = F1: Entonces existe
una cadena débil } de L1 a Fn y tal que } = L [ =:

Demostración. Cabe hacer notar que, para la de�nición de cadena débil,
no requerimos que los eslabones sean todos distintos. De�nimos la cadena
débil } = fP1; P2; :::; P2m+ng que tiene por eslabones a Pi = Li para 1 � i �
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m; Pm+i = Lm�(i�1) para 1 � i � m; y P2m+i = Fi para 1 � i � n: Esta
cadena claramente cumple con lo deseado. �

Lema 4.13. Sean (S;�) espacio topológico conexo, p; q 2 S y L una
familia �nita de conjuntos cerrados que forman una cubierta de S. Entonces
L se puede numerar de tal forma que sea una cadena débil de p a q:

Demostración. Como S = [ L; entonces existe L1 2 L tal que p 2 L1:
De�nimos L0 = fL 2 L : existe una cadena débil de L1 a C y cuyos eslabones
están en Lg: Nuestro objetivo será ver que L0 = L:
De�namos A = [ L0 y B = [ (LnL0): Es fácil observar, de la de�nición,

que estos conjuntos son ajenos. Como L se trata de una familia �nita de
cerrados, entonces tanto A como B son cerrados. Por la conexidad de S,
obtenemos que A = ; o B = ;: Pero p 2 L1 2 L0; entonces B = ;: Por lo
tanto, [ L0 = S; es decir, L0 = L: Ya una vez teniendo esto, tomamos L0 2 L
tal que q 2 L0: Entonces, ya que L0 = L; existe una cadena débil } de L1 a L0:
Si [ } = S concluimos. Si no se da la igualdad, entonces existe L2 2 L con
L2 =2 }, como [ L0 = S y L = L0 existe una cadena débil de L1 a L2: Por
4.12, obtenemos una nueva cadena que contiene más elementos de L y, como
esta familia es �nita, este proceso termina hasta tener una cadena débil <
de p a q que contiene todos los elementos de L y, por lo tanto, [ < = S: �

Teniendo en cuenta el antecedente histórico dado al inicio de este capítulo
y las aplicaciónes 3.3 y 3.4, la situación fue clari�cada por H. Hahn(véase
[6]) y S. Mazurkiewicz(véase [11]), quienes obtuvieron, independientemente,
la caracterización de la conexidad local. Además, las primeras ideas sobre
este concepto fueron tratadas por ellos mismos. Tal resultado, es el siguiente
teorema.

Teorema 4.14 (Teorema de Hahn-Mazurkiewicz). Sea (X; d) un
continuo de Peano. Entonces X es una imagen continua del intervalo [0; 1]:

Demostración. Este resultado se basa prinicipalmente en 4.10, 4.13 y 2.14.

Sean � = 1 y p; q 2 X. Por 4.10, existe una familia de continuos de Peano
L = fB1; B2; :::; Bmg; cada uno con diámetro menor que 1 y que cubren a X:
Por 4.13, L se puede numerar como una cadena débil fA1; A2; :::; Ang de p a
q donde Ai = Bk para algún 1 � k � m y para cada 1 � i � n. Tomemos
un subconjunto de elementos ft0; t1; t2; :::; tng de [0; 1] tal que 0 = t0 < t1 <
t2 < ::: < tn�1 < tn = 1:

9



De�nimos F1 : [0; 1]! 2X de la manera siguiente:

F1(t) =

8>><>>:
Ai;
Ai [ Ai+1;
A1;
An,

si t 2 (ti�1; ti) con 1 � i � n;
si t = ti con 1 � i � n� 1;
si t = 0;
si t = 1;

Demostremos que:

1) F1 es scs. Sea U un abierto de X tal que F1(t) � U; para algún
t 2 [0; 1]: Hagamos dos casos:
Caso 1.1. t 2 (ti�1; ti) para algún 1 � i � n; tenemos, por de�nición, que

F1(x) = F1(t) para cada x 2 (ti�1; ti): De modo que (ti�1; ti) es un abierto
que necesitamos en [0; 1] y que cumple la de�nición.

Caso 1.2. Si t = ti con 1 � i � n � 1; F1(t) = Ai [ Ai+1: Para x 2
(ti�1; ti+1); los posibles valores de F1(x) son Ai o Ai[Ai+1 o Ai+1; de manera
que, para cualquier caso, F1(x) � F1(t) � U: Los casos t = 0 y t = 1; se hacen
de forma semejante, por lo que sólo veremos el caso t = 0: Sea x 2 [0; t1).
Entonces, por de�nición de F1(x) = F1(0) para cualquier x 2 [0; t1) y como
F1(t) � U: Entonces F1(x) � U para cualquier x 2 [0; t1): De donde, el
abierto [0; t1) funciona para que F1 sea scs en t = 0:

2) [t2[0;1]F1(t) = X. Por de�nición, para cada Ai; existe t 2 [0; 1] tal que
F1(t) = Ai y los Ai forman una cubierta de X:

Ya que los elementos Ai; forman una cadena débil de conjuntos, elegimos
p1 2 A1 y pi 2 Ai�1 \ Ai con 1 � i � n:
Sea � = 1

2
: Por 4.10 y por 4.13 para cada Ai, obtenemos una cadena débil

fAi;1; Ai;2; :::; Ai;m(i)g de pi a pi+1, donde cada Ai;j es un continuo de Peano
y todos ellos forman una cubierta de Ai con diámetro menor que 1

2
: Para

cada m(i); tomamos un subconjunto de elementos fti;0; ti;1; ti;2; :::; ti;m(i)g de
[ti; ti+1]; tales que ti = ti;0 < ti;1 < ti;2 < ::: < ti;m(i)�1 < ti;m(i) = ti+1.

De�nimos F2 : [0; 1]! 2X como:

F2(t) =

8>>>><>>>>:
Ai;j;
Ai;j [ Ai;j+1;
Ai;m(i) [ Ai+1;1;
A1;1;
An;m(n);

si t 2 (tij; ti;j+1);
si t = ti;j con 1 < j < m(i);
si t = t0;i con 2 � i � n;
si t = 0;
si t = 1;
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Siguiendo un razonamiento parecido al que hicimos previamente con F1;
podemos ver que:

3) F2 es scs;

4) [t2[0;1]F2(t) = [0; 1].
Además, F2(t) � F1(t) para cada t 2 [0; 1]. Esta última propiedad, se

sigue por la construcción y por la de�nición de F2(t):

Continuando por este proceso, de�nimos una familia de funciones fFn :
n 2 Ng que cumplen las condiciones de 2.14. Por lo tanto, existe una función
continua y suprayectiva del [0; 1] en X. �

Lema 4.15. Sean S1 y S2 espacios topológicos, f : S1 ! S2 una función
continua y suprayectiva y C una componente de S2. Entonces f�1(C) es la
unión de algunas componentes de S1:

Demostración. Este resultado se sigue de la igualdad:

f�1(C) = [fK : K es una componente de S1 tal que K \ f�1(C) 6= ;g
Obviamente, f�1 (C) � [fK : K es una componente de S1 tal que K \

f�1(C) 6= ;g, pues todo elemento de S1 está en alguna componente. La otra
contención la obtenemos de 1.36, 1.43 y teniendo en cuenta siempre que C
es una componente de S2. �

Proposición 4.16. Sean (X; d), (Y;D) espacios métricos, con X un
continuo de Peano y f : X ! Y continua y suprayectiva. Entonces, Y es un
continuo de Peano.

Demostración. Como la continuidad preserva compacidad (1.13) y cone-
xidad (1.43), sólo es necesario veri�car que Y cumpla con la de�nición de
espacio de Peano. Veamos que 2) de 1.42, se satisface.

Sea C una componente de un abierto U de Y: Por 4.15, f�1(C) es la unión
de algunas componentes de f�1(U); por la continuidad de f; f�1(U) es un
abierto de X: Como X es localmente conexo, satisface 2) de 1.42, entonces
para toda componente K de f�1(U); se tiene que K es un abierto de X; es
decir, f�1(C) es un abierto de X: Entonces X n f�1(C) es un cerrado. Por
1.13, f(X n f�1(C)) es cerrado. Por otro lado, f(X n f�1(C)) = Y n C pues
f es suprayectiva; asi que, Y n C es un cerrado. Tomando el complemento,
se tiene el resultado. �
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Corolario 4.17. Sean (X; d) continuo de Peano, (Y;�) espacio topológico
Hausdor¤ y f : X ! Y continua y suprayectiva. Entonces Y es un continuo
de Peano.

Demostración. Por 1.25, Y es métrico. Por 4.16, obtenemos que Y es un
continuo de Peano. �

Teorema 4.18. Sea (X;�) espacio topológico Hausdor¤: Entonces X es
un continuo de Peano si y sólo si X es una imagen continua del intervalo
[0; 1].

Demostración. Si X es un continuo de Peano, por 4.14, X es una imagen
continua de [0; 1]. Inversamente, si X es una imagen continua del intervalo
[0; 1], por 1.25, X es métrico y por 4.16, X es un continuo de Peano. �

Teorema 4.19. Sean X y Y son continuos de Peano. Entonces, para
cualesquiera n puntos y1; y2; :::; yn 2 Y y x1; x2; :::; xn 2 X , existe una
función continua y suprayectiva F : X ! Y tal que F (xi) = yi para i 2
f1; 2; :::; ng.

Demostración. Sea fy1; y2; :::; yng � Y: Por 4.14, existe una función con-
tinua y suprayectiva f : [0; 1] ! Y . Sean ft1; t2; :::; tng � [0; 1] tal que
f(ti) = yi para cada i 2 f1; 2; :::; ng: Tomemos p; q 2 X n ft1; t2; :::; tng con
p 6= q:

De�nimos h : fp; q; x1; x2; :::; xng ! [0; 1] como h(x) =

8<:
0;
1;
ti;

si x = p;
si x = q;
si x = xi;

Por 1.7, existeH : X ! [0; 1] continua tal queHjfp;q;x1;x2;:::;xng = h: Dado que
X es conexo, H(p) = 0 y H(q) = 1, se obtiene que H (X) = [0; 1], es decir
H es suprayectiva. Si de�nimos la función F = f �H : X ! Y; claramente
cumple con lo deseado. �

Corolario 4.20. Sean X y Y espacios compactos, con X un continuo de
Peano. Entonces Y es un continuo de Peano si y sólo si Y es una descom-
posición scs de X.

Demostración. Sea Y continuo de Peano. Por 4.19, existe una función
continua y suprayectiva f : X ! Y . Por 1.33, Y es homeomorfo a Df donde
Df = ff�1(y) : y 2 Y g es una descomposición scs de X:
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Inversamente. Si Y es una descomposición scs de X: Por 1.24, la proye-
cción natural � : X ! Y de X sobre Y es continua y suprayectiva. De
manera que, por 4.17, Y es un continuo de Peano. �
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