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Introduccion

La motivacién del tema de esta tesis fue evidenciar, de una manera par-
ticular, la utilidad de un enfoque bayesiano en el analisis de datos. El medio
para lograrlo fue una aplicacién médica, especificamente, la comparacion de
dos tratamientos médicos.

El objetivo de discutir la funciéon de distribucién del nimero de usuarios
subsecuentes de un nuevo tratamiento médico es determinar si realmente es
conveniente su implementacién. En caso de que la respuesta sea afirmativa,
nos serd posible estimar el nimero esparado de usuarios que preferirdn dicho
tratamiento. Para este fin utilizamos una técnica bayesiana, donde la dis-
tribucién de los datos que se propone considerar es Normal lo que permite el
empleo de un modelo conjugado.

En el primer capitulo, enunciamos las definiciones y resultados necesarios
para el desarrollo de la tesis. Basados en el concepto de intercambiablidad
justificamos el empleo de un enfoque bayesiano para obtener la funcion de
distribucién del nimero de usuarios subsecuentes. También, desarrollamos
conceptos basicos de teoria de la decision, los cuales utilizamos en el segundo
capitulo para obtener el tamano 6ptimo de la muestra de una prueba, donde
el nimero de usuarios subsecuentes del nuevo tratamiento bajo investigacion
depende de la evidencia proporcionada por la misma.

Es en el segundo capitulo donde se establece la relacién existente entre el
nimero de usuarios subsecuentes, la muestra y la distribucion posterior de los
parametros desconocidos en el modelo. Con base en esta relaciéon obtenemos
la funcién de distribucién del nimero de usuarios subsecuentes de un nuevo
tratamiento.

En el tercer capitulo presentamos un ejemplo practico de la técnica desar-
rollada en esta tesis. El tratamiento bajo investigacion es la administracion,
en diferentes dosis y vias de interferon beta-la, en el control de esclerosis
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multiple con recaida-remisién. En este caso encontramos el niimero esperado
de usuarios subsecuentes del nuevo tratamiento.

En un ultimo apartado desarrollamos un modelo general donde el es-
tadistico considerado tiene funcién de distribuciéon F, no necesariamente
Normal, y una distribucién inicial que puede producir un modelo no con-
jugado.

Finalmente presentamos un ejemplo, numericamente sencillo, y compara-
mos los resultados obtenidos mediante el empleo de ambos modelos, con el
objetivo de analizar las posibles diferencias y determinar si el supuesto de
normalidad genera resultados alejados de la realidad.



Capitulo 1

Preliminares

A lo largo de esta tesis trabajamos con variables aleatorias Xy, X, ...,
en un espacio de probabilidad (2, F,P), con Q el espacio muestral, F una
o-algebra y P una medida de probabilidad.

Comenzamos con conceptos basicos de estadistica, area que tiene por
tarea analizar e interpretar la informacién obtenida de una cierta poblacion
con la finalidad de concluir sobre la ley de probabilidad que rige un fenémeno
aleatorio de interés. Este procedimiento se conoce como inferencia estadistica.

En este trabajo proponemos una funcién de distribucion F' para los datos
analizados que depende de un parametro 6, es decir, consideramos una familia
de distribuciones

F* = {F(z,0): 0 € O}

donde © es el conjunto de posibles valores del pardmetro denominado
espacio parameétrico.

Al obtener las observaciones con las que se intenta dar un prondéstico sobre
la ley de probabilidad del fenémeno en cuestién, se busca que el experimen-
to se realice bajo las mismas condiciones sin importar resultados previos, es
decir, obtener observaciones independientes.

Cuando se ha obtenido una muestra de la poblacién objeto de analisis, se
tienen n observaciones numéricas (x1, ..., T, ), pero cuando se esté planificando
el procedimiento de muestreo y disenando el método para realizar inferencias,
alin no se sabe qué valores numéricos se obtendran, entonces consideramos
n variables aletorias (v.a) X1, Xs, ..., X,, independientes e identicamente dis-
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tribuidas.

Definicién 1. Sea X1, Xo, ..., X,,, n € N un conjunto de variables aleatorias.
Se dice que X1, ..., X,, forman una muestra aleatoria (m.a) si Xy, ..., X, son
independientes e identicamente distribuidas, es decir, si X = (X1, ..., X,) es
una muestra aleatoria se satisface:

1. X; ~ F(z;0) Yie {1,...,n}.

n

2. Fx, . x,(x1,...,z,) = [[F(z;0).

i=1

Definiciéon 2. Sea Xy, Xo, ..., X,, m.a.. Una estadistica es una funcion de la
muestra aleatoria, T(X), que no depende de algin pardmetro desconocido.

Llamamos distribucién de una muestra aleatoria a la distribucion conjun-
ta de las variables aleatorias que componen dicha muestra.

n

FXl,...,Xn (.Z'l, ey $n) = HF(.%'“ 9)

i=1
Sea X1, Xo,..., X, una m.a. de F(X;0), tal que E[X;] = py Var(X;) =

0. Para facilitar la notacién definimos las siguientes estadisticas :

1. Media muestral X = M
n
Yo (X = X)?

2. Varianza muestral S? = 0
n JE—

Es comin que surga la pregunta de por qué definir la varianza muestral de
S (Xi—X)? , o

esta forma y no como =*=-——=1a razén principal es que el valor esperado

de S? es igual a la varianza de la poblacién, es decir E[S?] = 02 como se

demuestra en la siguiente proposicion.

Proposicién 1.0.1. Sea X, Xo, ..., X,, una m.a. de F(X;0), tal que
EX;]=pn vy Var(X;) =2
Se tiene entonces que:

a) E[X] = pu.

2

b) Var(X) = %
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c) Var(S?) = o2,

Demostracion. a)

E[X}:E{M}:%E

b)

— Z;l: XfL ]. n 1 n
Var (X) =Var <T1 = EVCL?” O, Xi) = 2 > iy Var (X;)

1 o?
- 7
n? (no?) n

c) Primero demostremos la siguiente identidad

n n

S X -0’ =Y (X - X)X - )

i=1 =1

Tenemos que

CcOomo
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Utilizando la identidad anterior

Bls?) B |1 50 - X7

n — 11':1

n_l i=1

1 ) 02}
= no* —n—

n—1 n

L -1
= n —

n—1 7

1.1. Muestreo de la distribucion Normal

Una variable aletoria X tiene distribucion Normal con parametros p y
0%, donde —oo < 1 < 0oy 0 < 0% < o0, si su funcién de densidad es de la
forma:

f(x):\/%exp{—(x%ﬁ} —00 < x <00 (1.1)

Es importante mencionar que si X ~ N(u,0?) y a, b son dos niimeros reales,
entonces aX + b ~ N(b+ au,a’o?).

Si X1, ..., X, son variables aleatorias independientes, tales que

Xi ~ N(;LZ',O'?)
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tenemos que

Sxon (S s
i=1 i=1 =1 .

Para facilitar los calculos que se realizaran en el préximo capitulo, de-
mostramos el siguiente resultado.

Proposicién 1.1.1. Sea X1, ..., X,, una m.a de la distribucion N(u,c?), en-
tonces

X ~ N (p,0%/n)

Demostracion. Haremos la demostracion a través de la funcion generadora
de momentos

Mg(t)= E [exp {tXH

)

)

que es la funcion generadora de momentos de una v.a Normal con media
py varianza o2 /n, es decir X ~ N(u,o%/n). O
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1.2. Convergencia de variables aleatorias y
Teoremas limite

En muchas ocasiones trabajamos con variables aleatorias con una funcién
de distribucién que, debido a la complicacién en el calculo de probabilidades,
no nos permite hacer inferencias de manera sencilla. Recurrimos entonces a
la convergencia de variables aleatorias para obtener resultados asintéticos.

En esta seccion exponemos diversos tipos de convergencia, las relaciones
entre ellos y al final enunciamos dos teoremas importantes: el “Teorema cen-

tral del limite”y la “Ley fuerte de los grandes niimeros ”.!

En todo momento trabajamos con sucesiones {X;},,, de variables aleato-
rias en un espacio de probabilidad (2, F,P).

Comenzamos con un tipo de convergencia usualmente conocido.

Definicién 3 (Convergencia puntual). La sucesion de variables aleatorias
{Xi}is1 converge puntualmente a X en w, si

lim X, (w) = X(w).

n—oo

Si {Xi}i21 converge puntualmente a X en w para todo w € A, se dice que
{Xi};>, converge puntualmente a X en A.

Definicién 4 (Convergencia casi segura). La sucesion de variables aleatorias
{Xi};s, converge casi seguramente a X v.a., si

P [{w €Q: limX,(w) = X(w)H =1

n—oo

Notacion: X, =5 X.

La convergencia casi segura nos indica que el conjunto donde la sucesion
converge puntualmente a X tiene probabilidad uno, es decir, la probabilidad
de no convergencia es cero.

!Para consultar acerca de este tema ver [3], [4], [5].
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Definicién 5 (Convergencia en probabilidad). La sucesion de variables aleato-
rias {Xi}i21 converge en probabilidad a la v.a. X, si para cada € > 0,

imP{w e Q:|X,(w) — X(w)| > €}] =0.

n—oo

Notacion: X,, o x.

A continuacion exhibimos la relacién que existe entre la convergencia casi
segura y la convergencia en probabilidad.

Teorema 1.2.1. Si X,, = X, entonces X, X,

Demostracion. 2 Sea € > 0. Para n € N definimos

[e.e]

An = J(IXe = X| > o).

k=n
Esta sucesion es decreciente y su limite es la interseccion de todos los
eventos A,,. Como (|X,, — X| > ¢€) C A, entonces P [|X,, — X| > ¢] <P[A,].
Por lo tanto,

ImP[|X, — X|>¢ < limP[A,]

n—oo n—oo

:PdmAJ

LN—00

—r|{ An}
Ln=1

=P_F°ﬁfj{|xk—X|>e}}

Ln=1k=n
=P{VneNIEk>n:|X;—X|>¢€}]
=P[{w: X, » X}]

=0.

2Esta demostracién fue tomada de 'Curso intermedio de probabilidad’, [2].
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El siguiente tipo de convergencia es conocido también como convergencia
débil y de todas las formas de convergencia que hemos mencionado, es el que
impone menos restricciones.

Definicién 6 (Convergencia en distribucién). La sucesion de variables aleato-
rias {X;},~; converge en distribucion a X, si para todo punto x donde la
funcion Fx(x) es continua, se cumple que

lim Fx, (x) = Fx(x).

n—oo

. d : d
Notacion: X,, — X, o bien, Fx, — Fx.

Resulta conveniente aclarar que las variables aleatorias en la definicion
anterior no necesitan estar definidas en el mismo espacio de probabilidad,
aunque usualmente se considera que si.

En el ultimo capitulo utilizamos resultados especificos de la convergencia
de variables aleatorias, los cuales enunciamos a continuacion.

Lema 1.2.1 (Lema de Slutsky). Si X, X y Y, -, ¢, donde ¢ es
constante, entonces

X, Y, -5 X,

Demostracion. Sea ¢ > 0y 6 tal que 0 < § < ¢. Como Y, N ¢, para
todo e > 0 lim P[|Y,, — ¢| > ¢ = 0. Podemos encontrar N tal que, para todo
n—oo

n>N
P[|Y, — | > d] <.

Sea z > 0,
PX,Y, <z =P[X,Y, <uz|Y,—c <0 +P[X,Y, <Y, —c| > I
<P[X,Y, <ux,|Y, —c <0 +P[|Y, — ] > J].

La condicion |Y;, — ¢| < § es equivalente a —6 <Y, — ¢ < 4, asi



CAPITULO 1. PRELIMINARES

PX,Y,<z] <P[X,Y, <z -0<Y,—c<4+6

=P[X,Y,<z,c—0<Y,<c++0

<P|X,<

<P|X, <

De manera similar
P[X,Y, >z <P[X,Y,>z|Y,—c <+

<P[X,> 2] +4.

La ultima desigualdad implica que

P[X,Y, < 2] = 1-P[X,Y, > 2] > 1-P [Xn > %} —5=P [Xn <
C

es decir,

T

c+0

Tomando el limite cuando n — oo y 6 | 0, tenemos

T

P[Xng 1—6§P[XnYn§x]§]P’[Xn§

C —

e

P[X,Y, < 4] —>IP>[X§E} —PleX < 4]
C

si x/c es un punto de continuidad de la funcién de distribucién de X.

11

o . d
Con un argumento similar para x < 0, podemos concluir X,Y,, — cX

si ¢ > 0. Los casos ¢ < 0 y ¢ = 0 son similares.

En la demostracién anterior utilizamos el siguiente hecho:

]

Observacién 1.2.1. Sean X wariable aleatoria y ¢ constante, entonces x/c
es punto de continuidad de la funcion de distribucion de X si y solo si x es

punto de continuidad de la funcion de distribucion de cX.
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Demostracion. Sean F'x y F.x las funciones de distribucién de X y cX res-
pectivamente. Consideremos el caso ¢ > 0.

=] Si z/c es punto de continuidad de Fx, entonces

lim P[X <y] = lim Fx(y) = Fx(z/c) =P[X < z/c,

y—u/c y—u/c
es decir,

PleX <z]= Im P[X <y]= lim P[cX < cy] = limP [eX < z].

y—z/c y—z/c z—
Por lo tanto x es punto de continuidad de F.x.
<] Si z es punto de continuidad de F.x, entonces

ImP[eX <y| =lmF.x(y) = F.x(z) = PleX < x]

Yy—T y—x
es decir,

PX <z/c)=1mP[cX <y] = lImP[X <y/c] = lm P[X < z].

y— y— z—a/c

Por lo tanto z/c es punto de continuidad de F.

Los casos ¢ > 0 y ¢ = 0 son similares. O

Otro resultado ttil es el siguiente:
Proposicién 1.2.1. Sea ¢ constante, st X, 9, ¢ entonces X, AN

Demostracion. La funcién de distribucién de ¢ es

0 siz<c
1 siz>c

F(z) = {

donde el tnico punto de discontinuidad es x = c.
Como X, —& ¢, Fx,(x) — F(z) para z # c.

Sea € > 0,
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P|X,—c|>¢ =1-P[|X,, —¢| <¢
=1-P[-e< X, —c<¢
=1-Plc—e< X, <e+(

va que P[X,, = ¢ — ¢ = 0 tenemos que

PlIX,—c>¢ =1-P[X,<e+—-P[X, <c—¢€]

=1—Fx,(e+c)+ Fx,(c—e)
tomando limite cuando n — oo

ImP[|X, —¢| >¢ =1- lim Fx,(e+c)+ lim Fx, (c—¢)

n—oo n—oo

=1—F(e+c)+ F(c—e)

=1-1+40

=0.

Por lo tanto X, LN
H

Hasta el momento nos hemos referido a la convergencia de variables
aleatorias X1, Xo, ..., sin embargo, en el ultimo capitulo serd muy 1til tener
informacién respecto a la convergencia de f(X;), f(X3),..., para f continua
cuando X,, =% X.

Proposicién 1.2.2. Sea f una funcion continua.

a) Si X, =% X, entonces f(X,) — f(X).

b) Si X, L. X, entonces f(X) N f(X).
Demostracién. *
a) Sea

D:{weQAMXMm:X@ﬁ

n—oo

3Demostracién tomada de "Probability essentials’, [6].
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Como X,, =% X, P[D] = 1.

Por hipotesis f es continua, si w € D, entonces

lim (X, (@) = f  Jim X, (@) = f(X())

n—oo

y esto se cumple Yw € D, es decir

P{w €Q: lim f(X,(w)) = f(X(w))} ~1

b) Sea ¢ > 0. Observemosque para cada K > 0
{If(Xn) = F(X) > e} = {lf(Xn) = f(X)| > € |X]<K}U
{lf(X0) = f(X)] > |X]|> K}
C {lf(Xn) = f(X)[>¢ [X[<K}U

{IX| > K}.

Como f es continua, es uniformemente continua en el intervalo [— K, K],
por lo tanto existe § > 0 tal que

[f(@) = fy)l <e sifz—y|<d conuz yel[-K K]
Lo anterior significa que

{lF(X0) = f(X)| > € [X| <K} C{[Xn = X[>6, |X]| <K}

C {|X, — X| > d}.
Entonces,
Pl f(Xn) = f(X)] > ] SP[[ Xy — X[ > 6]+ P[|X] > K].
Veamos que
0=P Lﬂl{m > K}] —P L}l’inoo|X| > K] — lim P[|X| > K].

Ahora, para v > 0 elegimos K tal que P[|X| > K| < 7. Cuando K
estd fijo obtenemos ¢ de la expresién

{IF(Xn) = F(X)| > e} C {[Xn = X]| > 0} U{|X] > K}
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Por lo tanto

lim P(I/(X.) ~ f(X)] > ] < HnP[|X, — X| > 8]+ =1,

n—oo

y como 7 fue arbitrario

ImP[|f(X,) — f(X)| >¢€ =0.

n—oo

Para finalizar esta seccion, enunciemos dos teoremas importantes.

Teorema 1.2.2 (Teorema central del limite). * Sea X;, X», ... una sucesion
de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, tales que
E[X;] = p y Var(X;) = 0? < co. Entonces

ﬁ (2:)(Z —nu) 4, N(0,1).

Teorema 1.2.3 (Ley fuerte de los grandes nimeros). ®> Sean X1, Xs, ... una
sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas,
tales que E[X;] = p. Entonces

I
E;Xi — M.

1.3. Intercambiabilidad

En esta seccion introducimos las ideas necesarias para relacionar inde-
pendencia condicional con el concepto de intercambialidad, a partir del cual
damos justificaciéon al modelo bayesiano que desarrollamos en el siguiente
capitulo.’

4Para la demostracién consultar [1], [2], [4].
SPara la demostracién consultar [1], [2], [4].
6Sobre este tema ver [7].
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Definicién 7. Las variables aleatorias {X;,1 < i < n} son llamadas inter-
cambiables si la distribucion conjunta es invariante bajo permutaciones, es
decir

(X1, 0o, X0} 2 { X0, oo Xy}

para toda T permutacion de {1,...,n}.

Se dice que las variables aleatorias {X;;n > 1} son intercambiables si
cualquier subconjunto finito de ellas es intercambiable.

Sea (9, F,P) un espacio de probabilidad y G una sub-o-dlgebra de F.
Para A, B € F se define la probabilidad condicional de un evento A dado G
cOoImo

PA[G] = E[lL4]F],

la cual es una funcién G-medible en () y satisface
/P[A]Q]dIP:/]IAd]P’:]P’[AG] Geqg.
G G

La probabilidad condicional de un evento A dado un evento B, cuando
P[B] > 0, se define como

P[A|B] = E[Lio (I5)] = ﬁ /B]IAdIP’ _ %.

Definicién 8. Sean F, G o-dlgebras de eventos. Una medida de probabilidad
condicional en F dado G es una funcion P[A,w] definida para A € F y
w € Q tal que

i. para cada w € Q, P[-,w] es una medida de probabilidad en F,

ii. para cada A € F, P[A,] es una funcion G-medible en Q2 que coincide con
la probabilidad condicional de A dado G, es decir, P[A,w] = P[A|G] (w),
casi sequramente.

Observemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.3.1. Sea (X1, X3) un vector aleatorio absolutamente continuo en
el espacio de probabilidad (R?, 0(X1, X5),P), es decir que para alguna funcién
de Borel f

F(x1,29) = / / f(s,t)dsdt  (v1,15) € R?
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donde F representa la distribucidn conjunta de (X1, Xs).

Sea F = 0(X1,X3), G =0(Xy) ={R x B: B € B}, y para (v,,15) € R?
definimos

= [% fla,t)dt,  folxe) = [7 f(s,22)d y

f(x1,m2)/ foa) si fa(x2) >0
f1($1‘$2) =

fi(z1) si fo(x2) =0
Ahora, para B € F y x = (x1,79) € R? definimos

P[B,a] = / £y (sla)ds
[s:(s,z2)€B]

entonces para cada x € R?, P[B, x| es una medida de probabilidad en F y
para cada B € F, P[B, x| es una funcion de Borel en x5 y es o(Xz)-medible.
Ademds, para B € F y As =R x By € (X))

Ja, P[B.aldP = [ [T P(B,(s,t)] f(s,t)dsdt

= 5 [ [ Justwyen (uyt)du] (s, t)dsdt
= I, Juwiyem r(ult) f2(t) dudt

= I, Juwturyen £ (u t)dudt

= [, [ U f (u, t)dudt

= P[BA,).

De acuerdo con la definicion de probabilidad condicional de un evento
dada una sub-o-dlgebra, P[B, x| = P[Blo(Xs)] (x) c.s. para cada B € F.

A fi(z1|z2) se le denomina la funcién de densidad condicional de X; dado
X2 = T9.
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La siguiente definicion ayuda a establecer la relacién entre intercambia-
bilidad e independencia condicional para variables aleatorias idénticamente
distribuidas.

Definicién 9. Sea G una o-dlgebra de eventos y {G,,n > 1} una sucesion de
clases de eventos. La sucesion {G,,n > 1} es condicionalmente independiente
dada G si para cualquier eleccion de A,, € Gy,,, donde k; # k; para © # j,
m=12...nyn=2,3,..,
P[A1 A AnlG) = [[PIAIG),  cs.
i=1

Asi, una sucesién de variables aleatorias {X,,n > 1} es llamada condi-
cionalmente independiente dada G si la sucesién de clases de eventos G, tal
que G, = 0(X,,) para n > 1, es condicionalmente independiente dada G.

Observacién 1.3.1. Las variables aleatorias X, ..., X, en (Q,F,P) son
condicionalmente independientes dada una o-dlgebra de eventos G, si y solo
si para todo (xy,...,z,) € R"

=1

g] =[[Plx: <alg], ecs.

i=1
Supongamos que {X;}°, son variables aleatorias condicionalmente inde-
pendientes dada o(©), con funcién de densidad f(z]0) dado © = 6 y que

O tiene funcién de distribucién Ilg. Entonces la distribucién conjunta de
cualquier subvector (X;,, ..., X; ) es

in1 ----- Xin(xlu“wxn) Z/Hf(leﬁ)dﬂe
i=1

Si Ilg tiene funcién de densidad 7g la expresion se veria de la forma

Ixi X, (T15 0, 00) :/Hf(:vilﬁ)ﬂg(e)de.
i=1

En ambos casos, la distribucién conjunta de (X;,, ..., X;, ) no depende del
orden de iy, ...,7,. Obsevemos asi, que la condicién de independencia condi-
cional e idéntica disitribucién implica intercambiabilidad (en el caso finito).

En general se tiene el siguiente resultado
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Teorema 1.3.1. Las variables aletorias {X,}, -, en (Q, F,P) son intercam-
biables, si y solo si, son condicionalmente independietes e idénticamente dis-
tribuidas dada alguna o-dlgebra de eventos G.

Enunciemos el siguiente resultado.

Teorema 1.3.2 (Teorema de de Finetti). Si {X,,n > 1} son wvariables
aleatorias intercambiables, entonces existe una o-dlgebra de eventos G tal
que para todo m > 1

P[X) < @1,y Xy < Tpn] = /HIP (X, < z;|G] dP (1.2)
j=1

En el caso de modelos parametricos, si consideramos variables aleatorias
X1, X5, ... condicionalmente independientes e idénticamente distribuidas da-
da la o-algebra generada por el parametro, lo que el Teorema anterior asegura
es que P [ X, < x4, ..., X}, < x,,] puede verse como la integral del producto de
las distribuciones condicionales de cada X; dado que el parametro toma un
valor, respecto a una cierta medida. En estadistica bayesiana esta medida es
denominada distribucion inicial o distribucion a priori.

1.4. Analisis bayesiano

El analisis bayesiano representa la combinacién entre la informacién que
la muestra aleatoria (X)) nos proporciona y la informacion a priori (7(6)), en
la llamada distribucién posterior (6 | X), sobre la cual son realizadas todas
las inferencias.

Una manera usual de simplificar los calculos en la inferencia estadistica es
plantear un modelo que describa el comportamiento de un fenémeno especifi-
co. Para simplificar este procedimiento, consideramos modelos paramétricos.
En un enfoque bayesiano, los parametros de este modelo se consideran varia-
bles aleatorias. Una ventaja de este enfoque es que si tenemos informacion
respecto al fenémeno de investigacién, puede ser incorporada al modelo me-
diante la distribucion inicial de los pardametros.

Cuando no se cuenta con informacién previa acerca del fenémeno de estu-
dio, surge la discusién del por qué utilizar un enfoque bayesiano y en base a
qué elegir la distribucién inicial. Surgen asi, las denominadas distribuciones
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iniciales no informativas. Estas distribuciones se obtienen a partir de la mues-
tra aleatoria, ya que es la tinica informacion a la que se tiene acceso.

Existen diversos tipos de distribuciones iniciales no informativas, de acuer-
do con la técnica empleada para obtenerlas. Como ejemplo podemos men-
cionar: Inicial de Laplace, inicial invariante, inicial de Jeffreys.”

Al momento de extraer una muestra aleatoria de la poblacién que estamos
estudiando, adquirimos cierta informacién, misma que se verd reflejada en la
distribucion posterior de los parametros. Es decir, proponemos un modelo
pardmetrico con una distribucion inicial de ©, y cuando adquirimos informa-
cion mediante una muestra, actualizamos dicho modelo al considerar ahora
que nuestro parametro tiene la distribucién condicional 7(6|X).

Si la distribucion inicial propuesta no puede ser completamente determi-
nada por la informacién que tenemos entonces contendra informacion que
arbitrariamente suponemos cierta. Es importante evaluar la influencia de la
parte arbitraria, en cantidades posteriores, y verificar que ésta no tenga una
influencia predominante. A este proceso de evaluacién lo llamamos andlisis
de sensibilidad.

Expuesto lo anterior, determinemos cémo calcular la distribucién poste-
rior.

Teorema 1.4.1 (Teorema de Bayes). La distribucion posterior de ©]|X se
puede obtener como

o)
0r) = Tt < OO

Demostracion.

m(0lz) f(z) = f(z,0) = f(z]0)7(6)
es decir

m(0]x) f(x) = f(x]0)m(0)
7 F(alo)e(6)
m(0|x) = W

ademas

ﬂ@Z/ﬂ%%M:/NMW@M

"Ver [8].
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asi,
f(x]0)7(0)
J f(]0)m(6)do
Observemos que la informacién necesaria para obtener 7(#|x) la tenemos con

f(z|0)7(0), ademds [ f(x]0)m(0)d0 es la constante de normalizacién, que hace
que [7(A|z)dd = 1. Por lo tanto

m(f|z) =

[ (x]0)m(6)

m(0lz) = T F(20)m(0)do

oc f(x|0)m(6).

O]
Ejemplo 1.4.1. Sea X ~ N(0,0%), donde 0 es desconocida, pero o* es
conocida. Si la distribucién a priori de 0 es una densidad N(u, %), donde p

y 72 son conocidas. Entonces la funcidn de densidad conjunta de (X,0) es

h(w:0) = 7(0) f(2]0) = (2m07) " exp {—1 {(9 ), @ _20)2] } |

2 T o

Para encontrar la funcion de densidad marginal de X se integra h(x;0) con
respecto a 6

f@)= [=.(2r0r) lexp {—% {(9 L) _29)2} } d

T o

. 1762 2 2 2
= (QWUT)_lf_meXp{—i 0" = 20n=n 4L 29x+x]}d9
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1 1 202 ( +x)2 72 + 02 u2+x2
V272 + o2 P12 |7 +o02\12 o2 2402\ 12 02

1 s o ([ TN 2 NI
exp{2(7_2+02) [7’0 <§+§> — (17 +07) St
" 1

V2112 + 02

1 L o (1 2ux a? 22 %2 207
eXp{2(72+02) {TU (ﬁ+7202+; S\ 2 + o2 + T2 +
o 1

V2V + o2
. (- o)
_  expy ——+——(u—x
V212 + 02 P 2(12 + 0?) K

es decir X ~ N(pu, 7%+ 0?).

1.4.1. Familias conjugadas

Para realizar predicciones o actualizar nuestro modelo posterior a la toma

de una muestra, realizamos inferencia sobre la distribucién posterior del
parametro en cuestién, al calcular de manera exacta dicha distribucién nos
encontramos con integrales de la forma:
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/@ 9(0) £ (]0)7(0)d

que en muchas ocasiones no pueden calcularse de manera directa y es nece-
sario emplear métodos de aproximacién, como son la integracién numérica
o los métodos de Monte Carlo. Nuestro andlisis se centrara en una familia
particular de distribuciones, con la cual el calculo de la distribucion posterior
no tiene mayor complicacion.

Definicién 10. Una familia F de distribuciones de probabilidad para © es
llamada conjugada (o cerrada bajo muestreo) para una funcion de verosimi-
litud f(x|0) si, para toda 7 € F, la distribucion posterior m(0|x) también
pertenece a F. Es decir, si

TeF

entonces
_ J(z]0)7(0)
m012) = T gy @an €7

Ejemplo 1.4.2. Consideremos como distribucion inicial una Normal con
pardmetros conocidos pu y 7. Comprobemos que esta familia es conjugada
para la funcion de verosimilitud

\/% exp {— <x2;29>2 } I ()

es conocida y 0 es desconocida.

donde o

_ f(X]9)m()
[ F(X|6)x(6)de

m(0|x)

o f(X[0)m(0)

(0= p?* (JJ—G)QH

T2 o2

— (2ro7) Lexp {—% [

2 2 2 2
ocexp{—l{e 2u0 + p LT 2x9+91}

2 T2 o2
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1 [020? — 20210 + o?p? + 222 — 27220 + 7262
2 7202

1 [6%(c? + 7%) — 20(0?pu + T2x)
2 1202

= B ) )+ () 4 PP

{
{
b {_% _ 7262/(0% + 72)

0 o2+ 72\’
o2+ 712

2 202 /(02 + 72)

2 2 2.2
o« N O',u—|—7'$’ T 0
o?+712 "o24+712)

FEs decir, la distribucion N(p,72) es conjugada para la funcién de ve-
rosimilitud N(0,0?). Y la distribucion posterior resulta ser Normal(y/',7'*)
donde

2 2 2 2
| __ o°u+T T 12 _ T C
no= o212 Yy TS = o2472°

Elegir una distribucién inicial, tal que el modelo resulte conjugado, puede
justificarse con la siguiente idea. Si suponemos una distribucion inicial 7 (-)
del pardmetro ©, al obtener una muestra y calcular la distribucién posterior,
esperamos que la estructura del pardametro no se modifique por completo.
Con un modelo conjugado, la estructura del parametro posterior a obtener
una muestra, conserva la misma ley de probabilidad con alguna modificacion
en los parametros.

1.4.2. Teoria de decision

Cuando debemos realizar una accion, surge la interrogante de cudl es la
mejor. En este tipo de problemas es necesario un proceso logico de decision
que nos permita evaluar las consecuencias de la misma.

Un problema de decisién Bayesiano estd compuesto por los siguientes
elementos:
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Distribucién inicial de los pardmetros, 7(6) 6 € .

Distribucién de muestreo o modelo, f(-|f) con soporte en X.

Conjunto de acciones potenciales del cual tendremos que escoger, A.
(a € A es una accién).

Conjunto de posibles decisiones, d € D; d: X — A.

Funcién de pérdida, {(0,d): Q@ x D — R

En el contexto estadistico, las acciones y decisiones son consideradas iguales

(d(x) = a).

La funcién de pérdida puede ser interpretada como el costo que implica
elegir la accién a cuando el parametro toma el valor 6. En el contexto de
estimacion puntual es el costo por utilizar d para estimar 6, en este caso, el
proceso de decisién d toma la interpretacion de estimador de 6.

Definicién 11 (Riesgo frecuentista). El riesgo frecuentista es la media de la
funcion de pérdida dado un valor de 0, es decir,

R(0,d) = Eo[l(0, d(x))] = /Xl(&d(ff))f(ﬂ@)div
donde d(zx) denota la regla de decision para x ~ f(x|6).

Con esta definiciéon no podemos comparar qué decisién implica un riesgo
mayor, ya que depende del valor que tome 6. Alternativamente podemos
considerar la siguiente definicion.

Definicién 12 (Riesgo integrado). El riesgo integrado se define como

r(r, d) = EL[R(0, d)] = /Q R(0, d)x(6)do.

Esta nueva definicién asigna un ntmero real a cada decisién, lo que nos
permitird comparar acciones (decisiones).

El enfoque bayesiano de teoria de desicion se basa en la pérdida poste-
rior esperada definida de la siguiente manera

p(m, dlx) =E,.[l1(0,d)|x] = /QZ(G, d)m(0|x)db.

Podemos observar que es una funcién de la muestra. Tenemos entonces
dos posibles problemas:
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* Dado X = z, elegir la accién con menor riesgo, es decir, escoger d que
minimice la pérdida posterior esperada, p(r, d|x), é

* En la etapa de planeacion, elegir un d(X) que minimice r(m, d)

Mediante el siguiente resultado, observemos que ambos problemas tienen
la misma solucién

r(m,d) = [, R(0,d)m(0)do
= Jo [ 10, d) f(x|0)dz] 7(0)do
= [ Jo 16, ) f (x]0)m (6)dbdz
= J Lo 16, d)m(6])db] f(x)da

= [, p(r, dz) f(z)dx.

Asi que un estimador que minimice r(m, d) se puede obtener seleccionan-
do, para cada z € X, el valor que minimice la pérdida posterior esperada
p(m,d|z), ya que

r(m,d) :/Xp(ﬂ,d\x)f(x)dx.

Observacién 1.4.1. Dada una funcion de pérdida existe una funcion de
utilidad asociada
1(0,d) =-U(0,d)

St en lugar de trabajar con una funcion de pérdida trabajamos con una
funcion de uthlidad, nuestro objetivo sera mazimizar el beneficio posterior
esperado.

/X /Q U(0, d)m(0|z)do f (z)de.



Capitulo 2

Un enfoque bayesiano para
determinar el nimero de
usuarios subsecuentes de un
nuevo tratamiento médico

En el area de la salud es usual encontrarse con situaciones en las cuales,
por diversas razones, debe considerarse la opcién de implementar un nuevo
tratamiento. Antes de tomar esta decision es necesario evaluar su eficiencia
y verificar que exista una diferencia significativa en comparacion con el tra-
tamiento existente.

En este capitulo describimos un modelo para determinar el nimero de
usuarios subsecuentes de un nuevo tratamiento médico, utilizando un en-
foque bayesiano. Este modelo estd desarrollado en el articulo de Hamid
Pezeshk y John Gittins titulado 'Bayesian approach to determine the number
of subsequent users of a new treatment’[11].

Para ello requerimos realizar una prueba clinica que nos proporcione in-
formacion respecto al beneficio que se obtendra si se decide implementar el
nuevo tratamiento.

Una cuestion importante en la planeacion de una prueba para un nue-
vo tratamiento es el tamano de la misma, es decir, cuantos usuarios tanto
del tratamiento existente como del nuevo serdn observados. Deseamos que
el tamano 6ptimo de la prueba implique el menor costo posible y a la vez
podamos obtener la mayor cantidad de informacion.

27
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En este trabajo consideramos la teoria de decisién, basada en una funcién
de utilidad, para determinar el tamano de una prueba en la que el niimero
de usuarios subsecuentes del nuevo tratamiento bajo investigacion, y por lo
tanto el beneficio total resultante de la prueba, depende de la evidencia pro-
porcionada por la misma.

La informacién de cada individuo que la prueba nos proporcione la lla-
maremos resultado clinico. El modelo considera que cada resultado es inde-
pendiente del obtenido por cualquier otro individuo y del tratamiento que se
esté utilizando.

Denotamos con X; al resultado clinico, en una escala apropiada, del pa-
ciente ¢ utilizando el nuevo tratamiento y con Y; el resultado del paciente j
utilizando el tratamiento actual. Suponemos que

y que todos los resultados son independientes.

Sabemos que

n

5, = 2= X Ny Ym:(zz;—lmwjv(e,n?/m).

n

Suponiendo que los dos grupos tienen el mismo tamano de muestra, n = m
definimos Z,, = X,, — Y,, de esta forma se tiene que Z,, ~ N(d,2n?/n), donde
0% = 2n? se supone conocida por experiencia previa y d es desconocida.

De acuerdo con nuestra hipétesis de Normalidad con varianza conocida,
Z, = X, — Y, es una estadistica suficiente para el parametro 9.

Proponemos como distribucién inicial de § una N (u, 72), con p y 72 cono-
cidas. La eleccion de esta densidad a priori se hace con la finalidad de obtener
un modelo conjugado. Nuestra pretencion es inferir sobre los resultados pos-
teriores a la obtencién de una muestra y al conocer la distribucién posterior
de los pardametros, este proceso se simplifica considerablemente.
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2.1. Numero de usuarios subsecuentes de un
nuevo tratamiento

El objetivo principal de este andlisis es calcular la funcién de distribu-
cion del nimero de usuarios subsecuentes de un nuevo tratamiento, el cual
suponemos funcién de Z,, y lo denotamos como m(Z,) o simplemente como
m.

Para que usuarios potenciales acepten un nuevo tratamiento, es nece-
sario que al comparar el desarrollo de éste con el del tratamiento en curso,
exista una mejora significativa.l. En el modelo esta evidencia se ve reflejada
en 9, que es la diferencia de medias entre los resultados clinicos de ambos
tratamientos.

Otro aspecto que los usuarios consideran importante es el costo que ten-
dré el nuevo tratamiento, y cémo se compara con el costo del tratamiento en
curso, debemos entonces tomar en cuenta dicho aspecto. Sea

AC = costo esperado del nuevo tratamiento - costo esperado del
tratamiento en curso.

Como primer caso, supongamos AC' = 0. Por simplicidad, la relaciéon que
consideraremos entre m el nimero de usuarios subsecuentes y 9, sera la que
se muestra en la figura 2.1. Donde M es el nimero total esperado de usua-
rios cuando AC' = 0 y existe una diferencia significativa entre el desarrollo
de ambos tratamientos. La figura 2.1 implica que si la magnitud de mejoria
es menor que un cierto valor A, entonces nadie cambia al nuevo tratamiento;
si estd ente A y B, algunos pacientes cambian al nuevo tratamiento; y si es
mayor que B, todos cambian al nuevo tratamiento.

Ahora suponemos AC > 0. La pendiente cambia como se muestra en
la figura 2.2. Para algunas personas un incremento en el costo no implica
diferencia alguna en su eleccion , asi que A no cambia. Para algunos otros
el costo extra es prohibitivo, entonces el niimero esperado de usuarios sub-
secuentes M decrece. Y como algunos consideran que el costo extra significa
que la mejoria debe ser aparentemente mayor que cuando AC' = 0, entonces
B aumenta.

Finalmente, suponemos que AC' < 0. La pendiente se muestra en la figu-
ra 2.3. Comparado con el caso AC = 0, observamos que B no cambia, M

"How large should a clinical trial be? [12].
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my
P M
i )
A B
Figura 2.1: AC =0.
my
P M,
; )
A B

Figura 2.2: AC > 0.
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Figura 2.3: AC < 0.

aumenta y porque ahora algunos pacientes, monetariamiente, tendran acceso
al nuevo tratamiento, A decrece (A podria ser negativa).

Con lo anterior estamos considerando que la magnitud de la mejora resul-
tante al cambiar al nuevo tratamiento es conocida. En el caso que nosotros
manejamos no contamos con esta informacion, asi que la relacion entre m y
7, estard dada en términos de la esperanza y la varianza de la distribucién
posterior de 9. Esto corresponde a suponer que los individuos cambian, por
voluntad, al nuevo tratamiento en virtud de que la probabilidad de que la
diferencia entre los dos tratamientos exceda un limite personal, sea mayor o
igual que cierto valor minimo.

El nimero de usuarios subsecuentes del nuevo tratamiento no sera grande,
a menos que este tratamiento sea, en el sentido estadistico y clinico, signi-
ficativamente mejor que el existente.

Finalmente, suponemos que el nimero de usuarios subsecuentes del nue-
vo tratamiento depende de p/(z,) v 7' (media y desviacién estandar de la

distribucién posterior de ¢) como se muestra en la figura 2.4.

En términos algebréicos, la funciéon es

0 wi(z,) < A+ 157
m(z,) = (w(z) — A= 157 A+ 157 < /(%) < B+ 1.57
M B+ 157 < p/(z,)

(2.1)
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Figura 2.4: Nuimero de usuarios subsecuentes.

Esta funcién nos indica que si la magnitud de la mejora esperada al cam-
biar al nuevo tratamiento, dada la muestra, es inferior a A + 1.57’, entonces
nadie cambia al nuevo tratamiento; si se encuentra entre A+1.57" y B+1.57,
algunos pacientes cambian y si es superior a B + 1.57’, entonces todos los
pacientes cambian al nuevo tratamiento.

Es decir, que cada individuo tiene un umbral de diferencia a y cambiara al
nuevo tratamiento, siempre que la probabilidad de que la diferencia entre los
dos tratamientos supere ese umbral sea de al menos 0.93.

Lo anterior esta basado en que la probabilidad de que una variable aleato-
ria con distribucion Normal estandar sea menor que 1.5 es 0.93, entonces la
probabilidad de que la diferencia entre ambos tratamientos dada la muestra
sea mayor que p' — 1.57" es al menos 0.93.

Observemos que
P[N(0,1) > a] =0.93
implica a = —1.5. Asi que,

!/

0—p
7-/

093 =P { > —1.5

s

=P[0—pu > —-1.57| X]

—P[(6 > i — 1.57| X]

e inicialmente consideramos A cota inferior para §. Si A < p/ — 1.57,
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entonces

P[A < 6| X] > 0.93.

Bajo el mismo argumento si ' — 1.57" < B, entonces

P[5 > B| X] < 0.93,

o equivalentemente

P[5 < B| X] > 0.07.

2.2. Tamano 6ptimo de la muestra para una
prueba clinica

Realizar pruebas clinicas para determinar si un tratamiento cumple con
los requerimientos minimos para ser implementado genera un gasto. Suena
l6gico pensar que entre mayor sea el tamano de la muestra para dicha prueba
mayor sera el costo de la misma, sin embargo, obtendriamos mas informacion
que con una muestra mas pequena.

En esta seccion determinamos el tamano de la muestra para la prueba
que nos proporciona la mayor cantidad de informacién al menor costo. La
herramienta que empleamos en este proceso es la teoria de decision.

Con n pacientes en cada tratamiento, la funcién objetivo (o beneficio neto
esperado) estard definida por

r(n) = beneficio total esperado del cambio de pacientes al nuevo
tratamiento — costo de la prueba.

Para modelar el beneficio por paciente se puede considerar una funcién
lineal de d. Nosotros nos restringimos al caso donde el beneficio por paciente
es una constante b independiente de §. De esta forma el beneficio tiene una
relacion con el nimero de pacientes utilizando el nuevo tratamiento, pero no
con la evolucién o desarrollo del mismo.

Sea cn + d el costo por realizar una prueba con n pacientes en cada
tratamiento si n > 0 y 0 si n = 0. De esta manera d es un costo inicial,
independiente de n. Podemos proceder a calcular el éptimo de la prueba n*
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considerando d = 0. La prueba puede ser realizada sélo si r(n*) > 0, donde
r(n*) ahora incluye el costo inicial. Para simplificar nuestra discusién, vamos
a suponer a partir de ahora que d = 0. La funcién objetivo puede ser escrita
como

r(n) = /_OO /_OO m(2,)bI1"(0]2,)do f(2,)dz, — cn (2.2)

donde I1"(6|z,) es la distribucién posterior del pardmetro desconocido §
dado z,. En este caso es N(u/(2,),7%), donde

2 2 2.2
M/(g):0“+n72” - o°T
" 02 +nt? 0?2 +nt?

Resolviendo la integral con respecto a § en la ecuacién (2.2) tenemos que

r(n) = /_OO m(z,)bf (2,)dz, — cn

[e.9]

v f(2.) es la densidad a priori de Z,,.

Sabemos que Z,, ~ N(u, 7%+ 0%/n) de acuerdo a lo expuesto en los pre-
liminares.

Siguiendo el desarrollo del articulo de Gittins y Pezeshk[12] encontramos
el tamano 6ptimo de la prueba que maximiza el beneficio total esperado.

Como su nombre lo indica, el beneficio total esperado esta determinado
para una muestra de tamano n, pero conviene expresar el problema en térmi-
nos de variables escaladas, pues de esta manera, obtendriamos el beneficio
esperado de manera individual R(n) = r(n)/Mb y el costo C' = ¢/Mb por
realizar la prueba a cada individuo.
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R(n)= —=

Ha(Byn - “\dz o > )dZ,
= 0+ [ G (W (20) = A= 157) f(2)d%0 + [ 5,y f(22)dZ

= [l S (W(5) — A= 157) f(2)d% + [ . J(Z)d5 — Cn

donde H(A,n) es el valor de z, para el cual A+ 1.57" = 1/(2,) y Ha(B,n)
es valor de z, para el cual B 4 1.57" = i/(z,), pero

A+ 157" =i/ (z,)

o? n+ nr3z,

& A4+ 157 =
o2+ nr?

(A+1.57") (0 + nt?) — 02

nr? —
entonces,
Hy (A ) = (A+1.57")(c* + nt?) — o?u
n nr?
(B + 1.57") (0% + n7?) — o*p
Hy(B,n) = 2

nrt

utilicemos el siguiente cambio de variable

Zn — W
Vo?/n+ 12

de esta forma U ~ N(0, 1) y reescribimos R(n) de la siguiente manera

R(n) _ 1 ha(B,n) <02’u+n7-2(u\/7-2 T 02/n +N) A 1'57_,)

B — A Jm(An) 02 4+ nr?

1 u? o 1 u?
xﬁexp {—?} du + th(Bﬁn) Eexp {—?} du — Cn.
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o+ nt?(uy/m2 4+ 02 /n+p)  oPp4ntiun/T2 + 0% /n+nrip

02+ nr?

Ademas

02 + nt?
(0 +n7?) + nmPun/T2 + 02 /n
N 02+ nr?
RN GET0
K 02 + nr?
- Vnt?uy/nt? + o2
N 02 + nt?
p)
-
= pu+un'Pry | s
H 02 + nr?
= pu+n/ U
H (O’ —I—n7'2)
(0'2 + TQn) —1/2
:p+n U
52 71/2
= U + TL ﬁ +n
o
02 +nr2
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entonces,

n -1/2 w2
R(n) = B_iA :12((5;1)) (M + nl/2r (:—5 + n) u) #e’?du

A hao(Bn) 1 _u?
— =L — 2
B4 Jn(An) Vo=t du

1/2 2
1 ha(B,n) _u
~L5gige (Ztn) s Ao Fdu
—l—fh23n oras ’2du—0n

donde hy(A,n) es el valor de u para el cual z, = H;(A,n)

(A+1.57")(0? + n7?) — o?u
5 .

Zyn =
nr

Lo anterior implica que

B ((A + 1.57")(0* + n7?) — 0% ) 1
u = e
g _’_7_2

nrt?
n

Calculando la diferencia y factorizando obtenemos

A+ 1.57) (6% +n7?) — o2y — nr? n 1/2

1 u

u =
nt2 02 4+ nr?

_ (A+157) (0* +n7?) — p(o® + n7?) ( i )1/2

nt2 02+ nr?

(A+1.57") (6% + nm®)Y2 — pu(o? + n7?)1/?
- nl/2:2

(At L — ) ()

T2

nl/2r

1/2
(A+157 = 1) (% +n)

nl/2r
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—1/2
. (02+n7'2) /
7 =0 —m
2 M
-

[A41.50(c%/72 +n)'/? — p)(0? /72 +n)'/?
nl/2r

Recordando que

concluimos que

hl (A, TL) =

[B + 1.50(02/7% + n)Y2 — p)(0? /7% + n)Y/?
nl/2r ‘

hg(B,n) =

2.3. Distribucion del nimero de usuarios sub-
secuentes de un nuevo tratamiento

En esta seccién, calculamos la funcién de distribucién inicial del nimero
de usuarios subsecuentes de un nuevo tratamiento. La motivacion es que a
partir de esta distribucion podemos decidir, respecto a implementar o no el
nuevo tratamiento. Por ejemplo, si la prueba esta siendo realizada por una
compania farmacéutica, es de vital importancia conocer el nimero esperado
de usuarios subsecuentes para determinar si se obtentendra el nivel esperado
de ganancia.

Si la prueba fuera realizada por el sector de salud publica, poseer esta
informacion les permitiria planificar la produccion o distribucién del trata-
miento.

En general podremos conocer la demanda esperada, en base a ella de-
cidir si es conveniente implementar el nuevo tratamiento, y en caso de serlo,

disenar la estrategia éptima para hacerlo.

Ahora estamos listos para demostrar el resultado principal de este trabajo.
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Teorema 2.3.1 (Resultado principal). La funcién de distribucion inicial del
numero m de usuarios subsecuentes de un nuevo tratamiento es

(0 y <0
@ ([35(B—A)+ 2+ 15T 2+ n) V2 = D] L) <y < M

1 M < vy,

donde T =71/o, D =pjo y ®(x) = f_xoo(l/,/gme(flﬂ)zzdz'

Demostracion. Observemos que 0 <y < M si y solo si,
A+ 157" < y/(z,) < B+ 157

y el nimero de usuarios subsecuentes en este intervalo es igual a

M
B—-A

W —A—1.57",

entonces podemos escribir

W(7) — A— 157 < y]

v
|
N

P [,/(z-n) A 157 < %(B - A)}

=P [W(z) < & (B—A)+ A+ 1.57]
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P Cpt T y(B A)+ A+ 1.57
02+ nt? M T
i Yy
(o2 +n72) <M (B—A)+A+1.5T’> —a?u
P |z, < —
s —p (02 4+ n7?) <%(B—A)+A—l—1.57'> —o?u
=P < 5 —H
o nT
\/7’2 + —
L n

Observemos que

Zn — W
2 o’
TS+ —

n

es una variable aleatoria con distribuciéon Normal de media cero y varianza
uno. Considerando el conjunto al que le estamos calculando su probabilidad
concentrémonos en el lado derecho de la desigualdad

K =

(0% + nt?) (%(B—A)%—A—i—l.&”) —a*u 1
—u
2

nr 2
T2+ =

2 N(Y in AN
(o +nT)<M(B A)+A+1.5r> u

- m’2—|—02 - VnrZ + o?
224

B (0% + nt?) y

a nt? 02+n7'2 <M<B A>+A+15T>

0_2
s (717'2 \/02 + nr? * \/ 2+ n7'2)
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o4+ nt?l sy n o?
={/———— = (=(B-A)+A+15 ’)— 1
n 72 (M( )+ A+ LS u\/az—i-nT? (n72+ )
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o +nr? 1 Y - o2 + nr2
=/ — | =(B—-A)+A+15 ’)—
n 2<M( S+ A+ Lo H\/ 02+n72( nr? )

ol4+nt?l sy , o4+ nr? 1
2 2

Y o +nt° 1
— (B =A)+ A+ 157 - )/ T

<M( )+ A+ LET = p n T2

y Vol tnr? 1
(L (B—A)+A+157 — )

<M< )+ A+ LS —p T /1

(02—1—717'2)1/2

y 7’
(L (B-A)+A+157 - )

<M< )+ A+ L5 = p TN

o
1|y 7202 1/2 ( T2
K =—|=(B-A)+A+1.
o ( )+ A+ 5(02+n72> s TVn
(U2+m'2>1/2
i 2 2\ —1/2 o D)
Y o°+nT " T
=|—=—(B-A —+ 15 - —
0'( )+ o + ( T2 ) a] /1
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donde T'=171/0, D = pi/o.

Asi que F,,(y) puede ser escrita como

— < [(y/Mo)(B— A)+ Ao+ 1.5(T~2 +n)~Y2 — D|(T~% + n)'/?
NaEr=r Iy |

por lo tanto,

y A _ _ (T2 +n)'/?
=0 (|-—(B—-A)+=+15(1T2 12 Dl ———
Fo.(y) ({Ma( )+U+ 5( +n) ] T
para 0 <y < M. O]

Con base en la distribucién anterior, calculemos la funcién de densidad.
Para ello, observemos que

Pm=0] =P (z,) <A+ 1.57]

[0+ nt?z,

=P
02 +nr?

< A+ 1.57'}

_p| BH ((A+1.5T’)(02;1—nT2)—02u _#) 1
o2 nrt
72+_ 7'2+—
L n n

Por los célculos antes revisados podemos concluir que

Pt ~p |2 A asr - o] E 20
=®(h1(4,n))
donde
hy (A, n) = [Afo + 1.5(T—2 + n)_1/2 _ D](T—2 n n)1/2

Tvn
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y de manera similar

/-
Pim=M =P |—22"H" > phy(B,n)| =1—&(ho(B,n))
VoZ+nr?/n
donde

[B/O’ +1.5(T72 +n)" Y2 - D} (T2 + n)}/?

hQ(B,’I’L): T\/ﬁ

En resumen, obtenemos que la funcion de densidad a priori de m es de la
forma

((P[m=y] =@ (hi(A,n)) y=0

i ({MLU(B - A+ ? +L5(T2 4 )2 - D} M)

T
fm(y) = v
><JWBJ;T:Z/1H(T_2—i—n)l/2 O<y<M
( P[m =yl =1—&(ha(B,n)) y=M

donde ¢(z) = 9'(z) =

1 { xQ}
exp{ —— p.
V2T P 2
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Capitulo 3

Prueba clinica

El objetivo de este capitulo es analizar los datos publicados en el “Journal
of the Neurological Sciences, 2005” [13], con base en lo desarrollado en el
capitulo anterior.

En este articulo se estudia la administracién de interferon beta-la en el
control de esclerosis multiple con recaida-remisién. Los tratamientos que con-
sideramos son dos modalidades de administracion.

Tratamientos
Actual Nuevo
Cantidad 30mceg 44mcg subcutaneo
Via intramuscular subcutanea

Periodicidad una vez a la semana tres veces a la semana

De un total de 674 pacientes, 337 recibieron el tratamiento actual y 337
recibieron el tratamiento nuevo. El periodo considerado es lo que en el articu-
lo denominan fase comparativa, con una duracion de 24 semanas. Al final de
dicho periodo la informacién obtenida fue la siguiente: 329 de los 337 pa-
cientes que recibieron el tratamiento actual continuaron en el estudio, y 330
de 337 pacientes que recibieron el tratamiento nuevo continuaron con el es-
tudio.

Los resultados clinicos obtenidos son considerados de la siguiente manera

* 1 si el paciente respondié positivamente al tratamiento, es decir, si con-
tinud en la siguiente etapa.

45
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* (0 si respondio negativamente al tratamiento, es decir, si no continué en la
siguiente etapa.

De esta manera

n n

SX; =330 y YV =32

=1 =1

Definimos los parametros
p1 = P [responder favorablemente|tratamiento nuevo]

po = P [responder favorablemente|tratamiento actual] .

El anélisis realizado en el capitulo anterior supone que los resultados
clinicos provienen de una muestra de variables aleatorias con funcién de dis-
tribucién Normal, y considera la estadistica Z,. En esta prueba clinica, los
resultados obtenidos se distribuyen Bernoulli con cierto pardmetro p. Pero
no todo esta perdido, definimos una nueva estadistica 7T,, que contiene toda
la informacién sobre la muestra, y demostramos que dicha estadistica cumple

T, -4 N(6,0%/n)
donde ¢ es desconocida y o2 es conocida.

Enunciamos este argumento en el siguiente resultado que serd demostra-
do posteriormente.

Lema 3.0.1. Sean {X;}; |, {Yi}!_, colecciones de variables aleatorias tales
que X; ~Bernoulli(p1) y Y; ~ Bernoulli(p2). Sea

I l
_Zz‘:lXi _Zz':lyi
T, =1In ”1 — In ”1—
L—=> X 1—-->Y"Y;
nzzzl nZz:I

2
entonces T, 4N ((5, U—).

n
Donde
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Notemos que X = > X; ~ Bin(n,p;). Por el Teorema central del limite,
i=1
sabemos que

o lo que es equivalente

Vit (5 =) L NOp(1 = pi) 1)

Observacién 3.0.1. Sea [a,b] un intervalo tal que X, py € [a,b], f una
funcién continua en |a,b] y diferenciable en (a,b), con [’ continua y distinta
de cero en p. St

Vi (Xa = p1) == N0, pi(1 - p1))

entonces

Vi (F(Xa) = Fp1)) == N0, p2(1 — p1)*[f (p1)]?)-

Demostracion. Si X,, = p1, entonces f(X,) — f(p1) serfa identica a la cons-
tante cero.

Supongamos X, > pi, entonces f es continua en [py, )_(n]_y diferenciable
en (p1, X,). Por el teorema del valor medio existe 6, € (p1, X,,) tal que

vy T(Xa) = f(p)
f (071) B Xn — N
o lo que es equivalente
F(Xa) = f(p1) = f1(00)(X0 — 1) (3.2)

multiplicando ambos lados de la igualdad por \/n

Vi [f(Xa) = f(p)] = Vi [f(00)(Xn — p1)] - (3.3)
Recordemos que si S, e y ¢ es una funcién continua, entonces
9(S.) = g(c).!

'Proposicién 1.2.2.



48 CAPITULO 3. PRUEBA CLINICA

Si adicionalmente tenemos que W, 4, W, sabemos que S, W, A ew 2

Por hipétesis f'(p1) es continua y por la ley fuerte de los grandes nimeros
podemos asegurar que
X, =5 E[X;] = p1.

En particular

en i>pla

entonces

P
f(0) — f(p1)-
Con lo anterior en mente y por la expresion (3.3), podemos concluir que

Vi [f(Xa) = F(p1)] =% f(p)N(0,p(1 - p)),
es decir,

Vi [£(X) = F(p1)] == N0, p(1 = p)Lf (p)]).

Si X, < p1 = [ es continua en [Xg,pﬂ y diferenciable en (X, p1), por el
teorema del valor intermedio existe 6,, € (X,,,p1) tal que

F1(0n) (1 = X)) = f(p1) — f(Xa)
multiplicando por (—1) ambos lados de la igualdad

f/(én)(Xn —p1) = f(Xn) — f(p1)

equivalente a la expresién (4.2) y asi concluye la prueba. ]

Antes de proceder a la demostracién del Lema 3.0.1, hagamos las siguien-

tes aclaraciones. Si
n
i=1

entonces podemos concluir que el tratamiento actual es muy malo y
ningin paciente responde favorablemente, si

i=1

2Lema 1.2.1.
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el tratamiento seria muy bueno, ya que todos los pacientes responderian
favorablemente.

Si alguna de estas dos situaciones se presentara, nuestro analisis no seria
de mucho interés, es por esta razén que suponemos

i=1

De la misma forma no tendria sentido suponer que p; =06 p; = 1.
Establecido lo anterior, la estadistica 7T, esta bien definida.

Demostracion del Lema 3.0.1. Observemos que la funcién In(-) es conti-
nua y diferenciable en (0, 00).

Ahora, si f(z) = In(z/(1 — z)), entonces
ra=(5) (7 5) = s

la cual es distinta de cero y continua en x # 0, 1. Entonces se cumplen las
hipdtesis de la observacién 3.0.1, y

N [ln (1 i_(}n) —In <1 flplﬂ 4, N(0,1),

es decir,

n
De manera anédloga y estableciendo para > Y; y ps las mismas condiciones
i=1

que para y_ X; y pi, obtenemos

=1
In Yni 4N (In b2 , l
1-Y, l—p) n)
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Asi concluimos que

Tni>N(1n( P1 )-m( P2 )2)
1—m 1 —po nj.

Con base en el resultado obtenido sobre la estadistica 7,,, hacemos uso
de las técnicas desarrolladas en el capitulo anterior para obtener el nimero
esperado de usuarios subsecuentes del nuevo tratamiento.

O

Ya que carecemos de informacién respecto a la distribucién inicial de la
diferencia entre ambos tratamientos ¢ y, para fines ilustrativos, consideramos
la media

1~ 2.48490665
que es el logaritmo natural de la razon de probabilidades cuando la pro-

babilidad de éxito es de 0.75 con el tratamiento actual y de 0.20 con placebo.

También pediremos que 0 se encuentre en el intervalo [0, 2u] con proba-
bilidad 0.95, méas atn

P[d < 0] =P[6 > 2u] = 0.025.
Sabemos que
P {‘5 —H —1.96} —0025 y P {5_—“ > 1.96} — 0.025
T

T

de esta forma

—1.967+pu=0 y 1967+ p=2u
lo cual implica que 7 ~ & = 1.242453325.

Suponemos A = 0.8 = 1.98792532 y B = 1.2u = 2.98188798. De esta
manera la distribucién inicial de § es simétrica con media u = (A + B)/2.

En nuestro caso, no tenemos acceso al niimero de usuarios potenciales
subsecuentes del nuevo tratamiento. Tampoco tenemos informacién sobre el
costo o beneficio de la prueba asi que consideraremos que el tamafnio 6ptimo
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de la prueba es justamente el nimero de pacientes que participaron en la
investigacion n* = 337 y que el nimero de usuarios potenciales subsecuentes
es (M = 10000).

De acuerdo a lo desarrollado en el capitulo anterior

T=7/0~08785472 y D = /o~ 1.757094,

entonces la funcién de distribucién del niumero de usuarios subsecuentes es
la siguiente

0 y <0
F.(y) =< ®([7.028377 x 10~°y — 0.2698653] 0.003371101) 0 < y < 10000
1 10000 <y

De tal manera que la funciéon de densidad esta determinada por

P[m = y] = 0.3791317 y=0
fm(y) =4 ¢ ([7.028377 x 1075y — 0.2698653] 0.003371101) 8.015363 5 0 < y < 10000
P [m = y] = 0.3107328 y = 10000

En base a la funcién de densidad calculamos el valor esperado de usuarios
subsecuentes que es aproximadamente E [m] &~ 4639.15%.

Para ejemplificar nuestra aplicacién asuminos ciertos parametros. Veamos
qué sucede con el valor esperado de los usuarios subsecuentes cuando varia-
mos estos parametros.

Supongamos n=1000, si hacemos tender M a infinito, entonces E [m]
tiende a infinito como se observa en la figura 3.1.

Si M = 10000 y hacemos tender n a infinito, entonces E [m] — M/2,
figura 3.2.

En la figura 3.3 se describe el comportamiento de E [m] como funcién de
L

3El calculo de esta esperanza fue realizada con R, consultar apéndice ?7?.
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E[m]

E[m]

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

0

2000 3000 4000 5000

1000
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NUmero esperado de usuarios subsecuentes

5000 10000 15000

Figura 3.1: n = 1000.

NUmero esperado de usuarios subsecuentes

T T T T T
2000 4000 6000 8000 10000

Figura 3.2: M = 10000.
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NUmero esperado de usuarios subsecuentes

5000

Elm]
3000 4000
|

2000
1

1000

0
1

mu

Figura 3.3: n = 1000, M = 10000.

Si fijdsemos condiciones minimas para considerar que el nuevo tratamien-
to es significativamente mejor que el actual, con los resultados obtenidos po-
driamos decidir implementar o no el nuevo tratamiento. De aqui la utilidad
de conocer explicitamente la funcién de distribucion del nimero de usuarios
subsecuentes.

Consideramos la hipétesis 0 conocida, basados en el supuesto de que la
institucion que realizo la prueba poseia informacién sobre la respuesta de los
usuarios del tratamiento en curso.

El caso 02 desconocida puede ser resuelto proponiendo distribuciones
m(A?), v m(6]A?), donde A\?* = ¢%/n y considerando el modelo donde la
distribucién inicial m(d) es descompuesta de la siguiente manera

(6) = /@ 1 (0102)ma(A2)dA

A este tipo de modelos bayesianos se les denomina jerarquicos y al parametro
A2 se le llama hiperpardmetro de primer orden.

Esto es distinto a proponer una distribucién inicial para (d,02/n) donde
o2 tiene una influencia directa en el modelo. En nuestro caso serfa mas conve-
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niente utilizar un modelo jerdrquico que incluya la informacién de o2, consi-
derada subjetiva, a través de su relacién con 9, que es la principal informacion
requerida, puesto que mide la diferencia entre un tratamiento y el otro.

En general tenemos la siguiente definicion.

Definicién 13. *Un modelo jerdrquico de Bayes es un modelo estadistico
bayesiano, (f(x]0),n(0)), donde la distribucion inicial w(0) es descompuesta
en distribuciones condicionales

7T1(‘9|01>, 7T1(01|92), ceey 7T1(0n_1|9n)

y una distribucion marginal 7,11(0,), tal que

(0) :/ T1(0100), 71 (01103, .. 71 (Br10,) 01 ..,
O1X...X0O,

Los parametros 0; son llamados hiperpardmetros de orden i, 1 < i < n.

Ejemplo 3.0.1. Consideremos el modelo jerdrquico (f(x|d),m(d)), donde la
distribucion inicial w(6) es descompuesta en la distribucion condicional

T (6]N?) =

1 (0 —p)?
exp ¢ —
V2T A2 272

y la distribucion marginal

() = B2 ooy ivt o 27

2

En este caso la distribucion inicial w(9) estd determinada por

° ] (6 —p)) (8/2)7 . ,en A2\,
0 =] e | Ty e o

e [ (2 )

e I R T

4'The bayesian Choice’, [8].
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multlipicando por la constante adecuada que completa una funcion de densi-

oA

dad Gamma-Inversa
2 T

obtenemos

m(0)

) (3) N Oy

T

()"
I (0)2) /7 (%)W G)m {“‘M—

T'((v+1)/2) (%)1/2 o (%)v/Q
[ (v/2) V7 (%)”/2 (1)v/2 (1)1/2 (6 — )2 + Br]""2

T T

~—

\]

T ((v+1)/2) B2/
T (v/2) /7 [(6 — )2 + B7] 5
B F'((v+1)/2)

- v41

T (v/2) /7BT {(5 gT’“‘)Q + 1}

(04 1)/2) [(6— p)?
‘wmm{ Gr “}

En el ejemplo anterior elegimos esa descomposicién para la distribucion
inicial ya que le familia Gamma-Inversa es conjugada para la funcién de ve-
rosimilitud Normal ©.

5Ver apéndice ?7.
6Ver apéndice 77
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Otra forma de resolver el caso 0% desconocida es proponer una distribucién
inicial para el vector (9, 02%/n). Como ya hemos mencionado, un modelo de
este tipo considera que o2 tiene una influencia directa en él.

Ejemplo 3.0.2. Consideremos el modelo donde f(x|d,0%/n) = N(§,0%/n)
con & y o ambos desconocidos y la distribucion inicial de (5,02 /n) = (5, \?)
dada por

(0, \%) = N (5;7, N/ (20 — 1)) e ()\2;a — 2,5) .

El beneficio de elegir esta distribucidén inicial es que 7(8,02/n) es conjugada
para la funcion de verosimilitud N (38,02 /n) como se demuestra en la sigu-
tente observacion.

Observacién 3.0.2. Sea
f(z|6,\) = N(6,0%/n)
(0, \%) = N (5;7, N/ (20 — 1)) IG ()\2; a— 2,5)
entonces m(0,\?) es una familia conjugada para la funcion de verosimlitud

f(x]0,3%).

Demostracion. Calculemos la distribucién posterior de (4, \?)

2)\2

7(6,\%[2) & —— exp {— s 6)2} 1 DR {_2(A§(/5(;oj)—2 D) }

V212 V2mr(A2/(2a — 1

“T(a —ﬂ;—<2v>a—1 o {_Aﬁ}

© {2
o (A7) exp {_)\—2 {@ — 0"+ (6 g)2(20¢ — 1)+ 26} }
o (A7) exp {—A—2 [5”2 — 200 + 0% + (20 —21) (62 =290 +1%) +28

)
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o exp{_)\z {52 (2a) = 26 (z + v (20 — 12)) + 22+ (20 — 1)%%5}}

x (A7),
Trabajemos con el numerador de la fraccion en el argumento de la exponencial

v= 6(2a) =20 (x+vy(2a—1))+ 22+ (2a —1)7* + 23

P (20) -2 (0 4y 2a— 1)+ EFIC D)

+ 2%+ 2a— 1)y + 203

2a0
B (x +~v(2c — 1))2
2c0
= 2a (62 Y 7(22(5‘ b BCA, 7((22(32_ D) ) +(2? + (20 — 1) + 23)

(2 + (20 — 1))?
200

(z + (20 — 1))
200 ’

= 2a(5—$> + (2% 4+ (2a — 1) 72 +28) —

Si definimos

N

a=a+ -

2
r+v(2a —1)

B 20

entonces

v=(2a—1)(d — g)* + 2b.
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De esta manera

w6, Xw) o (A7) Fexp {_m [@a SRR 2b] }

(Ai) <2a2; 1) oo {‘wgiéag)—z 1>>}

-2 b
“Tla—2) ()17 {_F}
o N (6;9,M%/(2a — 1)) IG (N\*;a — 2,b).

]

En los ejemplos anteriores, tenemos una soluciéon al planteamiento de
un modelo cuando o2 es desconocida, una posible dificultad en el ejemplo
3.0.1 es el calculo de la distribucion posterior de 9, lo cual podria complicar
la obtencién de las cotas que determinan la funcién del numero de usua-
rios subsecuentes, asi como el calculo de la probabilidad de ciertos eventos,
necesaria para especificar la funcién de distribucién del nimero de usuarios
subsecuentes.



Discusion

En este apartado planteamos un modelo donde la distribucién de los re-
sultados clinicos no necesariamente es Normal concientes de las dificultades
que pueda presentar el calculo de la distribucién del niimero de usuarios sub-
secuentes de un nuevo tratamiento.

En el capitulo 2 consideramos que los resultados clinicos de los pacientes
con el tratamiento nuevo y los pacientes con el tratamiento actual seguian
una distribucién X; ~ N(6+6,1?) y Y; ~ N(6,n?) respectivamente. A partir
de esta informacién pudimos determinar la distribucién de Z, = X,, — Y,,.

En el planteamiento de un modelo mas general, dénde X; ~ Fy y Y; ~ F5,
no siempre es facil determinar la distribucién de 7, = X,, — Y,,, entonces
partiremos del hecho de que Z ~ F con media § desconocida y varianza o>
conocida (en algunos casos la varianza estard en funcién del tamano de la
muestra). Para nuestro pardmetro desconocido § proponemos una distribu-
cién inicial con funcién de densidad 7(6), cuyos pardmetros son conocidos.
Siguiendo la notacién del capitulo 2 denotamos con m(z,) = m el nimero
de usuarios subsecuentes del nuevo tratamiento y M el nimero de usuarios
potenciales subsecuentes del nuevo tratamiento.

Seguimos considerando que la relacion entre m y d es la que se muestra
en la figura 4.1.

Para calcular el nimero de usuarios subsecuentes siguiendo la idea antes
desarrollada consideramos el percentil a que acumula 0.93 en la distribucion
de (0 — i/(z,))/7'(Z,) dada la muestra X, donde 1/(z,) y 7/(Z,) son la media
y la desviacién estandar de la distribucién posterior de §°. Es decir buscamos

"Observemos que estamos considerando F y 7(8) tal que la distribucién posterior tiene
primer y segundo momento finitos.

29
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A B
Figura 4.1

a tal que

0.93="P {w > a‘&] =P[d > 1 (z,) + a7’ ()] X].

7' (Zn)

Consideramos A y B cotas iniciales para d. Si A < i/(z,) + a7'(Z,), en-
tonces

P[A < X] > Py (z,) + a7'(2,) < 0| X] = 0.93.

Bajo el mismo argumento, si p'(z,) + a7'(z,) < B, entonces

P[5 > B|X] <P[6 > j/(5.) + ar'(z,)| X] = 0.93

o equivalentemente
P[o < B| X] > 0.07.

Entonces el nimero de usuarios subsecuentes del nuevo tratamiento es

(0 1(5) < A—ar'(z,)

m(z,) = %[u’(z’n) —A+ar'(z,)] A—at'(z,) < p'(z,) < B—at'(z,)

M B —at'(z,) < p'(zn).

\
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Tamano 6ptimo de la muestra

Para calcular el tamano éptimo de la muestra nuevamente consideramos
que el beneficio por paciente al realizar la prueba es una constante b inde-
pendiente de §. Entonces la funciéon objetivo es

/ / m(5)bI"(8|5,)d5 f (5,)d%, — cn

donde I1"(0]2,) es la distribucién posterior del pardmetro § dado z,.

Resolviendo la integral respecto a § obtenemos
r(n) = / m(Z)bf(5)d5 — on

donde f(2,) es la funcién de densidad a priori de Z,®. En términos de varia-

bles escaladas R(n) = r(n)/Mby C = ¢/Mb tenemos

RO = o0 b (0 (z) = A+ or'(2) ()2

+ i [(Zn)d5 — Cn

donde H(A,n) es el valor de (z,) para el cual i/(z,) = A—at'(z,) y Ha(B,n)
es el valor de (z,) para el cual i/(%,) = B —a7’(2,). Para obtener el tamano
éptimo de la muestra bastarfa maximizar la funcién R(n).

Distribucion del niimero de usuarios

Una vez que obtuvimos el tamano de la muestra, procedemos a calcular
la funcién de distribuciéon del niimero de usuarios subsecuentes. Observamos
que para y < 0 tenemos P[m < y] = 0. El caso 0 < y < M sucede si y solo si

A—at'(z,) < iW(z,) < B—at'(z,)

y en este intervalo

miz) = o () — A+ ar'(5)],

8En al caso Normal, Z, ~ N(u,7? + 0%/n), pero en nuestro caso tendriamos que
caleular f(z,) = [*_ f(2,|6)m(0)dd
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entonces

B-A

1(2) — A+ar'(z) <y

DISCUSION

M i(z) - At (5] < y]

B—-A
M

:ﬂf(z;,)mw(g) %(3 A)+A]

Entonces la funcién de distribucién el numero de usuarios subsecuentes
de un nuevo tratamiento se expresa de la siguiente forma

(0

!

P [u’(z}) +at'(z,) <

y <0

(B-—A)+A| 0<y<M

il‘f

y>M

Y

A diferencia del caso donde Z,, tiene distribucién Normal, la distribucién
de m queda en términos de la distribucién de una funcién de Z,, que tiene
que ver con la media y desviacion estandar de la distribucién posterior de
5. Si 7/ no depende de Z,, entonces queda simplemente en términos de la

distribucién de 1/ (Z,,).

Ejemplo

Consideramos un ejemplo donde la distribucién de Z,, es Gamma(n, ),
obtenemos la distribucion de m mediante ambos modelos y comparamos

[E [m] en cada caso.

Sea Z,, ~ Gamma(n, \), entonces

E[Z,] = g y Var(Z,) =

n
ﬁ'
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Proponemos como distribucion inicial para A una exponencial con media
p conocida. Entonces la distribucién inicial de ¢ es IG(1,n/u)?. Con esta
informacion, calculamos la distribucion posterior

[512,(6|2n) o< Gama(n,n/6)IG(1,n/p)

sn—1

(%)"szn) exp {~zn/0} exp{ ;‘5}

! e ! nz, + n
X —_—— —
grtz P TS "

o« IG(n+1,n(z,+1/n)).

Por lo tanto la esperanza y la desviacion estandar de la distribucion posterior
son

 Z Tt 1/p

1
"(20) = Zp + — 7'(5,) = et

Procedemos a calcular el percentil a para determinar al nimero de usua-
rios, es decir a tal que

[i-wG) |
093 = P | Zn}

_ 0 —(Zn+1/p) >

ST e Z]

1 Z+1/p
= IP’6> n+ +a Z
: tuy],

1 Zn + 1 . -
entonces z, + — + aM es el percentil que acumula 0.93 en una funciéon

" n—1
de distribucién IG(n + 1,n(z, + 1/p)).

IVer apéndice A.2.1.
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En tal caso tenemos que

P [1/(20) + a7'(5) <

:P_zn+%§%(B_A)+A_a%}

:p:zﬁa ngs%(B—AHA—;‘W%}
:p'zn<1+¢n“7)s%(B—AHA—i(”%)]
:P:2n<[%(B—A)+A]%_H

~rn ([ -] L)

De tal manera, la funcion de distribucion del numero de usuarios subsecuentes
es

(0 y <0
_ vn—1 1
! y>M

Observemos que

Ayn—1 1
[m ] ()hi»%l"" ( ) Zn (\/m+a ILL)
y
Byn—1 1
Pim=M]=F,(M)— lim F,(M —h) =1- [} (L_O
h—0F "\vVn—1+a p
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Por lo tanto la funcién de densidad del ntimero de usuarios subsecuentes
es la siguiente:

(P[mzy]Zan(%ﬁ—%) y=0
(o 258
fmly) =
| e vt
P -1 (22D D)y

Observemos que la distribucion del m queda en términos de a y de la dis-
tribucion inicial de Z,, que podemos obtener de la distribucién conjunta de
Z,y 6

n

Fane:8) = Fns(eA9m(0) = (5)" B exp (=25} Lo {2

entonces

fz,(z) = fooo on,a(Za 0)ds

nttizn-l 1 1 n
= I fo ¥ exp {—5 (nz + ;) } do

o onrtinTd y I'(n+1)
ulm) = (nz + (n/p)""
nznfl

A partir de la funcién de densidad calculamos la funcién de distribucion

n—1

Fa@) = [ fatidi= [ "

1 n+1 )
" (u—i— ﬁ)
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DISCUSION

utilizando el cambio de variable

1
v= " , dv /n du
u+ 1 1)’
I (u—k!—i

Ahora, para calcular a debemos conocer el percentil 0.93 de una distribu-
cién Gamma-Inversa de parametros n y n(z, + (1/p)).

Observemos que si

X ~IG(n,n(zZ,+ (1/p)) = Y =1/X ~ Gamma(n,n(z, + (1/n))),

entonces
Fy(y) =P[Y <y =P[X ' <y| =P[X > 1/y] =1 — Fx(1/y)."°

Por otro lado, si aplicamos el modelo desarrollado en el capitulo 2, defi-

nimos la estadistica T,, = In(Z,/n) cuya distribucién se aproxima a una

N(In(1/X),1/n). Como Z, ~ Gamma(n, ), el Teorema central del limite
asegura que

10Numericamente es més sencillo calcular a a partir de la distribucién de una variable
aleatoria Gamma.
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Zn—(n/A) a.
ey O =
Zn = (n/A) _\/%”/A) LN (0,1/02) =
Jn <% - %) L N(0,1/02)

Utilizando una versién mds general de la observacién 3.0.1'! | podemos
afirmar que si f'(1/)) existe y es distinta de cero, entonces

vi(r(2)-1(3)) &~ (o5 ramp),
NG (m (%) —In (%)) L N0,1) =
In (%) —In G) N (0, %) |

es decir,

Entonces,

1
donde 0 = In (X) yo?=1.

A continuacién presentamos las graficas donde comparamos la esperanza
del niimero de usuarios subsecuentes, calculada en base a Z,, ~ Gamma(n, \)
y en base a T, = In(Z, /n)'2. Al modelo donde consideramos a Z, lo llamamos
modelo 1 y aquel en el que consideramos a 7}, modelo 2.

Primero analizamos E [m] como funcién de M y obtuvimos que cuando
M — oo la esperanza crece en forma lineal con ambos modelos, figura 4.2.

Aparentemente no existe diferencia entre un modelo y otro.

LA este resultado se le denomina “Metodo delta”.
12Todos los calculos fueron realizados con el programa R, ver apéndice B.2.
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E[m] como funcién de M

@ Distribucién Gamma
+ Distribucién Normal (asintética)

E[m]
3000 4000
|

2000
|

1000

0
|

T T T T T
2000 4000 6000 8000 10000

Figura 4.2: p =115, n = 50.

E[m] como funcién de n

E[m]
6000 8000 10000
1 1 1

4000
|

2000

= Distribucién Gamma
=== Distribucién Normal (asintética)

T T T
500 1000 1500

Figura 4.3: p = 115, M = 10000.

DISCUSION

Después consideramos E [m| como funcién de n, y pudimos observar que
la esperanza con el modelo 1 crece mas rapidamente, conforme n — oo, que

con el modelo 2, figura 4.3.

A pesar de que con ambos modelos E [m] se aproxima a M, figura 4.4,
la velocidad de convergencia es distinta y para n entre 1 y 100, la diferencia
entre modelos es notable, figura 4.5.
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E[m]

E[m]

E[m] como funcién de n

10000
|

4000 6000 8000
| |

2000
|

= Distribucién Gamma
== Distribucién Normal (asintética)

T T T T T T
0 10000 20000 30000 40000 50000

Figura 4.4: p = 115, M = 10000.

E[m] como funcién de n

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
|

= Distribucién Gamma
== Distribucién Normal (asintética)

T T T T T
0 20 40 60 80 100

Figura 4.5: p = 115, M = 10000.
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Por ultimo analizamos E[m] como funcién de p, y observamos que el
comportamiento es completamente distinto de acuerdo al modelo considera-
do; mientras con el modelo 1 decrece rapidamente a cero, con el modelo 2 si
w es del orden 10%, entonces E [m] > 2000, figura 4.7.

Es importante observar que a pesar de considerar los mismos parametros,

el valor obtenido de E [m] es muy diferente entre un modelo y otro.

Para los primeros dos casos (E [m]| como funcién de M y n) el valor que
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E[m]

E[m]

E[m] como funcién de mu

—— Distribucién Gamma
—— Distribucién Normal (asintética)

10000
|

6000 8000
| |

4000

2000
|

0
|

mu

Figura 4.6: n = 50, M = 10000.

E[m] como funcién de mu

10000
|

= Distribucién Gamma
—— Distribucién Normal (asintética)

8000
|

6000

2000

0
|

4000
|

T T T
5000 10000 15000 20000

o

mu

Figura 4.7: n = 50, M = 10000.

DISCUSION

utilizamos para p fue aquel donde la diferencia entre modelos es minima para
un valor fijo de M y n (u = 115), figura 4.8.

La razén por la que realizamos el anterior ejemplo fue tratar de contestar
la interrogante de si el supuesto de normalidad esta justificado, fue por es-
ta razén que definimos una estadistica cuya distribucién se aproxima a una
Normal, y con los resultados obtenidos podemos afirmar que la condicion de
normalidad asintotica no es suficiente para que nuestro modelo sea lo sufi-
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E[m] como funcién de mu

—— Distribucién Gamma
—— Distribucién Normal (asintética)

9000 10000

E[m]
7000 8000
I

6000
|

5000
|

4000

Figura 4.8: n = 50, M = 10000.

cientemente cercano a la realidad, es decir, podemos aplicarlo sélamente en
aquellos casos donde los resultados clinicos, efectivamente siguen una dis-
tribucion Normal.
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Conclusiones

El desarrollo de este modelo bayesiano para determinar el ntimero de
usuarios subsecuentes de un nuevo tratamiento fue realizado suponiendo que
la entidad que realiza la prueba clinica tiene informacién que le permite
proponer una distribucion inicial, con parametros conocidos, para la diferen-
cia entre el desarrollo de ambos tratamientos. Supusimos que los resultados
clinicos tenian una distribucién Normal.

Consideramos como hipdtesis 1dgica que la estructura del parametro d no
deberia cambiar posterior a la toma de una muestra aleatoria, fue asi, que
propusimos un modelo conjugado.

A partir de la funcién de distribucién obtuvimos explicitamente la fun-
cién de densidad del ntimero de usuarios subsecuentes. La razon fue, poder
calcular el nimero esperado de usuarios que volveran a utilizaran el nuevo
tratamiento, con el fin de planear una estrategia 6ptima de produccién o
distribucién y principalmente evaluar si existe una diferencia benéfica al im-
plementar este nuevo tratamiento en comparacién con el actual.

Aplicamos el modelo a los datos obtenidos en una prueba clinica realizada
a pacientes con esclerosis multiple, donde se comparaban dos modalidades
de admistracion de interferon beta-la. En este caso los resultados clinicos
tenian distribucion Bernoulli y el modelo no consideraba este supuesto. De-
finimos una nueva estadistica para nuestro analisis, que asintoticamente era
Normal, permitiéndonos de esta manera analizar los datos con base en el
modelo propuesto en el capitulo 2.

Debido a la falta de informacién de las condiciones en que se realizé la
prueba, propusimos ciertos valores con el fin de ejemplificar nuestra apli-
cacion. Posteriormente analizamos como cambia el niimero esperado de usua-
rios subsecuentes cuando variamos estos parametros.

73
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Al final del capitulo 3 mencionamos dos propuestas para el caso donde
la varianza de los resultados clinicos es desconocida: un modelo jerarquico
donde la varianza es un hiperparametro de primer orden o una distribucién
conjunta inicial para la media y la varianza de Z,. La segunda propuesta
implica que la varianza de los resultados clinicos tiene una influencia directa
en el modelo.

La complicacién en que o2 sea desconocida comienza desde el momento en
que debemos calcular el percentil 0.93 de la distribucién posterior necesario
para determinar la funcién del nimero de usuarios subsecuentes, es decir,
determinar la funcién de distribucién del nimero de usuarios subsecuentes
es mas complicado y la eleccion de los parametros queda restringida a que
los célculos sean computacionalmente posibles.

A pesar de que el modelo desarrollado en el capitulo 2 resulta sencillo, es
conveniente analizar la hipotesis de normalidad, para no cometer el error de
considerar resultados que se alejan de la realidad del problema por el hecho
de facilitar los calculos.

En un ltimo apartado discutimos el planteamiento de un modelo méas
general, donde suprimimos la hipdtesis de normalidad y de que la eleccion
de la distribucion inicial sea tal que el modelo resulte conjugado. Obtuvimos
que la distribucion del nimero de usuarios subsecuentes, queda en términos
de la media y la desviacion estandar posteriores, entonces es posible analizar
cualquier prueba donde los resultados clinicos tienen una distribucion arbi-
traria, basdndonos en la distribucién de Z,, y una distribucién inicial para la
esperanza de dicha estadistica, con la restriccién de que la posterior resul-
tante tenga primer y segundo momento finito. Es necesario tener en cuenta
las dificultades niimericas que con este planteamiento podamos tener, ya que
al trabajar con una funcién de distribucion sin expresién analitica tendremos
que obtenerla mediante aproximaciones y estaremos limitados a la capacidad
del progama de computadora que estemos utilizando.

El ejemplo que presentamos al final de esta tesis nos demuestra que si los
resultados clinicos no siguen una distribuciéon Normal y decidimos entonces
considerar una estadistica cuya distribucion sea asintéticamente Normal, no
podemos asegurar que los resultados obtenidos con este modelo respondan,
de manera aceptable la pregunta planteada.

Podemos decir que el modelo propuesto en el capitulo 2 tiene como prin-
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cipal limitacién que estd dirigido a aquellas pruebas clinicas donde la dis-
tribucién de los datos es normal, pero si contamos con esta hipdtesis obtener
la distribucion del niimero de usuarios subsecuentes es relativamente sencillo.
El modelo planteado en el dltimo apartado no tiene esta limitacién, pero no
siempre es computacionalmente posible obtener la distribucion del nimero
de usuarios subsecuentes.
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Apéndice A

Distribuciones

A.1. Distribucion Gamma

X ~ Gamma(r,\) con r >0, A > 0.

@) = F37 e Mo 0)
E[X] = 1.
Var(X) = %

Sir =1 se dice que X se distribuye exponencial de parametro A,

X ~ Exp(A).

A.2. Distribucion Gamma-Inversa

X ~IG(r,\) conr >0, A>0.

AT -z
F@) = Frygm® oo ().
E[X] = ril para r > 1.
)\2
Var(X) = RSV para r > 2.

7
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Proposiciéon A.2.1. Sea X v.a. Gamma(r, \).
a) SiY =g(X)=1/X, entonces Y ~ IG(r,\).

b) Sir =1y paran €N se tiene que W = g(X) = n/X, entonces
W~ IG(1,n)).

Demostracidn. a) Sea g~ '(y) el valor de x tal que g(x) = y. Como g(x) es

estrictamente mondtona y diferenciable, sabemos que

Ix (g7 (y)) ‘dig_l(y)’ si y = g(x) para alguna z
_ Y
fY(y) =

0 si y # g(z) para toda x.

Veamos que ¢~ '(y) = 1/y, entonces

)= |

De tal manera que

o - (3) 8 ()

= Le_A/y.
L(r)yr+!

Por lo tanto Y ~ IG(r, \).

b) Sea g~'(w) el valor de x tal que g(x) = w. Como g(z) es estrictamente
monoétona y diferenciable, sabemos que

fx (g7 H(w)) ‘digl(w)’ si w = g(r) para alguna x
Jw(w) = v
0 si w # g(z) para toda .

Veamos que ¢~ (w) = n/w, entonces

ol
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De tal manera que

Por lo tanto W ~ IG(1,nA\).

A.3. Modelo Normal-Gamma

El modelo bayesiano Normal-Gamma estda compuesto por la funcién de
verosimilitud Normal(u, 76?) y la distribucién inicial w(0?) = IG(v/2, 5/2).

Proposicién A.3.1. Sean f(0|c?) funcion de verosimilitud y w(o?) distribu-
cton inicial tal que

007 = S exp {0

8 v/2
(0%) = <2> (0725 exp{—ﬁa_g}.

- T(v/2) 2
Entonces la familia w(0?) es conjugada para la funcién de verosimilitud f(0|c?).

Demostracion. Calculemos la distribucion posterior

m(0?6) o< f(0lo*)m(0?)

- P {_ Oonr } (g)m (072)2  exp {—5‘7__2}

vV 2nTo? 27072 ['(v/2) 2

2
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(2 ) )
o( (55 )

Por lo tanto, 7(0?) es conjugada para la funcién de verosimilitud f(6]o?).

[]




Apéndice B

Programas en R

B.1. Calculo de la esperanza

library(MASS)

H Y funcidn de distribucidén de m

library (MASS)

peme<-function(y,M,n,sig,mu,tau){

A=.8*mu # A

B=1.2xmu # B

tau=mu/2 # desviacién estandar de la distribucidén inicial
T=tau/sig # T

D=mu/sig # D

return(pnorm( (y*(B-A)/(Mxsig)+(A/sig)+1.5% (T~ (-2)+n) "~ (-.5)-D)
*(T~(-2)+n) " (.5)/(T*sqrt(n))) )

+

HE#HHAHHERHH#ER esperanza de m

esp<-function(M,n,sig,mu,tau){

A=.8*mu # A

B=1.2*xmu # B

tau=mu/2 # desviacién estandar de la distribucién inicial

T=tau/sig # T

D=mu/sig # D

f=as.function( alist(x=,a=A,b=B,c=M,d=n,e=mu, j=tau,l-pnorm((x*(B-A)/(M*xsig)
+(A/sig)+1.5% (T~ (-2)+n) " (-.5)-D)* (T~ (-2)+n) ~(.5) /(T*sqrt(n)))))

81
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return(integrate(f,0,M)$value)
}

esperanza=esp(10000,337,sqrt(2),2.48490665,1.242453325)

B.2. Modelo Gamma

El programa utilizado para realizar los cdlculos del ejemplo desarrollado
en el ultimo apartado es el siguiente:!

library(MASS)

HH#HHHH R modelo general ##H#HH#HHHIHHHHHHH RIS
### funcion de distribucién de Z_n

pz_in<-function(z,n,mu){ #z mayor igual a O
{return((z/(z+(1/mu))) "n)?}

}

###### densidad gamma inversa (pari<170)
dinversgama<-function(w,parl,par2)

{

if (is.nan( par2”parl/gamma(parl)/w” (paril+1)*exp(-par2/w))==TRUE)
{return(0)}

if (is.nan( par2”parl/gamma(parl)/w” (parl+1)*exp(-par2/w))==FALSE)
{return(par2-parl/gamma(parl) /w” (parl+1)*exp(-par2/w))}

}

###### funcidén de distribucién gamma inversa
pinvgama<-function(u,parl,par2)

{

return(l-pgamma(1/u,shape=parl,scale=(1/par2)))

}

HHHBHFHHHBHHFHHHERAHHHE percenti] HHHHFHHHBHHHHHHBHAHIH
#Hu##H##HHE#H para encontrar los extremos a, b del intervalo donde
##ddf#HH##E va a comenzar la funcidén encuentra
tope<-function(u,parl,par2)

{

if (uw>1] |u<0){return("u no se encuentra en (0,1)")}

i=1

mus=par2/(parl-1)

while (u>pinvgama (mus*i,parl,par2)){i=i+1}

'Las funciones “tope” y “encuentra” utilizadas en este programa son parte del proyecto
de tesis de Arrigo Coen Coria.



MODELO GAMMA 83

return(i)

}

######### Encuentra el percentil u de una distribucién

encuentra<-function(u,a,b,eps,parl,par2)

{

if (b-a<eps){return((a+b)/2)}

if (b-a>=eps)

{

if (u>=pinvgama((a+b)/2,parl,par2))

{return(encuentra(u, (a+b)/2,b,eps,parl,par2))}

if (u<pinvgama((atb)/2,parl,par2))

{return(encuentra(u,a, (atb)/2,eps,parl,par2))}

}

}

###H##HH#ERH Funcidn de distribucidén del nimero de usuarios

## I #E subsecuentes (modelo general)

pgam<-function(v,z,A,B,M,n,mu,percentil_u)

{

w=(percentil_u-z-(1/mu))*sqrt(n-1)/(z+(1/mu)) # percentil "a"

vprima=(((v/M)*(B-A)+A)*sqrt(n-1)/(sqrt(n-1)+w)-(1/mu))

return(pz_in(vprima,n,mu))

}

########## Esperanza del nimero de usuarios subsecuentes (modelogeneral)

esperanza_m<-function(z,A,B,M,n,mu,percentil_u)

{

w=(percentil_u-z-(1/mu))*sqrt(n-1)/(z+(1/mu)) # percentil "a"

f=as.function(alist(x=,a=n,b=mu,1-(pz_in((((x/M)*(B-A)+A)
xsqrt(n-1)/(sqrt(n-1)+w))-(1/mu) ,n=a,mu=b))))

return( integrate(f,0,M)$value)

}

HH RS HEY normalidad asintotica #H#H#HHHHAHEHSHSHY

Y esperanza de 1n(1/lambda)

dunolambda<-function(y,mu)

{

return((1/mu)*exp(-exp(-y) /mu-y))

}

eunolambda<-function (mu)

{

f=as.function(alist (x=,a=mu,x*dunolambda(x,mu=a)))

return( integrate(f,-Inf,Inf)$value )

}
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it Varianza de 1n(1/lambda)
vunolambda<-function (mu)

{
f=as.function(alist (x=,a=mu, (x~2)*dunolambda(x,mu=a)))
return( integrate(f,-Inf,Inf)$value)

}

HHEHHHH RS HAE##E funcidn de densidad de m
library (MASS)
peme<-function(y,A,B,M,n,mudos,taudos)

{

Ados=log(A/n) # A
Bdos=log(B/n) # B
sig=1
T=taudos/sig # T
D=mudos/sig # D
return(pnorm( (y* (Bdos-Ados)/(M*xsig)+(Ados/sig)+
1.5%(T"(-2)+n) “(-.5)-D)* (T~ (-2)+n) ~(.5) /(T*sqrt(n))))
}
#HtdHHHRHHARH#E esperanza de m
esp<-function(A,B,M,n,mudos,taudos)
{
Ados=log(A/n) # A
Bdos=log(B/n) # B
sig=1
T=taudos/sig # T
D=mudos/sig # D
f=as.function(alist(x=,a=A,b=B,c=M,d=n,e=mudos, j=taudos,
1-pnorm( (x* (Bdos-Ados)/(Mxsig)+(Ados/sig)
+1.5%(T"(-2)+n) " (-.5)-D)* (T~ (-2)+n) " (.5) /(T*sqrt (n)))))
return(integrate(f,0,M)$value)
}
#H#dHH Y con diferentes parametros #######HHHHHHHHHEH
n=50 # pardmetrol=n <=68 si mu=1.32(n<=77 si mu=5) (n<=73 si mu=3)
mu=115 # pardmetro2=mu
u=.93
z=.1
parl=n+l1 # ler pardmetro de la distribucidén posterior de delta
par2=n*(z+(1/mu)) # 2do pardmetro de la distribucién posterior de delta
mus=par2/(parl-1) # media de la distribucién posterior de delta
a=(tope(u,parl,par2)-1)*mus
b=tope (u,parl,par2) *mus
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eps=.0001

percentil_u=encuentra(u,a,b,eps,parl,par2)

A=.5

B=1.2

M=10000 # numero de usuarios potenciales

mudos=eunolambda(mu) # media de la distribucién inicial

taudos=sqrt (vunolambda(mu)) # des. estandar de distribucién inicial
esperanza_m(z,A,B,M,n,mu,percentil_u) # esperanza de m con el modelo general
esp(A,B,M,n,mudos,taudos) # esperanza de m con normalidad asintética
HHHHH A HH SRR RS R R RS S R R R
HHHHHH R R para compararlas en una grafica #####HHHHEHHHH Y
#### E[m] con modelo general, como funcién de mu

# para mu<l.2 la esperanza se hace extremadamente negativa

laura=0

t=6

#Te=3000

Te=100000

#Te=600

for(i in t:Te ){

n=50

u=.93

z=.1

mu=i/5

parl=n+1

par2=n*(z+(1/mu))

mus=par2/(pari-1)

a=(tope(u,parl,par2)-1)*mus

b=tope(u,parl,par2)*mus

eps=.0001

percentil_u=encuentra(u,a,b,eps,parl,par2)

A=.5

B=1.2

M=10000

laural[i-t+1]=esperanza_m(z,A,B,M,n,mu,percentil_u)

}

vmu=0

for(i in t:Te ){

vmu [i-t+1]=i/5

}

plot (x=vmu,y=laura,ylim=c(0,10100) ,x1im=c(0,vmu[Te-t+1]+.5) ,type="1",
lwd=4,col="red2",xlab="mu",ylab="E[m]",main="E[m] como funcién de mu")
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#plot (x=vmu,y=laura,ylim=c(4000,10100) ,x1im=c(0,vmu[Te-t+1]+.5) ,type="1",
lwd=4,col="red2",xlab="mu",ylab="E[m] " ,main="E[m] como funcién de mu")
HHHHHHHHH TSR R R R
laus=0

for(i in t:Te ){

n=50

mu=i/5

A=.5

B=1.2

M=10000

mudos=eunolambda (mu)

taudos=sqrt (vunolambda (mu))

laus[i-t+1]=esp(A,B,M,n,mudos,taudos)

}

lines(x=vmu,y=laus,ylim=c(0,10100) ,x1lim=c(0,vmul[Te-t+1]+.5),
type="1",1lwd=4,col="royalblue3")

#lines (x=vmu,y=laus,ylim=c(4000,10100) ,x1im=c(0,vmu[Te-t+1]+.5),
type="1",1lwd=4,col="royalblue3")

#legend ("topright",xjust=1,c("Distribucién Gamma","Distribucién Normal
(asintética)"),lwd=c(3,3),1ty=c(1,1),col=c("red2","royalblue3"))
legend(par("usr") [2] ,par("usr") [4] ,xjust=1,c("Distribucién Gamma",
"Distribucién Normal (asintética)"),lwd=c(3,3),1lty=c(1,1),
col=c("red2","royalblue3"))

which.min(abs(laura-laus))

HHHHHHHHH TSGR S T
###### E[m] con modelo general, como funcidén de M ##t################
1a=0

t=50

Te=10000

for(i in t:Te )A{

n=50

u=.93

z=.1

mu=115

M=i

parl=n+1

par2=nx*(z+(1/mu))

mus=par2/(pari-1)

a=(tope(u,parl,par2)-1)*mus

b=tope (u,parl,par2) *mus

eps=.0001
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percentil_u=encuentra(u,a,b,eps,parl,par2)

A=.5

B=1.2

la[i-t+1]=esperanza_m(z,A,B,M,n,mu,percentil_u)

}

vM=0

for(i in t:Te ){

vM[i-t+1]=1i

+
plot(x=vM,y=1la,type="1",1ty=1,1wd=10,col="red2",x1lab="M",ylab="E[m]",
main="E[m] como funcién de M")

HHHHHF R RS HE R R R R

lau=0

for(i in t:Te ){

n=50

mu=115

M=i

A=.5

B=1.2

mudos=eunolambda (mu)

taudos=sqrt (vunolambda (mu))

lau[i-t+1]=esp(A,B,M,n,mudos,taudos)

}

lines(x=vM,y=lau,type="1",1ty=3,1wd=3,col="royalblue3")
legend("topleft",xjust=1,c("Distribucién Gamma","Distribucién Normal
(asintética)"),lwd=c(10,3),1ty=c(1,3),col=c("red2","royalblue3"))
#plot (x=vM,y=1la,ylim=c(0,1000) ,x1im=c(49,2000) ,type="1",1ty=1,1lwd=1,col="red2",
xlab="M",ylab="E[m]",main="E[m] como funcién de M")
#lines(x=vM,y=lau,type="1",1ty=3,1wd=3,col="royalblue3")

plot (x=vM,y=1la,ylim=c(23,27) ,x1im=c(49.8,53) ,type="0",1ty=1,1lwd=.1,col="black",
xlab="M",ylab="E[m]",main="E[m] como funcién de M")

lines(x=vM,y=lau, type="0",1ty=1,1lwd=.1,col="violetred3")

legend ("topleft",xjust=1,c("Distribucién Gamma","Distribucién Normal
(asintética)"),lwd=c(.1,.1),1ty=c(1,1),col=c("black","violetred3"))
#i#tHda###### Elm] con modelo general, como funcidn de n  #######H#######H
lauri=0

t=2

Te=50000

#t=2

#Te=1500
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for(i in t:Te ){

n=i

u=.93

z=.1

mu=115

M=10000

parl=n+1

par2=nx*(z+(1/mu))

mus=par2/(parl-1)

a=(tope(u,parl,par2)-1) *mus

b=tope (u,parl,par2) *mus

eps=.0001

percentil_u=encuentra(u,a,b,eps,parl,par2)

A=.5

B=1.2

lauri[i-t+1]=esperanza_m(z,A,B,M,n,mu,percentil_u)

+

vn=0

for(i in t:Te ){

vnli-t+1]=i

+

plot (x=vn,y=lauri,type="1",1ty=1,1lwd=4,col="red2",xlab="n",
ylab="E[m]",main="E[m] como funcién de n")

HHHHHHHHH RS SRR R R
lauris=0

for(i in t:Te ){

n=i

mu=115

M=10000

A=.5

B=1.2

mudos=eunolambda (mu)

taudos=sqrt (vunolambda (mu))
lauris[i-t+1]=esp(A,B,M,n,mudos,taudos)

}
lines(x=vn,y=lauris,type="1",1ty=1,1lwd=4,col="royalblue3")
legend ("bottomright",xjust=1,c("Distribucién Gamma","Distribucién
Normal (asintética)"),lwd=c(4,4),lty=c(1,1),col=c("red2","royalblue3"))



Bibliografia

1]

2]

[10]

[11]

Gut, Allan. Probability: A graduate course. Springer Texts in Statistics,
2005.

Rincon, Luis. Curso intermedio de probabilidad 1* Edicién. Las prensas
de Ciencias, 2007.

Grimmett G.R., Stirzaker D.R. Probability and random processes 3ed
Edition. Oxford, 2001.

Resnick S.I. A probability path. Birkhauser, 1999.

Billingsley P. Convergence of probability measures 2nd Edition. Wiley,
1999.

Jacod J., Protter P. Probability essentials 2nd Edition. Springer, 2003.

Chow, Yuan Shih and Teicher, Henry. Probability Theory. Independence,
Interchangebility, Martingales. Third edition.

Robert, Christian P. The Bayesian Choice. From Decision-Theoretic
Foundations to Computational Implementation 2nd Edition.Springer
Text in Statistic.

Lehmann E.L. Elements of Large-Sample Theory. Springer-Verlag, New
York 1999.

Mood, Alexander M., Graybill, Franklin A. and Boes, Duane C. Intro-
duction to the Theory of Statistics Third Edition. McGraw-Hill Series
in Probability and Statistics.

Pezeshk, Hamid and Gittins, John. Bayesian approach to determine the

number of subsequent users of a new treatment.Statistical Methods in
Medical Research 2006;15: 585-592.

89



90 BIBLIOGRAFIA

[12] Pezeshk, Hamid and Gittins, John. How Large Should a Clinical Trial
Be?. The Statistician 2000; Vol. 49, No. 2, pp. 177-187.

[13] Hillel Panitch, Douglas Goodin, Gordon Fransis, Peter Chang, Patricia
Coyle, Paul O’Connor, David Li, Brian Weinshenker. Benefits of high-
dose, high-frequency interferon beta-la in relapsing-remitting multiple
sclerosis are sustained to 16 months: Final comparative results of EVI-

DENCE trial. Journal of the Neurological Sciences, 239(2005)67-74.



	Portada
	Índice general

	Introducción
	Capítulo 1: Preliminares
	Capítulo 2. Un Enfoque Bayesiano Para Determinar el Número de Usuarios Subsecuentes de un Nuevo Tratamiento Médico
	Capítulo 3. Prueba Clínica
	Discusión
	Conclusiones
	Apéndices
	Bibliografía

