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Introducción

La motivación del tema de esta tesis fue evidenciar, de una manera par-
ticular, la utilidad de un enfoque bayesiano en el análisis de datos. El medio
para lograrlo fue una aplicación médica, espećıficamente, la comparación de
dos tratamientos médicos.

El objetivo de discutir la función de distribución del número de usuarios
subsecuentes de un nuevo tratamiento médico es determinar si realmente es
conveniente su implementación. En caso de que la respuesta sea afirmativa,
nos será posible estimar el número esparado de usuarios que preferirán dicho
tratamiento. Para este fin utilizamos una técnica bayesiana, donde la dis-
tribución de los datos que se propone considerar es Normal lo que permite el
empleo de un modelo conjugado.

En el primer caṕıtulo, enunciamos las definiciones y resultados necesarios
para el desarrollo de la tesis. Basados en el concepto de intercambiablidad
justificamos el empleo de un enfoque bayesiano para obtener la función de
distribución del número de usuarios subsecuentes. También, desarrollamos
conceptos básicos de teoŕıa de la decisión, los cuales utilizamos en el segundo
caṕıtulo para obtener el tamaño óptimo de la muestra de una prueba, donde
el número de usuarios subsecuentes del nuevo tratamiento bajo investigación
depende de la evidencia proporcionada por la misma.

Es en el segundo caṕıtulo donde se establece la relación existente entre el
número de usuarios subsecuentes, la muestra y la distribución posterior de los
parámetros desconocidos en el modelo. Con base en está relación obtenemos
la función de distribución del número de usuarios subsecuentes de un nuevo
tratamiento.

En el tercer caṕıtulo presentamos un ejemplo práctico de la técnica desar-
rollada en esta tesis. El tratamiento bajo investigación es la administración,
en diferentes dosis y v́ıas de interferon beta-1a, en el control de esclerosis
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2 INTRODUCCIÓN

múltiple con recáıda-remisión. En este caso encontramos el número esperado
de usuarios subsecuentes del nuevo tratamiento.

En un último apartado desarrollamos un modelo general donde el es-
tad́ıstico considerado tiene función de distribución F , no necesariamente
Normal, y una distribución inicial que puede producir un modelo no con-
jugado.

Finalmente presentamos un ejemplo, numericamente sencillo, y compara-
mos los resultados obtenidos mediante el empleo de ambos modelos, con el
objetivo de analizar las posibles diferencias y determinar si el supuesto de
normalidad genera resultados alejados de la realidad.



Caṕıtulo 1

Preliminares

A lo largo de esta tesis trabajamos con variables aleatorias X1, X2, ...,
en un espacio de probabilidad (Ω,F ,P), con Ω el espacio muestral, F una
σ-álgebra y P una medida de probabilidad.

Comenzamos con conceptos básicos de estad́ıstica, área que tiene por
tarea analizar e interpretar la información obtenida de una cierta población
con la finalidad de concluir sobre la ley de probabilidad que rige un fenómeno
aleatorio de interés. Este procedimiento se conoce como inferencia estad́ıstica.

En este trabajo proponemos una función de distribucion F para los datos
analizados que depende de un parámetro θ, es decir, consideramos una familia
de distribuciones

F ∗ = {F (x, θ) : θ ∈ Θ}

donde Θ es el conjunto de posibles valores del parámetro denominado
espacio paramétrico.

Al obtener las observaciones con las que se intenta dar un pronóstico sobre
la ley de probabilidad del fenómeno en cuestión, se busca que el experimen-
to se realice bajo las mismas condiciones sin importar resultados previos, es
decir, obtener observaciones independientes.

Cuando se ha obtenido una muestra de la población objeto de análisis, se
tienen n observaciones numéricas (x1, ..., xn), pero cuando se está planificando
el procedimiento de muestreo y diseñando el método para realizar inferencias,
aún no se sabe qué valores numéricos se obtendrán, entonces consideramos
n variables aletorias (v.a) X1, X2, ..., Xn independientes e identicamente dis-
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4 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

tribuidas.

Definición 1. Sea X1, X2, ..., Xn, n ∈ N un conjunto de variables aleatorias.
Se dice que X1, ..., Xn forman una muestra aleatoria (m.a) si X1, ..., Xn son
independientes e identicamente distribuidas, es decir, si X = (X1, ..., Xn) es
una muestra aleatoria se satisface:

1. Xi ∼ F (x; θ) ∀i ∈ {1, ..., n}.

2. FX1,...,Xn(x1, ..., xn) =
n∏
i=1

F (xi; θ).

Definición 2. Sea X1, X2, ..., Xn m.a.. Una estad́ıstica es una función de la
muestra aleatoria, T (X), que no depende de algún parámetro desconocido.

Llamamos distribución de una muestra aleatoria a la distribución conjun-
ta de las variables aleatorias que componen dicha muestra.

FX1,...,Xn(x1, ..., xn) =
n∏
i=1

F (xi; θ).

Sea X1, X2, ..., Xn una m.a. de F (X; θ), tal que E[Xi] = µ y V ar(Xi) =
σ2. Para facilitar la notación definimos las siguientes estad́ısticas :

1. Media muestral X̄ =

∑n
i=1 Xi

n
.

2. Varianza muestral S2 =

∑n
i=1(Xi − X̄)2

n− 1
.

Es común que surga la pregunta de por qué definir la varianza muestral de

esta forma y no como
Pn

i=1(Xi−X̄)2

n
, la razón principal es que el valor esperado

de S2 es igual a la varianza de la población, es decir E[S2] = σ2 como se
demuestra en la siguiente proposición.

Proposición 1.0.1. Sea X1, X2, ..., Xn una m.a. de F (X; θ), tal que

E[Xi] = µ y V ar(Xi) = σ2.

Se tiene entonces que:

a) E[X̄] = µ.

b) V ar(X̄) =
σ2

n
.
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c) V ar(S2) = σ2.

Demostración. a)

E
[
X̄
]

= E
[∑n

i=1Xi

n

]
=

1

n
E

[
n∑
i=1

Xi

]
=

1

n

n∑
i=1

E [Xi] =
1

n
(nµ) = µ.

b)

V ar
(
X̄
)

= V ar

(∑n
i=1Xi

n

)
=

1

n2
V ar (

∑n
i=1Xi) =

1

n2

∑n
i=1 V ar (Xi)

=
1

n2
(nσ2) =

σ2

n
.

c) Primero demostremos la siguiente identidad

n∑
i=1

(Xi − µ)2 =
n∑
i=1

(
Xi − X̄

)2
+ n(X̄ − µ)2.

Tenemos que

n∑
i=1

(Xi − µ)2 =
n∑
i=1

(
Xi − X̄ + X̄ − µ

)2

=
n∑
i=1

[(
Xi − X̄

)
+
(
X̄ − µ

)]2
=

n∑
i=1

[(
Xi − X̄

)2
+ 2(Xi − X̄)(X̄ − µ) +

(
X̄ − µ

)2
]

=
n∑
i=1

(
Xi − X̄

)2
+ 2(X̄ − µ)

n∑
i=1

(Xi − X̄) + n
(
X̄ − µ

)2

como

n∑
i=1

(Xi − X̄) =
n∑
i=1

Xi − nX̄ =
n∑
i=1

Xi − n

(
1

n

n∑
i=1

Xi

)
= 0,

entonces

n∑
i=1

(Xi − µ)2 =
n∑
i=1

(
Xi − X̄

)2
+ n(X̄ − µ)2.



6 1.1. DISTRIBUCIÓN NORMAL

Utilizando la identidad anterior

E [S2] = E
[

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

]

=
1

n− 1
E
[
n∑
i=1

(Xi − µ)2 − n(X̄ − µ)2

]

=
1

n− 1

{
n∑
i=1

E [(Xi − µ)2]− nE
[
(X̄ − µ)2

]}

=
1

n− 1

{
n∑
i=1

σ2 − nV ar(X̄)

}

=
1

n− 1

{
nσ2 − nσ

2

n

}

=
1

n− 1
{(n− 1)σ2}

= σ2.

1.1. Muestreo de la distribución Normal

Una variable aletoria X tiene distribución Normal con parámetros µ y
σ2, donde −∞ < µ < ∞ y 0 < σ2 < ∞, si su función de densidad es de la
forma:

f(x) =
1√

2πσ2
exp

{
−(x− µ)2

2σ2

}
−∞ < x <∞ (1.1)

Es importante mencionar que si X ∼ N(µ, σ2) y a, b son dos números reales,
entonces aX + b ∼ N(b+ aµ, a2σ2).

Si X1, ..., Xn son variables aleatorias independientes, tales que

Xi ∼ N(µi, σ
2
i )
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tenemos que
n∑
i=1

Xi ∼ N

(
n∑
i=1

µi,

n∑
i=1

σ2
i

)
·

Para facilitar los cálculos que se realizarán en el próximo caṕıtulo, de-
mostramos el siguiente resultado.

Proposición 1.1.1. Sea X1, ..., Xn una m.a de la distribución N(µ, σ2), en-
tonces

X̄ ∼ N
(
µ, σ2/n

)
Demostración. Haremos la demostración a través de la función generadora
de momentos

MX̄(t) = E
[
exp

{
tX̄
}]

= E
[
exp

{
t

∑n
i=1Xi

n

}]

= E
[
n∏
i=1

exp

{
t

n
Xi

}]

=
n∏
i=1

E
[
exp

{
t

n
Xi

}]

=
n∏
i=1

MXi

(
t

n

)

=
n∏
i=1

exp

{
t

n
µ+ t2σ2

2n2

}

= exp

{
tµ+

t2σ2

2n

}

que es la función generadora de momentos de una v.a Normal con media
µ y varianza σ2/n, es decir X̄ ∼ N(µ, σ2/n).
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1.2. Convergencia de variables aleatorias y

Teoremas ĺımite

En muchas ocasiones trabajamos con variables aleatorias con una función
de distribución que, debido a la complicación en el cálculo de probabilidades,
no nos permite hacer inferencias de manera sencilla. Recurrimos entonces a
la convergencia de variables aleatorias para obtener resultados asintóticos.

En esta sección exponemos diversos tipos de convergencia, las relaciones
entre ellos y al final enunciamos dos teoremas importantes: el “Teorema cen-
tral del ĺımite”y la “Ley fuerte de los grandes números ”.1

En todo momento trabajamos con sucesiones {Xi}i≥1 de variables aleato-
rias en un espacio de probabilidad (Ω,F ,P).

Comenzamos con un tipo de convergencia usualmente conocido.

Definición 3 (Convergencia puntual). La sucesión de variables aleatorias
{Xi}i≥1 converge puntualmente a X en ω, si

ĺım
n→∞

Xn(ω) = X(ω).

Si {Xi}i≥1 converge puntualmente a X en ω para todo ω ∈ A, se dice que
{Xi}i≥1 converge puntualmente a X en A.

Definición 4 (Convergencia casi segura). La sucesión de variables aleatorias
{Xi}i≥1 converge casi seguramente a X v.a., si

P
[{
ω ∈ Ω : ĺım

n→∞
Xn(ω) = X(ω)

}]
= 1.

Notación: Xn
c.s−→ X.

La convergencia casi segura nos indica que el conjunto donde la sucesión
converge puntualmente a X tiene probabilidad uno, es decir, la probabilidad
de no convergencia es cero.

1Para consultar acerca de este tema ver [3], [4], [5].
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Definición 5 (Convergencia en probabilidad). La sucesión de variables aleato-
rias {Xi}i≥1 converge en probabilidad a la v.a. X, si para cada ε > 0,

ĺım
n→∞

P [{ω ∈ Ω : |Xn(ω)−X(ω)| > ε}] = 0.

Notación: Xn
P−→ X.

A continuación exhibimos la relación que existe entre la convergencia casi
segura y la convergencia en probabilidad.

Teorema 1.2.1. Si Xn
c.s−→ X, entonces Xn

P−→ X.

Demostración. 2 Sea ε > 0. Para n ∈ N definimos

An =
∞⋃
k=n

(|Xk −X| > ε).

Esta sucesión es decreciente y su ĺımite es la intersección de todos los
eventos An. Como (|Xn−X| > ε) ⊆ An, entonces P [|Xn −X| > ε] ≤ P [An].

Por lo tanto,

ĺım
n→∞

P [|Xn −X| > ε] ≤ ĺım
n→∞

P [An]

= P
[

ĺım
n→∞

An

]
= P

[
∞⋂
n=1

An

]

= P
[
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

{|Xk −X| > ε}
]

= P [{∀ n ∈ N ∃ k ≥ n : |Xk −X| > ε}]

= P [{ω : Xn 9 X}]

= 0.

2Esta demostración fue tomada de ’Curso intermedio de probabilidad’, [2].
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El siguiente tipo de convergencia es conocido también como convergencia
débil y de todas las formas de convergencia que hemos mencionado, es el que
impone menos restricciones.

Definición 6 (Convergencia en distribución). La sucesión de variables aleato-
rias {Xi}i≥1 converge en distribución a X, si para todo punto x donde la
función FX(x) es continua, se cumple que

ĺım
n→∞

FXn(x) = FX(x).

Notación: Xn
d−→ X, o bien, FXn

d−→ FX .

Resulta conveniente aclarar que las variables aleatorias en la definición
anterior no necesitan estar definidas en el mismo espacio de probabilidad,
aunque usualmente se considera que śı.

En el último caṕıtulo utilizamos resultados espećıficos de la convergencia
de variables aleatorias, los cuales enunciamos a continuación.

Lema 1.2.1 (Lema de Slutsky). Si Xn
d−→ X y Yn

P−→ c, donde c es
constante, entonces

XnYn
d−→ cX.

Demostración. Sea c > 0 y δ tal que 0 < δ < c. Como Yn
P−→ c, para

todo ε > 0 ĺım
n→∞

P [|Yn − c| > ε] = 0. Podemos encontrar N tal que, para todo

n ≥ N

P [|Yn − c| > δ] < δ.

Sea x ≥ 0,

P [XnYn ≤ x] = P [XnYn ≤ x, |Yn − c| ≤ δ] + P [XnYn ≤ x, |Yn − c| > δ]

≤ P [XnYn ≤ x, |Yn − c| ≤ δ] + P [|Yn − c| > δ] .

La condición |Yn − c| ≤ δ es equivalente a −δ ≤ Yn − c ≤ δ, aśı
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P [XnYn ≤ x] ≤ P [XnYn ≤ x,−δ ≤ Yn − c ≤ δ] + δ

= P [XnYn ≤ x, c− δ ≤ Yn ≤ c+ δ] + δ

= P
[
Xn ≤

x

Yn
, c− δ ≤ Yn ≤ c+ δ

]
+ δ

≤ P
[
Xn ≤

x

c− δ
, c− δ ≤ Yn ≤ c+ δ

]
+ δ

≤ P
[
Xn ≤

x

c− δ

]
+ δ.

De manera similar

P [XnYn > x] ≤ P [XnYn > x, |Yn − c| ≤ δ] + δ

≤ P
[
Xn >

x
c+δ

]
+ δ.

La última desigualdad implica que

P [XnYn ≤ x] = 1−P [XnYn > x] ≥ 1−P
[
Xn >

x

c+ δ

]
−δ = P

[
Xn ≤

x

c+ δ

]
−δ,

es decir,

P
[
Xn ≤

x

c+ δ

]
− δ ≤ P [XnYn ≤ x] ≤ P

[
Xn ≤

x

c− δ

]
+ δ.

Tomando el ĺımite cuando n→∞ y δ ↓ 0, tenemos

P [XnYn ≤ x] −→ P
[
X ≤ x

c

]
= P [cX ≤ x]

si x/c es un punto de continuidad de la función de distribución de X.

Con un argumento similar para x < 0, podemos concluir XnYn
d−→ cX

si c > 0. Los casos c < 0 y c = 0 son similares.

En la demostración anterior utilizamos el siguiente hecho:

Observación 1.2.1. Sean X variable aleatoria y c constante, entonces x/c
es punto de continuidad de la función de distribución de X si y sólo si x es
punto de continuidad de la función de distribución de cX.
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Demostración. Sean FX y FcX las funciones de distribución de X y cX res-
pectivamente. Consideremos el caso c > 0.

⇒] Si x/c es punto de continuidad de FX , entonces

ĺım
y→x/c

P [X ≤ y] = ĺım
y→x/c

FX(y) = FX(x/c) = P [X ≤ x/c] ,

es decir,

P [cX ≤ x] = ĺım
y→x/c

P [X ≤ y] = ĺım
y→x/c

P [cX ≤ cy] = ĺım
z→x

P [cX ≤ z] .

Por lo tanto x es punto de continuidad de FcX .

⇐] Si x es punto de continuidad de FcX , entonces

ĺım
y→x

P [cX ≤ y] = ĺım
y→x

FcX(y) = FcX(x) = P [cX ≤ x]

es decir,

P [X ≤ x/c] = ĺım
y→x

P [cX ≤ y] = ĺım
y→x

P [X ≤ y/c] = ĺım
z→x/c

P [X ≤ z] .

Por lo tanto x/c es punto de continuidad de FX .

Los casos c > 0 y c = 0 son similares.

Otro resultado útil es el siguiente:

Proposición 1.2.1. Sea c constante, si Xn
d−→ c entonces Xn

P−→ c.

Demostración. La función de distribución de c es

F (x) =

{
0 si x < c
1 si x ≥ c

donde el único punto de discontinuidad es x = c.

Como Xn
d−→ c, FXn(x)→ F (x) para x 6= c.

Sea ε > 0,



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 13

P [|Xn − c| > ε] = 1− P [|Xn − c| ≤ ε]

= 1− P [−ε ≤ Xn − c ≤ ε]

= 1− P [c− ε ≤ Xn ≤ ε+ c]

ya que P [Xn = c− ε] = 0 tenemos que

P [|Xn − c| > ε] = 1− [P [Xn ≤ ε+ c]− P [Xn ≤ c− ε]]

= 1− FXn(ε+ c) + FXn(c− ε)

tomando ĺımite cuando n→∞

ĺım
n→∞

P [|Xn − c| > ε] = 1− ĺım
n→∞

FXn(ε+ c) + ĺım
n→∞

FXn(c− ε)

= 1− F (ε+ c) + F (c− ε)

= 1− 1 + 0

= 0.

Por lo tanto Xn
P−→ c.

Hasta el momento nos hemos referido a la convergencia de variables
aleatorias X1, X2, ..., sin embargo, en el último caṕıtulo será muy útil tener
información respecto a la convergencia de f(X1), f(X2), ..., para f continua
cuando Xn

c.s−→ X.

Proposición 1.2.2. Sea f una función continua.

a) Si Xn
c.s−→ X, entonces f(Xn)

c.s−→ f(X).

b) Si Xn
P−→ X, entonces f(Xn)

P−→ f(X).

Demostración. 3

a) Sea

D =
{
ω ∈ Ω : ĺım

n→∞
Xn(ω) = X(ω)

}
3Demostración tomada de ’Probability essentials’, [6].
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Como Xn
c.s−→ X, P [D] = 1.

Por hipótesis f es continua, si ω ∈ D, entonces

ĺım
n→∞

f(Xn(ω)) = f
(

ĺım
n→∞

Xn(ω)
)

= f(X(ω))

y esto se cumple ∀ω ∈ D, es decir

P
{
ω ∈ Ω : ĺım

n→∞
f(Xn(ω)) = f(X(ω))

}
= 1

b) Sea ε > 0. Observemosque para cada K > 0

{|f(Xn)− f(X)| > ε} = {|f(Xn)− f(X)| > ε, |X| ≤ K}∪

{|f(Xn)− f(X)| > ε, |X| > K}

⊂ {|f(Xn)− f(X)| > ε, |X| ≤ K}∪

{|X| > K} .

Como f es continua, es uniformemente continua en el intervalo [−K,K],
por lo tanto existe δ > 0 tal que

|f(x)− f(y)| ≤ ε si |x− y| < δ con x, y ∈ [−K,K].

Lo anterior significa que

{|f(Xn)− f(X)| > ε, |X| ≤ K} ⊂ {|Xn −X| > δ, |X| ≤ K}

⊂ {|Xn −X| > δ} .

Entonces,

P [|f(Xn)− f(X)| > ε] ≤ P [|Xn −X| > δ] + P [|X| > K] .

Veamos que

0 = P

[
∞⋂
K=1

{|X| > K}

]
= P

[
ĺım
K→∞

|X| > K
]

= ĺım
K→∞

P [|X| > K] .

Ahora, para γ > 0 elegimos K tal que P [|X| > K] < γ. Cuando K
está fijo obtenemos δ de la expresión

{|f(Xn)− f(X)| > ε} ⊂ {|Xn −X| > δ} ∪ {|X| > K} .
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Por lo tanto

ĺım
n→∞

P [|f(Xn)− f(X)| > ε] ≤ ĺım
n→∞

P [|Xn −X| > δ] + γ = γ,

y como γ fue arbitrario

ĺım
n→∞

P [|f(Xn)− f(X)| > ε] = 0.

Para finalizar esta sección, enunciemos dos teoremas importantes.

Teorema 1.2.2 (Teorema central del ĺımite). 4 Sea X1, X2, ... una sucesión
de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, tales que
E[Xi] = µ y V ar(Xi) = σ2 <∞. Entonces

1√
nσ

(
n∑
i=1

Xi − nµ

)
d−→ N(0, 1).

Teorema 1.2.3 (Ley fuerte de los grandes números). 5 Sean X1, X2, ... una
sucesión de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas,
tales que E[Xi] = µ. Entonces

1

n

n∑
i=1

Xi
c.s−→ µ.

1.3. Intercambiabilidad

En esta sección introducimos las ideas necesarias para relacionar inde-
pendencia condicional con el concepto de intercambialidad, a partir del cual
damos justificación al modelo bayesiano que desarrollamos en el siguiente
caṕıtulo.6

4Para la demostración consultar [1], [2], [4].
5Para la demostración consultar [1], [2], [4].
6Sobre este tema ver [7].
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Definición 7. Las variables aleatorias {Xi, 1 ≤ i ≤ n} son llamadas inter-
cambiables si la distribución conjunta es invariante bajo permutaciones, es
decir

{X1, ..., Xn}
d
=
{
Xτ(1), ..., Xτ(n)

}
para toda τ permutación de {1, ..., n}.

Se dice que las variables aleatorias {Xi, n ≥ 1} son intercambiables si
cualquier subconjunto finito de ellas es intercambiable.

Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad y G una sub-σ-álgebra de F .
Para A, B ∈ F se define la probabilidad condicional de un evento A dado G
como

P [A|G] = E[IA|G],

la cual es una función G-medible en Ω y satisface∫
G

P [A|G] dP =

∫
G

IAdP = P [AG] G ∈ G.

La probabilidad condicional de un evento A dado un evento B, cuando
P [B] > 0, se define como

P [A|B] = E[IA|σ (IB)] =
1

P [B]

∫
B

IAdP =
P [AB]

P [B]
.

Definición 8. Sean F , G σ-álgebras de eventos. Una medida de probabilidad
condicional en F dado G es una función P [A, ω] definida para A ∈ F y
ω ∈ Ω tal que

i. para cada ω ∈ Ω, P [·, ω] es una medida de probabilidad en F ,

ii. para cada A ∈ F , P [A, ·] es una función G-medible en Ω que coincide con
la probabilidad condicional de A dado G, es decir, P [A, ω] = P [A|G] (ω),
casi seguramente.

Observemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.3.1. Sea (X1, X2) un vector aleatorio absolutamente continuo en
el espacio de probabilidad (R2, σ(X1, X2),P), es decir que para alguna función
de Borel f

F (x1, x2) =

∫ x2

−∞

∫ x1

−∞
f(s, t)dsdt (x1, x2) ∈ R2
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donde F representa la distribución conjunta de (X1, X2).

Sea F = σ(X1, X2), G = σ(X2) = {R×B : B ∈ B}, y para (x1, x2) ∈ R2

definimos

f1(x1) =
∫∞
−∞ f(x1, t)dt, f2(x2) =

∫∞
−∞ f(s, x2)ds y

f1(x1|x2) =


f(x1, x2)/f2(x2) si f2(x2) > 0

f1(x1) si f2(x2) = 0

Ahora, para B ∈ F y x = (x1, x2) ∈ R2 definimos

P [B, x] =

∫
[s:(s,x2)∈B]

f1(s|x2)ds

entonces para cada x ∈ R2, P [B, x] es una medida de probabilidad en F y
para cada B ∈ F , P [B, x] es una función de Borel en x2 y es σ(X2)-medible.
Además, para B ∈ F y A2 = R×B2 ∈ σ(X2)

∫
A2

P [B, x]dP =
∫
B2

∫∞
−∞ P [(B, (s, t)] f(s, t)dsdt

=
∫
B2

∫∞
−∞

[∫
[u:(u,t)∈B]

f1(u|t)du
]
f(s, t)dsdt

=
∫
B2

∫
[u:(u,t)∈B]

f1(u|t)f2(t)dudt

=
∫
B2

∫
[u:(u,t)∈B]

f(u, t)dudt

=
∫
B2

∫∞
−∞ IBf(u, t)dudt

= P [BA2] .

De acuerdo con la definición de probabilidad condicional de un evento
dada una sub-σ-álgebra, P [B, x] = P [B|σ(X2)] (x) c.s. para cada B ∈ F .

A f1(x1|x2) se le denomina la función de densidad condicional de X1 dado
X2 = x2.
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La siguiente definición ayuda a establecer la relación entre intercambia-
bilidad e independencia condicional para variables aleatorias idénticamente
distribuidas.

Definición 9. Sea G una σ-álgebra de eventos y {Gn, n ≥ 1} una sucesión de
clases de eventos. La sucesión {Gn, n ≥ 1} es condicionalmente independiente
dada G si para cualquier elección de Am ∈ Gkm, donde ki 6= kj para i 6= j,
m = 1, 2, ..., n y n = 2, 3, ...,

P [A1A2...An|G] =
n∏
i=1

P [Ai|G] , c.s.

Aśı, una sucesión de variables aleatorias {Xn, n ≥ 1} es llamada condi-
cionalmente independiente dada G si la sucesión de clases de eventos Gn tal
que Gn = σ(Xn) para n ≥ 1, es condicionalmente independiente dada G.

Observación 1.3.1. Las variables aleatorias X1, ..., Xn en (Ω,F ,P) son
condicionalmente independientes dada una σ-álgebra de eventos G, si y sólo
si para todo (x1, ..., xn) ∈ Rn

P

[
n⋂
i=1

[Xi < xi]

∣∣∣∣∣G
]

=
n∏
i=1

P [Xi < xi|G] , c.s.

Supongamos que {Xi}∞i=1 son variables aleatorias condicionalmente inde-
pendientes dada σ(Θ), con función de densidad f(x|θ) dado Θ = θ y que
Θ tiene función de distribución ΠΘ. Entonces la distribución conjunta de
cualquier subvector (Xi1 , ..., Xin) es

fXi1
,...,Xin

(x1, ..., xn) =

∫ n∏
i=1

f(xi|θ)dΠΘ.

Si ΠΘ tiene función de densidad πΘ la expresión se veŕıa de la forma

fXi1
,...,Xin

(x1, ..., xn) =

∫ n∏
i=1

f(xi|θ)πΘ(θ)dθ.

En ambos casos, la distribución conjunta de (Xi1 , ..., Xin) no depende del
orden de i1, ..., in. Obsevemos aśı, que la condición de independencia condi-
cional e idéntica disitribución implica intercambiabilidad (en el caso finito).

En general se tiene el siguiente resultado
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Teorema 1.3.1. Las variables aletorias {Xn}∞n=1 en (Ω,F ,P) son intercam-
biables, si y solo si, son condicionalmente independietes e idénticamente dis-
tribúıdas dada alguna σ-álgebra de eventos G.

Enunciemos el siguiente resultado.

Teorema 1.3.2 (Teorema de de Finetti). Si {Xn, n ≥ 1} son variables
aleatorias intercambiables, entonces existe una σ-álgebra de eventos G tal
que para todo m ≥ 1

P [X1 < x1, ..., Xm < xm] =

∫ m∏
j=1

P [X1 < xj|G] dP (1.2)

En el caso de modelos parámetricos, si consideramos variables aleatorias
X1, X2, ... condicionalmente independientes e idénticamente distribuidas da-
da la σ-álgebra generada por el parámetro, lo que el Teorema anterior asegura
es que P [X1 < x1, ..., Xm < xm] puede verse como la integral del producto de
las distribuciones condicionales de cada Xi dado que el parámetro toma un
valor, respecto a una cierta medida. En estad́ıstica bayesiana esta medida es
denominada distribución inicial o distribución a priori.

1.4. Análisis bayesiano

El análisis bayesiano representa la combinación entre la información que
la muestra aleatoria (X) nos proporciona y la información a priori (π(θ)), en
la llamada distribución posterior π(θ | X), sobre la cual son realizadas todas
las inferencias.

Una manera usual de simplificar los cálculos en la inferencia estad́ıstica es
plantear un modelo que describa el comportamiento de un fenómeno espećıfi-
co. Para simplificar este procedimiento, consideramos modelos paramétricos.
En un enfoque bayesiano, los parámetros de este modelo se consideran varia-
bles aleatorias. Una ventaja de este enfoque es que si tenemos información
respecto al fenómeno de investigación, puede ser incorporada al modelo me-
diante la distribución inicial de los parámetros.

Cuando no se cuenta con información previa acerca del fenómeno de estu-
dio, surge la discusión del por qué utilizar un enfoque bayesiano y en base a
qué elegir la distribución inicial. Surgen aśı, las denominadas distribuciones
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iniciales no informativas. Estas distribuciones se obtienen a partir de la mues-
tra aleatoria, ya que es la única información a la que se tiene acceso.

Existen diversos tipos de distribuciones iniciales no informativas, de acuer-
do con la técnica empleada para obtenerlas. Como ejemplo podemos men-
cionar: Inicial de Laplace, inicial invariante, inicial de Jeffreys.7

Al momento de extraer una muestra aleatoria de la población que estamos
estudiando, adquirimos cierta información, misma que se verá reflejada en la
distribución posterior de los parámetros. Es decir, proponemos un modelo
parámetrico con una distribución inicial de Θ, y cuando adquirimos informa-
ción mediante una muestra, actualizamos dicho modelo al considerar ahora
que nuestro parámetro tiene la distribución condicional π(θ|X).

Si la distribución inicial propuesta no puede ser completamente determi-
nada por la información que tenemos entonces contendrá información que
arbitrariamente suponemos cierta. Es importante evaluar la influencia de la
parte arbitraria, en cantidades posteriores, y verificar que ésta no tenga una
influencia predominante. A este proceso de evaluación lo llamamos análisis
de sensibilidad.

Expuesto lo anterior, determinemos cómo calcular la distribución poste-
rior.

Teorema 1.4.1 (Teorema de Bayes). La distribución posterior de Θ|X se
puede obtener como

π(θ|x) =
f(x|θ)π(θ)∫
f(x|θ)π(θ)dθ

∝ f(x|θ)π(θ).

Demostración.
π(θ|x)f(x) = f(x, θ) = f(x|θ)π(θ)

es decir
π(θ|x)f(x) = f(x|θ)π(θ)

si f(x) 6= 0

π(θ|x) =
f(x|θ)π(θ)

f(x)

además

f(x) =

∫
f(x, θ)dθ =

∫
f(x|θ)π(θ)dθ

7Ver [8].



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 21

aśı,

π(θ|x) =
f(x|θ)π(θ)∫
f(x|θ)π(θ)dθ

.

Observemos que la información necesaria para obtener π(θ|x) la tenemos con
f(x|θ)π(θ), además

∫
f(x|θ)π(θ)dθ es la constante de normalización, que hace

que
∫
π(θ|x)dθ = 1. Por lo tanto

π(θ|x) =
f(x|θ)π(θ)∫
f(x|θ)π(θ)dθ

∝ f(x|θ)π(θ).

Ejemplo 1.4.1. Sea X ∼ N(θ, σ2), donde θ es desconocida, pero σ2 es
conocida. Si la distribución a priori de θ es una densidad N(µ, τ 2), donde µ
y τ 2 son conocidas. Entonces la función de densidad conjunta de (X, θ) es

h(x; θ) = π(θ)f(x|θ) = (2πστ)−1 exp

{
−1

2

[
(θ − µ)2

τ 2
+

(x− θ)2

σ2

]}
.

Para encontrar la función de densidad marginal de X se integra h(x; θ) con
respecto a θ

f(x) =
∫∞
−∞(2πστ)−1 exp

{
−1

2

[
(θ − µ)2

τ 2
+

(x− θ)2

σ2

]}
dθ

= (2πστ)−1
∫∞
−∞ exp

{
−1

2

[
θ2 − 2θµ− µ2

τ 2
+
x2 − 2θx+ x2

σ2

]}
dθ

= (2πστ)−1
∫∞
−∞ exp

{
−1

2

[
θ2

(
1

τ 2
+

1

σ2

)
− 2θ

( µ
τ 2

+
x

σ2

)]}

× exp

{
−1

2

(
µ2

τ 2
+
x2

σ2

)}
dθ

= (2πστ)−1 exp

{
−1

2

(
µ2

τ 2
+
x2

σ2

)}

×
∫∞
−∞ exp

{
−1

2

(
τ 2 + σ2

τ 2σ2

)[
θ2 − 2θ

( µ
τ 2

+
x

σ2

)( τ 2σ2

τ 2 + σ2

)]}
dθ
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= (2πστ)−1 exp

{
−1

2

(
µ2

τ 2
+
x2

σ2

)}

×
∫∞
−∞ exp

{
−1

2

[
τ 2 + σ2

τ 2σ2

(
θ −

( µ
τ 2

+
x

σ2

) τ 2σ2

τ 2 + σ2

)2
]}

× exp

{
1

2

[( µ
τ 2

+
x

σ2

)2 τ 2σ2

τ 2 + σ2

]}
dθ

=
1

2πστ
exp

{
−1

2

(
µ2

τ 2
+
x2

σ2

)
+

1

2

( µ
τ 2

+
x

σ2

)2 τ 2σ2

τ 2 + σ2

}√
τ 2σ2

τ 2 + σ2

√
2π

=
1√

2π
√
τ 2 + σ2

exp

{
1

2

[
τ 2σ2

τ 2 + σ2

( µ
τ 2

+
x

σ2

)2

− τ 2 + σ2

τ 2 + σ2

(
µ2

τ 2
+
x2

σ2

)]}

= exp

{
1

2(τ 2 + σ2)

[
τ 2σ2

( µ
τ 2

+
x

σ2

)2

− (τ 2 + σ2)

(
µ2

τ 2
+
x2

σ2

)]}

× 1√
2π
√
τ 2 + σ2

= exp

{
1

2(τ 2 + σ2)

[
τ 2σ2

(
µ2

τ 4
+

2µx

τ 2σ2
+
x2

σ4

)
−
(
τ 2µ2

τ 2
+
τ 2x2

σ2
+
µ2σ2

τ 2
+
σ2x2

σ2

)]}

× 1√
2π
√
τ 2 + σ2

=
1√

2π
√
τ 2 + σ2

exp

{
− 1

2(τ 2 + σ2)
(µ− x)2

}

es decir X ∼ N(µ, τ 2 + σ2).

1.4.1. Familias conjugadas

Para realizar predicciones o actualizar nuestro modelo posterior a la toma
de una muestra, realizamos inferencia sobre la distribución posterior del
parámetro en cuestión, al calcular de manera exacta dicha distribución nos
encontramos con integrales de la forma:



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 23

∫
Θ

g(θ)f(x|θ)π(θ)dθ

que en muchas ocasiones no pueden calcularse de manera directa y es nece-
sario emplear métodos de aproximación, como son la integración numérica
o los métodos de Monte Carlo. Nuestro análisis se centrará en una familia
particular de distribuciones, con la cual el cálculo de la distribución posterior
no tiene mayor complicación.

Definición 10. Una familia F de distribuciones de probabilidad para Θ es
llamada conjugada (o cerrada bajo muestreo) para una función de verosimi-
litud f(x|θ) si, para toda π ∈ F , la distribución posterior π(θ|x) también
pertenece a F . Es decir, si

π ∈ F

entonces

π(θ|x) =
f(x|θ)π(θ)∫
f(x|θ)π(θ)dθ

∈ F .

Ejemplo 1.4.2. Consideremos como distribución inicial una Normal con
parámetros conocidos µ y τ 2. Comprobemos que esta familia es conjugada
para la función de verosimilitud

1√
2πσ2

exp

{
−(x− θ)2

2σ2

}
IR(x)

donde σ2 es conocida y θ es desconocida.

π(θ|x) =
f(X|θ)π(θ)∫
f(X|θ)π(θ)dθ

∝ f(X|θ)π(θ)

= (2πστ)−1 exp

{
−1

2

[
(θ − µ)2

τ 2
+

(x− θ)2

σ2

]}

∝ exp

{
−1

2

[
θ2 − 2µθ + µ2

τ 2
+
x2 − 2xθ + θ2

σ2

]}
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= exp

{
−1

2

[
σ2θ2 − 2σ2µθ + σ2µ2 + τ 2x2 − 2τ 2xθ + τ 2θ2

τ 2σ2

]}

∝ exp

{
−1

2

[
θ2(σ2 + τ 2)− 2θ(σ2µ+ τ 2x)

τ 2σ2

]}

∝ exp

{
−1

2

[
θ2 − 2θ((σ2µ+ τ 2x)/(σ2 + τ 2)) + ((σ2µ+ τ 2x)/(σ2 + τ 2))2

τ 2σ2/(σ2 + τ 2)

]}

= exp

−
1

2


(
θ − σ2µ+ τ 2x

σ2 + τ 2

)2

τ 2σ2/(σ2 + τ 2)




∝ N

(
σ2µ+ τ 2x

σ2 + τ 2
,
τ 2σ2

σ2 + τ 2

)
·

Es decir, la distribución N(µ, τ 2) es conjugada para la función de ve-
rosimilitud N(θ, σ2). Y la distribución posterior resulta ser Normal(µ′, τ ′2)
donde

µ′ = σ2µ+τ2x
σ2+τ2 y τ ′2 = τ2σ2

σ2+τ2 .

Elegir una distribución inicial, tal que el modelo resulte conjugado, puede
justificarse con la siguiente idea. Si suponemos una distribución inicial π(·)
del parámetro Θ, al obtener una muestra y calcular la distribución posterior,
esperamos que la estructura del parámetro no se modifique por completo.
Con un modelo conjugado, la estructura del parámetro posterior a obtener
una muestra, conserva la misma ley de probabilidad con alguna modificación
en los parámetros.

1.4.2. Teoŕıa de decisión

Cuando debemos realizar una acción, surge la interrogante de cuál es la
mejor. En este tipo de problemas es necesario un proceso lógico de decisión
que nos permita evaluar las consecuencias de la misma.

Un problema de decisión Bayesiano está compuesto por los siguientes
elementos:
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Distribución inicial de los parámetros, π(θ) θ ∈ Ω.

Distribución de muestreo o modelo, f(·|θ) con soporte en X.

Conjunto de acciones potenciales del cual tendremos que escoger, A.
(a ∈ A es una acción).

Conjunto de posibles decisiones, d ∈ D; d : X→ A.

Función de pérdida, l(θ, d) : Ω×D → R+

En el contexto estad́ıstico, las acciones y decisiones son consideradas iguales
(d(x) = a).

La función de pérdida puede ser interpretada como el costo que implica
elegir la acción a cuando el parámetro toma el valor θ. En el contexto de
estimación puntual es el costo por utilizar d para estimar θ, en este caso, el
proceso de decisión d toma la interpretación de estimador de θ.

Definición 11 (Riesgo frecuentista). El riesgo frecuentista es la media de la
función de pérdida dado un valor de θ, es decir,

R(θ, d) = Eθ[l(θ, d(x))] =

∫
X
l(θ, d(x))f(x|θ)dx

donde d(x) denota la regla de decisión para x ∼ f(x|θ).

Con esta definición no podemos comparar qué decisión implica un riesgo
mayor, ya que depende del valor que tome θ. Alternativamente podemos
considerar la siguiente definición.

Definición 12 (Riesgo integrado). El riesgo integrado se define como

r(π, d) = Eπ[R(θ, d)] =

∫
Ω

R(θ, d)π(θ)dθ.

Está nueva definición asigna un número real a cada decisión, lo que nos
permitirá comparar acciones (decisiones).

El enfoque bayesiano de teoŕıa de desición se basa en la pérdida poste-
rior esperada definida de la siguiente manera

ρ(π, d|x) = Eπ[l(θ, d)|x] =

∫
Ω

l(θ, d)π(θ|x)dθ.

Podemos observar que es una función de la muestra. Tenemos entonces
dos posibles problemas:
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* Dado X = x, elegir la acción con menor riesgo, es decir, escoger d que
minimice la pérdida posterior esperada, ρ(π, d|x), ó

* En la etapa de planeación, elegir un d(X) que minimice r(π, d)

Mediante el siguiente resultado, observemos que ambos problemas tienen
la misma solución

r(π, d) =
∫

Ω
R(θ, d)π(θ)dθ

=
∫

Ω

[∫
X l(θ, d)f(x|θ)dx

]
π(θ)dθ

=
∫

X

∫
Ω
l(θ, d)f(x|θ)π(θ)dθdx

=
∫

X

[∫
Ω
l(θ, d)π(θ|x)dθ

]
f(x)dx

=
∫

X ρ(π, d|x)f(x)dx.

Aśı que un estimador que minimice r(π, d) se puede obtener seleccionan-
do, para cada x ∈ X, el valor que minimice la pérdida posterior esperada
ρ(π, d|x), ya que

r(π, d) =

∫
X
ρ(π, d|x)f(x)dx.

Observación 1.4.1. Dada una función de pérdida existe una función de
utilidad asociada

l(θ, d) = −U(θ, d)

Si en lugar de trabajar con una función de pérdida trabajamos con una
función de utlilidad, nuestro objetivo será maximizar el beneficio posterior
esperado. ∫

X

∫
Ω

U(θ, d)π(θ|x)dθf(x)dx.



Caṕıtulo 2

Un enfoque bayesiano para
determinar el número de
usuarios subsecuentes de un
nuevo tratamiento médico

En el área de la salud es usual encontrarse con situaciones en las cuales,
por diversas razones, debe considerarse la opción de implementar un nuevo
tratamiento. Antes de tomar esta decisión es necesario evaluar su eficiencia
y verificar que exista una diferencia significativa en comparación con el tra-
tamiento existente.

En este caṕıtulo describimos un modelo para determinar el número de
usuarios subsecuentes de un nuevo tratamiento médico, utilizando un en-
foque bayesiano. Este modelo está desarrollado en el art́ıculo de Hamid
Pezeshk y John Gittins titulado ’Bayesian approach to determine the number
of subsequent users of a new treatment’[11].

Para ello requerimos realizar una prueba cĺınica que nos proporcione in-
formación respecto al beneficio que se obtendrá si se decide implementar el
nuevo tratamiento.

Una cuestión importante en la planeación de una prueba para un nue-
vo tratamiento es el tamaño de la misma, es decir, cuántos usuarios tanto
del tratamiento existente como del nuevo serán observados. Deseamos que
el tamaño óptimo de la prueba implique el menor costo posible y a la vez
podamos obtener la mayor cantidad de información.

27
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En este trabajo consideramos la teoŕıa de decisión, basada en una función
de utilidad, para determinar el tamaño de una prueba en la que el número
de usuarios subsecuentes del nuevo tratamiento bajo investigación, y por lo
tanto el beneficio total resultante de la prueba, depende de la evidencia pro-
porcionada por la misma.

La información de cada individuo que la prueba nos proporcione la lla-
maremos resultado cĺınico. El modelo considera que cada resultado es inde-
pendiente del obtenido por cualquier otro individuo y del tratamiento que se
esté utilizando.

Denotamos con Xi al resultado cĺınico, en una escala apropiada, del pa-
ciente i utilizando el nuevo tratamiento y con Yj el resultado del paciente j
utilizando el tratamiento actual. Suponemos que

Xi ∼ N(θ + δ, η2) y Yj ∼ N(θ, η2)

y que todos los resultados son independientes.

Sabemos que

X̄n =
(
∑n

i=1Xi)

n
∼ N(θ + δ, η2/n) y Ȳm =

(
∑m

i=1 Yi)

m
∼ N(θ, η2/m).

Suponiendo que los dos grupos tienen el mismo tamaño de muestra, n = m
definimos Z̄n = X̄n− Ȳn de esta forma se tiene que Z̄n ∼ N(δ, 2η2/n), donde
σ2 = 2η2 se supone conocida por experiencia previa y δ es desconocida.

De acuerdo con nuestra hipótesis de Normalidad con varianza conocida,
Z̄n = X̄n − Ȳn es una estad́ıstica suficiente para el parámetro δ.

Proponemos como distribución inicial de δ una N(µ, τ 2), con µ y τ 2 cono-
cidas. La elección de esta densidad a priori se hace con la finalidad de obtener
un modelo conjugado. Nuestra pretención es inferir sobre los resultados pos-
teriores a la obtención de una muestra y al conocer la distribución posterior
de los parámetros, este proceso se simplifica considerablemente.
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2.1. Número de usuarios subsecuentes de un

nuevo tratamiento

El objetivo principal de este análisis es calcular la función de distribu-
ción del número de usuarios subsecuentes de un nuevo tratamiento, el cual
suponemos función de Z̄n y lo denotamos como m(Z̄n) o simplemente como
m.

Para que usuarios potenciales acepten un nuevo tratamiento, es nece-
sario que al comparar el desarrollo de éste con el del tratamiento en curso,
exista una mejora significativa.1. En el modelo esta evidencia se ve reflejada
en δ, que es la diferencia de medias entre los resultados cĺınicos de ambos
tratamientos.

Otro aspecto que los usuarios consideran importante es el costo que ten-
drá el nuevo tratamiento, y cómo se compara con el costo del tratamiento en
curso, debemos entonces tomar en cuenta dicho aspecto. Sea

∆C = costo esperado del nuevo tratamiento - costo esperado del
tratamiento en curso.

Como primer caso, supongamos ∆C = 0. Por simplicidad, la relación que
consideraremos entre m el número de usuarios subsecuentes y δ, será la que
se muestra en la figura 2.1. Donde M es el número total esperado de usua-
rios cuando ∆C = 0 y existe una diferencia significativa entre el desarrollo
de ambos tratamientos. La figura 2.1 implica que si la magnitud de mejoŕıa
es menor que un cierto valor A, entonces nadie cambia al nuevo tratamiento;
si está ente A y B, algunos pacientes cambian al nuevo tratamiento; y si es
mayor que B, todos cambian al nuevo tratamiento.

Ahora suponemos ∆C > 0. La pendiente cambia como se muestra en
la figura 2.2. Para algunas personas un incremento en el costo no implica
diferencia alguna en su elección , aśı que A no cambia. Para algunos otros
el costo extra es prohibitivo, entonces el número esperado de usuarios sub-
secuentes M decrece. Y como algunos consideran que el costo extra significa
que la mejoŕıa debe ser aparentemente mayor que cuando ∆C = 0, entonces
B aumenta.

Finalmente, suponemos que ∆C < 0. La pendiente se muestra en la figu-
ra 2.3. Comparado con el caso ∆C = 0, observamos que B no cambia, M

1How large should a clinical trial be? [12].
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Figura 2.1: ∆C = 0.

Figura 2.2: ∆C > 0.
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Figura 2.3: ∆C < 0.

aumenta y porque ahora algunos pacientes, monetariamiente, tendrán acceso
al nuevo tratamiento, A decrece (A podŕıa ser negativa).

Con lo anterior estamos considerando que la magnitud de la mejora resul-
tante al cambiar al nuevo tratamiento es conocida. En el caso que nosotros
manejamos no contamos con esta información, aśı que la relación entre m y
Z̄n estará dada en términos de la esperanza y la varianza de la distribución
posterior de δ. Esto corresponde a suponer que los individuos cambian, por
voluntad, al nuevo tratamiento en virtud de que la probabilidad de que la
diferencia entre los dos tratamientos exceda un ĺımite personal, sea mayor o
igual que cierto valor mı́nimo.

El número de usuarios subsecuentes del nuevo tratamiento no será grande,
a menos que este tratamiento sea, en el sentido estad́ıstico y cĺınico, signi-
ficativamente mejor que el existente.

Finalmente, suponemos que el número de usuarios subsecuentes del nue-
vo tratamiento depende de µ′(z̄n) y τ ′ (media y desviación estándar de la
distribución posterior de δ) como se muestra en la figura 2.4.

En términos algebráicos, la función es

m(z̄n) =


0 µ′(z̄n) < A+ 1.5τ ′

M
B−A [µ′(z̄n)− A− 1.5τ ′] A+ 1.5τ ′ < µ′(z̄n) < B + 1.5τ ′

M B + 1.5τ ′ < µ′(z̄n)
(2.1)
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Figura 2.4: Número de usuarios subsecuentes.

Esta función nos indica que si la magnitud de la mejora esperada al cam-
biar al nuevo tratamiento, dada la muestra, es inferior a A+ 1.5τ ′, entonces
nadie cambia al nuevo tratamiento; si se encuentra entre A+1.5τ ′ y B+1.5τ ′,
algunos pacientes cambian y si es superior a B + 1.5τ ′, entonces todos los
pacientes cambian al nuevo tratamiento.

Es decir, que cada individuo tiene un umbral de diferencia a y cambiará al
nuevo tratamiento, siempre que la probabilidad de que la diferencia entre los
dos tratamientos supere ese umbral sea de al menos 0.93.

Lo anterior está basado en que la probabilidad de que una variable aleato-
ria con distribución Normal estándar sea menor que 1.5 es 0.93, entonces la
probabilidad de que la diferencia entre ambos tratamientos dada la muestra
sea mayor que µ′ − 1.5τ ′ es al menos 0.93.

Observemos que
P [N(0, 1) > a] = 0.93

implica a = −1.5. Aśı que,

0.93 = P
[
δ − µ′

τ ′
> −1.5

∣∣∣∣X]
= P [δ − µ′ > −1.5τ ′|X]

= P [(δ > µ′ − 1.5τ ′|X]

e inicialmente consideramos A cota inferior para δ. Si A < µ′ − 1.5τ ′,
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entonces
P [A < δ|X] ≥ 0.93.

Bajo el mismo argumento si µ′ − 1.5τ ′ < B, entonces

P [δ > B|X] ≤ 0.93,

o equivalentemente
P [δ ≤ B|X] ≥ 0.07.

2.2. Tamaño óptimo de la muestra para una

prueba cĺınica

Realizar pruebas cĺınicas para determinar si un tratamiento cumple con
los requerimientos mı́nimos para ser implementado genera un gasto. Suena
lógico pensar que entre mayor sea el tamaño de la muestra para dicha prueba
mayor será el costo de la misma, sin embargo, obtendŕıamos más información
que con una muestra más pequeña.

En esta sección determinamos el tamaño de la muestra para la prueba
que nos proporciona la mayor cantidad de información al menor costo. La
herramienta que empleamos en este proceso es la teoŕıa de decisión.

Con n pacientes en cada tratamiento, la función objetivo (o beneficio neto
esperado) estará definida por

r(n) = beneficio total esperado del cambio de pacientes al nuevo
tratamiento − costo de la prueba.

Para modelar el beneficio por paciente se puede considerar una función
lineal de δ. Nosotros nos restringimos al caso donde el beneficio por paciente
es una constante b independiente de δ. De esta forma el beneficio tiene una
relación con el número de pacientes utilizando el nuevo tratamiento, pero no
con la evolución o desarrollo del mismo.

Sea cn + d el costo por realizar una prueba con n pacientes en cada
tratamiento si n > 0 y 0 si n = 0. De esta manera d es un costo inicial,
independiente de n. Podemos proceder a calcular el óptimo de la prueba n∗
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considerando d = 0. La prueba puede ser realizada sólo si r(n∗) > 0, donde
r(n∗) ahora incluye el costo inicial. Para simplificar nuestra discusión, vamos
a suponer a partir de ahora que d = 0. La función objetivo puede ser escrita
como

r(n) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

m(z̄n)bΠn(δ|z̄n)dδf(z̄n)dz̄n − cn (2.2)

donde Πn(δ|z̄n) es la distribución posterior del parámetro desconocido δ
dado z̄n. En este caso es N(µ′(z̄n), τ ′2), donde

µ′(z̄n) =
σ2µ+ nτ 2z̄n
σ2 + nτ 2

y τ ′2 =
σ2τ 2

σ2 + nτ 2
.

Resolviendo la integral con respecto a δ en la ecuación (2.2) tenemos que

r(n) =

∫ ∞
−∞

m(z̄n)bf(z̄n)dz̄n − cn

y f(z̄n) es la densidad a priori de Z̄n.

Sabemos que Z̄n ∼ N(µ, τ 2 + σ2/n) de acuerdo a lo expuesto en los pre-
liminares.

Siguiendo el desarrollo del art́ıculo de Gittins y Pezeshk[12] encontramos
el tamaño óptimo de la prueba que maximiza el beneficio total esperado.

Como su nombre lo indica, el beneficio total esperado está determinado
para una muestra de tamaño n, pero conviene expresar el problema en térmi-
nos de variables escaladas, pues de esta manera, obtendŕıamos el beneficio
esperado de manera individual R(n) = r(n)/Mb y el costo C = c/Mb por
realizar la prueba a cada individuo.
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R(n) =
r(n)

Mb

=
∫∞
−∞

m
M
f(z̄n)dz̄n −

cn

Mb

= 0 +
∫ H2(B,n)

H1(A,n)
M

(B−A)M
(µ′(z̄n)− A− 1.5τ ′)f(z̄n)dz̄n +

∫∞
H2(B,n)

f(z̄n)dz̄n

−Cn

=
∫ H2(B,n)

H1(A,n)
1

B−A(µ′(z̄n)− A− 1.5τ ′)f(z̄n)dz̄n +
∫∞
H2(B,n)

f(z̄n)dz̄n − Cn

donde H1(A, n) es el valor de z̄n para el cual A + 1.5τ ′ = µ′(z̄n) y H2(B, n)
es valor de z̄n para el cual B + 1.5τ ′ = µ′(z̄n), pero

A+ 1.5τ ′ = µ′(z̄n)

⇔ A+ 1.5τ ′ =
σ2µ+ nτ 2z̄n
σ2 + nτ 2

⇔ (A+ 1.5τ ′)(σ2 + nτ 2)− σ2µ

nτ 2
= z̄n

entonces,

H1(A, n) =
(A+ 1.5τ ′)(σ2 + nτ 2)− σ2µ

nτ 2

H2(B, n) =
(B + 1.5τ ′)(σ2 + nτ 2)− σ2µ

nτ 2

utilicemos el siguiente cambio de variable

u =
z̄n − µ√
σ2/n+ τ 2

de esta forma U ∼ N(0, 1) y reescribimos R(n) de la siguiente manera

R(n) =
1

B − A
∫ h2(B,n)

h1(A,n)

(
σ2µ+ nτ 2(u

√
τ 2 + σ2/n+ µ)

σ2 + nτ 2
− A− 1.5τ ′

)

× 1√
2π

exp

{
−u

2

2

}
du+

∫∞
h2(B,n)

1√
2π

exp

{
−u

2

2

}
du− Cn.
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Observemos que

σ2µ+ nτ 2(u
√
τ 2 + σ2/n+ µ)

σ2 + nτ 2
=
σ2µ+ nτ 2u

√
τ 2 + σ2/n+ nτ 2µ

σ2 + nτ 2

=
µ(σ2 + nτ 2) + nτ 2u

√
τ 2 + σ2/n

σ2 + nτ 2

= µ+
nτ 2u

√
τ 2 + σ2/n

σ2 + nτ 2

= µ+

√
nτ 2u

√
nτ 2 + σ2

σ2 + nτ 2

= µ+ un1/2τ

√
τ 2

σ2 + nτ 2

= µ+ n1/2τ

(
τ 2

σ2 + nτ 2

)1/2

u

= µ+ n1/2τ

(
σ2 + τ 2n

τ 2

)−1/2

u

= µ+ n1/2τ

(
σ2

τ 2
+ n

)−1/2

u.

Además

τ ′ =

√
σ2τ 2

σ2 + nτ 2

= σ

(
σ2 + nτ 2

τ 2

)−1/2

= σ

(
σ2

τ 2
+ n

)−1/2

,
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entonces,

R(n) = 1
B−A

∫ h2(B,n)

h1(A,n)

(
µ+ n1/2τ

(
σ2

τ2 + n
)−1/2

u

)
1√
2π
e−

u2

2 du

− A
B−A

∫ h2(B,n)

h1(A,n)
1√
2π
e−

u2

2 du

−1.5 1
B−Aσ

(
σ2

τ2 + n
)−1/2 ∫ h2(B,n)

h1(A,n)
1√
2π
e−

u2

2 du

+
∫∞
h2(B,n)

1√
2π
e−

u2

2 du− Cn

donde h1(A, n) es el valor de u para el cual z̄n = H1(A, n)

z̄n =
(A+ 1.5τ ′)(σ2 + nτ 2)− σ2µ

nτ 2
.

Lo anterior implica que

u =

(
(A+ 1.5τ ′)(σ2 + nτ 2)− σ2µ

nτ 2
− µ

)
1√

σ2

n
+ τ 2

.

Calculando la diferencia y factorizando obtenemos

u =
(A+ 1.5τ ′) (σ2 + nτ 2)− σ2µ− nτ 2µ

nτ 2

(
n

σ2 + nτ 2

)1/2

=
(A+ 1.5τ ′) (σ2 + nτ 2)− µ(σ2 + nτ 2)

nτ 2

(
n

σ2 + nτ 2

)1/2

=
(A+ 1.5τ ′) (σ2 + nτ 2)1/2 − µ(σ2 + nτ 2)1/2

n1/2τ 2

=
(A+ 1.5τ ′ − µ)

(
σ2+nτ2

τ2

)1/2

n1/2τ

=
(A+ 1.5τ ′ − µ)

(
σ2

τ2 + n
)1/2

n1/2τ
.
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Recordando que

τ ′ = σ

(
σ2 + nτ 2

τ 2

)−1/2

,

conclúımos que

h1(A, n) =
[A+ 1.5σ(σ2/τ 2 + n)1/2 − µ](σ2/τ 2 + n)1/2

n1/2τ

h2(B, n) =
[B + 1.5σ(σ2/τ 2 + n)1/2 − µ](σ2/τ 2 + n)1/2

n1/2τ
.

2.3. Distribución del número de usuarios sub-

secuentes de un nuevo tratamiento

En esta sección, calculamos la función de distribución inicial del número
de usuarios subsecuentes de un nuevo tratamiento. La motivación es que a
partir de esta distribución podemos decidir, respecto a implementar o no el
nuevo tratamiento. Por ejemplo, si la prueba está siendo realizada por una
compañ́ıa farmacéutica, es de vital importancia conocer el número esperado
de usuarios subsecuentes para determinar si se obtentendrá el nivel esperado
de ganancia.

Si la prueba fuera realizada por el sector de salud pública, poseer esta
información les permitiŕıa planificar la producción o distribución del trata-
miento.

En general podremos conocer la demanda esperada, en base a ella de-
cidir si es conveniente implementar el nuevo tratamiento, y en caso de serlo,
diseñar la estrategia óptima para hacerlo.

Ahora estamos listos para demostrar el resultado principal de este trabajo.
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Teorema 2.3.1 (Resultado principal). La función de distribución inicial del
número m de usuarios subsecuentes de un nuevo tratamiento es

Fm(y) =



0 y < 0

Φ
([

y
Mσ

(B − A) + A
σ

+ 1.5(T−2 + n)−1/2 −D
] (T−2+n)1/2

T
√
n

)
0 ≤ y < M

1 M ≤ y,

donde T = τ/σ, D = µ/σ y Φ(x) =
∫ x
−∞(1/

√
2π)e(−1/2)z2dz.

Demostración. Observemos que 0 ≤ y < M si y solo si,

A+ 1.5τ ′ < µ′(z̄n) < B + 1.5τ ′

y el número de usuarios subsecuentes en este intervalo es igual a

M

B − A
[µ′ − A− 1.5τ ′],

entonces podemos escribir

Fm(y) = P [m ≤ y]

= P
[

M

B − A
[µ′(z̄n)− A− 1.5τ ′] ≤ y

]

= P
[
µ′(z̄n)− A− 1.5τ ′ ≤ y

M
(B − A)

]
= P

[
µ′(z̄n) ≤ y

M
(B − A) + A+ 1.5τ ′

]
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= P
[
σ2µ+ nτ 2z̄n
σ2 + nτ 2

≤ y

M
(B − A) + A+ 1.5τ ′

]

= P

z̄n ≤ (σ2+nτ2)

 y
M

(B−A)+A+1.5τ ′

!
−σ2µ

nτ2



= P

 z̄n − µ√
τ 2 +

σ2

n

≤

(σ2 + nτ 2)
( y
M

(B − A) + A+ 1.5τ ′
)
− σ2µ

nτ 2
− µ

 1√
τ 2 +

σ2

n


·

Observemos que

z̄n − µ√
τ 2 +

σ2

n

es una variable aleatoria con distribución Normal de media cero y varianza
uno. Considerando el conjunto al que le estamos calculando su probabilidad
concentrémonos en el lado derecho de la desigualdad

K =

(σ2 + nτ 2)
( y
M

(B − A) + A+ 1.5τ ′
)
− σ2µ

nτ 2
− µ

 1√
τ 2 + σ2

n

=
(σ2 + nτ 2)

( y
M

(B − A) + A+ 1.5τ ′
)
− σ2µ

nτ 2

√
nτ 2 + σ2

n

− µ
√
n√

nτ 2 + σ2

=
(σ2 + nτ 2)

nτ 2

√
n

σ2 + nτ 2

( y
M

(B − A) + A+ 1.5τ ′
)

−µ
(
σ2

nτ 2

√
n

σ2 + nτ 2
+

√
n

σ2 + nτ 2

)
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=

√
σ2 + nτ 2

n

1

τ 2

( y
M

(B − A) + A+ 1.5τ ′
)
− µ

√
n

σ2 + nτ 2

(
σ2

nτ 2
+ 1

)

=

√
σ2 + nτ 2

n

1

τ 2

( y
M

(B − A) + A+ 1.5τ ′
)
− µ

√
n

σ2 + nτ 2

(
σ2 + nτ 2

nτ 2

)

=

√
σ2 + nτ 2

n

1

τ 2

( y
M

(B − A) + A+ 1.5τ ′
)
− µ

√
σ2 + nτ 2

n

1

τ 2

=
( y
M

(B − A) + A+ 1.5τ ′ − µ
)√σ2 + nτ 2

n

1

τ 2

=
( y
M

(B − A) + A+ 1.5τ ′ − µ
) √σ2 + nτ 2

τ

1

τ
√
n

=
( y
M

(B − A) + A+ 1.5τ ′ − µ
) (σ2 + nτ 2

τ 2

)1/2

τ
√
n

como

(
τ 2σ2

σ2 + nτ 2

)1/2

K =
1

σ

[
y

M
(B − A) + A+ 1.5

(
τ 2σ2

σ2 + nτ 2

)1/2

− µ

] σ(σ2 + nτ 2

τ 2

)1/2

τ
√
n

=

[
y

Mσ
(B − A) +

A

σ
+ 1.5

(
σ2 + nτ 2

τ 2

)−1/2

− µ

σ

] σ(σ2 + nτ 2

τ 2

)1/2

τ
√
n

=

[
y

Mσ
(B − A) +

A

σ
+ 1.5

(
σ2

τ 2
+ n

)−1/2

− µ

σ

] (σ2

τ 2
+ n

)1/2

τ

σ

√
n

=

[
y

Mσ
(B − A) +

A

σ
+ 1.5 (T−2 + n)

−1/2 −D
]

(T−2 + n)
1/2

T
√
n
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donde T = τ/σ, D = µ/σ.

Aśı que Fm(y) puede ser escrita como

P

[
Z̄n − µ√
σ2 + nτ 2/n

≤ [(y/Mσ)(B − A) + A/σ + 1.5(T−2 + n)−1/2 −D](T−2 + n)1/2

T
√
n

]
,

por lo tanto,

Fm(y) = Φ

([
y

Mσ
(B − A) +

A

σ
+ 1.5(T−2 + n)−1/2 −D

]
(T−2 + n)1/2

T
√
n

)

para 0 ≤ y < M .

Con base en la distribución anterior, calculemos la función de densidad.
Para ello, observemos que

P [m = 0] = P [µ′(z̄n) < A+ 1.5τ ′]

= P
[
σ2µ+ nτ 2z̄n
σ2 + nτ 2

< A+ 1.5τ ′
]

= P

 z̄n − µ√
τ 2 +

σ2

n

<

(
(A+ 1.5τ ′)(σ2 + nτ 2)− σ2µ

nτ 2
− µ

)
1√

τ 2 +
σ2

n


·

Por los cálculos antes revisados podemos concluir que

P [m = 0] = P

[
Z̄n − µ√
σ2 + nτ 2/n

<

[
A

σ
+ 1.5(T−2 + n)−1/2 −D

]
(T−2 + n)1/2

T
√
n

]

= Φ (h1(A, n))

donde

h1 (A, n) =
[A/σ + 1.5(T−2 + n)−1/2 −D](T−2 + n)1/2

T
√
n
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y de manera similar

P [m = M ] = P

[
Z̄n − µ√
σ2 + nτ 2/n

≥ h2(B, n)

]
= 1− Φ (h2(B, n))

donde

h2 (B, n) =

[
B/σ + 1.5(T−2 + n)−1/2 −D

]
(T−2 + n)1/2

T
√
n

.

En resumen, obtenemos que la función de densidad a priori de m es de la
forma

fm(y) =



P [m = y] = Φ (h1(A, n)) y = 0

φ

([
y

Mσ
(B − A) +

A

σ
+ 1.5(T−2 + n)−1/2 −D

]
(T−2 + n)1/2

T
√
n

)

× B − A
MσT

√
n

(T−2 + n)1/2 0 < y < M

P [m = y] = 1− Φ (h2(B, n)) y = M

donde φ(x) = Φ′(x) =
1√
2π

exp

{
−x

2

2

}
.
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Caṕıtulo 3

Prueba cĺınica

El objetivo de este caṕıtulo es analizar los datos publicados en el “Journal
of the Neurological Sciences, 2005 ” [13], con base en lo desarrollado en el
caṕıtulo anterior.

En este art́ıculo se estudia la administración de interferon beta-1a en el
control de esclerosis múltiple con recáıda-remisión. Los tratamientos que con-
sideramos son dos modalidades de administración.

Tratamientos
Actual Nuevo

Cantidad 30mcg 44mcg subcutáneo
Vı́a intramuscular subcutánea

Periodicidad una vez a la semana tres veces a la semana

De un total de 674 pacientes, 337 recibieron el tratamiento actual y 337
recibieron el tratamiento nuevo. El periodo considerado es lo que en el art́ıcu-
lo denominan fase comparativa, con una duración de 24 semanas. Al final de
dicho periodo la información obtenida fue la siguiente: 329 de los 337 pa-
cientes que recibieron el tratamiento actual continuaron en el estudio, y 330
de 337 pacientes que recibieron el tratamiento nuevo continuaron con el es-
tudio.

Los resultados cĺınicos obtenidos son considerados de la siguiente manera

∗ 1 si el paciente respondió positivamente al tratamiento, es decir, si con-
tinuó en la siguiente etapa.

45
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∗ 0 si respondió negativamente al tratamiento, es decir, si no continuó en la
siguiente etapa.

De esta manera

n∑
i=1

Xi = 330 y
n∑
i=1

Yi = 329.

Definimos los parámetros

p1 = P [responder favorablemente|tratamiento nuevo]

p2 = P [responder favorablemente|tratamiento actual] .

El análisis realizado en el caṕıtulo anterior supone que los resultados
cĺınicos provienen de una muestra de variables aleatorias con función de dis-
tribución Normal, y considera la estad́ıstica Z̄n. En esta prueba cĺınica, los
resultados obtenidos se distribuyen Bernoulli con cierto parámetro p. Pero
no todo está perdido, definimos una nueva estad́ıstica Tn que contiene toda
la información sobre la muestra, y demostramos que dicha estad́ıstica cumple

Tn
d−→ N(δ, σ2/n)

donde δ es desconocida y σ2 es conocida.

Enunciamos este argumento en el siguiente resultado que será demostra-
do posteriormente.

Lema 3.0.1. Sean {Xi}ni=1, {Yi}ni=1 colecciones de variables aleatorias tales
que Xi ∼Bernoulli(p1) y Yi ∼ Bernoulli(p2). Sea

Tn = ln

 1

n

∑n
i=1 Xi

1− 1

n

∑n
i=1Xi

− ln

 1

n

∑n
i=1 Yi

1− 1

n

∑n
i=1 Yi



entonces Tn
d−→ N

(
δ,
σ2

n

)
.

Donde

δ = ln

(
p1

1− p1

)
− ln

(
p2

1− p2

)
y σ2 = 2.
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Notemos que X =
n∑
i=1

Xi ∼ Bin(n, p1). Por el Teorema central del ĺımite,

sabemos que

X − E[X]√
var(X)

d−→ N(0, 1)

o lo que es equivalente

√
n

(
X

n
− p1

)
d−→ N(0, p1(1− p1)). (3.1)

Observación 3.0.1. Sea [a, b] un intervalo tal que X̄n, p1 ∈ [a, b], f una
función continua en [a, b] y diferenciable en (a, b), con f ′ continua y distinta
de cero en p. Si √

n
(
X̄n − p1

) d−→ N(0, p1(1− p1))

entonces
√
n
(
f(X̄n)− f(p1)

) d−→ N(0, p2
1(1− p1)2[f ′(p1)]2).

Demostración. Si X̄n = p1, entonces f(X̄n)− f(p1) seŕıa identica a la cons-
tante cero.

Supongamos X̄n > p1, entonces f es continua en [p1, X̄n] y diferenciable
en (p1, X̄n). Por el teorema del valor medio existe θn ∈ (p1, X̄n) tal que

f ′(θn) =
f(X̄n)− f(p1)

X̄n − p1

o lo que es equivalente

f(X̄n)− f(p1) = f ′(θn)(X̄n − p1) (3.2)

multiplicando ambos lados de la igualdad por
√
n

√
n
[
f(X̄n)− f(p1)

]
=
√
n
[
f ′(θn)(X̄n − p1)

]
. (3.3)

Recordemos que si Sn
P−→ c y g es una función continua, entonces

g(Sn)
P−→ g(c).1

1Proposición 1.2.2.
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Si adicionalmente tenemos que Wn
d−→ W , sabemos que SnWn

d−→ cW .2

Por hipótesis f ′(p1) es continua y por la ley fuerte de los grandes números
podemos asegurar que

X̄n
c.s−→ E[Xi] = p1.

En particular

θn
P−→ p1,

entonces
f ′(θn)

P−→ f ′(p1).

Con lo anterior en mente y por la expresión (3.3), podemos concluir que

√
n
[
f(X̄n)− f(p1)

] d−→ f ′(p1)N(0, p(1− p)),

es decir, √
n
[
f(X̄n)− f(p1)

] d−→ N(0, p(1− p)[f ′(p1)]2).

Si X̄n < p1 ⇒ f es continua en [X̄n, p1] y diferenciable en (X̄n, p1), por el
teorema del valor intermedio existe θ̃n ∈ (X̄n, p1) tal que

f ′(θ̃n)(p1 − X̄n) = f(p1)− f(X̄n)

multiplicando por (−1) ambos lados de la igualdad

f ′(θ̃n)(X̄n − p1) = f(X̄n)− f(p1)

equivalente a la expresión (4.2) y aśı concluye la prueba.

Antes de proceder a la demostración del Lema 3.0.1, hagamos las siguien-
tes aclaraciones. Si

n∑
i=1

Xi = 0

entonces podemos concluir que el tratamiento actual es muy malo y
ningún paciente responde favorablemente, si

n∑
i=1

Xi = n

2Lema 1.2.1.
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el tratamiento seŕıa muy bueno, ya que todos los pacientes respondeŕıan
favorablemente.

Si alguna de estas dos situaciones se presentara, nuestro ánalisis no seŕıa
de mucho interés, es por esta razón que suponemos

1 ≤
n∑
i=1

Xi ≤ n− 1.

De la misma forma no tendŕıa sentido suponer que p1 = 0 ó p1 = 1.

Establecido lo anterior, la estad́ıstica Tn está bien definida.

Demostración del Lema 3.0.1. Observemos que la función ln(· ) es conti-
nua y diferenciable en (0,∞).

Ahora, si f(x) = ln(x/(1− x)), entonces

f ′(x) =

(
1− x
x

)(
1− x+ x

(1− x)2

)
=

1

x(1− x)

la cual es distinta de cero y continua en x 6= 0, 1. Entonces se cumplen las
hipótesis de la observación 3.0.1, y

√
n

[
ln

(
X̄n

1− X̄n

)
− ln

(
p1

1− p1

)]
d−→ N(0, 1),

es decir,

ln

(
X̄n

1− X̄n

)
d−→ N

(
ln

(
p1

1− p1

)
,

1

n

)
·

De manera análoga y estableciendo para
n∑
i=1

Yi y p2 las mismas condiciones

que para
n∑
i=1

Xi y p1, obtenemos

ln

(
Ȳn

1− Ȳn

)
d−→ N

(
ln

(
p2

1− p2

)
,

1

n

)
.
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Aśı concluimos que

Tn
d−→ N

(
ln

(
p1

1− p1

)
− ln

(
p2

1− p2

)
,

2

n

)
·

�

Con base en el resultado obtenido sobre la estad́ıstica Tn, hacemos uso
de las técnicas desarrolladas en el caṕıtulo anterior para obtener el número
esperado de usuarios subsecuentes del nuevo tratamiento.

Ya que carecemos de información respecto a la distribución inicial de la
diferencia entre ambos tratamientos δ y, para fines ilustrativos, consideramos
la media

µ ≈ 2.48490665

que es el logaritmo natural de la razón de probabilidades cuando la pro-
babilidad de éxito es de 0.75 con el tratamiento actual y de 0.20 con placebo.

También pediremos que δ se encuentre en el intervalo [0, 2µ] con proba-
bilidad 0.95, más aún

P [δ < 0] = P [δ > 2µ] = 0.025.

Sabemos que

P
[
δ − µ
τ

< −1.96

]
= 0.025 y P

[
δ − µ
τ

> 1.96

]
= 0.025

de esta forma

−1.96τ + µ = 0 y 1.96τ + µ = 2µ

lo cual implica que τ ≈ µ
2

= 1.242453325.

Suponemos A = 0.8µ = 1.98792532 y B = 1.2µ = 2.98188798. De esta
manera la distribución inicial de δ es simétrica con media µ = (A+B)/2.

En nuestro caso, no tenemos acceso al número de usuarios potenciales
subsecuentes del nuevo tratamiento. Tampoco tenemos información sobre el
costo o beneficio de la prueba aśı que consideraremos que el tamaño óptimo
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de la prueba es justamente el número de pacientes que participaron en la
investigación n∗ = 337 y que el número de usuarios potenciales subsecuentes
es (M = 10000).

De acuerdo a lo desarrollado en el caṕıtulo anterior

T = τ/σ ≈ 0.8785472 y D = µ/σ ≈ 1.757094,

entonces la función de distribución del número de usuarios subsecuentes es
la siguiente

Fm(y) =


0 y < 0

Φ ([7.028377× 10−5y − 0.2698653] 0.003371101) 0 ≤ y < 10000

1 10000 ≤ y

De tal manera que la función de densidad está determinada por

fm(y) =


P [m = y] = 0.3791317 y = 0

φ ([7.028377× 10−5y − 0.2698653] 0.003371101) 8.015363−5 0 < y < 10000

P [m = y] = 0.3107328 y = 10000

En base a la función de densidad calculamos el valor esperado de usuarios
subsecuentes que es aproximadamente E [m] ≈ 4639.153.

Para ejemplificar nuestra aplicación asuminos ciertos parámetros. Veamos
qué sucede con el valor esperado de los usuarios subsecuentes cuando varia-
mos estos parámetros.

Supongamos n=1000, si hacemos tender M a infinito, entonces E [m]
tiende a infinito como se observa en la figura 3.1.

Si M = 10000 y hacemos tender n a infinito, entonces E [m] → M/2,
figura 3.2.

En la figura 3.3 se describe el comportamiento de E [m] como función de
µ.

3El cálculo de esta esperanza fue realizada con R, consultar apéndice ??.
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Figura 3.1: n = 1000.
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Figura 3.2: M = 10000.
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Figura 3.3: n = 1000, M = 10000.

Si fijásemos condiciones mı́nimas para considerar que el nuevo tratamien-
to es significativamente mejor que el actual, con los resultados obtenidos po-
dŕıamos decidir implementar o no el nuevo tratamiento. De aqúı la utilidad
de conocer expĺıcitamente la función de distribución del número de usuarios
subsecuentes.

Consideramos la hipótesis σ2 conocida, basados en el supuesto de que la
institución que realizó la prueba poséıa información sobre la respuesta de los
usuarios del tratamiento en curso.

El caso σ2 desconocida puede ser resuelto proponiendo distribuciones
π2(λ2), y π1(δ|λ2), donde λ2 = σ2/n y considerando el modelo donde la
distribución inicial π(δ) es descompuesta de la siguiente manera

π(δ) =

∫
Θ1

π1(δ|λ2)π2(λ2)dλ2.

A este tipo de modelos bayesianos se les denomina jerárquicos y al parámetro
λ2 se le llama hiperparámetro de primer orden.

Esto es distinto a proponer una distribución inicial para (δ, σ2/n) donde
σ2 tiene una influencia directa en el modelo. En nuestro caso seŕıa más conve-
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niente utilizar un modelo jerárquico que incluya la información de σ2, consi-
derada subjetiva, a través de su relación con δ, que es la principal información
requerida, puesto que mide la diferencia entre un tratamiento y el otro.

En general tenemos la siguiente definición.

Definición 13. 4Un modelo jerárquico de Bayes es un modelo estad́ıstico
bayesiano, (f(x|θ), π(θ)), donde la distribución inicial π(θ) es descompuesta
en distribuciones condicionales

π1(θ|θ1), π1(θ1|θ2), ..., π1(θn−1|θn)

y una distribución marginal πn+1(θn), tal que

π(θ) =

∫
Θ1×...×Θn

π1(θ|θ1), π1(θ1|θ2), ..., π1(θn−1|θn)dθ1...dθn.

Los parámetros θi son llamados hiperparámetros de orden i, 1 ≤ i ≤ n.

Ejemplo 3.0.1. Consideremos el modelo jerárquico (f(x|δ), π(δ)), donde la
distribución inicial π(δ) es descompuesta en la distribución condicional

π1(δ|λ2) =
1√

2πτλ2
exp

{
−(δ − µ)2

2τλ2

}
y la distribución marginal

π2(λ2) =
(β/2)v/2

Γ (v/2)

(
λ−2
) v

2
+1

exp

{
−βλ

−2

2

}
En este caso la distribución inicial π(δ) está determinada por

π(δ) =
∞∫
0

1√
2πτλ2

exp

{
−(δ − µ)2

2τλ2

}
(β/2)v/2

Γ (v/2)
(λ−2)

v
2

+1
exp

{
−βλ

−2

2

}
dλ2

=
1√
2πτ

(β/2)v/2

Γ (v/2)

∞∫
0

(λ−2)
1/2

(λ−2)
v
2

+1
exp

{
−λ−2

[
1

2

(
(δ − µ)2

τ
+ β

)]}
dλ2

=
1√
2πτ

(β/2)v/2

Γ (v/2)

∞∫
0

(λ−2)
v+1
2

+1
exp

{
−λ−2

[
1

2

(
(δ − µ)2

τ
+ β

)]}
dλ2

4’The bayesian Choice’, [8].
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multlipicando por la constante adecuada que completa una función de densi-
dad Gamma-Inversa5

IG

(
v + 1

2
,
1

2

[
(δ − µ)2

τ
+ β

])
obtenemos

π(δ) =

(
1

2

)1/2(
β

2

)v/2
Γ ((v + 1)/2)

√
τπΓ (v/2)

(
1

2

) v+1
2
[

(δ − µ)2

τ
+ β

] v+1
2

=

Γ ((v + 1)/2)

(
1

τ

)1/2(
1

2

)1/2(
β

2

)v/2
Γ (v/2)

√
π

(
1

2

)v/2(
1

2

)1/2 [
(δ − µ)2 + βτ

τ

] v+1
2

=

Γ ((v + 1)/2)

(
1

τ

)1/2

βv/2
(

1

2

)v/2
Γ (v/2)

√
π

(
1

2

)v/2(
1

τ

)v/2(
1

τ

)1/2

[(δ − µ)2 + βτ ]v/2

=
Γ ((v + 1)/2) βv/2τ v/2

Γ (v/2)
√
π [(δ − µ)2 + βτ ]

v+1
2

=
Γ ((v + 1)/2)

Γ (v/2)
√
πβτ

[
(δ − µ)2

βτ
+ 1

] v+1
2

=
Γ ((v + 1)/2)

Γ (v/2)
√
πβτ

[
(δ − µ)2

βτ
+ 1

]− v+1
2

En el ejemplo anterior elegimos esa descomposición para la distribución
inicial ya que le familia Gamma-Inversa es conjugada para la función de ve-
rosimilitud Normal 6.

5Ver apéndice ??.
6Ver apéndice ??
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Otra forma de resolver el caso σ2 desconocida es proponer una distribución
inicial para el vector (δ, σ2/n). Como ya hemos mencionado, un modelo de
este tipo considera que σ2 tiene una influencia directa en él.

Ejemplo 3.0.2. Consideremos el modelo donde f(x|δ, σ2/n) = N(δ, σ2/n)
con δ y σ2 ambos desconocidos y la distribución inicial de (δ, σ2/n) = (δ, λ2)
dada por

π(δ, λ2) = N
(
δ; γ, λ2/(2α− 1)

)
IG
(
λ2;α− 2, β

)
.

El beneficio de elegir esta distribución inicial es que π(δ, σ2/n) es conjugada
para la función de verosimilitud N(δ, σ2/n) como se demuestra en la sigu-
iente observación.

Observación 3.0.2. Sea

f(x|δ, λ) = N(δ, σ2/n)

y
π(δ, λ2) = N

(
δ; γ, λ2/(2α− 1)

)
IG
(
λ2;α− 2, β

)
entonces π(δ, λ2) es una familia conjugada para la función de verosimlitud
f(x|δ, λ2).

Demostración. Calculemos la distribución posterior de (δ, λ2)

π(δ, λ2|x) ∝
1√

2πλ2
exp

{
−(x− δ)2

2λ2

}
1√

2π(λ2/(2α− 1))
exp

{
− (δ − γ)2

2(λ2/(2α− 1))

}

× βα−2

Γ(α− 2) (λ2)α−1 exp

{
− β

λ2

}

∝ (λ−2)
α

exp

{
−(x− δ)2

2λ2

}
exp

{
−(δ − γ)2(2α− 1)

2λ2

}
exp

{
− β

λ2

}

∝ (λ−2)
α

exp

{
−λ−2

[
(x− δ)2 + (δ − γ)2(2α− 1) + 2β

2

]}

∝ (λ−2)
α

exp

{
−λ−2

[
x2 − 2xδ + δ2 + (2α− 1) (δ2 − 2γδ + γ2) + 2β

2

]}
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∝ exp

{
−λ−2

[
δ2 (2α)− 2δ (x+ γ (2α− 1)) + x2 + (2α− 1) γ2 + 2β

2

]}
× (λ−2)

α
.

Trabajemos con el numerador de la fracción en el argumento de la exponencial

v = δ2 (2α)− 2δ (x+ γ (2α− 1)) + x2 + (2α− 1) γ2 + 2β

= δ2 (2α)− 2δ (x+ γ (2α− 1)) +
(x+ γ(2α− 1))2

2α
+ x2 + (2α− 1) γ2 + 2β

−(x+ γ(2α− 1))2

2α

= 2α

(
δ2 − 2δ

x+ γ(2α− 1)

2α
+

(x+ γ(2α− 1))2

(2α)2

)
+ (x2 + (2α− 1) γ2 + 2β)

−(x+ γ(2α− 1))2

2α

= 2α

(
δ − x+ γ(2α− 1)

2α

)2

+ (x2 + (2α− 1) γ2 + 2β)− (x+ γ(2α− 1))2

2α
.

Si definimos

a = α +
1

2

g =
x+ γ(2α− 1)

2α

b =
1

2

[
(x2 + (2α− 1) γ2 + 2β)− (x+ γ(2α− 1))2

2α

]

entonces

v = (2a− 1)(δ − g)2 + 2b.
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De esta manera

π(δ, λ2|x) ∝ (λ−2)
a− 1

2 exp

{
−λ−2

[
(2a− 1)(δ − g)2 + 2b

2

]}

∝

(
1

λ2

) 1
2
(

2a− 1

2π

) 1
2

exp

{
− (δ − g)2

2(λ2/(2a− 1))

}

× ba−2

Γ(a− 2) (λ2)a−1 exp

{
− b

λ2

}
∝ N (δ; g, λ2/(2a− 1)) IG (λ2; a− 2, b) .

En los ejemplos anteriores, tenemos una solución al planteamiento de
un modelo cuando σ2 es desconocida, una posible dificultad en el ejemplo
3.0.1 es el cálculo de la distribución posterior de δ, lo cuál podŕıa complicar
la obtención de las cotas que determinan la función del numero de usua-
rios subsecuentes, aśı como el cálculo de la probabilidad de ciertos eventos,
necesaria para especificar la función de distribución del número de usuarios
subsecuentes.



Discusión

En este apartado planteamos un modelo donde la distribución de los re-
sultados cĺınicos no necesariamente es Normal concientes de las dificultades
que pueda presentar el cálculo de la distribución del número de usuarios sub-
secuentes de un nuevo tratamiento.

En el caṕıtulo 2 consideramos que los resultados cĺınicos de los pacientes
con el tratamiento nuevo y los pacientes con el tratamiento actual segúıan
una distribución Xi ∼ N(θ+δ, η2) y Yj ∼ N(θ, η2) respectivamente. A partir
de esta información pudimos determinar la distribución de Z̄n = X̄n − Ȳn.

En el planteamiento de un modelo más general, dónde Xi ∼ F1 y Yj ∼ F2,
no siempre es fácil determinar la distribución de Z̄n = X̄n − Ȳn, entonces
partiremos del hecho de que Z̄ ∼ F con media δ desconocida y varianza σ2

conocida (en algunos casos la varianza estará en función del tamaño de la
muestra). Para nuestro parámetro desconocido δ proponemos una distribu-
ción inicial con función de densidad π(δ), cuyos parámetros son conocidos.
Siguiendo la notación del caṕıtulo 2 denotamos con m(z̄n) = m el número
de usuarios subsecuentes del nuevo tratamiento y M el número de usuarios
potenciales subsecuentes del nuevo tratamiento.

Seguimos considerando que la relación entre m y δ es la que se muestra
en la figura 4.1.

Para calcular el número de usuarios subsecuentes siguiendo la idea antes
desarrollada consideramos el percentil a que acumula 0.93 en la distribución
de (δ−µ′(z̄n))/τ ′(z̄n) dada la muestra X, donde µ′(z̄n) y τ ′(z̄n) son la media
y la desviación estándar de la distribución posterior de δ7. Es decir buscamos

7Observemos que estamos considerando F y π(δ) tal que la distribución posterior tiene
primer y segundo momento finitos.
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Figura 4.1

a tal que

0.93 = P
[
δ − µ′(z̄n)

τ ′(z̄n)
> a

∣∣∣∣X] = P [δ > µ′(z̄n) + aτ ′(z̄n)|X] .

Consideramos A y B cotas iniciales para δ. Si A < µ′(z̄n) + aτ ′(z̄n), en-
tonces

P [A < δ|X] ≥ P [µ′(z̄n) + aτ ′(z̄n) < δ|X] = 0.93.

Bajo el mismo argumento, si µ′(z̄n) + aτ ′(z̄n) < B, entonces

P [δ > B|X] ≤ P [δ > µ′( z̄n) + aτ ′(z̄n)|X] = 0.93

o equivalentemente
P [δ ≤ B|X] ≥ 0.07.

Entonces el número de usuarios subsecuentes del nuevo tratamiento es

m(z̄n) =



0 µ′(z̄n) < A− aτ ′(z̄n)

M
B−A [µ′(z̄n)− A+ aτ ′(z̄n)] A− aτ ′(z̄n) < µ′(z̄n) < B − aτ ′(z̄n)

M B − aτ ′(z̄n) < µ′(z̄n).
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Tamaño óptimo de la muestra

Para calcular el tamaño óptimo de la muestra nuevamente consideramos
que el beneficio por paciente al realizar la prueba es una constante b inde-
pendiente de δ. Entonces la función objetivo es

r(n) =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

m(z̄n)bΠn(δ|z̄n)dδf(z̄n)dz̄n − cn

donde Πn(δ|z̄n) es la distribución posterior del parámetro δ dado z̄n.

Resolviendo la integral respecto a δ obtenemos

r(n) =

∫ ∞
−∞

m(z̄n)bf(z̄n)dz̄n − cn

donde f(z̄n) es la función de densidad a priori de Z̄n
8. En términos de varia-

bles escaladas R(n) = r(n)/Mb y C = c/Mb tenemos

R(n) =
∫ H2(B,n)

H1(A,n)
1

B−A (µ′(z̄n)− A+ aτ ′(z̄n)) f(z̄n)dz̄n

+
∫∞
H2(B,n)

f(z̄n)dz̄n − Cn

donde H1(A, n) es el valor de (z̄n) para el cual µ′(z̄n) = A−aτ ′(z̄n) y H2(B, n)
es el valor de (z̄n) para el cual µ′(z̄n) = B − aτ ′(z̄n). Para obtener el tamaño
óptimo de la muestra bastaŕıa maximizar la función R(n).

Distribución del número de usuarios

Una vez que obtuvimos el tamaño de la muestra, procedemos a calcular
la función de distribución del número de usuarios subsecuentes. Observamos
que para y < 0 tenemos P [m ≤ y] = 0. El caso 0 ≤ y < M sucede si y solo si

A− aτ ′(z̄n) < µ′(z̄n) < B − aτ ′(z̄n)

y en este intervalo

m(z̄n) =
M

B − A
[µ′(z̄n)− A+ aτ ′(z̄n)] ,

8En al caso Normal, Z̄n ∼ N(µ, τ2 + σ2/n), pero en nuestro caso tendŕıamos que
calcular f(z̄n) =

∫∞
−∞ f(z̄n|δ)π(δ)dδ.
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entonces

Fm(y) = P
[

M

B − A
[µ′(z̄n)− A+ τ ′(z̄n)] ≤ y

]

= P
[
µ′(z̄n)− A+ aτ ′(z̄n) ≤ y

B − A
M

]
= P

[
µ′(z̄n) + aτ ′(z̄n) ≤ y

M
(B − A) + A

]
·

Entonces la función de distribución el número de usuarios subsecuentes
de un nuevo tratamiento se expresa de la siguiente forma

Fm(y) =



0 y < 0

P
[
µ′(z̄n) + aτ ′(z̄n) ≤ y

M
(B − A) + A

]
0 ≤ y < M

1 y ≥M,

A diferencia del caso donde Z̄n tiene distribución Normal, la distribución
de m queda en términos de la distribución de una función de Z̄n, que tiene
que ver con la media y desviación estándar de la distribución posterior de
δ. Si τ ′ no depende de Z̄n, entonces queda simplemente en términos de la
distribución de µ′(Z̄n).

Ejemplo

Consideramos un ejemplo donde la distribución de Zn es Gamma(n, λ),
obtenemos la distribución de m mediante ambos modelos y comparamos
E [m] en cada caso.

Sea Z̄n ∼ Gamma(n, λ), entonces

E
[
Z̄n
]

=
n

λ
y V ar(Z̄n) =

n

λ2
.
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Proponemos como distribución inicial para λ una exponencial con media
µ conocida. Entonces la distribución inicial de δ es IG(1, n/µ)9. Con esta
información, calculamos la distribución posterior

fδ|Z̄n
(δ|z̄n) ∝ Gama(n, n/δ)IG(1, n/µ)

∝
(n
δ

)n z̄n−1
n

Γ(n)
exp {−z̄nn/δ}

n

µδ2
exp

{
− n

µδ

}

∝
1

δn+2
exp

{
−1

δ

(
nz̄n +

n

µ

)}
∝ IG(n+ 1, n (z̄n + 1/µ)).

Por lo tanto la esperanza y la desviación estándar de la distribución posterior
son

µ′(z̄n) = z̄n +
1

µ
y τ ′(z̄n) =

z̄n + 1/µ√
n− 1

.

Procedemos a calcular el percentil a para determinar al número de usua-
rios, es decir a tal que

0.93 = P
[
δ − µ′(z̄n)

τ ′(z̄n)
> a

∣∣∣∣ Z̄n]

= P
[

δ − (z̄n + 1/µ)

(z̄n + 1/µ)/
√
n− 1

> a

∣∣∣∣ Z̄n]

= P
[
δ > z̄n +

1

µ
+ a

z̄n + 1/µ√
n− 1

∣∣∣∣ Z̄n] ,
entonces z̄n +

1

µ
+a

z̄n + 1/µ√
n− 1

es el percentil que acumula 0.93 en una función

de distribución IG(n+ 1, n(z̄n + 1/µ)).

9Ver apéndice A.2.1.



64 DISCUSIÓN

En tal caso tenemos que

P
[
µ′(z̄n) + aτ ′(z̄n) ≤ y

M
(B − A) + A

]
= P

[
z̄n +

1

µ
≤ y

M
(B − A) + A− az̄n + 1/µ√

n− 1

]

= P
[
z̄n + a

z̄n√
n− 1

≤ y

M
(B − A) + A− 1

µ
− a 1/µ√

n− 1

]

= P
[
z̄n

(
1 +

a√
n− 1

)
≤ y

M
(B − A) + A− 1

µ

(
1 +

a√
n− 1

)]

= P
[
z̄n ≤

[ y
M

(B − A) + A
] √

n− 1√
n− 1 + a

− 1

µ

]

= FZ̄n

([ y
M

(B − A) + A
] √

n− 1√
n− 1 + a

− 1

µ

)
·

De tal manera, la función de distribución del numero de usuarios subsecuentes
es

Fm(y) =



0 y < 0

FZ̄n

([ y
M

(B − A) + A
] √

n− 1√
n− 1 + a

− 1

µ

)
0 ≤ y < M

1 y ≥M.

Observemos que

P [m = 0] = Fm(0) ĺım
h→0+

Fm(0− h) = FZ̄n

(
A
√
n− 1√

n− 1 + a
− 1

µ

)
y

P [m = M ] = Fm(M)− ĺım
h→0+

Fm(M − h) = 1− FZ̄n

(
B
√
n− 1√

n− 1 + a
− 1

µ

)
·
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Por lo tanto la función de densidad del número de usuarios subsecuentes
es la siguiente:

fm(y) =



P [m = y] = FZ̄n

(
A
√
n− 1√

n− 1 + a
− 1

µ

)
y = 0

fZ̄n

([( y
M

(B − A) + A
) √

n− 1√
n− 1 + a

− 1

µ

])

×
√
n− 1(B − A)

M
√
n− 1 + 1

0 < y < M

P [m = M ] = 1− FZ̄n

(
B
√
n− 1√

n− 1 + a
− 1

µ

)
y = M.

Observemos que la distribución del m queda en términos de a y de la dis-
tribución inicial de Z̄n que podemos obtener de la distribución conjunta de
Z̄n y δ

fZ̄n,δ(z, δ) = fZ̄n|δ(z|δ)π(δ) =
(n
δ

)n z̄n−1
n

Γ(n)
exp {−z̄nn/δ}

n

µδ2
exp

{
− n

µδ

}
,

entonces

fZ̄n
(z) =

∫∞
0
fZ̄n,δ(z, δ)dδ

=
nn+1zn−1

µΓ(n)

∫∞
0

1

δn+2
exp

{
−1

δ

(
nz +

n

µ

)}
dδ

=
nn+1zn−1

µΓ(n)
× Γ(n+ 1)

(nz + (n/µ))n+1

=
nzn−1

µ
(
z + 1

µ

)n+1

·

A partir de la función de densidad calculamos la función de distribución

FZ̄n
(z) =

∫ z

0

fZ̄n
(u)du =

∫ z

0

nun−1

µ
(
u+ 1

µ

)n+1du,
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utilizando el cambio de variable

v =
u

u+ 1
µ

, dv =
1/µ(
u+ 1

µ

)2du

FZ̄n
(z) =

n

µ

[
µ
∫
vn−1dv

]
= n

[
v

n− 1

]

=

(
u

u+ 1
µ

)n∣∣∣∣∣
z

0

=

(
z

z + 1
µ

)n

.

Ahora, para calcular a debemos conocer el percentil 0.93 de una distribu-
ción Gamma-Inversa de parámetros n y n(z̄n + (1/µ)).

Observemos que si

X ∼ IG(n, n(z̄n + (1/µ))) =⇒ Y = 1/X ∼ Gamma(n, n(z̄n + (1/µ))),

entonces

FY (y) = P [Y ≤ y] = P
[
X−1 ≤ y

]
= P [X ≥ 1/y] = 1− FX(1/y).10

Por otro lado, si aplicamos el modelo desarrollado en el caṕıtulo 2, defi-
nimos la estad́ıstica Tn = ln(Z̄n/n) cuya distribución se aproxima a una
N(ln(1/λ), 1/n). Como Z̄n ∼ Gamma(n, λ), el Teorema central del ĺımite
asegura que

10Numericamente es más sencillo calcular a a partir de la distribución de una variable
aleatoria Gamma.
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Z̄n − (n/λ)

(
√
n/λ)

d−→ N(0, 1) ⇐⇒

Z̄n − (n/λ)√
n

d−→ N (0, 1/λ2) ⇐⇒

√
n

(
Z̄n
n
− 1

λ

)
d−→ N (0, 1/λ2)

Utilizando una versión más general de la observación 3.0.111 , podemos
afirmar que si f ′(1/λ) existe y es distinta de cero, entonces

√
n

(
f

(
Z̄n
n

)
− f

(
1

λ

))
d−→ N

(
0,

1

λ2
[f ′(1/λ)]

2

)
,

es decir,
√
n

(
ln

(
Z̄n
n

)
− ln

(
1

λ

))
d−→ N(0, 1) ⇐⇒

ln

(
Z̄n
n

)
− ln

(
1

λ

)
d−→ N

(
0,

1

n

) .

Entonces,

Tn = ln

(
Z̄n
n

)
d−→ N

(
δ,
σ2

n

)
donde δ = ln

(
1

λ

)
y σ2 = 1.

A continuación presentamos las gráficas donde comparamos la esperanza
del número de usuarios subsecuentes, calculada en base a Z̄n ∼ Gamma(n, λ)
y en base a Tn = ln(Z̄n/n)12. Al modelo donde consideramos a Z̄n lo llamamos
modelo 1 y aquel en el que consideramos a Tn modelo 2.

Primero analizamos E [m] como función de M y obtuvimos que cuando
M →∞ la esperanza crece en forma lineal con ambos modelos, figura 4.2.

Aparentemente no existe diferencia entre un modelo y otro.

11A este resultado se le denomina “Metodo delta”.
12Todos los cálculos fueron realizados con el programa R, ver apéndice B.2.
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Figura 4.2: µ = 115, n = 50.
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Figura 4.3: µ = 115, M = 10000.

Después consideramos E [m] como función de n, y pudimos observar que
la esperanza con el modelo 1 crece más rápidamente, conforme n→∞, que
con el modelo 2, figura 4.3.

A pesar de que con ambos modelos E [m] se aproxima a M , figura 4.4,
la velocidad de convergencia es distinta y para n entre 1 y 100, la diferencia
entre modelos es notable, figura 4.5.
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Figura 4.4: µ = 115, M = 10000.
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Figura 4.5: µ = 115, M = 10000.

Por último analizamos E [m] como función de µ, y observamos que el
comportamiento es completamente distinto de acuerdo al modelo considera-
do; mientras con el modelo 1 decrece rápidamente a cero, con el modelo 2 si
µ es del orden 104, entonces E [m] > 2000, figura 4.7.

Es importante observar que a pesar de considerar los mismos parámetros,
el valor obtenido de E [m] es muy diferente entre un modelo y otro.

Para los primeros dos casos (E [m] como función de M y n) el valor que
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Figura 4.6: n = 50, M = 10000.
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Figura 4.7: n = 50, M = 10000.

utilizamos para µ fue aquel donde la diferencia entre modelos es mı́nima para
un valor fijo de M y n (µ = 115), figura 4.8.

La razón por la que realizamos el anterior ejemplo fue tratar de contestar
la interrogante de si el supuesto de normalidad está justificado, fue por es-
ta razón que definimos una estad́ıstica cuya distribución se aproxima a una
Normal, y con los resultados obtenidos podemos afirmar que la condición de
normalidad asintótica no es suficiente para que nuestro modelo sea lo sufi-
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Figura 4.8: n = 50, M = 10000.

cientemente cercano a la realidad, es decir, podemos aplicarlo sólamente en
aquellos casos donde los resultados cĺınicos, efectivamente siguen una dis-
tribución Normal.
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Conclusiones

El desarrollo de este modelo bayesiano para determinar el número de
usuarios subsecuentes de un nuevo tratamiento fue realizado suponiendo que
la entidad que realiza la prueba cĺınica tiene información que le permite
proponer una distribución inicial, con parámetros conocidos, para la diferen-
cia entre el desarrollo de ambos tratamientos. Supusimos que los resultados
cĺınicos teńıan una distribución Normal.

Consideramos como hipótesis lógica que la estructura del parámetro δ no
debeŕıa cambiar posterior a la toma de una muestra aleatoria, fue aśı, que
propusimos un modelo conjugado.

A partir de la función de distribución obtuvimos expĺıcitamente la fun-
ción de densidad del número de usuarios subsecuentes. La razón fue, poder
calcular el número esperado de usuarios que volverán a utilizaran el nuevo
tratamiento, con el fin de planear una estrategia óptima de producción o
distribución y principalmente evaluar si existe una diferencia benéfica al im-
plementar este nuevo tratamiento en comparación con el actual.

Aplicamos el modelo a los datos obtenidos en una prueba cĺınica realizada
a pacientes con esclerosis múltiple, donde se comparaban dos modalidades
de admistración de interferon beta-1a. En este caso los resultados cĺınicos
teńıan distribución Bernoulli y el modelo no consideraba este supuesto. De-
finimos una nueva estad́ıstica para nuestro análisis, que asintóticamente era
Normal, permitiéndonos de esta manera analizar los datos con base en el
modelo propuesto en el caṕıtulo 2.

Debido a la falta de información de las condiciones en que se realizó la
prueba, propusimos ciertos valores con el fin de ejemplificar nuestra apli-
cación. Posteriormente analizamos cómo cambia el número esperado de usua-
rios subsecuentes cuando variamos estos parámetros.
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Al final del caṕıtulo 3 mencionamos dos propuestas para el caso donde
la varianza de los resultados cĺınicos es desconocida: un modelo jerárquico
donde la varianza es un hiperparámetro de primer orden o una distribución
conjunta inicial para la media y la varianza de Z̄n. La segunda propuesta
implica que la varianza de los resultados cĺınicos tiene una influencia directa
en el modelo.

La complicación en que σ2 sea desconocida comienza desde el momento en
que debemos calcular el percentil 0.93 de la distribución posterior necesario
para determinar la función del número de usuarios subsecuentes, es decir,
determinar la función de distribución del número de usuarios subsecuentes
es más complicado y la elección de los parámetros queda restringida a que
los cálculos sean computacionalmente posibles.

A pesar de que el modelo desarrollado en el caṕıtulo 2 resulta sencillo, es
conveniente analizar la hipótesis de normalidad, para no cometer el error de
considerar resultados que se alejan de la realidad del problema por el hecho
de facilitar los cálculos.

En un último apartado discutimos el planteamiento de un modelo más
general, donde suprimimos la hipótesis de normalidad y de que la elección
de la distribución inicial sea tal que el modelo resulte conjugado. Obtuvimos
que la distribucion del número de usuarios subsecuentes, queda en términos
de la media y la desviación estándar posteriores, entonces es posible analizar
cualquier prueba donde los resultados cĺınicos tienen una distribución arbi-
traria, basándonos en la distribución de Z̄n y una distribución inicial para la
esperanza de dicha estad́ıstica, con la restricción de que la posterior resul-
tante tenga primer y segundo momento finito. Es necesario tener en cuenta
las dificultades númericas que con este planteamiento podamos tener, ya que
al trabajar con una función de distribución sin expresión anaĺıtica tendremos
que obtenerla mediante aproximaciones y estaremos ĺımitados a la capacidad
del progama de computadora que estemos utilizando.

El ejemplo que presentamos al final de esta tesis nos demuestra que si los
resultados cĺınicos no siguen una distribución Normal y decidimos entonces
considerar una estad́ıstica cuya distribución sea asintóticamente Normal, no
podemos asegurar que los resultados obtenidos con este modelo respondan,
de manera aceptable la pregunta planteada.

Podemos decir que el modelo propuesto en el caṕıtulo 2 tiene como prin-
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cipal limitación que está dirigido a aquellas pruebas clinicas donde la dis-
tribución de los datos es normal, pero si contamos con esta hipótesis obtener
la distribución del número de usuarios subsecuentes es relativamente sencillo.
El modelo planteado en el último apartado no tiene esta limitación, pero no
siempre es computacionalmente posible obtener la distribución del número
de usuarios subsecuentes.
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Apéndice A

Distribuciones

A.1. Distribución Gamma

X ∼ Gamma(r, λ) con r > 0, λ > 0.

f(x) =
λr

Γ(r)
xr−1e−λxI(0,∞)(x).

E [X] =
r

λ
.

V ar(X) =
r

λ2
.

Si r = 1 se dice que X se distribuye exponencial de parámetro λ,

X ∼ Exp(λ).

A.2. Distribución Gamma-Inversa

X ∼ IG(r, λ) con r > 0, λ > 0.

f(x) =
λr

Γ(r)xr+1
e−λ/xI(0,∞)(x).

E [X] =
λ

r − 1
para r > 1.

V ar(X) =
λ2

(r − 1)2(r − 2)
para r > 2.
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Proposición A.2.1. Sea X v.a. Gamma(r, λ).

a) Si Y = g(X) = 1/X, entonces Y ∼ IG(r, λ).

b) Si r = 1 y para n ∈ N se tiene que W = g(X) = n/X, entonces
W ∼ IG(1, nλ).

Demostración. a) Sea g−1(y) el valor de x tal que g(x) = y. Como g(x) es
estrictamente monótona y diferenciable, sabemos que

fY (y) =


fX (g−1(y))

∣∣∣∣ ddyg−1(y)

∣∣∣∣ si y = g(x) para alguna x

0 si y 6= g(x) para toda x.

Veamos que g−1(y) = 1/y, entonces∣∣∣∣ ddyg−1(y)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣− 1

y2

∣∣∣∣ =
1

y2
.

De tal manera que

fY (y) =

(
1

y2

)
λr

Γ(r)

(
1

y

)r−1

e−λ(1/y)

=
λr

Γ(r)yr+1
e−λ/y.

Por lo tanto Y ∼ IG(r, λ).

b) Sea g−1(w) el valor de x tal que g(x) = w. Como g(x) es estrictamente
monótona y diferenciable, sabemos que

fW (w) =


fX (g−1(w))

∣∣∣∣ ddwg−1(w)

∣∣∣∣ si w = g(x) para alguna x

0 si w 6= g(x) para toda x.

Veamos que g−1(w) = n/w, entonces∣∣∣∣ ddwg−1(w)

∣∣∣∣ =
∣∣∣− n

w2

∣∣∣ =
n

w2
.
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De tal manera que

fW (w) =
( n
w2

)
λe−λ(n/w)

=
nλ

w2
e−nλ/w.

Por lo tanto W ∼ IG(1, nλ).

A.3. Modelo Normal-Gamma

El modelo bayesiano Normal-Gamma está compuesto por la función de
verosimilitud Normal(µ, τσ2) y la distribución inicial π(σ2) = IG(v/2, β/2).

Proposición A.3.1. Sean f(θ|σ2) función de verosimilitud y π(σ2) distribu-
ción inicial tal que

f(θ|σ2) =
1√

2πτσ2
exp

{
−(θ − µ)2

2τσ2

}
y

π(σ2) =

(
β

2

)v/2
Γ(v/2)

(
σ−2
) v

2
+1

exp

{
−βσ

−2

2

}
.

Entonces la familia π(σ2) es conjugada para la función de verosimilitud f(θ|σ2).

Demostración. Calculemos la distribucion posterior

π(σ2|θ) ∝ f(θ|σ2)π(σ2)

=
1√

2πτσ2
exp

{
−(θ − µ)2

2τσ2

} (β
2

)v/2
Γ(v/2)

(σ−2)
v
2
+1

exp

{
−βσ

−2

2

}

∝ exp

{
−(θ − µ)2

2τ
σ−2

}
(σ−2)

1/2
(σ−2)

v
2
+1

exp

{
−βσ

−2

2

}
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= (σ−2)
v+1
2

+1
exp

{
−1

2

(
(θ − µ)2

τ
+ β

)
σ−2

}

∝ IG

(
v + 1

2
,
1

2

(
(θ − µ)2

τ
+ β

))
·

Por lo tanto, π(σ2) es conjugada para la función de verosimilitud f(θ|σ2).



Apéndice B

Programas en R

B.1. Cálculo de la esperanza

library(MASS)

################### función de distribución de m

library(MASS)

peme<-function(y,M,n,sig,mu,tau){

A=.8*mu # A

B=1.2*mu # B

tau=mu/2 # desviación estándar de la distribución inicial

T=tau/sig # T

D=mu/sig # D

return(pnorm((y*(B-A)/(M*sig)+(A/sig)+1.5*(T^(-2)+n)^(-.5)-D)

*(T^(-2)+n)^(.5)/(T*sqrt(n))) )

}

############## esperanza de m

esp<-function(M,n,sig,mu,tau){

A=.8*mu # A

B=1.2*mu # B

tau=mu/2 # desviación estándar de la distribución inicial

T=tau/sig # T

D=mu/sig # D

f=as.function( alist(x=,a=A,b=B,c=M,d=n,e=mu,j=tau,1-pnorm((x*(B-A)/(M*sig)

+(A/sig)+1.5*(T^(-2)+n)^(-.5)-D)*(T^(-2)+n)^(.5)/(T*sqrt(n)))))
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return(integrate(f,0,M)$value)

}

esperanza=esp(10000,337,sqrt(2),2.48490665,1.242453325)

B.2. Modelo Gamma

El programa utilizado para realizar los cálculos del ejemplo desarrollado
en el último apartado es el siguiente:1

library(MASS)

###################### modelo general ###########################

###### función de distribución de Z_n

pz_in<-function(z,n,mu){ #z mayor igual a 0

{return((z/(z+(1/mu)))^n)}

}

###### densidad gamma inversa (par1<170)

dinversgama<-function(w,par1,par2)

{

if(is.nan( par2^par1/gamma(par1)/w^(par1+1)*exp(-par2/w))==TRUE)

{return(0)}

if(is.nan( par2^par1/gamma(par1)/w^(par1+1)*exp(-par2/w))==FALSE)

{return(par2^par1/gamma(par1)/w^(par1+1)*exp(-par2/w))}

}

###### función de distribución gamma inversa

pinvgama<-function(u,par1,par2)

{

return(1-pgamma(1/u,shape=par1,scale=(1/par2)))

}

####################### percentil #####################

############ para encontrar los extremos a, b del intervalo donde

############ va a comenzar la función encuentra

tope<-function(u,par1,par2)

{

if(u>1||u<0){return("u no se encuentra en (0,1)")}

i=1

mus=par2/(par1-1)

while(u>pinvgama(mus*i,par1,par2)){i=i+1}

1Las funciones “tope” y “encuentra” utilizadas en este programa son parte del proyecto
de tesis de Arrigo Coen Coria.
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return(i)

}

######### Encuentra el percentil u de una distribución

encuentra<-function(u,a,b,eps,par1,par2)

{

if(b-a<eps){return((a+b)/2)}

if(b-a>=eps)

{

if(u>=pinvgama((a+b)/2,par1,par2))

{return(encuentra(u,(a+b)/2,b,eps,par1,par2))}

if(u<pinvgama((a+b)/2,par1,par2))

{return(encuentra(u,a,(a+b)/2,eps,par1,par2))}

}

}

########### Función de distribución del número de usuarios

########### subsecuentes (modelo general)

pgam<-function(v,z,A,B,M,n,mu,percentil_u)

{

w=(percentil_u-z-(1/mu))*sqrt(n-1)/(z+(1/mu)) # percentil "a"

vprima=(((v/M)*(B-A)+A)*sqrt(n-1)/(sqrt(n-1)+w)-(1/mu))

return(pz_in(vprima,n,mu))

}

########## Esperanza del número de usuarios subsecuentes (modelogeneral)

esperanza_m<-function(z,A,B,M,n,mu,percentil_u)

{

w=(percentil_u-z-(1/mu))*sqrt(n-1)/(z+(1/mu)) # percentil "a"

f=as.function(alist(x=,a=n,b=mu,1-(pz_in((((x/M)*(B-A)+A)

*sqrt(n-1)/(sqrt(n-1)+w))-(1/mu),n=a,mu=b))))

return( integrate(f,0,M)$value)

}

##################### normalidad asintótica ###############

######################## esperanza de ln(1/lambda)

dunolambda<-function(y,mu)

{

return((1/mu)*exp(-exp(-y)/mu-y))

}

eunolambda<-function(mu)

{

f=as.function(alist(x=,a=mu,x*dunolambda(x,mu=a)))

return( integrate(f,-Inf,Inf)$value )

}
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###################### Varianza de ln(1/lambda)

vunolambda<-function(mu)

{

f=as.function(alist(x=,a=mu,(x^2)*dunolambda(x,mu=a)))

return( integrate(f,-Inf,Inf)$value)

}

################### función de densidad de m

library(MASS)

peme<-function(y,A,B,M,n,mudos,taudos)

{

Ados=log(A/n) # A

Bdos=log(B/n) # B

sig=1

T=taudos/sig # T

D=mudos/sig # D

return(pnorm((y*(Bdos-Ados)/(M*sig)+(Ados/sig)+

1.5*(T^(-2)+n)^(-.5)-D)*(T^(-2)+n)^(.5)/(T*sqrt(n))))

}

############## esperanza de m

esp<-function(A,B,M,n,mudos,taudos)

{

Ados=log(A/n) # A

Bdos=log(B/n) # B

sig=1

T=taudos/sig # T

D=mudos/sig # D

f=as.function(alist(x=,a=A,b=B,c=M,d=n,e=mudos,j=taudos,

1-pnorm((x*(Bdos-Ados)/(M*sig)+(Ados/sig)

+1.5*(T^(-2)+n)^(-.5)-D)*(T^(-2)+n)^(.5)/(T*sqrt(n)))))

return(integrate(f,0,M)$value)

}

################# con diferentes parámetros ###################

n=50 # parámetro1=n <=68 si mu=1.32(n<=77 si mu=5)(n<=73 si mu=3)

mu=115 # parámetro2=mu

u=.93

z=.1

par1=n+1 # 1er parámetro de la distribución posterior de delta

par2=n*(z+(1/mu)) # 2do parámetro de la distribución posterior de delta

mus=par2/(par1-1) # media de la distribución posterior de delta

a=(tope(u,par1,par2)-1)*mus

b=tope(u,par1,par2)*mus
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eps=.0001

percentil_u=encuentra(u,a,b,eps,par1,par2)

A=.5

B=1.2

M=10000 # número de usuarios potenciales

mudos=eunolambda(mu) # media de la distribución inicial

taudos=sqrt(vunolambda(mu)) # des. estándar de distribución inicial

esperanza_m(z,A,B,M,n,mu,percentil_u) # esperanza de m con el modelo general

esp(A,B,M,n,mudos,taudos) # esperanza de m con normalidad asintótica

################################################################################

######################### para compararlas en una gráfica ######################

#### E[m] con modelo general, como función de mu

# para mu<1.2 la esperanza se hace extremadamente negativa

laura=0

t=6

#Te=3000

Te=100000

#Te=600

for(i in t:Te ){

n=50

u=.93

z=.1

mu=i/5

par1=n+1

par2=n*(z+(1/mu))

mus=par2/(par1-1)

a=(tope(u,par1,par2)-1)*mus

b=tope(u,par1,par2)*mus

eps=.0001

percentil_u=encuentra(u,a,b,eps,par1,par2)

A=.5

B=1.2

M=10000

laura[i-t+1]=esperanza_m(z,A,B,M,n,mu,percentil_u)

}

vmu=0

for(i in t:Te ){

vmu[i-t+1]=i/5

}

plot(x=vmu,y=laura,ylim=c(0,10100),xlim=c(0,vmu[Te-t+1]+.5),type="l",

lwd=4,col="red2",xlab="mu",ylab="E[m]",main="E[m] como función de mu")
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#plot(x=vmu,y=laura,ylim=c(4000,10100),xlim=c(0,vmu[Te-t+1]+.5),type="l",

lwd=4,col="red2",xlab="mu",ylab="E[m]",main="E[m] como función de mu")

###############################################################

laus=0

for(i in t:Te ){

n=50

mu=i/5

A=.5

B=1.2

M=10000

mudos=eunolambda(mu)

taudos=sqrt(vunolambda(mu))

laus[i-t+1]=esp(A,B,M,n,mudos,taudos)

}

lines(x=vmu,y=laus,ylim=c(0,10100),xlim=c(0,vmu[Te-t+1]+.5),

type="l",lwd=4,col="royalblue3")

#lines(x=vmu,y=laus,ylim=c(4000,10100),xlim=c(0,vmu[Te-t+1]+.5),

type="l",lwd=4,col="royalblue3")

#legend("topright",xjust=1,c("Distribución Gamma","Distribución Normal

(asintótica)"),lwd=c(3,3),lty=c(1,1),col=c("red2","royalblue3"))

legend(par("usr")[2],par("usr")[4],xjust=1,c("Distribución Gamma",

"Distribución Normal (asintótica)"),lwd=c(3,3),lty=c(1,1),

col=c("red2","royalblue3"))

which.min(abs(laura-laus))

#####################################################################

###### E[m] con modelo general, como función de M ##################

la=0

t=50

Te=10000

for(i in t:Te ){

n=50

u=.93

z=.1

mu=115

M=i

par1=n+1

par2=n*(z+(1/mu))

mus=par2/(par1-1)

a=(tope(u,par1,par2)-1)*mus

b=tope(u,par1,par2)*mus

eps=.0001
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percentil_u=encuentra(u,a,b,eps,par1,par2)

A=.5

B=1.2

la[i-t+1]=esperanza_m(z,A,B,M,n,mu,percentil_u)

}

vM=0

for(i in t:Te ){

vM[i-t+1]=i

}

plot(x=vM,y=la,type="l",lty=1,lwd=10,col="red2",xlab="M",ylab="E[m]",

main="E[m] como función de M")

####################################################

lau=0

for(i in t:Te ){

n=50

mu=115

M=i

A=.5

B=1.2

mudos=eunolambda(mu)

taudos=sqrt(vunolambda(mu))

lau[i-t+1]=esp(A,B,M,n,mudos,taudos)

}

lines(x=vM,y=lau,type="l",lty=3,lwd=3,col="royalblue3")

legend("topleft",xjust=1,c("Distribución Gamma","Distribución Normal

(asintótica)"),lwd=c(10,3),lty=c(1,3),col=c("red2","royalblue3"))

#plot(x=vM,y=la,ylim=c(0,1000),xlim=c(49,2000),type="l",lty=1,lwd=1,col="red2",

xlab="M",ylab="E[m]",main="E[m] como función de M")

#lines(x=vM,y=lau,type="l",lty=3,lwd=3,col="royalblue3")

plot(x=vM,y=la,ylim=c(23,27),xlim=c(49.8,53),type="o",lty=1,lwd=.1,col="black",

xlab="M",ylab="E[m]",main="E[m] como función de M")

lines(x=vM,y=lau,type="o",lty=1,lwd=.1,col="violetred3")

legend("topleft",xjust=1,c("Distribución Gamma","Distribución Normal

(asintótica)"),lwd=c(.1,.1),lty=c(1,1),col=c("black","violetred3"))

############# E[m] con modelo general, como función de n ###############

lauri=0

t=2

Te=50000

#t=2

#Te=1500
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for(i in t:Te ){

n=i

u=.93

z=.1

mu=115

M=10000

par1=n+1

par2=n*(z+(1/mu))

mus=par2/(par1-1)

a=(tope(u,par1,par2)-1)*mus

b=tope(u,par1,par2)*mus

eps=.0001

percentil_u=encuentra(u,a,b,eps,par1,par2)

A=.5

B=1.2

lauri[i-t+1]=esperanza_m(z,A,B,M,n,mu,percentil_u)

}

vn=0

for(i in t:Te ){

vn[i-t+1]=i

}

plot(x=vn,y=lauri,type="l",lty=1,lwd=4,col="red2",xlab="n",

ylab="E[m]",main="E[m] como función de n")

######################################################

lauris=0

for(i in t:Te ){

n=i

mu=115

M=10000

A=.5

B=1.2

mudos=eunolambda(mu)

taudos=sqrt(vunolambda(mu))

lauris[i-t+1]=esp(A,B,M,n,mudos,taudos)

}

lines(x=vn,y=lauris,type="l",lty=1,lwd=4,col="royalblue3")

legend("bottomright",xjust=1,c("Distribución Gamma","Distribución

Normal (asintótica)"),lwd=c(4,4),lty=c(1,1),col=c("red2","royalblue3"))
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