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Introduccion

En el area del Analisis Matematico se suele trabajar en distintos tipos de
dominios obteniendo diversos resultados. De esta forma en un dominio con
frontera suave se tienen muchos resultados agradables pero en dominios més
generales suele ser necesario aumentar el nimero de hipétesis o debilitar los
resultados.

El Teorema de la Divergencia se enuncia usualmente para dominios suaves
y funciones en la clase C*. Como éste, otros teoremas asumen cierta regula-
ridad de las cartas coordenadas, regularidad que involucra diferenciabilidad.

En contraste, la nociéon de curva rectificable requiere en cierto modo la
aproximacién de la curva por medio de poligonales, y ésta es la tunica re-
gularidad que estd en juego. De hecho, una nociéon de teoria geométrica de
la medida extiende el concepto de rectificabilidad. Se dice que un conjunto
E C R™ es rectificable si, salvo en un conjunto de medida cero, es la unién
de graficas de funciones Lipschitz.

Recientemente surge el interés en un area del andlisis de estudiar aspec-
tos bien conocidos cuando el ambiente es el espacio euclidiano, pero ahora
permitiendo que el ambiente sea un dominio de tipo Lipschitz.

En particular Mitrea, Taylor y otros [8, 9, 10, 11] estudian problemas de
tipo Dirichlet cuando el espacio ambiente es una variedad riemanniana. En
esta situacion es de interés que los dominios Lipschitz sean invariantes bajo
ciertas transformaciones geométricas, mas precisamente difeomorfismos de
tipo C.

La forma natural de definir un dominio Lipschitz {2 en una variedad es
haciéndolo localmente: Si para cada p € 0f2 existe una vecindad U de p tal que
UNOoS es esencialmente la grafica de una funcién Lipschitz. Sin embargo, esta
definiciéon deja a varios autores insatisfechos debido a la dificultad de probar
la invariancia de estos dominios bajo las transformaciones geométricas ya
mencionadas.



INTRODUCCION

El resultado principal que presentamos es una caracterizacién de dominios
Lipschitz, ésta se logra utilizando campos vectoriales y con base en este
resultado se puede dar una definicién alternativa para dominios Lipschitz
en variedades riemannianas.

Daremos a continuacién una descripcion técnica de los resultados de es-
ta tesina, advirtiendo al lector que las nociones a continuacién vertidas se
definiran en el grueso de la tesina.

Sea 0 C R™ un conjunto abierto no vacio. El resultado principal que
aqui demostramos establece que un dominio de perimetro localmente finito
Q2 es fuertemente Lipschitz si y sélo si existe un campo vectorial en 9€) que
es transversal a (2. Esto puede ser escrito de la siguiente manera:

Q es un dominio fuertemente Lipschitz <= p(Q) < V2,
donde p(Q) = nf{||v — fllz=@0a,0) : f € C(OQR™),|f| =1} y v es el vector

normal exterior a (). Escrito de esta forma, el teorema puede ser comparado
con el siguiente resultado de [5]:

Q es un dominio C!' <+= p(Q) = 0.

El teorema principal estd demostrado en [5] y hemos seguido las lineas de
su demostracion. Para hacer esta tesina autocontenida hemos incluido algu-
nas preliminares de [1, 3, 7] y a partir de esto enunciamos y demostramos el
teorema de [5] aludido. En este trabajo nos limitamos a demostrar la caracte-
rizacion y no tratamos las variedades en absoluto. Utilizamos una definicion
de dominio localmente fuertemente Lipschitz distinta pero equivalente a la
utilizada en [5], esto nos permite simplificar la demostracion.

VI



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo repasamos algunos conceptos de andlisis y teoria de la
medida que utilizaremos a lo largo de esta Tesina. Una buena referencia para
los conceptos basicos de andlisis es [1]. Para teoria de la medida nos basamos
principalmente en [2] y algunos otros conceptos se pueden encontrar en [3, 7.

Trabajaremos principalmente en R™ y a lo largo de este trabajo n serd un
ntimero natural fijo. Como es usual, |- | denotara la norma euclidiana de R”"
y para x € R" y r > 0, B(z,r) es la bola abierta centrada en x de radio r.
Dado un conjunto X # 0, 2% denotara al conjunto potencia de X.

Definicién 1.1. Una funcién u : 2% — [0, 00] es una medida sobre X si
i) w®) =0,
i) u(A) <372 u(Ag) siempre que A C -, Ay

Definicién 1.2. Sea p una medida sobre X y A C X. La restriccion de i a
A se define como

(u|A)(B) = n(ANB) para todo B C X.

Definicién 1.3. Un conjunto A C X es p-medible si para todo B C X se
satisface
n(B) =(BNA)+pu(B\A).

Es importante aclarar una diferencia importante entre [2] y otros textos.
Lo que acabamos de definir como medida es llamado medida exterior en otros
textos. El término medida se utiliza usualmente para referirse a una medida
restringida al conjunto de subconjuntos medibles.



CAPITULO 1. PRELIMINARES

No es dificil ver que si u(A) = 0, entonces A es medible. A estos conjuntos
se les llama conjuntos p-nulos. Cuando se diga que la propiedad P se cumple
casi en todas partes (c.t.p.) significa que la propiedad P se cumple en X \ A
para cierto A C X con p(A) = 0. De igual forma, cuando se diga que la
propiedad P se cumple para casi todo x € B significa que la propiedad P se
cumple en B\ A para cierto A C X con u(A) = 0.

Teorema 1.4. El conjunto de conjuntos p-medibles es una o-dlgebra. Ademds,
si { AR}, es una sucesion de conjuntos p-medibles, entonces se tienen las
siquientes propiedades:

i) Si los elementos de la familia {Ag}72, son disjuntos, entonces

I (G Ak) = iM(Ak)-

it) Si Ay C -+ A C -+, entonces
o () = (UAQ
iii) Si Ay D -+ Ap D -, entonces

i () = (ﬂAQ-

Existen medidas importantes que estan relacionadas con la topologia del
conjunto X, es de especial importancia el caso en el que X = R".

Definicién 1.5. La o-dlgebra de Borel de R™ es la menor o-algebra que
contiene a los subconjuntos abiertos de R™. A los elementos de esta o-dlgebra
se les llama conjuntos borelianos.

Definicién 1.6. Sea p una medida sobre R"™. Decimos que

i) p es una medida regular si para cada A C X existe un conjunto p-
medible B tal que A C By u(A) = u(B).

ii) p es una medida de Borel si todo conjunto boreliano es p-medible.
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CAPITULO 1. PRELIMINARES

iii) p es una medida de Borel reqular si p es medida regular y también es
medida de Borel.

iv) p es una medida de Radon si pu es medida de Borel regular y p(K) < oo
para cada conjunto compacto K C R".

Para funciones definidas en un espacio con una medida, queremos defi-
nir la integral de tal funcion, pero para poder hablar de integrabilidad es
necesario primero definir funciones medibles y simples.

Definicién 1.7. Sea Y un espacio topoldgico. Una funcién f : X — Y es
p-medible si para cada abierto U C Y, f~1(U) es u-medible.

Teorema 1.8. Las funciones medibles tienen las siguientes propiedades:

i) St f,g: X — R son dos funciones p-medibles, entonces también lo son

f+g. fg, [f], min(f,g) y méx(f,g). Si g # 0 en X, entonces f/g
también es p-medible.

it) Si las funciones fr : X — [—o00,00| son pu-medibles, entonces ]1€r>1f1’ T

sup fx, li}gn inf fr y limsup fx también son p-medibles.
k>1 o0 k—o0

Definicién 1.9. Una funcién g : X — [—00, 00] es simple si la imagen de g

es a lo mas numerable.

Dada f : X — [—o00,00] escribiremos f* = max(f,0) la parte positiva
de fy f~ = max(—f,0) la parte negativa de f. La funcién f la podemos
escribir como fT — f~.

Definicién 1.10. Si g : X — [0,00] es una funcién simple y p-medible,
definimos la integral de g como

/gduz > (g {w}).

Sig: X — [—00,00] es una funcién simple p-medible tal que [ gtdp < oo
6 [ g dp < oo, entonces llamamos a g una funcion p-integrable simple y
definimos la integral de g como

/gduz /g+du—/g‘du.
3



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Sif: X — [—00,00] es una funcién medible entonces definimos la integral
inferior y la integral superior de f respectivamente como

/ fdp = sup { / gdu : g es una funciéon p-integrable simple y g < f } ,

/ fdu = inf {/gd,u : g es una funcién p-integrable simple y g > f} .

Diremos que f es p-integrable si [ " fdu = [, fdp y definimos la integral de

f como
[ tan= [ san

A diferencia de otros textos, nuestra definicién de integrabilidad admite
la posibilidad de que la integral de una funcién sea oo 6 —oo.

Los siguientes dos teoremas son muy utiles para encontrar el valor de una
integral.

Teorema 1.11 (Teorema de la Convergencia Monétona). Sean fr : X —
[0, 00] funciones p-medibles tales que f; < --- < fr, <.... Entonces

/kh'm frdp = klim /fkdu.
Teorema 1.12 (Teorema de la Convergencia Dominada). Sean g, f, fi :
X — [0,00| funciones pu-medibles tales que limy_.o fr = f, |fe] < g ¥

[ lgldp < oo. Entonces
/fdu = ka /fkdu.

En esta Tesina se utilizan principalmente dos medidas en R"™, ambas son
medidas muy importantes y muy estudiadas. Estas medidas son la medida de
Lebesgue y la medida de Hausdorff. A continuacién definimos estas medidas
y damos sus propiedades principales.

Definicién 1.13. Sean ay,...,a,,b1,...,b, nimeros reales tales que a, <
bp para k = 1,...,n. Una caja en R™ es una conjunto de la forma A =
[T, [ax, bg]. El volumen de A se define como

Vol(A) = [ [ (bx — ax).

k=1
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Definicién 1.14. La medida de Lebesque en R™ se define para cualquier
A C X como

= Inf {ZVOI :{B;}32, es una familia de cajas, A C U B; }

7j=1

Dado s > 0, sea a(s) = %, donde I'(s) = [, t*'e~"dt es la funcién

Gama. Si n es un natural, entonces a(n) es la medlda de Lebesgue de la bola
unitaria en R".

Definicién 1.15. Sea A CR"” y 0 < s < co. Para cada 0 < § < o0, sea

[e.9]

Hg(A) _ inf{Za(s) <d1aI2Ile) A C UCj,diaij < (5} .

Jj=1 Jj=1

La medida de Hausdorff s-dimensional se define como

H(A) = 1im H(A).

§—0

Teorema 1.16. La medida de Hausdorff H* en R" cumple las siguientes
propiedades:

i) H® es una medida de Borel regular.

ii) H°(A) = #(A) para todo A C R". Aqui #(A) denota la cardinalidad
de A.

iii) H* = L.
iv) Si s >n, entonces H*(A) = 0 para todo A C R™.
v) Si A >0, entonces H*(ANA) = N*H*(A) para todo A C R™.

vi) Si L : R" — R"™ es una isometria afin, entonces H*(L(A)) = H*(A)
para todo A C R™.

A continuacién definimos las funciones Lipschitz y damos algunas de sus
propiedades, estas funciones se utilizan posteriormente en la Férmula de Area
que relaciona las medidas de Hausdorff en diferentes espacios.
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CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicién 1.17. Sea A C R", una funcién f : A — R™ es una funcion
Lipschitz si existe C' > 0 tal que

[f(z) = f(y)l < Clo =yl (1.1)

para cualesquiera z,y € A.
A la menor constante C' que satisface (1.1) se le llama la constante de
Lipschitz de [y se denota por Lip(f).

Teorema 1.18 (Rademacher). Si f : R" — R™ es una funcidn Lipschitz,
entonces f es diferenciable L™-c.t.p. y en los puntos en los que es diferenciable
se tiene que |Df| <Lip(f).

Teorema 1.19 (Kirszbraun). Sea A C R" y f : A — R™ una funcion
Lipschitz, entonces existe una funcion Lipschitz f : R" — R™ tal que f = f

en Ay Lip(f) =Lip(f).

Teorema 1.20. Si L : R" — R™ es una funcion lineal con n < m, entonces
existen S : R™ — R"™ simétrico y O : R® — R™ ortogonal tales que

L=0065.

Definicién 1.21. Si L, S y O son como en el Teorema 1.20, entonces el
Jacobiano de L es

[L] = |det S].
Si f:R™ — R™ es una funcién Lipschitz con n < m, entonces es diferen-
ciable L"-c.t.p. y por lo tanto en casi cualquier punto su derivada D f es una

funcién lineal de R™ a R™. Definimos el Jacobiano de f en los puntos donde
f es diferenciable como

Jf =I[Df].

Ahora estamos preparados para enunciar dos teoremas importantes que
generalizan teoremas de Calculo.

Teorema 1.22 (Férmula de Cambio de Variable). Sean f : R" — R™ una
funcion Lipschitz con n < m. Entonces para cada g : R® — R Lebesqgue-
integrable se tiene

| a@ir@ac@ = [ | Y g |,

z€ f~Hy}



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Corolario 1.23 (Férmula de Area). Sea f : R® — R™ una funcién Lipschitz
con n < m. Entonces para cada A C R™ Lebesque-medible se tiene

[ ar@aea = [ wan o),
A Rm
Ahora definimos espacios de funciones, empezamos con espacios de fun-
ciones continuas y seguimos con espacios de funciones medibles.
Definicién 1.24. Sean A C R™ abierto y k € NU {o0}, entonces
C(AR™) ={f:A— R™: f es continua},
C*(A,R™) = {f : A — R™ : todas las derivadas parciales de orden
< k de f estén en C'(A,R™)},
CHAR™ = {f: A—=R™: f e CFAR™),supp(f) es compacto en A}.
A los elementos de C'(R",R™) los llamaremos simplemente funciones
diferenciables.

Definiciéon 1.25. Sean A C R" y p una medida en R". Dado f : A — R
p-integrable, definimos las normas L' y L> como

|mm%mzévma

[ fllLoocap = nf {t e R* : p({x: 2 € A, |f(z)| > t}) =0} .
Los espacios L'(A, i) y L>=(A, 11) se definen como

L'(A ) = {f : A= R || fllaa < oo},
L¥(Ap) = {f : A= R ||l ma < o0}

Recordemos que si £ < n es un entero positivo, entonces un conjunto
M C R™ es un conjunto suave de dimension k si para cada p € M existen
una isometrfa lineal 6 : R* — R", ¢ > 0 y una funcién diferenciable ¢ : R* —
R con ¢(0) =0y |p(x)] < ¢ para |z| < ¢ tales que

CAM=Cn(p+{0(xt): (z,t) e R* x R"* o(z) = t}),

donde C = {(x,t) € R* x R"* : |z| < &,|t| < €}. Un conjunto M C R" es
un conjunto suave si es un conjunto suave de dimensién n — 1.

Utilizando la Férmula de Area se puede demostrar que la medida de
Hausdorff de un conjunto suave de dimension k coincide con el volumen k-
dimensional que se estudia en Calculo. Por ejemplo, podemos enunciar el
Teorema de la Divergencia de la siguiente manera.

7



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Teorema 1.26 (Teorema de la Divergencia). Sea V' C R™ conjunto abierto
con frontera suave y vector normal exterior n. Si F' : R™ — R" es un campo
vectorial diferenciable y g : R — R es diferenciable, entonces

/ gdiv(F)dL" = / gF -ndH" ' — / V- FdL".
|4 ov |4

Ahora definimos el operador de convoluciéon y damos algunas de sus pro-
piedades.

Definicién 1.27. Si i es una medida en R" y f,g € L*(R™, 1), entonces la
convolucion de f y g es

f*gzj?u—yM@mmw

Teorema 1.28. Si f,g € L'(R", L"), entonces la convolucidn de f y g sa-
tisface las siguientes propiedades:

i) fxge€ LR, L"),
ii) El operador * es conmutativo, asociativo y distributivo en L'(R"™, L™).
iii) a(f xg) = (af) * g para todo a € R.

iv) Si f es diferenciable en x, entonces f x g también lo es y %(f xg) =

(:Zf)xgparak=1,... n.

oxy,

Teorema 1.29. Sea ¢ € C*(R",R) tal que ¢ > 0, supp(f) C B(0,1) y
[ ¢dL™ = 1. Para cada & > 0 sea ¢s(x) = 6 "¢(x/d), entonces para todo
f e LY (R, L") se tiene

%{% |.f * b5 — fllermn ey = 0.

A la familia de funciones {¢s }s=0 se le llama aprozimacion a la identidad.
Esta nocién es necesaria porque no existe una funcién ¢ € L*(R™, L") que
satisfaga ¢ x f = f para todo f € L'(R"™, L").

Finalmente, enunciamos un teorema que necesitaremos mas adelante.

Teorema 1.30. Sea A C R"™ cerrado y {Uy}aer una familia de abiertos
en R™ tales que A C J,c; Ua- Entonces existe una familia de funciones
fo : R" — R tales que
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i) fo >0 para todo a € I.
ii) fo € CX(R™ R) para todo o € I.
iii) supp(fa) C U, para todo o € 1.

iv) Para cada x € A existe un abierto V > x tal que {a : supp(fo)NV # 0}
es finito.

v) > ner falx) =1 para cada x € A.

A la familia de funciones f, se le conoce como particion de la unidad de
A subordinada a {U,}.



Capitulo 2

Dominios de Perimetro
Localmente Finito

El objetivo de este capitulo es definir los dominios de perimetro local-
mente finito y dar algunos resultados relacionados que seran necesarios mas
adelante. Se enuncian los teoremas que més nos interesan pero no se dan de-
mostraciones. Para estudiar el tema mas detalladamente se recomienda leer
el capitulo 5 de [2] y el capitulo 5 de [13].

A partir de este punto n denotara un nimero entero mayor o igual a 2 y
U representara un subconjunto abierto de R™.

Definicién 2.1. Sea f € L*(U, L"), diremos que f tiene variacién acotada
en U si

sup { [ raivigact g e 0w Jgl < 1} ‘.
U

Al conjunto de funciones en U de variacién acotada lo denotamos por BV (U).
Diremos que f es de variacion localmente acotada si f € BV (V) para todo
V C U cuya cerradura sea compacta y esté contenida en U. Al conjunto de
estas funciones las denotamos por BV),.(U).

Una caracteristica de las funciones de variacion acotada es que siguen
cumpliendo una versién del Teorema de la Divergencia. Recuérdese que si
f e CH{UR) y g € CLU,R"), entonces del Teorema de la Divergencia
(Teorema 1.26) tenemos

/fdiv(g)dﬁ"— —/g-wd,c". (2.1)
U U

10



CAPITULO 2. DOMINIOS DE PERIMETRO LOCALMENTE FINITO

Cuando f no es diferenciable pero es de variacién localmente acotada, en-
tonces es necesario sustituir al gradiente de f por una medida vectorial.

Teorema 2.2. Sea f € BV,.(U), entonces ezisten una medida de Radon o
en U y una funcion o-medible v : U — R" tales que

/U Fdiv(g)dLr = — /U g vdo (2.2)

para todo g € CL(U,R").

La medida o es tinica y si v es otra funcién o-medible que satisface (2.2),
entonces v = v o-c.t.p.

Dado un conjunto E C U, denotaremos por 1 : U — R a la funcion
caracteristica del conjunto FE.

Definicién 2.3. Un conjunto £"-medible E C U tiene perimetro localmente
finito en U si 1 es una funcién de variacion localmente acotada en U.

A los conjuntos de perimetro localmente finito que también sean abiertos
los llamaremos dominios de perimetro localmente finito. Normalmente a los
dominios se les pide que sean conexos ademas de abiertos, pero en este trabajo
la conexidad no juega ningun papel, por lo que la omitimos.

Si 2 C R es un dominio de perimetro localmente finito en R", entonces
podemos considerar la medida ¢ y la funcién v asociadas a 1g del Teorema
2.2. Llamaremos a v = —uv el vector normal exterior a ) y a o la medida de
superficie de €.

Deseamos que el vector normal exterior cumpla ciertas condiciones sa-
tisfactorias, sin embargo, es imposible pedir que estas condiciones buenas se
satisfagan en todos los puntos. Las fronteras reducidas se definen como los
puntos de la frontera en donde se cumplen ciertas condiciones agradables.

Definicion 2.4. Sea £ C R” un conjunto £"-medible. Entonces dado x € R"
decimos que = € 0, F, la frontera en el sentido de teoria de la medida de F,
si

i) limsup,_ g+ r~"L" (B(z,r)NE) >0,
i) limsup,_ g+ r~"L" (B(z,r)\ E) > 0.

Si E es de perimetro localmente finito, decimos que = € 0*FE, la frontera
reducida de E, si

11



CAPITULO 2. DOMINIOS DE PERIMETRO LOCALMENTE FINITO

i) o(B(x,r)) > 0 para todo r > 0,

i) lm, o+ m fB(m) vdo =v(z),
iii) |v(z)| = 1.

Teorema 2.5. Si E C R" es un conjunto de perimetro localmente finito,
entonces

PECOECOE y H''0.E\OE)=0.

La frontera reducida también nos ayuda a describir con detalle a la medida
de superficie. Del trabajo de Federer y de De Giorgi se sabe el siguiente
teorema.

Teorema 2.6. Sea £ C R™ un conjunto de perimetro localmente finito. Si o
es la medida de superficie de E, entonces

o= anl La*E

Debido a que muchas veces es conveniente trabajar a un nivel local, es
necesario un resultado que nos diga cémo son los dominios de perimetro
localmente finito cerca de algin punto. El siguiente teorema resulta tutil en
ese sentido.

Teorema 2.7. Si E C R" es un conjunto de perimetro localmente finito y x €
R™, entonces EN B(x,r) es un conjunto de perimetro localmente finito para
casi todar > 0. Ademds, si ENB(x,r) es un conjunto de perimetro localmente
finito, v es su vector normal exterior y o es su medida de superficie, entonces

/g-udaz/ g-NdH”l—i-/ g -vdo
n EndB(z,r) 0+ENB(z,r)

para todo g € CL(R",R"), donde N es el vector normal exterior a B(z,r).

Corolario 2.8. Sean x € R" y E, E' C R" conjuntos de perimetro localmen-
te finito con vectores normales exteriores v,V y medidas de superficie o, o’
respectivamente. Si E NV = E'0V para alguna vecindad V' de x, entonces

existe v > 0 tal que
/ g-l/dJ:/ g-vdo'
B(z,r) B(z,r)

para todo g € C}(R™, R").
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Capitulo 3

Campos Transversales y
Dominios Lipschitz

En este capitulo se tratan dos conceptos distintos, los campos transver-
sales y los dominios fuertemente Lipschitz. Se definen estos dos conceptos
y se demuestran los resultados necesarios para posteriormente demostrar el
resultado principal de este trabajo.

A partir de este momento supondremos que {2 es un dominio de perimetro
localmente finito en R™ con vector normal exterior v y medida de superficie
.

Definicién 3.1. Dado p € 012, diremos que {2 tiene un campo vectorial
continuo transversal cerca de p si existen r > 0, kK > 0 y un campo vectorial
continuo X : B(p,r) N9 — R" tales que

v-X >k o-c.t.p. en B(p,r) N oS, (3.1)

Al campo vectorial X lo llamaremos campo vectorial continuo transversal a
Q cerca de p.

Si §2 tiene un campo vectorial continuo transversal cerca de p para todo
p € 012, entonces diremos que € tiene campos vectoriales continuos localmente
transversales.

Diremos que 2 tiene un campo vectorial continuo transversal global si
existen k > 0 y un campo vectorial continuo X : 92 — R" tales que

v-X >k o-c.t.p. en 02.

En este caso llamamos a X un campo vectorial continuo transversal a 2.

13



CAPITULO 3. CAMPOS TRANSVERSALES Y DOMINIOS LIPSCHITZ

Con algunas condiciones adicionales se pueden relacionar los conceptos
de la definicién anterior.

Teorema 3.2. Si Q satisface H" (0,22 N B(p,7)) > 0 para todo p € 0N y
r > 0, entonces son equivalentes:

(i) Q tiene campos vectoriales continuos localmente transversales.

(i1) Para cada p € O existen k > 0, r > 0 y un campo vectorial continuo
X en B(p,r) N 0N tales que | X| = 1 en B(p,r) N0 y se satisface
(3.1).

Si ademds 0S) es compacto, entonces las propiedades anteriores son equiva-
lentes a:

(111) Q tiene un campo vectorial continuo transversal global X tal que
| X|=1.

(iv) Eziste un campo vectorial continuo X tal que | X| =1y
||l/ — X||Loo(397g) < \/§

Demostracion. Primero probaremos (i) = (i7). Dado p € 0%, sean r > 0,
k>0y X € C(B(p,r) N0, R") tales que se satisface (3.1). Supongamos
que X se anula en algin punto ¢ € B(p,r) N 0S), entonces existe s > 0 tal
que | X| < k en B(g,s) NN Esto implica que |v - X| < k en B(g, s) N 0* €.
De los Teoremas 2.6 y 2.5 obtenemos

o(B(q,s) N9*Q) = H" *(B(q,s) N d*Q)
= H""Y(B(q,5) N 3,Q) — H" *(B(g,s) N (0,2 0*Q))
=H""Y(B(g,s) N 0.Q) >0,

lo que nos da un conjunto de medida o-positiva en la que |v - X| < &, esto
contradice (3.1). Por lo tanto X no se anula en B(p,r) N JS2. Sea

m’:ﬁml’n{ :yéB(p,r/Q)ﬁ@Q}.

1
[ X ()]

Notemos que k' existe porque B(p,r/2) N o es compacto y £ > 0. Entonces
v-— >k o-ct.p.en B(p,r/2)NIQ,

14



CAPITULO 3. CAMPOS TRANSVERSALES Y DOMINIOS LIPSCHITZ

lo cual demuestra esta implicacién.

La implicacién (ii) = (i) es clara.

Ahora supongamos que 0f2 es compacto. Probaremos (i) = (iii). De la
compacidad, existen p; € 9Q, r; > 0, k; > 0y X; € C(B(pi,r;) N O, R"™)
tales que |X;| = 1y v-X; > K; o-ct.p. para i = 1,...,k y ademads
0Q C U B(ps,ri). Sea {1;}% | una particién de la unidad subordinada
a {B(pi,r:)}E,, definiendo x = min{ry,... s} y X = S°F 4 X;, tenemos
que X € C(0Q,R") y

k k
v-X = szu - X > lemz > K o-c.t.p. en 0.
i=1 i=1

Por lo tanto €2 tiene un campo vectorial continuo transversal global. Para ver
que X se puede tomar unitario, se utiliza un razonamiento analogo al que
usamos en la demostracién de (i) = (ii).
La implicacién (iii) = (i) es clara.
Finalmente, para ver que (iii) < (iv) basta notar que
v X =

(WP +|XP -y =-XP)==z(2-|v— X" o-c.t.p. en 09,

N | —
DN | —

por lo que X es globalmente transversal a  si y sélo si || — X ||z (a0,0) < V2
[

La definiciéon de dominio fuertemente Lipschitz se hace localmente y es
conveniente darla usando una clase especial de vecindades.

Definicién 3.3. Dados un punto p € R™ y un vector unitario N € R", se
define el cilindro centrado en p con direccion N y dimensiones b,c¢ > 0 como

Clp,N,b,c)={p +tN:p € p+ N, |p —p| < b,|t| <c}.

Es facil ver que bajo un cambio de coordenadas, el cilindro es el producto
cartesiano de la bola cerrada de radio b en R”! con un intervalo cerrado
[—c, c].

Consideraremos al espacio R" como el producto R*! x R. Si z € R*~!
y t € R, entonces usaremos la notacién (x,t) € R"™! x R para describir un
vector en R™. De esta forma, denotaremos por e,, = (0, 1) al n-ésimo elemento
de la base canoénica de R".
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CAPITULO 3. CAMPOS TRANSVERSALES Y DOMINIOS LIPSCHITZ

Definicién 3.4. Dado p € 012, diremos que €2 es un dominio fuertemente
Lipschitz cerca de p si existen una isometria lineal # : R™ — R", un cilindro
C(p, N,b,c) y una funcién Lipschitz ¢ : R*™' — R con 0(e,) = N, ¢(0) =0
y |¢(x)| < ¢ para |z| < b tales que

Clp,N,b,e)nQ = C(p,N,b,c)N(p+{0(x,t): p(x) <t})
C(p,N,b,c)n9dQ = C(p,N,b,c)N(p+{0(x,t): p(x)=t}).

Diremos que €2 es un dominio localmente fuertemente Lipschitz si es un
dominio fuertemente Lipschitz cerca de p para todo p € 0f2. Si ademas la
frontera de €2 es compacta entonces diremos que €2 es un dominio fuertemente
Lipschitz.

Intuitivamente, esta definiciéon nos dice que €) se ve localmente como la
region sobre la grafica de una funcién Lipschitz. De aqui la conveniencia de
pedirle a las vecindades que sean cilindros.

Vale la pena notar que si 2 es un dominio fuertemente Lipschitz cerca de
p entonces, en el contexto de la Definicién 3.4, también se tiene la siguiente
igualdad:

C(p,N,b,c)N O = C(p, N,b,c) N (p+{0(z,t) : p(z) > t}). (3.2)

Por el Teorema de Rademacher (Teorema 1.18) la funcién ¢ : R"! — R
es diferenciable H"!-c.t.p., por lo que el dominio {(x,t) € R" ! xR : p(x) <
t} tiene un vector normal exterior en el sentido de Célculo diferencial dado

o (Vo(a).~1)
T Vel

en los puntos = en los que ¢ es diferenciable. Utilizando la Férmula de Area
(Corolario 1.23), no es dificil ver que esto implica que existe un campo vecto-
rial en 92 que es normal a ) (en el sentido de célculo diferencial) H" | 9Q-
c.t.p. Llamemos 7 a este campo vectorial.

N(z) =

Teorema 3.5 (Teorema de la Divergencia para Dominios Fuertemente Lip-
schitz). Si  es un dominio fuertemente Lipschitz entonces para cada g €
CHR",R") se tiene

/div(g)dﬁ” :/ g-ndH" .
) o9
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CAPITULO 3. CAMPOS TRANSVERSALES Y DOMINIOS LIPSCHITZ

Demostracion. Para cada p € 052, sean C, = C(p, Ny, by, ¢;), 0, ¥ ¢ €l cilin-
dro, la isometria lineal y la funciéon Lipschitz de la Definicién 3.4. Denotare-
mos por B, a la bola centrada en el origen de radio b, en R""!. Sea

(Vepp (), —1)

np() = n(z, pp(z)) = WAGEER

para H"'-casi todo = € B,,.

Sea ¢s una aproximacion a la identidad y ¢,s = ¢, * ¢s, sea 1,5 =

(Veop,s(2),—1) ‘ n—1
——=£2 ¢l vector normal a la gréfica de ¢, 5. Sea U, s = {(z,t) € R"! x
VIVeps(@)P+1 P " ’

R : ¢,s(x) <t} la regién sobre la gréafica de ¢, 5.

Denotaremos por Jy,(z) = 1/|Ve,(x)|? + 1 al Jacobiano de la aplicacién
B, — R" dada por x — (x, p,(2)). De la misma forma, llamaremos J, s(x) =
VIV,s(x)|?+1 al Jacobiano de la aplicacién B, — R" dada por z +—
(2, s ().

Dada una funcién f : R® — R™, denotaremos por f? : R"™! — R™ a la
funcién definida como fP(x) = f(z, pp(x)).

Sea {hy, }pean una particion de la unidad de 0€2 subordinada a {int(C,) } ,ean-
Dada una funcién g € C}(R™, R™) tenemos

g-ndH" ! = / h,g) - ndH™ .
/69 Z cpmaﬂ< 0)

peEON
Por la Férmula de Cambio de Variable (Teorema 1.22) obtenemos

/ (hpg) - ndH" ™" = / (h2gP) - mpJpd L7
CpNOQ

Bp

Pero cada coordenada de n,.J, = (Vi,, —1) estd en L>(B,, L* ') y por lo
tanto en L*'(B,, L"). Como hbg? € L>(B,, H" "), por los Teoremas 1.28 y
1.29 podemos escribir

/ (hbg?) - Ny JpdL" " = h’m/ (hog?) - s Ty sd LY.
By -0 /g,

Nuevamente aplicamos la Formula de Cambio de Variable (Teorema 1.22)
para obtener

/ (hggp) ’ np,5Jp,6d£n_1 = / (hpg) . np#;dHn_l.
BP CpﬂaUp,(;
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CAPITULO 3. CAMPOS TRANSVERSALES Y DOMINIOS LIPSCHITZ

Por el Teorema de la Divergencia (Teorema 1.26) tenemos

/ (hpg) - psdH" ' = / div(h,g)dL".
CpﬂaUp#;

Cpﬂqug

El Teorema 1.29 y el Teorema de la Convergencia Dominada (Teorema 1.12)
implican

lim div(h,g)dL" = / div(h,g)dL".

0=0 Je,nu, 5 CpNQ2

Sih=(1—->_hy)1lq, entonces h € C*° y supp(h) C © es un dominio suave,
por el Teorema de la Divergencia (Teorema 1.26) | )div(hg)dE” = 0,

) supp(h
asi que
> / div(h,g)dL" = / div(g)dL".
peaq Y ConQ Q
Esto nos da la igualdad deseada. O]

Este teorema implica que si €2 es un dominio de perimetro localmente
finito, entonces su vector normal exterior v coincide con el vector normal
exterior de Célculo diferencial n H" !-c.t.p., y la medida de superficie es
H"199Q. Otra consecuencia inmediata de este teorema es que la regién
sobre la grafica de una funcién Lipschitz es de perimetro localmente finito.

Los siguientes dos Lemas nos dicen un poco acerca de la topologia y la
frontera en medida de los dominios fuertemente Lipschitz.

Lema 3.6. Si Q) es un dominio localmente fuertemente Lipschitz, entonces

o0 = 00.

Demostracién. La contencién OF C OF se da para todo E C R™, ya que

O0E =EN(E)c=ENint(E?) C ENE° = 0E.

Para mostar 092 C 09 tomamos p € 9. Entonces 2 es un dominio
fuertemente Lipschitz cerca de p. Sean 6 y C(p, N, b, c) como en la Definicién
3.4 y sea r > 0. Tomamos ¢ < 0 tal que |¢/| < min{c,r}, entonces ¢(0) =
0 > (. Esto implica por (3.2) que

p+60(0,d)€Clp,N,b,c)N(p+ {A(x,t) : p(z) > t}) =C(p, N,b,c) N Q

por lo que B(p,r) interseca tanto a £ como a Q°. Por lo tanto p € 9Q. [
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CAPITULO 3. CAMPOS TRANSVERSALES Y DOMINIOS LIPSCHITZ

Lema 3.7. Si Q satisface 0Q = 09, entonces H" (0.2 N B(p,7)) > 0 para
todo p € 92 yr > 0.

Demostracion. Supongamos que
H" 10,20 B(p,r)) =0 (3.3)

para algin p € 9Q y r > 0. La hipdtesis 9Q = 9Q implica que B(p, s)
interseca a 2 y a R"\ Q para toda s € (0,7). Por el Teorema 2.7 podemos
encontrar s € (0,7) tal que 2N B(p, s) es de perimetro localmente finito.
Dado g € C!(B(p, s),R") tenemos por los Teoremas 2.2, 2.6 y 2.7 que

/ div(g)dL" = / g- NdH" ' + / g-vdH" 1,
QNB(p,s) QNOB(p,s) 0+QNB(p,s)

pero como g = 0 en dB(p, s) y por (3.3) se tiene que me(p 9 div(g)dL" = 0.

Como esto es para cualquier g € C}(B(p, s), R™), entonces L"(QNB(p, s)) =
0, pero QNB(p, s) es abierto. Esto es una contradicién, por lo tanto H"1(9,0QN
B(p,r)) > 0. O]
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Capitulo 4

Resultados principales

En este capitulo demostraremos que un dominio de perimetro localmente
finito es un dominio localmente fuertemente Lipschitz si y sélo si tiene campos
vectoriales continuos transversales y satisface cierta condicién topoldgica en
la frontera. También se demuestra una version de este teorema cerca de un
punto. Posteriormente enunciamos el teorema de una forma distinta para
poder compararlo con un resultado similar.

Primero necesitamos un lema de topologia.

Lema 4.1. Si Q; y Qy son subconjuntos abiertos de R™ tales que
0Q; = 0% para i = 1,2

entonces
8(91 N QQ) == 8(91 N QQ)

Demostracion. Al principio de la demostracién del Lema 3.6, demostramos
OE C OF para todo E C R", por lo que basta probar 9(Q; N ) C
0(£21 N Q). Sea z € I(2; N Q) y supongamos que z & I(2; N y).

Como z € 9(; N€y), tenemos que

B(x,r)N Q1N #0 (4.1)

para toda r > 0. Ademds como €2; Ny es abierto y x € 9(2; N s) tenemos
que z & Q1 Ny, por lo que existe i € {1,2} tal que
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CAPITULO 4. RESULTADOS PRINCIPALES

Si B(z,r) interseca a (€23 N )¢ para toda r > 0 entonces, junto con
(4.1) obtenemos que = € 9(£2; N y), lo cual contradice nuestra suposicion.
Por lo tanto existe r > 0 tal que B(z,r) C Q3 NQy C ;. Esto implica
x ¢ 09, pero el hecho de que = € €; junto con (4.2) implica que z € 9.
Esto contradice la suposicién x ¢ 9(€2; N §2y). O

Ahora estamos listos para comenzar la demostracién de la version lo-
cal del teorema. Como la prueba es muy larga, la hemos partido en varias
afirmaciones para facilitar su lectura.

Teorema 4.2. Sea ) un subconjunto no vacio de R™ con perimetro local-
mente finito y sea p € ). Entonces 2 es un dominio fuertemente Lipschitz
cerca de p si y solo si tiene un campo vectorial continuo transversal cerca de
p y existe r > 0 tal que

QN Bp,r)) = (MTM) .

Nuevamente, denotaremos por e, al n-ésimo elemento de la base canénica

de R™.

Demostracion del Teorema 4.2. Mediante una isometria afin, podemos supo-
ner que p =0y X(0) = e,.
Probaremos primero una implicacion del teorema.

Afirmacion 1. Si Q) es un dominio fuertemente Lipschitz cerca de 0, enton-
ces tiene un campo vectorial continuo transversal cerca de 0 y existe r > 0

tal que O(2N B(0,7)) =0 (Q N B(0, r))

Demostracién. Sean 0, C(0, N,b,c) y ¢ : R"™* — R como en la Definicién
3.4. Sin perder la generalidad podemos suponer que 6 es la identidad. Del
Teorema 3.5 sabemos que la regién sobre la grafica de ¢ es un dominio de
perimetro localmente finito. Por el Corolario 2.8 sabemos que existe 0 < r <

min{b, c} tal que v(z, p(x)) = % para H" !-casi todo x € B(0,r) C
o(x

R"!1. Esto junto con la Férmula de Area (Corolario 1.23) implica que el
campo vectorial constante (0,—1) € R"™! x R es transversal a ) cerca de
0. Para la segunda parte de la afirmacién, como r < min{b, c}, se tiene que

a(Q N B(0, 7)) :(9<QHT(O,T)>. O
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Habiendo probado eso, seguiremos con la otra implicacién del teorema.
Supongamos que {2 tiene un un campo vectorial continuo transversal cerca

de 0 y existe r > 0 tal que 9(2N B(0,7)) =0 (Q N B(O,r)).

Afirmacién 2. Eziste s € (0,7) tal que 0 € 9(QNB(0,s)) =0 (Q N B(0, 5))
y QN B(0,s) es de perimetro localmente finito.

Esta Afirmacion es una consecuencia inmediata del Teorema 2.7 y el Lema
4.1.

En vista de esto podemos suponer (redenotando a 2 por QN B(0,s) si
es necesario) que €2 es un dominio de perimetro localmente finito, abierto y
no vacfo, que satisface 9Q = 99 y que existe X campo vectorial continuo
transversal cerca de 0 tal que X (0) = e,,.

1

n -

Afirmacién 3. Sea v = v — (e, - V)e, la proyeccion ortogonal de v en e
Entonces existe a > 1 tal que

L,
en v > =V o-c.t.p.
a

en alguna vecindad V' de 0.

Demostracion. Sabemos que existe k > 0 tal que v- X > k o-c.t.p. en alguna
vecindad de 0. Como X (0) = e, y X es continuo, existe una vecindad V' de
0 tal que |[X —e,| <k/2enV, porloquev-e, >v-X > %. Seaa > 1 tal

que
2

(1+ a2)i > 1.
4
Entonces, como ¢, - v > 5 o-c.t.p. en V, tenemos que
v — (en - V)€n|2 = |V|2 —2(en - V)2 + (€én - V)2|en|2
= 1— (e, v)?
< a*(en-v)?

o-c.t.p. en V. Finalmente, como e, - v es positivo, sacando raiz cuadrada
obtenemos

1
en v > |V o-c.t.p.enV
a
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Sean b, ¢ > 0 tales que
ab < ¢ y C(0,e,,b,c) C V.

Mas adelante probaremos que 92 N C(0, ey, b, ¢) es localmente la grafica de
una funcién Lipschitz de constante a lo més a. Para simplificar escribiremos
C =C(0,e,,b,c).

Sea {¢s}s~0 una aproximacion a la identidad como en el Teorema 1.29.
Por el Teorema 1.28, la funcién

Xs = @5 * 1q,

es diferenciable. Utilizando el Teorema 1.28 y el Teorema 2.2 aplicado a los
campos vectoriales gi(y) = ¢ser(x —y) para k = 1,...,n, se pueden obtener

Vxs(r) = — , ¢s(x — y)v(y)do(y)

Vixs(z) = - ) gs(x — y)v'(y)do(y),
Q
para todo x € R™.

Afirmacién 4. Si§ < min{b,c}, entonces

0
ox

donde V' es el gradiente sobre las primeras n — 1 coordenadas.

1
xs(x) > =|V'xs(x)], para todo x € C
n a

Demostracion. Como el soporte de ¢s estd contenido en C y v/ es la proyec-
cién de v en R"! x {0}, obtenemos de la Afirmacién 3 que

) = ~Tnsla)een = ([ asto )it -e.
= /. ds(z —y)v(y) - endo(y)
> [ e - @)ldoty)
a Jon
> 2 [ oo - i ioto)
oN
= 1vu()|
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Afirmacién 5. Sea C' = C<07 €ny 3, 5) Sizel' NN yy € C'NQ°, entonces
Yn — Tp < a|y' — JZ’|,
donde v = (¢, 2,) ER"' xR, y = (/,yn) ER"' x R.

Demostracién. Primero supongamos que z € CNQy que y € CN Q. Co-
mo supp(¢s) C B(0,0), entonces si 0 es suficientemente pequeno tenemos
xs(x) =1y xs(y) = 0. Supongamos que ¥y, — x, > a|y’ — «’|. Entonces de la
Afirmacion 4 obtenemos que para z € C

(y—2)-Vxs(z) = (Un—2a)0nxs(2) + (¥ —2) - Vixs(2)
< (Yo — Tn)Onxs(2) + Iy 2|V xs(2)]
< (g — 2)Ouxs(2) + L[V xs(2)]
< (yn - $n) nX&(Z) ( - xn)anXtS(z) = 0.

Por el Teorema Fundamental del Célculo tenemos

1
0= [ (=) Vuala + by = 2t = x6l0) ~ xa(a) = 1,
0
lo cual es una contradiccién. Por lo que
Yn — Tp, < aly’ — 2'|. (4.3)

Ahora, notemos que

int(C)NQ = (int(C) N Q) U (int(C) N 9N)
C (CNnQuUICNQ)
= CNQN
Por lo tanto
CnQcint(C)nQccni. (4.4)

—C

Por otro lado, 992 = 99 implica que 9(Q°) = 9(Q"), por lo que

int(C)N2° = (int(C) Nint(2)) U (int(C) N I(§27))
c (€N U (int(C) NA(Q))
c CnQHYUBACNID))
= cnQ.
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Esto a su vez implica
C'NQccimt(C)NQcecn’. (4.5)

Seanx € C'NQyy € C'NO°. Por (4.4)y (4.5),xyy pueden ser expresados
como el limite de una sucesién de puntos en CN Q2 y CN Q respectivamente.
De esto y la ecuacién (4.3) obtenemos

Yn — T < aly’ — 2.
O

Afirmacién 6. Sea B la bola de radio & en R"™!, entonces B x {—£} C Q
yBx{}c Q.

Demostracién. Si no ocurre que B x {—£} C €, entonces existe 2’ € B tal
que (2',—5) ¢ Q. Como 0 € Q°, por la Afirmacién 5 tenemos que

c c ab
—_ = — _— < /_ <_
5=V < 2>—a’x =<3

lo que contradice la definicién de b y ¢. De manera andloga se establece que
Bx{¢}cq. O

Afirmacién 7. Para cada o' € B existe un dnico (') € (—£,%) tal que
(@', p(2)) € CNON. Ademds ¢ es Lipschitz de constante < a y

N = N, t): o) > 1),
Cnon = N, 1): o) =1t}

Demostracion. Para cada ' € B consideramos el segmento [, = {(2/,1) :
—5 <t < $}. Por la afirmacién anterior sabemos que (2, —5) € I, N Q
y que (2',5) € Ly N Q°, por lo que necesariamente existe t; € I, N 99.
Sity € I, N OS), entonces por la Afirmacién 5 tenemos que t; —ty < 0y
ty —t1 < 0. Por lo tanto I, N 02 tiene un unico elemento al que llamaremos
¢(2'). Esto a su vez implica que el conjunto {z'} x [~ 5, ¢(2')) es precisamente
QN I,. La Afrimacion 5 implica que ¢ : B — R es Lipschitz de constante

< a. Finalmente notemos que

C'no= (I no)=c'n({(z t):2' € B,p(z) =t}).

z'eB
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De manera analoga obtenemos,

Cno=J I nQ)=Ccn{.t):2' € Box)>1}).

z'eB
]

Notemos que por el Teorema de Kirszbraun (Teorema 1.19) podemos
extender ¢ a una funcién ¢ : R"! — R Lipschitz de constante < a.

Para estar completamente de acuerdo con la definicion de dominio fuer-
temente Lipschitz, sea 0(x) = —z, entonces tenemos

CnQ = Cn{0,t): —p(—a') < t})

Cnon = N0, t): —p(—a') = t}). (4.7)

Esto demuestra que €2 es un dominio fuertemente Lipschitz cerca de 0. [
Ahora demostraremos la version general del teorema.

Teorema 4.3. Sea ) un subconjunto no vacio de R™ con perimetro local-
mente finito. Entonces 0 es un dominio localmente fuertemente Lipschitz si
y solo si S tiene campos vectoriales continuos transversales y 0€) = 0f).

Demostracion. Supongamos que € tiene campos vectoriales continuos local-
mente transversales y sea p € 0{). Entonces {2 tiene un campo vectorial
continuo transversal cerca de p. Como 0) = 05, del Lema 4.1 obtenemos

que (2N B(p,r)) =0 (Q N B(p, 7’)) para toda r > 0. Finalmente, del Teo-

rema 4.2 concluimos que € es fuertemente Lipschitz cerca de p. Como p € 92
fue arbitrario, €2 es un dominio localmente fuertemente Lipschitz.

Ahora supongamos que ) es un dominio localmente fuertemente Lip-
schitz. Del Lema 3.6 sabemos que 02 = 0€). Para cada p € 09, Q es fuer-
temente Lipschitz cerca de p y por el Teorema 4.2 existe un campo vectorial
continuo transversal cerca de p. Por lo tanto €2 tiene campos vectoriales con-
tinuos transversales. O

Con esto hemos probado que es posible valerse unicamente de campos
vectoriales para definir un dominio localmente fuertemente Lipschitz. Una
vez obtenida esta equivalencia en el plano euclidiano R"”, se puede definir
en una variedad riemanniana a un dominio fuertemente Lipschitz como un
dominio que tiene un campo vectorial continuo transversal cerca de cualquier
punto en su frontera y que satisfaga 99 = 0.

El teorema anterior se puede volver a enunciar de la siguiente manera:
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Teorema 4.4. Si Q es un dominio acotado y satisface I = 09, entonces
es un dominio Fuertemente Lipschitz si y sdlo si p(Q) < v/2. Donde p(Q) =

f{||v — fllz=@00 : f € C(OQ,R"),|f| =1}.

Este teorema se puede demostrar facilmente utilizando los Teoremas 4.3,
3.2 y el Lema 3.7.

Existen teoremas parecidos que caracterizan otros tipos de dominios. Por
ejemplo, en [5] se da una caracterizacién de dominios suaves.

Teorema 4.5. Si Q es acotado y satisface 00 = 0N, entonces Q es un
dominio C* si y sdlo si p(Q) = 0.

En [6] se hace una caracterizaciéon de dominios més generales usando
condiciones similares a las usadas en el Teorema 4.4.
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