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Capitulo 1
Introduccion

Una grafica dirigida es cuasitransitiva si para todo conjunto de vértices x, y y z, tales que
x — y vy y — z son flechas de la digrafica, entonces se tiene que x — z 0 z — x también
es una flecha de la digrafica. Inspirados en la definicién de digraficas cuasitransitivas,
hemos definido las digraficas n-cuasitransitivas como las que cumplen que para todo par
de vértices u y v tales que existe una trayectoria dirigida de longitud n entre ellas se tiene
que v — v 0 v — u también es una flecha de la digréfica.

En el 1995 J. Bang-Jensen y J. Huang caracterizaron las digréficas cuasitransitivas [1].
En 2004 en [2], J. Bang-Jensen afirma que toda digréfica 3-cuasitransitiva fuertemente
conexa es bipartita o semicompleta. Nosotros hemos encontrado una familia de digraficas
3-cuasitransitivas fuertemente conexas que no son bipartitas y tampoco son semicomple-
tas. En esta tesis damos la caracterizacién de las digréficas 3-cuasitransitivas fuertemente

conexas asimétricas.






Capitulo 2
Preliminares

En este capitulo se dard un breve repaso a las definiciones bésicas de las digréficas y a

algunas propiedades de estas que se usardn en el presente trabajo.

2.1 Nociones previas

Una particion P, ..., P, de un conjunto A es una familia de subconjuntos de A, {P;}7,

tales que
i) P; # () para todo 0 <i < n,
i) P,NP; =0 paratodoi# jy
iii) Uy P = A.

Decimos que dos conjuntos X y Y son ajenos si X NY = (.

2.2 Conceptos basicas de graficas

Una grdfica dirigida o digrdfica D es un par ordenado de conjuntos (V(D), F(D)) tales
que F(D) C V(D) x V(D), es decir, un conjunto V(D) y otro conjunto F(D) de pares
ordenados de elementos distintos de V(D). V(D) es el conjunto de los vértices de D y
F(D) es el conjunto de las flechas de D.

Una digrafica se representa facilmente pintando puntos que representen a los vértices de

D y flechas que representen a los elementos de F(D), tales que si (u,v) € F(D) pintamos
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v7\.v8 /

Figura 2.1: La digrafica de Peterson, (V(D),F(D)) con (V(D)) =
{v1,v2,v3,v4, V5, V6, V7, U8, V9, v10} ¥ F(D) = {(v1,v2), (v2,03), (v3,v4), (v4,v5), (v5, V6),

(UG, v?)v (U7a 7)8)7 (USa 1)9), (v9a Ul)y (1}10, UQ)» (1)1(), 7)5); (UIO> ’Ug), (U% 1}3)7 (U4’ ”Ug), (7)1; v6)}~

una flecha con la cola en el vértice u y la punta en el vértice v, como se ilustra en la
figura 2.2. Se escribird u — v cuando (u,v) € F(D).

Se dice que dos vértices u y v de V(D) son adyacentes en D si u — v 0 si v — u.
Se denota que u y v son adyacentes escribiendo u ~ v o bien u ~p v cuando haga falta
especificar que son adyacentes en D.

Se dice que hay una flecha desde u hacia v cuando u — v.

El ingrado de un vértice v, 6~ (v), es el nimero de flechas que llegan hacia v, es decir,
el nimero de flechas de la forma (z,v) en F(D).

El exgrado de un vértice v, 67 (v), es el nimero de flechas que salen desde v, es decir,
el niimero de flechas (v,z) € F(D).

Un vértice v es un wértice duplicado de otro vértice u si para todo vértice x tal que
x — u se tiene que x — v y para todo vértice y tal que u — y se tiene que v — y. Es decir,
u v v son duplicados si son adyacentes hacia los mismos vértices y son adyacentes desde
los mismos vértices.

Una grafica es asimétrica si para todo par de vértices adyacentes u y v se tiene que
(u,v) € F(D) o (v,u) € F(D), pero nunca ambas.

En esta tesis s6lo se consideran graficas dirigidas asimétricas tales que V(D) # 0 y
|V(D)| es finito.

Dos digraficas D y E son isomdrficas si existe una biyeccién entre V(D) y V(E) que
respeta exactamente las adyacencias dadas por F(D) y F(E). Esto se denota escribiendo
DXE.
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-

Figura 2.2: v y v son vértices duplicados.

/

4

Una digréfica E es una subgrdfica dirigida o subdigrdfica de otra digrafica D si V(E) C
V(D) y F(FE) C F(D) tal que si (u,v) € F(F) entonces u € V(E) y v € V(E).

Si W C V(D) la digrifica inducida por W en D es la que tiene como vértices al
conjunto W y como conjunto de flechas al conjunto F (D) N (W x W). Se denota D[W] a
la subdigrafica inducida por W en D.

Una subdigrdfica generadora H de D es una subdigrafica de D que cumple que V(H) =
V(D).

Sean A y B subconjuntos de V(D) tales que AN B = (). Se dice que A domina a B si
a — b para todo par de vértices a € Ay b € B. Cuando A domina a B se escribe A — B.

Una grdfica no dirigida o grdfica G = (V, E) consiste en un conjunto V(G) de vértices
y un conjunto A(G) de aristas de pares de elementos distintos de V(G).

Sea D una digrafica. La grafica subyacente de D, UG(D), es la que tiene como conjunto

de vértices a V(UG(D)) = V(D) y como conjunto de aristas a V(UG (D)) = {(x,y) tales
que x ~p y}.

El complemento de una grafica G, denotado por G, es una grafica tal que V(G) = V(G)
y tal que u ~z v siy sélo si u =g v.

Se dice que dos gréficas o dos digraficas D y E son ajenas si V(D) NV (E) = .

2.3 Trayectorias y distancia en digraficas y en graficas

Un camino dirigido P = (po,...,p) es una sucesién de vértices tales que p; — p;11 para
0 <i < k. Se dice que u es un vértice inicial de P si u es el primer vértice de P; es decir,
si u = pg, y se dice que v es un un vértice terminal de P si u es el ultimo vértice de la
trayectoria; es decir, si v = pg.

Una trayectoria dirigida P = (po, . .., px) es una sucesion de vértices tales que p; — pit+1
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para 0 < i < ky p; # p; para i # j. Se dice que u es un vértice inicial de P si u es el
primer vértice de P; es decir, si u = pg, y se dice que v es un un vértice terminal de P si u
es el ultimo vértice de la trayectoria, es decir, si v = py.

Una ciclo dirigido C' = (cg,...,ck, Co) €s una sucesién de vértices tales que ¢; — ¢;41
para 0 <i < kycy —coyc #cjparai # j.

P es una (u,v)-trayectoria dirigida si u es el vértice inicial de Py v es el vértice terminal
de P. Andlogamente, se dice que P es un (u,v)-camino dirigido si u es el vértice inicial de
P y v es el vértice terminal de P.

La longitud de una trayectoria dirigida P, denotada por |P|, se define como el nimero
de flechas que forman a la trayectoria. Por ejemplo, si P es una trayectoria dirigida tal
que P = (po,...,pr) entonces |P| = k.

La longitud de un camino dirigido P = (po, ..., px), denotada por |P|, se define como
el nimero de flechas recorridas en el camino, contando una vez a cada flecha por cada vez
que aparece en el camino.

Se tiene que toda trayectoria dirigida es un camino dirigido, por definicién.

Lema 2.1. Todo (u,v)—camino dirigido contiene una (u,v)—trayectoria dirigida.

Demostracién: Se demostrara el lema por induccién sobre la longitud del camino dirigido.
Sea P = (pg,-..,Dk)-

Cuando k =1 se tiene que P = (pg,p1) es una trayectoria dirigida.

Supongamos que todo camino dirigido P’ = (py, ..., p},) con k < n contiene una trayec-
toria dirigida 7.

Sea P = (po,...,pn) un camino dirigido de longitud n. Si P es una trayectoria di-
rigida se cumple que P contiene una trayectoria dirigida, pues P se contiene a si misma.
Supongamos que P no es una trayectoria dirigida. Entonces existen dos vértices p; y
pj en P tales que p; = pj y @ # j con ¢ < j. Consideremos al camino dirigido P* =
(D05 -+ + s Die1,Dis Dj+15 - - Pn), €0 QUE P; — Pjp1 DUes pj — pjy1 y pi = pj. |[P*| < n en-
tonces por la hipétesis inductiva se tiene que P* contiene una trayectoria dirigida 7. Como
P contiene P* y P* contiene T" entonces P contiene a T'. [(2.1)

Una (u, v)—trayectoria dirigida de longitud minima P es una (u,v)—trayectoria dirigida
tal que |P| <| T'| para toda (u,v)—trayectoria dirigida 7T
La distancia de un vértice u a otro vértice v en una digréfica, denotada por d(u,v), es

|P| donde P es una (u,v)—trayectoria dirigida de longitud minima. De la misma manera
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se define la distancia de un vértice u a un conjunto A, d(u, A), como |P| tal que P es
la minima (u,v)—trayectoria con v € A. La distancia de un conjunto A a un vértice u,
d(A,v), se define como |P| tal que P es la minima (u,v)—trayectoria con u € A. Se define
la distancia de un conjunto A a un conjunto B , d(A, B), como | P| tal que P es la minima
(u,v)—trayectoria con u € Ay b € B.

Una trayectoria en una grafica P = (po,...,px) €s una sucesién de vértices tales que
pi ~ piv1 para 0 < i < ky p; # p; para i # j.

En una gréfica una (pg, px)—trayectoria es una trayectoria que empieza en el vértice py,
y que termina el el vértice p,.

La distancia de un vértice u a otro vértice v en una grafica, denotada por d(u,v), es
|P| donde P es una (u,v)—trayectoria de longitud minima.

Una ciclo C = (cog,-..,Ck,Co) en una grafica es una sucesién de vértices tales que
ci~ciprpara0<i<kycp—coyc #cjparai# j.

Una camino cerrado R = (ro,...,Tk,r0) en una grafica es una sucesién de vértices tales
que ¢; ~ ciy+1 para 0 < i < k 'y ¢k ~ cg, es decir, tales que el primer y el dltimo vértice de
R es el mismo.

La longitud de un camino P = (py,...,px) o de un camino cerrado R = (rg,..., 7%, 70)
denotada por |P| se define como el nimero de aristas recorridas en el camino, contando

una vez a cada arista por cada vez que aparece en el camino.

Lema 2.2. En una grdfica todo camino dirigido cerrado de longitud impar contiene un

ciclo dirigido de longitud impar.

Demostracién: Sea G una grafica y sea R = (rg,...,r,79) un camino dirigido cerrado
de G tal que |R| = k + 1 es impar.

Demostraremos este lema haciendo una induccién sobre la longitud del camino cerrado.

Si|R| =3, R= (ro,r1,72,70), s€ tiene que r; # r; para i # j, pues si hubieran vértices
iguales se tendria que G tiene una flecha del tipo (a, a), lo cual hemos prohibido en nuestra
definicién de digraficas para ésta tesis. Entonces R es un ciclo dirigido de longitud impar.

Supongamos que cada vez que se tiene un camino dirigido cerrado |R| < n con |R|
impar, entonces R contiene un ciclo dirigido de longitud impar.

Sea R = (rg, ..., n—1,70) un camino dirigido cerrado de longitud n > 3. Sir; # r; para
todo par de vértices con ¢ # j entonces R es un ciclo dirigido de longitud impar. Entonces
supongamos que existe un par de vértices 7; y 7; con ¢ # j. Sin pérdida de generalidad

supongamos que i < j. Sean Ry = (rj,Tit1,...,7j—1,75) ¥ Ro = (75,7j41,. .., Ti-1,Ti).
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Observemos que R = R; U Ry y por lo tanto |R| = |Ri| + |R2|. Como |R| es impar
entonces |R1| es impar y |Ra| es par o bien |Ri| es par y |Ra| es impar. Supongamos
sin pérdida de generalidad que |R;| es impar. Como todo camino dirigido cerrado es de
longitud por lo menos dos entonces |Ro| > 2, y por lo tanto |R1| es un nimero impar menor
que n. Entonces por nuestra hipétesis inductiva se tiene que R; contiene un ciclo dirigido
de longitud impar C'. Como C también esta contenido en R se tiene lo que queriamos
demostrar. 0(2.2)

2.4 Digraficas transpuestas

La digrdfica transpuesta D7 de una digrafica D es la que tiene como conjunto de vértices
a V(D7) =V(D)y tal que (u,v) € F(D7) siy sblo si (v,u) ¢ F(D). Es decir u —p- v si

y sélo si v Ap u.
o <— _
D D7

Figura 2.3: Una digrédfica D y su digrafica transpuesta D7.

o——>0
e—>0
o<—— 0

Lema 2.3. D= (D7)".

Demostracién: Por definicién se tiene que V(D) = V(D7) = V((D")7). Sean u y v tales
que (u,v) € F(D). Por definicién se tiene que (u,v) € F(D) siy sblo si (v,u) € F(D7)y
se tiene que (v,u) € F(D") siy sélo si (u,v) € F((D7)"). Por lo tanto (u,v) € F(D) siy
s6lo si (u,v) € F((D™)7). Entonces se tiene que D = (D7)". J(2.3)

Lema 2.4. Sea T = (to,...,tx) una (to,tr)—trayectoria dirigida en D. Entonces T es

una (tg,to)—trayectoria dirigida en DT.

Demostracién: Como T = (tg,...,t;) es una (u,v)—trayectoria dirigida, se tiene que
t; = tiv1 en D con 0 < ¢ < k. Entonces se tiene que t;41 — t; en D7 con 0 < i < k.
Entonces T7 = (tg,...,to) es una (tx, to)—trayectoria dirigida en D7. [(2.4)
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Lema 2.5. Sea C = (co,...,cp,co) un ciclo dirigido en D. FEntonces CT es un ciclo

dirigido en DT7.

Demostracién: Como C’ = (cp,...,ck) es una (cg, cx)—trayectoria dirigida de D, por el
lema 2.4 se tiene que C'™ = (¢g,...,co) es una (cg, co)—trayectoria dirigida de D™. Como
¢k — ¢ en D se tiene que ¢g — ¢ en D7. Por lo tanto C’ U (¢g, ¢x) = (¢, - - -, Co, Ci) €8 un
ciclo dirigido en D7. 0(2.5)

Corolario 2.6. Sea T = (to,...,tx) una (tg,tr)—trayectoria dirigida de longitud minima

en D. Entonces T es una (tx,to)—trayectoria dirigida de longitud minima en D7.

Demostracién: Sea T' = (to, ..., t;) una (to, tx)—trayectoria dirigida de longitud minima
en D. Supongamos que 77 no es una (ty,to)—trayectoria dirigida de longitud minima
en D7. Entonces existe una (tj,to)—trayectoria P = (po,...,p;) en D7 tal que |P| =
Jj < k =|T7|. Por el lema 2.4 se tiene que P7 es una (o, tx)—trayectoria dirigida en
(D7)T y por el lema 2.3 que P7 es una (tg, tx)—trayectoria dirigida en D. Se tiene que
|PT| = |P| =j <k =|T"| =|T|; es decir, P" y T son (to,tx)—trayectorias dirigidas en
Dy |P7| < |T|. Esto contradice nuestra suposicién de que T es una (to, tx)—trayectoria
dirigida de longitud minima en D. Por lo tanto T7 es una (¢, tg)—trayectoria dirigida de
longitud minima en D7. [1(2.6)

2.5 Conexidad, contracciones y composiciones

En una digrafica decimos que dos vértices v y v estan fuertemente conectados si existen
una (u,v)—trayectoria dirigida y una (v, u)—trayectoria dirigida.

Un conjunto de vértices A de una digrafica es fuertemente conexo si para todo par de
vértices u y v de A, éstos estan fuertemente conectados.

Una componente fuertemente conexa es un conjunto fuertemente conexo maximal en
vértices.

Se dice que una digrafica es fuertemente conexa si V(D) es un conjunto fuertemente
conexo.

Una componente conexa en una grafica es una subgrafica inducida por un conjunto de
vértices maximal tal que existe una (u, v)—trayectoria para cualquier par de vértice u, v en

la gréfica.
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Lema 2.7. Sean D una digrdfica y A y B dos componentes conexas distintas de D. En-
tonces ANB = 0.

Demostracién: Supongamos que existe un vértice v € AN B. Sean los vértices a € A
y b € B. Como Ay B son fuertemente conexas existen las trayectorias dirigidas A; =
(@y... a5 ...,0), Ao = (v,...,a4,...,a), By = (b,...,bi,...,v) y By = (v,...,b;,...,b).
Entonces A\UBy = (a, ..., 0 ...,0, ... bjy...,0)y BjlUAs = (b,...,biy..., 0, .. a4 ...,04)
son un (a,b)—camino dirigido y un (b, a)—camino dirigido. Por el lema 2.1 estos caminos
dirigidos contienen a una (a,b)—trayectoria dirigida y a una (b, a)—trayectoria dirigida
respectivamente. Por lo tanto a y b estdn en A N B para todo par de vértices tales que
a € Ay be B. Entonces A = B, lo cual contradice la hipétesis de que A y B son dos
componentes conexas distintas. Por lo tanto AN B = 0. 0(2.7)

Lema 2.8. Sean D una digrdifica y A y B dos componentes fuertemente conexas distintas

de D tales que existen dos vértices a y b tales que a ~ b, con a € A yb € B. Entonces

A— B oBw— A.

Demostraciéon: Sean los vértices a € A y b € B. Supongamos que existen las flechas
a1 — b1 yby —agcona; yazen Aybyybsen B. Como Ay B son fuertemente conexas
existen las trayectorias dirigidas 41 = (a,...,a1), As = (ag,...,a), By = (b1,...,b) y By =
(b,...,b2). Entonces A1U(ay, b1)UB; es una (a, b)—trayectoria dirigida y BaU(ba, ag)UAs es

una (b, a)—trayectoria dirigida, contradiciendo la suposicién de que A y B dos componentes

conexas distintas. Por lo tanto A+— B o B — A. [(2.8)
Sea D una digréfica con vértices V(D) = {v1,...,vx} y Di,..., Dy un conjunto de
digréficas ajenas. Se define la composicion de Dy, ,..., Dy sobre D, D[Dy,..., D], como

la que se obtiene sustituyendo a cada vértice v; por la digrafica D;, con las flechas u — v
para todo par de vértices u € D; y v € Dj tales que D; — D;.

Dada una particién de los vértices de D, P = {D,..., Dy} se define a la contraccion
C/P de una digrafica D como una digrafica que se obtiene cuando se contrae cada conjunto
D; a un vértice v; y se eliminan flechas repetidas. Es decir, los vértices de C'/P serdn
v1,..., Uk, uno por cada elemento de la particion de V(D), y se tendria que v; — v; si hay
flecha en D desde algun vértice de D; hacia algtn vértice de D;.

Observemos que si D es una digrafica inducida por los vértices de un ciclo entonces D
es fuertemente conexa, pues para cada vértice del ciclo se puede llegar a todos los demas

viajando por trayectorias del ciclo.
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Lema 2.9. Sean C/P una contraccion de una digrdfica usando la particion P = {D1, ..., Dy}

de los vértices de D en sus componentes fuertemente conexas. Entonces C/P es aciclica.

Demostracién: Supongamos que C/P contiene un ciclo C' = (co, ..., ¢k, ¢p). Sean ¢; y ¢;
dos vértices distintos de C con ¢ < j. Sean Py = (¢;,...,¢0,...,¢) y P2 = (¢i,...,¢j). Sean
u 'y v vértices de D tales que u € C; y v € C;j. Podemos construir una (u,v)—trayectoria
dirigida en D pasando por las componentes conexas que representan a los vértices de P
de la siguiente manera: Por el lema 2.8 existe por lo menos una flecha de algin vértice en
C; a algtn vértice de Cj11, digamos ¢; — ¢;+1. Como C; es fuertemente conexa existe una
(u, ¢;)—trayectoria dirigida T; en C;. Por el lema 2.8 existe por lo menos una flecha de algin
vértice en Cj41 a algun vértice de Cj1a, digamos ¢ 11 — Cit2. Como Cjyq es fuertemente
conexa existe una (ciy1, ¢ ;)—trayectoria dirigida T;41 en Cjy1. Podemos viajar por la
(Cit1,cjy 1) —trayectoria dirigida, y luego saltar a Cj o por ¢j,; — ¢;y2. Seguimos haciendo
este proceso hasta llegar hasta la componente C;, de donde podemos llegar a v por la
conexidad fuerte de Cj. Asi el camino dirigida T* = T; U (¢;, ciqp1) U Ti1 U (¢ g, i) U
- UTj-1 U(c)_q,¢;) UT] tiene como vértice inicial a u y como vértice final a v. Por el
lema 2.1 se tiene que T™* contiene una (u,v)—trayectoria dirigida. De la misma manera se
puede construir una (v, u)—trayectoria dirigida en D saltando por las componentes conexas

en D que representan a los vértices de Ps.

Figura 2.4: Una construccién de un camino dirigido como en el lema 2.9
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Entonces u y v estan conectadas, lo cual contradice que estdn en componentes conexas
diferentes. Por lo tanto C'/P es aciclica. (2.9)

Lema 2.10. Sea D una digrifica aciclica finita. Entonces existe algun vértice con ingrado

cero y algun vértice con exgrado cero.

Demostracién: Sea P = (po,...,pn) una trayectoria de longitud maxima en D.

Se probard que el ingrado de pg y que el exgrado de p,, son cero, es decir, que 6~ (pg) =0
y 07 (pn) = 0.

Supongamos primero que ¢~ (pg) # 0. Entonces existe un vértice v tal que v — pg. Si
v = p; para alguna 1 < i < n se tendria que (p;, po, - .-, pi—1) es un ciclo dirigido en D, lo
cual contradice la hipétesis de que D es aciclica. Se tiene que v # p; pues D es asimétrica.
Entonces v # p; para toda i tal que p; € P. Entonces (U,po, ...,Dn) €s una trayectoria
dirigida de longitud |P|+1, lo cual contradice que P es una trayectoria de longitud maxima
en D. Por lo tanto 6~ (pg) = 0.

Supongamos que §*(p,) # 0. Entonces existe un vértice u tal que p, — u. Si v = p;
para alguna 0 < 7 < n — 1 se tendria que (pn,pit1,--.,Pn) €s un ciclo dirigido en D, lo
cual contradice que D es aciclica. Se tiene que u # p,_1 pues D es asimétrica. Entonces
u # p; para toda i tal que p; € P. Entonces (po,...,pn,u) es una trayectoria dirigida de
longitud |P| + 1, lo cual contradice que P es una trayectoria de longitud méxima en D.
Por lo tanto d~(pg) = 0. [J(2.10)

Se define a una componente fuertemente inicial como una componente fuertemente
conexa tal que su vértice correspondiente en C'/P tiene ingrado cero. De la misma man-
era se define a una componente fuertemente terminal como una componente fuertemente

conexa tal que su vértice correspondiente en C/P tiene exgrado cero.

Corolario 2.11. Sea D wuna digrdfica finita. Entonces tiene al menos una componente

fuertemente conexa inicial y una terminal.

Demostracién: Consideramos la contraccién C'//P de D usando la particién P = {Dy, ..., Dy}
de los vértices de D en sus componentes fuertemente conexas. Por el lema 2.9 se sabe que
C/P es aciclica. Por el lema 2.10 existen vértices ¢ y cp tales que ¢y tiene ingrado cero
y tales que cp tiene exgrado cero, es decir, 7 (c;) y 6 (er). Por lo tanto la componente
conexa ¢y es una componente fuertemente conexa inicial, y la componentet conexa cp es

una componente fuertemente conexa terminal. [(2.11)
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2.6 Semicompletas y semicompletas bipartitas

Una digrafica es semicompleta si para todo par de vértices u y v de V(D) se tiene que
U~ .

Una digréfica es bipartita si existe una particiéon V(D) = {V;, Va} tal que si u ~ v se
tiene que u € Vi yv € Vo o que v € V1 v u € Vo; es decir, tal que no hay flechas entre

vértices de Vi ni entre vértices de V5.

Lema 2.12. Una digrdfica D fuertemente conexa con |V (D)| > 1 es bipartita si y sdlo si

D no contiene ningun ciclo dirigido de longitud impar.

Demostraciéon: Supongamos primero que D es bipartita, con la particién V(D) =
{Vo,V1} tal que si u ~ v, se tiene que u € Vg y v € Vy o que v € Vy y u € V5. Supong-
amos que D contiene un ciclo C' = (g, ..., ¢n, ) de longitud impar. Por la definicién de
digrafica bipartita y por la flecha v; — ;11 si se tiene que si v; € V) entonces v;11 € V.
Como v;+1 € Vi y por la flecha v;41; — v;42 se tiene que v;y2 € Vp. Sin pérdida de gener-
alidad supongamos que ¢g € V. Como ¢y — c¢; se tiene que ¢; € V;. Por las observaciones
anteriores se tiene que ¢; € Vp y que ¢;+1 € V; para toda i par. Como |C| = n+1 es impar,
se tiene que n es par, entonces ¢, € Vy. Observemos que ¢, — cp, lo cual contradice la
suposicién de que D es bipartita. Por lo tanto D no contiene ciclos de longitud impar.
Supongamos ahora que D no contiene ningun ciclo de longitud dirigido de longitud

impar. Sea z un vértice en V(D).

Afirmacién 2.12.1. Sea D un digrdfica que no contiene ningin ciclo de longitud dirigido
de longitud impar y sea y un vértice en V(D) — {x}. FEntonces toda (x,y)-trayectoria
dirigida P y toda (y,x)-trayectoria dirigida Q son tales |P| = |Q| (mod 2); es decir toda

(z,y)-trayectoria dirigida P y toda (y,x)-trayectoria dirigida Q tienen la misma paridad.

Demostracién: Sean P una (z,y)-trayectoria dirigida y @ una (y, x)-trayectoria dirigida
tales que |P| £ |@Q| (mod 2). Por el lema 2.2 se tiene que todo camino dirigido cerrado
contiene un ciclo dirigido de longitud impar, por lo tanto D contiene un ciclo de longitud

impar, lo cual es una contradiccién. [0(2.12.1)

Sean Vj = {v € V(D) — {z} tales que |P| es par para toda (z,y)-trayectoria dirigida
P}y Vo = {v € V(D) — {z} tales que |P| es impar para toda (z,y)-trayectoria dirigida
P}. Claramente V3 N'V; = () por la afirmacién 2.12.1. Supongamos que hay una flecha
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entre dos vértices de u y v Vp, digamos u — v. Como u € Vj existe una (z, u)-trayectoria
dirigida P tal que |P| es par. Sea P* = P U (u,v). Entonces P* es una (z,v)-trayectoria
dirigida de longitud |P|+ 1. Esto no es posible ya que contradice la afirmacién 2.12.1. Por
lo tanto D es bipartita con la particon V(D) = {Vp, V1 }. 0(2.12)

Una digrafica es bipartita semicompleta si es bipartita y tal que para cualquier par de
vértices u, v se tiene que u ~ v con u € Vy y v € Vq; es decir, todo vértice de Vj es adyacente

a todo vértice de Vj.

2.7 Digraficas cuasitransitivas y 3—cuasitransitivas

Una digréfica es transitiva si para todo par de vértices u y v tales que existe una (u,v)-
trayectoria dirigida de longitud dos se tiene que u — v.

Una digréfica es cuasitransitiva si para todo par de vértices v y v tales que existe una
(u,v)-trayectoria dirigida de longitud dos se tiene que v — v o bien v — u.

Una digrafica es 3—cuasitransitiva si para todo par de vértices u y v tales que existe

una (u, v)-trayectoria dirigida de longitud n se tiene que u — v o bien v — u.



Capitulo 3

Digraficas cuasitransitivas

3.1 Algunas propiedades de las digraficas cuasitransitivas

Lema 3.1. Sean D una digrdfica cuasitransitiva y P = (po, - .., p1) una (po, p1)-trayectoria
dirigida de longitud minima, y p; y p; dos vértices adyacentes en P tales que i < j con

i+ 1+ j. Entonces pj — p;.

Demostracién: Sean p; y p; dos vértices adyacentes de V(P) tales que i < j con i+ 1 #

Jj. Supongamos que p; — p;. Entonces (po,...,pi,pj,...,p1) es una (po,p;)-trayectoria
dirigida de longitud [ — (j — ). Observemos que | — (j — i) es menor a [, lo cual contradice
suponer que P es minima. Por lo tanto p; — p;. (3.1)
Teorema 3.2. Sean D una digrifica cuasitransitiva y P = (po, . .., p;) una (po, p;)-trayectoria

minima. Entonces la subdigrdfica inducida por los vértices de P es una digrdfica semicom-
pleta, en la cual pj — p; para toda i y j tales que i < j con i+ 1 # j, excepto paral = 3,

caso en el cual puede no estar la flecha de p; a p;.

Demostracién: Cuando | = 1 claramente se cumple la proposicién.

Cuando | = 2 se tiene que py ~ p2 por (po,p1,p2). Ademds pa — pp, pues si la flecha
fuera al revés, se tendria que P no es una (po, p;)-trayectoria minima.

Cuando [ = 3 se tienen las adyacencias py ~ p2 por (pg, p1,p2) ¥ P3 ~ p1 por (p1, p2, p3)-
También se tiene que ps — pg y que p3 — p1, por el lema 3.1. Observemos que no hay mas
adyacencias forzadas por trayectorias dirigidas con vértices de P; es decir, la grafica dirigida

con las flechas mencionadas es cuasitransitiva. Observemos también que la subdigrafica
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inducida por los vértices de P es cuasitransitiva. Si agregdramos la flecha p3 — pg la
digrafica inducida por los vértices de P sigue siendo cuasitransitiva.

Cuando k = 4 se tienen las adyacencias pg ~ po2, p1 ~ p3 y p2 ~ p4 por las trayectorias
dirigidas (po, p1,p2), (P1,P2,03) v (P2, P3, p3) respectivamente. Por el lema 3.1 se tienen las
flechas pa — po, p3 — p1 ¥ p4 — p2. Luego se tiene una adyacencia py ~ pg por (p4, p2, Po)
y p4 — po por el lema 3.1. Luego se tiene que py ~ p1 por (ps,po,P1), ¥ P4 — P1 por
el lema 3.1. p3 ~ po por (ps,ps,po) v P3 — po por el lema 3.1. Con estas flechas ya se
tiene que la subdigrafica inducida por los vértices de P es una digrafica semicompleta, y
las flechas tienen la orientacion deseada.

Para los demaés casos, hagamos una induccién sobre p. Supongamos que la proposicion
es verdadera para toda ! < n conl # 3y n > 5. Considérese P = (po, p1,--->DPn—1,Pn)s
una (po, pn)-trayectoria dirigida minima. Las subtrayectorias P, = (po, P15 - -, Pn—2, Pn—1)
y Po = (p1,p2,---,Pn—1,Pn) son de longitud [ = n — 1 donde | < n y dado que n > 5, se
tiene que [ > 4, entonces cumplen los supuestos de la hipdtesis inductiva. Es decir, se tiene
que las subdigraficas inducidas por las subtrayectorias P, y P, son digraficas semicompletas
y que p; — p; para todo i y j tal que 7 < j con i 4+ 1 # j. Dada esta informacién sélo
falta verificar la existencia de la flecha p, — pg. Se tienen las flechas p, — ps v p2 — po
porque P; y P, semicompletas. Entonces se tiene que py ~ p, por la trayectoria dirigida
(Pn,p2,p0). Finalmente p,, — po por el lema 3.1, con lo cual completamos la demostracion.

(3.2)

Corolario 3.3. Sea D una digrdfica cuasitransitiva con una (xz,y)-trayectoria y tal que
x no domina a y. FEntonces y — x o existen vértices u,v € V(D) — {x,y} tales que

ToU—V—=YYY = U— VT,

Figura 3.1: Corolario 3.3

Demostracién: Se considera una (z,y)—trayectoria minima P = (pg,...,pn) con pg = x
Y Pn=Y.

Caso 1: n = 3. Entonces sea P = (z = po,p1,p2,p3 = y). Se tiene que py ~ pa y p1 ~ D3
por (po,p1,p2), (P1,p2:p3) ¥ (P2,P3,p3), ¥ se tienen las flechas po — po, ps — p1 por el
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lema 3.1. Si py ~ p3, se tiene la flecha p3 — pg, pues por hipétesis x no domina a y; es
decir, pgp no domina a p3 y se cumple la proposicién del corolario. Si py ~ p3 también se
cumple, tomando u = p1 y v = po.

Caso 2: n # 3. Por el teorema 3.2, sabemos que P es tal que p; — p; para toda i y j tales
que i < j con i+ 1 # j, en particular para j =n y i = 0 se tiene la flecha p,, — pg, donde

Pn=YYyDpo=7. (3.3)

Corolario 3.4. Sean A y B dos componentes fuertemente conexas de una digrdfica cua-
sitransitiva D, donde hay por lo menos una flecha a — b con a € A yb € B. Entonces
Aw— B.

Demostracién: Sean x € Ay y € B. Supongamos que x - y. Por el corolario anterior,
y — x o existen vértices u,v € V(D) \ {z,y} talquex v —-v —yyy —u—v— .
Si y — x entonces A U B seria una componente fuertemente conexa, lo cual contradice
nuestra hipé6tesis. Por lo tanto existen vértices u,v € V(D) \ {z,y} talquez - u — v — y
vyy—u—v—x Siu€ Aysiv € B entonces se tendrian las flechas y —uy v — z
que van de B a A. Siu € By si v € A entonces se tendria la flecha u — v. Siu,v € A
entonces se tendria la flecha y — v de B a A. Si u,v € B entonces se tendria la flecha
v — x de B a A. Al tener alguna flecha de B a A contradecimos la hipé6tesis de que A y

B son componentes fuertes conexas. Por lo tanto z — y, six #ay y # b. [(3.4)

Teorema 3.5. Sea D una digrdfica cuasitransitiva fuertemente coneza finita de orden al
menos dos. Entonces (a) UG(D) es disconezo, y (b) si S y S’ son dos subdigrdficas de D
tales que UG(S) y UG(S') son componentes conezas distintas de UG(D) entonces S +— S’
0S8 +— S, 0bien S— S yS' — S. En este iltimo caso sucede que |V (S)| = |V(S')| = 1.

Demostracién: (b) Sean S y S’ subdigraficas de D como se piden.

Afirmacién 3.5.1. Sean s, s’ vértices de D, con s € S y s’ € S'. Entonces s ~ s'.

Demostracion: Probaremos la afirmacién por reduccién al absurdo. Si hubiera alguna

pareja de vértices s, s’, con s € Sy s’ € S’ tales que no hubiera flecha entre ellos, entonces

s ~ s en UG(D), por lo que UG(S) y UG(S’) no serfan componentes conexas diferentes

de UG(D), lo que contradice nuesta eleccién de S y S’. Por lo tanto, para toda pareja de

vértices s,8, cons e Sy s €85 s~ 4. [(3.5.1)

Como consecuencia de la afirmacién, se tiene que s — s’ o s’ — s. Sin pérdida de

generalidad supongamos que s — s'.
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S1

. AN . o, X
\. / 53.\ . 5Q52

D UG(D)

Figura 3.2: Un ejemplo del teorema 3.5, donde S, S3 y S3 son las componentes conexas

de UG(D)

Afirmacién 3.5.2. Sean s,s',r, conre€ S,se€ S ys €8, cons— s tal quer es vecino

de s en UG(D). Entoncesr — s

Figura 3.3: r — s’ en la afirmacién 3.5.2

Demostracion: Sabemos que hay una flecha entre r y s’, por la afirmacién 3.5.1, pues
estos vértices estdn en componentes conexas distintas de UG(D). Supongamos que s’ — 7,
entonces se tiene que (s, s’,7) es una trayectoria de longitud dos entre r y s. Como D es
cuasitransitiva, debe de haber una flecha entre r y s. Esto contradice nuestra eleccion de
r. Por lo tanto, si hay una flecha de s — s’ entonces todo vértice r, vecino de s en W(S),
tiene una flecha r — ' [1(3.5.2)

Definimos una particién de los vértices de la componente conexa S que contiene a s en

UG(D) en vecindades Vy(s), V1(8), ..., Vin(s) de s: Sean Viy(s) = {s}, Vi(s) = {r € S—Vp(s)
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tales que r ~ s en UG(D)}, Va(s) = {r € S — (Vo(s) U Vi(s)) tales que r ~ v en UG(D)
para alguna v € Vi(s)}, ..., Vi(s) ={r € S — (Vo(s) U--- U V;_1(s)) tales que r ~ v en
UG(D) para alguna v € V;_1(s)}, ..., Vi(s) = {r € S — (Vo(s) U --- U Vip_1(s)) tales
que 7 ~ v en UG(D) para alguna v € V;,_1(s)} con m tal que Vy,(s) # 0 v Vinr1(s) = 0.

Observemos que S = Vp(s) U -+ U V,,(s) ya que al ser S una componente conexa de la

grafica UG(D) se tiene que existe una (s, r)-trayectoria en S para todo vértice r € S.

Figura 3.4: Ejemplo de la particién S = Vy(s) U --- UV, (s) en UG(D)

Afirmacion 3.5.3. Sean Vi(s) y Viy1(s), con 0 < i < m, tales que v — ' para todo
v € Vi(s). Entonces r — s' para todo r € V;11(s).

Demostracion: Esta afirmacién es consecuencia directa de la afirmacién 3.5.2. Sea r €
Vigi(s) ={re S — (Vo(s)U---UV(s)) tales que r ~ v en UG(D) para alguna v € V;(s)},

entonces existe un vértice v € Vi(s) tal que r ~ v en UG(D). Por la afirmacién 3.5.2 se

tiene que r — s’. Entonces r — s’ para todo r € V;11(s). [J(3.5.3)
Afirmacién 3.5.4. Sean S y S’ componentes fuertemente coneras y s € S ys € 8

vértices tales que s — s'. Entonces r — s' para todo vértice v tal que v € S.

Demostraciéon: Observemos que demostrar la afirmacion 3.5.4 es equivalente a demostrar

que v — s’ para todo vértice v € V;(s) con 0 < i < m, pues S = Vp(s) U---UVp(s).
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Demostraremos por induccién sobre k que v — s para todo vértice v € V;(s) con
0<i<k.

Cuando k = 0 se tiene que s — s’ por hipdtesis.

Cuando k = 1 se tiene que s — s’ por hip6tesis y que v — s’ para todo vértice v € V;(s)
por la afirmacién 3.5.2.

Supongamos que nuestra afirmacién se cumple para toda & < m, es decir, v — s’
para todo vértice v € Vi(s) con 0 < i < m — 1. En particular v — s’ para todo vértice
v € Vi—1(s). Entonces por la afirmacién 3.5.3 se tiene que v — s’ para todo vértice
v € Viu(s). Por lo tanto v — s para todo vértice v € Vi(s) con 0 < i < m. [(3.5.4)

Afirmacién 3.5.5. Sean s,s’,r vértices de la digrdfica tales que s € S, re S ys €5,

con s — s y tal que r es vecino de s’ en UG(D). Entonces s — r.

Demostracién: Por la afirmacién 3.5.1 se tiene que r ~ s pues estos vértices estan en
componentes conexas distintas de W{D) Supongamos que r — s. En este caso se tiene
que (r,s,s’) es una trayectoria de longitud dos entre r y s’. Entonces se tiene que r ~ s
por la cuasitransitividad de D. Esto contradice nuestra elecciéon de r. Entonces s — r.
Por lo tanto, si hay una flecha de s — s’ entonces todo vértice r, vecino de s’ en UG(S'),
tiene una flecha s — 7. [1(3.5.5)

Afirmacién 3.5.6. Sean Vi(s') y Vit1(s') con 0 < i < m, tales que s — v para todo
v € Vi(s). Entonces s — r para todo v € Vi11(s).

Demostracién: Sea r € Viii(s') = {r € S — (Vp(s') U--- U Vi(s)) tales que r ~ v en

UG(D) para alguna v € V;(s')}. Por definicién de V;41(s') existe un vértice v € V;(s') tal

que v ~ r en UG(D). Por la afirmacién 3.5.5 se tiene que s — r. [J(3.5.6)

Afirmacién 3.5.7. Sean s, s’ vértices de la digrdfica tales ques €S ys' € S, cons — .

Entonces s — r para todo vértice v tal que r € S'.

Demostracién: Demostrar la afirmacién 3.5.7 es equivalente a demostrar que s — v para
todo vértice v € Vi(s') con 0 < i < m, pues 8" = Vy(s') U--- U V().

Demostraremos esta afirmacién por induccién sobre k que s — v para todo vértice
veVi(s) con0<i<k.

Cuando k = 0 se tiene que s — s’ por hipétesis.

Cuando k = 1 se tiene que s — s’ por hipétesis y s — v para todo vértice v € V4(s')
por la afirmacién 3.5.5.
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Supongamos que nuestra afirmacién se cumple para toda k < m, es decir, s — v para
todo vértice v € V;(s') con 0 < i < k. En particular s — s’ para todo vértice v € V,,,_1(s').
Entonces por la afirmacién 3.5.6 se tiene que s — v para todo vértice v € V,,(s’). Por lo
tanto s — v para todo vértice v € V;(s') con 0 < i < m. [J(3.5.7)

Con las afirmaciones 3.5.4 y 3.5.7 ya podemos demostrar (a).
Por la afirmacién 3.5.4 se tiene que r — s’ para todo vértice r con r € S; es decir, hay
una flecha hacia S’ desde cada vértice r con r € S. Por la afirmacién 3.5.7 se tiene que

r — v para todo vértice v € S’, y para todo vértice r € S.
Afirmacién 3.5.8. i S — S y S +— S entonces |V(S)| = |V(5')| = 1.

Demostracién: Sean s € Sy s’ € §’. Supongamos que |V (S)| > 1. Entonces existe
un vértice v € Vi(s). Como S’ +— S, se tiene la flecha s — v. Entonces se tiene que
s ~ v por la trayectoria dirigida (s, s’,v), lo cual contradice nuestra eleccién del vértice v.
De la misma manera, supongamos que |V (S’)| > 1, entonces existe un vértice r € V4(s').
S +— S’ entonces se tiene la flecha r — s. Luego se tiene que s’ ~ r por la trayectoria
dirigida (r, s, s"), lo cual contradice nuestra eleccién del vértice r. Por lo tanto si S — S’y

S’ +— S, entonces |V (S)| = |V(S")| = 1. [1(3.5.8)
Con esto hemos demostrado el inciso (b) del teorema 3.5.

(a) La disconexidad se probara por induccién sobre n, el orden de D.

Cuando n = 2, V(D) = {u, v}, por conexidad fuerte de D, se deben de tener las flechas
u— vy v — u, por lo que F(UG(D)) = (. Entonces UG(D) es disconexo.

Examinemos el caso en que n=3 (V(D) = {u,v,w}). Supongamos, sin pérdida de
generalidad, que u — v. Como D es fuertemente conexa, debe de haber una trayectoria
dirigida T desde u hasta w. Para esta (u,w)-trayectoria dirigida hay dos posibilidades:
vETyv¢T. SiveT se tienen las flechas © — v — w, y v es una componente conexa

de UG(D), entonces UG(D) es disconexa. Si v ¢ T entonces se tienen las flechas u — v
y v — w. Entonces u es una componente conexa de m y por lo tanto m es
disconexa. Con esto hemos probado que W(D) es disconexa cuando n = 3.

Supongamos que toda digrafica cuasitransitiva D tal que |V(D)| < n, con n > 3,
cumple que m es disconexa.

Sea D tal que |V (D)| = n.

Examinemos dos casos:

(i) Supongamos que existe un vértice z de D tal que D — z no es fuertemente conexa.
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Afirmacién 3.5.9. Sean D una digrdfica fuertemente conexa y z un vértice de D tal
que D — z no es fuertemente conexa. Entonces (1) hay una flecha de toda componente

fuertemente conexa terminal de D — z hacia z y (2) hay flecha de z hacia toda componente

Figura 3.5: Afirmacién 3.5.9 del teorema 3.5

inicial de D — z.

Demostracién: (1) Como D — z no es fuertemente conexa, tiene al menos dos compo-
nentes fuertemente conexas, de las cuales al menos una es una componente fuertemente
conexa inicial por el corolario 2.11. Sean Cj una componente fuertemente conexa inicial
de D — z y v un vértice en C con v # z. Como Cj es una componente inicial de D — z
y como v ¢ Cj, entonces no hay trayectorias dirigidas desde v hacia vértices de Cy en
D —z. Como D sfi es fuertemente conexa, entonces en D si hay trayectorias dirigidas desde
v hacia vértices de C7. Por lo tanto, toda trayectoria dirigida desde v hacia vértices de Cf
en D pasa por z. Como Cf es una componente inicial, no hay ninguna otra componente de
D — z que la domine, por lo tanto hay alguna flecha de z a Cr en D. (2) Como D — z no
es fuertemente conexa tiene al menos dos componentes fuertemente conexas, de las cuales
al menos una es una componente terminal por el corolario 2.11. Sean C7 una componente
terminal de D — 2z y v un vértice en Cp con v # z. O es una componente inicial de D — z
y v ¢ Cp, por lo tanto no hay trayectorias dirigidas desde v hacia vértices de Cp en D — z.
Como D si es fuertemente conexa, entonces en D existe una trayectoria dirigida desde v
hacia vértices de Cp. Por lo tanto la trayectoria dirigida desde v hacia vértices de Cr en

D pasa por z. Como Cr es una componente inicial, no hay ninguna otra componente de
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D — z que la domine, por lo tanto hay alguna flecha de z a Cr en D. [J(3.5.9)

Si C' es una componente fuertemente conexa, no inicial, hay una componente fuerte-
mente conexa inicial Cy tal que hay una flecha de algin vértice de C a algin vértice de C,
y por el corolario 3.4 se tiene que Cj — C. Como hay flecha de z a C7 y C; domina a C,
por cuasitransitividad de D sabemos que hay flechas de v a todo vértice de C'. También
sabemos que hay flecha de toda componente terminal Cr a v. Como también hay flecha de
z a cualquier componente inicial C7, se obtiene una trayectoria de longitud dos de algin
vértice de Cr a algin vértice de C7. Como D es cuasitransitiva, debe de haber una flecha
de C; a C7 o bien, una flecha de C7 a C;. Observamos que si hay flecha de Cr a Cr, Cf
y Cr no serfan componentes fuertemente conexas distintas, por lo que la flecha debe ser
de C; a Cp. Por el corolario 3.4 Cr — Cj. Se obtiene asi trayectorias de longitud dos de
cada vértice de Cj a v pasando por algtin vértice de Cr. Por cuasitransitividad de D, v es
adyacente a todo vértice de C';. Como z es adyacente a todo vértice en D, entonces D es
conexa, y UG(D) es disconexa.

(ii) En el otro caso, si no existiera un vértice z tal que D — z no fuera fuertemente
conexa, entonces existiria un vértice v tal que D — v seria fuertemente conexa. Claramente
puede suceder que exista un vértice v tal que D — v es fuertemente conexa en el caso
(i), pero la existencia de tal vértice estd forzada si se niega; es decir, en el caso (ii).
Consideremos entonces que existe un vértice v tal que D — v es fuertemente conexa. Como
D es fuertemente conexa, debe de haber una flecha v — w de v a D — v, ya que si no
existiera tal flecha, no habrian caminos dirigidos de v a D — v, y D no seria fuertemente
conexa. |V (D —v)| =n — 1, por hipétesis inductiva UG (D — v) es disconexa. Sean Sy S’
componentes conexas de m, S una componente conexa inicial. Entonces sabemos
que hay flecha de v a .S. Entonces hay una trayectoria de longitud dos entre v y todo vértice
de S’, pasando por algin vértice de S. Como D es cuasitransitiva, hay flechas entre v y
todo vértices de S’. Entonces W(S’) es una componente conexa de D, y D es disconexa.

J(3.5)

3.2 Caracterizacién de las digraficas cuasitransitivas

En esta seccién se presenta el teorema de J. Bang-Jensen y J. Huang que da una caracter-

izacion de las digréaficas cuasitransitivas.

Teorema 3.6 (J. Bang-Jensen y J. Huang). Sea D una digrdfica cuasitransitiva finita.
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(a) Si D no es fuertemente coneza, existe una digrdfica transitiva T con vértices {v1, ..., v}
y digrificas quasitransitivas Hy, ..., H; tal que D = T[Hy, ..., H|, donde cada H; en

la digrdfica D se sustituye por un vértice v;, it =1,...,t.

(b) SiD es fuertemente coneza, existe una digrdfica semicompleta S con vértices {vi,...,vs},
y digrdficas quasitransitivas Q1,...,Qs tal que cada Q; es un vértice o una digrdfica
no fuertemente conexa, y D = S[Q1,...,Qs], donde cada Q; se sustituye por v;,

1=1,...,s.

Demostracién: (a) Supongamos primero que D no es fuertemente conexa. Sean C1, ...,
C} las componentes fuertemente conexas de D. Por el teorema 3.5 si hay flechas de las
componentes C; a Cj y C; a Cy, entonces C; — C; — C}. Por cuasitransitividad de D,
también debe de haber una flecha entre C; y C' — k pues hay una trayectoria de longitud
dos entre algin vértice de C; y algtin vértice de Cj. Si la flecha fuera de C}, a C; entonces
C; y Cj no serian componentes fuertemente conexas de D. Por lo tanto hay una flecha de
C; a Cy. C; — C. Sireducimos a cada C; a un vértice v;, se cumple que si v; — v; — vy,
entonces v; — vi. Entonces al sustituir a cada C; fuertemente conexa por un vértice v;, se

obtiene una gréafica dirigida transitiva.

L\ |

2

Figura 3.6: Ejemplo del caso (a) del teorema 3.6

(b) En el otro caso, supongamos que D es fuertemente conexa. Sean ST,. .. ,?{ las

componentes conexas de U(D). Consideremos a las subdigraficas S; de D donde S; es la
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subdigrafica inducida en D por V(S;), para cada i tal que 1 < ¢ < t.

By i

aVZHY

Figura 3.7: Ejemplo del caso (b) del teorema 3.6

Probaremos la parte (b) del teorema por induccién sobre el nimero de vértices de la
digréafica D.

Cuando |V(D)| = 2, sabemos se tienen las dos posibles flechas entre los dos vértices
de D para que la digrifica sea fuertemente conexa. En este caso se cumple el teorema
tomando a los dos vértices de D como Q1 y Q2.

Supongamos como hipétesis inductiva que toda grafica dirigida fuertemente conexa
de érden k < n cumple que las S;, obtenidas como se explicé arriba, son subdigraficas
quasitransitivas no fuertes de D o vértices aislados, y que existe una digrafica semicompleta
S con vértices {vy,...,vs} tales que D = S[Q1, ..., Qs], donde cada Q); se sustituye por un
vértice v;, 1 =1,...,8.

Sea D tal que |V (D)| = n. Por el teorema 3.5 se tiene que U(D) es disconexa. Sean
S1,...,S5: las subdigraficas inducidas en D por los vértices de las componentes conexas

!,..., S de U(D) respectivamente. Si S; es no fuertemente conexa para toda i, nues-
tra proposicién seria cierta. Supongamos que existe I C {1,...,t} tal que S; es fuerte-
mente conexa para toda i € I. Observamos que |V(S;)|] < n para toda i € {1,...,t},
en particular |V (S;)| < n para toda i € I. Por hipédtesis inductiva, cada S; con i € I se
puede descomponer en subdigraficas S;i,...,S;;, no fuertemente conexas. Por lo tanto,
podemos descomponer a D en Sy, ...,Ss) tal que S; no es fuertmente conexa para todo

i€{1,...,n'}. Se consideran a las Q1,...,Qs del teorema como las Si,...,S,. [(3.6)






Capitulo 4

Digraficas 3-cuasitransitivas

En este capitulo de la tesis presentaremos los resultados que hemos obtenido inspirandonos
en el trabajo de J. Bang-Jensen y J. Huang. Nuestro resultado principal es una caracteri-

zacién de las digraficas 3-cuasitransitivas fuertemente conexas.

4.1 Caracterizacion de las digraficas 3-cuasitransitivas bipar-

titas

Teorema 4.1. Sea D una digrdfica bipartita conexa 3-cuasitransitiva. Sea T una (to,tp)-
trayectoria de longitud minima. Entonces D[V (T)] contiene una subdigrdfica generadora

bipartita semicompleta. Ademds, sii=j (mod 2) yi < j, y se tendrd que t; — t;.

Demostracién: Cuando |V(T')| = 2 la trayectoria dirigida claramente es una digréfica
bipartita semicompleta.

Cuando |V(T')| = 3 se tiene que T' = (t, t1, to, t3) es una trayectoria dirigida de longitud
tres. Por la 3-cuasitransitividad de D se tiene que ty ~ t3 y por el lema 3.1 se tiene que
t3 — tg. Entonces la grafica con los vértices tg, t1,to, t3 v las flechas tg — 1, t1 — to,t3 —
t3,ts3 — to forman una bipartida semicompleta con flechas dirigidas como queremos.

Supongamos que nuestra proposicién se cumple cuando |(T)| < n; es decir, si u y v son
dos vértices tales que d(u,v) < n, entonces toda (u,v)—trayectoria dirigida de longitud
minima contiene una subdigrafica generadora bipartida semicompleta. Ademés si i = j
(mod 2) y i < j, entonces t; — t;.

Sea T una (tg, t,)-trayectoria dirigida de longitud minima n. Por hipétesis inductiva
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se tiene que las subtrayectorias (to,...,tn—1) ¥ (t1,...,t,) contienen a subdigréficas gen-
eradoras bipartitas semicompletas tales que si i = j (mod 2) y i < j, se tiene que t; — t;.

En el caso en que n sea par, obsérvese que T' ya es una digréafica bipartida semicompleta,
v las flechas estaran orientadas como se quieren. Supongamos que n es impar. Por hipétesis
inductiva, se tiene las flechas t,, — tg, to — t3 y t3 — tg. t, — to — t3 — tg es una
trayectoria de longitud tres. Por la 3-cuasitransitividad de D se tiene que t, — tg o
to — t,. Por el lema 3.1 se tiene que t, — t9 € F(D). Notamos que la subdigréfica de
T que tiene como flechas las que hemos senalado es una subdigrafica generadora bipartita
semicompleta de T'. (4.1)

A
/

——>

Figura 4.1: Una digrafica 3—cuasitransitivas bipartita semicompleta

Teorema 4.2. Sea D una digrdfica bipartita conexa 3-cuasitransitiva fuertemente conexa.

Entonces D es bipartita semicompleta.

Demostracion: Sea D una digréafica bipartita conexa 3-cuasitransitiva fuertemente conexa
con la particién V(D) = {Vp, V1 }. Sean uy v dos vértices en diferentes partes de la particién
de V(D). Sin pérdida de generalidad supongamos que u estd en Vp y que v estd en Vj.
Como D es fuertemente conexa se tiene que los vértices u y v estdn conectados. Sea
T = (tg,...,tg) con tg = u y t = v una (u,v)-trayectoria dirigida de longitud minima.
Como t; ~ t;41 para todo 0 < ¢ < k — 1, se tiene que t; € Vjy para toda ¢ par y que t; € V3
para toda ¢ impar. Dado que ¢y € Vg y tx € Vi, se tiene que k es impar. Por el teorema 4.1
se tiene que T' contiene una subdigrafica generadora bipartita semicompleta H. Como H es
semicompleta se tiene que ty ~p tr. Entonces tg ~7 ti. Por lo tanto u ~ v para cualquier
par de vértices con u € V) y v € V1. Por otro lado, D es bipartita. Entonces D es bipartita
semicompleta. [1(4.2)
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4.2 Caracterizacion de las digraficas 3-cuasitransitivas no bi-

partitas

Para la caracterizacién de las digraficas 3-cuasitransitivas no bipartitas se demuestra la
existencia de un ciclo dirigido de longitud tres en una digrafica 3-cuasitransitiva fuertemente
conexa. Se estudian las adyacencias de vértices del ciclo con vértices que no pertenecen al
ciclo en la subseccion 2, y las adyacencias entre pares de vértices que no estan en en ciclo
en la subsecciéon 3. En la subseccion 4 se enuncia y se demuestra el teorema 4.17, el cual

da la caracterizacion de las digraficas 3-cuasitransitiva fuertemente conexas.

4.2.1 Existencia de un triangulo dirigido y lemas auxiliares

En esta seccion probamos la existencia de un ciclo dirigido de longitud tres — es decir,
la existencia de un tridngulo —, en una digrafica 3-cuasitransitiva fuertemente conexa.
También estudiaremos algunas de las propiedades de trayectorias dirigidas en digraficas
3-cuasitransitivas, en especial de las trayectorias dirigidas que tengan vértices iniciales o
terminales en un tridngulo. Algunas de estas propiedades se usan para las demostraciones

de la seccién 2.

Lema 4.3. Sea D una digrdfica 3— cuasitransitiva con un ciclo dirigido C tal que |C| es

impar. Entonces C' contiene un tridngulo dirigido T = (z,y, z,x).

Demostracion: Se demuestra este lema por medio de una induccién sobre la longitud del
ciclo impar de longitud minima de la digréfica. Sea I = |T'| la longitud del ciclo dirigido de
longitud impar minima.

Cuando | = 3, se cumple la afirmacion del lema.

Cuando ! =5, C' = (cg, c1, 2, 3,4, Co). Se tiene que ¢; ~ ¢;j+3 (mod 3) por (¢;, ¢it1, Cit2, Cit3)
(mod 3). Observemos que si se tuviera alguna flecha del tipo ¢; — ¢;43, entonces se tendria
el tridngulo dirigido (¢;, ¢i+3, ¢i—1, ¢i)(Ci, Cix3, Cita, ¢;). Asi supongamos que ¢;13 — ¢; para
todo par de vértices a distancia tres en el ciclo. Las ternas de vértices del tipo c¢;,civ1 ¥
¢i+3 forman tridngulos dirigidos. En particular se tiene el tridngulo dirigido (e, c1, ¢3, co).
Entonces D contiene un tridngulo dirigido.

Con fines ilustrativos, mostraremos el caso | = 7, C' = (cp, ¢1, ¢2, 3, €4, C5, C6, Cp). Ob-
servemos que nuevamente ¢; ~ c¢i43 (mod 3) por (¢, ¢it1,Cive,Civs) (mod 3) y que si

¢; — cit3, se tendria que (CiaCi+3,Ci+4aci+57cz’+6,ci+7> = (Ci7Ci+3aCi+4;Ci+5aci+67Ci) €s
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un ciclo dirigido de longitud cinco, y ya hemos demostrado que entonces D contiene
un tridngulo dirigido. Entonces se tienen también adyacencias del tipo ¢; ~ c¢;42 por
(¢iy Ci—3,Ci—6, Ci—5) = (Cit7, Citd, Cit1,Cit2) (mod 7) y la 3-cuasitransitividad de nuestra
digrafica. Si ¢;42 — ¢; se tendria el tridngulo dirigido (c¢;, ¢it1,Cit2,¢) ¥ Sl ¢; — ¢ita, se
tendria el ciclo (¢;, ¢iv2, ¢its, i), €l cual es un tridngulo dirigido.

Como hipdtesis inductiva supongamos ahora que si una digrafica contiene un ciclo
dirigido de longitud impar C’, tal que |C’| = I, | < n (n impar), entonces la digréfica
contiene un tridngulo dirigido. Sea D una digrafica con un ciclo dirigido C, tal que |C| = n.
Notemos primero que si hay una flecha ¢; — ¢;4; (mod n), con j impar, entonces se tiene
que el ciclo dirigido que se obtiene de recorrer a C, reemplazando a (¢;, Ciy1, - - -, Citj—1Citj)
por (¢, ¢i4;), es un ciclo dirigido de longitud impar [ con I < n. Por hipdtesis inductiva, se
tendria que la digrafica contiene un tridngulo dirigido. Supongamos entonces que cuando
¢i ~ Ciyj, con j impar, el sentido de la flecha es hacia ¢;, es decir, ¢;y; — ¢;. Probaremos
por induccién que para cada par de vértices de tipo ¢;, ¢;4j, con j impar tal que j > 3,
se tiene que ¢; ~ ¢;4j. Cuando j = 3, se tiene que ¢; ~ cj;3 por (¢iy Cit1, Cit2, Cit3) para
toda i. Supongamos que nuestra afirmacién es cierta para las j impares tales que j < m,
con m impar. Probaremos que ¢, ~ ¢;. Se tienen, por hipdtesis inductiva, las flechas
Citm — Citm—3, Citm—3 — Ci—1 (como i+m —3 — (i — 1) =m — 2y m es impar, entonces
estos vértices estdn a una distancia impar menor que m). Entonces (¢itm, Citm—3, Ci—1,Ci)
es una trayectoria dirigida de longitud tres entre ¢; y ¢;+m. Por la 3-cuasitransitividad de

la digraficas, se tiene que ¢; ~ ¢;1m, lo que queriamos probar.

_>%iys

.Ci+2

Cit4
.Ci+1
.Ci+5
'ci\)
.Ci+6

Figura 4.2: El tridngulo (¢, ¢iye, ¢its, ¢;) de la demostracion del lema 4.3

Observemos que se tienen las adyacencias c¢jy3 — ¢;, Ciyg — Ci+3 ¥ ¢ — Citg. Las
primeras dos por (¢;, Cit1,Cit2,Ci+3) Y (Cits, Cita, Cits, Cite), que son trayectorias de lon-



4.2 Caracterizacién de las digraficas 3-cuasitransitivas no bipartitas 31

gitud impar, y si las flechas estuvieran en sentido contrario, ya sabemos que se formarian
ciclos de longitud menor a n, los cuales contendrian un tridngulo dirigido por nuestra
hipdtesis inductiva. Para probar que se tiene la tercera flecha, ¢; — ¢;16, observemos que
si tuviéramos que ¢;r6 — ¢, (Ciy Cit1, - - -5 Cit6—1, Cit+6, Ci ), €s un ciclo dirigido de longitud
impar siete, el cual contendria un triangulo dirigido por la hipétesis inductiva. Por lo tanto
la podemos considerar orientada al revés. Observemos que dadas estas flechas, C' contiene
el tridngulo dirigido (¢;, ¢i+6, Ci+3, ¢;), lo cual completa la demostracién del lema 4.3.
(4.3)

Lema 4.4. Sean D una digrdfica 3-cuasitransitiva que contiene un triangulo dirigido T =
(z,y,2,2) yv € V(D —T) tales que d(T,v) =1 conl > 2. Sea P = (po,...,p1) una
(T, v)-trayectoria dirigida minima, con pg € T y py =v. Entonces en D existen las flechas

P2 =X, p2—Y Yp2 — 2.

Figura 4.3: Lema 4.4

Demostracion: Primero se observa que si se tuviera una flecha de tipo t — po, t € T,
entonces P’ = (¢, pa,...,p;) serfa una (T, v)-trayectoria de longitud [ — 1 y, por lo tanto, se
tendria que d(T,v) =1 — 1, lo que contradice suponer que d(T,v) = [. Por lo tanto, toda
flecha entre los vértices de Ty p2 es hacia ps, es decir, t — py. Supongamos, sin pérdida de
generalidad, que py = y. Entonces x ~ py por (x,pg, p1,p2) y se tiene que py — . py ~ z
por (p2,x,y,z), entonces po — z. Finalmente ps ~ y por (pa,z,z,y), entonces pa — y.

C(4.4)
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Corolario 4.5. Sean D una digrdfica 3-cuasitransitiva que contiene un tridngulo dirigido
T = (z,y,2,2) yu € V(D —T) tales que d(u,T) =1, conl > 2. Sea P = (po,...,p1),
po=uyp €T. Entonces existen las flechas x — p;_o, Yy — P12 Yy 2 — Di_9.

Figura 4.4: Corolario 4.5

Demostracion: Se observa que este corolario es equivalente al lema 4.4 aplicado a D7,
la digréfica transpuesta de D, y tomando a u como v y a P™ como una (T, u)-trayectoria
minima. En efecto, aplicando el lema 4.4 a P7 se tendria que p;_o — =, ppos — Yy ¥

pi_o — z en D7. Entonces en D se tendrian las flechas x — p;_9, y — pi_2 ¥y 2 — pi_o.
(4.5)

Lema 4.6. Sean D una digrdfica 3-cuasitransitiva y P = (po, . .., p;) una (po, p;)-trayectoria
dirigida de longitud minima I, con | > 4, con la flecha interna ps — pg. Entonces la sub-
digrdfica inducida por los vértices de P es semicompleta y p; — p; st j # i+ 1, con

j>i.

Demostracién: Supongamos que [ = 4. Se tienen las flechas pg — p1 — ps — p3 — p4
que forman a la trayectoria P, la flecha ps — pg por hipétesis y las flechas py — p1 y ps — po
por la 3-cuasitransitividad de la digrafica en las trayectorias (p1, p2, ps,p4) v (po, p1, P2, P3),
respectivamente, y la minimalidad de P. Se tiene que pg ~ po por (p4, p1,P2,P0) ¥ P4 ~ P2
por (p4, po, p1, p2). Finalmente, se tiene que ps ~ p; por (ps, pa, po, p1). Estas flechas hacen
adyacentes a todos los vértices de P; esto es, la subdigrafica inducida por los vértices de
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P es semicompleta y todas las flechas excepto las que ligan a dos vértices consecutivos de

P son hacia el vértice de indice menor.

T T

Opo —>Opy —>Opy —>Op3 - O O , >0 ; >

Figura 4.5: El paso inductivo de la demostracion del lema 4.6

Supongamos que se cumple nuestro lema paral < nconn > 5. Sea P = (pg, p1,P2, - - - Pn—1,
pr) una (po, pn)-trayectoria dirigida de longitud minima en una digréfica 3-cuasitransitiva
tal que pa — pp. Por hipétesis inductiva P, = (po, p1,p2, - - -,Pn—1) €S semicompleta, pues
es de longitud menor que n, claramente es minima, y ps — pg. Entonces se tiene la flecha
p3s — p1, con lo que Py = (p1,p2,-..,Pn—1) también es semicompleta, pues cumple las
condiciones de nuestra hipétesis inductiva. Por ultimo, se tiene que p, ~ pg por la 3-
cuasitransitividad de la digrafica D en la trayectoria dirigida (py, p2, p3,po), ¥ Pn — Po por
la minimalidad de P. Con estas flechas concluimos que la subdigrafica inducida por los

vértices de P es semicompleta y p; — p; si j # i+ 1, con j > i. [J(4.6)

Corolario 4.7. Sean D una digrdfica 3-cuasitransitiva y P una (pg, p;)-trayectoria dirigida
de longitud minima de longitud con | > 4, con la flecha interna p; — p)_,. Entonces la
subdigrdfica inducida por los vértices de P’ es semicompleta y p;- —plsij#i+1, con

j>i.

Demostracion: Observemos que este corolario es equivalente al lema 4.6, aplicado a D7.
En particular, fijémonos en P'7, la trayectoria P’ transpuesta, y tomemos a p; como py, a
P como py, y a P’ como una (p;, po)-trayectoria dirigida de longitud minima. También se
tiene la flecha p;_, — p) en P'7, pues p; — pj_, en P,y con esto P'™ satisface las hip6tesis
del corolario 4.5. Entonces se tendria que la subdigréafica inducida por los vértices de P'™
es semicompleta y que p; — pj si i # j + 1,7 > j, (fijdndonos en que los indices de P'7
corren al revés de la orientacion de las flechas). Entonces P’ es semicompleta y sus flechas
son tales que pj; — p; si j # i+ 1, con j > i. 0(4.7)
Lema 4.8. Sean D una digrdfica 3-cuasitransitiva que contiene un tridngulo dirigido T =
(x,y,2,2) yv € V(D —=T) tales que d(v,T) > 2. Sea P = (po, ...p1) una (v, T)-trayectoria
dirigida minima, con po = v y p; € T. Entonces la subdigrdfica inducida por los vértices

de P es semicompleta y pj — p; s1j #4141, con j > 1.
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Demostracién: Cuando d(v,T) > 4, se tiene la flecha po — pg por el lema 4.4, entonces P
satisface las hipdtesis del lema 4.6, por lo que se cumple que P es semicompleta y p; — p;
sij#i+1, conj > i Cuando d(v,T) = 2, también se tiene la flecha ps — py por el
lema 4.4, lo cual también satisface el lema 4.6. Sélo falta verificar que se satisface para el
caso d(v,T) = 3.

Supongamos entonces que d(v,T) = 3. Sea P = (po, p1,p2,p3) una (v, T)-trayectoria
dirigida de longitud minima, con p3 = x. Por el corolario 4.5 se tienen las flechas t — p;_o
para toda t € T; es decir, x — p1, y — p1y 2 — p1. Por otro lado, ps ~ py por
(po,p1,p2,P3) ¥ P3 — po, pues d(v,T) = 3. Luego, se tiene que y ~ po por (y, 2, z, po)
y y — po pues d(v,T) = 3. Entonces py ~ pg. Por la minimalidad de P, se tiene que
p2 — pg. Con estas flechas, la digrafica inducida por P es semicompleta, con las flechas
pj —pisij#i+1, conj>i. [(4.8)

Corolario 4.9. Sean D una digrdfica 3-cuasitransitiva que contiene un tridngulo dirigido
T = (z,y,2,2) yv € V(D —T) tales que d(T,v) > 2. Sea P' = (py,...p)) una (T,v)-
trayectoria dirigida minima, con pj, € C' y p; = v. Entonces la subdigrifica inducida por

los vértices de P’ es semicompleta y p;- —p;sijF#i+1, conj>i.

Demostracién: Este corolario es equivalente al lema 4.8, aplicado a D7. Fijémonos en
P'", la trayectoria transpuesta de P’. P'" es una (v,T)-trayectoria dirigida de longitud
minima, con d(v,T) > 2. Por el lema 4.6 la subdigrafica inducida por los vértices de P'"
es semicompleta y p; — p); si i # j + 1,1 > j (pues los indices de P'" corren al revés de la
orientacién). Entonces P’ es semicompleta y sus flechas son tales que p; — pj si j # i+ 1,
con j > i. [J(4.9)

4.2.2 Adyacencias de vértices fuera del triangulo con el triangulo

En esta seccién examinaremos las adyacencias entre un tridngulo dirigido T' = (z, vy, 2, ©),
y algtn vértice v tal que v ¢ T. El principal resultado de esta seccién es el teorema 4.14,
el cual demuestra que todo vértice v tal que v ¢ T es adyacente a todos los vértices de T,

o bien, todo vértice v tal que v ¢ T' es tal que x — v — 2z y v » y.

Teorema 4.10. Sean D una digrdfica 3-cuasitransitiva, T = (z,y,z,x) un tridngulo di-
rigido en D yv € V(D —-T) tales que d(v,T) = 1 y supongamos, sin pérdida de generalidad,

que v — x. Entonces sucede (i) o (ii):

(i) v~tparatodot €T 6
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(i) z—vyywwv

.x%.z

AN

Figura 4.6: Teorema 4.10

Demostracién: Se tiene que v ~ z por (v, z,y, 2).

Caso 1. Supongamos primero que v — z. Entonces v ~ y por (v, z,x,y). Entonces se
cumple (i).

Caso 2. Ahora supongamos que z — v. Observemos que la digrafica que contiene esta
flecha y las flechas dadas por la hipétesis es fuertemente conexa, 3-cuasitransitiva, y no hay
maés adyacencias obligadas por la 3-cuasitransitividad de la digrafica. Si y ~ v entonces se

cumple (ii). En otro caso, se cumple (i). [J(4.10)

Teorema 4.11. Sean D una digrdfica 3-cuasitransitiva, T = (x,y, z,x) un tridngulo di-

rigido en D yv € V(D —T) tales que d(v,T) > 2, entonces v ~ T, v~y y v ~ 2.

F—/\

Su= Po» 1 Opy 1> Opp=x <—— @3

Figura 4.7: Teorema 4.11

Demostracién: Demostraremos este teorema por medio de una induccién sobre d =
d(v,T).
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Supongamos primero que d = 2. Sea P = (pg,p1,p2) una (v, T)-trayectoria dirigida
minima, con pg = vy pg € T. Sin pérdida de generalidad supongamos que po = x. Se tiene
la adyacencia v ~ y por (v,p1,x,y) ¥y y — v pues supusimos que d(v,T) = 2. Luego, z ~ v
por (z,x,y,v) y nuevamente se tiene que z — v, pues d(v,T) = 2. Por ltimo, se tiene que
x ~ v por (x,y,z,v). Entonces v es adyacente a todos los vértices del tridngulo T

Supongamos ahora que si v’ es tal que d(v',T) =1, ] < n con n > 2, entonces v’ ~ ¢
para todo t € T'. Sea v tal que d(v,T) = n, con n > 2.

Demostraremos que v ~ ¢ para todo t € T. Sea P = (py, ..., pn) una (v, T)-trayectoria
dirigida de longitud minima tal que v = py y p, € T'. Sin pérdida de generalidad supong-
amos que p, = x. Por el lema 4.6, se tiene que la subdigrafica inducida por los vértices de
P es semicompleta y, en particular, se tiene la flecha p,, — pg; es decir, x — pg. Entonces
y ~ po por (y,z,2,p0) ¥ Yy — Do, pues d(v, T) > 2. Entonces z ~ pg por (z,z,y,pp). Con
esto, hemos encontrado que v ~ t para toda t € T'. (4.11)

Con esta nueva informacion, definiremos dos tipos de vértices que pueden haber en una
grafica dirigida con un tridngulo dirigido, que no pertenecen al tridngulo T' = (z,vy, 2, ).
Sean T1 y T, con T} = {v € V(D) tal que v ~ t para toda t € T} y To = {v € V(D) tal

qQue v — T, 2 — VY Y ® Uk

Lema 4.12. Sea D una digrdfica 3-cuasitransitiva que contiene un tridngulo dirigido T =
(z,y,2,x). Entonces V(D) =V (T)UTy UT5.

T T

Figura 4.8: Lema 4.12

Demostracién: Por el teorema 4.10, si d(v,T) = 1 entonces v € T1 o v € Tp. Por el
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teorema 4.11, si d(v,T') > 2 entonces v € T;. Estos son todos los casos posibles. Con esto

hemos demostrado el lema. [(4.12)

Lema 4.13. Sea D una digrdfica 3-cuasitransitiva que contiene un tridngulo dirigido T =

(z,y,2,z) y dos vértices, u y v, del tipo To. Entonces u y v son vértices duplicados.
y

Figura 4.9: Lema 4.13

Demostraciéon: Recordemos que dos vértices u y v son duplicados si son adyacentes hacia
los mismos vértices y son adyacentes desde los mismos vértices.

vestalquev -z, 2 2 vyy=vyuestal queu — 2/, 22 — uyy « u, con
T = (z,y,2,2) = (2,9, 2, 2"). Demostraremos que =’ = z.
Caso 1. Supongamos que 2’ = y. Entonces ¢ = z y 2/ = x. En este caso se tiene la
trayectoria dirigida (z,v,z,u) = (y',v,2’,u) y ¥ ~ u. Esto contradice nuestras hipStesis
iniciales, asi que este caso no puede suceder.
Caso 2. Ahora supongamos que ' = z. Se tiene que ' = x y 2/ = y. Entonces se tiene
la trayectoria dirigida (2/,u,2’,v) = (y,u,z,v) y y ~ v, lo cual no sucede por hipétesis.
Entonces este caso no sucede.

Por lo tanto 2’ = z y, como consecuencia, se tiene que v/ =y y 2’ = z. [J(4.13)

Teorema 4.14. Sea D una digrdfica 3-cuasitransitiva fuertemente conezxa que contiene un
tridngulo dirigido T = (x,y, z,x). Entonces v € Ty para todo vértice v € V(D —T) o bien
v € Ty para todo vérticev € V(D —T).

Demostracién: Supongamos que el teorema es falso, es decir, que existen u,v € V(D —T)
tales que u € T5 y v € Ty. Sin pérdida de generalidad, supongamos que ©u — =, 2 — u y

Y % U.
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y
X z,x/\z
6

Tl TZ
Figura 4.10: Teorema 4.14

Afirmacién 4.14.1. v — t para toda t € Ty, o bien t — v para toda t € T

Demostracién: Caso 1. Supongamos primero que y — v. Si suponemos que v — z Se
tendria que y ~ u por la trayectoria dirigida (y,v,z,u). Por lo tanto z — v. Luego, si
suponemos que v — , se tiene que u ~ v por la trayectoria dirigida (u,x,y,v). Si v — wu,
se tiene que u ~ y por (y,z,v,u). Si u — v, también se tiene que u ~ y por (u,v,z,y).
En ambos casos se llega a una contradiccion, por lo tanto x — v. Entonces se tienen las
flechas t — v para toda t € T.

Caso 2. Supongamos que v — y. Observemos que si x — v, se tendria que u ~ v por
(u,z,v,y), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto se tiene que v — z. Luego, si
suponemos que z — v, se tiene que u ~ v por (v,y, z,u). Si v — u, se tiene que u ~ y por
(y, z,v,u), y siu — v, también se tiene que u ~ y por (u, v, z,y). Esto es una contradiccién,

por lo tanto v — 2. Entonces se tienen las flechas v — ¢ para toda ¢t € 1. 0(4.14.1)

Entonces Ty = T;" U T, donde T;" = {v € T} tal que t — v para toda t € T} y
T, ={v €Ty tal que v — ¢ para toda t € T'}.

Afirmacién 4.14.2. T;F =0 0o T; =0
Demostracién: Sea u € Ty, u — x, z — u y u » y. Demostraremos esta afirmacién por

contradiccién. Supongamos que existen v € Tf“ y v~ € T] . Se tienen las adyacencias
u ~ vT por (u,x,y,vT), para todo v* € T}, y u ~ v~ por (v, ¥, z,u) para todo v~ € T} .
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T,* T,

Figura 4.11: Por la afirmacién 4.14.1 se tiene que T} = T1+ U1y .

Se tiene que u — vt para todo vt € T y para todo u € Ty, pues si tuviéramos v — u,
se tendria que u ~ y por (y, z,v",u), lo cual contradice que u € Ty. De la misma manera
se tiene que v~ — u para todo v~ € 1] y para todo u € T, pues si tuviéramos u — v~,

se tendria que u ~ y por (u,v™,x,y), lo cual contradice que u € Th.

Por otro lado v ~ v~ por (v, y, z,v") y la 3-cuasitransitividad de D. Esto se ilustra
en la figura 4.2.2. v~ — o' para toda v* € T{" y v~ € T|, pues si tuviéramos una
flecha del tipo vt — v~, se tendria que u ~ y por (u,v",v™,y), lo cual contradice que
u € Ty. Entonces D no es fuertemente conexa, pues T1+ domina al resto de la digrafica D,
lo cual implica que no se puede llegar de los vértices de D — Tf‘ a T1+ por medio de alguna
trayectoria dirigida. Esto es una contradiccién. Por lo tanto Tf‘ =¢ o] = ¢, locual

demuestra la afirmacién. [0(4.14.2)

Caso 1. Supongamos primero que T;" = ¢. Como estamos suponiendo que T} # ¢, existe
un vértice v- € T} . v~ — u para todo v~ € T} y para todo u € Tp, pues si tuviéramos
una flecha del tipo u — v, se tendria que u ~ y por (u,v™,z,y), lo cual contradice que
u € Ty. Entonces los vértices de 7] dominan a los vértices de D — 7. Entonces no se
puede llegar de los vértices de D —T7 a 1| por medio de alguna trayectoria dirigida. Esto

contradice nuestra suposicién inicial de que D es fuertemente conexa.

Caso 2. Luego supongamos que 1] = ¢. Como estamos suponiendo que T} # ¢, existe
un vértice v+ € TiF. u — v para todo v+ € T} y para todo u € Ty, pues si tuviéramos
una flecha del tipo v — wu, se tendria que u ~ y por (y, z,v",u), lo cual contradice que
u € Ty. Entonces los vértices de D — T;" dominan a los vértices de T}, por lo que no se
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Figura 4.12: v+ ~ v~ en la demostracién de la afirmacién 4.14.2

puede llegar de los vértices de ;™ a D — T} por medio de alguna trayectoria dirigida. Esto
contradice nuestra suposicién inicial de que D es fuertemente conexa.

Como estos dos casos son los tinicos posibles, se llega a la conclusién de que 73 = ¢ o
bien T5 = ¢. Es decir, hemos demostrado que v € T} para todo vértice v € V(D —T) o
bien v € Ty para todo vértice v € V(D —T). [J(4.14)

4.2.3 Adyacencias entre vértices fuera del triangulo

En esta seccién consideraremos nuevamente a una digrafica D que contiene un tridngulo
dirigido T' = (z,v, z,x). Examinaremos las adyacencias entre pares de vértices (u,v) tales
que u ¢ T y v ¢ T. Haremos una revisién de casos sobre las distancias de u y v a T, es
decir, haciendo variar d(u,T) y d(T,v).

Teorema 4.15. Sean D wuna grdfica dirigida fuertemente conexra 3-cuasitransitiva que
contiene un tridngulo T = (z,y,z,x), y sean u y v dos vértices en V(D — T). Entonces

sucede exactamente uno de estos dos casos:
(a) u~ vy

(b) u y v son de tipo Ts.

Demostracién: Haremos una revision de casos sobre las distancias de v y v a T'; es decir,
haciendo variar d(u,T) y d(T,v).
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Figura 4.13: Teorema 4.15

Casol d(u,T)=1yd(T,v)=1

Sin pérdida de generalidad supongamos que v — .
Caso 1.1 Supongamos que existe una trayectoria de longitud uno de y a v, esto es, y — v.
Entonces se tiene que (u,z,y,v) es una trayectoria dirigida de longitud tres, por lo tanto
U~ .
Caso 1.2 Supongamos que existe una trayectoria de longitud uno de = a v. Entonces
se tiene que por (u,x,y,z), u ~ z, y que por (y,z,x,v), y ~ v. Siy — v, se tendria
la trayectoria dirigida (u,z,y,v) de longitud tres y u ~ v por la 3-cuasitransitividad de
nuestra digrafica, asi que supongamos que v — y. Por otro lado, si u — z, se tendria que
u ~ v por (u,z,x,v), y si z— u, también se tendria que u ~ v por (v,y, z,u). Por lo tanto
u ~ v en este caso.
Caso 1.3 Supongamos que existe una trayectoria de longitud uno de z a v. Se tiene que
u~ zyquez~v por las trayectorias (u,x,y, z) y (z,y, z,v) respectivamente.
Caso 1.3.1 Supongamos primero que r — v. Si u — z, se tendria que u ~ v por la
trayectoria dirigida (u, z,z,v). Si z — u, se tiene que v ~ y por (y, z,z,v). Siy — v, se
tiene que u ~ v por (u,z,y,v). Si v — y, se tiene que u ~ v por (v,y, z,u).
Caso 1.3.2 Ahora supongamos que v — x. Consideremos primero el caso en que u — z,
donde se tiene que u ~ y por la trayectoria dirigida (u, z,x,y). Si u — y, se tendria que
u ~ v, por (u,y,z,v),y sty — u, u ~ v por (v, x,y,u). Por otro lado, si z — u, observamos
que la grafica que nos queda es 3-cuasitransitiva, no bipartita, y no es semicompleta, pues

u no es adyacente a v. Se tienen varios casos:
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Caso (i) u € Ty, v € T}. Por definicién de T} sabemos que v ~ y. Siv — y, se tendria que
u ~ v por (v,y,z,z). Siy — v, también se tendria que u ~ v por (u,z,y, z,v).

Concluimos que en este caso siempre se tiene que u ~ v.

Caso (i) Sin pérdida de generalidad u € Ty, v € Ts. Por el teorema 4.14 este caso no

puede suceder, pues tendrian que estar ambos en 77 o ambos en T5.

Caso (iii) u € Ty, v € Ty. En este caso sabemos que no hay més adyacencias entre u 'y T
oentre vy T, pues u » y y u » y por definicién de T5. Por el teorema 4.14 se
tiene que si existe algin otro vértice w € V(D — T') con u # w # v, entonces
w € Ts. Esto significa que w tendria las mismas adyacencias que u y v. Podemos
pensar en los vértices u© y w como copias de v. Ahora supongamos que u ~ v.
Demostraremos que esto es imposible. Si se tuviera la flecha © — v, se tendria
que v ~ y por (y,z,u,v). Y si v — u, se tendria que u ~ y por (y,z,v,u).

Como ambos casos nos llevan a una contradiccion se concluye que u ~ v.

Caso 2 d(u,T)=2yd(T,v)=1

Como d(u,T) = 2, se tiene que toda trayectoria dirigida desde u hacia T pasa por algiin
vértice intermedio s, donde s no puede ser v, porque esto nos daria una flecha de u a v.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que z — v.
Caso 2. Supongamos que s # v. Veamos a donde puede ser adyacente el vértice s.
Caso 2.1 Si s — z, se tendria que u ~ v por la trayectoria (u, s, z,v).
Caso 2.2 Sis — z se tiene que x ~ v y u ~ y por 3—cuasitransitividad y las trayectorias
dirigidas (u,s,z,y) vy (x,y, z,v) respectivamente. Si x — v se tendria que u ~ v por la
trayectoria dirigida (u, s,z,v), y si u — y se tendria que d(u,T) = 1, asi que supongamos
que v — x 'y y — u. Entonces se obtiene la trayectoria dirig ida de longitud tres (v, x,y, u),
y por lo tanto u ~ v.
Caso 2.3 Si s — y, se tiene que s ~ x por (s,¥, z,z). Examinemos las posibilidades de
ésta flecha.
Caso 2.3.1 Si s — z, se tiene que u ~ y y que & ~ v por (u,s,z,y) v (z,y,2,v)
respectivamente. Si u — y se tendria que d(u,T) =1, y si x — v, se tendria que u ~ v por
(u,s,z,v), asi que supongamos que y — u y v — x, y nuevamente se obtiene que u ~ v
por (v, xz,y,u).
Caso 2.3.2 Si z — s, se tiene que u ~ z por (u,s,y,2), y que  ~v. Como d(u,T) = 2,

se tiene que z — u, pues si u — z, se tendria que z — u, d(u,T) = 1.
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Caso 2.3.2.a Siz — wv, se tiene que y ~ v por (y,z,z,v). Siy — v, se tendria que
u ~ v por (u,s,y,v), asi que supongamos que v — y. Como z — u, se tiene que u ~ v por
por la trayectoria (v, y, z, u).
Caso 2.3.2.b  Supongamos que v — x. v ~ y por la trayectoria dirigida (v,z,s,y). Si
sucediera que y — v, se tendria que u ~ v por la trayectoria dirigida (u,s,y,v), asi que
supongamos que v — y. Como z — u, se tiene que u ~ v por (v,y, z, u).
Caso 3 d(u,T)=1yd(T,v)=2

Sean U y V trayectorias de longitud minima de v a T' y de v a T respectivamente.
Este caso se puede hacer andlogo al 1.2, considerando a D7, la digrafica transpuesta de
D, y considerando las trayectorias minimas U™ y V7. En D7 se tendria que d(v,T) =1y
d(T,u) = 2, y entonces se tendria que u ~ v en D7, y por lo tanto, también en D.
Caso 4 d(u,T)>2yd(T,v)>2

Sean s = d(u,T), t = d(T,v) y sean U = (ug, u1,...,us) y V.= (v, v1,...,v) trayec-
torias dirigidas de longitud minima de 7" hacia v y v respectivamente, con ug = u, us € T,
veTyuv=nu

Por el lema 4.8 se tiene que nuestra digrafica contiene la flecha us — wug, y por el
corolario 4.9, contiene la flecha v; — vg. Entonces se tiene que d(v,T) =1y d(T,u) = 1.

Este caso ya lo hemos examinado en el caso 1. [J(4.15)

Lema 4.16. Sean D una grdfica dirigida fuertemente conexa 3-cuasitransitiva que contiene
un triangulo T = (x,y,z,x), y sean u y v dos vértices en V(D — T) tales que u ~ v.

Entonces u y v son de tipo T .

Demostracién: Supongamos que v — v sin pérdida de generalidad. Por el teorema 4.14
sabemos que v € T para todo vértice v € V(D — T) o bien v € Ty para todo vértice
v € V(D —T). Entonces u y v son de tipo T} o son de tipo T5. Supongamos que ambos
son de tipo T5. Entonces se tiene la trayectoria dirigida de longitud dos (u,v,z,y). Por la
3-cuasitransitividad de D se tiene que u ~ y, contradiciendo la suposicién de que u es de
tipo T5. Por lo tanto u y v son de tipo T7. [J(4.16)

4.2.4 Caracterizacion de las digraficas 3-cuasitransitivas no bipartitas

Teorema 4.17. Sea D una digrdfica 3-cuasitransitiva fuertemente conexa no bipartita.

Entonces

(i) D es semicompleta, o
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(ii) D = (V(D), F(D)) tal que V(D) = {z,y,2} UV* y F(D) = {(z,y), (y,2), (z,2)} U
{(vi,z)|v; € V*EU{ (2,v)|v; € V*}.

Demostracion: Por el lema 2.12 se tiene que como D no es bipartita entonces contiene
un ciclo dirigido de longitud impar. Por el lema 4.3 se tiene que D contiene un tridngulo
dirigido T' = (z,y, z). Por el teorema 4.14 se tiene que v € T} para todo vértice v € V(D —
T) o bien v € Ty para todo vértice v € V(D — T'). Observemos que por el teorema 4.15,
sabemos que todo par de vértices u, v que no estan en el tridngulo cumplen que u ~ v, o
bien v y v son de tipo T», y por el lema 4.16 sabemos que si v ~ v entonces v y v son de
tipo T7. Como D es fuertemente conexa y asimétrica entonces V(D) > 3.

Caso 1. Si |V(D)| = 3, entonces D es un tridngulo pues al ser D asimétrica cualquier con-
junto de flechas tales que no formen un tridangulo dirigido producen una digrafica que no es
fuertemente conexa. Observemos que un tridngulo dirigido es una digrafica semicompleta.
Caso 2. |V(D)| =4. V(D) = T U{v1}. Por el teorema 4.14 v € T} para todo vértice
v e V(D —T) o bien v € Ty para todo vértice v € V(D —T). Si v € T; se tiene que D es
semicompleta y se cumple 7). Si v € Ty se tiene que D cumple (7i).

Caso 3. |V(D)| = 4. Por el teorema 4.15 sucede que si u y v son dos vértices en V(D —T)
entonces u ~ v 0 bien u y v son de tipo T5. Por el lema 4.16 si v ~ v entonces v y v son
de tipo T7.

(i) Supongamos que hay v y v son dos vértices en V(D —T') tales que u ~ v, y que por lo
tanto son de tipo T7. Supongamos que existe otro par de vértices x y y de V(D —T)
(no necesariamente distintos de u o de v) tal que z ~ y. Entonces x y y son de tipo
T5 por el teorema 4.15, lo cual es imposible ya que, por el teorema 4.14, v € T} para
todo vértice v € V(D —T) o bien v € T para todo vértice v € V(D —T). Por lo tanto
x ~ y para todo par de vértices de V(D). Por otro lado, x ~ t para todo x € V(Dr)
y t € T por ser x de tipo T} para todo € V(Dr). Entonces en este caso se tiene

que D es semicompleta.

(#) Supongamos que hay dos vértices en V(D —T), u y v, tales que u y v son de tipo T5.
Entonces por el teorema 4.14 se tiene que si existe otro vértice z tal que z € V(D —T)
se tiene que z es de tipo T5. En este caso se tendria que D = (V(D), F(D)) tal que
V(D) ={z,y, 2} UV*y F(D) = {(z,v), (v, 2), (z,2) }U{(vi, x)|v; € V*}U{(z,v;)|v; €
V*}, pues todos lo vértices en V(D — T') serian de tipo T5.

0(4.17)
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4.3 Caracterizacion de las digraficas 3-cuasitransitivas asimétricas

fuertemente conexas

Teorema 4.18 (Caracterizacion de las digréficas 3-cuasitransitivas asimétricas fuertemente
conexas). Sea D una digrdfica 3-cuasitransitivas asimétricas fuertemente conexas. En-

tonces sucede exactamente una de los siguientes casos:
(i) D es bipartita semicompleta, o
(ii) D es semicompleta, o

(i) D = (V(D),F(D)) tal que V(D) = {z,y,2} UV* y F(D) = {(z,y), (y,2), (2, 2) } U
{(vi, z)|v; € VY U{ (2,v)|v; € V*}.

Demostracién: Por el teorema 4.2 si D es una digrafica bipartita conexa 3-cuasitransitiva
fuertemente conexa, entonces D es bipartita semicompleta. Por el teorema 4.17 si D una
digrafica 3-cuasitransitiva fuertemente conexa no bipartita, entonces D es semicompleta o
bien D = (V(D), F(D)) tal que V(D) = {z,y,2z} UV* y F(D) = {(,y), (y, 2), (z,2)} U
{(vi,x)|v; € V*}U{ (2, v;)|v; € V*}. [J(4.18)






Capitulo 5

Conclusiones

5.1 Algunas observaciones y trabajo futuro

Con el teorema 4.18 hemos dado una caracterizaciéon de las digraficas 3-cuasitransitivas
asimétricas fuertemente conexas. El error en la demostracién que se presenta en [2] es no
tratar por separado los casos de trayectorias de longitud cuatro en digraficas no bipartitas,
las cuales tienen un comportamiendo no trivial.

Al tener caracterizadas a las digraficas 3-cuasitransitivas para el caso asimétrico surgen

dos temas a tratar que se siguen de manera muy natural de este trabajo.
(i) Caracterizar a las digraficas asimétricas (no necesariamente fuertemente conexas)
(i) Caracterizar a las digréficas n-cuasitransitivas

Recordemos que hemos definido a las digraficas n-cuasitransitivas como las que cumplen
que para todo par de vértices u y v tales que existe una (u,v)-trayectoria dirigida de

longitud n se tiene que u ~ v.
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