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Introducción

Si buscamos invariantes topológicos contravariantes, los más sencillos
serían el grupo de funciones continuas del espacio X al grupo abeliano
G denotado Map(X,G) (asociándole a G la topología discreta). Este inva-
riante nos mide la cantidad de componentes conexas de X cuando éste es
localmente conexo. Entonces es muy natural que consideremos grupos con
una estructura topológica diferente, y los primeros que se nos vienen a la
mente son los grupos de los reales y complejos.

No nos vayamos confundir y pensemos que como los reales o los com-
plejos son los primeros grupos topológicos abelianos con los que trabaja-
mos, resulte que dichos invariantes asociados sean triviales. Esto no sucede,
ya que tanto los reales como los complejos tienen más estructura que la de
un simple grupo topológico discreto, y es esta estructura adicional la que
nos permite recobrar la información de los espacios. Para el caso en el que
los espacios topológicos son compactos y Hausdorff se tiene un Teorema
hermoso que dice: “dos espacios son homeomorfos si y sólo si sus anillos de
funciones continuas son isomorfos”. Lo cual nos lleva al primer problema
de la tesis, ya que con este resultado tenemos que, estudiar los espacios se
vuelve tan difícil como estudiar sus anillos asociados. El resultado es de
Gelfand y Kolmogorov, y lo desarrollan Gillman y Jerison en su libro –Rings
of Continuous Functions–.

Entonces lo que vamos a hacer a lo largo de las siguientes páginas
es estudiar las acciones de esos anillos de funciones. Lo que da pie a
la investigación de los módulos proyectivos finitamente generados con
coeficientes en el anillo de funciones continuas.

En la búsqueda de módulos y las relaciones que tienen con respecto
al espacio original, encontramos algunos resultados entre ellos y los ha-
ces vectoriales cuando el espacio base es compacto y Hausdorff. Dichos
resultados se obtienen al estudiar un funtor de la categoría de haces vecto-

.
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riales a los módulos de secciones. Para ampliar la información presentada
en la tesis uno puede recurrir al artículo Richard G. Swan llamado –Vector
Bundles and Projective Modules–, y el libro de Marcelo Aguilar, Samuel
Gitler y Carlos Prieto titulado –Algebraic Topology from a Homotopical
Viewpoint.

Juntando estas ideas surge la necesidad de comparar la teoría K topo-
lógica y la teoría K algebráica. Las cuales están muy relacionadas entre sí.
Como veremos más adelante.

Cabe mencionar que este trabajo está escrito pensando en que el lector
tiene estudios básicos en Topología y Álgebra.

.



Capítulo 1

Espacio estructural de un anillo y
módulos proyectivos

En este capítulo, se desarrollaran algunos conceptos generales sobre
anillos conmutativos con uno, así como un espacio asociado a ellos, lla-
mado espacio estructural. Después estudiaremos los módulos proyectivos,
y algunas de sus propiedades.

1.1. Espacio estructural

Trabajaremos con anillos conmutativos con 1 y homomorfismos entre
los anillos que siempre mandan el uno en el uno.

Definición 1.1.1 (Ideal primo) P es un “ideal primo” o “primo” si P es ideal
y P( A y si xy ∈ P entonces x ∈ P o y ∈ P.

Definición 1.1.2 (Ideal maximal) M es un “ideal maximal” siM es ideal,M(
A y no existe a ideal tal queM ( a ( A.

tesis

Lema 1.1.1
Sea P un ideal en el anillo A. Entonces P es un ideal primo si y sólo si A/P
es un dominio entero.

.



2 1.1 Espacio estructural

Lema 1.1.2
Sea M un ideal en el anillo A. Entonces M es un ideal máximal si 0 y sólo
si A/M es un campo.

Demostración. Sea 0 , x̄ ∈ A/M ⇐⇒ x < M ⇐⇒ 1 = ax + m para alguna
a ∈ A y una m ∈M⇐⇒ ā · x̄ = 1.
⇐⇒∴ A/M es campo.

Lema 1.1.3
SeaM un ideal maximal. EntoncesM es un ideal primo.

Demostración 1. M es maximal⇐⇒A/M es campo, en particular dominio
entero⇒M es ideal primo.

Demostración 2. Sean x, y ∈ A tal que x · y ∈ M. Supóngamos que x no
pertenece aM⇐⇒ ∃a ∈ A,m ∈M tal que 1 = ax + m.

⇐⇒ y = axy + my pero xy ∈M⇒ axy ∈M
y m ∈M⇒ ym ∈M.

⇐⇒ y ∈M.
∴M es primo.

Proposición 1.1.4
Sea A es un anillo no trivial(A , 0). Entonces A tiene un ideal maximal.

Demostración. Sea Σ = {a ⊂ A|a ideal y a , A}. Le damos a Σ el orden
parcial estándar (por contención). Claramente Σ , ∅ ya que 0 es un ideal y
0 , A.

Sea (aα)α∈Λ una cadena ascendente, esto es,que para cualesquieraα0, α1 ∈
Λ se tiene que aα0 ⊂ aα1 o que aα1 ⊂ aα0 .

Sea a = ∪α∈Λaα es un ideal, porque trivialmente es un grupo abeliano y
si a ∈ a y x ∈ A tenemos que xa ∈ a ya que existe α ∈ Λ tal que a ∈ aα, lo cual
implica que xa ∈ aα. Además a , A ya que 1 < aα∀α ∈ Λ ⇒ 1 < ∪α∈Λaα = a.
por lo tanto Σ tiene elementos maximales. Claramente si a ∈ Σ es un
elemento maximal⇒ a es un ideal maximal de A.

Corolario 1.1.5
Sea a un ideal diferente del anillo A entonces existe M maximal tal que a
está contenido enM.

.



1.1 Espacio estructural 3

Demostración. Considéremos φ : A −→ A/a, la proyección cociente. Ob-
servemos que ker(φ) = a. Como a , A⇒ A/a , 0. Entonces existe M̄ ⊂ A/a
ideal maximal.

Defínimos M = φ−1(M̄). Tenemos que M es trivialmente es un ideal y
además a ⊂M ya que a = φ−1(0) = ker(φ).

M es maximal ya que siM ( σ es ideal entonces ∃r ∈ σ tal que r <M⇒
φ(r) = r̄ < M̄⇒ ∃b̄ ∈ A/a tal que 1̄ = b̄r̄ + m̄ con m̄ ∈ M̄.

Se sigue que φ(σ) = A/a. Entonces σ = A ya que si σ , A ⇒ 1 < σ pero
φ(σ) = A/a ⇒ ∃a ∈ σ tal que φ(a) = 1̄ ⇐⇒ 1 − a ∈ a pero a ⊂ σ ⇒ 1 − a ∈
σ ⇐⇒ 1 ∈ σ. Esto es un absurdo, la contradicción viene de suponer que
σ , A.

Corolario 1.1.6
Si a es un elemento del anillo A y no es unidad entonces existe M (ideal
maximal) contenido en A tal que a pertenece aM.

Sea A un anillo y sea Smax(A) el conjunto de todos los ideales maximales.
Si E ⊂ A entonces se denota V(E) el conjunto de todos los ideales maximales
de A tales que contienen a E.

Observemos que si E ⊂ A y a es el ideal generado por E (a ≡< E >)
entonces V(E) = V(a). Es claro ya que E ⊂ a ⇒ V(E) ⊃ V(a); y si I ⊃ E
es ideal maximal, esto implica que (M ⊃ a ⇒ V(E) ⊂ V(a) por lo tanto
V(E) = V(a).

Construcción de una topología al espacio Smax(A). Ahora queremos dar
una topología al espacio Smax(A).

1. Nótemos que si Ei ⊂ A para toda i en I (conjunto de índices) entonces

V(∪
i∈I

Ei) = ∩
i∈I

V(Ei)

ya que si

M ∈ V(∪
i∈I

Ei) ⇐⇒ M ⊃ ∪
i∈I

Ei ⇐⇒M ⊃ Ei∀i ∈ I⇐⇒
M ∈ V(Ei),∀i ∈ I ⇐⇒ M ∈ ∩

i∈I
V(Ei)

.



4 1.1 Espacio estructural

2. Si a y b son ideales de A. Entonces V(a) ∪ V(b) = V(a ∩ b) = V(ab). Ya
que siM ∈ V(a) ∪ V(b)⇒M ∈ V(a) óM ∈ V(b)⇒M ⊃ a óM ⊃ b.

⇒ M ⊃ a ∩ b⇒M ∈ V(a ∩ b)
⇒ M ⊃ ab⇒M ∈ V(ab).

SiM ∈ V(a ∩ b)⇒ M ⊃ a ∩ b. SupongamosM ⊃ a⇒ M ∈ V(a)⇒ M ∈
V(a) ∪ V(b).

Ahora supongamos queM 2 a⇒ ∃a ∈ a tal que a < M pero ∀b ∈ b se
tiene que ab ∈ a∩ b ⊂M⇒ b ∈M,∀b ∈ b⇒M ⊃ b⇒M ∈ V(b)⇒M ∈
V(a) ∪ V(b). De manera análoga V(ab) ⊂ V(a) ∪ V(b).

3. V(A) = ∅ porque, siM es maximal entoncesM 1 A.

V(< 0 >) = V({0}) = Smax(A) ya que, para todoM ideal maximal de A,
0 ∈M.

Luego, se puede definir una topología a Smax(A) cuyos cerrados son

T ∗ = {V(a)|a ⊂ A} (1.1)

y cuyos abiertos son:
T = {V(a)c|a ⊂ A}. (1.2)

Definición 1.1.3 (Smax(A)) Al espacio (Smax(A),T ) se le llama espacio estructu-
ral del anillo A y lo denotamos simplemente como Smax(A). También lo denotaremos
como X por ser un espacio topológico.

Sea E ⊂ A, denotaremos por XE = V(E)c = {M ⊂ X|M 2 E,E ⊃ A}.
Lema 1.1.7
Sea {X f | f ∈ A} es una base de los abiertos Smax(A).

Demostración.

1. X f ∩ Xg = X f g ya que

X f ∩ Xg = V(< f >)c ∩ V(< g >)c = (V(< f >) ∪ V(< g >))c

= V(< f g >)c = X f g

.



1.1 Espacio estructural 5

2. X1 = V(A)c = X

Corolario 1.1.8
{V f | f ∈ A} son una base de la familia de cerrados del Smax(A). Ń:

V( f ) = Xc
f = {M ∈ Smax(A)| f ∈M} (1.3)

Demostración. La demostración es inmediata del Lema anterior.

Proposición 1.1.9
Sea A es anillo conmutativo con 1. Entonces Smax(A) es compacto.

Demostración. Sea {X fi}i∈I un cubierta abierta de X.

Entonces X = ∪i∈IX fi = ∪i∈IV(< fi >)c = (∩i∈IV(< fi >))c

⇐⇒ φ = ∩i∈IV(< fi >) ⇐⇒ @M ∈ X|M ⊃< fi > ∀i ∈ I
⇐⇒ @M ∈ X|M ⊃ fi∀i ∈ I
⇐⇒ @M ∈ X|M ⊃ { fi|i ∈ I} = E
⇐⇒ < E >= A⇐⇒

existe una combinación lineal de elementos de E que es 1.

Sean { fi1 , fi2 , . . . , fin |i ∈ I} los que dan esa combinación lineal entonces
V(< fi1 >) ∩ V(< fi2 >) ∩ . . .V(< fin >) = ∅ ↔

∪n
j=1V(< fi j >) = X.

Por lo tanto Smax(A) es compacto.

Proposición 1.1.10 (Algunas propiedades del Smax(A).)
1. X = X f ⇐⇒ f es unidad.

2. φ = X f ⇐⇒ f es nilpotente.

Demostración.

1. X = X f = V(< f >c)⇐⇒ V(< f >)∅ ⇐⇒ f es unidad.

.



6 1.1 Espacio estructural

2. φ = X f = V(< f >)c ⇐⇒ V(< f >) = X ⇐⇒ ∃n| f n = 0 ⇐⇒ f es
nilpotente.

Teorema 1.1.11 (Invariancia algebráica de Smax)
Sean A,B anillos conmutativos con uno. Si A es isomorfo a B entonces
Smax(A) es homeomorfo a Smax(B).

Demostración. Supongamos que Ψ : A −→ B es un isomorfismo de anillos
conmutativos. Definimos Ψ∗ : Smax(B) −→ Smax(A) como Ψ∗(M) = Ψ−1(M).
A continuación necesitamos demostrar que:

1. Ψ∗ ́  .

Consideremos
A Ψ−→ B π−→ B/M, (1.4)

donde π : B −→ B/M es la proyección al cociente. Luego entonces
π◦Ψ(A) = B/M, pero el ker(π◦Ψ) = Ψ−1(M) ya que Ψ es isomorfismo.
Por lo tanto B/M es isomorfo a A/Ψ−1(M).

2. Ψ∗  .

Supongamos queM ∈ Ψ∗−1(V( f ))⇐⇒ Ψ∗(M) ∈ V( f )⇐⇒

⇐⇒ Ψ−1(M) ∈ V( f )
⇐⇒ f ∈ Ψ−1(M)
⇐⇒ Ψ( f ) ∈M
⇐⇒ M ∈ V(Ψ( f ))

⇐⇒ Ψ∗−1(V( f )) = V(Ψ( f )) (1.5)

Luego entonces Ψ∗ es continua y de manare análoga (Ψ−1)∗ es conti-
nua la cual es la inversa de Ψ∗.

Finalmente por 1 y 2 se tiene que Smax(A) es homeomorfo Smax(B).

.



1.2 Módulos proyectivos 7

1.2. Módulos proyectivos

1.2.1 Recordemos que un R-módulo A es libre, si es isomorfo a una suma directa
de copias de R.

Nota 1.2.2 Sea A un R-módulo libre, si Rai � R y si A = ⊕
i∈I

Rai, entonces

{ai ∈ A|i ∈ I} es base de A.

Entonces decimos que los elementos de A se escriben como sumas de
combinaciones lineales de elementos de su base, es decir

a =
∑

i∈I
riai

donde las ri son casi todas iguales a cero. Entonces a se puede escribir de
forma única por elementos de una de sus bases, de manera análoga a lo
que se hace en álgebra lineal con la suma de vectores.

Proposición 1.2.1
Sea X = {ai ∈ A|i ∈ I} una base de un A R-módulo libre. Si B es un R-módulo
y f : X→ B hay un único morfismo f̃ : A→ B que extiende a f .

A
∃! f̃

ÂÂ
?

?
?

?

X
?Â

OO

f
// B

Diagrama 1.1: Base de modulos libres

Demostración. La demostración es completamente rutinaria, se define fi :
Rai → B como rai 7−→ r f (ai), claramente fi es morfismo. Como A =

∐
i∈I

Rai,

entonces definimos f̃ : A→ B como f̃ = ⊕
i∈I

fi :
∐
i∈I

Rai → B, y claramente este

es un morfismo así que si a =
∑
i∈I

riai entonces f̃ (a) =
∑
i∈I

fi(riai) =
∑
i∈I

ri f (ai) por

lo que f̃ sí extiende a f . La unicidad está en que si g : A→ B, que extiende
a f entonces g(a) = g(

∑
i∈I

riai) =
∑
i∈I

rig(ai) =
∑
i∈I

ri f (ai) = f̃ (a).

La Proposición anterior es conocida por algunos autores como la propie-
dad universal de los módulos libres. Pero para fines del proyecto usaremos
otra que es muy importante.

.



8 1.2 Módulos proyectivos

Corolario 1.2.2
Sea X = {ai ∈ A|i ∈ I} una base de un A R-módulo libre. Si f , g : A→ B, son
morfismos de R-módulos tales que f (ai) = g(ai) entonces f = g.

Proposición 1.2.3
Cada R-módulo M es cociente de un R-módulo libre.

Demostración. Consideremos a F como el módulo libre generado por la
base de los elementos M (olvidandonos de la estructura aditiva y multi-
plicativa por escalares, a este conjunto se le conoce como UM donde U es
“el funtor olvidadizo”), entonces F =

∐
m∈UM

Rm. Sea f : UM → M definida

como f (m) = m esto implica, por la Proposición 1.2.1, hay un morfismo de
M : f̃ :F→M el cual extiende a f , pero f es sobreyectiva, entonces f̃ también
lo es. Por el primer Teorema de isomorfismos tenemos que f̃ (F)/ker( f̃ ) � M.

Proposición 1.2.4
Sea F un R-módulo libre, g : B→ C es un morfismo suprayectivo y f : F→
C es un morfismo. Entonces existe φ : F → B tal que g◦φ = f . Es decir el

F
φ

ÄÄ¡¡
¡¡

¡¡
¡¡

f
²²

B
g

// // C // 0

Diagrama 1.2: Proyectividad de módulos libres

Diagrama 1.2 conmuta.

Demostración. Sea X = {xi ∈ F|i ∈ I} una base de F. Como g es suprayectiva
para cada xi en X, existe bi en B, tal que g(bi) = f (xi) entonces definimos
ψ : X → B como ψ(xi) = bi. Entonces por la Propocisión 1.2.1 tenemos
que existe φ : F → B morfismo de R-módulos tal que extiende a ψ. Pero
g◦φ(xi) = g◦ψ(xi) = g(bi) = f (xi), por el Corolario anterior tenemos que
g◦φ = f .

Definición 1.2.3 Sea P un R-módulo decimos que P es proyectiv1o si cada que
g : B → C sea un morfismo suprayectivo, y si f : P → C es un morfismo ,
entonces existe φ : P→ B tal que g◦φ = f .

Corolario 1.2.5
Sea F un R-módulo libre. Entonces F es un R-módulo proyectivo.

.
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P
φ

ÄÄ¡¡
¡¡

¡¡
¡

f
²²

B
g

// // C // 0

Diagrama 1.3: Módulo proyectivo

Proposición 1.2.6
Sea P un R-módulo proyectivo. Si P1 ⊂ P es un sumando directo, entonces
P1 es R-módulo proyectivo.

Demostración. Consideremos los Diagramas 1.4 y 1.5: como P1 es sumando

P1
φ

ÄÄÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
ÄÄ

f
²²

B
g

// // C // 0

Diagrama 1.4: Diagrama de la Proposición 1.2.6

directo P, entonces podemos extender a f de la siguiente manera:

f̄ : P = P1 ⊕ P2 → C

como (p1, p2) 7−→ f (p1), pero P es proyectivo entonces

P1 ⊕ P2
φ̄

{{wwwwwwwww
f̄

²²

B
g

// // C // 0

Diagrama 1.5: Suma directa de módulos proyectivos

Luego existe φ : P → B la cual hace conmutar el Diagrama 1.5, pero
φ|P1 : P1 → B hace conmutar el Diagrama 1.4. Entonces P1 es proyectivo.

Proposición 1.2.7
Sea P un R-módulo proyectivo, f : B→ P es un morfismo suprayectivo de
R-módulos. Entonces B = ker( f ) ⊕ P′, donde P′ � P.

Demostración. Para esta demostración podríamos usar muchas cosas,por
ejemplo el Teorema de retractos, pero lo probaremos usando la definición.
Consideremos el Diagrama 1.6:

.
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P

ÄÄ¡¡
¡¡

¡¡
¡

²²

B
f

// // P // 0

Diagrama 1.6: Diagrama de la Proposición 1.2.7

como IdP es biyectiva en particular es inyectiva, entoncesφ es inyectiva.
Sea P′ =)Im(φ) � P (por ser φ inyectiva).

1. P′ ∩ ker( f ) = 0 ∈ B. Si b ∈ P′ ∩ ker( f ) =⇒ f (b) = 0, pero b ∈ P′ � P y
fP′ = φ−1 (por la conmutatividad del diagrama)=⇒ b = 0.

2. P′ + ker( f ) = B, como f es suprayectiva tenemos que B/ ker( f ) � P
con el isomorfismo inducido por f . Sea b ∈ B, entonces f̄ ([b]) = p ∈ P.
Pero φ(p) = p′ ∈ P′, y además f ◦φ(p) = p, lo cual implica que [b−p′] ∈
ker( f ), entonces b − p′ = k ∈ ker( f ) =⇒ b = p′ + k ∈ P′ + ker( f ).

Por lo anterior tenemos que B = ker( f ) ⊕ P′.

Proposición 1.2.8
P es un R-módulo proyectivo si y sólo si es sumando directo de un R-
módulo libre.

Demostración. Por la Proposición 1.2.3 tenemos que P es cociente de un
módulo libre y por la Proposición anterior tenemos que P es sumando
directo de cualquier módulo del cual sea cociente.N

Para el regreso suponemos que P es un sumando directo de un módulo
libre. Pero todo módulo libre es proyectivo, entonces por la Proposición
1.2.6 P es proyectivo.N

.



Capítulo 2

Anillo de funciones

En este capítulo veremos que cuando un espacio es compactos y Haus-
dorff entonces se puede reconstruir a partir de su anillo de funciones conti-
nuas (con valores reales o complejos). Para fines prácticos, consideraremos
que K es el campo de los números reales o de los complejos, tomando en
cuenta que éstos son espacios topológicos con la métrica euclidiana.

2.1. Anillo de funciones

Definición 2.1.1 Sea X un espacio topológico no vacío. Denotamos por C(X) el
anillo de funciones continuas a K, es decir,

C(X) = { f | f : X −→ K, }

tal que f es continua.

Le queremos dar estructura de anillo conmutativo a C(X) por lo que
necesitamos definir las operaciones suma y producto.

Definición 2.1.2 Definiremos las operaciones “+” y “·” que van de:

+ : C(X) × C(X) −→ C(X)
· : C(X) × C(X) −→ C(X) (2.1)

como:

.
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1. f + g : X −→ K como f + g(x) = f (x) + g(x),

2. f · g : X −→ K como f · g(x) = f (x)g(x)

Dichas operaciones están bien definidas ya que claramente son funciones con-
tinuas, porque la suma y el producto son continuas en K, y estas operaciones
son una composición de funciones continuas. También utilizaremos la siguiente
notación f ·g = f g

Lema 2.1.1
Sea X un espacio topológico. (C(X),+,◦ ) es un anillo conmutativo con 1

Demostración. Sean f , g, h ∈ C(X)

1. (C(X),+) es grupo abeliano:

a) ( f + g) + h = f + (g + h), por la asociatividad de K;

b) f + g = g + f , por la conmutatividad de K;

c) 0̄ : X −→ K como 0̄(x) = 0∀x ∈ X (la función constante, por lo
tanto continua),0̄ ∈ C(X); f + 0̄(x) = f (x)+ 0̄(x) = f (x)+0 = f (x), 0̄
es el neutro.

d) Sea f ∈ C(X) entonces definimos − f : X −→ K como x 7−→ − f (x)
entonces f + − f (x) = f (x) + (− f (x)) = 0∀x , x ∈ X.⇒ f + − f = 0̄.

por lo tanto (C(X),+) es grupo abeliano.

2. ( f g)h = f (gh) por la asociatividad de K;

3. f g = g f por la conmutatividad de K;

4. 1̄ : X −→ K, como 1̄(x) = 1∀x , x ∈ X (la función constante 1, por lo
tanto continua); f 1̄(x) = f (x)1̄(x) = f (x)1 = f (x) lo que quiere decir
que tiene neutro multiplicativo;

5. f (g + h) = f g + f h por la distributividad de K tenemos que C(X) es
un elemento de AnC1.

Definición 2.1.3 Sea φ : X −→ Y una función continua. Definimos φ∗ :
C(Y) −→ C(X) como φ∗( f ) : f ◦φ. La función φ∗( f ) está en C(X) pues es la
composición de funciones continuas.

.
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Lema 2.1.2
Sean X, Y espacios topológicos y φ : X −→ Y una función continua. Enton-
ces φ∗ : C(Y) −→ C(X) es un homomorfismo de anillos.

Demostración. Sea f , g ∈ C(Y).

φ∗( f + g)(x) = f + g(φ(x)) = f (φ(x) + g(φ(x)) = f ◦φ(x) + g◦φ(x)
= φ∗( f )(x) + φ∗(g)(x) = (φ∗( f ) + φ∗(g))(x)

por lo tanto φ∗ es morfismo de grupos.

φ∗( f g)(x) = f g(φ(x)) = f (φ(x))g(φ(x))
= f ◦φ(x)g◦φ(x) = φ∗( f )(x)φ

∗(g)(x)

= φ∗( f )φ∗(g)(x)

por lo tanto φ∗ es morfismo de anillos conmutativos.

Sea 1̄ ∈ C(X) (la función constante 1) entonces φ∗(1̄)(x) = 1̄(φ(x)) = 1.
Por lo tanto φ∗ es morfismo de anillos conmutativos con 1.

Proposición 2.1.3
Tenemos un funtor contravariante de la categoría de espacios topológicos
a la categoría de anillos conmutativos con 1, que asocia a X 7−→ C(X) y a
φ : X −→ Y, φ∗ : C(Y) −→ C(X).

Demostración. Sean X,Y,Z espacios topológicos yφ : X −→ Y yψ : Y −→ Z
continuas. Entonces φ∗ : C(Y) −→ C(X) y ψ∗ : C(Z) −→ C(Y) implican que
φ∗◦ψ∗ : C(Z) −→ C(X) si f ∈ C(Z) entonces

φ∗◦ψ∗( f ) = φ∗(ψ∗( f )) = φ∗( f ◦Ψ)
= ( f ◦ψ)◦φ = f ◦(ψ◦φ) = (ψ◦φ)∗( f )

claramente manda Id : X −→ X en Id : C(X) −→ C(X).

Luego, el funtor de la Proposición 2.1.3 es un invariante topológico, es
decir, X � Y⇒ C(X) ' C(Y).

.
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Notemos que si f −1(0) = ∅ ⇐⇒ f es invertible o unidad ya que si
f (x) , 0 ⇒ 1

f (x) está definido en K. Entonces sea f −1 : X −→ K como
f (x)−1 = 1

f (x) y esta función es continua ya que 1
t es continua y f −1 es la

composición de funciones continuas.

Tenemos que C(X) es un conjunto con muchas propiedades ya que le
podemos dar estructura deK espacio vectorial definiendo la multiplicación
por escalar como la multiplicación en la imagen.

SiK son los números reales le podemos construir un orden parcial de la
siguiente manera f ≥ g si y sólo si f (x) ≥ g(x) para toda x en el espacio, esta
relación de orden se sigue del orden de los números reales. Además esta
relación no varía bajo traslaciones. Es decir, f ≥ g ⇐⇒ f + h ≥ g + h para
toda h en C(X). Tiene una clase positiva la cual es cerrada bajo producto, si
f ≥ 0̄ y g ≥ 0̄ implica que f g ≥ 0̄.

2.2. Ceros de funciones

Definición 2.2.1 Sea f en C(X), definimos los ceros de f como f −1(0) = Z( f ) =
ZX( f ) = {x ∈ X| f (x) = 0}. Si Y subconjunto de X, es un nulo si existe f en C(X)
tal que ZX( f ) = Y. Usaremos la siguiente notación, si E esta contenido en C(X)

Z[E] = ∩
f∈E

Z( f ).

Proposición 2.2.1
X es completamente regular si y sólo si {Z( f ) ⊂ X| f ∈ C(X)} es una base de
cerrados para la topología.

Demostración.

⇒ Sea E ⊂ X un cerrado, entonces para toda x en el complemento de E
existe fx en C(X) tal que E ⊂ Z( fx) y fx(x) = 1 – por ser X completa-
mente regular. Esto implica que x < Z( fx) entonces E = ∩

x∈Ec
Z( fx).N

⇐ Si E es un cerrado y x pertenece Ec entonces E = ∩
i∈I

Z( fi) entonces existen

i en I y fi en C(X) tales que fi(x) = a , 0 y fi(E) = 0.

Por lo tanto X es completamente regular.N

.
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Proposición 2.2.2
Sea X un espacio topológico, f , g en C(X);

1. Z( f ) = Z( f 2) = Z( f n) = Z(| f |) para toda n en N, para compleja Z( f ) =
Z( f −);

2. Z(0̄) = X;

3. Z(1̄) = ∅;
4. Z( f g) = Z( f ) ∪ Z(g);

5. Z( f f − + gg−) = Z(| f | + |g|) = Z( f ) ∩ Z(g) = Z( f f −) ∩ Z(gg−).

Demostración.

4. Supongamos que x pertenece a Z( f g), entonces f g(x) = f (x)g(x) = 0 y
como K es un campo tenemos que f (x) = 0 o g(x) = 0, por lo tanto x
está en Z( f ) o Z(g) con lo cual x pertenece a Z( f ) ∪ Z(g).

Supongamos que x ∈ Z( f ) ∪ Z(g), entonces x pertenece a Z( f ) o Z(g)
lo que quiere decir que f (x) = 0 o g(x) = 0, por lo tanto f g(x) = 0 lo
cual significa x está en Z( f g).

1. Por inducción sobre n. Si n = 1 es trivial. Supongamos que Z( f ) =
Z( f n−1). Entonces por la 4, Z( f n) = Z( f f n−1) = Z( f ) ∪ Z( f n−1) = Z( f )
por la hipótesis de inducción.

Si x pertenece a Z( f −), si y sólo si f −(x) = 0 = f (x) si y sólo si x está
en Z( f ).

5. Supongamos que x ∈ Z( f f − + gg−), entonces f f − + gg−(x) = f f −(x) +
gg−(x), pero f f −(x) y gg−(x) son mayores o iguales que cero (en los
reales), así que f f −(x) = gg−(x) = 0 y por 1) x pertenece a Z( f )∩Z(g).
La otra contención está dada porque si x está en Z( f )∩Z(g), entonces
x se encuentra en Z( f f −) ∩ Z(gg−) con lo cual tenemos que f f −(x) +
gg−(x) = 0, por lo tanto x pertenece a Z( f f − + gg−)

Supongamos x pertenece a Z(| f | + |g|), entonces | f | + |g|(x) = | f |(x) +
|g|(x), pero | f |(x) y |g|(x) son mayores o iguales que cero (en los reales),
así que | f |(x) = |g|(x) = 0 pero ésto pasa si y sólo si f (x) = g(x) = 0 si y
sólo si x está en Z( f )∩Z(g) con lo que queda demostrado el Teorema.

.
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Proposición 2.2.3
Sea X compacto e I ( C(X) un ideal. Entonces Z[I] , ∅.

Demostración. Sea f1, f2, . . . , fn ∈ I; Z( f1) ∩ Z( f2) . . . ∩ Z( fn) = Z( f1 f −1 +
f2 f −2 + . . . + fn f −n ) donde g ∈ I entonces Z(g) , ∅, luego {Z( f ), f ∈ I} tiene la
propiedad de la intersección finita.Ésto implica que Z[I] , ∅.

Definición 2.2.2 Sean X un espacio topológico, y p un punto en X, denotamos
Mp al conjunto de todas las funciones que se anulan en p es decir:

Mp = { f ∈ C(X)| f (p) = 0}. (2.2)

Lema 2.2.4
Sea X un espacio topológico y p un punto en X. Entonces Mp es un ideal
de C(X).

Demostración. Si f y g están en Mp entonces f (p) = g(p) = 0 con lo que
f − g(p) = f (p) − g(p) = 0 por lo tanto f − g está enMp.

Supongamos que f está en Mp y que g ∈ C(X) entonces p pertenece a
Z( f g) por la Proposición 2.2.2. Con lo que concluimos queMp es ideal.

Proposición 2.2.5
Sea p en X. EntoncesMp es un ideal maximal de C(X).

Demostración. Definimos φ : C(X)/Mp −→ K.1 de la siguiente manera
φ( f +Mp) = f (p), esta función está bien definida ya que si

f ∼ h ⇐⇒ f − h ∈Mp

⇐⇒ ( f − h)(p) = 0
⇐⇒ f (p) − h(p) = 0
⇐⇒ f (p) = h(p).

Luego φ es homomorfismo entre anillos dado que

1. φ( f + g +Mp) = ( f + g)(p) = f (p) + g(p) = φ( f +Mp) + φ(g +Mp),

1C(X)/Mp = { f +Mp| f ∈ C(X)}

.
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2. φ( f · g +Mp) = ( f · g)(p) = f (p)g(p) = φ( f +Mp)φ(g +Mp),

3. φ(1̄ +Mp) = 1̄(p) = 1;

Además φ es inyectiva ya que si

φ( f̄ ) = φ(h̄) ⇐⇒ f (p) = h(p)
⇐⇒ f − h(p) = 0
⇐⇒ f ∼ h.

Y φ es sobre ya que si se toma un elemento r en K entonces φ evaluada en
la clase de equivalencia de r̄2 es igual a r, es decir φ(r̄ +Mp) = r. Luego φ
es isomorfismo. Por lo tantoMp es maximal.

Proposición 2.2.6
Sea X compacto y Hausdorff,M un ideal maximal de C(X). Entonces Z[M]
consiste de un sólo elemento de X.

Demostración. Supongamos que p , q y que p, q en Z[M] entonces existe f
enMp tal que f (p) = 0 y f (q) = 1 por ser X completamente regular. Luego
Mp )M ya que f (q) , 0.

Corolario 2.2.7
Definimos

Ψ : X −→ Smax(C(X)) como
p 7−→Mp

(2.3)

Si X es compacto la función Ψ es biyectiva.

Demostración. En base a las proposiciones 2.2.6 y 2.2.5 la demostración es
inmediata.

2.2.8 Teorema
Sean X y Y espacios topológicos compactos y Hausdorff, X es homeomorfo
a Y si y sólo si los anillos C(X) y C(Y) son isomorfos.

Demostración.
2r̄ : X −→ K definida como r̄(x) = r

.
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⇒ Un sentido de la doble implicación es claro, ya que si X es homeomorfo
a Y por la Proposición 2.1.3 tenemos que un funtor contravariante
de la categoría de espacios topológicos a la de anillos conmutativos
con uno, por lo que espacios homeomorfos se les asocian anillos
isomorfos.N

⇐ Por el Corolario 2.2.7 la función Ψ : X −→ Smax(C(X)), ver ecuación 2.3,
es una biyección. Demostraremos que Ψ es un homomorfismo:

1. Ψ  . Sea V( f ) un elemento de la base de cerrados (ver
1.1.7) entonces demostraremos que Ψ−1(V( f )) = Z( f ). Suponga-
mos que p ∈ Ψ−1(V( f ))⇐⇒ Ψ(p) ∈ V( f )⇐⇒

⇐⇒ Mp ∈ V( f )
⇐⇒ f ∈Mp

⇐⇒ f (p) = 0
⇐⇒ p ∈ Z( f )

2. Ψ  . Como Ψ es biyectiva entonces basta con probar
que Ψ manda elementos básicos cerrados en cerrados. Como X
es compacto y Hausdorff, X es completamente regular.
Sea f ∈ C(X) entoncesMp ∈ Ψ(Z( f ))⇐⇒ p ∈ Z( f )⇐⇒

⇐⇒ f (p) = 0
⇐⇒ f ∈Mp

⇐⇒ Mp ∈ V( f ).

Por lo tanto:
Ψ(Z( f )) = V( f ). (2.4)

Por lo tanto Ψ es homeomorfismo. Por el Teorema 1.1.11 Smax(C(X))
es homomorfo a Smax(C(Y)). Luego se concluye que X es homeomorfo
a Y.N¥

.



Capítulo 3

Haces vectoriales y módulos de
secciones

La idea de haces vectoriales viene de generalizar el concepto de haz
tangente de una variedad. En este capítulo definiremos y estudiaremos
los haces vectoriales y los morfismos que hay en esta categoría. Daremos
condiciones suficientes para poder construir una métrica Riemanniana, y
veremos algunas propiedades del módulo de seccioón de los haces vecto-
riales, incluyendo una caracterización de los segundos en términos de los
primeros. Al igual que en el capítulo anterior K denota a los R o a los C.

3.1. Morfismos entre haces vectoriales

Definición 3.1.1 Un K-haz vectorial ξ sobre un espacio topológico X consta
de un espacio E(ξ) (espacio total), una función continua y sobre p : E(ξ) → X
(llamada proyección) , y que en cada fibra p−1(x) = Fx(ξ) (denotada como Fx

si no es necesario especificar el haz), tiene una estructura de espacio vectorial de
dimensión finita. Estos objetos necesitan satisfacer las siguientes condiciones:

1. Para cada x en X, existe una vecindad Ux de x, un número natural n y un
homeomorfismo φx : p−1(Ux)→ Ux×Kn tal que el siguiente diagrama con-
muta1 Al conjunto {(Ux, φx)|x ∈ X} se le conoce como sistema trivializador
y a los abiertos del sistema se les conoce como cubierta trivializadora.

1Se denot/’o Res(p) = p|p−1(U)

.
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p−1(Ux)
φ

x
//

Res(p)

##GG
GG

GG
GG

G
Ux ×Kn

π1

{{vv
vv

vv
vv

vv

Ux

Diagrama 3.1: Diagrama de haces.

2. Para cada y en Ux, φx|p−1(y) : p−1(y) −→ {y} ×Kn es un isomorfismo de K
espacios vectoriales.

La dimensión de cada fibra es localmente constante, así que es constante
en cada componente conexa de X. Si X es conexo entonces es constante.

Definición 3.1.2 Un subhaz vectorial de ξ consta de un subconjunto E1 ⊂ E(ξ)
tal que para cada x en X, la E1 ∩ Fx(ξ) es un K-subespacio vectorial. Además se
tiene que p|E1 es un haz vectorial con la estructura de subespacio vectorial en cada
fibra inducida por ξ.

Definición 3.1.3 Un morfismo de K-haces vectoriales f : ξ→ η se define como
una función continua de f : E(ξ)→ E(η) tal que el siguiente diagrama conmuta
y f |Fx(ξ) : Fx(ξ)→ Fx(η) es una función lineal de K espacio vectorial.

E(ξ)
f

//

p

!!CC
CC

CC
CC

E(η)
p′

}}{{
{{

{{
{{

X

Diagrama 3.2: Morfismo de K-haces vectoriales.

Definición 3.1.4 Una sección de ξ sobre A ⊂ X subconjunto, es un función
continua s : A→ E(ξ) tal que p◦s(x) = IdX(x) = x

Definición 3.1.5 Sea ξ un haz vectorial, decimos que una familia de secciones
{s1, . . . , sn} son una base local sobre x, si existe una vecindad U de x tal que para
cada y en U, se tiene que {s1(y), . . . , sn(y)} es una base Fy(ξ).

Siempre existe una base local sobre cada punto x, ya que hay una
vecindad U y un homeomorfismo φ : p−1(U) −→ U × Kn de manera que
tomando las secciones σi(y) = (y, ei) con i = 1, . . . , n; donde {e1, . . . , en} es la
base canónica deKn. Se puede definir si = φ−1◦σi formando una base local.

.
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Entonces si s es una sección de ξ sobre U se tiene que s(y) = a1(y)s1(y) +
. . .+an(y)sn(y) donde ai(y) ∈ K y la suma está definida en elK-haz vectorial
de Fy(ξ), además como s es continua se tiene que ai es continua.

Lema 3.1.1 (Cambio de coordenadas)
Si {s1, . . . , sn}U es una base local de x y {e1, . . . , en} es la base canónica =⇒
∃A : U→ GLnK continua tal que s j = A · e j

Demostración. Si(y) =
∑n

j=1 ai j(y)e j(y) entonces y A→ (ai j(y)) pero (ai j(y)) ∈
GLnK por lo tantoA es continua tal que entrada por entrada es continua.

Observemos que de la demostración anterior se deduce que A−1 también
es continua porque GLnK es un grupo topológico. De manera análoga si
s1, . . . , sn es una base local de ξ en x y t1, . . . , tn es una base local de η en
x y f : ξ → η es lineal en fibras entonces es una vecindad de x, f (si(y)) =∑n

j=1 ai j(y)t j(y) y si f es continua entonces ai j son continuas. Si además
f : ξ → η es biyectiva entonces tenemos que A(y) = (ai j) ∈ GLnK. Lo cual
generaliza el Lema de Cambio de Coordenadas a isomorfismos entre haces
vectoriales.

Entoces se tiene que existe A−1 : U ∩ V → GLnK =⇒ f −1(ti(y)) =∑n
j=1 a ∗i j (y)s j(y) y a∗i j es continua ∀i, j =⇒ f −1|U∩V es continua y como

f −1|U∩V es continua en una cubierta, =⇒ f −1 es continua.

Lema 3.1.2
Sean t1, . . . , tk secciones de ξ sobre U vecindad de x tal que t1(x), . . . , tk(x)
son linealmente independientes, entonces existe una vecindad V de x tal
que para toda y en V, t1(y), . . . , tk(y) son linealmente independientes.

Demostración. Sean s1, . . . , sn una base local de x entonces ti(y) =∑n
j=1 ai j(y)s j(y) para toda y en una vecindad de x. Ésto implica que hay una

submatriz A′(x) de (ai j) de dimensión k×k no es singular (i.e.det A′ , 0). En-
tonces como el determinante es una función continua tenemos que existe
V, vecindad de x tal que det A′(y) , 0,∀y, y ∈ V. Luego se deduce que
t1(y), . . . , tk(y) es linealmente independiente sí y ∈ V.

3.1.3 Teorema
Sea f : ξ → η un morfismo de haz vectoriales entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:

1. Im f es un subhaz de η.

.
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2. ker f es un subhaz de ξ.

3. La dimensión de las fibras de la Im f es localmente constante.

4. La dimensión de las fibras de el ker f es localmente constante.

Demostración.

3)⇔ 4): Tenemos que Fx(ξ) y Fx(η) son espacio vectoriales y f |Fx(ξ) es lineal.
Entonces

dim(Fx(ξ)) = dim(Im( f |Fx(ξ))) + dim(ker( f |Fx(ξ))) (3.1)

Como dim(E(ξ)) es localmente constante luego dim(Im) f es local-
mente constante si y sólo si dim(ker( f )) es localmente constante de
manera análoga el regreso. N

1)⇒ 3) y 4): Como la Im f es un subhaz de η entonces la dim(Im( f )) es
localmente constante de manera análoga 2)⇒ 3) y 4). N

3)⇒ 1) : Primero vamos a demostrar que para toda x en X existe una base
local de Im f . Sean s1, . . . , sm una base local de x enξ. Sea k la dimensión
de la fibra de Im( f ) en x. Supongamos f (s1(x)), . . . , f (sk(x)) son lineal-
mente independientes en Fx(Im( f )). Sea t1, . . . , tn una base local de η
en x y que están ordenadas tal que f ◦s1(x), . . . , f ◦sk(x), tk+1(x), . . . , tn(x)
son linealmente independientes, por el Lema 3.1.2 existe una vecin-
dad de x donde son una base local sobre el haz η. Entonces f s1, . . . , f sk

son una base local de Im( f ) restringidas a una vecindad de x y con
esto es claro que Im( f ) es un subhaz de η. N

3)⇒ 2) : Sean s1, . . . , sn la base local de x en ξ como en la parte anterior (i.e.
f ◦s1, . . . , f ◦sk son una base local de x en V de la imagen de f ). Entonces
f (si)(x) =

∑k
j=1 ai j(x)◦ f (s j(x)),∀i, i > k. Notemos que s∗i = si −

∑k
j=1 ai js j

está en el ker( f ) porque f (s∗i (y)) = f (si −
∑

ai js j(y))∀y ∈ V pero f es
un morfismo de haces vectoriales⇒ f es lineal en fibras⇒ f (s∗i (y)) =

f (si(y)) −∑k
j=1 ai j(y) f (s j(y))∀y ∈ V y ∀i > k. Por lo tanto s∗i si i > k está

en el kernel de f .

Ahora bien s∗k+1, . . . , s
∗
m son linealmente independientes ∀y. Ya que

si y ∈ V se tiene αk+1(y)s∗k+1(y) + . . . + αm(y)s∗m(y) = 0. Con lo que

.
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tendríamos que:

0̄ = αk+1(y)sk+1(y) −
k∑

j=1

ak+1αk+1(y)s j(y) + . . . + αm(y)sm(y)

−
k∑

j=1

amj(y)αm(y)s j(y).

Después ordenamos y reagrupamos y obtenemos que

0̄ = β1(y)s1(y) + . . . + βk(y)sk(y) + αk+1(y)sk+1(y) + . . . + αm(y)sm(y)

donde β j(y) =
∑m

i=k+1 a(y)
i j αi(y) pero 0 está en combinación lineal en

Fy(ξ) y {si}mi=1 es linealmente independiente ⇒ αi = 0∀i > k y β j =
0∀ j ≤ k además esto es para toda y ∈ V. Por lo tanto s∗k+1, . . . , s

∗
m son

linealmente independientes.

Luego, como dim Fy(ξ) = dim(= f ) + dim(ker f ) entonces {s∗j(y)}mj=k+1
generan el ker f (y)∀y ∈ V. Por lo tanto s∗k+1, . . . , s

∗
m son una base local

X en el ker f . Con lo que concluimos f es un subhaz vectorial de ξ.

N
Corolario 3.1.4
Sean ξ, η haces vectoriales, si f : ξ→ η es un morfismo de haces vectoriales
que hace conmutar el diagrama 3.2, tal que dimKFx(Im( f )) = k. Entonces la
dimKFy(Im( f )) ≥ k para toda y en alguna vecindad de x.

Demostración. Por 3)⇒ 1) del Teorema 3.1.3 tenemos que f ◦s1(x), ... f ◦sk(x),
son linealmente independientes y se pueden extender a una base de Fx(η).
Entonces f ◦s1(x), ... f ◦sk(x), tk+1(x), ...tn(x) son una base, la cual por el Lema
3.1.2 son una base local. Por lo que la dimKFy(Im( f )) ≥ k si y está en el
abierto donde las secciones anteriores son base.

En general, no es cierto que un morfismo de haces vectoriales tiene al
kernel y a la imagen en la categoría de haces vectoriales. Por ejemplo si
X = I donde, I = [0, 1], ξ = I × K con p(x, y) = x, y considérese la función
f : ξ −→ ξ definida de la siguiente forma f (x, y) = (x, xy). Claramente el
diagrama de la Figura 3.3 conmuta, pero la imagen de f en cada fibra es
de dimensión 1, excepto en x = 0 donde la dimensión de la fibra de la
imagen es cero. Entonces Im f no puede ser un subhaz vectorial porque la
Im f tendría que tener estructura de haz y la dimensión no es localmente
constante.

.
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Diagrama 3.3: Diagrama del ejemplo

Proposición 3.1.5
Sean V, W espacios vectoriales de dimensión n y m respectivamente. Con-
sideremos L(V,W) el espacio vectorial de las funciones lineales de V en
W con su topología natural. Sea X un espacio topológico. Entonces una
función A : X→ L(V,W) es continua si y sólo si la función a : X ×V −→W
es continua donde a(x, v) = A(x)(v).

Demostración.

⇒ Supongamos que A es continua y consideremos la composición

X × V → L(V,W) × V → V

definidas como:
(x, v)→ (A(x), v)→ A(x)(v).

Entonces la primera es continua por hipótesis y la segunda es conti-
nua por la bilinealidad. Por lo tanto a es continua.N

⇐ Supongamos que a es continua y sean {v1, . . . , vn} una base de V y
{w1, . . . ,wm} una base de W. Luego A : X→ L(V,W) es continua si las
entradas de A en la representación matricial de cada A(x) es continua.
Consideremos una pareja (i, j) y la función de X en K dada por

x→< a(x, u j),wi >=< A(x)(u j),wi >,

donde <,> es el producto interior en W definido por la base {w1, . . . ,
wm} y la entrada (i, j) de la matriz A(x) es < A(x)(u j),wi >. Pero dado
que a es continua entonces cada entrada es continua. Por lo tanto A
es continua. N

Proposición 3.1.6 (Isomorfismo de haces)
Sean ξ = (E(ξ), p,X) y η = (E(η), q,X) K-haces vectoriales y f : ξ −→ η un
morfismo de haces. Si f es un isomorfismo en cada fibra entonces f es un
isomorfismo de haces.

.
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Demostración. Sean

φ : p−1(U) �−→ U ×Kn

ψ : q−1(U) �−→ U ×Kn
(3.2)

trivializaciones locales de ξ y η respectivamente. Consideremos ψ · f ·
φ−1 : U × Kn −→ U × Kn que es de la forma (x,w) 7−→ (x, a(x,w)) donde
a : U ×Kn −→ Kn.

Entonces tenemos que f |p−1(U) es continua si y sólo si ψ · f · φ−1 es
continua, que a su vez es contina si y sólo si a lo es. Entonces como φ,ψ
y f son isomorfismos lineales en cada fibra entonces la restricción ax :=
a|{x}×U : Kn −→ Kn es un isomorfismo. Por lo tanto la función asociada
a A : U −→ GLnK ⊂ L(Kn,Kn). Entonces por la Proposición 3.1.5 a es
continua si y sólo si A es continua. Por ser GLnK un grupo topológico la

función inversa es continua. Supongamos U A−→ GLnK
−1−→ GLnK es una

función continua que representa al morfismo f −1. Con lo que podemos
concluir que f −1 es continua.

Definición 3.1.6 Sean ξ y η K-haces vectoriales. La suma de Whitney de ξ y
η, que se denota como ξ ⊕ η, es el haz vectorial cuyo espacio total es E(ξ ⊕ η) =
{(e1, e2) ∈ E(ξ) × E(η)|pξ(e1) = pη(e2)}. La proyección p : E(ξ ⊕ η) −→ X está
definida como p(e1, e2) = pξ(e1) = pη(e2). Claramente Fx(ξ ⊕ η) = Fx(ξ) × Fx(η),
que es un espacio vectorial sobre K.

Para ver que es localmente trivial tomemos (Uξ, φξ), (Uη, φη), trivializacio-
nes de ξ y η alrededor x respectivamente. Entonces:

φξ : p−1
ξ (Uξ) −→ Uξ ×Kn y

φη : p−1
η (Uη) −→ Uη ×Km,

(3.3)

que están definidas como:

eξ 7−→ (pξ(eξ), φ̃ξ(eξ)) y
eη 7−→ (pη(eη), φ̃η(eη)).

(3.4)

Entonces φ̃ξ y φ̃η son continuas.

D φξ×φη : p−1
ξ (Uξ∩Uη)×p−1

η (Uξ∩Uη) −→ (Uξ∩Uη)2×Kn×Km

como (e1, e2) 7−→ (pξ(e1), p(e2), φ̃ξ(eξ), φ̃η(eη)).

φξ × φη es continua.

.
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Entonces φξ × φη|p−1(Uξ∩Uη) : p−1(Uξ ∩ Uη) −→ (Uξ ∩ Uη)2 ×Kn ×Km pero
la imagen está en 4(Uξ ∩ Uη) × Kn × Km ya que si (e1, e2) ∈ E(ξ ⊕ η) entonces
pξ(e1) = pη(e2) consideremos π1 : 4(Uξ∩Uη)×Kn×Km −→ Uξ∩Uη×Kn×Km

como la proyección en las últimas tres coordenadas.

Definimosφξ⊕φη := π1 ·(φξ×φη) la cual es continua, por lo queφξ⊕φη es un
homeomorfismo y su inversa está dada por (x, v1, v2) 7−→

(
φ−1
ξ (x, v1), φ−1

η (x, v2)
)

que es continua, dado que es continua entrada por entrada. Y claramente cumple
con p|p−1(Uξ∩Uη) = π◦1(φξ ⊕ φη). Si (e1, e2) y (e3, e4) ∈ Fx(ξ ⊕ η) y λ ∈ K tenemos
que

φξ ⊕ φη
(
(e1, e2) + λ(e3 + e4)

)
= φξ ⊕ φη

(
(e1 + λe3, e2 + λe4)

)

=
(
x, φ̃ξ(e1 + λe3), φ̃η(e2 + λe4)

)

= (x, φ̃ξ(e1) + λφ̃ξ(e3), φ̃η(e2) + λφ̃η(e4))

=
(
x, φ̃ξ(e1), φ̃η(e2)

)
+

(
x, λφ̃ξ(e3), λφ̃η(e4)

)

=
(
x, φ̃ξ(e1), φ̃η(e2)

)
+ λ

(
x, φ̃ξ(e3), φ̃η(e4)

)
=

φξ ⊕ φη(e1, e2) + λφξ ⊕ φη(e3, e4). (3.5)

Por lo tanto φξ ⊕ φη|Fx(ξ⊕η) es K lineal pero φξ ⊕ φη|Fx(ξ⊕η) es biyectiva, entonces
es un isomorfismo de K espacios vectoriales.

Definición 3.1.7 Una métrica Riemanniana en un K-haz vectorial ξ es una
función continua ( , ) : E(ξ ⊕ ξ) → K que tiene la propiedad de que ( ,
)|Fx×Fx : Fx × Fx → K es un producto interior (o hermitiano). Es decir, que está
dado por un producto interior ( , )x : Fx × Fx → K el cual varía continuamente en
x.

Lema 3.1.7
Sea V un K-espacio vectorial ( , ) : V × V → K y 〈 , 〉 : V × V → K

productos interiores (o hermitiano para el caso en el que K sea el campo
de los complejos) definido positivo y sea α un real positivo entonces:

I. α( , ) : V × V → K es un producto interior (o hermitiano)

II. ( , ) + 〈 , 〉 : V × V → K es un producto interior (o hermitiano)

Demostración. Sean u, v,w en V, k en K y α un real positivo.

I.1. (α(v,w))− = α(v,w)− = α(w, v),

.
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I.2. α(v,w + u) = α((v,w) + (v, u)) = α(v,w) + α(v, u),

I.3. α(kv,w) = αk(v,w) = kα(v,w) y α(v, kw) = αk−(v,w) = k−α(v,w),

I.4. α(v, v) ≥ 0 ya que α > 0, (v, v) ≥ 0 y α(v, v) = 0 si y sólo si (v, v) = 0 si y
sólo si v = 0.

II.1. ((v,w) + 〈v,w〉)− = (v,w)− + 〈v,w〉− = (w, v) + 〈w, v〉,

II.2. (v,w + u) + 〈v,w + u〉 = (v,w) + (v, u) + 〈v,w〉 + 〈v,u〉 = (v,w) + (v, u) +
〈v,w〉 + 〈v,u〉,

II.3. (kv,w)+〈kv,w〉 = k(v,w)+k〈v,w〉 = k((v,w)+〈v,w〉) y (v, kw)+〈v, kw〉 =
k−(v,w) + k−〈v,w〉 = k−((v,w) + 〈v,w〉),

II.4. (v, v) + 〈v, v〉 ≥ 0 ya que (v, v) ≥ 0, 〈v, v〉 ≥ 0 y (v, v) + 〈v, v〉 = 0 si y sólo
si (v, v) = 0 y 〈v, v〉 = 0 si y sólo si v = 0.

De manera inductiva podemos generalizar II del Lema 3.1.7) a una
cantidad finita y posteriormente a una combinación lineal con escalares
todos positivos.

Proposición 3.1.8
Sea ξ un K-haz vectorial sobre un espacio paracompacto X. Entonces ξ
tiene una métrica Riemanniana.

Demostración. Sea {(Uα, φα)}α∈Λ un sistema trivializador de ξ. Definimos
un producto interno en cada p−1(Uα) de la siguiente manera:

Tenemos un homeomorfismo φα : p−1(Uα) −→ Uα × Kn, que manda
fibras en fibras mediante un isomorfismo K lineal. Sean v1, v2 vectores
en p−1(x). Definimos <v1, v2>α,x = <πφα(v1), πφα(v2)>, donde <,> es el
producto interno estándar en Kn y π : Uα × Kn −→ Kn es la proyección.
Este producto interno es continuo ya que la función γ de

E(ξ ⊕ ξ)α = {(v1, v2) ∈ p−1(Uα) × p−1(Uα)|p(v1, v2)}

enK dada por γ(v1, v2) = <v1, v2>α,p(v1) es continua, pues es la composi-
ción de

E(ξ ⊕ ξ)α
f−→ Kn ×Kn <1>−→ K,

.
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donde f (v1, v2) = (πφα(v1), πφα(v2)) es claramente continua y <,> es
continua por ser bilineal.

Como X es paracompacto, podemos suponer que la cubierta {Uα}α∈Λ
es localmente finita y que tenemos una partición de la unidad {λα}α∈Λ,
subordinada a esta cubierta. Definimos <v1, v2>α =

∑
α λα(p(v1))<v1, v2>α,x.

Para ver que este producto es continuo, veamos que sucede con un punto
xo ∈ X, entonces hay una vecindad V de x0 que sólo intersecta a un número
finito de soportes sop(λαi) ⊂ Uαi , i = 1, . . . , r. Consideremos V ∩Uα1 ∩ . . . ∩
Uαr ≡ U, entonces en el subespacio

E(ξ ⊕ ξ)U = {(v1, v2) ∈ p−1(U) × p−1(U)|p(v1) = p(v2)}

tenemos que <v1, v2>
∑r

i=1 λαip(v1)<v1, v2>αi,x, que por el Lema 3.1.7 es un
producto interior y que es continuo, pues es una suma de funciones conti-
nuas. Como los abiertos E(ξ ⊕ ξ)U cubren a E(ξ ⊕ ξ) el producto interno es
continuo.

Definición 3.1.8 Si ξ es un K haz vectorial sobre X con un producto interior (
, ), y {s1, s2 : U → E(η)} son secciones tales que (s1, s2) : U → K es la función
constante cero, es decir (s1, s2) = (s1, s2)(y) = 0 para toda y en U entonces decimos
que s1, s2 son secciones ortogonales.

Definición 3.1.9 Sea ξ un K haz vectorial sobre X con una métrica riemaniana
( , ), y {vi : U → E(η)|0 ≤ i ≤ n} son una base local de x en X, decimos que
{vi : U→ E(η)|0 ≤ i ≤ n}, son una base local ortogonal de x, si para todo i , j se
tiene que vi, v j son secciones ortogonales.

3.2. Módulos de secciones y métricas riemannia-
nas

Sea X un espacio y consideremos C(X) = CK(X) el anillo de funciones
continuas de X al campo K.

Definición 3.2.1 Si ξ es un K-haz vectorial sobre X, definimos Γ(ξ) como el
conjunto de todas las secciones de ξ sobre X.

Proposición 3.2.1
Γ(ξ) es un C(X)-módulo.

.
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Demostración. Dadas s1, s2 secciones ξ, definimos (s1 + s2)(x) = s1(x) +
s2(x). Para ver que s1 + s2 es una sección de ξ, observemos que un sistema
trivializador {Uα, φα} para ξ. Consideremos la composición φ◦αsi|Uα : Uα −→
Uα ×Kn, que es de la forma φ◦αsi(x) = (x, s̃i(x)). Entonces tenemos funciones
continuas:

Uα
ψ−→ Uα ×Kn ×Kn idUα×S−→ Uα ×Kn, (3.6)

dondeψ(x) = (x, s̃1(x), s̃2(x)) y S es la suma enKn. Por otro ladoφ◦α(s1+s2)|Uα :
Uα −→ Uα ×Kn, está dado por

φ◦α(s1 + s2)(x) = φα(s1(x) + s2(x)) = φαs1(x) + φαs2(x)
= (x, s̃1(x)) + (x, s̃2(x)) = (x, s̃1(x) + s̃2(x))
= (idUα × S)◦ψ(x).

Por lo tanto
φα · (s1 + s2)|Uα (3.7)

es continua. Como φα es un homeomorfismo (s1 + s2)|Uα es continuo, enton-
ces s1 + s2 es continua.

Proposición 3.2.2
Sea ξ un K-haz vectorial sobre X. Sea <,> : E(ξ ⊕ ξ) −→ K una métrica
Riemanniana. Entonces existe

(, ) : Γ(ξ) × Γ(ξ) −→ C(X) (3.8)

donde
(s1, s2) : X −→ K (3.9)

está definida como (
s1, s2

)
(x) =

(
s1(x), s2(x)

)
x

(3.10)

Demostración. Sean s1, s2 ∈ Γ(ξ), consideremos s : x −→ E(ξ ⊕ ξ) como
x 7−→

(
s1(x), s2(x)

)
. s es continua ya que es continua en E(ξ)×E(ξ). Tenemos

que s es una sección de ξ ⊕ ξ. Consideremos la siguiente composición

X s−→ E(ξ ⊕ ξ)
<,>−→ K (3.11)

pues γ es continua y la composición es continua. Por lo tanto (s1, s2) es
continua.

Proposición 3.2.3
Sea ξ un K-haz vectorial sobre X. Sea <,> : E(ξ ⊕ ξ) −→ K una métrica
Riemanniana. Sean s1, s2, s3 en Γ(ξ) y a(x) en C(X). Entonces la ecuación 3.8
tiene las siguientes propiedades:

.
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1. (s1, s2) = (s2, s1)−,

2. (s1, s2 + s3) = (s1, s2) + (s1 + s3),

3. (as1, s2) = a(s1, s2) y (s1, as2) = a−(s1, s2),

4. Si s está en Γ(ξ) tal que s(x) , 0 para toda x en X entonces (s, s) ∈ CR(X)
y (s, s)(x) ≥ 0

Demostración.

1. Sea x en X entonces (s1, s2)(x) = (s1(x), s2(x))x = (s2(x), s1(x))−x = (s2, s1)−(x),

4. Sea x en X entonces (s, s)(x) = (s(x), s(x))x, dado que es un producto
interior (o hermitiano) está en R y es mayor igual que cero.

Lema 3.2.4
Γ es un funtor entre la categoría deK-haces vectoriales sobre X y la categoría
de C(X)-módulos

Demostración. Claramente Γ manda objetos en objetos, sólo falta ver que
respeta las reglas de composición de dichas categorías.

1. Si f : ξ → η entonces se define Γ( f ) : Γ(ξ) → Γ(η) de la siguiente
manera

Γ( f )(s) = f ◦s

la cual es claramente una sección ya que f es continua y manda fibras
en fibras entonces s(x) ∈ Fx(ξ) y f (s(x)) ∈ Fx(η). Sea a ∈ C(X), y s1, s2 ∈
Γ(ξ) entonces Γ( f )(as1 + s2)(x) = f (as1 + s2)(x) = f (a(x)s1(x) + s2(x)) =
a(x) f (s1(x)) + f (s2(x)) = a(x)Γ( f )(s1)(x) + Γ( f )(s2)(x) = a(Γ( f )(s1)) +
Γ( f )(s2)(x) por ser f lineal en fibras. Así que Γ manda morfismos
en morfismos

2. Si f : ξ→ η y g : η→ ς entonces Γ( f ◦g) : Γ(ξ)→ Γ(ς) y por definición
aplicado a una sección s en Γ(ξ) tenemos que: Γ( f ◦g)(s) = ( f ◦g)◦s =
f ◦(g◦s) = f ◦(Γ(g)(s)) = Γ( f )(Γ(g)(s)) = Γ( f )◦Γ(g)(s), así que respeta las
reglas de composición.

.
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3. Si Idξ : ξ → ξ es la identidad entonces Γ(Idξ) : Γ(ξ) → Γ(ξ) aplicada
a una sección s sobre X tenemos que Γ(Idξ)(s) = Idξ◦s = s = IdΓ(ξ)(s).
Así que manda la identidad en la identidad.

Ó. Si ξ es el producto sobre X, es decir, E(ξ) = X × Kn entonces
Γ(ξ) es un C(X)-módulo libre con generadores ēi = (x, ei) con 0 ≤ i ≤ n, y ei

es el i-ésimo vector canónico de Kn. Si ξ es un haz trivial, ξ es isomorfo al
haz producto y por el Lema 3.2.4 Γ(ξ) es un C(X)-módulo libre.

Lema 3.2.5
Sea X un conjunto paracompacto y ξ es un K haz vectorial. Entonces para
cada x en X existe una vecindad U de x y secciones {si : U→ E(ξ)|0 ≤ i ≤ n}
las cuales forman una base local ortonormal.

Demostración. Sea ( , ) una méetrica riemaniana de ξ; si x está en X en-
tonces, existe U vecindad de x y secciones {si : U → E(ξ)|1 ≤ i ≤ n} las
cuales forman una base local. Definimos el siguiente conjunto de funcio-
nes {s′i : U→ E(ξ)|0 ≤ i ≤ n}:

s′
1

= s1 ,

s′2 = s2 −
(s2,s′1 )

(s′
1
,s′

1
)s
′
1
,

s′3 = s3 −
(s3 ,s

′
2
)

(s′
2
,s′

2
)s
′
2
− (s3 ,s

′
1

)

(s′
1
,s′

1
)s
′
1
,

... =
...

s′n = sn −
(sn,s′n−1

)

(s′
n−1

,s′
n−1

)s
′
n
− . . . − (sn,s′1 )

(s′
1
,s′

1
)s
′
1
.

(3.12)

Primero tenemos que demostrar que estas funciones están bien defini-
das, que para toda y en U , s′i(y) , 0, que {s′i(y)|1 ≤ i ≤ n} es linealmente
independiente y s′i(y) es una combinación lineal de {si, si−1, ...s1}, para esto
lo haremos de manera inductiva:

s′1 claramente está bien definida ya que s′1 = s1, ademáses evidente que
s1 es linealmente independiente para toda y en U, lo cual implica que
s1(y) , 0. y s′1(y) es una combinación lineal de s1.

s′2 está bien definida ya que si y esta en U entonces (s′
1
, s′

1
)(y) =

(s′
1
(y), s′

1
(y)) = (s1(y), s1(y)) , 0 el producto interior del haz vectorial es

.
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un producto interior definido positivo para cada fibra, y como s1(y) esta en
la base del espacio Fy tenemos que s1(y) , 0.

Además s′2(y) , 0 ya que si no

0 = s′2(y) = s2(y) − (s2, s′1)
(s′

1
, s′

1
)
(y)s′

1
(y) = s2(y) − (s2, s′1)

(s′
1
, s′

1
)
(y)s1(y),

sería una combinación lineal del cero en Fy y esto contradice al hecho de
que s1, s2 son linealmente independientes en Fy.

Si λ1, λ2 están enK y se tiene que 0 = λ1s′1(y) + λ2s′2(y) es una combina-
ción lineal entonces:

0 = λ1s1(y) + λ2(s2(y) − (s2, s′1)
(s′

1
, s′

1
)
s1(y))

= λ1s1(y) + λ2s2(y) − λ2
(s2, s′1)
(s′

1
, s′

1
)
(y)s1(y)

= (λ1 − λ2
(s2, s′1)
(s′

1
, s′

1
)
(y))s1(y) + λ2s2(y)

es una combinación lineal de cero en términos de s1 y s2. Por lo que podemos

decir que λ1 − λ2
(s2,s′1 )

(s′
1
,s′

1
)(y), λ2 = 0. Lo cual implica que λ1 = 0 y λ2 = 0.

Entonces el conjunto {s1(y), s2(y)} es linealmente independiente.

Y claramente s′2(y) es una combinación lineal de s1(y) y s2(y).

Suponemos que el Teorema es cierto para las i ≤ n − 1; Es decir que s′
i

está0 bien definida, (s′
i
(y), s′

i
(y)) , 0, y que {s′

i
(y)|i ≤ n − 1} es linealmente

independiente para toda y en U.

Entonces como (s′
i
(y), s′

i
(y)) , 0 está bien definida s′n.

s′n(y) , 0 ya que si

0 = s′n(y) = sn(y) − (sn, s′n−1
)

(s′
n−1
, s′

n−1
)
(y)s′

n−1
(y) − . . . − (sn, s′1)

(s′
1
, s′

1
)
(y)s′

1
(y)

= sn(y) +

n−1∑

j=1

λn−1, j(y)s j(y) + . . . + λ1,1(y)s1(y) = sn(y) +

n−1∑

i=1

δi(y)si(y)

.
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la cual sería una combinación lineal de cero con elemento de {sn(y)
, sn−1(y), ..., s1(y)} no trivial ya que el coeficiente de sn(y) es uno.

Como s′n(y) esta en Fy claramente es una combinación lineal de elemen-
tos de {sn(y), sn−1(y), ..., s1(y)}. y como sn(y) , 0 tenemos que (s′

n
(y), s′

n
(y)) , 0

Si λi son escalares en K tales que

0 =

n∑

i=1

λis′i(y) = λns′n(y) +

n−1∑

i=1

λis′i (y)

= λn(sn(y) − (sn, s′n−1
)

(s′
n−1
, s′

n−1
)
(y)s′

n−1
(y) − ... − (sn, s′1)

(s′
1
, s′

1
)
(y)s′

1
(y)) +

n−1∑

i=1

λis′i (y)

= λnsn(y) + λn
(sn, s′n−1

)
(s′

n−1
, s′

n−1
)
(y)s′

n−1
(y) − ... − λn

(sn, s′1)
(s′

1
, s′

1
)
(y)s′

1
(y)

+

n−1∑

i=1

λi

i∑

j=1

δ j(y)s j(y)

= λnsn(y) +

n−1∑

i=1

τ(λi, y)si(y),

con τ(λi, y), δ j(y) en K. Lo cual implica que λn = 0 ya que {sn(y), sn−1(y), ...
, s1(y)} es linealmente independiente en Fy. Entonces tenemos que 0 =
n−1∑
i=1
λis′i(y) pero por hipótesis de inducción {s′n−1(y), s′n−2(y), ..., s′1(y)} son un

conjunto linealmente independiente. Se sigue que λi = 0 para i ≤ n − 1, y
como λn = 0, tenemos que {s′n(y), s′n−1(y), . . . , s′1(y)} es linealmente indepen-
diente.

El {s′i : U → E(ξ)|0 ≤ i ≤ n} son secciones ya que ( , ) es una función
continua, son combinaciones lineales de si las cuales eran secciones.

Como {s′i : U → E(ξ)|0 ≤ i ≤ n} son n secciones linealmente indepen-
dientes forman una base local, y además ésta es ortogonal ya que (s′i , s

′
j) = 0

si i , j. Lo cual también lo probaremos por inducción sobre el número de
elementos:

.
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si n = 1 claramente son una base ortogonal, si n = 2 tenemos que,

(s′1, s
′
2) = (s′1, s2 −

(s2, s′1)
(s′

1
, s′

1
)
s′

1
) = (s′1, s2) − (

(s2, s′1)
(s′

1
, s′

1
)
)−(s′

1
, s′

1
)

= (s′1, s2) − (s2, s′1)
− = (s′1, s2) − (s′1, s2) = 0.

Suponemos que {s′i : U → E(ξ)|1 ≤ i ≤ n − 1} son secciones ortogonales
dos a dos. Entonces consideramos i ≤ n − 1,

(s′n, s
′
i ) = sn −

(sn, s′n−1
)

(s′
n−1
, s′

n−1
)
s′

n
− . . . − (sn, s′1)

(s′
1
, s′

1
)
(s′

1
, s′i )

= (sn, s′i ) −
(sn, s′n−1

)
(s′

n−1
, s′

n−1
)
(s′

2
, s′i ) − . . . −

(sn, s′1)
(s′

1
, s′

1
)
(s′

1
, s′i)

= (sn, s′i ) −
(sn, s′i)
(s′i , s

′
i )

(s′i , s
′
i ) = (sn, s′i ) − (sn, s′i ) = 0.

Se sigue que {s′i : U→ E(ξ)|1 ≤ i ≤ n} son una base local ortogonal en U.
Definimos s̃i : U→ E(ξ) como s̃i =

s′i√
(s′i ,s

′
i )

, s̃i, que está bien definida porque

(s′i , s
′
i) , 0. Por lo tanto {s̃i : U → E(ξ)|1 ≤ i ≤ n} son una base ortonormal

en U.

Teorema 3.2.6
Si X es paracompacto, cualquier η subhaz vectorial de ξ = (E(ξ, p,X)) es
un sumando directo.

Demostración. Sea ( , ) una métrica Riemanniana de ξ. Entonces podemos
definir una función π : E(ξ)→ E(η) como πx : Fx(ξ)→ Fx(η) la proyección
ortogonal. Supongamos que las secciones {si|si : U → E(η), 1 ≤ i ≤ n}
forman una base local ortonormal en x. Entonces tenemos que si p(v) esta
en U, entonces π(v) esta definido de la siguiente manera:

π(v) =

n∑

i=1

(v, si(p(v)))p(v)si(p(v)) (3.13)

Pero esta funcion varían continuamente en v, ya que solamente depende
de la ( , ) y de las secciones las cuales varían continuamente en U.

.
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Además π es lineal en fibras y cumple que p◦π = p. Por lo tanto es un
morfismo deK-haces vectoriales, tenemos como Π : ξ→ η es suprayectiva
entonces por el Teorema 3.1.3 η+ = ker(π) es un subhaz vectorial de ξ.
Además es claro que ξ = η ⊕ η+ ya que p′ : E(η ⊕ η+) → X, definida como
p′(e1, e2) = p(e1) = p(e2) y claramente Fx(η ⊕ η+) = Fx(η) ⊕ Fx(η+) = Fx(ξ) ya
que tenemos que Fx(η+) = ker(πx).

3.3. Módulos de secciones sobre espacios norma-
les y Hausdorff

El objetivo de esta sección es probar que si X es normal y Hausdorff, Γ
induce un isomorfismo entre Hom(ξ, η) ≈ HomC(X)(Γ(ξ), Γ(η))

Lema 3.3.1
Sea X un espacio normal y Hausdorff. Sea U una vecindad de x, y sea s
una sección de ξ sobre U. Entonces hay una sección s′ de ξ sobre X y W
vecindad de x, W ⊂ U, tal que s′|W = s|W.

Demostración. Por ser X normal y Hausdorff existen abiertos V,W que son
vecindades de x tales que V̄ ⊂ U, W̄ ⊂ V. Por el Lema de Urysohn existe
f : X→ [0, 1] continua tal que f (W̄) = 1 y f (X−V) = 0, entonces definimos
s′ : X→ E(ξ) como

s′(x) =

{
f (x)s(x) si x ∈ U
0̄(x) = 0 si x ∈ X − V̄.

Además V̄ ⊂ U, entonces tenemos que si x está en U ∩ X − V̄ = U − V̄,
se sigue que f (x)s(x) = 0 = 0̄(x), por el Lema del pegado tenemos que s′

es continua y por como está definida tenemos que s′ es una sección sobre
X. Si x está en W, se tiene que s′(x) = f (x)s(x) = 1s(x) = s(x) que es lo que
queríamos.

Corolario 3.3.2
Sea X un espacio normal y Hausdorff. Para cada x en X, existen secciones
s1, s2, ..., sn en Γ(ξ) tales que alguna vecindad de x forman una base local de
x.

.
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Demostración. Por el Lema 3.3.1 existe una sección s̃i ∈ Γ(ξ) y una vecindad
Ui ⊂ U tal que s̃i|Ui = si. Entonces las secciones s̃i forman una base local en
U1 ∩U2 ∩ . . . ∩Un.

Corolario 3.3.3
Sea X un espacio normal y Hausdorff, f , g : ξ → η morfismos de haces. Si
Γ( f ) = Γ(g) : Γ(ξ)→ Γ(η), entonces f = g.

Demostración. Sea e ∈ E(ξ), si p(e) = x entonces existen a1, ..., an ∈ K tales
que a1s1(x) + ...+ ansn(x) = e, con s1..., sn una base local de x en U.Definimos
s : U → E(ξ) de la siguiente manera: s(y) = a1s1(y) + ... + ansn(y), notemos
que s es una sección sobre U. Pero s(x) = a1s1(x) + ... + ansn(x) = e, por
el Lema 3.3.1 tenemos que existe W ⊂ U vecindad de x y s′ : X → E(ξ),
sección de ξ sobre X, tal que s′|W = s|W, entonces s′(x) = e. Pero f (e) =
f ◦s′(x) = Γ( f )(s′)(x) = Γ(g)(s′)(x) = g◦s′(x) = g(e).

Lema 3.3.4
Sea X un espacio normal y Haussdorff. Sea s en Γ(ξ), supóngamos que
s(x) = 0. Entonces hay secciones s1, ..., sk en Γ(ξ), y funciones a1,..., ak en
C(X), tales que ai(x) = 0, para toda i en {1, ...k} y s = a1s1 + ... + aksk.

Demostración. Por el Corolario 3.3.2 tenemos que existen s1, ..., sn ∈ Γ(ξ),
que forman una base local para una vecindad U1 de X. Entonces si y ∈ U1

tenemos que s(y) =
n∑

i=1
bi(y)si(y). Consideremos el haz producto X × K,

notemos que las secciones del haz producto Γ(X × K) están en biyección
con C(X). La biyección manda una función a : X −→ K en la sección
sa(x) = (x, a(x)). De esta manera las funciones bi : Ui −→ K se pueden
poner como secciones sobre U1 del haz X × K y por el Lema 3.3.1, se
pueden extender a funciones ai : X −→ K, de manera que ai|U2 = bi|U2 con
U2 ⊂ U1 vecindad de x, además ai(x) = bi(x) = 0, ya que s1(x), ..., sn(x) son
linealmente independientes en Fx(ξ). Definimos: s′ : X→ E(ξ) como:

s′(y) = s(y) −
n∑

i=1

ai(y)si(y).

Notemos que s′ se anula en U2.

Entonces por ser X espacio de Tychonoff, tenemos que existe V vecindad
abierta de x, tal que V̄ ⊂ U2, y a ∈ C(X), tal que a(x) = 0 y a(X−V) = 1. Con

.
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lo que

s = as′ +
n∑

i=1

aisi,

ya que; si y ∈ V, entonces tenemos que a(y)s′(y)+
n∑

i=1
ai(y)si(y) =

n∑
i=1

ai(y)si(y) =

s(y) , ya que V ⊂ U2; si y ∈ X −V entonces a(y)s′(y) +
n∑

i=1
ai(y)si(y) = 1s′(y) +

n∑
i=1

ai(y)si(y) = s(y)−
n∑

i=1
ai(y)si(y)+

n∑
i=1

ai(y)si(y) = s(y).Y como a(x) = 0, entonces

tenemos lo que queríamos.

Corolario 3.3.5
Sea X un espacio normal y Hausdorff. Mx el ideal de C(X) formado por
las funciones que se anulan en x un punto fijo del espacio. Entonces
Γ(ξ)/MxΓ(ξ) � Fx(ξ), y el isomorfismo está dado por s 7−→ s(x).

Demostración. Definimos ϕ : Γ(ξ) → Fx(ξ) como s
ϕ7−→ s(x). Notemos

que ϕ es morfismo de C(X)-módulos ya que ϕ(s1 + as2) = (s1 + as2)(x) =
s1(x) + a(x)s2(x) = ϕ(s1) + a(x)ϕ(s2) = ϕ(s1) + aϕ(s2), y se baja al cociente por
el Lema 3.3.4. Entonces ϕ̄ : Γ(ξ)/MxΓ(ξ) → Fx(ξ) es suprayectiva ya que ϕ
lo es por la demostración del Corolario 3.3.3. Falta ver que ϕ̄ es inyectiva;
si ϕ̄([s1]) = ϕ̄([s2]) ⇐⇒ s1(x) = s2(x) ⇐⇒ s1 − s2(x) = 0 ∈ Fx ⇐⇒ [s1 − s2] ∈
MxΓ(ξ)⇐⇒ [s1] = [s2]. Por lo tanto ϕ̄ es una biyección.

Teorema 3.3.6
Sea X un espacio normal y Hausdorff. Si F : Γ(ξ) → Γ(η) es un morfismo
de C(X)-módulos, entonces hay un único morfismo K-haces vectoriales
f : ξ→ η tal que F = Γ( f ).

Demostración. La existencia está dada por la siguiente construcción:

Γ(ξ) F→ Γ(η)→ Γ(η)/MxΓ(η)

para un x en X. Ahora notemos que si s(x) = 0 ∈ Fx(ξ) entonces F(s)(x) =
0 ∈ Fx(η), lo que implica que podemos bajar a F al cociente, es decir, induce
una función en el cociente.

F̄ : Γ(ξ)/MxΓ(ξ)→ Γ(η)/MxΓ(η)

pero por el Corolario 3.3.5 tenemos que hay una función fx : Fx(ξ)→ Fx(η) y
como es un morfismo de CK(X)-módulos tenemos que esK-lineal. Entonces

.
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la colección de todas estas funciones nos da una función f : E(ξ)→ E(η) la
cual es lineal en fibras. Ahora bien si s pertenece a Γ(ξ), entonces ( f ◦s)(x) =
fxs(x) = F(s)(x) por construcción entonces F = Γ( f ).

Para ver la continuidad de f , sea e en E(ξ). Por el Corolario 3.3.2 existen
secciones s1, ..., sn ∈ Γ(ξ) que son una base local en una vecindad U de p(e),

entonces tenemos que e =
n∑

i=1
ai(p(e))si(p(e)) donde ai ∈ C(X). Por lo tanto

f (e) = f (
n∑

i=1
ai(p(e))si(p(e))) =

n∑
i=1

f (ai(p(e))si(p(e))) =
n∑

i=1
ai(p(e)) f (si(p(e))), pero

f (si) = F(si), lo que quiere decir que f (si) es una sección de η sobre X, y
como todos los términos son continuos en e, tenemos que f es continua en
p−1(U). Como los abiertos U cubren a X, los abiertos p−1(U) cubren a E(ξ) y
entonces f es continua.

La unicidad está dada por el Corolario 3.3.3.

Corolario 3.3.7
Sean X un espacio normal, Hausdorff y ξ, η K-haces vectoriales sobre X.
Entonces ξ es isomorfo a η si y sólo si Γ(ξ) es isomorfo a Γ(η).

Demostración. Si ξ � η, por ser Γ un funtor, tenemos que Γ(ξ) � Γ(η).

Si F : Γ(ξ) → Γ(η) es morfismo, entonces existe un único morfismo de
K-haces vectoriales f : ξ → η tal que F = Γ( f ), y como F es isomorfismo,
entonces F−1 : Γ(η) → Γ(ξ) también es morfismo, y además induce un
único morfismo de K-haces vectoriales f ′ : η → ξ, pero IdΓ(ξ) = F−1◦F =
Γ( f ′)◦Γ( f ) = Γ( f ′◦ f ), y Idξ cumple esta condición entonces f ′◦ f = Idξ : ξ→
ξ, de manera análoga f ◦ f ′ = Idη : η → η. Por lo tanto f −1 = f ′ lo cual
implica que ξ � η.

3.4. Módulos proyectivos de secciones

Aquí probaremos que si X es compacto y Hausdorff, los C(X)-módulos
que pueden verse como Γ(ξ), para algún haz ξ, son exactamente los mó-
dulos proyectivos finitamente generados.

Proposición 3.4.1
Sea X un espacio compacto y Hausdorff. Sea ξ unK-haz vectorial sobre X.
Entonces hay un epimorfismo f : εn → ξ, donde εn es el haz producto de

.
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dimensión n sobre X.

Demostración.

Para cada x en X, sean sx,1, ..., sx,kx ∈ Γ(ξ) secciones de ξ que forman una
base local sobre una vecindad abierta Ux de x. Por ser X compacto hay un
número finito de Ux que forman una cubierta abierta. Luego entonces hay
un número finito de secciones s1, ..., sn ∈ Γ(ξ) tales que s1(x), ..., sn(x) generan
Fx(ξ) para toda x en X. Sea εn el haz vectorial producto E(εn) = X × Kn,
sabemos que Γ(εn) es libre y que tiene n generadores dados por ēi = (x, ei).
Entonces definimos f̃ : Y→ Γ(ξ) donde Y = {ēi = (x, ei)|ei ∈ Kn, 1 ≤ i ≤ n} y
ei es el i-ésimo vector canónico de Kn como: f̃ (ei) = si, entonces f̃ se puede
extender a Γ(εn) dándonos un morfismo de C(X)-módulos. Por el Teorema
3.3.6, éste induce un morfismo de K-haces vectoriales f : εn → ξ. y como
f (ēi) = si, entonces tenemos que f es sobre.

En esta demostración probamos un poco más s1, ..., sn ∈ Γ(ξ) generan a
Γ(ξ). Lo cual es bastante importante, ya que m’as adelante lo utilizaremos.

Corolario 3.4.2
Sea X un espacio compacto y Hausdorff y ξ un K-haz vectorial sobre el
espacio. Entonces ξ es sumando directo de algún haz trivial ε.

Demostración. Por la Proposición anterior (3.4.1) tenemos que existe ε haz
trivial y un morfismo de haces f : ε → ξ que es sobreyectivo. Como la
dimensión de las fibras es localmente constate entonces por Teorema 3.1.3
el ker f es un K-subhaz vectorial de ε, y por el Teorema 3.2.6 (como X es
compacto) es un sumando directo de ε. Así que ε = η ⊕ ξ′, con η = ker f .
Entonces f |ξ′ : ξ′ → ξ es inyectiva y como f era sobre, entonces f |ξ′ es
isomorfismo. Lo cual quiere decir que ξ′ � ξ.

Corolario 3.4.3
Sea X compacto, Hausdorff y ξ un K-haz vectorial sobre X. Entonces Γ(ξ)
es finitamente generado y proyectivo como C(X)-módulo.

Demostración. Por el Corolario 3.4.2 tenemos que Γ(ξ) es sumando directo
de Γ(ε) que es un C(X)-módulo libre. Por el Corolario 1.2.5 Γ(ε) es un
módulo proyectivo y por la Proposición 1.2.6 Γ(ξ) es un módulo proyectivo,
pero por la demostración de la Proposición 3.4.1 es finitamente generado.

.
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Teorema 3.4.4
Sea X un espacio compacto y Hausdorff. Sea P un C(X)-módulo, P es
isomorfo a algún Γ(ξ) (módulo de secciones de un K-haz vectorial) si y
solo si P es finitamente generado y proyectivo.

Demostración. Si P es isomorfo a Γ(ξ), entonces por el Corolario anterior
(3.4.3) P es finitamente generado y proyectivo.

Supongamos ahora que P es finitamente generado y proyectivo. Enton-
ces P es un sumando directo de un C(X)-módulo libre F por el Teorema
1.2.8. Lo que implica que hay un endomorfismo g : F→ F tal que Im(g) = P
y g|P = P (una retracción de F a P). Por otro lado F � Γ(ε) con ε un K-haz
vectorial trivial. Por el Teorema 3.3.6 hay un único morfismo f : ε → ε tal
que Γ( f ) = g. Como g◦g = g entonces, por el Teorema 3.3.6, tenemos que
f ◦ f = f . Sea ξ = Im f , para ver que ξ es un K-subhaz vectorial basta con
probar que dimK Fx(ξ) es localmente constante. Entonces ε = ξ ⊕ η donde
η = ker( f ) lo cual implicaría que P � ImΓ( f ) = Γ(ξ).

Como f ◦ f = f , entonces η = ker( f ) = Im(Idε− f ). En efecto si e pertenece
al ker( f ) entonces Idε − f (e) = Idε(e) = e, por lo tanto ker( f ) ⊂ Im(Idε − f ). Si
e pertenece a la Im(Idε − f ), entonces existe un e1 en ε tal que Idε − f (e1) = e.
Pero:

f (Idε − f (e1)) = f (e)
f (Idε)(e1) − f ◦ f (e1) = f (e)

f (e1) − f (e1) = f (e)
0 = f (e)

donde 0 está en Fx(p(e)) (con x = p(e)). Así que ker( f ) = Im(Idε − f ). Cla-
ramente como Fx(ε) = Fx(ξ) ⊕ Fx(η) (suma directa de espacios vectoriales).

Supongamos que dimK Fx(ξ) = h y que dimK Fx(η) = k. Entonces ε
f−→ ε

por el Corolario 3.4.3, aplicado a f y a Idε − f , tenemos la dimK Fy(ξ) ≥ h, y
la dimK Fx(η) ≥ k para toda y en una vecindad de x. Pero

dimK Fy(ε) = dimK Fy(ξ) + dimK Fx(η) = h + k (3.14)

por lo que concluimos que h y k son localmente constantes en esa vecindad
de x.Entonces la dimensión de las fibras de la Im( f ) es localmente constante.
Entonces ξ es un K subhaz vectorial y P � ImΓ( f ).

.



Capítulo 4

La teoría K

En este capítulo relacionaremos las ideas vistas en los capítulos 2 y 3,
dando pie a estudiar la teoría K topológica y la teoría K algebráica.

4.1. Construcción de Grothendieck

En el capítulo anterior vimos K haces vectoriales y los morfismos que
hay en esta categoría, lo que estudiaremos ahora es un funtor el cual
se le asocia a la categoría de haces vectoriales que consiste en darle una
estructura de semigrupo a las clases de isomorfismo deK haces vectoriales
sobre X.

A continuación le asociaremos a un semigrupo abeliano un grupo abe-
liano de manera similar a como se le asocia a los números naturales, los
números enteros.

Definición 4.1.1 Sea A un semigrupo abeliano. Definimos una relación en A×A
de la siguiente manera: (a1, b1) ∼ (a2, b2)⇐⇒ ∃ c tal que a1 + b2 + c = a2 + b1 + c,
con a1, a2, b1, b2, c en A. Se verifica fácilmente que es una relación de equivalencia.

Definición 4.1.2 Sea A un semigrupo abeliano y sea A′ = A × A/∼. La suma se
define como [a, b] + [a′, b′] = [a + a′, b + b′].

Lema 4.1.1
Sea A un semigrupo abeliano. Entonces(A′,+) es un grupo abeliano.

.
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Demostración. Primero, veamos que la operación está bien definida. Ésto
es porque si a + β + c1 = α + b + c1, y a′ + β′ + c2 = α′ + b′ + c2 entonces
a + a′ + β + β′ + c1 + c2 = α + α′ + b + b′ + c1 + c2. Lo cual implica que + esta
bien definida.

La asociatividad se sigue de que A es asociativo.

Claramente el neutro está dado por [0, 0].

Si [a, b] ∈ A′ entonces [a, b]+ [b, a] = [a+b, b+a] = [0, 0] ya que a+b+0 =
b + a + 0, pues comunta, por lo tanto existen los inversos

Como A es abeliano, es claro que A′ es abeliano.

Lema 4.1.2
Sea φ : A → A′ definida como a 7−→ [a, 0]. Entonces φ es morfismo de
semigrupos.

Demostración.φ(a+b) = [a+b, o] = [a, 0]+[b, 0] = φ(a)+φ(b).Yφ(0) = [0, 0]

Nota 4.1.3 A la pareja (A′, φ) se le conoce como la construcción de Grothendieck
del semigrupo A.

Proposición 4.1.3
Sea A un semigrupo abeliano, entonces la construcción de Grothendieck
(A′, φ) cumple con la siguiente propiedad universal.

Si G es un grupo abeliano y si γ : A→ G es un morfismo de semigrupos,
entonces existe un único homeomorfismo de grupos γ′ : A′ → G que hace
conmutar el siguiente diagrama.

A
γ

ÃÃ
@@

@@
@@

@@

φ
²²

A′
γ′

//___ G

Diagrama 4.1: Propiedad Universal de Grothendieck

Demostración. Definamos γ′ : A′ → G como γ′([a, b]) = γ(a) − γ(b), γ′ está

.
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bien definida ya que si [a, b] = [α, β] entonces

a + β + c = α + b + c
γ(a + β + c) = γ(α + b + c)

γ(a) + γ(β) + γ(c) = γ(α) + γ(b) + γ(c)
γ(a) + γ(β) = γ(α) + γ(b)
γ(a) − γ(b) = γ(α) − γ(β)
γ′([a, b]) = γ′([α, β])

por lo tanto γ′ es función. Claramente es un homomorfismo de grupos y
hace conmutar el diagrama anterior.

Supongamos que ϕ : A′ −→ G es un homomorfismo tal que ϕ◦φ = γ,
entonces ϕ([a, 0]) = γ(a), y ϕ([0, b]) = ϕ(−[b, 0]) = −γ(b) con lo que

ϕ([a, b]) = ϕ([a, 0] + [0, b])
= ϕ([a, 0]) + ϕ([0, b])
= γ(a) − γ(b)
= γ′([a, b])

por lo tanto ϕ = γ′.

4.2. Haces vectoriales y teoría K

Definición 4.2.1 Sea K∞ el límite directo o colímite de los espacios vectoriales
Kn. Dado un espacio X consideremos el producto X × K∞ y la proyección Π :
X ×K∞ −→ X. A esta proyección la podemos considerar como el haz producto de
dimensión infinita sobre X y se denota por ε∞.

Supongamos ahora que X es compacto y Hausdorff y consideremos un
K-haz vectorial ξ sobre X. Por el Crolario 3.4.2 sabemos un haz η tal que
ξ⊕η � ε ⊂ ε∞. De manera que ε es isomorfo a un subhaz de ε∞. Por lo tanto
las clases de isomorfismo de K-haz vectorial sobre X forman un conjunto
que denotaremos Vect(X).

Definición 4.2.2 Definimos una suma en Vect(X) como

[ξ] + [η] = [ξ ⊕ η]

.
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Esta suma está bien definida, ya que si ξ � ξ′ y η � η′ entonces ξ⊕η � ξ′⊕η′. Hay
un elemento neutro que es la clase [ε0], donde ε0 es el haz producto de dimensión
cero. Así Vect(X) es un semigrupo abeliano pues xi ⊕ η � η ⊕ ξ.

Definición 4.2.3 Sea X un espacio compacto y Hausdorff, entonces K(X) se
define como el grupo abeliano dado por la construcción de Grothendieck aplicado
a Vect(X).

A K(X) se le llama la teoría K topológica del espacio X

4.2.1. La teoría K de un anillo

Sea A un anillo conmutativo con 1 y consideremos los A-módulos pro-
yectivos finitamente generados. Si P es un A-módulo proyectivo finita-
mente generado, entonces es un sumando directo de un módulo libre
finitamente generado. Es decir existe Q tal que P ⊕Q � An está contenido
en A∞, donde A∞ es igual al colímite de An. De esta manera cada clase
de isomorfismo de módulos proyectivos finitamente generados [P], tiene
un representante que es un submódulo de A∞. Por lo tanto las clases de
isomorfismo forman un conjunto que denotamos por Proy(A).

Definición 4.2.4 Sea A un anillo conmutativo con 1. Definimos una suma en
Proy(A) como

[M] + [N] = [M ⊕N].

Esta suma está bien definida y el elemento neutro es la clase [{0}].

Definición 4.2.5 Sea A un anillo conmutativo con 1, definimos K(A) como el
grupo abeliano dado por la construcción de Grothendieck aplicado a Proy(A). Al
grupo abeliano K(A) se le llama la teoría K algebráica de A (en dimensión cero).

Nota 4.2.6 Sea X un espacio compacto y Hausdorff; consideremos el anillo A =
C(X). Entonces tenemos definidos K(C(X)) y K(X), que están relacionados en el
siguiente resultado.

Teorema 4.2.1
Sea X un espacio topológico compacto y Hausdorff. Entonces K(X) �
K(C(X)).

Demostración. Por el Teorema 3.4.4 y el Corolario 3.3.7 existe la función
f : Vect(X) → Proy(C(X)) dada por [ξ] 7−→ [Γ(ξ)] la cual, en clases, es una

.
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biyección. Entonces basta con probar que es un homomorfismo, para que
tengamos un isomorfismo de semigrupos.

f ([ζ0 = X]) = [0], por el Teorema 3.4.4.

f ([ξ ⊕ η]) = [Γ(ξ ⊕ η)] = [Γ(ξ) ⊕ Γ(η)]
= [Γ(ξ)] + [Γ(η)] = f [ξ] + f [η]

Por la propiedad universal de la construcción de Grothendieck tenemos
que f induce un isomorfismo f̄ : K(X) �−→ K(C(X))

Nota 4.2.7 Este teorema nos da realmente dos resultados. Uno para haces reales
que da un isomorfismo K(CR(X)) � KO(X), donde KO(X) es la teoría K topológica
definida con haces reales. Y otro para haces complejos K(CC(X)) � K(X), donde
K(X) es la teoría K topológica definida en haces complejos.

.
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