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5.5. La modificación tórica asociada a un abanico. . . . . . . . . . 50
5.6. Resolución tórica de singularidades Newton no-degeneradas. . 53

A. Cálculos. 62

A.1. Cálculo del abanico de Groebner global del ejemplo 3.11. . . . 62
A.2. Cálculo de la dimensión de los ideales ω−iniciales. . . . . . . . 65

Bibliograf́ıa 70



Introducción

La noción de singularidad de hipersuperficie Newton no-degenerada fue
introducida a mediados de los 70’s por F. Ehlers [4] y A. Kouchnirenko [12].
Propiedades de estas singularidades se estudian en varios art́ıculos, por ejem-
plo [11]. En el art́ıculo [12] Kouchnirenko demuestra que el número de Milnor
de una superficie se puede calcular en función del poliedro de Newton de la
función que la define.

La noción de singularidad intersección completa Newton no-degenerada
fue introducida por Khovanskii [10] a finales de los 70’s. Varios resultados
sobre este tipo de singularidades fueron publicados en las últimas décadas del
siglo XX [14, 18]. En el libro [17], M. Oka hace un compendio de resultados
sobre este tipo de singularidades.

Una de las propiedades más importantes de las singularidades no- dege-
neradas es que su resolución se puede describir en función del abanico de
Groebner asociado a los generadores de la variedad [13, 17, 18].

Las singularidades de intersección completa siguen siendo un objeto de
estudio en la actualidad, autores como C. Biviá-Ausina, M. Ruas, M. Saia
y W. Zuñiga-Galindo [1, 19, 20] han publicado diversos resultados reciente-
mente.

En este trabajo extendemos la noción de Newton no-degenerado a varie-
dades no necesariamente de intersección completa describiendo su resolución
en términos del abanico de Groebner del ideal que la define.

Demostramos que nuestra definición es en verdad una extensión. Demos-
tramos que un ideal Newton no-degenerado según las definiciones anterio-
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res es no-degenerado para nuestra definición y damos ejemplos que son no-
degenerados para nuestra definición y que no lo son para las definiciones
anteriores.

En el teorema 5.17, probaremos un resultado sobre la desingularización
de variedad Newton no-degenerada extendiendo un resultado conocido en el
caso de intersecciones completas probado en [17].

Más precisamente, demostramos que si V = Z(I) es la variedad defini-
da por un ideal Newton no-degenerado y Σ es un refinamiento regular del
abanico de Groebner de I, entonces se satisface que

1.- La transformada estricta Ṽ de V por la modificación tórica asociada
a Σ es no singular (Teorema 5.17); y

2.- Un cono σ ∈ Σ está contenido en la variedad tropical asociada a I si
y sólo si la transformada estricta de V interseca al toro canónico contenido
en el divisor asociado a σ (Teorema 5.18).



Caṕıtulo 1

Polinomios y series con

exponentes en un grupo.

1.1. Series con exponentes en un grupo.

Sea (A,+, ·) un anillo y sea (Γ,⊗) un grupo. Denotaremos por ΓA al
conjunto de las aplicaciones de Γ en A,

ΓA := {f : Γ −→ A; f aplicación}.

El conjunto ΓA tiene estructura de grupo con la suma definida como sigue:

Si f, g ∈ ΓA, la suma de f y g es f + g : Γ −→ A, γ 7→ f(γ) + g(γ).

Cada elemento f : Γ −→ A de ΓA, se puede identificar con una serie

f(x) :=
∑

γ∈Γ

aγx
γ (1.1)

donde aγ := f(γ) ∈ A. Usando esta identificación, llamaremos a los elementos
de ΓA, series con coeficientes en A y exponentes en Γ.

Definición 1.1. Sea f ∈ ΓA. El soporte de f (en Γ) es el subconjunto de Γ
dado por

ε(f) := {γ ∈ Γ : f(γ) 6= 0}.

Si identificamos f con la serie 1.1, se tiene

ε(f) := {γ ∈ Γ : aγ 6= 0}.

1



2CAPÍTULO 1. POLINOMIOS Y SERIES CON EXPONENTES EN UN GRUPO.

El subconjunto de ΓA dado por

Fin(ΓA) := {f ∈ ΓA : f tiene soporte finito}

es un subgrupo de (ΓA,⊗).

Los elementos de Fin(ΓA) se llaman polinomios con coeficientes en

A y exponentes en Γ y se puede expresar como

f(x) =
∑

γ∈Λ

aγx
γ , |Λ| <∞, aγ ∈ A.

El producto de dos elementos f, g ∈ Fin(ΓA) se define como la aplica-
ción

f · g : Γ −→ A,
γ 7→

∑
α⊗β=γ f(α) · g(β).

Con esta definición (Fin(ΓA),+, ·) tiene estructura de anillo.

Ejemplo 1.2. Sea Γ = Zn y A un anillo.

1.- A las aplicaciones en Fin(Zn
A) se les denomina Polinomios de Lau-

rent con coeficientes en A en n variables con coeficientes en A. El conjunto
de estas aplicaciones se denota por

A[x1, x
−1
1 , ..., xn, x

−1
n ].

2.- Sea A[x1, ..., xn] el subconjunto de Fin(Zn
A) dado por

A[x1, ..., xn] := {f ∈ Fin(Zn
A); ε(f) ⊂ Nn}.

A los elementos de A[x1, ..., xn] se les llama Polinomios en n variables con
coeficientes en A.

3.- El subconjunto de Fin(Qn
A) dado por

A[x1, ..., xn]P := {f ∈ Fin(Qn
A); ε(f) ⊂ (Q≥0)

n}

es un subgrupo de Qn
A. Los elementos de A[x1, ..., xn]P son llamados Poli-

nomios de Puiseux en n variables con coeficientes en A.
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Otros ejemplos de series son:

Ejemplo 1.3. 1.- El anillo de series formales en n variables con coeficientes
en A,

A[[x1, ..., xn]] := {f ∈ Zn
A; ε(f) ⊂ Nn}.

6.- El anillo de Series de Puiseux en n variables con coeficientes en A,

A[[x1, ..., xn]]P := {f ∈ Qn
A; ∃k ∈ N, α ∈ Z tal que ε(f) ⊂

1

k
(Z≥α)n}. (1.2)

1.2. Órdenes en anillos de series.

Sea (Γ,≤) un conjunto ordenado.

Se dice que un conjunto C ⊂ Γ está acotado inferiormente si y sólo si
existe γ ∈ Γ tal que γ ≤ c para toda c ∈ C.

Observación 1.4. Si C está acotado inferiormente, entonces todo subcon-
junto de C está acotado inferiormente.

Un conjunto C ⊂ Γ es bien ordenado si para todo subconjunto C
′

⊂ C
acotado inferiormente, existe un elemento c0 ∈ C

′

tal que c0 ≤ c para toda
c ∈ C

′

. En este caso se dice que ≤ es un buen orden para C y que c0 es el
mı́nimo de C

′

.

Diremos que un conjunto C ⊂ Γ es casi bien ordenado si para todo
subconjunto C

′

⊂ C acotado inferiormente, existen elementos c1, ..., cr ∈ C
′

no comparables entre śı tales que ci ≤ c para toda c ∈ C
′

\{c1, ..., cr}. En este
caso diremos que ≤ es un casi buen orden para C. El conjunto {c1, ..., cr}
es el conjunto minimal de C

′

.
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Observación 1.5. Si (Γ,≤) es un conjunto totalmente ordenado, entonces
todo conjunto C ⊂ Γ casi bien ordenado es bien ordenado.

Si C es bien ordenado (respectivamente casi bien ordenado), todo sub-
conjunto suyo es bien ordenado (respectivamente casi bien ordenado).

Observación 1.6. Si C,D ⊂ Γ son casi bien ordenados (respectivamente
bien ordenados), entonces

1) C ∪D es casi bien ordenado (respectivamente bien ordenado),

2) C ⊗D := {c⊗ d; c ∈ C, d ∈ D} es casi bien ordenado (respectivamente
bien ordenado),

3) Si C y D están acotados inferiormente, entonces para toda γ ∈ C ⊗D
el conjunto {(c, d) ∈ C ⊗D; c⊗ d = γ} es finito.

Sea (Γ,⊗,≤) un grupo ordenado. Llamaremos series con soporte casi

bien ordenado y exponentes en Γ al conjunto

Ac(ΓA,≤) := {f ∈ ΓA : ε(f) es casi bien ordenado y acotado inferiormente}

y llamaremos series con soporte bien ordenado y exponentes en Γ al
conjunto

AcBo(ΓA,≤) := {f ∈ ΓA : ε(f) es bien ordenado y acotado inferiormente}.

Como consecuencia de la proposición 1.6 inciso 1), los conjuntos
Ac(ΓA,≤), AcBo(ΓA,≤) son subgrupos de ΓA. Además, por los incisos 2) y
3) de la observación 1.6, tiene sentido definir el producto de la misma manera
que se definió en (1.1). Teniéndose que

Ac(ΓA,≤), AcBo(ΓA,≤) son anillos. (1.3)

Observación 1.7. Para cualquier orden definido en Γ, se tiene que

Fin(ΓA) ⊂ AcBo(ΓA,≤) ⊂ Ac(ΓA,≤).
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Ejemplo 1.8. Sea Γ = Z con el orden usual ≤. En este caso por la observa-
ción 1.5 todo conjunto casi-bien ordenado de Z es bien ordenado por lo que
Ac(ZA,≤) = AcBo(ZA,≤).

1.- Las series formales en 1 variable con coeficientes en un anillo A son
series con soporte bien ordenado. Es decir,

A[[x]] ⊂ AcBo(ZA,≤).

2.- Sea K un campo. El campo de fracciones de las series en una varia-
ble con coeficientes en K coincide con el anillo de series con soporte bien
ordenado. Es decir,

K((x)) = AcBo(ZK).

3.- El anillo de las series de Puiseux en 1 variable con coeficientes en A
está contenido propiamente en las series con soporte casi bien ordenado con
coeficientes en Q. Es decir,

A[[x]]P ⊂ Ac(QA,≤) (1.4)

Definición 1.9. Sea f =
∑

α∈ε(f) aαx
α una serie con soporte casi bien orde-

nado y coeficientes en Γ. La restricción de f al subconjunto minimal de su
soporte se denomina parte inicial de f . Es decir,

In(f) :=
∑

α∈ε(f) elemento minimal

aαx
α.

Si f ∈ AcBo(ΓA), es decir f tiene soporte bien ordenado, la parte inicial
In(f) = aαx

α es un monomio al que se le llama el primer término de f .
El orden de f se define como

Ord(f) := min ε(f) ∈ Γ.
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1.3. El ω-orden.

Un vector ω ∈ Rn define de forma natural una relación de orden en Rn:

α ≤ω β ⇔

{
α = β, ó
ω · α < ω · β.

Se tiene que (Rn,+,≤ω) es un grupo ordenado.

Observación 1.10. El orden definido por ω ∈ Rn es el mismo que el orden
definido por ω

′

∈ Rn si y sólo si existe λ ∈ R≥0 tal que ω = λω
′

.

Sea K un campo.
Si ω ∈ (R>0)

n se tiene que Nn es casi bien ordenado y acotado inferior-
mente como subconjunto de (Rn,≤ω), por lo tanto,

K[[x1, ..., xn]] ⊂
⋂

ω∈(R>0)n

Ac(Rn
K
,≤ω).

Ejemplo 1.11. Sea ϕ(x, y) =
∑

i∈N
xiyi ∈ R[[x, y]]. Sea ω = (−1,−1). El

conjunto, ε(f) = {(i, i); i ∈ N} no es acotado inferiormente bajo el ω−orden,
es decir, ϕ 6∈ Ac(Rn

K
,≤(−1,−1)).

Definición 1.12. Sea f un polinomio en n variables con coeficientes en K y
sea ω ∈ Rn. La ω-parte inicial de f es la parte inicial de f como elemento
de Ac(Rn

K
,≤ω). Si f(x) =

∑
α aαx

α, se tiene como consecuencia,

Inω f :=
∑

{ω∈ε(f)⊂Rn;ω·α=νω f}

aαx
α, (1.5)

donde

νω(f) := min{ω · α : α ∈ ε(f) ⊂ Rn} (1.6)

es llamado el ω-orden de f .
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Observación 1.13. Si ε(f) está bien ordenado, νω(f) = ω · Ord(f) y en
general Inωf = In(f).

Ejemplo 1.14. Sea f(x, y) = x2 + xy + y7 + y2 ∈ R[x, y] ⊂ R2
R

. Si
ω = (1, 0) , entonces νω(f) = 0 y Inωf = y7 + y2.

Ejemplo 1.15. Sea f(x, y, z) = x2z + xyz2 + y2 + y7 ⊂ R[x, y, z].

Se tiene In(0,1,0) f(x, y, x) = x2z y In(1,0,1) f(x, y, z) = y2+y7 , mientras
que In(1,1,3) f(x, y, x) = y2. 2

Proposición 1.16. Sea f ∈ K[x1, ..., xn] y sea ω ∈ (R≥0)
n. Si a ∈ R>0,

entonces

Inω(f) = Inaω(f).

Demostración.

El soporte de Inω(f) es igual al conjunto

{µ ∈ ε(f);µ · ω ≤ β · ω ∀ β ∈ ε(f)}.

Como a ∈ R>0, se tiene

ε
(
Inω(f)

)
= {µ ∈ ε(f);µ · ω ≤ β · P ∀ β ∈ ε(f)} (1.7)

= {µ ∈ ε(f);µ · aω ≤ β · aω ∀ β ∈ ε(f)} (1.8)

=: ε
(
Inaω(f)

)
. 2 (1.9)

Lema 1.17. Sea f ∈ K[x1, ..., xn] y sea ω = er+1 + · · ·+ en ∈ Rn donde ej es
el j−ésimo elemento de la base canónica de Rn. Existe g ∈ K[x1, ..., xn] con
g(x1, ..., xr, 0, ..., 0) = 0 tal que

Inω(f) + g = f.
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Demostración.

Sea f ∈ K[x1, ..., xn] el polinomio dado por f(x) =
∑

α∈ε(f) aαx
α donde

xα = xα1

1 · ... · xαn
n .

El soporte de Inω(f) es igual al conjunto

ε(Inω(f)) = {µ ∈ ε(f);µ · ω ≤ β · ω ∀ β ∈ ε(f)}

= {µ ∈ ε(f);µr+1 + · · ·+ µn ≤ βr+1 + · · ·+ βn ∀ β ∈ ε(f)}.

Por lo tanto, se puede expresar como la unión

ε(f) = ε(f) \ ε(Inω(f)) ∪

∪ {α ∈ ε(Inω(f));αi = 0, i ≥ r + 1} ∪

∪ {α ∈ ε(Inω(f)); ∃j ≥ r + 1 tal que αj > 0}.

Sea

g =
∑

{α∈ε(Inω(f))\ε(Inω(f))}

aαx
α1

1 · ... · xαr

r .

Separando los exponentes en la expansión de f se tiene que

f(x1, ..., xr, xr+1, ..., xn) = g(x1, ..., xr, xr+1, ..., xn)

+
∑

{α∈ε(Inω(f)); αi=0, i≥r+1}

aαx
α1

1 · ... · xαr

r

+
∑

{α∈ε(Inω(f)); ∃ j≥r+1 con αj>0}

aαx
α1

1 · ... · xαr

r

= g(x1, ..., xr, xr+1, ..., xn) + Inω(f). 2

Si α ∈ ε(f) \ ε(Inω(f)), entonces existe j ≥ r + 1 tal que αj > 0, por lo
que g(x1, ..., xr, 0, ..., 0) = 0. Con esto termina la demostración.

Notemos que como consecuencia se tiene

f(x1, ..., xr, 0, ..., 0) = Iner+1+···+en(f)(x1, ..., xr, 0, ..., 0). (1.10)
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Definición 1.18. Se dice que un vector ω = (ω1, ..., ωn) ∈ Rn tiene coor-

denadas racionalmente independientes si y sólo si
∑n

i=1 λiωi = 0 con
λi ∈ Q, i = 1, ..., n =⇒ λi = 0 para todo i = 1, ..., n.

Proposición 1.19. Si ω ∈ Rn tiene coordenadas racionalmente indepen-
dientes, entonces (Qn,≤ω) es un grupo totalmente ordenado.

Demostración.

Supongamos que existen α, β ∈ Nn tales que ω ·α = ω · β = νω(f). Como
consecuencia (α−β) ·ω =

∑n

i=1(αi −βi)ωi = 0 con αi −βi ∈ Q para toda i.

Como ω es racionalmente independiente, esto implica que αi − βi = 0
para toda i, es decir, α = β. 2

Por la observación 1.5 si ω es racionalmente independiente, entonces el
soporte de f ∈ Ac(Qn

K
,≤ω) es bien ordenado. Por lo tanto, Inω f es siempre

un monomio.

1.4. El poliedro de Newton.

Sea K un campo algebraicamente cerrado.

Sea f una serie formal en n variables con coeficientes en K.

f(x) =
∑

α∈Nn

aαx
α,

donde x = (x1, ..., xn), α = (α1, ..., αn), xα = xα1

1 · ... · xαn

n (1.11)

y aα ∈ K.

El poliedro de Newton anaĺıtico Γ+(f) de f es la envolvente convexa
del conjunto de exponentes de f más el primer ortante. Es decir,

Γ+(f) := Conv(
⋃

{α∈ε(f);aα 6=0}

{α + (R≥0)
n}).
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(2,0)

(0,2)

Figura 1.1: El poliedro de Newton Γ+(f) del polinomio f = x2 + y2 + xy3.

Ejemplo 1.20. En las figuras 1.1 y 1.2 aparecen los poliedros de Newton de
f = x2 + y2 + xy3 y f = x3 + 2x2y2 − 3xy + y3 respectivamente.

(0,3)

(3,0)

(1,1)

Figura 1.2: El poliedro de Newton Γ+(f) de f = x3 + 2x2y2 − 3xy + y3.

La frontera de Newton Γ(f) de f se define como la unión de las caras
compactas del poliedro de Newton Γ+(f).

NOTA. Cuando se trabaja en geometŕıa global se considera la envolven-
te convexa del conjunto de exponentes de f sin sumar el primer ortante.
Llamaremos a este poliedro, el poliedro global de f .

Ejemplo 1.21. En las figuras 1.3 y 1.4 aparecen los poliedros de Newton de
f = x+x3y−2xy3 +x2y5−x4y4−3y3 y f = x2 +y2 +xy3 respectivamente.

Sea P ⊂ (R≥0)
n un poliedro convexo.
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(0,3)

(1,0)

(3,1)

(4,4)

(2,5)

Figura 1.3: El poĺıgono de Newton global de f = x + x3y − 2xy3 + x2y5 −
x4y4 − 3y3.

   (0,2)

(1,3)

(2,0)

Figura 1.4: El poĺıgono de Newton global de f = x2 + y2 + xy3.

Definición 1.22. Dado ω ∈ (R≥0)
n llamaremos ω−hiperplano soporte de

P al hiperplano dado por

πω(P ) = {z ∈ (R≥0)
n : ω · z = k} donde k := min{ω · α;α ∈ P}. (1.12)

El ω-hiperplano soporte es el único hiperplano ortogonal a ω que toca a P y
tal que P queda del lado positivo.

Llamaremos ω−cara de P al conjunto

∆ω(P ) := P ∩ πω(P ).

Se tiene, Ord0(P ) = min{α · 0;α ∈ P} = 0, por lo que

π0(P ) = {z ∈ (R≥0)
n : 0 · z = 0} = (R≥0)

n.
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Por lo tanto, la 0−cara de todo poliedro P es ∆0(P ) = P .

Ejemplo 1.23. Sea f = x2 + y2 + xy3 y sea Γ+(f) el poliedro de Newton
de f . La (1, 1)−cara ∆(1,1)(Γ+(f)) es igual a la frontera de Newton Γ(f). Es
decir,

Γ(f) = ∆(1,1)(Γ+(f))

(0,2)

(2,0)

(1,1)

Figura 1.5: La frontera de Newton Γ(x2 + y2 + xy3).

Ejemplo 1.24. Sea f = x3 + 2x2y2 − 3xy + y3 y sea Γ+(f) el poliedro de
Newton de f . La unión de las caras ∆(1,2)(Γ+(f)) y ∆(2,1)(Γ+(f)) es igual a
la frontera de Newton Γ(f). Es decir,

Γ(f) = ∆(1,2)(Γ+(f))
⋃

∆(2,1)(Γ+(f)).

Observación 1.25. Sea f(x) =
∑

α aαx
α una serie formal en n variables con

coeficientes en K. La ω−parte inicial de f es igual a la serie f restringida a
la ω−cara de Γ+(f). Es decir,

Inω(f) =
∑

α∈∆ω(Γ+(f))

aαx
α, (1.13)

teniéndose que variando ω ∈ (R≥0)
n se obtiene un número finito de posibles

partes iniciales de f . Estas partes iniciales están en correspondencia con las
caras del poliedro Γ+(f).
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(2,1)

(1,2)

(0,3)

(3,0)

(1,1)

Figura 1.6: La frontera de Newton Γ(x3 + 2x2y2 − 3xy + y3).



Caṕıtulo 2

Poliedros, conos y abanicos.

2.1. Conos poliédricos.

Definición 2.1. Decimos que un vector v = (v1, . . . , vn) ∈ Zn es primitivo

si el máximo común divisor de sus entradas es 1.

Ejemplo 2.2. El vector (2, 8, 4) ∈ Z3 no es primitivo, pero (−3, 7, 8) ∈ Z3

śı lo es.

Observación 2.3. Un vector v ∈ Zn es primitivo si el segmento abierto
{λv ;λ ∈ (0, 1)} no tiene puntos con coordenadas enteras.

Definición 2.4. Sean v1, . . . , vk ∈ Rn. El cono Cono(v1, . . . , vk) generado
por los vectores v1, . . . , vk es 〈v1, . . . , vk〉R≥0

, es decir,

Cono(v1, . . . , vk) := {t1v
1 + . . .+ tkv

k; ti ∈ R≥0, i = 1, . . . , k} ⊂ Rn.

Un conjunto σ ⊂ Rn es un cono poliédrico si existen v1, . . . , vk ∈ Rn

tales que σ = Cono(v1, . . . , vk).

La dimensión de σ es la dimensión del mı́nimo subespacio lineal que lo
contiene y se denota por dim(σ).

14
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Ejemplo 2.5. El cono Cono((1, 0)) ⊂ R2 corresponde al semieje {(x, 0) ∈
R2; x ≥ 0}, por lo que tiene dimensión igual a 1.

Ejemplo 2.6. El cono Cono((1, 0, 0), (0, 1, 0)) ⊂ R3 está contenido en el
plano {(a, b, 0); a, b ∈ R} pero no está contenido en ningún subespacio lineal
de dimensión 1. Por lo tanto, Cono((1, 0, 0), (0, 1, 0)) tiene dimensión igual a
2.

υ1

Figura 2.1: El cono generado por υ1.

υ1

υ2

Figura 2.2: El cono generado por υ1, υ2.

Sea σ ⊂ Rn un cono poliédrico, el interior relativo Intrel(σ) de σ es el
interior de σ como subconjunto del subespacio lineal de Rn generado por σ.



16 CAPÍTULO 2. POLIEDROS, CONOS Y ABANICOS.

Definición 2.7. Sea σ ⊂ Rn un cono poliédrico. El cono dual del cono σ
es

σv := {β ∈ Rn : β · υ ≥ 0, ∀ υ ∈ σ}. (2.1)

Si σ = Cono(P 1, . . . , P n), entonces β ∈ σv ⇔ β·P j ≥ 0 para toda j = 1, ..., n.

Existen vectores Q1, ..., Qn ∈ Zn tales que σv = 〈Q1, ..., Qn〉R≥0
, es decir,

σv es un cono (Ver por ejemplo [8]).

Ejemplo 2.8. Sea τ1 = Cono((0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 1, 1)) ⊂ R3. Se tiene

τv
1 = {(a, b, c) ∈ R3; b ≥ 0, c ≥ 0, a+ b+ c ≥ 0}

= {b(−1, 1, 0) + c(−1, 0, 1) + (a+ b+ c)(1, 0, 0); a ∈ R, b, c ∈ R≥0}

= 〈(−1, 1, 0), (−1, 0, 1), (1, 0, 0)〉R≥0
.

Definición 2.9. Sea σ ⊂ Rn un cono poliédrico.

i) El cono σ es racional si se pueden elegir vectores v1, . . . , vk ∈ Zn

tales que σ = Cono(v1, . . . , vk).

ii) El cono σ es fuertemente convexo si no contiene ningún subespacio
lineal no trivial, es decir, si σ ∩ (−σ) = {0}.

Si σ ⊂ Rn es un cono poliédrico racional, existen v1, . . . , vk ∈ Zn primi-
tivos tales que σ = Cono(v1, . . . , vk). Este conjunto se puede elegir minimal
en el sentido de que Cono({v1, ..., vi−1, vi+1, ..., vn) ( σ.

Si además σ es fuertemente convexo, este conjunto minimal de generado-
res {v1, . . . , vk} está uńıvocamente determinado y sus elementos reciben el
nombre de vértices de σ. Denotaremos por V ert(σ) al conjunto de vértices
de σ.

Si un cono racional σ está contenido en el primer ortante (R≥0)
n, es

necesariamente fuertemente convexo y tiene sentido hablar de su conjunto
de vértices.
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Ejemplo 2.10. El cono σ = Cono((2, 8, 4), (−3/2, 7/2, 4), (−1, 15, 12)) ⊂
R3 es fuertemente convexo y tiene como vértices a los vectores (1, 4, 2) y
(−3, 7, 8).

En lo que sigue σ será un cono fuertemente convexo contenido en Rn.

Definición 2.11. Se dice que τ ⊂ σ es una cara de σ si y sólo si existe una
forma lineal no negativa en todo σ tal que τ = {l = 0} ∩ σ.

Si τ 6= {0} es una cara de σ = Cono(v1, . . . , vk), entonces existe un
subconjunto {i1, ..., it} ⊂ {1, ..., k} tal que τ = Cono(vi1, . . . , vit).

Ejemplo 2.12. Sean σ = (R≥0)
n el primer ortante y e1 = (1, 0, ..., 0), e2 =

(0, 1, 0, ..., 0), ..., en = (0, ..., 0, 1) los vectores de la base canónica de Rn. Para
cada subconjunto I = {i1, ..., ik} ⊂ {1, ..., n}, el cono simplicial

EI := Cono(ei1 , ..., eik) (2.2)

es una cara de σ.

Ejemplo 2.13. Sea σ como en el ejemplo 2.10.

Las caras de dimensión 1 de σ son Cono((1, 4, 2)) y Cono((−3, 7, 8)). El
cono σ tiene una única cara de dimensión 0 dada por {(0, 0, 0)}.

Definición 2.14. Un cono σ es simplicial si el conjunto de sus vértices
{v1, . . . , vk} es linealmente independiente, es decir, σ es simplicial si

♯ vértices de σ = dim(σ).

Ejemplo 2.15. El cono

τ = Cono((1, 1, 0), (−1, 1, 0), (0, 1, 1), (0, 1,−1)) ⊂ R3

no es simplicial.

Ejemplo 2.16. El cono σ = Cono((1, 4), (2, 3)) ⊂ R2 es simplicial.
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Sean P 1, . . . , P k ∈ Zn. El determinante de P1, · · · ,Pk se define como el
máximo común divisor del valor absoluto de los determinantes de los menores
k×k de la matŕız entera n×k, (P 1, · · · , P k) y se denota por det(P 1, · · · , P k).

Observación 2.17. En el caso k = n, el det(P 1, · · · , P k) es igual al de-
terminante estándar módulo signo. Además, det(P 1) = 1 si y sólo si P 1 es
primitivo.

Ejemplo 2.18. Sean P 1 = (1, 2, 5), P 2 = (3, 4, 5) ∈ Z3. La matriz

(P 1, P 2) =




1 3
2 4
5 5



 tiene como menores 2 × 2 a las matrices

(
1 3
2 4

)
,

(
2 4
5 5

)
y

(
1 3
5 5

)
.

Por lo tanto, det(P 1, P 2) = mcd{2, 10, 10} = 2.

Ejemplo 2.19. Sean Q1 = (1, 1, 5), Q2 = (1, 2, 8) ∈ Z3. La matriz

(Q1, Q2) =




1 1
1 2
5 8


 tiene como menores 2 × 2 a las matrices

(
1 1
1 2

)
,

(
1 1
5 8

)
y

(
1 2
5 8

)
.

Por lo tanto, det(Q1, Q2) = mcd{1, 3, 2} = 1.

Diremos que un cono σ es regular si es simplicial y el determinante de
sus vértices es igual a 1.

Ejemplo 2.20. El cono σ = Cono((1, 2, 5), (2, 4, 5)) ⊂ R3 no es regular. (Ver
el ejemplo 2.18)

Ejemplo 2.21. El cono σ = Cono(Q1, Q2) ⊂ R3 con Q1, Q2 como en el
ejemplo 2.19 es regular.
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2.2. Abanicos.

Definición 2.22. Se dice que una colección Σ de conos poliédricos en Rn es
un abanico si:

i) Cada cara de un cono poliédrico en Σ es un cono poliédrico pertene-
ciente a Σ;

ii) La intersección de cualesquiera dos conos poliédricos σ, τ ∈ Σ es una
cara de σ y de τ .

Si Σ es un abanico y σ, τ ∈ Σ, entonces σ ∩ τ = 〈V ert(σ)∩ V ert(τ)〉R≥0
.

Sea V ert(Σ) la unión de los conjuntos de vértices de los conos en Σ.
Llamaremos a V ert(Σ) el conjunto de vértices de Σ.

Definición 2.23. Diremos que un abanico Σ es completo si

(R≥0)
n =

⋃

σ∈Σ

σ.

NOTA. La noción de completo se utiliza en general para abanicos Σ tales
que

⋃
σ∈Σ σ = Rn. Nosotros utilizamos sólo el primer ortante porque vamos

a hacer un estudio local.

Definición 2.24. Un abanico Σ es completo regular si es completo y todo
cono σ ∈ Σ es regular.

Algunos autores [Oka] utilizan el nombre subdivisión cónica simplicial
regular para designar a un abanico completo regular.

Ejemplo 2.25. Sea EI como en el ejemplo 2.12. Σ∗ = {EI ; I ⊂ {1, 2, ..., n}}
es un abanico completo regular llamado el abanico completo regular trivial
de (R≥0)

n.
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Ejemplo 2.26. El abanico Σ ⊂ (R≥0)
3 formado por la unión de los conos

τ1 = Cono(e2, e3, P ), τ2 = Cono(P, e1, e3), τ3 = Cono(P, e1, e2),

donde P = (1, 1, 1) y e1, e2, e3 son los vectores de la base canónica, es un
abanico completo regular.

Definición 2.27. Un abanico Υ es un refinamiento de un abanico Σ si
cada cono de Σ es unión de conos en Υ.

El abanico Υ es un refinamiento regular de Σ si Υ es un refinamiento
de Σ y todo cono de Υ es regular.

El siguiente resultado se puede ver en [17, Cap. 2].

Teorema 2.28. Todo abanico tiene un refinamiento regular.

2.3. Abanicos asociados a poliedros.

Sea P ⊂ (R≥0)
n un poliedro convexo con P = Conv({αi + (R≥0)

n}) para
algún conjunto finito {αi} ⊂ Nn.

Definición 2.29. Para cada cara C de P , la cerradura del conjunto

σ(C) := {ω ∈ (R≥0)
n : la ω-cara de P es C}

es un cono.

El conjunto de conos dado por

Σ(P ) := {σ(C) : C es cara de P}

es un abanico llamado el abanico dual de P.

El i− esqueleto Σi(P ) del abanico Σ(P ) es

Σi(P ) :=
⋃

{σ ∈ Σ(P ) : dim σ := i}.
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Sea P ∈ (R≥0)
n un poliedro y sea Σ(P ) el abanico dual asociado a P . Si

σ ∈ Σ(P ) es un cono y ω, ω
′

pertenecen al interior relativo de σ, entonces
∆ω(P ) = ∆ω

′ (P ), por lo tanto, tiene sentido definir la σ−cara ∆σ(P ) de P
como

∆σ(P ) := ∆ω(P ) (2.3)

con ω ∈ Intrel(σ).

Existe un mapeo natural biyectivo entre

{Conos del abanico dual Σ(P ) de P} −→ {Caras de P}

definido de la siguiente manera:

σ ∈ Σ(P ) 7→ ∆σ(P ).

Notemos que dim(σ) = codimRn(∆σ(P )).

Observación 2.30. El cono τ ∈ Σ(P ) es una cara de σ ∈ Σ(P ) si y sólo si
∆σ(P ) es cara de ∆τ (P ) ⊂ P .

Notación 2.31. Si P es el poliedro de Newton Γ+(f) de f ∈ K[[x1, ..., xn]],
denotaremos por πω(f) a πω(P ) y por Σ(f) al abanico dual Σ(P ) de P .

Sea f ∈ K[x1, ..., xn]. Como consecuencia de (2.3), si σ ∈ Σ(f) y ω, ω
′

∈
Intrel(σ), entonces Inω(f) = Inω

′ (f), teniendo sentido definir

Inσ(f) = Inω(f) con ω ∈ Intrel(σ).

Es decir, las posibles partes iniciales de f variando ω ∈ (R≥0)
n se correspon-

den con los conos del abanico dual de f .

Observación 2.32. Por la observación 2.30 se tiene que:

Si σ ∈ Σ(f) y τ es una cara de σ, entonces ε
(
Inσ(f)

)
⊂ ε
(
Inτ (f)

)
.(2.4)



Caṕıtulo 3

Abanico de Groebner y

tropicalización.

3.1. El abanico de Groebner.

En esta sección definimos el abanico de Groebner. Este abanico es la
extensión natural del abanico dual del poliedro de Newton de una función
para ideales arbitrarios.

Sea K un campo algebraicamente cerrado.

Sea I ⊂ K[x1, ..., xn] un ideal. Dado ω ∈ Rn, el ideal ω−inicial de I se
define como el ideal generado por las ω−partes iniciales de los polinomios en
I, es decir,

InωI = 〈Inωf : f ∈ I 〉. (3.1)

Se define en (R≥0)
n una relación de equivalencia de la siguiente manera:

ω ∼ ω
′

⇔ InωI = Inω
′I .

Dado ω ∈ (R≥0)
n, la cerradura Cω(I) en Rn de su clase de equivalencia

Cω(I) := {u ∈ (R≥0)
n; InuI = InωI}

es un cono poliédrico y el conjunto

{C : C es clase de equivalencia ∼ de (R≥0)
n}

22
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es un abanico. [15, 21]

El abanico de Groebner (en (R≥0)
n) del ideal I se define como

Σ(I) = {C : C es clase de equivalencia ∼ de (R≥0)
n}
⋃

{EI ; I ⊂ {1, 2, ..., n}},

donde EI es como en el ejemplo 2.12.

Ejemplo 3.1. Sea I = 〈f〉 donde f(x, y, z) = x2 + y2 + z2.

Los conos de dimensión maximal 3 del abanico de Groebner de I están
dados por

τ1 := Cono(e2, e3, P ), τ2 := Cono(e1, e3, P ), τ3 := Cono(e1, e2, P ),

donde e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1), P = (1, 1, 1) ∈ R3. En cada
cono, las partes iniciales de f están dadas por

Inτ1(f) = x2, Inτ2(f) = y2, Inτ3(f) = z2.

Los conos de Σ(I) de dimensión 2 están dados por

τ3,P := Cono(e3, P ), τ1,P := Cono(e1, P ), τ2,P := Cono(e2, P ),

τ1,3 := Cono(e1, e3), τ1,2 := Cono(e1, e2), τ2,3 := Cono(e2, e3),

En estos conos,
Inτ3,P

(f) = x2 + y2, Inτ1,P
(f) = y2 + z2

Inτ2,P
(f) = x2 + z2, Inτ1,3

(f) = y2

Inτ1,2
(f) = z2, Inτ2,3

(f) = x2.

Los conos de Σ(I) de dimensión 1 están dados por

σ1 = Cono(e1), σ2 = Cono(e2), σ3 = Cono(e3), σ4 = Cono(P ).

En estos conos,

Inσ1
(f) = x2 + y2, Inσ2

(f) = y2 + z2,

Inσ3
(f) = x2 + z2, Inσ4

(f) = x2 + y2 + z2.
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Observación 3.2. Sea I ⊂ K[x1, ..., xn] un ideal. Si σ ∈ Σ(I) es un cono y
ω, ω

′

∈ Intrel(σ), entonces para toda f ∈ I se tiene

Inω(f) = Inω
′ (f), (3.2)

teniendo sentido definir para cada f ∈ I,

Inσ(f) = Inω(f) con ω ∈ Intrel(σ).

Es decir, el abanico de Groebner Σ(I) es un refinamiento del abanico Σ(f)

para cada f ∈ I .

Si I = 〈f〉 ⊂ K[x1, ..., xn] es un ideal principal, entonces InωI = 〈Inωf〉.
Por lo tanto, dos vectores ω, ω

′

∈ (R≥0)
n satisfacen ω ∼ ω

′

si y sólo si
pertenecen al mismo cono del abanico Σ(f). De lo anterior se tiene la siguiente
observación.

Observación 3.3. Si I es un ideal principal generado por f ∈ K[x1, ..., xn],
entonces el abanico de Groebner Σ(I) coincide con el abanico dual Σ(f) de
Γ+(f), es decir,

Σ(〈f〉) = Σ(Γ+(f)).

Observación 3.4. El cono τ ∈ Σ(I) es una cara de σ ∈ Σ(I) si y sólo si
para toda f ∈ I se tiene

ε(Inσ(f)) ⊂ ε(Inτ (f)). (3.3)

Como consecuencia se tiene la siguiente proposición.

Proposición 3.5. Si σ ∈ Σ(I) es un cono con vértices P 1, . . . , P k, entonces
para toda f ∈ I se tiene

k⋂

i=1

ε
(
InP i(f)

)
6= ∅. (3.4)
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Observación 3.6. Sean v1, ..., vs ∈ σ con σ ∈ Σ(I) un cono. Para toda
f ∈ I, se tiene

s⋂

i=1

ε
(
Invi(f)

)
6= ∅. (3.5)

Demostración.

Sea f ∈ I. Sean v1, ..., vs ∈ σ con σ ∈ Σ(f).

i) Si vi ∈ Intrel(σ), entonces ε
(
Inσ(f)

)
= ε
(
Invi

(f)
)
.

ii) Si existe τ cara de σ tal que vi ∈ τ , entonces ε
(
Inσ(f)

)
⊂ ε
(
Invi

(f)
)
.

Por lo tanto,

s⋂

i=1

ε
(
Invi

(f)
)
⊃ ε
(
Inσ(f)

)
6= ∅.

Como el abanico de Groebner Σ(I) es un refinamiento de Σ(f), entonces
para cada f ∈ I

s⋂

i=1

ε
(
Invi

(f)
)
⊃ ε
(
Inσ(f)

)
6= ∅. 2

Lema 3.7. Sea f ∈ K[x1, ..., xn] y supongamos que v1, ..., vs ∈ (R≥0)
n son

vectores dados tales que
⋂s

i=1 ε
(
Inaivi

(f)
)

6= ∅ para toda (a1, ..., as) ∈

(R>0)
r. Se tiene que

s⋂

i=1

ε
(
Inaivi

(f)
)

= ε
(
Ina1v1+···+asvs

(f)
)
. (3.6)

Demostración.

El resultado es inmediato de la linealidad

(a1v1 + · · ·+ asvs) · α = a1v1 · α + · · ·+ asvs · α. 2
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Proposición 3.8. Sean v1, ..., vs ∈ σ con σ ∈ Σ(I) un cono. Si ω ∈
Intrel(Cono(v1, ..., vs)), entonces para toda f ∈ I se tiene

s⋂

i=1

ε
(
Invi

(f)
)

= ε
(
Inω(f)

)
. (3.7)

Demostración.

Por la observación 3.6 para toda f ∈ I se tiene

s⋂

i=1

ε
(
Invi

(f)
)
6= ∅.

Sea ω ∈ Intrel(Cono(v1, ..., vs)). Existen a1, ..., as ∈ R>0 tales que ω =
a1v1 + · · ·+ asvs. Por la proposición 1.16 se tiene que

s⋂

i=1

ε
(
Invi

(f)
)

=

s⋂

i=1

ε
(
Inaivi

(f)
)
. (3.8)

Por último, aplicando el lema 3.7 se tiene que

s⋂

i=1

ε
(
Invi

(f)
)

= ε
(
Inω(f)

)
. 2

Proposición 3.9. Sea Σ un abanico regular que refina a Σ(I) y τ ∈ Σ un
cono con vértices P 1, ..., P r. Si ω ∈ Intrel(τ), entonces para toda f ∈ I se
tiene

r⋂

i=1

ε
(
InP i(f)

)
= ε
(
Inω(f)

)
.

Demostración.

Como Σ es un refinamiento de Σ(I), existe un cono σ ∈ Σ(I) tal
que τ ⊂ σ. Por lo tanto, los vértices de τ están contenidos en σ, es decir,
P 1, ..., P r ∈ σ. Si ω ∈ Intrel(τ), entonces por la proposición 3.8 se tiene que

r⋂

i=1

ε
(
InP i(f)

)
= ε
(
Inω(f)

)
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para toda f ∈ I. 2

NOTA. Cuando un ideal I está contenido en el anillo de polinomios, las
definiciones anteriores tienen sentido para toda ω ∈ Rn, no sólo para ω en el
primer ortante. Al abanico que resulta de tomar las clases de equivalencia en
Rn lo llamaremos abanico de Groebner global del ideal I.

Ejemplo 3.10. Vamos a calcular el Abanico de Groebner global del ideal
I = 〈f〉 ⊂ R[x, y] donde f = x+ x3y − xy3 + x2y5 − x4y4 ∈ R[x, y].

El abanico de Groebner de I = 〈f〉 es regular y tiene como vértices a los
vectores (−3, 1), (−1,−2), (1,−1), (3, 1), (−1, 2).

Los conos de dimensión 2 de este abanico son σ1, σ2, σ3, σ4, σ5. Los conos
de dimensión 1 son τ1, τ2, τ3, τ4, τ5. (Ver la figura 3.1)

τ

τ

τ5

3

4

τ
 (−1,2)

(3,1)

 (1,−1)

(−1,−2)

      
(−1,1)

σ
3

σ
2

σ 1

5

σ4

τ1
σ

2

Figura 3.1: El abanico de Groebner de I = 〈f〉 ⊂ R[x, y] con f = x+ x3y −
xy3 + x2y5 − x4y4).
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En cada cono las partes iniciales están dadas por

Inτ1(f) = y3 + x2y5,

Inτ2(f) = x+ y3,

Inτ3(f) = x+ x3y,

Inτ4(f) = x3y − x4y4,

Inτ5(f) = x2y5 − x4y4,

y

Inσ1
(f) = y3,

Inσ2
(f) = x,

Inσ3
(f) = x3y,

Inσ4
(f) = −x4y4,

Inσ5
(f) = x2y5

Ejemplo 3.11. Sea I = 〈f1, f2, f3〉 ⊂ C[x, y, z, w] donde

f1(x, y, z, w) = xy + xw − yw, f2 = xz − w2, f3 = yz − yw − w2.

Con ayuda del programa Gfan [9] fue posible calcular el abanico de Groeb-
ner global de este ideal. El resultado obtenido se puede encontrar en el
Apéndice A.1.

3.2. Campos valorados.

Definición 3.12. Dado un campo (K,+, ·) y un grupo ordenado (Γ,≤), una
aplicación υ : K −→ Γ ∪ {∞} es una valoración de K en Γ si satisface:

i) υ(a · b) = υ(a) + υ(b),

ii) υ(a+ b) ≥ min{υ(a), υ(b)}.

iii) υ(a) = ∞ ⇔ a = 0.
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Decimos que (K, υ) es un campo valorado con grupo de valores conte-
nido en Γ si υ : K −→ Γ ∪ {∞} es una valoración.

Ejemplo 3.13. Sea K un campo. La aplicación

υ : K −→ Γ ∪ {∞}
a ∈ K∗ 7→ 0,

0 7→ ∞.

es una valoración llamada la valoración trivial.

Observación 3.14. La única valoración υ : C −→ R∪ {∞} definida de C a
R es la trivial.

Ejemplo 3.15. Si K es un campo contenido en AcBo(ΓA) ⊂ ΓA, la aplica-
ción orden Ord : K −→ Γ, es una valoración.

Ejemplo 3.16. Sea K(x1, ..., xn) el campo de fracciones de las series formales
en n variables. Dado ω ∈ Rn, la aplicación

υ : K(x1, ..., xn) −→ R ∪ {∞}, (3.9)

P (x)

Q(x)
7→ νωP − νωQ (3.10)

donde νω es como en (1.6) es una valoración.

3.3. Tropicalización de un ideal.

En T = R ∪ {∞}, se definen las operaciones a ⊕ b = min(a, b) y
a⊙ b = a+ b para a, b ∈ T . Se tiene que (T,⊕) y (T,⊙) son semigrupos con-
mutativos. Mas aún T es idempotente, es decir a⊕ a = a, para toda a ∈ T .

Sea a ∈ T . Se tiene a⊕∞ = a y a⊙ 0 = a, es decir, existen elementos
neutros para las operaciones ⊕,⊙ definidas en T . Como la distributividad
también se cumple, se tiene que (T,⊕,⊙) es un semianillo.
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Definición 3.17. Un polinomio de Laurent con coeficientes en T dado por
F (x) = ⊕α∈Λ⊂Znaα⊙x

α ∈ T [x1, x
−1
1 ..., xn, x

−1
n ] con |Λ| <∞ y aα ∈ R, induce

una aplicación F T : Rn −→ T definida de la siguiente manera :

x 7→ ⊕α∈Λ⊂Znaα ⊙ xα := ⊕α∈Λ⊂Znaα ⊙ xα1

1 ⊙ ...⊙ xαn

n

= min {aα ⊙ xα1

1 ⊙ ...⊙ xαn

n ;α ∈ Λ ⊂ Zn}

= min {aα + α · x;α ∈ Λ},

donde +, · denotan a la suma usual y el producto interno en R y Rn, respec-
tivamente.

A esta aplicación F T se le llama la función tropical definida por F .

Dada α ∈ Λ, definimos

Cα := {z ∈ Rn; aα + α · z ≤ aα
′ + α

′

· z , ∀ α
′

∈ Λ},

la restricción F T |Cα
: Cα −→ T de F T está definida por z 7→ aα + α · z.

Teniéndose que F T es una función lineal a trozos.

Definición 3.18. La hipersuperficie tropical VT (F ) asociada a F es el
lugar de no linealidad de la función tropical F T , es decir,

VT (F ) :=
⋃

{α,α
′∈Λ, α6=α

′}

{z ∈ Rn; aα + α · z = aα
′ + α

′

· z ≤ aα
′′ + α

′′

· z, ∀α
′′

∈ Λ},

La hipersuperficie tropical VT (F ) está contenida en la unión de un núme-
ro finito de hiperplanos de Rn.

Ejemplo 3.19. Sea F = 0⊙x⊕0⊙x3y⊕0⊙xy3⊕0⊙x2y5⊕0⊙x4y4 ∈ T [x, y].
Sean τ1, τ2, τ3, τ4, τ5 como en la figura 3.1.
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Si (z1, z2) ∈ Intrel(τ1), se tiene que f(z) = z3
2 = z2

1z
5
2 ,

Si (z1, z2) ∈ Intrel(τ2), se tiene que f(z) = z1 = z3
2 ,

Si (z1, z2) ∈ Intrel(τ3), se tiene que f(z) = z1 = z3
1z2,

Si (z1, z2) ∈ Intrel(τ4), se tiene que f(z) = z3
1z2 = z4

1z
4
2 ,

Si (z1, z2) ∈ Intrel(τ5), se tiene que f(z) = z2
1z

5
2 = z4

1z
4
2 .

Por lo tanto, la hipersuperficie tropical VT (F ) de

F = 0 ⊙ x ⊕ 0 ⊙ x3y ⊕ 0 ⊙ xy3 ⊕ 0 ⊙ x2y5 ⊕ 0 ⊙ x4y4

es la unión de los conos τ1, τ2, τ3, τ4, τ5. (Ver la figura 3.1)

Sea (K, υ) un campo valorado y sea f un polinomio en n variables con
coeficientes en K de la forma f(x) =

∑
α∈ε(f) ϕαx

α. La tropicalización de

f es la aplicación

T f := ⊕α∈ε(f)υ(ϕα) ⊙ xα : T n −→ T. (3.11)

La variedad tropical asociada a f se define como

VT (f) := VT (T f).

Ejemplo 3.20. Sea f = (7t3+t5+t40)x2+(2+t)xy+(2t−2+4+t)y3 ∈ K[x, y]
con K = C[t, t−1]. Consideremos la valoración υ : C[t, t−1] −→ R, ϕα 7→
Ord(ϕα). La tropicalización de f es

T f = 3 ⊙ x2 ⊕ 0 ⊙ xy ⊕ (−2) ⊙ y3.

La variedad tropical asociada a f es el lugar de no linealidad de T f y
corresponde a la unión de las tres rectas que se muestran en la figura 3.2.
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(−4,−1)

(0,1)

(0,3)

(−7,−3)

Figura 3.2: La variedad tropical asociada a f = (7t3 + t5 + t40)x2 +(2+ t)xy+
(2t−2 + 4 + t)y3.

Ejemplo 3.21. Sea f(x, y) =
∑

{(i,j)∈ε(f)} aijx
iyj ∈ C[x, y] donde aij ∈ C∗.

Si υ : C −→ R es la valoración trivial, la tropicalización de f es

T f = ⊕(i,j)∈ε(f)0 ⊙ xiyj ∈ T [x, y].

Por lo tanto, la tropicalización de f se puede ver como una aplicación
T f |R2 : R2 −→ R,

(γ1, γ2) 7→ ⊕(i,j)∈ε(f)0 + iγ1 + jγ2 = min{(i, j) · (γ1, γ2); (i, j) ∈ ε(f)}

= Ord(γ1,γ2)(f).

En lo que sigue nos restringiremos al caso en el que K = C.

Procediendo de manera análoga al ejemplo anterior, si f es un polinomio
en n variables con coeficientes en C, entonces se tendrá que la tropicalización
de f corresponde a la aplicación

T f : T n −→ T,

γ 7−→ ordγ f.

Sea f ∈ C[x1, ..., xn]. Como Inω(f) es un monomio si y sólo si ω pertenece
al interior relativo de un cono maximal σ, se tiene que

ω ∈ VT (f) ⇐⇒ Inω(f) no es un monomio. (3.12)
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Por lo tanto, VT (f) es el (n − 1)−esqueleto Σn−1(f) del abanico dual del
poliedro de Newton de f .

Definición 3.22. Sea I ⊂ C[x1, ..., xn] un ideal. La variedad tropical

asociada a I se define como

VT(I) :=
⋂

f∈I

VT (f) ⊂ Rn.

Por la relación (3.12),

VT(I) = {ω ∈ Rn : Inω(f) no es un monomio ∀f ∈ I}.

Proposición 3.23. Sea I ⊂ C[x1, ..., xn] un ideal. Sea ω ∈ Intrel(σ) con
σ ⊂ Σ(I) un cono, se tiene que

ω ∈ VT(I) ⇐⇒ σ ⊂ VT(I).

Demostración.

⇒] Supongamos que σ ⊂ VT(I).

Como Intrel(σ) ⊂ σ, si ω ∈ Intrel(σ), entonces ω ∈ VT(I).

⇐] Sea σ ⊂ Σ(I) un cono. Sea ω ∈ Intrel(σ) y supongamos que
ω ∈ VT(I), es decir, para toda f ∈ I la ω−parte inicial Inω(f) no es un
monomio.

Si ω
′

∈ Intrel(σ), entonces para toda f ∈ I se tiene

Inω(f) = Inω
′ (f).

Por lo tanto, ω
′

∈ VT(I).

Sea υ ∈ σ \ Intrel(σ). Existe τ ∈ Σ(I) cara de σ tal que υ ∈ τ . Por la
observación 3.4, para toda f ∈ I se tiene que

ε(Inω(f)) = ε(Inσ(f)) ⊂ ε(Inτ(f)) = ε(Inυ(f)).

Por lo tanto, para toda f ∈ I existe gf ∈ C[x1, ..., xn] tal que

Inυ(f) = Inω(f) + gf .
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Luego, para toda f ∈ I el polinomio Inυ(f) no es monomial. Es decir,

υ ∈ VT(I) .

Por lo anterior, se tiene que σ = Intrel(σ)∪
(
σ \ Intrel(σ)

)
⊂ VT(I). 2

La siguiente proposición nos ayudará a expresar la variedad tropical aso-
ciada a un ideal en función de los ideales ω−iniciales.

Proposición 3.24. El ideal J ⊂ C[x1, ..., xn] no tiene monomios si y sólo si
V (J) ∩ (C∗)n 6= ∅.

Demostración.

⇐] Si axα ∈ J y z ∈ V (J), entonces azα1

1 . . . zαn
n = 0 por lo que existe i

tal que zi = 0. Luego, z 6∈ (C∗)n.

⇒] Supongamos que V (J) ∩ (C∗)n = ∅. Entonces V (J) ⊂
⋃n

i=1{xi = 0}.
El monomio x(1,...,1) satisface V (x(1,...,1)) ⊃ V (J) y por el Nullstellensatz,
existe k tal que x(k,...,k) ∈ J , es decir, J contiene un monomio. 2

Como consecuencia de la proposición 3.24, para todo ideal I ⊂ C[x1, ..., xn],
se tiene

VT(I) = {ω ∈ Rn : Inω(I) no contiene ningún monomio} =

= {ω ∈ Rn : Inω(I) tiene ceros fuera de los hiperplanos coordenados}.

Por lo tanto,

VT(I) = {ω ∈ Rn : Z(Inω(I)) ∩ (C∗)n 6= ∅}. (3.13)



Caṕıtulo 4

Variedades Newton

no-degeneradas.

4.1. Hipersuperficies no-degeneradas: Un re-

sultado de Kouchnirenko.

Sea K un campo algebraicamente cerrado y sea K∗ := K \ {0}.

Sean f1, f2, ..., fn ∈ K[x1, ..., xn]. El conjunto de ceros de f1, f2, ..., fn

es el lugar donde se anulan simultáneamente estos polinomios. Es decir,

Z(f1, f2, ..., fn) := {x = (x1, ..., xn) ∈ Kn; f1(x) = f2(x) = ... = fn(x) = 0}.

Sea I ⊂ K[x1, ..., xn] un ideal. La variedad algebraica definida por I

es

Z(I) := {x = (x1, ..., xn) ∈ Kn; f(x) = 0, ∀ f ∈ I} =
⋂

f∈I

Z(f).

Observación 4.1. Si I = 〈f1, f2, ..., fn〉, entonces Z(I) = Z(f1, f2, ..., fn).

Sea f ∈ K[x1, ..., xn] con f(x) =
∑

α∈ε(f) aαx
α y sea Γ+(f) el poliedro

de Newton de f . Definimos la parte poligonal principal de f al infinito

35
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como el polinomio f0 =
∑

α∈Γ(f) aαx
α. El polinomio f ∈ K[x1, ..., xn] es

conveniente si para toda i = 1, 2, ..., n existe ni ≥ 1 tal que el monomio
xni

i tiene coeficiente diferente de cero en f .

Dado un polinomio conveniente f , el conjunto Γ−(f) se define como la
envolvente convexa de 0 unión el soporte de f . Es decir,

Γ−(f) := Conv
(
{0} ∪ ε(f)

)
.

El conjunto Γ−(f) ⊂ (R≥0)
n es un poliedro.

Sea P un poliedro compacto en Rn. El número de Newton del polie-

dro P se define como :

v(P ) = n!voln(P ) − (n− 1)!voln−1(P ) + · · ·+ (−1)n−1vol1(P ) + (−1)n,

donde voln(P ) es el volumen n−dimensional del poliedro P y volk(P ) es la
suma de los volúmenes k−dimensionales de las intersecciones de P con todos
planos de la forma

{(x1, ..., xn) ∈ Rn; xi1 = · · · = xik = 0, {i1, ..., ik} ⊂ {1, 2, ..., n}}.

Dado un polinomio conveniente f ∈ K[x1, ..., xn], se define el número de

Newton de f como

ν(f) = v(Γ−(f)).

Si f es un polinomio no necesariamente conveniente, el polinomio f +
β1x

m
1 + · · ·+ βnx

m
n es conveniente para alguna m ≥ 1. En este caso se define

el número de Newton de f como

ν(f) = sup{ν(f + β1x
m
1 + · · ·+ βnx

m
n );m ≥ 1}.

Definición 4.2. Un polinomio f ∈ K[x1, ..., xn] es Newton no-degenerado

si para cada cara ∆ ⊂ Γ(f) del poliedro de Newton los polinomios(
x1

∂ f

∂x1

)
|∆, ...,

(
xn

∂ f

∂xn

)
|∆ no se anulan simultáneamente en (K \ {0})k.
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Observación 4.3. Si f es un polinomio Newton no-degenerado, entonces f
no tiene singularidades fuera de los hiperplanos coordenados.

Una hipersuperficie algebraica V ⊂ Kn es Newton no-degenerada

si el polinomio que la define es Newton no-degenerado.

Dado f ∈ K[x1, ..., xn], el número de Milnor de f se define como

µ(f) := dim K[x1, ..., xn]
/

(
∂ f

∂x1

, ...,
∂ f

∂xn

).

El número de Milnor de un polinomio es finito si y sólo si el conjunto de
los puntos cŕıticos de f en K \ {0} es finito . En el caso anaĺıtico complejo
y en el algebraico, µ(f) = ∞ significa que el punto 0 es una singularidad no
aislada de Z(f).

En el art́ıculo [12, T eo. 1,15, p,6], Kouchnirenko demuestra lo siguiente.

Teorema 4.4. Sea f ∈ K[x1, ..., xn] un polinomio conveniente. Se tiene

i) Si K es un campo algebraicamente cerrado de caracteŕıstica 0, entonces
µ(f) ≤ ν(f).

ii) Si la parte poligonal principal de f al infinito es no degenerada, enton-
ces µ(f) = ν(f). En particular, µ(f) <∞.

4.2. Variedades no-degeneradas de intersec-

ción completa.

Definición 4.5. Una variedad algebraica V ⊂ Kn de dimensión n − k es
una intersección completa si existen polinomios fi ∈ K[x1, ..., xn] con
i = 1, ..., k tales que V = Z(f1, . . . , fk).

Ejemplo 4.6. Una hipersuperficie siempre es una variedad de intersección
completa.
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La siguiente definición fue introducida por Khovanskii en [11].

Definición 4.7. Una aplicación f : Kn −→ Kk dada por

f : Kn −→ Kk

x 7→ (f1(x), ..., fk(x))

con fi ∈ K[x1, ..., xn] para i = 1, 2, ..., k es Newton no-degenerada para

ω ∈ (R≥0)
n si la variedad Z(Inωf1, ..., Inωfk) es intersección completa y no

tiene singularidades fuera de los hiperplanos coordenados.

La aplicación f es Newton no-degenerada si Z(f1, ..., fk) es una va-
riedad intersección completa y f es Newton no-degenerada para toda ω ∈
(R≥0)

n.

Ejemplo 4.8. Sea

f : C2 −→ C2

(x, y) 7→ (x, y)
y sea

g : C2 −→ C2

(x, y) 7→ (x5 + y5 + xy3 + x3y − 2x2y2, xy3 + x3y − 2x2y2).

Para cada vector ω ∈ (R≥0)
2, la ω−parte inicial de f tienen sus ceros

dentro de los hiperplanos coordenados, por lo tanto la función f es una
aplicación Newton no-degenerada.

La aplicación g no es Newton no-degenerada ya que para el vector ω =
(1, 1), la variedad Z(Inωg) tiene singularidades en los hiperplanos coordena-
dos.

Definición 4.9. Se dice que una variedad intersección completa V
de dimensión n − k es Newton no-degenerada si existen f1, ..., fk ∈
K[x1, ..., xn] con V = Z(f1, ..., fk) tales que la aplicación dada por

f : Kn −→ Kk

x 7→ (f1(x), ..., fk(x))

es Newton no-degenerada.
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Observación 4.10. La definición de variedad de intersección completa New-
ton no-degenerada depende de aplicaciones Newton no-degeneradas. Si “nos
equivocamos” eligiendo el sistema de generadores, una variedad no degene-
rada puede ”parecer” degenerada.

Ejemplo 4.11. Sean f y g como en el ejemplo 4.8. Se tiene que

Z(f) = {(0, 0)} = Z(g),

por lo que la variedad V = Z(g) puede parecer degenerada aunque sea no
degenerada.

4.3. Variedades en Kn Newton no-degeneradas.

En esta sección introduciremos la noción de variedad (no necesariamente
de intersección completa) Newton no-degenerada. Esta definición, a diferen-
cia de aquella dada por Khovanskii no depende de la existencia de un sistema
de generadores con las propiedades dadas del ideal que define a la variedad.

Definición 4.12. Decimos que un ideal I ⊂ K[x1, ..., xn] es Newton no-

degenerado si para toda ω ∈ (R≥0)
n,

i) La variedad Z(InωI) definida por el ideal InωI no tiene singularidades
en (K∗)n y

ii) La dimensión de Z(I) es igual a la dimensión de Z(InωI), es decir,

dim Z(I) = dim Z(InωI).

Si ω = (1, 1, ..., 1) ∈ Rn, entonces la variedad Z(InωI) es llamada el cono
tangente a la variedad Z(I) y se cumple que dim Z(I) = dim Z(InωI).
Hasta el momento no hemos podido demostrar que para toda variedad Z(I)
y para toda ω ∈ (R≥0)

n esta condición se satisfaga.
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Ejemplo 4.13. Las distintas partes iniciales de x2 + y2 + z2 ∈ C[x, y, z] son
x2, y2, z2, x2 + y2, x2 + z2, y2 + z2 y x2 + y2 + z2. Estos polinomios no tienen
singularidades fuera de los hiperplanos coordenados.

Por lo tanto, el ideal I = 〈x2 + y2 + z2〉 ⊂ C[x, y, z] es un ideal Newton
no-degenerado.

Definición 4.14. La variedad V = Z(I) ⊂ Kn es Newton no-degenerada

si el ideal I ⊂ K[x1, ..., xn] es Newton no-degenerado.

Ejemplo 4.15. Sea I = 〈f1, f2, f3, f4〉 ⊂ C[x, y, z, w] donde f1(x, y, z, w) =
xz, f2(x, y, z, w) = xw, f3(x, y, z, w) = yz, f4(x, y, z, w) = yw.

La variedad V = Z(I) ⊂ C4 es una variedad algebraica de dimensión 2 for-
mada por dos planos en C4 que se intersectan en un punto. Esta variedad
tiene una singularidad aislada en 0 y no tiene singularidades en (C∗)4.

Para cada ω ∈ (R≥0)
4, se tiene que

Inωfi = fi, i = 1, 2, 3, 4.

Esto sucede porque cada polinomio fi, i = 1, 2, 3, 4 es monomial. Por lo
tanto, para toda ω ∈ (R≥0)

4 se tiene que dim Z(InωI) = dim Z(I).

La variedad definida por I no es intersección completa ya que una va-
riedad compleja de intersección completa de dimensión 2 con singularidades
aisladas es necesariamente normal. La variedad V no es normal ya que su
normalización es la unión disjunta de los dos planos.

Por lo anterior, la variedad V es Newton no-degenerada con nuestra de-
finición.

Ejemplo 4.16. Sea I = 〈f1, f2, f3〉 ⊂ C[x, y, z, w] donde f1(x, y, z, w) =
xy + xw − yw, f2 = xz − w2, f3 = yz − yw − w2. La variedad Z(I) ⊂ C4 no
es de intersección completa y tiene dimensión igual a 2.
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El abanico de Groebner del ideal I se calculó en el ejemplo 3.11. Usando
el programa Gfan [9] se pudieron calcular los distintos ideales iniciales de I
(Ver Apéndice A.2).

Con la ayuda del programa Singular [7] se pudo comprobar que estos
ideales iniciales defińıan variedades algebraicas de dimensión compleja igual
a 2 sin singularidades en (C∗)4.

Por lo tanto, Z(I) ⊂ C4 es Newton no-degenerada bajo nuestra definición.



Caṕıtulo 5

Resolución tórica de variedades

no-degeneradas.

En el siguiente caṕıtulo contruiremos la modificación tórica π : X → Cn

asociada a Σ. Esta aplicación es un morfismo birracional que nos permite de-
singularizar a la variedad V . Más información sobre este tipo de aplicaciones
se puede encontrar en [2, 3, 16].

5.1. Morfismos racionales monomiales y conos.

Dada una matŕız M = (Mi,j) ∈Matn×n(Z). Utilizaremos la notación

M∗
j := (Mj,1, ...,Mj,n) ∈ Zn y M j := (M1,j, ...,Mn,j) ∈ Zn

para sus filas y columnas respectivamente.

A cada matriz M ∈ Matn×n(Z) le asociaremos un morfismo racional
ψ̂M : Cn

99K Cn que no siempre está definido en todo Cn. Su restricción,

ψM := ψ̂M|(C∗)n : (C∗)n −→ (C∗)n

x 7→ (xM1

, xM2

, ..., xMn

)

es un mapeo regular bien definido.

42
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Proposición 5.1. El morfismo ψM es bi-regular (isomorfismo) si y sólo si el
cono generado por las filas de M es regular.

Demostración.

Sean M,P ∈Matn×n(Z). Se tiene

ψM ◦ ψP = ψMP

donde MP es el producto de matrices en Matn×n(Z). Por lo tanto, el mor-
fismo ψM es bi-regular si y sólo si existe M−1 ∈ Matn×n(Z), es decir si y
sólo si detM = ±1. 2

Sea σ el cono generado por las filas de M. Utilizaremos la notación ψσ

para designar al morfismo ψM. Es decir,

ψσ : Cn
99K Cn

y 7→ ψM(y).

Observación 5.2. Sea M ∈ Matn×n(Z) y sea J ⊂ {1, ..., n} el conjunto de
sub́ındices j para los que la fila j−ésima de M tiene entradas no negativas,
es decir, J = {j ∈ {1, ..., n};M∗

j ∈ (Z≥0)
n}. El morfismo ψM es regular en y

si y sólo si

y ∈ Cn(∗Jc) := {y ∈ Cn : yi 6= 0, i ∈ Jc}, (5.1)

donde Jc denota al complemento de J en el conjunto {1, ..., n}.

Ejemplo 5.3. Sean τ1, τ2 y τ3 los conos que aparecen en el ejemplo 2.26. Es
decir,

τ1 = Cono(e2, e3, P ), τ2 = Cono(P, e1, e3), τ3 = Cono(P, e1, e2),

donde P = (1, 1, 1) y e1, e2, e3 son los vectores de la base canónica de R3.

Sean M1,M2 y M3 las matrices 3 × 3 dadas por

M1 =




e2

e3

P



 ,M2 =




P
e1

e3



 ,M3 =




P
e1

e2



.
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Para cada cono τ1, τ2, τ3 los morfismos ψτi
están definidos como

ψτ1(t1, t2, t3) = ψM1
(t1, t2, t3) = (t3, t1t3, t2t3);

ψτ2(t1, t2, t3) = ψM2
(t1, t2, t3) = (t1t2, t1, t1t3); y

ψτ3(t1, t2, t3) = ψM3
(t1, t2, t3) = (t1t2, t1t3, t1).

Como los conos τ1, τ2, τ3 son regulares se tiene que los morfismos ψτ1 , ψτ2 , ψτ3

son birracionales. Además, estos morfismos son regulares en todo C3 ya que
τ1, τ2 y τ3 están contenidos en el primer ortante.

Los morfismos inversos están dados por

ψ−1
τ1

(t1, t2, t3) = ψ−1
M1

(t1, t2, t3) = (t−1
1 t2, t

−1
1 t3, t1);

ψ−1
τ2

(t1, t2, t3) = ψ−1
M2

(t1, t2, t3) = (t2, t1t
−1
2 , t−1

2 t3); y

ψ−1
τ3

(t1, t2, t3) = ψ−1
M3

(t1, t2, t3) = (t3, t1t
−1
3 , t2t

−1
3 )

y son bi-regulares en

Cn(∗{1}) = {y ∈ Cn : y1 6= 0}, (5.2)

Cn(∗{2}) = {y ∈ Cn : y2 6= 0}, (5.3)

Cn(∗{3}) = {y ∈ Cn : y1 6= 0}, (5.4)

respectivamente.

5.2. Variedad tórica asociada a un abanico re-

gular.

Sea Σ un abanico completo regular. En esta sección construiremos la
variedad tórica X = XΣ asociada a Σ.

En lo que sigue, M denotará al conjunto de conos de dimensión maximal
n en Σ y σ será un cono en M con vértices P 1, ..., P n. Denotaremos por Cn

σ

al espacio af́ın de dimensión n con coordenadas yσ = (yσ,1, ..., yσ,n).
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En la unión disjunta
⊔

σ∈M

Cn
σ

definimos una relación de equivalencia de la siguiente manera:

Dados uσ ∈ Cn
σ y uτ ∈ Cn

τ , uσ ∼ uτ si:

i) El morfismo birracional ψ−1
τ ψσ : Cn

σ → Cn
τ es bi-regular en uσ ∈ Cn

σ

y además

ii) uτ = ψ−1
τ ψσ(uσ).

La variedad tórica XΣ asociada a Σ es el espacio cociente de ⊔σ∈MCn
σ

por la relación de equivalencia anterior. Es decir,

XΣ := ⊔σ∈MCn
σ

/
∼ .

Como los morfismos de pegado son biholomorfismos, XΣ es una variedad
compleja (Ver por ejemplo [17]) con cartas coordenadas determinadas por los
elementos de M. Cada carta (Cn

σ, yσ) se llama la carta coordenada tórica

asociada a σ ∈ M.

Dados σ = Cono(P 1, ..., P n) ∈ M y τ = Cono(Q1, ..., Qn) ∈ M, el
morfismo ψ−1

τ ψσ de cambio de cartas satisface

ψ−1
τ ψσ = ψ−1

QtψPt = ψ(Qt)−1ψPt = ψ(Q−1)tψPt = ψ(PQ−1)t = ψ((QP−1)−1)t ,

donde Q y P son las matrices n× n que tienen como columnas a P 1, ..., P n

y Q1, ..., Qn respectivamente.

Por lo tanto ψ−1
τ ψσ se corresponde con el morfismo ψ(λij ) donde

P j =

n∑

k=1

λkjQ
k. (5.5)

La variedad XΣ es una variedad algebraica suave (Ver por ejemplo [17,
Cap. 2]) y recibe el nombre de variedad tórica porque existe un encaje na-
tural ι : (C∗)n → X del toro (C∗)n compatible con la identificación ∼. Este
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morfismo es un encaje canónico ισ : (C∗)n → (Cn
σ)∗ en cada carta y está de-

finido por ισ(z) = ψ−1
σ (z). La imagen de ι es un abierto denso en XΣ al que

llamamos toro maximal y lo denotamos por Tmax.

5.3. Divisores asociados a conos.

Sea Σ un abanico completo regular y sea M el conjunto de conos de
dimensión maximal n en Σ.

Dados τ, σ ∈ M, sea {P 1, ..., P s} = V ert(σ) ∩ V ert(τ), es decir, τ ∩ σ =
Cono(P 1, ..., P s).

Proposición 5.4. La matriz Λ = (λij) correspondiente al morfismo de

cambio de carta ψ−1
τ ψσ es de la forma Λ =

(
Is ∗
0 Λ

′

)
donde Is es la

matriz identidad s × s y Λ
′

es una matriz unimodular. El morfismo ψ−1
τ ψσ

está dado por

ψ−1
τ ψσ : Cn

σ −→ Cn
τ

yσ 7→ (w1, ..., wn)

donde

wi =

{
yσ,i

∏n
j=s+1 y

λi,j

σ,j , si i ≤ s∏n

j=s+1 y
λi,j

σ,j , si s+ 1 ≤ i ≤ n.
(5.6)

Sea J = {1, ..., s}. Por la observación 5.2, el morfismo ψ−1
τ ψσ es regular

en Cn
σ(∗Jc) para J = {1, ..., s} y

ψ−1
τ ψσ(Cn

σ(∗Jc)) = Cn
τ (∗Jc). (5.7)

La demostración de esta proposición es consecuencia de (5.5).
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Por (5.7), si P 1 ∈ τ ∩ σ, dentro de los divisores {yσ,1 = 0} en (Cn
σ)∗ y

{yτ,1 = 0} ⊂ (Cn
τ )∗, los conjuntos

Cn
σ(∗Jc) ∩ {yσ,1 = 0} = {yσ,1 = 0; yσ,j 6= 0, j > s} y

Cn
τ (∗Jc) ∩ {yτ,1 = 0} = {yτ,1 = 0; yτ,j 6= 0, j > s}

se identifican en la variedad tórica asociada a Σ.

Ejemplo 5.5. Sean τ1, τ2 y τ3 los conos del ejemplo 2.26:

τ1 = Cono(e2, e3, P ), τ2 = Cono(P, e1, e3), τ3 = Cono(P, e1, e2).

Los morfismos ψ−1
τ2
ψτ3 , ψ−1

τ1
ψτ3 de cambio de carta están definidos por

ψ−1
τ2
ψτ3 : C3

τ3
−→ C3

τ2
,

ψ−1
τ2
ψτ3(t1, t2, t3) = ψ−1

τ2
(t1t2, t1t3, t1) = (t1t3, t2t

−1
3 , t−1

3 ) y

ψ−1
τ1
ψτ3 : C3

τ3
−→ C3

τ1
,

ψ−1
τ1
ψτ3(t1, t2, t3) = ψ−1

τ1
(t1t2, t1t3, t1) = (t3t

−1
2 , t−1

2 , t1t2).

Dado σ = Cono(P 1, ..., P n) ∈ M , para cada vértice P i de σ consideramos
el divisor en Cn

σ dado por

Ê(P i; σ) := {yσ ∈ Cn
σ : yσ,i = 0} ⊂ Cn

σ. (5.8)

Dado P ∈ V ert(Σ), la unión

Ê(P ) :=
⋃

σ∈M

P∈V ert(σ)

Ê(P ; σ) (5.9)

forma un divisor en XΣ al que llamaremos el divisor excepcional asociado

a P. Este divisor es localmente una hipersuperficie irreducible por lo que es
irreducible en XΣ.
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Ejemplo 5.6. Sean τ1, τ2 y τ3 los conos del ejemplo 2.26. Es decir,

τ1 = Cono(e2, e3, P ), τ2 = Cono(P, e1, e3), τ3 = Cono(P, e1, e2).

En el cono regular τ3 = Cono(P, e1, e2) se tiene

Ê(P ; τ3) = {(0, yτ3,2, yτ3,3) ∈ C3
τ3
},

Ê(e1; τ3) = {(yτ3,1, 0, yτ3,3) ∈ C3
τ3
},

Ê(e2; τ3) = {(yτ3,1, yτ3,2, 0) ∈ C3
τ3
}.

El pegado es

ψ−1
τ2
ψτ3 : Ê(P ; τ3) −→ Ê(P ; τ2)

(0, yτ3,2, yτ3,3) 7→ (0, yτ3,2 y
−1
τ3,3, y

−1
τ3,3) y

ψ−1
τ1
ψτ3 : Ê(P ; τ3) −→ Ê(P ; τ1)

(0, yτ3,2, yτ3,3) 7→ ( yτ3,3 y
−1
τ3,2, y

−1
τ3,2, 0).

El divisor Ê(P ) intersecta a las cartas C3
τ1
, C3

τ2
, C3

τ3
y no está contenido

en ninguna de ellas.

Dados P 1, ..., P k ∈ V ert(Σ), el divisor asociado a Cono(P 1, ..., P k) se
define como

Ê(P 1, ..., P k) :=

k⋂

i=1

Ê(P i) . (5.10)

El toro canónico asociado a Cono(P 1, ..., P k) contenido en el divisor

Ê(P 1, ..., P k) es

Ê(P 1, ..., P k)∗ :=
k⋂

i=1

Ê(P i) −
⋃

P∈V ert(Σ)\{P 1,..,P k}

Ê(P ). (5.11)



5.4. LA MODIFICACIÓN ASOCIADA A UN CONO. 49

Dado un cono τ ∈ Σ de dimensión arbitraria, usaremos la notación

Ê(τ) :=
⋂

P∈V ert(τ)

Ê(P ) y

Ê(τ)∗ :=
⋂

P∈V ert(τ)

Ê(P ) \
⋃

P∈V ert(Σ)\{P 1,..,P k}

Ê(P ).

Si σ ∈ M, entonces Ê(σ)∗ es igual al origen de coordenadas de la carta
Cn

σ.

5.4. La modificación asociada a un cono.

Sea σ ⊂ (R≥0)
n un cono regular de dimensión n.

Sea P la matriz que tiene como columnas a los vértices P 1, . . . , P n de σ.
En la sección 5.2 definimos el morfismo ψσ : Cn −→ Cn como

ψσ : Cn −→ Cn,

y 7→ ψPt(y ),

donde P t denota a la matriz transpuesta de P.

Observación 5.7. Sea f(x) =
∑

µ∈ε(f) aµ,fx
µ ∈ C[x1, ..., xn] donde xµ =

xµ1

1 · · ·xµn
n . Se tiene

f ◦ ψσ(x) =
∑

µ∈ε(f)

aµ,f(x
P ∗

1 )µ1 · · · (xP ∗
n )µn (5.12)

=
∑

µ∈ε(f)

aµ,f(

n∏

i=1

x
P i

1

i )µ1 · · · (
n∏

i=1

x
P i

n

i )µn (5.13)

=
∑

µ∈ε(f)

aµ,fx
P 1µ
1 · · ·xP nµ

n =
∑

µ∈ε(f)

aµx
Ptµ. (5.14)



50CAPÍTULO 5. RESOLUCIÓN TÓRICA DE VARIEDADES NO-DEGENERADAS.

Dado υ ∈ (R≥0)
n, de la ecuación (5.14) se sigue que,

ε(Inυ(f ◦ ψσ)) = {P tµ ∈ Pt(ε(f)) ; (Ptµ) · υ ≤ (P tδ) · υ, ∀δ ∈ ε(f)}

= {Ptµ ∈ Pt(ε(f)) ;µ · (Pυ) ≤ δ · (Pυ), ∀δ ∈ ε(f)}

= P t · {µ ∈ ε(f) ;µ · (Pυ) ≤ δ · (Pυ), ∀δ ∈ ε(f)}

= P t · ε(InPυ(f)).

Luego,

Inυ(f ◦ ψσ) = InPυ(f) ◦ ψσ. (5.15)

Tomando υ = ei el i−ésimo vector de la base canónica de Rn se tiene que

Inei(f ◦ ψσ) = (InP i(f)) ◦ ψσ.

Por la ecuación (5.14) se tiene

f ◦ ψσ(y) =

(
∑

µ∈ε(f)

aµ,fy
P 1·µ−ν

P1(f)
1 · · · yP n·µ−νPn(f)

n

)
n∏

i=1

y
ν

Pi(f)

i .

Denotaremos por hσ,f al polinomio

hσ,f (y) :=
∑

µ∈ε(f)

aµ,fy
P 1·µ−ν

P1 (f)
1 · · · yP n·µ−νPn (f)

n . (5.16)

Es decir,

f ◦ ψσ(y) = hσ,f (y)
n∏

i=1

y
ν

Pi(f)

i .

El polinomio hσ,f no es divisible por yi para ninguna i = 1, 2, ..., n ya
que νP i(f) = min{P i · α : α ∈ ε(f) ⊂ Rn}.

Dado un vector P en σ, definimos el polinomio hP,σ,f mediante la siguiente
ecuación:

InP (f) ◦ ψσ(y) = hP,σ,f (y) ·
n∏

i=1

y
ν

Pi(f)

i .
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Es decir,

hP,σ,f(y) :=
∑

µ∈ε(InP (f))

aµ,fy
P 1·µ−ν

P1(f)
1 · · · · · yP n·µ−νPn(f)

n . (5.17)

Observación 5.8. Dado un vértice P j de σ, el polinomio hP j ,σ,f es de la
forma

hP j ,σ,f(y) :=
∑

µ∈ε(In
Pj (f))

aµ,fy
P 1·µ−ν

P1(f)
1 · · · · · yP n·µ−νPn(f)

n . (5.18)

En cada monomio de hP j ,σ,f (y) el exponente de yj es P jµ − νP j(f) = 0,
por lo tanto el polinomio hP j ,σ,f(y) no contiene a la variable yj.

Ejemplo 5.9. El cono σ = 〈P, e1, e2〉 ⊂ (R≥0)
3 es un cono regular. Sea

f = x2 + y2 + z2 ∈ C[x, y, z]. Se tiene

f ◦ ψσ(x, y, z) = f(xy, xz, x) = x2y2 + x2z2 + x2 = x2(y2 + z2 + 1).

Por lo tanto, hf,σ(x, y, z) := y2 + z2 + 1.

5.5. La modificación tórica asociada a un aba-

nico.

Sea Σ un abanico completo regular de (R≥0)
n y sea M el conjunto de los

conos de dimensión maximal en Σ. Sea XΣ la variedad tórica asociada a Σ.
Vamos a definir una proyección de XΣ en Cn.

Dado u ∈ XΣ, sea σ ∈ Σ tal que u ∈ Cn
σ y sean (uσ,1, ..., uσ,n) las

coordenadas de u en Cn
σ. Definimos

π : XΣ → Cn,

u 7→ ψσ(uσ,1, ..., uσ,n).
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La aplicación π está bien definida ya que si u ∈ Cn
σ ∩ Cn

τ se tiene que

ψσ(uσ,1, ..., uσ,n) = ψτψ
−1
τ ψσ(uσ,1, ..., uσ,n) = ψτ (uτ,1, ..., uτ,n).

Definición 5.10. El morfismo π : XΣ → Cn es llamado la modificación

tórica asociada a Σ.

Teorema 5.11. El morfismo π : XΣ → Cn es un morfismo propio birracio-
nal.

La demostración de este teorema se puede encontrar por ejemplo en [17,
Cap.2]. El morfismo π es bi-regular fuera de los hiperplanos coordenados de
Cn.

Definición 5.12. Dada una variedad V ⊂ Cn, la transformada total de
V bajo la proyección π se define como π−1(V ).

Sea V ∗ ⊂ V el conjunto de puntos en V que se encuentran fuera de los
hiperplanos coordenados, es decir,

V ∗ := V − Z(x1 · · ·xn)

La transformada estricta de V bajo la proyección π se define como

Ṽ := { π−1(V ∗) },

donde A denota la cerradura algebraica de A.

Dado P ∈ V ert(Σ) y el correspondiente divisor excepcional Ê(P ) de P
bajo la modificación tórica π : XΣ → Cn, definimos el divisor estricto

asociado a P como

EV (P ) := Ê(P ) ∩ Ṽ .



5.5. LA MODIFICACIÓN TÓRICA ASOCIADA A UN ABANICO. 53

Observación 5.13. Sea f un polinomio en n variables con coeficientes en
C. El polinomio f no es divisible por ningún monomio no trivial, si y sólo si

Z(f) = Z(f)∗. (5.19)

Sea σ un cono maximal de Σ y sea (Cn
σ, yσ) la carta coordenada tórica

asociada a σ. Se tiene

π−1((Cn)∗) ∩ Cn
σ = (π−1(Cn) ∩ Cn

σ)∗.

Por lo tanto, en cada carta Cn
σ, la transformada estricta es

Ṽ ∩ Cn
σ = ψ−1

σ (V )∗. (5.20)

Como consecuencia se tiene:

Observación 5.14. Si V = Z(I) ⊂ Cn es una variedad, se tiene

Ṽ ∩ Cn
σ = {yσ ∈ Cn

σ : hσ,f (yσ) = 0, para toda f ∈ I}. (5.21)

Ejemplo 5.15. Sea V = Z(f) con f = x2 + y2 + z2 como en el ejemplo 5.9
y sea σ = Cono(P, e1, e2). En la carta (C3

σ, yσ), se tiene

EV (P ) ∩ C3
σ = {(0, yσ,2, yσ,3) ∈ C3

σ : y2
σ,2 + y2

σ,3 + 1 = 0},

EV (e1) ∩ C3
σ = {(yσ,1, 0, yσ,3) ∈ C3

σ : y2
σ,3 + 1 = 0},

EV (e2) ∩ C3
σ = {(yσ,1, yσ,2, 0) ∈ C3

σ : y2
σ,2 + 1 = 0}.

Ṽ ∩ C3
σ = {yσ ∈ C3

σ : y2
σ,2 + y2

σ,3 + 1 = 0}.
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5.6. Resolución tórica de singularidades New-

ton no-degeneradas.

Sea V ⊂ Cn una variedad Newton no-degenerada con una singularidad
aislada en 0 y sea I ⊂ C[x1, ..., xn] el ideal que define a V .

Sea Σ un abanico regular que es un refinamiento del abanico de Groebner
de I que por lo tanto es completo. Sea πΣ : XΣ → Cn la modificación tórica
asociada a Σ.

Dado un cono σ ∈ Σ con vértices P 1, . . . , P n, por la observación 3.6
para toda f ∈ I se tiene que

n⋂

i=1

ε
(
InP i(f)

)
6= ∅. (5.22)

Proposición 5.16. Sea Σ un abanico regular que refina a Σ(I) y τ ∈ Σ un
cono con vértices P 1, ..., P r. Sea σ ∈ Σ un cono de dimensión maximal que
contiene a τ . Si ω es un vector en el interior relativo Intrel(τ), entonces para
toda f ∈ I el polinomio

hω,σ,f (y) (5.23)

no contiene a las variables y1, ..., yr.

Demostración.

Sea f ∈ I un polinomio de la forma f(x) =
∑

µ∈ε(f) aµ,fx
µ. Como τ ⊂ σ ∈

Σ, entonces existen P r+1, ..., P n ∈ (R≥0)
n tales que σ = Cono(P 1, ..., P n). El

polinomio hω,σ,f es de la forma

hω,σ,f (y) :=
∑

µ∈ε(Inω(f))

aµ,fy
P 1·µ−ν

P1(f)
1 · · · · · yP n·µ−νPn(f)

n .
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Si ω ∈ Intrel(τ) es de la forma a1P
1 + · · ·arP

r, por la proposición 3.8, se
tiene

ε
(
Inω(f)

)
=

r⋂

i=1

ε
(
InaiP i(f)

)
=

r⋂

i=1

ε
(
InP i(f)

)

para toda f ∈ I.

Es decir, los exponentes µ ∈ ε
(
Inω(f)

)
, y por consiguiente los exponentes

de hω,σ,f , satisfacen

µ · P j = νP j (f), j = 1, ..., r,

donde νP j (f) denota al P j−orden de f .

Por lo tanto,

hω,σ,f (y) :=
∑

µ∈ε(Inω(f))

aµ,fy
P r+1·µ−ν

Pr+1(f)
r+1 · · · · · yP n·µ−νPn (f)

n . 2

El siguiente resultado es una extensión del teorema enunciado en [17] para
variedades intersección completa Newton no-degeneradas.

Teorema 5.17. Sea I ⊂ C[x1, ..., xn] un ideal y sea Σ un refinamiento
regular del abanico de Groebner de I. Si V = Z(I) es una variedad Newton

no-degenerada, entonces la transformada estricta Ṽ de V por la modificación
tórica π asociada a Σ es no singular.

Demostración del Teorema.

Supongamos que dim (V ) = n− k.

Sea σ = Cono(P 1, . . . , P n) un cono de dimensión n en Σ y sea
ψσ : Cn

σ −→ Cn la restricción de π a la carta (Cn
σ, yσ).

Sea u ∈ Ṽ ∩ Cn
σ. Por la observación 5.14,

Ṽ ∩ Cn
σ = {yσ ∈ Cn

σ : hσ,f (yσ) = 0, para toda f ∈ I}.
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Sin pérdida de generalidad, podemos reordenar las coordenadas de Cn de
manera que

u = (u1, ..., ur, 0, ..., 0) con ui 6= 0, i = 1, ..., r para alguna 1 ≤ r ≤ n.

Sea u
′

el punto de (Cn
σ)∗ dado por u

′

= (u1, ..., ur, 1, ..., 1). Como los
vértices de σ tienen coordenadas no negativas, es decir P 1, ..., P n ∈ (R≥0)

n,
se tiene que ψσ(u

′

) ∈ (C∗)n.

Sea P el vector en (R≥0)
n dado por

P := P r+1 + P r+2 + · · · + P n.

Sean f1, .., fs ∈ I tales que

InωI = 〈InPf1, ..., InPfs〉.

Estos polinomios existen porque el anillo C[x1, ..., xn] es Noetheriano.

Por hipótesis, la variedad Z(I) es Newton no-degenerada, es decir, la
variedad Z(InP I) tiene dimensión n− k y no tiene singularidades en (C∗)n.
Por lo tanto, existe {i1, ..., ik} ⊂ {1, ..., s} tal que la matriz jacobiana

Jac
(
InP (fi1), ..., InP (fik)

)
(ψσ(u

′

)) tiene rango igual a k.

Dado f(x) =
∑

µ∈ε(f) aµ,fx
µ ∈ C[x1, ..., xn] , se tiene

InP (f) ◦ ψσ(yσ) = hP,σ,f (yσ) ·
n∏

i=1

y
ν

Pi(f)

σ,i .

Por el lema 3.7, se tiene

hP,σ,f(yσ) =
∑

µ∈
Tn

i=r+1 ε

(
In

Pi(f)
)
aµ,fy

P 1·µ−ν
P1(f)

σ,1 · . . . · yP r·µ−νPr (f)
σ,r . (5.24)
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Es decir, para toda f ∈ I el polinomio hP,σ,f (yσ) no contiene a las variables
yσ,r+1, ..., yσ,n. Por lo tanto

∂ hP,σ,f

∂ yσ,i

(u) =
∂ hP,σ,f

∂ yσ,i

(u
′

) = 0, i = r + 1, ..., n (5.25)

Sea υ := er+1 + er+2 + · · ·+ en. Por (5.15), para toda f ∈ I se tiene que

Inυ(f ◦ ψσ) = InP (f) ◦ ψσ.

Luego,

n∏

i=1

y
ν

Pi(fj)

σ,i Inυ(hσ,fj
)(yσ) = Inυ

(
hσ,fj

(yσ) ·
n∏

i=1

y
ν

Pi(fj)

σ,i

)
= Inυ(fj ◦ ψσ)(yσ)

= InP (fj) ◦ ψσ(yσ) para toda j = i1, ..., ik.

De donde,

k = Rango
(
Jac
(
InP (fi1), ..., InP (fik)

))
(ψσ(u

′

)) = Rango
(∂ Inυhσ,fj

∂ yσ,i

)
(u

′

)

Dado f ∈ I, el soporte de hσ,f es igual a

ε
(
hσ,f

)
= {(P 1 · µ− νP 1(f), ..., P n · µ− νP n(f)); µ ∈ ε(f)}.

Los elementos
(
P 1 · µ − νP 1(f), ..., P n · µ − νP n(f)

)
en el soporte de

Inυ(hσ,f ) satisfacen que

(
P 1 · µ− νP 1(f), ..., P n · µ− νP n(f)

)
· υ =

n∑

i=r+1

(
P i · µ− νP i(f)

)
es mı́nimo.

Como
⋂n

i=r+1 ε
(
InP i(f)

)
6= ∅, existe µ ∈ ε(f) tal que

P j · µ = νP j (f)
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para toda j ≥ r + 1, es decir, νυ(Inυhσ,f ) = 0. Por lo tanto, se tiene que

Inυhσ,f (yσ,1, ..., yσ,n) = Inυhσ,f (yσ,1, ..., yσ,r, 0, ..., 0)

para toda f ∈ I. En particular para cada fil ∈ I con l = 1, ..., k se tiene que

∂
(
Inυhσ,fil

)

∂ yσ,i

(u
′

) =
∂
(
Inυhσ,fil

(yσ,1, ..., yσ,r, 0, ..., 0)
)

∂ yσ,i

(u
′

)

=
∂
(
Inυhσ,fil

(yσ,1, ..., yσ,r, 0, ..., 0)
)

∂ yσ,i

(u) para i = 1, 2, ..., r.

Por el lema 1.16, para cada polinomio fil con l = 1, ..., k existe un poli-
nomio ghσ,fil

tal que

Inυ(hσ,fil
) + ghσ,fil

= hσ,fil
.

Por (1.10), se tiene que ghσ,fil

(yσ,1, ..., yσ,r, 0, ..., 0) = 0. Luego, para l =

1, 2, ..., k y para i = 1, ..., r se tiene

∂
(
Inυhσ,fj

(yσ,1, ..., yσ,r, 0, ..., 0)
)

∂ yσ,i

(u) =
∂ hσ,fj

(yσ,1, ..., yσ,r, 0, ..., 0)

∂ yσ,i

(u).

Por lo tanto,

∂
(
Inυhσ,fil

)

∂ yσ,i

(u
′

) =
∂ hσ,fj

∂ yσ,i

(u) para i = 1, 2, ..., r. (5.26)

Sustituyendo las igualdades (5.25) y (5.26) se sigue que
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k = Rango
(
Jac
(
InP (fi1), ..., InP (fik)

))
(πσ(u

′

)) = Rango
(∂ Inυhσ,fij

∂ yσ,i

)
(u

′

)

= Rango




∂ Inυhσ,fi1

∂ yσ,1
(u

′

) . . .
∂ Inυhσ,fi1

∂ yσ,r
(u

′

)
∂ Inυhσ,fi1

∂ yσ,r+1
(u

′

) . . .
∂ Inυhσ,fi1

∂ yσ,n
(u

′

)
...

. . .
...

...
. . .

...
∂ Inυhσ,fik

∂ yσ,1
(u

′

) . . .
∂ Inυhσ,fik

∂ yσ,r
(u

′

)
∂ Inυhσ,fik

∂ yσ,r+1
(u

′

) . . .
∂ Inυhσ,fik

∂ yσ,n
(u

′

)




= Rango




∂ hσ,fi1

∂ yσ,1
(u) . . .

∂ hσ,fi1

∂ yσ,r
(u) 0 . . . 0

...
. . .

...
...

. . .
...

∂ hσ,fik

∂ yσ,1
(u) . . .

∂ hσ,fik

∂ yσ,r
(u) 0 . . . 0




= Rango




∂ hσ,fi1

∂ yσ,1
(u) . . .

∂ hσ,fi1

∂ yσ,r
(u)

...
. . .

...
∂ hσ,fik

∂ yσ,1
(u) . . .

∂ hσ,fik

∂ yσ,r
(u)


 .

Por lo tanto, para cada carta (Cn
σ, yσ) los puntos u ∈ Ṽ ∩ Cn

σ son puntos

no singulares. Es decir, la transformada estricta Ṽ es no singular.2

Teorema 5.18. Sea V = Z(I) la variedad compleja singular definida por un
ideal I Newton no-degenerado. Sea Σ un abanico regular completo que refina
al abanico de Groebner de I. Se satisface:

Ṽ ∩ Ê(P 1, ..., P r)∗ 6= ∅ ⇔ Cono(P 1, ..., P r) ⊂ VT(I) ∩ (R≥0)
n (5.27)

Demostración del Teorema.

⇒] Supongamos que Ṽ ∩ Ê(P 1, ..., P r)∗ 6= ∅.

Por la igualdad (3.13), se tiene

VT(I) ∩ (R≥0)
n = {ω ∈ (R≥0)

n : Z(Inω(I)) ∩ (C∗)n 6= ∅}.
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Sea ω ∈ Intrel

(
Cono(P 1, ..., P r)

)
, es decir, ω = a1P

1 + · · · + arP
r con

a1, .., ar ∈ (R>0). Vamos a demostrar que existe un punto y ∈ (C∗)n tal que

Inωf(y) = 0, ∀ f ∈ I.

Sea σ ∈ Σ un cono de dimensión maximal n tal que P 1, ..., P r ∈ V ert(σ),
es decir, σ = Cono(P 1, ..., P r, P r+1, ..., P n) con P r+1, ..., P n ∈ (R≥0)

n. Por el
lema 5.14, se tiene

Ṽ ∩ Cn
σ = {yσ ∈ Cn

σ : hσ,f (yσ) = 0, para toda f ∈ I}. (5.28)

Por hipótesis, en la carta (Cn
σ, yσ) asociada al cono σ existe un vector

u = (0, ..., 0, ur+1, ..., un) ∈ Ê(P 1, ..., P r)∗ con u ∈ Ṽ . Es decir,

hσ,f (u) =
∑

µ∈ε(f)

aµ,fu
P r+1·µ−ν

Pr+1(f)
r+1 · · ·uP n·µ−νPn(f)

n = 0 para toda f ∈ I.

Si f ∈ I es de la forma f(x) =
∑

µ∈ε(f) aµ,fx
µ, entonces

Inω(f) ◦ ψσ(yσ) = hω,σ,f(yσ) ·
n∏

i=1

y
ν

Pi(f)

σ,i ,

donde aplicando la proposición 5.16 el polinomio hω,σ,f es de la forma

hω,σ,f (yσ) =
∑

µ∈
Tr

i=1
ε(In

Pi(f))

aµ,fy
P r+1·µ−ν

Pr+1(f)
σ,r+1 · . . . · yP n·µ−νPn(f)

σ,n (5.29)

Por lo tanto se tiene

0 = hσ,f (u) =
∑

µ∈ε(f)

aµ,fu
P r+1·µ−ν

Pr+1(f)
r+1 · . . . · uP n·µ−νPn(f)

n

=
∑

µ∈
Tr

i=1
ε(In

Pi(f))

aµ,fu
P r+1·µ−ν

Pr+1(f)
r+1 · . . . · uP n·µ−νPn(f)

n

= hω,σ,f(u).
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Sea u
′

el punto de (Cn
σ)∗ dado por u

′

= (1, ..., 1, ur+1, ..., un). Por la
definición de ψσ se tiene que ψσ(u

′

) ∈ (Cn)∗. Por la proposición 5.16, el
polinomio hω,σ,f no depende de las coordenadas yσ,1, ..., yσ,r. Luego, se tiene
que

hω,σ,f(u
′

) = hω,σ,f(u) = 0 para toda f ∈ I.

Por lo tanto, (Inω(f)) ◦ ψσ(u
′

) = hω,σ,f(u
′

) ·
∏n

i=1 u
ν

Pi(f)

i = 0. Es decir,
hemos demostrado que

Intrel(Cono(P
1, ..., P r)) ⊂ VT(I) ∩ (R≥0)

n.

Por la proposición 3.23, se tiene que

Cono(P 1, ..., P r) ⊂ VT(I) ∩ (R≥0)
n

con lo que demostramos la primera implicación.

⇐] Sea τ := Cono(P 1, ..., P r) un cono contenido en la variedad tropical
asociada a I.

Dada ω ∈ τ , por (3.13), se tiene

Z(Inω(f)) ∩ (C∗)n 6= ∅

para cada f ∈ I.
Sea P = P 1 + · · · + P r. Como P ∈ τ ⊂ VT(I), se tiene que existe

z ∈ (C∗)n tal que
Inω(f)(z) = 0

para cada f ∈ I.

Sea σ = Cono(P 1, ..., P r, ..., P n) un cono simplicial de dimensión maxi-
mal del abanico Σ. Sea y = (y1, ..., yn) ∈ (Cn

σ)∗ tal que ψσ(y) = z.

Como

0 = InP (f)(z) = InP (f) ◦ ψσ(y) = hP,σ,f(y) ·
n∏

i=1

y
ν

Pi(f)

i
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con y ∈ (Cn
σ)∗, se sigue que hP,σ,f (y) = 0 para toda f ∈ I.

Por lo tanto, existe y = (y1, ..., yn) ∈ (Cn
σ)∗ tal que

0 = hP,σ,f(y) =
∑

µ∈
Tr

i=1
ε(In

Pi(f))

aµ,fy
P r+1·µ−ν

Pr+1(f)
r+1 · . . . · yP n·µ−νPn(f)

n

para toda f ∈ I.

Sea u = (0, ..., 0, yr+1, ..., yn). Vamos a demostrar que hσ,f (u) = 0 para
toda f ∈ I.

Si f ∈ I, entonces

hσ,f (u) =
∑

µ∈∩r
i=1

ε(In
Pi(f))

aµ,fu
P r+1·µ−ν

Pr+1(f)
r+1 · . . . · uP n·µ−νPn(f)

n

+
∑

µ∈ε(f)−{∩r
i=1

ε(In
Pi(f))}

aµ,f0
P 1·µ−ν

P1(f) · . . . · uP n·µ−νPn(f)
n

=
∑

µ∈∩r
i=1

ε(In
Pi(f))

aµ,fy
P r+1·µ−ν

Pr+1(f)
r+1 · . . . · yP n·µ−νPn(f)

n

= hP,σ,f(y) = 0.

Por lo tanto, hemos demostrado que para la carta asociada a σ ⊃ τ , existe
un punto u ∈ Ṽ ∩ Cn

σ ∩ Ê(P 1, ..., P r)∗. Como consecuencia,

Ṽ ∩ Ê(P 1, ..., P r)∗ 6= ∅. 2

Hay que observar que en este último resultado no usamos la hipótesis
de que para toda ω ∈ (R≥0)

n, el ideal Z(Inω(I)) tiene dimensión igual a la
dimensión de Z(I).



Apéndice A

Cálculos.

A.1. Cálculo del abanico de Groebner global

del ejemplo 3.11.

Sea I = 〈f1, f2, f3〉 ⊂ C[x, y, z, w] donde

f1(x, y, z, w) = xy + xw − yw, f2 = xz − w2, f3 = yz − yw − w2.

Para calcular el abanico de Groebner global asociado a I, es necesario
calcular las bases de Groebner reducidas del ideal I. Para obtener las bases de
Groebner reducidas del ideal I se ejecuta el siguiente comando en el programa
Gfan [9]:

gfan
Q[x, y, z, w]
{xy + xw − yw, xz − w2, yz − yw − w2}

Los datos obtenidos fueron los siguientes. La bases de Groebner reducidas se
guardaron en el archivo BasesGroebner.txt.

Q[x, y, z, w]
{

{yw + w2 − yz, xz − w2, xy + w2 − yz + xw},

{w2 − xz, yw − yz + xz, xy − yz + xw + xz},

{yz − w2 − yw, xw − yw + xy, xz − w2},
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{w2 − xz, yw − yz + xz, xw − yz + xz + xy, x2z + y2z − 2xyz − xy2},

{w2 + yw − yz, xw − yw + xy, xz + yw − yz},

{w2 − xz, yw − yz + xz, xw − yz + xz + xy, xy2 − y2z + 2xyz − x2z},

{w2 − xz, yw − yz + xz, y2z − 2xyz − xy2 + x2z, xw − yz + xz + xy},

{yw − xw − xy, yz − w2 − xw − xy, xz − w2},

{w2 − xz, yw − xw − xy, yz − xw − xz − xy},

{yz − w2 − yw, xy − yw + xw, xz − w2}
}

Para calcular el abanico de Groebner global del ideal I se introduce el
siguiente comando:
gfan < BasesGroebner.txt | gfan topolyhedralfan

Aplicando este procedimiento a cada una de las bases de Groebner reduci-
das de I, se tuvo el mismo resultado. Los datos de salida fueron los siguientes:

-application PolyhedralFan
-version 2.2
-type PolyhedralFan

AMBIENT DIM: 4

DIM: 4

LINEALITY SPACE: (1,1,1,1)

LINEALITY DIM: 1

RAYS:
(1, 0, 0, 0) ♯0
(−1,−1, 0, 0) ♯1
(0, 1, 0, 0) ♯2
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(−1,−1,−1, 0) ♯3
(−1, 0,−1, 0) ♯4
(0, 0, 1, 0) ♯5
(1, 0,−1, 0) ♯6
(−1,−1, 1, 0) ♯7

CONES:

Dimension 1
{}

Dimension 2
{0}
{1}
{2}
{3}
{4}
{5}
{6}
{7}

Dimension 3
{0 2}
{4 6}
{0 6}
{0 5}
{0 7}
{3 6}
{1 4}
{1 7}
{5 7}
{1 3}
{1 6}
{3 4}
{2 4}
{2 5}
{2 6}
{2 7}
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Maximal Dimension
{2 4 6}
{2 5 7}
{1 3 4}
{1 3 6}
{3 4 6}
{0 5 7}
{0 2 6}
{0 2 5}
{1 2 4 7}
{0 1 6 7}

Significado de los datos del archivo de salida. Esta información se puede
encontrar en la página:
http://www.math.tu-berlin.de/∼jensen/software/gfan/gfan.html

AMBIENT DIM: La dimensión del espacio vectorial en el que se en-
cuentra el abanico.

LINEALITY SPACE: El generador del espacio lineal común entre los
conos del abanico.

LINEALITY DIM: La dimensión del espacio lineal común entre los conos
del abanico.

RAYS: Cada ĺınea denota un cono de dimensión una más grande que la
del Lineality Space, generado por (1, 1, 1, 1) y el vector respectivo.

CONES: Cada ĺınea representa un cono en el abanico. Cada ĺınea mues-
tra el conjunto de vértices del cono al cual hay que agregarle el vértice
(1, 1, 1, 1).

A.2. Cálculo de la dimensión de los ideales

ω−iniciales.

En el archivo Base1Groebner.txt se guardó la primera base de Groebner
reducida del ideal I junto con vector (1, 1, 1, 1):
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Q[x, y, z, w]
{yw + w2 − yz, xz − w2, xy + w2 − yz + xw}
[1, 1, 1, 1]

Para calcular los generadores del ideal (1, 1, 1, 1)−inicial y guardarlos en
el archivo IdealIni.txt, se ejecuta el comando:

gfan initialforms −−ideal < Base1Groebner.txt > IdealIni.txt

Los datos obtenidos fueron los siguientes:
Q[x, y, z, w]
{yz − w2 − yw, xz − w2, xy − yw + xw}

Con ayuda del programa Singular [7], es posible calcular la dimensión
sobre el campo de los complejos de un ideal dado. El siguiente comando
permite obtener tal información.

ring r = (complex), (x, y, z, w), dp;
ideal I = y ∗ z − w2 − y ∗ w, x ∗ z − w2, x ∗ y − y ∗ w + x ∗ w;
dim(std(I));

El dato de salida es: 2.

El procedimiento descrito en esta sección se desarrolló para los vectores
en (R≥) en el interior relativo de cada cono del abanico de Groebner de I y
para cada base reducida de I. En cada caso, la dimensión obtenida fue igual
a 2. Por lo que conclúımos que la variedad Z(I) es una variedad Newton
no-degenerada.
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Aplicación
Newton no-degenerada, 38
Newton no-degenerada para un vec-

tor, 38

Campo valorado, 29
Cara

ω− cara, 11
de un cono, 17

Carta coordenada tórica, 45
Conjunto acotado inferiormente, 3
Conjunto de ceros de polinomios, 35
Cono, 14

dual, 16
fuertemente convexo, 16
poliédrico, 14
racional, 16
regular, 18
simplicial, 17

Coordenadas racionalmente indepen-
dientes, 9

Determinante, 18
Dimensión, 14
Divisor

asociado a un cono, 48
estricto asociado a un vértice, 52

excepcional asociado a un vértice,
47

Elemento mı́nimo, 3

Frontera de Newton, 10
Función tropical definida por un po-

linomio, 30

Hipersuperficie
Newton no-degenerada, 37
tropical asociada a un polinomio,

30

Ideal
ω−inicial, 22
Newton no-degenerado, 39

Interior relativo de un cono, 15

Modificación tórica asociada a un aba-
nico, 52

Número de Milnor de un polinomio,
37

Número de Newton
de un poliedro, 36
de un polinomio, 36
de un polinomio conveniente, 36

Orden
ω−orden, 6
buen orden, 3
casi buen orden, 3
conjunto bien ordenado, 3
conjunto casi bien ordenado, 3
de una serie, 5

Parte
poligonal principal de un polino-

mio, 35
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Parte inicial de una serie, 5
Poliedro

de Newton anaĺıtico, 9
global de un polinomio, 10

Polinomio
con coeficientes en A, 2
conveniente, 36
de Laurent, 2
de Puiseux con coeficientes en A,

2
en n variables con coeficientes en

A, 2
Newton no-degenerado, 36

Primer término de una serie, 5

Refinamiento
de un abanico, 20
regular de un abanico, 20

Series
con soporte bien ordenado, 4
con soporte casi bien ordenado, 4
de Puiseux con coeficientes en A,

3
formales con coeficientes en A, 3

Soporte, 1

Toro canónico asociado a un cono, 48
Transformada

estricta de una variedad, 52
total de una variedad, 52

Tropicalización de un polinomio, 31

Vértices
de un abanico, 19
de un cono, 16

Valoración, 28
trivial, 29

Variedad

algebraica definida por un ideal,
35

intersección completa, 37
intersección completa Newton no-

degenerada, 38
Newton no-degenerada, 40
tórica asociada a un abanico, 45
tropical asociada a un ideal, 33
tropical asociada a un polinomio,

31
Vector primitivo, 14
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