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Resumen. En este trabajo estudiamos la evolución de ondas soli-
tarias en la ecuación de KdV, latiz de Toda, latiz de FPU y ecuación
cúbica de Shrödinger. Para la ecuación de KdV usamos el método
de Hirota y el método de Whitham para estudiar la evolución de dos
ondas solitarias.

1. Introducción

En 1834 el ingeniero escocés John Scott Russel realizaba experimentos en
el canal �Union� (cerca de Edinburgo) con el propósito de relacionar caballos
de fuerza con la fuerza del vapor. Esto la hacía usando un bote jalado por dos
caballos en dicho canal. Un día (Agosto 1844) una de las cuerdas que sujetaba
el bote al caballo se rompió y observó:
�El bote se detuvo súbitamente, no así la masa de agua que se había puesto

en movimiento. Esta se acumuló alrededor de la proa del bote y se movió hacia
adelante con la forma de una larga elevación solitaria. La seguí a caballo. La
elevación de agua, que era de unos 10 metros de largo y 50 centímetros de alto,
continuó su curso por el canal, aparentemente sin cambio de forma o disminución
de su velocidad, que era de unos 15 kilometros por hora. Su altura disminuyó
después de 3 kilometros�.
Russel continuó estudiando la onda solitaria en tanques y canales y encontró

que era un ente dinámico independiente que se mueve con velocidad y forma
constantes. Logró demostrar que:

Las ondas solitarias tienen la forma sech2(k(x� ct)).

Se crean dos o más ondas solitarias si se inicia con una masa de agua
su�cientemente grande.

Las ondas solitarias se cruzan sin experimentar cambio alguno en forma y
velocidad.

Una onda de altura h viaja en un canal de profundidad d con velocidad
v =

p
g(d+ h), con g la aceleración debida a la gravedad.

Implicando con ésto que a mayor amplitud de onda mayor será la velocidad
a la que viaja.
En 1895 Korteweg y De Vries [KdV] publicaron su teoria de ondas en aguas

poco profundas, deduciendo la ecuación de movimiento para la super�cie libre
de estas ondas que ahora lleva sus nombres (KdV):

ut + uxu+ uxxx = 0 (1)

Y aunque hace más de 100 años se derivó esta ecuación, tiene tantas carac-
terísticas que se ha creado una categoría en la MSC200 (Mathematical Classi�-
cation Scheme) llamada �KdV-like Equations�.
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Una de sus características más importantes es que es completamente inte-
grable [Mc] y por lo tanto, aún siendo una ecuación no lineal, podemos encontrar
formas explícitas para muchas de sus soluciones. Por ejemplo, como lo repor-
taron Korteweg y De Vries, la ecuación tiene una familia de solitones como
solución:

u(x; t) = u(x; t : k; �) = 2k2 sech2(kx+ k3t+ �)

Tomando a t como parámetro, estas soluciones se ven como una �campana�
o una �joroba�con altura 2k2 que viaja hacia la izquierda con velocidad k2 con
posición incial al tiempo t = 0 determinada por el valor de �.

0
0

1

x t

u

x t

u

2 sech2(x+ t+ �)

Fue hasta los años 60�s que se descubrió la existencia de soluciones que asin-
tóticamente se ven como combinación lineal de dos o más ondas solitarias para
jtj grande. Kruskal y Zabusky [KZ] encontraron que las alturas y velocidades
de los solitones son las mismas cuando t ! �1 pero el parámetro � cambia,
dando resultado al famoso cambio de fase.
A lo largo de este trabajo nos centraremos en la evolución de 2 solitones,

estudiando su dinámica usando distintas técnicas.

2. Solitones

A �nales de 1940, Fermi, Pasta y Ulam [FPU] propusieron el primer prob-
lema cientí�co para la computadora MANIAC en los Alamos: la dinámica de
equipartición de energía en una latiz de cristal ligeramente no lineal, relacionada
con conductividad térmica. El experimento numérico que propusieron FPU en
1955 [FPU] fue diseñado para ver hasta donde la incorporación de términos no
lineales en la fuerza restitutiva de los resortes de un sistema de N osciladores
acoplados activaría los modos que no fuesen excitados inicialmente. Conjetu-
raron que la energía eventualmente se equidistribuiría sobre todos los modos, es
decir ocurriría el proceso de termalización. Sin embargo, el experimento reveló
que la energía recorría los modos, excitando un único modo mientras que en otro
se extinguía. Este comportamiento continuó de forma cíclica, el fenómeno fue
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llamado �Recuerrencia FPU�. Dejaron correr el programa y este proceso con-
tinuó inde�nidamente casi periódicamente sin que ocurriera la termalización.
Su experimento consistió en 64 masas unidas mediante resortes idénticos

cuya fuerza restitutiva es no lineal. La energía potencial de dicho sistema está
dada por

1

2
�(qi+1 � qi)2 +

1

3!
�(qi+1 � qi)3

con � > 0 y � 6= 0 siendo qi+1 � qi el desplazamiento de la posición inicial.
Fue hasta 1965 que Kruskal y Zabusky [KZ] fueron capaces de explicar el

fenómeno de �Recurrencia FPU� derivando la ecuación de KdV al tomar el
límite continuo de las ecuaciones de FPU

@ttqi = [�(qi+1 � qi) +
1

2
�(qi+1 � qi)2]� [�(qi � qi�1) +

1

2
�(qii � qi�1)2] FPU

Luego simularon numéricamente la ecuación de KdV con condiciones de
frontera periódicas y encontraron que a pesar de la no linealidad de la ecuación,
la condición inicial eventualmente se descompone en ondas que viajan a diferente
velocidad y que interactúan de forma tal que pareciera se superponen. La única
indicación de que hubo una interacción no lineal es un cambio de fase. A las
ondas que se crearon les llamaron �solitones�y su estabilidad inusual durante
la interacción sugirió que era la responsable de la recurrencia FPU. La energía
podía ser transportada a lo largo de la latiz inde�nidamente sin que hubiera
dispersión debido a la existencia y resistencia de los solitones.
Para darnos una mejor idea del modelo analizaremos primero el caso lineal,

es decir � = 0, y después el caso � 6= 0.

2.1. Caso lineal

Consideremos la ecuación (FPU) con � = 0

@ttqi = �(qi+1 � 2qi + qi�1); (2)

�jando las masas iniciales y �nales q0 = qN+1 = 0: Proponemos como solución

qi(t) = a(i)�(t): (3)

Por lo que se debe cumplir

1

�

��
�

�
=
a(i+ 1)� 2a(i) + a(i� 1)

a(i)
= �; (4)

con � constante (independiente de i y de t). Proponemos a

a(i) = C1 sin(�i) + C2 cos(�i)

como solución de la ecuación
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a(i+ 1)� 2a(i) + a(i� 1) = �a(i):
Para satisfacer las condiciones de frontera hacemos C2 = 0 y � = �k

N+1 con
k = 1; 2; :::; N . Por lo tanto,

ak(i) = C1 sin(
�k

N + 1
i) (5)

Para encontrar la forma explícita de �(t) sustituimos (5) en (4) y resolvemos

��
�(t) = � (wk)2 �(t)

con

wk = 2
p
� sin

�
k�

2(N + 1)

�
; (6)

obteniendo

�k(t) = Ak sin (wkt) +Bk cos (wkt) :

Por lo tanto para k = 1; :::; N

q
(k)
i (t) = ak(i)�k(t):

Para que se cumplan las condiciones iniciales

q
(k)
i (0) = Ck sin

�
k�

N + 1
i

�
y

�
q
(k)

i (0) = 0, (7)

resulta Ak = 0 y Bk = 1
C1
q
(k)
i (0). Por lo tanto

q
(k)
i (t) = Ck sin

�
k�

N + 1
i

�
cos

�
2
p
� sin

�
k�

2(N + 1)

�
t

�
:

Estas soluciones son llamadas los "modos normales"de la latiz. La evolución
natural del sistema esta dada por

Qi(t) =
NX
k=1

q
(k)
i (t):

Notemos que la amplitud Ck de cada modo esta dada por la condición inicial.
Veamos ahora que no hay transferencia entre los modos. De�nimos la energía

del i-esimo modo por

Ei =
1

2

�
(
�
�i)

2 + (wi)
2(�i)

2
�
;

con

�i =
2

N + 1

NX
j=1

Qj(t) sin

�
i�

N + 1
j

�
:
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Por lo que la energía total del sistema es E =
P

iEi. Entonces, si la condición
inicial esta dada por (7) se tiene que Qi(t) = qi(t) y la enegía total del sistema
es 1

2 (Ck)
2(wk)

2. Esto es cierto para todo tiempo incluido el tiempo t = 0; por
lo tanto los modos no comparten energía.
Notemos que al considerar de (6):

wk = 2
p
�

����sin� k�

2(N + 1)

����� ;
tenemos una relación entre el número de onda y la frecuencia. Para k  0, la
frecuencia es baja y la longitud de onda es larga.

2.2. Potencial FPU

Kruskal y Zabusky derivaron la ecuación de KdV a partir de las ecuaciones
(FPU) tomando � 6= 0 de la siguiente forma:

qi = qi(t) denota el desplazamiento al tiempo t de la partícula i� esima
de la latiz en equilibrio.

r = ri = qi+1 � qi el desplazamiento relativo

p = @tr el momento de la latiz

Suponiendo que todas estas funciones están en l2, escribimos (FPU) de la
siguiente forma:

@ttqi = �(qi+1 � 2qi + qi�1)[1 +
1

2

�

�
(qi+1 � qi�1)]:

Si denotamos por h la longitud del resorte y hacemos expansión de Taylor
de qi+1 y qi�1 en términos de qi, obtenemos (quitando el subíndice i)

@ttq = �h
2(@xxq +

h2

12
@xxxxq)(1 +

�

�
h@xq): (8)

Sean �h2 = c2 , h�� = � y h2

12� = �
2 con � y h parámetros pequeños. Por lo

que la ecuación, después de quitar productos de dos términos pequeños, queda
como

@ttq � c2@xxq = �c2@xq@xxq + �c2�2@xxxxq.

Buscamos soluciones que se aproximen a ondas viajeras con a lo más una
forma que varía lentamente. Por lo que tiene sentido usar escalas múltiples.
Proponemos

q = q(0)(�; T ) + �q(1)(x; t) + � � �; (9)

con � = x� ct y T = �t.
La ecuación corresondiente a orden � es:
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2cq
(0)
�T + c

2q
(0)
� q

(0)
�� + c

2�2q
(0)
���� = 0:

Que al aplicarle el cambio de variables u = q(0)� y � = cT
2 , se transforma en

KdV:
u� + u�u+ �

2u��� = 0: (10)

Zabusky y Kruskal [ZK] analizaron este problema y publicaron sus resul-
tados en el Physical Review Letters (1965), encontraron un comportamiento
sorprendente en la evolución de estas ondas.
La ecuación de KdV describe ondas en aguas poco profundas como se explicó

anteriormente. Pero también describe ondas largas en cristales anarmónicos.
Para valores pequenos de �2, el fenómeno observado computacionalmente se

puede describir en términos de tres intervalos de tiempo:

1. Inicialmente los primeros dos términos de KdV dominan y ocurre el clásico
rebase: u se inclina en regiones donde tiene pendiente negativa.

2. Cuando u se ha inclinado su�ciente, el término de dispersión se vuelve im-
portante y sirve para prevenir discontinuidades. En vez de discontinuidades
aparecen oscilaciones de corta longitud de onda (de orden �) en el lado
izquierdo del frente. Las amplitudes de las oscilaciones crecen y �nalmente
cada oscilación alcanza una amplitud casi constante (que aumenta lineal-
mente de izquierda a derecha) y es casi idénticamente en forma a una onda
solitaria de KdV.

3. Cada pulso solitario o soliton comienza a moverse uniformemente a un paso
(relativo a la velocidad inicial del pulso) que es linealmente proporcional a
su amplitud. Por lo que los solitones se separan. Debido a la periodicidad,
dos o más solitones eventualmente se traslapan o �colisionan� e interac-
túan nolinealmente para posteriormente reaparecer virtualmente sin ser
afectados en tamaño ni en forma. En otras palabras, los solitones pasan
uno sobre el otro sin perder su identidad.

A partir de sus descubrimientos buscaron soluciones tipo soliton con veloci-
dad c. Sustituyendo u = U(x�ct) en (10) para obtener una ecuación diferencial
ordinaria de tercer orden no lineal para u. La solución asintóticamente constante
en in�nito (u = u1 en x = �1) es:

u = u1 + (u0 � u1) sech2(
r
u0 � u1
12 �2

(x� x0));

donde u0, u1y x0 son constantes arbitrarias y c = u1 + (u0�u1)
3 .

Por lo que entre mayor sea la amplitud y menor sea � más angosto será el
pulso. Lo sorprendente es que estos impulsos, que son soluciones por si sólos de
la ecuación, existen aún estando uno cerca del otro e interactúan sin perder su
individualidad excepto en el momento en que se �traslapan�.
Los resultados numéricos de Kruskal y Zabusky los mostramos en la sec-

ción de cálculos numéricos. Este fue el primero trabajo que dio luz sobre como
interactúan dos o más solitones, mostrando que pueden interactuar pero even-
tualmente recuperan su forma inicial.
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2.3. Latiz de Toda

En (FPU) se considera el potencial no lineal V (r) = 1
2�r

2+ 1
3!�r

3 y debido a
esta no linealidad se tiene recurrencia. ¿Qué pasa si consideramos un potencial
más general?
Consideremos el potencial

V (r) =
k

�
e��r + kr (11)

propuesto por Toda [To]. Observemos que V (r) � k
� +

�k
2 r

2 cuando jrj << 1,
que es el potencial de la latiz lineal.
Es importante este ejemplo pues resulta un sistema completamente inte-

grable [Fla][Ma], en el sentido que las ecuaciones de movimiento tienen una
in�nidad de cantidades conservadas. Las ecuaciones de movimiento para el
sistema son:

��
ri = V

0(ri+1)� 2V 0(ri) + V 0(ri�1) (12)

Haciendo fi = �V 0(ri) = k(e��ri�1), obtenemos de (12) las ecuaciones de

movimiento para fi :

@tt(�
1

�
ln

�
fi
k
+ 1

�
) = �fi+1 + 2fi � fi�1. (13)

Por lo que

fi(t) =
1

�
B2 sech2(bi �Bt), (14)

con B =
p
k� sinh(b) y la posición inicial de las masas xi = bi: La solución (14)

es una onda solitaria que viaja a velocidad

c =
p
k�
sinh(b)

b
: (15)

El régimen de onda larga corresponde al límite b ! 0. Lo cual da una
velocidad de la onda de c =

p
k�. La onda solitaria siempre viaja a mayor

velocidad que esta velocidad crítica para b 6= 0.
Hirota [Hir] demostró que la latiz de Toda tiene cadenas de solitones verif-

icando directamente que una generalización de la solución tipo soliton de (13)
es solución. La solución de Hirota esta dada por

qi(t) =
@2

@t2
ln(g(�i)), (16)

con g una función conocida y �i = �t � �i � �. En la sección 3.1 utilizaremos
este método para encontrar solitones de KdV.. La solución puesta de esta forma
fue encontrada por Hirota para la ecuación de KdV [Hir2]. En la siguiente
sección haremos cálculos numéricos para ver la evolución de solitones dados
como soluciones de este tipo en el tiempo.
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2.4. Ecuación cúbica de Schrödinger

En el contexto de esta ecuación entenderemos por solitones paquetes de
ondas localizados que sobreviven colisiones.
En el verano de 1972, Newell y sus colegas [Ne] organizaron un taller de

investigación en solitones. Lo interesante es que una de las contribuciones más
signi�cantes llegó después. De la antigua Unión Soviética llegó un artículo de
Zakharov y Shabat [SZ] donde formulan el ISM de Kruskal para la ecuación
cúbica de Schrödinger:

i't + 'xx + 2 j'j
2
' = 0: (17)

A diferencia de la ecuación de KdV y la latiz de Toda la variable dependiente
en esta ecuación es compleja en vez de real por lo que la ecuación rige la evolución
de dos cantidades: amplitud y fase. Esto debido a que (17) es una generalización
no lineal de la ecuación lineal

iut + uxx + u = 0;

soluciones de la cual involucran una envolvente y un paquete de onda. Co-
mo la ecuación lineal es una ecuación de Schrödinger en mecánica cuántica
para la probabilidad de la amplitud de una partícula (como un electrón) que se
mueve en un dominio con potencial uniforme, es natural llamarle a la ecuación
(17) la ecuación no lineal de Schrödinger (NLS). Cuando se usa la ecuación
de Schrödinger para modelar paquetes de ondas en hidrodinámica, óptica no
lineal, acústica no lineal, ondas de plasma y dinámica biomolecular sus solu-
ciones no tienen un carácter cuántico. Las conclusiones del trabajo de Shabat y
Zakharov y del taller de solitones son que cuatro ecuaciones no lineales (KdV,
Sine-Gordon, NLS y la latiz de Toda) muestran ondas solitarias con la misma
propiedad que llevó a Kruskal y Zabusky en 1965 a formular el término soliton
[Ne].
Encontremos ahora ondas solitarias para (17). Sea

'(x; t) = ei(kx�wt)v(x� ct),

entonces

't = �iwei(kx�wt)v(x� ct)� cei(kx�wt)v0(x� ct)
'x = ikei(kx�wt)v(x� ct) + ei(kx�wt)v0(x� ct)
'xx = �k2ei(kx�wt)v(x� ct) + i2kei(kx�wt)v0(x� ct) + ei(kx�wt)v00(x� ct):

Por lo que la ecuación (17) correspondiente es

v00 + i(2k � c)v0 + (w � k2)v + 2 jvj2 v = 0: (18)

Queremos que v sea real, entonces necesitamos que 2k � c = 0, es decir

k =
c

2
:
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Por lo tanto (18) se reduce a

v00 + (w � c
2

4
)v + 2v3 = 0; (19)

que es un sistema conservativo que tiene soluciones periódicas en términos de
funciones elípticas de Jacobi y una onda solitaria. Esto lo podemos ver al integrar
(19), pues obtenemos

v0 = �
p
2A� v2 (a+ v2), con A constante.

La onda solitaria viene de tomar el límite cuando A! 0

­4 ­2 2 4

100

200

v

y

y = v2
�
a+ v2

�
, a < 0

­4 ­2 2 4

­5

5

v

v´

(v0)
2
= �v2

�
a+ v2

�
, a < 0

Es decir, es solución de

v0 = �
p
�v2 (a+ v2) con a < 0: (20)

Por lo tanto
v(x� ct) =

p
�2a sech(

p
�a(x� ct)).

La parte real de la solución '(x; t) de (20), esta dada por

cos(
c

2
x� (c

2

4
+ a)t)

p
�2a sech(

p
�a(x� ct))

con a < 0. En seguida mostramos (en azul) la evolución de (??) con a = �1 y
c = 1 y de j'(x; t)j (en rojo):

0­2.5­5­7.5­10­12.5­15

2.5

1.25

0

­1.25

­2.5

x

R e( )

x

R e( )

t = �10

0­2.5­5­7.5­10­12.5­15

2.5

1.25

0

­1.25

­2.5

x

R e( )

x

R e( )

t = �3
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107.552.50­2.5­5
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0
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x
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x

Re( )

t = �1

52.50­2.5­5­7.5­10

2.5

1.25

0

­1.25

­2.5

x

R e( )

x

R e( )

t = 0

107.552.50­2.5­5

2.5

1.25

0

­1.25

­2.5

x

Re( )

x

Re( )

t = 1

1050­5

2.5

1.25

0

­1.25

­2.5

x
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La evolución de j'(x; t)j es la de una onda solitaria que modula a Re('(x; t)).

3. Cálculos Numéricos

Hemos encontrado ondas solitarias como soluciones de la ecuación de KdV
y de la latiz de Toda. Y encontramos que los solitones interactúan sin perder
su individualidad. Ahora usaremos algunos métodos numéricos para observar
estos resultados. Investigaremos el caso de dos ondas solitarias como condición
inicial.

3.1. Método de Hirota

Consideremos soluciones	i(x; t) de la ecuación de partícula libre de Schödinger.
Es decir soluciones de

� @2

@x2
	i = Ei	i: (21)

Sea

u(x; t) = 2
@2

@x2
ln (W (	1; ::;	n)) ; (22)
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con W el wronskiano, 	i = 	i(�i) y

�i = ki(x� 4k2i t) si Ei < 0

o
�i = ki(x+ 4k

2
i t) si Ei > 0:

Entonces u(x; t) es solución de la ecuación de KdV

ut + 6uxu+ uxxx = 0: (23)

Sea n = 1 y 	1(�) = cosh(�) solución de (21) correspondiente a E1 < 0,
entonces

2
@2

@x2
ln (W (	1)) = 2

@2

@x2
ln(cosh(�)) =

2k21
cosh2 (xk1 � 4tk31)

por lo que de (22)

u1(x; t) =
2k21

cosh2 (k1(x� (2k1)2t))
es el soliton correspondiente a la ecuación de KdV (23) con velocidad 4k21:

u(x; t) con k1 = 1

Sea ahora n = 2 y

f	1(�) , 	2(�)g = fcosh(�); cosh(�)g

soluciones de (21) correspondientes a Ei < 0, entonces

2
@2

@x2
ln (W (	1;	2)) = 2

@2

@x2
ln(

���� cosh(k1(x� (2k1)2t)) senh(k2(x� (2k2)2t))
k1senh(k1(x� (2k1)2t)) k2 cosh(k2(x� (2k2)2t))

����) =
= 2

@2

@x2
ln(k2 cosh(k1(x� (2k1)2t)) cosh(k2(x� (2k2)2t))+

(�k1)senh(k1(x� (2k1)2t))senh(k2(x� (2k2)2t))):
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Por lo que de (22)

u2(x; t) =
2(k21 � k22)(k22 cosh2

�
xk1 � 4tk31

�
+ k21senh

2
�
xk2 � 4tk32

�
)

(k2 cosh (xk1 � 4tk31) cosh (xk2 � 4tk32)� k1 sinh (xk1 � 4tk31) sinh (xk2 � 4tk32))
2

(24)
es la solución correspondiente a la ecuación de KdV (23) con dos solitones como
condición inicial que evolucionan en el tiempo de la siguiente forma:
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Empezamos con dos solitones, interactuaron y recobraron su forma. Que es lo
que Kruskal y Zabusky descubrieron numericamente. Veamos ahora el cambio
de fase. En color rojo está el soliton u1 correspondiente a k = 1

2 , en azul el
soliton u1 correspondiente a k = 1 y en amarillo el 2-soliton u2 correspondiente
a k1 = 1

2 y k2 = 1.

Observemos que la onda amarilla de mayor amplitud empieza más rezagada
que la azul mientras que la onda amarilla de menor amplitud empieza por delante
de la roja. En el momento del traslape total la onda amarilla queda con una
única joroba de altura menor a 2:
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Al tiempo t = 10 las ondas ya están separadas y observamos el cambio de
fase pues la onda de mayor amplitud amarilla ahora esta por delante de la azul
mientras que la onda de menor amplitud amarilla quedó rezagada por la roja.

Veamos ahora como sería la interacción si las ondas comienzan trasladándose
en dirección contraria, es decir, ahora consideremos �2 correspondiente a E2 > 0.
En este caso, procediendo como en (24)

u2(x; t) =
�2(k21 � k22)(k22 cosh2

�
xk1 � 4tk31

�
+ k21 sinh

2 xk2 � 4tk32)
(k2 cosh (xk1 � 4tk31) cosh (xk2 � 4tk32)� k1 sinh (xk1 � 4tk31) sinh (xk2 � 4tk32))

2 :

Notamos que las ondas se acercan conforme avanza el tiempo hasta el mo-
mento del traslape para después recobrar sus formas originales y continuar su
camino:
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Obtuvimos estas grá�cas utilizando Maple

3.2. Método de Whitham

Consideremos la ecuación de KdV

ut + �uxu+ uxxx = 0: (25)

Vamos a estudiar la interacción de dos solitones usando la transformación
de Cole-Hopf, sea

u = px;

entonces (25) se transforma en

pt +
�

2
p2x + pxxx = 0: (26)

Haciendo otro cambio de variables

�p = 12
@

@x
log(F );

es decir

u =
12

�

@2

@x2
log(F ) (27)

transformamos (26) en

F (Ft + Fxxx)x � Fx(Ft + Fxxx) + 3(F 2xx � FxFxxx) = 0: (28)

Veamos que le hace estas transformaciones a las soluciones que conocemos
de KdV. A decir de

u(x; t) = 3�2 sech2
�
� � �0
2

�
(29)
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con � = �(x� �2t): Esta u corresponde a

p =

Z
u = 6�

�
tanh

�
� � �0
2

�
� 1
�

que a su vez corresponde a F = 1 + e�(���0) o en términos de x y t

F (x; t) = 1 + e��(x�s0)+�
3t

Sea F = 1 + � F (1) + �2F (2) + � � � y agrupamos (28) por potecias de �:

A orden � :

(F
(1)
t + F

(1)
xxx)x = 0;

integramos con constante de integración k = 0 para obtener

F
(1)
t + F (2)xxx = 0

A orden �2 :

(F
(2)
t + F (2)xxx)x = �3

�
(F (1)xxx)

2 � F (1)x F (1)xxx

�
; (30)

Tomemos
F (1) = f1 + f2

con
fj = e

��j(x�sj)+�3j t:

Entonces la ecuación para F (2) es

(F
(2)
t + F (2)xxx)x = �3(�1 � �2)2�1�2f1f2:

Cuya solución esta dada por

F (2) =

�
�2 � �1
�1 + �2

�2
f1f2:

Por lo que

F = 1 + f1(x) + f2(x) +

�
�2 � �1
�1 + �2

�2
f1(x)f2(x)

es solución exacta de (28) pues para ordenes mayores las ecuaciones para F (j)

(j > 2) tienen lado derecho igual a cero y por lo tanto las podemos tomar como
idénticamente cero [W]. Entonces, de (27)

u(x; t) =
12

�

@2

@x2
log(1 + f1 + f2 +

�
�2 � �1
�1 + �2

�2
f1f2):
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Que desarrollando queda en la forma:

u(x; t) =
12

�

�21f1 + �
2
2f2 + 2 (�2 � �1)

2
f1f2 +

�
�2��1
�1+�2

�2 �
�22f

2
1 f2 + �

2
1f1f

2
2

�
�
1 + f1 + f2 +

�
�2��1
�1+�2

�2
f1f2

�2 ;

que es la misma que obtuvimos en 3;1 usando el método de Hirota y por lo tanto
solución de KdV con dos solitones como condición incial. Sea �1 < �2; las dos
ondas solitarias evolucionan de la siguiente forma:

422 0

xt
0 ­2­2 ­4­4 0.0

4

2.0

1.5

z 1.0

0.5

� = 6; �1 = 1; �2 = 2

Nuevamente observamos las dos ondas que en el momento del choque inter-
accionan para luego recobrar su forma y seguir su curso como si no estuviese la
otra onda excepto por el cambio de fase. En secciones de tiempo se aprecia de
mejor forma:

­20 ­15 ­10 ­5 0 5

1

2

x

u

t = �3

­10 ­5 0 5

1

2

x

u

t = �1
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x

u

t = 0

0 10

1

2

x

u

t = 3

3.3. Kruskal y Zabusky

Comprobaron sus resultados descritos en la sección 2.2 usando el siguiente
método numérico:
Sea unm la solución de KdV al instante (hm; kn) con n;m = 0; 1; :::.
La ecuación de KdV discretizada correspondiente es

un+1m = un�1m � k

3h
(unm+1+u

n
m+u

n
m�1)(u

n
m+1�unm�1)�

k�2

h3
(unm+2�2unm+1+2unm�1�unm�2)

Usando este método numérico con condiciones periódicas en la frontera,
Kruskal y Zabusky aproximaron la evolución de la ecuación de KdV tomando
como condición inicial cos(�x) en el intervalo [0; 2] con � =.022. Los resulta-
dos numéricos fueron sorprendentes pues se observa como evoluciona el cos(�x)
apareciendo ondas solitarias:

Al tiempo t 1.2 se forman 8 ondas solitarias (numeradas de mayor a menor
amplitud):

18



Se observa como interactúan de acuerdo a su tamaño. Las ondas 1; 2 y 3 están
avanzado a la derecha mientras que el resto avanzan a la izquierda hasta llegar
a la frontera y debido a la condición de periodicidad en la frontera continuan
avanzando cíclicamente:

La evolución en espacio tiempo se ve de la siguiente forma:
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Es importante este resultado numérico, pues como lo dijo Zabusky [Z] en su
momento, fue la primera vez en la historia de la ciencia que los investigadores
tuvieron el poder del computo cientí�co para realizar experimentos numéricos
que les ayudara a explicar fenómenos y obtener nuevos descubrimientos.

4. Conclusiones

Encontramos que tanto la ecuación de Korteweg- de Vries como la latiz de
Toda tienen ondas solitarias como solución. Más aun, usando los métodos de
Hirota (16) y Whitham (26) para KdV teniendo como condición inicial dos soli-
tones encontramos que evolucionan como si no se dieran cuenta de la existencia
uno del otro hasta el momento del choque donde interaccionan para luego reco-
brar su forma original y seguir evolucionando individualmente. Mientras que la
ecuación cúbica de Schrödinger tiene soluciones tipo soliton, en el sentido que
es una onda que se propaga (paquete y una envolvente) que después de interac-
cionar con otras ondas recupera su identidad. Lo resaltante de los métodos de
Hirota y Whithan es que pueden aplicarse a otras ecuaciones como la ecuación
cúbica de Schrödinger y Sine-Gordon entre otras.
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