‘:‘

D NACIONAL AUTONOMA 5
=

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

FAcuLTAD DE CIENCIAS

CAMPOS PRODUCIDOS POR MEDIOS
POLARIZADOS Y MAGNETIZADOS EN
MOVIMIENTO

T E S T S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:
FISICO

PRESENTA:
MONICA ARACELI CANALES LIZAOLA

DIRECTOR DE TESIS:
M. EN C. JOSE LUIS JIMENEZ RAMIREZ

2009



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Hoja de Datos del Jurado

1. Datos del alumno

Apellido paterno

Apellido materno

Nombre(s)

Teléfono

Universidad Nacional Autbnoma de México
Facultad de Ciencias

Carrera

Ndmero de cuenta

1. Datos del alumno

Canales

Lizaola

Moénica Araceli

55 28 39 69

Universidad Nacional Autbnoma de México
Facultad de Ciencias

Fisica

091356451

2. Datos del tutor
Grado

Nombre(s)
Apellido paterno
Apellido materno

2. Datos del tutor
M. en C.
José Luis
Jiménez
Ramirez

3. Datos del sinodal 1
Grado

Nombre(s)

Apellido paterno
Apellido materno

3. Datos del sinodal 1
M. en C.

Mirna

Villavicencio

Torres

4. Datos del sinodal 2
Grado

Nombre(s)

Apellido paterno
Apellido materno

4. Datos del sinodal 2
Dr.

Raul Patricio

Esquivel

Sirvent

5. Datos del sinodal 3
Grado

Nombre(s)

Apellido paterno
Apellido materno

5. Datos del sinodal 3
Dr.

Carlos

Villarreal

Lujan

6. Datos del sinodal 4
Grado

Nombre(s)

Apellido paterno
Apellido materno

6. Datos del sinodal 4
Dr.

Javier

Vitela

Escamilla

7. Datos del trabajo escrito.
Titulo

Ndmero de paginas
Afo

7. Datos del trabajo escrito
Campos producidos por medios
polarizados y magnetizados en
movimiento.

73 p

2009




Agradecimientos

A mi asesor, José LuisJiménez por su apoyo incondicional, sus ensefianzas, su
dedicacion y su infinita paciencia que hizo posible finalizar este trabgjo.

A losintegrantes del comitésinodal, M. en C. Mirna Villavicencio Torres, Dr. Rall
Esquivel Sirvent, Dr. Javier Vitela Escamilla, Dr. Carlos Villareal Lujan, por sus
valiosas observaciones y sugerencias que enriquecieron el presente trabajo.

Al profesor 1gnacio Campos por el tiempo que dedico arevisar gran parte del trabajo,
gracias por sus comentariosy sugerencias.

A la Universidad Nacional Auténoma de Méxicoy ala Facultad de Ciencias que me
dio laoportunidad de acceder asusaulasy darmelas herramientas para poder
desarrollarme como un mejor ser humano.

A mis padres que siempre han estado a mi lado brindandome todo su apoyo y su amor;
por todas sus ensefianzas y consegjos, sin los cuales no hubiera podido realizar ninguna de
las metas que me he propuesto.

A mis her manos con quienes he compartido experiencias que me han ensefiado la
importanciade lafamilia.

A Chimis por todo el apoyo que me ha dado; porque este camino lo hemos recorrido juntos
y mis logros también han sido suyos. Por ser una parte insustituible en mi proyecto de vida.

A Dalia y a Genaro, por su amistad, por toda la ayuda gue me brindaron durante la carrera
y en larealizacion de este trabgjo.

A todos mis amigos que estan y han estado muy presentes en mi vida; sin ustedes este
largo vigje por la facultad hubiera sido terriblemente aburrido. Gracias por hacermereir,
por |os buenos consejos que me han dado y apoyarme en los momentos dificiles.

A Kaiser.

“No hay método mas poderoso para introducir conocimiento en la mente que presentarlo de
cuantas maneras diferentes se pueda....”
James C. Maxwell.



Indice General

Mntroduccionl I
1

[1.1. Comportamiento de un medio debido al |

| campo eléctrico K| . . . . ..o Lo oo 1
[LL1.1. Polarizacion de un dieléctrico. . . . . . . . . .. ..o 2

[1.1.2. Densidad de polarizacion P| . . . . . .. ... ... ... 3

[1.1.3. Potencial eléctrico debido a la materia polarizada). . . . . . . . . .. 4

[1.2. Comportamiento de un medio debido al |

| campo magnético B . . . .. ..o o oo 6
[1.2.1. Magnetizacion de un medio material.|. . . . . . . .. . ... ... .. 6

[1.2.2. Densidad de magnetizacion M| . . . . ... ... ... ... ..... 7

[1.2.3. Potencial magnético debido a la materia magnetizada.| . . . . . . . . 8

[1.3. Ecuaciones de Maxwell en medios materiales en reposo| . . . . . . . ... .. 10
[1.3.1.  Ecuaciones de Maxwell con los vectores de polarizacion P y de mag- |

[ netizacion MLl . . . . . .. oL Lo 11
[1.3.2. Ecuaciones de Maxwell en términos de los vectores D y H.| . . . . . 13

[2. Ecuaciones de Maxwell para medios materiales en movimiento| 15
[2.1. Ecuaciones de Maxwell para medios en movimiento.| . . . . ... ... ... 15
2.1.1. Derivada convectivao totall . . . . . . ... .. ... 0oL 16

[2.1.2. Leyde Faraday| . . . . . . ... ... ... ... ... .. 18

[2.1.3. Ley de Ampere-Maxwelll . . . . . . . ... ... 000 20

[2.1.4.  Analisis de Ley de Ampere-Maxwell forma diferenciall . . . . . . .. 22

[2.2. Simetria entre dieléctricos y medios magnetizados en movimiento| . . . . . . 24
[2.2.1. Daieléctrico polarizado en movimiento|. . . . . . . ... ... ... .. 24

[2.2.2. Medio material magnetizado en movimiento| . . . . . . . . ... . .. 25

3. Potenciales Retardados.| 28
[3.1. Potenciales electromagnéticos.|. . . . . . . ... ... oL 28
13.2. Solucion de la ecuacion de onda inhomogénea| . . . . . . .. ... ... ... 30
[3.2.1. Tiempo retardado| . . . . . . . . .. ... 34



Administrator
Rectangle


[Conclusiones/

[3.3. Potenciales de Liénard- Wiechertl . . . . . . .. .. ... ... ... .. .. 37
[3.3.1. Potencial escalar de Liénard-Wiechert. . . . . .. ... ... ... .. 40

4. Solucion del Problemal 43
[4.1. Método propuesto] . . . . . . . .. 43
4.2. Método usado por Jefimenko| . . . . . . . . ... 47
4.3. Ventajas de un método sobreel otro| . . . . . .. ... ... ... ... .. 51
4.3.1.  j Ejerce tuerza sobre una carga en reposo una espira neutra, |

| con corriente, moviéndose con velocidad constante?|. . . . . . . . .. 51
4.4, Metodo Alternatival. . . . . . . .. oL oo 55
|4.5. Solucion relativista de las ecuaciones para Py M|. . . . .. .. .. ... .. 58

63

(A. Expansion multipolar| 64
|A.1. Expansion multipolar del potencial escalar|. . . . . . .. ... ... .. ... 64
|A.2. Expansion multipolar del potencial vectorialf. . . . . . . .. ... ... ... 66

70


Administrator
Rectangle


Introduccion

Cuando estudiamos los campos que producen los medios polarizados que se mueven a
velocidad constante, encontramos un resultado interesante, el cual muestra que un medio
polarizado en movimiento es equivalente a un medio magnetizado. Este resultado motiva
a preguntarnos si un medio magnetizado en movimiento serd equivalente a un medio po-

larizado.

El presente trabajo tiene dos objetivos fundamentales: el primero, de caracter pedagogico,
consiste en deducir cada uno de los resultados importantes para entender claramente los
fenémenos de polarizacién y magnetizacién en la materia cuando ésta se encuentra en reposo
y en movimiento.

El segundo, y eje principal del trabajo, es proponer un método para encontrar la ecuacion
que relaciona un medio magnetizado en movimiento con un medio polarizado, utilizando sélo
resultados de la teoria electromagnética clasica desde un enfoque no relativista. El método
se basa en el uso de los potenciales producidos por fuentes en movimiento; ademéas queremos
mostrar que este método tiene una ventaja sobre el propuesto previamente por Oleg D. Je-

fimenko: su generalidad, pues no depende de algiin modelo particular, como el de Jefimenko.

En el capitulo 1 estudiamos las principales caracteristicas de los medios cuando se encuen-
tran dentro de un campo eléctrico 6 magnético, definimos conceptos importantes como la
la densidad de polarizacién P y de magnetizacién M. Estos conceptos juegan un papel
importante en la elaboraciéon de un modelo para medios en presencia de campos electro-
magnéticos.

También estudiamos los diferentes tipos de densidades de carga y corriente asociados con
medios polarizados y magnetizados en reposo. Los resultados obtenidos los usamos para
presentar cada una de las ecuaciones de Maxwell, en forma diferencial, para medios mate-

riales en reposo en términos de los vectores auxiliares D y H.
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En el capitulo 2, obtenemos las ecuaciones de Maxwell para medios en movimiento utilizando
el concepto de la derivada convectiva. Debido a la importancia que tiene este concepto para
establecer las ecuaciones de Maxwell para medios en movimiento, parte importante de este
capitulo es la deduccién de ésta derivada.

Cuando analizamos la ley de Ampere-Maxwell, encontramos que debido a la modificacion
de la densidad de corriente total J para medios en movimiento, de esta ley se obtiene
un resultado fundamental para nuestro trabajo, un medio polarizado moviéndose con ve-
locidad constante es equivalente a un medio magnetizado, apoyandonos en este resultado
luego obtuvimos , de forma cualitativa, la ecuacidon que relaciona a medios magnetizados
en movimiento con medios polarizados, y senalamos las diferentes simetrias que hay entre

campos eléctricos y magnéticos en la teoria.

Por su parte en el capitulo 3, debido a que la ecuacién propuesta antes mencionada no
se obtiene directamente de las ecuaciones de Maxwell, construimos la estructura tedrica
necesaria para poder demostrarla. Encontramos primero la solucién general a las ecuaciones
de Maxwell : los potenciales retardados, analizamos luego el concepto de tiempo retardado,

puesto que es fundamental para resolver el problema planteado.

De igual manera, obtuvimos los potenciales retardados para una carga puntual con movimien
to arbitrario, esto es, los potenciales de Liénard-Wiechert, para después analizar el potencial

escalar para una carga puntual que se mueve a velocidad constante.

Finalmente en el capitulo 4, exponemos el método por el cual demostramos que la ecuacion
propuesta en el capitulo 2 para medios magnetizados en movimiento efectivamente se sa-
tisface. Ya que esta relacién fue encontrada por Jefimenko por medio de un caso particular,
en este capitulo también presentamos su método.

Con el fin de ilustrar la importancia de los resultados obtenidos, analizamos un ejemplo
mediante el método propuesto.

Por ultimo mostramos la solucién al problema desde una perspectiva relativista, verificando
asi que nuestros resultados son correctos, y exhibiendo que la teoria electromagnética clasica

es una teoria plenamente relativista.



Capitulo 1

Ecuaciones de Maxwell en medios
materiales

Antes de escribir las ecuaciones de Maxwell en medios materiales necesitamos estudiar

el comportamiento de estos en presencia de campos eléctricos y magnéticos.

1.1. Comportamiento de un medio debido al
campo eléctrico E

En el siglo XIX ain no se tenia desarrollada una teoria atémica de la materia, es decir,
todavia se tenfa una visién macroscépica de ella y se le consideraba como una substancia
sin estructura alguna, sin embargo, se logré tener una teoria que podia caracterizar de una
manera simple el comportamiento eléctrico de la misma, pues al tratar de determinar cuanto
vale el campo eléctrico en un punto exterior de diferentes medios materiales cuando estos se
encontraban dentro de un campo eléctrico, lo que hallaron fue que lo nico que necesitaban
para poder describir adecuadamente tales efectos era introducir un factor caracteristico del
material llamado susceptibilidad eléctrica, que suele denotarse por x..

Bajo esta visién, no podemos explicarnos de forma completa lo que pasa en el interior de
un medio material cuando éste se encuentra en presencia de un campo eléctrico, por esta
razén nos es 1til modelar a la materia desde un punto de vista microscépico o atémico.

Como no nos interesa estudiar los efectos cudnticos en la materia, vamos a adoptar un
modelo simple, podriamos decir que hasta ingenuo, que la describa, pero con el cual sea

posible entender el comportamiento eléctrico de una gran variedad de medios materiales,
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por lo que consideraremos a la materia como un conjunto de moléculas o étomosﬂ neutros
estables formados por particulas cargadas.

Por sus propiedades eléctricas los materiales se clasifican en dos tipos: conductores y
dieléctricos.

Los conductores son aquellos que contienen un gran ntimero de portadores de carga que se
mueven con facilidad dentro del material, por esta razén, a estas cargas las denominamos
cargas libres, las cuales en presencia de un campo eléctrico, se mueven, en promedio, en
direccién contraria a él.

En los dieléctricos la mayoria de sus portadores de carga estan fuertemente ligados a sus
moléculas de manera que no hay posibilidad de que haya desplazamiento de estos en el
material mas alla de la molécula de la cual forman parte. Estos materiales son por lo tanto
no conductores. A las cargas que lo forman les llamamos cargas ligadas.

Nos interesa conocer el comportamiento de las cargas ligadas dentro de un medio cuando
éstas se encuentran en presencia de un campo eléctrico, por lo que estudiaremos sélo a los

medios dieléctricod?

1.1.1. Polarizacion de un dieléctrico.

Si un dieléctrico se encuentra en presencia de un campo eléctrico externo, sus cargas ex-
perimentan una fuerza debida al campo, la cual produce pequenios desplazamientos de las
cargas, de manera que las cargas negativas se separan de las positivas, dando como resul-
tado una nueva distribuciéon de carga en las moléculas que conforman al medio, en esta
nueva distribucién las cargas positivas se alinean en direccion del campo eléctrico neto E,
producido tanto por el medio como por el campo externo, cuando esto pasa decimos que el
material se ha polarizado.

Cuando el medio polarizado es neutro, la nueva distribucién de carga que tenemos dentro de
él la podemos representar como si estuviera formada sélo por pequenos dipolos inducidos,
por lo que lo tinico que necesitamos considerar para describirla totalmente son sus momentos
dipolares.

Los dieléctricos se clasifican en dos grupos principales: dieléctricos no polares y dieléctricos
polares.

En los dieléctricos no polares, en ausencia de campo eléctrico, sus cargas se encuentran

distribuidas de tal forma que tienen momento dipolar igual a cero.

1 En este trabajo se usara de forma indistinta dtomos o moléculas, asi como también los consideraremos
medios isotrépicos.

2En todo el anélisis supondremos que es un medio dieléctrico ideal, es decir, aquel que no tiene cargas
libres
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En los dieléctricos polares, debido a su estructura interna, tenemos que algunas de sus
moléculas ya tienen una distribucién de carga positiva y negativa separadas, de modo que
ya existe un momento dipolar eléctrico, tales moléculas reciben el nombre de moléculas
polares y a su momento dipolar se le llama momento dipolar permanente, un ejemplo de
este tipo de medios es el agua; en este tipo de dieléctrico, los dipolos estan orientados al
azar, y en presencia de un campo eléctrico tienden a alinearse con éste.

Otro tipo de medio dieléctrico es aquel en donde sus momentos dipolares se encuentran
alineados aun en ausencia de campo eléctrico, a estos materiales se les denomina electretos,

un ejemplo de este tipo de medio material seria la cera.

1.1.2. Densidad de polarizacién P

Ahora sabemos que en un medio neutro que se ha polarizado, la distribucién de carga
de cada una de sus moléculas la podemos describir por su momento dipolar. Definamos

entonces el momento dipolar por molécula como

pm—/ r'dg. (1.1)
mol

Si tomamos un pequenio elemento de volumen AV dentro del medio (alrededor de la posicién
r’), pero ain grande en comparacién con el tamano de las moléculas (hay muchisimas
dentro de él), lo que observamos es que podemos reemplazar a todos los momentos dipolares
asociados a las moléculas que se encuentran contenidas en él por uno solo, el cual estd dado

por

=> Pm, (1.2)
=1

Como este momento dipolar depende del tamano del volumen, conviene definir el momento

dipolar por unidad de volumen

P = (1.3)

Z P

AV AV i
por lo tanto, desde un punto de vista macroscépico, si AV — 0, es decir, si las dimensiones
del volumen se hacen cada vez mas pequenas en comparacién con la distancia desde donde
estamos observando la polarizacién, podemos reemplazar a esta suma de momentos dipolares

por elemento de volumen por una funcién P (r'), la cual es una funcién que caracteriza la
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polarizacién de un dieléctrico en cada punto r’, a esta funcién vectorial se le conoce como
densidad de polarizacién PEL

Se ha mencionado que la polarizacién de un dieléctrico ocurre como respuesta al campo
eléctrico en el medio, por lo que es de esperarse que exista una relaciéon entre P y E. Como
esta es una descripcién del medio, sabemos que el grado de la polarizacién depende no sélo
del campo aplicado, sino de las propiedades de las moléculas que forman el material.

Por lo que tenemos que, desde un punto de vista macroscépico, el comportamiento de
el material estd completamente determinado por una relacién que se encuentra en forma
experimental, llamada ecuacién constitutiva P = P(E), donde E es el campo neto.

Si el material es is6tropo y lineal, la ecuacién que se propone para medios polarizados es
P = eox E (1.4)
donde Y, es la susceptibilidad eléctrica del material. [Reitz1996]

1.1.3. Potencial eléctrico debido a la materia polarizada

Nos interesa el ¢ en el exterior del dieléctrico, por lo que basta con calcular el potencial

debido a esta nueva distribucién de carga dipolar en puntos distantes a él [Figura 1.1].

dielectrico
p-obs

N

el

AV’

Fig. 1.1 Vectores que intervienen en el calculo
del potencial ¢ de un medio polarizado

3P tiene unidades de carga por unidad de &rea
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Tomamos un momento dipolar dp’ que hay en el elemento de volumen dv’, es decir
dp' =P (r') dv'. (1.5)
La contribucién de dp’ al potencial ¢ en el punto r es

do — dp’-R B P(r)-R
= dregR2  4mey R2

dv', (1.6)

R

IR|

donde R|=|r—1r| y R

La ec.(1.6) se define como el potencial escalar de un dipolo eléctrico, la cual se obtiene por
medio de la expansién multipolar del potencial escalar ¢ [ver Apéndice A].

Integrando sobre todo el volumen V', obtenemos

P (I‘/) i ﬁ / 1 ’ 1 1 /
= [ =7 =— [P . — 1.
14 / 4dmeg R2 dv 4meg / (r ) v R ', (1.7)
v’ v’

y como

entonces, la ec.(1.7)) es

_ 1 (V’-P) / 1 / P /
g0—47r60/— 7 dv +47T€0/V 7 dv'. (1.9)

4 1%

Finalmente, usando el Teorema de Gauss en la segunda integral, resulta

1 (v'-P) _, 1 P-n ,

= — d da’. 1.10

14 47T€0/ R vt 47r60?{ R @ ( )
V/ S/

Por otro lado la ecuacién para el potencial ¢ (r), en términos de la densidad volumétrica

de carga p y la densidad superficial de carga o [Wangsness2001] es

1 p(r') ., 1 fo' () .,
= d —— ¢ ——da’. 1.11
14 47T€0/ R v 4dmeq R a ( )

V/ S/
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Si comparamos la ec.(|1.10)) con la ec.(1.11]), conviene definir dos nuevas cantidades

pPiig=— (V-P), (1.12)

conocida como la densidad volumétrica de carga ligada y

olig =P - 1. (1.13)
la densidad superficial de carga ligada.

La interpretacién de la ecuaciones (1.12)) y (1.13) resulta sencilla: el potencial de una dis-
tribucién de dipolos inducidos en el material, es el mismo que el de una distribucién densidad

de carga volumétrica y una densidad de carga superficial.

1.2. Comportamiento de un medio debido al
campo magnético B.

Al igual que en el caso eléctrico, buscamos explicar el fenémeno de la magnetizacién en
la materia desde un punto de vista clasico, por esta razon, utilizaremos el modelo propuesto
por Ampére, quien sugiere que debido al movimiento de cargas que hay dentro del material
se crean pequenas corrientes atémicas, las cuales podemos ver como pequenos circuitos cada
uno confinado a un atomo. Estas corrientes atémicas aunque no dan origen a un transporte
de carga neto dentro del medio, pueden dar origen a campos magnéticos, por lo que a cada

uno de estos circuitos lo podemos caracterizar por medio de dipolos magnéticos.

1.2.1. Magnetizacién de un medio material.

Si tenemos un campo magnético B inducido, y los dipolos magnéticos del medio se orientan
en la misma direccion, entonces decimos que el material se ha magnetizado.

A los materiales magnetizados en donde sus dipolos magnéticos se han alineado en sentido
contrario al campo magnético B , se les conoce como materiales diamagnéticos.

Existen otro tipo de materiales en donde los dipolos se alinean en el mismo sentido del
campo, a estos los conocemos como materiales paramagnéticos.

En la naturaleza también encontramos materiales en donde aun en ausencia de campo
magnético B, sus dipolos ya se encuentran alineados, estos son conocidos como imanes

permanentes.
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1.2.2. Densidad de magnetizaciéon M

La densidad de magnetizacion M la podemos definir de la misma forma que como lo hicimos
para la densidad de polarizacion eléctrica P.

En este caso no tenemos un momento monopolar magnético, por lo que sélo habra momentos
dipolares magnéticos asociados a la materia magnetizada.

Definamos entonces el momento dipolar magnético m por molécula como

1
m,,, = 2/1" x Jdv'. (1.14)

Si tomamos un pequeno elemento de volumen AV dentro del medio , pero atin grande en
comparacién con el tamano de las moléculas , tenemos que el momento dipolar magnético

de las moléculas que estan contenidas dentro de este volumen es

n
= My, (1.15)
i=1

este momento magnético depende del tamano del volumen, al igual que en el caso de los
materiales dieléctricos, definimos el momento dipolar magnético por unidad de volumen

como

M = (1.16)

AV AV Z Himols

por lo tanto, desde un punto de vista macroscdpico, si AV — 0, entonces tenemos que M (r’)
caracteriza la magnetizacién del medio en cada punto r’, a esta funcién vectorial se le conoce
como densidad de magnetizacién Mﬂ

La magnetizaciéon de los medios materiales también ocurre como respuesta a los cam-
pos magnéticos que se encuentran dentro del medio, por lo que desde un punto de vista
macroscopico tenemos que la relacién funcional M = M(H) que se obtiene en forma expe-

rimental para medios magnetizados isotropicos homogéneos lineales estd dada por

M =, H (1.17)

en donde Y, es la susceptibilidad magnética. [Reitz1996]

4 Sus unidades son Ampere por unidad de longitud
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1.2.3. Potencial magnético debido a la materia magnetizada.

Andlogamente a lo que se hizo para obtener el potencial de un medio polarizado,

obtenemos el potencial vectorial A para un medio magnetizado [Figura 1.2].

medio magnetizable

p.obs

AV’

Fig.1.2 Vectores involucrados en la expresién
del potencial A para un medio magnetizado.

El momento dipolar magnético m en el volumen dv’ estéd dado por

dm’ =M (r') dv',
donde su contribucién al potencial se obtiene de

Modm’xf{_,uOM(r’)xﬁ

am » v /
ir R R W

dA =

Integrando sobre todo el volumen V|

Ho M(r/)Xﬁ / ,“0/ / et /
A=Ho [ 2R gy =20 v 2
47r/ pr W= M) <V ) dv,
V/

V/

(1.18)

(1.19)

(1.20)

y usando la identidad V x (Aa) = A(V x a) —a x (V), podemos reescribir la ec.(|1.20))

como

po [V xM . pg ! M ’
A=— — — — .
47r/ 7 alv—|—47r [VX(R dv

V/

V/

(1.21)
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Si aplicamos el teorema de Gauss al segundo término de la integral resulta que

V/XMdv’ Ho MXﬁda’.

(1.22)
Si comparamos la ec.(1.22)) con el potencial vectorial dado por, [Wangsness2001]
Ho J (I‘/) 1, Mo fk (rl) ’
== [ —= —¢——=da'. 1.2
4 / R v’ + 47 R da (1.23)

V/ sl
Podemos decir que cualquier distribuciéon volumétrica de dipolos magnéticos es equivalente
a tener una densidad volumétrica de corriente J,, y una densidad superficial de corriente

k,, definidas como

Jm =V x M. (1.24)

K, = M x fi. (1.25)

Tenemos que para el caso de los medios magnetizados, también es posible encontrar un
potencial escalar ¢}, el cual es de gran utilidad cuando el medio tiene magnetizacion M y

su densidad de corriente es igual a cero. Este potencial estd dado por

/M —du (1.26)

donde podemos usar que

A~

R 1 M\ 1
M-—=M-V'(Z]=V.(=5]-<V M 1.27
M (7)< (7) 2 a2

Al sustituir en la ec.(1.26) tenemos

L[ ([T

Usando el teorema de Gauss en la primera integral, obtenemos

1 [M-n., 1 [V-M ,
« 1 _ L . 1.2
P 47rj{ T R W (1.29)
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Por analogia con el potencial escalar ¢ de un dieléctrico polarizado, definimos estas dos

cantidades

P =—V'"-M(r'). (1.30)

om=M(r') n. (1.31)

Observamos que estas ecuaciones desempenan la misma funcién que sus andlogas eléctricas,
es decir, podemos considerar a estas densidades como si fueran ”polos magnéticos” debidos

a cargas magnéticas ficticias, los cuales serian las fuentes del campo magnético.

1.3. Ecuaciones de Maxwell en medios materiales en reposo

Como los campos eléctrico y magnético quedan determinados por todas sus fuentes, antes
de escribir las ecuaciones de Maxwell en medios materiales, necesitamos enlistar todas las
fuentes que dan origen a estos campos dentro de un medio material.

Por lo estudiado anteriormente, sabemos que las fuentes de campo eléctrico E en un medio

material pueden ser de dos tipos:
a) La densidad de carga libre p; debida a las cargas libres del medio.

b) La densidad de carga de polarizacién Puig debida a las cargas ligadas que se encuentran

en el material.

Por otro lado, sabemos que las fuentes del campo magnético B son todas las corrientes que
se producen por el movimiento de las cargas en el medio, incluidas aquellas en donde este
movimiento no implique un transporte neto de carga, por lo que podemos dividirlas en dos
categorias: las producidas por el movimiento de cargas libres J¢ y las que estdn asociadas
al movimiento de las cargas ligadas en el medio.

Las corrientes debidas las cargas ligadas son de dos tipos:

a) Las corrientes de magnetizacion J,,; asociadas con el momento magnético del medio,

estas son las pequenas corrientes consideradas por Ampere. [Seccién 1.2.1]

b) Las corrientes de polarizacién J,; debidas al cambio de la polarizacién en el tiempo.
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1.3.1. Ecuaciones de Maxwell con los vectores de polarizacion P y de
magnetizaciéon M.

Partiendo de las ecuaciones de Maxwell en el vacio y lo mencionado antes , construiremos
cada una de las ecuaciones de Maxwell en medios materiales.

Para obtener la Ley de Gauss en medios materiales utilizamos las siguientes ecuaciones

1
V-E = —pa (132)
€0
donde
Ptotal = Pt + Plig (1.33)
Yy
by = — (V- P) (1.3)
sustituyendo en la ec.([1.32)) obtenemos
1
V-E=—[p;— (V-P)]. (1.35)

€0
Como en la Ley de Gauss magnética no intervienen la densidad de carga o la corriente,

ésta no cambia, esto es,

V-B=0. (1.36)

Ley de Ampere-Maxwell

El procedimiento es andlogo al que se sigui6 para la Ley de Gauss, es decir,

OE
VxB= ,uOJtOta[ + HOGQE, (137)
donde
Jiotat =Jp +Jp +JIm (1.38)
con la corriente de polarizacién
P

ot
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v la corriente de magnetizacién

Jn =V xM, (1.40)

en donde J; es la corriente libre.

Ahora si sustituimos en la ecuacién ([1.37)), tenemos que la ley de Ampere-Maxwell se expresa

como
oP OE
B= J M 4+ — —. 1.41
V x po |Jp 4V x +8t +M0608t (1.41)
Ley de Faraday
La ley de Faraday se expresa como
dd
ind = ——— 1.42
€ind dt’ ( )

donde el flujo magnético ¢ estd dado por

®= [ B-ds (1.43)
/

y la fuerza electromotriz, €;,4 inducida se define como

Eind = 7{]3 ~dl. (1.44)
C
La ec.(1.42)) también la podemos escribir como

d
j{E-dl:—dt/B-ds. (1.45)
C S

Si el medio se encuentra en reposo, es decir, la curva C asociada con el circuito no varia ni
en forma ni en tamano, entonces la tnica razén por lo cual el flujo estd variando se debe a

que el campo magnético B (1’ t) varia en el tiempo, esto es,

d 0B
S S

C
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Usando el teorema de Stokes, tenemos

OB
E4+— ) -ds= 1.4
/(vX Jrat)s() (1.47)
S

y como es valida para cualquier superficie S, entonces

0B
E+4+ — = 1.4
VxE+ 5 0, (1.48)

que es la Ley de Faraday en forma diferencial.

1.3.2. Ecuaciones de Maxwell en términos de los vectores D y H.

Si tomamos la ecuacién (|1.35) y reagrupamos términos, obtenemos

V- («E +P) = py, (1.49)

observamos que en el lado derecho tinicamente aparece la densidad de la carga libre, por lo

que podemos definir un nuevo vector auxiliar D, esto es,

D =¢E+P. (1.50)

Este vector tiene como caracteristica principal que su divergencia se relaciona tinicamente
con la densidad de carga libre.

Al igual que en el caso eléctrico, si tomamos la ecuacion (|1.41]) reagrupando, tenemos

1 0(eoE + P)
—B-M | =1J _ 1.51
vx(ﬂo ) It ot 7 (1.51)
asi
1 oD
—B-M | =1J —_ 1.52
VX(HO > r+ B (1.52)

Tenemos que del lado derecho de la ecuacién aparece sélo la densidad de corriente libre, en

este caso también nos conviene definir un nuevo vector auxiliar H como
1
H=—B-M. (1.53)
Ko

Lo mas significativo de este vector, es que su rotacional estd asociado con la densidad de

corriente libre del material.
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A los vectores D y H | se les conoce histéricamente como desplazamiento eléctrico e intensi-
dad de campo magnético respectivamente, para mayor comodidad seguiremos la propuesta
de Purcell [Purcell1980], y los llamaremos simplemente vectores auxiliares, por otro lado
llamaremos campo magnético al vector B.

Finalmente, las ecuaciones de Maxwell en forma general son:

(1.54)
0B oD
E=-2" H=J,+ 22
V x 5 V x Jf-i—at

Esta es la forma més comun en que se expresan las ecuaciones de Maxwell, sin embargo, en

el desarrollo del trabajo usaremos las ecuaciones en términos de P y M.



Capitulo 2

Ecuaciones de Maxwell para
medios materiales en movimiento

En el capitulo anterior describimos los efectos de polarizacion y magnetizacion que se
originan cuando se introduce un medio material dentro de campos eléctricos o magnéticos,
ademas se obtuvieron las ecuaciones de Maxwell en estos medios cuando se encuentran en
reposo.

Ahora estamos interesados en analizar las modificaciones que deben hacerse a las ecuaciones
de Maxwell para que sean validas cuando estamos tratando con un medio material en

movimiento.

2.1. Ecuaciones de Maxwell para medios en movimiento.

Si consideramos que el medio se mueve con velocidad constante u, es necesario tomar en
cuenta que las cantidades vectoriales que describen los campos electromagnéticos del medio
varian en el tiempo, tanto explicitamente como a través de r(t).

Por esta razon, es conveniente introducir el concepto de derivada convectiva o total, la cual

toma en cuenta este tipo de variaciones, y es valida para cualquier campo vectorial F.

15
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2.1.1. Derivada convectiva o total

Desarrollaremos paso a paso la deduccion de esta derivada. Definimos el flujo a través de

una superficie S como

<I>—/F~ds, (2.1)
S
en donde el cambio respecto al tiempo estda dado por
CfT(f = % F - ds. (2.2)
S
Buscamos expresar el cambio respecto al tiempo de la integral de superficie de F(R, )
cuando la superficie S se mueve con velocidad u, por lo que consideramos a la superficie en

dos tiempos diferentes t y ¢ + At, entonces la ec.(2.2)) la podemos escribir como

d lim A lim 1
o7 F.ds = At—>OAt/F - ds At o 0AL / Fiiag - ds— /Ft -ds| . (2.3)
S S(t+At) S(t)

Tenemos que la superficie cambia en un pequeno intervalo de tiempo At, si desarrollamos

en serie a F;1A; con respecto a t, resulta que

OF, 1 0%F; 9
F =F;+ —At+ = At 2.4
t+AL t+ B +2 o2 (At)” + (2.4)
Si consideramos sélo los términos a primer orden, al sustituir en la ec.(?2.3) obtenemos
d Iim 1 OF;
— [ Fds = — F;-d ——At-ds— | Fy - d 2.5
dt T At - 0AL / ! S+/8t S/t i (25)
Strat St+At St
de aqui, se sigue que
d OF; lim 1
— [ Fds= | — -d — F;-ds— | F;-d 2.
dt S ot BT A0 / £ as /t 51 (2:6)
St Strat St

con esto logramos tener a la superficie F' evaluada al tiempo t¢.
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Si ahora construimos la superficie cerrada Seerrqda [Figura 2.1]

uAt

S,=S(¢t)
S,=S(t+At)
S,=dl x uAt

Fig.2.1 Superficie en movimiento en el tiempo ¢ y t + At.

Tenemos que Seerrada = S1 + S2 + S3 , en donde, S3 es la superficie lateral formada por el
desplazamiento del vector uAt.
Notemos que el segundo término de lado derecho de la ec.({2.6]) se puede escribir como

/Ft . dS—/Ft -ds = % Ft . dS—/Ft . ng. (27)

Sa S1 SCS’V"I'ad(l S3

Si aplicamos el teorema de Gauss al volumen encerrado por Scerreda, Obtenemos que

?{ F,-ds :/V - Fidv (2.8)
\%

Scerrada

y como dsg = dl x ulAt y dv = uAt - ds, entonces

/Ft-ds—/Ft-ds:/V-Ft(uAt-ds)— ?{Ft-(dlqut) (2.9)

S S1 S1 C(t)

y usando la identidad a- (b x ¢) = b - (c x a) en el segundo término, resulta que

/Ft-ds—/Ft-ds:At/V-Ft(u-ds)—i—At?{ (Fy x u) - dL (2.10)
S1

Sa S1 C(t)
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Utilizando el teorema de Stokes y sustituyendo en la ec.(2.6)), encontramos que

d OF, lim

— | F- = [ —"- A -F . A F . . (211

e t/(V ) ueds+ t/Vx(txu) ds| . (2.11)
St

S(t) S1 S1

Si ahora tomamos el limite cuando At — 0, resulta

% F-ds—/%E-ds—i—/Vx(qu)-ds—i—/(V-F)u‘ds, (2.12)
S(t) S(t) (t) S(t)
esto es,
d OF
pn F-ds/[at+Vx(qu)+(V~F)u}-ds. (2.13)
S S

Entonces, podemos definir

=—+Vx(Fxu+(V-F)u (2.14)

como la derivada convectiva.

Por lo tanto, el cambio del flujo ® cuando la superficie S se mueve, esta dado por

dd DF

R 2.1

dt Di 5 (2.15)
S

Apoyandonos en este resultado vamos a analizar cada una de las ecuaciones de Maxwell.

2.1.2. Ley de Faraday

Cuando el medio se encuentra en movimiento, tenemos que considerar que la variacion
del flujo puede depender tanto del cambio del campo magnético B en el tiempo, asi como
también del movimiento del circuito C por el cual atraviesa este campo.
Es por ésta razén que para obtener la Ley de Faraday para medios en movimiento necesi-
tamos encontrar
% = % B - ds, (2.16)
S
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d
por lo que en lugar de la derivada ordinaria T debemos usar la derivada convectiva

Dt’
entonces por la ec.(2.15) tenemos que,

dd DB

e _ . 2.1

di i (2.17)
S

y puesto que V - B = 0, entonces se satisface
DB 0B
Dt 0Ot
sustituyendo ésta ecuacién en la ec.(2.17)), se obtiene que

+V x (B xu) (2.18)

dd 0B
S

Por otro lado, sabemos que la ley de Faraday la podemos expresar como

d
fE' dl = —dt/B - ds. (2.20)
S

C
Debemos tener presente que en esta ecuacion hay dos sistemas de referencia involucrados, el
campo eléctrico E', el cual estd medido en el sistema en movimiento (el circuito C), mientras

B
que —— estd medido en el sistema en reposo (laboratorio).

Si ahora sustituimos la ec.(2.19)) en la ec.(2.20) y aplicando el teorema de Stokes, obtenemos

B
/(VxE’)-ds:— %t-ds—I—/Vx(uxB)-ds, (2.21)
S S S
que puede reescribirse como
B
/Vx(E’—uxB)-ds:— aa—t-ds, (2.22)
S S
de manera que
0B
E — B)=—-—. 2.23
v x ( uxB) 5 (2.23)

Esta ecuacion es la Ley de Faraday en forma diferencial para medios en movimiento, en

0B
donde ahora tenemos que (E'—uxB)y u, By e estdn medidos en el sistema en

reposo (laboratorio).
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Esto es, si en el sistema en reposo tenemos una carga ¢ con una velocidad u, esta carga

experimenta una fuerza F debida a los campos eléctrico E y magnético B.

F=g¢(E+uxB). (2.24)

donde ambos campos se miden en el sistema en reposo.

Si ahora nos colocamos en el sistema en movimiento, en donde g se encuentra en reposo, la

Unica fuerza que actia sobre ella es debida al campo eléctrico E, es decir,

F = (E/ (2.25)

y como los sistemas son inerciales, se debe cumplir que F = F/, entonces

qE'=q(E+uxB), (2.26)

por lo que resulta

E=FE —uxB. (2.27)
Regresando a la ecuacién de Faraday ec.(2.23]), concluimos que puede expresarse como

0B
E=—-—. 2.2
V x B (2.28)

Este resultado indica que la ley de Faraday en forma diferencial tiene una forma indepen-

diente del movimiento del medio.

2.1.3. Ley de Ampere-Maxwell

Partimos de la Ley de Ampere-Maxwell la cual se puede expresar como

%B’-dl = uO/JT - ds, (2.29)
C

S
donde la densidad de corriente total Jp esta dada por

oP OE’
JT—Jf'i‘E""VXM‘i‘EOE? (2.30)

en donde es importante tomar en cuenta que el campo magnético B’ y el campo eléctrico

E’ se miden en el sistema en movimiento (circuito C).
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Sustituyendo en la ec(2.29), obtenemos

oP OE’

fB’-dl:uo/Jf++V><M+eo-ds, (2.31)

ot ot
C S

y como necesitamos determinar todas las corrientes que se generan debido al movimiento de

las cargas, asi como también al movimiento del medio , utilizaremos la derivada convectiva,

esto es,

DP DE'
B -dl= —_— M . 2.32
ja{ d MO/Jf+ o TV XM+ e - ds, (2.32)
C S

la cual se puede escribir como

P
j{B’-dl:uo/Jera+V><(P><u)+(V~P)u+V><M
C

ot
S
OE
+ 0 +V x (egE x u) + (¢gV - E)u - ds. (2.33)
Si consideramos que
1
V-E=—[p —V-P], (2.34)
€0 f

entonces,

oP
C S

+V x M+V X (eE x u) + 60%]? - ds. (2.35)

Utilizando el teorema de Stokes, tenemos que

P
/VXB’.ds—,uO/Jf—l—upf—i—aat—|—V><(P><u)
S S

OE
+ V X M—}-V X (GOE X u) —+ EQE . dS (236)
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y reagrupando términos, encontramos que la Ley de Ampere-Maxwell se puede expresar de

la siguiente forma

opP
/Vx(B’—uoeoEXU—qu):uo/Jf+upf+8t+V><(P><u), (2.37)
S S

de manera que

oP OE
VX(B/—i—#oﬁOUXE_HoM):MO |:Jf+upf+6t+VX(PXu)+ant s (238)

y si consideramos que

B =B’ + ygeou x E (2.39)

entonces, encontramos que B es el campo medido en el sistema de en reposo (laboratorio)m,
por lo que concluimos que la Ley de Ampere-Maxwell puede expresarse como
OE

oP

Vale la pena mencionar el tratamiento que hace Wolfang K.H. Panofsky [Panofsky2005] de

la ley de Ampere-Maxwell en forma diferencial, por la sencillez con la que se analiza ésta.

2.1.4. Analisis de Ley de Ampere-Maxwell forma diferencial

Como en la ley Ampere-Maxwell interviene la densidad de corriente total del medio, necesi-
tamos determinar todas las corrientes debidas al movimiento de las cargas libres y ligadas,
asi como también las corrientes generadas debido al movimiento del medio mismo.

Por lo que la densidad de corriente total esta constituida por las siguientes contribuciones:

1) La densidad de corriente libre o corriente de conduccién J; que se debe al movimiento

de las cargas libres en el medio.

2) La densidad de corriente debida al movimiento de todas las cargas que constituyen el

medio, llamada corriente convectiva J

chu(pf—V-P) (2.41)

!Este resultado se hace més claro cuando estudiamos las transformaciones de Lorentz [seccién 4.4]
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3) La densidad de corriente de polarizacién que incluye tanto a la corriente producida por
el cambio de la polarizacién en el tiempo, como a la corriente debida al movimiento del
medio, esta corriente estd dada, en nuestro caso, por la derivada convectiva de P, esto es,
DP JP
=—=—+4+Vx(Pxu V-P)u 2.42

4) La corriente de magnetizacién
Jn=VxM (2.43)
5) La corriente de desplazamiento en el vacio.

OE
Jg = €0 (2.44)

Estas contribuciones, (1)-(5), al sustituirlas en la Ley de Ampere en forma diferencial resulta

oP OE
V x B = py [Jf—i—u(pf—V-P) +8t+V><(P><u)—i—(V-P)u+V><M+eoat}
(2.45)
que puede expresarse como
oP OE

Puesto que las ecuaciones que tienen que ver con la divergencia de los campos no involucran
al tiempo ni a las corrientes, consideramos que éstas no se modifican debido al movimiento

del medio.

Observamos que para medios en movimiento, sélo se hizo una modificacién en la densidad
de corriente total que produce el campo magnético B, por lo que las ecuaciones de Maxwell

para medios en movimiento quedan de la siguiente forma:

V- (e«oE+P)=p;

V-B=0

0B
E-_"2
V x ot

OE

oP
VX(!TlOB—M):,U,O Js+up; +E+Vx(qu)—|— €057

Las cuales serdn la base para nuestro analisis posterior.
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2.2. Simetria entre dieléctricos y medios magnetizados en
movimiento

Si tenemos un dieléctrico polarizado en movimiento, el cual no contiene cargas ni co-

rrientes libres, las ecuaciones de Maxwell obtenidas anteriormente se pueden expresar como

a) V.-D=0
b)V-B=0
c)VxE:—aéf

oD
d) V< [B—poP xu] =pp— -

2.2.1. Dieléctrico polarizado en movimiento

Si analizamos la ley de Ampere-Maxwell, para este medio polarizado (sin cargas ni corrientes
libres), encontramos una relacién interesante, la cual nos indica que cuando tenemos un
dieléctrico polarizado en movimiento, este equivale a tener un medio magnetizado, con

densidad de magnetizacién M dada por

M,,= P x u. (2.47)

Este comportamiento del medio es facil de entender, sabemos que la polarizacién P del
medio se debe a la suma de todos los momentos dipolares asociados a los dipolos que
contiene, si suponemos que el medio se mueve con una velocidad constante u, ortogonal a

P, como se muestra en la Figura 2.2.

z
q-/-
+ + + + + + @
T
- - I __«
>
€T

Fig.2.2 Medio polarizado con velocidad constante
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Las cargas positivas, dan lugar a una corriente en la direccién en la que se mueve el medio
y las cargas negativas van a originar una corriente en direccién contraria al movimiento del
medio, por lo que estas cargas en movimiento constituyen un circuito con corriente I, que
por supuesto, va a generar una magnetizacion M ortogonal a este circuito. Este efecto ha

sido discutido por varios autores como: Roentgen, Eichenwald, entre otros [Panofsky2005].

2.2.2. Medio material magnetizado en movimiento

Si ahora tuviéramos un medio magnetizado en movimiento, es inevitable preguntarnos: jeste
medio equivaldria a tener un medio polarizado? Si graficamos al conjunto de vectores que

representa el comportamiento del medio polarizado en movimiento [Figura 2.3|, tenemos

p|

u T——

Fig.2.3 Vectores M, P, u

Es interesante sefialar que al observar este conjunto de vectores, de alguna manera po-
driamos pensar que P es originado por M en movimiento, mas atin, que P es proporcional
al producto vectorial M x u.

Entonces si tenemos un medio magnetizado que se mueve con velocidad u constante, éste

generaria un medio polarizado en donde su polarizacion estaria dada por

Po=ao (uxM) (2.48)

donde « es constantd?

2En esta seccién sélo estamos mostrando este resultado de forma heuristica, por lo que por el momento
no nos interesa las unidades de esta constante, esto lo estableceremos rigurosamente en el capitulo 4.
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Notemos que podemos encontrar a P en términos de M, en el caso simple cuando P es

ortogonal a u, es decir, si multiplicamos vectorialmente por un vector unitario u a la ecuacién

(2.47), tenemos que

ux M =ux (P xu), (2.49)
si ahora usamos la identidad vectorial ax (b xc)=b(a-c)—c(a-b) y puesto que P L u,
entonces
ixM=P (i u), (2.50)
esto es
1 .
P:W(uxM); (2.51)
u

1
por lo que, si o = —, obtenemos la ec.(2.48)) propuesta antes.

|u

Este resultado nos hace pensar que posiblemente, la ecuacion que relaciona a los medios

polarizados con los medios magnetizados en movimiento es simétrica a la ecuacién que
obtuvimos para medios polarizados en movimiento. Por lo que surge la pregunta: ;no deberia
existir este tipo de simetrias para medios en movimiento?

Una de las razones que también nos hace inferir que debe existir este tipo de simetrias
para los medios en movimiento es que las cantidades béasicas de la electrostatica tienen sus

andlogas para la magnetostatica. [Shadowitz1988)|

E|D
B H

E p | - | x
-M | J|A| x

A

== o

Asi como también podemos apreciar que existe un tipo de simetria en las ecuaciones para

los campos magnetostaticos y electrostaticos, cuando se expresan como

E|E=-Vy, | D=¢E+P | D=¢E | V¥p =0
B|H=-Vy, | B=pH+M)|B=pH | Vi, =0

A lo largo de esta discusién, hemos dado argumentos cualitativos que nos podrian llevar a

sospechar que efectivamente la ecuacién propuesta (2.48)) es correcta.
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Esto nos lleva nuevamente a preguntarnos ;jcudles son las consideraciones que se necesitan
para poder demostrar que debe de existir una relacion de este tipo entre M y P?

Ya que sélo tenemos las ecuaciones de Maxwell para medios polarizados en movimiento y
que por medio de un andlisis andlogo no podemos obtener las ecuaciones para un medio
magnetizado en movimiento, lo que se nos ocurre es que debemos atacar el problema por
medio de la solucién misma de las ecuaciones, esto es, por medio de los potenciales o los
campos que generan este tipo de fuentes en movimiento, por lo que lo analizaremos dentro
del campo de la electrodinamica.

Lo que haremos es determinar los potenciales debido a fuentes en movimiento, procediendo
de la manera usual para resolver este tipo de problema : resolviendo las ecuaciones que los

gobiernan y obteniendo asi los potenciales retardados .



Capitulo 3

Potenciales Retardados.

En este capitulo vamos a determinar los potenciales que producen fuentes en movimiento

mediante la solucién de la ecuacién que los gobierna. Dicha solucién es, como veremos, los

potenciales retardados, los cuales necesitamos obtener para resolver el problema planteado.

3.1. Potenciales electromagnéticos.

Sabemos que los campos electromagnéticos los podemos expresar en funcién de los po-

tenciales de la siguiente manera

O0A

E=—Vp— —
Ve 5
B=VxA.

Si sustituimos la ec.(3.1)) en la ley de Gauss, resulta

0A 1
v+ (V5 ) ==L
ot €0

que podemos escribir como

0 1

2

ZV-A)=——p,
Vso+at(v ) e

28

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)
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Si ahora sustituimos las ecuaciones para los campos E y B en la Ley de Ampére tenemos
V x (V x A) =p10J + O, A (3.5)
= el —= - = .
Ho Ho€o ot 2 92 |
e invirtiendo el orden de derivaciones en el tercer término de la derecha obtenemos que
Oy 0’A
— — Ug€0—=—-
ot~ Mo
Usando la identidad vectorial V x (V x a) =V (V - a) —V?2a y reagrupando, resulta que

V x (V X A) = ,LL()J - /,Loeov (36)

?A 0
<V2A - NoéoatQ> v (v At uoeogf> — . (3.7)

Las ecs. y son ecuaciones acopladas de segundo orden, las cuales son equivalentes
a las ecuaciones de Maxwell, pero escritas en términos de los potenciales.

Estas ecuaciones no definen de manera unica a los potenciales pero, si los elegimos de forma
adecuada, es decir, si de todas las parejas A’, ¢/, tomamos aquellas que producen los mismos
campos E y B que los potenciales ¢, A, es posible desacoplarlas. Por lo que, si tomamos la

siguiente transformacién para cada uno de ellos

OA
¢'— ot (3.8)
A'— A + VA, (3.9)

en donde A es una funcién escalar arbitraria, encontramos que al sustituirlas en las ecs. (3.1
y (3.2)), estas transformaciones dejan invariantes a los campos E y B.
A estas transformaciones se les conoce como transformaciones de norma (gauge).

Si ademas pedimos que los potenciales ¢’ y A’ cumplan la condicién,

/
V-A+ ,uoeoa—(p =0 (3.10)
ot
donde
A
V'A"‘Noﬁogt =0, (3.11)

la cual se le conoce como norma de Lorentz, entonces, de las ecs.(3.4) y (3.7) obtenemos las

ecuaciones desacopladas para los potenciales, las cuales son

2 2A
VA — IU’OEOT = —ILL[)J (312)
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0% 1

2

eyt = — 3.13
Vi — Hoco 55 P (3.13)

observamos que el operador que se aplica a ambas es el mismo,
2

0
0= V2 — M060@7 (314)

que es conocido como operador de d‘Alembert.
Por lo tanto, las ecuaciones para los potenciales en esta norma tienen la forma general de

una ecuacién de onda inhomogénea

Oy(r,t) = —g(r,t) (3.15)

la cual necesitamos resolver para poder encontrar los potenciales que producen fuentes en

movimiento.

3.2. Soluciéon de la ecuacion de onda inhomogénea

Vamos a seguir el método de la funcién de Green, G(r, t ;r',t’), la cual se define mediante

la ecuacion

2
(VZ—;(%Z>G:—5 (r=r)s(t—t). (3.16)

Para encontrar G usamos el método de la transformada de Fourier en t; asi, si

o
1 ,
Gu=—= /Ge“"t dt, (3.17)
V2
71——OO
la ec.(3.16) se transforma en
o0
1 G

00
1 A 1 ,

V2G wt di— — iwt dt=

V2 / ‘ 2 \2r o2 ©

—00 —00

(1) jﬂ / 5(t—t') ) gp, (3.18)
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esto es,

VQ—TTr /Ge“”t di—— (~iw)* Gy = =5 (r = 1'). (3.19)
o bien

2 w2 /
VGw+C—2Gw:—5(r—r). (3.20)

Si a la ecuacién (3.20) la expresamos en coordenadas esféricas, entonces como G, sélo
depende de R (R = |r —1’|), podemos escribir el Laplaciano en términos de esta variable,

asl

1 9 1 0
2Gy = — (R*-= ) Guw = = ——-RG,. 21
veG 72 <R GR) G 7 8R2RG (3.21)
Sustituyendo ahora en la ec.(3.20]) obtenemos
0? w?
ot Y RGy = —65(R). 22
GRQRG + c2RG (R) (3.22)

Si R # 0, es decir r # r/, (suponemos que r > r'), y ademés definimos

U=RG, y k=2, (3.23)
c
la ec.(3.22) podemos expresarla de la siguiente manera
aiqurk?\p =0 (3.24)
OR? - ’
Ahora tenemos una ecuaciéon homogénea de segundo grado, cuya solucién es,
U = At R (3.25)
por lo que
Ae:i: kR
Gy = 7 (3.26)

Para poder encontrar la constante A, hacemos una integral de volumen en una vecindad
muy pequena  alrededor de R = 0. Entonces la ec.(3.22)) se transforma en

+ikR +ikR
/ (VQAGR + K AeR ) d' = —1. (3.27)
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Como €2 es muy pequeno, debe cumplirse que
JetikR
AfVi——dv' = -1
[V
Q

y como también R ~ 0, entonces

e:t kR

1
R R
por lo que resulta que

1
A/V2Rd’l}/ =—1.
Q

Como sabemos que

1
/VQRdv' = —A4rx
Q

obtenemos entonces que

1
4r

Sustituyendo en la ec.(3.26) tenemos la expresion deseada,
o ikR

Gw = 5
4T R

y como

w2
<v2 + CQ> Gw = —Guw>

entonces, tenemos que

Uy = _/ngw d'U,7

la cual la podemos escribir como

1 T e*ikR /
| &r G dv'.

—0o0

W, =

32

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)
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Aplicando ahora la transformada inversa de Fourier a la ecuacién anterior, podemos obtener
U (R). Entonces

1 7|1 TexikR

; - - - gy —twt /
(R) Wor ppm 7 Juw| e dw dv
1 1 1 T tE
=—— [ =dvV | —guw ¢/ | dw. 3.37
o [ 5 | w (337)

El término entre paréntesis es la transformada inversa de Fourier, y como sélo nos interesa el
tiempo en que se producen los efectos que son originados por la carga y la corriente en estos

potenciales (principio de causalidad), tomaremos el signo menos del exponente. Entonces

« (R
\/12?/%6_1% ) C)dw—g(t—f), (3.38)

por lo que al sustituir la ec.(3.38)) en la ec.(3.37) obtenemos

¥ (R) = 1/géf)mx (3.39)

C4r R
que es precisamente es el resultado buscado, por lo cual tenemos que si g = —poJ, entonces
R
Ho c /

VR =—]| ——2 dv'=A 3.40

R e (3.40)
) 1

y sl g = ——p, entonces

€0

U (R) = — /p(tRJj> ' = . (3.41)

(t - f) : (3.42)

En donde a

se le conoce como tiempo retardado.
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Escribimos las expresiones de los potenciales obtenidos de la siguiente manera

Alr,t) :%‘; / ][gt]/ ' (3.43)

o(r,t) = 47:60/][531 dv’ (3.44)

donde el paréntesis [ | nos indica que la funcién dentro de él, estd evaluada en el tiempo
retardado (¢) y |Ry/| = |r — 1/(¢)].

Como los potenciales estan dados como funcién de sus fuentes, y éstas dependen del tiem-
po, observamos que el potencial en el punto r al tiempo %, se puede interpretar como aquel
potencial producido por un elemento de carga que se encuentra dentro de un volumen

alrededor de r’ al tiempo t' = <t _ B )

C

3.2.1. Tiempo retardado

Para poder entender mejor el significado de las funciones retardadas, consideremos el si-
guiente modelo:
Supongamos que tenemos una barra cargada que se mueve con una velocidad constante u

a lo largo del eje x y sea P (z,t) el punto de observacién, [Figura 3.1]

A

L] L Pt
r [ 1 ,_}

[x41] (x2] X3 Xo

Fig.3.1 Modelo de la barra en movimiento
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Se satisface que

[L] = [w2] — [21] (3.45)

en donde [L] es la longitud de la barra en el tiempo retardado y

L= Tro — I1. (346)

es la longitud de la barra en el tiempo t cuando se recibe la senal luminosa en el punto P.

Observamos que el tiempo que tarda la luz en recorrer la distancia que va desde el punto

[x2] hasta el punto z, en donde se recibe la senal luminosa que proviene de este punto, debe

ser el mismo tiempo que tarda la barra en recorrer la distancia x9 — [22], por lo que tenemos
x2 — [x2] _ @ — [wg]

A= (3.47)

Podemos hacer este mismo razonamiento para el punto [z;] y x1, por lo que resulta

x1 — [x1]  x—[z1]

= (3.48)
u c
Si ahora restamos las ecuaciones (3.47) y (3.48]), obtenemos
(2 — [22]) = (w1 — [1a]) _ (& = [22]) = (& — [21]) (3.49)
u c
y
(w2 —21) = ([22] = [11]) _ —([w2] — [21]) (3.50)
u c
que con la ayuda de (3.45)) y (3.46)), podemos expresar como
L—|[L L
L L7 L) (3.51)
u c
Entonces
L 1 1
S 5 N (R .52
c-m(y-1). (3.52)
y de aqui obtenemos que
L
[ — (3.53)
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Esto nos dice que la longitud “efectiva“ de la barra que envi6 senales al punto = y llegaron

al tiempo ¢, en este caso, es mayor que la longitud real de la misma, puesto que difiere por
u —1

un factor <1 - =
c

En general este resultado es valido si consideramos que el punto de observacién se encuentra

lejos y forma un dngulo € respecto a la velocidad u de la barra [Figura 3.2].

Fig.3.2 Barra en movimiento cuando
el observador se encuentra a un angulo 6

En este caso siguiendo el mismo procedimiento que el caso anterior, tenemos que

vy — [wg] _ |r — [ro]]

3.54
. ol (3.54)
y
u c
donde Ryy =r —[r;]y Roy =r —[rg].
Si ahora restamos las ecuaciones (3.54) y (3.55)), obtenemos
(w2 — [wo]) — (21 = [11]) _ |r —[ro] [ = [r — [r1] \’ (3.56)

u C
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y como el punto de observacion se encuentra muy lejos de la barra, tenemos que Ry y Roy
los podemos considerar como paralelos, es decir, en dngulo que forman con el vector u es el

mismo, entonces
|Roy| — |R1p| = —[L]cosh. (3.57)
Sustituyendo este resultado y con la ayuda de la ec.(3.51), obtenemos que

[L] cos @ _ [L] — L7 (3.58)

C u

y de aqui

-t (3.59)

U .
1— —cosf
c
Usando la definiciéon de producto escalar, tenemos que el término del denominador se puede

escribir de la siguiente manera

L

L= —w—
Y R,
C

(3.60)
Analizaremos una aplicacién importante de estos potenciales.

3.3. Potenciales de Liénard- Wiechert

Los potenciales de Liénard- Wiechert proporcionan una solucién general a la ecuacién
de onda [seccién 3.2] cuando la fuente que estamos considerando es una carga puntual con
movimiento arbitrario.

Para encontrar los potenciales vamos a tomar el mismo modelo que usa Wolfang Panofsky
para analizar este caso [Panofsky2005].
Consideremos una esfera de radio R, que converge radialmente en el punto r al tiempo ¢

con una velocidad c; a esta esfera le llamamos esfera “recolectora“ [figura 3.4].
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Fig.3.4 Elemento dS de la esfera para una carga q con velocidad u.

Si la particula cargada se encuentra en reposo, tenemos que la cantidad de carga que barre
esta esfera cuando se contrae una distancia dR, , en un tiempo dt , estd dada por [p]|dSdR, .
Si ahora la particula tiene una velocidad diferente de cero, tenemos que la cantidad de carga

que barre la esfera en un tiempo dt disminuye una cantidad dada por

[pldS (u;{{t) dt, (3.61)

donde u es la velocidad de la particula y Ry =r —r/(t').

Por lo que tenemos que la cantidad de carga que se observa por medio de la esfera “recolec-

tora“ es
‘R,
dq = [p]dv' — [p] A g, (3.62)
t/
dR,
Como dt = ct y dSdR, = dv’ entonces,
‘R,
dg = [p] dv’ — [p] ==L/ .
0= lpl ~ ol ¥ (3.63)
o bien
‘R
dg = [p] dv’ |1 — 2= 3.64
o=l 1= 228 (3.64)
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que también se puede escribir como

(3.65)

Sustituyendo este resultado en las expresiones para los potenciales retardados ¢ y A ecs.(3.43))

y (3.44), tenemos

! / da (3.66)

Y= 47'['60 |Rt”_%'Rt”
A(r,t) = “O/“dq (3.67)
’ A7 u-Ry’
Ry —
pero como [ dg = g, resulta que
1
¢ (r,t) 1 , (3.68)

= u
47T€0 Rt/ _ Rtl
C

A(r, ) =10 e

= S L (3.69)
47T Rt/ — E . Rt/
C

Estas ecuaciones son los potenciales de Liénard-Wiechert. Es importante recordar que estos

potenciales retardados caracterizan el campo de una carga puntual con velocidad arbitraria.
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3.3.1. Potencial escalar de Liénard-Wiechert.

Estamos interesados en el potencial escalar de Liénard-Wiechert para una particula que se

mueve con velocidad constante, ya que este resultado nos sera ttil mas adelante [Figura

3.5).

v

observador

Fig.3.5 Particula cargada con velocidad constante u.

Vamos a evaluar el denominador de los potenciales de Liénard- Wiechert de la particula

cargada ¢, en términos de la posiciéon actual r, al tiempo ¢.

De la Figura 3.5 tenemos que

y se puede ver que

Ry sena = Rysenf3, (3.70)

donde (3 = m — ¢, por lo cual resulta

Ry sena = Riseng. (3.71)
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Si ahora multiplicamos por |u|, tenemos

uRy sena = uRiseng

por lo que obtenemos

|Rt/ X ll| = ‘Rt X u[.

Si ahora definimos
u
SZRtl—*'Rtl7
c
queremos demostrar que se cumple

2
Rtxu

SQIR?—‘

Cc

Por la Ley de cosenos sabemos que podemos escribir a R; de la siguiente forma

U2 R?[
c2

u
R} = R? — —2-R} cosa,
c

o bien
9 9 u? u
Ry =Ry (1+ 5 —2-cosa ).
c c

Por otro lado tenemos de la ec.(3.74]) que

2 2
82 — (Rtl - E M Rt/) == Rt2/ - QERI%/ COS v + (B N Rt/) )
C C C

esto es,

2
u u
s> = R% — 2R%—cosa + —QREI cos® a
c c

y factorizando, resulta
u u?
s* = R? (1 —2—cosa + 26052a> :
c c
Si ahora al segundo término de la ecuaciéon anterior lo reescribimos como

'LL2 2 U2 U2 2
= COS™ @ = 5 = 786” a,
C C C

41

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)
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tenemos que al sustituir este resultado en la ec.(3.80)), obtenemos

u? u?
s = R? <1 —2ucosa + c2> - Rt%cﬁsen%z, (3.82)

en donde vemos que el primer término resulta ser R? [ec.(|3.80)], esto es,

Ry x u|’
sz_Rf—’ v X (3.83)
c
y por la ec.(3.73)) sabemos que
IRy x u| = |R¢ x ul, (3.84)
entonces,
R 2
=R [0 (3.85)
c
o bien,
u2
s* = R} — R} — sen’¢. (3.86)
c

Por lo tanto si escribimos el denominador de la ec.(3.68)en términos de la posicién actual

Ry al tiempo ¢t como

2

s=Rp\/1— %sen2¢ (3.87)

entonces el potencial retardado ¢,., de Liénard- Wiechert, resulta

1 q

t p—
SO (T7 ) 47['60 u2
Ri\/1— gsen%ﬁ

donde ¢ es el angulo entre u y Rg.

(3.88)

Con este ultimo ejemplo terminamos de construir todo lo necesario para asi proponer un

método que nos permita resolver el problema que hemos planteado.



Capitulo 4

Solucion del Problema

Cuando estudiamos las ecuaciones de Maxwell en medios en movimiento, encontramos
que un medio polarizado en movimiento genera un medio magnetizado [Panofsky2005], y
que ademsds se satisface la ecuacién M = P x u. La pregunta inicial era: ;Podemos mostrar
que los medios magnetizados en movimiento generan un medio polarizado? Es més, no sélo
queremos comprobar que este fendmeno se da, si no que también queremos mostrar que la
ecuacién que lo describe es P = C%u x M, la cual, es simétrica a la ecuaciéon encontrada
para los medios polarizados en movimiento. Suponemos que este resultado es correcto, ya
que sabemos que éste se puede obtener mediante la relatividad especial, pero nosotros lo

vamos a demostrar como una consecuencia exclusiva de la teoria electromagnética clésica.

4.1. Meétodo propuesto

La manera en que vamos a mostrar este fenémeno, es por medio del potencial escalar
retardado ¢,.;, para distribuciones de carga y corriente que se mueven con velocidad cons-
tante.

Partimos de la expresién para el potencial ¢,., dada por [ecuacién (3.44)]

1 ]l .,
= d 4.1
T Areg Ry v (4.1)
donde
R
(o] = p(r', ' =t = =), (4.2)
y

43
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Ry| = [r—1/(t)]. (4.3)

Por otro lado se satisface que

p

] = VAR
[-r)

esta expresion la usamos para quitar la dependencia que tiene la densidad de carga [p| con

(4.4)

el tiempo retardado ¢',por lo que al sustituir en la ec.(4.1]) obtenemos

1 1
goret—/p dv'. (4.5)

Rt, <1 . ﬁtl . u)
C

s = Ry <1 _ R “) , (4.6)

Si ahora consideramos que

C

. . 7 . . .7 /
se puede reescribir en términos de la posicién actual |Ry| = |r — r (¢)| con la ayuda de un

resultado previamente demostrado [Seccién 3.3.1], es decir,

X
s=Ry |1- |21 (4.7)
c
Sustituyendo la ec.(4.7)) en la ec.(4.5)), ésta queda expresada como
1
1 R: x u e
P t ’
== |1- d 4.8
Pret 471'60/Rt c v, ( )

si consideramos que — < 1, entonces el integrando lo podemos aproximar por medio de un

desarrollo binomial

1+z)"=14+mz+ ..+, (4.9)
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y conservando sélo los dos primeros términos del desarrollo, obtenemos que el integrando

se puede expresar como

1
~ 21 2
P R; xu P 1 ‘A ‘2
L . ~L i+ R -
Rt C Rt|: +262 pxu
iJFLO?{ xu) (ﬁ xu) (4.10)
PLR, T 2c2R, \™ t ‘ ‘

Sustituyendo este resultado en la ec.(4.8)) se tiene que
1 1 1 ~ ~
= [p| o+ g (Reoxu) - (Rexu) | aof =
Pret 47r60/p[Rt+202Rt< pxu pXu) A

47360 [/ﬁt d”’+/ QCszt <ﬁt X U) : (ﬁt X u) dv’} . (4.11)

Nos interesa analizar el segundo término de la integral, al cual llamaremos I, esto es
:1/ P (ﬁ xu)-(ﬁ xu)dv/ (4.12)
2 dmeg ) 2¢2R, \ t ’ '
y considerando que J= pu, la integral I> se puede reescribir como
! / ! (ﬁ xJ) (ﬁx )d’ (4.13)
=— | —— : ul dv'. .
2 dreg ) 2¢2R, \F t

Si ahora usamos la identidad vectorial a- (b x ¢) = ¢- (a X b) tenemos que

u- [(f{t X J) X f{t} - 2c21R§u' [(Rt % J) x ﬁt} : (4.14)

Sustituyendo esta expresién en la ec.(4.12)), resulta

1 1 _
= — [ —— -[R J R}d’, 415
2 4%60/262Rt2u (R x J) x Ry dv (4.15)

como u = cte, la ec.(4.15)) queda expresada como

~

1 u 1 R; ,
I 2 = 4.1
2= e & /2 (Ry x J) % ?dv (4.16)

Por otro lado sabemos que el momento dipolar m se define como

1

m = 2/ (R x J) dv', (4.17)
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si ahora consideramos un elemento diferencial de este,

1
dm :§Rt x Jdv', (4.18)

entonces sustituyendo en la ec.(4.16)) obtenemos que

— 4.1
471'60 02 / % (4.19)

y usando la identidad vectorial a- (b x ¢) = ¢- (a x b) resulta

u
I = =2 (5 xdm). 4.20
2 ey | R?2 \c2 m (4.20)
Si ahora definimos
u
dp=— xd 4.21
p c2 m77 ( )
entonces la ec.(4.20) se puede reescribir como
R, - d
L= [ (4.22)
dmeg Ry
pero, para el potencial de un dipolo eléctrico p tenemos que
ﬁt -dp
do, =" = 4.23
(pdzp 47T€0Rt2 ( )

Observamos entonces que la ec.(4.23) es el potencial escalar debido a un dipolo eléctrico,

esto es

p- f{t
= . 4.24
Pdip (47['60R?> ( )

Por lo tanto encontramos el resultado buscado: el potencial dipolar eléctrico @, se debe al
movimiento de un dipolo magnético, por lo tanto podemos concluir, que si sélo consideramos
la contribucion dipolar de este potencial, la fuente que gemera el campo eléctrico E buscado

es el dipolo magnético m en movimiento.
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4.2. Meétodo usado por Jefimenko

Oleg D. Jefimenko |Jefimenko1993| analiza y resuelve el mismo problema mediante un
modelo particular. Este modelo consiste en una espira rectangular eléctricamente neutra
con corriente, la cual se encuentra inicialmente en reposo (sistema de laboratorio).

Como la corriente I en la espira es producida por una cantidad igual de cargas positivas y

negativas, podemos considerar que las densidades de carga positiva y negativa en la espira

Son

At = % (4.25)
y

A" = _Tq. (4.26)

Si consideramos que las cargas positivas se encuentran en reposo, entonces la corriente I en
la espira se debe al movimiento de las cargas negativas, las cuales se mueven a una velocidad

u constante en la direccién negativa del eje x, [Figura 4.1].

Fig 4.1 Modelo de Jefimenko.

si A es la densidad de carga, entonces

I=Xu=21. (4.27)
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Para resolver el problema mediante este método, utilizaremos el resultado que se obtuvo
para el potencial escalar ¢,., de una carga puntual que se mueve a velocidad constante
[Liénard-Wiechert, seccién 3.3.1, ec.(3.88)], esto es

1 q

2 (7', t)ret = 477'6[) u2 )
Ri\[1— —sen?¢
C

y suponemos que u < ¢, entonces el potencial ¢,.; lo podemos aproximar por medio de la

(4.28)

ecuacion
u? 9
= 1+ — 0. 4.29
Pret Ameg Ry { + 925" } ( )
Si ahora la reescribimos como
2
q %567129
Pret = + “ s (430)

dmeg Ry 4meg Ry
tenemos que, por el principio de superposicion, para un observador en reposo el potencial

et €8 producido por dos cargas q y ¢/, es decir,

q

1= dmeq Ry (4:31)
y
q
Py = IreoR,’ (4.32)
en donde
q = q—qﬂsen%. (4.33)
2¢2

Si ahora calculamos el potencial eléctrico que produce la espira en un punto de observacién
en el eje z (ver Figura 4.1), tenemos que, debido a que el punto se encuentra lejos de la
fuente, podemos considerar que la densidad de carga A" constituye una sola carga gt y que

la densidad de carga A~ constituye una sola carga ¢~ .
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El potencial eléctrico debido a la carga ¢* resulta ser

+-_4 4.34
v dreqRy (4.34)

Como la carga ¢~ se mueve con velocidad constante u, el potencial producido por esta
carga debe ser el potencial retardado ¢,.; [Liénard- Wiechert,ec.(4.29))], y como R¢ y u son

ortogonales, tenemos que

2
_ q u
= — 1+—. 4.
Pret dmeg Ry ( + 202) (4.35)

Por lo tanto, el potencial eléctrico total ¢1 resultante es

- q u’
or=0 4., =— — . 4.36
T ret 4req Ry (202> ( )

Podemos pensar que este potencial se debe a una carga aparente de magnitud

qu?

Qaparente = _@ (437)
y por la ec.(4.27)), la podemos escribir como
I%12
Qaparente = — 2(]62 . (4.38)

Si ahora la espira se mueve con una velocidad constante v en la direccién x y hacemos un
andlisis andlogo al caso en el cual la espira se encontraba en reposo, podemos considerar que
g tiene una velocidad v y ¢~ una velocidad (v — u), por lo que en este caso los potenciales

eléctricos para ambas cargas son,

+ q v?
= 1+ — 4.39
Pret 47T€0Rt < + 202) ’ ( )

2
_ q (v—u)
= 1 ) 4.4
Pret Ameg Ry < + 2¢2 ) (4.40)

Entonces el potencial retardado total debido a estas dos contribuciones de carga es

q 2uv — u?
= . 4.41
T~ dreoRy < 2¢2 > (441)
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Por lo tanto, el potencial total ¢ lo podemos considerar como si estuviera constituido por
dos contribuciones de carga, una debida a la carga aparente de la espira en reposo y la otra
debida al movimiento de la espira, esto es,
quv  qu®
Gaparente = CT - @ (442)
Si comparamos esta ecuacién con la ec. observamos que aparece un término, debido

al movimiento de la espira. Dicho término se puede expresar como

quv  ILv
qc—;arente - CT - CT’ (4'43)
Yy
_ quv ILv
Qaparente = _CT = - 2 (444)

que representan la carga aparente en la parte superior e inferior de la espira.

Como la espira modificé su corriente debido al movimiento, tenemos que en el sistema del
laboratorio (reposo), esta espira constituye un dipolo magnético m.

Si la espira es un pequeno cuadrado de longitud L, el dipolo magnético m esta dado por

m = —IL%. (4.45)

. . +
Por otro lado, tenemos que la espira la podemos ver como si la carga g enge S€ €nCOD-
trard en el lado superior de la espira y la carga g,pq.ente €0 €l lado inferior de ésta, por
lo que en el sistema de laboratorio la espira no solo constituye un dipolo magnético, sino

también un dipolo eléctrico p, donde

p= qapaLﬁ. (4.46)
Si sustituimos la ec.(4.43) en la ec.(4.46)), obtenemos

_ quuL~ IL%v~

k= k 4.47
P="3 = (4.47)
y de la ec.(4.45]) tenemos que
mus~  vVXm
= k= ) 4.48
P="3 2 (4.48)

Este resultado nos dice que un dipolo magnético en movimiento genera un dipolo eléctrico.
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4.3. Ventajas de un método sobre el otro

Si analizamos los dos procedimientos mostrados para poder llegar a la conclusion de que
un dipolo magnético en movimiento genera un dipolo eléctrico, encontramos que el método
que planteamos tiene una ventaja sobre el de Jefimenko : su generalidad, ya que lo tinico que
utilizamos fue el potencial escalar de cualquier distribucién de carga y corriente arbitraria
con movimiento uniforme.

Al poder deducir la ecuacién propuesta P = 12 X m, encontramos que la contribucién dipolar
eléctrica al potencial puede ser generado porcel dipolo magnético en movimiento, por lo que
este resultado nos permite afirmar que este fenémeno ocurre en general, asi establecimos lo
que buscamos desde un principio, ya que, como un medio magnetizado lo podemos describir
por medio de un conjunto de dipolos magnéticos, tenemos que si éste se mueve con una
velocidad constante, encontramos que este medio produce una polarizacién eléctrica, en
donde evidentemente la ecuacién que tenemos para estos medios conserva la simetria con
respecto a la ecuacién que se tiene para los medios polarizados que se mueven a velocidad
constante.

Para poder ilustrar la importancia de este resultado, podemos ver un ejemplo, en donde
para obtener el resultado correcto necesitamos usar la ecuacién que se obtuvo mediante el

método propuesto.

4.3.1. jEjerce fuerza sobre una carga en reposo una espira neutra,
con corriente, moviéndose con velocidad constante?

Cuando nos preguntamos ;Cuél sera la fuerza que ejerce una espira neutra, con corriente,
sobre una carga en movimiento?, no tenemos problemas en afirmar que es la fuerza de
Lorentz debida al campo magnético B producido por la espira neutra con corriente; pero
. Qué pasa si ahora estamos interesados en determinar la fuerza en otro sistema de referencia
inercial en donde la carga esta en reposo y la espira con corriente se mueve con velocidad
constante? A primera vista, la respuesta inmediata suele ser que, debido a que la espira con
corriente es eléctricamente neutra, y como la fuerza que ejerce ésta sobre la carga depende
s6lo del campo eléctrico E, entonces la fuerza es cero, por lo que tendriamos que jla misma
situacion fisica no es igual en los dos sistemas inerciales!, esto es una conclusién sorprendente
y equivocada, ya que sabemos que la fuerza debe ser la misma desde cualquier sistema de
referencia inercial.

El origen del error se debe a que suponemos que la espira, a la cual siempre nos estamos

refiriendo, neutra en el sistema de referencia del laboratorio, sigue siéndolo, ain cuando
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ésta se mueve. Es importante sefialar que no estamos interesados en introducir conceptos
de la relatividad especial. Es por eso que nos limitaremos a lo que la electrodindmica clésica
predice, como ya lo hemos senalado antes. Sabemos que para poder calcular correctamente
la fuerza que ejerce esta espira, que se mueve con velocidad constante, sobre una carga que
se encuentra en reposo, debemos hacerlo mediante los resultados obtenidos en los capitulos
anteriores para un dipolo magnético en movimiento.

Partiendo de los potenciales retardados, analizaremos el segundo caso antes mencionado.
Sea una carga g en reposo y una espira con corriente en movimiento uniforme con velocidad
v. La fuerza que se ejerce sobre la carga ¢ puede deberse sélo al campo eléctrico E, pero
como es un sistema que involucra una corriente en movimiento, el campo eléctrico que se

genera debe ser analizado a partir de los potenciales retardados, es decir,
F = ¢E, (4.49)
donde

aAret
ot

Vamos analizar los dos términos del campo eléctrico E por separado.

E= _vsoret - (450)

Si consideramos a la espira como un dipolo magnético m en movimiento, sabemos, por el
resultado obtenido en la seccién 4.1, que el potencial escalar ¢,.; que produce este dipolo
magnético m en movimiento es equivalente al de un dipolo eléctrico p, dado por la ec.(4.48)),

esto es,

p= 2 < m. (4.51)

Por lo consiguiente, tenemos que

1 p-T
Pret = ( ) ) (4'52)

dmeg \ 1?2

por lo que el campo eléctrico E es

p-T
- V(pret =-V <W> = Edipolo- (4'53)

Por otro lado, como

oAy 1 [1[03]
Ba=- o 47T€062/R [675} v, (4:54)
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y considerando que la corriente J (2,4, 2’) tiene una velocidad v relativa al sistema en
reposo en donde se encuentra la carga ¢, entonces la densidad de corriente J se puede
considerar como funcién de (2" — vyt,y’ — vyt, 2’ — v,t), esto es

J=J(r—vt). (4.55)

Si ahora derivamos a J respecto al tiempo ¢, obtenemos

0J
‘%Z_@Wml (4.56)
Sustituyendo este resultado en la ec.(4.54)), tenemos
_Ho (L o Ta
Ea =T R(v V) Jdv'. (4.57)
Si ahora usamos la identidad
V(a-b)=ax(Vxb)+bx (Vxa)+(a-V)b+(b-V)a, (4.58)
resulta que
V'(V-J):vx(V’xJ)—i—(v‘V’)J. (4.59)

Usando este resultado en la ec.(4.57)), obtenemos que

 Arx 47 R

Por otro lado sabemos que la ecuacién del campo magnético B producido por una densidad

1 /
Ep — Ho [ Ly (v-J) dv — Hoy /(VXJ)dv/. (4.60)

de corriente J estd dada por [Jefimenkol966]

/
B:ﬁ/V;Jmk (4.61)

Si comparamos las ecs.(4.60]) y (4.61]), encontramos que la primera se puede reescribir como

L T Y T
EA_47T/RV (v-J)dv' —v xB. (4.62)

Por otra parte tenemos que el operador gradiente depende de las variables primadas y

adem4s satisface

V’(;J) =V <VRJ> +V <VRJ> ; (4.63)
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entonces la ec.(4.62)) se transforma en

_ Mo v-J ;. Po (Vv -d ;o
EA_47T/V<R>dU+47T/V<R>dU v x B. (4.64)

Si ahora usamos en el segundo término de la integral la identidad,

%Uds’ = /V'Udv', (4.65)
y dado que no tenemos una densidad de corriente al infinito tenemos que el segundo término
de la integral es cero, entonces la ec.(4.64) puede escribirse como

_ Mo VI g
EA_47r/V<R>dv v x B, (4.66)

y como el gradiente no depende de las coordenadas de la fuente, entonces

Ho v-J o
Epr=— — B. 4.
A 47rV/ I dv' — v x (4.67)

Ahora analicemos la integral

po [V-J .,
I="— [ —dv} 4.68
- o (4.68)
como v = cte. tenemos que
Ho J !
I=v -— | =dv'. 4.69
M 4 v ( )

Entonces, por ahora, nos basta con considerar la integral

po [J ., o J (I‘/) /

— | =dv' == dv'. 4.70

A U Ir — 1’| (4.70)
Observamos que esta integral es el potencial vectorial A, el cual estd definido por [ver

Apéndice A.]

foM X T
= ﬁ 5 (4.71)
Por lo tanto la ec.(4.69)) resulta ser
o MXT
1= EV . 7"'2 y (472)

y usando la identidad a- (b X ¢) =b - (c x a) = ¢ (a x b), podemos escribirla como

_ T
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Sustituyendo en la ec.(4.67]) y tomando en cuenta que py = obtenemos que

egc?’

1 T
—erfz(m X V) —v x B. (474)

Entonces, podemos reescribir la ec.(4.74]) de la siguiente manera,

v T

v
y como p =—5 Xm, resulta que
c

Ea =

p-r
Ep = — B. 4.
A \Y% (47T6()T2> v X ( 76)

De acuerdo a la ecuacién (4.53)), obtenida anteriormente, el primer término de la ec.(4.76))

es —Egipolo, PO lo que obtenemos

EA = _Edipolo —v xB. (477)

Tenemos entonces que la fuerza que se ejerce sobre la carga ¢ debido a la espira que se

encuentra en movimiento uniforme es

F = qEret =q (Edipolo — Edipolo —V X B) = —v x B. (478)

Este resultado nos dice que efectivamente la fuerza que medimos en dos diferentes sistemas

inerciales es invariante.

4.4. Método Alternativo

La ecuacién (2.36) que se encontré para el dipolo magnético inducido por un dipolo
eléctrico en movimiento, se obtuvo facilmente de la ecuacién de Ampere-Maxwell y el uso
de la derivada convectiva, jpor qué la ecuacién que relaciona un dipolo eléctrico inducido por
el movimiento de un dipolo magnético no se obtiene tan facilmente? Ya que esperariamos
que esta relacion se obtuviera por medio de la Ley de Faraday, el problema que encontramos
se debe a que esta Ley esta expresada sélo en términos de los campos E y B.

Observamos que si la Ley de Faraday en forma diferencial la expresamos de manera poco
usual, esto es, si la escribimos en términos de los campos D, H,P y M, tenemos que es
posible encontrar este resultado de una forma sencilla, ademéas de que el procedimiento es
analogo al que se utilizé para encontrar la ecuacién que relaciona a un dipolo magnético

inducido por el movimiento de un dipolo eléctrico.
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Partimos de la Ley de Faraday en su forma usual

0B

VxE=—-"—, 4.79
X T (4.79)
usando las ecuaciones constitutivas

B = py(H+ M) (4.80)
y

E=¢(D-P). (4.81)

Tenemos que la ec.(4.79)) se puede reescribir como

_MO;(H +M). (4.82)

Como el medio se encuentra en movimiento, sustituimos la derivada convectiva como se

VXEQ(D—P):

hizo para estudiar la Ley de Ampere-Maxwell [seccién 2.1], esto es,

0B DH+ M)
— = py————= 4.83
entonces, la ecuacién(4.82)) se transforma en
D
VxegD-P)= —,uoﬁ(H +M). (4.84)
Si ahora desarrollamos el miembro derecho de la ec.(4.84]) tenemos que
D 0
E(H+ M) = —puq E(H+M) +Vx[(H+M) xul+ (V-[H+M])u|, (4.85)
reagrupando términos y sustituyendo en la ec.(4.84]) resulta
0B
V X [eoD + eopoH X u — 6P + €M x u] = o wo(V-B)u (4.86)
y como
(V-B)=0, (4.87)
obtenemos que
0B
V x [eoD + egupH x u — P + egpuyM x u] = (4.88)

ot
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Podemos definir

1
D' =¢D + 5 H x u, (4.89)
C

1
P =P — ;Mxu. (4.90)

Entonces la ec.(4.88) puede reescribirse como

0B

D-P)=-—"— 4.91
Vx (D P = - (491)

y considerando que E’ debe satisfacer
E = (D' -P), (4.92)

resulta
0B

VxE =——. 4.93
x Y (4.93)

Tenemos a la Ley de Faraday nuevamente escrita en su forma usual, pero como se encontroé de
forma indirecta, entonces se requiere que satisfaga las ecuaciones y .

Por otro lado vemos que la ec. ya nos da el resultado buscado, el cual nos dice que un
dipolo magnético induce un dipolo eléctrico, por lo que si tenemos un medio magnetizado,

en este caso la ecuacién se reduce a

1
Ping = —ux M. (4.94)
C

La cual es la relacién que obtuvimos de manera formal, mediante el método que se propusi-

mos anteriormente.
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4.5. Solucién relativista de las ecuaciones para P y M

Para finalizar creemos que es conveniente comentar brevemente la teoria electromagnética

para medios en movimiento desde un enfoque relativista.

Las ecuaciones de Maxwell en el vacio

0B
V7‘E)4—p V x E)+-7§Z'—70
E
VE:/) VXB—ILL()anat:,U/On]

pueden expresarse de manera explicitamente covariante como

O™ = 1 J” (4.95)

O F*H =0 (4.96)

donde su tensor electromagnético F'*¥ esta dado por

Ex E E,
O C Ty (&
E
z B -B
FH = E,Cy S OZ B Y (4.97)
e z x
£ B, -B, 0
su tensor dual,
*UV 1 praf
FH = 56 Fopg, (4.98)
como
0 B, B, B,
-B 0 £ Ey
e Bm 5. OC < e (4.99)
Py TE T e
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donde el tensor antisimétrico e***? de rango 4 esta definido como:

+1 para « = 0,0 =1, v =2, § =3 cualquier permutacion par
-1 para cualquier otra permutacion

0 si cualquier par de indices son iguales

La cuadricorriente J¥ la definimos por
JV = (cpgy,J) (4.100)
la cual satisface

d,J" =0, (4.101)

que es la ecuacién de continuidad, como sabemos expresa la Ley de la conservacién de la

carga.

De igual manera, las ecuaciones de Maxwell en medios materiales pueden expresarse como

0uG" = pyJ”, (4.102)
O F* =0 (4.103)
donde el tensor G*¥ estd dado por
Dy D D,
Dy _

ceg
D,
cep

que también lo podemos escribir como

G = FH 4 NW (4.105)
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con N* dado por

0 Py Py P
ceo CeQ CeQ
Py
= | e O mroMe oy (4.106)
—5 MM 0 —po My
= My poM, 0
Podemos definir a la cuadricorriente ligada J .. -, como
717/1edios = a#N#V (4107)

si aceptamos que N# es un tensor antisimétrico de segundo rango y puesto que J, es un

tensor simétrico, entonces se satisface automaticamente la ecuacién de continuidad, es decir,

si aplicamos 0, a la ec.(4.107))

Ov I predios = OO N" (4.108)
resulta que
O} edios = 0. (4.109)
En donde encontramos que las componentes del tensor 9, N*, estan dadas por las siguientes
expresiones
1) La densidad de carga ligada J°_,.
1 1
—(=V-P)=—pp (4.110)
€0 €0
2) La corriente de polarizacién y de magnetizacién J?_ ;.. con n =1,2,3.
1 OP
- VxM)=——J Jur]. 4.111
Zes O1 + 1o ( ) 6260[ P+ Ju] (4.111)

Por lo tanto, el cuadrivector J”

1 edios contiene las fuentes debido a la polarizacién y magne-

tizacion del medio, y queda expresado como

y Jp+Jm
medios — <pP’ ) . (4112)

C
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Por lo que ahora la cuadricorriente J7 ,,; la definimos como

v 1 v v
JTotal = :(‘] + Jmedios)’ (4113)
o

Es bien conocido que puede obtenerse la transformacion de los campos eléctricos y magnéticos

mediante la transformacién de Lorentz, representada ( en la direccién de x), por la matriz

vy -8 00
« _7ﬁ Y 00
= 4.114
7 0 0 10 (4.114)
0 0 01
esto es,
'™ = NG P (4.115)
y obtenemos que
u
E,=7(E+uxB), BLZV(By*C*zXE)y
u
E.=~vE+uxB), B;:’y(B—C—QxE)Z.

En general esta transformacién la podemos escribir de manera mas simple, si definimos a
los vectores E y B en términos de las componentes paralelas E| y B y transversales E| y

B, respecto de u, por lo que tenemos que la transformacion para ambos campos es

E| =E (4.116)

B| =B (4.117)

E,J_:’y(EJ_—l-VXBJ_) (4118)
1

B/J_ :W(BL—?VXEL) (4119)
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Procediendo de manera analoga con el tensor N*¥, tenemos que

N = NLAG NP (4.120)

y entonces resulta que la transformacién de Lorentz para (P, M) es

u
P;:’V(P—C—ZXM)y M, =~y(M+u x P),
PL=~(P— 3 x M), M = (M +u x P)..
C

Al igual que las transformaciones para los campos, podemos escribir de forma més simple

las transformaciones para ambos momentos, esto es

P| =P (4.121)
M| =M, (4.122)
L =7(PL— C%v x M) (4.123)
M| =y(M_ +vxP)) (4.124)

Las ecuaciones y (4.124)) nos indican que la relatividad especial predice los efectos que
producen los medios en movimiento cuando se analizan en otro sistema de referencia inercial.
Aunque el efecto que produce un medio polarizado en movimiento puede reconocerse al
analizar las corrientes equivalentes para medios en movimiento en la ecuacién de Ampere-
Maxwell, al no haber un anédlogo en las ecuaciones de Maxwell para un medio magnetizado en
movimiento, ya que se suele afirmar que el dipolo eléctrico inducido por un dipolo magnético
en movimiento es un efecto relativista pero, es interesante ver que para este tipo de medio
material, este efecto se puede obtener mediante argumentos no relativistas, usando sélo

resultados conocidos de la electrodinamica.



Conclusiones

En este trabajo hemos obtenido un resultado que consideramos importante e interesante

para entender la electrodindmica de medios materiales en movimiento.

Utilizando sélo conceptos de la teoria clasica, proponemos un método para encontrar la
ecuacion que relaciona a un medio magnetizado que se mueve con velocidad constante con
un medio polarizado, lo cual exhibe la simetria con la ecuacién para medios polarizados que
se mueven con velocidad constante y medios magnetizados, relacién que se puede obtener

directamente de la Ley de Ampere-Maxwell.

El método que proponemos se basa en el uso del potencial escalar retardado, y es, a diferencia
de un método propuesto por Oleg D. Jefimenko, general, independiente de un modelo par-
ticular como el método de Jefimenko. Esto nos muestra lo necesidad de mayor discusién del

concepto de retardo temporal en la teoria electromagnética, y en especial en nuestros cursos.
Al haber obtenido el resultado mencionado sin recurrir a conceptos de relatividad espe-

cial, mostramos, la importancia de reconocer a la teoria electromagnética como una teoria

intrinsecamente relativista.
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Apéndice A

Expansion multipolar

A.1. Expansion multipolar del potencial escalar

Partimos del potencial escalar

o (r) = 1 /P(I”)dvl _ 1 p(r2/|dvl‘ (A1)

 drweg R ey ) |r—

Si usamos la ley de cosenos para reescribir a |r — 1’|, tenemos que

1 1 1 1
T

r—r/| (r2+r’2—2r-r’)% "\ r.r
1+ (2) —2
r r

y como estamos calculando el potencial en un punto P(r) fuera de la distribucién de carga,

de manera que r > r/, podemos desarrollar al segundo factor por medio de una serie de

potencias, esto es

(1—|—£L’)m:1—|-ml‘+m71’ + .. (A.3)
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por lo que se obtiene

£ 1 /r\?/~
1 (L (3 B2 - 1) ..... Ad
+EE (D) (Sherp o)+ (A4)
el cual es el desarrollo en serie para R.

Nos interesa considerar sélo a los términos lineales, sustituyendo en la ec.(|A.2)) resulta que

1 1 1_,

|r_r/’ 2;+ﬁr-r. <A5)
Si ahora sustituimos este resultado en la ec.(A.1)), entonces
1 p(r/) !/ ]‘ 1/ / / ]‘ / AT / /
= dv’ ~ - d — -r'd A6
0 4ﬁ€0/|r_r,|v o | e+ [owE | ()

observamos que se obtienen los dos primeros términos del desarrollo multipolar para el
potencial escalar (.
Analizando el primer término de la integral, el cual es el término monopolar del potencial

escalar, encontramos que este se reduce simplemente a

__1e

 dweg 1

(A.7)
en donde

Q= / p (i) dv. (A8)

Si ahora consideramos que la densidad de carga total en la distribucién es cero, tenemos
que el término que domina esta distribucion es el término dipolar, por lo que el potencial

escalar resulta

p(r)r - r'dv’, (A.9)

Poip (r) = 1 i?~ /r'p (r') dv'. (A.10)
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En donde, si usamos la definicién del momento dipolar eléctrico, esto es,

p :/r’p (r) dv', (A.11)
por lo que al sustituir esta ecuacion en la ec.(A.10) resulta

1 p-T
Py (T) = mey 2 (A.12)

que es potencial escalar de un dipolo eléctrico.

A.2. Expansiéon multipolar del potencial vectorial

Para obtener el desarrollo multipolar del potencial vectorial A, utilizaremos un proce-
dimiento similar al que se hizo para obtener el potencial escalar eléctrico.

Tenemos que el potencial vectorial A esta dado por

/ I
/R 47T = r/‘dv. (A.13)

Como lo hicimos para el potencial escalar eléctrico tomaremos el desarrollo en serie de R y

sélo consideraremos los términos lineales de éste, el cual es

1 1.,
~ 4+ —r-r. A.14
r—1/| r r2r g ( )

Si ahora lo sustituimos en la ec.(A.13]), obtenemos el desarrollo multipolar para el vector

Ifflj’d " 4r [r/ N +/ } : (A.15)

Vamos a demostrar que el primer término se anula, ya que éste representa al término

potencial A, es decir,

monopolar del desarrollo, de la siguiente manera:

Si tenemos que la densidad de corriente J(r') estd totalmente contenida en una regién del

espacio, y la superficie esta fuera de esa regién, entonces se cumple que

f (Ir') - ds =0, (A.16)
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donde definimos a la diada o tensor de segundo rango (J r/) como [Tail992)

Jiry  Jiry  Jirg
(Jr) = | Jorh  Jorh Jor (A.17)
J37“/1 J37’/2 Jgré

asi

(Ir') = Jir, (A.18)
i,j=1,2,3.

Si aplicamos el teorema de Gauss a la ec.(A.16)), tenemos

/ V' (Ir) dv' =0, (A.19)

o bien, en términos de sus componentes

/(91 (JZT;) dU/ = 0, (A.QO)

/ . . .
y como J(r') es estacionaria, es decir

V'-J=0 (A.21)
o bien
9 J; =0 (A.22)
resulta entonces que
0; (JZT;) = ’l“;- (alJl) + J; (827‘;) = JZ&] (A.23)

Esto implica que

/82 (Jﬂ“;) d’Ul = /dev' =0. (A.24)

por lo que obtenemos que el primer término de la ec.(A.15)) es cero, esto es,
/ J(x")dv' =0, (A.25)
por lo tanto el potencial vectorial A se reduce a

A= Z—T()rr—r? I A (A.26)
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Como veremos, este es el término dipolar magnético.

Para obtener el término dipolar magnético nos apoyamos en la demostracién que hicimos
para el término monopolar, esto es, como estamos considerando que J se encuentra total-
mente contenida en una regién del espacio y la superficie se encuentra fuera de esa regién,

entonces

j{ (Jr'r’) ds = 0. (A.27)
en donde definimos a la triada o tensor de tercer rango (J r/r/) por sus componentes como
(Jr'r) = Jiriry. (A.28)

ij,k=1,23.

Al igual que para el término monopolar, tenemos que por el teorema de Gauss debe

cumplirse que,

/V’ -(Ir'r) dv' =0, (A.29)
o bien, en términos de sus componentes

/8,- (Jiriry) dv' =0 (A.30)
y como 0;J; = 0, tenemos que

67; (Jz’l“;’l“];) = (01]1) ’r’;’l“]; + Jz‘ (81’1";) T‘;C + Ji’l“; (617“;6) =

Jibijry, + Jiri g, (A.31)

por lo que resulta
0 (Jirlry,) = Jjry + Jurs. (A.32)

Esto implica que
/(% (Jirlry) dv" = /Jirf€ + Jpridv' = 0. (A.33)

Despejando de la integral
/erffdv’ = —/Jkr;dv’, (A.34)

por otro lado, sabemos que al integrando del lado derecho lo podemos reescribir como

1
JkT; = 5 [JkT; + Jk'f‘; + T;Jj — T;CJ]‘] R (A.35)
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esto es,

1 1
/ Jurhav' = / [Jur + Jyrl] v’ + / (W — ] dof (A.36)

por la ec.(|A.33)), vemos que el primer sumando de la integral se anula, por lo que obtenemos

1
/Jkr;dv’ = 2/ [JM"} — 1 J;] dv’ (A.37)

si ahora sustituimos en la ec.(|A.34)), tenemos que

1
/er;~C = 2/ [P — Jkrﬂ dv’. (A.38)

Esta ecuacién también la podemos escribir de la siguiente forma,
/ / 1 / / /
/ervz2/[rJ—Jr]dv, (A.39)

al sustituir esta integral en la ec.(A.26) resulta que

LI o S S I P,
A=T"7 {2/[rJ Jr]dv}, (A.40)

la cual se puede escribir como
A-tol 1/ (F-1)I — F- )] dv' (A.41)
A r2 | 2 ’

usando la identidad a x (b x ¢) = b(a-c) — c(a - b), podemos expresar a ésta como

_ T 1
A= *Eﬁ X 2/ (IJXJ) d'U/. (A42)

Si ahora usamos la definicién del momento dipolar magnético

1

m = 2/ (r'xJ) dv', (A.43)

obtenemos el potencial vectorial para un dipolo magnético, el cual estd dado por

foMm X T

= A.44
A r2 ( )
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