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3.1. Potenciales electromagnéticos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
3.2. Solución de la ecuación de onda inhomogénea . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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Introducción

Cuando estudiamos los campos que producen los medios polarizados que se mueven a
velocidad constante, encontramos un resultado interesante, el cual muestra que un medio
polarizado en movimiento es equivalente a un medio magnetizado. Este resultado motiva
a preguntarnos si un medio magnetizado en movimiento será equivalente a un medio po-
larizado.

El presente trabajo tiene dos objetivos fundamentales: el primero, de carácter pedagógico,
consiste en deducir cada uno de los resultados importantes para entender claramente los
fenómenos de polarización y magnetización en la materia cuando ésta se encuentra en reposo
y en movimiento.
El segundo, y eje principal del trabajo, es proponer un método para encontrar la ecuación
que relaciona un medio magnetizado en movimiento con un medio polarizado, utilizando sólo
resultados de la teoŕıa electromagnética clásica desde un enfoque no relativista. El método
se basa en el uso de los potenciales producidos por fuentes en movimiento; además queremos
mostrar que este método tiene una ventaja sobre el propuesto previamente por Oleg D. Je-
fimenko: su generalidad, pues no depende de algún modelo particular, como el de Jefimenko.

En el caṕıtulo 1 estudiamos las principales caracteŕısticas de los medios cuando se encuen-
tran dentro de un campo eléctrico ó magnético, definimos conceptos importantes como la
la densidad de polarización P y de magnetización M. Estos conceptos juegan un papel
importante en la elaboración de un modelo para medios en presencia de campos electro-
magnéticos.
También estudiamos los diferentes tipos de densidades de carga y corriente asociados con
medios polarizados y magnetizados en reposo. Los resultados obtenidos los usamos para
presentar cada una de las ecuaciones de Maxwell, en forma diferencial, para medios mate-
riales en reposo en términos de los vectores auxiliares D y H.

i



ii

En el caṕıtulo 2, obtenemos las ecuaciones de Maxwell para medios en movimiento utilizando
el concepto de la derivada convectiva. Debido a la importancia que tiene este concepto para
establecer las ecuaciones de Maxwell para medios en movimiento, parte importante de este
caṕıtulo es la deducción de ésta derivada.
Cuando analizamos la ley de Ampere-Maxwell, encontramos que debido a la modificación
de la densidad de corriente total J para medios en movimiento, de esta ley se obtiene
un resultado fundamental para nuestro trabajo, un medio polarizado moviéndose con ve-
locidad constante es equivalente a un medio magnetizado, apoyándonos en este resultado
luego obtuvimos , de forma cualitativa, la ecuación que relaciona a medios magnetizados
en movimiento con medios polarizados, y señalamos las diferentes simetŕıas que hay entre
campos eléctricos y magnéticos en la teoŕıa.

Por su parte en el caṕıtulo 3, debido a que la ecuación propuesta antes mencionada no
se obtiene directamente de las ecuaciones de Maxwell, construimos la estructura teórica
necesaria para poder demostrarla. Encontramos primero la solución general a las ecuaciones
de Maxwell : los potenciales retardados, analizamos luego el concepto de tiempo retardado,
puesto que es fundamental para resolver el problema planteado.
De igual manera, obtuvimos los potenciales retardados para una carga puntual con movimien-
to arbitrario, esto es, los potenciales de Liénard-Wiechert, para después analizar el potencial
escalar para una carga puntual que se mueve a velocidad constante.

Finalmente en el caṕıtulo 4, exponemos el método por el cual demostramos que la ecuación
propuesta en el caṕıtulo 2 para medios magnetizados en movimiento efectivamente se sa-
tisface. Ya que esta relación fue encontrada por Jefimenko por medio de un caso particular,
en este caṕıtulo también presentamos su método.
Con el fin de ilustrar la importancia de los resultados obtenidos, analizamos un ejemplo
mediante el método propuesto.
Por último mostramos la solución al problema desde una perspectiva relativista, verificando
aśı que nuestros resultados son correctos, y exhibiendo que la teoŕıa electromagnética clásica
es una teoŕıa plenamente relativista.



Caṕıtulo 1

Ecuaciones de Maxwell en medios
materiales

Antes de escribir las ecuaciones de Maxwell en medios materiales necesitamos estudiar
el comportamiento de estos en presencia de campos eléctricos y magnéticos.

1.1. Comportamiento de un medio debido al
campo eléctrico E

En el siglo XIX aún no se teńıa desarrollada una teoŕıa atómica de la materia, es decir,
todav́ıa se teńıa una visión macroscópica de ella y se le consideraba como una substancia
sin estructura alguna, sin embargo, se logró tener una teoŕıa que pod́ıa caracterizar de una
manera simple el comportamiento eléctrico de la misma, pues al tratar de determinar cuanto
vale el campo eléctrico en un punto exterior de diferentes medios materiales cuando estos se
encontraban dentro de un campo eléctrico, lo que hallaron fue que lo único que necesitaban
para poder describir adecuadamente tales efectos era introducir un factor caracteŕıstico del
material llamado susceptibilidad eléctrica, que suele denotarse por χe.

Bajo esta visión, no podemos explicarnos de forma completa lo que pasa en el interior de
un medio material cuando éste se encuentra en presencia de un campo eléctrico, por esta
razón nos es útil modelar a la materia desde un punto de vista microscópico o atómico.
Como no nos interesa estudiar los efectos cuánticos en la materia, vamos a adoptar un
modelo simple, podŕıamos decir que hasta ingenuo, que la describa, pero con el cual sea
posible entender el comportamiento eléctrico de una gran variedad de medios materiales,

1



CAPÍTULO 1. ECUACIONES DE MAXWELL EN MEDIOS MATERIALES 2

por lo que consideraremos a la materia como un conjunto de moléculas o átomos1 neutros
estables formados por part́ıculas cargadas.
Por sus propiedades eléctricas los materiales se clasifican en dos tipos: conductores y
dieléctricos.
Los conductores son aquellos que contienen un gran número de portadores de carga que se
mueven con facilidad dentro del material, por esta razón, a estas cargas las denominamos
cargas libres, las cuales en presencia de un campo eléctrico, se mueven, en promedio, en
dirección contraria a él.
En los dieléctricos la mayoŕıa de sus portadores de carga están fuertemente ligados a sus
moléculas de manera que no hay posibilidad de que haya desplazamiento de estos en el
material mas allá de la molécula de la cual forman parte. Estos materiales son por lo tanto
no conductores. A las cargas que lo forman les llamamos cargas ligadas.
Nos interesa conocer el comportamiento de las cargas ligadas dentro de un medio cuando
éstas se encuentran en presencia de un campo eléctrico, por lo que estudiaremos sólo a los
medios dieléctricos2.

1.1.1. Polarización de un dieléctrico.

Si un dieléctrico se encuentra en presencia de un campo eléctrico externo, sus cargas ex-
perimentan una fuerza debida al campo, la cual produce pequeños desplazamientos de las
cargas, de manera que las cargas negativas se separan de las positivas, dando como resul-
tado una nueva distribución de carga en las moléculas que conforman al medio, en esta
nueva distribución las cargas positivas se alinean en dirección del campo eléctrico neto E,
producido tanto por el medio como por el campo externo, cuando esto pasa decimos que el
material se ha polarizado.
Cuando el medio polarizado es neutro, la nueva distribución de carga que tenemos dentro de
él la podemos representar como si estuviera formada sólo por pequeños dipolos inducidos,
por lo que lo único que necesitamos considerar para describirla totalmente son sus momentos
dipolares.
Los dieléctricos se clasifican en dos grupos principales: dieléctricos no polares y dieléctricos
polares.
En los dieléctricos no polares, en ausencia de campo eléctrico, sus cargas se encuentran
distribuidas de tal forma que tienen momento dipolar igual a cero.

1 En este trabajo se usara de forma indistinta átomos o moléculas, aśı como también los consideraremos
medios isotrópicos.

2En todo el análisis supondremos que es un medio dieléctrico ideal, es decir, aquel que no tiene cargas
libres



CAPÍTULO 1. ECUACIONES DE MAXWELL EN MEDIOS MATERIALES 3

En los dieléctricos polares, debido a su estructura interna, tenemos que algunas de sus
moléculas ya tienen una distribución de carga positiva y negativa separadas, de modo que
ya existe un momento dipolar eléctrico, tales moléculas reciben el nombre de moléculas
polares y a su momento dipolar se le llama momento dipolar permanente, un ejemplo de
este tipo de medios es el agua; en este tipo de dieléctrico, los dipolos están orientados al
azar, y en presencia de un campo eléctrico tienden a alinearse con éste.
Otro tipo de medio dieléctrico es aquel en donde sus momentos dipolares se encuentran
alineados aún en ausencia de campo eléctrico, a estos materiales se les denomina electretos,
un ejemplo de este tipo de medio material seŕıa la cera.

1.1.2. Densidad de polarización P

Ahora sabemos que en un medio neutro que se ha polarizado, la distribución de carga
de cada una de sus moléculas la podemos describir por su momento dipolar. Definamos
entonces el momento dipolar por molécula como

pm =
∫

mol
r′dq. (1.1)

Si tomamos un pequeño elemento de volumen ∆V dentro del medio (alrededor de la posición
r′), pero aún grande en comparación con el tamaño de las moléculas (hay much́ısimas
dentro de él), lo que observamos es que podemos reemplazar a todos los momentos dipolares
asociados a las moléculas que se encuentran contenidas en él por uno solo, el cual está dado
por

∆p =
n∑

i=1

pmi . (1.2)

Como este momento dipolar depende del tamaño del volumen, conviene definir el momento
dipolar por unidad de volumen

P =
∆p
∆V

=
1

∆V

n∑
i=1

pmi
, (1.3)

por lo tanto, desde un punto de vista macroscópico, si ∆V→ 0, es decir, si las dimensiones
del volumen se hacen cada vez mas pequeñas en comparación con la distancia desde donde
estamos observando la polarización, podemos reemplazar a esta suma de momentos dipolares
por elemento de volumen por una función P (r′), la cual es una función que caracteriza la
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polarización de un dieléctrico en cada punto r′, a esta función vectorial se le conoce como
densidad de polarización P3.
Se ha mencionado que la polarización de un dieléctrico ocurre como respuesta al campo
eléctrico en el medio, por lo que es de esperarse que exista una relación entre P y E. Como
esta es una descripción del medio, sabemos que el grado de la polarización depende no sólo
del campo aplicado, sino de las propiedades de las moléculas que forman el material.
Por lo que tenemos que, desde un punto de vista macroscópico, el comportamiento de
el material está completamente determinado por una relación que se encuentra en forma
experimental, llamada ecuación constitutiva P = P(E), donde E es el campo neto.
Si el material es isótropo y lineal, la ecuación que se propone para medios polarizados es

P = ε0χeE (1.4)

donde χe es la susceptibilidad eléctrica del material. [Reitz1996]

1.1.3. Potencial eléctrico debido a la materia polarizada

Nos interesa el ϕ en el exterior del dieléctrico, por lo que basta con calcular el potencial
debido a esta nueva distribución de carga dipolar en puntos distantes a él [Figura 1.1].

Fig. 1.1 Vectores que intervienen en el cálculo
del potencial ϕ de un medio polarizado

3P tiene unidades de carga por unidad de área
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Tomamos un momento dipolar dp′ que hay en el elemento de volumen dv′, es decir

dp′ = P
(
r′
)
dv′. (1.5)

La contribución de dp′ al potencial ϕ en el punto r es

dϕ =
dp′ · R̂
4πε0R2

=
P (r′) · R̂
4πε0R2

dv′, (1.6)

donde |R| = |r− r′| y R̂ =
R
|R|

.

La ec.(1.6) se define como el potencial escalar de un dipolo eléctrico, la cual se obtiene por
medio de la expansión multipolar del potencial escalar ϕ [ver Apéndice A].
Integrando sobre todo el volumen V ′, obtenemos

ϕ =
∫
V ′

P (r′) · R̂
4πε0R2

dv′ =
1

4πε0

∫
V ′

P
(
r′
)
· ∇′

(
1
R

)
dv′, (1.7)

y como

P · ∇′
(

1
R

)
= − 1

R

(
∇′ ·P

)
+ ∇′ ·

(
P
R

)
(1.8)

entonces, la ec.(1.7) es

ϕ =
1

4πε0

∫
V ′

− (∇′ ·P)
R

dv′ +
1

4πε0

∫
V ′

∇′ ·
(

P
R

)
dv′. (1.9)

Finalmente, usando el Teorema de Gauss en la segunda integral, resulta

ϕ =
1

4πε0

∫
V ′

− (∇′ ·P)
R

dv′ +
1

4πε0

∮
s′

P · n̂
R

da′. (1.10)

Por otro lado la ecuación para el potencial ϕ (r), en términos de la densidad volumétrica
de carga ρ y la densidad superficial de carga σ [Wangsness2001] es

ϕ =
1

4πε0

∫
V ′

ρ (r′)
R

dv′ +
1

4πε0

∮
s′

σ (r′)
R

da′. (1.11)
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Si comparamos la ec.(1.10) con la ec.(1.11), conviene definir dos nuevas cantidades

ρlig = − (∇ ·P) , (1.12)

conocida como la densidad volumétrica de carga ligada y

σlig = P · n̂. (1.13)

la densidad superficial de carga ligada.

La interpretación de la ecuaciones (1.12) y (1.13) resulta sencilla: el potencial de una dis-
tribución de dipolos inducidos en el material, es el mismo que el de una distribución densidad
de carga volumétrica y una densidad de carga superficial.

1.2. Comportamiento de un medio debido al
campo magnético B.

Al igual que en el caso eléctrico, buscamos explicar el fenómeno de la magnetización en
la materia desde un punto de vista clásico, por esta razón, utilizaremos el modelo propuesto
por Ampère, quien sugiere que debido al movimiento de cargas que hay dentro del material
se crean pequeñas corrientes atómicas, las cuales podemos ver como pequeños circuitos cada
uno confinado a un átomo. Estas corrientes atómicas aunque no dan origen a un transporte
de carga neto dentro del medio, pueden dar origen a campos magnéticos, por lo que a cada
uno de estos circuitos lo podemos caracterizar por medio de dipolos magnéticos.

1.2.1. Magnetización de un medio material.

Si tenemos un campo magnético B inducido, y los dipolos magnéticos del medio se orientan
en la misma dirección, entonces decimos que el material se ha magnetizado.
A los materiales magnetizados en donde sus dipolos magnéticos se han alineado en sentido
contrario al campo magnético B , se les conoce como materiales diamagnéticos.
Existen otro tipo de materiales en donde los dipolos se alinean en el mismo sentido del
campo, a estos los conocemos como materiales paramagnéticos.
En la naturaleza también encontramos materiales en donde aún en ausencia de campo
magnético B, sus dipolos ya se encuentran alineados, estos son conocidos como imanes
permanentes.
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1.2.2. Densidad de magnetización M

La densidad de magnetización M la podemos definir de la misma forma que como lo hicimos
para la densidad de polarización eléctrica P.
En este caso no tenemos un momento monopolar magnético, por lo que sólo habrá momentos
dipolares magnéticos asociados a la materia magnetizada.
Definamos entonces el momento dipolar magnético m por molécula como

mmol =
1
2

∫
r′ × J dv′. (1.14)

Si tomamos un pequeño elemento de volumen ∆V dentro del medio , pero aún grande en
comparación con el tamaño de las moléculas , tenemos que el momento dipolar magnético
de las moléculas que están contenidas dentro de este volumen es

∆m =
n∑

i=1

mmoli , (1.15)

este momento magnético depende del tamaño del volumen, al igual que en el caso de los
materiales dieléctricos, definimos el momento dipolar magnético por unidad de volumen
como

M =
∆m
∆V

=
1

∆V

n∑
i=1

mmoli , (1.16)

por lo tanto, desde un punto de vista macroscópico, si ∆V→ 0, entonces tenemos que M (r′)
caracteriza la magnetización del medio en cada punto r′, a esta función vectorial se le conoce
como densidad de magnetización M4.
La magnetización de los medios materiales también ocurre como respuesta a los cam-
pos magnéticos que se encuentran dentro del medio, por lo que desde un punto de vista
macroscópico tenemos que la relación funcional M = M(H) que se obtiene en forma expe-
rimental para medios magnetizados isotropicos homogéneos lineales está dada por

M = χmH (1.17)

en donde χm es la susceptibilidad magnética. [Reitz1996]
4 Sus unidades son Ampère por unidad de longitud
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1.2.3. Potencial magnético debido a la materia magnetizada.

Análogamente a lo que se hizo para obtener el potencial de un medio polarizado,
obtenemos el potencial vectorial A para un medio magnetizado [Figura 1.2].

Fig.1.2 Vectores involucrados en la expresión
del potencial A para un medio magnetizado.

El momento dipolar magnético m en el volumen dv′ está dado por

dm′ = M
(
r′
)
dv′, (1.18)

donde su contribución al potencial se obtiene de

dA =
µ0

4π
dm′ × R̂

R2
=
µ0

4π
M (r′)× R̂

R2
dv′. (1.19)

Integrando sobre todo el volumen V ′,

A =
µ0

4π

∫
V ′

M (r′)× R̂
R2

dv′ =
µ0

4π

∫
V ′

M
(
r′
)
×∇′

(
1
R

)
dv′, (1.20)

y usando la identidad ∇ × (λa) = λ(∇ × a) − a × (∇λ), podemos reescribir la ec.(1.20)
como

A =
µ0

4π

∫
V ′

∇′ ×M
R

dv′ +
µ0

4π

∫
V ′

[
−∇′ ×

(
M
R

)]
dv′. (1.21)
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Si aplicamos el teorema de Gauss al segundo término de la integral resulta que

A =
µ0

4π

∫
V ′

∇′ ×M
R

dv′ +
µ0

4π

∮
s′

M× n̂
R

da′. (1.22)

Si comparamos la ec.(1.22) con el potencial vectorial dado por, [Wangsness2001]

A =
µ0

4π

∫
V ′

J (r′)
R

dv′ +
µ0

4π

∮
s′

k (r′)
R

da′. (1.23)

Podemos decir que cualquier distribución volumétrica de dipolos magnéticos es equivalente
a tener una densidad volumétrica de corriente Jm y una densidad superficial de corriente
km definidas como

Jm = ∇×M. (1.24)

km = M× n̂. (1.25)

Tenemos que para el caso de los medios magnetizados, también es posible encontrar un
potencial escalar ϕ∗m, el cual es de gran utilidad cuando el medio tiene magnetización M y
su densidad de corriente es igual a cero. Este potencial está dado por

ϕ∗m =
1
4π

∫
V ′

M
(
r′
)
· R̂
R 2

dv′, (1.26)

donde podemos usar que

M · R̂
R 2

= M · ∇′
(

1
R

)
= ∇′ ·

(
M
R

)
− 1
R
∇′ ·M. (1.27)

Al sustituir en la ec.(1.26) tenemos

ϕ∗m =
1
4π

∫
V ′

∇′ ·
(

M
R

)
dv′ − 1

4π

∫
V ′

∇′ ·M
R

dv′. (1.28)

Usando el teorema de Gauss en la primera integral, obtenemos

ϕ∗m. =
1
4π

∮
s′

M · n̂
R

da′ − 1
4π

∫
V ′

∇′ ·M
R

dv′. (1.29)
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Por analoǵıa con el potencial escalar ϕ de un dieléctrico polarizado, definimos estas dos
cantidades

ρm = −∇′ ·M
(
r′
)
. (1.30)

σm = M
(
r′
)
· n̂. (1.31)

Observamos que estas ecuaciones desempeñan la misma función que sus análogas eléctricas,
es decir, podemos considerar a estas densidades como si fueran ”polos magnéticos”debidos
a cargas magnéticas ficticias, los cuales seŕıan las fuentes del campo magnético.

1.3. Ecuaciones de Maxwell en medios materiales en reposo

Como los campos eléctrico y magnético quedan determinados por todas sus fuentes, antes
de escribir las ecuaciones de Maxwell en medios materiales, necesitamos enlistar todas las
fuentes que dan origen a estos campos dentro de un medio material.
Por lo estudiado anteriormente, sabemos que las fuentes de campo eléctrico E en un medio
material pueden ser de dos tipos:

a) La densidad de carga libre ρf debida a las cargas libres del medio.

b) La densidad de carga de polarización ρlig debida a las cargas ligadas que se encuentran
en el material.

Por otro lado, sabemos que las fuentes del campo magnético B son todas las corrientes que
se producen por el movimiento de las cargas en el medio, incluidas aquellas en donde este
movimiento no implique un transporte neto de carga, por lo que podemos dividirlas en dos
categoŕıas: las producidas por el movimiento de cargas libres Jf y las que están asociadas
al movimiento de las cargas ligadas en el medio.
Las corrientes debidas las cargas ligadas son de dos tipos:

a) Las corrientes de magnetización Jm; asociadas con el momento magnético del medio,
estas son las pequeñas corrientes consideradas por Ampère. [Sección 1.2.1]

b) Las corrientes de polarización Jp; debidas al cambio de la polarización en el tiempo.
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1.3.1. Ecuaciones de Maxwell con los vectores de polarización P y de
magnetización M.

Partiendo de las ecuaciones de Maxwell en el vaćıo y lo mencionado antes , construiremos
cada una de las ecuaciones de Maxwell en medios materiales.
Para obtener la Ley de Gauss en medios materiales utilizamos las siguientes ecuaciones

∇ ·E =
1
ε0
ρtotal. (1.32)

donde

ρtotal = ρf + ρlig (1.33)

y

ρlig = − (∇ ·P) (1.34)

sustituyendo en la ec.(1.32) obtenemos

∇ ·E =
1
ε0

[
ρf − (∇ ·P)

]
. (1.35)

Como en la Ley de Gauss magnética no intervienen la densidad de carga o la corriente,
ésta no cambia, esto es,

∇ ·B = 0. (1.36)

Ley de Ampère-Maxwell

El procedimiento es análogo al que se siguió para la Ley de Gauss, es decir,

∇×B = µ0Jtotal + µ0ε0
∂E
∂t
, (1.37)

donde

Jtotal = Jf + Jp + Jm (1.38)

con la corriente de polarización

Jp =
∂P
∂t
. (1.39)
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y la corriente de magnetización

Jm = ∇×M, (1.40)

en donde Jf es la corriente libre.

Ahora si sustituimos en la ecuación (1.37), tenemos que la ley de Ampère-Maxwell se expresa
como

∇×B = µ0

[
Jf +∇×M +

∂P
∂t

]
+ µ0ε0

∂E
∂t
. (1.41)

Ley de Faraday

La ley de Faraday se expresa como

εind = −dΦ
dt
, (1.42)

donde el flujo magnético Φ está dado por

Φ =
∫
S

B · ds (1.43)

y la fuerza electromotriz, εind inducida se define como

εind =
∮
C

E · dl. (1.44)

La ec.(1.42) también la podemos escribir como

∮
C

E · dl = − d

dt

∫
S

B · ds. (1.45)

Si el medio se encuentra en reposo, es decir, la curva C asociada con el circuito no vaŕıa ni
en forma ni en tamaño, entonces la única razón por lo cual el flujo está variando se debe a
que el campo magnético B (r′, t) vaŕıa en el tiempo, esto es,

∮
C

E · dl = − d

dt

∫
S

B · ds = −
∫
S

∂B
∂t

· ds. (1.46)
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Usando el teorema de Stokes, tenemos

∫
S

(
∇×E +

∂B
∂t

)
· ds = 0 (1.47)

y como es válida para cualquier superficie S, entonces

∇×E +
∂B
∂t

= 0, (1.48)

que es la Ley de Faraday en forma diferencial.

1.3.2. Ecuaciones de Maxwell en términos de los vectores D y H.

Si tomamos la ecuación (1.35) y reagrupamos términos, obtenemos

∇ · (ε0E + P) = ρf , (1.49)

observamos que en el lado derecho únicamente aparece la densidad de la carga libre, por lo
que podemos definir un nuevo vector auxiliar D, esto es,

D = ε0E + P. (1.50)

Este vector tiene como caracteŕıstica principal que su divergencia se relaciona únicamente
con la densidad de carga libre.
Al igual que en el caso eléctrico, si tomamos la ecuación (1.41) reagrupando, tenemos

∇×
(

1
µ0

B−M
)

= Jf +
∂ (ε0E + P)

∂t
, (1.51)

aśı

∇×
(

1
µ0

B−M
)

= Jf +
∂D
∂t

. (1.52)

Tenemos que del lado derecho de la ecuación aparece sólo la densidad de corriente libre, en
este caso también nos conviene definir un nuevo vector auxiliar H como

H =
1
µ0

B−M. (1.53)

Lo más significativo de este vector, es que su rotacional está asociado con la densidad de
corriente libre del material.
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A los vectores D y H , se les conoce históricamente como desplazamiento eléctrico e intensi-
dad de campo magnético respectivamente, para mayor comodidad seguiremos la propuesta
de Purcell [Purcell1980], y los llamaremos simplemente vectores auxiliares, por otro lado
llamaremos campo magnético al vector B.
Finalmente, las ecuaciones de Maxwell en forma general son:

∇ ·D = ρf ∇ ·B = 0

(1.54)

∇×E = −∂B
∂t

∇×H = Jf +
∂D
∂t

Esta es la forma más común en que se expresan las ecuaciones de Maxwell, sin embargo, en
el desarrollo del trabajo usaremos las ecuaciones en términos de P y M.



Caṕıtulo 2

Ecuaciones de Maxwell para
medios materiales en movimiento

En el caṕıtulo anterior describimos los efectos de polarización y magnetización que se
originan cuando se introduce un medio material dentro de campos eléctricos o magnéticos,
además se obtuvieron las ecuaciones de Maxwell en estos medios cuando se encuentran en
reposo.
Ahora estamos interesados en analizar las modificaciones que deben hacerse a las ecuaciones
de Maxwell para que sean válidas cuando estamos tratando con un medio material en
movimiento.

2.1. Ecuaciones de Maxwell para medios en movimiento.

Si consideramos que el medio se mueve con velocidad constante u, es necesario tomar en
cuenta que las cantidades vectoriales que describen los campos electromagnéticos del medio
vaŕıan en el tiempo, tanto expĺıcitamente como a través de r(t).
Por esta razón, es conveniente introducir el concepto de derivada convectiva o total , la cual
toma en cuenta este tipo de variaciones, y es válida para cualquier campo vectorial F.

15
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2.1.1. Derivada convectiva o total

Desarrollaremos paso a paso la deducción de esta derivada. Definimos el flujo a través de
una superficie S como

Φ =
∫
S

F · ds, (2.1)

en donde el cambio respecto al tiempo está dado por

dΦ
dt

=
d

dt

∫
S

F · ds. (2.2)

Buscamos expresar el cambio respecto al tiempo de la integral de superficie de F(R, t)
cuando la superficie S se mueve con velocidad u, por lo que consideramos a la superficie en
dos tiempos diferentes t y t+ ∆t, entonces la ec.(2.2) la podemos escribir como

d

dt

∫
F·ds =

lı́m

Mt→0
4
4t

∫
S

F · ds =
lı́m

∆t→ 0
1

∆t

 ∫
S(t+∆t)

Ft+∆t · ds−
∫

S(t)

Ft · ds

 . (2.3)

Tenemos que la superficie cambia en un pequeño intervalo de tiempo ∆t, si desarrollamos
en serie a Ft+∆t con respecto a t, resulta que

Ft+∆t = Ft +
∂Ft

∂t
∆t+

1
2
∂2Ft

∂t2
(∆t)2 + ... (2.4)

Si consideramos sólo los términos a primer orden, al sustituir en la ec.(2.3) obtenemos

d

dt

∫
F·ds =

ĺım
∆t→ 0

1
∆t

 ∫
St+∆t

Ft · ds+
∫

St+∆t

∂Ft

∂t
∆t · ds−

∫
St

Ft · ds

 , (2.5)

de aqúı, se sigue que

d

dt

∫
F·ds =

∫
St

∂Ft

∂t
· ds +

ĺım
∆t→ 0

1
∆t

 ∫
St+∆t

Ft · ds−
∫
St

Ft · ds

 , (2.6)

con esto logramos tener a la superficie F evaluada al tiempo t.
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Si ahora construimos la superficie cerrada Scerrada [Figura 2.1]

Ft

Ft+ tD

dS1

u tD

dl

S1

S2

dS2

dS3

S =3 dl

S =S( )1 t

S =S( + )2 t tD

x uDt

Fig.2.1 Superficie en movimiento en el tiempo t y t + ∆t.

Tenemos que Scerrada = S1 + S2 + S3 , en donde, S3 es la superficie lateral formada por el
desplazamiento del vector u∆t.
Notemos que el segundo término de lado derecho de la ec.(2.6) se puede escribir como

∫
S2

Ft · ds−
∫
S1

Ft · ds =
∮

Scerrada

Ft · ds−
∫
S3

Ft · ds3. (2.7)

Si aplicamos el teorema de Gauss al volumen encerrado por Scerrada, obtenemos que

∮
Scerrada

Ft · ds =
∫
V

∇ · Ftdv (2.8)

y como ds3 = dl× u∆t y dv = u∆t · ds, entonces

∫
S2

Ft · ds−
∫
S1

Ft · ds =
∫
S1

∇ · Ft (u∆t · ds)−
∮

C(t)

Ft · (dl× u∆t) (2.9)

y usando la identidad a · (b× c) = b · (c× a) en el segundo término, resulta que

∫
S2

Ft · ds−
∫
S1

Ft · ds =∆t
∫
S1

∇ · Ft (u · ds) + ∆t
∮

C(t)

(Ft × u) · dl. (2.10)
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Utilizando el teorema de Stokes y sustituyendo en la ec.(2.6), encontramos que

d

dt

∫
S(t)

F · ds =
∫
S1

∂Ft

∂t
· ds+ ĺım

∆t→ 0

∆t
∫
S1

(∇ · Ft)u·ds+∆t
∫
S1

∇× (Ft × u) · ds

 . (2.11)

Si ahora tomamos el ĺımite cuando ∆t→ 0, resulta

d

dt

∫
S(t)

F · ds =
∫

S(t)

∂F
∂t
· ds +

∫
S(t)

∇× (F× u) · ds +
∫

S(t)

(∇ · F) u · ds, (2.12)

esto es,

d

dt

∫
S

F · ds =
∫
S

[
∂F
∂t

+∇× (F× u) + (∇ · F) u
]
· ds. (2.13)

Entonces, podemos definir

DF
Dt

=
∂F
∂t

+∇× (F× u) + (∇ · F) u (2.14)

como la derivada convectiva.

Por lo tanto, el cambio del flujo Φ cuando la superficie S se mueve, está dado por

dΦ
dt

=
∫
S

DF
Dt

· ds. (2.15)

Apoyándonos en este resultado vamos a analizar cada una de las ecuaciones de Maxwell.

2.1.2. Ley de Faraday

Cuando el medio se encuentra en movimiento, tenemos que considerar que la variación
del flujo puede depender tanto del cambio del campo magnético B en el tiempo, aśı como
también del movimiento del circuito C por el cual atraviesa este campo.
Es por ésta razón que para obtener la Ley de Faraday para medios en movimiento necesi-
tamos encontrar

dΦ
dt

=
d

dt

∫
S

B · ds, (2.16)
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por lo que en lugar de la derivada ordinaria
d

dt
debemos usar la derivada convectiva

D

Dt
,

entonces por la ec.(2.15) tenemos que,

dΦ
dt

=
∫
S

DB
Dt

· ds, (2.17)

y puesto que ∇ ·B = 0, entonces se satisface

DB
Dt

=
∂B
∂t

+∇× (B× u) (2.18)

sustituyendo ésta ecuación en la ec.(2.17), se obtiene que

dΦ
dt

=
∫
S

∂B
∂t

+∇× (B× u) · ds. (2.19)

Por otro lado, sabemos que la ley de Faraday la podemos expresar como∮
C

E′ · dl = − d

dt

∫
S

B · ds. (2.20)

Debemos tener presente que en esta ecuación hay dos sistemas de referencia involucrados, el
campo eléctrico E′, el cual está medido en el sistema en movimiento (el circuito C), mientras

que
∂B
∂t

está medido en el sistema en reposo (laboratorio).
Si ahora sustituimos la ec.(2.19) en la ec.(2.20) y aplicando el teorema de Stokes, obtenemos

∫
S

(
∇×E′) · ds = −

∫
S

∂B
∂t

· ds +
∫
S

∇× (u×B) · ds, (2.21)

que puede reescribirse como

∫
S

∇×
(
E′ − u×B

)
· ds = −

∫
S

∂B
∂t

· ds, (2.22)

de manera que

∇×
(
E′ − u×B

)
= − ∂B

∂t
. (2.23)

Esta ecuación es la Ley de Faraday en forma diferencial para medios en movimiento, en

donde ahora tenemos que (E′ − u×B ) y u, B y
∂B
∂t

, están medidos en el sistema en
reposo (laboratorio).
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Esto es, si en el sistema en reposo tenemos una carga q con una velocidad u, esta carga
experimenta una fuerza F debida a los campos eléctrico E y magnético B.

F = q (E + u×B) . (2.24)

donde ambos campos se miden en el sistema en reposo.

Si ahora nos colocamos en el sistema en movimiento, en donde q se encuentra en reposo, la
única fuerza que actúa sobre ella es debida al campo eléctrico E′, es decir,

F′ = qE′, (2.25)

y como los sistemas son inerciales, se debe cumplir que F = F′, entonces

qE′ = q (E + u×B) , (2.26)

por lo que resulta

E = E′ − u×B. (2.27)

Regresando a la ecuación de Faraday ec.(2.23), concluimos que puede expresarse como

∇× E = − ∂B
∂t
. (2.28)

Este resultado indica que la ley de Faraday en forma diferencial tiene una forma indepen-
diente del movimiento del medio.

2.1.3. Ley de Ampère-Maxwell

Partimos de la Ley de Ampère-Maxwell la cual se puede expresar como

∮
C

B′·dl = µ0

∫
S

JT · ds, (2.29)

donde la densidad de corriente total JT está dada por

JT = Jf +
∂P
∂t

+∇×M + ε0
∂E′

∂t
, (2.30)

en donde es importante tomar en cuenta que el campo magnético B′ y el campo eléctrico
E′ se miden en el sistema en movimiento (circuito C).
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Sustituyendo en la ec(2.29), obtenemos

∮
C

B′ · dl = µ0

∫
S

Jf +
∂P
∂t

+∇×M + ε0
∂E′

∂t
· ds, (2.31)

y como necesitamos determinar todas las corrientes que se generan debido al movimiento de
las cargas, aśı como también al movimiento del medio , utilizaremos la derivada convectiva,
esto es,

∮
C

B′ · dl = µ0

∫
S

Jf +
DP
Dt

+∇×M + ε0
DE′

Dt
· ds, (2.32)

la cual se puede escribir como

∮
C

B′ · dl = µ0

∫
S

Jf +
∂P
∂t

+∇× (P× u) + (∇ ·P)u +∇×M

+ ε0
∂E
∂t

+∇× (ε0E× u) + (ε0∇ ·E)u · ds. (2.33)

Si consideramos que

∇ ·E =
1
ε0

[ρ
f
−∇ ·P], (2.34)

entonces,

∮
C

B′ · dl = µ0

∫
S

Jf + uρf +
∂P
∂t

+∇× (P× u)

+∇×M+∇× (ε0E× u) + ε0
∂E
∂t
· ds. (2.35)

Utilizando el teorema de Stokes, tenemos que

∫
S

∇×B′ · ds = µ0

∫
S

Jf + uρf +
∂P
∂t

+∇× (P× u)

+∇×M+∇× (ε0E× u) + ε0
∂E
∂t
· ds (2.36)
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y reagrupando términos, encontramos que la Ley de Ampère-Maxwell se puede expresar de
la siguiente forma

∫
S

∇× (B′ − µ0ε0E× u− µ0M) = µ0

∫
S

Jf + uρf +
∂P
∂t

+∇× (P× u), (2.37)

de manera que

∇× (B′ + µ0ε0u×E− µ0M) = µ0

[
Jf + uρf +

∂P
∂t

+∇× (P× u) + ε0
∂E
∂t

]
, (2.38)

y si consideramos que

B = B′ + µ0ε0u×E (2.39)

entonces, encontramos que B es el campo medido en el sistema de en reposo (laboratorio)1,
por lo que concluimos que la Ley de Ampère-Maxwell puede expresarse como

∇×B = µ0

[
Jf + uρf +

∂P
∂t

+∇× (P× u) +∇×M + ε0
∂E
∂t

]
. (2.40)

Vale la pena mencionar el tratamiento que hace Wolfang K.H. Panofsky [Panofsky2005] de
la ley de Ampère-Maxwell en forma diferencial, por la sencillez con la que se analiza ésta.

2.1.4. Análisis de Ley de Ampère-Maxwell forma diferencial

Como en la ley Ampère-Maxwell interviene la densidad de corriente total del medio, necesi-
tamos determinar todas las corrientes debidas al movimiento de las cargas libres y ligadas,
aśı como también las corrientes generadas debido al movimiento del medio mismo.
Por lo que la densidad de corriente total está constituida por las siguientes contribuciones:

1) La densidad de corriente libre o corriente de conducción Jf que se debe al movimiento
de las cargas libres en el medio.

2) La densidad de corriente debida al movimiento de todas las cargas que constituyen el
medio, llamada corriente convectiva Jc

Jc = u
(
ρf −∇ ·P

)
(2.41)

1Este resultado se hace más claro cuando estudiamos las transformaciones de Lorentz [sección 4.4]



CAPÍTULO 2. ECUACIONES DE MAXWELL PARA MEDIOS EN MOVIMIENTO 23

3) La densidad de corriente de polarización que incluye tanto a la corriente producida por
el cambio de la polarización en el tiempo, como a la corriente debida al movimiento del
medio, esta corriente está dada, en nuestro caso, por la derivada convectiva de P, esto es,

Jp =
DP
Dt

=
∂P
∂t

+∇× (P× u) + (∇ ·P)u (2.42)

4) La corriente de magnetización

Jm = ∇×M (2.43)

5) La corriente de desplazamiento en el vaćıo.

Jdv = ε0
∂E
∂t

(2.44)

Estas contribuciones, (1)-(5), al sustituirlas en la Ley de Ampère en forma diferencial resulta

∇×B = µ0

[
Jf + u

(
ρf −∇ ·P

)
+
∂P
∂t

+∇× (P× u) + (∇ ·P)u +∇×M + ε0
∂E
∂t

]
(2.45)

que puede expresarse como

∇×B = µ0

[
Jf + uρf +

∂P
∂t

+∇× (P× u) +∇×M + ε0
∂E
∂t

]
(2.46)

Puesto que las ecuaciones que tienen que ver con la divergencia de los campos no involucran
al tiempo ni a las corrientes, consideramos que éstas no se modifican debido al movimiento
del medio.

Observamos que para medios en movimiento, sólo se hizo una modificación en la densidad
de corriente total que produce el campo magnético B, por lo que las ecuaciones de Maxwell
para medios en movimiento quedan de la siguiente forma:

∇ · (ε0E + P) = ρf

∇ ·B = 0

∇×E = − ∂B
∂t

∇× ( 1
µ0

B−M)=µ0

[
Jf + uρf +

∂P
∂t

+∇× (P× u) + ε0
∂E
∂t

]
Las cuales serán la base para nuestro análisis posterior.
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2.2. Simetŕıa entre dieléctricos y medios magnetizados en
movimiento

Si tenemos un dieléctrico polarizado en movimiento, el cual no contiene cargas ni co-
rrientes libres, las ecuaciones de Maxwell obtenidas anteriormente se pueden expresar como

a) ∇ ·D = 0

b) ∇ ·B = 0

c) ∇×E = − ∂B

∂t

d) ∇× [B−µ0P× u] =µ0

∂D
∂t

2.2.1. Dieléctrico polarizado en movimiento

Si analizamos la ley de Ampère-Maxwell, para este medio polarizado (sin cargas ni corrientes
libres), encontramos una relación interesante, la cual nos indica que cuando tenemos un
dieléctrico polarizado en movimiento, este equivale a tener un medio magnetizado, con
densidad de magnetización M dada por

Meq= P× u. (2.47)

Este comportamiento del medio es fácil de entender, sabemos que la polarización P del
medio se debe a la suma de todos los momentos dipolares asociados a los dipolos que
contiene, si suponemos que el medio se mueve con una velocidad constante u, ortogonal a
P, como se muestra en la Figura 2.2.

Fig.2.2 Medio polarizado con velocidad constante u



CAPÍTULO 2. ECUACIONES DE MAXWELL PARA MEDIOS EN MOVIMIENTO 25

Las cargas positivas, dan lugar a una corriente en la dirección en la que se mueve el medio
y las cargas negativas van a originar una corriente en dirección contraria al movimiento del
medio, por lo que estas cargas en movimiento constituyen un circuito con corriente I, que
por supuesto, va a generar una magnetización M ortogonal a este circuito. Este efecto ha
sido discutido por varios autores como: Roentgen, Eichenwald, entre otros [Panofsky2005].

2.2.2. Medio material magnetizado en movimiento

Si ahora tuviéramos un medio magnetizado en movimiento, es inevitable preguntarnos: ¿este
medio equivaldŕıa a tener un medio polarizado? Si graficamos al conjunto de vectores que
representa el comportamiento del medio polarizado en movimiento [Figura 2.3], tenemos

Fig.2.3 Vectores M,P,u

Es interesante señalar que al observar este conjunto de vectores, de alguna manera po-
dŕıamos pensar que P es originado por M en movimiento, mas aún, que P es proporcional
al producto vectorial M× u.
Entonces si tenemos un medio magnetizado que se mueve con velocidad u constante, éste
generaŕıa un medio polarizado en donde su polarización estaŕıa dada por

Peq= α (u×M ) (2.48)

donde α es constante2.

2En esta sección sólo estamos mostrando este resultado de forma heuŕıstica, por lo que por el momento
no nos interesa las unidades de esta constante, esto lo estableceremos rigurosamente en el capitulo 4.
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Notemos que podemos encontrar a P en términos de M, en el caso simple cuando P es
ortogonal a u, es decir, si multiplicamos vectorialmente por un vector unitario û a la ecuación
(2.47), tenemos que

û×M =û× (P× u) , (2.49)

si ahora usamos la identidad vectorial a× (b× c) = b (a · c)−c (a · b) y puesto que P⊥u,
entonces

û×M = P (û · u) , (2.50)

esto es

P =
1
|u|

( û×M ) ; (2.51)

por lo que, si α =
1
|u|

, obtenemos la ec.(2.48) propuesta antes.

Este resultado nos hace pensar que posiblemente, la ecuación que relaciona a los medios
polarizados con los medios magnetizados en movimiento es simétrica a la ecuación que
obtuvimos para medios polarizados en movimiento. Por lo que surge la pregunta: ¿no debeŕıa
existir este tipo de simetŕıas para medios en movimiento?
Una de las razones que también nos hace inferir que debe existir este tipo de simetŕıas
para los medios en movimiento es que las cantidades básicas de la electrostática tienen sus
análogas para la magnetostática. [Shadowitz1988]

E D ε E ρ ϕ · ×
B H 1

µ −M J A × ·

Aśı como también podemos apreciar que existe un tipo de simetŕıa en las ecuaciones para
los campos magnetostáticos y electrostáticos, cuando se expresan como

E E = −∇ϕe D = ε0E + P D = εE ∇2ϕe = 0

B H = −∇ϕm B = µ0(H + M) B = µH ∇2ϕm = 0

A lo largo de esta discusión, hemos dado argumentos cualitativos que nos podŕıan llevar a
sospechar que efectivamente la ecuación propuesta (2.48) es correcta.
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Esto nos lleva nuevamente a preguntarnos ¿cuáles son las consideraciones que se necesitan
para poder demostrar que debe de existir una relación de este tipo entre M y P?
Ya que sólo tenemos las ecuaciones de Maxwell para medios polarizados en movimiento y
que por medio de un análisis análogo no podemos obtener las ecuaciones para un medio
magnetizado en movimiento, lo que se nos ocurre es que debemos atacar el problema por
medio de la solución misma de las ecuaciones, esto es, por medio de los potenciales o los
campos que generan este tipo de fuentes en movimiento, por lo que lo analizaremos dentro
del campo de la electrodinámica.
Lo que haremos es determinar los potenciales debido a fuentes en movimiento, procediendo
de la manera usual para resolver este tipo de problema : resolviendo las ecuaciones que los
gobiernan y obteniendo aśı los potenciales retardados .



Caṕıtulo 3

Potenciales Retardados.

En este caṕıtulo vamos a determinar los potenciales que producen fuentes en movimiento
mediante la solución de la ecuación que los gobierna. Dicha solución es, como veremos, los
potenciales retardados, los cuales necesitamos obtener para resolver el problema planteado.

3.1. Potenciales electromagnéticos.

Sabemos que los campos electromagnéticos los podemos expresar en función de los po-
tenciales de la siguiente manera

E = −∇ϕ− ∂A
∂t

(3.1)

B = ∇×A. (3.2)

Si sustituimos la ec.(3.1) en la ley de Gauss, resulta

(∇ · ∇ϕ) +
(
∇ · ∂A

∂t

)
= − 1

ε0
ρ, (3.3)

que podemos escribir como

∇2ϕ+
∂

∂t
(∇ ·A) = − 1

ε0
ρ. (3.4)

28
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Si ahora sustituimos las ecuaciones para los campos E y B en la Ley de Ampère tenemos

∇× (∇×A) =µ0J + µ0ε0

(
− ∂

∂t
∇ϕ− ∂2A

∂t2

)
, (3.5)

e invirtiendo el orden de derivaciones en el tercer término de la derecha obtenemos que

∇× (∇×A) = µ0J− µ0ε0∇
∂ϕ

∂t
− µ0ε0

∂2A
∂t2

. (3.6)

Usando la identidad vectorial ∇× (∇× a) = ∇ (∇ · a)−∇2a y reagrupando, resulta que(
∇2A− µ0ε0

∂2A
∂t2

)
−∇

(
∇ ·A + µ0ε0

∂ϕ

∂t

)
= −µ0J. (3.7)

Las ecs. (3.4)y (3.7) son ecuaciones acopladas de segundo orden, las cuales son equivalentes
a las ecuaciones de Maxwell, pero escritas en términos de los potenciales.
Estas ecuaciones no definen de manera única a los potenciales pero, si los elegimos de forma
adecuada, es decir, si de todas las parejas A′, ϕ′, tomamos aquellas que producen los mismos
campos E y B que los potenciales ϕ,A, es posible desacoplarlas. Por lo que, si tomamos la
siguiente transformación para cada uno de ellos

ϕ′→ ϕ−∂Λ
∂t

(3.8)

A′→ A +∇Λ, (3.9)

en donde Λ es una función escalar arbitraria, encontramos que al sustituirlas en las ecs.(3.1)
y (3.2), estas transformaciones dejan invariantes a los campos E y B.
A estas transformaciones se les conoce como transformaciones de norma (gauge).
Si además pedimos que los potenciales ϕ′ y A′ cumplan la condición,

∇ ·A′ + µ0ε0
∂ϕ′

∂t
= 0 (3.10)

donde

∇ · Λ + µ0ε0
∂Λ
∂t

= 0, (3.11)

la cual se le conoce como norma de Lorentz, entonces, de las ecs.(3.4) y (3.7) obtenemos las
ecuaciones desacopladas para los potenciales, las cuales son

∇2A− µ0ε0
∂2A
∂t2

= −µ0J (3.12)
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∇2ϕ− µ0ε0
∂2ϕ

∂t2
= − 1

ε0
ρ, (3.13)

observamos que el operador que se aplica a ambas es el mismo,

� = ∇2 − µ0ε0
∂2

∂t2
, (3.14)

que es conocido como operador de d‘Alembert.
Por lo tanto, las ecuaciones para los potenciales en esta norma tienen la forma general de
una ecuación de onda inhomogénea

�ψ(r, t) = −g(r, t) (3.15)

la cual necesitamos resolver para poder encontrar los potenciales que producen fuentes en
movimiento.

3.2. Solución de la ecuación de onda inhomogénea

Vamos a seguir el método de la función de Green, G(r, t ;r′,t′), la cual se define mediante
la ecuación (

∇2 − 1
c2
∂2

∂t2

)
G = −δ

(
r − r′

)
δ
(
t− t′

)
. (3.16)

Para encontrar G usamos el método de la transformada de Fourier en t; aśı, si

Gw=
1√
2π

∞∫
−∞

Geiwt dt, (3.17)

la ec.(3.16) se transforma en

1√
2π

∞∫
−∞

∇2Geiwt dt− 1
c2

1√
2π

∞∫
−∞

∂2G

∂t2
eiwt dt=

− δ
(
r − r′

) 1√
2π

∞∫
−∞

δ
(
t− t′

)
eiw(t−t′)dt, (3.18)
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esto es,

∇2 1√
2π

∞∫
−∞

Geiwt dt− 1
c2

(−iw)2Gw = −δ
(
r − r′

)
, (3.19)

o bien

∇2Gw +
w2

c2
Gw = − δ

(
r − r′

)
. (3.20)

Si a la ecuación (3.20) la expresamos en coordenadas esféricas, entonces como Gw sólo
depende de R (R = |r− r′|), podemos escribir el Laplaciano en términos de esta variable,
aśı

∇2Gw =
1
R2

(
R2 ∂

∂R

)
Gw =

1
R

∂2

∂R2
RGw. (3.21)

Sustituyendo ahora en la ec.(3.20) obtenemos

∂2

∂R2
RGw +

w2

c2
RGw = − δ (R) . (3.22)

Si R 6= 0, es decir r 6= r′, (suponemos que r > r′), y además definimos

Ψ = RGw y k =
w

c
, (3.23)

la ec.(3.22) podemos expresarla de la siguiente manera

∂2

∂R2
Ψ + k2Ψ = 0. (3.24)

Ahora tenemos una ecuación homogénea de segundo grado, cuya solución es,

Ψ = Ae± ikR (3.25)

por lo que

Gw =
Ae± ikR

R
(3.26)

Para poder encontrar la constante A, hacemos una integral de volumen en una vecindad
muy pequeña Ω alrededor de R = 0. Entonces la ec.(3.22) se transforma en

∫
Ω

(
∇2Ae

± ikR

R
+ k2 Ae

± ikR

R

)
dv′ = −1. (3.27)
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Como Ω es muy pequeño, debe cumplirse que

A

∫
Ω

∇2 e
± ikR

R
dv′ = −1 (3.28)

y como también R ' 0, entonces

e± ikR

R
' 1
R
, (3.29)

por lo que resulta que

A

∫
Ω

∇2 1
R
dv′ = −1. (3.30)

Como sabemos que

∫
Ω

∇2 1
R
dv′ = −4π (3.31)

obtenemos entonces que

A =
1
4π
. (3.32)

Sustituyendo en la ec.(3.26) tenemos la expresión deseada,

Gw =
e± ikR

4πR
, (3.33)

y como (
∇2 +

w2

c2

)
Gw = − gw, (3.34)

entonces, tenemos que

Ψw = −
∫
Gw gw dv′, (3.35)

la cual la podemos escribir como

Ψw = − 1
4π

∞∫
−∞

e± ikR

R
gw dv′. (3.36)
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Aplicando ahora la transformada inversa de Fourier a la ecuación anterior, podemos obtener
Ψ (R). Entonces

Ψ (R) = − 1√
2π

∞∫
−∞

 1
4π

∞∫
−∞

e± ikR

R
gw

 e−iwt dw dv′

= − 1
4π

∞∫
−∞

1
R
dv′

 1√
2π
gwe

− iw

(
t∓
R

c

) dw. (3.37)

El término entre paréntesis es la transformada inversa de Fourier, y como sólo nos interesa el
tiempo en que se producen los efectos que son originados por la carga y la corriente en estos
potenciales (principio de causalidad), tomaremos el signo menos del exponente. Entonces

1√
2π

∞∫
−∞

gwe
− iw

(
t−
R

c

)
dw = g

(
t−R

c

)
, (3.38)

por lo que al sustituir la ec.(3.38) en la ec.(3.37) obtenemos

Ψ (R) = − 1
4π

∫ g

(
t− R

c

)
R

dv′, (3.39)

que es precisamente es el resultado buscado, por lo cual tenemos que si g = −µ0J, entonces

Ψ (R) =
µ0

4π

∫ J
(
t− R

c

)
R

dv′ = A (3.40)

y si g = − 1
ε0
ρ, entonces

Ψ (R) =
1

4πε0

∫ ρ

(
t− R

c

)
R

dv′ = ϕ. (3.41)

En donde a (
t− R

c

)
, (3.42)

se le conoce como tiempo retardado.
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Escribimos las expresiones de los potenciales obtenidos de la siguiente manera

A (r, t) =
µ0

4π

∫
[J]
Rt′

dv′ (3.43)

ϕ (r, t) =
1

4πε0

∫
[ρ]
Rt′

dv′ (3.44)

donde el paréntesis [ ] nos indica que la función dentro de él, está evaluada en el tiempo
retardado (t′) y |Rt′ | = |r− r′(t′)|.
Como los potenciales están dados como función de sus fuentes, y éstas dependen del tiem-
po, observamos que el potencial en el punto r al tiempo t, se puede interpretar como aquel
potencial producido por un elemento de carga que se encuentra dentro de un volumen

alrededor de r′ al tiempo t′ =
(
t− Rt′

c

)
.

3.2.1. Tiempo retardado

Para poder entender mejor el significado de las funciones retardadas, consideremos el si-
guiente modelo:
Supongamos que tenemos una barra cargada que se mueve con una velocidad constante u
a lo largo del eje x y sea P (x, t) el punto de observación, [Figura 3.1]

Fig.3.1 Modelo de la barra en movimiento
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Se satisface que

[L] = [x2]− [x1] (3.45)

en donde [L] es la longitud de la barra en el tiempo retardado y

L = x2 − x1. (3.46)

es la longitud de la barra en el tiempo t cuando se recibe la señal luminosa en el punto P .

Observamos que el tiempo que tarda la luz en recorrer la distancia que va desde el punto
[x2] hasta el punto x, en donde se recibe la señal luminosa que proviene de este punto, debe
ser el mismo tiempo que tarda la barra en recorrer la distancia x2− [x2], por lo que tenemos

x2 − [x2]
u

=
x− [x2]

c
. (3.47)

Podemos hacer este mismo razonamiento para el punto [x1] y x1, por lo que resulta

x1 − [x1]
u

=
x− [x1]

c
(3.48)

Si ahora restamos las ecuaciones (3.47) y (3.48), obtenemos

(x2 − [x2])− (x1 − [x1])
u

=
(x− [x2])− (x− [x1])

c
(3.49)

y

(x2 − x1)− ([x2]− [x1])
u

=
− ([x2]− [x1])

c
(3.50)

que con la ayuda de (3.45) y (3.46), podemos expresar como

L− [L]
u

= − [L]
c
. (3.51)

Entonces

L

u
= [L]

(
1
u
− 1
c

)
, (3.52)

y de aqúı obtenemos que

[L] =
L(

1− u

c

) . (3.53)
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Esto nos dice que la longitud “efectiva“ de la barra que envió señales al punto x y llegaron
al tiempo t, en este caso, es mayor que la longitud real de la misma, puesto que difiere por

un factor
(
1− u

c

)−1
.

En general este resultado es válido si consideramos que el punto de observación se encuentra
lejos y forma un ángulo θ respecto a la velocidad u de la barra [Figura 3.2].

[L] L

�

R
1t́

R
2t́

R̂
t́

u

Fig.3.2 Barra en movimiento cuando
el observador se encuentra a un ángulo θ

En este caso siguiendo el mismo procedimiento que el caso anterior, tenemos que

x2 − [x2]
u

=
|r− [r2]|

c
, (3.54)

y

x1 − [x1]
u

=
|r− [r1]|

c
, (3.55)

donde R1t′ = r− [r1] y R2t′ = r− [r2].

Si ahora restamos las ecuaciones (3.54) y (3.55), obtenemos

(x2 − [x2])− (x1 − [x1])
u

=
|r− [r2] | − |r− [r1] |

c
, (3.56)
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y como el punto de observación se encuentra muy lejos de la barra, tenemos que R1t′ y R2t′

los podemos considerar como paralelos, es decir, en ángulo que forman con el vector u es el
mismo, entonces

|R2t′ | − |R1t′ | = −[L]cosθ. (3.57)

Sustituyendo este resultado y con la ayuda de la ec.(3.51), obtenemos que

[L] cos θ
c

=
[L]− L

u
, (3.58)

y de aqúı

[L] =
L

1− u

c
cos θ

. (3.59)

Usando la definición de producto escalar, tenemos que el término del denominador se puede
escribir de la siguiente manera

[L] =
L

1− u
c
· R̂t′

. (3.60)

Analizaremos una aplicación importante de estos potenciales.

3.3. Potenciales de Liénard- Wiechert

Los potenciales de Liénard- Wiechert proporcionan una solución general a la ecuación
de onda [sección 3.2] cuando la fuente que estamos considerando es una carga puntual con
movimiento arbitrario.
Para encontrar los potenciales vamos a tomar el mismo modelo que usa Wolfang Panofsky
para analizar este caso [Panofsky2005].
Consideremos una esfera de radio Rt′ que converge radialmente en el punto r al tiempo t
con una velocidad c; a esta esfera le llamamos esfera “recolectora“ [figura 3.4].
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Rt́
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´
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)́
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Fig.3.4 Elemento dS de la esfera para una carga q con velocidad u.

Si la part́ıcula cargada se encuentra en reposo, tenemos que la cantidad de carga que barre
esta esfera cuando se contrae una distancia dRt′ , en un tiempo dt , está dada por [ρ]dSdRt′ .
Si ahora la part́ıcula tiene una velocidad diferente de cero, tenemos que la cantidad de carga
que barre la esfera en un tiempo dt disminuye una cantidad dada por

[ρ]dS
(

u ·Rt′

Rt′

)
dt, (3.61)

donde u es la velocidad de la part́ıcula y Rt′ = r− r′(t′).

Por lo que tenemos que la cantidad de carga que se observa por medio de la esfera “recolec-
tora“ es

dq = [ρ] dv′ − [ρ] dS
u ·Rt′

Rt′
dt. (3.62)

Como dt =
dRt

′

c
y dSdRt′ = dv′ entonces,

dq = [ρ] dv′ − [ρ]
u ·Rt′

cRt′
dv′, (3.63)

o bien

dq = [ρ] dv′
[
1− u ·Rt′

cRt′

]
, (3.64)
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que también se puede escribir como

[ρ] dv′

Rt′
=

dq

Rt′ −
u ·Rt′

c

. (3.65)

Sustituyendo este resultado en las expresiones para los potenciales retardados ϕ y A ecs.(3.43)
y (3.44), tenemos

ϕ =
1

4πε0

∫
dq

|Rt′ | − u
c ·Rt′

, (3.66)

A (r, t) =
µ0

4π

∫
udq

Rt′ −
u ·Rt′

c

, (3.67)

pero como
∫
dq = q, resulta que

ϕ (r, t) =
1

4πε0

 q

Rt′ −
u
c
·Rt′

 , (3.68)

A (r, t) =
µ0

4π

 qu

Rt′ −
u
c
·Rt′

 . (3.69)

Estas ecuaciones son los potenciales de Liénard-Wiechert. Es importante recordar que estos
potenciales retardados caracterizan el campo de una carga puntual con velocidad arbitraria.
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3.3.1. Potencial escalar de Liénard-Wiechert.

Estamos interesados en el potencial escalar de Liénard-Wiechert para una part́ıcula que se
mueve con velocidad constante, ya que este resultado nos será útil más adelante [Figura
3.5].

u
� ur q( )´ t́ r q( )´ t

r( )t
observador

� �
�

�

Rt́
Rt

Rt́

Fig.3.5 Part́ıcula cargada con velocidad constante u.

Vamos a evaluar el denominador de los potenciales de Liénard- Wiechert de la part́ıcula
cargada q, en términos de la posición actual r, al tiempo t.

De la Figura 3.5 tenemos que

1) r′q(t
′) es la posición retardada de la part́ıcula

2) rq(t) es posición actual de la part́ıcula
3) Rt′ = r− r′(t′)
4) Rt = r− r′(t)

y se puede ver que

Rt′senα = Rtsenβ, (3.70)

donde β = π − φ, por lo cual resulta

Rt′senα = Rtsenφ. (3.71)
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Si ahora multiplicamos por |u|, tenemos

uRt′senα = uRtsenφ (3.72)

por lo que obtenemos

|Rt′ × u| = |Rt × u| . (3.73)

Si ahora definimos

s = Rt′ −
u
c
·Rt′ , (3.74)

queremos demostrar que se cumple

s2 = R2
t −

∣∣∣∣Rt × u
c

∣∣∣∣2 . (3.75)

Por la Ley de cosenos sabemos que podemos escribir a Rt de la siguiente forma

R2
t = R2

t′ −
u2R2

t′

c2
− 2

u

c
R2

t′ cosα, (3.76)

o bien

R2
t = R2

t′

(
1 +

u2

c2
− 2

u

c
cosα

)
. (3.77)

Por otro lado tenemos de la ec.(3.74) que

s2 =
(
Rt′ −

u
c
·Rt′

)2
= R2

t′ − 2
u

c
R2

t′ cosα+
(u
c
·Rt′

)2
, (3.78)

esto es,

s2 = R2
t′ − 2R2

t′
u

c
cosα+

u2

c2
R2

t′ cos2 α (3.79)

y factorizando, resulta

s2 = R2
t′

(
1− 2

u

c
cosα+

u2

c2
cos2 α

)
. (3.80)

Si ahora al segundo término de la ecuación anterior lo reescribimos como

u2

c2
cos2 α =

u2

c2
− u2

c2
sen2α, (3.81)



CAPÍTULO 3. POTENCIALES RETARDADOS. 42

tenemos que al sustituir este resultado en la ec.(3.80), obtenemos

s2 = R2
t′

(
1− 2u cosα+

u2

c2

)
−R2

t′
u2

c2
sen2α, (3.82)

en donde vemos que el primer término resulta ser R2
t [ec.(3.80)], esto es,

s2 = R2
t −

∣∣∣∣Rt′ × u
c

∣∣∣∣2 , (3.83)

y por la ec.(3.73) sabemos que

|Rt′ × u| = |Rt × u| , (3.84)

entonces,

s2 = R2
t −

∣∣∣∣Rt × u
c

∣∣∣∣2 , (3.85)

o bien,

s2 = R2
t −R2

t

u2

c2
sen2φ. (3.86)

Por lo tanto si escribimos el denominador de la ec.(3.68)en términos de la posición actual
Rt al tiempo t como

s = Rt

√
1− u2

c2
sen2φ (3.87)

entonces el potencial retardado ϕret de Liénard- Wiechert, resulta

ϕ (r, t) =
1

4πε0

 q

Rt

√
1− u2

c2
sen2φ

 (3.88)

donde φ es el ángulo entre u y Rt.

Con este último ejemplo terminamos de construir todo lo necesario para aśı proponer un
método que nos permita resolver el problema que hemos planteado.



Caṕıtulo 4

Solución del Problema

Cuando estudiamos las ecuaciones de Maxwell en medios en movimiento, encontramos
que un medio polarizado en movimiento genera un medio magnetizado [Panofsky2005], y
que además se satisface la ecuación M = P× u. La pregunta inicial era: ¿Podemos mostrar
que los medios magnetizados en movimiento generan un medio polarizado? Es más, no sólo
queremos comprobar que este fenómeno se da, si no que también queremos mostrar que la
ecuación que lo describe es P = 1

c2u×M, la cual, es simétrica a la ecuación encontrada
para los medios polarizados en movimiento. Suponemos que este resultado es correcto, ya
que sabemos que éste se puede obtener mediante la relatividad especial, pero nosotros lo
vamos a demostrar como una consecuencia exclusiva de la teoŕıa electromagnética clásica.

4.1. Método propuesto

La manera en que vamos a mostrar este fenómeno, es por medio del potencial escalar
retardado ϕret, para distribuciones de carga y corriente que se mueven con velocidad cons-
tante.
Partimos de la expresión para el potencial ϕret dada por [ecuación (3.44)]

ϕret=
1

4πε0

∫
[ρ]
Rt′

dv′ (4.1)

donde

[ρ] = ρ(r′, t′ = t− Rt′

c
), (4.2)

y

43



CAPÍTULO 4. SOLUCIÓN DEL PROBLEMA 44

|Rt′ | = |r− r′(t′)|. (4.3)

Por otro lado se satisface que

[ρ] =
ρ(

1− R̂t′ · u
c

) ; (4.4)

esta expresión la usamos para quitar la dependencia que tiene la densidad de carga [ρ] con
el tiempo retardado t′,por lo que al sustituir en la ec.(4.1) obtenemos

ϕret=
1

4πε0

∫
ρ

Rt′

1(
1− R̂t′ · u

c

) dv′. (4.5)

Si ahora consideramos que

s = Rt′

(
1− R̂t′ · u

c

)
, (4.6)

se puede reescribir en términos de la posición actual |Rt| = |r− r
′
(t)| con la ayuda de un

resultado previamente demostrado [Sección 3.3.1], es decir,

s = Rt

1−

∣∣∣∣∣R̂t × u
c

∣∣∣∣∣
2
 1

2

. (4.7)

Sustituyendo la ec.(4.7) en la ec.(4.5), ésta queda expresada como

ϕret=
1

4πε0

∫
ρ

Rt

1−

∣∣∣∣∣R̂t × u
c

∣∣∣∣∣
2
− 1

2

dv′, (4.8)

si consideramos que
u

c
� 1, entonces el integrando lo podemos aproximar por medio de un

desarrollo binomial

(1 + x)m = 1 +mx+ ....+, (4.9)
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y conservando sólo los dos primeros términos del desarrollo, obtenemos que el integrando
se puede expresar como

ρ

Rt

1−

∣∣∣∣∣R̂t × u
c

∣∣∣∣∣
2
− 1

2

' ρ

Rt

[
1 +

1
2c2

∣∣∣R̂t × u
∣∣∣2] =

ρ

[
1
Rt

+
1

2c2Rt

(
R̂t × u

)
·
(
R̂t × u

)]
. (4.10)

Sustituyendo este resultado en la ec.(4.8) se tiene que

ϕret'
1

4πε0

∫
ρ

[
1
Rt

+
1

2c2Rt

(
R̂t × u

)
·
(
R̂t × u

)]
dv′ =

1
4πε0

[∫
ρ

Rt
dv′+

∫
ρ

2c2Rt

(
R̂t × u

)
·
(
R̂t × u

)
dv′
]
. (4.11)

Nos interesa analizar el segundo término de la integral, al cual llamaremos I2, esto es

I2 =
1

4πε0

∫
ρ

2c2Rt

(
R̂t × u

)
·
(
R̂t × u

)
dv′, (4.12)

y considerando que J= ρu, la integral I2 se puede reescribir como

I2 =
1

4πε0

∫
1

2c2Rt

(
R̂t × J

)
·
(
R̂t × u

)
dv′. (4.13)

Si ahora usamos la identidad vectorial a· (b× c) = c· (a× b) tenemos que

u·
[(

R̂t × J
)
× R̂t

]
=

1
2c2R2

t

u·
[
(Rt × J)× R̂t

]
, (4.14)

Sustituyendo esta expresión en la ec.(4.12), resulta

I2 =
1

4πε0

∫
1

2c2R2
t

u·
[
(Rt × J)× R̂t

]
dv′, (4.15)

como u = cte, la ec.(4.15) queda expresada como

I2 =
1

4πε0
u
c2
·
∫

1
2

(Rt × J )× R̂t

R2
t

dv′. (4.16)

Por otro lado sabemos que el momento dipolar m se define como

m =
1
2

∫
(Rt × J ) dv′, (4.17)
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si ahora consideramos un elemento diferencial de este,

dm =
1
2
Rt × J dv′, (4.18)

entonces sustituyendo en la ec.(4.16) obtenemos que

I2 =
1

4πε0
u
c2
·
∫
dm× R̂t

R2
t

(4.19)

y usando la identidad vectorial a· (b× c) = c· (a× b) resulta

I2 =
1

4πε0

∫
R̂t

R2
t

·
( u
c2
× dm

)
. (4.20)

Si ahora definimos

dp =
u
c2
× dm,, (4.21)

entonces la ec.(4.20) se puede reescribir como

I2 =
∫

R̂t · dp
4πε0R2

t

(4.22)

pero, para el potencial de un dipolo eléctrico p tenemos que

dϕdip =
R̂t · dp
4πε0R2

t

. (4.23)

Observamos entonces que la ec.(4.23) es el potencial escalar debido a un dipolo eléctrico,
esto es

ϕdip =

(
p · R̂t

4πε0R2
t

)
. (4.24)

Por lo tanto encontramos el resultado buscado: el potencial dipolar eléctrico ϕ, se debe al
movimiento de un dipolo magnético, por lo tanto podemos concluir, que si sólo consideramos
la contribución dipolar de este potencial, la fuente que genera el campo eléctrico E buscado
es el dipolo magnético m en movimiento.
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4.2. Método usado por Jefimenko

Oleg D. Jefimenko [Jefimenko1993] analiza y resuelve el mismo problema mediante un
modelo particular. Este modelo consiste en una espira rectangular eléctricamente neutra
con corriente, la cual se encuentra inicialmente en reposo (sistema de laboratorio).
Como la corriente I en la espira es producida por una cantidad igual de cargas positivas y
negativas, podemos considerar que las densidades de carga positiva y negativa en la espira
son

λ+ =
q

L
(4.25)

y

λ− =
−q
L
. (4.26)

Si consideramos que las cargas positivas se encuentran en reposo, entonces la corriente I en
la espira se debe al movimiento de las cargas negativas, las cuales se mueven a una velocidad
u constante en la dirección negativa del eje x, [Figura 4.1].

z

x
y

�
�

�
�

I
R

Fig 4.1 Modelo de Jefimenko.

si λ es la densidad de carga, entonces

I = λu =
qu

L
. (4.27)
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Para resolver el problema mediante este método, utilizaremos el resultado que se obtuvo
para el potencial escalar ϕret de una carga puntual que se mueve a velocidad constante
[Liénard-Wiechert, sección 3.3.1, ec.(3.88)], esto es

ϕ (r, t)ret =
1

4πε0

 q

Rt

√
1− u2

c2
sen2φ

 , (4.28)

y suponemos que u � c, entonces el potencial ϕret lo podemos aproximar por medio de la
ecuación

ϕret =
q

4πε0Rt

{
1 +

u2

2c2
sen2θ

}
. (4.29)

Si ahora la reescribimos como

ϕret =
q

4πε0Rt
+

qu2

2c2
sen2θ

4πε0Rt
, (4.30)

tenemos que, por el principio de superposición, para un observador en reposo el potencial
ϕret es producido por dos cargas q y q′, es decir,

ϕ1 =
q

4πε0Rt
(4.31)

y

ϕ2 =
q′

4πε0Rt
, (4.32)

en donde

q′ =
qu2

2c2
sen2θ. (4.33)

Si ahora calculamos el potencial eléctrico que produce la espira en un punto de observación
en el eje z (ver Figura 4.1), tenemos que, debido a que el punto se encuentra lejos de la
fuente, podemos considerar que la densidad de carga λ+ constituye una sola carga q+ y que
la densidad de carga λ− constituye una sola carga q−.
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El potencial eléctrico debido a la carga q+ resulta ser

ϕ+ =
q

4πε0Rt
. (4.34)

Como la carga q− se mueve con velocidad constante u, el potencial producido por esta
carga debe ser el potencial retardado ϕret [Liénard- Wiechert,ec.(4.29)], y como Rt y u son
ortogonales, tenemos que

ϕ−ret = − q

4πε0Rt

(
1 +

u2

2c2

)
. (4.35)

Por lo tanto, el potencial eléctrico total ϕT resultante es

ϕT = ϕ+ + ϕ−ret = − q

4πε0Rt

(
u2

2c2

)
. (4.36)

Podemos pensar que este potencial se debe a una carga aparente de magnitud

qaparente = −qu
2

2c2
(4.37)

y por la ec.(4.27), la podemos escribir como

qaparente = −I
2L2

2qc2
. (4.38)

Si ahora la espira se mueve con una velocidad constante v en la dirección x y hacemos un
análisis análogo al caso en el cual la espira se encontraba en reposo, podemos considerar que
q+ tiene una velocidad v y q− una velocidad (v − u), por lo que en este caso los potenciales
eléctricos para ambas cargas son,

ϕ+
ret =

q

4πε0Rt

(
1 +

v2

2c2

)
, (4.39)

y

ϕ−ret = − q

4πε0Rt

(
1 +

(v − u)2

2c2

)
. (4.40)

Entonces el potencial retardado total debido a estas dos contribuciones de carga es

ϕT =
q

4πε0Rt

(
2uv − u2

2c2

)
. (4.41)



CAPÍTULO 4. SOLUCIÓN DEL PROBLEMA 50

Por lo tanto, el potencial total ϕT lo podemos considerar como si estuviera constituido por
dos contribuciones de carga, una debida a la carga aparente de la espira en reposo y la otra
debida al movimiento de la espira, esto es,

qaparente =
quv

c2
− qu2

2c2
. (4.42)

Si comparamos esta ecuación con la ec.(4.37) observamos que aparece un término, debido
al movimiento de la espira. Dicho término se puede expresar como

q+aparente =
quv

c2
=
ILv

c2
, (4.43)

y

q−aparente = −quv
c2

= −ILv
c2

, (4.44)

que representan la carga aparente en la parte superior e inferior de la espira.

Como la espira modificó su corriente debido al movimiento, tenemos que en el sistema del
laboratorio (reposo), esta espira constituye un dipolo magnético m.
Si la espira es un pequeño cuadrado de longitud L, el dipolo magnético m está dado por

m = −IL2ĵ. (4.45)

Por otro lado, tenemos que la espira la podemos ver como si la carga q+aparente se encon-
trará en el lado superior de la espira y la carga q−aparente en el lado inferior de ésta, por
lo que en el sistema de laboratorio la espira no solo constituye un dipolo magnético, sino
también un dipolo eléctrico p, donde

p = qapaLk̂. (4.46)

Si sustituimos la ec.(4.43) en la ec.(4.46), obtenemos

p =
quvL

c2
k̂ =

IL2v

c2
k̂ (4.47)

y de la ec.(4.45) tenemos que

p =
mv

c2
k̂ =

v ×m
c2

. (4.48)

Este resultado nos dice que un dipolo magnético en movimiento genera un dipolo eléctrico.
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4.3. Ventajas de un método sobre el otro

Si analizamos los dos procedimientos mostrados para poder llegar a la conclusión de que
un dipolo magnético en movimiento genera un dipolo eléctrico, encontramos que el método
que planteamos tiene una ventaja sobre el de Jefimenko : su generalidad, ya que lo único que
utilizamos fue el potencial escalar de cualquier distribución de carga y corriente arbitraria
con movimiento uniforme.
Al poder deducir la ecuación propuesta P =

v
c2
×m, encontramos que la contribución dipolar

eléctrica al potencial puede ser generado por el dipolo magnético en movimiento, por lo que
este resultado nos permite afirmar que este fenómeno ocurre en general, aśı establecimos lo
que buscamos desde un principio, ya que, como un medio magnetizado lo podemos describir
por medio de un conjunto de dipolos magnéticos, tenemos que si éste se mueve con una
velocidad constante, encontramos que este medio produce una polarización eléctrica, en
donde evidentemente la ecuación que tenemos para estos medios conserva la simetŕıa con
respecto a la ecuación que se tiene para los medios polarizados que se mueven a velocidad
constante.
Para poder ilustrar la importancia de este resultado, podemos ver un ejemplo, en donde
para obtener el resultado correcto necesitamos usar la ecuación que se obtuvo mediante el
método propuesto.

4.3.1. ¿Ejerce fuerza sobre una carga en reposo una espira neutra,
con corriente, moviéndose con velocidad constante?

Cuando nos preguntamos ¿Cuál será la fuerza que ejerce una espira neutra, con corriente,
sobre una carga en movimiento?, no tenemos problemas en afirmar que es la fuerza de
Lorentz debida al campo magnético B producido por la espira neutra con corriente; pero
¿Qué pasa si ahora estamos interesados en determinar la fuerza en otro sistema de referencia
inercial en donde la carga esta en reposo y la espira con corriente se mueve con velocidad
constante? A primera vista, la respuesta inmediata suele ser que, debido a que la espira con
corriente es eléctricamente neutra, y como la fuerza que ejerce ésta sobre la carga depende
sólo del campo eléctrico E, entonces la fuerza es cero, por lo que tendŕıamos que ¡la misma
situación f́ısica no es igual en los dos sistemas inerciales!, esto es una conclusión sorprendente
y equivocada, ya que sabemos que la fuerza debe ser la misma desde cualquier sistema de
referencia inercial.
El origen del error se debe a que suponemos que la espira, a la cual siempre nos estamos
refiriendo, neutra en el sistema de referencia del laboratorio, sigue siéndolo, aún cuando
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ésta se mueve. Es importante señalar que no estamos interesados en introducir conceptos
de la relatividad especial. Es por eso que nos limitaremos a lo que la electrodinámica clásica
predice, como ya lo hemos señalado antes. Sabemos que para poder calcular correctamente
la fuerza que ejerce esta espira, que se mueve con velocidad constante, sobre una carga que
se encuentra en reposo, debemos hacerlo mediante los resultados obtenidos en los caṕıtulos
anteriores para un dipolo magnético en movimiento.
Partiendo de los potenciales retardados, analizaremos el segundo caso antes mencionado.
Sea una carga q en reposo y una espira con corriente en movimiento uniforme con velocidad
v. La fuerza que se ejerce sobre la carga q puede deberse sólo al campo eléctrico E, pero
como es un sistema que involucra una corriente en movimiento, el campo eléctrico que se
genera debe ser analizado a partir de los potenciales retardados, es decir,

F = qE, (4.49)

donde

E = −∇ϕret −
∂Aret

∂t
. (4.50)

Vamos analizar los dos términos del campo eléctrico E por separado.
Si consideramos a la espira como un dipolo magnético m en movimiento, sabemos, por el
resultado obtenido en la sección 4.1, que el potencial escalar ϕret que produce este dipolo
magnético m en movimiento es equivalente al de un dipolo eléctrico p, dado por la ec.(4.48),
esto es,

p =
u
c2
×m. (4.51)

Por lo consiguiente, tenemos que

ϕret =
1

4πε0

(
p · r̂
r2

)
, (4.52)

por lo que el campo eléctrico E es

−∇ϕret = −∇
(

p · r̂
4πε0r2

)
= Edipolo. (4.53)

Por otro lado, como

EA = −∂Aret

∂t
= − 1

4πε0c2

∫
1
R

[
∂J
∂t

]
dv′, (4.54)
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y considerando que la corriente J (x′, y′, z′) tiene una velocidad v relativa al sistema en
reposo en donde se encuentra la carga q, entonces la densidad de corriente J se puede
considerar como función de (x′ − vxt, y

′ − vyt, z
′ − vzt), esto es

J = J (r− vt) . (4.55)

Si ahora derivamos a J respecto al tiempo t, obtenemos

∂J
∂t

= −
(
v · ∇′)J. (4.56)

Sustituyendo este resultado en la ec.(4.54), tenemos

EA =
µ0

4π

∫
1
R

(
v · ∇′)J dv′. (4.57)

Si ahora usamos la identidad

∇ (a · b) = a× (∇× b) +b× (∇× a) + (a · ∇)b+(b · ∇)a, (4.58)

resulta que

∇′ (v · J) = v×
(
∇′ × J

)
+
(
v · ∇′)J. (4.59)

Usando este resultado en la ec.(4.57), obtenemos que

EA =
µ0

4π

∫
1
R
∇′ (v · J) dv′ − µ0

4π
v ×

∫
(∇′ × J)

R
dv′. (4.60)

Por otro lado sabemos que la ecuación del campo magnético B producido por una densidad
de corriente J está dada por [Jefimenko1966]

B =
µ0

4π

∫
∇′ × J
R

dv′. (4.61)

Si comparamos las ecs.(4.60) y (4.61), encontramos que la primera se puede reescribir como

EA =
µ0

4π

∫
1
R
∇′ (v · J) dv′ − v ×B. (4.62)

Por otra parte tenemos que el operador gradiente depende de las variables primadas y
además satisface

∇′ (v · J)
R

= ∇
(

v · J
R

)
+∇′

(
v · J
R

)
; (4.63)
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entonces la ec.(4.62) se transforma en

EA =
µ0

4π

∫
∇
(

v · J
R

)
dv′ +

µ0

4π

∫
∇′
(

v · J
R

)
dv′ − v ×B. (4.64)

Si ahora usamos en el segundo término de la integral la identidad,∮
Uds′ =

∫
∇′Udv′, (4.65)

y dado que no tenemos una densidad de corriente al infinito tenemos que el segundo término
de la integral es cero, entonces la ec.(4.64) puede escribirse como

EA =
µ0

4π

∫
∇
(

v · J
R

)
dv′ − v ×B, (4.66)

y como el gradiente no depende de las coordenadas de la fuente, entonces

EA =
µ0

4π
∇
∫

v · J
R

dv′ − v ×B. (4.67)

Ahora analicemos la integral

I =
µ0

4π

∫
v · J
R

dv′; (4.68)

como v = cte. tenemos que

I = v · µ0

4π

∫
J
R
dv′. (4.69)

Entonces, por ahora, nos basta con considerar la integral

µ0

4π

∫
J
R
dv′ =

µ0

4π

∫
J(r′)
|r− r′|

dv′. (4.70)

Observamos que esta integral es el potencial vectorial A, el cual está definido por [ver
Apéndice A.]

A =
µ0

4π
m× r̂
r2

. (4.71)

Por lo tanto la ec.(4.69) resulta ser

I =
µ0

4π
v · m× r̂

r2
, (4.72)

y usando la identidad a · (b× c) = b · (c× a) = c · (a× b), podemos escribirla como

I = −µ0

4π
r̂
r2
·(m× v). (4.73)



CAPÍTULO 4. SOLUCIÓN DEL PROBLEMA 55

Sustituyendo en la ec.(4.67) y tomando en cuenta que µ0 =
1
ε0c2

, obtenemos que

EA = − 1
4πε0c2

∇ r̂
r2
·(m× v)− v ×B. (4.74)

Entonces, podemos reescribir la ec.(4.74) de la siguiente manera,

EA = ∇
{( v

c2
×m

)
· r̂
4πε0r2

}
− v ×B, (4.75)

y como p =
v
c2
×m, resulta que

EA = ∇
(

p · r̂
4πε0r2

)
− v ×B. (4.76)

De acuerdo a la ecuación (4.53), obtenida anteriormente, el primer término de la ec.(4.76)
es −Edipolo, por lo que obtenemos

EA = −Edipolo − v ×B. (4.77)

Tenemos entonces que la fuerza que se ejerce sobre la carga q debido a la espira que se
encuentra en movimiento uniforme es

F = qEret = q (Edipolo −Edipolo − v ×B) = −v ×B. (4.78)

Este resultado nos dice que efectivamente la fuerza que medimos en dos diferentes sistemas
inerciales es invariante.

4.4. Método Alternativo

La ecuación (2.36) que se encontró para el dipolo magnético inducido por un dipolo
eléctrico en movimiento, se obtuvo fácilmente de la ecuación de Ampère-Maxwell y el uso
de la derivada convectiva, ¿por qué la ecuación que relaciona un dipolo eléctrico inducido por
el movimiento de un dipolo magnético no se obtiene tan fácilmente? Ya que esperaŕıamos
que esta relación se obtuviera por medio de la Ley de Faraday, el problema que encontramos
se debe a que esta Ley esta expresada sólo en términos de los campos E y B.
Observamos que si la Ley de Faraday en forma diferencial la expresamos de manera poco
usual, esto es, si la escribimos en términos de los campos D,H,P y M, tenemos que es
posible encontrar este resultado de una forma sencilla, además de que el procedimiento es
análogo al que se utilizó para encontrar la ecuación que relaciona a un dipolo magnético
inducido por el movimiento de un dipolo eléctrico.
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Partimos de la Ley de Faraday en su forma usual

∇×E = −∂B
∂t
, (4.79)

usando las ecuaciones constitutivas

B = µ0(H + M) (4.80)

y

E = ε0(D−P). (4.81)

Tenemos que la ec.(4.79) se puede reescribir como

∇× ε0(D−P) = −µ0

∂

∂t
(H + M). (4.82)

Como el medio se encuentra en movimiento, sustituimos la derivada convectiva como se
hizo para estudiar la Ley de Ampère-Maxwell [sección 2.1], esto es,

∂B

∂t
=⇒ µ0

D(H + M)
Dt

, (4.83)

entonces, la ecuación(4.82) se transforma en

∇× ε0(D−P) = −µ0

D

Dt
(H + M). (4.84)

Si ahora desarrollamos el miembro derecho de la ec.(4.84) tenemos que

D

Dt
(H + M) = −µ0

[
∂

∂t
(H + M) +∇× [(H + M)× u] + (∇ · [H + M])u

]
, (4.85)

reagrupando términos y sustituyendo en la ec.(4.84) resulta

∇× [ε0D + ε0µ0H× u− ε0P + ε0µ0M× u] = −∂B
∂t

− µ0(∇ ·B)u (4.86)

y como

(∇ ·B) = 0, (4.87)

obtenemos que

∇× [ε0D + ε0µ0H× u− ε0P + ε0µ0M× u] = −∂B
∂t
. (4.88)
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Podemos definir

D′ = ε0D +
1
c2

H× u, (4.89)

y

P′ = ε0P−
1
c2

M× u. (4.90)

Entonces la ec.(4.88) puede reescribirse como

∇× (D′ −P′) = −∂B
∂t

(4.91)

y considerando que E′ debe satisfacer

E′ = (D′ −P′), (4.92)

resulta

∇×E′ = −∂B
∂t
. (4.93)

Tenemos a la Ley de Faraday nuevamente escrita en su forma usual, pero como se encontró de
forma indirecta, entonces se requiere que satisfaga las ecuaciones (4.89) y (4.90).
Por otro lado vemos que la ec.(4.90) ya nos da el resultado buscado, el cual nos dice que un
dipolo magnético induce un dipolo eléctrico, por lo que si tenemos un medio magnetizado,
en este caso la ecuación se reduce a

Pind =
1
c2

u×M. (4.94)

La cual es la relación que obtuvimos de manera formal, mediante el método que se propusi-
mos anteriormente.



CAPÍTULO 4. SOLUCIÓN DEL PROBLEMA 58

4.5. Solución relativista de las ecuaciones para P y M

Para finalizar creemos que es conveniente comentar brevemente la teoŕıa electromagnética
para medios en movimiento desde un enfoque relativista.

Las ecuaciones de Maxwell en el vaćıo

∇ ·E =ρ ∇×E +
∂B
∂t

= 0

∇ ·E =ρ ∇×B− µ0ε0
∂E
∂t

= µ0J

pueden expresarse de manera expĺıcitamente covariante como

∂µF
µν = µ0J

ν (4.95)

∂µF
∗µν = 0 (4.96)

donde su tensor electromagnético Fµν esta dado por

Fµν =


0 Ex

c
Ey

c
Ez
c

−Ex
c 0 Bz −By

−Ey

c −Bz 0 Bx

−Ez
c By −Bx 0

 (4.97)

su tensor dual,

F ∗µν =
1
2
εµναβFαβ , (4.98)

como

F ∗µν =


0 Bx By Bz

−Bx 0 −Ez
c

Ey

c

−By
Ez
c 0 −Ex

c

−Bz −Ey

c
Ex
c 0

 , (4.99)
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donde el tensor antisimétrico εµναβ de rango 4 está definido como:

+1 para α = 0,β = 1, γ = 2, δ = 3 cualquier permutación par
-1 para cualquier otra permutación
0 si cualquier par de indices son iguales

La cuadricorriente Jν la definimos por

Jν = (cρ0,J) (4.100)

la cual satisface

∂νJ
ν = 0, (4.101)

que es la ecuación de continuidad, como sabemos expresa la Ley de la conservación de la
carga.

De igual manera, las ecuaciones de Maxwell en medios materiales pueden expresarse como

∂µG
µν = µ0J

ν , (4.102)

∂µF
∗µν = 0 (4.103)

donde el tensor Gµν está dado por

Gµν =


0 Dx

cε0

Dy

cε0
Dz
cε0

−Dx
cε0

0 µ0Hz −µ0Hy

−Dy

cε0
−µ0Hz 0 µ0Hx

−Dz
cε0

µ0Hy −µ0Hx 0

 . (4.104)

que también lo podemos escribir como

Gµν = Fµν +Nµν (4.105)



CAPÍTULO 4. SOLUCIÓN DEL PROBLEMA 60

con Nµν dado por

Nµν =


0 Px

cε0

Py

cε0
Pz
cε0

− Px
cε0

0 −µ0Mz µ0My

− Py

cε0
µ0Mz 0 −µ0Mx

− Pz
cε0

−µ0My µ0Mx 0

 . (4.106)

Podemos definir a la cuadricorriente ligada Jν
medios, como

Jν
medios = ∂µN

µν (4.107)

si aceptamos que Nµν es un tensor antisimétrico de segundo rango y puesto que ∂ν es un
tensor simétrico, entonces se satisface automáticamente la ecuación de continuidad, es decir,
si aplicamos ∂ν a la ec.(4.107)

∂νJ
ν
medios = ∂ν∂µN

µν (4.108)

resulta que

∂νJ
ν
medios = 0. (4.109)

En donde encontramos que las componentes del tensor ∂µN
µν , están dadas por las siguientes

expresiones
1) La densidad de carga ligada J0

medios

1
ε0

(−∇ ·P) =
1
ε0
ρP (4.110)

2) La corriente de polarización y de magnetización Jn
medios, con n = 1, 2, 3.

1
c2ε0

∂P
∂t

+ µ0 (∇×M) =
1
c2ε0

[JP + JM ]. (4.111)

Por lo tanto, el cuadrivector Jν
medios contiene las fuentes debido a la polarización y magne-

tización del medio, y queda expresado como

Jν
medios =

(
ρP ,

JP + JM

c

)
. (4.112)
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Por lo que ahora la cuadricorriente Jν
Total la definimos como

Jν
Total =

1
εo

(Jν + Jν
medios), (4.113)

Es bien conocido que puede obtenerse la transformación de los campos eléctricos y magnéticos
mediante la transformación de Lorentz, representada ( en la dirección de x), por la matriz

Λα
β =


γ −γβ 0 0
−γβ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 (4.114)

esto es,

F ′µν = Λµ
αΛν

βF
αβ (4.115)

y obtenemos que

E′x = Ex B′
x = Bx

E′y = γ(E + u×B)y B′
y = γ(By −

u
c2
×E)y

E′z = γ(E + u×B)z B′
z = γ(B− u

c2
×E)z.

En general esta transformación la podemos escribir de manera más simple, si definimos a
los vectores E y B en términos de las componentes paralelas E‖ y B‖ y transversales E⊥ y
B⊥ respecto de u, por lo que tenemos que la transformación para ambos campos es

E′
‖ = E‖ (4.116)

B′
‖ = B‖ (4.117)

E′
⊥ = γ(E⊥ + v ×B⊥) (4.118)

B′
⊥ = γ(B⊥ −

1
c2

v ×E⊥) (4.119)
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Procediendo de manera análoga con el tensor Nµν , tenemos que

N ′µν = Λµ
αΛν

βN
αβ (4.120)

y entonces resulta que la transformación de Lorentz para (P,M) es

P ′x = Px M ′
x = Mx

P ′y = γ(P− u
c2
×M)y M ′

y = γ(M + u×P)y

P ′z = γ(P− u
c2
×M)z M ′

z = γ(M + u×P)z.

Al igual que las transformaciones para los campos, podemos escribir de forma más simple
las transformaciones para ambos momentos, esto es

P′
‖ = P‖ (4.121)

M′
‖ = M‖ (4.122)

P′
⊥ = γ(P⊥ −

1
c2

v ×M⊥) (4.123)

M′
⊥ = γ(M⊥ + v ×P⊥) (4.124)

Las ecuaciones (4.123) y (4.124) nos indican que la relatividad especial predice los efectos que
producen los medios en movimiento cuando se analizan en otro sistema de referencia inercial.
Aunque el efecto que produce un medio polarizado en movimiento puede reconocerse al
analizar las corrientes equivalentes para medios en movimiento en la ecuación de Ampère-
Maxwell, al no haber un análogo en las ecuaciones de Maxwell para un medio magnetizado en
movimiento, ya que se suele afirmar que el dipolo eléctrico inducido por un dipolo magnético
en movimiento es un efecto relativista pero, es interesante ver que para este tipo de medio
material, este efecto se puede obtener mediante argumentos no relativistas, usando sólo
resultados conocidos de la electrodinámica.



Conclusiones

En este trabajo hemos obtenido un resultado que consideramos importante e interesante
para entender la electrodinámica de medios materiales en movimiento.

Utilizando sólo conceptos de la teoŕıa clásica, proponemos un método para encontrar la
ecuación que relaciona a un medio magnetizado que se mueve con velocidad constante con
un medio polarizado, lo cual exhibe la simetŕıa con la ecuación para medios polarizados que
se mueven con velocidad constante y medios magnetizados, relación que se puede obtener
directamente de la Ley de Ampère-Maxwell.

El método que proponemos se basa en el uso del potencial escalar retardado, y es, a diferencia
de un método propuesto por Oleg D. Jefimenko, general, independiente de un modelo par-
ticular como el método de Jefimenko. Esto nos muestra lo necesidad de mayor discusión del
concepto de retardo temporal en la teoŕıa electromagnética, y en especial en nuestros cursos.

Al haber obtenido el resultado mencionado sin recurrir a conceptos de relatividad espe-
cial, mostramos, la importancia de reconocer a la teoŕıa electromagnética como una teoŕıa
intŕınsecamente relativista.
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Apéndice A

Expansión multipolar

A.1. Expansión multipolar del potencial escalar

Partimos del potencial escalar

ϕ (r) =
1

4πε0

∫
ρ (r′)
R

dv′ =
1

4πε0

∫
ρ(r′)
|r− r′|

dv′. (A.1)

Si usamos la ley de cosenos para reescribir a |r− r′|, tenemos que

1
|r− r′|

=
1

(r2 + r′2 − 2 r · r′)
1
2

=
1
r

1(
1 +

(
r′

r

)2

− 2
r̂ · r′

r

) 1
2

, (A.2)

y como estamos calculando el potencial en un punto P (r) fuera de la distribución de carga,
de manera que r > r′, podemos desarrollar al segundo factor por medio de una serie de
potencias, esto es

(1 + x)m = 1 +mx+
m (m− 1)

2!
x2 + ..., (A.3)
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por lo que se obtiene

(
1 +

(
r′

r

)2

− 2
r̂ · r′

r

)− 1
2

≈ 1− 1
2

[(
r′

r

)2

− 2
r̂ · r′

r

]
+

3
8

[(
r′

r

)2

− 2
r̂ · r′

r

]2

≈

1 +
r̂ · r′

r
+

1
2

(
r′

r

)2 (
3̂(r · r̂ ′)2 − 1

)
+ ..... (A.4)

el cual es el desarrollo en serie para R.
Nos interesa considerar sólo a los términos lineales, sustituyendo en la ec.(A.2) resulta que

1
|r− r′|

' 1
r

+
1
r2

r̂ · r′. (A.5)

Si ahora sustituimos este resultado en la ec.(A.1), entonces

ϕ =
1

4πε0

∫
ρ(r′)
|r− r′|

dv′ ' 1
4πε0

[
1
r

∫
ρ(r′)dv′ +

1
r2

∫
ρ(r′)r̂ · r′dv′

]
, (A.6)

observamos que se obtienen los dos primeros términos del desarrollo multipolar para el
potencial escalar ϕ.
Analizando el primer término de la integral, el cual es el término monopolar del potencial
escalar, encontramos que este se reduce simplemente a

ϕ =
1

4πε0
Q

r
, (A.7)

en donde

Q =
∫
ρ
(
r′
)
dv′. (A.8)

Si ahora consideramos que la densidad de carga total en la distribución es cero, tenemos
que el término que domina esta distribución es el término dipolar, por lo que el potencial
escalar resulta

ϕ (r) =
1

4πε0
1
r2

∫
ρ(r′)r̂ · r′dv′, (A.9)

el cual se puede escribir como

ϕ
dip

(r) =
1

4πε0
1
r2

r̂ ·
∫
r′ρ
(
r′
)
dv′. (A.10)
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En donde, si usamos la definición del momento dipolar eléctrico, esto es,

p =
∫
r′ρ
(
r′
)
dv′, (A.11)

por lo que al sustituir esta ecuación en la ec.(A.10) resulta

ϕ
dip

(r) =
1

4πε0
p · r̂
r2

, (A.12)

que es potencial escalar de un dipolo eléctrico.

A.2. Expansión multipolar del potencial vectorial

Para obtener el desarrollo multipolar del potencial vectorial A, utilizaremos un proce-
dimiento similar al que se hizo para obtener el potencial escalar eléctrico.
Tenemos que el potencial vectorial A está dado por

A =
µ0

4π

∫
J
R
dv′ =

µ0

4π

∫
J(r′)
|r− r′|

dv′. (A.13)

Como lo hicimos para el potencial escalar eléctrico tomaremos el desarrollo en serie de R y
sólo consideraremos los términos lineales de éste, el cual es

1
|r− r′|

' 1
r

+
1
r2

r̂ · r′. (A.14)

Si ahora lo sustituimos en la ec.(A.13), obtenemos el desarrollo multipolar para el vector
potencial A, es decir,

A =
µ0

4π

∫
J(r′)
|r− r′|

dv′ ' µ0

4π

[
1
r

∫
J(r′)dv′ +

1
r2

∫
J(r′)r̂ · r′dv′

]
. (A.15)

Vamos a demostrar que el primer término se anula, ya que éste representa al término
monopolar del desarrollo, de la siguiente manera:

Si tenemos que la densidad de corriente J(r
′
) está totalmente contenida en una región del

espacio, y la superficie está fuera de esa región, entonces se cumple que∮
(Jr

′
) · ds = 0, (A.16)
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donde definimos a la diada o tensor de segundo rango (Jr
′
) como [Tai1992]

(Jr
′
) =

J1r
′
1 J1r

′
2 J1r

′
3

J2r
′
1 J2r

′
2 J2r

′
3

J3r
′
1 J3r

′
2 J3r

′
3

 (A.17)

aśı
(Jr

′
) ⇒ Jir

′
j (A.18)

i, j = 1, 2, 3.

Si aplicamos el teorema de Gauss a la ec.(A.16), tenemos∫
∇′ ·

(
Jr′
)
dv′ = 0, (A.19)

o bien, en términos de sus componentes∫
∂i

(
Jir

′
j

)
dv′ = 0, (A.20)

y como J(r
′
) es estacionaria, es decir

∇′ · J = 0 (A.21)

o bien

∂iJi = 0 (A.22)

resulta entonces que

∂i

(
Jir

′
j

)
= r′j (∂iJi) + Ji

(
∂ir

′
j

)
= Jiδij (A.23)

Esto implica que ∫
∂i

(
Jir

′
j

)
dv′ =

∫
Jjdv

′ = 0. (A.24)

por lo que obtenemos que el primer término de la ec.(A.15) es cero, esto es,∫
J(r′)dv′ = 0, (A.25)

por lo tanto el potencial vectorial A se reduce a

A =
µ0

4π
r̂
r2
·
∫

Jr′dv′. (A.26)
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Como veremos, este es el término dipolar magnético.

Para obtener el término dipolar magnético nos apoyamos en la demostración que hicimos
para el término monopolar, esto es, como estamos considerando que J se encuentra total-
mente contenida en una región del espacio y la superficie se encuentra fuera de esa región,
entonces ∮ (

Jr′r′
)
ds = 0. (A.27)

en donde definimos a la triada o tensor de tercer rango (Jr
′
r

′
) por sus componentes como

(Jr
′
r

′
) ⇒ Jir

′
jr
′
k. (A.28)

i, j, k = 1, 2, 3.

Al igual que para el término monopolar, tenemos que por el teorema de Gauss debe
cumplirse que, ∫

∇′ ·
(
Jr′r′

)
dv′ = 0, (A.29)

o bien, en términos de sus componentes∫
∂i

(
Jir

′
jr
′
k

)
dv′ = 0 (A.30)

y como ∂iJi = 0, tenemos que

∂i

(
Jir

′
jr
′
k

)
= (∂iji) r′jr

′
k + Ji

(
∂ir

′
j

)
r′k + Jir

′
j

(
∂ir

′
k

)
=

Jiδijr
′
k + Jir

′
jδik, (A.31)

por lo que resulta
∂i

(
Jir

′
jr
′
k

)
= Jjr

′
k + Jkr

′
j . (A.32)

Esto implica que ∫
∂i

(
Jir

′
jr
′
k

)
dv′ =

∫
Jir

′
k + Jkr

′
jdv

′ = 0. (A.33)

Despejando de la integral ∫
Jjr

′
kdv

′ = −
∫
Jkr

′
jdv

′, (A.34)

por otro lado, sabemos que al integrando del lado derecho lo podemos reescribir como

Jkr
′
j =

1
2
[
Jkr

′
j + Jkr

′
j + r′kJj − r′kJj

]
, (A.35)
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esto es, ∫
Jkr

′
jdv

′ =
1
2

∫ [
Jkr

′
j + Jjr

′
k

]
dv′ +

1
2

∫ [
r′jJk − r′kJj

]
dv′ (A.36)

por la ec.(A.33), vemos que el primer sumando de la integral se anula, por lo que obtenemos∫
Jkr

′
jdv

′ =
1
2

∫ [
Jkr

′
j − r′kJj

]
dv′ (A.37)

si ahora sustituimos en la ec.( A.34), tenemos que∫
Jjr

′
k =

1
2

∫ [
r′kJj − Jkr

′
j

]
dv′. (A.38)

Esta ecuación también la podemos escribir de la siguiente forma,∫
Jr′dv′ =

1
2

∫ [
r′J− Jr′

]
dv′, (A.39)

al sustituir esta integral en la ec.(A.26) resulta que

A =
µ0

4π
r̂
r2
·
{

1
2

∫ [
r′J− Jr′

]
dv′
}
, (A.40)

la cual se puede escribir como

A =
µ0

4π
1
r2

{
1
2

∫ [
(r̂ · r′)J− (r̂ · J)r′

]
dv′
}
, (A.41)

usando la identidad a× (b× c) = b(a · c)− c(a · b), podemos expresar a ésta como

A = −µ0

4π
r̂
r2
× 1

2

∫ (
r′×J

)
dv′. (A.42)

Si ahora usamos la definición del momento dipolar magnético

m =
1
2

∫ (
r′×J

)
dv′, (A.43)

obtenemos el potencial vectorial para un dipolo magnético, el cual está dado por

A =
µ0

4π
m× r̂
r2

. (A.44)
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