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Introduccion

El 4lgebra homoldgica es una rama relativamente joven de las matematicas.
Alrededor del ano 1926, Poincaré ya habia inventado lo que ahora conocemos
como grupo fundamental. En una serie de articulos estudiaba la configuracion
de puntos en espacios euclidianos de dimension alta dados por igualdades y
desigualdades polinomiales, es decir, estudiaba variedades algebraicas; en di-
cho estudio, investigd lo que ahora llamamos campos vectoriales asi como
generalizaciones de campos vectoriales en las variedades algebraicas. Esto lo
llevé a observar lo que conocemos como la homologia de dichas variedades, €l
se dio cuenta de la importancia de los llamados niimeros de Betti para abor-
dar los problemas relativos a los campos vectoriales de una variedad; dichos
nuimeros, en esencia, determinan el niimero de hoyos que tiene una variedad.
Durante 1926 y 1927 los mateméticos Alexandroff y Hopf se encontraban en
Gottingen como invitados y se interesaron en el teorema del punto fijo de
Lefschetz. Estaban convencidos de que dicho teorema estaba relacionado con
algo que habian estado trabajando, una generalizacién de la caracteristica de
Euler-Poincaré; al igual que la caracteristica de Euler, los nimeros de Betti
usados por Poincaré eran un invariante topolégico. Una mencién especial
merece el hecho de que, en el mismo periodo, Emmy Noether se encontraba
también en Gottingen por insistencia de Hilbert. La contribucién de Noether
al nacimiento del algebra homoldgica es de gran importancia. Ella se dié cuen-
ta de que aquello de lo que Alexandroff, Hopf y Lefschetz estaban hablando,
no debia ser pensado en términos de ntmeros, sino en términos de grupos
abelianos. Asi, Noether reconocié los grupos de homologia, ademas, que los
nimeros de Betti eran invariantes numéricos de clases de isomorfismos de
grupos abelianos finitamente generados.

Vietoris y Cech fueron los primeros en definir los grupos de homologfa sin
necesidad de recurrir a poliedros o complejos simpliciales. Con tan soélo la
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VI INTRODUCCION

nociéon de espacio topologico, Vietoris definié los grupos de homologia de tal
manera que se tiene el concepto de éstos para espacios arbitrarios. Cech lo
hizo de manera independiente, ambos consideraban cubiertas de un espacio
por conjuntos abiertos. En 1935 se llevé a cabo un encuentro internacional
en Mosct, Hopf envié a su alumno Stiefel quién se encontraba estudiando la
existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales desde el punto de vista
homolégico, Stiefel habia llegado a la idea de lo que ahora se conoce como
clases de Stiefel-Whitney. Podemos situar el origen del algebra homoldgica
como disciplina matematica con el estudio de la teoria homoldgica de grupos.
Dicha teoria surgié a partir de los trabajos del matematico Witold Hurewicz
en 1935 acerca de los espacios esféricos, Hurewicz observd que los grupos
de homologia de un espacio esférico conexo por trayectorias estan completa-
mente determinados por su grupo fundamental. La teoria de cohomologia se
desarroll6 durante la década de 1930; fue la cohomologia de De Rham la que
sentaria las bases definitivas de dicha teoria. Los grupos de cohomologia de
dimensién baja ya habian sido estudiados antes de que la nocién de grupo de
cohomologia fuera formulada entre 1943 y 1945. La idea de conjunto factor
para abordar el problema de la extension de grupos aparece en los trabajos
de Holder, Issai Schur, Schreier y Richard Brauer. En 1941 Hopf llegé a lo
que se conoce como la férmula de Hopf para Hs(m), ésta resulta coincidir
con la féormula del multiplicador de Schur para un grupo finito finitamente
presentado.

El propédsito de este trabajo es dar una interpretacion de los grupos de coho-
mologia de dimensiones bajas, para ello trabajaremos con el anillo de grupo
sobre los enteros cuya definicion serd precisada. Comenzamos abordando el
problema de la extension de grupos, éste consiste en clasificar dichas exten-
siones, en la resolucion de tal problema nos encontraremos con el concepto de
conjunto factor; a partir de los conjuntos factor construimos ciertos grupos
que nos ayudaran a clasificar las extensiones de grupos, propiamente hablan-
do, estos grupos se conocen como multiplicadores de Schur. Estos ultimos
seran los que nos proporcionen una interpretacién de los grupos de coho-
mologia de dimensiones bajas, con esto se dard una motivaciéon mas concreta
para la definicién general de grupos de cohomologia. Finalizamos mostrando
una aplicacién de los grupos de cohomologia a grupos ciclicos finitos.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos la teoria necesaria para leer este trabajo. Hace-
mos un repaso de la teoria de médulos pues trabajaremos en ese contexto,
seguimos con algunas nociones de categorias y funtores para poder definir los
funtores de homologia. A partir de los funtores de homologia obtendremos
nuevos funtores, explicitamente, definiremos los funtores derivados de un fun-
tor dado. En particular, daremos los funtores derivados del funtor contravari-
ante Hompg(—, A), esto es, el funtor Ext}(—, A). Muchas de las pruebas de
los teoremas y corolarios conocidos se omiten, a excepcion de aquellos que se
consideran importantes para el desarrollo de los demas capitulos.

1.1. Modbdulos

Podemos pensar a los médulos como la generalizacién de los conceptos de
espacio vectorial y grupo abeliano.

Definicién 1.1.1 Sea R un anillo y sea M un grupo abeliano. M es llamado
un R-maodulo izquierdo si existe una funcion p: Rx M — M, llamada mul-
tiplicacion por escalares, la cual se denota como pu(r,m) = rm y que cumple,
para todo r,r1,m9 € R y todo m,my,mg € M, las siguientes condiciones:

1. r(my 4+ mg) = rmy + rmeo,
2. r1(rom) = (rire)m,

3. (r1 +ro)m = rim+ rom,
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4. 1pym =m.
Usualmente, un R-mddulo izquierdo M se denota como rM.

De manera analoga se da la definiciéon de R-moédulo derecho, estos se deno-
tan como Mpg. Por otro lado, si una acciéon de R sobre un grupo abeliano M
satisface las cuatro propiedades anteriores, ésta define un homomorfismo de
anillos p : R — End(M), dado por (p(r))(m) = rm, es decir, la definicién
de R-médulo izquierdo es equivalente a dar un anillo R, un grupo abeliano
M y un morfismo de anillos p : R — End(M).

Ejemplos:

i) Todo anillo R puede ser considerado un médulo sobre si mismo definien-
do la multiplicacién por escalares como el producto dado en R.

ii) Todo espacio vectorial V', sobre un campo k, es un k-médulo izquierdo.

iii) Todo grupo abeliano A puede ser considerado un Z-médulo izquierdo
definiendo la accién de n € Z sobre los elementos de A como na =
a+a+---+a,n veces.

Definicién 1.1.2 Sean M y N dos R-mddulos izquierdos. Un homomorfis-
mo de R-maddulos, también llamado R-morfismo, es una funcion f:M — N
que cumple:

i) f(mi+ma) = f(mi) + f(m2),
it) f(rm) =rf(m).

para todo m, my, my € M y todor € R. El conjunto de todos los R-morfismos
de M en N se denota como Hompg(M, N).

Un R-morfismo inyectivo se llama monomorfismo; y si f es sobreyectiva, se
llama epimorfismo, asi, un isomorfismo es un R-morfismo biyectivo. Recipro-
camente, si f es un isomorfismo entonces es monomorfismo y epimorfismo.
Si f: M — N es un isomorfismo entonces tiene inversa, esto es, existe
un R-morfismo g : N — M tal que gf = idy v fg = idy, inversamente,
si f tiene inversa un R-morfismo g, entonces f es isomorfismo; si dicha in-
versa existe, es tinica y se denota como f~!. Nétese que todo R-morfismo,
f: M — N, es un morfismo de grupos del grupo abeliano M. Para un
R-morfismo f: M — N, definimos el kernel de f como:
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Ker(f) ={m e M| f(m) = 0}

Un resultado elemental sobre morfismos de grupos nos dice que, f es monomor-
fismo si y sélo si Ker(f) = {0}. Es evidente que este mismo resultado aplica
para R-morfismos. La imagen de M bajo f se denota como:

f(M) = Im(f)

Claramente Ker(f) e Im(f) son submddulos de M y N respectivamente.
Ciertos tipos de R-morfismos reciben nombres particulares: por ejemplo, los
R-morfismos f : M — M son llamados endomorfismos, se denota al conjun-
to Homg(M, M) = Endr(M); a los isomorfismos f : M — M se les llama
automorfismos y denotamos al conjunto de automorfismos de un R-mddulo
izquierdo M como Autr(M).

Si M’ es un subgrupo de M y es tal que rm’ € M’ para todo r en Ry todo m’
en M’ entonces M’ es llamado un submédulo de M. Sea M’ un submdédulo
de M, al grupo cociente M /M’ se le puede dar una estructura de R-médulo
definiendo r(m + M') = rm + M’; claramente tenemos un monomorfismo
M’ — M y un epimorfismo M — M/M'. Si f : M — N es inyectiva,
podemos identificar a M con el submédulo f(M) de N; de la misma forma,
si f: M — N es sobreyectiva, podemos identificar N con M/Ker(f). De
manera mas general se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.1.3 Sean M y N dos R-mddulos izquierdos. Si f : M — N es
un R-morfismo, entonces f(M) = M/Ker(f).

En lo sucesivo, nos referiremos a los R-modulos izquierdos simplemente como
R-modulos y a los R-morfismos como morfismos.

Definicién 1.1.4 Una sucesion finita o infinita de R-modulos:

fn+1 fn

e M P M, M

se llama exacta en el nivel n si Im(f,.,) = Ker(f,) y si es exacta en todo n
entonces, se dice que la sucesion es exacta.

A una sucesion exacta del tipo:
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se le llama sucesion exacta corta. Como consecuencia de tener una sucesion
exacta, mencionamos:

. . f . . .
i) Una sucesiéon ) —= A —— B es exacta si y s6lo si f es un monomor-
fismo.

.. ., f . , . .
ii) Una sucesion 4 —— B ——=( es exacta siy sélo si f es un epimorfis-
mo.

iii) Una sucesién 0 A B 0 es exacta si y solo si f es un

isomorfismo.

Dados f: A— B, g: B— D, p: A— Cyq:C — D morfismos de
R-modulos, podemos ponerlos en un diagrama:

A1~
pl lg
C—>D
Dicho diagrama se dice que es conmutativo si gf = gp; a veces se expresa

esto diciendo que el diagrama conmuta. Entre los resultados que involucran
diagramas de R-moddulos serd muy ttil el siguiente.

Lema 1.1.5 Supongase que se tiene el siguiente diagrama conmutativo

! g

0> A=A a7 —0
0—=pB LB p—0

donde ambos renglones son exactos. Si cualesquiera dos de los morfismos «,
o, " son isomorfismos, entonces el tercero también es un isomorfismo. m

Un subconjunto X de rpM es llamado base de g M si cada elemento m en
rM puede ser expresado de manera tnica como m=y_ 0, con o, € Ry
a,=0 excepto para un numero finito de ellos. Es facil verificar que X C M
es una base si y sélo si: i) Todo elemento m de M puede ser expresado como
combinacién lineal finita de elementos de X, es decir, m = > oz, x € X,
i) Si se tiene Y ., a;x = 0 entonces o;=0 para todo i. En general, dado un
anillo arbitrario R, no podemos garantizar que todo R-mdédulo admita una
base, aquellos que si la admiten reciben un nombre especial.
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Definicién 1.1.6 Un R-mddulo M se llama libre sobre X C M si X es una
base de M.

Usualmente, estos médulos son llamados simplemente médulos libres siempre
que en el contexto esté claro qué subconjunto es la base; como ejemplo,
podemos mencionar que R, considerado como médulo sobre si mismo, es un
moédulo libre con base {1;}. Los Z-mddulos libres son llamados grupos libres
abelianos. A continuacién se da una caracterizaciéon de los modulos libres en
términos de la base y cualquier morfismo que sale de dicho médulo.

Teorema 1.1.7 Sea F' un R-mddulo libre con base X. Para cualquier R-
modulo N y para cualquier funcion f : X — N existe un unico morfismo
f: F — N tal que fi = f, donde i : X — F es la inclusion, en un
diagrama:

X—>F

|
f\«'vf

N

es decir, f(x) = f(x) para todo v € X. Se dice en este caso que f extiende
a f por linealidad. m

El resultado anterior, nos dice que el efecto de un morfismo sobre un médulo
libre esta completamente determinado por su efecto sobre la base. Los mdédu-
los libres nos permiten describir cualquier médulo como ilustra el siguiente
resultado.

Teorema 1.1.8 Todo R-mddulo M es cociente de un R-modulo libre F'.

Demostracion. Sea A,, el médulo libre con base el conjunto M. Por el
Teorema 1.1.7, la identidad 1,; : M — M se extiende a un unico morfismo
f Ay — M que extiende a f, y es claro que f es epimorfismo pues 1,; es
sobreyectiva. m

Dicho resultado dice que M puede ser descrito en términos de generadores
y relactones, esto es, si A es un modulo libre con base X'y f: A — M es
un epimorfismo entonces X es llamado un conjunto de generadores y Ker(f)
es llamado el submoédulo de relaciones.

Definicién 1.1.9 Una resolucion libre, de un R-maodulo M, es una sucesion
exacta
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"

n

F._, . F,
en la cual cada F,, es un R-modulo libre.

Teorema 1.1.10 Todo R-mddulo M tiene una resolucion libre.

Mostramos el proceso para construir dicha resolucién. Por el Teorema 1.1.8
existe un modulo libre Fy y un epimorfismo 7y : Fy — M cuyo kernel
denotamos por K. Por su parte, para K, existe un médulo libre F; y un
epimorfismo n; : F; — Kj con kernel K, esto nos da unas sucesiones
exactas que ponemos en un diagrama como sigue:

/\/
/\

donde d; se define como la composicion F; — K, — F{. Este proce-
so puede repetirse inductivamente, lo cual nos dara una serie de sucesiones
exactas que en un diagrama nos queda como:

70

M 0

\/\/\/
/\/\/\

donde los morfismos d,, son las composiciones F,, — K, — F},_;. Para
cada n, Ker(d,) = K, y Im(d,) = K,_,. Por lo tanto Im(d,+1) = Ker(d,);
y la sucesion que ésta construccion nos induce con los F), a través de los
morfismos d,, es exacta. B

Una propiedad que cumplen los médules libres es la siguiente.

Teorema 1.1.11 Considerese el siguiente diagrama de R-mddulos
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donde (3 es un epimorfismo. Si F' es libre y a : F' — C' es cualquier morfismo
entonces, existe v : F' — B tal que el diagrama conmuta, es decir, 37 = «.

Definicién 1.1.12 Decimos que un morfismo de R-mddulos f : C — A’,
se factoriza a través de un morfismo q : A — A’, si existe un morfismo
p: C — A tal que gqp = f. En tal caso, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

AT>A'

Definicién 1.1.13 Un R-mddulo P se dice que es proyectivo si, dado todo
morfismo f : P — A’ se factoriza a través de cualquier epimorfismo q :
A — A, es decir, existe un morfismo p : P — A tal que hace conmutar el
siguiente diagrama:

A——= A —=0

Al comparar la definicién de moédulos proyectivos con el Teorema 1.1.11,
se sigue que todo modulo libre es proyectivo; sin embargo, el inverso no es
verdadero. También, de acuerdo al Teorema 1.1.10, todo moédulo tiene una
resolucién proyectiva.

1.2. Categorias y Funtores

La Teoria de Categorias es el lenguaje natural en el que se presenta el alge-
bra homoldgica. Presentamos los conceptos basicos que se requieren para las
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siguientes secciones. De manera analoga al caso de la teoria de conjuntos,
tenemos ciertos términos primitivos como “clase” y “elemento”; el término
“conjunto” lo reservamos para aquellas clases suficientemente pequenas para
tener un cardinal.

Definicién 1.2.1 Una categoria € consta de:
1. Una clase de objetos que denotamos como obj(€).

2. Para cada par de objetos A y B de € un conjunto de morfismos,
Hom, (A, B)

3. Dados A, B y C en 0bj(€), una regla de composicion
Hom, (A, B) x Hom,(B,C) — Hom, (4, C)
la cual se denota por (f,g)—=gf

Nota: Antes de continuar con la definicién, introduciremos la notaciéon que
relacionara nuestra terminologia y notacién con ideas ya conocidas. Si f es un
morfismo entre A y B, podemos considerarlo como una “funcién generaliza-
da” de A en B y representarlo como f : A — B, de ésta manera, el conjunto
Hom, (A, B) x Hom, (B, C) consta de parejas (f,g), donde f : A — By
g: B — (', llamamos a A el dominio de f y a B el codominio. Siguiendo
las ideas anteriores se justifica el hecho de que denotemos la regla de com-
posicién como g f. Continuamos con la definicién enunciando los axiomas que
debe cumplir una categoria

i) Los conjuntos Hom,(A;, By) y Hom,(As, By) son ajenos, a menos que

A1:A2yBlng.

ii) Dados f € Hom.(A, B), g € Hom,(B,C) y h € Hom.(C, D) la com-
posicion es asociativa, es decir:

h(gf) = (hg)f.

iii) Para cada objeto A, existe un morfismo identidad 1, : A — A tal
que, para cualquier f: A— Byg:C — A, fl,=fyl.,g=g.
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Es necesario hacer algunas observaciones sobre estos axiomas, primero, la
tnica condicién sobre Hom, (A, B) es que sea un conjunto pudiendo ser vacio;
segundo, la unicidad del morfismo identidad se sigue del mismo axioma iii),
asi, hay una correspondencia uno a uno A+—— 1, entre obj(¢) y la clase
de morfismos identidad en €, por lo cual, podriamos describir una categoria
unicamente en términos de morfismos y composiciones. Notese también que
la composicion g f tiene sentido si el codominio de f coincide con el dominio
de g.

Ejemplos:

i) Conjuntos. Los objetos son conjuntos, los morfismos son funciones y
la composicién es la usual.

ii) Grupos. Aqui los objetos son grupos y los morfismos son homomorfis-
mos de grupos, la composicién es la usual.

iii) Consideremos la categoria de homotopia, Htp, donde los objetos son
los espacios topoldgicos y los morfismos son las clases de homotopia
de funciones continuas. La composicién se define como [f]lg] = [fg];
usando el hecho de que si f ~ 'y g ~ ¢’ entonces sus composiciones
son homotépicas, fg ~ f'¢’. Esto nos da un ejemplo de una categoria
donde los morfismos no son funciones pues un morfismo es cierta clase
de equivalencia de funciones.

Nuestro interés se centra en el estudio de la categoria de los R-moédulos
izquierdos con R un anillo fijo, ésta se denota como gpMod, en dicha cate-
goria los objetos son los R-mdédulos izquierdos, los morfismos son los homo-
morfismos de R-médulos y la composicién es la usual. Denotamos al conjun-
to Hom(A, B) en pMod como Hompg(A, B), nétese que si R = Z, entonces
zMod es la categoria de los grupos abelianos pues los grupos abelianos son
Z-médulos y los morfismos de grupos abelianos son Z-morfismos. Eviden-
temente existe la definicion de categoria de R-mddulos derechos la cual es
completamente analoga.

Decimos que un morfismo f : A — B en € es un isomorfismo si existe un
morfismo g : B — A en € tal que gf = id, y fg = ids. De ésto se sigue
que el morfismo g estd determinado de manera tnica, también es invertible
y se denota como f~! a la que se le llama la inversa de f; como consecuencia
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de lo anterior tenemos que la composicién de dos morfismos invertibles es
invertible. Tal como usamos los morfismos dentro de una categoria para de-
scribir relaciones entre sus objetos, no es de extranarse que deseemos poder
describir relaciones entre categorias, para ello se cuenta con el concepto de
funtor.

Definicién 1.2.1 Sea € y ®© dos categorias, un funtor T': € — D es una
correspondencia que cumple:

1) Si A€ obj(€), T(A) € obj(D).
2) Dado f € Home(A, B) entonces, T(f) € Homgp(T(A), T(B)).

T(g)

3) Dado AL en ¢, entonces T(A)MT(B) T(C)

estd en D y T(gf) = T()T(f).
4) T(14) = Lpeay para todo A € 0bj(C).

Usualmente, se omiten los paréntesis al denotar la imagen de morfismos y
objetos bajo un funtor. Asi también, tenemos la definicién de funtor con-
travariante, en ésta, los incisos 2) y 3) de la definicién anterior son reem-
plazados por los siguientes:

2) Si f € Home(A, B), Tf € Homg(TB,TA), graficamente:

T
At ™ rp Ty

ésto justifica el uso del término contravariante, T" invierte las flechas.

3) Si se tiene A*f>B—g>C en € entonces TC s TB ) TA en

Dy T(gf)=TfTyg

Para hacer la distincién entre los funtores contravariantes y los funtores que se
definieron previamente, llamaremos funtores covariantes a los que preservan
el sentido de las flechas.

Definicién 1.2.2 Una categoria € se llama preaditiva si, para cada A y B
en 0bj(€), cada Home(A, B) es un grupo abeliano aditivo y la composicion
Hom(B,C) x Hom(A, B) — Hom(A.C), (g, f) — gf es Z-bilineal.
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La categoria de R-mdédulos izquierdos es un ejemplo de categoria preaditiva
(asi como también la de médulos derechos). Si € y © son dos categorias
preaditivas, decimos que un funtor 7' : € — ® es aditivo si T(f + g) =
T(f) + T(g) para cualquier par de morfismos de Home(A, B).

Definicién 1.2.3 Sean S, T : € — 3 dos funtores covariantes. Una trans-
formacion natural T : S — T entre S y T es una familia de morfismos en

D:
7= {741 S(A) — T(A)} sconiio)

que hacen conmutar el siguiente diagrama para todo f: A — B en &:

SA-—A-TA

st |75

SB—>TB

La definicién de transformacién natural para funtores contravariantes es
anédloga. Un isomorfismo natural (o equivalencia natural) es una transfor-
macién natural en la cual cada 74 es un isomorfismo; en dicho caso, escribimos
S=T.Sit: S —Tyo:T — U son dos transformaciones naturales,
donde S, T'y U son todos covariantes o contravariantes, podemos formar la
composicién o7 : S — U definida, para cada A, como (67)4 = 0474 la
cual, nuevamente, es una transformacién natural.

1.3. Hom y ®

Regresemos la atencion a la categoria gpMod. El conjunto Hompg(A, B) es
claramente un grupo abeliano al definir la suma de dos morfismos f : A — B
yg:A— Bcomo (f+g)(a) = f(a) + g(a). Sin embargo, debe resaltarse
el hecho de que Hompg(A, B) no es, en general, un R-médulo. Dado f :
By — By un morfismo de médulos y tomando en cuenta que la composicion
de dos morfismos de modulos es nuevamente morfismo, a un morfismo g :
A — By podemos asignarle el morfismo fg: A — B,, lo que nos define
un homomorfismo de grupos abelianos f. : Homg(A, B;) — Homg(A, Bs),

f«(g) = fg. Méas ain:

i) Si f: By — By y f': By — Bj son R-morfismos, entonces:
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(f'f)« = fifs : Homg(A, By) — Homg(A, Bs).
ii) Siid: B — B es la identidad, entonces
id, : Hompg(A, B) — Hompg(A, B)

también es la identidad.

Lo anterior quiere decir que Hompg (A, —) es un funtor (covariante) que asigna
a cada médulo B un grupo abeliano Homg(A, B), y a cada morfismo de
moédulos f: B — By un morfismo de grupos abelianos:

f+«:Hompg(A, B;) — Homg(A, Bs).

Andlogamente, es facil verificar que Hompg(—, B) es un funtor contravariante.
Pasamos ahora a definir el producto tensorial, éste resulta ser un funtor que
guarda una estrecha relacion con el funtor Hom.

Definicién 1.3.1 Sea R un anillo asociativo con 1, A un R-mddulo derecho,
B un R-mddulo izquierdo y G un grupo abeliano. Una funcion R-biaditiva
(o R-balanceada) es una funcion f : A x B — G que cumple, para todo
a,a’ € A, b,b € B y todo r € R, las siguientes condiciones:

i) fla+ad,b)= f(a,b)+ f(d',b),
it) fla,b+0) = f(a,b) + f(a,b'),
iii) f(ar,b) = f(a,rb).

Definicién 1.3.2 Sean A un R-mddulo derecho y B un R-mddulo izquierdo.
El producto tensorial de A y B es un grupo abeliano, denotado como AQg B,
y una funcion R-biaditiva h: A x B — A ®pr B con la siguiente propiedad
universal. Para cualquier grupo abeliano Gy cualquier funcion R-biaditiva
f:Ax B — G, existe un tinico homomorfismo f : A®r B — G tal que
hace conmutar el siguiente diagrama:

Ax B

A®rB
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Para poder hablar del producto tensorial, debemos mostrar que existe por lo
que damos la idea de cémo se construye. Sea F' un grupo libre abeliano con
base A x B, es decir, F' es el grupo cuyos elementos son las combinaciones
lineales con coeficientes en Z de parejas ordenadas (a,b). Definase S como el
subgrupo de F' generado por la unién de los siguientes tres conjuntos:

i) {(a+d,b) — (a,b) — (d',b) | a,a’ € Ay b€ B},
i) {(a,b+7b)—(a,b) — (a,V') | a € Aybb € B},
iii) {(ar,b) — (a,7b) |a € A,be Byre R}.
Definimos A ® g B = F'/S. Si denotamos a la clase (a,b) + S como a ® b es
facil ver que h : A x B — A ®p B definido por (a,b) — a® b es R-biaditiva
y satisface la propiedad universal de la definiciéon de producto tensorial. Es
importante mencionar que, en general, un elemento de A®g B es de la forma

> a; @ b; y puede que no tenga una expresion de la forma a ® b. Més atn, la
expresion Y a; ® b; no es dnica.

Teorema 1.3.3 Cualesquiera dos productos tensoriales de A y B son iso-
morfos. m

Teorema 1.3.4 Sea f : A — A’ un morfismo de R-mddulos derechos y
g: B — B’ un morfismo de R-mddulos izquierdos. Eziste un unico morfis-
mo f®g:A®rB — A ®g B tal que (f ® g)(a®b) = f(a) ® f(b).
]

Teorema 1.3.5 Sean A A A’ A A" morfismos de R-mddulos derechos

Yy B . p s pr morfismos de R-maddulos izquierdos. Se tiene la com-
posicion (¢ @ fo(g@ f)=gg® f'f. m
Con ésto es facil ver que el producto tensorial es un funtor.

Corolario 1.3.6 Sea A un R-maddulo derecho. Entonces, la correspondencia
A® — :gMod — Ab que a cada B € pMod le asigna A ®r B y a cada
f € Homg(B, B') le asigna AQ (f) =1a®rf: AQr B — A®rB’, es un
funtor aditivo.

Demostracion. Denotemos a A ® — por F. Tenemos que F manda la iden-
tidad en la identidad pues F(1p) = 14 ® 15 es la identidad en A®pg B ya que
deja fijo a los generadores. Si g : B — B’y ¢’ : B — B”son morfismos
entre R-modulos izquierdos, por el Teorema 1.3.5 se tiene que:
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F(g9) =140 ¢9=(140¢)1a®g) =F(¢)F(g)

por tanto F es un funtor. Para probar que F es aditivo nétese que si g, h :
B — B’ entonces:

Flg+h) =140 (g+h)=1a®g+14®@h=F(g9) + F(h)
||

De manera andloga, si B un R-médulo izquierdo entonces se tiene un funtor
aditivo — ® B : Modr — Ab. En general A ®g B es un grupo abeliano,
pidiendo una condicién extra sobre A o sobre B obtenemos que el producto
tensorial es un R-médulo.

Definicién 1.3.7 Sean R y S anillos. Dado un grupo abeliano B decimos
que es un R — S-bimddulo, denotado como rBg, si es tanto un R-mddulo
izquierdo como un S-modulo derecho y las acciones de R y S estan rela-
cionadas de la siguiente manera, para todor € R, b € B ys € S se tiene
que

r(bs) = (rb)s.

Como ejemplo de un bimoédulo podemos mencionar que R es un R — R-
bimédulo. También, si R es conmutativo, a todo R-modulo izquierdo puede
darsele estructura de R-modulo derecho definiendo la accién de R sobre B
por la derecha como br = rb, en dicho caso B es un R — R-bimodulo.

Teorema 1.3.8 Si A es un R-mddulo derecho y B es un R — S-bimddulo,
entonces A ®r B es un S-modulo derecho, donde la accion de S estd dada
por:

(a®b)s =a® (bs)

Andlogamente, cuando tenemos sAr y rB, AQr B es un S-mddulo izquierdo
y la accion de S por la izquierda es:

s(a®b) = (sa) @b

Lo anterior tiene un efecto sobre los funtores del Teorema 1.3.6.
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Corolario 1.3.9 Dado un bimddulo rBs, se tiene un funtor aditivo —QrB :

Modyr — Modg. Similarmente, dado un bimddulo rAg, se tiene un funtor
aditivo A @z — : sMod — rMod.

El siguiente corolario es consecuencia del Teorema 1.3.8.

Corolario 1.3.10 Si R es conmutativo y A, B son R-mddulos, entonces
A®p B es un R-mddulo con r(a®b) =a® (rb) = (ra) ®b.

Se tienen situaciones andlogas para el funtor Hom.
Teorema 1.3.11 Sean R y S anillos.

i) Dados rAs y rB. Homg(A, B) es un S-mddulo izquierdo, donde la
accion de S estd dada por (sf)(a) = f(as). Se tiene un funtor aditivo
HOIIlR(A, —) 2RMOd —g Mod.

ii) Dados prAs y Bs. Homg(A, B) es un R-mddulo derecho, donde la ac-
cion de R estd dada por (fr)(a) = f(ra). Se tiene un funtor aditivo
Hom(A, —)s : Mods — Modg.

iii) Dados sBr y Ar. Homg(A, B) es un S-mddulo izquierdo, donde la
accion de S estd dada por (sf)(a) = s(f(a)). Se tiene un funtor aditivo
HOIH(—,B)R . MOdR —>5M0d.

iv) Dados sBr y sA. Homg(A, B) es un R-mddulo derecho, donde la ac-
cion de R estd dada por (fr)(a) = (f(a))r. Se tiene un funtor aditivo
Hom(A, —)g :s Mod — Modp.

Teorema 1.3.12 Sea R un anillo y B un R-mddulo izquierdo. Entonces, el
mapeo f: R®r B — B dado por f(r ® b) = rb estd bien definido y es un
isomorfismo de R-mddulos.
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Demostracion. Dado que R es un R — R-bimdédulo entonces, R ®r B es
un R-moédulo izquierdo; por lo tanto, la funcion f : R x B — B dada
por f(r,b) = rb es una funcién R-biaditiva. De acuerdo a la definicién de
producto tensorial, existe ¢ : R ®@r B — B tal que ¢(r ® b) = rb. Para ver
que ¢ es un isomorfismo noétese que su inversa estd dadapor § : B — R®grB
definida como 0(b) =1, ® b. m

Para A y A ®r R como R-mddulos derechos se tiene que A @z R = A. Nos
interesa saber cudl es el efecto que tienen, sobre las sucesiones exactas, los
funtores que hemos descrito.

Definicién 1.3.13 Un funtor covariante aditivo F : rpMod — Ab se
llama exacto izquierdo si para cualquier sucesion exacta corta

0 A—~B C,
al aplicarle F, se tiene que

Fa Fp

0 FA FB FC

es exacta. Similarmente, un funtor covariante aditivo G :r Mod — Ab es
exacto derecho si para cualquier sucesion exacta corta

A—+B C 0,
al aplicarle G, la sucesion obtenida

G o go——0

GA
es exacta.

Si F es exacto izquierdo entonces Fa : FA — FB es monomorfismo y
Im(Fa) = Ker(F() por lo que F preserva monomorfismos. Andlogamente,
si F es exacto derecho entonces F preserva epimorfismos. Para funtores con-
travariantes, las definiciones de exacto izquierdo y derecho quedan como
sigue.

Definicién 1.3.14 Un funtor contravariante aditivo F : pMod — Ab,
es exacto izquierdo si dada una sucesion exacta corta

A-p 0oy,
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al aplicarle F, la sucesion obtenida

0——~FC 22 Fp-FoFA,

también es exacta. Un funtor contravariante aditivo G :rp Mod — Ab, es
exacto derecho si dada una sucesion exacta corta

0—>A-—>p-sc,

al aplicarle G, la sucesion que se obtiene

cc-% e 8%gA——0,

resulta ser exacta.

Definicién 1.3.15 Un funtor F :p Mod — Ab es exacto si es exacto
derecho y exacto izquierdo.

Estableceremos ahora las propiedades de exactitud de Hom y ®.

Teorema 1.3.16 Para todo mddulo M, Hom(M,—) es un funtor eracto
izquierdo y Hom(—, M) es un funtor (contravariante) exacto izquierdo.

Demostracion. Probaremos que F' = Hom(M, —) es exacto izquierdo. La
demostraciéon de que Hom(—, M) es exacto izquierdo es andloga. Considere-
mos la siguiente sucesion exacta corta:

a B

0 A B C

queremos probar la exactitud de:

0 — Hom(M, A) —£% Hom(M, B) —2~ Hom(M, C)

Debemos probar que F' preserva monomorfismos y que I'm(Fa) = Ker(Fp.
Observemos que si Fa(f) = 0 entonces af(a) = 0 para todo a € A. Puesto
que « es monomorfismo lo anterior implica que f(a) = 0 para todo a € A,
por tanto, f es el morfismo cero. Falta probar que Im(Fa) = Ker(F3. Si
g € Im(Fa) entonces g = af para algin f € Hom(M, A), de esto se sigue
que F((g) = Bg = Paf = 0 pues fa = 0, asi, g € Ker(F () por lo que
Im(Fa) C Ker(F3). Ahora, si ¢ € Hom(M, B) pertenece al nicleo de F[3
entonces F3(g) = Bg = 0. Queremos probar que g = «af para algun f €
Hom(M, A). Para todo m € M, 3(g(m)) = 0 por lo que g(m) € Ker(f) =
I'm(«); existe un tnico a € A tal que a(a) = g(m) pues o es monomorfismo.
Tomando f : M — A definido por f(m) = a = a~lg(m) se tiene que
af = g, por lo tanto Ker(F3) C Im(Fa). m
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Teorema 1.3.17 Los funtores M ®r — y — @r N son exactos derechos.

Demostracion. Consideremos la siguiente sucesion exacta de R-modulos.

A-p ooy

Debemos probar la exactitud de la sucesién inducida:

o" 1
Mop A2 M @ B2 MorC—=0
Primero veamos que 1® 3 es un epimorfismo. Dado que 3 es un epimorfismo,
tomando Y m; ® ¢; € M ® C, existe b; € B tal que 3(b;) = ¢; para todo 1,
con esto tenemos que:

Sélo resta demostrar que Ker((1®3)) = Im(1®«a). Para probar la inclusién
Im(l1® «a) C Ker((1 ® 3)) es suficiente observar que (1 ® ) o (1 ® o) =
1® (fa) = 1®0 = 0. Por tltimo, denotemos F = I'm(1 ® «), como ya vimos
que E C Ker((1® 3)), el morfismo 1 ® 3 induce un morfismo

3:(M@prB)/E— M&C
mb+ E+— m® Gb

con meM y beB. Tomando la proyeccién 7 : M ® B — (M ® B)/E, es
facil ver que 577 = 1® (3, mas aun, ﬂ es un isomorfismo. En efecto, la funcion
f:MxC— (M®C)/E dada por f(m,c) =m®0b+ E, dondec—ﬂ(b),
estd bien definida (b existe porque (3 es epimorfismo) pues, si S(b') = ¢
entonces B(b—V) =0y b—V € Ker(f) = Im(a) por lo que existe a € A
tal que a(a) = b—10b". Por lo tanto, a® (b—0') =a®a(a) € Im(1®a) = E.
Claramente f es R-biaditiva y, por la definicién de producto tensorial, induce
un tinico morfismo f: M®C — (M®B)/E con fim@c)=meb+ E.
Claramente f es inversa de ﬁ, con esto tenemos que:

Ker((1® 8)) = Ker(8r) = Ker(n) = E = Im(1® a)
|

Por 1ltimo, exhibimos la relacién que guardan entre si los funtores Hom y
®, éstos forman lo que se conoce como par adjunto de funtores.
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Definicién 1.3.18 Sean F : € — O y G : ® — € dos funtores. Decimos
que la pareja ordenada (F,G) es un par adjunto de funtores si, para cada
C € 0bj(€) y cada D € obj(D) existe un isomorfismo natural

7¢.p : Homg(FC, D) — Home(C, GD).

Maés explicitamente, para todo f : C' — C en € y para todo h : D — D’
en ®, se tienen los siguientes diagramas conmutativos:

TC,D

Homg(FC, D) Hom¢(C, GD)
l(Ff)* if*
Homg(FC', D) o Home(C', GD),
Homg(FC, D) . Home(C,GD)
\Lh* l(Gh)*
Homp(FC, D') — <2~ Home(C, GD).

El Teorema 1.3.8 dice que si se tiene Ar y rBgs entonces A ®r B es un
S-médulo derecho. El Teorema 1.3.11, inciso i), dice que si tenemos Cyg y
rBs entonces Homg (B, C') es un R-médulo derecho por lo cual tiene sentido
tomar Homp (A, Homg(B, C)).

Teorema 1.3.19 Sean R y S anillos. Considérense Ag, rBs y Cs. Tenemos
el siguiente isomorfismo natural:

TaB.c : Homg(A ®g B,C') — Hompg(A, Homg(B,C))
Explicitamente, para cada f: AQr B— C,a€ A ybe B:
TaB.c(f) =7a(f)
donde 7,(f)(b) = f(a®b).

Si se tienen rA, sBgr y sC, existe un isomorfismo natural:
7 : Homg(B ®g A, C) — Hompg (A, Homg(B, C)).
|

Mas aun, fijando cualesquiera dos de entre A, B y C, se tienen los siguientes
isomorfismos naturales. Fijando B y C"
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Homg(— ®g B, C) = Hompg(—, Homg(B, C)).
Fijando Ay C"

Homg(A ®g —,C) = Homg(A, Homg(—, C)).
Fijando A y B:

Homg(A ®g B, —) = Hompg(A, Homg (B, —)).

Por ejemplo, fijando B y C, si f € Homg(A, A’), tenemos el siguiente dia-
grama conmutativo

TA!,B,C

Homg(A' ®r B, C) Hompg(A’', Homg (B, ()
oy I
Homg(A ®g B, C) mee Hompg (A, Homg(B, ().

1.4. Funtores de Homologia

En esta seccion todos los funtores considerados son aditivos.

Definicién 1.4.1 Un complejo de cadena (o simplemente complejo) A es
una sucesion de modulos y morfismos:

dn+1 dn
A At A, Anq

con n € Z, donde los morfismos cumplen d,d, 1 = 0 para todo n. Notese
que la condicion d,d,+1 = 0 es equivalente a pedir que Im(d, 1) C Ker(d,).
Siempre que sea necesario exhibir explicitamente los morfismos de un com-
plejo, escribiremos (A, d) donde d = {d,, : n € Z}.

Toda sucesion exacta es un complejo, la condicion de exactitud nos dice que
Im(d,y1) = Ker(d,) que en particular dice que I'm(d, 1) C Ker(d,) para
todo n. Si A es un complejo y F' es un funtor entonces:

Fdn+l

F(A): —— F(Ap) —L F(A,) 2% F(Ay_y) —= - -

es un complejo. En el caso particular de las sucesiones exactas, F'(A) es un
complejo que no necesariamente es exacto.
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Definicién 1.4.2 Sean A y A’ son dos complejos. Un morfismo de cadenas
f: A— A’ es una sucesion de morfismos f, : A, — A, conn € Z, tales
que hacen conmutar el siguiente diagrama.

dp+1 d
o An+1 — Ay > An_1 >

frt1 lfn ifn—l
d’ d’
/ n+1 / n /
”*>"4n—|-1H'14n*> n—1—__- """
Dos complejos A y A’ son isomorfos si existe un morfismo de cadenas
f: A— A’en el que cada f, es un isomorfismo.

Definicién 1.4.3 Un complejo (A’,d’) es un subcomplejo de (A,d) si cada
Al es un submddulo de A, yd, = d, |A;1 para todo n. En dicho caso, tenemos
un complejo cociente:

dn

AJA ¢ A AL A A
donde d,(a, + Al) = d,(a,) + Al,_,.

Definicién 1.4.4 Definase Comp como la clase de todos los complejos de
cadena, ésta junto con los morfismos de cadena forman una categoria. Si A,
B y C son complejos yf : A — B, g : B — C son morfismos de cadena, la
composicion gof : A — C estd dada por la composicion gpo f, : A, — C,,
para todo n. Y no es dificil ver que Comp es una categoria preaditiva.

Definicién 1.4.5 Sea (A,d) un complejo. Definimos su n-ésimo mddulo de
homologia, H,(A), como:

H,(A) = Ker(d,)/Im(dy41)-

El cociente tiene sentido pues, dado que A es un complejo, se tiene que
dnd,+1 = 0 lo cual implica que Im(d,+1) C Ker(d,). Los elementos de
Ker(d,) se llaman n-ciclos y los elementos de Im(d,,+1) se llaman n-fronteras.
Usaremos la siguiente notacion:

Ker(d,) = Z,(A)
Im(dpi1) = Bn(A)

con esto tenemos que H,(A) = Z,(A)/B,(A).



22 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicién 1.4.6 Sea f : A — A’ es un morfismo de cadenas. Para cada
n definimos:

H,(f): H,(A) — H,(A’)
Zn + Bn(A) — fn(z,) + B,(A')

H,(f) se llama morfismo inducido por f, se denota por f., aunque usual-
mente se omite el subindice n.

Un complejo C es una sucesion exacta si y sélo si H,(C) = 0 para toda n.
Asi, H,, mide qué tan lejos estd un complejo de ser una sucesién exacta. Una
sucesion exacta es llamada complejo aciclico.

Teorema 1.4.7 Para cadan, H, : Comp — grMod es un funtor aditivo.

Teorema 1.4.8 Si (C,d) y (C',d’) son dos complejos isomorfos, entonces
H,(C) = H,(C') para todo n. m

Ahora introducimos un concepto que originalmente surge en la topologia
algebraica.

Definicién 1.4.9 Sean f,g: (A,d) — (A’,d’) dos morfismos de cadenas.
Decimos que £ y g son homotdpicas si, para todo n, existe una familia de
morfismos s, : A, — Al tales que [, — g, = d, 150 + Sp_1d,. Los
morfismos s, forman una homotopia entre f y g. Denotamos la relacion de
homotopia entre f y g como f =~ g.

Definicién 1.4.10 Un morfismo de cadenas f : (A,d) — (A',d’) es nul-
homotépico si f es homotopico al morfismo cero, esto es, si para todo n
existe una familia de morfismos s, : A, — A tales que f, = f, — 0 =
dy, 150 + Sp—1dy,

dnt1 d
..HAn+1L>An*"> ] —>

fn—‘—ll %ﬂlsz_/ \Lfn—l

/ / /

e

n+1 n

Teorema 1.4.11 Si f,g: A — A’ son morfismos de cadena homotdpicos
entonces f. = g. : Hy(A) — H,(A’) para todo n.
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Definicién 1.4.12 Un complejo (C,d) se dice que tiene una homotopia de
contraccion si 1o es nulhomotopica. En éste caso, decimos que el complejo
C es contraible.

Teorema 1.4.13 Un complejo (C,d) que tenga una homotopia de contrac-
cion es aciclico, es decir, es una sucesion exacta.

Demostracion. Dado que (C,d) tiene una homotopia de contraccién en-
tonces 1¢ ~ 0. Por el Teorema 1.4.11, 1, = 0, por lo cual H,(C) = 0 para
todo n, en otras palabras, Ker(d,) = Im(d,+1) para todo n; por lo que la
sucesion es exacta. m

1.5. Funtores derivados y Ext}(—, A)

Dado un funtor 7" entre dos categorias de modulos, construimos una sucesién
de nuevos funtores llamados funtores derivados.

Definicién 1.5.1 Sea C un complejo de la forma:

C 01 C() M 0

Llamamos complejo trunco al complejo que se obtiene al quitar M de la
sucesion anterior:

CM Lo Cl C(] O y
y se denota por Cyy.

Teorema 1.5.2 (Teorema de Comparacion). Considerese el diagrama

Py—==M 0

| | |
| | | lf
Y d! A d \
2 Pl/ 1 Pé £ M/ 0

donde cada C, en la sucesion superior es proyectivo y la fila inferior es
exacta. Entonces existe un morfismo de cadenas f : Pyy — P’y que hace
conmutar el diagrama. Mds ain, si f': Py — P’y es otro morfismo que

hace conmutar el diagrama, entonces f ~ f'. m
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Al morfismo f : Py; — P’y del teorema anterior se le conoce como el
levantamiento homotépico de f : M — M’. Ahora definimos los funtores
derivados derechos R™I" de un funtor aditivo T' contravariante. Escogemos
T contravariante pues trabajaremos con el funtor Hompg(—, A) el cual es
contravariante. Para cada R-moédulo A, damos una resolucion proyectiva de A
y consideramos P 4 su complejo trunco; aplicamos T y tomamos su homologia
H" = Ker(Td,11)/Im(Td,), H*(T'(P4)), esto dltimo tiene sentido pues
dado que T' es contravariante, de la sucesion:

P, —>=P-2-p -2 P
al aplicarle T" obtenemos la sucesion:
"%TPQ&TPI&TPO

en dicho caso a los morfismos 7'd; se les denota como d;.

Definicién 1.5.3 Para cada R-mddulo A, definimos los funtores derivados
derechos de T':

R"T = HT(P4)) = Ker(Tdyy1)/Im(Td,).

Si f: A— B es un morfismo de R-mddulos, por el Teorema de Compara-
cion, existe el levantamiento homotépico f : P4 — Ppg. Definimos:

R"T(f) : R"T(A) — R"T(B)

RYT(f) = H*(Tf)
es decir, si z, € Ker(Td, 1), se tiene que:

[RMT(F)](z0 + Im(Tdy)) = (Tf)(zn) + Im(Td, )

Teorema 1.5.4 Dado un funtor contravariante T', R™T es un funtor aditivo
para todo n. m

La definicién de funtor derivado estd dada en términos de una resolucién
proyectiva de A, para que esté bien definido no debe depender de la resolucion
elegida. Supongamos que damos otra resolucién proyectiva de A. Sea P4 al
complejo trunco asociado a dicha resolucién y denotemos como R™T a los
funtores derivados derechos obtenidos.



1.5. FUNTORES DERIVADOS Y EXTY(—, A) 25

Teorema 1.5.5 SiT' es un funtor aditivo contravariante entonces, para cada
n, hay una equivalencia natural R™T" = R"T. En particular, para todo A,
R'T(A) =2 R"T(A). m

En otras palabras, la definicion de R™T es independiente de la resolucion
proyectiva de A.

Definicién 1.5.6 Si T = Homg(—, B) definimos Exth(—,B) = R"T. En
particular, si P es una resolucion proyectiva de A:

Exth(A,B) = H"(Homg(Py, B)) = Ker(d,,)/Im(d}).

Corolario 1.5.7 El médulo Ext(A, B) es independiente de la eleccion de
la resolucion proyectiva de A. m

Teorema 1.5.8 Si B es un R-mddulo izquierdo, el funtor Hompg(—, B) es
naturalmente equivalente a Ext%(—, B). Por lo tanto, para todo R-mddulo
izquierdo A, existe un isomorfismo Hompg(A, B) = Ext% (A, B)

Demostracion. Sea A un R-méduloy P : - -- P, @ Py—= A 0

una resolucién proyectiva de A. Por definicion Ext}(A, B) = Ker(dy,, )/
Im(d:), para n = 0, Ext% (A, B) = Ker(d;). Por otro lado, al aplicarle
Homp(—, B) a P obtenemos:

Homp(P1, B) <2 Homp(Py, B) <<— Homp(A, B) <— 0 (¥)

dado que Hompg(—, B) es exacto izquierdo, la sucesién (x) es exacta; por lo
tanto Ker(dj) = Im(e*). Lo anterior nos da un isomorfismo:

Ext% = Ker(d; = Im(¢*) 2 Homg(A, B)/Ker(¢*) = Homg(A4, B)

para cada R-modulo B, los morfismos €* constituyen una equivalencia natural
de funtores. m

Proposicién 1.5.9 Sean R y S anillos y tomemos sA, rRBs y rC con B
proyectivo sobre R. Se tiene el siguiente isomorfismo:

Exth(B ®s A, C) = Exti(A, Homg(B, C)).
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Demostracion. Tomemos gA, gBs v rC con B proyectivo sobre R, con es-
to, B®&gr A es un S-médulo y Homg(A, B) es un R-moédulo. Sean P y P’ res-
oluciones S-proyectivas de BQrA y A respectivamente. Por el Teorema 1.3.19
existe un isomorfismo natural Homg(B ®g A, C) = Hompg(A, Homg(B, C)),
al tomar los complejos truncos Pgg 4 v P4 esto nos induce un isomorfismo de
complejos: Homg(Ppga, C') = Hompg (P’ 4, Homg(B, C)), asi, por el Teorema
1.4.8 H"(Homg(Ppga, C)) = H"(Homg(P’ 4, Homg(B,C))), esto es:

Ext?%(B ®S A, C) = Hn(HOInS(PB®A, C))
>~ H"(Hompg(P'4, Homg(B,()))
= FExti(A,Homg(B,(C)).



Capitulo 2

Extensiones de Grupos

Uno de los procedimientos usuales al estudiar médulos es el andlisis de los
submoédulos y médulos cociente asociados a ellos; en éste contexto surge de
manera muy natural el problema de la extensién: Dados dos R-mdédulos A y
B, donde R es un anillo fijo, jqué moddulos E existen que tengan a A como
submédulo y que B = E/A?.

En nuestro caso trabajaremos con moédulos sobre el anillo de grupo ZG.
Veremos que dado un ZG-moédulo A y una extensién de A por G, ésta in-
duce en A una nueva estructura como ZG-médulo. Aqui el problema de la
extension se traduce en describir las extensiones de A por GG en las cuales la
estructura de A como ZG mdédulo coincide con la inducida por la extension.
Dada la naturaleza del problema la primera pregunta que surge es: Si A es
un G-médulo, donde G es un grupo cualquiera, ;podemos dar una extension
de A por G7, para dar una respuesta es necesario caracterizar al grupo F.

2.1. El problema de la extension

Definicién 2.1.1 Sea (G, *) un grupo multiplicativo. El anillo de grupo sobre
los enteros, denotado por ZG, es el Z-mddulo libre con base G. Un elemento
tipico de ZG es de la forma ) .. max con my, € Z, v € G ymy = 0 excepto
para un numero finito de ellos. El producto de dos elementos de ZG esta dado
por:

mex-Znyy: Z MMy (T *Y) .

z€G yeG z,yeG

27
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Obsérvese que la parte aditiva de ZG es el grupo libre generado por G y
no es dificil ver que ZG es un anillo. El anillo de grupo esta caracterizado
por la siguiente propiedad universal donde i : G — ZG, la inclusién i.e.

gl—i>1g.

Teorema 2.1.1 Propiedad Universal del Anillo de Grupo. Para cada
anillo R y para cada funcion f: G — R que cumpla f(zy) = f(x)f(y) y
f(1g) = 1R, existe un dinico homomorfismo de anillos

f:72G — R
talquefi:f.

Demostracion. Sea R un anillo y f: G — R una funcién que satisface

flzy) = f(x)f(y) vy f(1g) = 1g. Definimos f : ZG — R por:
f(zxec M) =3, cqmaf(2)

Es claro que f es morfismo de anillos. Obsérvese que si 2 € G entonces:

fi(x) = f(lz) = 1f(z) = f()
Por 1ltimo, supongamos que existe otro morfismo de anillos f 272G — R
que cumple que fi = f entonces, fi = fi y asi:
fi(z) — fi(z) = (f — f)i(z) = O para todo z € G

esto nos dice que f — f es el morfismo cero, lo cual implica que f' =f.n

Lo anterior significa que para dar un homomorfismo de ZG en cualquier
anillo R es suficiente dar una funcién de G en R tal que f(zy) = f(x)f(y) v

f(lg) = 1g.

Nota: Para dotar a un grupo abeliano A de una estructura de ZG-Médulo,
es suficiente definir la acciéon de un elemento de G sobre un elemento de A
de tal manera que:

gla+d) = ga+ g,

(99")a = g(g'a),
lga = a.
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Supongamos que G actia sobre A y satisface las propiedades anteriores. Cada
g € G determina un endomorfismo o, : A — A, definido por o,(a) = ga
y, por la propiedad universal del anillo de grupo, se tiene un acciéon de ZG
sobre los elementos de A, esto es, A es un ZG-mddulo. Por otro lado, dado un
grupo abeliano A, un homomorfismo o : G — Aut(A) determina una accién
de G sobre A, como Aut(A) C End(A), la propiedad universal del anillo de
grupo garantiza la existencia de un homomorfismo:

7 :7ZG — End(A),

lo cual convierte a A en un médulo (izquierdo) sobre ZG. Por esta razén no
habra confusion en llamar a los ZG-mddulos simplemente G-mddulos siendo
suficiente definir la accion de G sobre A.

Sea 0 A—>Fp-Ts( 1 un sucesion exacta de grupos donde F
es un grupo no necesariamente abeliano, A es un subgrupo normal abeliano
de E y G = E/A; usaremos la notacién aditiva tanto para £ como para A
y notacién multiplicativa para GG, a partir de tal sucesiéon, daremos a A una
estructura de ZG-médulo para lo cual, como ya hemos dicho, es suficiente
definir cémo actia G sobre A. Sea g : E — G un homomorfismo suprayecti-
vo, para cada € GG definimos un “levantamiento de x” respecto a g como
un elemento Az € E tal que g(Az) = z. En lo sucesivo trabajaremos con éste
tipo de sucesiones donde, a menos que se diga lo contrario, entenderemos que
A es abeliano y normal en F.

Lema. 2.1.2 Dada una sucesion exacta () A—>E-T">@G 1y
para cada x € G un levantamiento de x, éste determina un homomorfismo

0:G— Aut(A).

Demostracion. Sea v € G y A\x € E un levantamiento de x. Definimos
0, : A— Apor 0,(a) = Az + a — Azx donde la operacion del lado derecho es
en F. Nétese que, como A es normal en E, Im(0,) C A. La funcién 0 : G —

Aut(A) dada por >0, estd bien definida, es decir, 0, no depende del
levantamiento de x que tomemos pues si Az y N son dos levantamientos
de x entonces —N'z + Az € A ya que w(—Nz 4+ Ax) = 0, dado que A es
abeliano, entonces (—Nz+Nx)+a = a+ (—Nz+ Nx) de lo cual se sigue que
Ax+a— A x = Nx+a— Nz para todo z € G. Por ultimo 6 es morfismo pues,
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dado que 6, no depende del levantamiento, podemos escoger A(zy) = Az+\y,
entonces, por un lado (zy) = 6,, que, en los elementos de A, estd definido
como 0,,(a) = Ary + a — Azy, por otro lado, en Aut(A) la operacién binaria
es la composicién, entonces:

(02 00,)(a) = 0.(0,(a))
=X+ y+a—Ay— Az
= \ry +a — vy
= exy(a)

Por lo tanto 6 : G — Aut(A) es un homomorfismo de grupos. m

Teorema 2.1.3 Si () A—>E-Ts@G 1 es una sucesion exacta
entonces A es un ZG-Mddulo izquierdo.

Demostracion. La accién de G sobre A esta dada por el homomorfismo del
lema anterior, teniendo en cuenta la Nota, esto es:

rx-a=0.(a) = r+a—\x
como 6 es homomorfismo se tiene que 1qa = a y (vy) = x(ya), con esto en
mente, resulta natural definir la accién de un elemento arbitrario de ZG de
la siguiente manera:
(Xseq Ma®)a = 3 peq Malza)
[ ]

Un G-moédulo izquierdo A se llama trivial si la accién de G sobre A es trivial,
es decir, si x - a = a para todo x € G y para todo a € A.

Sea A un G-modulo izquierdo para el cual denotamos la accién de G como
x - a'y consideremos una sucesion exacta:

i

0 A

E——~G 1

En virtud del Teorema 2.1.3, A adquiere una nueva estructura de G-maodulo,
ciertamente nada garantiza que esta nueva estructura de A, como G-médulo,
coincida con la que ya poseia. Discutiremos cuando es que ambas estruc-
turas coinciden, para esto, diremos que un G-médulo izquierdo A realiza
los operadores si las dos acciones de G sobre A coinciden, es decir:
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r-a=0,(a) = r+a— A

Definicion. 2.1.4 Sea G un grupo y A un G-mddulo. Una extension de A

por G es una sucesion exacta corta () A——F-"=@ 1 donde
A realiza los operadores.

Es asi como planteamos el problema de la extension el cual serd el tema prin-
cipal de este capitulo, apegandonos a la definicién anterior, dicho problema
consiste en clasificar las extensiones de A por G.

En nuestro intento por dar una extensién de A por (G, lo primero que estamos
tentados a hacer es tomar el producto cartesiano de A por G y definir la suma
como (a,z) + (b,y) = (a + b, zy), dicha operacién es asociativa, con esto
A x G adquiere estructura de grupo donde el inverso de (a,z) es (—a,z™!)
y el neutro es (0, 1;); se tiene un monomorfismo i : A — A x G definido
por i(a) = (a,1s) y un epimorfismo 7 : A X G — definido por 7(a,x) = x,
ademds i(A) es normal en A X G. Asi, la sucesién

0—A—5AxGEZ>G—>1

es exacta y solo faltaria verificar que A realiza los operadores. Por el Teorema
1.1.4 sabemos que A adquiere una nueva estructura de G-médulo, si * denota
la nueva accién de G sobre A, queremos que  * a = A\x + a — Ar y teniendo
en cuenta que la operacion del lado derecho es en E esto se veria como:

zxa=(0,z)+ (a,15) — (0, )
sin embargo, al realizar ésta operacién tenemos que:
T*a= (O,ZL‘) + <a7 1G> - (O,ZL') = (a, ]-G>

esto significa que la estructura de A como G-mddulo es trivial y no necesari-
amente coincide con la estructura de G-médulo que A poseia en un principio.
Asi, para obtener una extension de A por (G, vemos que no basta con definir
la operacion entrada a entrada en el producto cartesiano. Al revisar nue-
vamente: x x a = (0,2) + (a,1s) — (0,2) = (a,1s), notamos que la tnica
diferencia se da en la primera entrada, esto nos dice que es necesario in-
troducir una operacién de manera que, en la primera entrada, aparezca la
accién de GG sobre A que ya teniamos, es asi como introducimos el concepto
de producto semidirecto de A por G.
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Definicién 2.1.5 Dado un grupo G y un G-mddulo A, definimos su producto
semidirecto el cual denotamos como A X G. El conjunto soporte de A x G es
el conjunto de parejas ordenadas (a,x) con a € A, x € G y la operacion en
A x G se define como sigue:

(a,x) + (d',y) = (a + zd, zy)

Como esta operacion es asociativa, tiene elemento neutro (0,1s) e inverso

de (a,7) a (—x~ta,x™Y), el producto semidirecto A x G es un grupo.

Dados el monomorfismo i : A — A x G definido por i(a) = (a,1s) v el
epimorfismo p : A x G — definido por p(a,x) = x, es facil ver que i(A) es
normal en A x G y que (A x G)/i(A) = G, por lo que la siguiente sucesién
es exacta:

0—=A—>AxG—=G—1 (1.1)
Maés atn, si denotamos como * a la nueva accién de G sobre A, se tiene:

zxa=(0,2)+ (a,1g) — (0,2)
= (za,z) + (0,z7h)
= (za, ™)

= (

za,1lg)

Es decir, la extensién mas simple de A por G que podemos dar es aquella
donde se considera un producto semidirecto; vale la pena caracterizar a éstas
extensiones, ello dard la pauta para poder resolver el problema de la extensién
de manera general.

Definicién 2.1.6 Una extension ( A : E—=G 1 se escinde
si existe un morfismo A : G — E tal que m\ = idg

Nétese que, para la extension (1.1), la funcién definida por:

q:G— AXxG
r— (0, )

es evidentemente un morfismo de grupos que cumple pg(z) = p(0,z) = =z,
esto es, la extension (1,1) se escinde.
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Teorema 2.1.7 Una extension

0 A—>E-T>@G 1

se escinde si y sdlo si E contiene un subgrupo C' = G (no necesariamente
normal) tal que A+C =FE y ANC = {0}

Demostracion. Supongamos que dicha sucesién se escinde, es decir, existe
un morfismo A : G — E tal que 7\ = id;. Denotemos Im(\) = C, A es
monomorfismo pues tiene inverso izquierdo y por tanto es un isomorfismo
entre G y C'. Dicho esto, vemos que cada elemento de C', distinto de cero,
corresponde a una unica clase en G médulo A distinta de la clase del 1 por lo
que C esta determinado por un conjunto completo de representantes médulo
A (se dice en este caso que C' es un transversal de A en F). Ahora, cada
y € F se puede escribir como

y=y—Ar(y) + Ar(y)

donde es claro que y — A(y) € Ker(m) = Ay A(y) € Im(\) = C lo cual
muestra que £ = A + C'. Por tltimo, si z € A entonces w(z) =1y six € C
entonces x = A(g) para algin g € G por lo que 7(x) = m(A(g)) = g, asi, si

x € AN C vemos que x = A(1) y, dado que A es morfismo, A\(1) = 0, por lo
tanto x = 0, ésto quiere decir que AN C = {0}.

Reciprocamente, supongamos que cada x € E se puede escribir de manera
Unica como r = a+ccona € Ay c € C, sabemos que 7 es epimorfismo,
entonces, la restriccién 7 |¢ también lo es, més atn, 7 |¢ es isomorfismo, por
lo cual basta definir A : G — F como A := (7 |¢)"!. =

Definiciéon. 2.1.8 Sea 0 A—>E-">@G 1 una extension.
Un levantamiento es una funcion A\ : G — FE que cumple mA = idg vy

Ale) =0

Lema. 2.1.9 Una extension se escinde si y solo si existe un levantamiento
que es un homomorfismo. m

Teorema 2.1.10 Una extension () A—>E-">G 1 se escinde
sty solo si existe un levantamiento \ tal que la funcion ¢ : E — A X G

definida por a + A\v+—— (a,x) es un isomorfismo.
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Demostracion. Supongamos que se tiene una extension

0—=A—'>F-"@ 1

y que dicha extensién se escinde. La existencia del levantamiento A esté garan-
tizada por el lema anterior, mas atin, A es un homomorfismo. Nétese que ¢
es morfismo pues:

(a+Xx)+ (@ +Xy)=a+Xex+d — A+ X+ Ny
a+ (Ar+ad —A\x)+ e+ Xy
= a+ xd + May)

Por lo cual, se tiene que:

o((a+ Az) + (' + \y)) = (a+ zad" + A(zy))
= (a + zd', zy)
= (a,2) + (d',y)
= p(a+ Az) + p(a’ + \y)

Por 1ltimo, el Teorema 2.1.7 dice que la expresion de los elementos e € E
como e = a + Az es Unica, de lo cual se sigue que ¢ esta bien definida y es
biyectiva, por lo tanto es un isomorfismo.

Reciprocamente, definase \' : G — A x G como z — (0,x) y obsérvese
que X\ es morfismo, ademds, \' = o\ y como ¢ es isomorfismo por hipdtesis
entonces A = ¢ ')\ es un homomorfismo, asi, por el Lema 2.1.9 la extensién
se escinde. m

Los Teoremas 2.1.7 y 2.1.10 explican el por qué llamamos a A x G producto
semidirecto; lo primero es que el complemento de A, Im(\) = C, no nece-
sariamente es Unico, también, para que A X G = F sea un producto directo
requiere, ademas de ¥ = A+ C y ANC = 0, que tanto A como C' sean
normales en F lo cual sélo podemos garantizar para A.

Para poder resolver el problema de la extensién en su forma general, con-
siderese la siguiente situacion. Supongamos que se tiene una extension de A
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por G ( A—>pg-">@G 1 y un levantamiento A : G — FE (A no
necesariamente es un homomorfismo), por un argumento similar al del Teore-
ma 2.1.7 tenemos que Im(\) es un transversal de A en E. Dado que A(1) =0
entonces, cada elemento de F puede ser expresado de manera tnica como
a + Az, por lo cual, caracterizar al grupo FE significa decir como se suman
sus elementos, para esto, primero noétese que Axy y Az + Ay representan la
misma clase médulo A pues se tiene que:

7(Az 4+ Ay — Azy) = 7(Ax + \y)m(—Azy)
= m(Az)m(Ay))(mAzy)~"

= zy(zy) ™!
=1

Lo anterior quiere decir que A\x + \y — Axy € A, asi, (Az + \y) — Azy = a
para algin a € A por lo cual tenemos que (Ax + A\y) = a + A\zry. Ahora, para
definir la suma en E pedimos que (@ + Ax) + (¢’ + A\y) = a” + Az, para algin
a” € Ay algin Az € Im()), entonces:

(a+Az)+(d+ X y) =a+Ax+d — A+ e+ y =
(a+Xx+d —dx)+ Xz + Xy = (a+ A x+d — v +a)+ vy

Asi, haciendo a” = a + Az + d' — Az — a y Az = Azy hemos obtenido
la suma en FE, obsérvese que el elemento a da cuenta de la relacion entre
AMzy) y Axr + Ay al definir la suma en F, mdas aun, a estd determinado por
la diferencia A\x + Ay — A\zy; si denotamos a a como f(z,y) ya que depende
de x y y entonces, esto nos determina una funcién f : G x G — A. Estas
funciones seran la herramienta que nos permitira dar respuesta al problema
de la extension pues dado un grupo E, al saber cémo son sus elementos,
habremos de recurrir a dichas funciones para dar la operacién en FE.

Definicién. 2.1.11 Dado un levantamiento A : G — E. A la funcion
f:GxG— A definida por f(x,y) = Az + Ay — Azy) se le llama con-
gunto factor.

Es evidente que los conjuntos factor estan dados en términos de levantamien-
tos. Nétese que, cuando una sucesion se escinde, tenemos un levantamiento
que también es homomorfismo y el conjunto factor asociado a éste es la fun-
cion cero.
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Teorema 2.1.12 Sea A un G-maodulo. Una funcion f: G x G — A es un
conjunto factor si y solo si cumple, para todo x,y,z € G:

i) fla,1) =0= f(1L,x)
it) 2f(y,2) = fzy, z) + f(x,y2) = f(z,y) = 0

Supongamos que la funcién f : G x G — A es un conjunto factor. Entonces
flz, 1) =Xz + A1l — A(1lz) = Az + 0 — Az = 0.
Anélogamente se prueba que f(1,z) = 0 lo cual demuestra 7). Ahora:
vf(y,z) — flxy,2) + fz,yz) — f(z,y) =
r(Ay+Az—Ayz) — (Azy+ Az —Aryz) + (Ae+Ayz — Azyz) — (Az+ Ay — \ay) =

todos estos términos son elementos de A y, dado que A es abeliano, podemos
conmutar los dos términos de en medio y nos queda:

r(Ay+ Az —Ayz) + Az + Ayz — Azyz) — (Azy + Az — Azyz) — Az + Ay — Azy)

el primero de estos términos es de la forma xa y sabemos que xa = Ax+a— Az
por lo cual tenemos

A+ ( Ay + Az — \yz) — Az + (A\x + Ayz — Azyz) — (Azy + Az — Azyz) —
(Ax 4+ Ay — Axy)

esto, después de conmutar los dos ultimos términos y cancelar usando la
asociatividad de la suma en F, nos queda

A+ Ay + Az — Azyz — A — Ay — Az + Azyz =
A+ Ay + Az — dxyz — Az + Ay + Az — dzyz) =0

lo cual prueba i7).

Reciprocamente, supongamos que tenemos una funciéon f : G x G — A que
cumple con 7) y 7). Debemos construir una extension de A por G y escoger
un levantamiento A de tal manera que f satisfaga f(z,y) = A\x + Ay — A\(xy).
Sea A un G-médulo y consideremos A X G el conjunto de parejas ordenadas
donde la suma se define como:

(a,2) + (d',y) = (a+za' + f(z,y), 7y) (2.1)

Esta operacién es asociativa y tiene por elemento neutro a (0,1) y como
inverso de (a,7) a (—a~ta — 2z~ f(x,271),2z71), por tanto, F = A x G es un
grupo y A < A X G. Definase:
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T B — G
(a,x)—x

claramente 7 es un epimorfismo cuyo ntcleo es el conjunto {(a,1) | a € A} el
cual identificamos con A mediante la inclusién, asi, obtenemos una sucesion

0 A—>pFp-"-@G 1.

Si A : G — FE es un levantamiento cualquiera veamos que A realiza los
operadores, dado x € G, Az = (d/, x) para algin o’ € A, asf:

Az + (a,1) = Az = (d',x) + (a,1) — (', x)
(' +za+ f(x,1),2) + (—2z'd — 2 f(z,2Y), 27 ")
= (d +xa+a[—r'd — o flz, )]+ flo,z7h), 1)
(
(

d +za—d - flz,27") + fz,27"),1)

Dado que en la sucesién anterior identificamos a A con la imagen de la
inclusion ¢, lo anterior nos dice que za = A\x + a — Az, es decir, A realiza los
operadores de dicha sucesion. Por dltimo debemos ver que f es el conjunto
factor determinado por algin levantamiento, si definimos N:G— E por
Az = (0,z) entonces:

)\x—i-)\y )\xy ,x)+ (0,y) — (0, zy)

z,y),zy) + (—(zy) " flzy, (xy) "), (zy) ")

z,y) + xy[—(xy) " 2y, (zy) )] + fay, (zy) ™), 1)

z,y) — f(ay, (xy)™") + flay, (zy) ' 1)
Y)

(0
= (f
= (f
= (f
= (f(z,9),1)

(
(
(
(z,

recordando que Az + /\y — )xxy € A, esto quiere decir que f(r,y) = Az +
)\y — /\xy, es decir, f(z,y) + )\xy =z + )\y, dicho de otra manera, f es el
conjunto factor determinado por este levantamiento. m

Teorema 2.1.13 Sea A un G-mddulo y 0 A—>F-">@G 1 una
extension. Si f : G x G — A es un conjunto factor determinado por un
levantamiento X\, entonces la funcion:
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n:E—AxG
e=a+ A\t — (a,z)
es un isomorfismo. Donde la operacion en AX G estd definida como en (2.1).

Demostracion. Sea \ : G — FE un levantamiento, éste determina un
conjunto factor f : G x G — A dado por Ax+ Ay = f(z,y) + Azy. Sabemos
que cada elemento e € E tiene una expresion unica e = a + A\r con a € A
y x € G, la unicidad de dicha expresiéon implica que la funcién 7 esta bien
definida y es biyectiva. Por ultimo se tiene que:

na+ A +b+ Ay) =nla+ Ax +b— Az + Az + \y)
= n(a+ xb+ \x + \y)
=n(a+xb+ f(z,y) + \zry)
= (a+zb+ f(z,y), 2y)
= (a,x) + (b,y) (por def. de suma en A x G)
= n(a+ Ax) +n(b+ \y)

lo cual demuestra que 7 es un morfismo. m

Este tltimo resultado describe a las extensiones de A por GG, nétese que los
grupos E estan determinados (salvo isomorfismo) en términos de los conjun-
tos factor.

2.2. Extensiones equivalentes

Hemos visto que al tomar un levantamiento A de este se deriva un conjunto
factor, dicho conjunto factor caracteriza la suma en F, la siguiente pregunta
es: jqué sucede con el conjunto factor al considerar un levantamiento, N,
distinto?, de esto hablan los siguientes resultados.

Definicién. 2.2.1 Z%(G, A) es el grupo abeliano de los conjuntos factor bajo
la adicion puntual.

Respecto de este grupo, es importante aclarar quién es el neutro y quién
el inverso. Dados dos conjuntos factor, f y f’, su suma esté definida como:
(f+f)(x,y) = f(x,y)+ f(x,y) entonces, el neutro aditivo serd un elemento
que cumpla:
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(f+ f)(x,y) = f(z,y) para todo (z,y) € G x G

sabemos que f(z,y) = Az+Ay—Azy y f'(x,y) = N+ Ny— Nzxy, al sustituir
esto, queremos saber en qué caso la siguiente igualdad es valida

Ar 4+ Ay — ey + N+ Ny — Naoy = e+ \y — Axy

lo anterior es vélido si y sélo si Nax + Ny — Ny = 0, es decir, si y sélo si
Nz + Ny = Ny para todo z,y € G lo cual sélo ocurre cuando consideramos
a = A x G, el producto semidirecto. En otras palabras, el neutro aditivo
de Z%(G, A) es el conjunto factor asociado al producto semidirecto de A por
GG. Ahora, el inverso aditivo debe ser un conjunto factor que cumpla:

(f+ f)(x,y) =0 para todo (z,y) € G x G

observando que tanto f(x,y) como f'(x,y) estdn en A, queda claro que el
inverso de f en Z2(G, A) queda determinado por el inverso de f(z,y) en A,
es decir, — f(x,y) = —(A\x + Ay — Azy) lo cual evidentemente también es un
conjunto factor.

Teorema 2.2.2 Sea () A—t>p-T"sq 1 una extension y sean A
y N dos levantamientos. Si f y f' son los conjuntos factor asociados a X\ y
X' respectivamente entonces, existe una funcion:

d:G— A
que satisface:

i)d(1) =0
i) f'(z,y) — f(x,y) = zd(y) — d(zy) + d(z) para todo x,y € G

Demostracion. Para dar la funcién d, primero nétese que para cualquier

x € G, Ax y Nz estan en la misma clase de equivalencia de G (médulo A)
por lo que existe a € A tal que a = Ax — X'z entonces, definimos:

d:-G— A

d(x) =Nz — A\
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Dado que A\(1) = (1) = 0 se tiene d(1) = 0 lo cual prueba 7). Para probar
i1) tenemos:
Ne+Ny=Ne— D e+ e+ Ny— A y+\y
x) + Ax +d(y) + Ay
)+ Az +d(y) — A\x) + Az + Ay
)+ xd(y) + Az + Ay
)+ 2d(y) + £z, ) + Aoy
) + zd(y) + f(z,y) + Azy — Nay + Nay
() +zd(y) + f(z,y) — d(zy) + Ny
Todos los términos del lado derecho estan en A el cual es abeliano, conmu-
tando y restando nos queda:

Ne+ Ny — Noy — f(z,y) =d(x) + zd(y) — d(zy)

esto ultimo es:

xz

=d(
(
(x
(
(

X

d
d
d
d
d

f'(x,y) = flo,y) = d(z) + zd(y) — d(zy)

Definicién. 2.2.3 B*(G, A) es el conjunto de todas las funciones
f:GxG— A
para las que existe una funcion d : G — A con d(1) = 0 tal que:

f(z,y) = xd(y) — d(zy) + d(x)

A los elementos de B*(G, A) se les llama cofronteras.
Proposicién. 2.2.4 B?*(G, A) es un subgrupo de Z*(G, A).

Demostracién. Sean f, f' € B?> y d,d : G — A las funciones de la
Definicién 2.2.3 asociadas a f y [’ respectivamente. Para f + f’ tomamos
d:G — Acomod(x) =d(z)+d(z)y tenemos que d(1) = d(1)+d'(1) = 0,

ademas es tal que:

(f"—f/)(xay):f(x:y)—’_f/( )
= zd(y) — d(zy) + d(z) + zd'(y) — d'(zy) + d'(z)
= z(d(y) + d'(y)) — (d(zy) + d'(zy)) + d(z) + d'(z)
= ad(y) + d(zy) + d(z)
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por lo cual, B? es cerrado bajo la suma. El Teorema 2.1.12 da una caracter-
izacién de los conjuntos factor, asi, basta verificar que si f € B%:

i)f(1,2z) =0= f(x,1) para todo z € G

f(l,z) = 1d(z) — d(z) + d(1) = d(x) — d(z) + 0 = 0, de manera anéloga se
muestra que f(z,1) =0

i)z f(y, 2) — fzy,2) + f(z,y2) — f(z,y) =0

tenemos que:

a:f(y,z) - f(Iy,Z) + f(l’,yZ) - f(x,y) -

x(yd(z) — d(yz) + d(y)) — (zyd(2) — d(zyz) + d(zy)) + (zd(yz) — d(zyz) +
d(x)) — (2d(y) - d(xy) + d(x))

todos estos términos estan en A, asi que podemos conmutar y nos queda:
ryd(z) — xyd(2) + zd(yz) — xd(yz) + zd(y) — zd(y) + d(zyz) — dxyz) +
d(zy) — d(zy) +d(xz) — d(xz) =0

Por lo tanto los elementos de B? son conjuntos factor. Sélo resta observar
que para el neutro aditivo, el cual corresponde al conjunto factor asociado al
producto semidirecto de A por G, tomamos la funcién d : G — A tal que
d(z) = 0 para todo x € G con lo cual se cumplen i) y i), asi, B%(G, A) es
subgrupo de Z%(G, A). m

Definicién. 2.2.5 Tomando en cuenta el resultado anterior, tiene sentido
el cociente: e(G, A) = Z*(G, A)/B*(G, A).

En resumen, dada una extensién ( A—>~F-">q 1, al tomar
dos levantamientos A y X, esencialmente definen el mismo conjunto factor en
el sentido de que representan al mismo elemento en e(G, A).

Corolario. 2.2.6 Dos conjuntos factor de una extension, derivados de lev-
antamientos distintos, determinan el mismo elemento de e(G,A). m

Este ultimo resultado nos conduce a la siguiente relacién de equivalencia.

Definicién. 2.2.7 Dadas dos extensiones () A E G 1
y 0 A E—G 1 decimos que son equjvalentes st existen
conguntos factor f y f de cada una de ellas tal que f — f € B*(G, A).

De lo anterior concluimos que el conjunto factor asociado a una extensién no
depende del levantamiento que escojamos. Por otro lado, el siguiente teorema
nos aclara qué sucede con dos extensiones equivalentes al tomar conjuntos
factor distintos.
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Teorema 2.2.8 Tomemos dos extensiones equivalentes:

0 A E G 1y0 A E’ G 1 es decir,
existen conjuntos factor f y f asociados a ellas respectivamente tales que
f—f € B%G,A). Si f' y f' son otros dos conjuntos factor asociados a
dichas extensiones, entonces f' — f' € B*(G, A).

Demostracion. Por hipétesis f — f € B%(G, A), sabemos que existe d :
G— Atalqued(l) =0y

f(z,y) = fla,y) = xd(y) — d(zy) + d(z) para todo z,y € G (1)

También, por el Teorema 2.2.2, sabemos que para fy f’ existe g : G — A
con g(1)=0y

fly) = [z, y) = zg(y) — g(xy) + g(x) para todo z,y € G (2)
igualmente, para f y f', existe h : G — A tal que h(1) =0y
fz,y) = f'(z,y) = h(y) — h(zy) + h(z) para todo z,y € G (3)

Ahora, segn la definicién de B?, debemos dar una funcién d’' : G — A tal
que, d'(1) =0y f'(z,y) — f'(z,y) = 2d'(y) — d'(xy) + d'(x), para ello, basta
observar que podemos escribir la diferencia f’ — f’ como

fllay) = fllay) = floy) = fey) = {f(zy) = fle,n)}+ fle,y) - fz,y)
considerando (1), (2) v (3), resulta natural definir
d'(z) = (h— g+ d)(z)
Por tltimo tenemos:
i)d'(1) = (h — g +d)(1) = h(1) — g(1) +d(1) =0
W) f' (@, y)=f(2,y) = fla,y)=F(29)~{f(2.y) = f(@,9)}+f (2, 9)—f(,9)
= zh(y) — h(zy) + h(z) — {zg(y) — g(zy) + g(2)} + zd(y) — d(zy) + d(z)
= zh(y) — h(zy) + h(z) — zg(y) + g(zy) — 9(x) + 2d(y) — d(zy) + d(z)
= zh(y) — zg(y) + zd(y) — Mzy) + g(zy) — d(zy) + h(z) — g(z) + d(z)

= x[h(y) — g(y) + d(y)] — {h(zy) — g(xy) + d(zy)} + h(z) — g(x) + d(z)
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= ad(y) — d'(zy) + d'(x)

Por lo tanto f' — f' € B*(G, A). m

Teorema 2.2.9 Dos extensiones de A por G () A—>F-">@G 1

¥y 0 A—F =@ 1 son equivalentes si y solo si existe un
morfismo ¢ : E — E’ tal que el siguiente diagrama conmuta:

Mas aun, todo morfismo @ que haga conmutar dicho diagrama es un isomor-
fismo.

Demostracion. Supongamos que las extensiones son equivalentes. De-
duciremos como debe ser el morfismo ¢. Sean A : G — Ey N : G — E’
dos levantamientos y consideremos el diagrama:

A/

Sean f y f’ los conjuntos factor asociados a A y X respectivamente. Por la
definicién de equivalencia de extensiones sabemos que existe h : G — A tal
que:

f(z,y) = f'(z,y) = zh(y) — h(zy) + h(z)

Cada elemento e € E se escribe de manera tinica como e = a+ Az con a € A
y € G, igualmente cada ¢’ € E’ se escribe como ¢/ = a + Nz, tomando
esto en cuenta resulta natural pensar en definir p(a + A\x) = a + Nz, nétese
que, definiendola asi, ¢ hace conmutar el diagrama. Para el primer cuadrado
recordemos que A1 = 0y N1 = 0, por lo que i(a) = a4+ 0 = a + Al
y i'(a) = a4+ 0 = a + N1; para el segundo cuadrado basta recordar que
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m(a+ \x) = x = 7'(a + Nx), todo esto garantiza la conmutatividad de los
siguientes cuadrados:

al—i>a—|—)\1 a4+ \pHr—x

a—=a+ N1 a+)\’xl7r,—>$

Soélo falta asegurar que ¢ es morfismo, es decir, queremos saber si la siguiente
igualdad es valida:

ola+ Ax +d + Ay) = pla+ Az) + p(a’ + \y) (1)

Sabemos que la suma en FE estd dada en términos del conjunto factor f
asociado a A (Teorema 2.1.12), es decir: a+Az+a'+ Ay = a+xd'+ f(x,y)+ vy
y analogamente para la suma en E’. Entonces el primer término de la igualdad
(1) es:

pla+ Az +ad +Ay) = pla+zd + f(z,y) + Azy) = a+zd + f(z,y) + Ny
y por otro lado, el segundo término de la igualdad nos queda:
pla+Az)+pld +Ay) =a+No+d +Ny=a+zd + f'(z,y) + Ny
Entonces, la igualdad (1) es valida si y sélo si:
a+zd + f(x,y) + Ney =a+xzd + f'(x,y) + Nay

y al cancelar a4 xa’ y Nxy, esto es equivalente a f(x,y) = f'(z,y). En otras
palabras, ¢ tal como fue definido, es morfismo si y sélo si f(z,y)— f'(x,y) =0
para todo x,y € G, sin embargo esto no siempre sucede y por tanto la
definicién que hemos dado de ¢ no sirve. Lo que si podemos garantizar es
que, por definicién de equivalencia de extensiones:

f(z,y) = f(2,y) = zh(y) — h(zy) + h(z)

Es de esta igualdad que nos valdremos para deducir la definicion correcta de
©; todos los términos de dicha igualdad estan en A y como A es abeliano
podemos conmutarlos de tal manera que nos quede:

h(zy) + f(z,y) = xh(y) + h(z) + f'(z,y)
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y sumando a + xa’ tenemos:
a+za + h(zy) + f(z,y) = a+xd + zh(y) + h(z) + f'(x,y)
= a+h(z) +2(d + h(y) + [(z,y)

recordando que z(a’ + h(y)) = Nax+ (' +h(y)) — Nx y que f'(z,y) + Naoy =
Nz + Ny, al sumar Nxy a ambos miembros de la igualdad obtenemos:

a+xd +h(zy)+ f(z,y)+ Ney = a+h(z)+ Ne+ ( +h(y)) = Ne+ N+ Ny
con lo que finalmente llegamos a la expresién:
a+zad + h(zy) + f(x,y) + Noy = (a + h(z) + Nz) + (a' + h(y) + N'y)

Al observar esta ultima igualdad, no es dificil convencerse de que la definicién
correcta de ¢ es:

pla+Ax) =a+ h(z) + Nz

donde h : G — A es tal que h(1) = 0 (Teorema 2.2.2). Los siguientes
cuadrados muestran que ¢ hace conmutar el diagrama, sélo obsérvese que
i'(a) =a+0=a+h(1)+ N1:

a%a—l—)\l a+ \p——>2

W e

a—> a+h(1)+N1  a+th(z)+Nz >
s

Es claro, por la construccion que se hizo, que ¢ es morfismo, mas atn, ¢ es
necesariamente un isomorfismo pues en el diagrama:

0—A—>F—">G—>1

A

0—>A—>FE —>G—=1

ambas sucesiones son exactas por definicién y tanto ¢d4 como idg son iso-
morfismos.

Ahora, supongamos que existe ¢ un morfismo que hace conmutar el diagra-
ma. Queremos ver que las sucesiones son equivalentes, es decir, que existen
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conjuntos factor f y f’, asociados respectivamente a dichas sucesiones, de
tal manera que f — f' € B*(G,A). Si A : G — E es un levantamiento que
determina al conjunto factor f y ' : G — FE’, a su vez, determina un con-
junto factor f’ entonces, por la conmutatividad del primer cuadrado, para

f(z,y) € A:

f(z,y) = ¢(f(z,y)) para todo z,y € G (x)

Por otro lado, obsérvese que pA(1) = p(0) =0y para toda x € G 7’p(Az) =
xr = idg(x), por lo cual p\ : G — E’ es un levantamiento; al aplicar ¢ a la
ecuacién que define al conjunto factor: Ax+Ay = f(z,y)+Azy y considerando
(%) obtenemos:

©Ar 4+ @Ay = f(x,y) + pAzy

por lo que el levantamiento o\ : G — E’ también define al conjunto factor
f, lo que significa que f es un conjunto factor asociado a la extensién

-/

0 At p—"sq 1

y como f’ es otro conjunto factor asociado a la misma extension, el Teorema
2.2.2 asegura que f— f' € B?(G, A), esto es, las extensiones son equivalentes.

Corolario 2.2.10 Sie(G, A) =0 entonces toda extension

0—=A—=E—">G—1
se escinde y E es un producto semidirecto.

Demostracion. Por definicién e(G, A) = Z%(G, A)/B%*(G, A),sie(G, A) = 0
entonces todos los conjuntos factor son, en particular, equivalentes al con-
junto factor asociado al producto semidirecto de A por G. Por el Teorema
anterior la extension dada es equivalente a la extension:

Por 1ultimo, sabemos que cuando E es un producto semidirecto la extension
se escinde. m



2.3. AUTOMORFISMOS QUE ESTABILIZAN UNA EXTENSION 47

2.3. Automorfismos que estabilizan una ex-
tension

En la relacion de equivalencia entre extensiones, definida en la seccién ante-
rior, la condicién que ¢ sea un isomorfismo es necesaria mas no suficiente. Es
esencial pedir la conmutatividad del diagrama tal como lo ilustra el siguiente
ejemplo.

Sean p un primo impar, A un grupo ciclico de orden p generado por a y E
un grupo ciclico de orden p? generado por z, definimos i : A — FE como
i(a) =px,i : A — E como i'(a) = 2px entonces se tiene el diagrama:

0 A—>E—"FE/i(A)—=0
|
ida @ lid
Y

0= A—>E—3 E/i(A) —>0

Nétese que i(A) = 7/(A) por lo cual podemos usar el mismo morfismo 7 en
ambas extensiones. Supongamos que ¢ : ' — FE es un automorfismo. La
conmutatividad del primer cuadrado dirfa que ¢(z) = 2z y la conmutativi-
dad del segundo cuadrado dice que w(z) = wp(x), es decir z + Im( i) =
2z + Im( i), es decir, x = i(na) para algin na € A con n < p, esto implica
que el orden de E es menor que p? lo cual es una contradiccion.

El ejemplo ilustra también que, en general, no podemos garantizar que to-
do automorfismo de E haga conmutar el diagrama; la pregunta que surge
entonces es: jqué debe cumplir un automorfismo ¢ para garantizar que el
diagrama conmuta?. Los siguientes resultados nos aclaran la situacién.

Definicién 2.3.1 Un automorfismo ¢ : E — FE estabiliza una extension

0 A——=FE—"+@G 1 si el siguiente diagrama conmuta:

i

0 A E—=G 1
’idA\L @i iidG
0—=A—+EFE-—"~G—1
El conjunto de automorfismos de E que estabilizan una extension dada, al

que denotamos por St(G, A), es un subgrupo de Aut(FE) donde la operacién
binaria es la composicién.
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Lema 2.3.2 Sea () A—>E-—">@G 1 una extension.
St A : G — E es un levantamiento, entonces, todo morfismo ¢ : E — E
que estabiliza a la extension es de la forma:

pla+ A\x) =a+d(z) + A\

donde d(z) € A es independiente del levantamiento.

Demostracion. Si ¢ : E — FE es un morfismo que estabiliza la extensién,
entonces hace conmutar el siguiente diagrama:

i

0 A E—=G——1

Z'dAl wl iidG
0 A——=FE—">G 1

Primero obsérvese que dado que ¢ estabiliza, si a € A, la comutatividad del
primer cuadrado nos dice que ¢(a) = a, también, por la conmutatividad del
segundo cuadrado, 7 = m. Si A : G — E es un levantamiento, sabemos que
todo elemento de F tiene una expresion unica de la forma a+ Az, donde a € A
yz € G; p(Ar) € E, por tanto, existea € Ay y € G tales que p(Ax) = a+\y;
nuestro interés es determinar quienes son a y A\y. Notese que, por la unicidad
de la expresion, a esta determinado de manera tinica por x, en otras palabras,
tenemos una funcién d : G — A, dada por d(x) = a, asi, para cada x € G,
o(Ar) = d(z) + Ay donde d(x) estd determinado univocamente. Por tltimo
veamos qué se puede decir de y. Si x € G, tenemos que:

r=m(Ar) =mp(Ax) =7(d(x)+ \y) =y

es decir, la expresion para ¢(Ax) sélo compromete a x, p(Ax) = d(x) + Az,
por lo que, si a + A\x € E, entonces:
ola+ Ax) =p(a) + p(Az) = a+d(x) + Az
Finalmente, sea \' : G — FE otro levantamiento tal que p(Nz) = d'(z)+ Nz
para algin d'(z) € A, entonces, como Nz € E, éste se escribe de manera
unica como Nz = a’ + Az, donde )\ es el primer levantamiento que tomamos;
de la expresion p(Nz) = d'(z) + N se sigue:
d(z) =pNz) — Nz

= p(d + X r) — Nz

=d+dx)+ e — Nz

=d(x)+ad + e — Nz
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sabemos que X'z = a’ + Az por lo que a’ + Az — Nz = 0, asi, d'(z) = d(z), es
decir, d(z) es independiente del levantamiento. m

Podemos ir mas alla al caracterizar los morfismos que estabilizan una ex-
tension. En el resultado anterior obtuvimos una funcién d : G — A al
determinar la expresion para ¢ y es de esperarse que la relacién que guarda
@ con dicha funcién sea mas profunda.

Corolario 2.3.3 Sea A—>p-"sq 1 una extension.

La funcion ¢ : E — E dado por ¢(a+Ax) = a+d(z)+Ax es un morfismo que
estabiliza la extension si y solo si, para todo x,y € G, la funciond : G — A
satisface:

d(zy) = d(z) + xd(y)

Demostracion. Supongamos que p(a + Az) = a+ d(x) + A\zx. Sabemos que
existe un conjunto factor f: G x G — A tal que \x + Ay = f(x,y) + Azy.
Asi, por un lado tenemos:

p(Az + Ay) = p(Az) + p(\y)
)+ Ax+d(y)+ Ay
)+ Ar+d(y) — Ax + Az + Ay
)
)

X

X

+2d(y) + Az + Ay
x) +zd(y) + f(z,y) + Avy

d(
d(
d(
d(

Por otro lado:
p(Ar + Ay) = p(f(2,y) + Azy)
= f(z,y) + d(zy) + Azy

Entonces, f(z,y) + d(zy) + Ay = d(x) + zd(y) + f(z,y) + Azy, al cancelar
A(zy), los términos restantes estan en A el cual es abeliano, asi, al conmutar
y cancelar f(z,y) tenemos:

d(zy) = d(z) + xd(y)

Reciprocamente, sea p(a + Ax) = a + d(z) + Az, donde d(z) satisface la
igualdad anterior, notemos que d(1) = d(1 % 1) = d(1) + 1d(1), por lo que
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d(1) = 0; el siguiente calculo muestra que ¢ es morfismo:

pla+Xz +a +y) = pla+ad + f(z,y) + Aay)
=a+xd + f(z,y) + d(zy) + \vy
= a+zd + f(r,y) +d(z) + zd(y) + \vy
= a+zd +d(z) + zd(y) + f(z,y) + Ay
= a+xad + xd(y) + d(z) + Mz + \y
=a+d(z)+z(d +d(y)) + e+ Ny
=a+dz)+ r+d+dy) — v+ A+ My
=a+d(x)+ I +d +dy)+ My
= pla+\z) + Ma' + \y)

Por otro lado, tenemos los siguientes cuadrados:

ar—'>q+ )\ a4+ \p——z

W] e

a+—— a+d(1)+A1 a+d(x)+Az —T
en otras palabras, ¢ hace conmutar el diagrama:

0—=A—'>F-">@ 1

2

0 A—F G 1

) ™

por lo tanto es un automorfismo que estabiliza la extension. m

Con esto hemos dado respuesta a la pregunta que inicié esta seccién, la
importancia de las funciones d : G — A que surgieron al caracterizar los
morfismo que estabilizan es tal que se les da un nombre especial.

Definicién 2.3.4 Una derivacion (u homomorfismo cruzado) es una fun-
cion d : G — A que cumple d(zy) = xd(y) + d(x).

El conjunto de las derivaciones, Der(A, (), es un grupo abeliano bajo la adi-
cién puntual. Si A es un G-mdédulo trivial, entonces Der(A, G) = Hom(A, G)
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pues en este caso d(zy) = d(y) + d(z). Lo que hemos visto entonces es que
cada automorfismo ¢ : E — F que estabiliza una extension determina una
derivaciéon d : G — A y reciprocamente, dada una derivacién d : G — A

y una extensién () A—E——@G 1, ésto determina determina
un automorfismo que estabiliza la extension.

i

Teorema 2.3.5 Sea ( A E—=@G 1 una extension.

La funcion

o:St(G,A) — Der(G, A)

Pr—=d
donde p(a + A\x) = a+ d(z) + Az, es un isomorfismo.

Demostracion. Los lemas anteriores dicen que si ¢ es un automorfismo que
estabiliza, entonces p(a + Az) = a + d(z) + Az, donde d es una derivacién
que no depende del levantamiento que consideremos por lo que o estd bien
definida, ahora, sean o, ¢’ € St(G, A), denotemos: o(¢' o) =d, o(p) =d y
o(¢') =d, de la definicién de ¢ y ¢’ tenemos:

d(x) = —a+ (¢ op)(a+Ar) —Ar = —a+ ¢'(a+d(x) + \v) — \v =

—a+a+dx)+d(x)+ e — e =d(x)+ d(x)

para todo x en GG, por tanto, o es morfismo.
Damos ahora el inverso de . Si d € Der(G, A) definimos ¢ : E — E como
o(a+ Ax) = a+ d(x) + A\x. Por el corolario 2.3.3 ¢ es un automorfismo que
estabiliza la extension, y asi la asignacién v : d — ¢ claramente es inversa
deo. m

De este resultado se desprende que St(G, A) es abeliano pues es isomorfo a
Der(G, A) el cual es abeliano.

Definicion 2.3.6 Una derivacion principal es una funcion dy : G — A
dada por do(x) = xag — ag, para algin ag € A. Denotamos al conjunto de las
derivaciones principales como PDer(G, A)

Noétese que PDer(G, A) es un subgrupo de Der(G, A) pues si dy es una
derivacion principal, entonces:
xdy(y) + do(x) = x(yap — ap) + zag — ag
= xYyag — Tag + Trag — Ao
= TYag — Qo
= do(zy)
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Definicién 2.3.7 Un automorfismo ¢ de E se llama automorfismo interior
si es la conjugacion por algin elemento de E, es decir, p(z) = ag + = — agp
para algin ag € E.

Con esto en mente, podemos caracterizar a aquellos automorfismos que esta-
bilizan una extensién y que tienen la particularidad de que estan dados por
una derivacién principal

Lema 2.3.8 Sea 0 A—>F-">@ 1 una extension y tomemos
A G — A un levantamiento.

v E — FE es un automorfismo interior que estabiliza a la extension si y
solo si en la definicion de p:

pla+ Ax) =a+d(z) + A\

se tiene que d es una derivacion principal, es decir, d(x) = xag — ag para
algin ag € A.

Demostracion. Si p : E — FE es un automorfismo interior que estabiliza la
extencion entonces, por el Lema 2.3.2, es de la forma p(a+Ax) = a+d(z)+ Az
y,por otro lado, el hecho de que sea interior nos dice que p(a + A\x) = ap +
a + \r — ag, para algin ag € A. Pero obsérvese que:

apgta+Ax—ay=a+a+AXr—ag— Ax+I\r =ag+a—zag+ Az
de lo cual tenemos:
a+d(x)+ A = a9+ a—xay+ Az

y por lo tanto, al cancelar a y Az obtenemos d(x) = ag—zaq. Reciprocamente,
si p(a+Ax) = a+zag—ag+ Az entonces, para cada = hacemos d(z) = xag—ag
lo cual es una derivacién principal, con esto ¢ toma la forma: p(a + A\z) =
a+ d(z) + Ax y por el Corolario 2.3.3 ¢ es un automorfismo que estabiliza;
por ultimo, ¢ es la conjugacién por —aq pues:

—ap+ (a+ A z)+ap = —ap+a+Ax+ay— v+ Mz
—ap + a+ zag + Az

a+ xag — ag + \x

= p(a+ A\x)
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lo cual quiere decir que ¢ es un automorfismo interior. m

Denotemos como Inn(G, A) al conjunto de automorfismos interiores que es-
tabilizan. Es claro que Inn(G, A) es un subgrupo de St(G, A). Recordando
que St(G, A) es abeliano tiene sentido tomar el cociente.

Definicién 2.3.9 Stab(G, A) = St(G, A)/Inn(G, A).
Teorema 2.3.10 Stab(G, A) = Der(G, A)/PDer(G, A).

Demostracion. Basta probar que o(Inn(G, A)) = PDer(G, A) donde o es
el isomorfismo del Teorema 2.3.5. Si ¢ € Inn(G, A), por el lema anterior,
ola+ Ax) = a+ xag — ag + Az, luego o(p) = d con d(z) = xag — ag, es decir,
o(p) es una derivacién principal lo cual muestra que o(y) € PDer(G, A).
Por otro lado, si dy € PDer(A,G), tomando ¢y : E — E definido por
wola+ Ax) = a+ do(x) + Az, nuevamente, por el lema anterior sabemos que
wo € Inn(G,A) y dy =0(pg). ®

Teorema 2.3.11 Sea E un producto semidirecto de A por G y sean C, C'
complementos de A en E. Si Stab(G,A) = {0} entonces C' y C" son conju-
gados.

Demostracion. Consideremos la extensién:

00— A—>F-">@ 1

Dado que E es un producto semidirecto, por el Lema 2.1.9 existen levan-
tamientos A y A que ademds son homomorfismos tales que Im(\) = C'y
Im(N') = C’. Sabemos que los conjuntos factor f y f’' asociados a dichos
levantamientos respectivamente, son identicamente cero, asi, f — f' = 0; por
el Teorema 2.2.2, existe d : G — A, dada por d(z) = Nz — Az, tal que

0= f(z,y) — f'(z,y) = zd(y) — d(zy) + d(x) para todo z,y € G.

por lo que d(zy) = zd(y) + d(z), es decir, d es una derivacién. Por hipétesis
Stab(G, A) = {0} y por tanto, todas las derivaciones son principales por lo
que existe ag € A tal que d(z) = zag — ag. Como d(z) = Nz — Az tenemos
xag — ag = Ax — Nz y al despejar Az nos queda:

At =xag— a9+ Ne = —ag+ (N +ap — Ne)+ Noe = —ag+ Na + ap
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o equivalentemente Nz = ag+ Az —ag. Como Im(A) = C'y Im(XN') = C" esto
quiere decir que C” es la conjugacién de C' por ag. m

Finalizamos este capitulo dando una caracterizacién del grupo Der(G, A).
Notemos que si @ : A — A’ es un morfismo de G-médulos y d : G — A
es una derivacion entonces, ad : G — A’ es nuevamente una derivacién
pues (ad)(zy) = a(d(zry)) = a(zd(y) + d(z)) = zad(y) + ad(x). Con es-
to, Der(G,—) : gMod — Ab se convierte en un funtor, definido en
objetos A € sMod como Der(G,A) y en morfismos o : A — A’ como
Der(G,«a) = ad, donde d : G — A es una derivacién. Usaremos la notacién
Der(G,a) = a.

La funcién ¢ : G — Z, ¥(x) = 1 para todo = € G induce, por la propiedad
universal del anillo de grupo, un morfismo:

£:2G — 7
dSompr Y my

llamado morfismo de aumentacién con Ker(e) = G un ideal bilateral de ZG
llamado ideal de aumentacion.

Lema 2.3.12 Como grupo abeliano, el ideal de aumentacion, G = Ker(e),
es libre con base {x — 1 |x € Gy x # 15}.

Demostracion. Un elemento a = Y m,x € Ker(e) siy sélo si Y m, = 0.
Entonces:

a=a—0=a—O_my)lec=> mx— (> my)leg=> m.(zv—15)

por lo que Ker(e) estd generadopor {z — 1 |z € G y x # 15}. Ahora supong-
amos que Y mg(z — 15) = 0 entonces:

0=> m.(z—1g) =D mez — (D m.)lg

esto es una combinacién de elementos de G pero, como grupo abeliano, ZG
es libre con base G, por lo que cada m, = 0. m

Teorema 2.3.13 Los morfismos t, : Homg(G, A) — Der(G, A), definidos
por t,(f) = d donde d(x) = f(x — 1), constituyen una equivalencia natural
de funtores.
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Demostracion. Primero nétese que si f € Hom (G, A) entonces t,(f) = d
es una derivacion pues:

d(zy) = fley — 1) = fey) + f(=1) = flay —ov + 2 — 1) =
flay—z)+ flx—1)=af(y— 1)+ f(z — 1) = 2d(y) + d(=)

Sean f, f' € Homg(G, A), haciendo t,(f + f) = d, t.(f) = d y t.(f") =
tenemos:

dx)=(f+f)x—1)=flx—1)+ f'(x —1) = d(x) +d'(z) para todo z € G

por tanto t, es morfismo.

Ahora construimos la inversa de ¢,. Sea d € Der(G, A) definimos

f:g— A
flz—1) =d(z)
estamos definiendo a f sobre los elementos de la base de G por lo cual esta bi-
en definido y es un morfismo de G-mdédulos pues nétese que, si z € G, pode-
mos escribir z(r — 1) =zx —z=zx—1+1—2= (22 —1)— (2 — 1) por lo
que:

f(z(z = 1))

fl(zz =1) = (2 =1))
flzz =1) = f(z=1)
d(zx) — d(z)

y aplicando la igualdad d(zz) = zd(z) + d(z) tenemos:

d(zz) —d(z) = zd(z) + d(z) — d(x) = zd(x) = 2(f(z — 1))

definiendo s, : Der(G,A) — Hom(G, A) por s,(d) = f donde f(z — 1) =
d(x) hemos dado la inversa de t,. Por tltimo debemos ver que sia : A — B
es un morfismo de G-médulos entonces el siguiente diagrama conmuta:

Hom(G, A) a4 Der(G, A)

Hom(G, B) TDer(G, B)

donde a.(f) = af y @(d) = ad. Sea f € Hom(G, A), por un lado tenemos:
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ts(a.(f)) = ts(af) = d con d € Der(G, B)

donde d, la derivacion asociada al morfismo «a.f, esta definida como:

d(z) = (af)(xr —1) = a(f(z — 1)) para todo x € G
por otro lado:
(@t.)(f) = a(ta(f)) = ald) = ad

sabemos que ad es nuevamente una derivacion donde d, la derivacién asociada
al morfismo f via t,, estd definida como d(x) = f(z — 1) para todo » € G
por lo que ad(x) = a(f(x — 1)) = d(x), esto muestra que tzo, = at,. B



Capitulo 3

Grupos de Cohomologia

3.1. Definicion de cohomologia

Nuestro objetivo aqui es describir los grupos de cohomologia en términos
de los grupos obtenidos en el capitulo anterior. Con esto daremos una in-
terpretacién de los grupos de cohomologia de dimensiones bajas y asi se
hara mas tangible la definicién de dichos grupos. Sean F{, el G-moédulo libre
generado por un conjunto con un tnico elemento al que denotamos como | ]
y, paran > 1, F,, el G-médulo libre con base G™ el producto cartesiano de n
copias de GG, denotemos a los elementos de la base G™ como [x1,Za, ..., Tp)
y considerese la siguiente sucesion:

donde:

d3[x7y7 Z] = ZL’[y,Z] - [:Eya Z] + [ZL‘,yZ} - [ZL‘,y]
dofz, y) = xly] — [wy] + [2]
dy[z] = x[ ] =[]

Obsérvese que Fy = Z(G. Sabemos que dado un R-mddulo libre F' con base
X y una funcién f : X — A, con A un R-médulo, podemos extender f a
un unico morfismo f : F — A. Cada d; esta definido sobre elementos de la

57



58 CAPITULO 3. GRUPOS DE COHOMOLOGIA

base de F; por lo que puede extenderse a un morfismo de G-mdédulos. Ahora,
comparese ésto con las férmulas que obtuvimos en el capitulo anterior:

Conjuntos factor : xf(x,z) — f(zy,2) + f(x,yz) — f(z,y) =0
Cofronteras : xh(y) — h(xy) + h(x) = (x Y)
Derivaciones : zd(y) — d(zy) + d(x) =

)
Derivaciones principales : xag — ag = d(x)
Se hace evidente la semejanza entre las funciones de esta lista y los morfismos
d; de la sucesion anterior. Notese que, por ejemplo, los conjuntos factor son
funciones de G x GG en A y el morfismo ds van de F3 en F5, considerando esto,
si aplicamos el funtor contravariante Hom(—, A) a la sucesién (1), donde A

es un G-médulo, esto nos induce otra sucesion:

Home (Fs, A) <2 Homg(Fy, A) <2 Homg(Fy, A) <2 Homg (Fo, A)

Ahora, para ilustrar la situacion, identifiquemos los elementos de Ker(ds™).
Sea f € Homg(Fy, A); f € Ker(ds™) siy solo si di(f) = 0, es decir, f €
Ker(ds®) siy sélosi fds = dj(a) = 0, esto es:

0= fdg[l',y,Z] = f(x[y,z] - [.I'y,Z] + [iL‘,yZ] - [l‘,@/]) =
xf[yv Z] - f[&?y,Z} + f[:c,yz] - f[xay]

Identifiquemos los elementos de Im(d}). Sea g € Im(dy), g : Fo — A,
entonces existe h € Homg(F, A) tal que di(h) = hdy = g, esto es, existe h
tal que:

glw,y] = hda[z,y] = h(zly] — [zy] + [x]) = zh[y] — hlzy] + hlz]

Recordando la definicién de e(G, A) estamos tentados a pensar que es iso-
morfo a Ker(ds*)/Im(ds;) (por su parte, este cociente nos debe recordar la
definicién de Ext™). En resumen, la idea aqui expuesta es que, para dar
una descripcién de los grupos de cohomologia en términos de los grupos del
capitulo anterior, debemos construir una resolucién libre de Z a la cual le
aplicamos el funtor Hom(—, A) para asi obtener la lista anterior de férmu-
las. Asi, planteamos el primer resultado de este capitulo, si recordamos el
morfismo de aumentacién € : ZG — 7Z entonces, la primera sucesién que
dimos queda:

ds da dq

F3 Fy F Fy,—=7
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donde €[ | = 1.

Lema 3.1.1 En la sucesion de G-modulos

se tiene que Im(dy) C Ker(dy) y Im(ds) C Ker(dy) donde cada d; (i =
1,2,3) y € estdn definidos en la base de F; por:

d3[z,y, 2] = xly, 2] — [y, 2] + [z, y2] — [2, 9],
o[, y] = 2[y] — [zy] + [7]
difz] = 2[ ] - [],
e[]=1

(Tal sucesion es el inicio de una resolucion G-libre de Z al que consideramos
como G-mdédulo trivial)

Demostracion. Mas adelante (Proposicion 3.4.4) se completara esta resolu-
cién de Z y se probara su exactitud. Si da|z,y] € Im(ds) entonces al aplicar
dy resulta:

dvdy [z, y] = dy(xly] — [ey] = [2]) = zdly] — dalwy] + di[a] =
ry—1) —(ey—1+(x-1)=0
Esto prueba que Im(dy) € Ker(dy). Ahora, si ds[z,y, z] € Im(ds), aplican-

dole dy nos da:

dodsz, y, 2] = da(zly, 2] — [zy, 2] + [2,y2] — [z, 9])
= xdsly, z] — dalzy, 2| + dofz, y2| — dafz, Y]
[

= z(ylz] — [y2] + [2]) — (zylz] — [vy2] + [2])
+xlyz] — [zy2] + [yz] — (z[y] — [zy] + [2])
= zylz] — xlyz] + x[z] — wylz] + [zyz] — [2]

+xlyz] — [zyz] + [yz] — 2[y] + [zy] — [2]
=0

lo cual muestra que Im(ds) C Ker(ds).
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3.2. HG,A)

La discusion de la seccion anterior sugiere de manera natural la siguiente
definicién.

Definicion 3.2.1 Sean G un grupo y A un G-mddulo. Definimos el n-ésimo
grupo de cohomologia de G con coeficientes en A como:

H"(G,A) = Ext} (Z, A)
donde 7, es considerado como un G-modulo trivial.

Nuestro deseo es identificar los grupos de cohomologia, H™(G, A), en relacién
con lo hecho en el capitulo anterior. Empezaremos por identificar al grupo
H°(G, A) que por definicién es H°(G,A) = Ext%,;(Z, A). Por el Teorema
1.5.8, sabemos que Ext’,;(Z, A) = Homg(Z, A); considérese el submédulo
de puntos fijos de A bajo la accién de G:

A% ={a€ A|ra=aVz G}

si f: A — B es un morfismo de G-médulos y a € A% entonces f(a) =
f(za) = xf(a), es decir, f(a) € B¢ con lo cual tenemos un funtor:

Definicién 3.2.2 Fiz%(—): ¢Mod —cMod es un funtor llamado funtor
de puntos fijos, definido en objetos A en gMod como Fiz®(A) = A% y en
morfismos f : A — B como Fiz®(f) = f |ac

Ahora estamos en posibilidades de identificar a H°(G, A). Necesitaremos el
siguiente lema técnico. Sabemos que en general, para un anillo R cualquiera,
Hompg(A, B) no siempre es un mddulo pero cuando R = ZG la situacién
cambia pues Homg(A, B) adquiere estructura de G-médulo.

Lema 3.2.3 Sean G un grupo y A, B G-mddulos. Homy(A, B) se con-

vierte en G-modulo definiendo la accion de un elemento g € G sobre p €
Homy (A, B) como:

(9-9)(a) = gp(g~"a)
Mds atin, Fiz®(Homgz(A, B)) = Homg(A, B).

Demostracion. Primero notemos que g - ¢ € Homz(A, B) pues si a,b € A
y sia € Z:
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(g-0)(a+b) =gp(g~ (a+b)) = gp(g~"a) + gp(g~'b) = (g-¢)(a) + (g-¢)(b)

y

(9-¢)(aa) = gp(g~"(aa)) = gp(a(ga)) = gap(g—'a) = agp(g'a) =

a(g - ¢)(a)
Por otro lado, si g, ¢ € G veamos que g- (¢' - ¢) = (9¢') - ¢. Sea a € A:

((99') - ¢)(a) = gg'0((99") 'a) = gg'¢(g' g a)

usando que ¢’ - ¢ € Homg(A, B), al calcular (¢g- (¢' - ¢))(a) tenemos:

(9- (9" -9))(a) =gllg" - ) g a)] = glg'v(g 97 a)] = gg'0(g g a)

por tltimo, es evidente que g(yp + ¢') = gp + g¢'.

Para mostrar que Fiz®(Homgz(A, B)) = Homg(A, B) debemos probar que
f € Homgz(A, B) es un morfismo de G-médulos si y sélo si, para todo g € G,
g-f=f. Sean f € Homyz(A,B), a € Ay g € G. Supongamos que f es un
morfismo de G-médulos entonces, (g - f)(a) = gf(g a) = f(gg~'a) = f(a).
Inversamente, supongamos que f € Homgz(A, B) es tal que g- f = f entonces,
gf(a) = gf(g1ga), con fines de claridad hagamos b = ga, lo anterior queda

como gf(g7'b) = (g- )(b) = f(b) = f(ga), por lo tanto, gf(a) = f(ga). m

Teorema 3.2.4 SiZ es considerado como un G-mddulo trivial entonces los
morfismos:

7. : Homg(Z, A) — A€
f= )

constituyen una equivalencia natural de funtores:
Homg(Z, —) = Fiz®(-)

Demostracion. Probaremos que cada 7, es un isomorfismo; Z es un G-
modulo trivial por lo que 1 = 1 para todo x € G. Si f € Homg(Z, A)
sabemos que f esta determinado por el valor que toma en 1, al aplicar f a
la igualdad anterior tenemos: f(1) = f(x1) = zf(1), es decir f(1) € A,
Ahora, si f es tal que 7,(f) = f(1) = 0 entonces f no tiene otra opcién que
ser el morfismo cero, es decir, 7, es inyectiva. Si a € A%, entonces za = a
para todo z € G definimos f, : Z — A como f,(1) = a, con esto f, es tal
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que 74(fa) = fa(1) = a por lo tanto 7, es sobreyectiva. Si f, f' € Homg(Z, A)
entonces por un lado 7,(f+ f') = (f+ f)(1) = fF(1)+ f/(1) = 7a(f) +7a(f),
por otro lado si g € G, (g £) = (9- (1) = gf(g~'1) = g£(1) = g(7a(F).
por lo cual cada 7, es un morfismo de G-mdédulos. Por ultimo, si f : A — B
es un morfismo de G-médulos, debemos comprobar que el siguiente diagrama
conmuta:

Homg(Z, A) —*> Hom(Z, B)

| |

G G
A Faty D

Sea g € Hom(Z, A), hacemos los calculos:
Tafi(9) = Ta(fog) = (fog)(1) = f(y(1))
por otro lado, recordando que Fiz(f) = f | ¢,

(f |ae) 7a(g) = (f |ac) (9(1))

pero, como ya vimos, g(1) € A, por lo que f |4¢ (g(1)) = f(g(1)), esto es:
Tp © fo = Fiz(f) o7,. Por lo tanto:

Homg(Z, —) = Fiz®(-)

Este resultado indica que H°(G, A) = Hom(Z, A) = A“.

3.3. HYG,A)

Toca ahora el turno de identificar H'(G, A). Regresemos a la sucesién in-
ducida al aplicar Homg(—, A) a la sucesién del Lema 3.1.1:

* *

Hom (F5, A) & Homg (Fy, A) & Homg (Fy, A) S Homg (Fpy, A)

Por definiciéon H'(G,A) = Ker(ds/Im(d;}); sabemos que basta conocer el
efecto de un morfismo de G-médulos f € Homg(F,, A) sobre la base G,
por lo cual, para los morfismos h € Homg(Fy, A), se cumple h(z[y]) = zh[y]
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para todo x,y € G. Al identificar los elementos de Ker(d; tenemos que
h € Ker(d} siy solo si para todo z,y € G:

0 = (d3h)[z,y]
= hdz[xﬂ]
= h(zly] — [zy] + [z])
= xhly] — hlzy] + h[z]

de donde se sigue que h[zy| = zh[y] + h|z], lo que significa que los elementos
de Ker(d}) son derivaciones.

Proposicién 3.3.1 H'(G, A) = Der(G, A)/PDer(G, A) = Stab(G, A).
Demostracion. El célculo que se hizo previo a esta proposiciéon muestra que
Ker(d; C Der(G, A).Sid € Der(G, A) entonces cumple d[z, y| = zd[y]+d|x]

para todo z,y € G de lo cual se sigue que xd[y] — d[z,y] + d[x] = 0 por lo
que:

(d;d) [%,y] = ddZ[z7y]
= d(zly] — [zy] + [7])
= xd[y] — d[zy] + d[z]
=0

y de esto d € Ker(ds, por lo que Ker(ds = Der(G, A). Por ultimo probare-
mos que Im(d}) = PDer(G,A). Dado € Homg(Fp, A), af ] = ay para
algin ay € A. Entonces:

(did)[z] = aldi[z]) = a(z[ | = []) = zal ] = a[ | = zag — aq

y por tanto dja es una derivacién principal, es decir, I'm(d}) C PDer(G, A).
Para la inclusién faltante sea p : G — A una derivacién principal. Entonces
plz] = xby — by para algin by € A. B : Fy — A definido por [ | = by es tal
que:

(dip)]x] = Br[x] = B[] = []) = 2B[ ] = B[]) = xbo — bo = pl]

y asi p € Im(d}), por lo que I'm(d}) = PDer(G, A). Por lo tanto H(G, A) =
Ker(d;/Im(d}) = Der(G,A)/PDer(G,A) = Stab(G, A). m
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3.4. HXG,A)

Ahora consideremos H?(G, A) = Ker(d;/Im(d}). Si f € Ker(dj entonces
d5f = fds = 0, asi, para cualesquiera z,y, z € G tenemos:

0 = fds[z,vy, 2]
= f(x[%x] - [xy7z] + [xayz] - [:E,y])
= afly, x| — flzy, 2] + flz,yz] — flz,y]

Esta igualdad es una de las propiedades que caracterizan a los conjuntos fac-
tor (Teorema 2.1.12), asi que f seria un conjuto factor si, ademds, cumpliera
flz,1] = 0 = f[1, z] pero esto no lo podemos asegurar. Con los elementos de
Im(d}) ocurre una historia similar; si g es un elemento de I'm(dj) entonces
existe algin morfismo h : F; — A tal que g = I'm(d5(h)) = hds por lo que,
para todo =,y € G:

glz,y] = hds[z, y]
= h(z[y] — [zy] + [z])
= zhly] — hlzy] + hlz]

siendo esta ultima igualdad es parte de la definicion de cofrontera y para que
lo sea, debe cumplir que h[l] = 0 y esto tampoco podemos asegurarlo.

Nuestro objetivo sera demostrar que H*(G, A)=Z%*(G, A)/B*(G, A)=e(G, A).
La idea se apoya en el hecho de que los grupos de homologia de un complejo
de cadena no dependen de la resolucién proyectiva que tomemos, asi que
construiremos una resolucién proyectiva de Z de tal manera que nos permita
garantizar las igualdades faltantes para los elementos de Ker(d; y Im(ds),
empezaremos por completar la resolucion del Lema 3.1.1.

Definiciéon 3.4.1 Sea G un grupo. La resolucion de barra de 7 es la suce-
sion:

d1

B(G) D B3 B1 B(] £ Z 0
donde By es el G-mddulo libre generado por {[ ]}, € : By — Z es el morfismo

de aumentacion, B,, es el G-mddulo libre con base {[x1,2a, ..., x,] | z; € G}
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yd, : B, — B,_1 estd dado por:

n—1

dolz1, 20, .. 2y]) = 1[0, 23, .., 0] + Z(—l)i[xl, U 2% A P
i=1
+<_1)n[371, Ce ,xn_l]

Nétese que para n = 1,2, 3, las férmulas para d,, coinciden con aquellas del
Lema 3.1.1:

d[z] = x[ ] =[]
dofz,y] = x[y] — [zy] + [2]
dg{l’,y, Z] = .Z'[y,Z] - [xy,z] + [%,yZ} - [%,y]

Debemos probar que B(G) es un complejo y para ello compararemos a B(G)
con cierta resolucion de Z en el sentido de que mostraremos una sucesion
exacta que serd isomorfa a B(G).

Definicién 3.4.2 Sea G un grupo. La resolucion homogénea, P(G), de Z
es:

03

P(G):--- Py Py——17 0

P,

en donde P, es el grupo abeliano libre con base {(xo,x1,...,2,) | x; € G},
en particular, Py es el grupo abeliano libre con base {(g) | g € G}. A dichos
grupos les damos estructura de G-maodulo definiendo la accion de G como:

x(xo, T1, ..., Tn) = (xX0, X1, ..., TTy)

El morfismo ¢ : Py — Z estd dado por Y my(g) — 3 ,eq My, definimos
On : P, — P,_1 paran > 1 como:

On(To, 1, ..o ) = Do (1) (o, .o Tiy ooy X))
donde x; significa suprimir esa entrada.

Veamos que P(G) es efectivamente una resolucion de Z. Primero verifiquemos
que P(G) es un complejo, es decir, que se cumple: §,_,d, = 0. Por definicién
de 9, tenemos que:

On(To, @1, ) = Do o (1) (0, - ooy Tiy oo oy T)
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esto, al aplicar ¢,_, es:

5n—15n<m0a T1,... ,I’n) = 57L—1(Z(_1)i(x07 s afh s axn))

=Y (~1)'0, (20, - Fiy o, T)
=1

A~

cada elemento 9,_, (o, ..., Z;,...,2,) de esta suma es de la forma:
5n,1(x0,...,;ﬁi,...,xn) = 2?:_01(—1)](1'0,,fj,,I‘AZ,,ZEn)

escribimos mas explicitamente esta ultima suma:

—_

n—

(—]_)j(l'o,...,fj,...jfi,...,l'n) = (f@,fbl,...,fi,...,l'n)+"-
=0
+(—1)i_1($0,...,inA_l,.fi,...,.Tn)
—f-(—l)z(l'o,...,C(?Z‘,ZIZZ'A_H,...,ZIZ,I) —+ .-
—F(—l)nil(.’ﬁo,xl,...,fi,...,.’L‘An)
nétese que el signo de (g, ..., i, ..., Tp,...,T,), cuando k > i+1es (—1)F1
pues el término xy estd en el lugar k — 1 de (z¢,..., %, ..., Thy. .., Zy), €N-

tonces podemos separar la suma en dos partes:

i—1

Sua(T0y iy mn) = > (=1 (@0, B Ey @)

J=0

n—1
+ ) (=D (@0, iy By )

k=i+1

Para ejemplificar lo que sucede con esta suma fijemos la atencion en el térmi-

no (o, ..., Li, Tix1, .-, Ty) de 8,19, (zo, x1,. .., 2,), nétese que dicho térmi-
no aparece en dos ocasiones, una al calcular ,,_,(xo, ..., Z;, ..., x,) v la otra
al calcular 8,_,(xq,..., 27, ..., %y,), el primero de ellos tiene signo (—1)"!

mientras que el signo del otro es (—1)* por tanto se cancelan, es decir, los
términos de la suma
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(5n,1(5n(a:0, L1y ,an) = Z?:l(_l)ién—l(xm Ce ,.fi, Ce ,.CEn)

se cancelan dos a dos, por lo que al final d,,_,9,, = 0.

Solo falta verificar que P(G) es exacta. Diremos que una resolucién libre es
una resolucién G-libre si esta constituida por G-mddulos.

Proposicién 3.4.3 La resolucion homogénea P(G), es una resolucion G-
libre de Z considerado como G-mddulo trivial.

Demostracion. Por el Teorema 1.4.13 es suficiente construir una homotopia
de contraccion:

tal que es_; = id; Y 0,415, + Sn—10, = idp, para todo n > 0. Definase
S_1:7Z — Pyporm— m-(lg) y para n > 0 definimos:

Sp: Py — P11
(anl'17 .. 71771) — (1G,$07$1, s 7:En)

con esto tenemos e€s_1(m) = e(s_1(m)) =e(m - (1g)) =my, sin >0,

5n+18n(w0a Llyew 7xn) - n+1(1G7$07l'17 s 7xn)
n
= Z (-1 (1g, 20, ..., T4, ..., Tn) donde x_y = 14
i=—1
n
= (xo, 71, x0) + > (=1 (e 20, Fiy o w)
i=0

para s,_10, tenemos:

$n10,(20, 21, - ) = S0 (O (=1 (o, - g, 20))

Il
7
|
—_
~—
<.
»
i
—
—~
8
e
8
<
8
3
~—
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asi, al sumar:

(0ni1Sn + Sn—10,) (To, 1y - oy ) = (To, T1y vy Tpy)

+ ()" (e o, - Fiy o )
i=0

+3 (=1 (g, o, - - Ty 20)
7=0

es claro que cada término de Y (—1)"*(14,20,..., %, ..., 2,) se cancela
’ . n y ~

con un término de ijo(—l)J(lc,xo, ... @4, ..., x,) por lo que al final nos

queda 68,18, + Sp_10.(x0, T1,...,2,) = (To,T1,...,%y,), €s decir, 0,18, +

Spn—10, = idp,. Esto muestra que los s, constituyen una homotopia de con-
traccién por lo que P(G) es exacta y por tanto es una resoluciéon G-libre de
Z.m

Ahora estamos en posicién de poder probar que B(G) es una resolucién G-
libre de Z. El proceso consiste en probar que es un complejo apoyandonos de
P(G) para después probar que es una sucesion exacta.

Proposicién 3.4.4 B(G) es una resolucion G-libre de 7.

Demostracion. Definimos para cada n > 0:

Tn - Pn — Bn
(I‘O7 Ce ,.’En) — 130[5661.171, x;le’ e 7x;}1x”]

cuya inversa esta dada por:

o, B, — P,

[ZEl; R ,l‘n] — (17.1}1, T1X9, L1ToX3, ..., L 1Ly """ 1;”)
Efectivamente una es inversa de la otra. Si [x1,...,z,] € B, entonces:
Tno-n[xly e ;l‘n] = Tn(17 l’l, l‘l.rg, l’l.ﬁlf?l’g’ . 71‘11‘2 e xn)
-1 _1
= [z, 27 2120, .. (2122 Tp1) T (T122 - - )]

= [%1,1’2,...,‘%”]
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v si (Toy ..., &) € Py

OnTn(xoa SR ,an) = Unfﬂo[ifalil?l’ xl_lx% s 7377:13771]
= w0, [wg twy, vy, x) )
= xo(1, 2y ' wy, wg oy e, . ag ey Ty )
= ($07$2a s 7'1:71)

So6lo debemos verificar que 7 = {7,,} es un morfismo de cadenas, es decir, que
el siguiente diagrama conmuta para toda n > 0

o
P*n>n—1

Bn T> anl

si (xg, 2, ...,x,) € P, entonces:
ApTo(T1, Ty oo, 20) = dy(0[wg t0y, 27 w0, .. 2, )
= xody vyt 27wy, ]
y recordando que:
n—1
dplzy, 9, . . Ty = T1[X0, T3, ..., 2,] + Z(—l)i[:z:l, e LTy ey Ty
i=1

+(=1)"[z1,. .., Tp_1]

tenemos:

dpTn (X1, T2y .o 2y) = modn[xo_lxl, ml_lxg, . ,x;lxn]

-1

-1 -1 -1
= LU()JIO xl[xl Lo, Ty T3, 7xn71xn]

-1
+ 5 Yawolrg ey, . T, T

—i—(—l) zolrg ey, e, . L, ]

~1 —1
= xl[xl To, Lo Tgy..., T,  Tp)

-1
+ g Ywolrg ey, . r T, 2y
=1

+(—1) wolwg 'wy, 4y W, @ L, ]
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Por otro lado:

Tn-10n(T0, Ta, ..., Ty) = 7',1_1(2(—1)"(%7 ey Ty ey Tp)

= (=171 (0, Fiy 1)

=0
el primer término de esta ultima suma es:

5 -1 —1
Tno1(Zo, 1y oy Ty) = T1[T] To, Ty X3,y ...y Ty 1—1T0)
y el dltimo es:

Too1(To, 21, .., 7)) = (=1)"xglwg 21, 27 o, .. 2 L2, ]

por lo que podemos escribir dicha suma como:
n
i . —1 —1 -1
E (=1)'Tn_1(zoy - oy iy ooy ) = Ty|X] T2y X5 T3, .. ., T, Ty
i=0
n—1
1) ~1 -1
+ > (—1D)'molrg @1y T Ty e T
i=1
n —1 -1 ~1
+H(=1)"wglxy 1, 2] T2y, T, LT

n—2%n—1

esto quiere decir que d,7, = T,_10, lo cual implica que d,, = 7,,_10,7,, ', asf,
como 0,0,+1 = 0 tenemos que:

_ -1 _ _
dndnJrl - 7—nfl(SnTn Tn5n+17—n+1 - 7—nfl(sn(SnJr17—n+1 - O

Esto prueba que B(G) es un complejo. Finalmente, por la proposicién 3.4.3
P(G) es una sucesién exacta, lo cual implica que su homologia H"(P) es
igual a cero. Dado que acabamos de probar que P(G) = B(G) entonces
H™"(B)= H"(P) =0y por lo tanto B(G) es exacta. m

Hasta aqui hemos construido una resolucion G-libre de Z que coincide en
sus primeros términos con aquella que dimos en el Lema 3.1.1. Sin embargo,
sabemos que esta resolucién no es adecuada para probar H(G, A) = ¢(G, A)
asi que el ultimo paso consiste en modificar la resolucién B(G). Para tal
efecto considérese U, C B,, el submddulo generado por
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U = {[z1,22,...,2,] | al menos un z; = 1}
Sea [z1,....x,] € U donde el término z; = 1 lo cual denotaremos como
[1,...,1;,...,2,], entonces
X dn[zl,...,lj,...,xn] =x1[To, ..., 1, xn] +
Z:L:_l (—1)1[.1'1, N V3 T R I ,l’n] + (-1)”[1’1, ey 1j7 e ,.Z'nfl]
en la expresion Z;:ll(—l)i[xl,...,xixiﬂ,...,xn] aparece 1, en todos los

sumandos excepto en dos, cuando 1 = j — 1 y cuando ¢ = j se tiene:
- .
(—1)J [.1'1, Y R 1]', Tjgy1ye-- ,.flfn] + (—1)3 [.7}1, ceey L1, 1] NR S DI ,.Tn]

pero, como se puede ver, estos se cancelan por lo que d,[x1,...,1;,...,2,]
es un elemento de U,_;. En otras palabras, d,(U,,) C U,_; asi que tenemos
un subcomplejo U(G) de B(G).

Definicién 3.4.5 La resolucion normalizada de barra de 7, es el complejo:

B*(G) = B(G)/U(G) : - -- B:-®.py ®.opr “op s g

donde B} = B,,/U,.

Nétese que Uy =0 por lo que Bj=By=ZG, obsérvese también que el escribir
d, es s6lo una cuestiéon de notacién pues la definicién de estos morfismos
es esencialmente la misma que la de d,,, la unica diferencia es que ahora se
aplica sobre las clases de B, /U, las cuales denotamos como [x1,...,2,]%,
en particular, si x; = 1 para algin i entonces [x1,...,2,]* = 0. Antes de
continuar es preciso observar que cada B} es el G-mdédulo libre generado
por las clases [zy,...,2,|"; Bf visto como Z-mdédulo, es decir como grupo
abeliano, es libre con base {z|]:z € G} asi como el G-mddulo B} es un
grupo abeliano libre con base {z[xy,...,z,|" : z,z; € G,z; # 1 Vi} pues su
elementos son combinaciones lineales del tipo:

Y owec Ma[T1, ..., xp]* con my, € Z

Teorema 3.4.6 La resolucion normalizada de barra, B*(G), es una resolu-
cion G-libre de Z.

Demostracion. Nuevamente, es suficiente construir una homotopia de con-
traccién:
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Bik to BE; t_1 Z

Definimos t_y : Z — B{ por m — m/[ ] y para n > 0, definimos:

: B, — B,
x[wl,.. xn] [T, 21, ..., Ty

*

nétese que cada t, estd definido sobre la base de B} visto como grupo
abeliano, lo cual es suficiente en vista del Teorema 1.1.7. Ahora debemos
verificar dos cosas, la primera es que et_; = idy, entonces:

e(t-1(m)) = e(m[]) =m

y la otra es checar que dn+1t + ty_1d, = idpx:

Apirtn(zloy, . 20]) = dogi[z, 20, .0 2]
n+1
x[Ty, ..., Ty +Z Yz, 21, TiTig1s - oo T
_|_(_1)n+1[l,7 Tiy.-. axn—l]

y por otro lado:

tno1dy(zlzy, ... x,]") = tn,l(x(fn[xl, ce Tnl")
=t,_ 1x(x1[x2, -
+Z xh'"?xixiJrlJ"'?xn]*

+(—1) (21,22, Tpa]”)

= tn 1(33'371[.’132,...,13”]*)
+Z [Ty, T, X))
1ty (alonsam s on])

- [xl‘hx% s axn]*

*
+ E I$1,...,$ixi+1,...,$n]
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+(=1)"[x, x1, 22, .. ., Tpyq]”

n

= Z(—l)i[x, Tl ooy TiTiaty ey Ty

i=0

+H(=1)"[x, x1, 20, ..., xpyq]”
Por lo que, al calcular (d,;rltn + tn,lcfn) (xz[z1, ..., 2,]"), nos da:
dn_+1tn(.%'[$1, Ce ,l’n}*) + tnfld_n(l'[ﬂfl, c.. ,.Z'n]*) =
G oz P L S (R Lo O U ) L
(=) z 2y, .. 2, 4]")
O G K P I (o7 S B ) S G B R PO P O P R
los términos (—=1)"M [z, zy,..., 2, 4]" y (=1)"[z, 21, 29,...,7,_1]" se can-
celan, igualmente, los términos de Z?:’Lll(—l)i[x, i N (31 P B ) Ll
S o(=D) x, x1, .. wiiga, .., @), por lo que al final nos queda:

(dpsity + tao1dy) (xlzr, .. 0]) = 21, . 2"

es decir dn_+1tn +ty1d, = id Bz, por lo tanto, B*(G) es una resolucion G-libre
de Z. m

Teorema 3.4.7 H*(G, A) = ¢(G, A) = Z*(G, A)/B*(G, A)

Demostracion. Aplicamos Homg(—, A) a la resolucién normalizada de bar-
ra y obtenemos:

Home (B3, A) L Home (B3, A) . Homg(B7, A) S Home(B§, A)

por definicién H?(G, A) = Ext2,(Z, A) = Ker(ds")/Im(dy"), sabemos que si
f € Ker(ds") entonces cumple: x f[y, x| — flzy, 2]+ f[x, yz] — flz,y] = 0, més
aun, ahora si tenemos la igualdad f[z, 1] = 0 = f[1, z|, por el Teorema 1.2.9,
esto quiere decir que f es un conjunto factor, por tanto Ker(ds') C Z%(G, A).
En lo que respecta a los elementos de Im(dy’), si g € Im(dy) ya sabe-
mos que existe h € Homg(Bj, A) tal que g[z,y|] = xhly] — hlzy] + hlz],
ademds, tenemos que h[l] = 0, es decir, g es una cofrontera, por lo cual
Im(dy") € B*(G, A). La contencién Z*(G, A) C Ker(ds") se sigue de man-
era inmediata del Teorema 1.2.9, inciso i7), la contencién B2(G, A) C Im(dy")
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es inmediata de la definicién de cofrontera, por lo tanto, H?(G, A) = e(G, A).
n

Para finalizar este trabajo, mostramos una aplicaciéon de los grupos de co-
homologia a grupos ciclicos finitos. Primero, a partir de un grupo ciclico
finito G, damos una resolucién de Z para poder describir los grupos de coho-
mologia con coeficientes en un G-modulo A. Después, definimos la dimension
cohomoldgica de un grupo y establecemos la relacién entre la dimension coho-
moldgica de un grupo G y la dimensiéon cohomoldgica de un subgrupo de G,
usando esto y calculando la dimensién cohomoldgica de grupos ciclicos finitos
de orden distinto de 1, exhibimos que un grupo cuya dimensién cohomolégica
es finita es libre de torsion.

Proposicién 3.4.8 Sea G =<z> un grupo ciclico finito de orden k. Sean
D=x—-1yN=14+z+22+ - +2" elementos de ZG. Entonces se tiene
una resolucion libre de Z.:

o7 Ye76-PegG-=

7G Z 0

donde los morfismos D y N son multiplicar por D y N respectivamente y ¢
es el morfismo de aumentacion.

Demostracion. Sabemos que, en este caso, ZG es conmutativo y esto nos
permite ver facilmente que D y N son morfismos de G-médulos. Por otro
lado, tenemos que ND = DN = z¥ —1 = 0 lo cual quiere decir que Do N =
NoD =0y, siu€ ZG, entonces:

e(Du) = e((x — 1)u) = e(x — 1)e(u) = 0 pues x — 1 € Ker(e)

esto muestra que I'm(D) C Ker(e), por tanto tenemos un complejo y falta
probar la exactitud. Notese que € : ZG — 7Z es epimorfismo, el Lema
2.3.12 dice que Ker(e) esta generado por los elementos de la forma x — 1 con
x# 1€ G, de lo cual se sigue que Ker(e) C Im(D).

i) Ker(D) C Im(N). Un elemento u = Y '~ m,a’ pertenece a Ker(D) siy
solo si:

0= Du
2 k—1
= (x — 1)[mo +myz +moz” + -+ + my_12" ]
= xmoy + m1x2 + mQx?’ + -+ M1 — Mo — M T — m2x2 — = mk_lxk_l

= (mk,1 — mo)l + (mo — ml):v +---+ (mkfg — mk,l):ckfl
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lo cual implica que los escalares son todos cero y por tanto my_; = mg =
- = Mmy_o, esto quiere decir que la expresion para u se convierte en u =
k—1 ; k=1 N

Yoo Mox' =mg Y,y &' = moN, en otras palabras, u € Im(N).

i) Ker(N) C Im(D). Siu = Zi':ol m;z' es un elemento de Ker(N) entonces:
0=¢e(Nu) =e(N)e(u) = ke(u)
como k # 0, e(u) = Zf;ol m; = 0, asi, podemos escribir a u como:

u=—(x—1)(mg+ (mg+my)x+ -+ (mg+ - +mp_1)r*1)
= —D(mg + (mo+mi)z + -+ (mo + -+ +mg_1)z" )

por tanto, u € Im(D). m

Teorema 3.4.9 Sea G un grupo ciclico finito de orden k. Si A es un G-
modulo entonces, para todo n > 1

HO(G, A) & A¢
H™(G, A) = AS /N A
H (G, A) = yA/DA
donde yNA={a € A| Na = 0}.

Demostracién. Por definicion H™(G, A) = Ker(dy, ,)/Im(dy,). Considérese
la resolucién de la Proposicion 3.4.8, en este caso do,y1 = D, dyy = N y
do = ¢, al aplicarle Homg(—, A) obtenemos la siguiente sucesién:

Homg(ZG, A) LD Homg(ZG, A) N Homg(ZG, A) S Homg(ZG, A)

Nos interesa identificar a Ker(D*), Ker(N*), Im(D*) y Im(N*), comenze-
mos por identificar los nicleos.

Si f € Ker(D*) entonces f(1) € A®. En efecto, D*(f) = fD = 0 lo cual
implica que 0 = fD(1) = f((x — 1)1) = (x — 1) f(1) = 2 f(1) — f(1), lo cual
equivale a xf(1) = f(1). Lo anterior nos dice que cada elemento de Ker(D*)
nos determina un subconjunto de A%, definase la siguiente funcién, para cada

f € Ker(D*):

7: Ker(D*) — A“
T(f) = f(1)
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Afirmamos que 7 es un isomorfismo. Primero:
) 7(f+9)=(+9)1)=fQ1)+g()
ii) Sea g € G, 7(g9f) =g f()=gf (g7 )=f (99~ 1)=f(1)=gf (1) =g7(f)

Resta probar que es biyectiva. Si 7(f) = 0 entonces 0 = 7(f) = f(1
lo cual f debe ser el morfismo cero. Por 1ltimo, para un elemento a
definimos f,(1) = a, el siguiente cdlculo muestra que f, € Ker(D*):

D*(f) = fuD() = ful(z =D = (z - Dfu(1) =(z — Na=za—a =0

Por tanto, Ker(D*) =2 A%, La demostracién de que Ker(N*)=yA es com-
pletamente andloga, sélo hacemos la observacién de que si f € Ker(N*)
entonces f(1) € yApues 0 = fN(1) = f(1+ax+a22+ - +2FH1) =
(1+ 2+ 22+ -+ 2¥ 1) f(1), asi, nuevamente cada elemento f € Ker(N*)
nos determina un subconjunto de yA. Esto nos determina un isomorfismo

7' Ker(N*) — yA dado por 7'(f) = f(1).

) por
e A¢

Para identificar a Im(N*) y a Im(D*), basta mostrar que 7(Im(N*)) = NA
y que 7/(Im(D*)) = DA. Sea f € Im(N*), existe h € Homg(ZG, A) tal que
N*(h) = hN = f, asi, tenemos que 7(f) = f(1) = h(N(1)) = h((x — 1)1) =
(x —1)h(1) = (z — 1)a = N(a) para algtin a € A, en otras palabras, 7(f) €
NA, esto prueba que 7(Im(N*)) C NA. Para probar la inclusién faltante,
sea ¥ € NA, r = Na para alguna a € A. Tomemos h € Homg(ZG, A) dado
por h(1) = a, con esto tenemos que * = Na = Nh(1) = h(N1) = hN(1),
tomando f € Hom(ZG, A) dado por f(1) = hN(1) vemos que f € Im(N¥)
y es tal que:

7(f) = f(1) = hN(1) = Nh(1) = Na = z

lo cual prueba que NA C 7(Im(N*)). Por tanto NA = 7(Im(N*)). La
demostracion de que 7/(Im(D*)) = DA es totalmente andloga. En conclusién
tenemos las siguientes igualdades, observando que la primera de ellas se debe
al Teorema 3.2.4:

H°(G, A) = A,

H*™(G,A) = Ker(D*)/Im(N*) =2 A9 /N A,
H* YG,A) = Ker(N*)/Im(D*) = yA/DA.
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Corolario 3.4.10 Sea G un grupo ciclico finito de orden k. Si A es un G-
modulo trivial entonces

HY(G, A) 2 A,
H(G, A) & AJkA,
H2n71(G, A) >~ LA

donde ,A = {a € A | ka = 0}. En particular, si A = Z entonces, H*(G, A) =
Z, H(G, A) = Z/KZ y H* (G, A) = 0.

Definicién 3.4.11 Sea G un grupo. Decimos que G tiene dimension coho-
moldgica menor o igual que n si, para cualquier G-modulo A, H*(G, A) = 0
para toda k > n. Denotamos esto como c¢d(G) < n. La dimensiéon coho-
molégica de G es eln mds pequenio para el cual se cumple que H*(G, A) = 0
si k > n, en este caso, denotamos c¢d(G) = n. Si tal n no existe entonces
decimos que cd(G) = co.

Si K es un subgrupo de G, jcudl es la relacién entre cd(K) y cd(G)?.

Teorema 3.4.12 (Lema de Saphiro). Si K es un subgrupo de G y M es un
K-mddulo entonces, para todo n > 0:

H™(K, M) = H"(G, Homzx (ZG, M)

Demostracion. Sabemos que Homg (ZG, M) es un G-moédulo por lo que la
expresion tiene sentido. Recordemos la identidad del Teorema 1.5.9:

Exth(B ®s A, C) = Exti(A, Homg(B, C))

con gA, rBs, rRC' y B R-proyectivo. En este caso R = ZK, S = ZG y
tomamos B = ZG, A =7, C = M. Recordando que ZG Qzq Z = Z:

H"(K, M) = Ext?(Z, M)
~ Bott (LG e T, M)
= Bty (Z, Homyzx (ZG, M))
=~ FExt)(Z,Homgzy (ZG, M))
= H"(G,Homyzx (ZG, M))

Corolario 3.4.13 Si K es subgrupo de G entonces cd(K) < cd(QG).
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Demostracion. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que cd(G) = n.
Sik>ny Aesun H-médulo entonces, por el Teorema 3.4.12, tenemos que:

H*(K, A) = H*(G, Homg (ZG, A)) = 0
por lo cual cd(K) no puede ser mayor que n. B

Corolario 3.4.14 Si G es un grupo ciclico finito de orden distinto de 1
entonces cd(G) = oo.

Demostracion. Sea Z considerado como G-moédulo trivial y tomemos A =
Z en el Corolario 3.4.10, el corolario dice que H**(G,Z) = Z/kZ # 0 para
todo n, es decir, no existe n tal que, si k > n, H?**(G,Z) = 0 asi que, por
definicién, cd(G) = co. m

Corolario 3.4.15 Si cd(G) < oo entonces G es libre de torsion.

Demostracion. Supongamos que cd(G) < ooy que G contiene un elemento
x # 1 de orden finito. Por el Corolario 3.4.13 tenemos que cd(<z>) < cd(G)
pero, por el Corolario 3.4.14, cd(<z>) = oo lo cual es una contradiccién, por
lo tanto, GG es libre de torsion. m
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