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INTRODUCCION 

 

El riesgo en el contexto actuarial se define como el daño potencial que puede ocurrir por 

el desarrollo de un evento; el riesgo combina la probabilidad de que ocurra un evento 

con las consecuencias que dicho evento causaría. En la evaluación del riesgo, el tiempo 

es un componente fundamental porque puede cambiar tanto la cantidad y calidad de la 

información disponible como los factores que aumentan o disminuyen el riesgo y su 

probabilidad. En resumen, tratar con riesgos requiere que se respondan dos preguntas 

¿Cuánto puedo perder? y ¿Cuál es la probabilidad de que esa pérdida ocurra? 

Existen al menos dos razones para el manejo del riesgo. En primer lugar, el 

riesgo debe ser limitado y administrado porque tiene consecuencias negativas que se 

traducen en pérdidas. En segundo, conocer los riesgos a los cuales se está expuesto 

permite elegir la estrategia de administración de riesgo adecuada. La administración del 

riesgo se encarga de establecer la mejor cobertura para mitigar el efecto de los riesgos. 

La cobertura de un riesgo se define como el conjunto de decisiones y acciones 

destinadas a transferir, evitar o absorber los riesgos. 

De acuerdo con Chavas [4], existen tres factores principales que contribuyen a la 

existencia y prevalecencia de los riesgos. En primer lugar los riesgos existen por la 

incapacidad de controlar o medir con precisión todos los factores de un evento; en 

segundo, los riesgos existen debido a la capacidad limitada para procesar información y 

en tercero, aún obteniendo y procesando una gran cantidad de información, no significa 

que toda la información será utilizada por el costo del análisis, lo que repercute en el 

incremento de la incertidumbre. 

El riesgo al que nos enfocaremos en esta tesis será el riesgo de ruina de 

entidades económicas que se definen como organizaciones cuya operación es medible 
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en término de la relación ingreso—egreso de flujos contingentes de efectivo. Con la 

definición anterior vamos a estudiar la capacidad que tienen las entidades económicas 

de sobrevivir a las pérdidas, especialmente de aquellos riesgos que provoquen egresos 

que la entidad no pueda soportar, generándose la ruina de la entidad, que se entiende 

como: 

 

Ruina: Condición que hace insostenible la continuidad de la entidad. 

 

El problema de la ruina y el cálculo de su probabilidad son típicos de entidades 

que tienen flujos contingentes de efectivo como aseguradoras, reaseguradoras y el 

sistema bancario, entidades que por ley deben administrar los riesgos de su operación 

siguiendo lineamientos de organismos reguladores nacionales e internacionales. 

Ejemplos de organismos reguladores son, en el ámbito internacional: Securities and 

Exchanges Commission de Estados Unidos, Financial Services Authority del Reino 

Unido así como los bancos centrales de diversos países que integran el Bank of 

International Settlements. En el caso de México, los organismos encargados de estas 

tareas son la Comisión Nacional Bancaria y de Valores, la Comisión Nacional de 

Seguros y Fianzas y el Banco de México. 

Por medio de la tesis se estudiará el cálculo del valor esperado de la ruina en el 

Modelo Clásico de Ruina Cramer—Lundberg. El modelo clásico de ruina sirve para 

modelar los ingresos y egresos de entidades económicas como las aseguradoras. Este 

modelo posee tres componentes: capital inicial u , los ingresos y los egresos hasta el 

tiempo t . El ingreso es , donde se asume que la entidad percibe ingresos de magnitud 

constante  por unidad de tiempo; los egresos se representan por , 

ct

c ∑
=

=
)(

1

)(
tN

j
jXtS

 
 

2



compuesta por la suma de variables aleatorias  independientes e idénticamente 

distribuidas y donde  es el número de egresos que presenta la entidad hasta el 

tiempo , con el supuesto de que  sigue una distribución Poisson con parámetro 

jX

)(tN

t )(tN

tλ . La variable  es la magnitud individual de cada uno de los egresos. En el 

Modelo Clásico se define el momento de ruina como el tiempo 

0≥jX

Tt =  en que la entidad 

económica no sostiene una diferencia positiva de ingresos—egresos en su operación. 

Gerber [9] examina en el Modelo Clásico la distribución del tiempo de ruina, el 

capital inmediatamente anterior a la ruina y el déficit de capital en el momento de ruina 

del Modelo Clásico; además el tiempo de ruina y se obtienen expresiones para calcular 

el valor esperado de la pérdida en el momento de ruina, que se resuelven por medio de 

una ecuación de Volterra de grado II. En esta tesis se presenta una solución numérica a 

dicha ecuación por medio de aplicar reglas de integración Gaussianas. 

El contenido de la tesis se presenta de la siguiente forma: En el capítulo I se 

describe el Modelo Clásico de Ruina de Cramer—Lundberg así como la probabilidad 

de ruina. En el capítulo II se discute la distribución del tiempo de ruina, el capital de la 

ruina inmediatamente antes de la ruina y el capital después de la ruina, dichas 

distribuciones se toman como factores para medir la severidad de ruina. Finalmente en 

el capítulo III se presentan las reglas de integración Gaussianas, así como una 

estimación numérica del valor esperado de la pérdida en el momento de ruina, donde se 

considera una distribución de egreso exponencial y un valor de ruina visto como una 

función de pago que realiza la entidad en el momento que ocurre la ruina. 
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CAPITULO I 
 
MODELO DE RUINA DE CRAMER—LUNDBERG 

 

1.1 Generalidades del Modelo 

Este capítulo describe el Modelo Clásico de Ruina y los supuestos que maneja, 

además de presentar las expresiones para la probabilidad de ruina y el momento de 

ruina; también se discuten las condiciones que se deben cumplir para garantizar que la 

ruina no ocurra con toda seguridad. 

El modelo de Cramer—Lundberg fue propuesto por Lundberg en 1903 y 

extendido por Cramer en 1953 y se conoce como el Modelo Clásico de Ruina. El 

modelo explica el comportamiento del capital total de una entidad que tiene ingresos 

constantes y egresos aleatorios en el tiempo, esto es 

 

 )()( tSctutU −+=  (1.1.1) 

 

donde: 

  Capital inicial. u

  Ingresos constantes al tiempo t. ct

  La j-ésima magnitud de egreso. jX { }jX  son variables aleatorias 

independientes, idénticamente distribuidas, con función de distribución 

, media y varianza finita, es decir F ∞<= ][ 1XEμ  y 

. ∞<= )var( 1
2 Xσ

  Proceso de Egresos, indica el número de reclamaciones en el intervalo 

 tal que 

)(tN

[ t,0 ] }:1sup{)( tTntN n ≤≥= ,      0≥t
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donde  

 

• Las reclamaciones ocurren en un tiempo nt , entonces 

...  0 21 <<< tt

• Los intervalos de reclamaciones son 11 tY = , 1−− , 

...,3,2  son variables aleatorias independientes idénticamente 

distribuidas. 

= kkk ttY

=k

• Se define sup Ø = 0 y nT  es el momento de ruina en n . 

• Las secuencias )( kX  y )( kY  son independientes entre sí; además, 

si )(tN  es un proceso homogéneo Poisson, entonces 

λ/1] . [ 1 =YE

 

∑
=

=
)(

1
)(

tN

j
jXtS es el agregado de egresos hasta el tiempo t . (1.1.2) 

 

 

En el Modelo Clásico  es un proceso homogéneo Poisson con parámetro , es 

decir 

)(tN tλ

!
)(

))((
k
t

ektNP
k

t λλ−== ,     ...,2,1,0=k  (1.1.3) 

 

Y tiene las siguientes propiedades: 
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• El número de resultados que ocurren en un intervalo de tiempo o región 

específicos es independiente del número que ocurre en cualquier otro 

intervalo disjunto de tiempo o región del espacio disjunto. 

 

• La probabilidad de que en un resultado ocurra en un intervalo de tiempo 

muy corto o en una región pequeña es proporcional a la longitud del 

intervalo de tiempo o al tamaño de la región. 

 

• La probabilidad de que ocurra más de un evento en un intervalo de tiempo 

suficientemente pequeño es despreciable (no se producirán eventos 

simultáneos). 

 

La última propiedad implica que la ruina se deberá a la ocurrencia de un número 

pequeño de eventos de una gran magnitud y se descarta la posibilidad de la ocurrencia 

de un número muy grande de eventos de pequeña magnitud, que es el otro posible 

escenario para la ocurrencia de ruina. 

Las entidades que pueden ser modeladas por el Modelo Clásico se caracterizan por 

poseer egresos contingentes, un capital inicial que sirve como cobertura para las 

fluctuaciones negativas que resulten de la operación y un ingreso que depende de los 

periodos de operación. Entre los casos típicos de entidades con estas características 

destacan las aseguradoras, donde se observan directamente las siguientes 

correspondencias con el Modelo Clásico: el nivel de ingreso del modelo con el monto 

obtenido por las primas de los seguros que emita la institución,  representa las 

reclamaciones de los siniestros cubiertos por la entidad en el cual la frecuencia y 

ct

jX
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severidad total del conjunto de siniestros es ,  es el capital inicial más reservas 

con que debe contar para garantizar las operaciones. Las entidades de estudio tienen 

implícito que sean lucrativas, debido a ello es de interés identificar las condiciones con 

las cuales se obtiene una diferencia positiva de ingresos—egresos que resulta de sus 

operaciones, es decir, . 

)(tS u

0)( >tU

 

 

1.2 Limitaciones del Modelo Clásico 

Debido a los supuestos del Modelo Clásico, éste tiene limitaciones en la práctica. 

Taylor y Buchanan [26] mencionan que la teoría del Modelo Clásico es bien conocida y 

tiene un desarrollo avanzado, pero tiene aspectos que carecen de realismo en la práctica 

y requiere modificaciones substanciales para su aplicación. La principal limitación del 

modelo son los supuestos para la frecuencia y magnitud de los egresos, en particular que 

las variables aleatorias en el proceso de egresos son independientes, pero en la práctica 

existe dependencia entre las variables que puede darse en varios niveles. Por su parte 

Philipson [24] describe las limitaciones los siguientes ejemplos aplicados a la 

evaluación de seguros: 

 

• Existen eventos para los cuales la frecuencia de reclamaciones en dos 

periodos distintos del tiempo no son independientes. En la práctica, los 

seguros que protegen a las casas habitación de tormentas y precipitaciones 

pluviales, las tasas de ocurrencia se ven afectadas por los patrones 

climáticos estacionales. 

• Los montos de reclamación entre eventos pueden depender entre sí. Con el 

mismo caso de los seguros de tormentas, una tormenta que ocurra en un 
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área en particular puede ocasionar el mismo nivel de daños en las 

propiedades en esa área, lo que tiene como consecuencia que se registren 

reclamaciones de la misma magnitud. 

 

Finalmente Philipson [24] indica que la generalidad de los resultados proviene de las 

restricciones que definen al modelo. 

Estos hallazgos de dependencia entre los eventos tienen efectos relevantes en la 

distribución del agregado de reclamaciones  y en consecuencia en los resultados del 

Modelo Clásico. Por lo tanto, en la práctica la interdependencia de los eventos en el 

proceso de reclamación de seguros debe considerarse en los requerimientos iniciales de 

reservas en las nuevas líneas de negocio. 

)(tS

Con base en lo anterior se realizó un análisis de los supuestos utilizados en el 

Modelo Clásico para identificar aquellos que representan dificultades en la práctica; se 

obtuvieron los siguientes hallazgos. 

 

El Modelo Clásico se define como un sistema cerrado donde sus componentes son 

independientes de factores exógenos, esta es una limitante porque las entidades no se 

desarrollan sino en ambientes abiertos. Además el modelo considera a ct  como un 

monto constante que crece como producto del tiempo de operación transcurrido. 

También se asume que el ingreso se realiza de forma constante en el tiempo. Es posible 

estimar el ingreso por periodo como un valor esperado a través de pronósticos basados 

en la experiencia de la entidad, sin embargo no se considera el efecto en la moratoria y 

prepago y los ingresos  no incluyen ingresos adicionales, por ejemplo rendimientos 

en inversiones. Finalmente, el capital inicial de la entidad u  se define como una 

constante arbitraria que determina el nivel inicial de capital con que se realiza la 

ct
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modelación. El capital representa la garantía de pago porque en todos los puntos del 

tiempo en que los ingresos sean superados por las reclamaciones, el capital compensará 

las diferencias. En la práctica, el capital debe ser proporcional con el volumen de flujos 

de efectivo que maneja la organización y el capital debe variar en el tiempo. Además el 

Modelo Clásico asume un comportamiento estático de las variables, en la práctica, las 

variaciones de capital no se realizan de forma instantánea; la organización puede ajustar 

el capital en función de la estimación de los requerimientos de la operación, así como 

por indicaciones de los organismos reguladores, de forma tal que se garantice que la 

entidad posee el capital necesario para garantizar un nivel de pago de las pérdidas. 

 

 

1.3 Momento de Ruina 

 

Una vez expuesto el Modelo Clásico, se procederá al cálculo de la probabilidad de 

ruina y el estudio de las condiciones que producen eventos de ruina en el modelo. En 

Embrechts [5] se calcula la probabilidad de ruina con el Modelo Clásico. 

 

 

Probabilidad de ruina: La probabilidad de ruina en tiempo finito (o con 

horizonte finito) se define como ),( Tuψ  

 

0)((),( <= tUPTuψ      para alguna )Tt < ,     ∞<< T0 ,      0≥u

 

La probabilidad de ruina en tiempo infinito (o con horizonte infinito) 
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),()( ∞= uu ψψ ,      0≥u

 

 

Tiempo de ruina:  

 

}0)(,0:inf{)( <≤≤= tUTttTτ ,     ∞≤< T0  (1.3.1) 

 

Para obtener una expresión que permita el cálculo de la probabilidad de ruina en 

tiempo finito o infinito, Embrechts [8] calcula la probabilidad de ruina mediante el uso 

de caminatas aleatorias. Si la ruina ocurre en un tiempo de reclamación T , entonces 

para , 0≥u

 

)(uψ  0)(( <−+= tSctuP  para alguna  )0≥t

  para alguna  0)(( <−+= nn TScTuP )1≥n

 =  para alguna  ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
<−+∑

=

n

k
kk XcYuP

1
0)( 1≥n

 =   (1.3.2) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
>−∑

=≥

n

k
kk

n
ucYXP

11
)(sup

 

Si 1)( <uψ  entonces 

 

 )(1 uψ− = ,        (1.3.3) 0)(sup
11

>⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
≤−∑

=≥

n

k
kk

n
ucYXP 0≥u

 

Entonces la probabilidad de ruina es dada por  
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 )(1 uψ−  =   (1.3.4) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≤

≥
uRP n

n 1
sup

 

donde  es una caminata aleatoria. El cálculo para llegar de (1.3.3) a (1.3.4) se 

determina por medio de la identidad de Spitzer, cuyo cálculo se presenta detalladamente 

en Feller [7]. 

nR

 

 

1.4 Condición de Ganancia Neta 

 

En el Modelo Clásico, es importante identificar las condiciones iniciales bajo las 

cuales con toda seguridad se producirá la ruina de la entidad, esto sucede cuando 

1)( =uψ . En Embrechts [5] se toma (1.3.2) para mostrar que la ruina de la entidad se 

dará si para la sucesión de variables aleatorias kkk XcYZ −=  que representa el balance 

parcial de ingreso en el intervalo , la esperanza ],( 1 kk tt − 0][ ≤kZE , es decir, que los 

ingresos esperados de la entidad por unidad de tiempo sean menores que los egresos 

esperados para ese mismo periodo. Es decir, si  entonces  y 

los tiempos de reclamación 

0][ >kZE 0][ >− kk XcYE

1−−= kkk ttY  son exponenciales con esperanza  entonces 1−λ

 

  0])([ 1 >−− − kkk XYYcE

  0])([ 1 >−−
kXcE λ

 0  (1.4.1) 1 >−− μλc
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La expresión (1.4.1) se conoce como Condición de Ganancia Neta y se define de la 

siguiente forma: 

 

La Condición de Ganancia Neta: Valor esperado positivo de la diferencia de 

ingresos y egresos, tal que se garantiza que no se da una condición de ruina 

con toda seguridad en el Modelo Clásico. 

 

 

Gráfica 1.1  con  En el ejemplo se ilustra cómo interactúa el nivel de 

utilidad en t  en función de la diferencia entre ingresos y egresos. 

)(tU ,...2,1=t

 

En la gráfica 1.1 se observa que cada  el capital tiene saltos que resultan del valor de la 

diferencia ingresos—egresos. Si se cumple la condición de ganancia neta (1.4.1) la 

esperanza de 

t

kkk XcYZ −=  es positiva, entonces u  no llegará a cero con toda 

seguridad y 1)( <uψ , la probabilidad de ruina es estrictamente menor que uno. Un 
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índice adicional que se utiliza para calcular la probabilidad de ruina es el cociente de la 

esperanza de ingresos sobre la esperanza de los egresos y se representa por ρ  tal que 

 

 01>−=
λμ

ρ c  (1.4.2) 

 

A continuación se muestran tres simulaciones con diferentes valores de ρ  para 

apreciar el impacto que produce ρ  en el proceso de egresos del Modelo Clásico. Se usa 

la expresión (1.1.1) para realizar las simulaciones del proceso de egresos y se fijan los 

valores de capital inicial y el ingreso constante por periodo. Las simulaciones se 

realizan suponiendo que el monto de egresos de la entidad tiene una distribución de 

probabilidad exponencial. Los valores fijos se dan con respecto con la siguiente tabla. 

 

Cuadro 2.1 Valores para la simulación del Modelo Clásico 

Parámetro Valor 
Simulaciones 25, 1000 

)0(u  100 
c  20 

 

Simulación ρ  λ  μ  
1 0.013 5 3.95 
2 -0.013 5 4.05 

 

A continuación se muestran los gráficos en los que se presenta el proceso de egresos del 

Modelo Clásico cuando ocurre la primera ruina. 
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1.4.1 Condición de ganancia neta 0>ρ  

 

Gráfica 1.2 Simulación 1 del proceso de ruina con 013.0=ρ  con 25 simulaciones. 

 

Gráfica 1.3 Simulación 1 del proceso de ruina con ρ = 0.013 con 1000 simulaciones. 
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En el gráfica 1.4 se observa la evolución de la probabilidad de ruina, nótese que la 

probabilidad de ruina tiende a estacionarse alrededor de 0.65. 
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Gráfica 1.4 Probabilidad de ruina de Simulación 1 proceso de ruina con ρ = 0.013 

 

En la gráfica 1.4 se observa una tendencia de las caminatas aleatorias donde el valor del 

capital sigue trayectorias con valores positivos, esto se debe a que en esperanza existe 

un excedente positivo de la diferencia de ingresos—egresos, dicha situación garantiza 

que la entidad no experimenta con toda seguridad la ruina. La afirmación anterior puede 

observarse tan sólo con extender de forma suficiente el número de periodos y se observe 

que la probabilidad de la ruina se estaciona antes de llegar a 1. 
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1.4.2 Proceso de riesgo con excedente de prima negativo 0<ρ  

 

Gráfica 1.5 Simulación 2 del proceso de ruina con 013.0−=ρ  con 25 simulaciones. 

 

Gráfica 1.6 Simulación 2 del proceso de ruina con ρ = -0.013 con 1000 

simulaciones. 
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Gráfica 1.7 Probabilidad de ruina de Simulación 2 proceso de ruina con ρ = -0.013 

 

Al utilizar 0<ρ  no se cumple la condición de ganancia neta necesaria para garantizar 

que no se origine con toda seguridad la ruina, de esta forma, por cada uno de los 

periodos de tiempo los ingresos son superados por los egresos en esperanza y la 

diferencia negativa se descuenta del capital, mismo que se consume por los egresos 

hasta que se produce la ruina en la entidad. Es relevante mencionar que en los primeros 

mil periodos de observación, una diferencia de ρ  de 0.026 entre la Simulación 1 y 2 

causa un incremento en la probabilidad de ruina de 0.65 a 0.90, lo cual sugiere que la 

probabilidad de ruina en el Modelo Clásico tiene una gran sensibilidad frente a 

pequeños cambios en el valor ρ . 
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1.5 Exponente de Lundberg 

 

El exponente de Lundberg establece la existencia de un valor  tal que la 

probabilidad de ruina 

0>v

)(uψ  se acota superiormente por una función que decrece 

exponencialmente, en Embrechts [8], esta propiedad se formaliza por el siguiente 

teorema 

 

Teorema 

En el Modelo Clásico (1.1.1) si se cumple la condición de ganancia neta (1.4.3), y 

existe  tal que 0>v

 

 ρ
λμ

+===− ∫
∞

1)()(ˆ
0

cxdFevf I
vx

I  (1.5.1) 

 

donde 

 

 ∫=
x

I dyyFxF
0

)(1)(
μ

,      (1.5.2) 0≥x

 

denota la distribución de la cola y ),(1)( xFxF −=  , entonces se siguen las 

siguientes relaciones 

0≥x

 

Para toda  ,0≥u

 

  vueu −≤)(ψ  (1.5.3) 
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Lo que significa que existe una función que acota superiormente al valor de la 

probabilidad de ruina. Si, más aún 

 

  ∫
∞

∞<
0

)( dxxFxevx  (1.5.4) 

entonces  

   (1.5.5) ∞<=Ψ
∞→

Cue
u

vu )(
lim

donde 

  
1

0

)(
−∞

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= ∫ dxxFxevC vu

ρμ
 (1.5.6) 

 

Dada una distribución de egreso de la entidad  y con diferencial dfF , la constante 

 que satisface  

)(xF

0>v

 

  ∫
∞

=
0

)(
λ
cdxxFevx  (1.5.7) 

 

se llama Exponente de Lundberg o Coeficiente de Ajuste del proceso de riesgo. 

 

Con todo lo anterior, podemos obtener una aproximación de la probabilidad de ruina 

para distribuciones de probabilidad para las cuales existe el Coeficiente de Ajuste. 

 

  vuCeu −≈)(ψ  (1.5.8) 
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1.6 Distribuciones de baja reclamación y gran reclamación 

 

De acuerdo con (1.5.1) la existencia de  implica que  existe para una vecindad 

no vacía de 0, lo que implica que la cola 

v )(ˆ sf I

IF  está acotada por 

 

],[)( 1vXvx eEexF −≤   0>x

 

Esta desigualdad significa que mientras las reclamaciones se hacen más grandes, su 

probabilidad de ocurrencia disminuye exponencialmente, por este motivo (1.5.1) se 

conoce como condición de baja reclamación. A continuación se presentan dos cuadros, 

el cuadro 2.1 contiene distribuciones para las cuales existe v  y por lo tanto satisfacen 

(1.5.1) entonces se les conoce como distribuciones de baja reclamación. El cuadro 2.2 

contiene distribuciones que no satisfacen (1.5.1) y se definen como distribuciones de 

gran reclamación. 

 

Cuadro 2.2 Distribuciones de baja reclamación, definidas en ),0( ∞ . Embrechts [8] 

Nombre Cola F  o densidad  f Parámetros 

Exponencial xexF λ−=)(  0>λ  

Gamma xexxf βα
α

α
β −−

Γ
= 1

)(
)(  

0, >βα  

Weibull τcxexF −=)(  0>c , 1≥τ  

Normal Trunca 
2

2

2)(
x

exf
−

=
π

 
— 
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Cuadro 2.3 Distribuciones de gran reclamación, están definidas en , excepto las 

distribuciones Benktander y la Loggamma definidas en 

),0( ∞

),1( ∞ . Embrechts [8] 

Nombre Cola F  o densidad  f Parámetros 

Lognormal 2

2

2
)(ln

2
1)( σ

μ

σπ

−
−

=
x

e
x

xf  ℜ∈μ , 0>σ  

Pareto 
α

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=

xk
kxF )(  0, >ka  

Burr 
α

τ ⎟⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=

xk
kxF )(  0,, >τka  

Benktander tipo I xxexxF ln)1()(ln 2

)ln21()( +−−+= αβ

α
β 0, >βα  

Benktander tipo II β
α

ββ
α βx

exexF
−

−−= )1()(  10,0 <<> βα  

Weibull τcxexF −=)(  0>c , 10 <<τ  

Loggamma 11)(ln
)(

)( −−−

Γ
= αβ

β

β
α xxxf  0, >βα  
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CAPITULO II 
 
SEVERIDAD DE LA RUINA 
 
 

En el Modelo Clásico, Gerber [11] define la severidad de las reclamaciones en el 

tiempo  como la diferencia que experimenta el capital  entre los periodos  y t , 

donde  representa el momento inmediatamente anterior de t . Cuando  entonces 

la diferencia de capital entre los periodos 

t )(tu −t

−t Tt =

−T  y T  define la severidad de ruina. En la 

gráfica 2.1 se ejemplifica la severidad de la ruina alrededor del tiempo T . 

 

Gráfica 2.1 Capital inmediatamente antes de la ruina )( −TU  y después de la ruina 

. )(TU
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Gerber [11] obtiene la distribución conjunta de tres variables aleatorias: el capital 

inmediatamente anterior a la ruina, la reclamación que produce la ruina y el tiempo de 

ruina. El objetivo de la distribución conjunta antes mencionada es estimar el valor 

esperado del monto de reclamación en la ruina. 

Para construir la distribución conjunta a partir del Modelo Clásico, Gerber [11] 

considera dos variables,  denota el monto del capital en el momento inmediato 

anterior a la ruina y  el capital que se registra en el momento de ruina. A 

continuación se mostrará la distribución conjunta que se desarrolla en Gerber [11]. Sea 

, capital inicial mayor que cero; denotamos 

)( −TU

)(TU

0)0( ≥= uU

 

dxdydtutyxf )|,,(  (2.0.1) 

 

la función de distribución conjunta de la severidad con argumentos ,  y )( −TU |)(| TU

T , donde se toma el valor absoluto  para manejar el saldo negativo como un 

monto de capital. 

|)(| TU

Si se considera la probabilidad de ruina )(uψ que cumple la condición de 

ganancia neta (1.4.1) entonces se garantiza que la ruina no se cumple con toda seguridad 

 

1)( <uψ   (2.0.2) 

 

La función (2.0.1) se trata de una distribución exponencial que mide el primer periodo 

que registra un evento de ruina 

 

dydtyctupedxdydtutyxf t )()|,,( ++= −λλ   (2.0.3) 
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donde p  en (2.0.3) es la probabilidad de que el capital  tenga la magnitud 

 cuando ocurre la ruina.  

)(tu

yctu ++

Después de considerar las condiciones que debe respetar la función (2.0.1) en Gerber 

[11] se determina que (2.0.1) es una ecuación de Volterra de tipo II de la forma  

 

φ  = g*φ  +   (2.0.4) h

 

donde  

 

)(uφ  =   (2.0.5) ])0(||))(|),(([ )( uUIeTUTUwE T
T =− ∞<

−δ

 

)(xg  = ∫
∞

− +
0

)( dzzxpe
c

zρλ    (2.0.6) 0≥x

 

y 

 

)(xh  ==    (2.0.7) ∫ ∫
∞ ∞

−− +
x

xu dyduyupyuwe )(),(
0

)(ρ 0≥x

 

 

Si interpretamos a δ  como una tasa de interés y  como una función de pago sobre el 

capital cuando la ruina ocurre, entonces 

w

)(uφ  es la esperanza del monto de reclamación 

en el tiempo de ruina. Si  es interpretada como una función que indica el beneficio 

que tiene que pagar la entidad al momento de la ruina, entonces 

w

)(uφ  es el ingreso 

simple que recibe la entidad después de descontar el pago de las reclamaciones. 
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Definimos a φ  como la Función de pago esperado que realiza la entidad cuando ocurre 

la ruina. 

 

Los cálculos que utiliza Gerber [11] para llegar de (2.0.3) al resultado (2.0.4) se 

discuten en la siguiente sección. Al final del capítulo se presenta una solución numérica 

cerrada de la función de pago esperado donde se emplea en el contexto del cálculo de 

opciones, la penalización de la ruina se reemplaza por el pago de la opción al momento 

de ejercerla. El pago de la opción considerado en Gerber [11] es 

 

 { }0,max),( yaeKyxw −−=   (2.0.8) 

 

donde , )ln,( KuMina ≤ K  es el precio de ejercicio de una opción put americana y  

es el valor límite de ejercicio de la opción. Finalmente, en el capítulo III se presenta un 

método y la teoría que lo soporta para estimar una solución numérica de (2.0.4). 

ae

 

 

2.1 Derivación del resultado para obtener la Función de Pago Esperado 

 

Para resolver (2.0.3) en Gerber [11] se aplica convenientemente una transformada de 

Laplace. Sea 0≥δ , se define 

 

∫
∞

−=
0

)|,,()|,( dtutyxfeuyxf tδ   (2.1.1) 
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Donde δ  se interpreta como una tasa de descuento y en el contexto de la Transformada 

de Laplace como una variable independiente. Con dicha transformación la distribución 

de la severidad se pone solo en términos del capital inicial y la diferencia de capital 

alrededor de T . A continuación se define una función no negativa  para , 

 con argumentos  y  respectivamente; mientras que para  se 

define la función 

),( yxw 0>x

0>y )( −TU |)(| TU 0≥u

)(uφ  (2.0.5) con las siguientes propiedades: 

 

)(uφ  =  ])0(||))(|),(([ )( uUIeTUTUwE T
T =− ∞<

−δ

 = ∫ ∫ ∫  
∞ ∞ ∞

−

0 0 0

)|,,(),( dtdxdyutyxfeyxw tδ

 = ∫ ∫   (2.1.2) 
∞ ∞

0 0

)|,(),( dxdyuyxfyxw

 

El objetivo consiste en obtener una solución de )(uφ  por medio de la aplicación de 

algún algoritmo iterativo. Para , consideremos el intervalo , el tiempo  y el 

monto 

0>h ),0( h t

x  de la primera reclamación en ese intervalo de tiempo. Nótese que la 

probabilidad de que no se registre ninguna reclamación en el tiempo  es  que 

se distribuye exponencial, entonces , mientras que la probabilidad de que la primera 

reclamación ocurra entre algún punto del intervalo de tiempo  y 

h )(1 hF−

he λ−

t tt Δ+  es ; si dte tλλ −

ctux +>  significa que la ruina ha ocurrido con la primera reclamación. Entonces se 

expresa )(uφ  de la siguiente forma: 
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)(uφ = 

+

  (2.1.3) 

)()( chue h ++− φλδ dtedxxpxctu t
h ctu

λφ λδ )(

0 0

)()( +−
+

∫ ∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+

dtedxxpctuxctuw t
h

ctu

λλδ )(

0

)(),( +−
∞

+
∫ ∫ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−++

 

La función )(uφ  contiene los posibles valores que puede adoptar en todos los posibles 

escenarios;  corresponde a que el evento de ruina no se dé en el 

intervalo de tiempo . Ahora bien, dada la condición anterior, ocurren dos cosas: 

)()( chue h ++− φλδ

),0( h

dtedxxpxctu t
h ctu

λφ λδ )(

0 0

)()( +−
+

∫ ∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+  Mide a la reclamación que puede ser cubierta por 

el capital acumulado. 

 

dtedxxpctuxctuw t
h

ctu

λλδ )(

0

)(),( +−
∞

+
∫ ∫ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−+  Es la reclamación que no puede ser cubierta 

con el capital acumulado y está en función del valor que tome la función . Constituye 

el factor que determina la ruina. 

w

 

Diferenciando (2.1.3) con respecto de  y haciendo h 0=h  obtenemos 

 

)()(0 uφλδ +−= + )(' ucφ + +   (2.1.4) dxxpxu
u

)()(
0
∫ −φλ ∫

∞

−
u

dxxpuxuw )(),(λ

0 =   (2.1.5) ∫ +−+++−
u

udxxpxuucu
0

)()()()(')()( λωφλφφλδ

donde 
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)(uω  =   (2.1.6) ∫
∞

−
u

dxxpuxuw )(),(

 =   (2.1.7) ∫
∞

+
0

)(),( dyyupyuw

 

Cabe mencionar que )(uω  no depende de la función φ . 

 

A continuación se elige un método que facilite la resolución de la ecuación diferencial, 

si consideramos una ecuación diferencial ordinaria 

 

)()()()'( xbxgxaxg =+   (2.1.8) 

 

Donde  es una función desconocida de )(xg x  mientras que  y  son funciones 

dadas de la ecuación. El factor de integración se desarrolla volviendo la parte izquierda 

de la ecuación en la forma de una derivada de un producto. Consideremos la función 

, aplicando este producto a ambos extremos de (2.1.8) 

)(xa )(xb

)(xM

 

)()()()()()(')( xbxMxgxaxMxgxM =+   (2.1.9) 

 

Se desea que la parte izquierda de (2.1.9) tenga la forma de la derivada de un producto, 

es decir de la forma , entonces podemos hacer un arreglo del lado 

izquierdo de (2.1.9) se obtiene 

)(')()(')( xhxkxkxh +

 

)()())'()(( xbxMxgxM =   (2.1.10) 
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usamos el Teorema Fundamental del Cálculo 

 

∫ += CdxxMxbxgxM )()()()(   (2.1.11) 

 

y obtenemos 

 

)(
)()(

)(
xM

CdxxMxb
xg ∫ +
=   (2.1.12) 

 

Ahora obtengamos una expresión para  de acuerdo a la forma 

; a partir del lado izquierdo de (2.1.10) y obtenemos 

)(xM

)(')()(')( xhxkxkxh +

 

)()()(')()(')())'()(( xbxMxMxgxgxMxgxM =+=   (2.1.13) 

 

lo que hace evidente que 

 

)()()(' xMxaxM =   (2.1.14) 

)(
)(
)(' xa

xM
xM

=  Cuya forma es la de una derivada de una función logarítmica, lo que nos 

arroja la expresión 

 

∫=
dxxa

exM
)(

)(  

 (2.1.15) 
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Se va a utilizar (2.1.15) para obtener una solución de (2.1.5) donde se elige como 

función  )(xM

 

)()( ueu uφφ ρ
ρ

−=   (2.1.16) 

 

Donde el valor ρ  es un número negativo que será especificado posteriormente. 

Multiplicando (2.1.5) por el factor (2.1.16) y reagrupando obtenemos: 

 

)(' uc ρφ  = )()( uc ρφρλδ −+ - - )   (2.1.17) dxxpexu x
u

)()(
0

ρ
ρφλ −∫ − (ue uωλ ρ−

 

Ahora vamos a establecer el valor de esta variable ρ  para resolver (2.1.17), a través de 

una función definida por 

 

)(ξl  = ξλδ c−+   (2.1.18) 

 

Entonces el coeficiente de )(uρφ  en (2.1.17) es )(ρl , ahora obtengamos el coeficiente 

ρ . Definamos por  la transformada de Laplace de la función  entonces por la 

definición 

ℑ f

 

)(ξℑ  =   (2.1.19) ∫
∞

−

0

)( dxxfe xξ
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La transformada de Laplace de , p )(' ξpℑ , está definida para todos los números no 

negativos ξ  y además es una función decreciente porque 

 

∫
∞

− <−=ℑ
0

0)()(' dxxxpe x
p

ξξ   (2.1.20) 

∫
∞

− >−=ℑ
0

2 0)()('' dxxpxe x
p

ξξ   (2.1.21) 

 

Consideremos la ecuación 

 

)()( ξλξ pℑ=l   (2.1.22) 

 

Esta función lineal )(ξl  tiene una pendiente negativa y su raíz 

 

)0()0( pℑ=≥+= λλλδl   (2.1.23) 

 

La ecuación (2.1.23) tiene una única raíz positiva, a la que llamaremos 1ξ . Además si la 

función de densidad de la reclamación es lo suficientemente regular, (2.1.23) tiene 

además una segunda raíz, 2ξ , la cual es negativa. Esta raíz negativa será denotada como 

R− . Cuando 0=δ , R  es el coeficiente de ajuste en el Modelo Clásico. 

 

Retomando la ecuación (2.1.17) y bajo el desarrollo anterior, se resolverá la ecuación 

utilizando el valor de 
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1ξρ =   (2.1.24) 

 

entonces (2.1.17) 

 

)(' uc ρφ  = )()( uc ρφρλδ −+ - -  dxxpexu x
u

)()(
0

ρ
ρφλ −∫ − )(ue uωλ ρ−

 

Con 1ξρ =  

)(' uc ρφ  = )()( up ρφρλℑ - -  dxxpexu x
u

)()(
0

ρ
ρφλ −∫ − )(ue uωλ ρ−

 =   (2.1.25) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−ℑ −−−∫ )()()()()( )(

0

uwedxxupexu uxu
u

p
ρρ

ρρ φφρλλ

 

Queremos averiguar el comportamiento de (2.1.25) con respecto del comportamiento 

del capital inicial u . Se realiza un cambio de variable con y se integra (2.1.25) 

desde  hasta 

0>z

0=u zu = . Después de dividir por λ  el resultado de la ecuación es 

 

[ ])0()( ρρ φφ
λ

−zc  

=  ∫∫ ∫∫ −−− −⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−ℑ

z
u

z u
xu

z

p duuedudxxupexduu
00 0

)(

0

)()()()()( ωφφρ ρρ
ρρ

=  ∫∫ ∫∫ −−− −⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−ℑ

z
u

z z

x

xu
z

p duuedxxduxupeduu
00

)(

0

)()()()()( ωφφρ ρ
ρ

ρ
ρ

=   (2.1.26) ∫∫ ∫ −
∞

−

− −⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ z
u

z

xz

y duuedxdyypex
00

)()()( ωφ ρρ
ρ
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Ahora, hacemos ∞→z  para reconocer el comportamiento de (2.1.26) sobre todo el 

espectro del capital inicial u , por lo cual al tomar el límite de  se simplifican los 

primeros términos de ambos lados de (2.1.26), lo que nos muestra que 

z

 

)0(ρφ = ∫
∞

−

0

)( duue
c

uωλ ρ  

)0(ρφ = )(ρλ
ωℑc

  (2.1.27) 

 

Ya tenemos el valor de )0(ρφ  el cual resulta ser una transformada de Laplace de la 

función ; sustituyendo en (2.1.26) y simplificando ambos lados obtenemos w

 

)(zρφ  = 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫∫∫
∞

−
∞

−

− duuedxdyypex
c z

u

xz

y
z

)()()(
0

ωφλ ρρ
ρ    (2.1.28) 0≥z

 

Multiplicando (2.1.28) por y aplicando (2.1.16).  zeρ

 

)(zφ  = 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫∫∫
∞

−
∞

−

−− duuedxdyypex
c z

uz

xz

yxz
z

)()()( )()(

0

ωφλ ρρ   (2.1.29) 

 

Con la ecuación (2.1.29) obtenemos por resultado el valor esperado del capital una vez 

ocurrida la ruina. A continuación vamos a distinguir cada uno de sus elementos para la 

solución por medio de una Ecuación de Volterra de tipo II. Para dos funciones 

integrables  y  definida en el intervalo 1f 2f ),0[ ∞ , la convolución de  y es la 

función 

1f 2f
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))(*( 21 xff  =    (2.1.30) ∫ −
x

dyyxfyf
0

21 )()( 0≥x

 

Si usamos esta propiedad en la construcción de las funciones  (2.0.6) y  

(2.0.7) donde 

)(xg )(xh

 

)(xg  = ∫
∞

−−

x

xy dyype
c

)()(ρλ   (2.1.31) 

 = ∫
∞

− +
0

)( dzzxpe
c

zρλ   0≥x

y  

)(xh  =   (2.1.32) ∫
∞

−−

x

xu duue )()( ωρ

=   ∫ ∫
∞ ∞

−− +
x

xu dyduyupyuwe )(),(
0

)(ρ 0≥x

 

Entonces la ecuación (2.1.29) puede ser escrita como (2.0.4) 

 

φ  = g*φ  +  h

 

La ecuación (2.0.4) es una Ecuación de Volterra de tipo II; la función  es no 

negativa en el intervalo  y puede ser interpretada como una función de densidad 

de probabilidad; en la teoría de la probabilidad (2.0.4) es conocida como una ecuación 

de renovación de la función 

)(xg

),0[ ∞

φ . La solución de (2.0.4) se puede expresar como una serie 

de Neumann, la cuál es una serie infinita de funciones de la forma 
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φ  = ...********** +++++ hgggghggghgghgh   (2.1.33) 

 

 

2.2 Solución cerrada de la Función de Pago Esperado 

 

Para resolver la ecuación (2.0.4) numéricamente, se requiere determinar una función de 

pago . El siguiente ejemplo muestra una solución cerrada para el problema de la 

función de pago esperado con un ejemplo de opciones. Consideremos una opción put 

americana perpetua con precio de ejercicio 

w

K , la expresión perpetua se refiere a que la 

opción no tiene una fecha de liquidación mientras que al hacer mención de la opción 

americana se refiere a que el tenedor de la opción puede ejercerla en cualquier 

momento. Por lo tanto, el pago de la opción es la siguiente función 

 

 ( )0,max)( sKs −=Π  

  (             (2.2.1) )+−= sK 0≥s

 

Si el tenedor de la opción elige ejercer la opción en el tiempo , , recibe t 0≥t

  ( )+−=Π )(max))(( tAKtA

 

Debido a que la opción es perpetua, el pago óptimo de la opción no varía con respecto 

del tiempo. Entonces es suficiente con considerar la estrategia de ejercer la opción de la 

forma 

 

 { }aetAtT <= )(|inf   (2.2.2) 
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Con ( )Kua ln,min≤ . Se define  la esperanza del pago al ejercer la opción. ),( auV

 

  = ),( auV [ ]u
T

T eAtAIeE =Π∞<
− )0(|))(()(
δ             (2.2.3) au ≥

 

Como la función de pago se determina por la opción put entonces 

 

  =    (2.2.4) ),( yxw )( yae −Π

 

se tiene para  au ≥

 

 )(),( auauV −= ϕ    (2.2.5) 

 

Entonces la función 

 ),()( azaVz +=ϕ            0≥z

 

satisface la ecuación 

 

 hg += *ϕϕ  

 

y por (2.0.7) 

 

 ∫ ∫
∞ ∞

−−−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+Π=

z

yazx dxdyyxpee
z

zh
0

)( )()()( λ   (2.2.6) 
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Si el precio de la opción put es 

 

  +
−− −=Π )()( yaya eKe

              yaeK −−= 0≥y

 

entonces (2.2.6) es 

 

 [ ]
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−−= ∫ ∫∫

∞ ∞
−−

∞
−

z

yxa

z

x
z

dxdyyxpeedxxPeK
c
ezh

0

)()(1)( λ   (2.2.7) 

 

Se realiza el siguiente cambio de variables yx +=ξ  y xx = , la doble integral (2.2.7) es  

 

   (2.2.8) ξξξξξ ξ
ξ

ς dpezddxpe
zz z
∫∫ ∫
∞

−
∞

− −=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
)()()(

 

Debido a que 

 

 )0()0(),( haaV ==ϕ  

 

Podemos obtener una expresión explícita para . Al Aplicar (2.2.7), (2.2.8) con ),( aaV

1== ρξ  tenemos 

 

 [ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−−= ∫ ∫
∞ ∞

−−

0 0

)()(1),( ξξξλ ξ dpeedxxPeK
c

aaV ax  
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 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ℑ+

−
= )1(')(

ρλ
δλ aecK

c
  (2.2.9) 

 

Este resultado permite determinar , el valor óptimo de , por lo que a~ a ae ~  es el valor 

optimo del ejercicio de la opción. Si 

 

 , )(),( aeaaV Π<

 

Si asumimos que aa >~ , y si 

 

  )(),( aeaaV Π>

 

concluimos que aa <~ . Por lo tanto  se determina por a~

 

 )()~,~( aeaaV Π=  

 aeK ~−=      (2.2.10) 

 

Sustituimos (2.2.9) con aa ~=  en la parte izquierda de (2.2.10) y obtenemos una 

ecuación linear para ae ~ . La solución es 

 

 
)1('

~

p

a

c
Ke

ℑ+
=

λ
δ    (2.2.11) 

 

Entonces, para , el precio de la opción put es au ~≥ )~()~,( auauV −=ϕ . Para , la 

opción se ejerce inmediatamente y el precio es simplemente . 

au ~<

ueK −
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CAPITULO III 

 
SOLUCION NUMERICA DE ECUACIONES DE VOLTERRA CON REGLAS 
DE INTEGRACION GAUSSIANAS 
 

 

En Gerber [11] se obtiene una solución analítica de (2.0.1) para calcular el valor 

esperado de la ruina, lo que da por resultado una ecuación de Volterra de grado II 

definida por (2.0.4). Toledo [27] muestra que las ecuaciones de Volterra de grado II son 

un caso particular de las Ecuaciones de Fredholm, dichas ecuaciones pueden resolverse 

por medio de la aplicación de reglas de integración Gaussianas, las cuales consisten en 

aproximar la integral de la ecuación de Fredholm por medio de la suma de los productos 

de la función a integrar por un polinomio utilizado como ponderador. 

En las secciones 3.1, 3.2 y 3.3 se presentan los fundamentos que permiten 

resolver la ecuación (2.0.4) por métodos numéricos mediante reglas de integración 

Gaussianas, debido a que la ecuación (2.0.4) es una ecuación de Volterra de grado II y 

por lo tanto es caso particular de las ecuaciones de Fredholm. Finalmente en la sección 

3.4 se discuten los resultados de una solución numérica de (2.0.4) donde se utilizan 

diferentes funciones de pago  que realiza la entidad al momento de ocurrir la ruina. w

 

 

3.1 Fundamentos para el cálculo de Ecuación de Volterra de grado II con 

reglas de integración Gaussianas: Ecuaciones de Fredholm 

 

Hay una estrecha correspondencia entre las ecuaciones integrales lineales, que 

especifican relaciones lineales entre funciones de un espacio de funciones de dimensión 

finita, y las conocidas ecuaciones lineales, que especifican relaciones análogas entre 
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vectores de un espacio vectorial de dimensión finita. Las ecuaciones de Fredholm 

involucran integrales definidas con límites fijos. Una ecuación no homogénea de 

Fredholm de primera especie tiene la forma 

 

∫=
b

a

dssfstKtg )(),()(  (3.1.1) 

 

donde  es una función desconocida a resolver,  es una función conocida. La 

función de dos variables  es llamada el kernel. La ecuación (3.1.1) es análoga a 

la ecuación matricial 

)(tf )(tg

),( tsK

 

  (3.1.2) gfK =⋅

 

cuya solución es , donde gKf ⋅= −1 1−K  es la matriz inversa. Así como la ecuación 

(3.1.2), la ecuación (3.1.1) tiene solución única donde quiera que  sea no nula y g K  es 

invertible. Sin embargo, esta última condición es a menudo una excepción que la regla. 

Por otra parte el problema de autovalores en dimensión finita 

 

 gfK =⋅− )1( σ  (3.1.3) 

 

es llamada la ecuación de Fredholm de segunda especie, usualmente escrita como 

 

  (3.1.4) ∫ +=
b

a

tgdssfstKtf )()(),()( λ
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donde λ  en (3.1.4) es 
σ
1  de la ecuación (3.1.3), mientras que g  es 

λ
g

− . Si g  es nula, 

entonces la ecuación es homogénea. Si el kernel  es acotado, entonces la 

ecuación (3.1.4) tiene la propiedad de que su forma homogénea tiene soluciones para al 

menos un conjunto infinito numerable 

),( stK

nλλ = , ,...,2,1=n  los autovalores. En el caso no 

homogéneo, en que  es no nula, las ecuaciones (3.1.3) y (3.1.4) son solubles excepto 

cuando 

g

λ  ó σ  respectivamente, es un autovalor, porque entonces el operador integral 

(o matriz) es singular. La ecuación (3.1.4) puede ser escrita como 

 

  (3.1.5) [ ] )()()(),( tgdssfststK
b

a

σσδ −=−−∫

 

donde )( st −δ  es la delta de Dirac (se ha cambiado λ  por su recíproco σ  por 

claridad). Si σ  es suficientemente grande en magnitud entonces la ecuación (3.1.5) es 

diagonalmente dominante y por tanto bien condicionada. Solamente para σ  pequeño 

volveremos al caso que se comporta mal. 

 Las ecuaciones de Volterra son un caso especial de las ecuaciones de Fredholm 

con  para . Las ecuaciones de Volterra se escriben en una forma en que 

el límite superior de integración es la variable independiente t . 

0),( =stK ts >

 

 La ecuación de Volterra de tipo I 

 

  (3.1.6) ∫=
t

a

dstfstKtg )(),()(
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tiene su ecuación matricial análoga (ahora escrita en componentes) 

 

  (3.1.7) ∑
=

=
k

j
kjjk gfK

1

 

Al realizar la comparación de (3.1.7) con (3.1.2), vemos que la ecuación de Volterra 

corresponde a una matriz K  que es triangular inferior, con entradas nulas sobre la 

diagonal. 

 

 La ecuación de Volterra de grado II es 

 

  (3.1.8) ∫ +=
t

a

tgdssfstKtf )()(),()(

 

cuyo análogo matricial es la ecuación 

 

  (3.1.9) gfK =⋅− )1(

 

donde K  es una matriz triangular inferior. 

 

De este modo se ponen las definiciones al caso de ecuaciones integrables lineales. Los 

integrandos en las versiones no lineales de las ecuaciones (3.1.1) o (3.1.6) serían 

 en lugar de ; las versiones no lineales de las ecuaciones (3.1.4) 

o (3.1.8) tienen un integrando de la forma Las ecuaciones no lineales 

de Fredholm son considerablemente más complicadas que sus contrapartes lineales, sin 

))(,,( sfstK )(),( sfstK

)).(),(,,( sftfstK
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embargo no se dan frecuentemente en la práctica. En contraste, resolver una ecuación 

no lineal de Volterra involucra usualmente solo una pequeña modificación al algoritmo 

para ecuaciones lineales. 

 Casi todos los métodos para resolver numéricamente ecuaciones integrales 

hacen uso de reglas de integración, frecuentemente reglas de integración Gaussianas. 

 

 

3.2 Reglas de integración Gaussianas 

 

Considere la integral 

 

  ∫
b

a

dxxfxW )()(

 

donde  es una función de ponderación conocida. )(xW

 

La idea de las reglas de integración Gaussianas es proporcionar la capacidad de elegir 

las , sino también las abscisas en que la función será evaluada, por lo que se rompe 

con la partición regular de W . En general, este método permite una mejor aproximación 

de las integrales. Un aspecto adicional de las fórmulas de integración Gaussianas que 

amplía su utilidad es poder arreglar la elección de los  y las abscisas para hacer 

integrales exactas de la clase: , donde  es un polinomio. Además, la 

función  puede ser escogida de modo que pueden eliminar singularidades de la 

integral. Dado  y un entero , podemos encontrar un conjunto de  y abscisas 

 tal que la aproximación 

kW

kW

)()( xWxp )(xp

)(xW

)(xW N kw

kx
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   (3.2.1) ∫ ∑
=

≈
b

a

N

j
jj xfwdxxfxW

1

)()()(

 

es exacta si  es un polinomio. (3.2.1) puede ser escrita sin hacer explícita la 

función W  si se toma  y 

)(xf

)()()( xfxWxg =
)( j

j
j xW

w
v = , entonces se reduce (3.2.1) a 

 

   (3.2.2) ∑∫
=

≈
N

j
jj

b

a

xgvdxxg
1

)()(

 

Caso general: Las abscisas que se usarán corresponden a los ceros de un conjunto de 

polinomios ortogonales. Una sucesión de polinomios { }∞
=0jjp , con  de grado , 

se llamará sucesión de polinomios ortogonales respecto al producto escalar 

)(xpn n

 

  ∫=
b

a

xdwxgxfgf )()()(:),(

 

si se verifica que 

 

 ,      0),( =kj pp kj ≠

 

En el caso general a continuación, se usarán polinomios ortogonales fijos en el intervalo 

. Podemos definir el producto escalar de las funciones  y ),( ba f g sobre la función de 

ponderación W  como 
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 ∫=
b

a

dxxgxfxWgf )()()(|   (3.2.3) 

 

El producto escalar es un número. El conjunto de funciones mutualmente ortogonales e 

individualmente normalizadas se llama conjunto ortonormal. 

 Se puede encontrar un conjunto de polinomios que (i) incluya exactamente un 

polinomio de orden j , llamado , para )(xp j ,...,2,1=j  y (ii) todos los polinomios sean 

ortogonales sobre la función de ponderación . Un procedimiento para obtener un 

conjunto de polinomios con estas características es por medio de la siguiente recurrencia 

)(xW

 

   )(1 xp− 0=

   )(0 xp 1=

       )(1 xp j+ )()()( 1 xpbxpax jjjj −−−= ,...2,1=j   (3.2.4) 

 

donde  

 

 
jj

jj
j pp

pxp
a

|

|
=       ,...1,0=j

 
11 |

|

−−

=
jj

jj
j pp

pp
b        (3.2.5) ,...2,1=j

 

donde el coeficiente  es arbitrario, podemos hacerlo 0. 0b
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Los polinomios definidos por (3.2.4) son mónicos, es decir, el coeficiente de la mayor 

potencia es la unidad. Si dividimos cada  por la constante )(xp j [ ]21| jj pp  podemos 

obtener el conjunto de polinomios ortonormales. Se pueden hallar polinomios 

ortonormales con otras normalizaciones. Siempre se pueden obtener mónicos 

dividiendo el polinomio j  por el coeficiente jλ  de la mayor potencia. 

 Si trabajamos sobre el campo de los números complejos, entonces por el 

teorema fundamental del álgebra, el polinomio de orden j  tiene exactamente j  raíces 

en su dominio. Además, se puede demostrar que las raíces de  entrelazan las 

 raíces de , es decir, hay exactamente una raíz de la primera entre cada dos 

raíces adyacentes de la segunda. Este hecho puede resultar útil si se requiere encontrar 

todas las raíces. 

)(xp j

1−j )(1 xp j−

 Las raíces obtenidas se utilizarán como las abscisas donde evaluaremos no sólo 

la función a integrar y la función de ponderación  escogida. Una vez conocidas las 

abscisas, necesitamos encontrar los . Una manera práctica de hacerlo es utilizando la 

siguiente expresión 

)(xW

jw

 

 
)(')(

|

1

11

jNjN

NN
j xpxp

Pp
w

−

−−=   (3.2.6) 

 

donde  es la derivada del polinomio ortonormal en su cero . )(' jN xp jx

 

 El cálculo de una regla de integración Gaussianas tiene dos aspectos distintos: 

(i) la generación de polinomios ortonormales , es decir, el cálculo de los 

coeficientes  y  en (3.2.4); (ii) la determinación de los ceros de  y el cálculo 

Npp ,...,0

ja jb )(xp j
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de las ponderaciones  asociadas. En el caso de polinomios ortogonales clásicos, los 

coeficientes  y  son explícitamente conocidos. 

jw

ja jb

 A continuación se presenta una lista con las funciones , intervalos y 

relaciones de recurrencia que generan los polinomios ortogonales que se usan con 

mayor frecuencia y sus correspondientes fórmulas de integración Gaussianas: 

)(xW

 

Gauss—Legendre: 

 

   = 1          )(xW 11 <<− x  

   = 1)1( ++ jPj 1)12( −−+ jj jPxPj   (3.2.7) 

Gauss—Chevyshev: 

    = )(xW 2
1

2 )1(
−

− x           11 <<− x  

    = 1+jT 12 −− jj TxT   (3.2.8) 

 

Gauss—Laguerre: 

 

    =           )(xW xex −α ∞<< x0  

   =   (3.2.9) α
1)1( ++ jLj αα αα 1)()12( −+−+++− jj LjLjx

 

Gauss—Hermite: 

 

    =           )(xW
2xe− ∞<<∞− x  

    = -   (3.2.10) 1+jH jxH2 12 −jjH
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Gauss—Jacobi: 

 

    =            )(xW βα )1()1( xx +− 11 <<− x  

   =   (3.2.11) ),(
1
βα

+jj Pc ),(
1

),()( βαβα
−−+ jjjjj PfPxed

donde los coeficientes  y  son dados por jjj edc ,, jf

   jc  = )2)(1)(1(2 βαβα ++++++ jjj  

   jd  =  ))(12( 22 βαβα −+++j

   je  = )22)(12)(2( ++++++++ βαβαβα jjj  

   jf  = )22)()((2 +++++ βαβα jjj  (3.2.12) 

 

 

3.3 Ecuación de Fredholm de Segundo Tipo 

 

Nos interesa encontrar una solución numérica para  en la ecuación )(tf

 

   (3.3.1) )()(),()( tgdssfstKtf
b

a

+= ∫λ

 

El método para resolver (3.3.1) se conoce como Método de Nystrom. Se requiere de una 

regla de integración 

 

   (3.3.2) ∑∫
=

=
N

j
jj

b

a

sywdssy
1

)()(
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después de aplicar (3.3.2) en (3.3.1) resulta 

 

   (3.3.3) )()(),()(
1

tgsfstKwtf j

N

j
jj += ∑

=

λ

 

se evalúa (3.3.3) en los puntos de integración 

 

   (3.3.4) )()(),()(
1

ij

N

j
jiji tgsfstKwtf += ∑

=

λ

 

Sea  el vector ,  el vector ,  la matriz , y definamos if )( itf ig )( itg ijK ),( ji stK

 

 jijj wKK =~     (3.3.5) 

 

La notación matricial de (3.3.4) es  

 

 gfK =⋅− )~1( λ    (3.3.6) 

 

Este es un conjunto de  ecuaciones lineales con  incógnitas que puede ser resuelto 

con técnicas estándar de descomposición triangular. 

N N

 

Descomposición Triangular 

 

 Supongamos que la matriz A  se descompone como el producto de dos matrices 
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     (3.3.7) AUL =⋅

 

donde L  es triangular inferior y U  es triangular superior (en ambos casos los 

elementos de la diagonal son no nulos). Podemos usar este tipo de descomposición para 

resolver el conjunto lineal 

 

 bxULxULxA =⋅⋅=⋅⋅=⋅ )()(   (3.3.8) 

 

mediante primero resolver para el vector y tal que 

 

      (3.3.9) byL =⋅

 

y entonces resolver 

 

     (3.3.10) yxU =⋅

 

La ventaja de proceder así es que la solución de un conjunto triangular de ecuaciones es 

muy trivial; la ecuación (3.3.9) puede ser resuelta por sustitución hacia delante, como 

sigue 

 

 
11

1
1 α

by =  

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−= ∑

−

=

1

1

1 i

j
jiji

ii
i yby α

α
          Ni ,...,3,2=   (3.3.11) 

 
 

50



 

donde iiα  son los elementos de L . La ecuación (3.3.10) se resuelve por sustitución 

hacia atrás 

 

 
NN

N
N

y
x

β
=  

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−= ∑

+=

N

ij
jii

ii
i xyx

1

1 β
β

          1,...,2,1 −−= NNi   (3.3.12) 

 

donde los iiβ  son elementos de U . 

 

 

Aplicación de la Descomposición Triangular 

 

 Primero, escribimos la -ésima componente de la ecuación (3.3.7). Esa 

componente es siempre una suma 

),( ji

 

 ijji αβα =+ ...11     (3.3.13) 

 

El número de términos en la suma depende, sin embargo, del número menor entre  y i

j . Tenemos tres casos 

 

 :ji <  ijijiijiα β α β α=+11   (3.3.14) 

 :ji =  ijjjiijiα β α β α=+11   (3.3.15) 
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 ji >  ijjjijji αβαβα =+11   (3.3.16) 

 

Las ecuaciones (3.3.14), (3.3.15) y (3.3.16) totalizan  ecuaciones para  

incógnitas 

2N NN +2

α  y β  (La diagonal aparece dos veces). Ya que el número de incógnitas es 

mayor que el número de ecuaciones, debemos especificar  de las incógnitas 

arbitrariamente y entonces resolver las otras. De hecho siempre es posible tomar 

N

 

 1=iiα             (3.3.17) Ni ,...,1=

 

Lo siguiente es usar el algoritmo de Crout, el que de manera muy trivial resuelve el 

sistema de  ecuaciones (3.3.14)-(3.3.17) para todos los NN +2 α  y β , mediante 

reordenar las ecuaciones de la siguiente forma: 

 

 Sean 1=iiα ,  a partir de (3.3.17) Ni ,...,1=

 Para cada  se realizan dos procedimientos: Primero, para 

se utilizan (3.3.14), (3.3.15) y (3.3.17) para resolver los 

Nj ,...,3,2,1=

,,...,3,2,1 ji = β , esto es 

 

    (3.3.18) ∑
−

=

−=
1

1

i

k
kjikijij βααβ

 

si  en (3.3.18) la suma es cero. Segundo, para 1=i Njji ,...,2,1 ++=  se utiliza 

(3.3.16) para resolver los ijα , esto es 

 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= ∑

−

=

1

1

1 j

k
kjikij

jj
ij a βα

β
α   (3.3.19) 
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Debemos asegurarnos de realizar ambos procedimientos antes de proseguir con el 

siguiente j . Además es necesario realizar la operación llamada pivote parcial que 

consiste en hallar el mayor β  en una fila, dividir toda la fila por dicho valor y mover 

esa fila para poner el 1 producido en la diagonal. Solo de esta forma se asegura que el 

algoritmo sea estable. 

 Para resumir, este procedimiento resuelve la ecuación (3.3.6) mediante encontrar 

las matrices L  y  tales que U KUL ~1 λ−=⋅ , y luego aplicar (3.3.11) y (3.3.12). Ahora 

que tenemos la solución en los puntos de integración { }it , para obtener un valor 

aproximado de la solución en otros puntos, Nystrom observó que debemos usar la 

ecuación (3.3.3) como fórmula de interpolación, y así mantener la precisión ya obtenida. 

 Una desventaja de los métodos basados en las reglas de integración Gaussianas 

es que no hay una manera simple de estimar el error del resultado. El mejor método 

práctico consiste en incrementar el valor de  en un porcentaje fijo y tratar la 

diferencia entre las dos estimaciones como una aproximación del error obtenido en el 

resultado con  más grande. 

N

N

 A continuación se presentan las soluciones de le ecuación homogénea. Si 

ponemos 
σ

λ 1
=  y , entonces la ecuación (3.3.6) queda como una ecuación de 

autovalores estándar 

0=g

 

 ffK σ=⋅~     (3.3.20) 

 

Notemos que si el problema original tiene kernel simétrico, entonces la matriz K  es 

simétrica. Sin embargo, ya que las ponderaciones  no son iguales para la mayoría de jw
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las reglas de integración, la matriz K~  no es simétrica. El problema de autovalores es 

más sencillo para matrices simétricas, y por lo tanto debemos restaurar la simetría si es 

posible. Dado que los  son positivos, podemos definir la matriz diagonal 

 y su raíz cuadrada, 

jw

)( jwdiagD = )(2
1

jwdiagD = . La ecuación (3.3.20) se convierte 

en  

 

 ffDK σ=⋅⋅     (3.3.21) 

 

Al multiplicar (3.3.21) por 2
1

D  se obtiene 

 

 hhDKD σ=⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⋅ 2

1
2
1

  (3.3.22) 

 

donde fDh ⋅= 2
1

. La ecuación (3.3.22) está ahora en forma simétrica. 

 La solución de las ecuaciones (3.3.21) y (3.3.22) dará en general  autovalores, 

donde  es el número de puntos de integración usados. Para kernels de cuadrado 

integrable, se obtendrá una buena aproximación a los  autovalores más bajos de la 

ecuación integral. Kernels de rango finito (también llamados degenerados o kernels 

separables) tienen solo un número finito de autovalores no nulos (posiblemente 

ninguno). Uno puede diagnosticar esta situación al notar una acumulación de 

autovalores 

N

N

N

σ  nulos en la precisión del cálculo. 

 El número de autovalores no nulos permanecerá constante al incrementar  

para mejorar la precisión.. Existe una consideración de atención: un kernel no 

degenerado puede tener un número infinito de autovalores con un punto de acumulación 

N
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en 0=σ . Se puede distinguir los dos casos por el comportamiento de la solución al 

incrementar . Si sospechamos que el kernel es degenerado, se utilizan otro tipo de 

herramientas analíticas descritas ampliamente en textos especializados con el tema. 

N

 

 

Ecuaciones de Volterra  

 

 Una ecuación típica de Volterra de grado II es  

 

   (3.3.23) ∫ +=
t

a

tgdssfstKtf )()(),()(

 

La mayoría de los algoritmos para ecuaciones de Volterra comienzan de  y se 

construye la solución a medida que avanza. En este sentido, éste no solo nos recuerda la 

sustitución hacia delante, sino también los problemas de condiciones iniciales para 

ecuaciones diferenciales. 

at =

 La manera más simple de proceder es resolver la ecuación en una partición 

uniforme: 

 

ihati += , , Ni ,...,1,0=
N

abh −
=   (3.3.24) 

 

 la más simple es la regla trapezoidal: 

 

  00 gf =
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 i

i

j
jijiiii gfKfKhfhK +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − ∑

−

=

1

1
002

1
2
11 ,          Ni ,...,1=   (3.3.25) 

 

Para una ecuación de Volterra de tipo I, el 1 a la izquierda no existe y  tiene signo 

negativo, para el resto de la ecuación los cambios son directos. La ecuación (3.3.25) es 

un método explícito que da la solución  operaciones. A diferencia de las 

ecuaciones de Fredholm, no es necesario resolver un sistema lineal de ecuaciones. De 

modo que las ecuaciones de Volterra usualmente envuelven menos trabajo que la 

correspondiente de Fredholm. Si interpretamos la ecuación (3.3.23) como una ecuación 

vectorial de  funciones , entonces el kernel  es una matriz . La 

ecuación (3.3.25) ahora debe ser entendida como una ecuación vectorial. Para cada i , 

tenemos que resolver  ecuaciones lineales algebraicas por eliminación 

Gaussianas. 

g

)( 2NO

m )(tf ),( stK mxm

mxm

 Para ecuaciones de Volterra no lineales, hay que transformar la ecuación 

(3.3.25) reemplazando el producto  por , y similarmente para los otros 

productos de 

iii fK )( iii fK

K  y . Así para cada i  resolvemos una ecuación no lineal para  con 

un lado derecho conocido. El método de Newton con una elección inicial para  

usualmente funciona muy bien siempre y cuando el tamaño de paso no sea muy grande. 

f if

1−if

 

 

 

3.4 Solución numérica de la ecuación de Volterra con reglas de integración 

Gaussianas 
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En el capítulo II se obtuvo para )(uφ  la función de pago esperado (2.0.4), es decir, la 

esperanza del monto de reclamación al momento de ruina, (2.0.4) es una solución donde 

interviene la convolución donde participan las funciones φ , g  y . La relevancia de 

(2.0.4) es que las funciones 

h

g  y  dependen únicamente de la distribución del egreso 

 y la función de pago , por lo que se reparametriza el problema del cálculo de 

(2.1.3). Este potente resultado nos indica que basta con conocer la distribución del 

egreso  y la función de pago  para conocer la esperanza del monto de pago 

que realiza la entidad en el momento de la ruina. 

h

p w

)(xp ),( yxw

Se realizó un programa para estimar (2.1.3) donde se usó el método con la regla 

trapezoidal (3.3.25), el objetivo de las simulaciones a continuación es describir el valor 

esperado del pago que realiza la entidad en el tiempo de ruina T . Cabe mencionar que 

con la reparametrización de (2.1.3) la función de pago  se convierte en una 

herramienta que nos permite estimar diferentes gráficas de pago de capital con una 

severidad de pérdida dada. 

),( yxw

Para ejemplificar el valor esperado de la ruina en Tt =  se realizaron tres 

simulaciones suponiendo que la función de egreso de la entidad es 

distribución exponencial y se tomaron para cada simulación los siguientes valores de la 

función de pago : en la primera simulación

αα xexp −=)(  

),( yxw yyxw =),( , la función de pago será 

igual a la ruina de la entidad. La segunda simulación utiliza la función de pago 

yyxw
2
1),( = , es decir que la institución pagará la mitad del monto de ruina . 

Finalmente, la tercera simulación tiene la función de pago 

y

xyyxw σ−=),( , en este 

caso suponemos que la entidad realizará un pago de  menos una proporción del 

capital antes de la ruina. En la gráfica 3.1 se ejemplifica qué tipo de valor de pago 

y
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esperado pagará la entidad con cada función de pago . En las simulaciones se 

fijaron los siguientes parámetros 

),( yxw

 

Cuadro 3.1 Parámetros de simulación del valor esperado de ruina dada una función de 

pago  ),( yxw

α  1 
ρ  0.1 
λ  0.5 
c 0.5 

 

 

Gráfica 3.1 Funciones de pago  cuando se da el momento de ruina en . ),( yxw Tt =
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Gráfica 3.2 Valor esperado del pago de la ruina vs. Capital cuando  yyxw =),(

En la gráfica 3.2 se tiene el valor esperado de la ruina de la simulación 1 suponiendo 

que la entidad realiza el pago total de la ruina, cualquiera que esta sea. Cabe mencionar 

que a mayor nivel de capital el valor esperado del pago será menor debido a que al 

momento de ruina habrá más capital para compensar la pérdida. 

 

En la simulación 2 lo que suponemos es que a pesar de que registre un monto de 

severidad de ruina en , la entidad únicamente pagará una parte proporcional de esa 

pérdida. Un ejemplo en la práctica son el nivel de suma asegurada que emiten las 

empresas aseguradoras, a pesar que el monto de un siniestro ocurrido tenga una 

magnitud , la responsabilidad de la asegura esta acotada por la suma asegurada  de 

tal forma que la aseguradora cubrirá totalmente el siniestro sólo si . El Gráfica 3.3 

muestra la segunda simulación donde suponemos que la entidad pagará la mitad de la 

ruina cuando esta ocurra, es decir 

Tt =

m n

mn ≥

yyxw
2
1),( = . 

 
 

59



 

Gráfica 3.3 Valor esperado del pago de la ruina vs. Capital cuando yyxw
2
1),( =  

 

Para la tercera simulación buscamos ver el efecto de valor esperado de pago cuando se 

manejan coaseguros o deducibles, en este caso se puede suponer que para el pago de 

una suma asegurada por parte de la entidad, es necesario que la contraparte pague una 

parte proporcional del riesgo. Dicho porcentaje puede estar basado en una parte 

proporcional del valor del capital en riesgo, si suponemos xyyxw σ−=),(  con 

[ 1,0∈ ]σ  se interpreta que el asegurado deberá pagar la proporción σ  del valor de 

capital. Supongamos que 2.0=σ  la función de pago es la siguiente: La entidad pagará 

el valor de la ruina y el asegurado una proporción σ  sobre el valor del capital al 

momento de la ruina. 
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Gráfica 3.4 Valor esperado del pago de la ruina vs. Capital cuando  xyyxw 2.0),( −=
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ANEXOS 

 

Los anexos contienen dos scripts: El primer script está escrito en Matlab 7 y con él se 

obtiene la simulación del Modelo Clásico que se utilizó para la obtención de los 

gráficos y la probabilidad de ruina del capítulo I. El segundo script está escrito en 

Python 2.5.2 y con él se estima numéricamente del valor esperado de la ruina dado un 

nivel de capital y una función de pago , se utiliza la regla trapezoidal para dicha 

estimación. 

w

 

ANEXO 1 

 

clear all 

%este programa simula Modelo Cramer Lundberg con monto de reclamaciones que 

siguen 

%distribución exponencial 

%suponemos que las reclamaciones siguen una distribución Poisson 

u = input('Introduzca el valor del capital inicial: '); 

c = input('Introduzca el valor de la prima: '); 

L = input('Introduzca la esperanza del monto de reclamación: '); 

Z = input('Introduzca la esperanza del numero de riesgos por periodo: '); 

t = input('Introduzca el número de periodos de evaluación: '); 

j = input('Introduzca el número de corridas: '); 

v=u; 

k=0; 

for r=1:j     
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for i=1:t 

    for n=1:poissrnd( Z ); 

        m=exprnd( L ); 

        N{n,1}=m; 

        M=N{n,1}+k; 

        k=M; 

    end 

        w{i,r}=v+c-M; 

        v=v+c-M; 

        k=0; 

        M=0; 

end 

v=u; 

end 

x=t; 

y=j; 

for r=1:y; 

plot (cell2mat(w(1:x,r:r)), 'DisplayName', 'cell2mat(w(1:x,r:r))', 'YDataSource', 

'cell2mat(w(1:x,r:r)'); figure(gcf)     

hold on; 

end 

hold off; 
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ANEXO 2 

 

from   numpy import * 
from   numpy.random import uniform 
from   math  import * 
from   matplotlib.mlab import griddata 
import matplotlib.pyplot as plt 
import numpy as numpy 
# 
#  funcion de densidad 
# 
# 
# Nota : escribir 2.0 
def p(x): 
  global Alfa 
  return Alfa*exp(-x*Alfa) 
 
def g(x): 
  global Rho,Lambda,C,Epsilon 
  global w_menos,w_center,w_mas,fgauss 
 
  suma = 0 
  continua = True 
  ii=1.0 
  deltat = 1  
  while continua: 
       t_center = deltat*(ii-0.5)        
       t_mas    = t_center + deltat/2.0*fgauss   
       t_menos  = t_center - deltat/2.0*fgauss 
        
       Ft_menos  =  exp(-Rho*t_menos)*p(x+t_menos)  
       Ft_center =  exp(-Rho*t_menos)*p(x+t_center) 
       Ft_mas    =  exp(-Rho*t_menos)*p(x+t_mas) 
 
       temporal =  deltat*( w_menos*Ft_menos + w_center*Ft_center + 
w_mas*Ft_mas  )/2.0 
       suma = suma + temporal 
       if abs(temporal/suma)<Epsilon : 
          continua = False 
       ii = ii+1 
  return suma 
 
def w(x,y): 
  # x = capital antes de la ruina 
  # y = capital en la ruina 
  global Rho,Lambda,C,Epsilon 
  return y 
 
def u(x): 
  global Rho,Lambda,C,Epsilon 
  global w_menos,w_center,w_mas,fgauss 
 
  suma = 0 
  continua = True 
  ii=1.0 
  deltat = 1  
  while continua: 
       t_center = deltat*(ii-0.5)        
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       t_mas    = t_center + deltat/2.0*fgauss   
       t_menos  = t_center - deltat/2.0*fgauss 
        
       Ft_menos  =  w(x,t_menos)*p(x+t_menos)  
       Ft_center =  w(x,t_center)*p(x+t_center) 
       Ft_mas    =  w(x,t_mas)*p(x+t_mas) 
 
       temporal =  deltat*( w_menos*Ft_menos + w_center*Ft_center + 
w_mas*Ft_mas  )/2.0 
       suma = suma + temporal 
       if abs(temporal/suma)<Epsilon : 
          continua = False 
       ii = ii+1 
  return suma 
 
def h(x): 
  global Rho,Lambda,C,Epsilon 
  global w_menos,w_center,w_mas,fgauss 
 
  suma = 0 
  continua = True 
  ii=1.0 
  deltat = 1  
  while continua: 
       t_center = deltat*(ii-0.5)        
       t_mas    = t_center + deltat/2.0*fgauss   
       t_menos  = t_center - deltat/2.0*fgauss 
        
       Ft_menos  =  u(t_menos+x)*exp(-Rho*t_menos)*Lambda/C  
       Ft_center =  u(t_center+x)*exp(-Rho*t_center)*Lambda/C 
       Ft_mas    =  u(t_mas+x)*exp(-Rho*t_mas)*Lambda/C 
 
       temporal =  deltat*( w_menos*Ft_menos + w_center*Ft_center + 
w_mas*Ft_mas  )/2.0 
       suma = suma + temporal 
       if abs(temporal/suma)<Epsilon : 
          continua = False 
       ii = ii+1 
  return suma 
 
def resuelve(n,X): 
   # sistema a resolver 
   global w_menos,w_center,w_mas,fgauss 
    
   KM = zeros( (n,n) ) 
   x  = zeros( (n,1) ) 
   # 
   Kb = zeros( (n,1) ) 
   for ii in range(0,n): 
      x[ii] = (ii+0.5)*X/n 
      Kb[ii] = h(x[ii]) 
   deltat = X/float(n) 
   # Se calcula la matriz del sistema 
   for ii in range(0,n): 
      KM[ii,ii] = 1  
      for jj in range(0,ii): 
         t_center = deltat*(jj+0.5)        
         t_mas    = t_center + deltat/2.0*fgauss   
         t_menos  = t_center - deltat/2.0*fgauss 
        
         Ft_menos  =  g( deltat*(ii+0.5) - t_menos)  
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         Ft_center =  g( deltat*(ii+0.5) - t_center) 
         Ft_mas    =  g( deltat*(ii+0.5) - t_mas) 
 
         temporal =  deltat*( w_menos*Ft_menos + w_center*Ft_center + 
w_mas*Ft_mas  )/2.0  
         KM[ii, jj ]= KM[ii,jj] - temporal 
   # Se resuelve el sistema 
   # 
   phi = linalg.solve(KM,Kb)  # vector solucion 
   print phi 
   print x 
   # Se grafica la solucion 
   plt.figure() 
   pp0 = plt.plot(x,phi,'r') 
   plt.xlabel('Capital') 
   plt.ylabel('Valor esperado del pago de Ruina') 
   titulo = "Valor esperado del pago de Ruina vs Capital" 
   plt.title(titulo) 
   plt.show() 
 
   return 
 
# Parametros del modelo 
Alfa = 1.0 
Rho = 0.1 
Lambda = 0.5 
C = 0.5 
Epsilon = 0.000001 
 
# Constantes de integracion 
 
fgauss  = sqrt(float(3)/float(5)) 
w_menos = float(5)/float(9) 
w_center = float(8)/float(9) 
w_mas = float(5)/float(9) 
 
resuelve(20,1) 
 

Nota: En las simulaciones presentadas en el Capítulo III, cambia el valor de la función 

de pago en yyxw =),( , yyxw
2
1),( =  y xyyxw 2.0),( −= . En el script se reemplaza: 

def w(x,y): 
  # x = capital antes de la ruina 
  # y = capital en la ruina 
  global Rho,Lambda,C,Epsilon 
  return y 
 
por 
 

return y/2   para yyxw
2
1),( =  

return y - 0.20 * x para xyyxw 2.0),( −=  
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