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Berelele

Zitu nuda ' rquidxé ',
bedanida ' ti berelele,
nuunda ' ra lidze .

Ti berelele bedanid ',
nuunda ' ra lidze ,
ti zaqué qui nibana ' rquidxe .

Ti dxi biyube ' laame ndaani’ lidze ',
bipapame, zéme,
laaca bibaname xquidxe. . .

El alcaravan

Lejos me encuentro de mi pueblo,
traje un alcaravan,
que cantara en mi casa.

Un alcaravan traje,
que cantara en mi casa,
a ver si asi no siento nostalgia de mi pueblo.

Un dia lo busqué dentro de mi casa,
habia volado, se habia ido,
también tuvo nostalgia de mi pueblo.

Gabriel Lépez Chinas.
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Introduccion

Para muchas cuestiones en teorfa de homotopia, la categoria Jop de es-
pacios topoldgicos y aplicaciones continuas es inconveniente para trabajar,
principalmente por las siguientes razones: si ¢ : X —Y es una identificacion,
entonces 1y X q : Z x X—7 X Y no necesariamente lo es, ademas la ley
exponencial no se cumple en general.

La finalidad de esta tesis es presentar una categoria conveniente de espa-
cios topoldgicos, que sea suficientemente pequena para cumplir con ciertas
condiciones razonables y suficientemente amplia para contener a muchos de
los espacios importantes que surgen en las aplicaciones de la topologia. Du-
rante mucho tiempo la siguiente categoria gozé de mucha popularidad entre
los topdlogos algebraicos:

(x) La categoria de Steenrod de espacios compactamente generados de Haus-
dorff €%¢. Un espacio X estd en €% si es Hausdorff y A C X es cerrado si
y sélo si AN K es cerrado, para todo K C X compacto.

La categoria €Y es adecuada para el estudio de H-espacios, espacios clasifi-
cantes, productos simétricos infinitos, etc. Desafortunadamente para un dia-
grama D en €9, el colimite colim D no necesariamente estd en ¢%. Mas atin
el funtor F' : €9 — St no conserva colimites. Por ejemplo si p : X— X’
es una identificacién y X € ob €%, entonces X’ no necesariamente es com-
pactamente generado. Ademas el dominio del funtor k de Steenrod es la cate-
goria de espacios Hausdorff .7, y no Jop, la categoria de espacios topoldgicos.

Presentaremos entonces una subcategoria plena de Jop que goce de las buenas
propiedades de €Y, pero que no tenga las desventajas antes mencionadas. A
saber, consideraremos la categoria de k-espacios, construida por R. M. Vogt
en [10], para remediar las dificultades que la categoria €%, presenta.

IX



En el capitulo 1 introducimos las nociones de categoria, funtor y transforma-
cién natural. Utilizaremos estas definiciones principalmente como herramien-
tas para los capitulos siguientes. Estas son nociones bésicas de categorias,
para las cuales no daremos demostraciones, salvo en casos especiales.

En el capitulo 2 se presenta la categoria de k »-espacios, se dan sus propiedades
fundamentales y se caracteriza esta categoria. Asimismo se prueba que el fun-
tor inclusion i : £ — Jop es adjunto del funtor ko -ificacion ky : Jop— Hy
y que el funtor que olvida F' : J#,——.%t conserva colimites. Ademds se
demuestra que ésta categoria es cerrada bajo ciertas operaciones estandar,
contiene limites y colimites de diagramas en J# (es decir, la categoria de
k o-espacios es completa y cocompleta), subespacios abiertos y cerrados de
k o-espacios estan en £ y si ¢ : X— X', con X € ob ', es una identifi-
cacién, entonces X' € ob .

En el capitulo 3 consideramos ya a la categoria de k-espacios y algunos
ejemplos, consideramos también a la categoria de espacios debilmente de
Hausdorff. Probamos que la categoria de Steenrod €% es una subcategoria
de los k-espacios, ademas de que los espacios mas importantes en la Teoria
de Homotopia, los complejos CW, son k-espacios.

El capitulo 4 es una de las partes principales de éste trabajo. Se presenta la
topologia compacto-abierta, se define el producto y el espacio de funciones en
2 bajo el funtor k-ificacién, se ve que % es una categoria cartesianamente
cerrada y que es monoidal simétrica con el k-producto. También probamos
que el funtor J#(—, X) : & — ¢ transfiere colimites a limites y que el pro-
ducto de identificaciones entre k-espacios es nuevamente una identificacién
en % . El capitulo finaliza con el concepto de encaje y se hacen algunas ob-
servaciones con respecto a esta definicion y a la de colimite en £ .

En el capitulo 5 consideramos la categoria %, de los k-espacios basados; esta
categoria cumple con las buenas condiciones de #". Los colimites y limites
de %, son los mismos que los de %", pero con punto basico y el funtor que
olvida punto basico F' : J#,—— % conserva limites. Observamos tambien que
el producto reducido (smash) no es asociativo en Jop_. Asimismo probamos
que con este producto tenemos un criterio de categoria conveniente para .
Y finalmente probamos que el funtor — A (X, o) : Jop, — Jop, admite un
adjunto derecho siempre y cuando X sea exponenciable en la categoria Jop.



Capitulo 1
Categorias, funtores y adjunciones

En este capitulo daremos nociones basicas del lenguaje de la teoria de ca-
tegorias y probaremos que podemos unificarlas con las ideas que a nosotros
nos conciernen en espacios topologicos. De hecho las principales aplicaciones
de la teoria de categorias son en el campo de la topologia algebraica, particu-
larmente en la teoria de homologia y homotopia. Los conceptos de la teoria
de categorias que daremos aqui, pueden ser vistos con mayor claridad en el

libro de S. Awodey [2].

1.1. Categorias y funtores

Definicién 1.1.1 Una categoria € consiste en lo siguiente:

e Una clase de objetos: A, B, C,..., llamada ob €;
e Una clase de morfismos: f, g, h,..., llamada mor €;

e Para cada morfismo f, existen objetos, dom(f) y cod(f), llamados el
dominio y codominio de f. Si dom(f) = A y cod(f) = B, decimos
que f es un morfismo de A en B y escribimos f: A—B.

e Dados dos morfismos f : A—B y g : B—C, es decir, tales que:
cod(f) = dom(g), existe un morfismo, gof : A—C, llamado la com-
posicion de [ y g.

e Para cada objeto A, existe un morfismo 14 : A—A, llamado el mor-
fismo identidad de A.

Lo anterior tiene las siguientes propiedades:
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A Asociatividad: ho(gof) = (hog)of para todo morfismo f : A—B,
g:B—C yh:C—D.

A Unidad: foly = f = 1gof, para todo morfismo f: A—B.

Ademas los morfismos de A en B constituyen un conjunto, que denotare-
mos por € (A, B). Notemos que la clase de objetos de &, ob €, no es en
general un conjunto.

Definicién 1.1.2 Una categoria € es llamada pequena si la clase de obje-
tos ob € es un conjunto. En otro caso, decimos que € es grande.

Ejemplos 1.1.3 En los siguientes ejemplos, la composicion de morfismos es
la composicion usual de funciones.

(1) La categoria Set, que consta de todos los conjuntos, y los morfismos
entre ellos son las funciones. Existe también la categoria Set ¢y, cuyos
objetos son los conjuntos finitos y cuyos morfismos son las funciones
entre ellos.

(2) La categoria Jop cuyos objetos son todos los espacios topoldgicos 1,
cuyos morfismos son las aplicaciones continuas.

(3) La categoria Jop, en la que los objetos son los espacios punteados,
esto es, parejas (X, x) donde X es un espacio topoldgico y x € X es
el llamado punto bdsico. Un morfismo f de (X,z) en (Y,y) es una
aplicacion continua f : X—Y tal que f(x) =y.

(4) La categoria </b, cuyos objetos son los grupos abelianos y cuyos mor-
fismos son los homomorfismos de grupos.

Definicién 1.1.4 Una categoria €' es una subcategoria de € si se tiene lo
siguiente:

(i) ob €' Cob €;
(ii) €' (C,D) C ¥(C, D) para todo C,D € ob €”;
(iii) €’ es cerrada bajo dom, cod, 1¢ y o.

Decimos que €' es plena si €' (C,D) =€ (C, D), para todo C,D € ob ¢".
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Definicién 1.1.5 Un funtor F : €—Z, entre dos categorias € y 9
asigna a cada objeto C € € un objeto F(C) € P y, a cada morfismo
f:A—B en € un morfismo F(f): F(A)—F(B) en &, de modo que:

(a) F(fog) = F(f)oF(g) Yy (b) F(1a) = 1pa).

Ejemplos de funtores:

(1) Si% esuna categoria , tenemos el funtor identidad 14 : € —% definido
por 14 (C) = C para todo objeto C'y 14(f) = f, para todo morfismo

1.

(2) El funtor que olvida F' : Jop—.%%t, de la categoria de los espacios
topologicos en la categoria de los conjuntos, es el funtor que olvida la
estructura de espacio topoldgico sobre los objetos de Jop. Es decir, si
X € Jop, entonces F(X) = X es el conjunto subyacente del espacio
topologico X y, si f es una aplicacion de espacios topoldgicos entonces
F(f) es f vista como funcién entre los conjuntos subyacentes.

(3) El funtor P : Jop,— Jop, tal que, para cualquier espacio punteado
(X, z), olvida el punto bésico, es decir, que P(X,z) = X y P(f) = f.

Definicién 1.1.6 En una categoria €, un morfismo f : A—B es llamado
un tsomorfismo si existe un morfismo g : B—A en € tal que

gof=14 y fog=1g.

Decimos que A y B son isomorfos, y escribimos A = B, si existe un iso-
morfismo entre ellos.

Ahora que tenemos una variedad de categorias, consideremos algunas
construcciones que producen nuevas categorias a partir de las anteriores.

1. La categoria coma € |p de una categoria € sobre un objeto B € €,
tiene como objetos a todos los morfismos f € ¢ tales que cod(f) = B,
y como un morfismo g de f : X—B a f' : X’— B a un morfismo
g: X— X" en € tal que f'og = f, es decir, tal que el diagrama:
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conmuta. También tenemos la categoria cocoma € |4 de una categoria
% bajo un objeto A € € que tiene como objetos a todos los morfismos
f de € tales que dom(f) = A, y como un morfismo de f : A—X a
f'i A—X' a un morfismo h : X— X’ en € tal que ho f = f' es
decir, tal que conmuta el diagrama:

A

/X
— X,

X

. La categoria opuesta (o dual) € de una categoria € tiene los mismos
objetos que %, y un morfismo f : C—D en €° es un morfismo
f?: D—C en €. Luego € (C,D) =€ (D, C).

Es conveniente, en esta notacién, distinguir un objeto (resp. morfismo)
en ¢ de uno de €°P. Luego, escribimos:

. D—C

en ¢°° para f : C—D en %. Con esta definiciéon podemos definir la
composicion y la unidad en €7 en términos de la operacién correspon-
diente en €, tenemos asi,

IZ=1c 'y  fPog?=go”f,

es decir, un diagrama conmutativo en €

A-l-p

N,

C

es equivalente a un diagrama conmutativo en € P:

A< p

fof’ogox Tgop

C



Categorias, funtores y adjunciones )

Asi resulta que (¢°7)? = ¥. La posibilidad de asociar a cada categoria &
con su categoria dual P nos permite definir, para cada concepto categérico
y cada enunciado categdrico, sus respectivas versiones duales.

La construccion anterior nos da paso a un principio muy importante en
la teoria de categorias, llamado el principio de dualidad.

Observacién 1.1.7 El principio de dualidad
Para cualquier enunciado P en el lenguaje de teoria de categorias, si P se
sique de los axiomas de categorias, entonces el enunciado dual P* tambien.

Para tener un mejor concepto, nétese que si P implica algin diagrama:

A-1-p

"N

C

entonces P* implica el diagrama obtenido de éste invirtiendo la direccion y
el orden de la composicion de los morfismos.

A<l B

"N

C

Notese que una interpretacion de un enunciado P en 4 automéaticamente nos
da una interpretacion de P* en €°P.

1.2. Limites y colimites

En esta seccion definiremos los primeros conceptos de “limite”, asi co-
mo sus enunciados duales, que resultan ser casos especiales de la definicién
general de limite y de colimite. Es decir, definiremos los conceptos de ob-
jeto terminal, producto, igualador y cuadrado cartesiano (pullback) para el
concepto de limite; y objeto inicial, coproducto, coigualador y cuadrado co-
cartesiano (pushout) para el de colimite.

Definicién 1.2.1 En una categoria €, un morfismo f : A—B se llama
monomorfismo, si dados dos morfismos g,h : C—A, la igualdad fog =
foh implica que g = h,

9 f
h
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dualmente, f se llama epimorfismo, si dados dos morfismos i,j : B—D,
la igualdad iof = jof implica que i = j,

A-L-p—=p.
J

Ya que la definicién de epimorfismo es dual a la definicién de monomor-
fismo, se tiene que f es un epimorfismo en la categoria € si y sélo si f es un
monomorfismo en la categoria €.

Definicién 1.2.2 En una categoria €, un objeto 0 es inictal si para cualquier
objeto C, existe un unico morfismo

0—C.

Dualmente, un objeto 1 es terminal si para cualquier objeto C', existe un
unico morfismo

C—1.

Tanto con monomorfismos y epimorfismos, como con los objetos iniciales
y terminales, notemos que existe una dualidad en sus definiciones. Mas pre-
cisamente, un objeto terminal en % es un objeto inicial en €°P. Observemos
que para cualquier categoria € y cualquier C' € ob %, entonces el morfismo
identidad 1¢ : € — C es un objeto terminal en & | e inicial en €. A
saber, para todo objeto f: B—C en % |¢ se tiene:

d C
N
C

es decir, f es el tnico morfismo de f : B—(C" a 1¢ : C—C. De la misma
manera se obtiene el resultado dual para un objeto inicial.

B

La prueba del siguiente resultado es inmediata.

Lema 1.2.3 Los objetos iniciales (terminales) son tinicos salvo isomorfis-
mos.
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Definicién 1.2.4 Sean € una categoria y P € ob €. Consideremos una
familia de objetos {A;}icr y una familia de morfismos p; : P—A;. Deci-
mos que P junto con los morfismos {p;}icr es un producto para los objetos
{A;}icr, si se cumple lo siguiente:

Para cualquier objeto U € € y para cualquier familia {u;};c; de morfis-
mos u; : U—A;, existe un unico morfismo n: U—P tal que el diagrama

es conmutativo para toda i € I. Denotamos generalmente a P = [],.; A;.

En Jop se tiene lo siguiente:

Ejemplo: El producto de dos espacios topolégicos X y Y, como se define
usualmente, realmente es un producto en la categoria Jop. Para esto, supong-
amos que tenemos dos espacios X y Y, y el espacio producto X x Y con sus
proyecciones:

X=X xY 2y
Consideremos que B(X,Y) es la topologia generada por los abiertos bésicos

de la forma U x V donde U € B(X) y V € B(Y), luego todo W € B(X xY)
es union de tales abiertos bésicos.

i) La aplicacién p; es continua, puesto que p; ' (U) = U x X, que es
abierto, si U es abierto. Analogamente se ve que ps es continua.

ii) Dadas cualesquiera dos aplicaciones continuas f; : Z— Xy fo : Z—Y,
sea f: Z— X xY laaplicacién f = (f1, f2) definida, para z € Z, como

f(z) = (f1(2), fo(2)). Es claro que pyo f = fi y poo f = fo. Ahora
solo hay que ver que f es continua. Es suficiente probar que si U C X,

V C Y son abiertos, f~1(U x V) es abierto en Z. Como

FFUxV) = fFHUxY)N(X xV))
= fFUXxY)NfFHX x V)
= [Tropr N (U) N frop (V)
= AN U)NRTHV)
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y ademds, fi (U) v fo ' (V) son abiertos, puesto que f; y fo son
continuas, por lo tanto f es continua.

La nocién dual del producto es la de coproducto.

Definicién 1.2.5 Un objeto Q) en una categoria € junto con una familia de
morfismos q; : A;i—Q es un coproducto para la familia de objetos {A; }ier,
st se cumple la siguiente propiedad:

St dado un objeto W € € y morfismos w; : A;— W, existe un inico
morfismo n : Q—W tal que el siguiente diagrama:

es conmutativo para toda i € I. Denotamos al coproducto como @ = [],c; A;.

Un coproducto de dos objetos en una categoria es exactamente un producto
en la categoria opuesta. A continuacion tenemos el siguiente ejemplo:

Ejemplos 1.2.6 (1) En Jop el coproducto X+Y de dos espacios X yY, es
la suma topoldgica, es decir, la unidn ajena con la topologia B(X+Y)

B(X) x B(Y).

(2) En Jop,, si (X,x0) y (Y,y0) son espacios punteados, entonces el co-
producto es (X, z9) V (Y, yo), es decir, la suma topoldgica en el cual se
identifican los puntos bdsicos en un solo punto.

Como en casos anteriores, el producto y el coproducto son tinicos salvo
isomorfismos.

Definicién 1.2.7 En una categoria €, dados dos morfismos f,qg : A—B,
un tgualador de f y g consiste en un objeto E y un morfismo e : E— A,
con la propiedad de que foe = goe, y de que, dado z : Z— A con foz = goz
existe un unico morfismo u : Z—FE con eou = z. Lo anterior se ilustra en
el siguiente diagrama:

E—-A—=B
A

g
u| /
| z

Z
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Proposicion 1.2.8 En una categoria €, si e : E—A es un igualador de
alguna pareja de morfismos, entonces e es un monomorfismo.

Demostracion. Supongamos que eoh = eo k y consideremos el diagrama:

E——=A—=DB

i

Z

donde e es un igualador de f y g y sea | = eo h = e o k. Entonces
fol=foeoh=goeoh = gol. Como e es un igualador de f y g v,
ademas f ol = gol, existe un tinico morfismo u : Z—F tal que eou = .
Perode eoh =1y eok =1, se sigue que h = u = k. Luego e es un monomor-
fismo. U

Ahora consideremos la nocién dual de igualador, cominmente llamado
coigualador

Definicién 1.2.9 Para cualesquiera morfismos f,g : A—B en una cate-
goria €, un cotgualador consiste en un objeto QQ y un morfismo q : B—Q,
con la propiedad de que qof = qog, y de que, dado cualquier Z y z : B— 7,
si zof = zog, entonces existe un unico u : Q— 27 tal que uoq = z, como en:

f
A*>7>B4q>Q

|
\u
z
\

Z.

Aqui observemos que, por dualidad, sabemos que un coigualador ¢ en una
categoria % es un igualador en €°P. Luego ¢ es un epimorfismo en %. Tenemos
entonces lo siguiente:

Proposicion 1.2.10 St ¢ : B—Q es un coigualador de alguna pareja de
morfismos, entonces q es un epimorfismo.

El concepto de cuadrado cartesiano, al igual que el de producto, aparece
muy a menudo en cualquier rama de las matematicas.
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Definicién 1.2.11 Dados dos morfismos fi1 : Ai—A y fo: As— A en una
categoria €, diremos que el diagrama conmutativo

Pi>142

le{ lf2
f1

Al ——A
es un cuadrado cartesiano para fi y fa, si para todo par de morfismos
g1 : Q— A1 y qo : Q— Ay tales que froqy = fr0qs, existe un inico morfismo
u: Q—P tal que g1 = prou y o = pyou. Es decir, hay una unica u tal que
el siguiente diagrama conmuta:

P4

N

A1L>A.

Los cuadrados cartesianos son claramente tinicos salvo isomorfismos, puesto

que estan dados por una propiedad universal.

Proposicién 1.2.12 Si una categoria € tiene productos binarios e iguala-
dores, entonces ésta tiene cuadrados cartesianos.

Demostraciéon. Dados dos morfismos f: A—C' y g : B—C', considere-
mos el siguiente diagrama:

E
\&
\\ AXB?B

pP1 \\
\\\ lﬂ-l gl
A f

A C

donde e es un igualador de fom y gomy p1 =m oe, pp = moe. Lo que
afirmamos es que el siguiente diagrama conmutativo:

n| f Jo

A—C
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es un cuadrado cartesiano para f y ¢g. Consideremos los morfismos z; : Z— A
y 2o : Z— B, tales que foz; = gozy. Entonces para z = (z1,25) : Z—AXB
si tenemos que, f om 0z = g oy o 2z, entonces por ser e un igualador de
fom v goms existe un tnico morfismo u : Z—F tal que e o u = z, luego:

PLOU =T 0E0U=T02 =2 y PoOU =Ty 0EO0U=T90Z = Z29.

Ahora supongamos que existe v’ : Z—F tal que p;ou’ = z;,i = 1,2, en-
tonces m; 0o eou’ = z;, luego e ou’ = z = e o u, asi resulta que u = v/, puesto
que e es un monomorfismo, esto concluye con la prueba. ]

La nocién dual de la de cuadrado cartesiano es la de cuadrado cocartesiano.

Definicién 1.2.13 Dados dos morfismos fi1 : A—A; y fo : A— Ay, dire-
mos que el diagrama conmutativo

ALAl

A

AQ?P

es un cuadrado cocartesiano para f, y fo si para todo par de morfismos
q1: A1—Q y qo : As—Q) tales que g0 f1 = oo fs, existe un inico morfismo
u: P—Q tal que g1 = uopy y go = wops. Es decir, hay una unica u tal que
el siguiente diagrama conmuta:

A=A
ifQ Pll \\\

AQLP

Dualmente a como se hizo con el cuadrado cartesiano, se pueba que si el
cuadrado cocartesiano existe, éste es unico salvo isomorfismos. La versién
dual de 1.2.12 es la siguiente.

Proposicion 1.2.14 Si una categoria € tiene coproductos y coigualadores,
entonces tiene cuadrados cocartesianos.
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Ya hemos visto que las nociones de producto, igualador y cuadrado carte-
siano no son independientes; la relacion precisa entre ellas es ésta, que es
consecuencia de 1.2.12.

Proposicion 1.2.15 Una categoria tiene productos finitos e igualadores si
y solo si tiene cuadrados cartesianos y objeto terminal.

Como ya habiamos mencionado antes, producto, objeto terminal, igualador
y cuadrado cartesiano, son todos casos particulares de la nocién general de
limite, que vamos a considerar ahora. Primeramente, necesitamos unas defini-
ciones preliminares.

Definicién 1.2.16 Sean ¢ y € categorias. Un diagrama de tipo ¢ en
¢ es un funtor D : 7 —%.

A 7 selellama categoria de indices del diagrama y sus objetos se suelen
denotar por i, j, etc, y los correspondientes objetos de la categoria € bajo el
funtor se denotan por D;, Dj, etc.

Definicién 1.2.17 Un cono para el diagrama D consta de un objeto C € €
y una familia {c; : C—D;} de morfismos en €, uno para cada objeto
Jj € 7, tales que para cada morfismo o : i—j en Z, Dy oc; = ¢j, es
decir, tal que el siguiente tridngulo conmuta.

OL>D]

|

D;.
Denotamos el cono por (C,c;).
Definicién 1.2.18 Un morfismo de conos n : (C,c;)—(C",c)) es un

morfismo 1 : C—C" en € tal que para toda j € ¢, ¢ on = c;, es decir,
tal que hace que cada triangulo

c—1=¢r

sea conmutativo.
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Luego, tenemos una aparente categoria Cono(D) de conos de D.

Definicién 1.2.19 Un limite para un diagrama D : ¢ ——% es un objeto
terminal en Cono(D). Se dice que el limite es finito si es un limite para un
diagrama en una categoria finita ¢ de indices.

A menudo se denota al limite como:
p; : lim D—D;.

a los morfismos p; se les llama morfismos estructura. Por ser un objeto termi-
nal en Cono(D), tenemos que el limite de un diagrama D tiene la siguiente
propiedad universal: Dado cualquier cono (C,¢;) en D, existe un tinico mor-
fismo u : C'—lim D tal que para todo i, p; o u = c¢;.

Definicién 1.2.20 Decimos que una categoria € es completa si para todo
diagrama pequeno D : _#—%, el limite de D existe en €.

Proposicion 1.2.21 Una categoria € es completa si y solo si tiene produc-
tos e igualadores (resp. cuadrados cartesianos y objeto terminal).

Demostracion. Lo que probaremos es que cualquier limite puede ser cons-
truido a partir de productos e igualadores. Entonces consideremos el siguiente
diagrama:

D: 7—%.
Consideremos los productos
i €ob 7 (wi—j)e 7
Definimos dos morfismos
[[o.— II P
i P (i)

Ahora consideremos las composiciones con las proyecciones 7, del segundo
producto, entonces:

Ta© O = Go = Tcod(a) y Ta 0P =1y = Dy 0 Tdom(a)
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donde Teod(a) ¥ Tdom(a) SON las proyecciones del primer producto. Considere-
mos el igualador
ey | ey | G
i Y (ai—j)

Lo que probaremos es que (E,¢;) es un limite para D, donde e; = 7; o e.
Tomemos cualquier morfismo ¢ : C—[[, D;, y escribimos ¢ = (¢;) para
¢; = m; o c. Observemos que la familia (¢; : C—D;) es un cono para D si
y s6lo si ¢ o ¢ = 1) o c. En efecto, ¢ o (¢;) = 1 o (¢;) si y s6lo para toda «,
T OGO <cl> =Ta0 o0 <CZ> Pero,

Ta © 60 (¢;) = o © (Ci) = Teod(a) © (€:) = ¢

To 01 0 (¢;) = Va0 (¢;) = Dy © Tdom(a) © (¢i) = Dq 0 ¢;.
De esta manera ¢ o c = 1) o ¢ si y s6lo si para toda a : i—7 tenemos
¢; = Dyoc;, luego (¢; : C—D;) es un cono, como habiamos afirmado. De es-
ta manera se sigue que (F, e;) es un cono, y que cualquier cono (¢; : C—D;)
nos da un morfismo (¢;) : C— [, D; con ¢o (c;) = ¥ o(c;), luego existe una
tunica factorizacion u : C—FE de (¢;) a través de F, el cual es claramente
un morfismo de conos. Esto prueba que (E,e;) es un objeto terminal en la
categoria de conos de D, de esta manera (FE,¢;) es un limite para D. O

A continuacién presentamos una aplicacién de limites por productos e
igualadores.

Definicién 1.2.22 Un funtor F : €—Z se dice que conserva limites
de tipo ¥ si, siempre que el cono p; : L—Dj sea un limite para un dia-
grama D : ¢ ——% ; entonces el cono Fp; : FL——FD;, es un limite para el
diagrama FD : 7 —%. En otras palabras

F(lim D;) = lim F(D;).

Definicién 1.2.23 Un cocono para el diagrama D consiste en un objeto
C (vértice) y morfismos ¢; : Dj—C para cada j € ¢, tal que para todo
a:i—jen #,cjoD(a)=cq.

Un morfismo de coconos f : (C,¢;)—(C", ;) es un morfismo f : C—C’
en € tal que foc; = ¢} para todo j € Z. De esta manera, obtenemos una
categoria Cocono(D) de coconos de D.
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Definicién 1.2.24 Un colimite para un diagrama D : ¢ —% es, un ob-
jeto inicial en Cocono(D) la categoria de coconos.

Denotamos al colimite por:
qj : Dj——-colim D.

Por ser un objeto inicial en Cocono(D), tenemos que el colimite de un
diagrama D tiene la siguiente propiedad universal: Dado cualquier cocono
(C,¢j) en D, existe un tnico morfismo u : colim D—C' tal que para todo j,
uoq; =cj.

Una categoria % es llamada cocompleta, si para todo diagrama pequeno
D: ¢—%, el colimite de D, colim D esta en €.

Observaciéon 1.2.25 Sea o/ una subcategoria plena y pequena de una cate-
goria €. Para cada objeto C' € € el diagrama candnico de €, es el
diagrama de todos los morfismos A—C', donde A € ob &/; mds aun, el
diagrama candnico es un funtor natural que olvida D¢ : o |¢ —€. Fl
diagrama candnico D¢ : o |¢ —€ tiene un colimite candnico, el cual
es el cocono {a; : Ai—C'}, a este colimite se suele llamr el colimite de < -
objetos junto con las morfismos estructura o; : Do(A;—C) = A;—C' del
colimite.

1.3. Transformaciones naturales

Una transformacion natural es un morfismo de funtores. Lo que motiva es-
ta definicién es, ver cuando dos funtores son adjuntos, es decir, cuando existe
un isomor fismo funtorial entre los conjuntos Z(F(C), D)y €(C,G(D)),
donde F' es un funtor de ¥ a Z y GG un funtor de ¥ a €.

Definicion 1.3.1 Para las categorias €, 9 y los funtores
FG:—9,

una transformacion natural n: F—G es una familia de morfismos en
9 (nc : FO—GC) con indices en objetos de €, tal que, para cualquier
morfismo f : C—C" en €, ner o F(f) = G(f) one, es decir, tal que el
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siguiente cuadrado conmuta:

C FC—2>qC

fl F(f)l iG(f)

(o FC' = GC".

Uleld

En dicha transformacion natural n : F—G, el morfismo en Z n¢ :
FC—GC es llamado la componente de n en C.

1.4. Funtores adjuntos

Presentaremos ahora un concepto basico en la teoria de categorias debido
a Kan.

Definicién 1.4.1 Una adjuncion entre las categorias € y 9 consta de dos

F
funtores € —— 9 1y una transformacion natural:
G

n:lg—GoF

con la propiedad siguiente:
(%) Para cualesquiera objetos C € €,D € 9 y f : C—G(D), existe una
unica g : F(C)—D tal que:

f=Ul(g) onc;

es decir, tal que conmuta el siguiente diagrama:

G(F(C)) - G(D)

ncT /

C

F es llamado el adjunto izquierdo, G el adjunto derecho yn es llamada
la unidad de la adjuncion. El enunciado (x) es la propiedad universal de la
unidad 7).

F
Proposicion 1.4.2 Dadas categorias y funtores, € —— @ , las siguientes
G

condiciones son equivalentes:
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(a) F es adjunto izquierdo de G.
(b) Para cualquier C € € y D € P existe un isomorfismo,
¢: 2(F(C), D) =%(C,G(D))
que es natural tanto en C' como en D.
(¢c) Eziste una transformacion natural:
€: FoG—1y

con la siguiente propiedad universal:
() Para cualesquiera objetos C € €,D € P y g : F(C)—D, existe
una unica f: C—G(D) tal que:

g=cepo F(f).

Proposicion 1.4.3 Funtores adjuntos derechos conservan limites, y adjun-
tos 1zquierdos colimites.

Demostracién. Supongamos que tenemos la siguiente adjuncion

€ 9

donde F' es el adjunto izquierdo y G el adjunto derecho y supongamos que
dado un diagrama E : ¢ —Z lim D, existe en . Entonces para cualquier
C € ob ¥, tenemos que:

1

)

% (C,G(lim D,)) 2(F(C),lim
lim 2(F(C),
lim € (C, G(

¢ (C,lim G(

J

12

S

1

S

12

)
j)
i)
)

)

J

luego por Yoneda, tenemos el isomorfismo requerido
G(lim D;) = lim G(D;).

Y asi por dualidad tenemos que adjuntos izquierdos conservan colimites. [J
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Funtores adjuntos



Capitulo 2
La construccion de k o-Espacios

En este capitulo haremos una construcciéon de nuevos espacios topologi-
cos a partir de la categoria Jop, es conveniente ajustar adecuadamente la
topologia de los objetos de op, con el fin de obtener espacios con propiedades
mejores. Lo que haremos es estudiar una clase muy importante de espacios,
cuya topologia estd determinada por la topologia final del espacio dado. Ve-
remos que esta construccion no altera demasiado la topologia. Seguiremos
principalmente el trabajo de R. M. Vogt [10], y algunas referencias de [7].

2.1. Propiedades de k. (X)

Sea . una subcategoria plena de Jop no vacia. Dado cualquier espacio
topologico X, construyamos la categoria coma de .# sobre X, .%|x cuyos
objetos son todas las aplicaciones f : By—X en Jop, donde By € ob .,
y cuyos morfismos de f : By—X a g : B,—X son todas las aplicaciones
h: Bf— DB, en . tales que el diagrama:

conmuta. Los espacios B}s y las aplicaciones h : By— B, forman un dia-
grama asociado a X, es decir, el funtor que olvida Dy : .| x — Jop, gen-
eralmente conocido como el diagrama candénico de X. El cual a un objeto
[ Bf—X € % |x, le asocia el espacio By y a una aplicacién continua
h : Bf—B,, a la misma aplicacion h € Jop. El funtor Dy : /| x — Jop
no es precisamente pequeno, puesto que la categoria .¥| x puede ser grande.

19
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Para el objeto X € Jop, definamos el espacio ks (X) que tiene como conjun-
to subyacente a X con la topologia dada como sigue: U C X es abierto si y
solo si f~H(U) es abierto, para todo f : B—X, con B € ob .. Entonces
ko (X) tiene la topologia més fina que hace continua a todas las aplicaciones
[ Bf—X. Dado un espacio topolégico X, a k»(X) lo llamaremos la k-
ificacién de X y a un espacio topoldgico Y que cumpla con tal propiedad lo
llamaremos k o-espacio. Es inmediato de esta definicion que si B € ob ./
entonces ko (B) = B, es decir, todo objeto de . es un k.-espacio.

La siguiente propiedad universal caracteriza la construccién de ko (X).

Proposiciéon 2.1.1 Sea X un espacio topoldgico. La aplicacion identidad
l: ky(X)—X tiene la siguiente propiedad universal que la caracteriza.

(%) Sea Y € ob . y f : Y—X continua, entonces existe una inico

~

levantamiento f 1Y —ky(X) continua, tal que conmuta el diagrama:

De hecho, esta unica aplicacion f es, a nivel de conjuntos, la misma funcion

f.

Demostracién. Veamos que [ : k(X)y»—X satisface (x). Para ver esto,
consideremos a f igual a f como funcién; puesto que Y € ob &, k»(Y) =Y,
por lo que f = ko (f) es continua. Es claro que f es Unica y que el diagrama
conmuta.

Por otro lado, si X es un k-espacio y la aplicacién i : X——X satis-
face (x), luego, para la identidad [ : ko (X)— X existe una tnica aplicacién
[ ko (X)—X, tal que iol = I. De la misma manera, porque [ : ko(X)—X
satisface (%), existe una tnica aplicacién i : X —ky(X), tal que loi = i.
Aplicando dos veces la unicidad exigida por (x), concluimos que loi =1 %y
que 7ol = Li(x), es decir, X es homeomorfo a ko (X). O

Acontinuacion tenemos la siguiente proposicion que resume las propiedades
generales de la construccién de kg (X).
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Proposicién 2.1.2 (a) La aplicacion identidad | : ko (X)— X es conti-
nua.

(b) Si B € ob ., entonces existe una correspondencia uno a uno en-
tre las aplicaciones B—X y B—ky(X). Es decir Jop(By, X) =
Top(By, k7 (X)).

(d) Si las composiciones hof : Bf—ky(X)—Y son continuas para to-
das las aplicaciones f : By—ky(X) con By € ob .7, entonces h es
continua.

Demostracion.

(a) Es obvia, pues cada abierto en X lo es en k»(X), pues si U C X es
abierto, entonces f~(U) C By es abierto para toda aplicacién continua

(b) Se sigue inmediatamente de 2.1.1.

(d) Supongamos que h o f es continua para toda f € ob .7 |;_(x), ¥ sea
U C Y abierto, entonces f~1(h™(U)) = (ho f)~'(U) es abierto en By,
luego h™1(U) es abierto en ko (X), y de esta manera h : ko (X)—Y
es continua. O

El siguiente lema prueba que ko (X) es el colimite para el diagrama Dy :

le —h%p.

Lema 2.1.3 Para cualquier espacio topologico X, existe una eleccion candnica
del colimite del diagrama Dx : % | x — Jop, el cual resulta ser ko (X).

Demostracién. Sea ko (X) como fue definido anteriormente. Entonces la
funcién identidad 1 : k(X )—X es continua, y cada f € ob .| x factoriza
continuamente por 2.1.2 (b), como:

By

en Jop, lo cual hace a {f : Bj—k.»(X)} un cocono para el diagrama Dy :
< |x —Jop ahora consideremos otro cocono (Z,hs) para el diagrama,
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es decir dadas aplicaciones h; : By—Z, una para cada objeto B; en Jop,
hgoq = hy para cualquier aplicacién g : By— By en Jop. Lo que probaremos
es que, existe una tunica aplicacién h : kg (X)—Z tal que ho f' = hy.
Definiremos a h de la siguiente manera: para cada y € ko (X), existe x €
By tal que f'(z) = y, en efecto, puesto que k. (X) tiene la topologfa final
con respecto a todos los espacios By, de esta manera f' : By—k(X) es
suprayectiva, para toda f’ € ob .|, (x). Hagamos forzadamente h(y) =
h¢(z), de esta manera h esta bien definida.

By
i )
X “ ko (X)=—==-- =
\ %
g
hg
B

Para ver que h esta definida de forma tunica, supongamos ahora que existe
z € By, para algin B,, tal que ¢'(z) = y. Luego podemos encontrar un B,
y aplicaciones u : B,— By y v : B,.— B, en Jop tal que u(B,) = =y
v(B,) = z. De aqui:

hy(x) = hyou(B;) = h.(B;) = hgov(B;) = hy(2),

luego h esta definida de forma tunica. La continuidad de A se sigue del hecho
de que si U C Z es abierto. Luego:

fHHU)) = ke H(U)

es abierto para toda f. Por lo tanto h™'(U) es abierto en k. (X). As{ resul-
ta que el espacio ks (X) es el colimite canénico para el funtor Dy : .| x
— Jop. O

El lema anterior nos permite definir al k -espacio ko (X), de la siguiente
manera:

Definicion 2.1.4 Para un objeto X € Jop y para el diagrama canonico
Dx : S| x — Jop, definamos a ks = colim Dx.
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Hay que recalcar hasta aqui que nuestro proposito principal es el caso en
que . es la categoria de espacios compactos de Hausdorff. Denotemos por
Ay ala subcategoria plena de Jop que consiste de todos los objetos ko (X)
o kg-espacios, tal que a cada X € ob Jop le asociamos a k»(X) y a una
aplicacion continua f : X—Y, la misma f, pero a nivel de kg -espacios. El
propdsito de este trabajo, descarta inmediatamente el caso . = Jop. Puesto
que la categorfa resultante % es exactamente la categoria Jop, que por lo
mencionado en la introduccion, no resulta ser muy interesante para nuestra
finalidad. Otro ejemplo es, el caso en que . sea la categoria que consiste de
un sélo punto, entonces ko (X) = X con la topologia discreta, es decir, si
Hy =W, entonces k : Jop— W aplica a cada espacio topoldgico X en el
conjunto subyacente de X con la topologia discreta. Luego la categoria %
no es particularmente interesante.

Definicién 2.1.5 Una aplicacion f : X—Y es una equivalencia ho-
motopica débil si:

fo s (X, 1) —ma (Y, f(2))

es un iwsomorfismo para toda n > 0 y para toda x € X. Es decir, f induce
isomorfismos en grupos de homotopia.

Una propiedad interesante, para cuando . es la categoria de espacios
compactos de Hausdorff o la categoria de localmente compactos, posible-
mente las dos categorias mads interesantes para %, es que la aplicacion
[ :ky(X)—X es una equivalencia homotépica débil.

Proposicion 2.1.6 Si las esferas estandar S™ estdn en ., para n > 0, en-
tonces la aplicacion identidad | : ko (X)— X es una equivalencia homotdpi-
ca débil. Ademds si los n-simplejos estandar topologicos A™ estin en &,
entonces la misma aplicacion identidad induce isomorfismos en homologia
singular.

Demostracién. Por 2.1.2 (c), tenemos que para todo objeto B € .7,
Jop(B, X) = Jop(B, ks (X)), ahora si las esferas S™ estdn en ., entonces
Jop(S"™, X) = Jop(S™, ks (X)), de esta manera tenemos que:

Wn(kV(X)WT) = [San&”(Xﬂ = [SnaX] = Wn(XJ(x))



24 La categoria JZ

luego | : ko (X)—X induce isomorfismos en grupos de homotopia. Por lo
tanto [ : ko (X)— X es una equivalencia homotdpica débil.

De nuevo tenemos que Jop(A", X) = Jop(A", k. (X)), si los n-simplejos
estandar A" estan en ., pero esto quiere decir, que ko (X) y X tienen los
mismos n-simplejos singulares, y luego sus moédulos de homologia singular
coinciden. U

Lema 2.1.7 Para cualquier aplicacion h : X—Y en Jop, la aplicacion
ko (h) :=h:ky(X)—ks(Y) es continua.

Demostracién. Puesto que la aplicacién hof : Bf—ky(X)—Y es con-
tinua, luego por la proposicion 2.1.2 (c), k»(h) o f’ es continua, asi por 2.1.2
(d), tenemos que la aplicacién ky(h) := h : ko (X)—k»(Y) es continua, el
siguiente diagrama ilustra la demostracion:

B—l -x—" -y
e
ks (h
ko (X) S ke (v)
y el lema queda probado. O

Del lema anterior se sigue que kg-ificar es una construccion funtorial,
es decir, esta construccién define un funtor idempotente ko : Jop— Hy,
donde # es la subcategoria plena de Jop que consiste de todos los objetos
ks (X) o ky-espacios, tal que a cada X € ob Jop le asociamos a ko (X) y a
una aplicacion continua f : X —Y, la misma f, pero a nivel de kg -espacios.

2.2. La categoria &

De manera similar a como se hizo con el colimite en Jop, si tenemos un di-
agrama pequeno F': ¢ — Jop, un limite de F es obtenido por pasar el limite
a Zet, y dandole la topologia como un subespacio del producto topoldgico
[] Fi- Puesto que Jop es completa (tiene todos sus limites pequenos), bastaria
ver entonces como son los limites en .#. Para ver esto, probaremos que el
funtor kg-ificacion es adjunto derecho del funtor inclusién i : &y — Jop.
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Teorema 2.2.1 FEl funtor inclusion i : Foy— Jop es adjunto izquierdo del
funtor kg : TJop— K. Es decir, tenemos la igualdad:

Ao (X ks (Y)) = Top(i(X),Y),
donde X € ob ., , Y € ob Jop.

Demostracién. Sean X € ob #» yY € ob Jop, entonces por la proposicién
2.1.2 (b) tenemos que, existe una biyeccién entre las aplicaciones continuas de
i(X)aY ylasde X a ks (Y). Entonces lo que afirmamos es que la transfor-
macién natural [ : ko (Y)—Y es la counidad de adjuncién. Lo que tenemos
que probar ahora es que [ tiene la propiedad universal de la proposicién 1.4.2,
consideremos entonces una aplicacion f : X—Y en Jop, por 2.1.1 existe una
tinica aplicacién f : X—ky(Y) € ob Hy tal que f =10 z(f), es decir, el
siguiente diagrama:

ks (Y) i(ky (V) —=Y
£ i(f)T

X i(X)

f

conmuta. Por lo tanto y de acuerdo a 1.4.2 o (X, ks (Y)) = Jop(i(X),Y),
de esta manera 7 es adjunto izquierdo de k.. [l

Como consecuencia inmediata del teorema anterior, tenemos lo siguiente:

Corolario 2.2.2 El funtor ky : Jop— Ky conserva limites y el funtor i :
Hy— Jop conserva colimites. Ademds el funtor que olvida F : Hy— et
conserva limites y colimites.

Como una observacion de este capitulo tenemos la siguiente proposicién.

Proposicion 2.2.3 Dadas subcategorias plenas ) y % de Jop con ca-
tegorias resultantes i y 5 respectivamente y funtores k; : Jop— ;|
i=1,2.

(a) Si A C .7, entonces Hy C .
(b) Si . C S C K, entonces Ky = Ko y ky = ko.

Demostracion.
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(a) Lo que tenemos que probar es que todo kj-espacio es un ks-espacio.
Sea entonces X un ki-espacio, es decir, X € ob J#, y sea U C X tal
que f~1(U) es abierto para toda aplicacién f : B—X con B € ob .%.
Puesto que B € ob .%, luego se cumple en particular para todo B €
ob ., de aqui U C X € ob J# es abierto. Asi X € ob ;. Por lo
tanto, X es kq-espacio.

(b) Sea X un espacio topoldgico. Entonces k;(X) tiene la topologia més
fina tal que f : B—X factoriza a través de k;(X) si B € ob .7,
i = 1,2, como .} C .%, luego la topologia de k;(X) es més fina que
la de ko(X). Si consideramos ahora una aplicacion f : B— X, con
B € ob %, de la proposicién 2.1.2(c) obtenemos que f : B—k(X)
es continua. Por lo tanto la topologia de k(X)) es mas fina que kq(X).
Asi resulta que ki = ky y J# = 5. O

Similar a 2.2.1, uno ve que el funtor inclusién i : % — %5 es un adjunto
izquierdo del funtor ky : #o—— 1.

Observacion 2.2.4 La construccion del funtor ks de 7, se da como ex-
tension de Kan del funtor inclusion & : — Jop, y se hace de la siguiente
manera: Dado & : ./ — Jop un funtor, con ¥ una subcategoria plena de Jop
yu: S — Ky enla que la composicion &| x — S — Ky tiene un colimite
en Ky, entonces existe un funtor k : Jop— Ky, con ks€ = p (es decir kg
extiende a ) tal que la transformacion natural identidad 1 : kgy&—pu hace
a ks una extension de Kan de jv a través de la inclusion £ : ./ — Jop.

ylxﬂyi»%P

|
| ks
x !

K.

La categoria Jop es completa y cocompleta. Ya hemos mencionado como
se obtienen los colimites en esta categoria, y los limites son obtenidos con la
topologia inicial.

Teorema 2.2.5 Sea D : 7 — Xy un diagrama, con ¢ posiblemente grande.

(a) Si colim D existe en Jop, entonces eziste en Hy. Es decir, C es un
colimite en Jop si y solo si C es un colimite en Hy.
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Silim D existe en Jop, entonces existe en K. Es decir Ky tiene a
todos sus limites, los cuales se obtienen de aplicar el funtor ko al limite
correspondiente en Jop.

Demostracion.

(a)

(b)

Sea D un diagrama en %, y sea colim D = C € Jop. Pero ky(K;) =
K; puesto que K; es un kg-espacio. Sea entonces {¢; : K;,—C' | K; €
ob g} el cocono de D con vértice C. Como k(K;) = K;, la aplicacién
¢+ K;—k(C) es continua y ¢; o d, = ¢;, para todo d, : K;,—Kj,
de esta manera (ks (C),c;) es otro cocono para D, por la propiedad
universal de C, existe una unica aplicacién continua 1 : C—ky(C)
tal que el diagrama conmuta:

Cj

D; C

Ve
Ve
Ve
Cj Ve
J 1’1

ko (C)

ademéds 1 : k»(C')—C es continua, de esta manera resulta que ko (C) =
C'. Por lo tanto C € ob # .

Ahora consideremos que lim D = L € Jop, pero el funtor kg conserva
limites, luego ks (L) = ky(lim K;) = limky(K;) = lim D = L, es
decir k(L) = L y, por ende L € ob . O

El teorema anterior prueba que la categoria de ko-espacios es completa
y cocompleta.

Una de las preguntas més naturales que nos podemos hacer hasta el mo-
mento es, si cualquier espacio de identificacién de un kg -espacio vuelve a
serlo. En €% una condicién necesaria para que lo sea es que el espacio de
identificacién sea de Hausdorff, condicién que no se siempre se cumple. En
Ko tenemos lo siguiente, sin pedir hipétesis adicionales sobre el espacio de
identificacién.

Teorema 2.2.6 En Jop, f: X—Z es una identificacion si y solo si es un
cotqualador de una pareja de aplicaciones.
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Demostracién. Sea f : X—Z una identificacién en Jop, entonces f co-
incide con la funcién natural 7 : X— X /7y, donde 7y € X x X consiste
precisamente de aquellas parejas de puntos (z,y) tal que f(z) = f(y). Con-
sideremos ahora las proyecciones en la primera y segunda entrada

Pr: X XX—X y pp: X xX—X

y tomemos la inclusién i : 7y — X x X, entonces tenemos las siguientes
aplicaciones:

T1:p1|7rf :7Tf—>X y T2:p2|ﬁf 27Tf—>X.

Entonces m : X—X/7m; es un coigualador de 71 y ry. Puesto que si f :
X —Z es una identificacion, f es compatible con m : X — X /s, y asi existe
una unica aplicacion f : X/m—Z tal que f om = f, asi m es un coigualador.

Inversamente, supongamos que dada una pareja de aplicaciones g,h :
X—Y, y R la relacién de equivalencia en Y para la cual g(x) y h(z) son
equivalentes con € X. Entonces la identificaciéon w : Y —Y/R es el coigua-
lador de g y h. Es obvio que w o g = w o h, puesto que g(z) y h(x) son equi-
valentes para x € X, es decir, w(g(x)) = w(h(z)) para cada z € X. Ahora si
dada una aplicacion f : Y — R* tal que fog = foh, definamos una relacion
de equivalencia my por (y,y') € 7y siy solé si f(y) = f(y') es asignado a
f. Entonces g(z) y h(x) son equivalentes con respecto a 7y. Luego R C 7y.
Asi existen dos aplicaciones 1} y s tal que el diagrama

1y f

Y Y /R*
Y/R—~Y/n,

conmuta (w* es la aplicacion natural). Entonces f = f'ow donde f' = solj.
Asi es una aplicacién en Jop. Obviamente f’ es unica, puesto que si existe
f"  Y/R—R* tal que f = f” ow, entonces f'ow = f" ow, pero w es
un epimorfismo, luego f' = f”. Por lo tanto f’ es unica. Luego se sigue que
w:Y—Y/R es un coigualador. U

Corolario 2.2.7 Sea X un ky-espacio y sea q : X — 7 una identificacion.
Entonces Z es un ky-espacio.

Demostracién. Sabemos que ¢ : X—Z es un coigualador en Jop. Ya que
todo coigualador es un colimite y los colimites de Jop de diagramas en %
son colimites en % . Por lo tanto Z € ob . O
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2.3. Subespacios

En %5 no podemos asegurar que cualquier subespacio con la topologia
relativa de un objeto X esté de nuevo en #y. De hecho podemos encontrar
ejemplos en [8], en los cuales un subconjunto cerrado C' C X € ob €Y es
siempre compactamente generado y un subconjunto abierto U C X esta en
9 si éste es un subconjunto abierto regular, es decir, si para cada punto
x € U tiene una vecindad en X cuya cerradura esta en U.

Para el caso de la categoria de los kg -espacios debemos dar una retopol-
ogizacién de los subespacios, para la cual cualquier subespacio de un k-
espacio sea nuevamente un kg-espacio.

Definicion 2.3.1 Sea X € ob Jop y sea A C X. Si B es la topologia en
X, entonces B = {BNA| B € B} es la topologia de A relativa a X. La
topologia B’ es la mds gruesa que hace continua a la inclusion denominada
i. Denotemos por A, al subconjunto A con la topologia relativa y definamos

a Ak}y = ky(Ar)

Sea Z € ob Jop y sea A, C X. La topologia inducida por X en A esta
caracterizada por una propiedad universal: f': Z—— A, es continua si y sélo
si f=iof': Z— A,—X es continua. A continuaciéon probaremos que Ay,
tiene la misma propiedad universal para kg-espacios.

Proposicién 2.3.2 Sea X un ky-espacio y A C X. Una funcion f': Z— Ay,
donde Z es un kg -espacio, es continua si y solo si f =iof : Z—A,,—X
es continua. En un diagrama:

ks

/A
f: !

Z.

f' es continua <= f es continua.

Demostracién. Supongamos que f’ es continua, entonces claramente f =
i o f" es continua, puesto que la topologia B’ es la mas gruesa que hace
continua la inclusién .

Inversamente supongamos que f es continua. Probaremos que las com-
posiciones f' or : B—Z—Aj,, son continuas para toda aplicacién r :
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B—Z, con B € ob ., entonces por 2.1.2 (d) tendremos que f es continua.
Puesto que Z—A;, ,— A, es continua, entonces por 2.1.2 (b) las composi-
ciones f’or son continuas. Asi resulta que f” es continua. 0

Ahora probaremos que bajo ciertas condiciones para la categoria base
"y A, las topologias de A, y A, coinciden, introduciendo los siguientes
axiomas:

Axioma I. Si A es un subconjunto abierto de un objeto en .¥, entonces A,
es un kg-espacio.

Axioma II. Si A es un subconjunto cerrado de un objeto en ., entonces
A, es un kg-espacio.

Proposicién 2.3.3 Si . satisface el axioma I (resp. II) y A es un subcon-
Junto abierto (resp. cerrado) de un ky-espacio, entonces A, = Ay, .

Demostracion. Sea A un subconjunto abierto de un kg-espacio X. Para
cualquier aplicacién f : Bp—X (f € ob & |x) sea Ay = f~1(A), si
cambiamos los vértices By y los morfismos h : Bf— B, en el diagrama
D(X): S |x —Jop por Ay C By y hla, : Aj—A,, obtenemos un nuevo
diagrama D, el cual por hipétesis esta en £, es decir, D : .| x — H# o, tal
que D(f|a, : Ay—X) = Aj. Ahora sea U C A, tal que f|g]{(U) es abierto
para toda aplicacién f|4,. Entonces f71(U) es abierto en By, y como X es
k »-espacio, luego U es abierto en X y de esta manera U C A es abierto.

Por lo tanto A con la topologia inducida por X es un kg-espacio. Luego
A =ks(A) =A;,. O

El caso en el que A es cerrado, se sigue de manera similar.

Observacion 2.3.4 S5i .7 es la categoria de espacios localmente compactos,
sean K1 la categoria resultante y & la categoria resultante para los espacios
compactos de Hausdorff, entonces Frc C . Lo que no se sabe es que si
esta inclusion es propia ¢ no.



Capitulo 3
La categoria de k-espacios

En este capitulo describiremos la categoria de espacios topoldgicos en el
cual los topdlogos algebraicos acostumbran trabajar. Esta categoria cumple
perfectamente con las propiedades antes probadas, de hecho es la categoria
que buscamos. Esta categoria ha gozado de una popularidad muy importante
en los ultimos anos, frecuentemente utilizada por J. P. May y toda su escuela.
Ademas, en anos recientes se le ha encontrado utilidad en la geometria alge-
braica, en cuestiones de teoria de homotopia motivica de esquemas.

3.1. k-Espacios

Definicién 3.1.1 Un k-espacio X es un espacio topologico tal que para
cualquier aplicacion continua f : K—X, con K compacto de Hausdorff,
U C X es abierto (resp. cerrado) si y sélo si f~1(U) es abierto (resp. cerrado)
en K.

Si 7 es la topologia de X, denotemos por k(7) a su k-topologia, luego
7 C k(7). Ahora si denotamos como k(X ) a X con la topologia k(7), entonces
decimos que X es un k-espacio si k(X) = X. Aqui estamos considerando a .
como la categoria de espacios compactos de Hausdorff, y denotaremos por ¢
a la categoria resultante, a la que llamaremos la categoria de k-espacios.
Puesto que . satisface todos los axiomas antes mencionados, entonces la
categoria £ de k-espacios cumple con todos los resultado probados. Es in-
mediato también de 2.1.2 (b) que si K es un espacio compacto de Hausdorff,
entonces f : K—X es una aplicacién continua con respecto a 7 si y solo si
es continua con respecto a k(7).

Definicién 3.1.2 Un espacio topologico X es débilmente de Hausdorff s
y solo si para cualquier aplicacion continua f : K— X, donde K es compacto

31
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de Hausdorff, f(K) C X es cerrado.

Recordemos que un espacio Y es Hausdorff si y sélo si la diagonal es
cerrada en Y x Y. Con esta convenciéon un k-espacio X es débilmente de
Hausdorff si y sélo si la diagonal es cerrada en X x, X, denotemos a la
categoria de espacios débilmente de Hausdorff por w.7#’. Notemos que si X
es débilmente de Hausdorff, entonces cualquier subconjunto de X con la
topologia relativa es débilmente de Hausdorff y que k(X) es débilmente de
Hausdorff, puesto que la topologia de k(X) es méas fina que la de X.

Proposicién 3.1.3 Un espacio de Hausdorff es débilmente de Hausdorff.

Demostracién. Si X es Hausdorff, K compacto de Hausdorffy f : K— X
es continua, entonces f(K) es subconjunto compacto de X, luego es cerrado
en X. Por lo tanto X es débilmente Hausdorff. O

La propiedad de ser débilmente de Hausdorff esta estrictamente entre los
espacios T7 (los puntos son cerrados) y la propiedad de ser Hausdorff. Un
ejemplo de un espacio débilmente de Hausdorff que no es de Hausdorff, se
puede encontrar en el articulo de S. P. Franklin [3].

Proposicion 3.1.4 Todo espacio métrico es un k-espacio.

Demostracion. Sea X un espacio métrico, y consideremos A C X tal
que f7(A) es cerrado, para toda aplicacién continua f : K—X, donde
K es compacto de Hausdorff. Ahora, supongamos que tenemos una sucesion
convergente ay — x con a, € A, lo que probaremos es que x € A. Sea C' la
compactacién en un punto de N, y definamos u : C—X como u(c) = ax y
u(oo) = z. Esta aplicacion es continua, puesto que la sucesién converge. De
esta manera u~'(A) es cerrado en C, pero N C u™!(A) y N es denso en C,
luego oo € u™'(A) asi x = u(oco) € A. Por lo tanto A es cerrado. O

Proposicion 3.1.5 Todo espacio localmente compacto de Hausdorff es un
k-espacio.

Demostraciéon. Sea X un espacio localmente compacto de Hausdorff, y
consideremos A C X tal que f~!(A) es cerrado, para toda aplicacién continua
f: K—X, donde K es compacto de Hausdorff. Supongamos que = € A;
necesitamos probar que x € A. Puesto que X es localmente compacto, x tiene
una vecindad U tal que C' = U es compacto. De esta manera z € C' N A.
Como la inclusién j : C' — X es continua tenemos que C N A = j71(A) es
cerrado en C'. Por lo tanto x € A. Luego A es cerrado. U
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Otros ejemplos de k-espacios:

1) Espacios localmente compactos.

)
2) Espacio 1-numerables (en particular, espacios discretos e indiscretos).
3) Realizaciones geométricas de cualquier complejo simplicial.

)

(
(
(
(4

Espacios debilmente de Hausdorff 1-numerables.

En [5], M. C. McCord prueba que si X es débilmente de Hausdorff, en-
tonces para cualquier aplicacion continua f : K— X, K compacto de Haus-
dorff, f(K') es compacto de Hausdorff. Notemos que con este resultado, para
un subconjunto A C X, f71(A) C K es cerrado si y sélo si la interseccién
con cada subconjunto compacto de X es cerrado.

Proposicion 3.1.6 Sea X un k-espacio débilmente de Hausdorff. Entonces
para A C X, f7Y(A) es cerrado en C, para toda aplicacion continua f :
C—X con C compacto de Hausdorff, si y solo si para cada espacio compacto
de Hausdorff K C X el conjunto AN K es cerrado en K. En particular, un
espacio débilmente de Hausdorff X es un k-espacio si y solo si: A C X es
cerrado < para cada espacio compacto de Hausdorff K C X la interseccion
ANX es cerrado en K.

Demostracién. Sea A C X tal que f~'(A) es cerrado en K, para cada apli-
cacion continua de f : K— X donde K es compacto de Hausdorff. Entonces
AN K es cerrado en K.

Inversamente, supongamos que A satisface que para cada espacio com-
pacto de Hausdorff K C X, la intersecciéon ANK es cerrado en K. Considere-
mos f : L— X una aplicacién continua, donde L es compacto de Hausdorff,
puesto que X es débilmente de Hausdorff, f(L) es compacto de Hausdorff
y luego f(L) N A es cerrado en f(L). Entonces f~1(A) = f~1(f(L) N A) es
cerrado en L = f~!(f(L)). Lo cual prueba que f~1(A) es cerrado. d

De esta manera resulta que la categoria de espacios compactamente ge-
nerados es exactamente la categoria de k-espacios débilmente de Hausdorff.
En particular, la categoria de k-espacios contiene a una de las categorias mas
importantes dentro de la topologia algebraica, particularmente en la teoria
de homotopia, que es la categoria de Steenrod, €Y.



34 k-Espacios

Proposicién 3.1.7 Si {X;} es una familia de k-espacios, entonces la union
ajena X =[[, X; € .

Demostracién. Sea A C X tal que f~!(A) es cerrado, donde f es una
aplicacion continua de un compacto de Hausdorff K a X. Entonces A tiene
la forma [, A;, donde A; = AN X, ahora es suficiente ver que A; es cerrado
en X;. Puesto que X; es un k-espacio, bastarfa ver que u=1(4;) es cerrado,
donde u : K—X;. Entonces la composicién f : K— X;— X es continua
y luego u=1(A;) = f~1(A), es cerrado ya que f~1(A) es cerrado. Por lo tanto
A C X es cerrado y de esta manera X es un k-espacio. U

Una clase de espacios muy importante para la topologia algebraica, y en
particular para la teoria de homotopia es, la clase de los complejos CW. Es
conocido que la realizacion geometrica de cualquier complejo simplicial es un
complejo CW, a continuacion probaremos que cualquier complejo CW es un
espacio compactamente generado, de esta manera un k-espacio y asi justificar
el inciso 3 del ejemplo anterior.

Definicién 3.1.8 Sea {I,}5°, una sucesion de conjuntos ajenos tal que Iy #
(0. Apartir de esta sucesidn construiremos una sucesion de espacios topoldgi-
cos {X,} de la siguiente manera:

(i) Para n =0, hagamos X° = Iy con la topologia discreta en I.

(ii) Si X" ! esta ya construido, hagamos X™ = X" ' si I, = 0. Aho-
ra, si I, # 0, supongamos que tenemos una familia de aplicaciones
continuas {¢' : S"'—X""! | i € I,}, llamadas aplicaciones ca-
racteristicas, y hagamos D, = Il;c; DI y S, = HieInS?’l c D,,
donde D = D" y SP' = S"1. La familia {p;} determina una apli-
cacion o : S,—X""1, definida por gon|8?71 = ¢'. Definimos entonces
X" = X""1tU,, D, (espacio de adjuncidén o pushout).

(iii) Claramente, tenemos encajes cerrados X" ' C X™. Definimos X =
U~ o X™ con la topologia de la union determinada por la familia {X"};
a saber, C C X es cerrado si y sélo si K N X" es cerrado en X™ para
toda n.

Un espacio topologico homeomorfo a un espacio X obtenido de esta ma-
nera es llamado un complejo CW.
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Teorema 3.1.9 Sea K un subconjunto compacto de un complejo CW X.
Entonces K esta contenido en una union finita de celdas abiertas de X.

Demostraciéon. Sea S C K obtenido por tomar un punto z, € e N K de
cada celda abierta e que intersecta a K; lo que probaremos es que S es finito.

Observemos que S N X° = K N X% es un subespacio discreto y cerra-
do de K y luego, S N X° es finito. supongamos ahora, por induccién, que
S N X" es finito. Para toda n-celda cerrada €, S N € consta de a lo més
7, vy una cantidad finita de elementos de S N X"~ ! y luego, SN € es 6 vacio
6 es un conjunto finito, en cualquier caso, es un subconjunto cerrado de e.
Pero X™ es en si mismo un complejo CW, y puesto que la topologia de un
CW esta determinada por la familia de sus celdas cerradas; luego S N X"
es un subconjunto cerrado de X™ el cual es discreto y esta contenido en el
espacio compacto K y de esta manera, es un conjunto finito. Ahora tenemos
que probar que, para toda n > 0, SN X™ es un conjunto finito y luego, S es
un subconjunto discreto y cerrado de X y de K; pero un subconjunto dis-
creto y cerrado de un espacio compacto siempre es finito, luego S es finito. [

Es facil ver que un complejo CW X es un espacio de Hausdorff. Ahora,
puesto que los espacios compactamente generados tienen la topologia cohe-
rente con respecto a sus subespacios compactos y los complejos CW con res-
pecto a sus celdas cerradas. Como todo subcomplejo finito de X es generado
por sus celdas cerradas, entonces es generado por sus subcomplejos finitos,
los cuales son compactos. Luego los CW estéan generados por sus subespacios
compactos, es decir, tienen la topologia coherente con respecto a ellos. Como
una consecuencia inmediata de la proposicion anterior, resulta que:

Corolario 3.1.10 Si X es un complejo CW, entonces X es compactamente
generado.

Demostracion. Puesto que X es de Hausdorff, sea ahora A C X tal que
ANK es cerrado en K para todo compacto K en X. Por el teorema anterior
tenemos que K estd contenido en una unién finita de celdas abiertas de X,
es decir, K C e;NeyN---Neg. Entonces ANK = (ANe) U (Aez) U
—+U(ANe;)) N K es cerrado en K, puesto que cada €; es compacto, luego
cada ANe; es cerrado en €;. Ahora, como X tiene la topologia coherente con
respecto a sus celdas cerradas, luego A C X es cerrado. De esta manera X
es compactamente generado. O
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Como ya sabemos el funtor k : Jop— % es un adjunto derecho del funtor
inclusion i : & — Jop, ademas tenemos las siguientes adjunciones:

%

wH — Top
Y A

donde el funtor 7 es la inclusién o el funtor que olvida la topologia de la
categoria dominio a la categoria codominio, el funtor £ es el que k-ifica y el
funtor w es el que asigna a un espacio topoldgico su cociente débilmente de
Hausdorff maximo.

El siguiente resultado fue probado por L. G. Lewis jr. en su tesis de
doctorado en 1978:

Proposicion 3.1.11 Sean X y Y k-espacios. St uno de ellos es localmente
compacto o st ambos son 1-numerable, entonces:

X %X, Y =X xY.

Mds aun, si Y es o localmente compacto o 1-numerable, entonces Y es de
Hausdorff si y solo si es débilmente de Hausdorff.

El resultado anterior nos dice que las definiciones de espacio Hausdorff y
debilmente de Hausdorff son equivalentes para espacios 1-numerable y local-
mente compactos.

Una observacion sobre encaje y colimites en £ y €9 es la siguiente.

Lema 3.1.12 Sean i, : X,,— X, 11, n > 0, una sucesion de encajes en &~
con colimite X. Supongamos que X/Xo € €Y. Entonces, para un espacio
compacto de Hausdorff C, la aplicacion natural

colim ¥ (C, X,,)—# (C, X)
es una biyeccion, donde el colimite se considera en et.

Demostracion. El punto es que X, no necesariamente estda en 4%¢. Sea
f: C—X. Entonces la composicién de f con la identificacién ¢ : X — X/ X,
tiene su imagen en algin X,, /Xy, luego f tiene su imagen en X,,. Y la con-
clusién se sigue inmediatamente. O



Capitulo 4
Productos y espacios de funciones

Uno de los requisitos principales que una categoria de espacios topolégicos
debe cumplir para ser conveniente es, que esta sea cartesianamente cerrada.
En este capitulo probaremos que la categoria de k-espacios es cartesiana-
mente cerrada y que el producto de identificaciones en la categoria £~ es
nuevamente una identificacion y, que esto no necesariamente sucede en Jop,
lo cual prueba que Jop no es cartesianamente cerrada. En este capitulo con-
sideraremos solamente como categoria base . a la categoria de espacios
compactos de Hausdorff, aunque otra categoria que satisface los axiomas que
ya hemos mencionado y los que mencionaremos en este capitulo es la cate-
goria de espacios localmente compactos de Hausdorff. Pero, si denotamos por
por %7 g a la categoria resultante para los espacios localmente compactos de
Hausdorff, entonces #757 = %, donde % denota a la categoria resultante
para los espacios compactos de Hausdorff. Es inmediato de 2.2.3, puesto que
los espacios localmente compactos de Hausdorff estan en %" y ademés todos
los espacios compactos de Hausdorff son localmente compactos de Hausdorff.

4.1. Productos y exponenciables en 2

Sean X y Y € ob Jop y recordemos que Jop(X,Y’) es el conjunto de apli-
caciones continuas de X en Y, este conjunto puede tener muchas topologias
entre las que figuran las topologias conjunto-abiertas, consideradas por R.
Véazquez en [9], es decir la topologia que tiene como subbase a la familia
W(F,U), donde F' es miembro de una familia de subconjuntos de X y U un
abierto en Y, pero para nuestro propésito consideraremos el caso especial en
el que F varfa en la familia de los compactos en X.

37
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Definicién 4.1.1 Sean X y Y espacios topologicos. Dado un subconjunto
compacto K de X y un subconjunto abierto U de Y, sea:

W(K,U)={f: X—Y | f es continuay f(K)C U}

La topologia compacto-abierta en el conjunto de aplicaciones continuas
de X a'Y es la topologia dada por las uniones de intersecciones finitas de los
W(K,U) cuando K wvaria en la familia de los subconjuntos compactos de X
y U en la los subconjuntos abiertos de Y. Denotemos por 7 (X,Y") al espacio
topolégico resultante.

Es facil ver que .7 (X, —), el funtor que a un espacio topolégico Y le asocia
el espacio topolégico 7 (X,Y), es un endofuntor de Jop.

Definicién 4.1.2 Sea {X, | a € A} una familia de espacios topoldgicos
y consideremos el producto cartesiano || Xa, para cada o € A, sea p, :
[ Xoa— X, la proyeccion candnica. Entonces la topologia en [ | X, generada
por los subconjuntos:

{p. (Uy) | Uy es abierto en X,, a € A},

es llamada la topologia producto. A [[ X, con esta topologia se le llama
producto topoldgico.

En este capitulo requeriremos que ., la subcategoria plena base, satisfaga
el siguiente axioma:

Axioma 4.1.3 (a) Si X,Y € ob .7, entonces X x Y € ob .7.
(b) Si X €ob . yY € ob Jop, entonces la funcion evaluacion:
exy : T(X,)Y) x X—Y
definida como exy(f,x) = f(x) es continua.

Por otro lado, un ejemplo de C. H. Dowker muestra que el producto
topoldgico de dos k-espacios no necesariamente es un k-espacio (de hecho, lo
que Dowker prueba es que el producto de dos complejos CW, que, por su
definicién, son k-espacios, no tiene por qué ser un complejo CW, precisamente
porque no es un k-espacio, mas aun el producto de dos complejos CW es un
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complejo CW si uno de ellos es localmente compacto 6 ambos tienen una
cantidad numerable de celdas), por ejemplo R/Z x Q no es un k-espacio,
siendo que cada uno de los factores es un k-espacio. Esto prueba que el
producto topoldgico no define un producto en la categoria de k-espacios, por
tal razon, conviene modificar el producto topoldgico en £ .

Definicién 4.1.4 Sean X y Y k-espacios, su k-producto se define como:
X XY =k(X xY).

En efecto, este es un buen producto en el sentido categoérico para la cate-
goria de k-espacios, en vista de que tiene la propiedad universal del producto
para k-espacios, como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 4.1.5 Las proyecciones p : X Xy Y—X yq: X Xz Y—Y son
continuas y si Z es un k-espacio y f : Z—X X Y, entonces f es continua
st y solo si las funciones po f y qo f son continuas.

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama, en el que XY y Z
son k-espacios:
A

|
Lf

Y

Ya que las proyecciones del producto topolégico X x Y son continuas, en-
tonces, por la proposicién 2.1.2 (a), p y g son continuas.

Sea Z un k-espacio. Si f : Z— X X Y es continua, entonces también lo
son las composiciones po f y qo f. Inversamente, si estas ultimas son contin-
uas, por la propiedad universal del producto topolégico usual, f : Z— X xY
es continua. Asi, al ser Z un k-espacio, por el lema 2.1.7, f es continua como
una aplicacién de Z en X x Y. O

Sabemos también que el producto en Jop, define un funtor:
— X X : Jop— Jop,

el cual asocia a un espacio topoldgico Y el producto ¥ x X en Jop y, a
una aplicacién continua f la aplicacién producto f x 1y en Jop. Mas atn
para k-espacios X y Y es claro que el k-producto nos define un bifuntor

—xk—:e}i/x%/—n%/.
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Definicién 4.1.6 Un espacio topologico Y es localmente compacto si
para todo y € Y existe una vecindad U de y, tal que U es compacto.

Es muy conocido que la funcién evaluacién tiene la siguiente propiedad
universal: dada una aplicaciéon f : X X Y—Z, existe una tnica aplicacién
continua f : X— 7 (Y, Z), véase [1], llamado el adjunto de f, tal que:

X xY
A ‘L \
fx1

TY, Z) XY ————7Z

conmuta, donde f(z)(y) = f(z,y).

Definicién 4.1.7 Un espacio topoligico X es exponenciable, cuando el
funtor producto
—xX X : Jop— Jop

admite adjunto derecho, es decir, un funtor 7 (X, —) : Jop—s Jop.

Proposicion 4.1.8 Si X es un espacio exponenciable, entonces el funtor
— X X conserva colimites.

Demostraciéon. Se sigue del hecho de que funtores adjuntos izquierdos con-
servan colimites. U

Acontinuacion daremos ejemplo, debido a J. Dieudonné, en el que se
muestra que en general, el producto de identificaciones no resulta ser una
identificacién.

Ejemplo 4.1.9 Sea Q el conjunto de los nimeros racionales con la topologia
relativa y tomemos la relacion ~ que identifica en un punto a todos los en-
teros. Sea p : Q—Q/~ la aplicacion cociente; sin embargo el producto:

px1lyg:QxQ—(Q/~) xQ

no es una identificacion, puesto que la identificacion p no es una aplicacion
abierta, pero si cerrada. De hecho una de las razones mas fuertes para que
esto no se cumpla, es que Q no es localmente compacto.
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Un resultado muy conocido es que para un espacio localmente com-
pacto Y, la funcién biyectiva [ : (X, 7 (Y, Z))— T (X x Y, Z), dada por
I(f)(z,y) = f(x)(y), es un homeomorfismo natural.

Para la siguiente proposicién daremos una demostracién meramente topologi-
ca.

Proposiciéon 4.1.10 Todo espacio espacio localmente compacto Y es expo-
nenciable.

Demostracion. Sea Y un espacio localmente compacto, consideremos la
aplicacion continua f : X x Y—Z y su aplicacion adjunta correspondiente
f : X— (Y, Z). Para probar la continuidad de f , tomemos un compacto
K CY y un compacto U C Z; entonces

UK, U) ={z e X | para today € K f(z,y) € U}.

Donde (K,U) = W(K,U), definido en 4.1.1. Fijemos un punto = € f~1(K, U),
ahora tenemos que construir una vecindad abierta W de x contenida en
fUK,U). Para toda y € K, f~1(U) es una vecindad abierta de (, ), luego
contiene una vecindad abierta de la forma W, x V,,. Los subconjuntos abiertos
V, cubren al subconjunto compacto K, asi K es cubierto por una cantidad
finita de V,,’s, sean estos V,,, ..., V,,. Hagamos W =W, Nn---NW,, de esta
manera obtenemos una vecindad abierta de x. Sea 2’ € W tal que x € W,
luego f(z',y) € U. Por lo tanto W esta totalmente contenido en f~(K,U).

Inversamente, consideremos una aplicacién continua g : X— 7 (Y, Z) y
su adjunto correspondiente g : X X Y——Z. Para probar la continuidad de
g, consideremos x € X,y € Y y z € Z tales que g(x,y) = z y una vecindad
abierta U de Z;

g U)={("y) e X xY | ga)(y) € U}.

Puesto g(z) es continua, entonces g(x)~'(U) es una vecindad de y. Ahora
como Y es localmente compacto, podemos tomar una vecindad compacta C
de y tal que C' C g(z)"*(U). Ya que g es continua:

g YK, U) = {2’ € X | para toda 3y € K g(z')(y/) € U}
es abierto en X. Inmediatamente tenemos que

(z,y) € g7 (K,U) x K C (U),
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probando que ¢! (U) es una vecindad de (x,y). Por lo tanto § es continua. (]

Esto prueba que — x X conmuta con colimites cuando X es localmente
compacto. El siguiente resultado, debido a J. H. C. Whitehead, es una fuerte
aplicacion de que la compacidad local, resuelve el problema de cuando el pro-
ducto de identificaciones vuelve a ser una identificacion, caso que en general,
no se da, como lo muestra el ejemplo 4.1.9

Teorema 4.1.11 Sea p : X— X' una identificacion y sea Y localmente
compacto. Entonces la aplicacion:

pxly : X xY—X'"xY
es una identificacion.

Demostraciéon. Puesto que Y es localmente compacto, el funtor — x Y :
Jop— Jop conserva colimites, ya que Y es exponenciable. Asi el funtor con-
serva, identificaciones, por lo tanto tenemos que p x 1 : X x Y—X' x Y es
una identificacion. U

Usando los resultados anteriores D. E. Cohen prob¢ lo siguiente:

Proposicion 4.1.12 Si Y es localmente compacto, entonces X XY es un
k-espacio para todo X € ob & .

Demostracion. Por definicién, X = colim Dy puesto que X es un k-
espacio. Ahora como Y es localmente compacto tenemos que el funtor — x Y :
FJop— Jop conserva colimites. Y como los colimites en Jop y # coinciden,
luego:

X XY = colim (Dx x;Y)
= colim (Dx xY)
= (colim Dy) xY
= X xY

Por lo tanto X x Y es un k-espacio. O

Por ejemplo, el producto R/Z x R es un k-espacio, puesto que ¢ :
R—R/Z es una identificacién con dominio un k-espacio, luego R/Z es un
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k-espacio, y como R es localmente compacto. De esta manera R/Z x R es
un k-espacio. Sin embargo, el producto R/Z x Q no es un k-espacio, siendo
que sus dos factores son k-espacios. Ademdas R/Z x Q@ como un subespacio
de R/Z x R no es k-espacio de acuerdo con 2.3.3, precisamente por que como
subconjunto no es abierto ni cerrado.

Las buenas condiciones de los espacios localmente compactos, son insufi-
cientes en las aplicaciones para la teoria de homotopia, y esa es una de las
razones por la cual se sustituyen por espacios topoldgicos mas adecuados.
Para la teoria de homotopia es suficiente enfocarse en espacios “razonables”.
Los complejos CW son ejemplos de espacios razonables, pero no forman una
buena categoria. Un buen sustituto de estos es, la categoria conveniente de
k-espacios.

Proposicion 4.1.13 Ley exponencial. 57 X, Y € ob ., entonces
17X, 7Y, 2)—T(X xY,2),
es un homeomorfismo natural.

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama:

€1 x1

TX, T, Z2)x X XY T, Z)xY

§3><1
Ix1x1 €2

TX XY, Z)x X xY = A

donde €; = €x 7(v,z), €2 = €y,z, €3 = €xxy,z. Puesto que [ hace conmutar el
cuadrado, entonces es continua por la propiedad universal de e3. El triangulo
inferior conmuta por la propiedad de €3 y la universalidad de e5. Ahora é3 o
(I x 1) = €; por la propiedad universal de €;. Por la propiedad universal de
€1, existe una unica aplicacion:

h: 7(XxY,2)—T(X,7(Y,2))
tal que €; o (h x 1) = €. Luego:
€30 ((loh)x1x1)=eeg x1)o(hx1x1)=e€0(é3x1)=es,

€10 ((hol)x1)=¢éo(lx1)=c¢.
Asiloh =1y hol =1 por la propiedad universal de €3 y €. Il
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Corolario 4.1.14 (a) Si X € ob ., entonces el funtor —x X : Top— Jop
conserva colimites.

(b) Si X €ob . yY es un k-espacio, entonces X x Y =X x; Y.

Demostracién.

(a) Por la ley exponencial tenemos que .7 (X, —) : Jop— Jop es adjunto
derecho del funtor — x X, luego — x X : Jop— Jop conserva colimites.

(b) Por definicién tenemos que X x; Y = colim D(X x Y'). Puesto que
X x D(Y) es un subdiagrama cofinal' de D(X x Y), luego

colim D(X xY) =colim (X x D(Y)).
Asi por (a) tenemos que:
X xp Y =colim (X xD(Y))=X xcolim DY)=X xY. O

Noétese que el inciso (b) es consecuencia del hecho de que el funtor — x X
es adjunto izquierdo del funtor 7 (X, —) y luego conserva colimites. En gen-
eral, el producto — x X en Jop no conmuta con colimites.

4.2. Espacio de funciones

A continuacién haremos algunas consideraciones relacionadas con la topo-
logia de espacio de funciones, para el caso en que X y Y sean k-espacios.

Sean X y Y k-espacios; si, nuevamente, .7 (X,Y") denota el espacio de
aplicaciones continuas de X a Y con la topologia compacto-abierta, tenemos,
como en otros casos, que, aunque X y Y sean k-espacios .7 (X, Y) no necesari-
amente lo es; por ejemplo si X es discreto con dos puntos, .7 (X,Y) =Y x Y
como ya mencionamos, el ejemplo de C. H. Dowker, visto anteriormente
muestra que este espacio puede no ser un k-espacio.

'Por una subactegoria cofinal, entendemos a una subcategoria .# de una categoria z,
tal que si j € _#, entonces existe un morfismo j — i con ¢ € £ y para cada morfismo
f 74— iconi€ &, existen morfismos f' : 57 — iy h:i— i tal que ho f = f'.
Un subdiagrama cofinal para un diagrama F' : ¢ — %, es un diagrama de la forma
Foe: ¥ — €, donde € : & — ¢ es la inclusion, para la cual colim F o e = colim F.
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Definicién 4.2.1 Sean X y Y k-espacios. Definimos:
H(X,)Y)=k(T7(X,Y))

el cual llamaremos el k-espacio funcional con dominio X y codominio Y.

Probaremos ahora una version de la ley exponencial para k-espacios.

Lema 4.2.2 (a) Para una aplicacion f: X X, Y—Z, donde X y Y son
k-espacios, el adjunto f: X— (Y, Z) es una aplicacion continua.

(b) La funcion evaluacion ey,yz : K (Y, Z) X, Y —Z, con Y un k-espacio,
es continua.

Demostracion.

(a) Sea B € ob .¥ y r : B—X una aplicacién. La conmutatividad de

Bx,V —%Y _x . vty
| 7
Bxy —" _xxy

prueba que f o (r x ly) es continua y luego tiene adjunto. Puesto que
fo(rxly): BxY—Z el adjunto es h : B—.7 (Y, Z). Como cada
x € X estd en la imagen de algtin r, existe una factorizacion

|

X——(Y,2)

por la propiedad universal de la evaluacién y como 7 (Y, Z) = # (Y, Z),
entonces tenemos que for : B—X— (Y, Z) es continua, asi por
la proposicién 2.1.2 (d) f es continua.

(b) Sea de nuevo B € ob . y r = (r1,1r3) : B—# (Y, Z) X} Y una
aplicacion, r; : B— (Y, Z) y ro : B—Y. Del siguiente diagrama
conmutativo:

'I‘;Xle

B x, B2 (Y, Z) xy B2 (B, Z) xx B—> 7(B,Z) x B

A leB,Z

B H(Y,Z) XY A

T €y,z
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donde r} es una aplicaciéon de # (Y, Z) a # (B, Z), tenemos que ey, zor
es continua por la propiedad universal de €p 7. De igual manera, por la
proposicién 2.1.2 (d) ey z es continua. O

Del lema anterior y de manera similar a la proposicién 4.1.13 obtenemos
lo siguiente.

Teorema 4.2.3 Ley exponencial en 7. Sean X y Y k-espacios. Entonces
H(X, (Y, 2)) = (X X Y, 7).

Definicién 4.2.4 Una categoria € es cartesianamente cerrada si ad-
mite todos sus productos finitos y, para cada C' € ob €, C es exponenciable.

Una categoria con productos finitos es cartesianamente cerrada si y solo
si para cada par de objetos X y Y existe un objeto € (X,Y) junto con una
funcién evaluacién exy : €(X,Y) x X—Y con la propiedad universal: para
cada morfismo f : X x Z—Y existe un tnico morfismo f : Z—%(X,Y)
tal que:

Z x X
A \L \
fx1

C(X,Y) x X Y

EX)Y

conmuta.
Corolario 4.2.5 La categoria Jop no es cartesianamente cerrada.

Demostracién. Esto se sigue del hecho de que el funtor — xQ : Jop— Jop
no conserva identificaciones, y luego no conserva colimites. U

El teorema 4.2.3 tiene un nimero de interesantes consecuencias, a con-
tinuacion presentamos las siguientes.

Teorema 4.2.6 La categoria de k-espacios es cartesianamente cerrada.

Demostracion. Como ya vimos anteriormente, % tiene todos sus produc-
tos finitos y si X € ob ., entonces X es exponenciable lo que resulta de la
ley exponencial en £, ya que el funtor (X, —) : & — % es el adjunto
derecho de — x;, X : # — % . OJ
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Corolario 4.2.7 El funtor (X, —) : K — conserva limites.

Demostracién. 7 (X, —) es adjunto derecho de — x;, X, lo cual implica el
resultado. U

En particular se tiene el siguiente homeomorfismo natural:
H(X)Y xp 2) =2 X (X,)Y) xp H(X, Z).
Teorema 4.2.8 El funtor exponencial contravariante para X, # (—,X) :
HP— K es adjunto de HP(—, X) : A —HP. Es decir, el funtor

H(—, X)) : K — K transfiere colimites a limites.

Demostracién. Puesto que los funtores £ (—, X) y — x; X son adjuntos
tenemos que:

I

HY, X2, X)) = H(Y xpZ,X)
HN(Z, (Y, Z))

H (A Y, X), ).

I

Asi resulta que el funtor J#(—,X) : A P— % es adjunto izquierdo del
funtor (-, X) : A — ¢ °. Por lo tanto transfiere colimites a limites.

d
En general este resultado se da para categorias cartesianamente cerradas.

Sean p : X— X' ¢ : Y—Y' identificaciones en Jop. Como mostramos
anteriormente, no siempre el producto

pxqg: X xY—X xY’

es una identificacion. Una de las ventajas en la clase de k-espacios es que,
redefiniendo de manera adecuada el producto, el producto de identificaciones
vuelve a ser una identificacién sin hipotesis adicionales sobre los factores, de
modo que la clase de los espacios donde esto es valido es mucho mas amplia.

Corolario 4.2.9 Sean p : X— X' y q : Y—Y' identificaciones entre k-
espacios. Entonces p x5, q : X X, Y—X' %1, Y’ es una identificacion.
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Demostracién. Puesto que p X, ¢ = (p Xx 1) o (1 X4 q) y como la com-
posicién de identificaciones es una identificacion, luego es suficiente probar el
resultado para el caso en que ¢ = 1y. Pero X’ es un espacio cociente , luego
es un colimite, asi es conservado por el funtor — x; Y. Por lo tanto p x;, 1y
es una identificacion. O

4.3. Encajes y colimites

Sea Y un k-espacio y X C Y, puede suceder que X, con la topologia rela-
tiva, no sea un k-espacio. Por ejemplo, consideremos Q C R con la topologia
relativa es un espacio talmente inconexo, pero Q no es un k-espacio, puesto
que k(Q) es Q con la topologia discreta.

Definicién 4.3.1 Sea Y un k-espacio y X CY. El subespacio con la topolo-
gia relativa de Y asociado a X es k(X). Una aplicacion f: X—Y entre k-
espacios es un encaje si f es un homeomorfismo de X en el subespacio k(f(X)).
Decimos que el encage es cerrado si f(X) es cerrado.

Un encaje entre k-espacios f : X—Y estd caracterizada por una propie-
dad universal analoga a la que tiene la topologia inducida.

(%) A saber, f: X—Y es un encaje entre k-espacios, si existe una apli-
cacion h : Z— X, con Z un k-espacio, tal que ésta es continua si y sélo si
fohloes.

Puesto que la definicién de encaje es dual a la de identificacién, entonces
tenemos el siguiente resultado.

Lema 4.3.2 Una aplicacion f : X—Y en J es un encaje si y solo si es
un tgualador.

El siguiente resultado, dual al corolario anterior, es inmediato.

Proposicion 4.3.3 Si f: X— X' y g: Y—Y"’ son encajes de k-espacios,
entonces [ X g: X X, Y—X' X, Y’ tambien lo es.

Ahora haremos algunas observaciones sobre encajes y colimites. Recalque-
mos que una aplicaciéon es un encaje si ésta es un homeomorfismo sobre su
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imagen. De hecho, encajes no necesariamente tienen imagenes cerradas. Co-
mo es notado por Strgm, un ejemplo simple de un encaje no cerrado en £ es
el encaje i : {a} — {a,b}, donde {a,b} tiene la topologia indiscreta. Aqui i
es tanto la inclusiéon de un retracto como una cofibracion.

Lema 4.3.4 Sea i: X—Y wuna aplicacion en J# .

(a) Si existe una aplicacion v : Y —X tal que roi = lx, entonces i es un
encaje. Si ahora'Y € ob €Y, entonces i es un encaje cerrado.

(b) Si i es una cofibracion, entonces i es un encaje. Si, Y € ob €Y, en-
tonces i es un encaje cerrado.

Demostracion. Puesto que los encajes i : X—Y estan caracterizados por
la propiedad de que una aplicaciéon j : Z——X es continua si y sélo si i o j
es continua. Esto implica el primer enunciado del inciso (a). Ahora podemos
notar que una aplicacién en £ es un encaje si y sélo si éste es un igualador en
¢,y una aplicacién en €% es un encaje cerrado si y sélo si es un igualador
en €. Puesto que i es un igualador de 7 o r y de la identidad en Y, luego
X={yeY y=i(r(y)} = i(X), esto implica ambos enunciados de (a).
Para el inciso (b), sea M; el cilindro de aplicaciéon de i (M; =Y U; (X x I)).
La aplicacion canoénica j : M;—Y x [ tiene una inversa izquierda r y es
asi un encaje 6 un encaje cerrado en los respectivos casos. Los encajes ce-
rrados evidentes i1 : X—M; y i1 : Y—Y X [ satisfacen joi; =1i1014,y
asi tenemos la parte (b). O

Hay que observar en la demostracion anterior que X esta equipada con
la topologia final con respecto a r, es decir, X es un cociente de Y equipado
con la topologia final, luego r : Y — X es una identificacion.

Puesto que el producto Xxj es asociativo, podemos definir la siguiente
composicion:
o H(X)Y)xpy K (Y, Z2)—H (X, Z),
donde ¢(f,g) =go f.

Teorema 4.3.5 Para X, Y y Z k-espacios , la composicion de aplicaciones
induce una aplicacion continua:

0 H(Y,Z) x, H(X,Y)—H (X, Z),
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dada por o(f,9) = fog.

Demostraciéon. Observemos que ¢ es adjunto de la siguiente composicion,
év.z o (1 X exy), dada por la funcién evaluacién ex z : # (X, Z) x X—Z:

H(X,Y) % (Y, Z) xx X el H(X,Z) %, X

zi 1 lex,z

EXY Xk
Z

que por definicién son continuas, luego ey z o (1 X €xy) es continua. Por lo
tanto ¢ es continua. U



Capitulo 5
La categoria de espacios punteados

Para cuestiones en teoria de homotopia, podemos considerar la categoria
K, de k-espacios punteados, donde los objetos son los espacios X € ob %
con un punto bésico distinguido, y los denotaremos como (X, xy) o simple-
mente como X. Sean X y Y espacios punteados, denotemos por ¥, (X,Y)
al conjunto de aplicaciones de X en Y que conservan el punto bésico. Ya
que Z(X,Y) C #(X,Y), consideremos a #.(X,Y) como un subespacio
de #(X,Y).

5.1. El Producto reducido

Podemos decir que la categoria J#, de k-espacios con punto bésico en
& disfruta de las mismas propiedades convenientes de #. Puesto que JZ,
puede ser considerado como # |} es decir, la categoria cocoma de ¢

bajo {*}. Es decir, un objeto de %, es una aplicacién * —> X en .2,y
escribimos (X, xg). Podemos pensar a (X, o) como un k-espacio junto con un
punto bésico zg, una aplicacién de (X, xg) a (Y, yo) es un k-espacio funcional
f  X—Y que aplica a xy en yy. Los siguientes resultados se siguen de
argumentos formales.

Proposicion 5.1.1 La categoria %, es completa y cocompleta.

Este resultado se puede obtener de manera similar a 2.2.5 como una derivacién
de JZ, de la categoria Jop, . En efecto, si D : ¢ — %, es un funtor de una
categorfa _# (posiblemente grande) a #;, el limite de D como un funtor a
# es naturalmente un objeto de .. El colimite es ligeramente distinto. Si
denotamos por J a _# con el objeto inicial *. Entonces D define un funtor
G : J— ,donde G(x) = *, y G de una aplicacién x—i es el punto basico
de D(i). El colimite de G' en J# tiene entonces un punto bésico canénico, y

o1
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éste define el colimite en J#, de D. Por ejemplo, el colimite de un diagrama
vacio, en J#, es x, y el coproducto de X y Y es X VY, el cociente de X I1Y
obtenido por identificar los puntos basicos.

Entonces los colimites de J#; son los de Jop,_ . Los limites de #; son los de
J pero, con el punto béasico distinguido. De hecho, el funtor que olvida F':
H,—— X conserva limites, ya que admite como adjunto izquierdo al funtor
F. : & — ., que asocia a un k-espacio X la unién ajena, X, = (X 1%, x),
de X con el punto bésico %, el cual es punteado por obvias razones. Ademas el
funtor F; define un encaje fiel (pero, no pleno) de J# a la categoria punteada
.. Una de las ventajas de ¥, con respecto a Jop, es que tiene un producto
reducido (smash product) que se comporta muy bien.

Definicién 5.1.2 Sea {X,|a € A} una familia de espacios punteados, defi-
nimos la suma reducida (wedge sum) como el cociente:

\ Xo = [[ Xe/{zala € A},

a€N

donde para cada o, ., € X, es el punto basico.

Hay que recordar que la suma reducida \/ X, es un coproducto en la

acA
categorfa Jop . Las inclusiones canénicas (X, xq)— (][ Xa, *), inducen un

encaje:
V Xo =[] Xo

ac

luego podemos definir al producto reducido de la siguiente manera.

Definicién 5.1.3 El producto reducido de una familia de espacios pun-
teados X, es el cociente:

N Xo =[] Xe/ V X

a€EA

Si f,: Xo—Y,, a € A, son aplicaciones en %, luego su producto reducido
Ao fa= AN NAfo s Aoy Xa— N\l_, Y, es la aplicacién inducida por tal
producto. Més atin cada k-espacio punteado X determina un funtor producto
reducido X A — : #,—#,, Y — X AY el cual es obviamente punteado; en
el caso especial en el cual X sea el intervalo unitario I = [0, 1] (con punto
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basico 0) y la 1-esfera I/(0,1) = S' C C nos referimos entonces al funtor
cono C : H,— X, y al funtor suspension reducida ¥ : H,—#,. Luego
una aplicacién f : X—Y en ¥, nos da una sucesion:

donde el cono de aplicacion Cy es el cociente obtenido de CX V'Y identifi-
cando 1 ANz € CX con f(z) € Y,y i(f) : Y—Cy es el encaje de Y en la
base C. Un resultado inmediato de esta construccién es que Cy/Y = XX.

Reemplazando producto cartesiano por producto reducido, tenemos un
criterio similar de categoria conveniente para espacios punteados. Pero aqui la
asociatividad del producto reducido no es muy clara, de hecho en la categoria
Jop, el producto reducido no es asociativo.

En un articulo de 1958, Dieter Puppe aseguro el siguiente resultado, pero,
para el cual no di6 una demostracién. Esto propicié una serie de platicas entre
Mike Cole, Tony Elmendorf, Gaunce Lewis y J. Peter May. El contraejemplo
siguiente se debe principalmente a Kathlen Lewis.

Sean Q y N los ntimeros racionales y naturales respectivamente, con la
topologia inducida por R y con punto bésico cero. Consideremos el producto
reducido como espacio cociente sin aplicar el funtor k-ificaciéon. Entonces
tenemos el siguiente contraejemplo a la asociatividad del producto reducido
en Jop,.

Teorema 5.1.4 En Jop,, (Q A Q) AN no es homeomorfo a Q A (Q AN).

Demostraciéon. Consideremos el siguiente diagrama:

QxQxN

/

1xp px1

Qx(QAN) a (QAQ) xN

1| o

QA (QAN)<2—QAQAN—>(QAQ)AN

Aqui Q AQ AN denota evidentemente el espacio cociente de Q x Q x N. Las
aplicaciones p,p’,q, f y h son identificaciones. Puesto que N es localmente
compacto, luego p x 1 es también una identificacién, asi ho (p x 1) también lo
es. La propiedad universal de los espacios cocientes nos da el homeomorfismo
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QANQANZ= (QAQ)AN. Como Q no es localmente compacto, 1 X p’ no es
necesariamente una identificacion, de hecho no lo es. La aplicacién g es una
biyeccién continua dada por la propiedad universal de la identificacion ¢, y
afirmamos que g no es un homeomorfismo. Para probar esto, exhibiremos un
subconjunto abierto de Q@ A Q A N cuya imagen bajo g no es abierto.

Sea f € R—Q,0 < f < 1,yseay = (1 —[()/2. Definamos V'(53)
un subconjunto abierto de R x R como la unién de los siguientes cuatro
conjuntos:

1) La vecindad abierta de radio § centrada en el origen.

2) ?os tub]os [1,00) % (=7, 7), (=00, 1]x(=7,7), (=7, 7)x[1,00) ¥ (=, 7) X
—o00, 1.

3) Las vecindades abiertas de radio 7 centradas en los cuatro puntos
(£1,0) y (0,£1).

4) Para cada n > 1, la vecindad abierta de radio /2" centrada en los
cuatro puntos (£7,,0), (0,%7,), donde v, =1 — Zzg_l /2.

Definamos V(5) = V() N (Q x Q). Notemos que los tnicos puntos de los
ejes coordenados de (R x R) que no estan en V'(() son (£3,0) y (0, £0).
Puesto que (3 es irracional, V(/3) contiene a los ejes coordenados de (Q x Q).
Como los radios de las vecindades en la sucesion son decresientes, para cada
e > 3, no existe ningun 6 > 0 tal que ((—¢,¢) x (=0,9)) N (Q x Q) este
contenido en V().

Ahora sea « un ntmero irracional, 0 < o < 1. Sea e el punto basico de
Q ANy * el punto bésico de Q A Q A N. Sea U la unién de {x} y la imagen
bajo ¢ de |J,~, V(a/n) x {n}. Este es un subespacio abierto de Q A Q AN
ya que: -

¢ '(U)=QxQx{0}u(lJV(a/n) x {n})

n>1

es un subconjunto abierto de Q x @ x N. Luego afirmamos que ¢g(U) no
es abierto en Q A (Q A N). Supongamos que g(U) es abierto. Entonces
F~YHg(U)) = (id x p')(¢"1(U)) es un subconjunto abierto de Q@ x (Q A N),
asi este contiene una vecindad abierta V' de (0,e). Ahora V' debe contener a
((—e,e) N Q) x W para alguna £ > 0 y alguna vecindad abierta W de e en
Q AN. Ya que Q A N es homeomorfo a la suma reducida para n > 1 de los
espacios Q x {n}, W debe contener a la suma reducida para n > 1 de los
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subconjuntos ((—dy,,d,) N Q) x {n}, donde §,, > 0. Por definicién de U, esto
implica que:

((—g,€) X (=0n,0,)) N (Q x Q) C V(a/n).
Maés auin, para n suficientemente grande, tal que € > a//n, no existe 9,, para la

cual se cumpla, lo cual contradice el hecho de ¢g(U) es abierto en Q A (QAN).
Por lo tanto ¢ no es un homeomorfismo. Il

Observacién 5.1.5 La asociatividad se cumple en Jop_ para espacios bien
punteados, es decir, espacios (X,*) € ob Jop,, para los cuales el encaje
x — X es una cofibracion.

Contrario a lo que sucede en Jop_, en ¥, tenemos lo siguiente, lo que
prueba la asociatividad del producto reducido en esta categoria.

Proposicion 5.1.6 Sea I' la union ajena de A y B. Entonces existe un
homeomorfismo natural:

(N XD AN X) = \ X

acA BEB ~€r

en H,.

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama:

TTX = (] Xa) xi (J] Xa) 2oa ( A\ Xa) xa (\ X5)

yel’ a€cA pBeB a€cA pBeB

| lg
N\ X, h (A Xa) A A Xs)

yel a€A pBeB

Aqui f,g,p vy q son identificaciones y h es la biyecciéon que hace conmutar el
diagrama. Puesto que f y g o (p X ¢) son identificaciones por estar en %,
luego h es un homeomorfismo. O

Definicién 5.1.7 Para un producto ® en una categoria € y un bifuntor
covariante @ : € X € —%€. Decimos que el producto es asociativo, si existe
una transformacion natural invertible:

P:O(1lxE)— 6 (G x1)
es decir, si O(1 X @)= OO x 1) : € X E X €—%F.
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Como una consecuencia inmediata de la proposicion anterior tenemos que:
Corolario 5.1.8 El funtor — N\ — : K, X K,— K, es asociativo. U

Hay que resaltar hasta aqui que el producto reducido X A'Y no es un
producto en Jop, en el sentido categérico, es decir, no tiene la universalidad
que el producto topoldgico tiene en Jop. Es bien conocido que el produc-
to topoldgico no tiene adjunto derecho en Jop, [Awodey [2]]. El produc-
to topolégico es el producto en Jop, , asi como lo es en Jop, y existe una
biyeccion Jop (X,Y x Z) ~ Jop (X,Y) x Jop (X, Z), pero el homeomorfis-
mo Z,(X,Y x Z) 2 Z.(X,Y) x Z.(X,Z) no siempre se cumple. En Jop_
la biyeccion exponencial Jop (X,Y A Z) = Jop (X, Z.(Y,Z)) tampoco se
cumple siempre.

Al igual que para la categoria de k-espacios % con el producto retopolo-
gizado, como para la categoria J#, con el producto reducido aplicando el fun-
tor k-ificacion, tenemos una version de la ley exponencial. Hasta aqui pode-
mos decir que el producto reducido en JZ, es asociativo, conmutativo y que
Ay H.(—,—) estan relacionados por la siguiente adjuncién. Consideremos
H(X,Y) como un subconjunto de # (X,Y) que olvida el punto base, y
definimos:

H(X,Y) = H(X,Y), C H(X,Y).

El punto base de J#,(X,Y) es el natural, es decir, la aplicacién constante
(la aplicacién que manda a X en *y).

Teorema 5.1.9 (Ley exponencial en %, ). Los funtores —AX y #. (X, —)
son adjuntos, es decir, existe un homeomorfismo natural:

H(X, ALY, 2)) = H(XNY, Z).

Demostracién. Definamos éxy : (X, Y)AX—Y la funcién evaluacién
dada por el producto reducido, es decir, é(p A ) = @(z). Esta es continua,
puesto que se obtiene de exy @ H# (X,Y) xp X—Y via la restriccién ¢ :
H(X,Y) X X—Y, lo cual se sigue de la conmutatividad del siguiente
diagrama:

iXEplx

(XY x5 X H(X,Y) xp X

ip A lgx,y

€EX)Y

H(X, YN X : Y
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donde p es la identificaciéon e 7 la inclusion.

Sea f : Z N X—Y una aplicaciéon %, y consideremos la identificacién
q: 72 x, X—Z N X dada por el producto reducido. La composiciéon f o q
tiene un adjunto r : Z—# (X,Y), el cual nos da la evaluacién exy :
H(X,Y) xp X—Y, al que podemos factorizar como:

Z - H(
x/
H(X,Y)

puesto que r es continua, luego por la proposicion 2.3.2, g es continua. Y
definimos a g como el adjunto de f en la categoria .#,. Asi obtenemos el
siguiente diagrama:

X,Y)

INX

e L

H(X,Y)NX

Y

eX,y

que por definicién conmuta y g es la tnica aplicacién que satisface éxy o (g A
1x) = f. De esta manera, el resultado se sigue inmediatamente. [l

La nesecidad del funtor k es ilustrada por la no-asociatividad del producto

reducido. Como caso particular, para Y = S' se tiene que los funtores X y Q,

suspension y espacio de lazos respectivamente, son adjuntos como funtores
en %, O, % H,—H,, donde:

XX =XAS' y QX =X6E",

Podemos dar una buena cantidad de consecuencias de lo que hemos hecho
hasta aqui. Pero, haremos menciéon de una en particular.

Teorema 5.1.10 El funtor X N\ — : H,—#, conserva colimites.

Demostracion. Esto es una consecuencia inmediata del teorema anterior.
Pero, aqui daremos una demostracién alternativa dada por la adjuncién del
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teorema anterior. Puesto que:

H(X ANeolim Y,,Z) = (X, H(colim Y,, 7))
= H(X,lim (Y, Z))
= lim H(X, #.(Y,, 2))
= lim (X Y, Z)
= H.(colim (X,Y,),Z).

Asi resulta que X A colim Y, = colim (X AY,). Por lo tanto, el funtor
X N\ —: H.— K, conserva colimites. O

Usando el resultado anterior, junto con los conceptos de suma reducida e
identificaciones, se prueban los siguientes resultados: Si X € ob JZ,, el funtor
X N — : H,— K, conserva sumas reducidas e identificaciones. El siguiente
resultado es inmediato de estas observaciones, ya que la suma reducida es
un coproducto en la categoria 7. Es decir, el funtor X A — conmuta con
colimites.

Corolario 5.1.11 Eziste un homeomorfismo natural basado:

XA\ )= /(X AY,).

acA a€cA

donde \/ Y, es la suma reducida de la familia Y,, o € A.

acA

Demostracion. Se sigue del hecho de que el funtor X A — : JF,— %,
conmuta con colimites. O

5.2. Exponenciables en Jop,

Podemos considerar nuevamente en Jop,_, al endofuntor — A (X, zo) y pre-
guntarnos cuando éste tiene un adjunto derecho. Lo que probaremos ahora
es que los espacios (X, zg) para los cuales el funtor — A (X, xg) tiene adjunto
derecho son exactamente los espacios X que son exponenciables en Jop, in-
dependientemente de la eleccion de zy. Para ello daremos una demostraciéon
similar a 5.1.9.
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Teorema 5.2.1 Si X es exponenciable en Jop, entonces el funtor — N\ (X, zg)
tiene adjunto derecho en Jop_, para cualquier o € X como punto bdsico.

Demostracién. Supongamos que X es exponenciable en Jop y conside-
remos cualquier espacio topoldgico YV sea € : 7 (X,Y) x X—Y la funcién
evaluacién. Consideremos en .7 (X,Y') el subespacio .7, (X, Y) y la restriccion
e de € a Z,(X,Y) x X la cual es una aplicacién en Jop_, es decir € :
Z.(X,Y) x X—Y. La aplicacién €; es compatible con la identificacién en
la definicién del producto reducido y, luego podemos considerar la funcion
evaluacion € : Z,(X,Y) A X—Y inducida por €;.

Sea f : Z AN X—Y una aplicacién en Jop_y consideremos la identifi-
cacion p : Z x X—Z A X dada por el producto reducido. Puesto que X
es exponenciable en Jop, y como fop: Z x X—Y existe una aplicacién

f/c-a\p : Z— T (X,Y) en Jop tal que e(f/o\px lx) = fop. La aplicacién f/;v\p
conserva el punto basico y sus imagenes son subespacios de Z,(X,Y), luego

podemos factorizar a f o p a través de la inclusién de Z,(X,Y) en T (X,Y)
y consideremos el factor A como una aplicacién en Jop, .

Z Jor T (
T(X,Y)

De manera que obtenemos hAlx : ZAX—Z,(X,Y)AX. Por construccién,
el diagrama

X,Y)

ZNX

i \

T(XY)ANX ——3y

conmuta y, esto quiere decir que el funtor — A X admite adjunto derecho en

Jop. . O
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