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Capitulo 1

Introduccion

Los problemas de iluminaciéon han sido populares en las matematicas discretas por
algin tiempo [O’R87] [Urr00]. Se hicieron conjeturas en los cincuentas, que no fueron
demostradas hasta los ochenta; como ejemplo de estas estan las siguientes dos preguntas
postuladas por Ernst Strauss [Tok69] en 1969. La primera de ellas, fue probada falsa con
relativa facilidad y usando Gnicamente conceptos basicos de geometria por G.T. Tokarsky
[K1e95]. La segunda pregunta sigue abierta, se espera que su respuesta, asi como la de
Tokarsky, sea simple y bonita. Supongamos que vivimos en un cuarto de dos dimensiones,
cuyas paredes son espejos que forman un poligono simple P:

= ; Sera cierto que si ponemos una lampara en algtn punto de P, todo P sera iluminado
ya sea con rayos directos, o reflejos de rayos?
En caso de que la respuesta a esta pregunta sea negativa:

= ; Existird siempre un punto en P tal que si ponemos una lampara ahi, todo P sera ilu-
minado?

Aunque en el fondo estas preguntas se encuentran en alguno de los caminos sinuosos
que ha recorrido la matematica para pasar por esta tésis, ya sea silenciosamente por su
tangente o de alguna otra manera mas substancial, la siguiente pregunta, hecha por Victor
Klee en una conferencia en Stanford en agosto de 1976, es un progenitor més claro de este
trabajo. Es impresionante que siendo una pregunta tan sencilla, nadie la hubiera formulado
antes:

(Cuantos guardias son suficientes para vigilar cualquier poligono con n vértices?

Al poco tiempo, V. Chvatal dié una respuesta completa: HJ son suficientes, y a veces
necesarios para vigilar el poligono [Chv75]; con ello abri6 las puertas a los problemas de
galeria de arte, motivando también los problemas de iluminacion en general. Cabe decirse
que a pesar de que en general estos problemas pueden ser explicados a un nifio de primaria,
muchos yacen sin respuesta, y conforme se responden algunos, se crean otros.

En el capitulo 2, Iluminacién, empezamos demostrando la respuesta de V. Chvatal,
luego continuamos con el estudio de como iluminar o vigilar distintos tipos de poligonos.

7



8 Capitulo 1. Introduccion

También estudiamos como cambian los resultados al cambiarle los requisitos a las fuentes
de luz (o guardias), ya sea restringiendo las fuentes de luz a ser posicionados en vértices,
o en cualquier lugar del plano. También vemos varios problemas en los que buscamos
iluminar el exterior de un poligono, o como en el problema de la carcel iluminamos tanto
el interior como el exterior de un poligono. Se han dado muchos resultados en este tipo de
problemas, presentamos aqui resultados simples, en el sentido de que son faciles de explicar
y demostrar, mas no obstante, dichos resultados fueron en su momento un gran mérito para
los autores. Ejemplo de esto es la respuesta de V. Chavatal a la pregunta ;Cuantos guardias
son suficientes para vigilar cualquier poligono con n vértices?, ya que su demostracion
fue complicada, no obstante la demostracidon que presentamos debida a S. Fisk [Fis78] es
simple y elegante.

Continuamos nuestro estudio de problemas de Iluminacion en el capitulo 3, Ilumina-
ciéon con k-modems [AAH*09] [FMVUO09] [AFMFP*(09], presentamos el concepto de k-
modem, que en realidad es una fuente de luz capaz de atravesar k paredes, o un guardia
capaz de ver a través de k paredes. Estudiamos algunos resultados de k-modems en poligo-
nos monotonos.

Antes de llegar a los resultados de esta tesis, hacemos una pausa para familiarizar al
lector con los arreglos de lineas y el concepto de Dualidad en el capitulo 4, Arreglos de
Lineas. Introducimos cosas muy bésicas, como la cantidad de caras en un arreglo de lineas
simple, un poco de notacién, y algunas demostraciones.

Culminamos con el capitulo 5, Iluminacién de arreglos de lineas con k modems, en
donde presentamos la cara central de un arreglo de lineas, una cara a no mas de [i—’ﬂ de
distancia de cualquier otra cara, donde la distancia la definimos como la cantidad de lineas
que se tienen que cruzar para ir de una cara a otra. De esta forma logramos iluminar un
arreglo de lineas con un k modem de potencia [%—‘ Iluminamos también el plano con 2 k

modems de potencia [%J , ¥y demostramos que si dichos k modems tuvieran menor potencia,
no podriamos iluminar todo el plano con ellos.



Capitulo 2

TIluminacion

En este capitulo daremos un panorama de lo que han sido los problemas de galerias
de arte, mencionando y demostrando, cuando el espacio nos lo permita, los resultados mas
bonitos en mi humilde opinion. Con el fin de que el lector pueda apreciar los problemas de
galeria de arte y sus derivados, comenzaremos con tres resultados clasicos.

2.1. Dos teoremas de Galerias de Arte e Iluminacion

2.1.1. Galeria de Arte de Chvatal

Empezaremos con el problema clésico de galerias de arte, el progenitor de todos ellos,
y con esto el antepasado mas lejano pero aun directamente relacionado a esta tesis. Antes,
como es de esperarse, regalamos unas definiciones.

Definicion 1. Un poligono P es un sucesion de puntos distintos py, pa, ..., p, (n = 3) en el
plano, llamados los vértices de P, junto con un conjunto de segmentos de recta uniendo p;
conpiy1 (i=1,...,n—=1)y p, con py, llamadas las aristas de P.

Decimos que P es un poligono simple si la interseccion de cualesquiera dos aristas no
consecutivas es vacia, y cualesquiera dos aristas consecutivas viven en rectas distintas. En
general se trabaja con poligono simples por lo que se usa poligono en general, para referirse
a poligonos simples. Nosotros haremos lo mismo y de ahora en adelante usaremos poligono
para referirnos a un poligono simple.

Un poligono simple divide al plano en dos regiones conexas, a la region acotada la
llamamos el interior del poligono,llamamos el exterior del poligono a la regién no acotada,
y frontera a los puntos sobre las aristas de P. Decimos que un punto esta sobre P si esta
sobre su frontera o en su interior.

Decimos que un poligono es mondtono si existe una direccion tal que cualquier recta
paralela a esta direccion intersecta la frontera del poligono en a lo méas dos puntos.

9



10 Capitulo 2. Iluminacion

En este capitulo representaremos nuestro mundo en dos dimensiones, de esta forma po-
demos representar una galeria de arte con un poligono, nuestro proposito sera el de vigilar
poligonos con guardias, o lo que es lo mismo, iluminar poligonos con fuentes de luz. De-
cimos que un punto x en P esta vigilado (iluminado) por un guardia (foco o fuente de luz)
posicionado en y sobre P, si el segmento de recta que los une xy no intersecta en su interior
a la frontera de P, es decir si todos los puntos en Xy estan en el interior de P, con la posible
excepcion de x y y. Usaremos distintos tipos de guardias, llamamos guardias estacionarios
a aquellos que, como su nombre otorga, no se pueden mover. Entre estos, se destacan los
guardias de vértice, aquellos guardias estacionarios, posicionados sobre algin vértice del
poligono.

Definicion 2. Sea P un poligono en el plano, decimos que e es una diagonal de P si

= es un segmento de recta con puntos finales en vértices de P,
= esta contenida en P,

m no es una arista de P.

Definicion 3. Definimos una grdfica G como un conjunto de elementos V llamados vértices,
y un conjunto de parejas de vértices, llamadas aristas.

Decimos que dos vértices de una grafica son adyacentes si existe una arista entre ellos.
El grado de cada vértice serd el nimero de aristas que lo contienen. Llamamos aparea-
miento a un subconjunto del conjunto de aristas, tal que en dicho subconjunto no existan
dos aristas que contengan el mismo vértice, denotando al caso en el que todos los vértices
pertenecen a alguna arista del apareamiento como un apareamiento perfecto.

Definicion 4. Una triangulacion T de un poligono P es un conjunto maximal de diagonales
de P con interiores ajenos.

Es un resultado simple que cualquier poligono con al menos 4 vértices tiene una dia-
gonal, de donde si T no dividiera a P en tridngulos, entonces exisitiria una diagonal d de P
que tal que no intersecta en su interior a las diagonales de 7', haciendo una contradiccion,
de donde toda triangulacién 7T divide a P en tridngulos. Definimos G(T') la grdfica dual
de T de la siguiente manera: G(T') es una grafica que tiene un vértice por cada triangulo
en el que T divide a P,y dados a,b € T existird una arista entre ellos (ie. a ~ b) siy
s6lo si sus tridngulos correspondientes comparten una arista. Es un resultado conocido que
para cualquier triangulacién de un poligono, si vemos a la triangulaciéon como una gréfica,
entonces podemos 3 colorear dicha grafica. Sin mas definiciones por el momento procede-
mos al primer teorema, presentamos la demostracion de S. Fisk [Fis78], la cual opaco la
demostracion original de Chvétal.

Teorema 1. [%J guardias estacionarios son suficientes y ocasionalmente necesarios para
vigilar una galeria de arte poligonal con n vértices.
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Demostracion. Sea P un poligono simple con n vértices. Sea T una triangulacion de este.
Como mencionamos anteriormente podemos colorear los vértices de P usando tres colores
{1,2,3} de tal manera que si dos vértices son adyacentes en T, entonces tendrin colores
distintos. Esto particiona a los vértices de P en tres clases cromaticas Cy, C,, C3. Como los
vértices de cualquier tridngulo en 7" tendran los 3 colores, entonces cualquiera de las clases
crométicas vigila a P. Como tenemos 3 clases crométicas, la mas chica de ellas tendré a lo
mas [%J vértices, pongamos un guardia en cada vértice de dicha clase cromaética, esto nos

implica la suficiencia. Para ver que [%J guardias son necesarios ocasionalmente fijemonos
en el poligono con forma de peine Comb,, con n = 3m vértices (Figura 2.1). Como cada
triangulo necesita un guardia para quedar vigilado, es claro que se necesitan al menos m
guardias para vigilar Comb,,, el caso cuando n = 3m + 1 o n = 3m + 2 se sigue de agregar
una o dos aristas que esencialmente no cambien el dibujo.

O

Figura 2.1: Poligono que necesita [%J guardias.

2.1.2. Galerias de Arte tradicionales

En el teorema de la Galeria de Arte clasico (es decir el de Chvétal), una Galeria de Arte
es un poligono simple en el plano. En un contexto mas realista, o bien menos imaginario,
supongamos que una galeria de arte tradicional se encuentra en un edificio rectangular
dividido en cuartos rectangulares, y que cualesquiera dos cuartos adyacentes tienen una
puerta que los conecta.(Vease Figura 2.2). Decimos que Q representa una galeria de arte
tradicional si Q es un rectangulo dividido en subrectangulos.

(Cuantos guardias se necesitan para vigilar todos los cuartos? Notemos que si un guar-
dia esta en una puerta, entonces podra vigilar dos cuartos al mismo tiempo. Como ningin
guardia puede vigilar tres cuartos se sigue que si la galeria de arte tiene n cuartos entonces
necesitamos al menos [%J guardias. Ahora probaremos, que estos siempre son suficientes.
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Figura 2.2: Galeria tradicional y su gréfica dual.

Teorema 2. [CRCS*94] Cualquier galeria de arte rectangular con n cuartos puede ser
vigilada con exactamente | 5 | guardias.

Demostracion. Dada una galeria de arte rectangular cualquiera 7' con cuartos Ry, R, ..., R,
podemos asociar a ella la grafica dual G(T') en la cual cada cuarto R; de T queda repre-
sentado como un vértice v; de G(T), y las adyacencias entre los vértices representan si sus
rectangulos correspondientes comparten pared.

Probaremos que si G(T') tiene un nimero par de vértices, entonces G(7) tendra un aparea-
miento perfecto M. Esto es suficiente para probar el teorema ya que podemos poner los
guardias de la siguiente manera: para cada arista {v;,v;} en M ponemos un guardia en la
puerta que conecta a los cuartos R; y R;. Claramente serédn 5 guardias, y estos vigilaran to-
dos los cuartos de T'. Si fueran una cantidad impar de cuartos, dividase uno de ellos en dos,
y con el mismo argumento, vigilaremos la galeria de arte con [%J guardias. Supongamos
que G(T') tiene un nimero par de vértices.

Para probar que G(T') tiene un apareamiento perfecto nos fijaremos en que cumple las
hipétesis del teorema de Tutte para la existencia de un apareamiento perfecto: que para
cualquier conjunto S de vértices de G(T'), el nimero de componentes impares (componen-
tes con un nimero impar de vértices) de G(T) — S no es mayor que |S|. Sea k el nimero
de componentes conexas de G(T') — S . Cada componente conexa C; de G(T) — S se puede
ver como un subpoligono ortogonal P; de 7. Cada uno de estos poligonos tiene al menos 4
esquinas, por lo tanto el nimero de esquinas generadas por las k componentes de G(T') — S
es al menos 4k.

G(T)—-S lo podemos imaginar como la galeria de arte 7', con la peculiaridad de que los
cuartos que estén representados por vértices en S estin cerrados. Observemos que si uno
de los cuartos cerrados, lo abrimos, entonces a lo més 4 esquinas, de las generadas por las
componentes conexas, desapareceran.

Si abriéramos todos los cuartos, todas las esquinas desaparecerian, a excepcion de las
4 esquinas de 7'. Entonces al abrir |§| cuartos desaparecen a lo méas 4|S| esquinas, como
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teniamos al menos 4k esquinas, y tienen que desaparecer 4k — 4 esquinas se concluye que
4k -4 <4S|=k<IS|+ 1.

Ahora, para finalizar la prueba, probaremos por induccion que si k = |S| + 1 entonces
almenos una de las componentes sera par.

Si k = 1 tendremos una sola componente conexa, es decir todo. Y como supusimos que
teniamos un ndmero par de vértices, queda probada la base de la induccion.

Supongamos que el resultado es cierto para k < n. Sea k = |S| + 1, y supongamos
que k = n + 1. Por las observaciones previas, esta igualdad se da inicamente cuando cada
vez que se abra un cuarto desaparezcan 4 esquinas. Esto quiere decir que si tuviéramos
abiertos todos los cuartos de S a excepcidn de uno R;, tendriamos 8 esquinas, y al abrir
este altimo desapareceran 4 de estas. Es facil ver, que la Ginica manera de que esto suceda,
es que R; cubra el largo o ancho de toda nuestra galeria. Por lo tanto si Cy, C; son las dos
componentes conexas antes de abrir R;, al ser completamente rectangulares, las podemos
ver como galerias de arte rectangulares por si mismas. Y como el niimero de cuartos era par,
entonces o C; o C, tendrd un nimero par de cuartos. Sean S, S, los cuartos de S en C; y
C, respectivamente y k;, k, el nimero de componentes conexas en C, C, respectivamente.
Entonces |S|+ 1 = k = k; + k, y por lo probado anteriormente k; < [S| + 1,k < |So + 1
(recordemos que para este resultado no usamos la paridad de la galeria y por ello puede ser
aplicado tanto a C; como a C;) , por lo tanto k < |S{|+ 1+ |S,|+ 1 =|S|+ 1 y como esta
igualdad se da, entonces k; = || + 1,k = |S,| + 1. Como ki, k, < k = n+ 1 el resultado
se sigue aplicando la hipétesis de de induccidn sobre C; o bien sobre C, (la que tenga una
cantidad par de cuartos). m|

2.2. Vigilando poligonos ortogonales

Seguiremos por el resto de éste capitulo la exposicion de O’Rourke en su libro 7eo-
remas y Algoritmos de Galerias de Arte[O’R87]. Si nos fijamos en poligonos con ciertas
propiedades, podemos mejorar las cotas. Este es el caso de los poligonos ortogonales.

Definicion 5. Sea P un poligono, decimos que es ortogonal si todas sus aristas son u
horizontales o vérticales

Se ha trabajado mucho en problemas de iluminacion de poligonos ortogonales, en par-
te porque la mayoria de las galerias de arte en la vida real son ortogonales, lo cual hace
que sean mejor modelo para aplicar resultados. Desde un punto de vista matemaético, la es-
tructura de los poligonos ortogonales nos permite encontrar resultados no solo interesantes
sino también estéticos. El teorema que presentaré a continuacidn, el primero de acuerdo al
tiempo, es debido a Kahn, Klawe, y Kleitman [kKK83].

Teorema 3. Cualquier poligono ortogonal con n vértices puede ser iluminado con HJ
guardias de vértice. Aveces son necesarios.
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Figura 2.3: Poligono ortogonal que necesita [%J guardias.

Asi como la demostracion original del teorema de galeria de Arte de Chvétal fue eclip-
sada por la demostracion de Fisk, la demostracion de este teorema de Kahn et al ha sido
eclipsada por muchas otras demostraciones més simples. La demostracion de este teorema,
por su longitud, no se dard; mas si hablaremos un poco de ella.

Es claro e intuitivo que todo poligono puede ser triangulado, mas no es evidente que
todo poligono ortogonal pueda ser particionado en cuadrilateros convexos. Llamamos a una
particidn de un poligono en cuadrilateros, una cuadrilaterizacion de este. El siguiente lema
fue demostrado para la prueba del Teorema 3, mas por la extension de su demostracion, la
omitiremos.

Lema 1. (Kahn et al 1980.) Todo poligono ortogonal (con o sin hoyos) se puede cuadrildte-
rizar en cuadrildteros convexos.

Ya establecido este lema, que por cierto no es utilizado en otras pruebas del teorema,
podemos esbozar el resto de la demostracion.

Demostracion. Sea P un poligono ortogonal, y G una cuadrilaterizacion, agregamos a G las
diagonales de los cuadrilateros. Aunque no es obvio, G es plana, y por lo tanto 4-coloreable.
Si coloreamos G con 4 colores, y ponemos guardias en los vértices de la clase cromética
mas chica, la mitad del resultado se sigue, el resto, la necesidad, se establece de la Figura
2.3. Es importante notar, que en la demostracion formal de este teorema, se ponen guardias
Unicamente sobre vértices cOncavos, es decir con grado de 270°. |
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2.3. La fortaleza

Otro problema de iluminacidn interesante, y a la vez bonito, es el problema de la forta-
leza. Imaginemos que tenemos una ciudad amurallada por un poligono P, lo que se quiere
es vigilar todo el exterior del poligono con guardas posicionados en vértices de P. Decimos
que un guardia posicionado en un vértice p de P ve un punto g en el exterior de P si el
segmento de recta que une a p con ¢ no intersecta al interior de P.

2.3.1. Poligonos generales

En un poligono convexo, necesitamos que cada tercer vértice tenga un guardia, se sigue
que a veces necesitamos [g-‘ guardias (Ver Figura 2.4). Podriamos, impulsivamente, pensar
que al posicionar un guardia un vértice si, uno no, siempre iluminariamos todo el exterior
de cualquier tipo de poligono, no es asi, como podemos ver en el ejemplo de la Figura 2.5
(debida a Shermer), en el cual el exterior no se ilumina poniendo guardias en todos los
vértices pares, o en todos los impares. Afortunadamente podemos probar que [g-l guardias
son suficientes con un truco: triangulando. El siguiente teorema fue probado por O‘Rourke
y Wood en 1983.

Teorema 4. [g-l guardias de vértice son suficientes, y a veces necesarios, para vigilar el
exterior de un poligono P con n vértices.

Figura 2 .4: Poligono que necesita [g-l guardias(los puntos blancos), todos los convexos en

general necesitan [%1 .

Demostracion. Sea Q el cierre convexo del poligono P. Triangulamos los poligonos que
nos queden afuera de Py adentro de Q.(Ver Figura 2.6 para la siguiente construccion). 3
Como los vértices de Q son también vértices de P, en realidad seguimos con n vértices.
Llamemos G” a estos vértices, con la triangulacidén ya mencionada. Agregamos un vértice
mas a G” v, afuera de Q y el segmento de recta de v,, a todos los vértices de G”. A esta
nueva grafica con n + 1 vértices la llamamos G’. Finalmente, sea x un vértice en Q, lo
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Figura 2.5: Guardias en los vértices pares dejan a E descubierto, en los impares dejan a O
descubierto.

dividimos en x” y x”, y las adyacencias de x las repartimos entre x’ y x”” de manera que la
grafica continde siendo plana. Agregamos una arista mas, para que v,, sea adyacente tanto
a x’ como a x”’. Llamaremos G a la grafica resultante de n + 2 vértices. Si separamos a x” de
X",y movemos a v, suficientemente lejos, de tal manera que todas las aristas que incidan
en v, pueden ser dibujadas como lineas rectas, entonces es claro que G es una triangulacién
de un poligono, y al serlo, puede ser 3-coloreada. El color menos usado, digamos el rojo,
serda usado a lo mas "T”J veces, Si Vo, no es color rojo, entonces podemos iluminar el
exterior del poligono colocando un guardia en todos los vértices rojos y usamos a lo mas
[%J < [%1 guardias. En otro caso, si v, €s rojo, entonces la estrategia no funcionara,
puesto que no podemos poner un guardia en v, en este caso pondremos guardias en el
segundo color menos usado. Si a < b < ¢ son el nimero de vértices coloreados de cada
color,entoncesa+b+c=n+2.Comoa>1,b+c<n+1yporlotanto b < [%1
Mostraremos ahora que poniendo guardias en el segundo color menos usado, vigi-
laremos todo el exterior. Todo tridngulo adyacente a v, estard vigilado, y como v, no
tendré guardia, entonces el casco convexo Q tendréd un guardia en cada tercer vértice, y por

lo tanto el exterior de O quedara claramente vigilado. La region afuera de P y adentro de
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0 quedaré claramente vigilada, por el argumento usual para vigilar tridngulaciones.

2.3.2. Poligonos ortogonales

Pese a que en general necesitamos mas guardias para vigilar el exterior de un poligono
o T . . B .
que el interior (5 y 5 respectivamente), para poligonos ortogonales s6lo se necesita un guar-

dia mas para vigilar el exterior que los necesarios para vigilar el interior, HJ + 1 guardias

para vigilar el exterior y HJ guardias para vigilar el interior. El siguiente teorema lo probo
Aggarwal en 1983 [Agg84]:

Teorema 5. H—‘ + 1 guardias de vértice son necesarios y suficientes para vigilar el exterior
de un poligono ortogonal con n vértices.

Demostracion. La necesidad se sigue de la espiral de n = 4m vértices que mostramos en la
Figura 2.7. Checando los casos, podemos ver que una solucién optima seria 1,4,8,...4(m-1),
4m, otra seria 1,4.,8,12,..4(m-3), 4(m-2)+2, 4(m-1)+2, 4m-1. Existen otros casos, y todos
acaban con m + 1 guardias. Si extendemos la espiral en dos vértices mas, necesitaremos un
guardia mas, en total m + 2, pero en cualquier caso necesitaremos HJ + 1 guardias.

La prueba de que siempre podemos vigilar el exterior con H-I + 1 guardias es muy facil
y bonita. Sea P un poligono ortogonal, con sus lados paralelos a los ejes coordenados. Sea e
la arista horizontal con coordenadas y més grande, o una de ellas en caso de existir varias, y
d, f las aristas vérticales adyacentes a e. Encasillamos P con un rectangulo, y prolongamos
las aristas a y b hasta que intersecten con el rectingulo como se muestra en la Figura 2.8
a, nos queda un poligono P’con n + 4 vértices, y el interior de este coincide con el exterior
inmediato a P, a excepcion de el rectangulo Q, el cual es exterior a ambos poligonos.

Recordemos, que para iluminar el interior de un poligono con el Teorema 3 solo se
ponen guardias en vértices con 270° y por lo tanto si pusiéramos guardias de acuerdo
al Teorema 3 en P’ para iluminar el interior, como los vértices de P’ que no estdn en
P tienen angulos de 90°, estos guardias yaceridn sobre P, y por lo tanto al iluminar el
exterior inmediato de P , es claro que iluminariamos todo el exterior de P. Por el Teorema
3 podemos vigilar el interior de P’ con ["“ﬁj = HJ + 1 guardias. La region Q necesitara un
guardia, y por ello en total nos quedan [%FZ guardias. Sin = 2(mod 4), [%FZ = H-|+1.

Sin =0 (mod4), como el Teorema 3 tiene la funcion piso, entonces podemos aumentar
la cantidad de puntos en P’, y en lugar del poligono que estdbamos usando, ahora usamos
un P’ de tal manera que el interior de P’ coincide, a excepcion de una parte infinitesimal
como se muestra en la Figura 2.8, con el exterior inmediato de P. Ahora podemos cubrir
este exterior inmediato de P, interior de P’ con [”T%J = [%J + 1,y como n es divisible por 4

entonces L%J = Lﬂ O
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GH

G/

Figura 2.6: Construccion de G a partir de G”
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Figura 2.7: Poligono ortogonal que requiere Lﬂ + 1 guardias

2.3.3. Guardias en el plano

Existe una asimetria entre el Teorema 1 y el Teorema 4, iluminando el interior con [%J
guardias, y el exterior con [%-I guardias, respectivamente. Esta asimetria desaparece si le
quitamos la restriccién a los guardias de tener que ser posicionados en un vértice, es decir
si usamos guardias de punto, en lugar de los de vértice. En este seccion demostraremos
que usando guardias de punto, necesitamos y serin suficientes [g-‘ guardias. Incluso parece
natural que se cambie el operador piso, por el techo.
Comenzaremos probando un lema que casi alcanza la cota.

Lema 2. | =L | ouardias son suficientes para vigilar el exterior de un poligono P con n
3
vértices.

Demostracion. Sin perdida de generalidad, suponemos que P tiene un punto a mas alto y
uno b mas bajo. Digamos que b coincide con el origen del plano cartesiano, encontramos
dos puntos @ con coordenada x negativa y 8 con coordenada x positiva, tales que ambos
puntos estén abajo de b, y que el segmento de recta que los une al punto a no interseccione
a P mas que en a. Sea Q el cierre convexo de P, y como en el Teorema 4 triangulamos
los poligonos que quedan afuera de P pero adentro de Q. Agregamos los segmentos de
rectas de @ y 8 a todos los puntos de Q que les sean visibles y el segmento de recta que
une a @ con S. (Ver Figura 2.9). Una vez mas como en el Teorema 4 dividimos a en dos,
a’ y a”’,y repartimos las adyacencias de manera que nos siga quedando una gréfica plana.
Lo que tenemos ahora, es un poligono triangulado P’ con n + 3 vértices. [luminamos el

poligono con dicha triangulacion con [%J = ["T“-I guardias, y lo Gnico que nos queda por
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Figura 2.8: Encasillamos un poligono P y creamos un poligono P’ tal que el interior de P’
es el exterior inmediato de P. Las construcciones varian, usamos a sin = 2 (mod 4) y b si
n =0 (mod4).
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demostrar, es que quedara vigilado todo el exterior de P. Es claro que el area adentro de
Q y afuera de P quedara iluminada, solo resta checar el exterior de Q. Sea H la recta que
pasa por el punto a y b. Fijemonos en la mitad del plano, a la derecha de H. Si § tiene un
guardia, entonces es claro que quedaré iluminado el exterior de Q a la derecha de H. De lo
contrario, como todos los puntos de Q a la derecha de H ven a 8, Entonces cada arista de Q
a la derecha de H, es parte de un tridngulo, con tercer punto 3, de donde habra un guardia
en cada tercer vértice de los vértices de Q a la derecha de H, por lo tanto el semiplano a la
derecha de H quedard iluminado. Andlogamente, el semiplano a la izquierda de H también
serd vigilado.

Figura 2.9: Construccidn del lema 2 antes de triangular las bolsas

Figura 2.10: [g-l son necesarios para iluminar el exterior de este poligono.

La primera demostracidn que le quitaba el sobrante al lema anterior (Aggarwal 1984)
era larga, y abandonaba la geometria sustituyéndola por combinatoria complicada. Afor-
tunadamente, como paso con el teorema de la galeria de arte de Chvétal, en que se ha
encontrado una demostracion mucho maés simple que la original. Esta usa un argumento
conciso de coloracién, debido a Shermer.
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Teorema 6. (Aggarwal y O’Rourke 1984) [g-l guardias son necesarios y suficientes para
vigilar el exterior de un poligono P con n > 3 vértices.

Figura 2.11: Grafica G construida como en la demostracion del teorema 6 que no es 3
coloreable.

Demostracion. (Debida a Shermer 1986). La necesidad se sigue de un ejemplo de alguna
manera contrario al ejemplo del Teorema 2.1, ver la Figura 2.10. La construccion general de
esta Figura, con k tridngulos hacia adentro utiliza n = 3k + 4 vértices, y requiere k+2 = [g—‘
guardias. La necesidad para los otros valores modulo 3 de n se sigue de agregar uno, o dos
puntos casi aleatoriamente al ejemplo.

Suficiencia: Si P es un poligono convexo entonces dos guardias posicionados suficien-
temente lejos, en lados opuestos de P son suficientes para cubrir el exterior, y como n > 3
entonces 2 < [g-l

Supongamos que P no es convexo, osea que tiene almenos una bolsa, es decir un
poligono exterior a P interior al cierre convexo Q, y acotado por una arista de Q. Rota-
mos P para que exista un vértice a mas alto y uno » mas bajo. Tomamos como en el lema
anterior, @ y 8 en lados opuestos de P, tal que ambos puedan ver a a y b. Triangulamos
las bolsas de O y conectamos a y b a todos sus puntos visibles de Q. Sea G la grafica
inducida por la triangulacidén que acabamos de construir. Como [”T”J = H}’ nos gustaria
que la gréfica de triangulacion G fuera 3-coloreable. Como podemos ver con el ejemplo de
la Figura 2.11 requiere 4 colores. La idea de Shermer, es modificar la gréafica para que sea
3-coloreable. Sea |Q| = h el nimero de vértices de Q, consideraremos dos casos, cuando &
es par, y cuando es impar.

h par: En este caso, G siempre serd 3-coloreable. ; Porque? Coloreamos los vértices
de Q con los colores 1 y 2 alternadamente. Coloreamos a y 8 con el color 3. Cada bolsa,

es en realidad un poligono, y hasta el momento solo hemos coloreado dos vértices por
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Figura 2.12: Cuando 4 es par

Figura 2.13: Cuando A es impar.
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bolsa, y estos dos adyacentes y con colores distintos, por lo tanto podemos 3-colorear cada
bolsa, respetando que la arista que comparten con Q se mantenga con los colores ya dados.
De esta manera hemos 3-coloreado G, y por lo tanto podemos vigilar estos trangulos con
[”T”J = [g} guardias. Por los mimos argumentos que en el lema anterior, estos guardias
vigilaran el exterior de P.(Ver Figura 2.12)

h es impar: (Ver Figura 2.13) En este caso no podremos hacer lo mismo que cuando 4 es
par, puesto que no podremos bicolorear el cierre convexo Q. Lo que haremos es modificar
la triangulacién: Supongamos que yz es una arista de O que también es arista de una bolsa.
Como tenemos una triangulacion de las bolsas, sea x el vértice en P adyacente a y y z.

Rotaremos P y escogemos « de manera que:
= o pueda ver a x (que P no intersecte en su interior a xa),

= « estd lo suficientemente lejos para poder ver dos vértices opuestos a y b del poligono
(en el sentido que podemos orientar P de tal modo que estos dos vértices a sera el
mas alto y b el mas bajo).

Escogemos 3 del otro lado del poligono, que también pueda ver aa y b. Notese que pedimos
que a sea el més alto, osea, que no haya ningiin otro vértice a las misma altura, lo mismo
con b. Es claro que esta « siempre existe. El cuadrilatero ayxz cumple que xa intersecta
a yz y por lo tanto es convexo. De la grafica G borramos la diagonal yz y afiadimos la xa,
con esto tenemos una triangulacién G’ que si es 3-coloreable. ;Porque? Si consideramos
a x como parte del cierre convexo, este tendrd un nimero par de vértices, y por lo tanto
serd bicoloreable. Coloreamos el casco convexo incluyendo a x con los colores 1y 2. Co-
loreamos @ y S con el color 3. Y el resto nos quedan puras bolsas, osea poligonos con una
arista ya coloreada (la que esta sobre el casco convexo con x agregado), estos los podemos
3.-colorear respetando los colores ya asignados, y nos queda una 3-coloracién de G’. Po-
nemos guardias en la clase cromatica con menos vétrtices, que tendrd a lo mas [%J = [g—‘
vértices. El argumento del lema anterior tiene que ser modificado un poco, para ver que en
efecto se vigila todo el exterior. Esto porque en el caso en el que la clase cromatica con
menos vértices no es la del color 3, podria ser que dos vértices de Q adyacentes no tengan
vigilante: y y z, pero en este caso, x tendria vigilante, y tomando todo igual que en dicho
lema, todo quedaria vigilado. O

2.4. El problema de la carcel

Este es finalmente, la combinacion de el problema de iluminacién exterior con el de
iluminacién interior. Nos preguntamos: ;Cuantos guardias de vértice son necesarios para
vigilar simultineamente el interior y el exterior de un poligono P con n vértices? Decimos
que un guardia en el vértice z vigila el punto exterior x si el segmento Xz no intersecta
el interior, y decimos que ve un punto interior y si el segmento de recta yZ no intersecta



2.4. El problema de la carcel 25

el exterior del poligono. Solo usaremos guardias vértice, el problema cambia mucho si
permitimos guardias muy lejanos a P. Y se cree que si permitiéramos que los guardias
estuvieran en cualquier punto de la frontera de P el problema tendra la misma complejidad,
y por lo tanto no consideraremos dichos casos.

J. O’Rourke conjeturo en 1987 que [g—‘ guardias eran suficientes para vigilar el interior
y exterior de un poligono P, ya era conocido que este nimero de guardias era necesario,
el poligono convexo muestra un ejemplo que claramente necesita [g-l guardias, los mismos
que si solo se quisiera vigilar su exterior. Esta conjetura fue probada cierta en 1990, aunque
publicada hasta 1993.

Teorema 7. [g-l guardias de vértices son suficientes para vigilar tanto el exterior como
el interior de un poligono P con n vértices. En el caso en el que P no es convexo solo
necesitamos [%J guardias.

Esta demostracion la omitiremos por falta de espacio, pero presentamos la idea:

Usando los n vértices de P y agregando el punto al infinito, podemos triangular el plano
entero. Por el teorema de los cuatro colores, si G es la grafica inducida por dicha tridngula-
cion entonces existe un subconjunto C de los vértices de G(las dos clases cromaticas mas
chicas) con a lo mas "T“ vértices que cubre a todos los tridngulos, el problema es que uno
de estos vértices podria ser el infinito. De aqui, que la escencia de la prueba es demostrar
que para cualquier grifica G y un vértice w existe un subconjunto C tal quew ¢ Cy C
cubre todos los tridngulos. Resulta que esto no se cumple para cualquier G y w € G, pero

para este tipo de graficas si se cumple, y nos lleva a dos conjuntos de vértices que vigilarian
todo. [FK94]

24.1. Guardias Moviles

En lugar de los guardias usuales, los guardias moéviles son més, digamos, fuertes, ya
que les permitimos caminar sobre un segmento de linea contenido en P. Formalmente, sea
s una linea completamente contenida en P, en el interior y la frontera, entonces decimos
que un guardia en s vigila un punto x en P, si existe un punto y € s tal que xy esta contenido
completamente en P. De esta manera x esta vigilado por un guardia en s si existe un punto
en s desde donde x sea visible, esto fue llamado visibilidad débil desde un segmento de
linea por Avis y Touissant [AT81], la visibilidad fuerte es cuando un punto x es visible
desde cualquier punto en el segmento de recta.

Lo interesante de los guardias moviles es que llevan a teoremas muy limpios, unos muy
dificiles, y a problemas abiertos interesantes, al menos, en esa €poca ese era el caso. Se
conocen varios resultados en guardas moviles, entre ellos los dos teoremas siguientes, que
por falta de espacio, no demostraremos.

Teorema 8. HJ guardas moviles son necesarios y suficientes para cubrir un poligono P
con n vértices.
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Teorema 9. [3’124J guardias moviles son necesarios y suficientes para cubrir un poligono

ortogonal P con n vértices.

Omitimos las demostraciones. El teorema anterior puede parecer menos atractivo que
los que hemos visto hasta el momento, considerando los resultados con fracciones muy
simples que hemos visto hasta el momento, pues de hecho hemos preferido mostrar proble-
mas con respuestas naturales, y demostraciones elegantes. No obstante, existe una belleza
en este nimero. Hemos visto que podemos vigilar el interior de un poligono cualquiera con
[%J guardias de vértice, y en el caso ortogonal con Gnicamente HJ guardias, es decir es 3/4
veces mas facil vigilar un poligono ortogonal. El Teorema 8 nos sugiere que los guardias
moviles son 3/4 mas fuertes, pues nos reduce el nimero de guardias para vigilar el interior
de un poligono en 3/4. Con este razonamiento, llegamos a que el teorema anterior deberia

3n+4

. 2 . . . T
necesitar 2—2 [%J guardias, en efecto, necesitamos [TJ guardias moviles.



Capitulo 3

Iluminacion con k-modems

3.1. Introduccion

Hemos dado un panorama de los problemas de galerias de arte usuales, ahora presenta-
remos un problema que de alguna manera nos acerca méas a conocer la estructura topologi-
ca de un poligono, no en el sentido usual ya que los poligonos son homeomorfos a los
circulos, sino en conocer como se comportan, se envuelven en giros, y practicamente se
pueden encontrar en el exterior de ellos mismos. El articulo en el que se basa este capitulo
[AFMFP*09] no es el primer trabajo realizado en iluminacién con modems inaldmbricos;
por ejemplo esta el trabajo sobre el jardin de las esculturas [EGS07] en donde se busca
posicionar modems, y crear una formula simple para saber si un punto se encuentra aden-
tro o afuera del jardin. Sin embargo, el trabajo lluminacion de poligonos monétonos con
modems [AFMFP*(09], es el antepasado directo al resultado final de esta tesis, y en ello
radica su importancia.

Hemos visto como el problema de vigilar una galeria de arte tiene muchas variantes
interesantes. Supongamos ahora que queremos que nuestra galeria de arte tenga una cone-
xion inaldmbrica, para el propdsito que mas nos plazca. El problema se sigue del hecho
de que para conectarse a un modem los dos factores mas importantes son: la distancia a
el, la cantidad de paredes entre uno y el modem. Modelaremos, en lugar de fuentes de luz,
modems inalambricos con potencia de atravesar k paredes, y distancia ilimitada, los llama-
mos k-modems . Demostraremos que cualquier poligono mondtono con n vértices puede
ser iluminado con [%-I k-modems, y exhibiremos ejemplos en los que [2k’12-| k-modems
son necesarios. También mostraremos para poligonos ortogonales mondtonos que siempre

o n . . " .
pueden ser iluminados con [m-l guardias, y ejemplos en donde [2k - 4-‘ son necesarios para

n

k pary [2k+61 para k impar.

Decimos que un punto p en un poligono esta conectado a un modem m en P si el
segmento de linea que une a p y m cruza a lo més k aristas de P en su interior, es decir si el
modem, el punto, o ambos se encuentran sobre aristas, estas no las contamos.

27
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g
(2 =)

Figura 3.1:

Permitimos que un modem este en un punto g sobre una arista e de P, en este caso si
p es un punto interior de P, el segmento de linea que une a g y p puede intersectar a un
nimero impar de aristas de P. Esto se sigue del hecho de que el segmento que unea gy p
no tiene que cruzar a la arista e de P que contiene a g. En este capitulo trabajaremos con el
siguiente problema:

Problema de Iluminacion con Modems: Sea P una galeria de arte modelada por un
poligono P con n vértices. ;Cuantos k-modems son suficientes, y ocasionalmente necesa-
rios para iluminar todos los puntos en P?

Para k = 0 el problema corresponde a el problema de la Galeria de Arte de Chavatal, que
discutimos en el capitulo pasado, el cual dice que [%J guardias son suficientes, y a veces
necesarios para vigilar una galeria de arte con n vértices. Muchas generalizaciones del
problema de la Galeria de Arte se han estudiado, y hemos hablado de varias en el capitulo
pasado. Por otra parte, iluminacién de poligonos con aparatos inaldmbricos también ha
sido estudiado dltimamente, aunque en un contexto diferente, en el problema del jardin
con esculturas. En este capitulo daremos cotas superiores e inferiores para el problema de
Iluminacién con Modems en poligonos mond6tonos, y monétonos ortogonales, los cuales
modelan a la perfeccion la mayoria de los problemas en la vida real.

Por razones técnicas supondremos lo siguiente: para un poligono monétono no-ortogonal,
asumimos que no habrd una pareja de aristas paralelas. Como ha sido hasta ahora, cuando
hablemos de un poligono, nos estaremos refiriendo tanto a su frontera, como su interior.

3.2. Poligonos Monétonos

El siguiente lema serd nuestra herramienta principal para probar cotas superiores en
cuanto al namero necesario de modems para iluminar poligonos monoétonos. Este nos
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permite partir el poligono en subpoligonos de una manera que podemos iluminér los sub-
poligonos independientemente de los otros.

Lema 3. (Lema de particion) Sea P un poligono monotono con vértices py, ...p,, ordenados
de izquierda a derecha. Para cada entero positivo m < n, existe un segmento de recta
vértical | 'y dos poligonos monétonos L y R tales que:

» [ tiene m vértices y R tiene n — m + 2 vértices.
» [ es una cuerda de Ly una arista de R, o es una cuerda de R y una arista de L.
" D, O Ppy1 €S un punto delimitador de 1.

= Sidenotamos L' el subconjunto de L a la izquierda de l y a R’ el subconjunto de R a
la derecha de [, entonces P =L Ul UR’.

Demostracion. Sin perdida de generalidad suponemos que p,,_; esta en la cadena poligonal
superior de P. Sea f la arista de P directamente abajo de p,,_; y sea e la arista de P que
tiene a p,,—; como su vértice izquierdo. Sea ¢; = p,,— y e, el vértice izquierdo y derecho
respectivamente. De la misma manera sean f;, f, el vértice izquierdo de f 'y el derecho de f
respectivamente. Extendemos e y f a lineas en el plano, siendo L, la linea que contiene a e
y Ls la que contiene a f. Como estamos asumiendo que ningtn par de aristas son paralelas,
entonces L, y Ly se intersectan en algin punto x. Dos caminos distintos pueden surgir(como
en la Figura 3.1):

1. si x esta a la izquierda de p,,_;

En este camino lo que haremos es trazar una linea vértical que pase por p,,_,y [ serd la
interseccidn de esta linea vértical con P. Sea P~ el subconjunto de P a la izquierda de [ y
sea L = P~ U [. Definimos R como el poligono acotado por:

= la cadena poligonal superior de P de e, a p,,,
= la cadena poligonal inferior de P de f, a p,,
= ¢l segmento de lineade x ae, y el que vade x a f,.

2. dado el caso que el sendero que se bifurca nos de de resultado que x esta a la derecha
de p,,—1 entonces trazaremos una linea vértical que pase por p,, y [ serd la interseccion de
esta con P. Sea P* el subconjunto de P a la derecha de [ y sea R = P* U [. En este caso
definimos a L como el poligono acotado por:

= la cadena poligonal superior de P que vade p; a p,,—;
= la cadena poligonal inferior de P de p; a f;

= ¢l segmento de lineade xae; = p,_; yelque vade xa f;
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Notemos que en ambos caminos las tres propiedades que queriamos para L,R,l y P se
cumplen. =

Antes de enunciar el teorema principal de este capitulo, demostraremos dos lemas de
gran utilidad.

Lema 4. Cualquier poligono monotono con k + 2 lados puede ser iluminado con un k-
modem colocado en cualquier punto de P, ya sea en el interior, o en la frontera.

Demostracion. Sea P un poligono con k + 2 lados. Sean p y ¢ dos puntos en la frontera de
P. Es claro que cualquier linea en el plano /, intersecta a lo més a k + 2 aristas del poligono,
pues solo tiene k + 2 aristas. Y por lo tanto cualquier segmento de recta en P intersecta a lo
mas a k aristas en su interior. De donde si colocamos un k-modem en cualquier punto sobre
P, en el interior o en la frontera, iluminaremos todo P.

a

Lema 5. Cualquier poligono monétono con 2k + 2 lados puede ser iluminado con un k-
modem puesto en su vérticek + 1 o k + 2.

Demostracion. Sea P un poligono mondtono con 2k + 2 lados. Aplicando el lema de par-
ticion a P podemos obtener un segmento de linea / y dos poligonos monétonos L y R con
k + 2 vértices cada uno, y con las propiedades que nos da el lema. Ponemos un k-modems
en uno de los puntos finales de /, y por el lema 4 este k-modem ilumind a L’ y R’(notacién
del lema de particion), y por lo tanto iluminda Ly a R. m|

Para los casos particulares de k = 1,2, 3 el lema 5 puede ser mejorado de la siguiente
manera:

Lema 6. Para todo heptdgono monotono existe un punto, entre su segundo y sexto vértice,
donde un 1-modem puede iluminar el poligono completo.

Omitimos la prueba por falta de espacio.

Lema 7. Todo pentdagono mondtono puede ser iluminado con un 2-modem en cualquier
punto en su interior o en la frontera.

Demostracion. Sea p un punto sobre un pentdgono mondtono P. Supongamos que existe
un punto g en P, tal que el segmento de recta pq intersecta a P tres véces o mas. Es claro que
no puede intersectar a las cinco aristas en su interior, porque entonces g tendra que estar en
el exterior del poligono. Si el segmento intersectara 4 veces al poligono en su interior, estas
4 aristas contendrian todos los puntos del poligono, y el pentdgono se vuelve imposible de
trazar. Si lo intersecta tres veces, entonces 0 p, 0 g estarian sobre una arista, y por la misma
razon el pentdgono se vuelve imposible. O
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Lema 8. Todo hexdgono monétono puede ser iluminado con un 3-modem puesto en su
primer o tiltimo vértice.

Omitimos la prueba, es por casos, analoga a la anterior.
Lema 9. Todo octagono monétono puede ser iluminado con un 2-modem.

Demostracion. Aplicando el lema 3 dividimos el octigono en dos pentdgonos monotonos.
Poniendo un 2-modem en cualquier punto en la interseccion de estos, iluminaremos todo
el poligono por el lema 7. O

Figura 3.2: Un poligono con n vértices que requiere [ 3| k-modems.

2k

Lema 10. Un poligono monétono de nueve lados puede ser iluminado con un 3-modem.

Demostracion. Trazamos una linea vértical que pase por el quinto vértice, y asi dividimos
el poligono en dos hexdgonos. Ponemos un 3-modem en cualquier punto en la interseccidon
de estos hexagonos y por el lema 8 el poligono quedard iluminado. O

2%
1 k- modems para

Teorema 10. Todo poligono monotono P con n vértices puede ser iluminado con [i—‘ k-

n
2k+2

modems, y existen poligonos monétonos con n lados, que necesitan [
ser iluminados.

n
2%k+2
cada k-modem puede ver a lo més 2k + 2 tridngulos, se sigue que necesitamos [2k’12-| k-
modems. Solo falta probar la cota superior, usando el lema de particién partimos nuestro

n

poligono recursivamente en m = [ﬁ-l subpoligonos con 2k + 2 vértices de la siguiente
manera: Aplicamos el lema para obtener una linea /; y un poligono L; con 2k + 2 vértices
y un poligono R, con n — 2k vértices. Volvemos a aplicar el lema pero esta vez al poligono
R, para asi obtener un segmento de linea /,, un poligono mondétono L, con 2k + 2 vértices
otro poligono monétono R, con n — 4k vértices. Continuando recursivamente, obtenemos
fﬁ—‘ poligonos moné6tonos con 2k + 2 vértices, Ly, ...L,, y segmentos de lineas [y, [, ..., L, ;
todos satisfaciendo las condiciones del lema 3.
Para cada L; (1 < i < m), sea Q; el subconjunto de L; a la izquierda de /; y a la derecha
del;,_.Para L, y L,, sea Q; el subconjunto de L, a la izquierda de [, y Q,, el subconjunto

de L,, aladerechade/,_;.

Demostracion. Un ejemplo que requiera [ -‘ k-modems es el de la Figura 3.2. Como
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Por el lema 5, cada L; puede ser iluminado con un k-modem colocado en Q;. Como
P = (UQ;)U(UL), colocando un modem en cada Q;, con [%-I k-modems iluminamos P. O

Figura 3.3: Un poligono mondétono con n vértices que requiere [g-l I-modems.

Teorema 11. Todo poligono monoétono P con n lados, puede ser iluminado con [%1 1-
modems, a veces son necesarios.

Demostracion. Lanecesidad se establece del ejemplo dado en la Figura 3.3 Usando el lema
3 recursivamente, podemos dividir P en [§-| — 1 heptdgonos y un poligono de m vértices

(con 0 < m < 5 dependiendo de n). Por el lema 6 podemos iluminar estos [g-l poligonos,
con un 1-modem cada uno. i

Anélogamente a esta demostracion, son las demostraciones de los siguientes teoremas,
dividiendo el poligono en octigonos y nondgonos respectivamente. Y iluminando cada
subpoligono con un modem, usando el lema 9 y el lema 10.

Teorema 12. Todo poligono monotono P con n vértices, puede ser iluminado con [%-I 2-
modems

Teorema 13. Todo poligono monotono P con n vértices, puede ser iluminado con [g—‘ 3-
modems.

3.3. Poligonos monotonos ortogonales

En esta seccion daremos cotas superiores e inferiores en cuanto a la cantidad de k-
modems requeridos para iluminar poligonos ortogonales, y poligonos mondtonos ortogo-
nales.

Recordemos que para la motivacion de este capitulo, iluminar con modems imalambricos
todo un edificio, los poigonos ortogonales son escenarios bastante realistas.

Proposicion 1. Cualquier poligono ortogonal P con a lo mas k+4 lados se puede iluminar
con un k-modem colocado en cualquier parte de su interior, o la frontera.
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Demostracion. Cualquier segmento de linea /, con puntos delimitadores adentro de P, ya
sea en la frontera o en su interior, no puede interseccionar propiamente(ie: en el interior
de /) ninguna de las siguientes aristas: la mas baja, la mas alta, la més a la izquierda y la
mas a la derecha de P. Como P tiene a lo méas k + 4 lineas, entonces [ intersecta a lo mas a
k +4 — 4 = k lineas. Y por lo tanto, si ponemos un k-modem en el interior o la frontera de
P, este iluminara a todo P. O

Proposicion 2. Para cualquier poligono monétono y ortogonal con k + 5 lados, existe un
punto en su arista mds a la izquierda (o mds a la derecha), donde un k-modem puede ser
colocado para iluminar todo el poligono.

Demostracion. Sea a; la arista més a la izquierda, y e y f las aristas adyacentes a a;, e
arriba de f. Si e no es la arista més alta entonces podriamos poner un k-modem en el punto
de interseccion de a; y e y si no es f la més baja, podriamos poner un k-modem en la
interseccidon de a; y f y con esto iluminariamos el poligono. ;Porqué? Esto se sigue de la
demostracion de la proposicidn anterior, y el hecho de que e no bloquea nunca los rayos
del modem.
Si este no es el caso, consideremos las dos aristas adyacentes a la arista mas a la derecha,
sean estas g y h,como P tiene por hipdtesis k + 5 lados, osea al menos 5 lados, una de estas
aristas no serd ni la mas alta ni la mas baja de P. Sin perdida de generalidad, supongamos
que g no es la més alta, ni més baja, y que el interior del poligono esta abajo de g. Sea [,
la linea en el plano que contiene a g, como q; es adyacente a la arista méas alta, asi como
a la mas, entonces [, intersecta a g; en su interior. Si colocamos un k-modem sobre a; y
abajo de [, iluminaremos todo el poligono. ;Porqué? Por los mismos argumentos que en
la proposicion anterior, la arista més baja, la més alta, la mas a la izquierda, y la més a a
la derecha no bloquearan los rayos del modem, falta una arista mas que no nos bloquee,
esta es g, lo demostraremos: sea g un punto sobre a; abajo de /, ,sea p un punto en P tal
que el segmento de linea pg intersecte en su interior a g, entonces como ¢ esta por debajo
de [, entonces p tiene que estar arriba de /,, y como g esta a la izquierda de g entonces p
tiene que tener coordenada x igual que algin punto de g o a la derecha de g.No puede estar
a la derecha, puesto que g intersecta a la arista mas a la derecha, y por ello esta arriba de
g. Esto quiere decir que si trazdramos una linea paralela al eje y que pasaré sobre p, esta
intersectaria al poligono P almenos dos veces, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto no
existe un punto p tal que pq intersecte en su interior a g, es decir, g no estorabara los rayos
del k-modem.

O

Proposicion 3. Cualquier poligono P mondtono y ortogonal con 2k + 6 vértices puede ser
iluminado con un k-modem.

Demostracion. Si k es par, entonces dividimos nuestro poigono con una linea vértical en
dos poligonos con k +4 lados cada uno, y ponemos un k-modem en su interseccion comin.
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La proposiciéon 1 nos garantizd que todo quedara iluminado. Esto s6lo se puede cuando k
es par, debido a que al ordenar los puntos sobre el eje x, quedaran empalmados de dos en
dos.

Si k es impar, dividimos en un poligono con k + 3 vértices, y otro con k + 5. Por la pro-
posicion 2 existird un punto en la interseccion de estos dos poligonos donde un k-modem
iluminaria el poligono con k + 5 lados, ese mismo punto por la proposicioén 1 ilumina al
otro subpoligono. O

Ahora probaremos nuestro resultado principal para poligonos mon6tonos ortogonales.

Teorema 14. Cualquier poligono P monotono y ortogonal, con n vértices puede ser ilumi-

n—2
nado con [2k — 4—‘ k- modems.

Demostracion. Dividimos el poligono en subpoligonos con 2k + 6 vértices y con la pro-
posicion ref2k+6 queda claro que solo necesitamos un k-modem por cada subpoligono.
Podemos ver sin mucha dificultad que en efecto seran [z”k;ﬂ subpoligonos. Nada mas falta
notar de donde sale el ”—2”: La forma de dividir el poligono es la siguiente, ordenamos los
puntos de izquierda a derecha, nos quedaran empalmados de dos en dos. Sobre la pareja
k+3(osea de izquierda a derecha los puntos que se encuentran en la posicion 2k+5y 2k+6
al mismo tiempo) trazamos una linea vértical que pase por ambos puntos. De un lado, el
izquierdo, nos quedara un poligono con 2k+6 lados, y del otro uno con n—2k—4 vértices. A
este lo dividiremos, de la misma manera. Si repetimos el proceso y nos quedd un poligono
del lado derecho, con 2k + 6 lados o menos, este ya no lo dividiremos. Y he ahi donde
ganamos el —2. O

Cuando £ es par, la cota del teorema 14 es justa, como mostramos en la Figura 3.4, el

de la derecha con un poligono mondtono ortogonal que necesita [2’;;241 k-modems para ser
n-2

iluminado. Si k es impar el ejemplo muestrad un poligono que necesita [Zk =
damos una cota inferior.

-‘, y con ello
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Figura 3.4: Un poligono que requierere[g-‘ 1-modems(izquierda); y uno que requiere [2”,;24-‘

k-modems (derecha)






Capitulo 4

Arreglos de Lineas

Antes de hablar del resultado de esta tesis en el siguiente capitulo, hay que familiari-
zarnos con los arreglos de lineas. Sea L un conjunto de n lineas en el plano, es importante
entender las diferentes estructuras que puede inducir L al dividir el plano, llamamos a es-
tas divisiones del plano generadas por L, el arreglo de lineas inducido por L. Con base en
la dualidad entre un arreglo de lineas y un arreglo de puntos, concepto que estudiaremos
en este capitulo, se han encontrado formas para pasar problemas dificiles de resolver en
un arreglo de puntos, a problemas facilmente solubles sobre un arreglo de lineas dual. Se
han estudiado algunas propiedades del concepto generalizado a d dimensiones, es decir,
arreglos de hiper planos. Mas le hemos encontrado belleza, recordando que esta es subje-
tiva, al estudio de iluminar arreglos de lineas con modems inaldmbricos. Es mas, hemos a
través de este enfoque, encontrado propiedades dignas de ser mencionadas por su belleza
matematica.

4.1. Lineas

4.1.1. Propiedades basicas

Sea L un conjunto de n lineas en el plano. L induce una subdivision del plano que
consiste en vértices, lados, y caras. La mayoria de las aristas y caras estan acotadas, pero
habra 2n caras, y 2n aristas no acotadas. Se refiere usualmente a la subdivision como el
arreglo inducido por L, y es denotado A(L). Llamamos a un arreglo simple, si no tiene lineas
paralelas, y no existen tres de ellas concurrentes. Estos arreglos, asi como sus equivalentes
para dimensiones mas altas, son objetos que aparecen recurrentemente en la geometria
computacional. Los arreglos de lineas de n simples tienen mucha estructura, esto es claro
del hecho de que tanto el nimero de vértices, como el de aristas, y de caras, es de orden
cuadrético. Probaremos que un arreglo simple L con n lineas tiene siempre @ vértices,
n? aristas, y "72 + 5 + 1 caras, y que cuando el arreglo no es simple, tendrd menos vértices,

37
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menos aristas, y menos caras.

Enunciaremos antes un lema clasico de Euler (1752), enunciado en su forma mas sim-
ple, para el plano, este marca uno de los origenes en comun de la teoria de graficas y la
topologia. El lema relaciona el nimero de vértices, de aristas, y de caras.

Lema 11. Sea G una grdfica plana y conexa con n vértices, e aristas, y f caras. Entonces
n—e+f=2
No daremos la prueba

Teorema 15. Sea L un conjunto de n lineas en el plano, y sea A(L) el arreglo inducido por

L.
(i) El niimero de vértices de A(L) es a lo mds @

(ii) El niimero de aristas de A(L) es a lo mds n”.

(iii) El nimero de caras de A(L) es a lo mds "—22 +5+1
La igualdad en estos tres enunciados se cumple si y solo si A(L) es simple.

Demostracion. (Seguimos la prueba de [dBCvKO97]) Primero demostraremos que el nime-
ro de vértices, aristas, y caras en un arreglo plano es maximo cuando el arreglo es simple.
Sea [ € L una linea paralela a una o mas lineas en L. Si rotamos / un poco, entonces inter-
sectard a las lineas que eran paralelas a /. Si rotamos [/ lo suficientemente poco, entonces
los Ginicos cambios en la estructura combinatoria del arreglo, serdn las nuevas interseccio-
nes con las lineas paralelas a /, creando asi nuevos vértices, nuevas aristas, y nuevas caras,
pues el hecho de que ahora intersecte a estas nuevas lineas divide en dos a algunas aristas,
y algunas caras. Similarmente, sea [ € L una linea que pasa por el vértice v en el cual
concurran almenos 2 lineas mas. Si trasladamos / un poco, se creara al menos un tridngulo
con un vértice en v, y dos vértices nuevos, y dos aristas nuevas, este serd una cara nue-
va. Si la traslacion es lo suficientemente pequena, las nuevas intersecciones con las lineas
concurrentes en v serdn los Gnicos cambios en la estructura combinatoria de A(L), por lo
tanto tendremos mas vértices, mas aristas, y mas caras. Concluimos que el arreglo con la
complejidad méaxima sera simple.
Ahora analizaremos A(L) con la suposicion de que es un arreglo simple. Sea n, el nimero
de vértices de A(L), n, el nimero de aristas, y n; el nimero de caras. El nimero de vértices
es facil de calcular, cada par de lineas se intersectan en un vértice, por el que no pasa nin-
guna otra linea, por lo tanto son (’2’) = n(n — 1)/2 vértices. El nimero de aristas también es
facil de calcular, cada linea / tendra /, + 1 aristas, donde /, es el nlimero de vértices sobre
[, como [ intersecta a todas las lineas en L, entonces [, = n — 1, por lo tanto si [, denota el
namero de aristas contenidas en [, [, = n?. Para calcular el ntimero de caras, usaremos el
lema anterior, junto con las cotas para el nimero de vértices y el nimero de caras.

Como A(L) tiene aristas que tienen sOlo un vértice (las aristas infinitas), no es una
grafica. Para solucionar esto, y aplicar el lema, agregamos un vértice v, el infinito, y
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conectamos a este todas las aristas infinitas. De esta manera, obtenemos una grafica plana
con n, + 1 vértices, n, aristas, y ny caras. Por lo tanto, por el lema de Euler:

ng=2-(n,+1)+n,
n(n—1)

= 2—( 5 +1)+n?
= n2+n+1
2 02

4.2. Dualidad

Un punto en el plano tiene dos pardmetros, su coordenada x y su coordenada y. Una
linea no vértical también tiene dos pardmetros, su pendiente y su interseccion con el eje y.
Por lo tanto es posible hacer un mapa de un conjunto de puntos en el plano a un conjunto de
lineas en el plano, y viceversa. Incluso podemos hacer esto de una manera que algunas pro-
piedades del conjunto de puntos se traduzcan a otras propiedades en el conjunto de lineas.
Por ejemplo, que tres puntos colineales se mapeen a tres lineas concurrentes. Existen mu-
chos mapeos diferentes con esa propiedad, a estos mapeos los llamamos transformaciones
duales. La imagen de un objeto bajo la transformacion dual es llamada el dual del objeto.
Un ejemplo de una transformacion dual, y el que utilizaremos en esta tesis, es el siguiente:
Sea p = (m, b), el dual de p, denotado p* es la linea definida como:

px = (y =mx — D).

Analogamente definimos el dual de una linea / = (y = mx + b), de manera que el dual
del dual de un punto, sea ese mismo punto, es decir el dual de / serd un punto p tal que
pr =1L

I" = (m,-b)

En adelante cuando nos refiramos a una transformacion dual, nos referimos a esta. Note-
se que esta transformacion dual no esta definida para lineas vérticales, mas en la mayora de
los casos, estas pueden ser manejadas de otra forma. En esta tesis, como usaremos arreglos
de lineas simples, siempre podremos rotar nuestro arreglo, de manera que no haya lineas
vérticales.

Decimos que la transformacion dual mapea objetos del plano primal al plano dual.
Como habiamos mencionado, algunas propiedades que aparecen en el plano primal, per-
manecen bajo la transformacion dual.

Observacion 1. Sea p un punto en el plano y | una linea no vértical. La transformacion
dual 0 — ox tiene las siguientes propiedades:
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» Preserva incidencias: p € l & " € p*.
= Preserva orden: p esta abajo de | & I* esta abajo de p

Como ya hemos mencionado, esta transformaciéon manda tres puntos colineales a tres
lineas concurrentes. De aqui en adelante, cuando hablemos del dual de un objeto, estaremos
hablando del objeto bajo esta transformacién dual.

Proposicion 4. Sean pi, p,, p3 tres puntos en el plano, y 1, ,, 5 sus respectivos duales.
Entonces pi, p2, p3 seran colineales si y solo si ly, 15, 5 son tres lineas concurrentes.

Demostracion. Supongamos que p; = (m;, b;). Los tres puntos seran colineales si y sélo si,
estan sobre la misma linea. Entonces si son colineales,

by—b, _ by—by _ bs—bs

mp; —m ms3 —myp m3—m1'

Por otra parte las tres lineas p; = (y = m;x — b;) son concurrentes si y s6lo si cumplen

by—bi _ by—b, _ bs—b;

my—m;  mz—mp, mz—m

De donde es claro que los puntos p;, p», p3 son colineales si 'y s6lo si p}, p5, p; son concu-
rrentes. O



Capitulo 5

Iluminacion de arreglos de lineas con
k-modems

Ya hemos expuesto los antecedentes mas importantes para este tesis. El sinuoso jardin
de senderos que se bifurcan en este mundo de coincidencias me ha llevado a encontrar,
junto con mis asesores, el resultado que presentaré en este capitulo, la cara central. Es
natural pensar en ella, una cara que de alguna manera este posicionado lejos de las orillas
de un arreglo de lineas, es decir lejos de las caras infinitas. Y a pesar de parecer un dual del
punto central de un arreglo de puntos, no es lo mismo.

5.1. Introduccion

Decimos que un k-modem en un punto y en el plano ilumina a un punto x en el plano,
si el segmento de linea xy que une a x con y, intersecta en su interior a lo més a k lineas de
L. Observemos que dados dos k-modems en el interior de la misma cara, ambos iluminaran
el mismo conjunto de puntos, por ello en general hablamos de k-modems en el interior
de una cara, omitimos que estar en el interior, pues siempre nos referiremos a k-modems
en el interior de caras. En esta tesis estudiamos la iluminacion de arreglos de lineas con k
modems. Recordemos que todos nuestros arreglos de lineas son simples.

Observacion 2. Sean D y F dos caras en un arreglo de lineas A(L), sean x y y dos puntos
en el interior de D y F respectivamente. Sea d el conjunto de rectas de L que intersecta al
segmento de recta xy, entonces d es independiente de la eleccion de x y y.

La siguiente definicidn es correcta gracias a la observacion 2.

Definicion 6. Dadas un punto x y una cara F definimos la distancia de x a F, y la denota-
mos d(x, F), como la cantidad de lineas de L que intersectan al segmento xy en su interior,
con y un punto en el interior de F

41
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Definicion 7. Sean D, F dos caras en A(L), definimos la distancia d(D, F) entre ellas,
como la cantidad de rectas de L que intersectan a un segmento de recta con extremos en el
interiorde Dy F.

Esta definicidon que damos asi, en su forma mas general, contempla el caso en el que x
sea un punto sobre una recta de A(L), en cuya instancia dicha linea donde se encuentra x no
serd contada en la distancia de x a F', mas para fines de esta tésis, pocas veces agarramos
puntos sobre una linea, en caso de hacerlo, seremos claros al respecto.

Sea L un conjunto de n lineas en el plano y A(L) el arreglo de lineas simple inducido
por L. A(L) tendré caras no acotadas, llamamos a estas las caras infinitas de A(L). Si F es
una cara infinita entonces decimos que F', es la cara infinitamente opuesta a F', es decir la
Unica cara infinita a distancia n de F, la llamamos Gnicamente la cara opuesta a F' cuando
no produzca confusion con la siguiente definicidn:

Definicion 8. Diremos que dos caras D y F son adyacentes si comparten una arista. Lo
denotamos D ~ F .

Definicion 9. Sea J una cara en un arreglo de lineas, y x un vértice en J. La cara opuesta
a J por x serd la otra cara que contiene a x y no es adyacente a J, la denotamos J .

Observacion 3. Sea L un conjunto de n lineas en el plano, y A(L) el arreglo inducido por
L, entonces:

» A(L) tiene 2n caras infinitas
» Si F es una cara infinita, entonces F, existe y es uinica.

A pesar de que la observacidn es muy simple, la demostraremos para irnos familiari-
zando con los arreglos de lineas y la forma en la que los usaremos en este capitulo. La
prueba de las 2n caras infinitas se sigue de notar que cada cara infinita tiene que ser acotada
por dos aristas infinitas, y que cada linea se dividira en »n aristas, de las cuales inicamente
dos seran infinitas. La prueba de existencia y unicidad de F, la desarrollamos con mas
notacion para poder ser precisos y formales, en realidad la demostracion consiste en lo si-
guiente: Sea F' una cara infinita, recordando que todas las caras de un arreglo de lineas son
convexas podemos asegurar que para cualquier punto en su interior existird una semirecta
totalmente contenida adentro de F, al fijarnos en la recta que contiene a dicha semirecta,
esta intersectard a todas las lineas de L, siendo dividida en segmentos de recta, dos de ellos
infinitos. Uno de estos segmentos infinitos contendra a la semirecta que hemos menciona-
do, y estard completamente contenido en F', el otro segmento infinito estard contenido en
otra cara, que por ende sera infinita, y a distancia n de F' (Ver Figura 5.1). La unicidad se
sigue a partir de asignarles valores vectoriales a las caras.

Demostracion. Es claro que cada arista en A(L) pertenece inicamente a dos caras. También
es facil ver que una cara infinita tendrd que tener dos aristas infinitas, y que las dos caras a
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las que pertenece una arista infinita, son dos caras infinitas. Ahora notemos, que cada linea
[ € L tendra dos aristas infinitas, esto se sigue de que cada linea proporciona n aristas al
arreglo, y estas, que comparten entre si a lo mas un punto, juntas ocupan la linea entera,
por lo tanto tienen que haber dos aristas infinitas, y inicamente dos. De esto se deduce que
hay 2n aristas infinitas, cada una de ellas en dos caras infinitas, y cada cara infinita con dos
aristas infinitas. Entonces si ¢ es el namero de caras, 2¢ sera contar dos veces las aristas
infinitas, 2¢ = 2(2n), Se sigue que son 2n caras infinitas.

Sea F una cara infinita. Ya que F es una cara no acotada y convexa, aseguramos que
si tomamos un punto P en el interior de F' existe una semirecta e que contenga a P que
cumple lo siguiente (Ver Figura 5.1):

m ¢ esta contenida en F,
= no es paralela a ninguna linea de L,
m comienza en una arista de F'.

Llamamos S al punto donde e comienza. La forma de construir dicha semirecta es
tomando una semirecta con punto final P y contenida en F' que no sea paralela a ninguna
de las rectas de L, luego tomamos la recta que contiene a dicha semirecta, y nos fijamos
en la semirecta que queda contenida en F, esta es la buscada. Sea [ la recta que contiene a
e, como esta no es paralela a ninguna recta de L, entonces intersecta a todas las rectas de
L. Las rectas de L dividiran a / en n + 1 pedazos, dos de ellos no acotados, uno de estos
serd claramente e, sea f el otro segmento de recta no acotado de los que L induce en /. Cada
uno de estos segmentos estard contenido en alguna cara de A(L).

Sea D la cara en donde esta contenida f,y Q un punto en f sobre el interior de D,
entonces el segmento de recta PQ intersecta a todas las lineas de L, y por lo tanto d(F, D) =
n. Como D contiene una semirecta, entonces D no estd acotada y por ende es una cara
infinita, D = F,. (Ver Figura 5.1)

En realidad, dada una cara F, existe a lo mas una cara D a distancia n de F. Y en
general, ésta sdlo existe cuando F' es infinita. Primero demostraremos que si F, D son dos
caras, tales que d(D, F) = n, entonces D y F son caras infinitas. Sean D, F dos caras tales
que d(D,F) = n, P un punto en el interior de F y Q un punto en el interior de D. El
segmento de recta PQ intersecta a n lineas, es decir a todas las rectas de L. Por lo tanto si
[ es la recta que contiene a PQ, y /; la semirecta contenida en / con punto final P y que no
pasa por Q,y /, la semirecta con punto final O que no contiene a P y que esta contenida en
[, entonces [; estard completamente contenida en F' y [, estara contenidaen D,como Dy F
contienen ambas a una semirecta, no estan acotadas, y por lo tanto son infinitas.

Antes de continuar, notemos que a cada cara la podemos describir como un vector
con n coordenadas. ;Co6mo? Suponiendo que ninguna recta es paralela al eje y, dado una
numeracion de las rectas de L como [y, [, ..., [,, podemos asignarle a una cara F' un vector de
n coordenadas, donde la i-ésima coordenada sera cero si la cara se encuentra debajo de /;, y
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Figura 5.1: La cara D = F, infinita y opuesta a F.

uno si se encuentra arriba. Denotamos a dicho vector como V), sin preocuparnos por como
hemos numerado las rectas, mas asumiendo que siempre usamos la misma numeracion.
Denotamos como Vj, al vector de n coordenadas con unos donde V), tiene ceros, y Ceros
donde V), tiene unos. Es claro que no todos los vectores de n coordenadas, de ceros y unos,
representaran caras, pues en general hay 2" vectores de esta forma, y el nimero de caras
es % + 5 + 1. Hay que notar también que no habra dos caras representadas por el mismo
vector bajo la misma numeracion de las rectas.

Ahora probaremos que dada una cara F' no existen dos caras distintas Dy, D, con
d(F,D,) = d(F,D,) = n.Sea F una cara y Dy, D, caras tales que d(F, D) = d(F, D) = n.
Viendo a cada cara, como un vector con n coordenadas, tales que todas son ceros o unos.
Un poco de razonamiento, nos hace deducir que distancia entre dos caras A y B con vecto-
res V,, Vp serd la cantidad de coordenadas distintas de cero del vector V4 — V. Esto quiere
decir que como D, esta a distancia n de F, Vp, = Ve y lo mismo Vp, = Vr, de donde
Vp, = Vp, y por lo tanto D = D;,. O
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Hay que notar que dos caras infinitas y opuestas D y D, cumplen una bonita propiedad,
al tomar cualquier punto s en el interior de una cara F', y p y ¢ puntos en el interior de D
y D, respectivamente, entre los segmentos de linea ps y gs intersectan a todas las lineas
de L, mas una Gnica vez a cada una. Esto indicara que para cualquier cara F', y D una cara
infinita d(D, F) + d(D, F) = n.

Proposicion 5. Sean A y A, dos caras infinitas y opuestas en un arreglo simple de lineas
A(L), p y q dos puntos en el interior de A y A, respectivamente, tales que el segmento de
linea pq no sea paralelo a ninguna de las lineas de L. Si s es un punto interior de alguna
cara de A(L) entonces cada linea del arreglo siempre intersecta o a ps o a gs, mas solo a
uno de estos segmentos.

Figura 5.2: Como todas las lineas intersectan a pg entonces estas intersectan o a ps o a ¢s.

Demostracion. Sea |L| = n,como Ay A, son caras infinitas opuestas su distancia sera n
por lo que pq intersecta a todas las lineas de L. Es claro que si una linea intersecta a un
triangulo entonces lo hace en dos lados, tomando esto en cuenta, nos fijamos en el triangulo
pgs. Sabemos que toda linea de L intersecta a pg, por lo que toda linea de L intersecta a
pgs, de donde se deduce que toda linea en L intersecta a ps 0 a ¢gs, mas solo a uno. Ver
Figura 5.2. m|

De la anterior proposicidn construimos facilmente el siguiente lema, el cual nos recuer-
da que de existir una forma topologica de ver los arreglos de lineas, esta serd lejana a la
forma usual de ver el plano. Esto se debe a que si consideraramos a las caras infinitas de
un arreglo de lineas como las orillas de nuestro arreglo, el siguiente lema nos dice que la
suma de las distancias de cualquier cara a las caras de la orilla siempre sera la misma, sin
importar la cara que escogamos.

Lema 12. La suma de las distancias de una cara a todas las caras exteriores es n*

Omitimos la demostracion.
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5.2. Interpretaciones en el dual y primal

Teorema 16. Sea L un conjunto de n rectas y A(L) el arreglo inducido por este. Entonces
siempre existira una cara C en A(L), tal que la distancia de C a cualquier otra cara del
arreglo es a lo mds [% .

Mas adelante demostraremos este teorema. Por el momento nos enfocaremos en hacer
notar que este resultado a pesar de su similitud y analogia al punto central de un conjunto de
puntos, es distinto, su demostracion no es so6lo distinta, ya que no usa el teorema de Helly,
sino que también nos otorga la promesa de poder utilizar las técnicas usadas en diagramas
de Voronoi en arreglos de lineas. Daremos la interpretacion que tienen el dual de dos re-
sultados importantes sobre arreglos de puntos, el punto central de un conjunto de puntos ,
y el resultado que dice que para un conjunto de puntos existirdn 3 lineas concurrentes que
dividiran al conjunto de puntos en seis partes iguales, en caso de que |P| = 0 (mod 6). Otra
interpretacion importante serd definir la distancia entre dos rectas en un arreglo de puntos
de manera que esta sea andloga a la distancia entre dos puntos en un arreglo de lineas.

5.2.1. Punto central (centerpoint)

Teorema 17. Sea S un arreglo simple de puntos en el plano (un conjunto de puntos en
posicion general), existe un conjunto convexo en el plano, tal que cualquier linea que lo
intersecte, deja en cada uno de sus semiplanos a lo mds a [%”1 puntos de S .

Omitimos la demostracion.

(Que interpretacion le podemos dar al dual del punto central en un arreglo de puntos?
El dual de un arreglo de puntos P serd un arreglo de lineas L. El teorema del punto central
nos da un conjunto convexo C en el plano tal que cualquier linea que pase por este deja a
lo mas [23—"-| puntos de cada lado. Tomamos un punto cualquiera ¢ de C, sea T el conjunto
de todas las lineas que pasan por ¢ con excepcidn de la vértical. Entonces 7" seran todos
los puntos sobre ¢, es decir los puntos sobre una linea. ;Como interpretamos que cada
linea / en T divida el conjunto de puntos en dos subconjuntos con a lo més [%—‘ puntos? En
realidad divide a los puntos P en dos conjuntos: P, los puntos que se encuentran arriba de
l'y P, los puntos que se encuentran abajo de /. Al irnos al dual / se transforma en un punto
p,recordamos que la relacidon que un punto este arriba de una linea es equivalente a que en
el dual la linea que es dual del punto, se encuentre arriba del punto que es dual de la linea,
por lo tanto el punto p estard por debajo de a lo mas [%1 lineas, y por arriba de [%-‘ lineas

de L. De esta forma cada punto en 7° = ¢* cumple que se encuentra a lo més abajo de [%-I

lineas de L y a lo mas arriba de [%"] lineas de L.
De lo anterior que C* es una coleccion de lineas, tal que para cualquier x € [ € C*, a lo
mas [%"-I lineas de L estan por debajo, o por arriba de x.
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5.2.2. Distancia entre dos rectas

Ya hemos hablado de la distancia entre dos puntos x, y en el plano, sobre un arreglo de
lineas simple A(L). Sea P = L* entonces P sera un arreglo de puntos simple. Si la distancia
de x a y es m, ;qué significado tendré esto en el espacio dual? Sobre nuestro arreglo de
lineas d(x,y) = m significa que hay m rectas de L que separan a x de y, es decir que existe
un subconjunto K de L con |K| = m y tal que sea maximal respecto a la siguiente propiedad:
paratoda/ € K, x se encuentra abajo de / si y s6lo si y se encuentra arriba, y y se encuentra
abajo de [ si y solo si x se encuentra arriba. Al irnos al dual K se vuelve K* un conjunto de
puntos, x y y se vuelven dos lineas x* y y* y cumplen la misma propiedad, un punto [* € K*
estara arriba de x* y abajo de y* o viceversa (dicho K* también serd maximal respecto a
esta propiedad). En la Figura 5.3 podemos apreciar la distancia entre dos rectas.

(0,0)

Figura 5.3: La distancia entre /; y [, son los puntos rellenados. Se muestran los vectores de
cada cara, siendo la primera coordenada correspondiente a /; y la segunda a /,.

Entonces es l16gico definir la distancia entre dos rectas /; y [, en un arreglo de lineas
como la cantidad de puntos en las dos caras que se extienden hacia los lados. Es claro que
todos los arreglos de lineas con dos lineas son andlogos, y por ello las caras siempre tendran
los mismos vectores para representarlas como en la Figura 5.3, definimos formalmente la
distancia entre /; y [, como la cantidad de puntos en el interior de la cara (0, 1) y la cara
(1,0).

5.2.3. Las tres lineas concurrentes

Teorema 18. Sea P un arreglo simple de 6n puntos en el plano, entonces existen tres lineas
l1, L, I3 concurrentes en un punto p tal que las 6 caras en las que dividen al plano contienen
n puntos, cada una.

Este resultado clasico, tampoco serd demostrado, mas si lo interpretaremos. ;Como se
veria en el dual? Sea p; = [}, entonces py, p,, p3 son tres puntos colineales. De la Figura
5.4 es facil deducir que la distancie entre /; y [, es 2n, lo mismo la distancia entre [, y /3.
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La distancia entre /; y /3 es claramente 4n. También es claro que para para las tres rectas,
la mitad de los puntos se encuentran por arriba de ellas, y la mitad por abajo. Traduc-
cion final: py, p», p3 son tres puntos colineales, con distancias d(py, p,) = 2n,d(p,, p3) =
2n,d(p1, p3) = 4n,y tal que py, p2, p3 se encuentra cada uno abajo de exactamente 3n rectas
y arriba de 3n rectas. Es claro que siempre habra una cara que se encuentre arriba de todas
las lineas y una que se encuentre abajo de todas, si las denotamos U y D respectivamente,
la cantidad de lineas arriba de un punto sera la distancia de dicho punto a U, y la cantidad
de lineas abajo de un punto ser4 la distancia de dicho punto a D. Ver la Figura 5.5 para un
diagrama representativo de lo anterior.

Figura 5.4: Representacion del teorema 18, con n lineas en cada cara

Figura 5.5: Diagrama representativo de las propiedades de p, p», p3, los nimeros sobre los
segmentos de recta son las distancias entre los puntos, y entre puntos y caras.
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5.3. Cara central para arreglos de lineas

Hemos dado las interpretaciones anteriores, no so6lo para mostrar la estructura de los
arreglos de lineas, sino también para aclarar que la cara central no es equivalente al punto
central, a pesar de tener una sensacion muy parecida. Se puede apreciar en todo esto la
diferencia entre manejar un arreglo de lineas y uno de puntos, a pesar de que la dualidad
nos preserve practicamente toda la informacidn, existen cosas que son claramente muy
interesantes, y faciles de apreciar sobre un arreglo de lineas, y que tienen un sentido mas
abstracto sobre un arreglo de puntos, y viceversa.

Ya hemos mencionado lo que es la cara central, una cara cuya distancia a cualquier otra
cara es a lo mas [%1 Esto nos dard explicitamente una forma de iluminar todo arreglo de

lineas con un un k modem de potencia [%-I situado en dicha cara. Mostraremos un ejemplo
en el que para iluminar un arreglo con un s6lo k modem se necesita que este tenga potencia
[%—‘, esto nos implica un teorema de iluminacidn de necesidad y suficiencia, es decir a lo
que aspiramos. Daremos ahora la herramienta més importante para demostrar la existencia
de la llamada cara central.

5.3.1. El bisector de dos caras

Definicion 10. EIl bisector, o mediatriz, de dos caras D y F es un conjunto de puntos en

el plano, denotado por Mp r , con la propiedad siguiente: x esta en Mpp si'y sélo si a
d(x,D) =d(x, F).

Lo que demostraremos en esta subseccion es que el bisector de cualesquiera dos caras
en un arreglo existe. Y es una curva que divide al plano en tres (un conjunto de caras, o
de aristas conectadas, dependiendo de la paridad de la distancia entre las caras), los puntos
a la izquierda del bisector, los que estén a la derecha, y el bisector. Mostraremos también
como se ven los bisectores. Comenzaremos fijandonos en el bisector de dos caras infinitas
opuestas.

Sea L un conjunto de n lineas y D y D, dos caras infinitas opuestas en A(L) ;Como
se vé el bisector Mp p_? Recordemos que existen 2n caras infinitas, es claro que podemos
nombrarlas como Cy, Cy, ..., C,, de tal forma que C; ~ C;; parai = 1,2...,2n—-1y C,, ~ Cj.
Si tomaramos un circulo y en el plano, que contuviera en su interior todos los puntos de
interseccion de A(L) entonces al intersectar y con A(L) dividiriamos a y en pedazos, y
nos quedarian 2n pedazos, uno en cada cara infinita, como en la Figura 5.6. De aqui que
podemos imaginarnos a las caras infinitas como las caras que rodean a A(L), formando
una especie de circulo, y un ciclo en cuanto a sus adyacencias. Llamamos a la grafica con
vértices C,Cs, ...,Co, y tal que C; ~ Ciyy parai = 1,2...,2n— 1y C,, ~ C el ciclo de
las caras infinitas,y comodamente lo denotamos G.,. Notemos que las adyacencias en G,
estan dadas por las aristas infinitas de A(L). Si y fuera un circulo que contiene a todos los
vértices de A(L) en su interior, la interseccidn de este circulo con A(L) la podemos usar
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Figura 5.6: Un arreglo de lineas, sus caras infinitas y G, las adyacencias representadas por
las lineas punteadas.
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para dibujar G, siendo los semiarcos en los que A(L) divide al circulo los vértices de G, y
los puntos de interseccion de y con A(L) las aristas de G.,. Denotaremos como dg_(D, F) a
la distancia en la grafica G, de los vértices correspondientes a la cara infinita D y a la cara
infinita F', hablamos de D como una cara de A(L) y como un vértice de G, de la misma
forma, cuando esto no produzco confusion.

c. b

Figura 5.7: Circulo para representar G, notar que si una linea intersecta a xy entonces en
G cualquier camino de la cara de x a la cara de y pasara por una arista dada por ; o d;

Proposicion 6. Sean D, F dos caras infinitas, entonces d(D, F) = dg_(D, F), donde dg_ (D, F)
es la cantidad de aristas en el camino mas corto en G, entre los vértices correspondientes
aDyF.

Demostracion. Sea [ una linea que separa a D y a F, es decir que si x es un punto en el
interior de D y y uno en el interior de F', entonces el segmento de linea xy intersecta a [ en
su interior. Denotemos por u; a la arista superior e infinita de / y a d; a la arista inferior e
infinita de / como se muestra en la Figura 5.7.

Supongamos que x y y son puntos suficientemente lejos, de tal manera que podamos
pasar por ellos un circulo y que contenga en su interior todos los puntos de interseccion
de A(L). Como xy intersecta en su interior a /, entonces [/ intersecta a y en un punto p
arriba de xy y uno g abajo de xy. Si recordamos que podemos usar y para trazar la grafica
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G deducimos que cualquier camino en G, de D a F pasa por una arista proveniente de
[, u; 0 d;. Como dg_(D, F) es la cantidad de aristas en el camino mas corto entre D y F,
concluimos que d(D, F) > dg_ (D, F).

Para demostrar la otra desigualdad, y asi completar la demostracion, haremos una obser-
vacion muy fécil. dg_ (D, F) es la cantidad de lineas que intersectan a uno de los semiarcos
de y delimitado por x y y, de hecho es al semiarco con menos intersecciones. Este semiarco,
llamemoslo « es una curva que une a x con y. Es claro que cualquier curva que una a x con
y tendra igual o mas intersecciones con lineas de L que el segmento xy, de donde se sigue
la otra desigualdad, y con ello la igualdad. O

De la proposicién 6 deducimos que si tenemos un conjunto L con 2n lineas,y D'y D,
son dos caras infinitas y opuestas en A(L) , entonces d(D, D,) = 2n 'y por lo tanto, los dos
caminos simples en G, de D a D, tienen distancia 2n, de donde existe una cara en cada
uno de estos dos caminos, a distancian de D y D.,. Estas dos caras seran equidistantes a D
y D.,. Es claro de la grafica G, que s6lo hay dos caras infinitas equidistantes a D y D,,.

Para construir nuestro bisector nos fijaremos en que dada una cara F en A(L), si F
pertenece a M, p_ entonces existen otras caras opuestas a F' por algin vértice, de tal manera
que estas son también equidistantes a D'y D,,. Formalmente:

Lema 13. Sea L un conjunto con 2n lineas, y D y D, dos caras infinitas y opuestas, si F
es una cara en A(L) equidistante a D y D, entonces:

Si F es una cara infinita, entonces existirda un tinico vértice X en F tal que Fx sea equidis-
tantea Dy a D.,.

Si F es una cara acotada, entonces existiran dos, y solo dos, vértices X y Y en F tales que
Fx y Fy son equidistantes a D y D,

Demostracion. Sean p, g, s puntos en el interior de D, D, F respectivamente. Como F es
equidistante a D y D, de la proposicién 5 sp y sq dividen a L en dos conjuntos ajenos
Ly, y Ly, de las lineas que intersectan a sp y las que intersectan a sqg respectivamente. Sea
Lr las lineas de L que contienen aristas de F', este subconjunto a su vez estara dividido en
dos subconjuntos, Fl, el de las lineas que intersectan a sp y Fl, el de las lineas de L
que intersectan a sq. Lo importante es ver que ni Fl, ni Fl,, serdn vacios. Esto se sigue
del hecho de que s esta en el interior de F'y p y g en el exterior, entonces en ambos casos,
cualquier segmento de recta que acabe afuera de F' tiene que intersectar a alguna recta de
Lr,como se muestra en la Figura 5.8.

Recordemos que las caras de todo arreglo de lineas simples son convexas, cada vértice
sera la interseccion de dos lineas de Ly, mas no toda interseccion de lineas de Ly es un
vértice de F. Ordenemos las lineas de Lr como [y, b, ..., l,,, de tal forma que los vértices
de F sean en orden contrario de las manecillas del reloj vy, vs, ..., v, tal que v; = [; N ;14
parai = 1,2,...2n -1y v, = [, NI;. Como Fl,, # 0 y Fl,, # 0, entonces exisitird un
vértice v; tal que [ € Fly, y .1 € Fly(si j = mentonces j+ 1 = 1). Afirmamos que F, es
equidistante a D'y D.,. Sea s un punto en el interior de F ,
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Figura 5.8: Representacion del lema 13

Figura 5.9: Construccion de y en el lema 13 cuando la cara F' es acotada.
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Figura 5.10: Construccion de y en el lema 13 cuando la cara F es infinita.
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Figura 5.11: El vértice X para F',y X y Y para F’ tal y como nos indica el lema. F', F’' = Fx
y F}, son todos equidistantes a D y D..
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Por la proposicién 5, s” determina una division de L en dos subconjuntos ajenos, las
rectas Ly, que intersectan a s'q y las rectas Ly, las que intersectan a s"p. Es claro que las
lineas que intersecten a s’g serdn casi las mismas que las que intersectan a sq, es decir
serdn las mismas, a excepcion de /j,; que no intersectara a s'q, mas /; si intersectard a s'q,
anidlogamente las lineas que intersectan a s’ p serdn las mismas que las que intersectan a sp
menos /; mas /;,;, como se puede ver en la figura 5.8. Una forma facil de ver lo anterior,
es fijandonos en el cuadrilatero psqs’ y su diagonal s’s, como s’ estd en F, , entonces ss’
solo intersecta de L a las rectas [; y [,, y por ello ambiguamente podemos decir que son
las anicas lineas que cambian de lado. Todas las demés rectas no intersectan a ss‘ y por lo
tanto las rectas de L—{/;, [;;,1} que intersectan a sp intersectardn a s’p, y las que intersectan
a sq intersectardn a s'q. Se deduce que F,; efectivamente bisectaa D'y De,.

De la misma Figura, es claro deducir por las mismas razones, que si j es tal que F,
bisecta a D'y D, entonces, [; € Fly, y 1, € Fly; 01,1 € Fly, yl; € Flg,y por lo tanto la
cantidad de caras opuestas por un vértice a F' que sean parte del bisector M, p_ estara dada
por los vértices bicoloreados de F al colorear las lineas de F' como color azul si son de
Flg, o de rojo si son de Fl,,. Entonces, para finalizar la prueba, solo hay que mostrar que
si F es acotada, habra siempre dos, y nunca mas, vértices bicoloreados, y si F es infinita
habra siempre un vértice bicoloreado, y no mas,

Sea F acotada. Entonces F' es un un poligono convexo. Como podemos ver a F' como
una grafica cicilica en la que coloreamos las aristas, es claro que habra dos vértices bicolo-
reados, si demostramos que sélo hay dos vértices bicoloreados, habremos acabado. Sea y
la curva dada por la unién de sp y sq , supongamos que sp y sq no pasan por ningin vértice
de A(L), y como p estd sobre D y g estd sobre la cara infinita opuesta podemos suponer
que p y g estan suficientemente alejados entre si, para simular que la curva y es para fines
précticos una curva recta, y también que esta no serd paralela a ninguna arista de F'. Ahora,
tomando a y como si fuera un segmento de recta, podemos encontrar en F el vértice v mas
lejano hacia arriba y el vértice w més lejano hacia abajo abajo respecto a y. Entonces las
aristas de F nos quedan divididas en las que estan a la izquierda de la diagonal vw y las que
estin a la derecha. Como en el dibujo (Figura 5.9), supongamos que p esta a la izquierda
de la recta dada por prolongar vw y ¢ a la derecha de la misma recta. Entonces queda claro
que si e es una arista de F' a la derecha de vw entonces intersectard a sq y si e esta a la
izquierda de vw entonces intersectard a sp, de donde los tinico vértices bicoloreados seran
vy w.

Sea F infinita. Hacemos la misma construccion que en el caso cuando F es acotada
(Ver Figura 5.10). Mas al fijarnos en la curva 7y, si ponemos s lo suficientemente lejos,
entonces todos los vértices de F' quedaran arriba de y y por lo tanto encontraremos un
vértice v en F' lo mas alejado posible de y. Nos fijamos en que las aristas a la izquierda de
la recta definida por el segmento vs cortan a sp y las aristas a la derecha de dicha recta,
cortan a sq, de donde como F es un convexo no acotado, s6lo habra un vértice bicoloreado,
especificamente v seré el inico vértice bicoloreado. Podemos apreciar en la Figura 5.11 la
implicacidn de este lema en un arreglo de lineas.
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O

Lema 14. El bisector de dos caras D y D, infinitas y opuestas en un arreglo de 2n lineas
es un conjunto de caras, que podemos ordenar como F, ..., F,, de tal forma que F, y F,,
son las uinicas caras infinitas,y F; ~ Fiyy parai=1,...,2n—1

Figura 5.12: El bisector de dos caras infinitas y opuestas D y F a distancia par

Demostracion. Hemos ya visto que para D y D, habra dos caras infinitas en Mp p_,y de
la proposicidn 6 se deduce que s6lo hay dos caras infinitas en Mp p_. Llamemos F; a una
de las caras infinitas equidistantes a D y D, por el lema 13 (el anterior) podemos conse-
guir una cara F, opuesta a F'; por un vértice, y en el bisector. Inductivamente, construimos
F5, F4, ... cada nueva cara tiene que ser distinta a las anteriores, es decir, si tenemos cons-
truidas las caras distintas Fy, ..., F; cumpliendo las hipétesis del lema(a excepcion de que
F sea cara infinita), entonces por el lema 13 para F'; i = 1, ..., k—1 las Ginicas caras opuestas
por un vértice que también estén en el bisector son F;_;, F;; (sii = 1 la Gnica cara adya-
cente es F,), por lo tanto si F; no es una cara infinita entonces tendré una cara F, opuesta
por un vértice de F, que este en el bisector, y sea distintade F; i = 1, ...,k — 1. Como en
A(L) tenemos una cantidad finita de caras, este proceso no puede seguir para siempre, €S
decir, eventualmente, para alguna m, F,, serd una cara infinita, y como sdlo hay dos caras
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Efecto
basura

Figura 5.13: El bisector de dos caras D y F a distancia par. Es la misma Figura que el
dibujo anterior, con 2 lineas mads, se aprecia como al quitar estas dos lineas D y F' quedan
como caras infinitas y opuestas, aqui se puede encontrar de forma mas intuitiva el bisector,
al trazar de nuevo estas dos lineas, no sucede nada. Llamamos por ello coloquialmente el
efecto basura a las lineas extras.
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infinitas en el bisector, y F ya es una de ellas, entonces F,, es la otra. Apreciamos este
bisector entre caras infinitas a distancia par en la Figura 5.12. O

Ahora que ya podemos hablar del bisector de dos caras infinitas y opuestas cuando el
namero de lineas es par, entonces podemos preguntarnos que pasa cuando las caras no son
infinitas. Sean Dy F caras en A(L) tal que d(D, F) es par, entonces el bisector de D'y F
existird, y se verd muy similar a el caso en cuando D y F son caras infinitas. En realidad,
nos olvidaremos de las lineas que no separan a D de F, y veremos que en realidad no
cambian nada. Antes de enunciar el siguiente lema, necesitamos dar un poco de notacion.
Sea L' C L,y F una cara en A(L), entonces denotamos como F. a la cara en A(L) que
contiene a F, usamos esta notacion también para conjuntos de caras, es decir si 7 es un
conjunto de caras de A(L) entonces T ser4 el conjunto de caras de A(L’) que contengan a
las caras de T, ie T" = {F € A(L’) tal que F contiene a alguna cara D de T}. Sea D una
cara en A(L"), entonces denotamos a D* como el conjunto de caras en A(L) tales que x € D
si 'y sblo si existe F € D" tal que x € F, si tenemos un conjunto de caras M decimos que
M*E = UpeyDE. Abusando un poco de la notacion, diremos que d;/(x, F) es la distancia en
A(L’) de x a FY', es decir el niimero de lineas de L’ que intersectan al segmento xy con y en
el interior de F, el cual es el mismo que si y esta en el interior de F~', y por ello abusamos
de la notacion sin sentir remordimiento. En general cuando no pongamos subindice a d la
funcién que nos otorga distancia, entonces esta serd la distancia en A(L).

Es importarte analizar lo que significa nuestra notacidon. Mientras la cara en A(L") que
contiene a F puede no ser F y por lo tanto FX puede contener propiamente a F, al revés
si tenemos una igualdad, es decir si D es una cara en A(L’) entonces D" es un conjunto de
caras en A(L) que juntas tienen todos los puntos de D, y ninguno de maés.

Lema 15. Sean D y F dos caras en un arreglo A(L) con n lineas, tal que d(D, F) es par,
entonces Mp  existe,y divide al plano en 3, los puntos a la derecha de Mp r, a la izquierda,
Yy Mpr.

Demostracion. Sea L' el subconjunto de L tal que [ € L’ siy s6lo si [ separa a D de F
(es decir cualquier segmento de linea xy con x en el interior de D y y en el interior de F,
intersecta a /), como d(D, F) = |L’| entonces |L’'| es par,y como L’ son las lineas que separan
a D de F,entonces D* y F¥ son caras infinitas y opuestas en A(L’). Ahora podemos usar
el lema 14 para construir el bisector M de DY yF L en A(L), éste en A(L') se ve como lo
construimos en el lema 14 y por lo tanto divide el plano en 3, tal y como queremos probar.
Sea Mpr = M, entonces en realidad son los mismos puntos que M, y por lo tanto dividen
el plano en tres tal y como queremos, solo falta probar que en efecto los puntos en el interior
de Mp r todos equidistan a D y F'. Sea x € Mp r entonces d;/(x, D) = d;.(x, F), sabemos
que d(x, D) = dp/(x,D)+d;_;,(x, D) y andlogamente d(x, F) = dp/(x, F)+d;_;(x, F). Como
x estd en el bisector M de las caras D y FL’ en A(L’) entonces d;.(x,D) = d;.(x,F),y
s6lo falta probar que d;_;,(x, D) = d;_;.(x, F). Sean p, g puntos en el interior de Dy F.
Fijémonos en el tridngulo xpg, como las lineas de L — L’ no separan a D de F entonces
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no intersectan a pq, y por lo tanto si una linea / de L — L’ intersecta al tridngulo, como
lo intersectard en dos lados, entonces intersectardn tanto a xp como a xq, se sigue que
di-p(x,D) = d;_p(x,F). De esto se sigue a su vez que las lineas en L — L’ no afectan
en nada, es decir podemos sacar el bisector en A(L’) y este es el mismo que en A(L), (Se
aprecia lo anterior en la Figura 5.13, la cual en este caso se muestra el bisector sobre A(L),
sin diferencia al bisector en A(L") mostrado en la Figura 5.12).

Nota: M es un conjunto de caras, y cuando hablamos de puntos en el interior de M
realmente hablamos de puntos en el interior del conjunto UM. O

Como notabamos previamente, las lineas que no separan a D de F en realidad no nos
cambian nada, sin embargo, al hacer un dibujo y buscar la mediatriz de dos caras, es dificil
ver que es lo que esta sucediendo puesto que en algunos lugares el bisector es grueso, y
de ello no queda claro como se ve el bisector. En realidad los lugares donde el bisector es
lo que llamariamos intuitivamente, grueso, en realidad son caras del bisector en A(L®) las
cuales se vuelven varias al agregar el resto de las lineas de L. A nuestra vista, las rectas en
L — L’ hacen el efecto basura, puesto que si no nos olvidaramos de ellas para calcular el
bisector de D y F, estas no nos dejaran identificar claramente el bisector.

El bisector de dos caras a distancia impar

Figura 5.14: Construccion para el lema 16

Hemos analizado el caso en el que la distancia entre dos caras es par, en este caso
el bisector se vuelve un conjunto de caras que dividen el plano como si fuera una curva.
Apesar de que las cosas no se ven tan bonitas cuando la distancia entre dos caras es impar,
el bisector existe, y esta vez en realidad si es una curva.
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Figura 5.15: El bisector de cosas caras infinitas y opuestas D y F a distancia impar.
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M
Efecto D.F

basura

Figura 5.16: El bisector de las caras D y F' a distancia impar. Es la misma Figura que el
dibujo anterior, con 2 lineas mas, se aprecia como al quitar estas dos lineas D y F' quedan
como caras infinitas y opuestas, aqui se puede encontrar de forma mas intuitiva el bisector,
al trazar de nuevo estas dos lineas, no sucede nada.
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Lema 16. El bisector entre dos caras D y F de un arreglo de lineas A(L) a distancia impar,
serd una curva que dividird al plano en tres, los puntos a su derecha, a su izquierda, y el
bisector. Esta curvd serd la union de aristas de A(L).

Demostracion. Demostraremos el lema so6lo para caras infinitas y opuestas, recordando el
efecto basura, es claro que el bisector entre dos caras D y F quedara determinado por las
lineas que separen a dichas caras.

Sean D y F dos caras infinitas y opuesta en A(L) un arreglo con n lineas. Si tomamos
un punto en una linea /, de la definicién de distancias en arreglos de lineas deducimos que
la distancia de dicho punto a cualquier cara, no incluira a la linea /. Entonces, recordando
como construimos G, podemos ver que habra dos aristas infinitas equidistantesa D'y F'.
A partir de cualquiera de estas dos aristas infinitas construiremos nuestro bisector, mas por
ahora veremos como a partir de cualquier arista bisectora e de D y F, existiran nicamente
dos aristas bisectoras que compartirdn un vértice con e (s6lo una en caso de que e sea
infinita).

Sea e una arista no infinita y proveniente de una linea /, bisectora de D y F. Supongamos
que hacia arriba e esta delimitada por la linea /, y por abajo por la linea /;. Denotaremos
como e,, ¢, la arista proveniente de [, ,/; respectivamente, que también sea parte del bisector.
Nos fijamos en un punro x sobre el interior de e, lo que determinara las cosas serd como
separa [/, al plano, si deja del mismo lado a x que a F' y del otro lado a D, o si dejaa xy
D del mismo lado y del otro lado a F. En nuestra figura 5.14 [, deja del mismo lado a x
y F,y l; deja del mismo lado a x y a D. En este caso, como [, deja del mismo lado a x y
a F', entonces tomamos como ¢, la arista de /, que comparte un vértice con e, y que esta
separada de D por /. En el caso para obtener e, serd la arista proveniente de /; que tenga
un vértice en comun con e, y que este separada de F por /. Es decir, la regla es muy facil:
si ,(l;) dejaa x y F del mismo lado entonces e, (e;) serd la arista proveniente de /,(/;) con
un vértice comin con e y que este separada de D por [; si [,(l;) deja a x y D del mismo
lado entonces e,(e,) serd la arista proveniente de /,(/;) con un vértice comin con e y que
este separada de F por /. De esta forma es facil ver en la figura 5.14 que tanto e, como e,
bisectardn a D y a F', y también que la otra arista de /,(/;) que tiene un vértice en comin
con e no bisectara a D de F.

De lo anterior podemos construir facilmente todo el bisector. Empezamos con una arista
e infinita y bisectora de D y F, dicha arista sélo estard delimitada por una recta, arriba de
ella u abajo de ella, sin importar, a partir de la recta que la delimite podremos conseguir
otra arista que bisecte a D y F' y que comparta un vértice con e, tal y como hicimos
anteriormente (que la arista sea infinita s6lo afecta en que en lugar de poder encontrar dos
aristas, encontramos sélo una). Llamamos e, a dicha arista, y de ella podremos encontrar
dos aristas que también bisecten a D y a F', una de ellas serd ey, la otra la llamamos e3.
Procedemos inductivamente, y como cada arista no infinita s6lo tendrd dos aristas que
compartan un vértice con ella y que también bisecten, entonces eventualmente llegaremos
a otra arista infinita, y con ello habremos construido el bisector buscado. Es claro que
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cualquier otro punto en el plano no puede bisectar a D de F.
Apreciamos el bisector de dos caras infinitas a distancia impar en 5.15, y en dos caras
en general en 5.16.
O

5.3.2. Cara central

Finalmente probaremos la existencia de que en todo arreglo de lineas A(L) existe al
menos una cara central, es decir una cara C tal que cualquier otra cara F' de A(L) esta a
lo més a [%-‘ de distancia de cualquier otra cara. Esto implica que podremos iluminar

cualquier arreglo de lineas con un k modem de potencia [%-I También mostraremos un
ejemplo en el que para iluminar con un k- modem un arreglo A(L) con n lineas es necesario
que la potencia del modem sea [%”-‘ Asi obtenemos el primer resultado de necesidad y
suficiencia para iluminacion de arreglos de lineas con k- modems.

Necesidad

Es claro que todos los arreglos simple de tres lineas son andlogos, y por lo tanto tome-
mos cualesquiera tres lineas [y, [, [3 que formen un arreglo simple. Primero probaremos el
resultado para un arreglo con n = 0 (mod 3) lineas. Lo que haremos es lo siguiente, cons-
truimos un arreglo de n lineas, sustituyendo cada una de las lineas [y, /5, /5 por un arreglo
de n/3 lineas que tengan todas sus intersecciones en una forma conveniente, dentro de los
circulos como se muestra en la Figura 5.17

Figura 5.17: Arreglo de lineas que necesita un modem de potencia 2n/3.
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De esta manera la interseccion de /; con [, es para fines practicos una cuadricula, lo
mismo lade [, con /3 y lade /5 con ;. Sea p un punto adentro de alguna de estas cuadriculas,
y en el interior de alguna cara, digamos la dada por la interseccion de /, con /3 como en la
Figura. Fijemonos en las caras A y C de la Figura 5.17. Para llegar de p a A y C tenemos
que pasar todas las lineas que provienen de /;, de las " lineas de la cuadricula unas las
tenemos que pasar para llegar a A y las otras para llegar a C (esto se muestra en la Figura
5.17, para salir de la cuadricula e ir a A seria equivalente a primero ir a r, y para ir a
C seria equivalente a ir primero a ¢g), entonces para alguna de las Caras A o C hay que
cruzar la mitad de estas, de donde d(p, A) o d(p, C) es mayor o igual que .Y por lo tanto
existe una cara a distancia 2" de p, es decir si posiciondramos un k modem en la cara que
contiene a p necesnarlamos que este tuviera potencia de al menos 2 para poder iluminar
todo el arreglo. Sea s un punto en lo que llamamos, adentro de una de las lineas [y, [», I3, es
decir en algin punto adentro de los circulos que delimitan las intersecciones de lineas que
no forman parte de una de las cuadriculas (En este caso como en la Figura, nos lo tomamos
en el interior del circulo de /,). En este caso la cara B estara a distancia de s de almenos
2?", pues para llegar a ella hay que cruzar todas las lineas de [, y /5, y posiblemente algunas
de [/;. Habiendo considerado puntos en el interior de caras sobre la cuadricula, y puntos
adentro de uno de nuestros conjuntos de lineas [y, /5, /3, hemos considerado todas las caras,
por lo tanto para este arreglo L con n = 0 (mod 3) lineas, necesitamos un k-modem de
potencia [%f: 2 para iluminar todo el plano.

Cuando n = 1 mod 3, entonces [@-I = 2” 2 + 1. Como en el caso anterior, sustituimos

I, y I, por arreglos con =L lineas y /5 por un arreglo con %21 + 1 lineas, y por las mismas

razones que hace rato necesnaremos un modem de potencia [?-‘ = @ + 1 para iluminar
todo el plano.

Cuando n = 2 mod 3, sustituimos l; como ya hemos hecho, con un arreglo con "32
lineas y [, y I3 por arreglos con =2 + 1 lineas, y por los mismos argumentos, para iluminar

todo el plano con un k-modem, necesr[amos que este tenga potencia 2( + 1) y como
2(? + 1) = [T—‘ hemos acabado.

Suficiencia

Teorema 19. Para iluminar con un k-modem todo arreglo de lineas A(L) con n lineas, es
suficiente y ocasionalmente necesario que el modem tenga de potencia [%

Demostracion. La necesidad ya la hemos visto con la Figura 5.17. S6lo falta probar la
suficiencia. Supongamos por un momento que n es divisible por 3. Sea L un conjunto con
n lineas, y A(L) el arreglo de lineas inducido por L. Recordemos que G, serd una gréfica
ciclica con 2n vértices, cada uno correspondiente a una cara infinita de A(L). Claramente
podemos encontrar 3 Vértices a,b,c en G tales que d(a,b) = d(b,c) = d(a,c) = 2" , de
hecho podemos encontrar = ternas de este tipo. Llamamos a estos conjuntos de tres caras
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infinitas provenientes de tres vértices como esos, una terna equildtera de caras, por la
semejanza a un tridngulo equilédtero. Sea A, B, C una terna equilatera, por ello la distancia
entre cualesquiera dos caras de A, B, C serd %” , es decir serd par, y podemos construir un
bisector como el del lema 15 entre cualesquiera dos. Es claro que, para cualesquiera dos
caras de A, B, C la tercera cara estd en el bisector de las otras dos. Por ejemplo A esta en el
bisector de By C. Nos fijamos en la interseccion del bisector M g y M4 ¢, probaremos que
la interseccidn sera un conjunto de caras, y que cualquiera de estas serd la cara central que
buscamos. Es claro de G, que By B, estin en la mediatriz M, ¢ y que B estara a la derecha
de M, 5y B alaizquierda de M, g o viceversa. Por lo tanto M, ¢ tiene partes a la derecha
de M, p y partes a la izquierda, de donde la interseccion de M,y My p €s no vacia. Si tan
s6lo probamos que esta interseccion tiene que darnos almenos una cara, habremos acabado.
En lugar de hacer esto, lo cual se reduce a analizar porque la interseccion de los bisectores
tiene que tener interior, haremos un anélisis que nos parece mas bonito.

Sea L’ el conjunto de lineas que separan a A de B. Le asignamos una pareja ordenada a F
paratodo F € M, g que denotaremos como (a(F)), b(F)),donde a(F) = d(F,A) = d(F,B)y
b(F) = d(F,C).Si Fy G sondos caras en M, g tales que F ~ G entonces F'y G comparten,
por definicion de adyacentes, una arista, determinada por una linea de L — L’, de esto se
deduce que a(F) = a(G) + 1 0 a(F) = a(G) — 1, 1o cual es facil de observar en la 3a figura
de la Figura 5.18. Sin perdida de generalidad supongamos que a(F) = a(G) — 1, esto nos
implica que b(F) = b(G) + 1 y si denotamos c(F) = a(F) — b(F) para toda cara F en el
bisector, entonces es claro que si F' 'y G son adyacentes entonces c¢(F) = ¢(G) + —2. Sea
F una cara en M, 3, X un vértice en F'y supongamos que Fx esta en M, g. Los primeros
dos dibujos de la Figura 5.18 contempla los posibles casos que pueden surgir al tener dos
caras 'y Fx en M, g, ahi denotadas como M; y M;,,. En todos los casos, las rectas que
determinan el punto X (en la figura es el punto dado por la interseccién de [, con ;) separan
a A de B,y quedan los casos en los que C y C,, no estan separadas de la misma forma que
Ay B ler dibujo (es decir en el arreglo de lineas que consta de /; y /; los puntos de A y
B estén en caras distintas que los de C y C.,), y los casos en los que estan separadas de la
misma forma 20 dibujo.

» La distancia a C permanece igual,
= § la distancia a C aumenta en dos.

Es simple notar, recordando la forma de un bisector entre caras a distancia par, que a(F) =
a(Fy), del dibujo deducimos que b(F) = b(Fx) + -2 o b(F) = b(Fx), de donde ¢(F) =
c(F,)+-20c(F)=c(Fy).

Notemos que ¢(C) = d(C,A) —d(C,C) = % —0yquec(Cy) =d(Cs,A) —d(Cy,C) =
%—n = —%” . Es claro que podemos hacer una secuencia Cy, Cy, ..., C,, de caras en el bisector
My p talesque Cop = Cy C,, = Co, y tales que parai = 0,1,....m—-16 C; ~ Ciy; 6 C;
y Ci;1 sean opuestos por un vértice. De esta forma tenemos una cadena de caras tales que

c(Cy) = % y C(Cm)—%" (note que ambos valores son pares) y por la forma de construirle para
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Distancia a C'y

Coo cambia en 1,

Distancia a C'y distancia a A y B
C

00 se queda igual en uno

Distancia a C'y

Coo cambia en 2

Figura 5.18: Al cruzar el vértice dado por dos lineas que separan a A y B nos quedan cuatro
posibles casos, dos andlogos ( de izquierda a derecha la 1er dibujo) y otros dos analogos (20
dibujo). Al cruzar una linea que no separa a A y B nos quedan también dos casos, aunque
estos ultimos son andlogos (3er dibujo), el otro caso serd cuando C esta del mismo lado de
lalineaque Ay By C del otro lado. Solamente hemos puesto las lineas relevantes.

todai=1,..,m—16c(C;) = c¢(Ciz1) + =2 6 ¢(C;) = ¢(Cji41). Esto da una cadena de caras,
la primera da positiva al evaluarla en C y la altima da negativa al evaluarla en ¢, ambos
valores pares, y cambia de dos en dos, esto nos implica que existe una j tal que ¢(C;) = 0.
Esto implica que d(C;,A) = d(C;, B) = d(C},C), es decir una cara equidistante a A, B'y
C, como la cadena Cy, Cy, ..., C,, no es Unica, podrdn haber mas de una cara equidistante.
Llamamos al conjunto de caras que estén a la misma distanciade A B 'y C el circumcentro
de A, B,C y lo denotamos I'(A, B, C), llamamos circumcéntricas a A, B,C a las caras en
I'(A, B,C).

Podemos pedirle una condicién més a la cadena de caras que cruza al bisector. Que
cada linea de L — L’ se pase una sola vez, y que cuando se cruce un vértice, este sea la
interseccidon de dos lineas en L’. Llamamos a dichas cadenas, cadenas simples. De esta
manera serd claro que la funcioén a serd no creciente y b serd no decreciente. De donde ¢
serd no creciente. Sean F'y G dos caras en ['(A, B, C). Recordemos que M, p proviene de
una cadena de caras opuestas por vértices de A(L"). Supongamos que F' y G provienen de
la misma cara de A(L"), entonces

d(F,A)y =d(G,A)p,d(F,C), =d(G,C)p. S.D

Es claro que d(F,A),_;; + d(F,C)-;, = |L - L'| = d(G,A)_p + d(G,C);_;,. Sabemos
que d(F,A) = d(F,C) y d(G,A) = d(G,C), de donde d(F,A);_;, = d(F,A) —d(F,A), y
que d(F,C)-p = d(F,C) — d(F,C)p, = d(F,A) — d(F,C),, sumando estas dos altimas
ecuaciones observamos que

d(F,A) 1 +d(F,C) . = d(F,A) —d(F,A)p + d(F,A) = d(F,C)r,



68 Capitulo 5. Iluminacion de arreglos de lineas con k-modems

IL-L|+d(F,A)p +d(F,C)p

= |L-L'| =2d(F,A) —d(F,A), —d(F,C);, = d(F,A) = >

Andlogamente
IL-L'|+d(G,A)y +d(G,C)r

2

y por las igualdades de la ecuacion 5.1 obtenemos que d(G, A) = d(F, A).

Supongamos ahora que F'y G provienen de dos caras distintas en A(L"), esto implica
que existird una cadena simple que pase por F' y por G. Sea Cy, ...C,, una de estas cadenas,
y sin perdida de generalidad supongamos que C; = F,C; = Gy i < j.Como F y G son
circumcéntricas, entonces ¢(F) = 0 = ¢(G). Como a es no creciente y b es no decreciente
en estas cadenas, entonces lo anterior implica que a(F) = a(G) de donde la distancia de F
a A, B,C eslamisma que lade G a A, B, C. Concluimos que todas cara circumcéntricas a
una terna A esta a la misma distancia de A, B'y C. Gracias a lo anterior podemos asignar a
toda terna equilatera A un valor r(A), la distancia de las caras de su circumcentro a A, B, C,
es decir r(A) = d(H, A) para cualquier H en el circumcentro de A,y A en A, y lo anterior
hace que este bien definido.

Para finalizar la demostracion, supongamos que n no es divisible por tres.

Sin = 1 mod 3, entonces quitamos una linea /, encontramos una cara central al arreglo
inducido por L — {I}, sea esta C, la cara central que buscamos serd C*. Como la tnica recta
extra que se puede interponer es /, la distancia de C* a cualquier cara F de A(L) sera a lo
mas uno mas que la distancia en A(L —[) de C a un punto p en el interior de F', es decir a lo
mas sera @ +1= [%”-‘ Colocariamos en este caso, un modem en C* con potencia[%-‘ y
con esto iluminariamos todo el plano.

Si n = 2 mod 3, entonces [%-‘ = 222 de donde podriamos agregar una linea / extra a L.
Seal’ = L U lentonces |[L'| =n+1ycomon+ 1=0mod 3, entonces existird una cara C

en A(L’) que este a lo mas a distancia [@] = @ = [23—"1 de todas las demés caras, es

claro que si esto sucede, al tomar CL estd cumplira en A(L) estar de todas las demas caras
a distancia de a lo mas [% .

En la Figura 5.19 se muestra como al recorrer el bisector dandoles valores a sus caras,
el primer nimero indica la distancia a By C, la cual es la misma, el segundo nimero indica
la distancia a A, cuando estas se vuelven igual, tenemos una cara central. Si nuestro bisector

hubiera sido grueso el dibujo quedaria un poco distinto, pero esencialmente igual.

d(G,A) =

O

54. Iluminacion con dos k-modems

Ya planteado el problema de iluminar arreglos de lineas con k-modems, la cantidad
de preguntas especificas que surgen es muy grande. En particular nos podemos hacer la
pregunta, para cualquier k, w en los naturales, ;cuantos k-modems serdn suficientes y nece-
sarios para iluminar un arreglo con n lineas? y ;que potencia serd necesaria y suficiente para
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Figura 5.19: Cara central

iluminar con w k-modems? Recordemos que hemos encontrado el bisector de dos caras en
la seccion anterior, esto sugiere que la distancia entre dos caras hace que el plano presente
una especie de topologia que hasta ahora nos es desconocida. Para conocer esta topologia
seguimos el camino de la iluminacion, creemos que al ir respondiendo las preguntas for-
muladas anteriormente, iremos conociendo la topologia dada al plano por nuestra distancia
entre caras. De alguna manera, para responder a la pregunta: ;que potencia serd necesaria
y suficiente para iluminar con w k-modems?, necesitamos saber como se ven los diagramas
de Voronoi considerando la distancia entre caras.

Nos preguntamos: ;que potencia serd necesaria y suficiente para iluminar con 2 k-modems?
Hemos respondido el analogo de esta pregunta para un k-modem, y quedo claro que es ne-
cesario buscar una cara apropiada para posicionar nuestro k-modem. Si posicionamos un
k-modem en una cara infinita necesitamos ponerle potencia n, en cambio si escogemos una
cara mas céntrica, la cara central, podemos iluminar el plano con un k-modem de potencia
[%-I, de forma peculiar, cuando queremos iluminar el plano con 2 k-modems, no importa

donde posicionemos los k-modems, la potencia necesaria sera la misma: [gJ

Teorema 20. Para iluminar un arreglo de n lineas con dos k-modems, es suficiente y siem-

. - n
pre necesario que los modems tengan potencia [ZJ

Demostracion. Sea L un conjunto con n lineas y A(L) el arreglo de lineas inducido por L,
sean D y F dos caras en A(L), ponemos un k-modem en cada una y nos preguntamos que
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potencia necesitan para iluminar el plano. Lo que haremos para probar nuestro teorema es
encontrar para D y F un punto a distancia [%J de ambos, como D y F son cualesquiera dos

caras en A(L), la suficiencia se sigue de notar que al colocar 2 k- modems de potencia [%J
en caras infinitas y opuestas iluminamos el plano. (Ver proposicion 5).

Sea d(D, F) = m, si m es impar el bisectorM,  serd una curva sin grosor, y si m es par,
estd tendra grosor en todos lados excepcion de en una cantidad finita de puntos. La paridad
no nos perjudicard mucho, olvidémonos de ella por un segundo, es decir supongamos que
n'y m son pares. Sea L’ el subconjunto de lineas de L que separdan a D de F. Entonces los
puntos en el bisector de Mp r estan a la misma distancia de D y de F, sean p y g puntos
en el interior de D y F respectivamente. Por la forma en el que construimos el bisector,
cada punto x en el interior de Mp r cumplird que xp intersectard en su interior a la mitad
de las lineas de L’ y xq intersectard a la otra mitad. Cada linea de L — L’ tendré a pg por
debajo o por arriba, y sin perdida de generalidad supongamos que la mitad o mas de estas
lineas tendran a pq por debajo. Nos fijamos en la parte de arriba de Mp, ¢, es decir la que se
encuentra arriba de pg, existird un punto y en el interior del bisector que se encontrara arriba
de todas las lineas de L — L’. Y por lo tanto los segmentos de linea yp y yqg intersectaran
a la mitad o més de las lineas de L — L', y ya intersectaban a la mitad de las lineas de L,
y por lo tanto intersectan a almenos la mitad de las lineas de L, es decir, para iluminar a y
necesitamos potencia 5 . De manera més precisa:

Sin es par,y m es impar. Entonces |L—L’| = n—m es impar. En este caso Mp r es una curva
sin grosor, y cada punto x sobre M, r cumplird que xp y xq intersectan a ’"T_l lineas de L’ en
su interior. Sin perdida de generalidad de las lineas de L — L’ la mitad o més estardn arriba
de pg, como n—m es impar, podemos suponer que mz” lineas de L— L’ estan arriba de pgq.
Sea y un punto en M, r arriba de todas las lineas de L — L', entonces yp y yq intersectardn a
almenos M;l lineasde L—-L'ya mT‘l lineas de L', es decir en total intersectaran a almenos
5 lineas de L. Y por lo tanto d(y, D) > 5 y d(y, F) > 5.

Si n es par y m es par. En este caso n — m es par, entonces sin perdida de generalidad la
mitad o mas de las lineas de L — L’ estan arriba de pg, entonces encontramos un punto y en
el interior de Mp r y por lo tanto los segmentos yp y yg cada uno intersectard a almenos la
mitad de las lineas de L’ y la mitad de L — L', es decir a almenos la mitad de las lineas de
L,de donde d(y,D) 2 5y d(y,F) > 5.

Si n es impar y m es impar. Mp r no tiene grosor, suponemos que la mitad o mas de las
lineas de L estén arriba de pq, tomamos y € Mp  tal que este arriba de todas las lineas de
L, ,por ello yp y yq intersectaré en su interior cada una a almenos la mitad de las lineas de
Lyya [%J = ’"T‘l de lineas de L', intersectando asi a almenos [gJ lineas.

Si n es impar y m es par. Mp r tendré grosor, suponemos que la mitad o més de las lineas
de L] estéan arriba de pg(como aqui la mitad no es entero entonces serdn %” lineas o mas
), tomamos y en el interior de Mp ¢ tal que este arriba de todas las lineas de L], por ello
yp Yy yq intersectara en su interior cada una a almenos la mitad de las lineas de Ly a 7 de
> [%J lineas. O

n—m+1

lineas de L', intersectando asi a almenos a % + 55
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5.5. Conclusiones

No hay mucho que concluir, hemos respondido en esta tesis a sélo dos preguntas (Teo-
remas 19 y 20) de todas las que se pueden hacer a partir del concepto de k modem. Hemos
continuado el trabajo. Al momento de imprimir esta tesis ya tenemos los siguientes resul-
tados, no hemos incluido demostraciones por falta de tiempo:

Teorema 21. [FMVUO09] Cualquier poligono ortogonal con n aristas puede ser cubierto
con un k modem de potencia [%1 A veces es necesaria dicha potencia.

Teorema 22. Podemos iluminar todo arreglo de n lineas con 3 k modems de potencia ﬁ—;’—‘

Encontrar cotas inferiores para este tipo de problemas nos ha costado trabajo, falta
mucho que investigar con respecto a la topologia de los arreglos de lineas. Conforme se co-
nozca la topologia se conoceran mas respuestas a las preguntas postulables con el concepto
de k modem, y viceversa. En general queda abierta la siguiente pregunta: Si tenemos w
k-modems ;COmo se comporta una respecto a la otra para poder siempre iluminar un arre-
glo de lineas? Todas las preguntas abiertas hechas para arreglos de lineas quedan también
abiertas para poligonos.
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