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Caṕıtulo 1

Ecuación de Perturbación

1.1. Formalismo de Tétradas

La manera estándar de tratar problemas en Relatividad General es considerar las ecuaciones de
campo de Einstein en una base coordenada adecuada al problema que se desea resolver. Para este
fin resulta ventajoso en algunos contextos definir una tétrada base adecuada de cuatro vectores
linealmente independientes, proyectando las cantidades relevantes en esa nueva base, y considerar
las ecuaciones que satisfacen. Esto es lo que se conoces como Formalismo de Tétradas.

En la aplicación de este formalismo, la elección de la tétrada base depende de las simetŕıas que
presenta el espacio-tiempo que queremos estudiar, aqúı se presentarán las ideas básicas de la teoŕıa
y la derivación de varias ecuaciones importantes que serán necesarias a lo largo de esta sección.

1.1.1. Representación de Tétradas

Estableceremos en cada punto del espacio-tiempo una base de cuatro vectores contravariantes.

e µ
a (a = 1, 2, 3, 4), (1.1)

en donde se ocupan ı́ndices latinos para los ı́ndices de la tétrada y griegos para los ı́ndices tensoriales
(µ = 0, 1, 2, 3). Asociado a los vectores contravariantes (1.1) tenemos los vectores covariantes.

eaµ = gµν e
ν

a , (1.2)

donde gµν denota al tensor métrico, definiendo al inverso, eb
µ, de la matrix [e µ

a ], tenemos

e µ
a eb

µ = δ b
a y e µ

a ea
ν = δµ

ν , (1.3)

también como parte de la definiciones vamos a asumir que

e µ
a ebµ = ηab, (1.4)

donde

ηab es una matriz constante. (1.5)
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4 CAPÍTULO 1. ECUACIÓN DE PERTURBACIÓN

En el caso en que los vectores bases e µ
a sean ortogonales entre ellos la matriz ηab representa

una matriz diagonal, (-1, 1, 1, 1). De (1.4), escribimos a ηab como la inversa de la matrix [ηab]; con
lo que

ηabηbc = δa
c. (1.6)

Como consecuencia de lo anterior

ηab e
a

µ = ebµ ηabeaµ = eb
µ. (1.7)

y más importante tenemos

eaµe
a
ν = gµν . (1.8)

Dado cualquier vector o tensor, podemos proyectarlo sobre el sistema de la tétrada para obtener
sus componentes de la tétrada,

Aa = eaνA
ν = e ν

a Aν ,

Aa = ηabAb = ea
ν A

ν = eaνAν ,

Aµ = e µ
a Aa = eaµAa. (1.9)

1.1.2. La Derivada Direccional

Los vectores contravariantes ea considerados como vectores tangentes a la variedad, definen
una derivada direccional.

ea = e µ
a

∂

∂xµ
; (1.10)

y podemos escribir

φ,a = e µ
a

∂φ

∂xµ
= e µ

a φ,µ, (1.11)

donde φ es cualquier función escalar. Más general escribimos

Aa,b = e µ
b

∂

∂xµ
Aa = e µ

b

∂

∂xµ
e ν
a Aν

= e µ
b ∇µ [e ν

a Aν ] = e µ
b

[

e ν
a Aν;µ +Aν e

ν
a ;µ

]

(1.12)

donde obtenemos

Aa,b = e ν
a Aν; µe

µ
b + eaν;µe

µ
b e ν

c Ac, (1.13)

con la definición

γabc := e ν
a ebν;µe

µ
c , (1.14)

podemos rescribir a (1.13) de la siguiente forma

Aa,b = e ν
a Aν;µe

µ
b + γcabA

c. (1.15)
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Las cantidades γabc, definidas en (1.14), son los Coeficientes Rotacionales de Ricci. Una defini-
ción equivalente de estos coeficientes es

ebν;µ = ea
νγabc e

c
µ. (1.16)

Considerando el hecho de que ηab es una matriz constante tenemos

0 = ηab,µ = [ eaν e
ν

b ];µ . (1.17)

con lo que podemos concluir que los coeficientes rotacionales de Ricci son antisimétricos en el
primer par de ı́ndices:

γabc = e ν
a ebν;µ e

µ
c

= −e ν
a ;µebν e

µ
c = −γbac.

(1.18)

Regresando a la ecuación (1.15), la podemos reescribir de una forma diferente.

e µ
a Aµ;ν e

ν
b = Aa,b − ηcdγcabAd. (1.19)

La cantidad del lado derecho de esta ecuación se le llama la derivada intŕınseca de Aa en la dirección
de eb y se escribe como Aa|b:

Aa|b = e µ
a Aµ;ν e

ν
b o Aµ;ν = ea

µAa|b e
b

ν . (1.20)

Con lo que tenemos la formula,

Aa|b = Aa,b − ηcd γcabAd, (1.21)

relacionando a la derivada direccional con la derivada intŕınseca.

La notación de derivada intŕınseca de un vector se puede extender de manera obvia a tensores.
Por ejemplo para el tensor de Riemann se tiene

Rabcd|f = Rabcd,f − ηnm [γnaf Rmbcd + γnbf Ramcd + γncf Rabmd + γndf Rabcm] . (1.22)

1.1.3. El Formalismo de Newman-Penrose

El formalismo de Newman-Penrose es un formalismo de tétradas con una elección especial de
los vectores bases [1]. La elección está hecha de una tétrada de vectores nulos l, k, m, y m

∗ de
los cuales l y k son reales y, m y m

∗ son complejos conjugados uno del otro. La motivación pa-
ra la elección de esta base nula fue que Penrose créıa fuertemente que el elemento esencial del
espacio-tiempo era su estructura de conos de luz, en particular para las soluciones de un agujero
negro en relatividad general, el formalismo de Newman-Penrose muestra una gran eficiencia en el
entendimiento de las simetŕıas del espacio-tiempo.
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Los coeficientes spinoriales

Como ya establecimos, el formalismo de Newman-Penrose es la elección de una base nula que
consiste de un par de vectores reales nulos, l y k, y un par de vectores complejos conjugados nulos,
m y m

∗. Esta tétrada debe satisfacer las condiciones de ortogonalidad,

l · m = l · m∗ = k · m = k · m∗ = 0, (1.23)

como también las condiciones de normalización,

l · k = −1 y m · m∗ = 1. (1.24)

Haciendo la correspondencia

e1 = l, e 2 = k, e 3 = m, y e4 = m∗, (1.25)

tenemos a partir de (1.4)

ηab = ηab =









0 −1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0









. (1.26)

La correspondiente base covariante esta dada por

e1 = −e2 = −k, e2 = −e1 = −l, e3 = e4 = m∗, y e4 = e3 = m. (1.27)

Los vectores base, considerados como derivadas direccionales están denotados por śımbolos espe-
ciales:

D = lµ ∂µ, ∆ = kµ ∂µ, δ = mµ ∂µ, δ∗ = m∗µ ∂µ. (1.28)

En general hay 64 coeficientes rotacionales de Ricci [2], (1.14), si consideramos la antisimetŕıa
en el primer par de ı́ndices estos se reducen a 24 coeficientes independientes, ahora si tomamos en
cuenta que el complejo conjugado de cualquier coeficiente rotacional se puede obtener remplazando
el sub́ındice 3, por el sub́ındice 4 y viceversa, el número que coeficientes rotacionales independientes
se reduce a solo 14. De estos 14 coeficientes rotacionales tenemos que dos son puramente reales,
γ211 y γ 212, y que dos son puramente imaginarios, γ341 y γ342, con lo que podemos construir 12
coeficientes complejos, llamados coeficientes espinoriales, que son denotados también por śımbolos
especiales:

κ = γ311; ρ = γ314; ǫ =
1

2
(γ211 + γ341) ;

σ = γ313; µ = γ243; γ =
1

2
(γ212 + γ342) ;

λ = γ244; τ = γ312; α =
1

2
(γ214 + γ344) ;

ν = γ242; π = γ241; β =
1

2
(γ213 + γ343) . (1.29)
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Relaciones de Conmutación

El paréntesis de Lie (o conmutador), [ea, eb], juega un papel importante dentro de la relatividad
general, y es en si un vector tangente, aśı podemos expanderlo en términos de la misma base ea

[ea, eb] = Cc
ab ec (1.30)

Los coeficientes Cc
ab, en la expansión se llaman constantes de estructura y son antisimétricos en

los ı́ndices a y b, por lo que tenemos 24 de ellos. Las constantes de estructura pueden ser expresadas
en términos de los coeficientes rotacionales de la siguiente forma. Consideremos la aplicación del
conmutador sobre una función escalar f . Tenemos

[ea, eb] f = e µ
a [e ν

b f,ν ],µ − e µ
b [e ν

a f,ν ],µ = [e µ
a e ν

b ;µ − e µ
b e ν

a ;µ]f,ν

= [−γ ν
b a + γ ν

a b]f,ν = [−γ c
b a + γ c

a b]e
ν

c f,ν (1.31)

Haciendo la comparación con (1.30) tenemos

C c
ab = γ c

ba − γ c
ab (1.32)

La ecuación (1.30) escrita expĺıcitamente con las constantes de estructura expresadas en térmi-
nos de los coeficientes rotacionales nos genera las relaciones de conmutación.

Como un ejemplo aplicado a tétradas nulas consideramos

[∆,D] = [k , l ] = [ e2 , e1 ] = (γc12 − γc21) ec

= −γ121 e1 + γ212 e2 + (γ312 − γ321) e3 + (γ412 − γ421) e4

= γ121∆ − γ212 D + (γ312 − γ321) δ
∗ + (γ412 − γ421) δ (1.33)

o expresado (1.33) con los coeficientes espinoriales obtenemos

[∆,D ] = (γ + γ∗) D + (ǫ+ ǫ∗)∆ − (τ∗ + π) δ − (τ + π∗) δ∗. (1.34)

De manera similar,

[ δ,D ] = − (α∗ + β − π∗) D − κ∆ + (ρ∗ + ǫ− ǫ∗) δ + σ δ∗, (1.35)

[ δ∗,∆ ] = ν D − (τ∗ − α− β∗)∆ − λ δ − (µ∗ − γ∗ + γ) δ∗, (1.36)

[ δ∗, δ ] = − (µ∗ − µ) D − (ρ∗ − ρ)∆ − (α− β∗) δ − (β − α∗) δ∗ (1.37)

1.1.4. Representación de tensores: Riemann, Ricci y Weyl

El tensor de curvatura, también llamado el tensor Reimann, que se define como:

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z, (1.38)
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en donde X, Y y Z son vectores contravariantes arbitrarios, en términos de sus componentes se
escribe 1:

−Rµ
νσλZ

ν
a = Z µ

a ; σλ − Z µ
a ; λσ. (1.39)

El tensor de Riemann, con todos sus ı́ndices covariantes, Rµνσλ, es antisimétrico en ambos pares
de ı́ndices (µν) y (σλ), además es simétrico ante el intercambio de los dos pares de ı́ndices (µν) y
(σλ),

Rµνσλ = −Rνµσλ = −Rµνλσ = Rσλµν . (1.40)

Además, el tensor de Reimann cumple con la relación ćıclica en los últimos tres ı́ndices covariantes

Rµνσλ +Rµλνσ +Rµσλν = 0. (1.41)

A partir de (1.40) y (1.41) las 256 componentes del tensor de Reimann se reduce a solo 20 inde-
pendientes. Además satisfacen las identidades de Bianchi.

Rµνσλ;τ +Rµντσ;λ +Rµνλτ ;σ = 0. (1.42)

El tensor de Ricci se define como la contracción del tensor de Reimann de un ı́ndice del primer par
(µν) con otro ı́ndice del segundo par (σλ),

Rνσ = Rµ
νµλ = R µ

ν λµ (1.43)

y a la contracción del tensor de Ricci se le conoce como el escalar de curvatura R:

R = Rµ
µ (1.44)

Considerando (1.39) para un vector de la tétrada

Rµνσλ e
µ

a = eaν; σλ − eaν; λσ, (1.45)

sobre el sistema de la tétrada tenemos

Rabcd = Rµνσλe
µ

a e ν
b e σ

c e λ
d

= {−
[

γafge
f
νe

g
σ

]

; λ
+

[

γafge
f
νe

g
λ

]

; σ
} e ν

b e σ
c e λ

d (1.46)

Expandiendo las cantidades entre corchetes y sustituyendo la derivada covariante de los vectores
base por los correspondientes coeficientes rotacionales, tenemos que

Rabcd = −γabc,d + γabd,c + ηnmγban (γcmd − γdmc) − ηnmγnad γbmc + ηnmγnac γbmd. (1.47)

Aqúı definiremos al tensor de Weyl en el espacio-tiempo de cuatro dimensiones [2], como la parte
libre de traza del tensor de Reimann:

Cµνσλ = Rµνσλ − 1

2
(gµσRνλ + gνλRµσ − gνσRµλ − gµλRνσ) +

1

6
(gµσgνλ − gνσgµλ)R (1.48)

1En este trabajo siempre estaremos considerando que el espacio-tiempo está libre de torsión
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En otras palabras el tensor de Weyl tiene las mismas simetŕıas que el Reimann con la condición
que la contracción con la métrica es cero,

gνλ Cµνσλ = C λ
µ σλ = 0 (1.49)

Podemos reescribir a (1.48) en términos de sus componentes sobre la tétrada como

Rabcd = Cabcd +
1

2
(ηacRbd + ηbdRac − ηbcRad − ηadRbc) −

1

6
(ηac ηbd − ηad ηbc) R, (1.50)

en donde Rac denota a las componentes de la tétrada del tensor de Ricci y R al escalar de curvatura:

Rac = ηbdRabcd y R = ηabRab = 2 (R34 −R12) (1.51)

El hecho de que Cabcd sea de traza cero requiere que:

ηadCabcd = −C1bc2 − C2bc1 + C3bc4 + C4bc3 = 0. (1.52)

Además, tenemos la relación ćıclica para el tensor de Weyl,

C1234 + C1342 + C1423 = 0. (1.53)

La condición (1.52), escrita expĺıcitamente para b = c, nos da como resultado

C1314 = C2324 = C1332 = C1442 = 0. (1.54)

Mientras la condición para b 6= c junto con la relación ćıclica (1.53) tenemos que

C1231 = C1334; C1241 = C1443; C1232 = C2343; C1242 = C2434

C1212 = C3434; y C1342 =
1

2
(C1212 − C1234) =

1

2
(C3434 − C1234) . (1.55)

Recordando que a partir de las simetŕıas del tensor de Weyl y la relación ćıclica el número
de componentes independientes se reduce a solo 20, ahora tomando a (1.54) y a (1.55) se reduce
a 10 las componentes independientes. Finalmente en el formalismo de Newman-Penrose estas 10
componentes independientes del tensor de Weyl se representan por 5 escalares complejos,

Ψ0 = −C1313 = −Cµνλτ l
µmν lλmτ

Ψ1 = −C1213 = −Cµνλτ l
µ kν lλmτ

Ψ2 = −C1342 = −Cµνλτ l
µmν m∗λ kτ

Ψ3 = −C1242 = −Cµνλτ l
µ kν m∗λ kτ

Ψ4 = −C2424 = −Cµνλτ k
µm∗ν kλm∗τ , (1.56)

llamados los escalares de Weyl [2].
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1.2. Ecuación de Perturbación para Ψ4

En esta sección estaremos interesados en obtener la ecuación de evolución para la parte per-
turbada de Ψ4 [3], para el caso de vaćıo en un espacio-tiempo asintóticamente plano o de tipo D

[2][4]. Para obtener dicha ecuación de evolución partiremos de las identidades de Bianchi (1.42) y
del tensor de Reimann (8 ), ambas proyectadas sobre la tétrada nula y usaremos las ecuaciones de
Einstein:

Rµν = K

(

Tµν − 1

2
gµν T

)

+ Λ gµν , (1.57)

Rab = K (Tab + ηab (T12 − T34)) + ηab Λ, (1.58)

con K = 8π, y Λ es la constante cosmológica.

A partir de la identidad de Bianchi 42[21|4]2:

R4221|4 +R4242|1 +R4214|2 = 0 (1.59)

Sustituyendo cada una de las componentes del tensor de Riemann en (1.59) en términos de las
componentes del tensor de Weyl y del tensor de Ricci (1.50) tenemos

(

C4221 −
1

2
R42

)

|4

+ C4242|1 +

(

C4214 +
1

2
R44

)

|2

= 0 (1.60)

Ahora remplazando en (1.60) a los coeficientes del tensor de Ricci por (1.58) y expandiendo a la
derivada intŕınseca (1.21)

(δ∗ − 2 (α+ 2π)) Ψ3 − (D + (ρ− 4 ǫ)) Ψ4 + 3λΨ2 =
K

2
((δ∗ − 2 (α− τ∗)) Tk m∗

− (∆ − (µ∗ + 2γ − 2γ∗)) Tm∗ m∗ + λTl k − σ∗ Tk k − 2ν Tl m∗ + λTm m∗) , (1.61)

En donde ya se remplazaron a las componentes restantes del tensor del Weyl por los escala-
res de Weyl (1.56) y a los coeficientes rotacionales por los coeficientes espinoriales adecuados (1.29).

De manera similar obtenemos las ecuaciones correspondientes para las identidades de Bianchi
42[43|2], 42[13|2] y 42[13|4]

(∆ − 2 (2µ+ γ)) Ψ3 − (δ − (4β − τ)) Ψ4 + 3νΨ2 = −K
2

[(∆ − 2 (µ∗ + γ)) Tk m∗

− (δ∗ − (2α+ 2β∗ − τ∗)) Tk k + ν Tl k + ν Tm m∗ + ν∗ Tm∗ m∗ − 2λTk m] , (1.62)

2Aqúı estamos tomando la notación que encerrar entre corchetes significa que las cantidades en cuestión has sido

antisimetrizadas.
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(∆ − 3µ) Ψ2 − (δ − 2 (β − τ)) Ψ3 + σΨ4 + 2νΨ1 =
K

2

[

(D + (ρ∗ − 2ǫ− 2ǫ∗)) Tk k−

(δ − 2 (β + π∗))Tkm∗ − λ∗Tm∗m∗ + 2πTkm +
1

3
(∆ − 3µ)Tlk − 1

3
(∆ + 3µ)Tmm∗

]

, (1.63)

(δ∗ − 3π) Ψ2 − (D + 2 (ρ− ǫ)) Ψ3 + κΨ4 + 2λΨ1 =

−K
2

[

− (D + 2 (ρ∗ − ǫ)) Tk m∗ + (δ + (2α∗ − 2β − π∗)) Tm∗ m∗

+κ∗ Tk k + 2µTl m∗ − 1

3
(δ∗ + 3π) Tl k +

1

3
(δ∗ − 3π) Tm m∗

]

. (1.64)

Luego, la componente del tensor de Riemann R2424 sobre la tétrada, (1.17), expresada en términos
de los escalares de Weyl (1.56) es:

R2424 = C2424 +
1

2
(η22R44 + η44R22 − η42R24 − η24R42) −

1

6
(η22 η44 − η24 η42) R

= C2424 = −Ψ4 (1.65)

ocupando la expresión (1.47) tenemos

−Ψ4 = −γ242,4 + γ244,2 + ηnmγ42n (γ2m4 − γ4m2) − ηnmγn24 γ4m2 + ηnmγn22 γ4m4. (1.66)

Finalmente corriendo las sumas de la expresión anterior y sustituyendo a cada uno de los
coeficientes rotacionales por sus correspondientes coeficientes espinoriales tenemos la expresión

Ψ4 + (∆ − (µ+ µ∗ + 3γ − γ∗)) λ− (δ∗ − (3α+ β∗ + π − τ∗)) ν = 0, (1.67)

de manera semejante, partiendo de la componente R2421,

Ψ3 + (∆ − (µ+ γ − γ∗)) π − (D − (3ǫ+ ǫ∗)) ν − (µ τ∗ + λ (π∗ + τ)) − K

2
Tk m∗ = 0, (1.68)

De R2443

−Ψ3 + (δ∗ − (α+ β∗ + π)) µ− (δ + (α∗ − 3β)) λ+ πµ∗ − (ρ− ρ∗) ν − K

2
Tk m∗ = 0, (1.69)

y de R1242 −R3442

(∆ − (µ∗ − γ∗)) α− (δ∗ − (β∗ − τ∗)) γ + η12 (λ (β + τ) − ν (ρ+ ǫ)) + Ψ3 = 0. (1.70)
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Ahora derivaremos la ecuación de perturbación para un espacio-tiempo tipo D en vaćıo, al cual
pertenece el espacio-tiempo de un agujero negro de Schwarzschild. De los escalares de Weyl el único
que es diferente de cero es Ψ2, y los coeficientes espinoriales κ, σ, ν y λ son idénticos a cero, con
lo que las ecuaciones perturbadas hasta términos lineales de las ecuaciones (1.61), (1.62) y (1.67)
son 3:

(δ∗ − 2 (α+ 2π)) Ψ3
(1) − (D + (ρ− 4 ǫ)) Ψ4

(1) + 3λ(1) Ψ2 =
K

2

[

(δ∗ − 2 (α− τ∗)) T (1)
k m∗

− (∆ − (µ∗ + 2γ − 2γ∗)) T (1)
m∗ m∗

]

. (1.71)

(∆ − 2 (2µ+ γ)) Ψ3
(1) − (δ − (4β − τ)) Ψ4

(1) + 3ν(1) Ψ2 = −K
2

[

(∆ − 2 (µ∗ + γ)) T (1)
k m∗

− (δ∗ − (2α+ 2β∗ − τ∗)) T (1)
k k

]

, (1.72)

Ψ4
(1) + (∆ − (µ+ µ∗ + 3γ − γ∗)) λ(1) − (δ∗ − (3α+ β∗ + π − τ∗)) ν(1) = 0. (1.73)

Las ecuaciones (1.63) y (1.64) para un espacio-tiempo tipo D toman la forma

∆Ψ2 = 3µΨ2; δ∗ Ψ2 = 3πΨ2, (1.74)

con las expresiones (1.73) y (1.74) podemos obtener la acción de ∆ sobre λ(1)Ψ2, y la acción de δ∗

sobre ν(1)Ψ2:

(∆ − (4µ+ µ∗ + 3γ − γ∗))λ(1)Ψ2 − (δ∗ − (3α+ β∗ + 4π − τ∗)) ν(1)Ψ2 = −Ψ2 Ψ4
(1). (1.75)

Ahora aplicando [∆− (4µ+ µ∗+ 3γ − 3γ∗)] sobre (1.71) y aplicando [δ− (3α+ β∗+ 4π− τ∗)]
sobre (1.72), y despues restando estas nuevas ecuaciones y ocupando (1.75) obtenemos

− ((∆ − (4µ+ µ∗ + 3γ − γ∗)) (δ∗ − 2 (α+ 2π)) − (δ∗ − (3α+ β∗ + 4π − τ∗)) (∆ − 2 (2µ+ γ))) Ψ3
(1)

+((∆ − (4µ+ µ∗ + 3γ − γ∗)) (D + (ρ− 4ǫ)) − (δ∗ − (3α+ β∗ + 4π − τ∗)) (δ − (4β − τ))) Ψ4
(1) +

3Ψ2 Ψ4
(1) = −K

2

[

(∆ − (4µ+ µ∗ + 3γ − γ∗))
(

(δ∗ − 2 (α− τ∗)) T (1)
k m∗

− (∆ − (µ∗ + 2γ − 2γ∗)) T (1)
m∗ m∗

)

+ (δ∗ − (3α+ β∗ + 4π − τ∗))
(

(∆ − 2 (µ∗ + γ)) T (1)
k m∗

− (δ∗ − (2α+ 2β∗ − τ∗)) T (1)
k k

)]

, (1.76)

Ocupando la relación de conmutador (1.36) y las ecuaciones (1.70), (1.68) y (1.69) podemos simpli-
ficar la ecuación anterior para obtener finalmente la ecuación de evolución para la parte perturbada
de Ψ4:

((∆ − (4µ+ µ∗ + 3γ − γ∗)) (D + (ρ− 4ǫ)) − (δ∗ − (3α+ β∗ + 4π − τ∗)) (δ − (4β − τ)) + 3Ψ2) Ψ4
(1)

= −K
2

[

(∆ − (4µ+ µ∗ + 3γ − γ∗))
(

(δ∗ − 2 (α− τ∗))T (1)
km∗ − (∆ − (µ∗ + 2γ − 2γ∗))T (1)

m∗m∗

)

+(δ∗ − (3α+ β∗ + 4π − τ∗))
(

(∆ − 2 (µ∗ + γ))T (1)
k m∗ − (δ∗ − (2α+ 2β∗ − τ∗)) T (1)

k k

)]

. (1.77)

3Para las ecuaciones perturbadas se sustituye a cada una de las cantidades por ella misma más una pequeña

perturbación, por ejemplo: ξ → ξ + ξ(1), donde ξ(1) es la perturbación de ξ.
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Nuestro interés en obtener una ecuación para la parte perturbada de Ψ4 radica en una propiedad
muy importante del espacio-tiempo, la cual se conoce como el teorema de peeling [5][6], y establece
la siguiente relación

Ψn ∼ 1

r5−n
. (1.78)

Esta última expresión nos dice que la cantidad rΨ4 tiene un comportamiento constante a lo largo
de la coordenada r, y es, la que en su momento estaremos interesados en que un observador lejos
de la fuente de la perturbación sea capaz de dectectar.
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Caṕıtulo 2

Espacio-Tiempo de Schwarzschild

En este caṕıtulo estudiaremos la ecuación de perturbación con fuentes (1.77) para un espacio-
tiempo estático con simetŕıa esférica descrito por la métrica de Schwarzschild.

ds2 = −
(

1 − 2
M

r

)

dt2 +

(

1 − 2
M

r

)−1

dr2 + r2 dΩ2, (2.1)

Entre las principales propiedades de este elemento de ĺınea, se puede mencionar que es asintóti-

camente plano, es decir, que se aproxima al elemento de ĺınea de Minkowski cuando r → ∞. Esto
es de esperarse ya que conforme nos alejamos de la fuente el campo gravitacional se hace más
débil. Una segunda propiedad muy importante es el hecho que los coeficientes de la métrica de
Schwarzschild se vuelven singulares en r = 0 y en r = 2M . El radio rs := 2M se conoce como el
radio gravitacional o de Schwarzschild, para objetos astrof́ısicos convencionales (estrellas, plane-
tas, etc.) este radio es mucho menor al radio de los objetos, por lo que en estos casos no debemos
preocuparnos por ambas singularidades.

Por otra parte si consideramos a la métrica de Schwarzschild correspondiente a una masa
puntual, debemos tomar en cuenta las singularidades de la métrica en r = 0 y en r = 2M .
para estudiar la naturaleza de estas singularidades resulta conveniente observar que las únicas
componentes diferentes de cero del tensor de Riemann son:

Rtrtr = 2M/r3, (2.2)

Rtθtθ = −M r − 2M

r2
, (2.3)

Rtφtφ = −M r − 2M

r2
sin2 θ, (2.4)

Rθφθφ = −2Mr sin2 θ, (2.5)

Rrθrθ =
M

r − 2M
, (2.6)

Rrφrφ =
M

r − 2M
sin2 θ, (2.7)

en donde se puede apreciar que si M 6= 0, las componentes anteriores son diferentes de cero y por
lo tanto el espacio es curvo. También se puede ver que tanto el tensor de Ricci como el escalar de

15
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curvatura son cero, por lo que la métrica (2.1) es solución a las ecuaciones de Einstein en vaćıo.
Por otra parte se puede construir otro escalar:

Rµναβ Rµναβ = 48
M2

r6
(2.8)

Este escalar nos muestra que el espacio-tiempo solo tiene un solo punto singular en r = 0, lo
que es de esperarse al estar considerando una masa puntual, pero es totalmente regular en r = 2M .
Esto implica que r = 2M no es una singularidad f́ısica y que surge debido a las coordenadas usadas,
con lo que recibe el nombre de singularidad coordenada.

2.1. Métrica de Schwarzschild en coordenadas de Kerr-Schild

Existen varios sistemas de coordenadas que son regulares en r = 2M . Uno de estos se conoce
como coordenadas de Eddington-Finkelstein [4], estas coordenadas pueden derivarse partiendo de
geodesias nulas radiales,

ds2 = 0 = −(1 − 2M/r)dt2 + (1 − 2M/r)−1dr2, (2.9)

lo que implica

dt = ± (1 − 2M/r)−1dr. (2.10)

Integrando esta última ecuación

t = ± r∗ + constante, (2.11)

donde hemos definido a la coordenada tortuga r∗ como

r∗ := r + 2M ln(r/2M − 1). (2.12)

Podemos observar que en términos de r∗ el radio de Schwarzschild corresponde a r∗ = −∞. Si
ahora definimos una nueva coordenada como Ṽ := t+ r∗ y hacemos el cambio de coordenadas de
{t, r} a {Ṽ , r}, el elemento de ĺınea (2.1) se reduce a

ds2 = −(1 − 2M/r) dṼ 2 + 2 dṼ dr + r2 dΩ2. (2.13)

Esta es la métrica del espacio-tiempo de Schwarzschild en las coordenadas de Eddington-
Finkelstein. La coordenada Ṽ es nula, lo que se puede observar del hecho de que para la métrica
(2.13) las ĺıneas nulas entrantes corresponden a Ṽ = constante. Si ahora hacemos un nuevo cambio
de coordenadas de {Ṽ , r} a {t̃, r}, donde t̃ := Ṽ − r, nos genera

ds2 = −
(

1 − 2
M

r

)

dt̃2 +
4M

r
dt̃ dr +

(

1 + 2
M

r

)

dr2 + r2 dΩ2, (2.14)

que se le conoce como la métrica de Schwarzschild en coodernadas de Kerr-Schild, en la cual po-
demos darnos cuenta que hemos eliminado el problema en r = 2M .
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El siguiente paso es construir una tétrada nula dentro del formalismo de Newman-Penrose
asociada a la métrica (2.14), para esto resolvemos las ecuaciones (1.8) y (1.4) con la matriz ηab

definida en (1.26). Respecto a los vectores nulos reales, se escogen de tal manera que solo describan
a la parte radial y temporal del espacio-tiempo, es decir, que su parte angular sea cero. Además
ambos se elijen de tal forma que en la región asintoticamente plana están dirigidos al futuro, uno
en dirección entrante, lµ, y el otro en dirección saliente, kµ. Con todas estas condiciones solo queda
una función libre, denotada por simplicidad K0 = K0(r) y estableceremos que K0 = 1. Respecto a
la parte angular, esta será descrita por los dos vectores nulos complejos. De esta manera podemos
obtener la siguiente tétrada nula:

lµ =
1

2

(

1 + 2
M

r
, 1 − 2

M

r
, 0, 0

)

; kµ = (1,−1, 0, 0) ; mµ =
1√
2 r

(0, 0, 1, i csc θ) ,

(2.15)

Con la definición de los coeficientes espinoriales (1.29), tenemos que los únicos diferentes de
cero son:

µs =
1

r
; ρs =

r − 2M

2 r2
; ǫs = − M

2 r2
;

αs =
cot θ

2
√

2 r
; βs = −αs, (2.16)

y de los escalares de Weyl solo tenemos uno diferente de cero

Ψ2 =
M

r3
. (2.17)

Sustituyendo los valores de estas cantidades dentro de la ecuación de perturbación (1.77) tene-
mos que la ecuación para el escalar Ψ4 perturbado queda como:

[�tr + �θ φ] Ψ4
(1) = K r2 T4. (2.18)

donde

�tr = −
(

r2 + 2M r
) ∂2

∂t2
+

(

r2 − 2M r
) ∂2

∂r2
+ 4M r

∂2

∂t∂r
+

2 (2 r + 3M)
∂

∂t
+ 6 (r −M)

∂

∂r
+ 4 (2.19)

�θϕ =
∂2

∂θ2
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
+ cot θ

∂

∂θ
− 4 i

cos θ

sin2 θ

∂

∂ϕ
− 2

1 + cos2 θ

sin2 θ
. (2.20)

El término de fuentes del lado derecho de la ecuación (2.18), T4, está definido como

T4 = T k k T (1)
k k + T k m∗

T (1)
k m∗ + T m∗ m∗

T (1)
m∗ m∗ , (2.21)

donde
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T k k = − (δ∗ + η12 (3αs + βs
∗ + 4πs − τs

∗)) (δ∗ + η12 (2αs + 2βs
∗ − τs

∗)) , (2.22)

T k m∗

= (∆ + η12 (4µs + µs
∗ + 3 γs − γs

∗)) (δ∗ + 2 η12 (αs − τs
∗)) +

(δ∗ + η12 (3αs + βs
∗ + 4πs − τs

∗)) (∆ + 2η12 (µs
∗ + γs)) , (2.23)

T m∗m∗

= − (∆ + η12 (4µs + µs
∗ + 3 γs − γs

∗)) (∆ + η12 (µs
∗ + 2 γs − 2 γs

∗)) . (2.24)

que después de sustituir los coeficientes (2.16) y (2.17) quedan como

T k k = − 1

2 r2

(

∂

∂θ
− i csc θ

∂

∂φ
− cot θ

)(

∂

∂θ
− i csc θ

∂

∂φ

)

, (2.25)

T k m∗

=

√
2

r

(

∂

∂t
− ∂

∂r
− 3

r

)(

∂

∂θ
− i csc θ

∂

∂φ
− cot θ

)

, (2.26)

T m∗ m∗

= −
(

∂2

∂t2
− 2

∂2

∂t∂r
+

∂2

∂r2
− 6

r

(

∂

∂t
− ∂

∂r

)

+
4

r2

)

. (2.27)

Aqúı introduciremos lo que se conoce como los armónicos esféricos con peso de esṕın Y l,m
s ,

como una generalización de los armónicos esféricos ordinarios [7][4]. Los cuales satisfacen las si-
guientes ecuaciones:

Υs Y
l,m

s =
√

(l − s)(l + s+ 1)Y l,m
s+1 , (2.28)

Ῡs Y
l,m

s = −
√

(l + s)(l − s+ 1)Y l,m
s−1 . (2.29)

(2.30)

En donde los operadores Upsilon y Upsilon-bar están definimos como

Υs = −
(

∂

∂θ
+ i csc θ

∂

∂φ
− s cot θ

)

≡ Υ0 + s cot θ, (2.31)

Ῡs = −
(

∂

∂θ
− i csc θ

∂

∂φ
+ s cot θ

)

≡ Ῡ0 + s cot θ, (2.32)

Ocupando estos últimos operadores podemos notar que las ecuaciones (2.25), (2.26) y (2.27) se
pueden escribir de la siguiente forma

T k k = − 1

2 r2
Ῡ−1 Ῡ0, (2.33)

T k m∗

=

√
2

r

(

∂

∂t
− ∂

∂r
− 3

r

)

Ῡ−1, (2.34)

T m∗ m∗

= −
(

∂2

∂t2
− 2

∂2

∂t∂r
+

∂2

∂r2
− 6

r

(

∂

∂t
− ∂

∂r

)

+
4

r2

)

, (2.35)
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Nosostros estaremos trabajando con la función Φ = rΨ
(1)

4 , la cual se espera que tenga un
comportamiento constante en regiones alejadas del agujero negro, con lo que la ecuación de per-
turbación final es

[�1tr + �θ φ] Φ1 = K r3 T4. (2.36)

donde el operador de la parte temporal y radial tiene la siguiente forma

�1tr = −
(

r2 + 2M r
) ∂2

∂t2
+

(

r2 − 2M r
) ∂2

∂r2
+ 4M r

∂2

∂t∂r
+

2 (2 r +M)
∂

∂t
+ 2 (2 r −M)

∂

∂r
+ 2

M

r
. (2.37)

2.2. Polvo y la Ecuación de Perturbación para Ψ4

Consideraremos ahora que del lado derecho de la ecuación de perturbación, el término de fuente
de materia está descrito por un fluido con presión cero denominado polvo tal que:

T (1)
µν = ρ uµ uν , (2.38)

donde ρ es la densidad, y uµ es la cuadrivelocidad del polvo, además consideraremos que el polvo
esta cayendo de manera radial hacia el agujero negro con lo que la cuadrivelocidad solo tendrá com-
ponentes temporal y radial

uµ =
(

u0, u1, 0, 0
)

, (2.39)

en donde u0 y u1 son funciones de t y r únicamente. Al proyectar el tensor de enerǵıa momento
dado por la ecuación (2.38) sobre la tétrada nula (2.15) tenemos que las componentes angulares
son cero: T (1)

k m∗ = T (1)
m∗ m∗ = 0, y que la componente a lo largo del cono de luz en dirección k

es T (1)
k k = (kµ uµ)

2
ρ = (u0 +u1)2 ρ. Por otra parte, debido a que los armónicos esféricos de peso

cero son una base completa para funciones definidas en la esfera, podemos expander a la densidad
ρ como

ρ =
∑

lm

ρl,m(t, r)Y0
l,m(θ, φ). (2.40)

De esta manera el lado derecho de la ecuación de perturbación (2.36) se reduce solo a la acción
del operador T k k sobre T (1)

k k, es decir por la ecuación (2.33) a la acción de los operadores Upsilon-
bar, primero actuando sobre el harmónico de peso cero, bajándole el peso a −1 de forma que el
siguiente operador vuelve a bajarle el peso a −2

Ῡ−1 Ῡ0 Y0
l,m = −

√

l (l + 1) Ῡ−1 Y−1
l,m =

√

(l − 1) l (l + 1) (l + 2)Y−2
l,m. (2.41)

Con lo que lado derecho de la ecuación de perturbación (2.36) queda finalmente como

T4 = T k k T (1)
k k = − 1

2 r2
(u0 + u1)2

∑

lm

ρl,m(t, r)
√

(l − 1) l (l + 1) (l + 2)Y−2
l,m. (2.42)
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La evolución del polvo esta descrito por la ecuación de continuidad para el vector de corriente,
Jµ = ρ uµ, y de la ecuación de conservación del tensor de enerǵıa momento:

Jµ
;µ = 0, (2.43)

T νµ
;µ = 0. (2.44)

La ecuación (2.44) implica las ecuaciones de Euler relativistas, que para el caso de polvo, donde
la presión es igual a cero, se reducen a la ecuación geodésica uν uµ;ν = 0. De la constricción que
se tiene sobre la cuadrivelocidad del polvo uµ uµ = −1, podemos expresar a las componentes de
la cuadrivelocidad en términos de las constantes de movimiento y de la posición de las part́ıculas
considerando primero la constricción en la velocidad como un Lagrangiano

L = gµ ν u
µ uν = uµ uµ = −1, (2.45)

o en términos de la métrica (2.14) tenemos

L = −
(

1 − 2M

r

)

(

u0
)2

+

(

1 +
2M

r

)

(

u1
)2

+
4M

r
u0 u1 = −1 (2.46)

y a la enerǵıa E como una constante de movimiento definida como E = − 1
2

∂L
∂u0 ,

∂L
∂u0

= −2

(

1 − 2M

r

)

u0 +
4M

r
u1 = −2E, (2.47)

con lo que

u0 =
E r + 2M u1

r − 2M
, (2.48)

y sustituyendo (2.48) en (2.46) tenemos que

u1 = ±
√

E2 − 1 + 2
M

r
, (2.49)

con lo cual podemos determinar el valor de las componentes de la cuadrivelocidad de cada part́ıcula
del fluido en función de su posición. Con estas componentes podemos además obtener una expresión

explicita para la velocidad coordenada, vr = dr
dt = u1

u0 . En este caso de cáıda radial, el problema
hidrodinámico se reduce a la ecuación de continuidad (2.43), en la cual usando las ecuaciones (2.48)
y (2.49) obtenemos una ecuación de evolución para la densidad.

∑

lm

∂t ρl,mY0
l,m + vr

∑

lm

∂r ρl,mY0
l,m + 2

E2 − 1 + 3 M
2 r

r
(

E2 − 1 + 2 M
r

) vr
∑

lm

ρl,mY0
l,m = 0. (2.50)

Para cada modo l,m se cumple que

∂t ρl,m + vr ∂r ρl,m + 2
E2 − 1 + 3 M

2 r

r
(

E2 − 1 + 2 M
r

) vr ρl,m = 0. (2.51)

Finalmente, usando el hecho de que u0 + u1 = r E+u1

r−2 M , podemos simplificar la expresión (2.42)
obteniendo para el término de fuente de la ecuación de perturbación:
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T4 = −1

2





E ±
√

E2 − 1 + 2M
r

r − 2M





2

∑

lm

ρl,m(t, r)
√

(l − 1) l (l + 1) (l + 2)Y−2
l,m. (2.52)

Regresándonos ahora a la ecuación de perturbación (2.36) podemos fijarnos en que el operador
de la parte angular (2.20) se puede expresar en términos de los operadores Upsilon y Upsilon-bar.

�θϕ = Ῡ−1 Υ−2, (2.53)

con lo que podemos establecer que la función Φ es una función descrita en términos de los armónicos
esféricos de peso −2.

Φ =
∑

lm

Rl,m(t, r)Y−2
l,m(θ, φ). (2.54)

Usando el hecho de que Y−2
l,m son eigen-funciones de los operadores Upsilon, ecuaciones (2.28) y

(2.29) se tiene

�θϕ Y−2
l,m = Ῡ−1 Υ−2 Y−2

l,m = − (l − 1) (l + 2) Y−2
l,m. (2.55)

Finalmente juntando todos los resultados anteriores, obtenemos que todos los términos en la
ecuaciones de perturbación, incluyendo las fuentes, están expresados en términos de los armónicos
esféricos de peso −2, Y−2

l,m, con lo que podemos obtener una ecuación para la parte temporal y
radial para cada modo l,m.

−
(

r2 + 2M r
) ∂2Rl,m

∂t2
+

(

r2 − 2M r
) ∂2Rl,m

∂r2
+ 4M r

∂2Rl,m

∂t∂r
+

2 (2 r +M)
∂Rl,m

∂t
+ 2 (2 r −M)

∂Rl,m

∂r
+

(

2
M

r
− (l − 1) (l + 2)

)

Rl,m =

4π r3





E ±
√

E2 − 1 + 2M
r

r − 2M





2

√

(l − 1) l (l + 1) (l + 2) ρl,m. (2.56)

Las ecuaciones (2.51) y (2.56) nos permiten estudiar la evolución de cualquier distribución de
polvo en cáıda radial en una dimensión, aśı como la repuesta gravitacional del agujero negro de
Schwarzschild. Podemos observar que existe una degeneración respecto a los modos m, esto se
debe las simetŕıas impuestas; la métrica de Schwarzschild es de simetŕıa esférica y restringimos el
moviendo del polvo a solo cáıda radial.

Para poder estudiar a la respuesta gravitacional en función de la distribución inicial de polvo,
en el caṕıtulo 5 reformularemos a la ecuación de perturbación (2.56) a un sistema de ecuaciones de
evolución de primer orden, que junto con la ecuación de continuidad (2.51), se resolverán numéri-
camente ocupando el método de ĺıneas.
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Caṕıtulo 3

Ondas gravitacionales

3.1. Campo débil

Unas de las propiedades más importantes que debe de satisfacer la teoŕıa de la relatividad
general de Einstein, es que esta se debe de reducir a la teoŕıa de Newton en el ĺımite cuando el
campo gravitacional es débil, como se puede considerar dentro de nuestro sistema solar incluyendo
el campo gravitacional del Sol. El estudio de la relatividad general dentro de este ĺımite es de
gran importancia, primero nos permite reducir la teoŕıa a un caso más común (Sistema Solar) y
segundo, implica la existencia de la radiación gravitacional.

Debido a que en relatividad general los campos gravitacionales están relacionados con la curva-
tura del espacio-tiempo, un campo débil gravitacional debe estar relacionado con un espacio-tiempo
casi plano. En este caso debe de existir un sistema de coordenadas tal que la métrica sea muy cer-
cana a la métrica de Minkowski [4]:

gµν = ηµν + hµν |hµν | ≪ 1. (3.1)

Es importante mencionar que al considerar que la métrica debe ser casi la métrica de Min-
kowski, no solo estamos considerando que la curvatura es plana si no que también estamos en un
sistema coordenado casi cartesiano.

La matriz de transformación de Lorentz en relatividad espacial es:

(Λᾱ
µ) =









γ −vγ 0 0
−vγ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1









(3.2)

Para campo débil podemos definir una transformación de Lorentz de fondo como aquella de la
forma:

xᾱ = Λᾱ
µ x

µ (3.3)

En la cual Λµ̄
α es idéntica a (3.2). Si le aplicamos esta transformación a nuestra métrica casi

plana encontramos:

23



24 CAPÍTULO 3. ONDAS GRAVITACIONALES

gµ̄ν̄ = Λα
µ̄Λβ

ν̄ gαβ = Λα
µ̄Λβ

ν̄ (ηαβ + hαβ)

= ηµ̄ν̄ + Λα
µ̄Λβ

ν̄ hαβ = ηµ̄ν̄ + hµ̄ν̄ , (3.4)

en donde hµ̄ν̄ := Λα
µ̄ Λβ

ν̄ hαβ . Con lo anterior podemos observar que hµν se transforma como un
tensor de segundo rango en relatividad especial, lo que implica que podemos reinterpretar al cam-
po gravitacional débil como un campo dentro de la relatividad especial asociado a un tensor de
segundo rango, hµν . Podemos trabajar como si estuviéramos en un espacio-tiempo plano y usar a
la métrica de Minkowski para bajar y subir ı́ndices a los tensores, con la única excepción de no
usar ηµν para mover ı́ndices al tensor métrico gµν , ya que por definición gµν es la matriz inversa
de gµν .

A partir de la relación del tensor Riemann con el tensor métrico podemos obtener fácilmente,
hasta términos lineales en h:

Rαβµν =
1

2
(∂β∂µhαν + ∂α∂νhβµ − ∂β∂νhαµ − ∂α∂µhβν), (3.5)

aśı como el tensor de Ricci1,

Rµν = ∂α∂(µh ν)α − 1

2
(∂µ∂νh+ ∂α∂

αhµν), (3.6)

con h := hµ
µ la traza de hµν y ∂µ ≡ ηµβ∂β , y por último, podemos obtener al tensor de Einstein

Gµν = ∂α∂(µ h̄ ν)α − 1

2
(∂α∂

αh̄µν + ηµν∂
α∂β h̄αβ), (3.7)

en donde h̄µν := hµν − ηµνh/2 se define como el tensor de traza inversa de hµν . De esta manera
las ecuaciones de campo a orden lineal quedan:

∂α∂(µh ν)α − 1

2
(∂α∂

αh̄µν + ηµν∂
α∂β h̄αβ) = 8π Tµν . (3.8)

Una manera de simplificar a la ecuación (3.8) es pedir que

∂ν h̄
νµ = 0. (3.9)

Está última expresión son cuatro ecuaciones, y nos gustaŕıa encontrar una transformación
adecuada en la que (3.9) se cumpla. Para esto consideremos un pequeño cambio en las coordenadas
de la forma xµ̄ = xµ + ξµ, donde ξµ es un vector pequeño en el sentido de que |∂νξ

µ| ≪ 1. La
matriz Jacobiana estará dada por

Λµ̄
ν = ∂ν x

µ̄ = δµ
ν + ∂νξ

µ, (3.10)

y la inversa hasta términos lineales es

Λν
µ̄ = δν

µ − ∂µξ
ν . (3.11)

1Aqúı estamos tomando la notación que encerrar entre paréntesis significa que las cantidades en cuestión has

sido simetrizadas
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El tensor métrico bajo esta matriz de transformación, gµ̄ν̄ = Λα
µ̄ Λβ

ν̄ gαβ queda

gµ̄ν̄ = ηµν + hµν − 2∂(µ ξν). (3.12)

Ya que lo único que hemos hecho hasta ahora es solo un cambio de coordenadas, la f́ısica
detrás debe permanecer intacta para cualquier ξµ pequeño. Esto es lo que se conoce como una
transformación de norma, y decimos que la teoŕıa linealizada tiene una libertad de norma de la
siguiente forma

hµν → hµν − 2∂(µ ξν), (3.13)

y en términos de h̄µν :

h̄µν → h̄µν − 2∂(µ ξν) + ηµν∂αξ
α. (3.14)

Podemos ahora ver de manera fácil que a partir de la condición (3.9) llegamos a la siguiente
ecuación para ξβ

∂α∂
αξβ = ∂αh̄

αβ , (3.15)

la cual es una ecuación de onda para ξβ con un término fuente, ∂αh̄
αβ , que siempre es posible

resolver. Con lo que es posible encontrar una norma en la que (3.9) se cumpla, dicha norma recibe
el nombre de norma de Lorentz.

Finalmente podemos escribir a la ecuación (3.8) de una manera sencilla

�h̄µν = −16πTµν (3.16)

donde � es el operador DÁlambertiano en un espacio-tiempo plano.

Ahora consideremos a las ecuaciones de campo (3.16) en vaćıo, sin pensar por el momento en
las fuentes que producen ese campo. Las ecuaciones de Einstein en este caso quedan de la forma

�h̄µν = (−∂2
t + ∇2)h̄µν = 0, (3.17)

la cual es la ecuación de onda para h̄µν , con una velocidad de propagación igual a la velocidad de
la luz (c = 1). De esta manera podemos pensar que las perturbaciones en el campo gravitacional
se comportan como ondas que se propagan a la velocidad de la luz, lo que quiere decir que las
ecuaciones de campo linealizadas predicen la existencia de las ondas gravitacionales. La solución
más simple a la ecuación (3.17) es de la forma

h̄µν = Aµνexp(ikαx
α), (3.18)

donde Aµν es el tensor de amplitud y kµ es el vector de onda. Sustituyendo (3.18) dentro de la
ecuación de onda (3.17) llegamos a la condición siguiente

ηαβkαkβ = kαk
α = 0, (3.19)

Aśı, el vector de onda debe ser un vector nulo, o dicho de otra manera, las ondas deben de
propagarse a la velocidad de la luz. Considerando el hecho en que la ecuación (3.17) debe de
satisfacer la condición de norma (3.9), la cual para este caso es
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Aαβkβ = 0, (3.20)

lo que implica que el tensor de amplitud Aµν de ser ortogonal al vector de onda kµ.

Hasta el momento podemos pensar en que el tensor de amplitud tiene 6 grados de libertad
independientes, las 10 componentes independientes de la simetŕıa del tensor Aµν , menos las 4
constricciones de que Aµν debe ser ortogonal a kµν , pero nos falta considerar la libertad de norma
que queda dentro de la norma de Lorentz, en la que el vector de la transformación de norma
ξα está restringido solo por �ξα, con lo que podemos sumarle a ξα cualquier otro vector ξ̃α que
satisfaga que �ξ̃α = 0, sin que se genere algún cambio. De manera particular podemos tomar

ξ̃α = Bαexp(ikβx
β), (3.21)

con Bα cualquier vector constante. Con lo que tenemos otros cuatro grados de libertad, lo cual
reduce a solo 2 las componentes independientes de Aµν . Al vector Bα se escoge de tal manera que
se cumplan las siguientes dos condiciones sobre Aµν .

Aµ
µ = 0 (3.22)

Aµνu
ν = 0, (3.23)

donde uα es cualquier 4-velocidad constante o cualquier vector temporaloide unitario. La condición
(3.22) significa que Aµν es de traza cero lo que implica que hµν = h̄µν y la segunda que es ortogonal
a uµ. En un sistema de referencia en el cual uα = (1, 0, 0, 0), las expresiones (3.20), (3.22) y (3.23)
se reducen a

Aµ0 = 0, Aijk
j = 0, Aj

j = 0. (3.24)

A cualquier tensor que cumpla con (3.24) se le dice que es un tensor transverso con traza cero

, por sus siglas en ingles TT (transverse-traceless), la palabra transverso viene del hecho de que
es un tensor puramente espacial y ortogonal a su dirección de propagación. Si consideramos a la
dirección de propagación a lo largo del eje z, entonces Aµν , por las condiciones en (3.24), tiene la
forma siguiente

Aµν =









0 0 0 0
0 A+ A× 0
0 A× −A+ 0
0 0 0 0









, (3.25)

en donde A+ y A× denotan a los grados de libertad restantes para Aµν .

Habiendo ya encontrado la solución general para una onda gravitacional plana en la norma TT,
la pregunta inmediata es: ¿Cómo estas ondas gravitacionales pueden ser detectadas?, o ¿Cómo estas
ondas afectan al movimiento de las part́ıculas?. Como primer paso para responder estas preguntas,
consideremos al tensor de Riemann en el ĺımite de campo débil (3.5), encontramos que para una
onda propagándose en dirección z, las únicas componentes del tensor de Riemann distintas de cero
en la norma TT son:
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y

x

polarización +

polarización ×

Figura 3.1: Efecto de las ondas gravitacionales sobre un anillo formado de part́ıculas libres según
el tipo de polarización de la onda

Rx
0x0 = Rx0x0 = −1

2
∂0∂0h

TT
xx (3.26)

Ry
0x0 = Ry0x0 = −1

2
∂0∂0h

TT
xy (3.27)

Ry
0y0 = Ry0y0 = −1

2
∂0∂0h

TT
yy = −Rx

0x0 (3.28)

lo que muestra que las ondas gravitacionales producen una curvatura diferente de cero, y no son
solo efectos de la norma. Considerando ahora la ecuación de desviación geodésica [4][8]

aα = −Rα
µβνu

µuνzβ (3.29)

para dos part́ıculas inicialmente en reposo con un vector de separación zβ , tenemos que

aα = −Rα
0β0z

β , (3.30)

o de manera explicita

ax = −k
2
0

2
(A+zx +A×zy)exp(ikαx

α), (3.31)

ay = −k
2
0

2
(A×zx −A+zy)exp(ikαx

α) (3.32)

A partir de estas dos últimas expresiones podemos concluir que las ondas gravitacionales tie-
nen dos diferentes polarización. La primera corresponde cuando A+ 6= 0 y A× = 0 y se le llama
polarización +, mientras que la segunda corresponde a A+ = 0 y A× 6= 0 y se le llama polarización
×. En la Figura 3.1 se muestra como es afectado un anillo formado por part́ıculas libres debido a
las polarizaciones + y × de una onda gravitacional viajando en la dirección perpendicular al anillo.
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Finalmente encontramos que la perturbación a la métrica hµν puede escribirse como

hµν = h+A+
µν + h×A×

µν , (3.33)

donde h+,× son las amplitudes de las dos diferentes polarizaciones, y si consideramos la normali-
zación A+

µν = A×
µν = 1 tenemos

hµν = h+ + h× (3.34)

3.2. Perturbaciones en la métrica de Schwarzschild

Podemos ahora pensar en que la métrica de fondo no es la métrica plana, si no que puede
tratarse de cualquier métrica que sea asintóticamente plana, y que estamos en una región del
espacio suficientemente lejos de la fuente para considerar que las perturbaciones a la métrica casi
no contribuyen a la métrica de fondo. De manera particular podemos considerar que tenemos a la
métrica de Schwarzschild como métrica de fondo.

gµν = g(0)
µν + hµν , (3.35)

donde |hµν | ≪ 1 es la pequeña perturbación, y g
(0)
µν es la métrica de Schwarzschild en coordenadas

estandar (2.1). En la sección anterior estudiamos la transformación de norma de la forma

xµ → xµ + ξµ (3.36)

con |ξµ| ≪ 1. Se puede mostrar que para el caso en que la métrica de fondo no es plana, la libertad
de norma (3.37) toma la siguiente forma

hµν → hµν − 2∇(µ ξν), (3.37)

La única diferencia de esta expresión con la que se deduce en la sección anterior, es que para el
caso en que la métrica de fondo no es plana, se intercambian las derivadas parciales por derivadas
covariantes.

En la sección anterior se mostraron también las propiedades métricas de la perturbación hµν ,
ecuaciones (3.5), (3.6) y (3.7), que para el caso de tener como métrica de fondo a la métrica de
Schwarzschild estas pernanecen sin cambio.

3.2.1. Enerǵıa y momento de las ondas gravitacionales

El siguiente paso ahora es preguntarse la manera de encontrar el flujo de enerǵıa y el momento
que las ondas gravitacionales llevan consigo. Para lograr esto, la manera formal es ocupar el tensor
de enerǵıa-momento de Isaacson, el cual describe a la enerǵıa y al momento asociado a las ondas
gravitacionales [9][4]. En la norma TT, y en un sistema inercial local, el tensor de Isaacson tiene
la forma siguiente:
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Tµν =
1

16π
〈∂µh

+∂νh
+ + ∂µh

×∂νh
×〉 (3.38)

o de manera equivalente

Tµν =
1

16π
Re〈∂µH∂νH̄〉 (3.39)

en donde 〈〉 denota el promedio sobre las longitudes de onda y con H = h+ − ih−.

Del hecho de que nos encontramos en una región en vaćıo y lejos de la fuente, el tensor de
Riemann y el tensor de Weyl coinciden (debido a que el tensor de Ricci de anula), con lo que H,
definido de la manera anterior, puede ser escrito en términos del escalar de Weyl Ψ4. A partir de
la expresión para el tensor de Riemann en la aproximación linealizada (3.5) tenemos entonces

Ψ1 = Ψ2 = Ψ3 = 0, (3.40)

Ψ0 = −1

4
(∂2

t h
+ + 2∂t∂rh

+ + ∂2
rh

+) − i

4
(∂2

t h
× + 2∂t∂rh

× + ∂2
rh

×), (3.41)

Ψ4 = −1

4
(∂2

t h
+ − 2∂t∂rh

+ + ∂2
rh

+) +
i

4
(∂2

t h
× − 2∂t∂rh

× + ∂2
rh

×). (3.42)

en donde ocupamos la tétrada nula definida en (2.15). Para ondasalientes h(r, t) = h(r − t, 0),
de tal forma que ∂rh = −∂th, tenemos que

Ψ0 = Ψ1 = Ψ2 = Ψ3 = 0, (3.43)

Ψ4 = −ḧ+ + iḧ× = −Ḧ. (3.44)

Lo cual implica que para una onda que sale, podemos escribir

H = −
∫ t

−∞

∫ t′

−∞

Ψ4dt
′′dt′. (3.45)

Podemos ahora usar la ecuación (3.39) para encontrar el flujo de enerǵıa y momento que lleva
una onda gravitacional que sale de un sistema aislado. Considerando el flujo de enerǵıa a lo largo
de la dirección i, el cual esta dado por T 0i [8]. El flujo de enerǵıa a lo largo de la dirección radial
de una onda gravitacional está dado en coordenadas locales cartesianas por

dE

dt dA
= T 0r =

1

16π
Re〈∂0H∂rH̄〉 = − 1

16π
Re〈∂tH∂rH̄〉 (3.46)

donde dA es el elemento de área ortogonal a la dirección radial. Debido a que la onda es una onda
propagándose hacia afuera de la fuente, ∂rh = −∂th, tenemos

dE

dt dA
=

1

16π
〈Ḣ ˙̄H〉 =

1

16π
〈|Ḣ|2〉 (3.47)

Ahora para calcular el flujo total de enerǵıa, integramos sobre toda la esfera

dE

dt
= ĺım

r→∞

r2

16π

∮

|Ḣ|2dΩ = ĺım
r→∞

r2

16π

∮
∣

∣

∣

∣

∫ t

−∞

Ψ4dt
′

∣

∣

∣

∣

2

dΩ, (3.48)
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donde dA = r2dΩ, con dΩ el elemento de ángulo sólido, y se considera el ĺımite cuando el radio es
infinito debido a que el tensor de enerǵıa-momento de Isaacson es solo válido en la aproximación
de campo débil.

Por último consideramos el flujo de momento el cual corresponde a la parte espacial del tensor
de enerǵıa-momento T ij [8]. El flujo de momento i a lo largo de la dirección radial está dado por

dPi

dt dA
= T ir =

1

16π
Re〈∂iH∂rH̄〉. (3.49)

Si consideremos ahora que estamos lo suficientemente lejos para poder aproximar localmente a
la ondas gravitacionales como ondas planas, ∂iH ≃ (xi/r)∂rH, y usar de nueva cuenta el hecho de
que es una onda saliente ∂rh = −∂th, tenemos que

dPi

dt dA
≃ 1

16π
li〈|Ḣ|2〉, (3.50)

donde ~l es el vector radial unitario en un espacio-tiempo plano

~l = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ). (3.51)

Podemos observar de (3.50) que la magnitud de flujo de momento es igual a la magnitud del
flujo de enerǵıa, lo es de esperarse para ondas planas. Finalmente el flujo total de momento se
obtiene integrando sobre la esfera la expresión (3.50)

dPi

dt
= ĺım

r→∞

r2

16π

∮

li|Ḣ|2dΩ = ĺım
r→∞

r2

16π

∮

li

∣

∣

∣

∣

∫ t

−∞

Ψ4dt
′

∣

∣

∣

∣

2

dΩ. (3.52)



Caṕıtulo 4

Métodos Numéricos

Algunos autores consideran que las ecuaciones diferenciales, tanto como ordinarias como par-
ciales, son el corazón de la percepción que tenemos del universo f́ısico. Por esta razón los métodos
numéricos para la resolución de estas ecuaciones son la herramienta fundamental para obtener
información de gran importancia acerca del comportamiento de la naturaleza.

En este caṕıtulo se explicarán los métodos numéricos de uso cotidiano para la resolución de ecua-
ciones diferenciales ordinarias y ecuaciones diferenciales parciales. Se explicarán algunos términos
como: el error numérico y los diferentes tipos de errores que existen; la convergencia; consistencia

y estabilidad de un método numérico. Finalmente se hablará sobre los diferentes tipos que ecua-
ciones diferenciales parciales y su clasificación.

4.1. Error de Truncamiento en los Métodos Numéricos

Existen dos causas principales de errores en los cálculos numéricos. La primera es el error de

truncamiento y la segunda es el error de redondeo. Los errores de truncamiento se deben a las
aproximaciones utilizadas en la fórmula matemática del modelo. La serie de Taylor es el medio
más importante que se emplea para obtener los modelos numéricos y analizar los errores de trun-
camiento.

Los errores de redondeo se asocian con el número limitado de d́ıgitos con que se representan los
números en una computadora. Para poder comprender la naturaleza de estos errores, es necesario
aprender las formas en que se almacenan los números y como se llevan a cabo las sumas y restas
dentro de una computadora.

El desarrollo de Taylor, que es una serie infinita de potencias, representa de manera exacta
a una función dentro de un cierto radio alrededor de un punto dado. Por lo tanto, mediante la
comparación del desarrollo polinomial de la solución numérica con la serie de Taylor de la solución
exacta, particularmente al descubrir el orden en donde aparece la discrepancia, es posible evaluar
el error, el cual se le llama como error de truncamiento.

31
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También se usa la serie de Taylor para obtener métodos numéricos. Si se ignoran todos los
términos de la serie de Taylor, excepto unos pocos, se puede obtener un polinomio que se aproxime
a la función exacta. A veces a este polinomio se le llama serie de Taylor truncada y se usa como
punto de partida para obtener métodos numéricos, algunos de estos métodos se discutirán mas
adelante.

Se dice que una función u : Ω ⊂ R → R es anaĺıtica en x ∈ Ω si se puede representar por
medio de una serie de potencias en términos de la norma h de una partición homogénea del dominio
Ph(Ω). Una condición necesaria para que una función sea anaĺıtica es que todas sus derivadas sean
continuas, o que sea de clase C∞, tanto en x ∈ Ω, como en alguna vecindad alrededor de ese punto.

Si u es anaĺıtica alrededor de un punto x, se puede representar u(x) de manera exacta en la
vecindad de x por medio de su serie de Taylor:

u(x± h) = u(x) ± h∂xu(x) +
h2

2
∂2

xu(x) ±
h3

6
∂3

xu(x) + O(h4), (4.1)

en donde por notación se usará u(x± h) = ui±1.

Para una norma de la partición, h, suficientemente pequeña la serie está dominada por los pri-
meros términos de la serie (4.1), de modo que truncando la serie se pueden obtener aproximaciones
a las derivadas. Para la serie (4.1) el error de truncamiento corresponde a la función:

O(h4) =

∞
∑

n=4

(±h)n

n!
∂n

xu(x) (4.2)

4.1.1. Error global y error relativo

Si u se define como la solución exacta a un problema diferencial en dos o más dimensiones:

Lu(~x) = f(~x), (4.3)

donde L representa al operador diferencial lineal. Sea uh quién representa a la solución para el
operador discretizado Lh:

Lhuh(~x) = fh(~x), (4.4)

donde h representa un valor de la norma de la partición del dominio.

Estamos interesados en saber como uh se aproxima a la solución exacta u, para ello definimos
el error global como la diferencia entre las dos soluciones:

ǫh := u− uh, (4.5)

y se define también el error relativo como:

ǫhr :=
u− uh

u
, (4.6)
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el cual resulta mas útil en los casos que nos interesa una medida del error en términos del porcen-
taje de la solución exacta.

4.1.2. Error de truncamiento local

El error de truncamiento local, τh, se define como el residuo de aplicar el operador discretizado,
Lh, a la solución exacta [10]:

τh := Lhu(~x) − fh(~x), (4.7)

usando en (4.7) la expresión (4.5) para u y la ecuación (4.4), se obtiene:

τh = Lhǫh, (4.8)

El error de truncamiento local es simplemente la aplicación del operador discretizado al error
global. Como se verá más adelante, cuando analicemos algunos métodos númericos, el error de
truncamiento local está relacionado directamente con el orden de la aproximación de los operado-
res diferenciales.

4.2. Normas

Para poder hablar de convergencia en la siguiente sección, es necesario primero que estudie-
mos lo que es una norma y los diferentes tipos que existen. En general la norma de un vector
~x = {x1, x2, · · · , xn} debe de satisfacer las siguientes propiedades.

Debe positiva definida: ‖ ~x ‖≥ 0.

la norma es nula si solo si el vector es nulo: ‖ ~x ‖= 0 ⇔ ~x = 0.

Para α ∈ R, ‖ α~x ‖= | α |‖ ~x ‖.

Se cumple la desigualdad del triangulo: ‖ ~x+ ~y ‖≤‖ ~x ‖ + ‖ ~y ‖

Algunas de las normas comúnmente utilizadas son:

La norma L1 : ‖ ~x ‖1 :=
∑n

i=1 | ~xi |.

La norma L2 : ‖ ~x ‖2 :=
(
∑n

i=1 x
2
i

)1/2
.

La norma L∞ : ‖ ~x ‖∞ := máx {| xi |}.

En general la norma Lk : ‖ ~x ‖k :=
(
∑n

i=1 | ~xi |k
)1/k

.
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Otra norma que es utilizada muy frecuentemente es la ráız cuadrática media, conocida como
rms, que es la norma L2 normalizada por el número de dimensiones:

‖ ~x ‖rms :=

√

∑n
i=1 x

2
i

n
,

De manera similar se pueden definir la norma de una función u(x):

La norma L1 : ‖ u ‖1 :=
∫ ∞

−∞
| u(x) | dx.

La norma L2 : ‖ u ‖2 :=
[

∫ ∞

−∞
| u(x) |2 dx

]1/2

.

La norma L∞ : ‖ u ‖∞ := sup | u(x) |.

En general la norma Lk : ‖ u ‖k :=
[

∫ ∞

−∞
| u(x) |k dx

]1/k

.

Para el caso de matrices, la norma se puede expresar en términos de la norma vectorial, de esta
forma la norma de una matriz A generada por la norma de un vector ‖ ~x ‖ está dada por:

‖ A ‖ := máx
‖ A · ~x ‖
‖ ~x ‖ ,

y se tiene tambien las siguientes normas para matrices:

La norma L1 : ‖ A ‖1= máxj

∑n
i=1 | aij |, el máximo de las sumas de las columnas.

la norma L1 : ‖ A ‖2=
√

máxλ (AA∗) en donde A∗ es la matriz adjunta y λ (AA∗) repre-
senta los valores propios de AA∗.

La norma L∞ : ‖ A ‖∞= máxi

∑n
j=1 | aij |, es el máximo de las sumas de las filas.

4.3. Convergencia, consistencia y estabilidad

Se dice que un método es convergente en alguna norma en particular si:

ĺım
h→0

‖ ǫh ‖= 0, (4.9)

Es decir que la solución para los operadores discretizados, uh, concuerda con la solución exacta de
la ecuación diferencial original en el ĺımite cuando la norma de la partición, h, tiende a cero.

Se dice que un método numérico es consistente con la ecuación diferencial si:

ĺım
h→0

‖ τh ‖= 0, (4.10)
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Lo que quiere decir que la ecuación diferencial discretizada se reduce a la ecuación diferencial
original en el ĺımite cuando la norma de la partición, h, tiende a cero.

Dado que el operador diferencial discretizado, Lh, es un operador lineal, a este se le puede
asociar una matriz A (en muchos casos A es una matriz tridiagonal), de modo que la ecuación
(4.4) se puede escribir como:

A · uh = fh, (4.11)

en donde ahora uh y fh representan a los vectores asociados a uh(~x) y fh(~x). De esta manera el
vector asociado al error de truncamiento local, ecuación (4.8), queda como

τh = A · ǫh. (4.12)

Si suponemos que existe la inversa de la matriz asociada al operador discretizado, A−1, de la
ecuación anterior se obtiene:

ǫh = A−1 · τ, (4.13)

tomando la norma en la expresión anterior:

‖ ǫh ‖= ‖ A−1 · τ ‖, (4.14)

y usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se obtiene:

‖ ǫh ‖≤‖ A−1 ‖‖ τ ‖, (4.15)

De esta manera para que la norma del error global esté acotada, también lo debe de estar la
norma de A−1, a esta condición es a lo que se le conoce como estabilidad, la cual se define de la
manera siguiente:

Se dice que un operador lineal Lh, con una matriz asociada A, es estable si para toda norma
de la partición (h) existe A−1, y existe C ∈ R+ y h0 tales que:

‖ A−1 ‖≤ C, ∀h < h0. (4.16)

De manera similar la estabilidad de un método numérico puede ser entendida como la necesi-
dad de pedir que la solución, uh, al operador discretizado, Lh, permanezca acotada para cualquier
h < h0.
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Sustituyendo (4.16) y (4.10) en (4.15) obtenemos

‖ ǫ ‖≤ C ‖ τ ‖→ 0, h→ 0, (4.17)

Lo que implica que para los métodos numéricos que cumple con estabilidad y consistencia

cumplen también con convergencia, ecuación (4.9). Este resultado se le conoce como Teorema de
equivalencia de Lax.

4.4. Discretización de operadores diferenciales

La diferenciación numérica, o aproximación por diferencias finitas, se utiliza para evaluar las
derivadas de una función por medio de sus valores dados en los puntos de una ret́ıcula. Para ilus-
trar la diferenciación numérica, consideremos una función anaĺıtica u y supongamos que se desea
evaluar la primera derivada de u en un punto x del dominio. Si se conocen los valores de u en
x− h, x y x+ h, en donde h es la norma de la partición del dominio, entonces a partir de la serie
de Taylor (4.1) se pueden obtener las siguientes aproximaciones:

Aproximación por diferencias hacia adelante

∂xui =
ui+1 − ui

h
+ O(h) (4.18)

Aproximación por diferencias hacia atrás

∂xui =
ui − ui−1

h
+ O(h) (4.19)

Aproximación por diferencias centrales

∂xui =
ui+1 − ui−1

2h
+ O(h2) (4.20)

Mientras que las aproximaciones hacia adelante y hacia atrás para la primera derivada son de
primer orden O(h) ∼ ±1/2h∂2

xui, la aproximación por diferencias central se obtiene al restar la
expansión de Taylor de ui−1 de la expansión de ui+1 con lo que el termino de primer orden se
cancela y el error de truncamiento para este caso es de segundo orden O(h2) ∼ 1/6h2 ∂3

xui.

De manera parecida se pueden obtener aproximaciones por diferencias para la segunda y tercera
derivada a partir de los desarrollos en Taylor.

Segunda derivada
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Aproximación por diferencias hacia adelante

∂2
xui =

ui+2 − 2ui+1 + ui

h2
+ O(h), O(h) = −h∂3

xui (4.21)

Aproximación por diferencias hacia atrás

∂2
xui =

ui − 2ui−1 + ui−2

h2
+ O(h), O(h) = h∂3

xui (4.22)

Aproximación por diferencias centrales

∂2
xui =

ui+1 − 2ui + ui−1

h2
+ O(h2), O(h) = − 1

12
h2∂4

xui (4.23)

Tercera derivada

Aproximación por diferencias hacia adelante

∂3
xui =

ui+3 − 3ui+2 + 3ui+1 − ui

h3
+ O(h), O(h) = −1

3
h∂4

xui (4.24)

Aproximación por diferencias hacia atrás

∂3
xui =

ui − 3ui−1 + 3ui−2 − ui−3

h3
+ O(h), O(h) =

1

3
h∂4

xui (4.25)

Aproximación por diferencias centrales

∂3
xui =

ui+2 − 2ui+1 + 2ui−1 − ui−2

h3
+ O(h2), O(h) = −1

4
h∂5

xui (4.26)

4.5. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Los problemas de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) se clasifican en problemas con
condiciones iniciales y problemas con condiciones en la frontera. Muchos de los problemas con
condiciones iniciales dependen del tiempo; en ellos, las condiciones para la solución están dadas en
el tiempo inicial. Como se observará más adelante los métodos numéricos para los problemas con
condiciones iniciales difieren en gran forma de los métodos para los problemas con condiciones en
la frontera.
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4.5.1. Problemas con condiciones iniciales

Los problemas con condiciones iniciales de EDO de primer orden se pueden escribir en la forma

y′(t) = f(y, t) y(0) = y0 (4.27)

donde f(y, t) es una función de y y t, y la segunda ecuación es una condición inicial. En la ecuación
(4.27), la primera derivada de y está dada como una función conocida de y y t, y queremos conocer
a la función incógnita y integrando a f(y, t).

La condición inicial siempre es parte de la definición del problema, debido a que la solución
de un problema con condiciones iniciales se puede determinar de manera única si dicha condi-
ción inicial esta dada. Los métodos numéricos para las EDO calculan la solución en los puntos
tn = tn−1 + h, donde h es el tamaño del paso en el tiempo.

Métodos de Euler

Los métodos de Euler son adecuados para una programación rápida debido a su sencillez, de
hecho, una gran parte de los métodos numéricos para las ecuaciones diferenciales parciales se basan
en los métodos de Euler. Los métodos de Euler tienen tres versiones: a) Euler hacia adelante, b)
Euler modificado y c) Euler hacia atrás.

Método de Euler hacia adelante

El método de Euler hacia adelante para la ecuación y′ = f(y, t) se obtiene reescribiendo la
aproximación por diferencias hacia adelante (4.18),

yn+1 − yn

h
≃ y′n (4.28)

como

yn+1 = yn + hf(yn, tn) (4.29)

donde se usa y′n = f(yn, tn). Mediante la ecuación (4.29), se calcula yn en forma recursiva como

y1 = y0 + hy′0 = y0 + hf(y0, t0)

y2 = y1 + hf(y1, t1)

y3 = y2 + hf(y2, t2)

...

yn = yn−1 + hf(yn−1, tn−1)

Aunque el método de Euler hacia adelante es muy sencillo, debe utilizarse cuidadosamente para
evitar dos tipos de errores, los errores de truncamiento y la posible inestabilidad, a menos de que
el intervalo de tiempo h sea suficientemente pequeño. Una ecuación caracteŕıstica con solución
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decreciente es y′ = −α y, y(0) = y0 > 0, donde α > 0. La solución exacta es y = y0 e
−αt. El

método de Euler hacia adelante para este problema es

yn+1 = (1 − αh)yn

Si αh < 1, la solución numérica es decreciente y positiva; pero si αh > 1, el signo de la solución
es alternante. Además, si αh > 2, la magnitud de la solución aumenta en cada paso y la solución
oscila. Esto es un ejemplo de inestabilidad.

Método de Euler modificado

El método de Euler modificado tiene dos motivaciones. La primera es que es más exacto que el
anterior y la segunda es que es más estable que el anterior.

Este método se obtiene al aplicar la regla del trapecio [11] para integrar y′ = f(y, t):

yn+1 = yn +
h

2
[f(yn+1, tn+1) + f(yn, tn)] (4.30)

Para dar una explicación de por que el método modificado es más exacto respecto al método de
Euler hacia adelante, consideremos una ecuación de prueba, y′ = α y. Entonces, la ecuación (4.30)
para este problema es

yn+1 = yn +
αh

2
(yn+1 + yn) (4.31)

o bien, al despejar yn+1,

yn+1 =

(

1 +
αh

2

) (

1 − αh

2

)−1

yn

desarrollando los coeficientes de esa ecuación tenemos

yn+1 =

(

1 + αh+
1

2
(αh)2 +

1

4
(αh)3 + · · ·

)

yn

Al hacer la comparación de este desarrollo con la serie de Taylor del valor exacto, y(tn+1) =
yn e

αh, tenemos que la ecuación (4.31) es exacta hasta el término de segundo orden. Por otro lado,
un análisis similar del método de Euler hacia adelante mostrará que tiene una exactitud de primer
orden.

Método de Euler hacia atras

Este método se basa en aproximar por diferencias hacia atrás y se escribe como

yn = yn+1 − hf(yn+1, tn+1) (4.32)

La exactitud de este método es la misma que la del de Euler hacia adelante. Sin embargo, las
ventajas son: a) el método es estable para los problemas ŕıgidos [11], y b) la solución es positiva si
la solución exacta es positiva.
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Métodos de Runge-Kutta

Una desventaja fundamental de los métodos de Euler consiste en que los órdenes de exactitud
son bajos. Esta desventaja tiene dos facetas. Para mantener una alta exactitud se necesita una h
pequeña, lo que aumenta el tiempo de cálculo y provoca errores de redondeo.

En los métodos de Runge-Kutta, el orden de exactitud aumenta al utilizar puntos intermedios
en cada intervalo. Una mayor exactitud implica además que los errores decrecen más rápido al
reducir h, en comparación con los métodos de exactitud baja de Euler.

Consideremos una ecuación diferencial ordinaria

y′ = f(y, t), y(0) = y0 (4.33)

Para calcular yn+1 en tn+1 = tn + h, dado un valor de yn, integramos la ecuación (4.33) en el
intervalo [tn, tn+1]:

yn+1 = yn +

∫ tn+1

tn

f(y, t) dt (4.34)

Los métodos de Runge-Kutta se obtienen al aplicar un método de integración numérica a la
integral del lado derecho de la ecuación (4.34).

Método de Runge-Kutta de segundo orden

Aplicamos la regla del trapecio al lado derecho de la ecuación (4.34):

∫ tn+1

tn

f(y, t) dt ≃ 1

2
h [f(yn, tn) + f(yn+1, tn+1)] (4.35)

En esta ecuación, yn+1 es una incógnita, por lo que aproximamos el segundo término mediante
f(ȳn+1, tn+1), donde ȳn+1 es la primera estimación de yn+1 obtenida mediante el método de Euler
hacia adelante. Este esquema se conoce como el método de Runge-Kutta de segundo orden y se
puede resumir de la siguiente manera

ȳn+1 = yn + h f(yn, tn)

yn+1 = yn +
h

2
[f(yn, tn) + f(ȳn+1, tn+1)]

Una forma canónica de lo anterior es

k1 = h f(yn, tn)

k2 = h f(yn + k1, tn+1)

yn+1 = yn +
1

2
[k1 + k2] (4.36)

Como se puede ver en [11] y [12] el método de Runge-Kutta de segundo orden tiene una exac-
titud del orden de h2.
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Método de Runge-Kutta de tercer orden

Un método de Runge-Kutta más exacto que el anterior es resultado de un esquema de integra-
ción numérica de orden superior para el segundo término de la ecuación (4.34). Con la regla de
1/3 se Simpson [11], la ecuación (4.34) es:

yn+1 = yn +
h

6
[ f(yn, tn) + 4f(ȳn+ 1

2
, tn+ 1

2
) + f(ȳn+1, tn+1)] (4.37)

Donde ȳn+1 y ȳn+ 1
2

son estimaciones, puesto que no conocemos yn+1 y yn+ 1
2
.

El método de Runge-Kutta con una exactitud de tercer orden se escribe como [11]

k1 = hf(yn, tn)

k2 = hf

(

yn +
1

2
k1, tn +

h

2

)

k3 = hf(yn − k1 + 2k2, tn + h) (4.38)

yn+1 = yn +
1

6
(k1 + 4k2 + k3)

Método de Runge-Kutta de cuarto orden

El método de Runge-Kutta de cuarto orden se obtiene de una manera análoga a la de tercer
orden, excepto que se utiliza un paso intermedio adicional para evaluar la derivada. El método de
Runge-Kutta de cuarto orden tiene una exactitud hasta el término de cuarto orden del desarrollo
de Taylor, por lo que el error es proporcional a h5.

Las siguientes dos versiones del método de Runge-Kutta de cuarto orden son las más ocupadas.
La primera se basa en la regla de 1/3 de Simpson y se escribe como

k1 = hf(yn, tn)

k2 = hf

(

yn +
k1

2
, tn +

h

2

)

k3 = hf

(

yn +
k2

2
, tn +

h

2

)

(4.39)

k4 = hf(yn + k3, tn + h)

yn+1 = yn +
1

6
[k1 + 2k2 + 2k3 + k4]

La segunda versión se basa en la regla de 3/8 de Simpson y se expresa como
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k1 = hf(yn, tn)

k2 = hf

(

yn +
k1

3
, tn +

h

3

)

k3 = hf

(

yn +
k1

3
+
k2

3
, tn +

2h

3

)

(4.40)

k4 = hf(yn + k1 − k2 + k3, tn + h)

yn+1 = yn +
1

8
[k1 + 3k2 + 3k3 + k4]

La aplicación del método de Runge-Kutta de cuarto orden a un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias es análoga a la aplicación del método de segundo orden. Consideremos un conjunto de
dos ecuaciones:

y′ = f(y, z, t)

z′ = g(y, z, t) (4.41)

El método de Runge-Kutta de cuarto orden para este conjunto es

k1 = hf(yn, zn, tn)

l1 = h g(yn, zn, tn)

k2 = hf

(

yn +
k1

2
, zn +

l1
2
, tn +

h

2

)

l2 = h g

(

yn +
k1

2
, zn +

l1
2
, tn +

h

2

)

k3 = hf

(

yn +
k2

2
, zn +

l2
2
, tn +

h

2

)

l3 = h g

(

yn +
k2

2
, zn +

l2
2
, tn +

h

2

)

k4 = hf(yn + k3, zn + l3, tn + h)

l4 = h g(yn + k3, zn + l3, tn + h)

yn+1 = yn +
1

6
[k1 + 2k2 + 2k3 + k4]

zn+1 = zn +
1

6
[l1 + 2l2 + 2l3 + l4] (4.42)

Los métodos de Runge-Kutta están sujetos a dos tipos de errores: el error de truncamiento y el
de inestabilidad. El error de truncamiento se debe a la discrepancia entre el desarrollo de Taylor
del método numérico y el de la solución exacta. El tamaño del error decrece al aumentar el orden
del método. Por otro lado, la inestabilidad es un efecto acumulado del error local, de forma que el
error de la solución crece sin ĺımite al avanzar los intervalos de tiempo.

Para analizar la estabilidad de un método de Runge-Kutta consideremos la ecuación de prueba
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y′ = α y (4.43)

Donde α < 0. Para yn dada, el valor exacto de yn+1 está dada en forma anaĺıtica por

yn+1 = yne
αh (4.44)

Conviene observar que |yn+1| decrece cuando el tiempo aumenta, ya que α < 0. La solución
numérica de la ecuación (4.43) mediante el método de Runge-Kutta de cuarto orden es

k1 = αh yn

k2 = αh

(

yn +
k1

2

)

= αh

(

1 +
1

2
αh

)

yn

k3 = αh

(

yn +
k2

2

)

= αh

(

1 +
1

2
αh

(

1 +
1

2
αh

))

yn

k4 = αh (yn + k3) = αh

(

1 + αh

(

1 +
1

2
αh

(

1 +
1

2
αh

)))

yn

yn+1 =

[

1 + αh+
1

2
(αh)2 +

1

6
(αh)3 +

1

24
(αh)4

]

(4.45)

La ecuación (4.45) es igual a los primeros cinco términos del desarrollo de Taylor para el lado
derecho de la ecuación (4.44) alrededor de tn. El factor

γ = 1 + αh+
1

2
(αh)2 +

1

6
(αh)3 +

1

24
(αh)4 (4.46)

de la ecuación (4.45) aproxima a eαh de la ecuación (4.44), por lo que en esta aproximación se
origina tanto el error de truncamiento como la inestabilidad de la ecuación (4.45).

En la figura 4.1 se gráfica la ecuación (4.46) y eαh, para poderlas comparar. La figura indica
que si α < 0 y el valor absoluto de αh aumenta, crece la desviación de γ con respecto de eαh, por
lo que se incrementa el error del método de Runge-Kutta. En particular, cuando αh ≤ −2.785, el
método se vuelve inestable, debido a que el valor absoluto de la solución numérica crece a cada
paso, mientras que el valor absoluto de la solución exacta decrece en cada paso por un factor de eαh.

En las aplicaciones prácticas del método de Runge-Kutta, es posible determinar el tamaño
óptimo de un intervalo de la ret́ıcula de la manera siguiente. Supongamos que queremos mantener
menor que ξ el error local del método de Runge-Kutta de tercer orden. El error local de este método
para un intervalo de prueba h es proporcional a h4, por lo que expresamos el error en la forma

Eh = Bh4 (4.47)

donde B es una constante que depende del problema dado. Si aplicamos el mismo método de
Runge-Kutta en dos pasos y con h/2 como intervalo de tiempo, el error resulta ser proporcional a
2(h/2)4, donde el factor de 2 se debe a la acumulación del error en dos etapas. Aśı, se tiene que

2Eh/2 = 2B

(

h

2

)4

=
1

8
Bh4 (4.48)
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Figura 4.1: Dominio de estabilidad

Restamos la ecuación (4.48) a la ecuación (4.47), con lo que obtenemos

Eh − 2Eh/2 = Bh4 − 1

8
Bh4 =

7

8
Bh4 (4.49)

Podemos evaluar el lado izquierdo de la ecuación anterior ejecutando el esquema dos veces,
partiendo del mismo valor inicial. En la primera ejecución, sólo se avanza un intervalo, utilizando
un valor de prueba h, denotamos el resultado de este cálculo como [y1]h. En la segunda ejecución,
[y2]h/2 recalcula en dos intervalos de tiempo, h/2 como intervalo. Usamos los resultados de estos
dos cálculos y evaluamos el lado izquierdo de la ecuación (4.49) como sigue

Eh − 2Eh/2 = [y1]h − [y2]h/2 (4.50)

Sustituimos la ecuación (4.50) en la ecuación (4.49) y despejamos a B.

B =
8

7
([y1]h − [y2]h/2)/h

4 (4.51)

Una vez determinada B, podemos encontrar el h máximo que satisface el criterio de Eh ≤ ξ,
sustituyendo Eh = ξ en la ecuación (4.47) y despejando h:

h =

(

ξ

B

)
1
4

(4.52)

4.5.2. Problemas con valores en la frontera

En los problemas de ecuaciones diferenciales ordinarias unidimensionales con valores en la fron-
tera, se pide que la solución satisfaga las condiciones de frontera en ambos extremos del dominio
unidimensional. La definición de las condiciones en la frontera es parte fundamental de los proble-
mas de este tipo. Consideremos la ecuación
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− d

dx
p(x)

d

dx
φ(x) + q(x)φ(x) = S(x) (4.53)

el primer termino es el de difusión; el segundo es el de la pérdida y el lado derecho es el término
de la fuente, independientemente de la situación f́ısica particular en cuestión.

La ecuación (4.53) es una ley de conservación de la difusión. Al integrar la ecuación (4.53) en
[a, b] tenemos que

Z(b) − Z(a) +

∫ b

a

q(x)φ(x)dx =

∫ b

a

S(x)dx (4.54)

donde

Z(x) = −p(x) d
dx
φ(x)

es el flujo en x. Los términos primero y segundo de la ecuación (4.54) son, respectivamente, el
flujo hacia adentro y el flujo hacia fuera de la propiedad representada por φ, el tercer término
es la pérdida total en [a, b] y el lado derecho es la fuente total en [a, b]. Aśı, (4.54) representa la
conservación de alguna propiedad f́ısica en el intervalo [a, b].

Una v́ıa general para resolver los problemas con valores en la frontera consta de: a) la obtención
de ecuaciones en diferencias y b) la resolución de dichas ecuaciones en forma simultánea. Para
desarrollar este método, consideremos la ecuación

−φ′′(x) + qφ(x) = S(x), 0 < x < H (4.55)

con condiciones en la frontera

φ′(0) = 0 (condición en la frontera izquierda)

φ(H) = φR (condición en la frontera derecha) (4.56)

donde q es un coeficiente constante. Si dividimos el domino en N intervalos de igual longitud h y
aplicamos la aproximación por diferencias centrales para la segunda derivada del primer término
de la ecuación (4.55), obtenemos la ecuación en diferencias para la i-́ısima ret́ıcula:

−φi−1 + 2φi − φi+1

h2
+ qφi = Si (4.57)

donde φi = φ(xi), Si = S(xi) y se supone que q es constante. Multiplicamos la ecuación anterior
por h2:

−φi−1 + (2 + w)φi − φi+1 = h2Si (4.58)

donde w = h2q. Esta ecuación se puede aplicar a todos los puntos de la ret́ıcula, excepto cuando
i = 1 e i = N + 1.

La condición de la frontera izquierda, dada por la ecuación (4.56) es equivalente a una condición
simétrica en la frontera llamada condición adiabática en la frontera en el caso de que se trate de una
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ecuación de difusión de calor. Si consideramos un punto hipotético de la ret́ıcula i = 0 localizado
en x = −h la ecuación (4.58) en el caso i = 1 es

−φ0 + (2 + w)φ1 − φ2 = h2S1

En esta ecuación, podemos hacer φ0 = φ2 debido a la simetŕıa. Al dividir la ecuación entre 2 se
tiene

(

1 +
w

2

)

φ1 − φ2 =
1

2
h2S1 (4.59)

Como φN+1 = φ(H) = φR en la frontera derecha, la ecuación (4.58) con i = N es

−φN−1 + (2 + w)φN = h2SN + φR (4.60)

Donde los términos conocidos se pasaron del lado derecho. El conjuntote ecuaciones (4.58), (4.59)
y (4.60) se escriben en forma conjunta como

(1 + w/2)φ1 − φ2 = h2S1/2

−φ1 + (2 + w)φ2 − φ3 = h2S2

−φ2 + (2 + w)φ3 − φ4 = h2S3 (4.61)

. . . =
...

−φN−1 + (2 + w)φN = h2SN + φR

o en la forma matricial equivalente















1 + w/2 −1
−1 2 + w −1

−1 2 + w −1
. . .

−1 2 + w





























φ1

φ2

φ3

...
φN















=















h2S1/2
h2S2

h2S3

...
h2SN + φR















(4.62)

Todos los elemento de la matriz de la ecuación (4.62) son cero, excepto los de las tres diagonales.
Esta forma especial recibe el nombre de matriz tridiagonal y aparece muy frecuentemente en los
métodos numéricos para problemas con valores en la frontera. Llamaremos a la ecuación (4.61) o
(4.62) una ecuación tridiagonal, la cual se resuelve mediante el método tridiagonal [11].

4.6. Ecuaciones Diferenciales Parciales

Las ecuaciones diferenciales parciales (EDP) de segundo orden se pueden clasificar en tres tipos:
1) parabólicas, 2) eĺıpticas y 3) hiperbólicas. Para distinguir los tipos consideremos la siguiente
forma general de una EDP de segundo orden en dos variables:

A
∂2φ

∂x2
+B

∂2φ

∂x ∂y
+ C

∂2φ

∂y2
+D

∂φ

∂x
+ E

∂φ

∂y
+ Fφ = S (4.63)
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donde x y y son variables independientes y A,B,C,D,E, F y S son funciones dadas de x y y. La
ecuación (4.63) es de alguno de los tres tipos, según las condiciones siguientes:

Parabólica si B2 − 4AC = 0

Eĺıptica si B2 − 4AC < 0 (4.64)

Hiperbólica si B2 − 4AC > 0

Por nuestro interes principal de poder resolver de manera numérica a la ecuación de perturba-
ción para Ψ4 (2.56) nos centraremos en estudiar solo a las EDP de tipo hiperbólico, debido a que
esta ecuación de perturbación, como se verá en el siguiente caṕıtulo, al reducirla a un sistema de
ecuaciones de primer orden, quedan tres ecuaciones de evolución de tipo hiperbólico.

4.6.1. Ecuaciones Diferenciales Hiperbólicas

Las ecuaciones que rigen el comportamiento del transporte convectivo de materia y de sus
propiedades f́ısicas, aśı como el de las ondas elásticas, acústicas y electromagnéticas, son EDP hi-
perbólicas. Las ecuaciones básicas del flujo de fluidos sin viscosidad son EDP hiperbólicas. Incluso
las ecuaciones para los fluidos viscosos se pueden analizar como si fueran hiperbólicas si el efecto
de la viscosidad es débil.

Podemos escribir una EDP hiperbólica tanto en la forma de segundo orden como en la de primer
orden. Es fácil pasar de la primera a la segunda y mostrar que se cumple con el criterio (4.64). La
mayoŕıa de las EDP hiperbólicas para el transporte de materia y sus propiedades están en la forma
de primer orden; en tanto que las referentes a las ondas elásticas, acústicas y electromagnéticas
están en la forma de segundo orden. Sin embargo, muchos de los esquemas numéricos para las EDP
hiperbólicas se basan en la forma de primer orden. En esta sección nos centraremos en las EDP
hipérbolicas lineales en la forma conservativa:

∂

∂t
u(x, t) +

∂

∂x
f(x, t) = s(x, t) (4.65)

donde f es una función lineal de u y s es un término fuente.

Las aproximaciones por diferencias de las ecuaciones hiperbólicas puede incluir soluciones con
saltos discretos, por ejemplo, una onda cuadrada propagandose con una cierta velocidad v. Sin
embargo solo mostraremos los esquemas numéricos para las EDP hiperbólicas cuando se tienen
soluciones suaves.

Método de Caracteŕısticas

Supongamos que en la ecuación (4.65) la función f es de la forma f = a(x)u(x, t) y deseamos
determinar una solución anaĺıtica de

ut + a(x)ux = s(x, t) (4.66)

a los largo de una curva arbitraŕıa, en la cual se encuentran los puntos P y Q a una distancia
infinitesimal. El cambio de u desde P hasta Q se denota por du y se puede escribir como
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du = utdt+ uxdx

Dividimos la ecuación anterior entre dt para obtener

du

dt
= ut + ux

dx

dt
(4.67)

donde dx/dt es el gradiente de la curva PQ en el plano x − t. Si se elige la curva de modo que
satisfaga

dx

dt
= a(x) (4.68)

entonces el lado derecho de la ecuación (4.67) es igual al lado izquierdo de (4.66). Aśı, obtenemos

du

dt
= s (4.69)

Por lo tanto, la EDP hiperbólica queda representada por una pareja de EDO, las ecuaciones (4.68)
y (4.69). La primera representa una curva en el plano x−t, llamada la curva caracteŕıstica mientras
que la segunda es una EDO a lo largo de esta curva.

Si determinamos la curva x = x(t) mediante la integración de la ecuación (4.68), entonces la
solución de (4.69) se obtiene integrando esta ecuación a lo largo de la curva.

Retomando la ecuación (4.66), considerando ahora que la función a es una función constante,
la ecuación para las curvas caracteŕısticas está dada por

dx

dt
= a (4.70)

Al integrar la ecuación (4.70) se obtiene una ĺınea caracteŕıstica:

x = at+ b (4.71)

donde b es una constante. Si consideramos la ĺınea caracteŕıstica que pasa por el punto x = x0 en
el instante t = 0. Entonces la ecuación (4.71) queda

x = at+ x0 (4.72)

a lo largo de esta ĺınea, obtenemos la solución de (4.66) integrando (4.69); es decir, du/dt = 0.

u(x, t) = k a lo largo de x = at+ x0 (4.73)

donde k es una constante que se determina mediante la condición inicial. En t = 0 se debe satisfacer
las condiciones iniciales. Aśı, la ecuación (4.73) queda

u(x, t) =

{

u(x0, 0) a lo largo de x = at+ x0, x0 ≥ 0
0 x0 < 0

(4.74)

o en forma equivalente,

u(x, t) =

{

u(x− at, 0) si x ≥ at
0 si x < at

, (4.75)
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n+1
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i-1 i i+1

δx

Figura 4.2: Ret́ıcula para el método de caracteŕısticas

en donde se eliminó x0 mediante x0 = x− at.

Es posible implementar el método de caracteŕısticas con la aproximación por diferencias finitas
en una ret́ıcula x− t, como se muestra en la figura (4.2). Se traza una ĺınea caracteŕıstica que pase
por el punto Q, localizado en (i, n+1). La intersección de la ĺınea caracteŕıstica y t = tn se denota
por P . Podemos aproximar a las dos EDO, dx = a dt y du = s dt, a lo largo de un tramo finito de
la ĺınea caracteŕıstica como

δx = aδt y δu = sδt (4.76)

Al aplicar estas relaciones a la ĺınea PQ, Figura (4.2), se obtiene

δx = xQ − xP = a∆t, δu = uQ − uP = s∆t (4.77)

Si se conocen los valores de u
(n)
i para todos los puntos de la ret́ıcula, se puede calcular uP mediante

una interpolación lineal que se escribe como

uP =
∆x− a∆t

∆x
u

(n)
i +

a∆t

∆x
u

(n)
i−1

= (1 − γ)u
(n)
i + γ u

(n)
i−1 (4.78)

donde

γ =
a∆t

∆x
(4.79)

es el número de Courant. Aśı, uQ, que es igual a u
(n+1)
i , se calcula mediante la sustitución de (4.78)

en la ecuación de (4.77):

u
(n+1)
i = (1 − γ)u

(n)
i + γu

(n)
i−1 + s∆t (4.80)

Se obtienen los valores de u(n+1) para todos los puntos al repetir los mismos cálculos para cada
punto. El esquema recibe el nombre de método expĺıcito de caracteŕısticas.

Si γ = 1, la ecuación (4.80) se reduce a
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u
(n+1)
i = u

(n)
i−1 + s∆t (4.81)

la cual es exacta cuando a y s son ambas constantes.

el método de caracteŕısticas en una ret́ıcula implica dos tipos de errores: el primero es el efecto
de difusión numérica, que introduce errores severos en la solución. El segundo es la inestabilidad.
La difusión numérica se debe al uso de la interpolación para calcular uP cuando γ 6= 1.

el esquema es estable si

γ =
a∆t

∆x
≤ 1 (4.82)

pero es inestable si γ > 1.

La ecuación (4.82) es lo que se conoce como el famoso criterio de estabilidad de Courant-
Friedrichs-Lewy, o simplemente, condición de Courant, mas adelante cuando se discuta el esquema
numérico de Lax-Friedrichs se dará una idea intuitiva del significado de esta condición.

Esquema de Diferencias de primer orden

La mayoŕıa de los esquemas numéricos para las EDP hiperbólicas se basan en las aproximaciones
por diferencias finitas. Un ejemplo que una EDP hiperbólica prototipo, es la ecuación de onda en
una dimensión.

∂2u

∂t2
= v2 ∂

2u

∂x2
(4.83)

la cual puede ser reescrita como un conjunto de dos ecuaciones de primer orden

∂r

∂t
= v

∂s

∂x
∂s

∂t
= v

∂r

∂x
(4.84)

en donde

r ≡ v
∂u

∂x

s ≡ ∂u

∂t
(4.85)

En este caso r y s se convierten en las dos funciones componentes de u. Por esta razón es
suficiente que en esta sección consideremos a la ecuación general de un flujo conservativo o ecuación

de advección.

ut + aux = 0 (4.86)

con
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n
x

t

i-1 i i+1

Figura 4.3: Ret́ıcula en el plano x− i

u(x, 0) = u0(x) condición inicial (4.87)

u(0, t) = uL(t) condición en la frontera (4.88)

donde a es una constante mayor a cero. Se puede añadir un término no homogéneo (fuente) del
lado derecho sin que esto implique cambios adicionales al siguiente análisis.

Si consideramos una ret́ıcula, figura (4.3), podemos obtener varios esquemas numéricos distin-
tos, según el tipo de aproximación por diferencias elegida para cada ut y ux. Puesto que ambos
términos son derivadas parciales de primer orden, entre los esquemas se encuentran las aproxima-
ciones por diferencias hacia atrás, hacia adelante y centrales, tanto en x como en t. Cuando a > 0,
el flujo está en la dirección positiva y la aproximación por diferencias hacia atrás para ux (ecuación
4.19) recibe el nombre de aproximación por diferencias progresivas de primer orden, donde h = ∆x
es el intervalo de la ret́ıcula con respecto al espacio, puesto que la aproximación por diferencias se
basa en la información del domino en forma progresiva. Si, por otro lado, a < 0, la aproximación
por diferencias progresivas de primer orden es igual a la aproximación por diferencias hacia ade-
lante (ecuación 4.18)

Si consideramos el intervalo de tiempo entre tn y tn+1, la más simple de las aproximaciones por
diferencias de ut es

ut =
u

(n+1)
i − u

(n)
i

∆t
(4.89)

donde ∆t = tn+1 − tn. Todo el esquema se transforma en los esquemas de Euler hacia adelante,
hacia atrás o modificado (Crank-Nicolson), dependiendo si se evalúan las derivadas espaciales en
tn o en tn+1,

un+1
i − un

i

∆t
= −a∂u(x, tn)

∂x
Euler hacia adelante: impĺıcito (4.90)

un+1
i − un

i

∆t
= −a∂u(x, tn+1)

∂x
Euler hacia atrás: expĺıcito (4.91)

un+1
i − un

i

∆t
= −a

2

[

∂u(x, tn)

∂x
+
∂u(x, tn+1)

∂x

]

Crank-Nicolson (4.92)
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Euler hacia adelante en el tiempo y diferencias hacia atrás en el espacio (FTBS).

Euler hacia adelante indica que ux se evalúa en tn, de manera que el esquema es expĺıcito.
Cuando a > 0, la diferencia hacia atrás es un esquema progresivo. Si evaluamos ux en la ecuación
(4.86) mediante la aproximación por diferencias hacia atrás en el instante n obtenemos

u
(n+1)
i − u

(n)
i

∆t
+ a

u
(n)
i − u

(n)
i−1

∆x
= 0 (4.93)

Despejamos u
(n+1)
i y reescribimos para obtener

u
(n+1)
i = u

(n)
i − γ(u

(n)
i − u

(n)
i−1) = (1 − γ)u

(n)
i + γu

(n)
i−1 (4.94)

donde γ = a∆t/∆x es el número de Courant. Cuando n = 0, u
(1)
0 está dado por la condición en

la frontera, mientras que todos los valores de u
(0)
i están dados por la condición inicial, por lo que

podemos evaluar (4.94) para todos los puntos de la ret́ıcula. Esto también es válido para cualquier

intervalo de tiempo, puesto que u
(n+1)
0 siempre está dado por la condición en la frontera y todos los

valores de u
(n)
i se conocen a partir del paso anterior. Este esquema resulta ser idéntico al método

de caracteŕısticas en una ret́ıcula.

el esquema FTBS se basa en la hipótesis de que a > 0. Por lo tanto, para a ≤ 0, es necesario
cambiar el esquema a uno de diferencias hacia adelante de forma que se conserve un esquema
progresivo. Si el signo de a(x, t) cambia a mitad del dominio, el esquema se tiene que ir cambiando
de uno al otro. Los casos se pueden escribir en una única ecuación como

u
(n+1)
i − u

(n)
i

∆t
+ a

u
(n)
i+1 − u

(n)
i−1

2∆x
− |a|∆x

u
(n)
i+1 − 2u

(n)
i + u

(n)
i−1

2∆x2
= 0 (4.95)

El segundo término es la aproximación por diferencias centrales para ux. El tercero es una
aproximación por diferencias centrales de −|a|∆xuxx/2. Se puede interpretar al esquema FTBS
como el uso de la aproximación por diferencias centrales de ux, sumándole en forma artificial la
aproximación por diferencias centrales de −|a|∆xuxx/2, que recibe el nombre de término de vis-

cosidad numérica.

Cuando las condiciones iniciales y en la frontera son todas no negativas, la solución con este
esquema nunca es negativa. Esta propiedad es importante por la razón de que, si mediante la
ecuación se representa al transporte de material real, la solución nunca debe ser negativa.

Por medio del análisis de estabilidad de Fourier este esquema resulta que tiene un factor de
amplificación ( Apéndice A):

G = 1 − γ(1 − e−jθ), (4.96)

con j =
√
−1 y θ = π/k con k un entero diferente de cero. Para γ ≤ 1 el valor de G se mantiene

dentro del ćırculo unitaŕıo complejo y por lo tanto el esquema es estable.
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Euler hacia adelante en el tiempo y diferencias central en el espacio (FTCS)

En este caso se utiliza la aproximación por diferencias centrales en el espacio para aproximar a
ux, de esta manera la ecuación en diferencias para la ecuación (4.86) resulta:

u
(n+1)
i = u

(n)
i − γ

2
(u

(n)
i+1 − u

(n)
i−1) (4.97)

El factor de amplificación G de esta ecuación es

G = 1 − γ

2
(ejθ − e−jθ)

= 1 − γj sin(θ), (4.98)

donde j =
√
−1. Su magnitud es

|G| =
√

GḠ =

√

1 + γ2 sin2 θ ≥ 1 para toda θ. (4.99)

Aśı, este esquema siempre es inestable.

La ecuación (4.97) es idéntica a la (4.95), excepto que el tercer término de esta última no
aparece en la primera. Esto indica que el tercer término de (4.95) juega un papel importante en la
estabilidad del esquema progresivo de primer orden.

Esquema de Lax-Friedrichs

Una manera de solucionar la inestabilidad del esquema FTCS es sustituyendo el término u
(n)
i

de la ecuación (4.97) por un valor promediado

u
(n)
i → 1

2
(u

(n)
i+1 + u

(n)
i−1). (4.100)

Con lo que la ecuación (4.97) toma la forma siguiente

u
(n+1)
i =

1

2
(u

(n)
i+1 + u

(n)
i−1) −

γ

2
(u

(n)
i+1 − u

(n)
i−1). (4.101)

Este esquema recibe el nombre de Lax-Friedrichs. En este caso el factor de amplificación resulta

G = cos θ − jγ sin θ, (4.102)

donde j =
√
−1. Aśı, el criterio de estabilidad |G| < 1 establece la condición siguiente

a∆t

∆x
≤ 1. (4.103)

La ecuación (4.103), como ya hab́ıamos visto es la condición de Courant, ecuación (4.82). De
una manera intuitiva esta condición de estabilidad puede ser entendida de la siguiente forma (Fi-

gura 19.1.3): El valor de u
(n+1)
i en la ecuación (4.101) se calcula a partir de la información de

los puntos i − 1 y i + 1 en el tiempo n. En otras palabras, xi−1 y xi+1 son las fronteras de la

región espacial que puede mandar algún tipo de información a u
(n+1)
i . Nos podemos fijar en el
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t

x

Δt
Δt

Δx Δx

estable inestable

Figura 4.4: Condición de Courant para la estabilidad de un esquema numérico diferencial

hecho de que en la ecuación de onda continua, la información se propaga con una velocidad máxi-

ma a. Si el punto u
(n+1)
i está recibiendo información de puntos que se encuentra dentro de la

región sombrada en la Figura 4.4, este está recibiendo información de puntos más distantes de

lo que permite el esquema. Esta falta de información en u
(n+1)
i es lo que da como resultado a la

inestabilidad y é de ah́ı que ∆t tiene que estar dado de manera que se satisfaga la expresión (4.103).

Euler hacia atrás en el tiempo y diferencias centrales en el espacio (BTCS)

Con la aproximación de Euler hacia atrás en el tiempo, se utiliza la aproximación por diferencias
centrales en el espacio para el instante n+ 1:

∂u

∂x
=
u

(n+1)
i+1 − u

(n+1)
i−1

2∆x
(4.104)

Escribimos la aproximación por diferencias de la ecuación (4.86) como

−γ
2
u

(n+1)
i−1 + u

(n+1)
i +

γ

2
u

(n+1)
i+1 = u

(n)
i (4.105)

El lado izquierdo de esta ecuación tiene tres incógnitas. Mediante la condición en la frontera
izquierda, la ecuación (4.105) para i = 1 es

u
(n+1)
1 +

γ

2
u

(n+1)
2 = u

(n)
1 +

γ

2
u0 (4.106)

Cuando a > 0, el término uI+1, para la ecuación con i = I, no está dado a priori. Por lo tanto, es
necesaria una condición artificial de frontera para uI+1 Aunque existen varios esquemas alternativos
para las condiciones artificiales, un método que se utiliza con frecuencia es el de extrapolar uI+1

desde adentro de la forma siguiente:

uI+1 = 2uI − uI−1 (4.107)

Utilizamos esta ecuación para escribir (4.105) para i = I como

−γu(n+1)
I−1 + (1 + γ)u

(n+1)
I = u

(n)
I (4.108)

El conjunto de ecuaciones para i = 1, 2, . . . , I forma un conjunto tridiagonal de ecuaciones
simultáneas.
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El factor de amplificación es

G =
1

1 + γ
2 (ejθ − e−jθ)

=
1

1 + j γ sin(θ)
(4.109)

El valor absoluto de G es

|G| =
1

√

1 + γ2 sin2 θ
≤ 1 (4.110)

Por lo tanto, el esquema es incondicionalmente estable.

Análisis del error por truncamiento

Los esquemas numéricos para las EDP hiperbólicas tienen errores que se originan de los errores
de truncamiento de las aproximaciones por diferencias. Los errores de truncamiento dan cierta
naturaleza artificial a la solución de un esquema numérico. Para analizar el efecto de los errores de
truncamiento, se utiliza lo que se conocen como ecuaciones modificadas. Las ecuaciones modificadas
incluyen todos los efectos de los errores de truncamiento. Las ecuaciones modificadas se obtienen
al sustituir los desarrollos de Taylor por las aproximaciones por diferencias finitas. Tanto las so-
luciones de las ecuaciones originales y modificadas se pueden obtener en forma anaĺıtica en una
ret́ıcula con espaciamiento uniforme en un dominio infinito. De esta manera se pueden comparar
los efectos de los errores de truncamiento mediante la comparación de las dos soluciones anaĺıticas.

Primero examinamos el esquema FTBS:

u
(n+1)
i − u

(n)
i + γ[u

(n)
i − u

(n)
i−1] = 0 (4.111)

Los desarrollos de Taylor de u
(n+1)
i = u(xi, tn+1) y u

(n)
i = u(xi, tn) en torno de x = xi y t = tn

son, respectivamente,

u
(n+1)
i = u+ ∆tut +

∆t2

2
utt + . . . (4.112)

u
(n)
i−1 = u− ∆xux +

∆x2

2
uxx + . . . (4.113)

donde u sin ı́ndice superior denota a u = u(xi, tn). Sustituimos los desarrollos de Taylor en (4.111)
y obtenemos

ut +
∆t

2
utt +

∆t2

6
uttt + . . .+

[

aux
a∆x

2
uxx +

a∆x2

6
uxxx − . . .

]

= 0 (4.114)

No es posible analizar la ecuación (4.114) en su forma original debido a que incluye derivadas
de orden superior tanto en t como en x. De esta manera es necesario transformar a la ecuación
(4.114) en una EDP de primer orden con respecto a t eliminando todas las derivadas de orden
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mayor o igual a dos con respecto a t, de la manera en la que se muestra en el Apéndice B. Tenemos
que la (4.114) se puede reescribir como

ut +aux −
a∆x

2
(1−γ)uxx +

a∆x2

6
(1− 3γ+2γ2)uxxx −

a∆x3

24
(1− 7γ+12γ2 − 6γ3)uxxxx + . . . = 0,

(4.115)
o de manera similar

ut + c1 ux + c2 uxx + c3 uxxx + c4 uxxxx + . . . = 0, (4.116)

donde

c1 = a,

c2 = −a∆x
2

(1 − γ),

c3 =
a∆x2

6
(1 − 3γ + 2γ2),

c4 = −a∆x
3

24
(1 − 7γ + 12γ2 − 6γ3), (4.117)

que recibe el nombre de ecuación modificada. La ecuación (4.115) es una ecuación que representa
a la ecuación en diferencias del esquema FTBS en este análisis. Si comparamos la ecuación (4.86),
vemos que todos los términos distintos son causa de los errores de truncamiento.

Ahora buscamos en un dominio infinito la solución anaĺıtica de (4.115) de la forma

u(x, t) = fθ(t)exp(ijθ), (4.118)

donde j =
√
−1 y θ, como en el análisis de estabilidad de Fourier, es una constante relacionada

con la frecuencia de una componente de Fourier en el espacio. Sustituyendo la ecuación (4.118) en
(4.116) obtenemos

d

dt
fθ(t) + [jaθ − c2θ

2 − jc3θ
3 + c4θ

4 + . . .]fθ(t) = 0. (4.119)

Una solución anaĺıtica de (4.119) es

fθ(t) = fθ(0)exp(−jaθt+ c2θ
2t+ jc3θ

3t− c4θ
4t+ . . .) (4.120)

donde fθ(0) queda determinada por una condición inicial. La solución general de (4.115) es la
suma de (4.120) para todos los valores posibles de θ, o mejor dicho, es la integral con respectos a
θ desde −π hasta π, pero solo nos interesa la ecuación (4.120) para un valor de θ a la vez.

Podemos expresar la ecuación (4.120) como

fθ(t) = fθ(0)exp(−jaθt) exp(c2θ
2t) exp(jc3θ

3t) exp(−c4θ4t) . . . (4.121)

Por otro lado, la solución exacta de (4.86) es
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fθ(t) = fθ(0)exp(−jaθt) (4.122)

Aśı, todos los términos exponenciales excepto el primero de la ecuación (4.121) son causa de los
errores de truncamiento.

Si c2 > 0, el segundo término exponencial, exp(c2θ
2t), crece en el tiempo, es decir, el esquema

se hace inestable. El valor absoluto del tercer término exponencial, exp(jc3θ
3t), no cambia con el

tiempo puesto que es imaginario. Sin embargo, si el tercer término exponencial se combina con el
primero, el producto es

exp(−ajθt)exp(jc3θ
3t) = exp[−j(a− c3θ

2)θt] (4.123)

Lo que significa que la velocidad de la onda en la solución numérica es a− c3θ
2 en vez de a. En

la solución exacta, la velocidad de la onda a es independiente de θ. La dependencia de la velocidad
de la onda son respecto de θ es provocada por la tercera derivada en el error de truncamiento.
Mientras mayor sea el valor de θ, más se retarda o adelanta la onda en la solución numérica. El
efecto de una velocidad variable de onda se llama error de perturbación y provoca la oscilación
de la solución numérica, particularmente en donde la solución tiene un cambio espacial pronunciado.

El término de cuarto orden exp(−c4θ4t) es creciente o decreciente con respecto al tiempo, según
c4 < 0, o c4 > 0, respectivamente. El efecto combinado de los términos c2 y c4 se expresa como

exp[(c2 − c4θ
2)θ2t] (4.124)

Si c2 = 0, entonces c4 determina la estabilidad: el esquema es estable si c4 > 0, e inestable si
c4 < 0. Si c2 < 0 y c4 ≥ 0, el esquema es estable. Si c2 < 0 pero c4 < 0, el esquema es estable si
|c2| > |c4|π2, donde se utilizó el hecho de que el máximo de θ es igual a π, puesto que θ está aco-
tada por −π ≤ θ ≤ π. Siempre se satisface la condición de estabilidad si ∆t decrece. Si c2 > 0, el
esquema es inestable incluso si c4 > 0, puesto que c2−c4θ2 es positivo para valores pequeños de θ2.

Concluimos que el esquema FTBS es inestable para γ > 1 puesto que el término c2 es positivo
para γ > 1, ecuación (4.117). Sin embargo, cuando γ = 1, c3 se anula, por lo que no hay error
de perturbación. Para γ < 1, el esquema es estable, pero con una desventaja, el segundo término
amortigua la solución: ésta tiende a cero cuando aumenta el tiempo. El mismo efecto aparece
cuando aumenta la distancia que recorre una onda. Puesto que la solución exacta dada por (4.122)
no tiene tal término, el efecto de amortiguamiento de c2 negativa es el efecto del error de trunca-
miento de la ecuación en diferencias, que recibe el nombre de amortiguamiento numérico o efecto

numérico de viscosidad de segundo orden. También una c4 tiene un efecto de amortiguamiento
llamado efecto numérico de viscosidad de cuarto orden. Ambos efectos de viscosidad amortiguan
más a las ondas de frecuencias espaciales altas, que lo que amortiguan a las ondas de frecuencias
bajas. Al aumentar la frecuencia espacial de la onda, el efecto de amortiguamiento de cuarto orden
crece más rápido que el efecto de segundo orden, puesto que el primero es proporcional a θ4 en el
término exponencial, mientras que el segundo es proporcional a θ2.

Un análisis similar para el esquema BTCS da como resultado la siguiente ecuación modificada:

ut + aux − 1

2
a2∆tuxx +

[

1

6
a(∆x)2 +

1

3
a3∆t3

]

uxxx + . . . (4.125)
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Esta ecuación indica que el esquema es incondicionalmente estable, pues c2 = − 1
2 a

2∆t < 0,
pero tiene errores de perturbación pues c3 > 0 siempre.

Esquemas de orden superior

Esquema de Lax-Wendroff

En este caso consideramos de nueva cuenta a la ecuación de advección

ut + aux = 0. (4.126)

El desarrollo de Taylor de u
(n+1)
i en torno a xi y tn es

u
(n+1)
i = u+ ∆t ut +

1

2
∆t2utt + . . .

= u− a∆t ux +
1

2
a2∆t2uxx + . . . , (4.127)

de donde hemos eliminado ut mediante la ecuación (4.126) y ux mediante

utt = −auxt = a2uxx. (4.128)

Si truncamos después del término de segundo orden de (4.127) y aplicamos las aproximaciones por
diferencias centrales para ux y uxx obtenemos

u
(n+1)
i = u

(n)
i − γ

2
(u

(n)
i+1 − u

(n)
i−1) +

γ2

2
(u

(n)
i−1 − 2u

(n)
i + u

(n)
i+1) (4.129)

donde

γ = a
∆t

∆x
(4.130)

La ecuación (4.129) es una esquema expĺıcito que recibe el nombre de esquema de Lax-Wendroff.

El error de truncamiento del esquema de Lax-Wendroff proviene de dos causas: 1) el trun-
camiento del desarrollo de Taylor después de la segunda derivada, y 2) las aproximaciones por
diferencias centrales para ux u uxx. El orden del error de truncamiento del desarrollo de Taylor de

u
(n+1)
i es ∆t3, el orden del error de la aproximación por diferencias centrales de ux es ∆t∆x2.

El factor de amplificación del esquema de Lax-Wendroff es

G = 1 − γ2[1 − cos(θ)] − jγ sin(θ) (4.131)

El esquema es estable si 0 ≤ |γ| ≤ 1. Cuando γ = 1, el esquema se reduce a u
(n+1)
i = u

(n)
i−1 y es

exacto.
La ecuación modificada es

ut + aux − 1

6
a∆x2(1 − γ2)uxxx +

1

8
a∆x3γ(1 − γ2)uxxxx + . . . = 0 (4.132)
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Esta ecuación indica que el error de truncamiento del esquema de Lax-Wendroff se anula si
γ = 1. En el caso γ < 1, el error principal de truncamiento es la tercera derivada con coeficiente
positivo. Aśı, el esquema tiene una precisión de segundo orden. La magnitud de cada término del
error aumenta cuando ∆t decrece, pero ∆x está fijo (γ tiende a cero). El esquema es estable para
γ < 1, puesto que c4, el coeficiente del término de la cuarta derivada, cumple que c4 > 0, aunque
el término de la derivada de segundo orden se anule.

Esquema de MacCormack

Este esquema es

ū
(n+1)
i = u

(n)
i − γ(u

(n)
i+1 − u

(n)
i )

u
(n+1)
i =

1

2
[u

(n)
i + ū

(n+1)
i − γ(ū

(n+1)
i − ū

(n+1)
i−1 )] (4.133)

La primera ecuación es un predictor y la segunda, un corrector. Para el tipo de problemas linea-
les considerados, se puede eliminar el predictor, sustituyendo la primera ecuación en la segunda,
de forma que el esquema de MacCormack quede idéntico al esquema de Lax-Wendroff. La ecuación
modificada y el criterio de estabilidad son iguales a los del esquema de Lax-Wendroff.

Esquema progresivo de tercer orden

Podemos aproximar la derivada con respecto al espacio mediante la aproximación por diferencias
exactas de tercer orden, dadas por

a(ux)i =

{

a 2ui+1+3ui−6ui−1+ui−2

6∆x si a > 0

a −ui+2+6ui+1−3ui−2ui−1

6∆x si a < 0
(4.134)

que se pueden escribir juntas en la forma

a(ux)i = a
−ui+2 + 8ui+1 − 8ui−1 + ui−2

12∆x
+ |a|ui+2 − 4ui+1 + 6ui − 4ui−1 + ui−2

12∆x
(4.135)

Al desarrollar cada término en serie de Taylor, el lado derecho de la ecuación (4.135) se puede
escribir como

a(ux)i +
1

2
|a|∆x3(uxxxx) + . . . (4.136)

En esta ecuación, el primer término es igual al lado izquierdo de (4.135) y el segundo es el error
de truncamiento, el cual es proporcional a ∆x3 y también a la cuarta derivada de u.

Por medio de la ecuación (4.135), podemos escribir una aproximación por semidiferencias de la
ecuación (4.126) de la forma

ut + a
−ui+2 + 8ui+1 − 8ui−1 + ui−2

12∆x
+ |a|ui+2 − 4ui+1 + 6ui − 4ui−1 + ui−2

12∆x
(4.137)

La ecuación (4.137) no tiene error de perturbación debido a un término de tercera derivada.
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Podemos hacer discontinua completamente a la ecuación (4.137), sustituyendo los esquemas de
Euler hacia adelante o hacia atrás, o el esquema de Crank-Nicolson, para ut.

Con el esquema de Euler hacia adelante con respecto al tiempo, se obtiene un esquema expĺıcito
que se escribe en la forma

u
(n+1)
i = u

(n)
i −∆t

[

a
−u(n)

i+2 + 8u
(n)
i+1 − 8u

(n)
i−1 + u

(n)
i−2

12∆x
+ |a|

u
(n)
i+2 − 4u

(n)
i+1 + 6(n)ui − 4(n)ui−1 + u

(n)
i−2

12∆x

]

(4.138)
Para escribir los efectos de los errores de truncamiento en el esquema expĺıcito, calculamos la

ecuación modificada. Utilizamos los desarrollos de Taylor en la ecuación (4.138) para obtener.

ut +
∆t

2
utt +

∆t2

6
uttt + . . .+ ux +

1

12
|a|uxxxx + . . . = 0 (4.139)

en donde también utilizamos la ecuación (4.136). Eliminamos las derivadas de orden mayor o igual
que dos con respecto a t, según como se explica en el apéndice B, para obtener

ut + aux + a2∆tuxx +
5a3∆t2

6
uxxx +

( |a|∆x3

12
+
a4∆t3

4

)

uxxxx + . . . = 0 (4.140)

El término principal del error de truncamiento es de segundo orden y tiene signo positivo, por
lo que el esquema global con base en el esquema de Euler hacia adelante se reduce a un esquema
con una precisión de primer orden. El término de segundo orden con signo positivo tiene un efecto
antidifusivo que provoca la inestabilidad del esquema, a menos que dicho efecto se haga más pe-
queño que el efecto del error de truncamiento de cuarto orden. Sin embargo, al disminuir ∆t, los
errores de segundo y tercer orden tienden a cero, por lo que se pueden hacer tan pequeños como
se quiera, con el costo de utilizar un ∆t muy pequeño.

Si se utiliza la diferencia de Euler hacia atrás con respecto del tiempo, el esquema se convierte
en ı́mplicito.

u
(n+1)
i + ∆t

[

a
−u(n+1)

i+2 + 8u
(n+1)
i+1 − 8u

(n+1)
i−1 + u

(n+1)
i−2

12∆x

+ |a|
u

(n+1)
i+2 − 4u

(n+1)
i+1 + 6(n+1)ui − 4(n+1)ui−1 +(n+1) ui−2

12∆x

]

= u
(n)
i (4.141)

El conjunto de ecuaciones simultáneas debe resolverse mediante un esquema pentadiagonal en
cada intervalo de tiempo. El esquema impĺıcito es incondicionalmente estable. El análisis de la
ecuación modificada revela que el término principal del error es de segundo orden, al igual que en
la versión expĺıcita de Euler hacia adelante. Los términos del error de segundo orden y tercer orden
se pueden hacer decrecer utilizando un ∆t, pequeño, pero en ese caso desaparece el beneficio del
uso de un esquema impĺıcito.

Un esquema expĺıcito con precisión de segundo orden con respecto al tiempo se basa en el
predictor de Adams-Bashfort y se escribe como
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u
(n+1)
i − u

(n)
i

∆t
+

1

2
[3F (n) − F (n−1)] = 0 (4.142)

donde Fn es la aproximación por diferencias de tercer orden para aux. Debido a la precisión de
según orden con respecto al tiempo, la ecuación modificada de (4.142) no incluye el término uxx, el
cual es la causa del efecto antidifusivo con respecto al tiempo del esquema de Euler hacia adelante.
Por lo tanto, la ecuación (4.142) es más estable que (4.6.1).
*
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Caṕıtulo 5

Evolución numérica de la ecuación
de perturbación para Ψ4

En el Caṕıtulo 2 construimos a la ecuación de evolución para cualquier tipo de distribución de
polvo en cáıda radial, aśı como a la ecuación de perturbación para cada modo l,m. De manera de
resolver estas dos escuaciones, replanteamos a la ecuación de perturbación (2.56), como un sistema
de ecuaciones de evolución de primer orden, para esto definimos dos nuevas funciones en términos
de Rl,m

ψl,m = ∂rRl,m (5.1)

Πl,m =
r + 2M

r
∂tRl,m − 2

M

r
Ψl,m (5.2)

que junto a la ecuación (2.56) podemos llegar al siguiente sistema de ecuaciones:

∂tRl,m =
1

r + 2M
(rΠl,m + 2M ψl,m) , (5.3)

∂t ψl,m = ∂r

(

1

r + 2M
(rΠl,m + 2M ψl,m)

)

=
1

r + 2M
(r ∂r Πl,m + 2M ∂r ψl,m) +

2M

(r + 2M)2
(Πl,m − ψl,m) , (5.4)

∂t Πl,m =
1

r + 2M
(2M ∂r Πl,m + r ∂r ψl,m) +

2

r (r + 2M)2
((

2 r2 + 5M r + 4M2
)

Πl,m

+(r + 4M) (2 r + 3M)ψl,m) +

(

2
M

r3
− (l − 1) (l + 2)

r2

)

Rl,m

+4πr





E ±
√

E2 − 1 + 2M
r

r − 2M





2

√

(l − 1) l (l + 1) (l + 2) ρl,m. (5.5)
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Este sistema de tres ecuaciones de evolución para Rl,m, Ψl,m y Πl,m, junto con la ecuación de
continuidad para la densidad de materia, se resolvió numéricamente utilizando un método de ĺıneas,
en el cual primero discretizamos al espacio para obtener un sistema semi-discretizado. Este sistema
semi-discretizado se evolucionó en el tiempo utilizando el método de Runge-Kutta de tercer orden
[12]. Para aproximar a los operadores diferenciales espaciales se ocuparon las aproximaciones de
segundo orden y se le agregó un término pequeño de disipación de Kreiss-Oliger para amortiguar
los modos de alta frecuencias que no aportan información f́ısica [13].

De forma de obtener una evolución estable, la frontera interior de la malla se colocó en
rin = 1.5M de manera que nos permita obtener información lo más cerca posible de la singu-
laridad f́ısica en r = 0, cabe recordar que rin = 1.5M se encuentra dentro del horizonte de eventos,
pero que esto no nos produce ningún problema gracias a que estamos tomando a la métrica en las
coordenadas adecuadas. La frontera exterior rout se coloca lejos del agujero negro y vaŕıa depen-
diendo el caso que se quiera analizar, como se vera más adelante.

Debido a que solo para los modos 1 ≥ 2 existe contribución del lado derecho de la ecuación
de perturbación (2.56), o en otras palabras, que la distribución de materia debe ser al menos
cuadrupular. Por lo que podemos escribir a la densidad de la distribución de materia sin los dos
primeros modos (l = 0 y l = 1), de la siguiente manera:

ρ = ρl,m(r, t)Y l,m
0 , l ≥ 2 (5.6)

Lo que nos dice que la radiación gravitacional por lo menos es cuadrupolar, y que ni la parte
monopolar, ni la parte bipolar de la distribución de materia producen radiación gravitacional.

En lo que resta del caṕıtulo se presentarán tres partes principales; en la primera se estudiará la
radiación gravitacional debida a una distribución gaussiana en la densidad del polvo en cáıda ra-
dial hacia el agujero negro, y de esta manera, dar validez a nuestras ecuaciones y a la exactitud
del código numérico que evoluciona a estas ecuaciones. En la segunda parte se tomarán diferentes
anchos para el pulso gaussiano de materia, describiendo en cada caso la radiación gravitacional
generada y su dependencia con el ancho del pulso inicial. Como se mencionará mas adelante, debido
a no tener unas condiciones iniciales consistentes, surge una radiación gravitacional anómala, el
objetivo de la tercera parte será el de minimizar de la mejor manera posible esa radiación anómala
estableciendo unas condiciones iniciales que sean consistentes para el problema.

5.1. Distribución Gaussiana de polvo

Empezamos esta sección considerando una distribución gaussiana de materia:

ρl,m(r, t = 0) = A0e
−(r−r0)

2/σ2

(5.7)

También vamos a considerar que el pulso de materia esta inicialmente en reposo desde infinito,
esto implica que E = 1. Debido a que no estamos considerando la perturbación gravitacional que se
generaŕıa debido al viaje del pulso desde infinito hasta su posición inicial, r = r0, y además, como
al tiempo inicial no tenemos radiación gravitacional como un dato inicial a la nuestra ecuación
de perturbación, esto es Rl,m(t = 0, r) = 0, surge una inconsistencia en el sistema que ocasiona
que cierta radiación gravitacional anómala se desarrolle desde el pulso de materia y caiga muy
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ρ(l, m)

radio

Figura 5.1: Densidad del pulso gausiano de polvo cada t = 25M , aśı como la envolmente a los
puntos máximos.

rápidamente al agujero negro. Luego, esta es dispersada y viaja hacia infinito dejando finalmente
al pulso de materia con la perturbación gravitacional consistente. El pulso se colocó en r = 70M ,
la cual es lo suficientemente lejana para que el pulso no interactúe con el agujero negro hasta que
la radiación gravitacional anómala haya dejado el dominio.

Ahora consideremos que tenemos un solo modo en la densidad, ρ2,0, con una amplitud A0 =
0.0005 y un ancho σ = 0.5 (estos dos datos son consistentes con la suposición inicial de que estamos
en una teoŕıa linealizada, o que las perturbaciones a la métrica son pequeñas). En la Figura 5.1
se muestra la evolución de la densidad de este pulso de materia a cada 25M de tiempo, desde su
posición inicial en r = 70M ; también se muestra la solución exacta de la envolvente a la densidad

ρl,m(r) = A0

(r0
r

)
3
2

, (5.8)

la cual viene de integrar la ecuación de continuidad (2.51). En la Figura (5.2) se muestra la reac-
ción gravitacional Φ producida por el pulso de materia vista por cuatro observadores diferentes
ubicados en r = 100M , 150M , 200M y 250M . Las señales tienen un corrimiento de tal manera de
sobre ponerlas y mostrar el comportamiento esperado como r−1 de Ψ4.

De manera de obtener las frecuencias cuasi-normales (QNM) [14][15] del pulso gravitacional,
ajustamos a la parte de ‘ring-down’de la señal gravitacional a la forma oscilatoria exp(ωnt), donde
ωn = ωr,n − i ωi,n, con n = 0, 1, 2, . . .. Para este pulso y para un observador en r = 100M , se
obtuvo ω = 0.3738 − 0.0892 i, el cual concuerda muy satisfactoriamente con el resultado anaĺıtico
[14][15].

Para apreciar mejor el comportamiento conocido como de ‘cola’, de la forma t−(2l+3) [16][17],
en la Figura (5.3) se muestra la misma radiación gravitacional ahora en escala logaŕıtmica. En la
Figura (5.4) se muestra la radiación gravitacional producida por diferentes modos l = 2, 3, 4, 5 para
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Figura 5.2: Señal gravitacional medida por diferentes observadores, localizados en r = 100M ,
150M , 200M y 250M con un corrimiento temporal para las señales.

los mismos parámetros de ρl,m. Los modos cuasi-normales correspondientes a diferentes valores de l
concuerdan también de manera satisfactoria con los resultados anaĺıticos [14][15]. Estos resultados
se muestran en la Tabla 5.1.

l ωn numérico ωn anaĺıtico
2 0.3738 - 0.0892 i 0.37367 - 0.08896 i
3 0.5995 - 0.0928 i 0.59944 - 0.09270 i
4 0.8091 - 0.0952 i 0.80918 - 0.09416 i
5 1.0120 - 0.0942 i N.R.

5.2. Un pulso con diferentes anchos

Como hab́ıamos mencionado antes, una vez de haberle dado validez a nuestras ecuaciones y
a nuestro código, el siguiente paso es analizar la respuesta gravitacional en función del ancho del
pulso de materia. Para esto se estudió la radiación gravitacional ocasionada por otros cuatro anchos
distintos del pulso de materia, σ = M , 1.5M , 2M y 2.5M . La Figura (5.5) muestra la radiación
gravitacional en escala logaŕıtmica ocasionada por los diferentes anchos del pulso de materia.

Por otra parte en la Figura (5.6) se muestran las cinco señales gravitacionales para los diferen-
tes anchos del pulso, en donde se puede apreciar que el comportamiento de “ring-down’se pierde
a medida que σ crece, o dicho en otras palabras, el comportamiento de ring-down solo se presenta
cuando la perturbación de materia actúa solo por un periodo muy corto de tiempo. Si la perturba-
ción de materia actúa durante un periodo prolongado de tiempo, la señal gravitacional pierde sus
modos cuasi-normales y por consiguiente el comportamiento de “ring-down’.
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Φ

tiempo

Figura 5.3: Señal gravitacional en escala logaŕıtmica para un observador en r = 100M , aśı como
la función 6 × 1012 t−7, mostrando que el comportamiento de la señal a tiempos posteriores lleva
este tipo de decaimiento.

Φ

tiempo

l = 2

= 3

= 4

= 5

l

l

l

Figura 5.4: Señal gravitacional para un observador en r = 100 a diferentes modos, l = 2, 3, 4, 5,
todos con las mismas condiciones iniciales: A0 = 0.0005 y σ = 0.5.
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Figura 5.5: Señales gravitacionales en escala logaŕıtmica para un observador en r = 100M para
diferentes valores de σ = M , 1.5M , 2M y 2.5M .

σ = 0.5
σ = 1.0
σ = 1.5
σ = 2.0
σ = 2.5

Φ

tiempo

Figura 5.6: Señal gravitacional para un observador en r = 100M para diferentes valores del ancho
del pulso σ, mostrando como el comportamiento de ring-down se pierde a medida que σ crece.
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Figura 5.7: Enerǵıa total de la radiación gravitacional en función del ancho σ del pulso de materia
medida desde un observador ubicado en r = 100M

Para calcular el flujo de enerǵıa que lleva la radiación gravitacional ocupamos la expresión
(3.48),

dE

dt
= ĺım

r→∞

r2

16π

∮
∣

∣

∣

∣

∫ t

−∞

Ψ4 dt
′

∣

∣

∣

∣

2

dΩ = ĺım
r→∞

1

16π

∑

l,m

∣

∣

∣

∣

∫ t

−∞

Rl,m dt′
∣

∣

∣

∣

2

, (5.9)

en donde hemos sustituido la expansión (2.54) para Φ y la condición de ortonormalidad de los
armónicos esféricos de peso de esṕın -2. Finalmente integrando la expresión (5.9) obtenemos la
enerǵıa total del pulso gravitacional. En la Figura (5.7) se grafica la enerǵıa total en función del
ancho inicial del pulso de materia y se observar que la enerǵıa decrece conforme σ aumenta.

5.3. Reducción de la radiación gravitacional anómala

Como se menciono anteriormente, el objetivo de esta sección es obtener unos datos inicia-
les consistentes para la ecuación de perturbación con un pulso gaussiano de materia ubicado en
r = 70M , de tal manera que la respuesta gravitacional anómala se minimice lo mejor posible. Para
lograr esto, primero colocamos el pulso de materia en r = 150M , que es lo suficientemente lejos
del agujero negro, para que cuando el pulso alcance la posición r = 70M la radiación gravitacional
anómala generada al principio de la evolución haya dejado el dominio, Figura (5.8). Es importante
mencionar que para que el pulso de materia tenga la amplitud desea de A0 = 0.0005 en r = 70M
se ocupa la expresión (5.8), con lo que la amplitud inicial del pulso gaussiano en r = 150M resulta
ser de A1 = 0.0001594.

Hecho lo anterior, tanto el pulso de materia que llega a r = 70M como la radiación gravitacional
se toman como datos iniciales para una nueva evolución de las ecuaciones, con la diferencia que
para este caso se hace un corte en los datos de la radiación gravitacional justo antes de donde se
encuentra la radiación gravitacional anómala y se propone una función que nos permita extrapolar
nuevos puntos (esto se hace no solo para la función Φ, si no que también para las dos funciones
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perturbación gravitacional
asociada al pulso de materia

radiación gravitacional
anómala

r / M

Figura 5.8: Radiación gravitacional cuando la radiación anómala se encuentra ya lejos del dominio
de interes, dejando solo a la perturbación gravitacional debido al pulso de materia en r = 70M

auxiliares Ψ y Π), Figura (5.9).

Con estos nuevos datos iniciales y para tres diferentes extrapolaciones, se deja evolucionar a las
ecuaciones. En la Figura (5.10) se muestran las respuestas gravitacionales correspondientes a cada
ajuste, se observa que cada una de esas respuestas consta de tres pulsos, de derecha a izquierda,
el primer pulso es la respuesta gravitacional que nos interesa o la que se debe a la cáıda radial del
pulso de materia y como se observa, esta se mantiene sin cambio, y no depende del ajuste que se
haya utilizado. El segundo pulso está relacionado con el ajuste utilizado y se debe que al extrapolar
los nuevos puntos de una cierta manera, las condiciones iniciales no son del todo consistentes, lo
cual nos lleva a tener de nueva cuenta una radiación gravitacional anómala, con la ventaja que
esta nueva radiación anómala resulta ser mucho menor que la anterior e incluso menor que el pul-
so de principal interés. Por último, el tercero y más pequeño de los pulsos, está asociado con el
ruido numérico y en principio este pulso se puede hacer tan pequeño como se desee, tan solo con
aumentar la resolución de la evolución numérica.

Por último, para la Figura (5.11) se tomó el mejor ajuste de la Figura (5.10), es decir, el que
me produce la menor radiación anómala y se modificó, para tres valores diferentes, la posición de
donde se hace el corte del ajuste.
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Figura 5.9: Radiación gravitacional con un ajuste desde r = 160M para eliminar a la radiación
anómala de la figura (5.8)

Figura 5.10: Respuesta gravitacional para un observador en r = 100M para tres diferentes ajustes,
en donde c = 0.24783, f = 0.24775, d = −0.05449, a = 7.87287, b = −5.39294, h = 3.581656 y
k = −4.7444
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Figura 5.11: Respuesta gravitacional para un observador en r = 100M para tres diferentes posi-
ciones para el corte del ajuste



Caṕıtulo 6

Conclusiones

A lo largo de este trabajo se analizaron varios temas de gran importancia y necesarios para
lograr resolver de manera numérica a la ecuación de perturbación para el escalar Ψ4. En el primer
caṕıtulo se derivarón las expresiones necesarias dentro del formalismo de Newman-Penrose y de
tétradas nulas, las cuales fueron la parte medular para que en el caṕıtulo segundo se construyera
la ecuación de perturbación cuando existe simetŕıa esférica. En el tercer caṕıtulo se platicó de
manera breve sobre como las ecuaciones de Einstein en el ĺımite de campo débil nos conducen a la
existencia de las ondas gravitacionales y como, a través del tensor de Isaacson, se les puede extraer
a estas una enerǵıa y un momento. En el caṕıtulo cuarto se estudiarón de una manera general
las principales definiciones, los diferentes tipos de ecuaciones diferenciales, aśı como la manera de
discretizarlas y se analizarón varios esquemas númericos. Por último, en el quinto caṕıtulo, se hizo
uso de las ecuaciones y de las herramientas que se construyerón a lo largo de todo el trabajo para
poder extraer información f́ısica sobre la perturbación que genera una distribución de polvo sobre
un agujero negro de Schwarzschild.

Gracias a la expansión de la densidad de la distribución de polvo en cáıda radial y del operador
angular de la ecuación de pertubación en términos de los armónicos esféricos con peso de esṕın,
fue posible reducir a la ecuación de perturbación a una ecuación en una sola dimensión. Poste-
riormente se discutió brevemente sobre la dependencia de la señal gravitacional con el ancho del
pulso de materia, como esta va disminuyendo su comportamiento de ring-down conforme el ancho
aumenta y en la última parte se propuso una manera de reducir de manera muy satisfactoria la
señal anómala que surge por no tener unas condiciones iniciales consistentes.

Es importante mencionar que la continuación inmediata a este trabajo es el de considerar ahora
que se tiene acreción de polvo en un agujero negro rotante o de Kerr, para este caso la principal
complicación es que no se puede hacer uso de la simetŕıa esférica y que en este caso no podemos
hacer a un lado la dependencia angular. Este trabajo está en v́ıas de ser publicado por miembros
del grupo Ollin del ICN. Otra ampliación a este trabajo, enfocada de manera diferente a la anterior,
es el considerar ahora un fluido más general o con presión diferente de cero, y el de resolver en este
caso las ecuaciones de Euler relativistas.
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Apéndice A

Análisis de Estabilidad

Nuestra principal preocupación con los métodos numéricos de las EDP es la estabilidad. En
caso de ser inestables, los resultados numéricos se comportan en forma errática y divergen con
un comportamiento oscilatorio, tanto en el tiempo como en el espacio. Existen al menos cuatro
métodos para el análisis de la estabilidad de las ecuaciones en diferencias.

Método de la función propia

Método de Fourier

Método matricial

Método de la ecuación modificada

Estos métodos se pueden aplicar no sólo a las EDP de tipo hiperbólico sino también a las de
tipo parabólico. En todos estos métodos se toman en cuenta las ecuaciones en diferencias para la
parte homogénea. Esto se debe a que sin el término no homogéneo (o fuente), la EDP original
no tiene una solución definida para tiempos arbitrariamente grandes. Por lo tanto, si la solución
numérica de la parte homogénea de la EDP crece sin ĺımite, esto se debe a la inestabilidad de la
aproximación numérica utilizada.

En el método de la función propia, la solución numérica se desarrolla en funciones propias de
la matriz que representa las ecuaciones en diferencias para cada intervalo de tiempo. Aśı, se deter-
mina el cambio en la amplitud de cada función propia al avanzar en los intervalos de tiempo. En
este enfoque, se incorporan los efectos de las condiciones en la frontera. Este método es útil si se
conocen las funciones propias para el conjunto finito dado de ecuaciones en diferencias.

En el método del desarrollo de Fourier, se estudia la estabilidad del método en un dominio
infinito, desarrollando la solución en una serie de Fourier. Este enfoque es el más usado.

Si no es posible determinar o escribir con facilidad las funciones propias, aunque se tomen en
cuenta incluso el efecto de las condiciones en la frontera u otros detalles de las ecuaciones en diferen-
cias, el único camino a seguir es analizar los valores propios de la matriz que representa al conjunto
de ecuaciones en diferencias. El método de la ecuación modificada se describe dentro del caṕıtulo 4.
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A.1. Análisis de estabilidad con las funciones propias

Cuando analizamos una aproximación por diferencias de una EDP lineal, podemos expresar
su solución en términos de las funciones propias, las cuales son funciones senoidales para el caso
de geometŕıas planas unidimensionales. Cada función seno tiene su propio coeficiente que depende
del tiempo. Mostraremos que si el método es inestable, los coeficientes dependientes del tiempo
muestran comportamientos anormales en el tiempo, para los modos de frecuencias altas.

Con el fin de simplificar la explicación, consideraremos la EDP parabólica

∂φ/∂t = α(∂2φ/∂x2) (A.1)

con las siguientes condiciones en la frontera:

φ(0, t) = φ(H, t) = 0 (A.2)

y la condición inicial:

φ(x, 0) = φ0(x) (A.3)

Se puede mostrar fácilmente que una solución anaĺıtica de (A.1) que satisfaga las condiciones
en la frontera se puede escribir de la manera siguiente:

φ(x, t) = fk(t) sin(ηkx) (A.4)

donde k es un entero positivo y

ηk =
kπ

H
(A.5)

fk(t) = exp[−α η2
k t] (A.6)

Por lo tanto, la solución general se escribe como una suma de todas las soluciones posibles, es
decir,

φ(x, t) =

∞
∑

k=0

ak exp[−α η2
k t] sin(ηkx) (A.7)

donde ak es un coeficiente determinado mediante la condición inicial. Una caracteŕıstica im-
portante en esta solución anaĺıtica es que todos los términos tienden a cero al aumentar el tiempo,
puesto que el signo de la función exponencial es negativo.

Ahora analizaremos la estabilidad del esquema de diferencias expĺıcitas para la ecuación (A.1)
(esta se obtiene tomando diferencias hacia adelante en la derivada temporal y diferencias centrales
para la segunda derivada espacial),

φ
(n+1)
i = φ

(n)
i + γ(φ

(n)
i−1 − 2φ

(n)
i + φ

(n)
i+1) 0 < i < I + 1

γ =
α∆t

∆x2
(A.8)
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con las condiciones en la frontera

φ
(n)
0 = φ

(n)
I+1 = 0

y una condición inicial para φ0
i .

La solución de la ecuación (A.8) se puede determinar de manera anaĺıtica:

φ
(n)
i = (λk)n sin(iβk) (A.9)

donde βk está dada por

βk =
kπ

I + 1
, K = 1, 2, . . . , I

y λk es una constante que recibe el nombre de factor de amplitud. Para determinar el valor de
λk, sustituimos la ecuación (A.9) en (A.8).

(λk)n+1 sin(iβk) = (λk)n{sin(iβk) + γ[sin(iβk − βk) − 2 sin(iβk) + sin(iβk + βk)]}
= (λk)n{sin(iβk) + 2γ[cos(βk) − 1] sin(iβk)}
= (λk)n{1 + 2γ[cos(βk) − 1]} sin(iβk) (A.10)

Aśı, obtenemos

λk = 1 + 2γ[cos(βk) − 1] (A.11)

Aśı, λk y φi = sin(iβk) son el valor propio y la función propia, respectivamente, de

λφi = φi + γ(φi−1 − 2φi + φi+1)

Puesto que las funciones de (A.9), con k = 1, 2, . . . , I satisfacen la ecuación (A.8), la solución
general es una combinación lineal de todas las soluciones posibles:

φ
(n)
i =

I
∑

k=1

ak(λk)n sin(iβk) (A.12)

en donde el coeficiente ak queda determinada por la condición inicial.

La solución anaĺıtica del método expĺıcito es muy similar a la de la ecuación (A.7). Sin embargo,
una diferencia fundamental es que la ecuación (A.12) tiene un término (λk)n en vez de exp(−α η2

k t).
A continuación se mostrará que si k es pequeña, λk es una aproximación de exp(−η2

k t). Si βk ≪ 1,
λk se convierte en

λk = 1 + 2γ[cos(βk) − 1] ≃ 1 − γβ2
k

= 1 − α
∆t

∆x2

(

kπ

I + 1

)2

= 1 − α∆t

(

kπ

H

)2

= 1 − α∆t η2
k ≃ exp(−α η2

k ∆t) (A.13)
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en donde se utilizó la serie de Taylor de cos(βk) y exp(−α η2
k t). Sin embargo, al crecer k, λk no

se aproxima a exp(−α η2
k t), sino que (λk)n se puede comportar en forma errática. Para garantizar

la estabilidad, λk debe satisfacer

−1 ≤ λk ≤ 1 (A.14)

para toda k. Sustituyendo la ecuación (A.11) para escribir (A.14) de la manera siguiente:

−1 ≤ 1 + 2γ[cos(βk) − 1] ≤ 1 (A.15)

La segunda desigualdad siempre se cumple, ya que cos(βk) ≤ 1. Para ver lo que implica la
primera desigualdad, vemos primero que el mı́nimo de cos(βk) es igual a cos(βI) = cos(πI/(I+1))
que tiende a -1 cuando I tiende a infinito. Por lo tanto, la condición necesaria para que se satisfaga
la primera desigualdad se escribe

γ ≤ 1

2

o, en forma equivalente,

∆t ≤ (∆x)2

2α
(A.16)

La estabilidad de los métodos impĺıcitos y de Crank-Nicolson se pueden analizar de manera
similar [11]. El factor de amplitud para el método impĺıcito es

λk =
1

1 + 2γ[1 − cos(βk)]
(A.17)

Puesto que 1 − cos(βk) ≥ 0, el valor de λk dado por (A.17) siempre es positivo, por lo que
siempre se cumple la primera desigualdad de la condición de estabilidad, −1 ≤ λk ≤ 1. La segunda
desigualdad también se cumple siempre, puesto que el denominador de (A.17) es mayor que 1. Por
lo tanto, el método impĺıcito es estable independientemente del valor de γ o de ∆t. El factor de
amplitud para el método de Crank-Nicolson es:

λk =
1 − γ[1 − cos(βk)]

1 + γ[1 − cos(βk)]
(A.18)

donde se observa que la ecuación satisface |λk| ≤ 1 para toda βk. Aśı, también el método de
Crank-Nicolson es incondicionalmente estable.

A.2. Análisis de estabilidad de Fourier (Von Neumann)

Una desventaja del método anterior es que funciona si se conocen las funciones propias, pero
éste no es el caso para muchos problemas. El análisis de Fourier es más universal y se puede aplicar
a cualquier tipo de ecuaciones en diferencias para problemas de espacio-tiempo.

El análisis de estabilidad de Fourier examina la estabilidad de un método dado para resolver
una EDP con las siguientes condiciones:

La EDP es lineal.
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El dominio es infinito.

El espaciamiento de la ret́ıcula es constante.

Los coeficientes de la EDP son constantes.

No se toma en cuenta los efectos de las condiciones reales en la frontera. A veces, un esquema
numérico se vuelve estable bajo ciertas condiciones en la frontera, incluso cuando el análisis de
Fourier lo declare como inestable. A pesar de esto, el análisis de estabilidad de Fourier se considera
como un criterio importante que garantiza la estabilidad de un esquema.

El término fuente de la EDP no se toma en cuenta, debido a la siguiente razón. Si no existe
ese término, la solución no debeŕıa crecer en el tiempo. Aśı, si la solución numérica crece, esto se
debe a la inestabilidad del esquema.

El análisis de estabilidad de Fourier se puede aplicar a cualquier aproximación por diferencias de
una EDP de tipo parabólico o hiperbólico, bajo las condiciones mencionadas antes. Consideremos
el método expĺıcito para la ecuación de advección (4.94):

u
(n+1)
i = u

(n)
i − γ(u

(n)
i − u

(n)
i−1) (A.19)

en el domino infinito.

supongamos que la condición inicial para este problema está dada como una función de Fourier:

u0
i = exp(ijπ/k)

o, en forma equivalente,

u0
i = exp(ijθ) (A.20)

donde j =
√
−1, k es un entero distinto de cero y θ = π/k, −π ≤ θ ≤ π, k es la mitad de

la longitud de onda en términos del número de intervalos de la ret́ıcula. Entonces, la solución del
método numérico tiene la forma:

u
(n)
i = (Gθ)

nexp(ijθ) (A.21)

donde Gθ es el factor de amplitud (generalmente complejo), el cual se determina sustituyendo
(A.21) en (A.19), de la manera siguiente:

Gθ = 1 − γ[1 − exp(−jθ)] (A.22)

Se puede examinar la dependencia de |G(θ)| con respecto a γ graficando ésta en el plano com-
plejo, figura (A.1), se observa que si γ ≤ 1, la curva que representa a G se encuentra dentro del
circulo unitario, lo que indica que el factor de amplificación nunca excede a la unidad para todos
los valores de θ. Aśı, el esquema es estable si γ ≤ 1. Sin embargo si γ > 1, está por fuera del ćırculo
unitario, por lo que el esquema es inestable.

En resumen el análisis de estabilidad de Fourier, se considera un dominio infinito y la solución
se desarrolla en series de Fourier. Este enfoque se basa en el hecho de que, ya sea el espacio discreto
o continuo, cualquier función se puede desarrollar mediante la integral de Fourier. Sin embargo,
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1
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Figura A.1: Efecto de γ sobre el factor de amplificación

debido al espacio discreto en la ret́ıcula, la integral se reduce a la suma de los componentes de
Fourier de las frecuencias discretas. Un esquema numérico en estudio se considera estable si las
magnitudes de los factores de amplitud de todas las longitudes de onda son menores o iguales que 1.



Apéndice B

Obtención de las ecuaciones
modificadas

Supongamos que una ecuación está dada por

ut +A2utt +A3uttt + . . .+B1ux +B2uxx +B3uxxx +B4uxxxx + . . . = 0, (B.1)

donde todas las A y B son coeficientes constantes, y queremos transformarla en la forma

ut + c1ux + c2uxx + c3uxxx + c4uxxxx + . . . = 0, (B.2)

eliminando utt, uttt y todos los términos con derivadas de orden superior con respecto a t.

Escribiendo la ecuación (B.1) como

F (x, t) = 0 (B.3)

donde F es exactamente igual al lado izquierdo de la ecuación (B.1). Al derivar parcialmente
la ecuación (B.3), podemos escribir

Ft = 0 (B.4)

Fx = 0 (B.5)

Ftt = 0 (B.6)

Ftx = 0 (B.7)

Fxx = 0 (B.8)

...

Es claro que los términos con derivadas de menor orden en la ecuación (B.4) son utt y uxt;
los términos menores de la ecuación (B.5) son utx y uxx; mientras que los términos menores de la
ecuación (B.6) son uttt, uxtt y aśı sucesivamente.

Escribiendo una combinación lineal de estas últimas ecuaciones como

81
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F + P1Ft + P2Fx + P3Ftt + P4Ftx + P5Fxx + P6Fttt

+P7Fttx + P8Ftxx + P9Fxxx + . . . = 0 (B.9)

donde P1, P2,. . . son constantes indeterminadas. Entonces debeŕıan de poderse determinar los
coeficientes Pn de forma que todas las derivadas con respecto al tiempo, como utt, utx, uttt, uttx,
utxx etc. se eliminen excepto ut.

Para implantar este algoritmo, expresamos todas las ecuaciones (B.3), (B.4), (B.5),. . . en forma
de tabla. En la tabla B.1, la columna más a la izquierda muestra las derivadas de u en orden
creciente en t y x. La segunda columna es para los coeficientes de las derivadas en la ecuación
(B.3), F = 0. Las columnas restantes son para las ecuaciones (B.4), (B.5), etc.

Tabla B.1 Derivadas de la ecuación modificada
1 P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9

F Ft Fx Ftt Ftx Fxx Fttt Fttx Ftxx Fxxx

ut 1
ux B1

utt A2 1
utx B1 1
uxx B2 B1

uttt A3 A2 1
uttx A2 B1 1
utxx B2 B1 1
uxxx B3 B2 B1

utttt A4 A3 A2

utttx A3 A2 1
uttxx B2 A2 B1 1
utxxx B3 B2 B1 1
uxxxx B4 B3 B2 B1

Al igualar a cero los coeficientes de las derivadas no deseadas en la ecuación (B.9), obtenemos
las ecuaciones siguientes:

A2 + P1 = 0

P1B1 + P2 = 0

A3 + P1A2 + P3 = 0

P2A2 + P3B1 + P4 = 0

P1B2 + P4B1 + P5 = 0 (B.10)

A4 + P1A3 + P3A2 + P6 = 0

P2A3 + P4A2 + P6B1 + P7 = 0

P3B2 + P5A2 + P7B1 + P8 = 0

P1B3 + P4B2 + P8B1 + P9 = 0
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Se pueden determinar los coeficientes Pn resolviendo las ecuaciones (B.10) en forma secuencial
desde la parte de arriba. Si hacemos B1 = c1 = a de acuerdo con la ecuación (4.115), las soluciones
son como se indica:

P1 = −A2

P2 = aA2

P3 = −A3 +A2
2

P4 = a(−2A2
2 +A3)

P5 = A2B2 + a2(2A2
2 −A3) (B.11)

P6 = −A4 + 2A2A3 −A3
2

P7 = a(−4A2A3 + 3A3
2 +A4)

P8 = (A3 − 2A2
2)B2 + a2(−5A3

2 + 5A2A3 −A4)

P9 = A2B3 + a(4A2
2 − 2A3)B2 + a3(5A3

2 − 5A2A3 +A4)

De la tabla B.1, los coeficientes de ux, uxx, uxxx y uxxxx son:

c1 = B1

c2 = B2 + P2B1

c3 = B3 + P2B2 + P5B1 (B.12)

c4 = B4 + P2B3 + P5B2 + P9B1

Por medio de las ecuaciones (B.11), la ecuación (B.12) se transforma en

c1 = B1 = a

c2 = B2 + a2A2

c3 = B3 + 2aA2B2 + a2(2A2
2 −A3) (B.13)

c4 = B4 +A2B
2
2 + 2aA2B3 + 6a2A2

2B2 − 3a2A3B2 + a4(5A3
2 − 5A2A3 +A4).
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[7] J.Ñ. Goldberg, A. J. Macfarlane, E.Ñewman, F. Rohrlich, and E. C. G. Sudarshan. Spin s
spherical harmonics and eth. J. Math Phys., 8:2155–2161, 1967.

[8] Bernard F. Schutz. A first course in general relativity. Cambridge University Press, Cambrid-
ge, 1985, 19th printing 2007.
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