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Capitulo 1

Ecuacion de Perturbacion

1.1. Formalismo de Tétradas

La manera estdndar de tratar problemas en Relatividad General es considerar las ecuaciones de
campo de Einstein en una base coordenada adecuada al problema que se desea resolver. Para este
fin resulta ventajoso en algunos contextos definir una tétrada base adecuada de cuatro vectores
linealmente independientes, proyectando las cantidades relevantes en esa nueva base, y considerar
las ecuaciones que satisfacen. Esto es lo que se conoces como Formalismo de Tétradas.

En la aplicacién de este formalismo, la eleccién de la tétrada base depende de las simetrias que
presenta el espacio-tiempo que queremos estudiar, aqui se presentaran las ideas béasicas de la teoria
y la derivacién de varias ecuaciones importantes que seran necesarias a lo largo de esta seccién.

1.1.1. Representacion de Tétradas

Estableceremos en cada punto del espacio-tiempo una base de cuatro vectores contravariantes.

e, (a =1,2,3,4), (1.1)

a

en donde se ocupan indices latinos para los indices de la tétrada y griegos para los indices tensoriales
(1 =0,1,2,3). Asociado a los vectores contravariantes (1.1) tenemos los vectores covariantes.

€ap = Guv ea”a (12)

donde g,,,, denota al tensor métrico, definiendo al inverso, el > de la matrix [e,*], tenemos

ea“ebﬂ :(Sba y e, e, =o",, (1.3)
también como parte de la definiciones vamos a asumir que
€o"€bpu = Tab, (1.4)
donde
Nab es una matriz constante. (1.5)
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En el caso en que los vectores bases e, * sean ortogonales entre ellos la matriz 7, representa
una matriz diagonal, (-1, 1, 1, 1). De (1.4), escribimos a 7% como la inversa de la matrix [1,]; con
lo que

e = 6°,. (1.6)
Como consecuencia de lo anterior
Nab €™, = €y n“beau = ebu. (1.7)
y mas importante tenemos
eaueay =9Guv- (18)

Dado cualquier vector o tensor, podemos proyectarlo sobre el sistema de la tétrada para obtener
sus componentes de la tétrada,

As=enA” = e Ay,
Ae = nabAb _ eaV AY = e“”Al,,
AP = AT = WA, (1.9)

1.1.2. La Derivada Direccional

Los vectores contravariantes e, considerados como vectores tangentes a la variedad, definen
una derivada direccional.

0
e, — QGM@; (110)
y podemos escribir
9¢
¢,a = ea# O = eaﬂqﬁ,ua (1'11)

donde ¢ es cualquier funcién escalar. Més general escribimos

0 0
_ p M v
Ay = ¢ pyn A, =g, py e Ay
= ¢/ 'Vule Al =¢" [e/Avyp + Ay €’ ] (1.12)
donde obtenemos
Aap =€, Ay pey ! 4 equipe, e VA, (1.13)
con la definicién
Yabe ‘= €4 Vebu;,uec My (114)

podemos rescribir a (1.13) de la siguiente forma

Aa,b = eaVAu;,ueb a + Yeab AC (115)
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Las cantidades qpc, definidas en (1.14), son los Coeficientes Rotacionales de Ricci. Una defini-
cién equivalente de estos coeficientes es

€bvsu = eay'}/abc ec;y (116)

Considerando el hecho de que 74, es una matriz constante tenemos

0="abp = [€ar&,”],, - (1.17)

con lo que podemos concluir que los coeficientes rotacionales de Ricci son antisimétricos en el
primer par de indices:

_ v
Yabe = €q Cbusu€c s (1 18)
= —€, V;;Lebv GCH = —Ybac-

Regresando a la ecuacién (1.15), la podemos reescribir de una forma diferente.

e Apw ey = Aap — 1Y eap Ad. (1.19)

La cantidad del lado derecho de esta ecuacion se le llama la derivada intrinseca de A, en la direccién
de ey y se escribe como A,

Aap =€, Apvey” 0 Apy =€ Ay e, . (1.20)

Con lo que tenemos la formula,

Aap = Aap — 1 Yean Ad, (1.21)

relacionando a la derivada direccional con la derivada intrinseca.
La notacién de derivada intrinseca de un vector se puede extender de manera obvia a tensores.
Por ejemplo para el tensor de Riemann se tiene

Rabcd\f = Rabcd,f - nnm [’Ynaf Rmbcd + Tnbf Ramcd + Tnef Rabmd + Tndf Rabcm} . (122)

1.1.3. El Formalismo de Newman-Penrose

El formalismo de Newman-Penrose es un formalismo de tétradas con una eleccién especial de
los vectores bases [1]. La eleccién estd hecha de una tétrada de vectores nulos I, k, m, y m* de
los cuales I y k son reales y, m y m* son complejos conjugados uno del otro. La motivacién pa-
ra la eleccién de esta base nula fue que Penrose crefa fuertemente que el elemento esencial del
espacio-tiempo era su estructura de conos de luz, en particular para las soluciones de un agujero
negro en relatividad general, el formalismo de Newman-Penrose muestra una gran eficiencia en el
entendimiento de las simetrias del espacio-tiempo.
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Los coeficientes spinoriales

Como ya establecimos, el formalismo de Newman-Penrose es la eleccién de una base nula que
consiste de un par de vectores reales nulos, I v k, y un par de vectores complejos conjugados nulos,
m y m*. Esta tétrada debe satisfacer las condiciones de ortogonalidad,

Il m=1'm*"=k-m=k-m" =0, (1.23)

como también las condiciones de normalizacion,

1l k=-1 y m-m* =1 (1.24)
Haciendo la correspondencia
e =1, e, =k, e3 =m, y es=m", (1.25)
tenemos a partir de (1.4)
0 -1 0 0
-1 0 0 0
ab __
P I (1.26)
0 0 1 0

La correspondiente base covariante esta dada por

el = —ey = —k, e?=—e; = -1, e’ =es =m", y el =e;=m. (1.27)
Los vectores base, considerados como derivadas direccionales estan denotados por simbolos espe-
ciales:

D=0"0,, A=k'0, d=m'd, 6 =m"0, (1.28)

En general hay 64 coeficientes rotacionales de Ricci [2], (1.14), si consideramos la antisimetria
en el primer par de indices estos se reducen a 24 coeficientes independientes, ahora si tomamos en
cuenta que el complejo conjugado de cualquier coeficiente rotacional se puede obtener remplazando
el subindice 3, por el subindice 4 y viceversa, el nimero que coeficientes rotacionales independientes
se reduce a solo 14. De estos 14 coeficientes rotacionales tenemos que dos son puramente reales,
Y211 ¥ Y212, ¥ que dos son puramente imaginarios, 7341 y 7342, con lo que podemos construir 12
coeficientes complejos, llamados coeficientes espinoriales, que son denotados también por simbolos
especiales:

1
K = 73113 P = Y314} €= 5(7211 + Y341) ;
1
0 = Y313; B = 7Y243; T=35 (y212 + 7342) ;
1
A = Y2445 T = 7312; a = 3 (v214 + V344) ;
1
V= 7242; T = Y241; B = = (7213 + V343) - (1.29)

2
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Relaciones de Conmutacién
El paréntesis de Lie (o conmutador), [e,, p], juega un papel importante dentro de la relatividad
general, y es en si un vector tangente, asi podemos expanderlo en términos de la misma base e,
lea, 0] = C% ec (1.30)

Los coeficientes C,,, en la expansion se llaman constantes de estructura y son antisimétricos en
los indices a y b, por lo que tenemos 24 de ellos. Las constantes de estructura pueden ser expresadas
en términos de los coeficientes rotacionales de la siguiente forma. Consideremos la aplicacién del
conmutador sobre una funcién escalar f. Tenemos

[eaveb]f = eau[eb Vf,l/],ll - eb#[eal’f,u]”u = [eaueb V;[l. 7eb#eay;p]f71’
= [_rYb Va +7ayb]f7V = [_foca +7ucb]ec Vf,V (131)
Haciendo la comparacién con (1.30) tenemos
Ccab = ’ycba - ’YCab (132)

La ecuacién (1.30) escrita explicitamente con las constantes de estructura expresadas en térmi-
nos de los coeficientes rotacionales nos genera las relaciones de conmutacion.

Como un ejemplo aplicado a tétradas nulas consideramos

[AaD] = [kvl]:[62761]:(7012_7021) e’
= —M21 e' + Y212 e’ + (’7312 - 7321) e’ + (7412 - 7421) e’
= 7121A — Y212 D+ (y312 — ¥321) 0" + (Y412 — Y421) O (1.33)

o expresado (1.33) con los coeficientes espinoriales obtenemos

[AD]|=(y+7") D+(e+€e)A—(t"4+m) 6 —(T+7") 0". (1.34)

De manera similar,

[6,D] = —(@"+08—7") D—rA+(p"+ec—¢") d+0 ", (1.35)
[0",A] = vD—-(T"—a—-0)A=-Xd—(u" =" +~)d", (1.36)
6°6] = —(" —p) D= (0 —p)A—(a—F") 6—(B—a") & (1.37)

1.1.4. Representacion de tensores: Riemann, Ricci y Weyl

El tensor de curvatura, también llamado el tensor Reimann, que se define como:

R(X,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ — Vixy|Z, (1.38)
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en donde X, Y y Z son vectores contravariantes arbitrarios, en términos de sus componentes se
4l
escribe *:

—RM 2 =2~ 2 (1.39)

vod“a a

El tensor de Riemann, con todos sus indices covariantes, R, €s antisimétrico en ambos pares

de indices (uv) y (o)), ademds es simétrico ante el intercambio de los dos pares de indices (uv) y
(o)),

Ruua)\ = _tha)\ = _R;wko = Roz\;w- (140)

Ademas, el tensor de Reimann cumple con la relacién ciclica en los ltimos tres indices covariantes

R[u,yo') + R#Ayg + R;U'U)\V = 0. (1.41)

A partir de (1.40) y (1.41) las 256 componentes del tensor de Reimann se reduce a solo 20 inde-
pendientes. Ademaés satisfacen las identidades de Bianchi.

R;J,VU)\;T + R/JJ/TO’;/\ + RNV)\T;O' =0. (142)
El tensor de Ricci se define como la contracciéon del tensor de Reimann de un indice del primer par

(uv) con otro indice del segundo par (o)),

Ryy=R", =R/, (1.43)

y a la contraccion del tensor de Ricci se le conoce como el escalar de curvatura R:

R = R“u (1.44)

Considerando (1.39) para un vector de la tétrada

Ruua)\ eaN = €av;oX — Cav; Ao (145)

sobre el sistema de la tétrada tenemos

Rabcd = RMUO'/\ea“ebyecaed)\
= {_ [Wafgefuega} A + [lyafgefueg)\];g} ebyecaedA (146)

s

Expandiendo las cantidades entre corchetes y sustituyendo la derivada covariante de los vectores
base por los correspondientes coeficientes rotacionales, tenemos que

Rapea = —Yabe,d T Yabd,c + nnm'}/ban (chd - ")/dmc) - nanWLad Yome + nnm’)/nac Yomd- (147)

Aqui definiremos al tensor de Weyl en el espacio-tiempo de cuatro dimensiones [2], como la parte
libre de traza del tensor de Reimann:

1 1
C;u/a)\ = R;U/G'/\ - 5 (guaRl/)\ + QVAR;w - gl/aRu)\ - gp/\RuU) + 6 (guagl/k - guaguk) R (148)

1En este trabajo siempre estaremos considerando que el espacio-tiempo est4 libre de torsién
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En otras palabras el tensor de Weyl tiene las mismas simetrias que el Reimann con la condicién
que la contraccién con la métrica es cero,

9" Cuvor = C, 0 =0 (1.49)

Podemos reescribir a (1.48) en términos de sus componentes sobre la tétrada como

1 1
Raped = Caped + 3 (Nac Rod + Mbd Rac — Mbe Rad — Mad Rbe) — 6 (Mac Mbd — Nad Moe) R, (1.50)

en donde R,. denota a las componentes de la tétrada del tensor de Ricci y R al escalar de curvatura:

Ry = nbdRabcd Yy R= 7IabRab =2 (R34 - Rlz) (151)

El hecho de que Cypeq sea de traza cero requiere que:

7Cpea = —Cpez — Caper + Capes + Capez = 0. (1.52)

Ademas, tenemos la relacién ciclica para el tensor de Weyl,

Ci234 + Cr3a2 + Cra23 = 0. (1.53)

La condicién (1.52), escrita explicitamente para b = ¢, nos da como resultado

C1314 = Ca324 = Ci332 = Clraa2 = 0. (1.54)

Mientras la condicién para b # ¢ junto con la relacién ciclica (1.53) tenemos que

C1231 = C1334; Ci241 = Craus; C1232 = C2343; Cr242 = Caa3q
1 1
Ci212=C34315 y  Clizaz = 3 (Cr212 — Ch234) = 3 (C3434 — C1234) - (1.55)
Recordando que a partir de las simetrias del tensor de Weyl y la relacién ciclica el ntimero
de componentes independientes se reduce a solo 20, ahora tomando a (1.54) y a (1.55) se reduce
a 10 las componentes independientes. Finalmente en el formalismo de Newman-Penrose estas 10
componentes independientes del tensor de Weyl se representan por 5 escalares complejos,

Ty = —Ciziz = —Cpunr I"m” ’m”

Uy = —Cioiz=—Cun K 1'm”

Uy = —Cizaz = —Cu-1"m” m kT

Uy = —Craas = —Cnr MR m* k7

Uy = —Chgoq = —Cupns K m* X m*7, (1.56)

llamados los escalares de Weyl [2].
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1.2. Ecuacion de Perturbacion para ¥,

En esta seccion estaremos interesados en obtener la ecuacion de evolucién para la parte per-
turbada de ¥, [3], para el caso de vacio en un espacio-tiempo asintéticamente plano o de tipo D
[2][4]. Para obtener dicha ecuacién de evolucién partiremos de las identidades de Bianchi (1.42) y
del tensor de Reimann (8), ambas proyectadas sobre la tétrada nula y usaremos las ecuaciones de
Einstein:

1
Ru = K (Tm, — 5 9w T) + Ay, (1.57)
Ry = K (Tup +nap (Tr2 — T34)) + Nap A, (1.58)

con K =8, y A es la constante cosmoldgica.

A partir de la identidad de Bianchi 42[21|4]%:

Ry22114 + Ragaopn + Ry142 =0 (1.59)

Sustituyendo cada una de las componentes del tensor de Riemann en (1.59) en términos de las
componentes del tensor de Weyl y del tensor de Ricci (1.50) tenemos

1 1
<C4221 - 2R42> + Cao42;1 + <C4214 + 2344> =0 (1.60)
|4 |2

Ahora remplazando en (1.60) a los coeficientes del tensor de Ricci por (1.58) y expandiendo a la
derivada intrinseca (1.21)

K
(0" —2(a+27) U3 — (D4 (p—4¢)) Uy +3\Ty = 5 (6" —=2(a— 7)) T+
(A= (W +27y=29) Torm + ATk — 0" T — 20 Ty + AT ) (1.61)

En donde ya se remplazaron a las componentes restantes del tensor del Weyl por los escala-
res de Weyl (1.56) y a los coeficientes rotacionales por los coeficientes espinoriales adecuados (1.29).

De manera similar obtenemos las ecuaciones correspondientes para las identidades de Bianchi

42[43|2], 42[13]2] y 42[134]

K
(A=202p+7)) U3 = (0= (48 =7)) Va+3v Vs = == [(A=2(p" +7)) Tim:
—(6* —(204+2ﬁ* —T*)) Tiw +vTie+vThme + vV T e _2)\Tkm]; (1.62)

2 Aqui estamos tomando la notacién que encerrar entre corchetes significa que las cantidades en cuestién has sido
antisimetrizadas.
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(A—31) Up— (65— 2(F— 7)) w3+aw4+2uw1=§ [+ (0" — 26— 2) Turm

1 1
(6 =2(8+7)) Thme — X T + 20Tk + 5 (A& = 30) T — 5 (A +3p1) Tmm*} . (1.63)

(5*737{') \1127(D+2(p76)) \I/3+KZ\IJ4+2A\I/1:

K
- D207 = ) T + 6+ (20" =20~ 7)) Ty
1 1
4" T+ 21 Thme — 5 (8% +37) Th + 5 (6% — 37) Tmm*] . (164)

Luego, la componente del tensor de Riemann Ra404 sobre la tétrada, (1.17), expresada en términos
de los escalares de Weyl (1.56) es:

1 1
Royos = Cogoa + 3 (M22 Raa + Naa Rog — Naz Roa — M2a Rao) — 5 (M22 Maa — M2aMa2) R

= Coppa =Yy (1.65)

ocupando la expresién (1.47) tenemos

Uy = —7y212.4 + Y2ua,2 + 1" Va2n (Vama — Yam2) — 0" Y24 Yam2 + 0" Yn22 Yama. (1.66)

Finalmente corriendo las sumas de la expresion anterior y sustituyendo a cada uno de los
coeficientes rotacionales por sus correspondientes coeficientes espinoriales tenemos la expresién

Uy (A= (" +3y = 7)) A= (0" = Ba+ B 47— 7)) v =0, (L67)

de manera semejante, partiendo de la componente Ro4o1,

Us+(A—(p+y—7)7—(D—-Be+€)) v—(um"+ A (7" +7)) — %Tkm* =0, (1.68)

De Roy43

Wyt (5" — (a4 B ) p— (5 + (0" —38)) A+ 7" — (p—p7) ungkm* —0, (169)

y de Ri240 — R3442

(A=(p =) a=0" =@ =) y+m2 AB+7)—v(p+e)+T¥3=0. (1.70)
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Ahora derivaremos la ecuacién de perturbacién para un espacio-tiempo tipo D en vacio, al cual
pertenece el espacio-tiempo de un agujero negro de Schwarzschild. De los escalares de Weyl el tinico
que es diferente de cero es Wy, y los coeficientes espinoriales k, o, ¥ y A son idénticos a cero, con

lo que las ecuaciones perturbadas hasta términos lineales de las ecuaciones (1.61), (1.62) y (1.67)

son 3:

K
2

(6* —2(a+2m) U3V — (D + (p—4¢) U, 43XV w, = [(5* —2(a—7%)) T e

— (A= (" +2y=29) TW,,.- m] (1.71)
K
(A=202u+7) UM — (65— (48-7)) v, 43,0 w, = ) [(A —2(p* 4 7)) T g o
— (0" = (2a+28" — 7)) T(l)kk}a (1.72)
W (A= (4 p"+3y =) A = (5" = Ba+ 8" + 7 — 7)) v =0. (1.73)
Las ecuaciones (1.63) y (1.64) para un espacio-tiempo tipo D toman la forma
A \112 = 3‘LL \Ilg; oF \Ilg =3 \112, (174)
con las expresiones (1.73) y (1.74) podemos obtener la accién de A sobre (N Wy, y la accién de §*
sobre v ,:
(A = (dp+p* +3y =) ANV, — (5" — Ba+ §° + 4m — 7)) v DUy = — 0, ¥,V (1.75)
Ahora aplicando [A — (44 + px + 3y — 3v%)] sobre (1.71) y aplicando [§ — (3a + % + 47w — 7%)]
sobre (1.72), y despues restando estas nuevas ecuaciones y ocupando (1.75) obtenemos
= (A= (u+p +37=7)) (6" =2(a+2m) = (6" — Ba+ "+ dm — 7)) (A =2 (2u + 7)) U5V
+ (A = (4 + "+ 37 =7) (D + (p —46) = (6" = (Ba + 5* +dm — 7)) (6 — (45 — 7)) Wa'V +
K
O [(A (At 3y =) ((5* —2(a—7%) TW -
— (A= (i 27 = 29) TW e e ) + (0" = Ba+ 5" +4m = 7)) (A = 20" +7)) TO o
— (3" = (2a+28" =) TV )] (1.76)

Ocupando la relacién de conmutador (1.36) y las ecuaciones (1.70), (1.68) y (1.69) podemos simpli-
ficar la ecuacién anterior para obtener finalmente la ecuacion de evolucién para la parte perturbada

de \1142

(A= (Ap+p"+3y=7") (D + (p—4€)) — (5" — (Ba+ §* + 47 —7%)) (6 — (48 — 7)) + 3W5) U,V
K

=5 [(A = (u+p" +37 7)) <(5* —2(a =7 NTWpme — (A= (" +27 - 277)) T(l)m*m*)

(0" = Bat B+ dr =) (A= 200" +9) TD e = (6" = 2+ 28" = 7)) TOyi )| (177)

3Para las ecuaciones perturbadas se sustituye a cada una de las cantidades por ella misma mis una pequefia
perturbacién, por ejemplo: £ — £ + £(1) | donde £(1) es la perturbacién de €.
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Nuestro interés en obtener una ecuacién para la parte perturbada de ¥4 radica en una propiedad
muy importante del espacio-tiempo, la cual se conoce como el teorema de peeling [5][6], y establece
la siguiente relacion

1
pb—n’

U, ~ (1.78)

Esta 1ltima expresion nos dice que la cantidad r¥, tiene un comportamiento constante a lo largo
de la coordenada r, y es, la que en su momento estaremos interesados en que un observador lejos
de la fuente de la perturbacién sea capaz de dectectar.
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Capitulo 2

Espacio-Tiempo de Schwarzschild

En este capitulo estudiaremos la ecuacién de perturbacién con fuentes (1.77) para un espacio-
tiempo estdtico con simetria esférica descrito por la métrica de Schwarzschild.

M M\
ds® = — (1 - 2> dt* + (1 — 2) dr? + 1?2 dQ2, (2.1)
T T

Entre las principales propiedades de este elemento de linea, se puede mencionar que es asintdoti-
camente plano, es decir, que se aproxima al elemento de linea de Minkowski cuando r — co. Esto
es de esperarse ya que conforme nos alejamos de la fuente el campo gravitacional se hace mas
débil. Una segunda propiedad muy importante es el hecho que los coeficientes de la métrica de
Schwarzschild se vuelven singulares en » = 0 y en r = 2M. El radio r, := 2M se conoce como el
radio gravitacional o de Schwarzschild, para objetos astrofisicos convencionales (estrellas, plane-
tas, etc.) este radio es mucho menor al radio de los objetos, por lo que en estos casos no debemos
preocuparnos por ambas singularidades.

Por otra parte si consideramos a la métrica de Schwarzschild correspondiente a una masa
puntual, debemos tomar en cuenta las singularidades de la métrica en r = 0 y en r = 2M.
para estudiar la naturaleza de estas singularidades resulta conveniente observar que las tnicas
componentes diferentes de cero del tensor de Riemann son:

Riptr = 2M/7°, (2.2)
Rigro = —MT_T722M7 (2.3)
Ripto = —M#sm%), (2.4)
Rogoy = —2Mrsin?0, (2.5)
Rrorg = %7 (2.6)
Rrgry = %snﬁe, (2.7)

en donde se puede apreciar que si M # 0, las componentes anteriores son diferentes de cero y por
lo tanto el espacio es curvo. También se puede ver que tanto el tensor de Ricci como el escalar de

15
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curvatura son cero, por lo que la métrica (2.1) es solucién a las ecuaciones de Einstein en vacio.
Por otra parte se puede construir otro escalar:

M2
RO Ry g =48 —— (2.8)
T

Este escalar nos muestra que el espacio-tiempo solo tiene un solo punto singular en » = 0, lo
que es de esperarse al estar considerando una masa puntual, pero es totalmente regular en r = 2M.
Esto implica que 7 = 2M no es una singularidad fisica y que surge debido a las coordenadas usadas,
con lo que recibe el nombre de singularidad coordenada.

2.1. Meétrica de Schwarzschild en coordenadas de Kerr-Schild

Existen varios sistemas de coordenadas que son regulares en 7 = 2M. Uno de estos se conoce
como coordenadas de Eddington-Finkelstein [4], estas coordenadas pueden derivarse partiendo de
geodesias nulas radiales,

ds* =0 = —(1 —2M/r)dt* + (1 — 2M/r)" dr?, (2.9)
lo que implica
dt =+ (1 —2M/r)"tdr. (2.10)

Integrando esta ltima ecuacién

t = £ 7" + constante, (2.11)

donde hemos definido a la coordenada tortuga r* como

r*i=r+2MIn(r/2M —1). (2.12)

Podemos observar que en términos de r* el radio de Schwarzschild corresponde a r* = —oo. Si
ahora definimos una nueva coordenada como V' :=t +r* y hacemos el cambio de coordenadas de
{t,r} a {V,r}, el elemento de linea (2.1) se reduce a

ds? = —(1 — 2M/r)dV?* 4 2dVdr + % dQ>. (2.13)

Esta es la métrica del espacio-tiempo de Schwarzschild en las coordenadas de Eddington-
Finkelstein. La coordenada V es nula, lo que se puede observar del hecho de que para la métrica
(2.13) las lineas nulas entrantes corresponden a V = constante. Si ahora hacemos un nuevo cambio
de coordenadas de {V,r} a {t,r}, donde  := V — r, nos genera

M AM . M
ds? = — (1 - 27«) di? + ——didr+ (1 + 2r) dr® +r? dQ?, (2.14)

que se le conoce como la métrica de Schwarzschild en coodernadas de Kerr-Schild, en la cual po-
demos darnos cuenta que hemos eliminado el problema en r = 2M.
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El siguiente paso es construir una tétrada nula dentro del formalismo de Newman-Penrose
asociada a la métrica (2.14), para esto resolvemos las ecuaciones (1.8) y (1.4) con la matriz 74
definida en (1.26). Respecto a los vectores nulos reales, se escogen de tal manera que solo describan
a la parte radial y temporal del espacio-tiempo, es decir, que su parte angular sea cero. Ademads
ambos se elijen de tal forma que en la regién asintoticamente plana estan dirigidos al futuro, uno
en direccién entrante, [*, y el otro en direccién saliente, k*. Con todas estas condiciones solo queda
una funcién libre, denotada por simplicidad Ky = Ky(r) y estableceremos que Ky = 1. Respecto a
la parte angular, esta serd descrita por los dos vectores nulos complejos. De esta manera podemos
obtener la siguiente tétrada nula:

1 M M 1
=3 <1+2r,1_2r,0,0); k= (1,-1,0,0); m“:—ﬂ (0,0,1,i escd),
T
(2.15)

Con la definicién de los coeficientes espinoriales (1.29), tenemos que los tnicos diferentes de
cero son:

1 _r—=2M M
ps = ps =5 2 €= —5 3
cot 6
Og = ——F— s = —Og, 2.16
2V2r : (2.16)
y de los escalares de Weyl solo tenemos uno diferente de cero
M

Uy = —. (2.17)

Sustituyendo los valores de estas cantidades dentro de la ecuacién de perturbacién (1.77) tene-
mos que la ecuacién para el escalar ¥4 perturbado queda como:

(O + O] W4V = K721y, (2.18)
donde
9? 0? 0?
2 2
I:’tr,- = _(7" +2MT)@+(T —2MT)ﬁ+4MTW+
0 0
0? 1 9?2 0 cost) O 1+ cos? 6

O = —t+— t — -4 —n— — —2 —n—. 2.20
be 06? +si]r120 0p? +eo 06 ' sin20 Op sin? 0 (220)

El término de fuentes del lado derecho de la ecuacién (2.18), Ty, estd definido como

Ty=TFTW + T 7O ™ 7O (2.21)

donde
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T = (5 s (Bas+ By AT, — 7)) (5 +ma Qo 28,7 — 7)), (2.22)
TEM = (A (dps+ps™ +37 —%") (0" +2m2 (as — 75%)) +
(6" +m2 Bas+Bs" +4ms — 7)) (A +2m12 (s +7s)) 5 (2.23)

7mm = (A + 112 (411'5 +Ms +37s — )) (A + M2 (IU’S +279s — 275*)) : <2'24)

que después de sustituir los coeficientes (2.16) y (2.17) quedan como

ek 1 0 0 0
7 = 5.2 \5 —dcsc 9—8¢ —cot 6 20 —icse Q—a(b (2.25)
km* @ ﬁ — 2 _ § 0 0 —
T = = (825 o 5 zcsc98¢ cotf |, (2.26)

2 2 6(0 9\ 4
_28t6r+8r2_<8t ar>+r2>' (227)

Aqui introduciremos lo que se conoce como los armdnicos esféricos con peso de espin Y,b™,
como una generalizacién de los arménicos esféricos ordinarios [7][4]. Los cuales satisfacen las si-
guientes ecuaciones:

N
3
3
|
[
~—
®
[\

Y, = =9 +s+ 1)V, (2.28)
T.v,bm = —/+s)(-s+1)Y, ™ (2.29)
(2.30)

En donde los operadores Upsilon y Upsilon-bar estan definimos como

0
Ts=— (89 +zcsc€a¢—scot6‘) =Yy + scot b, (2.31)
T, = 0 zcsc@a +scotf ) =T+ scotd (2.32)
T \oe 9 - ’ '

Ocupando estos ultimos operadores podemos notar que las ecuaciones (2.25), (2.26) y (2.27) se
pueden escribir de la siguiente forma

ThE = —ﬁ“‘r,l Yo, (2.33)
. V2 /0 0 3\ -
Tk = <8t i T) T 4, (2.34)

S 02 2 9 6(0 9\ 4
T —‘(mf”mm+mfn(m‘&>+w) (2.35)
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Nosostros estaremos trabajando con la funciéon ¢ = r\If4(1), la cual se espera que tenga un
comportamiento constante en regiones alejadas del agujero negro, con lo que la ecuacién de per-
turbacion final es

Oy +0gg] @1 = K13 7Ty, (2.36)

donde el operador de la parte temporal y radial tiene la siguiente forma

O = —(r2+2Mr)8—2+(r2—2Mr)a—2+4Mr o +
b ot2 or2 otor
9 ) M

2.2. Polvo y la Ecuaciéon de Perturbacién para W,

Consideraremos ahora que del lado derecho de la ecuacion de perturbacion, el término de fuente
de materia estd descrito por un fluido con presién cero denominado polvo tal que:

T, = pu, u,, (2.38)

donde p es la densidad, y u* es la cuadrivelocidad del polvo, ademds consideraremos que el polvo
esta cayendo de manera radial hacia el agujero negro con lo que la cuadrivelocidad solo tendra com-
ponentes temporal y radial

u' = (u’,u',0,0), (2.39)

en donde u° y u! son funciones de ¢ y r nicamente. Al proyectar el tensor de energia momento
dado por la ecuacién (2.38) sobre la tétrada nula (2.15) tenemos que las componentes angulares
son cero: TW . =TW .. =0,y que la componente a lo largo del cono de luz en direccién k
es TWyp = (k* uu)2 p = (u®+u')? p. Por otra parte, debido a que los arménicos esféricos de peso
cero son una base completa para funciones definidas en la esfera, podemos expander a la densidad
p como

1

p= prm(t;r) Yo" ™(0,0). (2.40)
Im

De esta manera el lado derecho de la ecuacién de perturbacién (2.36) se reduce solo a la accién
del operador T** sobre T}, 1., es decir por la ecuacién (2.33) a la accién de los operadores Upsilon-
bar, primero actuando sobre el harmoénico de peso cero, bajandole el peso a —1 de forma que el
siguiente operador vuelve a bajarle el peso a —2

T ToYo"™ ==+ )T Y " =/(I-1)1(1+1) (1+2)Y "™ (2.41)

Con lo que lado derecho de la ecuacién de perturbacién (2.36) queda finalmente como

1
Ty=TFFTW ) = 5.3 W +u' ) > gt VI-1)T(I+1) (+2)Y,"" (242)

ilm
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La evolucién del polvo esta descrito por la ecuacién de continuidad para el vector de corriente,
JH = put, y de la ecuacion de conservacion del tensor de energia momento:

Jh = 0, (2.43)

g5

T, = 0. (2.44)

La ecuacién (2.44) implica las ecuaciones de Euler relativistas, que para el caso de polvo, donde
la presién es igual a cero, se reducen a la ecuacién geodésica u” u,;,, = 0. De la constriccién que
se tiene sobre la cuadrivelocidad del polvo u* u, = —1, podemos expresar a las componentes de
la cuadrivelocidad en términos de las constantes de movimiento y de la posicién de las particulas
considerando primero la constriccién en la velocidad como un Lagrangiano

L=g, vy =u'u, =-1, (2.45)
o en términos de la métrica (2.14) tenemos
2M 2M 4M
L( ) (%) + (1+> (')’ + =l ul = 1 (2.46)
r r r
y a la energia E¥ como una constante de movimiento definida como FE = —% %7
oL 2M 4M
—=-2(1-"=)u+ —ul=-2E, (2.47)
oud r r

con lo que

Er+2Mut

y sustituyendo (2.48) en (2.46) tenemos que

/ M
ul =+ /E2 - 1+2—, (2.49)
T

con lo cual podemos determinar el valor de las componentes de la cuadrivelocidad de cada particula
del fluido en funcién de su posicién. Con estas componentes podemos ademds obtener una expresion
explicita para la velocidad coordenada, v" = % = Z—; En este caso de caida radial, el problema
hidrodindmico se reduce a la ecuacién de continuidad (2.43), en la cual usando las ecuaciones (2.48)

y (2.49) obtenemos una ecuacién de evolucién para la densidad.

! ! E?—1+3M !
> 0 prm Yo" 0" O prm Yol + 2 o e Y pm Yo = 0. (2.50)
Im Im N ( + T) Im

Para cada modo [, m se cumple que

8t Pl,m + v" 87" Plm +2

E?—143M4
53 V' PLm = 0. (2.51)

(-1 2
Finalmente, usando el hecho de que u® +u! = r f_glj\}, podemos simplificar la expresién (2.42)
obteniendo para el término de fuente de la ecuacién de perturbacién:
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2
1 (E£/E?—1+24 l
Ti=—; 7 gmj () VU= TI+1) (+2) V" (252)

Regresdndonos ahora a la ecuacién de perturbacién (2.36) podemos fijarnos en que el operador
de la parte angular (2.20) se puede expresar en términos de los operadores Upsilon y Upsilon-bar.
Oop =YT_1 Yo, (2.53)

con lo que podemos establecer que la funcién ® es una funcién descrita en términos de los armoénicos
esféricos de peso —2.

d = Z Rl,m(tu 'I") Y72l’m(97 ¢) (254>
lm

Usando el hecho de que Y_"™ son eigen-funciones de los operadores Upsilon, ecuaciones (2.28) y
(2.29) se tiene

o Voo™ =T 1 T o Vo™ = —(1—1) (1 +2) Yo" (2.55)

Finalmente juntando todos los resultados anteriores, obtenemos que todos los términos en la
ecuaciones de perturbacién, incluyendo las fuentes, estan expresados en términos de los armoénicos
esféricos de peso —2, Y_o!™ con lo que podemos obtener una ecuacion para la parte temporal y
radial para cada modo [, m.

O?R, %R, 0%R,
_ 2 2M ,m 2 o'M ,m A M m
(r* + r) o2t (r r) o Pt
8]%l,m 8Rl,m M B
2 (2r+ M) =5 42 (2r = M) = +<2T —(l—1)(l+2)> Rim =
2
Ex /B2 1421
dmrd o VI=1)T(0+1) (+2)pym.  (2.56)

Las ecuaciones (2.51) y (2.56) nos permiten estudiar la evolucién de cualquier distribucién de
polvo en caida radial en una dimension, asi como la repuesta gravitacional del agujero negro de
Schwarzschild. Podemos observar que existe una degeneracion respecto a los modos m, esto se
debe las simetrias impuestas; la métrica de Schwarzschild es de simetria esférica y restringimos el
moviendo del polvo a solo caida radial.

Para poder estudiar a la respuesta gravitacional en funcién de la distribucién inicial de polvo,
en el capitulo 5 reformularemos a la ecuacién de perturbacién (2.56) a un sistema de ecuaciones de
evolucién de primer orden, que junto con la ecuacién de continuidad (2.51), se resolveran numéri-
camente ocupando el método de lineas.
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Capitulo 3

Ondas gravitacionales

3.1. Campo débil

Unas de las propiedades mas importantes que debe de satisfacer la teoria de la relatividad
general de Einstein, es que esta se debe de reducir a la teoria de Newton en el limite cuando el
campo gravitacional es débil, como se puede considerar dentro de nuestro sistema solar incluyendo
el campo gravitacional del Sol. El estudio de la relatividad general dentro de este limite es de
gran importancia, primero nos permite reducir la teorfa a un caso mds comin (Sistema Solar) y
segundo, implica la existencia de la radiacién gravitacional.

Debido a que en relatividad general los campos gravitacionales estan relacionados con la curva-
tura del espacio-tiempo, un campo débil gravitacional debe estar relacionado con un espacio-tiempo
casi plano. En este caso debe de existir un sistema de coordenadas tal que la métrica sea muy cer-
cana a la métrica de Minkowski [4]:

Guv = M + h;w |h,uy| < 1. (31)

Es importante mencionar que al considerar que la métrica debe ser casi la métrica de Min-
kowski, no solo estamos considerando que la curvatura es plana si no que también estamos en un
sistema coordenado casi cartesiano.

La matriz de transformacién de Lorentz en relatividad espacial es:

¥ —vy 0 0

&N —v7y ¥ 0 0
(A “) o 0 0 1 0 (32)

0 0 0 1

Para campo débil podemos definir una transformacion de Lorentz de fondo como aquella de la
forma:

% = A%, zt (3.3)

En la cual A*, es idéntica a (3.2). Si le aplicamos esta transformacién a nuestra métrica casi
plana encontramos:

23
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Gir = ARAL Gap = AZAL (Mag + hap)
= Naw + AEAQ hag = Npw + hjo, (3.4)
en donde hp = Ag Ag hap. Con lo anterior podemos observar que h,, se transforma como un

tensor de segundo rango en relatividad especial, lo que implica que podemos reinterpretar al cam-
po gravitacional débil como un campo dentro de la relatividad especial asociado a un tensor de
segundo rango, h,,. Podemos trabajar como si estuviéramos en un espacio-tiempo plano y usar a
la métrica de Minkowski para bajar y subir indices a los tensores, con la tnica excepcién de no
usar 7, para mover indices al tensor métrico g,., ya que por definicién g es la matriz inversa

de g .

A partir de la relacién del tensor Riemann con el tensor métrico podemos obtener facilmente,
hasta términos lineales en h:

1
Ragw, = 5(6@8;/10”, + 8a<9yhﬁu - 858,,%“ — 6Q8thy), (3.5)

asf como el tensor de Riccil,

Ry = 070, 11y %(aﬂayh +0a0% ), (3.6)

con h:= h*, la traza de hy, y O" = n“ﬂé‘ﬁ, y por tltimo, podemos obtener al tensor de Einstein

_ 1 _ _
G = 00y = 5(060" Py + Nu0*0°hag), (3.7)

en donde hy, = hyy — nwh/Q se define como el tensor de traza inversa de h,,. De esta manera
las ecuaciones de campo a orden lineal quedan:

1 . _
00 h vy = 5 (0ad s + Nu0*0°hog) = 87T, (3.8)
Una manera de simplificar a la ecuacién (3.8) es pedir que

A,k = 0. (3.9)

Esta ultima expresién son cuatro ecuaciones, y nos gustaria encontrar una transformacién
adecuada en la que (3.9) se cumpla. Para esto consideremos un pequetio cambio en las coordenadas
de la forma x* = z* + £*, donde £ es un vector pequefio en el sentido de que |9,&#| < 1. La
matriz Jacobiana estara dada por

AP, =9, 2 = 8l + 0,¢", (3.10)

y la inversa hasta términos lineales es

AV, =80 — 0. (3.11)

1Aqui estamos tomando la notacién que encerrar entre paréntesis significa que las cantidades en cuestién has
sido simetrizadas
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El tensor métrico bajo esta matriz de transformacién, gz = A%, AP 5 Jap queda

9pv = Nuv + hw/ - 26(u§u)~ (3'12)

Ya que lo dnico que hemos hecho hasta ahora es solo un cambio de coordenadas, la fisica

detras debe permanecer intacta para cualquier £# pequeno. Esto es lo que se conoce como una

transformacion de morma, y decimos que la teoria linealizada tiene una libertad de norma de la
siguiente forma

Ry = Py — 200,61, (3.13)

y en términos de hy,:

BMU — BMV — 28(#51,) + nm,aafa. (3.14)

Podemos ahora ver de manera facil que a partir de la condicién (3.9) llegamos a la siguiente
ecuacién para &8

D0 0°EP = 0P, (3.15)

la cual es una ecuacién de onda para &7 con un término fuente, 0,h*?, que siempre es posible
resolver. Con lo que es posible encontrar una norma en la que (3.9) se cumpla, dicha norma recibe
el nombre de norma de Lorentz.

Finalmente podemos escribir a la ecuacién (3.8) de una manera sencilla

Ohy = —167T),, (3.16)

donde [ es el operador DAlambertiano en un espacio-tiempo plano.

Ahora consideremos a las ecuaciones de campo (3.16) en vacio, sin pensar por el momento en
las fuentes que producen ese campo. Las ecuaciones de Einstein en este caso quedan de la forma

Ohyy = (=07 + V*)hy, =0, (3.17)

la cual es la ecuacién de onda para TLW, con una velocidad de propagacion igual a la velocidad de
la luz (¢ = 1). De esta manera podemos pensar que las perturbaciones en el campo gravitacional
se comportan como ondas que se propagan a la velocidad de la luz, lo que quiere decir que las
ecuaciones de campo linealizadas predicen la existencia de las ondas gravitacionales. La solucién
més simple a la ecuacién (3.17) es de la forma

by = Auvexp(ikax®), (3.18)
donde A, es el tensor de amplitud y k" es el vector de onda. Sustituyendo (3.18) dentro de la
ecuacién de onda (3.17) llegamos a la condicién siguiente

n*Pkoks = kok® = 0, (3.19)

Asi, el vector de onda debe ser un vector nulo, o dicho de otra manera, las ondas deben de
propagarse a la velocidad de la luz. Considerando el hecho en que la ecuacién (3.17) debe de
satisfacer la condicién de norma (3.9), la cual para este caso es
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APEg =0, (3.20)

lo que implica que el tensor de amplitud A, de ser ortogonal al vector de onda k*.

Hasta el momento podemos pensar en que el tensor de amplitud tiene 6 grados de libertad
independientes, las 10 componentes independientes de la simetria del tensor A,,, menos las 4
constricciones de que A, debe ser ortogonal a k¥, pero nos falta considerar la libertad de norma
que queda dentro de la norma de Lorentz, en la que el vector de la transformaciéon de norma
&Y estd restringido solo por [1€%, con lo que podemos sumarle a £* cualquier otro vector éa que
satisfaga que Déa = 0, sin que se genere algiin cambio. De manera particular podemos tomar

€% = B%xp(ikga?), (3.21)

con B® cualquier vector constante. Con lo que tenemos otros cuatro grados de libertad, lo cual
reduce a solo 2 las componentes independientes de A,,,,. Al vector B se escoge de tal manera que
se cumplan las siguientes dos condiciones sobre A,,.

A“u = 0 (3.22)

Ay = 0, (3.23)

donde u® es cualquier 4-velocidad constante o cualquier vector temporaloide unitario. La condicion
(3.22) significa que A, es de traza cero lo que implica que h,, = B;w y la segunda que es ortogonal
a u*. En un sistema de referencia en el cual u* = (1,0,0,0), las expresiones (3.20), (3.22) y (3.23)
se reducen a

Ay =0, Aijk) =0, Al =0. (3.24)

A cualquier tensor que cumpla con (3.24) se le dice que es un tensor transverso con traza cero
, por sus siglas en ingles TT (transverse-traceless), la palabra transverso viene del hecho de que
es un tensor puramente espacial y ortogonal a su direcciéon de propagacion. Si consideramos a la
direccién de propagacién a lo largo del eje z, entonces A,,,, por las condiciones en (3.24), tiene la
forma siguiente

0 O 0 0
0 AT A 0

A;u/ = 0 AX 7A+ 0 5 (325)
0 O 0 0

en donde AT y A* denotan a los grados de libertad restantes para A,,.

Habiendo ya encontrado la soluciéon general para una onda gravitacional plana en la norma TT,
la pregunta inmediata es: ; Cémo estas ondas gravitacionales pueden ser detectadas?, o ; Cémo estas
ondas afectan al movimiento de las particulas?. Como primer paso para responder estas preguntas,
consideremos al tensor de Riemann en el limite de campo débil (3.5), encontramos que para una
onda propagandose en direccién z, las inicas componentes del tensor de Riemann distintas de cero
en la norma TT son:
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polarizacion +

D=2

polarizacién X
X

Figura 3.1: Efecto de las ondas gravitacionales sobre un anillo formado de particulas libres segtin
el tipo de polarizacion de la onda

1

R%y0 = Raoz0 = —53030 e (3.26)
1

R0 = Ryowo = *iaoaohfyT (3.27)
1

RyOyOZRyOyO = 758080}157;11: *Rzozo (328)

lo que muestra que las ondas gravitacionales producen una curvatura diferente de cero, y no son
solo efectos de la norma. Considerando ahora la ecuacién de desviacién geodésica [4][8]

a® = —R”‘Mﬁyu“u”zﬁ (3.29)

para dos particulas inicialmente en reposo con un vector de separacién z2, tenemos que

aa — _Raoﬁ()zﬂa (330)
o de manera explicita
]{32
= _?0(A+Zw + A% 2Y)exp(ikaz®), (3.31)
]{72
@ - _?O(szw — AT 2Y)exp(ikaz®) (3.32)

A partir de estas dos ultimas expresiones podemos concluir que las ondas gravitacionales tie-
nen dos diferentes polarizacién. La primera corresponde cuando A" # 0 y AX = 0 y se le llama
polarizacién 4+, mientras que la segunda corresponde a AT = 0y A* # 0 y se le llama polarizacién
x. En la Figura 3.1 se muestra como es afectado un anillo formado por particulas libres debido a
las polarizaciones 4+ y x de una onda gravitacional viajando en la direccién perpendicular al anillo.
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Finalmente encontramos que la perturbacién a la métrica h,, puede escribirse como

hyu = W™ A%, + hXAX (3.33)

puvo

donde h™ % son las amplitudes de las dos diferentes polarizaciones, y si consideramos la normali-
.’ + . e _
zacion A, = A, =1 tenemos

By = ht + h* (3.34)

3.2. Perturbaciones en la métrica de Schwarzschild

Podemos ahora pensar en que la métrica de fondo no es la métrica plana, si no que puede
tratarse de cualquier métrica que sea asintéticamente plana, y que estamos en una region del
espacio suficientemente lejos de la fuente para considerar que las perturbaciones a la métrica casi
no contribuyen a la métrica de fondo. De manera particular podemos considerar que tenemos a la
métrica de Schwarzschild como métrica de fondo.

Guv = gEL()y) + h,uua (335)

donde |h,,| < 1 es la pequena perturbacion, y gfﬁ,) es la métrica de Schwarzschild en coordenadas

estandar (2.1). En la seccién anterior estudiamos la transformacién de norma de la forma

at — gt P (3.36)

con |€#] <« 1. Se puede mostrar que para el caso en que la métrica de fondo no es plana, la libertad
de norma (3.37) toma la siguiente forma

huw — by — 2V €y, (3.37)

La unica diferencia de esta expresién con la que se deduce en la seccién anterior, es que para el
caso en que la métrica de fondo no es plana, se intercambian las derivadas parciales por derivadas
covariantes.

En la seccién anterior se mostraron también las propiedades métricas de la perturbacién h,,,
ecuaciones (3.5), (3.6) y (3.7), que para el caso de tener como métrica de fondo a la métrica de
Schwarzschild estas pernanecen sin cambio.

3.2.1. Energia y momento de las ondas gravitacionales

El siguiente paso ahora es preguntarse la manera de encontrar el flujo de energia y el momento
que las ondas gravitacionales llevan consigo. Para lograr esto, la manera formal es ocupar el tensor
de energia-momento de Isaacson, el cual describe a la energia y al momento asociado a las ondas
gravitacionales [9][4]. En la norma TT, y en un sistema inercial local, el tensor de Isaacson tiene
la forma siguiente:
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1
THV = W(%h*&,h* + 8th&,hx> (338)
T
o de manera equivalente
1 _
Ty = m—WRe<8HH8VH> (3.39)

en donde () denota el promedio sobre las longitudes de onda y con H = h™ —ih™.

Del hecho de que nos encontramos en una region en vacio y lejos de la fuente, el tensor de
Riemann y el tensor de Weyl coinciden (debido a que el tensor de Ricci de anula), con lo que H,
definido de la manera anterior, puede ser escrito en términos del escalar de Weyl Wy. A partir de
la expresion para el tensor de Riemann en la aproximacién linealizada (3.5) tenemos entonces

Uy = Uy =10y=0, (3.40)
1 )

U = —(OFh*+200, 0t + W) - %(afhx + 20,8, + 92h), (3.41)
) ;

v, = j(affﬁ —20,0,h" + 92hT) + %((fhx —20,0,h* + 82h*). (3.42)

en donde ocupamos la tétrada nula definida en (2.15). Para ondasalientes h(r,t) = h(r —t,0),
de tal forma que 0,.h = —0;h, tenemos que

Ty = U =0y =03=0, (3.43)
U, = —ht+ih*=-H. (3.44)

Lo cual implica que para una onda que sale, podemos escribir

t t’
H=-— / / U,dt” dt’. (3.45)

Podemos ahora usar la ecuacién (3.39) para encontrar el flujo de energfa y momento que lleva
una onda gravitacional que sale de un sistema aislado. Considerando el flujo de energia a lo largo
de la direccién i, el cual esta dado por T [8]. El flujo de energia a lo largo de la direccién radial
de una onda gravitacional estd dado en coordenadas locales cartesianas por

arE o, 1 oprarin 1 _

TdA = T°" = 167TR€<8 HO"H) = 1677Re<8tH8TH> (3.46)
donde dA es el elemento de drea ortogonal a la direccién radial. Debido a que la onda es una onda
propagandose hacia afuera de la fuente, 0,.h = —0;h, tenemos

dE 1 . - 1 .
—— = _— (HH)=—{(|H]? AT
dtdA 167r< ) 167 (IHT%) (347)

Ahora para calcular el flujo total de energia, integramos sobre toda la esfera

E 2 . 2 t
E i 7§ 1E2d0 = 1im ’"ﬂ/ Uyt

o= fm —
dt r—oo 167 r—oo 167

2
axQ, (3.48)
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donde dA = r2dSQ, con df) el elemento de 4dngulo sélido, y se considera el limite cuando el radio es
infinito debido a que el tensor de energia-momento de Isaacson es solo valido en la aproximacién
de campo débil.

Por 1ltimo consideramos el flujo de momento el cual corresponde a la parte espacial del tensor
de energia-momento 7% [8]. El flujo de momento i a lo largo de la direccién radial estd dado por

dPL i 1 7
riq =T = g Re(@HO, H). (3.49)

Si consideremos ahora que estamos lo suficientemente lejos para poder aproximar localmente a
la ondas gravitacionales como ondas planas, 0;H ~ (x;/r)0,H, y usar de nueva cuenta el hecho de
que es una onda saliente d,.h = —0;h, tenemos que

a1
dtdA — 167

donde [ es el vector radial unitario en un espacio-tiempo plano

L{(HP), (8:50)

['= (sin 6 cos ¢, sin 0 sin ¢, cos 0). (3.51)

Podemos observar de (3.50) que la magnitud de flujo de momento es igual a la magnitud del
flujo de energia, lo es de esperarse para ondas planas. Finalmente el flujo total de momento se
obtiene integrando sobre la esfera la expresién (3.50)

t
/ U dt’
— 00

dP; r2 . r2
L= lfim — ¢ L|H]?dQ = lim — ¢ ;
s f 2" dQ = lim T f

2
as. (3.52)




Capitulo 4

Métodos Numeéricos

Algunos autores consideran que las ecuaciones diferenciales, tanto como ordinarias como par-
ciales, son el corazon de la percepcion que tenemos del universo fisico. Por esta razén los métodos
numéricos para la resolucién de estas ecuaciones son la herramienta fundamental para obtener
informacion de gran importancia acerca del comportamiento de la naturaleza.

En este capitulo se explicaran los métodos numéricos de uso cotidiano para la resolucién de ecua-
ciones diferenciales ordinarias y ecuaciones diferenciales parciales. Se explicardn algunos términos
como: el error numérico y los diferentes tipos de errores que existen; la convergencia; consistencia
y estabilidad de un método numérico. Finalmente se hablara sobre los diferentes tipos que ecua-
ciones diferenciales parciales y su clasificacion.

4.1. Error de Truncamiento en los Métodos Numéricos

Existen dos causas principales de errores en los calculos numéricos. La primera es el error de
truncamiento y la segunda es el error de redondeo. Los errores de truncamiento se deben a las
aproximaciones utilizadas en la férmula matematica del modelo. La serie de Taylor es el medio
mas importante que se emplea para obtener los modelos numéricos y analizar los errores de trun-
camiento.

Los errores de redondeo se asocian con el nimero limitado de digitos con que se representan los
ntimeros en una computadora. Para poder comprender la naturaleza de estos errores, es necesario
aprender las formas en que se almacenan los nimeros y como se llevan a cabo las sumas y restas
dentro de una computadora.

El desarrollo de Taylor, que es una serie infinita de potencias, representa de manera exacta
a una funcién dentro de un cierto radio alrededor de un punto dado. Por lo tanto, mediante la
comparacién del desarrollo polinomial de la solucién numérica con la serie de Taylor de la solucién
exacta, particularmente al descubrir el orden en donde aparece la discrepancia, es posible evaluar
el error, el cual se le llama como error de truncamiento.

31
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También se usa la serie de Taylor para obtener métodos numéricos. Si se ignoran todos los
términos de la serie de Taylor, excepto unos pocos, se puede obtener un polinomio que se aproxime
a la funcién exacta. A veces a este polinomio se le llama serie de Taylor truncada y se usa como
punto de partida para obtener métodos numéricos, algunos de estos métodos se discutirdn mas
adelante.

Se dice que una funcién v : @ C R — R es analitica en z € ) si se puede representar por
medio de una serie de potencias en términos de la norma h de una particion homogénea del dominio
P;,(£2). Una condicién necesaria para que una funcién sea analitica es que todas sus derivadas sean
continuas, o que sea de clase C'°°, tanto en x € €2, como en alguna vecindad alrededor de ese punto.

Si u es analitica alrededor de un punto x, se puede representar u(x) de manera exacta en la
vecindad de x por medio de su serie de Taylor:

u(z + h) = u(z) £ hd,u(x) + %23:31‘(5”) + %gai’u(x) + O(h%), (4.1)

en donde por notacién se usard u(x + h) = u;xq.

Para una norma de la particién, h, suficientemente pequena la serie estd dominada por los pri-
meros términos de la serie (4.1), de modo que truncando la serie se pueden obtener aproximaciones
a las derivadas. Para la serie (4.1) el error de truncamiento corresponde a la funcién:

O =>" (i:!) Olu(x) (4.2)

n=4

4.1.1. Error global y error relativo

Si u se define como la solucién exacta a un problema diferencial en dos o mas dimensiones:

Lu(@) = (@), (4.3)

donde £ representa al operador diferencial lineal. Sea u" quién representa a la solucién para el
operador discretizado £":

Lhu (@) = (D), (4.4)
donde h representa un valor de la norma de la particiéon del dominio.

Estamos interesados en saber como u” se aproxima a la solucién exacta u, para ello definimos

el error global como la diferencia entre las dos soluciones:

e i=u—ul, (4.5)

y se define también el error relativo como:

€ 1= , (4.6)
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el cual resulta mas til en los casos que nos interesa una medida del error en términos del porcen-
taje de la solucion exacta.

4.1.2. Error de truncamiento local

El error de truncamiento local, 7", se define como el residuo de aplicar el operador discretizado,
L") a la solucién exacta [10]:

= chu(z) — (D), (4.7)

usando en (4.7) la expresion (4.5) para u y la ecuacién (4.4), se obtiene:

rh = heh, (4.8)

El error de truncamiento local es simplemente la aplicaciéon del operador discretizado al error
global. Como se vera mas adelante, cuando analicemos algunos métodos ntmericos, el error de
truncamiento local esta relacionado directamente con el orden de la aproximacion de los operado-
res diferenciales.

4.2. Normas

Para poder hablar de convergencia en la siguiente seccién, es necesario primero que estudie-
mos lo que es una norma y los diferentes tipos que existen. En general la norma de un vector
#={zt 2% - 2"} debe de satisfacer las siguientes propiedades.

Debe positiva definida: || Z || > 0.

= la norma es nula si solo si el vector es nulo: || Z ||=0 & Z=0.

Paraa € R, [|aZ|=|all Z].

Se cumple la desigualdad del triangulo: || Z+ ¢ || <|| Z || + || 7 ||

Algunas de las normas comuinmente utilizadas son:

Lanorma Ly : || @ |l1:= Y0, | 45 |-

La norma Ly : || Z ||2:= (Zn “:2)1/2'

i=1"1

La norma Ly : || @ ||oo := méx {| z; |}

1/k

En general la norma Ly, : || & || := (Xi_, | @5 )
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Otra norma que es utilizada muy frecuentemente es la raiz cuadratica media, conocida como
rms, que es la norma Ly normalizada por el nimero de dimensiones:

. noox?
|7l = ) 2252,

De manera similar se pueden definir la norma de una funcién u(x):

La norma Ly : || u |1 := [7_ | u(x) | da.

- 1/2
La norma Lo : || u ||z := [f | u(z) |? dx] .

— 00

La norma Ly : || @ ||oo := sup | u(z) |.

- 1/k
En general la norma Ly : || u || := [fioo | u(x) | d:v] .

Para el caso de matrices, la norma se puede expresar en términos de la norma vectorial, de esta
forma la norma de una matriz A generada por la norma de un vector || Z || estd dada por:

A7
I A= max AT
2|l

y se tiene tambien las siguientes normas para matrices:

» Lanorma Ly : || A 1= méx; Y ;—; | ai; |, el mdximo de las sumas de las columnas.

» lanorma L; : || A |o= /méx X (A A¥) en donde A" es la matriz adjunta y A (A A™) repre-
senta los valores propios de A A*.

= Lanorma Leo : || A [loo= méx; 3°7_, | ai; |, es el méximo de las sumas de las filas.

4.3. Convergencia, consistencia y estabilidad
Se dice que un método es convergente en alguna norma en particular si:
it P = 4.
lim | " || =0, (4.9)

Es decir que la solucién para los operadores discretizados, u”, concuerda con la solucién exacta de

la ecuacion diferencial original en el limite cuando la norma de la particién, h, tiende a cero.
Se dice que un método numérico es consistente con la ecuacién diferencial si:

, h
= 4.1
lim || 7* [} = 0, (4.10)
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Lo que quiere decir que la ecuacién diferencial discretizada se reduce a la ecuacién diferencial
original en el limite cuando la norma de la particion, h, tiende a cero.

Dado que el operador diferencial discretizado, £", es un operador lineal, a este se le puede
asociar una matriz A (en muchos casos A es una matriz tridiagonal), de modo que la ecuacién

(4.4) se puede escribir como:

Aut = R (4.11)

en donde ahora u” y f" representan a los vectores asociados a u" (%) y f"(Z). De esta manera el
vector asociado al error de truncamiento local, ecuacién (4.8), queda como

h=A-" (4.12)

Si suponemos que existe la inversa de la matriz asociada al operador discretizado, A~!, de la
ecuacion anterior se obtiene:

e =A"t.r (4.13)

tomando la norma en la expresién anterior:

[ - S (4.14)

y usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se obtiene:

e 1< AT I, (4.15)

De esta manera para que la norma del error global esté acotada, también lo debe de estar la
1 . s s .
norma de A™ ", a esta condicién es a lo que se le conoce como estabilidad, la cual se define de la
manera siguiente:

Se dice que un operador lineal £", con una matriz asociada A, es estable si para toda norma
b b)

de la particién (h) existe A, y existe C € RT y hg tales que:

A< C, Yh < he. (4.16)

De manera similar la estabilidad de un método numérico puede ser entendida como la necesi-
dad de pedir que la solucién, u”, al operador discretizado, £", permanezca acotada para cualquier
h < hyg.
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Sustituyendo (4.16) y (4.10) en (4.15) obtenemos

lell< Cll7l—0, h— 0, (4.17)

Lo que implica que para los métodos numéricos que cumple con estabilidad y consistencia
cumplen también con convergencia, ecuacién (4.9). Este resultado se le conoce como Teorema de
equivalencia de Lax.

4.4. Discretizaciéon de operadores diferenciales

La diferenciacion numérica, o aproximacién por diferencias finitas, se utiliza para evaluar las
derivadas de una funcién por medio de sus valores dados en los puntos de una reticula. Para ilus-
trar la diferenciacién numeérica, consideremos una funcién analitica v y supongamos que se desea
evaluar la primera derivada de u en un punto x del dominio. Si se conocen los valores de u en
x —h, zy x4+ h, en donde h es la norma de la particién del dominio, entonces a partir de la serie
de Taylor (4.1) se pueden obtener las siguientes aproximaciones:

= Aproximacién por diferencias hacia adelante

@Wzﬂ%fﬂ+om) (4.18)

= Aproximacién por diferencias hacia atras

@W:E%%i+om) (4.19)

= Aproximacién por diferencias centrales

By = % +O(h?) (4.20)

Mientras que las aproximaciones hacia adelante y hacia atras para la primera derivada son de
primer orden O(h) ~ £1/2h d2u;, la aproximacién por diferencias central se obtiene al restar la
expansién de Taylor de u;—1 de la expansién de u;y; con lo que el termino de primer orden se
cancela y el error de truncamiento para este caso es de segundo orden O(h?) ~ 1/6 h? 93u;.

De manera parecida se pueden obtener aproximaciones por diferencias para la segunda y tercera
derivada a partir de los desarrollos en Taylor.

Segunda derivada
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= Aproximacién por diferencias hacia adelante

Uipo — 2Uip1 + Ug
72

Dtu; = + O(h), O(h) = —hd3u; (4.21)

= Aproximacién por diferencias hacia atras

Uy — 2Uj—1 + U2

Ou; = 3 +0O(h), O(h) = hd3u, (4.22)
= Aproximacién por diferencias centrales
A, V) i 1
Oy = i+ $+“1+mﬁy O(h) = =5 s (4.23)

Tercera derivada

» Aproximacién por diferencias hacia adelante

8§’uz— _ Wits — 3u2'+23+ Buiv1 — Uy +0O(h), O(h) = 71}184%_ (4.24)

= Aproximacién por diferencias hacia atras

Uy — 3uj—1 + 3u;—2 — u;_3

1
D3y = % + O(h), O(h) = ghaﬁui (4.25)
= Aproximacién por diferencias centrales
i+2 — 2u; A 1
PP, — itz 2 “;3 Uitl U2 o p2), O(h) = ~;hd%u; (4.26)

4.5. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Los problemas de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) se clasifican en problemas con
condiciones iniciales y problemas con condiciones en la frontera. Muchos de los problemas con
condiciones iniciales dependen del tiempo; en ellos, las condiciones para la solucién estan dadas en
el tiempo inicial. Como se observard mas adelante los métodos numéricos para los problemas con
condiciones iniciales difieren en gran forma de los métodos para los problemas con condiciones en
la frontera.
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4.5.1. Problemas con condiciones iniciales

Los problemas con condiciones iniciales de EDO de primer orden se pueden escribir en la forma

y'(t) = fy.t) y(0) = o (4.27)

donde f(y,t) es una funcién de y y ¢, y la segunda ecuacién es una condicién inicial. En la ecuacién
(4.27), la primera derivada de y estd dada como una funcién conocida de y y ¢, y queremos conocer
a la funcién incégnita y integrando a f(y,t).

La condicién inicial siempre es parte de la definiciéon del problema, debido a que la solucién
de un problema con condiciones iniciales se puede determinar de manera tnica si dicha condi-
cién inicial esta dada. Los métodos numéricos para las EDO calculan la solucién en los puntos
tn, =tn_1 + h, donde h es el tamano del paso en el tiempo.

Métodos de Euler

Los métodos de Euler son adecuados para una programacién rapida debido a su sencillez, de
hecho, una gran parte de los métodos numéricos para las ecuaciones diferenciales parciales se basan
en los métodos de Euler. Los métodos de Euler tienen tres versiones: a) Euler hacia adelante, b)
Euler modificado y ¢) Euler hacia atrds.

Método de Euler hacia adelante

El método de Euler hacia adelante para la ecuacién y' = f(y,t) se obtiene reescribiendo la
aproximacién por diferencias hacia adelante (4.18),

yn-i—lh_ Yn ~ y; (428)

como

Ynt+1 = Yn + hf (Yn,tn) (4.29)

donde se usa y}, = f(yn,tn). Mediante la ecuacién (4.29), se calcula y,, en forma recursiva como

1 = Yo+ hyy=yo+hf(yo,to)
yo = y1+hf(yi,t1)

ys = yo+hf(ye,t2)

Yn = Yn—1+ hf(yn—h tn—l)

Aunque el método de Euler hacia adelante es muy sencillo, debe utilizarse cuidadosamente para
evitar dos tipos de errores, los errores de truncamiento y la posible inestabilidad, a menos de que
el intervalo de tiempo h sea suficientemente pequeno. Una ecuacién caracteristica con solucién
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decreciente es y' = —ay, y(0) = yo > 0, donde o > 0. La solucién exacta es y = ype . El
método de Euler hacia adelante para este problema es

Yn+1 = (1 - ah)yn

Si ah < 1, la solucién numérica es decreciente y positiva; pero si ah > 1, el signo de la solucién
es alternante. Ademas, si ah > 2, la magnitud de la solucién aumenta en cada paso y la solucién
oscila. Esto es un ejemplo de inestabilidad.

Método de Euler modificado

El método de Euler modificado tiene dos motivaciones. La primera es que es mas exacto que el
anterior y la segunda es que es més estable que el anterior.

Este método se obtiene al aplicar la regla del trapecio [11] para integrar y' = f(y,t):

st = v+ 5 U s1stuen) + F (s )] (4.30)

Para dar una explicacion de por que el método modificado es més exacto respecto al método de
Euler hacia adelante, consideremos una ecuacién de prueba, ¢y’ = o y. Entonces, la ecuacién (4.30)
para este problema es

ah
Yn+1 = Yn + ?(yn-&-l + yn) (4~31)

ah ah\ !
n =11 7 1—-— n
Yn+1 (+2>( 2) Y

desarrollando los coeficientes de esa ecuacién tenemos

o bien, al despejar yn41,

1 1
Yn+1 = (1 + ah + g(ah)Q + Z(ah)s _|_) Un

Al hacer la comparacién de este desarrollo con la serie de Taylor del valor exacto, y(t,+1) =
Yn €, tenemos que la ecuacién (4.31) es exacta hasta el término de segundo orden. Por otro lado,
un analisis similar del método de Euler hacia adelante mostrara que tiene una exactitud de primer
orden.

Método de Euler hacia atras

Este método se basa en aproximar por diferencias hacia atras y se escribe como

Yn = Yn+1 — hf(yn+1a tn+1) (432)

La exactitud de este método es la misma que la del de Euler hacia adelante. Sin embargo, las
ventajas son: a) el método es estable para los problemas rigidos [11], y b) la solucién es positiva si
la solucién exacta es positiva.
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Métodos de Runge-Kutta

Una desventaja fundamental de los métodos de Euler consiste en que los érdenes de exactitud
son bajos. Esta desventaja tiene dos facetas. Para mantener una alta exactitud se necesita una h
pequena, lo que aumenta el tiempo de cdlculo y provoca errores de redondeo.

En los métodos de Runge-Kutta, el orden de exactitud aumenta al utilizar puntos intermedios
en cada intervalo. Una mayor exactitud implica ademas que los errores decrecen maés rapido al
reducir h, en comparaciéon con los métodos de exactitud baja de Euler.

Consideremos una ecuacion diferencial ordinaria

Y = f(y,1), y(0) = o (4.33)

Para calcular y,4+1 en t,11 = t, + h, dado un valor de y,, integramos la ecuacién (4.33) en el
intervalo [ty tn11]:

tn41
Ynt+1 = Yn + / f(ya t) dt (434)
t

Los métodos de Runge-Kutta se obtienen al aplicar un método de integracién numérica a la
integral del lado derecho de la ecuacién (4.34).

Método de Runge-Kutta de segundo orden

Aplicamos la regla del trapecio al lado derecho de la ecuacién (4.34):

| ) Gh ) + i )] (4.35)

En esta ecuacién, y,+1 es una incégnita, por lo que aproximamos el segundo término mediante
f(@nt1,tnt1), donde g, 4+1 es la primera estimacién de y,41 obtenida mediante el método de Euler
hacia adelante. Este esquema se conoce como el método de Runge-Kutta de segundo orden y se
puede resumir de la siguiente manera

Ynt1 = Yn+ hf(ym tn)
h _
Yn+1 = Yn + b [f(ym tn) =+ f(yn+lv tn+l)}

Una forma candnica de lo anterior es

ki = hf(ynatn)
ke = hf(yn+ ki tnyr)

1
Yntl = Yn Tt §[k?1 + ko] (4.36)

Como se puede ver en [11] y [12] el método de Runge-Kutta de segundo orden tiene una exac-
titud del orden de h2.
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Método de Runge-Kutta de tercer orden

Un método de Runge-Kutta méas exacto que el anterior es resultado de un esquema de integra-
ci6n numérica de orden superior para el segundo término de la ecuacién (4.34). Con la regla de
1/3 se Simpson [11], la ecuacién (4.34) es:

h _ _
Yn+1l = Yn + E [f(yn7 tn) + 4f(yn+%ﬂtn+%) + f(yn+17 thrl)] (437)

Donde §ni1 Y Uy 1 son estimaciones, puesto que no conocemos Y11y Y, 1.

El método de Runge-Kutta con una exactitud de tercer orden se escribe como [11]

ki = hf(yn,tn)
1 h
ks = hf(yn — k1 + 2ko,t, + h) (438)
1
Ynt1 = Yn+ g(kl + 4ka + k3)

Método de Runge-Kutta de cuarto orden

El método de Runge-Kutta de cuarto orden se obtiene de una manera anédloga a la de tercer
orden, excepto que se utiliza un paso intermedio adicional para evaluar la derivada. El método de
Runge-Kutta de cuarto orden tiene una exactitud hasta el término de cuarto orden del desarrollo
de Taylor, por lo que el error es proporcional a h®.

Las siguientes dos versiones del método de Runge-Kutta de cuarto orden son las mas ocupadas.
La primera se basa en la regla de 1/3 de Simpson y se escribe como

k1= hf(yntn)

ky = hf(yn—&-k;,tn—&-;b)
ks = hf <yn + %,tn + ;L) (4.39)
ks = hf(yn+ks,tn+h)

Yntl = Yn+ 1[/ﬁ + 2k + 2k3 + ky]

6

La segunda versién se basa en la regla de 3/8 de Simpson y se expresa como
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ky

ko

k3
k4

yn+1
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hf(ymtn)

kq h
h n 77tn o
f(y t5tt 3>

ki ko 2h
h nt =+ = th + =
f<y Tyt 3)

hf(yn —+ kl — kg —+ kg,tn —+ h)
1
Yn + g[]fl + 3]€2 + 3k3 + k4}

(4.40)

La aplicacién del método de Runge-Kutta de cuarto orden a un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias es andloga a la aplicacién del método de segundo orden. Consideremos un conjunto de

dos ecuaciones:

Y = [f(y,zt)

2 = gly,zt)

El método de Runge-Kutta de cuarto orden para este conjunto es

k1
L

ko

I

k3

I3

k4

Iy

yn+1

Z7z+1

hf(Yns 2n;stn)
hg(yn7 Znatn)

k1 l1
k l
hg (yn+17zn+17tn+

it +

2 2

k l
hf (yn+272n+ 2

=t
2 2’ +

NS> NS o> NS

N — N

k l
hg<yn+22azn+22atn+

hf(yn + kg,Zn + l37tn + h)
hg(yn + k3, zn +13,tn + )

1
Yn + 6[/451 + 2ko + 2k3 + k4}

1
Zn + 6[11 + 20y + 2I3 + l4}

(4.41)

(4.42)

Los métodos de Runge-Kutta estan sujetos a dos tipos de errores: el error de truncamiento y el
de inestabilidad. El error de truncamiento se debe a la discrepancia entre el desarrollo de Taylor
del método numérico y el de la solucién exacta. El tamano del error decrece al aumentar el orden
del método. Por otro lado, la inestabilidad es un efecto acumulado del error local, de forma que el

error de la solucién crece sin limite al avanzar los intervalos de tiempo.

Para analizar la estabilidad de un método de Runge-Kutta consideremos la ecuacién de prueba
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Y =ay (4.43)

Donde a < 0. Para y,, dada, el valor exacto de y,,41 estd dada en forma analitica por

Ynt1 = yne™" (4.44)

Conviene observar que |y,+1| decrece cuando el tiempo aumenta, ya que a < 0. La solucién
numérica de la ecuacién (4.43) mediante el método de Runge-Kutta de cuarto orden es
ki = ah Yn

k 1
ke = ah (yn + 1> ah (1 + 5 Oéh) Yn

1 1

1 1
ke = ah(yn—i—k:g):ozh(l—l—ah(l—i-204h(1+2ah>)>yn

[\)

|

1 1 1
Ynt1 = {1 + ah + i(ozh)2 + E(ah)?’ + 24(ah)4] (4.45)

La ecuacién (4.45) es igual a los primeros cinco términos del desarrollo de Taylor para el lado
derecho de la ecuacién (4.44) alrededor de t,,. El factor

1 1 1
-1 - 2,z 34— 4 4.4
o +ah+ 2(ozh) + 6(ozh) + 24(ozh) (4.46)

de la ecuacién (4.45) aproxima a e de la ecuacién (4.44), por lo que en esta aproximacién se
origina tanto el error de truncamiento como la inestabilidad de la ecuacién (4.45).

En la figura 4.1 se gréfica la ecuacién (4.46) y e, para poderlas comparar. La figura indica
que si @ < 0y el valor absoluto de ah aumenta, crece la desviacién de 7 con respecto de e®", por
lo que se incrementa el error del método de Runge-Kutta. En particular, cuando ah < —2.785, el
método se vuelve inestable, debido a que el valor absoluto de la solucién numérica crece a cada
paso, mientras que el valor absoluto de la solucién exacta decrece en cada paso por un factor de e®”.

En las aplicaciones préacticas del método de Runge-Kutta, es posible determinar el tamano
optimo de un intervalo de la reticula de la manera siguiente. Supongamos que queremos mantener
menor que £ el error local del método de Runge-Kutta de tercer orden. El error local de este método
para un intervalo de prueba h es proporcional a k%, por lo que expresamos el error en la forma

Ej, = Bh* (4.47)

donde B es una constante que depende del problema dado. Si aplicamos el mismo método de
Runge-Kutta en dos pasos y con h/2 como intervalo de tiempo, el error resulta ser proporcional a
2(h/2)*, donde el factor de 2 se debe a la acumulacién del error en dos etapas. Asi, se tiene que

A
2By, =2B (5 ) = Bh (4.48)
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20

oh =-2.785

0.0

ah
e

Dominio estable oh

-2 -1 0 17

Figura 4.1: Dominio de estabilidad

Restamos la ecuacién (4.48) a la ecuacién (4.47), con lo que obtenemos

1 7
E, —2E) ,» = Bh* — =Bh* = =
h h/2 3 3

Podemos evaluar el lado izquierdo de la ecuacién anterior ejecutando el esquema dos veces,
partiendo del mismo valor inicial. En la primera ejecucién, sdlo se avanza un intervalo, utilizando
un valor de prueba h, denotamos el resultado de este cdlculo como [y1];,. En la segunda ejecucion,
[y2]n/2 recalcula en dos intervalos de tiempo, h/2 como intervalo. Usamos los resultados de estos
dos célculos y evaluamos el lado izquierdo de la ecuacién (4.49) como sigue

Bh* (4.49)

Ep —2Eh;2 = [y1]n — [Y2ln/2 (4.50)

Sustituimos la ecuacién (4.50) en la ecuacién (4.49) y despejamos a B.

8

B = ;([yl]h — [ya2ln2)/h* (4.51)

Una vez determinada B, podemos encontrar el h médximo que satisface el criterio de Ej < &,
sustituyendo Fj, = £ en la ecuacién (4.47) y despejando h:

b (g)‘l‘ (4.52)

4.5.2. Problemas con valores en la frontera

En los problemas de ecuaciones diferenciales ordinarias unidimensionales con valores en la fron-
tera, se pide que la solucién satisfaga las condiciones de frontera en ambos extremos del dominio
unidimensional. La definicién de las condiciones en la frontera es parte fundamental de los proble-
mas de este tipo. Consideremos la ecuacion
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L pa) () + a(x)o(a) = S(a) (453)

el primer termino es el de difusién; el segundo es el de la pérdida y el lado derecho es el término
de la fuente, independientemente de la situacién fisica particular en cuestién.

La ecuacién (4.53) es una ley de conservacién de la difusién. Al integrar la ecuacién (4.53) en
[a, b] tenemos que

b b
2() - Z(a) + / o(2)()dz = / S(z)dz (4.54)
donde

es el flujo en x. Los términos primero y segundo de la ecuacién (4.54) son, respectivamente, el
flujo hacia adentro y el flujo hacia fuera de la propiedad representada por ¢, el tercer término
es la pérdida total en [a,b] y el lado derecho es la fuente total en [a,b]. Asi, (4.54) representa la
conservacién de alguna propiedad fisica en el intervalo [a, b].

Una via general para resolver los problemas con valores en la frontera consta de: a) la obtencién
de ecuaciones en diferencias y b) la resolucién de dichas ecuaciones en forma simultdnea. Para
desarrollar este método, consideremos la ecuacion

—¢"(z) + qo(x) = S(x), O<z< H (4.55)

con condiciones en la frontera

#'(0) = 0 (condicién en la frontera izquierda)
¢(H) = ¢g (condicién en la frontera derecha) (4.56)

donde ¢ es un coeficiente constante. Si dividimos el domino en N intervalos de igual longitud h y
aplicamos la aproximacién por diferencias centrales para la segunda derivada del primer término
de la ecuacién (4.55), obtenemos la ecuacién en diferencias para la i-fsima reticula:

—¢i—1 +2¢i — ¢it1
B2
donde ¢; = ¢(x;), S; = S(x;) y se supone que g es constante. Multiplicamos la ecuacién anterior
por h2:

+q¢i = S; (4.57)

—¢i1+ (24 w)$; — giy1 = h2S; (4.58)
donde w = h?q. Esta ecuacién se puede aplicar a todos los puntos de la reticula, excepto cuando

i=1lei=N+1.

La condicién de la frontera izquierda, dada por la ecuacién (4.56) es equivalente a una condicién
simétrica en la frontera llamada condicion adiabdtica en la frontera en el caso de que se trate de una
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ecuacién de difusién de calor. Si consideramos un punto hipotético de la reticula i = 0 localizado
en z = —h la ecuacién (4.58) en el caso i =1 es

—¢o+ (2+w)p1 — g2 = K>S,

En esta ecuacion, podemos hacer ¢g = ¢o debido a la simetria. Al dividir la ecuacién entre 2 se
tiene

w 1
(1 ¥ 5) 61— 62 = 5175 (4.59)
Como ¢n1 = ¢(H) = ¢g en la frontera derecha, la ecuacién (4.58) con i = N es

—pn-1+ 2+ w)pn =h>Sy + ¢r (4.60)

Donde los términos conocidos se pasaron del lado derecho. El conjuntote ecuaciones (4.58), (4.59)
y (4.60) se escriben en forma conjunta como

(1+w/2)p1 — b2 = h28,/2
1+ (2+w)ps — ®3 = h%S,
—¢2+ (2+ w)ps — ¢4 = h%S, (4.61)
—dn—1+ 24+ w)on = h25N+¢R

o en la forma matricial equivalente

1+w/2 -1 1 h?S51/2
-1 24w -1 ®2 h?S,
-1 24+w -1 O3 — h253 (462)
-1 2+w dN h2SN + ¢r

Todos los elemento de la matriz de la ecuacién (4.62) son cero, excepto los de las tres diagonales.
Esta forma especial recibe el nombre de matriz tridiagonal y aparece muy frecuentemente en los
métodos numéricos para problemas con valores en la frontera. Llamaremos a la ecuacién (4.61) o
(4.62) una ecuacion tridiagonal, la cual se resuelve mediante el método tridiagonal [11].

4.6. FEcuaciones Diferenciales Parciales

Las ecuaciones diferenciales parciales (EDP) de segundo orden se pueden clasificar en tres tipos:
1) parabdlicas, 2) elipticas y 3) hiperbdlicas. Para distinguir los tipos consideremos la siguiente
forma general de una EDP de segundo orden en dos variables:

0*¢ ) %9 o¢ 9¢

A= +B L YD+ E—+F¢= 4.
ooz + 8$8y+08y2+ 5 TP T p=S5 (4.63)
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donde z y y son variables independientes y A, B,C, D, E, F y S son funciones dadas de x y y. La
ecuacion (4.63) es de alguno de los tres tipos, segin las condiciones siguientes:

Parabdlica si B? —4AC =0
Eliptica si B?—4AC <0 (4.64)
Hiperbélica si B? —4AC >0

Por nuestro interes principal de poder resolver de manera numérica a la ecuacién de perturba-
cién para ¥y (2.56) nos centraremos en estudiar solo a las EDP de tipo hiperbdlico, debido a que
esta ecuacién de perturbacién, como se verd en el siguiente capitulo, al reducirla a un sistema de
ecuaciones de primer orden, quedan tres ecuaciones de evolucién de tipo hiperbdlico.

4.6.1. Ecuaciones Diferenciales Hiperbdlicas

Las ecuaciones que rigen el comportamiento del transporte convectivo de materia y de sus
propiedades fisicas, asi como el de las ondas eldsticas, actsticas y electromagnéticas, son EDP hi-
perbdlicas. Las ecuaciones bésicas del flujo de fluidos sin viscosidad son EDP hiperbdlicas. Incluso
las ecuaciones para los fluidos viscosos se pueden analizar como si fueran hiperbdlicas si el efecto
de la viscosidad es débil.

Podemos escribir una EDP hiperbdlica tanto en la forma de segundo orden como en la de primer
orden. Es ficil pasar de la primera a la segunda y mostrar que se cumple con el criterio (4.64). La
mayoria de las EDP hiperbdlicas para el transporte de materia y sus propiedades estan en la forma
de primer orden; en tanto que las referentes a las ondas eldsticas, acusticas y electromagnéticas
estdn en la forma de segundo orden. Sin embargo, muchos de los esquemas numéricos para las EDP
hiperbdlicas se basan en la forma de primer orden. En esta seccién nos centraremos en las EDP
hipérbolicas lineales en la forma conservativa:

9
ot

donde f es una funcion lineal de u y s es un término fuente.

(x,t) + (,%f(x, t) = s(z,t) (4.65)

Las aproximaciones por diferencias de las ecuaciones hiperbdlicas puede incluir soluciones con
saltos discretos, por ejemplo, una onda cuadrada propagandose con una cierta velocidad v. Sin
embargo solo mostraremos los esquemas numéricos para las EDP hiperbdlicas cuando se tienen
soluciones suaves.

Método de Caracteristicas

Supongamos que en la ecuacién (4.65) la funcién f es de la forma f = a(x)u(z,t) y deseamos
determinar una solucién analitica de

us + a(x)u, = s(z,t) (4.66)

a los largo de una curva arbitraria, en la cual se encuentran los puntos P y ) a una distancia
infinitesimal. El cambio de u desde P hasta @ se denota por du y se puede escribir como
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du = ugdt + uydr
Dividimos la ecuaciéon anterior entre dt para obtener

du dx

donde dz/dt es el gradiente de la curva PQ en el plano x — t. Si se elige la curva de modo que
satisfaga
dr
dt
entonces el lado derecho de la ecuacién (4.67) es igual al lado izquierdo de (4.66). Asi, obtenemos

a(x) (4.68)

du

i (4.69)
Por lo tanto, la EDP hiperbdlica queda representada por una pareja de EDO, las ecuaciones (4.68)
y (4.69). La primera representa una curva en el plano z—t, llamada la curva caracteristica mientras
que la segunda es una EDO a lo largo de esta curva.

Si determinamos la curva = x(t) mediante la integracién de la ecuacién (4.68), entonces la
solucién de (4.69) se obtiene integrando esta ecuacién a lo largo de la curva.

Retomando la ecuacién (4.66), considerando ahora que la funcién a es una funcién constante,
la ecuacién para las curvas caracteristicas estd dada por

dz
— =a 4.70
o (4.70)
Al integrar la ecuacién (4.70) se obtiene una linea caracteristica:

r=at+b (4.71)
donde b es una constante. Si consideramos la linea caracteristica que pasa por el punto x = xg en
el instante ¢t = 0. Entonces la ecuacién (4.71) queda

x =at + xg (4.72)

a lo largo de esta linea, obtenemos la solucién de (4.66) integrando (4.69); es decir, du/dt = 0.

u(z,t) =k alo largo de =z = at + zg (4.73)

donde k es una constante que se determina mediante la condicién inicial. En ¢ = 0 se debe satisfacer
las condiciones iniciales. Asi, la ecuacién (4.73) queda

(1) = { u(zg,0) alolargo de © =at+zp, x9>0 (4.74)

0 z9 <0

o en forma equivalente,

_f u(z—at,0) si x>at
u(@,t) = { 0 sixz<at’ (4.75)



4.6. ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES 49

1

n+1l Q

n P-6 [ _X)
X

i-1 i i+1

Figura 4.2: Reticula para el método de caracteristicas

en donde se elimind zg mediante o = = — at.

Es posible implementar el método de caracteristicas con la aproximacion por diferencias finitas
en una reticula x — ¢, como se muestra en la figura (4.2). Se traza una linea caracteristica que pase
por el punto @, localizado en (i, n41). La interseccién de la linea caracteristica y ¢ = t,, se denota
por P. Podemos aproximar a las dos EDO, dz = adt y du = sdt, a lo largo de un tramo finito de
la linea caracteristica como

d0x = adt y ou = sot (4.76)

Al aplicar estas relaciones a la linea PQ, Figura (4.2), se obtiene

0r =z —xp = alt, ou=ug —up = sAt (4.77)
Si se conocen los valores de ul(-") para todos los puntos de la reticula, se puede calcular up mediante
una interpolacion lineal que se escribe como

Az —alt (ny | alAt ()
up = Txui + A—zui_1
= (= +yul (4.78)
donde
v %A; (4.79)
(n+1)

es el niumero de Courant. Asi, ug, que es igual a u , se calcula mediante la sustitucién de (4.78)

en la ecuacién de (4.77):

i

uE”H) =(1- 7)“1('”) + W’Ugi)l + sAt (4.80)

Se obtienen los valores de u(™*1) para todos los puntos al repetir los mismos célculos para cada
punto. El esquema recibe el nombre de método explicito de caracteristicas.

Si vy =1, la ecuacién (4.80) se reduce a
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uz(-n-'_l) = u(.ﬁ)l + sAt (4.81)

3

la cual es exacta cuando a y s son ambas constantes.

el método de caracteristicas en una reticula implica dos tipos de errores: el primero es el efecto
de difusién numérica, que introduce errores severos en la solucién. El segundo es la inestabilidad.
La difusién numérica se debe al uso de la interpolacién para calcular up cuando v # 1.

el esquema es estable si

=220 (4.82)

pero es inestable si v > 1.

La ecuacién (4.82) es lo que se conoce como el famoso criterio de estabilidad de Courant-
Friedrichs-Lewy, o simplemente, condicion de Courant, mas adelante cuando se discuta el esquema
numérico de Lax-Friedrichs se dard una idea intuitiva del significado de esta condicién.

Esquema de Diferencias de primer orden

La mayoria de los esquemas numéricos para las EDP hiperbdlicas se basan en las aproximaciones
por diferencias finitas. Un ejemplo que una EDP hiperbdlica prototipo, es la ecuacién de onda en
una dimensién.

0%u 5, 0%u
Z 2= 4.
oz~ " aa2 (4.83)
la cual puede ser reescrita como un conjunto de dos ecuaciones de primer orden
or _ 0s
ot Ox
Jds or
— = v— 4.84
ot Yo ( )
en donde
r = ’U@
T Ox
ou
= = 4.85
ot (4.85)

En este caso r y s se convierten en las dos funciones componentes de u. Por esta razén es
suficiente que en esta seccién consideremos a la ecuacién general de un flujo conservativo o ecuacion
de adveccion.

U + augy =0 (4.86)

con
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1

n+1
n —>
i-1 i i+1 X
Figura 4.3: Reticula en el plano  — i
u(z,0) = wup(x) condicién inicial (4.87)
w(0,t) = wur(t) condicién en la frontera (4.88)

donde a es una constante mayor a cero. Se puede anadir un término no homogéneo (fuente) del
lado derecho sin que esto implique cambios adicionales al siguiente andlisis.

Si consideramos una reticula, figura (4.3), podemos obtener varios esquemas numéricos distin-
tos, segun el tipo de aproximacion por diferencias elegida para cada u; y u,. Puesto que ambos
términos son derivadas parciales de primer orden, entre los esquemas se encuentran las aproxima-
ciones por diferencias hacia atras, hacia adelante y centrales, tanto en  como en ¢t. Cuando a > 0,
el flujo estd en la direccién positiva y la aproximacién por diferencias hacia atras para u, (ecuacién
4.19) recibe el nombre de aprozimacion por diferencias progresivas de primer orden, donde h = Az
es el intervalo de la reticula con respecto al espacio, puesto que la aproximacién por diferencias se
basa en la informacion del domino en forma progresiva. Si, por otro lado, a < 0, la aproximacién
por diferencias progresivas de primer orden es igual a la aproximacién por diferencias hacia ade-
lante (ecuacién 4.18)

Si consideramos el intervalo de tiempo entre t,, y ¢,,+1, la mas simple de las aproximaciones por
diferencias de u; es

u(n+1) _ u(n)

e S 4.
Ut At ( 89)

donde At = t, 11 — t,,. Todo el esquema se transforma en los esquemas de Euler hacia adelante,
hacia atrds o modificado (Crank-Nicolson), dependiendo si se evalian las derivadas espaciales en
tp oen ty41,

n+1 n
1 Wy tn . . s
% = ﬂl% Euler hacia adelante: implicito (4.90)
it u(r, o) o
QA C Y Euler hacia atras: explicito (4.91)
n+l _  n
i —uw ¢ Ou(z, tn) + Ou, tnt1) Crank-Nicolson (4.92)

At 2 ox ox
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Euler hacia adelante en el tiempo y diferencias hacia atrds en el espacio (FTBS).

Euler hacia adelante indica que u, se evalia en t,, de manera que el esquema es explicito.
Cuando a > 0, la diferencia hacia atras es un esquema progresivo. Si evaluamos u, en la ecuacién
(4.86) mediante la aproximacién por diferencias hacia atrds en el instante n obtenemos

(n+1) (n) (n) (n)
Y — Y R |
o o =0 4.93
At YT As (4.93)
Despejamos u£7l+1) y reescribimos para obtener
u"™ =l — (™ —u")) = (1=l + i (4.94)

donde v = a At/Ax es el nimero de Courant. Cuando n = 0, ugl)

la frontera, mientras que todos los valores de ul(-o) estan dados por la condicién inicial, por lo que

podemos evaluar (4.94) para todos los puntos de la reticula. Esto también es vélido para cualquier

intervalo de tiempo, puesto que ugnﬂ) siempre estd dado por la condicion en la frontera y todos los

valores de uE ) se conocen a partir del paso anterior. Este esquema resulta ser idéntico al método

de caracteristicas en una reticula.

estd dado por la condicién en

el esquema FTBS se basa en la hipdtesis de que a > 0. Por lo tanto, para a < 0, es necesario
cambiar el esquema a uno de diferencias hacia adelante de forma que se conserve un esquema
progresivo. Si el signo de a(x,t) cambia a mitad del dominio, el esquema se tiene que ir cambiando
de uno al otro. Los casos se pueden escribir en una tnica ecuacién como

2A 2

. +a . \a|A:cui+1
At 2Ax
El segundo término es la aproximacién por diferencias centrales para u,. El tercero es una
aproximacién por diferencias centrales de —|a|Azu,,/2. Se puede interpretar al esquema FTBS
como el uso de la aproximacién por diferencias centrales de u,, sumandole en forma artificial la
aproximacién por diferencias centrales de —|a|Azu,,/2, que recibe el nombre de término de vis-
cosidad numérica.

=0 (4.95)

Cuando las condiciones iniciales y en la frontera son todas no negativas, la solucién con este
esquema nunca es negativa. Esta propiedad es importante por la razén de que, si mediante la
ecuacién se representa al transporte de material real, la soluciéon nunca debe ser negativa.

Por medio del andlisis de estabilidad de Fourier este esquema resulta que tiene un factor de
amplificacién ( Apéndice A):
G=1-7y(1-eY, (4.96)

con j =+/—1y 6 =mx/k con k un entero diferente de cero. Para v < 1 el valor de G se mantiene
dentro del circulo unitario complejo y por lo tanto el esquema es estable.
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Euler hacia adelante en el tiempo y diferencias central en el espacio (FTCS)

En este caso se utiliza la aproximacion por diferencias centrales en el espacio para aproximar a
Uy, de esta manera la ecuacién en diferencias para la ecuacion (4.86) resulta:

P ) D0, ) (19

El factor de amplificacién G de esta ecuacién es

G = 1- %(ejg — eI
= 1—~jsin(0), (4.98)

donde j = v/—1. Su magnitud es

G| = VGG = \/m >1 para toda 6. (4.99)

Asi, este esquema siempre es inestable.

La ecuacién (4.97) es idéntica a la (4.95), excepto que el tercer término de esta dltima no
aparece en la primera. Esto indica que el tercer término de (4.95) juega un papel importante en la
estabilidad del esquema progresivo de primer orden.

Esquema de Lax-Friedrichs

(n)

i

Una manera de solucionar la inestabilidad del esquema FTCS es sustituyendo el término
de la ecuacién (4.97) por un valor promediado

1
2

Con lo que la ecuacién (4.97) toma la forma siguiente

() +u™). (4.100)

uz(-”) —

n+1 1 n n Y n n
uf"Y = S i) - Juh ). (4300)

Este esquema recibe el nombre de Laz-Friedrichs. En este caso el factor de amplificacién resulta

G = cosf — jysinb, (4.102)
donde j = +/—1. Asi, el criterio de estabilidad |G| < 1 establece la condicién siguiente

alt
— < 1. .
Ag S 1 (4.103)

La ecuacién (4.103), como ya habfamos visto es la condicién de Courant, ecuacién (4.82). De

una manera intuitiva esta condicién de estabilidad puede ser entendida de la siguiente forma (Fi-
gura 19.1.3): El valor de u§"+1) en la ecuacién (4.101) se calcula a partir de la informacién de
los puntos i — 1 y ¢ + 1 en el tiempo n. En otras palabras, x;_1 y x;41 son las fronteras de la
(n+1)
i

region espacial que puede mandar algiin tipo de informacién a u . Nos podemos fijar en el
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estable inestable

Figura 4.4: Condicién de Courant para la estabilidad de un esquema numérico diferencial

hecho de que en la ecuacién de onda continua, la informacién se propaga con una velocidad maxi-
ma a. Si el punto uEnH) estd recibiendo informacién de puntos que se encuentra dentro de la
regién sombrada en la Figura 4.4, este estd recibiendo informacién de puntos maés distantes de
lo que permite el esquema. Esta falta de informacién en u§"+1) es lo que da como resultado a la

inestabilidad y é de ahif que At tiene que estar dado de manera que se satisfaga la expresién (4.103).
Euler hacia atrds en el tiempo y diferencias centrales en el espacio (BTCS)

Con la aproximacién de Euler hacia atras en el tiempo, se utiliza la aproximacién por diferencias
centrales en el espacio para el instante n + 1:

n+1 n+1
Ou _ —“§+1 - wY (4.104)
oz 2Azx ’

Escribimos la aproximacién por diferencias de la ecuacién (4.86) como

Y (n+1 n+1 Y (n+1 n
—§u§_1 )4 ug ) 4+ §“§+1 ) = ug ) (4.105)
El lado izquierdo de esta ecuacién tiene tres incognitas. Mediante la condicién en la frontera
izquierda, la ecuacién (4.105) para i =1 es

7
2

Cuando a > 0, el término uy41, para la ecuacién con ¢ = I, no esta dado a priori. Por lo tanto, es
necesaria una condicién artificial de frontera para ury; Aunque existen varios esquemas alternativos
para las condiciones artificiales, un método que se utiliza con frecuencia es el de extrapolar ury;
desde adentro de la forma siguiente:

w4 Lyt %uo (4.106)

Ur41 = 211,[ —Ur—1 (4107)

Utilizamos esta ecuacién para escribir (4.105) para ¢ = I como

—yul ) (1 )l = (4.108)
El conjunto de ecuaciones para ¢ = 1,2,...,I forma un conjunto tridiagonal de ecuaciones

simultaneas.
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El factor de amplificacién es

1
G = . .
1+ 2(ed? —e99)
1
f— —_— 4.].
1+ j~ysin(0) (4.109)
El valor absoluto de G es
1
G| = —F——==<1 (4.110)

V1+92sin®6

Por lo tanto, el esquema es incondicionalmente estable.

Analisis del error por truncamiento

Los esquemas numéricos para las EDP hiperbodlicas tienen errores que se originan de los errores
de truncamiento de las aproximaciones por diferencias. Los errores de truncamiento dan cierta
naturaleza artificial a la solucién de un esquema numérico. Para analizar el efecto de los errores de
truncamiento, se utiliza lo que se conocen como ecuaciones modificadas. Las ecuaciones modificadas
incluyen todos los efectos de los errores de truncamiento. Las ecuaciones modificadas se obtienen
al sustituir los desarrollos de Taylor por las aproximaciones por diferencias finitas. Tanto las so-
luciones de las ecuaciones originales y modificadas se pueden obtener en forma analitica en una
reticula con espaciamiento uniforme en un dominio infinito. De esta manera se pueden comparar
los efectos de los errores de truncamiento mediante la comparacion de las dos soluciones analiticas.

Primero examinamos el esquema FTBS:

u™ —uf” ™ —u{”] =0 (4.111)
Los desarrollos de Taylor de ul(.”ﬂ) = (T tny1) ¥y ugn) =
son, respectivamente,

u(z;,ty,) en torno de x = x; y t = t,

n At?
"D = Wt Aty gt (4.112)

2

2

" A
ug )1 = u—Aa:uw—i—%um—i—... (4.113)

donde u sin indice superior denota a u = u(x;, t,). Sustituimos los desarrollos de Taylor en (4.111)
y obtenemos

At At? alAx aAz?
ut+7utt+7uttt+...+ Uy 5 Ugpy + 6 Upgy — -] =0 (4114)

No es posible analizar la ecuacién (4.114) en su forma original debido a que incluye derivadas
de orden superior tanto en ¢t como en x. De esta manera es necesario transformar a la ecuacién
(4.114) en una EDP de primer orden con respecto a ¢ eliminando todas las derivadas de orden
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mayor o igual a dos con respecto a t, de la manera en la que se muestra en el Apéndice B. Tenemos
que la (4.114) se puede reescribir como

alAzx aAzx? alAz3
ug + aug — T(l —Y)Uge + ?(1 — 37+ 29" Uags — 7(1 — Ty +1292% — 69 ) tgzze +... = 0,
(4.115)
o de manera similar
Up + €1 Uy + C2 Ugy + C3 Ugge + C4 Uggas + ... =0, (4.116)
donde
T = a,
alAzx
C2 = = 2 (1 - 7)7
aAzx?
g = ——(1=3v+27),
A 3
ch = —“2Z (1—7y+1292 — 69%), (4.117)

que recibe el nombre de ecuacidn modificada. La ecuacién (4.115) es una ecuacién que representa
a la ecuacién en diferencias del esquema FTBS en este andlisis. Si comparamos la ecuacién (4.86),
vemos que todos los términos distintos son causa de los errores de truncamiento.

Ahora buscamos en un dominio infinito la solucién analitica de (4.115) de la forma

u(z,t) = fo(t)exp(ijo), (4.118)

donde j = +/—1 y 60, como en el andlisis de estabilidad de Fourier, es una constante relacionada
con la frecuencia de una componente de Fourier en el espacio. Sustituyendo la ecuacién (4.118) en
(4.116) obtenemos

d
o fo(t) + [jab - co0? — 30 + ca* + .. ] fa(t) = 0. (4.119)
Una solucién analitica de (4.119) es

fo(t) = fo(0)exp(—jabt + c260t + je3f®t — caf*t +..) (4.120)

donde fy(0) queda determinada por una condicién inicial. La solucién general de (4.115) es la
suma de (4.120) para todos los valores posibles de 6, o mejor dicho, es la integral con respectos a
0 desde —m hasta 7, pero solo nos interesa la ecuacién (4.120) para un valor de 6 a la vez.

Podemos expresar la ecuacién (4.120) como

fo(t) = fo(0)exp(—7jabt) exp(ca6?t) exp(jcs03t) exp(—caft). .. (4.121)

Por otro lado, la solucién exacta de (4.86) es
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fo(t) = fo(0)exp(—jabt) (4.122)

Asi, todos los términos exponenciales excepto el primero de la ecuacién (4.121) son causa de los
errores de truncamiento.

Si ¢3 > 0, el segundo término exponencial, exp(c262t), crece en el tiempo, es decir, el esquema
se hace inestable. El valor absoluto del tercer término exponencial, exp(jcsf>t), no cambia con el
tiempo puesto que es imaginario. Sin embargo, si el tercer término exponencial se combina con el
primero, el producto es

exp(—ajft)exp(jc30t) = exp[—7j(a — c36°)6t] (4.123)

Lo que significa que la velocidad de la onda en la solucién numérica es a — c30? en vez de a. En
la solucién exacta, la velocidad de la onda a es independiente de 6. La dependencia de la velocidad
de la onda son respecto de 0 es provocada por la tercera derivada en el error de truncamiento.
Mientras mayor sea el valor de #, mas se retarda o adelanta la onda en la solucién numérica. El
efecto de una velocidad variable de onda se llama error de perturbacion y provoca la oscilacién
de la solucién numérica, particularmente en donde la solucién tiene un cambio espacial pronunciado.

El término de cuarto orden exp(—c40*t) es creciente o decreciente con respecto al tiempo, segin
¢4 <0, 0 ¢g > 0, respectivamente. El efecto combinado de los términos co y ¢4 se expresa como

exp[(ca — c40?)6%t] (4.124)

Si co = 0, entonces ¢4 determina la estabilidad: el esquema es estable si ¢4 > 0, e inestable si
c4 <0.Sicy <0ycy >0, el esquema es estable. Si co < 0 pero ¢4 < 0, el esquema es estable si
lea| > |ca| 72, donde se utilizé el hecho de que el méximo de 6 es igual a 7, puesto que 6 estd aco-
tada por —m < 0 < 7. Siempre se satisface la condicién de estabilidad si At decrece. Si o > 0, el
esquema es inestable incluso si ¢4 > 0, puesto que ¢y —c46? es positivo para valores pequefios de 2.

Concluimos que el esquema FTBS es inestable para v > 1 puesto que el término co es positivo
para v > 1, ecuacién (4.117). Sin embargo, cuando v = 1, ¢z se anula, por lo que no hay error
de perturbacién. Para v < 1, el esquema es estable, pero con una desventaja, el segundo término
amortigua la solucién: ésta tiende a cero cuando aumenta el tiempo. El mismo efecto aparece
cuando aumenta la distancia que recorre una onda. Puesto que la solucién exacta dada por (4.122)
no tiene tal término, el efecto de amortiguamiento de co negativa es el efecto del error de trunca-
miento de la ecuacién en diferencias, que recibe el nombre de amortiguamiento numérico o efecto
numérico de viscosidad de sequndo orden. También una c4 tiene un efecto de amortiguamiento
llamado efecto numérico de viscosidad de cuarto orden. Ambos efectos de viscosidad amortiguan
maés a las ondas de frecuencias espaciales altas, que lo que amortiguan a las ondas de frecuencias
bajas. Al aumentar la frecuencia espacial de la onda, el efecto de amortiguamiento de cuarto orden
crece mas rapido que el efecto de segundo orden, puesto que el primero es proporcional a 6% en el
término exponencial, mientras que el segundo es proporcional a 62.

Un analisis similar para el esquema BTCS da como resultado la siguiente ecuaciéon modificada:

1 1 1
Up + Uy — §a2Atum + ga(Axf + ga‘?’At3 Upps + - - (4.125)
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Esta ecuacién indica que el esquema es incondicionalmente estable, pues co = —% a’At < 0,
pero tiene errores de perturbacién pues c3 > 0 siempre.

Esquemas de orden superior

Esquema de Lax-Wendroff
En este caso consideramos de nueva cuenta a la ecuacién de adveccioén

uy + aug, = 0. (4.126)
(n+1)

El desarrollo de Taylor de u, en torno a x; y t, es

. 1
’LL( +1) = U+At’U/t+ §At2utt+...

2

1
u — altu, + §a2At2um + ..., (4.127)
de donde hemos eliminado u; mediante la ecuacién (4.126) y u, mediante

Upt = —QUgt = 0 Uy (4.128)

Si truncamos después del término de segundo orden de (4.127) y aplicamos las aproximaciones por
diferencias centrales para u; y us;, obtenemos

o 2l - T~ o) + 20— 2+ 0 (1120)
donde
At
p— — 4.].
v=ag (4.130)

La ecuacién (4.129) es una esquema explicito que recibe el nombre de esquema de Laz- Wendroff.

El error de truncamiento del esquema de Lax-Wendroff proviene de dos causas: 1) el trun-
camiento del desarrollo de Taylor después de la segunda derivada, y 2) las aproximaciones por
diferencias centrales para u, u us;. El orden del error de truncamiento del desarrollo de Taylor de
ugnﬂ) es At3, el orden del error de la aproximacién por diferencias centrales de u, es At Az2.

El factor de amplificacion del esquema de Lax-Wendroff es

G =1—~%[1 - cos(f)] — jysin(6) (4.131)

El esquema es estable si 0 < |y| < 1. Cuando v = 1, el esquema se reduce a uz(-"H) = ugz)l v es
exacto.

La ecuacion modificada es

1 1
U + aug — 5 aAz?(1 — v ugee + 3 aA2?*y(1 — Y ugpgs +... =0 (4.132)
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Esta ecuacion indica que el error de truncamiento del esquema de Lax-Wendroff se anula si
v = 1. En el caso v < 1, el error principal de truncamiento es la tercera derivada con coeficiente
positivo. Asi, el esquema tiene una precision de segundo orden. La magnitud de cada término del
error aumenta cuando At decrece, pero Az estd fijo (+y tiende a cero). El esquema es estable para
v < 1, puesto que cy, €l coeficiente del término de la cuarta derivada, cumple que ¢4 > 0, aunque
el término de la derivada de segundo orden se anule.

Esquema de MacCormack

Este esquema es

" =l @) - u™)
n 1 n 7\ g\ "
Y I i)

La primera ecuacién es un predictor y la segunda, un corrector. Para el tipo de problemas linea-
les considerados, se puede eliminar el predictor, sustituyendo la primera ecuacién en la segunda,
de forma que el esquema de MacCormack quede idéntico al esquema de Lax-Wendroff. La ecuacién
modificada y el criterio de estabilidad son iguales a los del esquema de Lax-Wendroff.

Esquema progresivo de tercer orden

Podemos aproximar la derivada con respecto al espacio mediante la aproximacion por diferencias
exactas de tercer orden, dadas por

2ui 1 +3u; —6u;_1+u;_2 .
_J a A sia>0
a‘(uw)z - { a 7ui+2+6ui§i§3ui72ui,1 sia<0 (4134)
que se pueden escribir juntas en la forma
—Ujiqo + 8Ujp1 — BUj—1 + U2 Uit — Ui + 6u; —4u—1 +ui—o
a(uz); = a a 4.135
()i 12Ax +lal 12Ax ( )

Al desarrollar cada término en serie de Taylor, el lado derecho de la ecuacién (4.135) se puede
escribir como

1
a(us)i + 5|0l A7* (Uagas) + - (4.136)

En esta ecuacién, el primer término es igual al lado izquierdo de (4.135) y el segundo es el error
de truncamiento, el cual es proporcional a Az? y también a la cuarta derivada de w.

Por medio de la ecuacién (4.135), podemos escribir una aproximacién por semidiferencias de la
ecuacién (4.126) de la forma

Uito — duipy + 6u; — 4wy + U2
12Az

—Ujpo + 8ujp1 — Buj—1 + Uj—2
12Az

ur+a +al (4.137)

La ecuacién (4.137) no tiene error de perturbacién debido a un término de tercera derivada.
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Podemos hacer discontinua completamente a la ecuacién (4.137), sustituyendo los esquemas de
Euler hacia adelante o hacia atras, o el esquema de Crank-Nicolson, para u;.

Con el esquema de Euler hacia adelante con respecto al tiempo, se obtiene un esquema explicito
que se escribe en la forma

N I Y N Y B I e
Yo T @ 12Ax @ 12Ax

(4.138)
Para escribir los efectos de los errores de truncamiento en el esquema explicito, calculamos la
ecuacién modificada. Utilizamos los desarrollos de Taylor en la ecuacién (4.138) para obtener.

At At? 1
Ut + ?utt + Tum + ... tuy + E|a|umm +...=0 (4139)

en donde también utilizamos la ecuacién (4.136). Eliminamos las derivadas de orden mayor o igual
que dos con respecto a t, segiin como se explica en el apéndice B, para obtener

up + aty + a? Atug, +

5a3 At? la|Ax®  atAt3

El término principal del error de truncamiento es de segundo orden y tiene signo positivo, por
lo que el esquema global con base en el esquema de Euler hacia adelante se reduce a un esquema
con una precisién de primer orden. El término de segundo orden con signo positivo tiene un efecto
antidifusivo que provoca la inestabilidad del esquema, a menos que dicho efecto se haga mas pe-
quenio que el efecto del error de truncamiento de cuarto orden. Sin embargo, al disminuir At, los
errores de segundo y tercer orden tienden a cero, por lo que se pueden hacer tan pequenios como
se quiera, con el costo de utilizar un At muy pequeno.

) Upggz + . =0 (4.140)

Si se utiliza la diferencia de Euler hacia atras con respecto del tiempo, el esquema se convierte
en implicito.

(n+1)

n+1 n+1) n+1
u(,n+1) 4 At a—ui+2 + 8U§+1 ) — 8?1,(.71 =+ u7§72 )

12Azx

(1) gy (D) gDy, — gty (kD) gy

u: )
+ [a] =+ = A = W™ (4.141)

El conjunto de ecuaciones simultdneas debe resolverse mediante un esquema pentadiagonal en
cada intervalo de tiempo. El esquema implicito es incondicionalmente estable. El andlisis de la
ecuacion modificada revela que el término principal del error es de segundo orden, al igual que en
la versién explicita de Euler hacia adelante. Los términos del error de segundo orden y tercer orden
se pueden hacer decrecer utilizando un At, pequeno, pero en ese caso desaparece el beneficio del
uso de un esquema implicito.

Un esquema explicito con precision de segundo orden con respecto al tiempo se basa en el
predictor de Adams-Bashfort y se escribe como
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w1 peey
4t 4+ —BF™W -F"] =0 4.142
o ) (4.142)
donde F;, es la aproximacién por diferencias de tercer orden para au,. Debido a la precisién de
segun orden con respecto al tiempo, la ecuaciéon modificada de (4.142) no incluye el término u,.,., el
cual es la causa del efecto antidifusivo con respecto al tiempo del esquema de Euler hacia adelante.

Por lo tanto, la ecuacién (4.142) es més estable que (4.6.1).
*
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CAPITULO 4. METODOS NUMERICOS



Capitulo 5

Evoluciéon numérica de la ecuacion
de perturbacién para ¥,

En el Capitulo 2 construimos a la ecuaciéon de evolucién para cualquier tipo de distribucién de
polvo en caida radial, asi como a la ecuacién de perturbacion para cada modo [, m. De manera de
resolver estas dos escuaciones, replanteamos a la ecuacién de perturbacién (2.56), como un sistema
de ecuaciones de evolucién de primer orden, para esto definimos dos nuevas funciones en términos
de Rl,m

Ipl,m = a7”1:3l,m (51)
2M M
Hl,m = 4 +’I" ai&}%l,m - 27\Ill,m (52)

que junto a la ecuacién (2.56) podemos llegar al siguiente sistema de ecuaciones:

1
O Rim = oM (rMpm +2M Y1) , (5.3)
1
O Yim = O (7’+2]\4 (r I, + 2M¢l,m)>
1 2M
== er 2Mr m 7H.m* m) A4
r—I—ZM(Ta Lm + 2 M O, )+(r+2M)2( RN (5-4)
1 2
0., = 2M 0,11 : — _((2r*+5Mr+4M?) 11,
at l,m T+2M( 67 l,m"’ra'r wl,vrz)+r(r+2M)2 (( 7" +5 T+ ) l,m
M [—1)(1+2
ST SR YV VAR (LS ELIEE:) P
2
E+,/E?-1+24
+4mr 7 VI=1)TI+1) (1 +2) prom. (5.5)
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Este sistema de tres ecuaciones de evolucién para R .m,, ¥ m y II;m, junto con la ecuacién de
continuidad para la densidad de materia, se resolvié numéricamente utilizando un método de lineas,
en el cual primero discretizamos al espacio para obtener un sistema semi-discretizado. Este sistema
semi-discretizado se evolucioné en el tiempo utilizando el método de Runge-Kutta de tercer orden
[12]. Para aproximar a los operadores diferenciales espaciales se ocuparon las aproximaciones de
segundo orden y se le agregé un término pequeno de disipacion de Kreiss-Oliger para amortiguar
los modos de alta frecuencias que no aportan informacién fisica [13].

De forma de obtener una evolucién estable, la frontera interior de la malla se colocd en
rin = 1.5M de manera que nos permita obtener informaciéon lo més cerca posible de la singu-
laridad fisica en = 0, cabe recordar que r;, = 1.5M se encuentra dentro del horizonte de eventos,
pero que esto no nos produce ningin problema gracias a que estamos tomando a la métrica en las
coordenadas adecuadas. La frontera exterior r,,; se coloca lejos del agujero negro y varia depen-
diendo el caso que se quiera analizar, como se vera mas adelante.

Debido a que solo para los modos 1 > 2 existe contribucion del lado derecho de la ecuacién
de perturbacién (2.56), o en otras palabras, que la distribucién de materia debe ser al menos
cuadrupular. Por lo que podemos escribir a la densidad de la distribucién de materia sin los dos
primeros modos (I =0y [ = 1), de la siguiente manera:

p=prm(rt) Y™, 1>2 (5.6)

Lo que nos dice que la radiacién gravitacional por lo menos es cuadrupolar, y que ni la parte
monopolar, ni la parte bipolar de la distribuciéon de materia producen radiacién gravitacional.

En lo que resta del capitulo se presentaran tres partes principales; en la primera se estudiara la
radiacién gravitacional debida a una distribucién gaussiana en la densidad del polvo en caida ra-
dial hacia el agujero negro, y de esta manera, dar validez a nuestras ecuaciones y a la exactitud
del cédigo numérico que evoluciona a estas ecuaciones. En la segunda parte se tomaran diferentes
anchos para el pulso gaussiano de materia, describiendo en cada caso la radiacién gravitacional
generada y su dependencia con el ancho del pulso inicial. Como se mencionara mas adelante, debido
a no tener unas condiciones iniciales consistentes, surge una radiacién gravitacional anémala, el
objetivo de la tercera parte serd el de minimizar de la mejor manera posible esa radiaciéon anémala
estableciendo unas condiciones iniciales que sean consistentes para el problema.

5.1. Distribuciéon Gaussiana de polvo

Empezamos esta seccion considerando una distribucién gaussiana de materia:

prm(r,t =0) = Age=(r=r0)*/0” (5.7)

También vamos a considerar que el pulso de materia esta inicialmente en reposo desde infinito,
esto implica que F = 1. Debido a que no estamos considerando la perturbacién gravitacional que se
generaria debido al viaje del pulso desde infinito hasta su posicién inicial, » = g, y ademads, como
al tiempo inicial no tenemos radiaciéon gravitacional como un dato inicial a la nuestra ecuacién
de perturbacién, esto es R; ., (t = 0,7) = 0, surge una inconsistencia en el sistema que ocasiona
que cierta radiacién gravitacional andémala se desarrolle desde el pulso de materia y caiga muy
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Figura 5.1: Densidad del pulso gausiano de polvo cada t = 25M, asi como la envolmente a los
puntos maximos.

rapidamente al agujero negro. Luego, esta es dispersada y viaja hacia infinito dejando finalmente
al pulso de materia con la perturbacién gravitacional consistente. El pulso se coloc6 en r = 7T0M,
la cual es lo suficientemente lejana para que el pulso no interactie con el agujero negro hasta que
la radiacion gravitacional anémala haya dejado el dominio.

Ahora consideremos que tenemos un solo modo en la densidad, p3, con una amplitud Ay =
0.0005 y un ancho o = 0.5 (estos dos datos son consistentes con la suposicién inicial de que estamos
en una teorfa linealizada, o que las perturbaciones a la métrica son pequenas). En la Figura 5.1
se muestra la evolucién de la densidad de este pulso de materia a cada 25M de tiempo, desde su
posicién inicial en r = 700 ; también se muestra la solucién exacta de la envolvente a la densidad

3

To\ 2
pum(r) = Ao (1) (5.8)
la cual viene de integrar la ecuacién de continuidad (2.51). En la Figura (5.2) se muestra la reac-
cién gravitacional ® producida por el pulso de materia vista por cuatro observadores diferentes

ubicados en » = 100M, 150M, 200M y 2500 . Las senales tienen un corrimiento de tal manera de
sobre ponerlas y mostrar el comportamiento esperado como r~! de ¥,.

De manera de obtener las frecuencias cuasi-normales (QNM) [14][15] del pulso gravitacional,
ajustamos a la parte de ‘ring-down’de la sefial gravitacional a la forma oscilatoria exp(wpt), donde
Wp = Wrp —tW;ip, con n = 0,1,2,.... Para este pulso y para un observador en r = 100M, se
obtuvo w = 0.3738 — 0.0892 1, el cual concuerda muy satisfactoriamente con el resultado analitico
[14][15].

Para apreciar mejor el comportamiento conocido como de ‘cola’, de la forma t~(+3) [16][17],
en la Figura (5.3) se muestra la misma radiacién gravitacional ahora en escala logaritmica. En la
Figura (5.4) se muestra la radiacién gravitacional producida por diferentes modos [ = 2,3, 4,5 para
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Figura 5.2: Senal gravitacional medida por diferentes observadores, localizados en r = 100M,
150M, 200M y 250 M con un corrimiento temporal para las senales.

los mismos pardmetros de p; ,,. Los modos cuasi-normales correspondientes a diferentes valores de [
concuerdan también de manera satisfactoria con los resultados analiticos [14][15]. Estos resultados
se muestran en la Tabla 5.1.

wy, numérico wy, analitico
0.3738 - 0.08921 | 0.37367 - 0.08896 i
0.5995 - 0.09281 | 0.59944 - 0.092701
0.8091 - 0.09521 | 0.80918 - 0.094161
1.0120 - 0.09421 N.R.

T W N —

5.2. Un pulso con diferentes anchos

Como habiamos mencionado antes, una vez de haberle dado validez a nuestras ecuaciones y
a nuestro cédigo, el siguiente paso es analizar la respuesta gravitacional en funcién del ancho del
pulso de materia. Para esto se estudié la radiacién gravitacional ocasionada por otros cuatro anchos
distintos del pulso de materia, o = M, 1.5M, 2M y 2.5M. La Figura (5.5) muestra la radiacién
gravitacional en escala logaritmica ocasionada por los diferentes anchos del pulso de materia.

Por otra parte en la Figura (5.6) se muestran las cinco sefiales gravitacionales para los diferen-
tes anchos del pulso, en donde se puede apreciar que el comportamiento de “ring-down’se pierde
a medida que o crece, o dicho en otras palabras, el comportamiento de ring-down solo se presenta
cuando la perturbacién de materia actia solo por un periodo muy corto de tiempo. Si la perturba-
cién de materia actia durante un periodo prolongado de tiempo, la senal gravitacional pierde sus
modos cuasi-normales y por consiguiente el comportamiento de “ring-down’.
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Figura 5.3: Senal gravitacional en escala logaritmica para un observador en r = 100M, asi como
la funcién 6 x 10'2¢~7, mostrando que el comportamiento de la sefial a tiempos posteriores lleva
este tipo de decaimiento.
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Figura 5.4: Senial gravitacional para un observador en r = 100 a diferentes modos, | = 2,3,4,5,
todos con las mismas condiciones iniciales: Ag = 0.0005 y o = 0.5.
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Figura 5.5: Sefnales gravitacionales en escala logaritmica para un observador en r = 100M para
diferentes valores de 0 = M, 1.5M, 2M y 2.5M.
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Figura 5.6: Senal gravitacional para un observador en r = 100M para diferentes valores del ancho
del pulso ¢, mostrando como el comportamiento de ring-down se pierde a medida que o crece.
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Figura 5.7: Energia total de la radiacién gravitacional en funcién del ancho o del pulso de materia
medida desde un observador ubicado en r = 100M

Para calcular el flujo de energia que lleva la radiacién gravitacional ocupamos la expresién

(3.48),
dE r2 ¢ 2 1 t
8% _ lim - U, dt'| dQ = lim —— Ry dt’
dt rirﬂolﬁw}g’/_m 4 rir?olﬁw;’/_m L

en donde hemos sustituido la expansién (2.54) para ® y la condicién de ortonormalidad de los
armonicos esféricos de peso de espin -2. Finalmente integrando la expresién (5.9) obtenemos la
energia total del pulso gravitacional. En la Figura (5.7) se grafica la energia total en funcién del
ancho inicial del pulso de materia y se observar que la energia decrece conforme o aumenta.

; (5.9)

5.3. Reduccion de la radiacion gravitacional anémala

Como se menciono anteriormente, el objetivo de esta secciéon es obtener unos datos inicia-
les comnsistentes para la ecuacién de perturbacién con un pulso gaussiano de materia ubicado en
r = T70M, de tal manera que la respuesta gravitacional anémala se minimice lo mejor posible. Para
lograr esto, primero colocamos el pulso de materia en r» = 150M, que es lo suficientemente lejos
del agujero negro, para que cuando el pulso alcance la posiciéon r = 70M la radiacién gravitacional
anémala generada al principio de la evolucién haya dejado el dominio, Figura (5.8). Es importante
mencionar que para que el pulso de materia tenga la amplitud desea de Ay = 0.0005 en r = 7T0M
se ocupa la expresién (5.8), con lo que la amplitud inicial del pulso gaussiano en r = 150M resulta
ser de A; = 0.0001594.

Hecho lo anterior, tanto el pulso de materia que llega a » = 70M como la radiacién gravitacional
se toman como datos iniciales para una nueva evolucién de las ecuaciones, con la diferencia que
para este caso se hace un corte en los datos de la radiaciéon gravitacional justo antes de donde se
encuentra la radiacién gravitacional anémala y se propone una funcién que nos permita extrapolar
nuevos puntos (esto se hace no solo para la funcién @, si no que también para las dos funciones
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Figura 5.8: Radiacién gravitacional cuando la radiacién anémala se encuentra ya lejos del dominio
de interes, dejando solo a la perturbacién gravitacional debido al pulso de materia en r = 70M

auxiliares ¥ y II), Figura (5.9).

Con estos nuevos datos iniciales y para tres diferentes extrapolaciones, se deja evolucionar a las
ecuaciones. En la Figura (5.10) se muestran las respuestas gravitacionales correspondientes a cada
ajuste, se observa que cada una de esas respuestas consta de tres pulsos, de derecha a izquierda,
el primer pulso es la respuesta gravitacional que nos interesa o la que se debe a la caida radial del
pulso de materia y como se observa, esta se mantiene sin cambio, y no depende del ajuste que se
haya utilizado. El segundo pulso esta relacionado con el ajuste utilizado y se debe que al extrapolar
los nuevos puntos de una cierta manera, las condiciones iniciales no son del todo consistentes, lo
cual nos lleva a tener de nueva cuenta una radiacién gravitacional anémala, con la ventaja que
esta nueva radiacién andmala resulta ser mucho menor que la anterior e incluso menor que el pul-
so de principal interés. Por ltimo, el tercero y més pequeno de los pulsos, estd asociado con el
ruido numeérico y en principio este pulso se puede hacer tan pequeno como se desee, tan solo con
aumentar la resolucion de la evoluciéon numérica.

Por dltimo, para la Figura (5.11) se tomd el mejor ajuste de la Figura (5.10), es decir, el que
me produce la menor radiacién anémala y se modificd, para tres valores diferentes, la posicion de
donde se hace el corte del ajuste.
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Figura 5.9: Radiacién gravitacional con un ajuste desde r = 160M para eliminar a la radiacién
anémala de la figura (5.8)
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Figura 5.10: Respuesta gravitacional para un observador en r = 100M para tres diferentes ajustes,
en donde ¢ = 0.24783, f = 0.24775, d = —0.05449, a = 7.87287, b = —5.39294, h = 3.58165% y
k= —4.7444
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Figura 5.11: Respuesta gravitacional para un observador en r = 100M para tres diferentes posi-
ciones para el corte del ajuste



Capitulo 6

Conclusiones

A lo largo de este trabajo se analizaron varios temas de gran importancia y necesarios para
lograr resolver de manera numérica a la ecuacion de perturbacién para el escalar ¥4. En el primer
capitulo se derivarén las expresiones necesarias dentro del formalismo de Newman-Penrose y de
tétradas nulas, las cuales fueron la parte medular para que en el capitulo segundo se construyera
la ecuacién de perturbacion cuando existe simetria esférica. En el tercer capitulo se platicé de
manera breve sobre como las ecuaciones de Einstein en el limite de campo débil nos conducen a la
existencia de las ondas gravitacionales y como, a través del tensor de Isaacson, se les puede extraer
a estas una energia y un momento. En el capitulo cuarto se estudiarén de una manera general
las principales definiciones, los diferentes tipos de ecuaciones diferenciales, asi como la manera de
discretizarlas y se analizarén varios esquemas numericos. Por ultimo, en el quinto capitulo, se hizo
uso de las ecuaciones y de las herramientas que se construyerén a lo largo de todo el trabajo para
poder extraer informacién fisica sobre la perturbacién que genera una distribucién de polvo sobre
un agujero negro de Schwarzschild.

Gracias a la expansién de la densidad de la distribucién de polvo en caida radial y del operador
angular de la ecuacion de pertubacién en términos de los armonicos esféricos con peso de espin,
fue posible reducir a la ecuacién de perturbacién a una ecuaciéon en una sola dimensién. Poste-
riormente se discutié brevemente sobre la dependencia de la senal gravitacional con el ancho del
pulso de materia, como esta va disminuyendo su comportamiento de ring-down conforme el ancho
aumenta y en la dltima parte se propuso una manera de reducir de manera muy satisfactoria la
senal anémala que surge por no tener unas condiciones iniciales consistentes.

Es importante mencionar que la continuacion inmediata a este trabajo es el de considerar ahora
que se tiene acrecién de polvo en un agujero negro rotante o de Kerr, para este caso la principal
complicacién es que no se puede hacer uso de la simetria esférica y que en este caso no podemos
hacer a un lado la dependencia angular. Este trabajo estd en vias de ser publicado por miembros
del grupo Ollin del ICN. Otra ampliacion a este trabajo, enfocada de manera diferente a la anterior,
es el considerar ahora un fluido més general o con presién diferente de cero, y el de resolver en este
caso las ecuaciones de Euler relativistas.
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Apéndice A

Analisis de Estabilidad

Nuestra principal preocupacién con los métodos numéricos de las EDP es la estabilidad. En
caso de ser inestables, los resultados numéricos se comportan en forma erratica y divergen con
un comportamiento oscilatorio, tanto en el tiempo como en el espacio. Existen al menos cuatro
métodos para el analisis de la estabilidad de las ecuaciones en diferencias.

Método de la funcién propia

Método de Fourier

= Método matricial
» Método de la ecuaciéon modificada

Estos métodos se pueden aplicar no sélo a las EDP de tipo hiperbdlico sino también a las de
tipo parabodlico. En todos estos métodos se toman en cuenta las ecuaciones en diferencias para la
parte homogénea. Esto se debe a que sin el término no homogéneo (o fuente), la EDP original
no tiene una solucién definida para tiempos arbitrariamente grandes. Por lo tanto, si la solucién
numérica de la parte homogénea de la EDP crece sin limite, esto se debe a la inestabilidad de la
aproximaciéon numérica utilizada.

En el método de la funcién propia, la solucién numeérica se desarrolla en funciones propias de
la matriz que representa las ecuaciones en diferencias para cada intervalo de tiempo. Asi, se deter-
mina el cambio en la amplitud de cada funcién propia al avanzar en los intervalos de tiempo. En
este enfoque, se incorporan los efectos de las condiciones en la frontera. Este método es 1til si se
conocen las funciones propias para el conjunto finito dado de ecuaciones en diferencias.

En el método del desarrollo de Fourier, se estudia la estabilidad del método en un dominio
infinito, desarrollando la solucién en una serie de Fourier. Este enfoque es el més usado.

Si no es posible determinar o escribir con facilidad las funciones propias, aunque se tomen en
cuenta incluso el efecto de las condiciones en la frontera u otros detalles de las ecuaciones en diferen-
cias, el inico camino a seguir es analizar los valores propios de la matriz que representa al conjunto
de ecuaciones en diferencias. El método de la ecuaciéon modificada se describe dentro del capitulo 4.
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A.1. Analisis de estabilidad con las funciones propias

Cuando analizamos una aproximacion por diferencias de una EDP lineal, podemos expresar
su solucién en términos de las funciones propias, las cuales son funciones senoidales para el caso
de geometrias planas unidimensionales. Cada funcién seno tiene su propio coeficiente que depende
del tiempo. Mostraremos que si el método es inestable, los coeficientes dependientes del tiempo
muestran comportamientos anormales en el tiempo, para los modos de frecuencias altas.

Con el fin de simplificar la explicacion, consideraremos la EDP parabdlica

D¢/0t = a(0?¢/0x?) (A1)
con las siguientes condiciones en la frontera:

¢(0’ t) = ¢(H7 t) =0 (A2)
y la condicién inicial:

¢(z,0) = ¢o(x) (A.3)

Se puede mostrar facilmente que una solucién analitica de (A.1) que satisfaga las condiciones
en la frontera se puede escribir de la manera siguiente:

d(x,t) = fr(t) sin(ngx) (A.4)
donde k es un entero positivo y
k
N = ﬁﬂ (A.5)
fe(t) = exp[—anit] (A.6)

Por lo tanto, la soluciéon general se escribe como una suma de todas las soluciones posibles, es
decir,

(oo}
$(a,t) = ay exp[—an; t] sin(ne) (A7)
k=0
donde a; es un coeficiente determinado mediante la condicién inicial. Una caracteristica im-
portante en esta solucién analitica es que todos los términos tienden a cero al aumentar el tiempo,
puesto que el signo de la funcién exponencial es negativo.

Ahora analizaremos la estabilidad del esquema de diferencias explicitas para la ecuacién (A.1)
(esta se obtiene tomando diferencias hacia adelante en la derivada temporal y diferencias centrales
para la segunda derivada espacial),

6D = g (6™ — 20(™ 4 o) 0<i<I+1

alt
Y= Az2 (A-8)
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con las condiciones en la frontera

= ) =0

y una condicién inicial para ¢?.

La solucién de la ecuacién (A.8) se puede determinar de manera analitica:

o = (\e)" sin(iBy) (A.9)
donde B estd dada por
kmw
= — K=12,....1
ﬂk I + 17 9 ) 3

v Mg es una constante que recibe el nombre de factor de amplitud. Para determinar el valor de
Ak, sustituimos la ecuacién (A.9) en (A.8).

()\k)"H sin(ify) = (A\k)"{sin(iBk) + y[sin(ifr — Bk) — 2sin(if) + sin(iBx + Or)]}
= ()" {sin(iBe) + 29lcos(Be) — 1)sin(if)}
= (Ap)™{1+ 2vy[cos(B) — 1]} sin(ifk) (A.10)

Asi, obtenemos

A = 14 27[cos(Bg) — 1] (A.11)

Asi, A\ y ¢; = sin(if) son el valor propio y la funcién propia, respectivamente, de

Api = i + Y (Pim1 — 20 + Pit1)

Puesto que las funciones de (A.9), con k = 1,2,..., T satisfacen la ecuacién (A.8), la solucién
general es una combinacion lineal de todas las soluciones posibles:

I
o =" ap(\)" sin(ifr) (A.12)

k=1

en donde el coeficiente a; queda determinada por la condicién inicial.

La solucién analitica del método explicito es muy similar a la de la ecuacién (A.7). Sin embargo,
una diferencia fundamental es que la ecuacién (A.12) tiene un término (A;)" en vez de exp(—ani t).
A continuacién se mostrard que si k es pequefia, \j, es una aproximacién de exp(—n3 t). Si B < 1,
AL se convierte en

Ak 1+ 2v[cos(By) — 1] ~ 1 —~f3%

At km 2 km 2
10‘m?<1+1) 1““(1;)

= 1—alAtn? ~exp(—ani At) (A.13)
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en donde se utilizé la serie de Taylor de cos(B;) y exp(—an? t). Sin embargo, al crecer k, Ay no

se aproxima a exp(—ani t), sino que (\;)" se puede comportar en forma errdtica. Para garantizar
la estabilidad, Ax debe satisfacer

—1<A <1 (A.14)

para toda k. Sustituyendo la ecuacién (A.11) para escribir (A.14) de la manera siguiente:

—1 <1+ 2v[cos(Br) —1] <1 (A.15)

La segunda desigualdad siempre se cumple, ya que cos(8x) < 1. Para ver lo que implica la
primera desigualdad, vemos primero que el minimo de cos(j) es igual a cos(8r) = cos(nI/(I+1))
que tiende a -1 cuando [ tiende a infinito. Por lo tanto, la condicidon necesaria para que se satisfaga
la primera desigualdad se escribe

0, en forma equivalente,

- (A.16)

La estabilidad de los métodos implicitos y de Crank-Nicolson se pueden analizar de manera
similar [11]. El factor de amplitud para el método implicito es

1
~ 1+ 2901 — cos(By)]

Puesto que 1 — cos(fx) > 0, el valor de Ay dado por (A.17) siempre es positivo, por lo que
siempre se cumple la primera desigualdad de la condicién de estabilidad, —1 < A < 1. La segunda
desigualdad también se cumple siempre, puesto que el denominador de (A.17) es mayor que 1. Por
lo tanto, el método implicito es estable independientemente del valor de v o de At. El factor de
amplitud para el método de Crank-Nicolson es:

11— cos(8)
14+ 9[1 — cos(B)]

donde se observa que la ecuacién satisface |A\;| < 1 para toda ;. Asi, también el método de
Crank-Nicolson es incondicionalmente estable.

A (A.17)

At (A.18)

A.2. Anilisis de estabilidad de Fourier (Von Neumann)

Una desventaja del método anterior es que funciona si se conocen las funciones propias, pero
éste no es el caso para muchos problemas. El analisis de Fourier es més universal y se puede aplicar
a cualquier tipo de ecuaciones en diferencias para problemas de espacio-tiempo.

El andlisis de estabilidad de Fourier examina la estabilidad de un método dado para resolver
una EDP con las siguientes condiciones:

s La EDP es lineal.
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= El dominio es infinito.
= El espaciamiento de la reticula es constante.

= Los coeficientes de la EDP son constantes.

No se toma en cuenta los efectos de las condiciones reales en la frontera. A veces, un esquema
numérico se vuelve estable bajo ciertas condiciones en la frontera, incluso cuando el andlisis de
Fourier lo declare como inestable. A pesar de esto, el andlisis de estabilidad de Fourier se considera
como un criterio importante que garantiza la estabilidad de un esquema.

El término fuente de la EDP no se toma en cuenta, debido a la siguiente razén. Si no existe
ese término, la solucién no deberia crecer en el tiempo. Asi, si la solucién numérica crece, esto se
debe a la inestabilidad del esquema.

El anélisis de estabilidad de Fourier se puede aplicar a cualquier aproximacién por diferencias de
una EDP de tipo parabdlico o hiperbdlico, bajo las condiciones mencionadas antes. Consideremos
el método explicito para la ecuacién de adveccién (4.94):

LD ugn) _ W(Ugn) _ ul(ﬁ)l) (A.19)

i

en el domino infinito.

supongamos que la condicién inicial para este problema estd dada como una funcién de Fourier:

uf = exp(ijm/k)

0, en forma equivalente,

u) = exp(ijh) (A.20)

donde j = v/—1, k es un entero distinto de ceroy 6§ = w/k, —m < 0 < 7, k es la mitad de
la longitud de onda en términos del ntimero de intervalos de la reticula. Entonces, la solucion del
método numérico tiene la forma:

ul(-n) = (Gy)"exp(ijh) (A.21)

donde Gy es el factor de amplitud (generalmente complejo), el cual se determina sustituyendo
(A.21) en (A.19), de la manera siguiente:

Go =1—7[1 — exp(—j0)] (A22)

Se puede examinar la dependencia de |G(#)| con respecto a « graficando ésta en el plano com-
plejo, figura (A.1), se observa que si v < 1, la curva que representa a G se encuentra dentro del
circulo unitario, lo que indica que el factor de amplificacién nunca excede a la unidad para todos
los valores de 6. Asi, el esquema es estable si v < 1. Sin embargo si v > 1, estd por fuera del circulo
unitario, por lo que el esquema es inestable.

En resumen el andlisis de estabilidad de Fourier, se considera un dominio infinito y la solucién
se desarrolla en series de Fourier. Este enfoque se basa en el hecho de que, ya sea el espacio discreto
o continuo, cualquier funcién se puede desarrollar mediante la integral de Fourier. Sin embargo,
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Im Im Im
A A A
y<1l y=1 y>1
i i
&%1 » Re \Jl » Re \%1 » Re
Estable Estable Inestable

(neutral)

Figura A.1: Efecto de 7 sobre el factor de amplificacion

debido al espacio discreto en la reticula, la integral se reduce a la suma de los componentes de
Fourier de las frecuencias discretas. Un esquema numérico en estudio se considera estable si las
magnitudes de los factores de amplitud de todas las longitudes de onda son menores o iguales que 1.



Apéndice B

Obtencion de las ecuaciones
modificadas

Supongamos que una ecuacién estd dada por

Uup + Aoty + Aztgs + ... + Biug + Botgy + B3Ugyr + Balzpge + ... = 0, (B.1)

donde todas las A y B son coeficientes constantes, y queremos transformarla en la forma

Ut + C1Uz + CoUzy + C3ULge + C4Uzgar + - .- = 07 (BQ)

eliminando wus, us y todos los términos con derivadas de orden superior con respecto a t.

Escribiendo la ecuacién (B.1) como

F(Z‘,t) =0 (B3)

donde F' es exactamente igual al lado izquierdo de la ecuacién (B.1). Al derivar parcialmente
la ecuacién (B.3), podemos escribir

F =0 (B.4)
F, = 0 (B.5)
F, = 0 (B.6)
F. = 0 (B.7)
Foo = 0 (B.8)

Es claro que los términos con derivadas de menor orden en la ecuacién (B.4) son uy y uge;
los términos menores de la ecuacién (B.5) son uy, ¥ uz.; mientras que los términos menores de la
ecuacion (B.6) son wg, Uz y asi sucesivamente.

Escribiendo una combinacion lineal de estas ultimas ecuaciones como

81
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F+ P Fy+ PBF, + PsFy + PyFyy + PsFop + PsFigy
+P7Fttx+P8thx+P9Fzzz+«~-:0 (B9)

donde P, P5,... son constantes indeterminadas. Entonces deberian de poderse determinar los

coeficientes P,, de forma que todas las derivadas con respecto al tiempo, como s, Ute, Utsr, Utta,
Uz €tC. se eliminen excepto uy.

Para implantar este algoritmo, expresamos todas las ecuaciones (B.3), (B.4), (B.5),... en forma
de tabla. En la tabla B.1, la columna maés a la izquierda muestra las derivadas de u en orden
creciente en t y x. La segunda columna es para los coeficientes de las derivadas en la ecuacion
(B.3), F = 0. Las columnas restantes son para las ecuaciones (B.4), (B.5), etc.

Tabla B.1 Derivadas de la ecuacién modificada
1 P, P, P P, Py Py P Ps Py

F Ft Fz Ftt Ft:v F:z:x Fttt Fttx thz Fzr:v:b
Ut 1

Uy Bl

Ut A2 1

Uty Bl 1

Ugq B2 Bl

Uttt As Ay 1

Utz Ay B 1

Utzx B2 Bl 1

Ugzx BS BQ Bl

Uttt Ay A3 Ay

Uttty A3 Ay 1

Uttaa Bs Ay By 1

Utzzx B3 B2 Bl 1
Ugpzze B4 BS B2 Bl

Al igualar a cero los coeficientes de las derivadas no deseadas en la ecuacién (B.9), obtenemos
las ecuaciones siguientes:

Ay + P =

PiB1+ Py

A3+ PAy + P

PyAy + PsBy + Py

PiBy+ PyBy + P =

Ay + PiAs+ P3As + Py
PyA3 + PyAs + Pe By + P,
P3By + Ps Ay + PrBy + P
P B3+ P,By+ PsBy+ Py =

(B.10)

O O O O O O o o O
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Se pueden determinar los coeficientes P, resolviendo las ecuaciones (B.10) en forma secuencial
desde la parte de arriba. Si hacemos B; = ¢; = a de acuerdo con la ecuacién (4.115), las soluciones
son como se indica:

P = —A

Py, = aA,

Py = —A3;+ A3

Py = a(—243%+ Ap)

Ps = AyBy+a*(243 — A3)

Ps = —Ay+24,A5 — A3

P; = a(—4A5A3 +3A3 + Ay)

Py = (A3 —2A3)By+ a?(—5A3 + 54543 — Ay)

Py = AyBs+a(4A3 —2A43)By +a*(5A3 — 54545 + Ay)

De la tabla B.1, los coeficientes de uy, Uz, Usee ¥ Uzzze SON:

g = B

co = By+PB

¢s = Bs+ PyBy+ PiBy

cs = Byi+ PyBs+ PsBy+ PyBy

Por medio de las ecuaciones (B.11), la ecuacién (B.12) se transforma en

C1
C2
C3

Cq

Bi=a

By + a?A,

B3 +2aA2 By + a?(2A3 — A3)

By + AyB2 +2aAyBs + 60> A3By — 3a? A3 By + (543 — 545 A3 + Ay).

(B.11)

(B.12)

(B.13)
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