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Introduccion

No cabe duda que hasta cierto punto la nocién de variedad diferenciable (Capitu-
lo 1, seccién 1.1), fruto del trabajo de mateméticos brillantes como Riemann
(1826-1866) y Poincaré (1854-1912), es de un valor incalculable para varias
teorfas. Un ejemplo de esto es justamente la teoria de grupos de Lie. Sin embar-
go, dicha Teoria no se presenté en un principio como consecuencia directa del
desarrollo de la Teoria de variedades diferenciables, que es la forma en que se
aborda en este trabajo. Curiosamente la Teoria de grupos de Lie se desarrollo
a finales del siglo XIX en forma casi paralela a la Teoria de variedades y a la
Teoria de grupos.

En 1860 la teoria de grupos de permutaciones fue descubierta y utilizada por
varios matematicos, entre ellos Camille Jordan quien en 1868 trabajé con sub-
grupos cerrados del grupo de movimientos del espacio euclidiano de dimensién 3.
A pesar de que la teoria de invariantes ya era conocida por los mateméticos gra-
cias al trabajo hecho mediante conjuntos infinitos de transformaciones geométri-
cas cerrados bajo composicién (como por ejemplo las transformaciones lineales
y proyectivas), hasta ese momento nadie habfa conjugado ambas ideas. En 1869
el matemédtico noruego Sophus Lie (1842-1899) concibe la brillante idea de intro-
ducir nociones de invariantes en Anélisis y Geometria diferencial. El observé que
el método clésico de integracién por cuadraturas de ecuaciones diferenciales de-
pende enteramente del hecho de que la ecuacién es invariante bajo una familia
continua de transformaciones. De esa forma, trabajando primero con Félix Klein

(1849-1925) y posteriormente con Engel, estudia grupos de Transformaciones y
conjuntos de sistemas de ecuaciones diferenciales de la forma

m;ﬁ:fi(xla"'7xn7a17"'aa7") (1<Z<TL>,

da
rango r. Llamé a dicho conjunto grupo continuo de transformaciones en n-

variables, dependientes efectivamente de r pardmetros.

donde aq,...,a, son pardmetros y satisfacen que el Jacobiano (Bf L) es de
J

Sobre esto comenzé a escribir en 1874, exponiéndolo sistematicamente en
el tratado Theorie der Transformationsgruppen (1888-1893). En este trabajo
asocia a cada grupo continuo de transformaciones un conjunto de operadores
diferenciales a los que llama transformaciones infinitesimales, de tal manera
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que muchas de las propiedades de los grupos continuos podian interpretarse
en propiedades del conjunto de sus transformaciones infinitesimales !. La con-
cepcién del conjunto de transformaciones infinitesimales asociadas a un grupo
continuo de transformaciones es la base de lo que actualmente conocemos como
el algebra de Lie de un grupo de Lie 2(Capitulo 4, seccién 4.2).

Este trabajo pretende mostrar los resultados béasicos de la Teoria de grupos
de Lie, que a su vez son considerados como un caso particular de variedad dife-
renciable. Es por ello que a lo largo del mismo se podra apreciar la generalidad
y fuerza de ambas Teorfas.

Los primeros dos capitulos estan enfocados a la Teoria de variedades dife-
renciables. El Capitulo 1 incluye, ademas de los conceptos y ejemplos bésicos
de variedades, algunos resultados topoldgicos, como es la paracompacidad (y en
consecuencia la propiedad de normalidad) y la existencia de particiones de la
unidad suaves.

En el Capitulo 2 se da la generalizacion del concepto de diferencial en varie-
dades junto con sus principales propiedades (algunas de ellas obtenidas direc-
tamente de resultados de Caélculo Diferencial en espacios euclidianos, como el
Teorema de la Funcién Inversa). Se contemplan algunas subestructuras de va-
riedades diferenciables como son las inmersiones, sumersiones y subvariedades.
Al final de este Capitulo se centra la atencién en los campos vectoriales de una
variedad diferenciable y en el concepto de distribuciones, que resultard primor-
dial en el estudio de grupos de Lie. Con respecto a este ultimo se presenta el
Teorema de Frobenius, un conocido y fuerte resultado que sera una herramienta
fundamental en los capitulos posteriores.

En el Capitulo 3 se contemplan resultados bésicos al respecto de formas dife-
renciales de una variedad diferenciable, como son la derivada exterior y la deriva-
da de Lie para campos vectoriales y formas diferenciales. Ademaés se incluye la
interpretarcién algebraica en términos de formas diferenciales del Teorema de
Frobenius.

A partir del Capitulo 4 se estudian propiedades de los grupos de Lie. Jus-
tamente en éste, ademas de la definicion y ejemplos, se analizan las nociones
bésicas para el estudio de grupos de Lie como el concepto abstracto de dlgebra
de Lie, junto con ejemplos, llegando mediante los campos vectoriales invariantes
izquierdos a definir el caso particular del algebra de Lie de un grupo de Lie. En
esta parte también se analiza el concepto dual de campos invariantes izquierdos,
que es el de formas invariantes izquierdas.

En el capitulo 5, como su nombre lo indica, se construyen grupos de Lie y
algebras de Lie a partir de las propiedades de un grupo de Lie dado. Se comienza
en la seccion 5.1 con la definicién y el anélisis de algunas propiedades de morfis-
mos de grupos de Lie. La seccién 5.2 incluye el concepto de subgrupo de Lie y
subdlgebra de Lie, estableciendo mediante un importante resultado una corres-
pondencia biunivoca entre las subalgebras de un grupo de Lie y los subgrupos

1Bourbaki, Nicolas. Lie Groups and Lie Algebras. Addison-Wesley Publishing Company,
1975, pp. 410-429.
2El concepto de dlgebra de Lie es introducido por Hermann Weyl (1885-1955) en 1934.
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Introduccion

conexos del mismo (Teorema 5.2.4). Se presentan Corolarios tanto del resultado
como de la demostracién del mismo, entre ellos que un morfismo que sale de
un grupo de Lie conexo queda completamente determinado por la imagen de su
diferencial (Teorema 5.2.7). En esta parte también se incluyen condiciones sufi-
cientes para que un subrupo abstracto de un grupo de Lie tenga una estructura
de subgrupo de Lie y se caracteriza a los subgrupos cerrados de un grupo de Lie
como encajes del mismo (Teorema 5.2.10). En la dltima seccién de este Capitulo
se analiza el cubriente universal de un grupo de Lie (este concepto junto con
el de espacio cubriente son tratados en el Apéndice, seccién A.2), mostrandose
primero que los espacios cubrientes conexos de una variedad diferenciable en
general, reciben una estructura de variedad diferenciable con la cual el mapeo
cubriente es suave. En el caso particular de grupos de Lie se observa que su
cubriente universal recibe ademas una operacién de grupo compatible con dicha
estructura de variedad, de manera que resulta un grupo de Lie y la aplicacién
cubriente universal un morfismo de grupos de Lie (Teorema 5.3.4). Ademds de
esto, se da una caracterizaciéon de los morfismos de grupos de Lie que a su vez
resultan aplicaciones cubrientes, finalizando con un resultado que nos asegura
que un morfismo de dlgebras de Lie que va del dlgebra de un grupo de Lie sim-
plemente conexo a el algebra de otro grupo de Lie, determina en forma tnica
un morfismo entre estos de tal forma que la diferencial resulte el morfismo de
grupos de Lie inicial (Teorema 5.3.6).

Aunque los resultados previos al Capitulo 6 nos dejan ver la estrecha relacién
que existe entre un grupo de Lie y su dlgebra de Lie, no es sino a partir de éste
que se establece explicitamente la estrecha relacién entre ellos. El mapeo expo-
nencial, que es el nombre de dicho Capitulo, es una funcién suave que va del
algebra de Lie de un grupo de Lie al grupo de Lie mismo y resulta un difeomor-
fismo local alrededor del cero del algebra (Teorema 6.1.6). De ello se obtiene
una condicién suficiente para determinar cuando un subgrupo abstracto de un
grupo de Lie es un subgrupo de Lie y cual es su dlgebra de Lie (Teorema 6.1.9)
— en la seccion 6.4 este resultado es la herramienta principal para determinar
las algebras de algunos subgrupos de Lie del grupo lineal general de matrices
con entradas en los complejos y en los reales —. La seccién 6.3 esté destinada a
analizar el caso particular del mapeo exponencial en el grupo general lineal de
matrices con entradas en los complejos y en los reales.

Otros ejemplos de las consecuencias del mapeo exponencial son contempla-
dos en el Capitulo 7. En la seccién 7.1 se ve que basta pedir que un morfismo
de grupos entre dos grupos de Lie sea continuo para que resulte suave (Teore-
ma 7.1.2). El hecho de que un subgrupo cerrado abstracto de un grupo de Lie
tiene una tunica estructura de variedad diferencial que lo hace un subgrupo de
Lie del grupo de Lie que lo contiene, es analizado en la seccién 7.2.

El concepto de representacion, que se incluye en la seccién 5.1, es retomado
en el Capitulo de Linealizacion en grupos de Lie. En esta parte se analizan las
propiedades de cierta reprentacién que va de un grupo de Lie en el grupo de
automorfismos de su algebra. Es llamada representacion adjunta y su diferencial
coincide con los corchetes de Lie (Proposicién 8.1.6). Gracias a eso, entre otras
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cosas se dan condiciones necesarias y suficientes para que un grupo de Lie conexo
sea abeliano (Teorema 8.1.9).

Finalmente, el Capitulo 9 se enfoca en analizar las propiedades de algunos
conjuntos bien conocidos en la Teoria de grupos, llamados grupos cociente. En
la seccién 9.1 se concluye que el grupo cociente que se obtiene de un grupo de Lie
a partir de un subgrupo cerrado recibe una estructura de variedad diferenciable
(Teorema 9.1.2). A los grupos cociente con dicha estructura de variedad se les
llama variedades homogéneas. Se muestra que salvo difeomorfismo, un grupo de
Lie actia transitivamente tan sélo sobre variedades homogéneas (ejemplo 9.1.7
y Teorema 9.1.8), obteniendo gracias a esto y a algunos resultados previos que
una variedad homogénea obtenida a partir de un subgrupo normal de un grupo
de Lie, es un grupo de Lie (Teorema 9.1.13). La parte siguiente analiza los tres
Teorema de isomorfismo en grupos de Lie, haciendo uso del enunciado 9.1.10,
que es una generalizacion del Teorema 9.1.8. La ultima parte de esta seccién
se enfoca a analizar ejemplos de variedades homogéneas obtenidas a partir de
acciones transitivas de subgrupos del grupo lineal general de matrices con en-
tradas en los complejos y los reales. En la seccidon 9.4 se dan algunos aspectos
topoldgicos de subgrupos del grupo lineal general de matrices con entradas en
los complejos y los reales. La ultima seccién de este Capitulo se enfoca en la
presentacion y demostracién de un resultado sobre acciones libres y propias de
un grupo de Lie en una variedad, el cual dice que el conjunto de 6rbitas de una
accién con esas caracteristicas recibe una estructura de variedad diferenciable
de tal forma que es un haz fibrado junto con la proyeccién canodnica sobre la
variedad, y su fibra es el grupo de Lie.

En la dltima parte de este trabajo aparece un Apéndice en donde se in-
cluyen resultados y notas complementarias de temas que fueron empleados en
el desarrollo del mismo, con el afin de que dentro de lo posible el texto sea
autocontenido y que para ser consultado tan sélo sean necesarios conocimientos
béasicos de Calculo Diferencial e Integral, Algebra Moderna y Topologia General.
Ademss se ofrecen recomendaciones bibliogréficas para profundizar varios de los
temas expuestos.
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Capitulo 1

Variedades diferenciables

1.1. Preliminares

Definicién 1.1.1. Sea M un espacio topoldgico. Diremos que M es una variedad
topoldgica de dimension d, si es Hausdorff, segundo numerable y cualquier m €
M posee una vecindad abierta homeomorfa a un subconjunto abierto de R<.
Llamaremos mapeo coordenado a cualquier homeomorfismo ¢ definido de un
abierto conexo U C M en un subconjunto abierto de R<. Las funciones z; =
r; 0 @ seran llamadas funciones coordenadas (donde r; es la i-ésima proyeccion
candnica de R?) y sistema coordenado a el par (U, = (x1,...,24)). Diremos
que (U, ¢) es un sistema coordenado cibico si ¢p(U) es un cubo abierto alrededor
del origen en R? y si m = ¢~1(0), que esta centrado en m.

Diversos autores llaman a lo que hemos definido como wvariedad topoldgica
de dimension d, espacio localmente Fuclidiano de dimension d; algunos omiten
la condicién de sequndo numerable en la definicién. Nosotros la incluiremos ya
que es necesaria para algunos de los resultados primordiales que presentaremos
(por ejemplo, para la existencia de particiones de la unidad).

El ejemplo més sencillo de una wvariedad topoldgica de dimension d es justa-
mente R?. De este espacio podemos interesarnos no sélo por su particular estruc-
tura topoldgica, sino por una de las méas importantes y conocidas propiedades
que lo caracterizan: la diferenciacion de funciones. Las siguientes definiciones
nos ayudaran a formalizar el estudio de una generalizacién de esta propiedad
para variedades topoldgicas.

Definicién 1.1.2. Sea M una wvariedad topoldgica. Diremos que una familia de
sistemas coordenados § = {(Ua, ¥a) : @ € A} es una estructura diferenciable de
clase C* (0 < k < c0) en M si satisface las siguientes propiedades:

1. {Uy : @ € A} es una cubierta de M.

2. Dados a, B € A, pq 0 npgl definida en ¢g(U, NUpg), es CF.

1



Capitulo 1. Variedades diferenciables

3. § es maximal con respecto a la propiedad 2, es decir, si (U, ¢) es un sistema
coordenado que satisface que para cualquier a € A, @ o 9 1y 4 0 ™! son

C*, entonces (U, p) € §.

En tal caso diremos que (M, §) es una variedad diferenciable d-dimensional
de clase C*.

Cuando no haya lugar a confusiones, denotaremos (M, §) dnicamente con
M e indicaremos el hecho de que es d-dimensional con M?.

Como nuestro estudio sélo se restringird a las variedades diferenciables de
clase C*°, los términos diferenciable o suave deberan interpretarse como diferen-
ciable de clase C*°. Por esta misma razén desde ahora, cuando se hable de una
variedad estaremos pensando que es una variedad diferenciable de clase C'*°.

Observacién 1.1.3. Notemos que dada una variedad topolégica M y una fami-
lia de sistemas coordenados §o que satisface las condiciones 1 y 2 de la definicién
anterior, existe una tinica estructura diferenciable § que contiene a §g, a saber

1

F={(U.¢) : pops'ypaop *sonC paratodo (Us,pa) € o}

La importancia de la condicién de maximalidad de una estructura diferenciable
resaltard en algunos de los resultados que abordaremos.

Definicién 1.1.4. Un mapeo continuo ¥ : M — N es diferenciable de clase
C*> (denotado como ¥ € C>°(M,N)) si poWor ! es C para cualesquiera
mapeos coordenados 7 en M y ¢ en N. En el caso particular en que N = R,
la notacién que utilizaremos serd ¥ € C*°(M).

En esta definiciéon hemos generalizado el concepto de suavidad de forma na-
tural. Es importante mencionar que muchas de las propiedades que conociamos
con respecto a esta definicién siguen preservandose, como por ejemplo que la
composicién de mapeos diferenciables es diferenciable y que ¥ € C°°(M, N) si
y sblo si para cualquier abierto U C M, 9|y € C=(U, N).

Ejemplo 1.1.5. El ejemplo bésico y no por ello menos importante es (R?, §),
donde § es la estructura diferenciable generada por el mapeo identidad 7 :
R? — R en el sentido de la observacién 2.

Es necesario resaltar que existen otras estructuras diferenciables para R?* que
no son iguales a §. Por ejemplo §p, la estructura diferenciable generada por
¢ : R? — RY para la cual ¢(z1,...,24) = (23,...,23). Para verificarlo basta
notar que ¢~ H(21,...,2q) = (J21, -+, JTq), y por lo tanto i & Fo, ya que
io@™! = 7! no es suave en el origen.

Al referirnos a R? como variedad diferenciable pensaremos en (R%, F).



1.1. Preliminares

Ejemplo 1.1.6. Sea V un R-espacio vectorial de dimensién finita d. Sabemos
que V es isomorfo a R? como R-espacio vectorial y es posible que intuitivamente
esto nos resulte suficiente para pensar que V posee una estructura de variedad
diferenciable ansloga a la expuesta en el ejemplo 1 para R%. Esto resulta cierto
en el siguiente sentido:

Dados dos isomorfismos I;,l, : RY — V, en particular son biyecciones.
Por ello existen 71 y 7 topologias en V para las cuales l;,ls son homeomor-
fismos. respectivamente. Mds ain, (V,71) y (V, 72) son variedades topoldgicas.
Considerando las estructuras diferenciables §1 v §2 generadas por l; y lg, res-
pectivamente, nos podemos preguntar que relacién existe entre (V,71,F1) y
( V, T2, 1’3"2)

Para contestar esa pregunta notemos que existe un isomorfismo [ : R — R?
que hace conmutar el siguiente diagrama

RI ———>R¢

Asaber [ =1,"0l;.

Como [ es un isomorfismo, resulta ser un homeomorfismo al igual que I; y Is.
Por lo tanto Ty = lolol; ! es un homeomorfismo. De ahi que (V,71) = (V, 7).
Notemos que I3 Tol; =1y ll_l ol = I~ son isomorfismos, de modo que son
C®°. Por lo tanto §1 = Jo.

De todo lo anterior concluimos que (V,7,§1) = (V,72,82), que por el
momento podemos interpretar como el hecho de que V tiene una estructura de
variedad diferenciable d-dimensional generada por los isomorfismos entre V y
R,

En particular el espacio complejo C™ resulta ser una R-espacio vectorial de
dimensién 2n y por lo anterior, una variedad de dimensién 2n.

Ejemplo 1.1.7. Sea (M% F)s) variedad diferenciable. A cualquier U C M
abierto podemos inducirle naturalmente una estructura de variedad diferenciable
Su, a saber la generada por el conjunto

{(Ua N U7 Pa ‘UaﬂU) : (Uou(pa) S SM }

Un ejemplo muy importante que tiene que ver con lo anterior es el grupo lineal
general de matrices complejas de d x d Gi(d,C), visto como subconjunto de
las matrices complejas de d x d, gl(d,C). Dado que esta tltima resulta ser
una variedad diferenciable al indentificarla con R2’ y det : gl(d,C) — R es
continua,

GI(d,C) = { A € gl(d,C) : det(A) £0}

3



Capitulo 1. Variedades diferenciables

es un subconjunto abierto de gl(d,C). Por lo tanto posee una estructura de
variedad diferenciable como la descrita. Andlogamente sucede con el conjunto
de matrices reales de d x d gl(d,R), y GI(d,R) C gl(d,R), el grupo lineal
general de matrices reales de d X d.

Ejemplo 1.1.8. Consideremos (M9, Far), (N¢ Fn) variedades diferenciables,
de modo que podemos inducir una estructura de variedad de dimensién d + ¢
en M x N considerando la estructura diferenciable que contiene al conjunto

{(UxVipxT): (Up)eduy (V,7) €3N}

Si¥: M — N es una funcién suave, la grafica de ¥

Go ={(m,p(m)) CMxN :me M},

recibe una estructura de d-variedad diferenciable heredada de M en el siguiente
sentido: denotando 7 : M x N — M la proyeccién candnica sobre M y
A M — Gy, definida como A(m) = (m,¥(m)) para cualquier m € M, dado
(U,¢) € §ur, el par (Gy Ny (U), pomlg,) es un sistema coordenado para
el cual la funcién inversa correspondiente al mapeo es A o o~ 1. De este modo
Gy tendra la estructura de variedad generada por el conjunto

{(Gy N ' (U), pomla,) : (U.g) €}

Ejemplo 1.1.9. Sea S¢ = {z € R¥*! :| 2 | = 1} la d-esfera unitaria.
Como subespacio de R%*!, es Hausdorff y segundo numerable. Tomemos i €
{1,---,d+ 1} y consideremos

U ={(z1,...,za31) €S’ : 2, > 0}.

K3

Anilogamente definimos U;  como el subconjunto de S¢ que tiene a los elemen-
tos cuya i-ésima coordenada es menor que cero. Notemos que U;" y U, son
subconjuntos abiertos de S¢.

Consideremos ¢ : U — R? como

QD?:(.’L'l,...,fL'd+1)'_)(.'L'l,...,fi7...,$d+1)-

+ . . . . + +\ _ md .
Cada ;" es continua y biyectiva con respecto a su imagen ¢; (U;") = B4. M4s
ain, es un homeomorfismo pues su inversa es continua y esta definida como

-1
(4,0}) (uty ... ug) = (ur,...,ui—1, £/ 1 — | u |2,ui+1,...,ud).

4
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De modo que como subespacio de R, S¢ es una variedad topoldgica de di-
mensién d. No sélo eso, para cualesquiera i,5 € {1,...,d+ 1}, @f o (go;.t)_l es
suave.

Considerando la estructura diferenciable generada por {goli }, concluimos
que S? es una variedad diferenciable de dimensién d.

Ejemplo 1.1.10. Hasta el momento hemos visto ejemplos que si bien no son
el mismo R?, heredan “naturalmente” propiedades topolégicas o diferenciables
de esta variedad. Ahora consideraremos un espacio que ilustrard un poco maés
la generalidad de la definicién de wvariedad diferenciable.

Sea L = R < {0} con la topologfa de relativa y ~C L x L relacién de
equivalencia en la cual

a~b siysolosi a= b, para alguna A\ € R.

Como se hace comtinmente, denotaremos [z] a la clase de equivalencia de z.
L/ ~ con la topologia cociente serd denotado como RP? y llamado el espacio
proyectivo real de dimension d.

Es conveniente notar que la topologia cociente es la més fina que hace con-
tinua a la funcién

es decir U C RP? es abierto si y sélo si 7 *(U) C L es abierto.

Dicha topologia también es llamada topologia de identificacion inducida por
. Esta idea se generaliza en el siguiente sentido:

Sean X espacio topoldgico, Y conjunto y f : X — Y una funcién. La
topologia mas fina que hace continua a f es llamada topologia de identificacion
inducida por f. Dicha topologia esta definida como 7 ={U CY : f~}(U) C
X es abierto }. En este caso f recibe el nombre de identificacion.

Generalmente se supone que f es suprayectiva ya que la topologia en Y ~
f(X) es discreta. Con esta idea enunciaremos un resultado que nos serd util y
cuya demostracién puede ser consultada en [Prieto].

Teorema 1.1.11. Seap: X — X continua. Entonces p es una identificacion
sty sélo si dada f : X — Y continua y compatible con p (es decir, f(z) = f(z')
si p(z) = p(2')), existe una tnica f : X — Y continua que hace conmutar el
diagrama

X—f>Y
/7
i
-7 f
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lo que significa que fOp = f.
Notemos que de este teorema podemos concluir que una funcién g : X—2Z
es continua si y sélo si g o p es continua.

Regresando a nuestro problema original, consideremos ¢ € {1,...,d+ 1}y
definamos

U ={(x1,...,8q41) €L : 2; 0 }.

subconjunto abierto de L. Se puede observar que a es saturado, lo que significa
que 7~ (7 (U;)) = U;. De modo que si denotamos n(U;) = U;, 7|y : Uy — U

resulta ser una identificacién y por lo tanto U; es abierto en RP?.

Consideremos @; : ﬁ; — R4 definida como

~ Z1 Ti—1 Ti41 Td+1
@i<x17~~'7md+l)("': ) PR} )

z; ’ Z; T; X

que es continua (de hecho suave) y es compatible con 7|5 . Asi, por el teorema,

existe una funcién continua ¢; : U; — R% que hace conmutar el siguiente
diagrama,

Observemos que @; es un homeomorfismo, pues v; : R — U; definida como

’l/}i(ula"'7ud) = [(ula"'auifh 17u1+17---7ud)]7

es la funcién inversa de ¢; y es continua. Esto se puede concluir considerando

; : R — U;, donde

wi(ul, ...,ud) = (Ul, I 1 sy UT 41, - - .,Ud)
que no solo es continua sino suave. De ahi que 7r|»[7; ) 1}1 = 1); sea continua.
Dado que A = {U; : i € {1,...,d+1}} es una cubierta abierta de RP?
y que para cualesquiera 7,7 € {1,...,d + 1} la funcién ¢; o ¢; 7!, definida en
©;(U; N Uj), es suave pues ¢; 0 p; 1 = ;09 = p; 0 7r|5m@ 0P = @i 0 Y.
De manera que basta mostrar que RP? es Hausdorff y segundo numerable para

concluir que (RIP’d, ) es una variedad diferenciable de dimension d, considerando
a § como la estructura diferenciable generada por el conjunto { (U;, ;) : i €



1.2. Topologia en variedades diferenciables

{1,...,d+ 1} }. Esto ultimo se debe a que A es una cubierta abierta y finita
de RP? y cada uno de sus elementos es homeomorfo a R

Observemos que en este caso 7 es suave, pues para toda i € {1,...,d+1}
pioT =P

€S suave.

Consideremos ahora L = C4*1~ {0} con la topologia de relativay ~C Lx L
relacion de equivalencia en la cual

a~b siysélosi a=M\b, para alguna A € R.

Denotaremos [z] a la clase de equivalencia de x.

El conjunto de clases de equivalencia L/ ~ , con la topologia de identifi-
cacion inducida por el mapeo canénico

L——=L/~
r—> [a]

serd denotado como CP? y llamado el espacio proyectivo complejo de dimension

2d.

Se muestra en forma totalmente analoga que este conjunto con dicha topologia
recibe una estructura de variedad diferenciable generada a partir de la familia
de homeomorfismos

{Ui, ;) ie{l,....d+1}},

donde W(ﬁz) = U,; ( siendo U, = {(x1,...,2a41) : x; # 0} C L abierto y
saturado), de forma que la funcién ¢; : U; — R? es definida como

T Ti—1 Ti41 Td+41
Plan, o)) = (2, B0, T, ),

Ademas se concluye que con dicha estructura 7 resulta suave.

1.2. Topologia en variedades diferenciables

Hasta el momento no hemos profundizado en las definiciones, y si bien en las
observaciones alertamos sobre la importancia de algunas condiciones de las mis-
mas, lo que tenemos hasta ahora son sélo ejemplos basicos en los que apenas y
logramos familiarizarnos con los conceptos.

Primeramente haremos hincapié en las propiedades topoldgicas de las varie-
dades.
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Definicién 1.2.1. Sean X un espacio topoldgicoy A = { Ay : A € A} familia
de subconjuntos de X . Decimos que 2 es localmente finita si todo elemento de
z € X tiene una vecindad U C X, la cual satisface que U N Ay = (), para casi
toda A € A, es decir, salvo por un nimero finito de elementos del conjunto A.

Observacion 1.2.2. La propiedad anterior es equivalente a pedir que cualquier
x € X posea una vecindad U C X que satisfaga que U C X ~\ A,, para casi
toda A € A. De este modo es sencillo verificar que si A = {Ay : A € A} es
localmente finita entonces A = { Ay : A € A} es localmente finita, pues dado
xz € X existe U C X vecindad abierta de x tal que U C X \ A, para casi
toda A € A; concluimos notando que en ese caso U C (X \ Ay)° = X ~\ A,.
Otra peculiaridad de esta definicién es que cuando € = {C, : v € '} es una
familia localmente finita de subconjuntos cerrados de X, |J € es un subconjunto
cerrado de X pues para cualquier z € X \|J€ existe U C X vecindad abierta
de z que intersecta sélo a Cy,,...,Cy, € €. Asi V =UN (N (X N Cy,)) es
una vecindad abierta de z tal que VC X ~ |J€.

Definicién 1.2.3. Sean X espacio topoldgico y € = { By : A € A} cubierta de
X. Decimos que una cubierta & = { B, : vy € I' } es refinamiento de € o es mds

fina que € si dadoy € T' existe A € A para el cual B,'y C B,. Decimos que €’
es un refinamiento preciso de € si A=Ty B;\ C Bi.

Los espacios compactos poseen muchas propiedades que se derivan directa-
mente de que cualquier cubierta abierta tiene una subcubierta finita, como por
ejemplo que basta que sea Hausdorff para que resulte no sélo regular, sino nor-
mal. Es natural preguntarnos si es posible generalizar de alguna forma la nocién
de compacidad sin que se pierda esta propiedad; la respuesta es si.

En lo sucesivo daremos la definicién de paracompacidad y veremos que no sélo
preserva la propiedad deseada, sino que las variedades diferenciables la poseen y
en ellas resulta ser equivalente a la existencia de particiones de la unidad suaves,
concepto que plantearemos mas adelante y el cual resultara crucial.

Para hacer énfasis en como se obtiene la generalizacién, notemos que con la
definicién previa obtenemos la siguiente equivalencia:
X es compacto si y solo si toda cubierta abierta de X tieme un refinamiento
abierto finito.

Definicién 1.2.4. (Paracompacidad) Sea X espacio topoldgico. Diremos que
X es paracompacto si cualquier cubierta abierta de X tiene un refinamiento
abierto localmente finito.

Bourbaki incluye en la definicién de paracompacidad, al igual que en la de
compacidad, la condicién de que el espacio sea Hausdorff. Nosotros la omitimos,
pues como se aprecia en el siguiente resultado la idea de un refinamiento abierto
localmente finito es por si misma suficientemente fuerte.

Proposicion 1.2.5. Sean X paracompacto y A, B C X cerrados ajenos. Si
para todo a € A existen U,,V, C X abiertos ajenos para los que a € U, y
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B C V,, entonces existen U,V C X abiertos ajenos que satisfacen A C U y
B C V. Mas aun, si X es Hausdorff y paracompacto entonces es normal.

Demostracién. Consideremos {U, : a € A} cubierta abierta de A. De modo
que existe { Lg : 8 € I'} refinamiento abierto localmente finito de {U, : a €
A}YU{X \ A}. Eligiendo

J={Lsg:pelyLsgCU,para algunaa € A},

obtenemos una familia localmente finita de abiertos de X de tal manera que

ACJJ, de modo que

7={f5:L56j}

es una familia localmente finita de cerrados de X (observacién 1.2.2). Co-
mo Lg C Uy, € X NV, C X\ B, para alguna a € A, concluimos que
UrsesLs € X \ B es un subconjunto cerrado de X (observacién 1.2.2). Fi-

nalmente, considerando

v=U Ls v
Lged
v=x~ |J Is
Lged

obtenemos la primera parte del resultado que nos dice que basta que un espacio
sea paracompacto y regular para ser normal . Consideremos que X es Hausdorff
y paracompacto. Veamos que son condiciones suficientes para que sea regular,
con lo cual concluiremos que X es normal. Sean z € X y X C X cerrado
tal que = ¢ X. Dado que para todo z € X existe U,,V, C X abiertos ajenos
para los cuales z € U, y x € V., por la proposicién anterior existen U, V, C X
abiertos ajenos para los cuales X C U, y « € V,, lo cual se sigue del hecho de
que los unitarios de los elementos en X son cerrados (condicién equivalente a
que el espacio sea T, que a su vez es mas débil que Hausdorff). |

Con el siguiente Lema se concluye una propiedad que satisfacen ciertos es-
pacios topolgicos, en particular, las variedades diferenciables.

Lema 1.2.6. Sea X un espacio topolégico segundo numerable, Hausdorff y
localmente compacto (es decir que cualquier x € X tiene una vecindad com-
pacta) entonces existe {G; : i € N} una cubierta abierta de X que satisface

que G; es compactoy G; C Gi41 para toda i € N

Demostraciéon. Consideremos {V; : i € N} una base numerable de X que
satisface que V; es compacto para toda i € N. Podemos conseguir esta base
considerando una base numerable { L; : i € N} y eligiendo aquellos elementos
cuya cerradura es compacta, que resulta ser una base ya que para toda z €

9
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X existe U, € X vecindad de X que es compacta. Asi existe L; C U, tal
que z € L;; como X es Hausdorff, U, es cerrado y por tanto € L; C U,
resultando L; compacto. Ademés, dados L;, L; cuya cerradura es compacta y
para los cuales x € L; NL; existe Ly tal que x € Ly € L; N L;. De modo
que Ly, C L; N L; C L;N fj y de alli Lj, es compacto. Definamos G; = V; y
suponiendo que

Ik
Gy=UVi, paraalgin ji €N,
L

consideremos ji4+1 € N el minimo para el cual

— Jr+1

G C U V.

i=1

Asf la familia {G; : ¢ € N} satisface las condiciones requeridas.
u

Empleando el Lema anterior, veremos que las variedades diferenciables re-
sultan ser espacios paracompactos.

Proposicion 1.2.7. Sea X un espacio topoldgico segundo numerable, Haus-
dorff y localmente compacto entonces X es paracompacto. De hecho, cada
cubierta abierta tiene un refinamiento numerable que consiste de abiertos rela-
tivamente compactos (es decir, cuyas cerraduras son compactas).

Demostracién. Consideremos la familia {G;};en como en el Lema anterior.
Es importante resaltar que G; ~ G;_1 es una compacto contenido en el abierto
Gi+1 \ Gi_a, para cualquier ¢ > 3.

Sea {U, : a € A} cubierta abierta de X. Si i >3, {UsN(Giz1~Gi_2) :
a €A} esuna familia de abiertos que cubre a Gi~G;_1; llamemos J; aun
subconjunto finito que cubre a G; \ G;_; y observemos que UJ: € (Git1 ~
Gi_2)}. Andlogamente llamamos J» a un subconjunto finito de {U, NG3 :
a €A} quecubre a Go. Considerando que

X = @U (293@ N gi*l) )

la familia U;»2J; resulta ser un refinamiento de {U, : o € A}. Mis atn,
es localmente finita pues

X =G3U (igggi+1 ~Gi2),

Gn(Jz) =0 si i=3y
3

Giri~Gian(JZ) =0 si j=3 i<j-3 o i>j+3.

10
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Observacién 1.2.8. Por la proposicién anterior y haciendo uso del Teorema
de metrizacion de Urysohn podemos concluir que cualquier variedad topolégica
es metrizable.

Ahora definiremos la propiedad en torno a la cual girardn los ultimos resul-
tados de esta parte. Para ello recordemos que si X es un espacio topolégico y
f: X — R, llamamos soporte de f al conjunto

sopf={xeX : f(z)#0}.

Definicién 1.2.9. Sea M una variedad diferenciable. Decimos que { ¥,
M — R : a € A} esuna particidn de la unidad suave si satisface las siguientes
condiciones:

1. Para cualquier « € A, ¥, essuavey 0< ¥, < 1.
2. La familia {sop¥, : « € A} es localmente finita.

3. >, Uu(z) =1 paratodo z € M.
acl

Dada {Ug : § €T}, una cubierta abierta de M, diremos que la particién de la
unidad { ¥, : o € A} esta subordinada a ella si para toda « € A existe €T
tal que sop ¥, C Ug.

Si en el concepto anterior tan sélo pedimos que M sea un espacio topolégico
y en el primer inciso que cada ¥, sea continua, obtendremos una generalizacion
que es por si misma bastante significativa. En este caso es sencillo notar que si
para cualquier {Ug : 8 € '} cubierta abierta de X, existe una particién de la
unidad {¥, : « € A} subordinada a ella, entonces { (sop¥,)° : a € A} es
un refinamiento abierto localmente finito. Més atn, si pedimos adicionalmente
que M sea Hausdorff se puede probar que la existencia de particiones de la
unidad subordinadas a cubiertas abiertas es también una condicién necesaria
para que el espacio se paracompacto (la demostraciéon de este resultado puede
ser consultada en [Prieto]). Nosotros mostraremos este tltimo resultado en el
caso en el que M es una variedad diferenciable, obteniendo adema&s particiones
de la unidad suaves.

No es complicado ver que la funcién f: R — R definida como

0 six <0,
- 2 1.1
I {el/m siz > 0. (1.1)

es suave. De modo que h : R — R para la cual

f(z)

o) = e Ao

es suave, pues * < O siysélosi 1 —x > 1y l—x < 0siysdlosi 1 < z,

11
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de modo que f(x)+ f(1 —x) # 0 para cualquier x € R; satisface ademés que
hz)=1six>1y h(z)=0si 2 <0.

De modo que la funcién g : R — R definida como

g(z) = h(x 4+ 2)h(2 — 2)

es suave, toma el valor de 1 en el intervalo [—1,1] y cero en R~ (—2,2). Con
esto podemos definir una funciéon ¥ : R? — R que tome valor 1 en [~1,1]¢ y
0 en R? \ (—2,2)%, como sigue

U= (gory)...(gorg) (1.2)

donde r; representa la i —ésima proyeccién canénica. En la prueba del siguiente
Teorema ocuparemos esta funcién.

Teorema 1.2.10. (Existencia de particiones de la unidad suaves) Sea
M® variedad diferenciable yA = {U, : o € A} cubierta abierta de M, entonces
existe una particion de la unidad numerable subordinada a ella {V,; : i € N}
tal que sopW; es compacto.

Demostracién. Consideremos la sucesion {G;}ien de subconjuntos de M con
las propiedades descritas en el Lema 1.2.6. Sin pérdida de generalidad supon-
gamos que Gy = 0.

Dado p € M denotemos como n, a el minimo entero que satisface que p
es un elemento de M ~ anp. Sean a, € A tal que p € Uy, y (V,p) sistema
coordenado centrado en p, parael cual V C U, N (G, +2 \@%) y cuya imagen
bajo p contiene a [—2,2]%. De modo que la funcién ¥, : M — R definida
como

_JWop(m) si meV
\ij(m)_{() si mgV

(donde ¥ es la funcién definida en (1.2)) es suave y su soporte se queda con-
tenido en V. Denotemos V), a la vecindad de p donde ¥, es distinta de cero
(es decir, el interior del soporte de W¥,). Observemos que dicho conjunto es
relativamente compacto, ya que G, 12 lo es. Dado i > 1, consideremos un
numero finito de puntos p para los cuales los V,, forman una cubierta abierta
de G;~Gi_1. De esa manera conseguimos una cantidad numerable de funciones
suaves cuyos soportes son compactos y forman un refinamiento localmente finito
de 2 (de hecho los interiores de sus soportes son un refinamiento abierto local-
mente finito de 2A). Denotemos a dicho conjunto de funciones como { ¥, };en.

Sea ¢ : M — R igual a

>,

i€N

12
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Dicha funcién esta bien definida y es suave porque el conjunto de soportes es
localmente finito. Como ¢(m) # 0 para toda m € M, dado i € N la funcién

¢; definida como —2¢ es suave en M. De hecho {¢; }ien es una particién de
la unidad subordinada a %, cuyos soportes son compactos.

Corolario 1.2.11. Sea M variedad diferenciable, C C M cerradoy A C M
abierto que contiene a C. Entonces existe ¢ : M — R suave, para la cual

1. 0 < ¢(m) <1 para todo m € M.
2. sopp CAysimeC, o(m)=1.

Demostracién. Sea {1, ¢ } particién de la unidad subordinada a la cubierta
{A,M ~ C} parala cual sopp; € A y sopps € M ~ C. Por el inciso 3 de
la definicién de particién de la unidad ¢1(m) = 1, para todo m € C; asi,
considerando ¢ = ¢; obtenemos el resultado. |

13
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Capitulo 2

Calculo en variedades
diferenciables

2.1. Espacio tangente

Al definir suavidad para una funcién ¥ : M? — N¢, los sistemas coordenados
de cada una de las variedades resultaron de vital importancia ya que gracias a
ellos volvimos a la nocién de suavidad para funciones definidas de subespacios
abiertos de R? a subespacios abiertos de R°. El problema ahora es decidir que
serd la diferencial de la funcién sin que este concepto dependa de dichos sistemas
coordenados; un ejemplo de esto se mostra a continuacién.

Consideremos un punto m € M, (U,¢) y (V,7) sistemas coordenados con
funciones coordenadas xi,...,%q y Y1,-..,Yc respectivamente, para los que
m €U y ¥(m) € V. Sabemos que 7o ¥ o ¢~ ! es suave y por ello pode-
mos hablar de la matriz asociada a su derivada en el punto ¢(m)

(Heg o)

Con esto se aprecia que no podremos definir directamente la diferencial de
U en m a través de las diferenciales de las composiciones de ¥ con los mapeos
coordenados correspondientes, pues estas varian dependiendo de los sistemas
elegidos; aunque por otro lado esperamos conservar propiedades como la regla
de la cadena, que nos dirfa que al componer la diferencial de ¥ con las dife-
renciales de las funciones ¢ ~! y 7 deberemos de obtener una transformacién
lineal cuya representacién matricial con respecto a las ”"bases candnicas” sea la
que se muestra arriba.

Aunque antes de comenzar a hablar de bases y representaciones de transfor-
maciones lineales, quiza es 16gico preguntarnos si serd necesario elegir espacios
vectoriales distintos a R? y R® para definir la diferencial de ¥ en m. Si es
asi, serd necesario buscar para cada punto en una variedad un espacio vectorial

15
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cuyas bases esten intimamente relacionadas con los mapeos de los sistemas co-
ordenados, como lo estan las bases candnicas a las proyecciones canénicas en los
espacios euclidianos usuales.

Con la notacién previa podemos traducir las observaciones anteriores como

la necesidad de que las funciones coordenadas x4, ..., x4 describan direcciones

asf como lo hacen las proyecciones canénicas 71, ...,7rq en R%, por medio de las
. . o o

derivadas parciales Perr Brg

Més formalmente podemos decir que dados r € R y j € {1,...,d}, si de-
notamos C®°(R%) := {f: U — R : U C R? abierto, r € U y f € C*(U)},
éste resulta ser un R-algebra con las operaciones usuales en la cual definimos el
funcional lineal

9 oo (mpd

R

Grj

que si bien no es un morfismo de R-algebras, satisface la regla de Leibnitz, es
decir, dados f, g € C=(R?)

dfg

- g<r>§j; "+ f(r)gi(r) |

Ademis si f,g € C®(R?) y f,g son iguales en una vecindad de r, entonces

Oy _ P9
aTjr 787”]'71‘

En las siguientes definiciones se genereralizaran estas y otras ideas mas.

Definicién 2.1.1. Sea (M,§) variedad diferenciable, m € M y

CX(M):={f:U—R:UCM abierto, meU y feC®U)},

espacio vectorial con las operaciones usuales de funciones.

Diremos que v : C(M) — R es un vector tangente si v es R-lineal y
resulta una derivacidn, es decir que para cualesquiera f,g € C°(M),

v(fg) = f(m)v(g) + g(m)v(f).

Denotaremos el conjunto de vectores tangentes de M en m como T, M. Dicho
conjunto tiene una estructura de R-espacio vectorial generada a partir de la
estructura lineal de R, es decir, dados v, p € T, M
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2.1. Espacio tangente

para cualesquiera A € R y f € C(M).

Observacién 2.1.2. Al igual que las derivadas parciales de los espacios euclid-
ianos, existen propiedades que los vectores tangentes satisfacen. Una de ellas es
que evaluados en funciones constantes dan 0. Para verificarlo consideremos M
una variedad y m € M. Sea v € T, M y 1 la funcién constante uno definida
en todo M, entonces

D =1-v(1)+1-v(1)
) +v(1)

(

Lt S et

v
v

De modo que v(1) = 0. Como cualquier otra funcién constante se puede expre-
sar como un escalar por 1, de la linealidad de v se obtiene el resultado.

Otra propiedad que satisfacen los vectores tangentes de una variedad es
que s6lo depende de los valores locales de las funciones. Dada M y m € M,
consideremos f,g € C°(M). Sea U C M vecindad de m para la cual f|y =
glu. Concluiremos que v(f) = v(g), paratoda v € T,, M. Sea V una vecindad
de m que satisface que V C U. Por el Corolario 1.2.11 existe ¢ : M — R
suave y con imagen en el intervalo [0,1] de tal forma que para cualquier x €
MU, ¢(x) =1y ¢l = 0. Dicha funcién se puede obtener considerando ¢
como en dicho Corolario y ¢(z) =1 — ¢(x). De modo que (f —g)¢p=f—g.
SiveTl, M

v(f —9) =v((f —9)9) = d(m)v(f —g) — (f(m) — g(m))v(¢) =0,

es decir v(f) = v(g).

Ejemplo 2.1.3. Consideremos (U, ¢) € § de modo que m € U. Si x1,...,24
son las funciones coordenadas de ¢, dado i € {1,...,d} la funcién %’m
definida como

CO(M)—— R (2.1)
° -1
foo—= 25— (p(m))
resulta ser un vector tangente.

A continuacién veremos que para cualquier m € M, la dimensién de T, M es
la misma que la dimensién de M. De hecho daremos bases explicitas en términos
de los sistemas coordenados.

17



Capitulo 2. Calculo en variedades diferenciables

Teorema 2.1.4. Sea M? wuna variedad diferenciable, m € M y (U,p) un
sistema coordenado alrededor de m, con funciones coordenadas r1,...,xq. En-

tonces los vectores tangentes %‘m’ e 6% m Jorman una base de T,, M, de
modo que para todo v € T, M :
d
9]
v=>Y v(x;)=—
=1 m

Demostracién. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ¢(m) = 0
ya que para cualesquiera ci,...,cq € R, la funcién (z1 + ¢1,...,24 + cq) es
un mapeo coordenado en U que satisface dicha condicién y ademéds para toda
m' eU

a p—
8$i o

_9

(2.2)

m’

para todo i € {1,...,d}, segtn la definicién del ejemplo 2.1.3.

Sea g una funcién suave en B.(0) = {x € R? : |z| < €} C (V). Dado
i€{1,...,d} definimos en B.(0)

1 ag
0 ar;

9i(q) = (tq)dt,

donde 7; denota la i-ésima proyeccién canénica de R?. Veamos que del Teorema
Fundamental del Célculo se sigue que en B(0),

d
9=90)+> giri.

i=1

Sean ¢ = (q1,...,q4) € B(0) y f9:[0,1] — B.(0) que aplica s — sq. De
manera que por regla de la cadena, para cualquier s € [0, 1],

d

T 9= D agt (o).

De esa forma, por el Teorema Fundamental del Célculo

d d 189 1 d ag
(;gm)<q>—;qi | suga- | > o

:/0 W(t)dt:(gofq)(l)—(gqu)(O)
= 9(q) — 9(0),

18



2.1. Espacio tangente

que es lo que deseabamos.

Considerando f € CX(M) y g = fo ¢!, de manera que existe ¢ > 0
tal que B.(0) esta contenido en su dominio. De esa forma, para todo m' €

¢ '(B(0))

d
fm') = f(m) + Zfi(m/)xi(ml)

i=1
donde f;(m') = 52| (f).
Considerando la observacién 2.1.2, dado v € T,, M

d

d
v(f) =0+ v(fimi(m) + Y fimw(z;),
i=1 i=1
con lo cual se concluye que

< )
v= Zl/(xz)%

=1

m
8 a . . .
Resta ver que {ﬁ ’m, ) Bag ) es linealmente independiente.
Si Z;'i=1 ai%!m’ = 0 para algunos ai,...,aq € R, entonces para todo

jed{l,....d}

d
7]

(zj) = a;
n

En la demostracion anterior se empleo el hecho de que dado un sistema coor-
denado (U,¢) de M, con funciones coordenadas x1,...,z4, para cualesquiera
,je{l,...,d} y meU

0

o (w5) = 045,

donde d;; es la delta de Kronecker. De ese modo, dado v € T}, M,

2 9
v= Zl/(:l?l) e
i=1 ¢

Considerando un sistema coordenado (V,7) de M, con funciones coordenadas
Y1,.--,Yd, €n particular se tiene que para toda m e UNV

m
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Capitulo 2. Calculo en variedades diferenciables

d

0
:ZﬁT/j

i=1

0

8@/]‘ m

0
() 87501

m

Observacién 2.1.5. Como se resalta en la igualdad 2.2 del Teorema anterior,
la traslacién de un mapeo coordenado genera la misma base para cada espacio
tangente, de modo que los subespacios generados por subconjuntos de dichas
bases coinciden. Retomando la notacién de la demostracién del Teorema 2.1.4
significa que para cada m' € U

para cualesquiera iy,...,i; € {1,...,d}.

0

,...,7
&zik

B
C Oy + i)

pA

e~ (omran],

m

2.2. La diferencial

Definicién 2.2.1. Sean M y N variedades diferenciables, m € M y ¥ :
M — N una funcién suave. La funcién diy, : Ty M — Ty(m) N, para la cual
dado v € T,, M

fe%s) diprm (v)
ChimWN) ——R

9  F—=v(goy)
es llamada la diferencial de ¥ en m.

Directamente de la definicién se obtiene que di,, es lineal. El mapeo dual
de di serd denotado como 0y, : Tg(m)N — T M, de tal forma que para
cualesquiera w € T;(m)N yveTl,M,

m (W) (V) = w(dpm (V).
Observacién 2.2.2. Si f € C°(M) entonces para todo v € T,, M
Bnl0) = V1) 5
m\V) =V dr
f(m)

Usualmente, para todo ¢t € R identificaremos a T;R con R mediante el isomor-
fismo R-lineal que aplica d%| . — 1. De esa forma, para cualquier f € C2(M),
dfm serd un elemento de 7,5 M para el cual, dado v € T, M

dfm(v) =v(f).
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2.2. La diferencial

De esa forma, al considerar un sistema coordenado (U, = (21,...,24)) alre-
dedor de m, el conjunto {dz;,, } esla base dual de { a% }m }. Asi, para todo
f ey (M)

)
dfm = Z (f) Az, .
=1

8Ii
= m

Como mencionamos al comienzo de este capitulo, buscamos que la diferencial
en variedades conserve propiedades importantes de la diferencial en los espacios
euclidianos. Una de ellas es la representaciéon matricial de la diferencial, como
veremos a continuacién.

Sean ¢ : M — N suavey m e M. Si (U, = (z1,...,24)) €s un sistema
coordenado alrededor de m y (V,7 = (y1,...,9.)) es un sistema coordenado
alrededor de ¢ (m), entonces para toda j € {1,...,d}

0 - 0 0
v (3%‘ m> ; v (3%‘ m>(y ) i | (m)
i) 0
=D 5| Wiod)
i=1 8:3] m ayl P (m)

De esa forma el Jacobiano de 1) con respecto a las bases {2 {m} y {—6‘3
Ki i
es

¢(m)}

(o wow), = (P22 (o)

aiﬂj m iJ 17 '

Otra propiedad mas que se conserva es la regla de la cadena. Sean 9 : M — N

y ¢ : N — P mapeos suaves. Dado m € M, para cualesquiera f € C;jw(m)
yvel,M

d(@o)m(V)(f) =v(fodoy)) = dm(v)(fod)
= ddy(m) (dPm (V))(f)) = dPy(m) © dbm (V) (f)

es decir, d(¢ o 9)m = dy(m) © dibr,. Una consecuencia de esto es que al con-
siderar g € C29,\(N), si w € T M

0m (dgym)) (W) = dgy(m) (dipm(w)) = d(g o P)m(w) ,

por lo cual 6t (dgy(m)) = d(g 0 Y)m.
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Capitulo 2. Calculo en variedades diferenciables

Ejemplo 2.2.3. Ahora presentaremos una sencilla pero util aplicacién de la
diferencial de una funcién. Sean M? y N¢ variedades diferenciables. Sean m €
M y n € N. Porel ejemplo 1.1.8 existe una estructura de variedad diferenciable
en M x N inducida por el producto de mapeos coordenados. Veremos que existe
una identificaciéon canénica entre Ty, n)(M x N) y T;,, M x T;,N.

Denotando como 7 y me a las proyecciones canénicas de M x N sobre
M y N respectivamente, mostraremos que la funcién lineal

(d(ﬂl)(m7n),d(ﬂg)(m7n)) : T(mﬂ) (M X N) — )M x T, N

resulta un isomorfismo. Como las dimensiones de T(,, ny(M xN) y T, M xT;, N
son iguales a d X ¢, basta verificar que (d(m)(m,n), d(wQ)(m,n)) mapea una base
en otra.

Sean (U, = (#1,...,z4)) v (V,7 = (y1,...,yc)) sistemas coordenados
alrededor de m y n respectivamente, de modo que (U XV, ¢ xT) es un sistema
coordenado alrededor de (m,n). Consideremos la base de T, ,,)(M x N)

0
o1 (m,n)

Observemos que para todo j € {1,...,d}, si ¢; = (5”-)?:1 € RY, donde §;; es
la delta de Kronecker, entonces dado f € C°(M)

9
7 dxg

9
() W1

0
"0y

(m,n) (m,n)

0 0
d(ﬂ-l) m,n ( > f = 3. (f o 7TI)
( ) an (m,n) ( ) 8Ij (m,n)
— lfm f o ((p_l((p(m) + rej)vn) - f © 7'('1(7’)7,, n)
r—0 r
-1 )
iy Lo e )~ fm) 0|
r—0 T 81'3 m
Por otro lado, si g € C°(N)
0 0
d(71’2) m,n ( ) 9) = 5 (g 071—2)
( ) axj (m,n) ( ) 8Ij (m,n)

~ tw gomsy (np_l(go(m) +rej), n) — goma(m,n)

- r—0 r

90 ()
r—0 r

=0.
De esa forma,

0 0
(d(ﬂ_l)(m,n) <6m
J

) d(ﬂ'g) m,n (
(m,n)> ( : 833]‘

22
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2.2. La diferencial

Anslogamente se concluye que para todo k€ {1,...,c}
0

5 0
d mmn)\ 5 s d mmn)\ o, =03, '
( (7T1)( ; )<8yk (m’n)> (7T2)( ) )<8yk (m’n)>> ( Oyx n)

Como el conjunto de imédgenes de 8 bajo (d(m)(mﬁn), d(ﬂ'g)(m’n)) es una base,
se concluye que es un isomorfismo.

Definicién 2.2.4. Consideremos una curva suave en una variedad M ,es decir,
una funcién suave

o:(a,b) — M.

Dado t € (a,b), doy : Ty(a,b) — T,y M. Como Ty(a,b) es generado por
{4 |, }, el vector tangente

doy (dir ‘t) € TyyM

serd llamado vector tangente a o en t y lo denotaremos como &(t).

En general, si (U, = (21,...,24)) es un sistema coordenado alrededor de
O(to) =m

=T ],

=1

d
dO’tO (a

En particular, si M es un subconjunto abierto de R? y o = (o1,...,04)
tenemos que

d

dO’i 0
t())z dr (to)ari

=1

e

donde 7; denota la i-ésima proyeccién canénica de M sobre R. Identificando

a T,,M con R? mendiante el isomorfismo que aplica %‘m — ¢;, donde {e;}

b
m

es la base canénica de R, obtenemos

doy dog

&(to) = (W(to), Bt to)) :

que es la definicion usual de la derivada de o en tg.

Dos curvas suaves o,7 : (a,b) — M para las cuales o(tg) = 7(tg) = m,
tienen el mismo vector tangente en to siy sélo si para toda f € C2(M)
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Capitulo 2. Calculo en variedades diferenciables

d(foo)

dr (to) =

(to) -

d(for)
dr

Con el siguiente resultado, que también generaliza una propiedad de la diferen-
cial de espacios euclidianos, se podra concluir que en este caso o = 7.

Teorema 2.2.5. Sean M una variedad conexa y ¥ : M — N wuna funcion
suave. Si di,, esla constante cero para toda m € M, entonces ¥ es constante.

Demostracién. Sean m € M y (U, o = (x1,...,24)) sistema coordenado
alrededor de m. Sea (V,7 = (y1,...,¥%.)) un mapeo coordenado alrededor de
1¥(m). Sin pérdida de generalidad supongamos que U= Y~ H(V)NU es conexo.
Para cualesquiera z € U y j € {1,...,d}

)
1) =2a

9
Qi ly(z)’

0
0=dv.(5- (iow)

awawiw) (¢(z)) = 0 para todo

j€{1,...,d}. Esto significa que para toda i € {1,...,c}, y;0thop~! esun

mapeo constante en U. Ya que ¢ y 7 son mapeos coordenado se sigue que
es constante en U, siendo U un abierto que contiene a m.

lo cual implica que dado i € {1,...,c},

_ Delo anterior podemos concluir que todo m € M tiene una vecindad abierta
U para la cual 1|5 es un mapeo constante. Por ello, dado mg € M

L={meM:p(m)=1(mg)}

resulta ser un subconjunto abierto y no vacio de M. De la misma forma

M~ L={meM:{(m)#p(my)}

es un subconjunto abierto de M. Como M es conexo se sigue que M =L, y
por lo tanto @ es constante.

2.3. Haces tangente y cotangente

En esta parte estudiaremos a dos conjuntos bastante significativos para una
variedad diferenciable: los haces tangente y cotangente. Entre otras cosas ayu-
dardn a considerar la diferencial de una funcién suave no sélo puntual sino
globalmente, como lo haciamos en los espacios euclidianos.

Definiciéon 2.3.1. Sea M una variedad diferenciable. Llamaremos haz tan-
gente de M a el conjunto
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2.3. Haces tangente y cotangente

U T,

meM

al cual denotaremos como T'M. Anélogamente, llamaremos haz cotangente al
conjunto

U 7,

meM

que serd denotado como T*M.

Existen proyecciones naturales que relacionan a los haces tangente y cota-
gente de la variedad M consigo misma, a saber

m:TM — M m(v)=m, st veT,M
™ T"M — M ™w)=m, st weT,M
Veremos que mediante estas proyecciones es posible dar una estructura de va-
riedad diferenciable a los haces.

Sea § la estructura diferenciable de M. Dado (U,¢) € §, con funciones
coordenadas x1,...,xq, consideremos la funciones

g:nl(U) — R y & :(x")"'(U) — R¥,
para las cuales, dados v € T,M C7 ' (U) y we Ty M C ()~ (U)

(V) = (21(7(¥), - za(m(v)), d(@1)p(v), .., d(xa)p(v))

P (w) = (x1 (7" (W), ..., za(m" (w)), w(a—i|q), ceey w(%|q))

Dado que v = Zle dmi(u)a%i‘p yw= Zle w(%b)dwi (observacién 2.2.2),

i

se sigue que @ y @* son biyectivas y ademaés

P~ H(U) = & ((n")TH(U)) = o(U) x R”.

El siguiente resultado nos seréd de utilidad para mostrar que TM y T*M
poseen estructuras de variedad diferenciable de tal forma que las proyecciones
canonicas resultan suaves. La demostraciéon de esta Proposiciéon puede ser con-
sultada en [O’Neill].

Proposicion 2.3.2. Sea 2 un conjunto y { (Ua,Ca), : @ € A} una familia
que satisface que para todo a € A, {, es una funcién biyectiva definida en
U, C 2, para la cual (,(Uy,) es un subconjunto abierto de R¢, y ademés
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Capitulo 2. Calculo en variedades diferenciables

L UU,=2
aEA

11. Para cualesquiera o, § € A la funcién ¢, o (ﬁfl es suave en su dominio, que
es el subconjunto abierto de R?, (5(U, NUp).

L. Sip,q € A y son distintos, entonces p y ¢ estan en el mismo U, o existen
a,f €A tales que Uy NUg =0, pe U, y q € Up.

Entonces existen una tnica topologia localmente euclidiana, Hausdorff y una
estructura que satisface las condiciones 1, 2 y 3 de la definicién 1.1.2 de tal
modo que para cualquier o € A, (U,,(,) pertenece a dicha estructura. Mas ain,
si una cantidad numerable de U, cubren a 2 el espacio topoldgico resultante
es segundo numerable y por lo tanto 2 es una variedad diferenciable con dicha
estructura.

En la demostracion de la Proposicién se muestra que la tnica topologia que
satisface dichas condiciones es

T={W C® : paratoda« €A, (,(WNU,) C R? es abierto } .
Consideremos a la familia

L={("'(U),?) : (U,p)€F}.

Como M es segundo numerable existe una familia numerable de sistemas coor-
denados { (U;, p;) }ien que satisface que {U; }ien es una base de M. De ese
modo {7~ Y(U;) bien v {(7*)72(U;) } cubrena TM y T*M, respectivamente.

Verificaremos que T'M, junto con la familia £ satisfacen las condiciones
1 y 11 de la Proposicién anterior, con lo cual obtendremos una estructura de
variedad diferenciable que contenga a £, ademdas de probar que 7 es suave
con dicha estructura. La prueba de que T*M satisface dichas condiciones es
totalmente andloga.

Veamos la condicién 11. Sean (U, ), (V,7) € §, con funciones coordenadas
T1,.--,2d Y Y1,---,Yd, Tespectivamente. Sean 71,...,7raq las proyecciones ca-
nénicas de R?? sobre R, de modo que basta mostrar que dada i € {1,...,2d}
rio o7 ! es suave, para concluir que o7 ! es suave.

Sea (z,y) € T(x X (U)N7a~Y(V)), donde 2 = (21,...,24) Y Y= (Y1, Yad)-

~ d
Observemos que 7 '(z,y) = >, Ta+i (2,y) % ‘T71(2)7 de modo que para todo
ie{l,...,d}

rio@ot Hzy)=ziomoT (z,y)

=x;07 1(2),
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2.3. Haces tangente y cotangente

siendo z; o 77! suave, ya que @ o7 ! es suave. Ademés

Td+i © SZO ;71(Z7y) = dxl(’?il(zay))

a )
= ZTd-Q—j(Z,y)i (@)
= yjlr=1(z)
Oz 017 Y)

'M&

ravi(z,y) ——5—(2),
1 (97"7;

J

la cual es suave en términos de (z,y) debido a que @ o7~ ! es suave.

Verifiquemos el inciso 11. Sean v, v’ € TM distintos. Sean 7(v) = m y
m(v') =m’. Supongamos que m # m’, entonces existen (U, ), (V,7) € F que
satisfacen que m € U, m’ € V.y UNV = (. De modo que v € 7~ 1(U) y
vVer V), y Y U)Na Y (V) = 0. Si m = m/, entonces dado (U, p) € F
alrededor de m, v, v/ € 7~ 1(U).

Finalmente observemos que para cualesquiera (U, ), (V,7) € F, dado (z,y) €
T~ Y U) N7 Y(V)), pomoT (z,y) = por71(2), porlo que 7 es suave.
Observacién 2.3.3. Sea V R-espacio vectorial de dimensién finita d. Con-
sideremos la estructura de variedad diferenciable inducida por los isomorfis-
mos lineales entre V y R? (ejemplo 1.1.6), de modo que dadas una base
B ={b,....0a} y B = {¢1,...,04} su base dual, sabemos que (V, ¢ =

(¢1,...,¢4)) es un sistema coordenado.
Consideremos v € V y ¢? : V — T,V la tinica funcién lineal para la cual

0
B(b,) = ;
i (bi) 8@ ie{l,...,d}.

Por definicién 2 es un isomorfismo.

Notemos que dada v = {a1,...,aq} otrabase de V' 'y v* = {1,..., %4}
su base dual, para todai e {1,...,d}

|

S ‘ ij 8%

59251

Por ello

el(bi) = ¢} <ij( ) zi: i) ¢y (ay)

j=1

d
200035

g(b)7

0
e

|
S
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Capitulo 2. Calculo en variedades diferenciables

y B — Y
concluyendo con esto que ¢, = ¢7.
Asi podemos identificar canénicamente cada uno de los espacios tangentes
de V' con V mismo.
Maés aun, denotando 7 : TV — V a la proyeccién usual, la funcién

TV —~

v

d
i L u(60h,

es suave ya que ¢oWo (dom, (dp;)e,)~! es la proyeccién de R?? en R de las
dltimas d coordenadas. En el caso particular de una curva suave en V, gracias
a la identificacién dada por ¥, podemos considerar & como una curva suave
en V que aplica

d
for— Z%L&:to (¢z o U)bz .

i=1

Dado que la identificacién no depende de la base elegida, entenderemos lo an-
terior como

oy g () —a(to)
o(to) = lim ——

(2.3)

2.4. Inmersiones y subvariedades

Como en Algebra o en Topologia, al estudiar un conjunto con una estructura
algebraica o bien un propiedad topoldgica, es importante analizar la relacién
existente entre éste y los subconjuntos que preservan la estructura algebraica o
bien conservan la propiedad topoldgica. De igual forma sucede con las variedades
diferenciables.

Enseguida precisaremos las subestructuras de una variedad diferenciable que
seran relevantes en el desarrollo de este trabajo.

Definicién 2.4.1. Sea ¢ : M — N suave y m € M.

1. Diremos que v es una inmersion en m si diy,, es inyectiva. Si esta condi-
cién se satisface en todo punto de M simplemente se dird que 3 es una
inmersion. Del mismo modo, diremos que v es una sumersion en m si di,,
es suprayectiva y simplemente que es una sumersion si esto se cumple para
todo punto en M.

2. El par (M,®) serd llamado subvariedad de N si 1 es una inmersién y es
inyectiva.
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2.4. Inmersiones y subvariedades

3. Diremos que (M,1)) es un encaje si es una subvariedad de N y 9 es un
homeomorfismo sobre su imagen. Es decir, si 1 es un funcién abierta con
respecto a (M) con la topologia relativa.

4. Diremos que % es un difeomorfismo si es biyectiva y 1, 1»~! son suaves.

Si 1 es una sumersion en m diremos que m es un punto regular.

Teorema 2.4.2. Teorema de Inmersion local Sean m € M° y ¢ : M —
N un mapeo suave que es una inmersion en m. Entonces existen (U,p) y
(V,7) sistemas coordenados alrededor de m y (m), de tal forma que el si-
guiente diagrama conmuta

donde i(x1,...,2c) = (1,...,2¢0,...,0).

Demostracién. Consideremos (ﬁ, o)y (‘7,?) sistemas coordenados alrede-
dor de m y (m)respectivamente, de tal forma que 1/)({]) C V. Sin pérdida
de generalidad supongamos que @(m) =0 y 7(¢»(m)) = 0. Observemos que

donde 1; =To9Yop ! essuave. Mds atn, d% = dTy(m) © dpm © d7~'0_1 es
inyectiva (por ser composicién de funciones inyectivas), de tal forma que existe
A : R4 — R isomorfismo lineal tal que A o dzzo =14, donde i es la inclusién
canénica de R en R,

Consideremos a la funcién suave A o), la cual satisface

d(Ao )y = dAy o diy = Ao diy =i

Sea G : 3(U) x RI—¢ — R? definida como G(n,s) = Ao(n)+ (0,s). Por lo
tanto G es una funcién suave que satisface que d Gy = I. Asi, por el Teorema

de la funcién inversa exiten Uy x Wy C {5([7) x R¥=¢ y 1, C R? vecindades
abiertas de 0, las cuales satisfacen que G|y,xw, es un difeomorfismo sobre
Wo. Sin pérdida de generalidad supongamos que Uy x Wy es un cubo abierto
centrado en 0 que esta contenido en G~ o Ao 7(V), lo cual es posible porque
cada una de estas funciones es un homeomorfismo.
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Capitulo 2. Calculo en variedades diferenciables

De modo que, denotando como 4y, ala inclusién canénica de Uy en Uyx Wy,

Gino:AoJ|an

es decir,
iv, =G "o Aogly, =G o AoToyo !y, (2.4)
Sean

V=(GoAoT) N Uy x Wy)

y U = ¢ Y(Upy). Por la igualdad (2.4) se sigue que G"1o Ao T op(U) =
Uy x {0} C Uy x Wy, de lo cual se sigue que (U) C V. Considerando a
0=0vyT=(GtoAoT)|y, (Uy) y (V,7) son sistemas coordenados y
ademas

o) = G loAoToop iy,

=(G Tl odoT)|ly oo (@lu)™

=Togop !,

por lo que satisfacen las condiciones deseadas.
|

Existe una versién anéloga del Teorema 2.4.2 para sumersiones que es ana-
lizada en la observacién 2.5.6.

Aprovecharemos para introducir un concepto que serd muy tutil en los re-
sultados siguientes y que por ahora nos ayudard a enunciar un Corolario del
Teorema anterior.

Definicién 2.4.3. Sea (U, ) sistema coordenado de M con funciones coor-
denadas x1,...,2z4. Consideremos 0 < c¢<d y a € o(U). Asi el conjunto

S={meU: z;(m)=ria) paratodoi € {c+1,...,d}}

con la topologia relativa y junto con la funcién 7.op|s (donde 7. es la proyec-
cién de las primeras c¢ coordenadas de R? sobre R¢) forman una variedad
diferenciable para S. Mds atn, (S,is) es un encaje en M al que llamaremos
rebanada del sistema coordenado (U, ).

Corolario 2.4.4. Sean m € M° y ¢ : M — N? un mapeo suave que es
una inmersién en m. Entonces existen U C M vecindad abierta de m y (V,7)
sistema coordenado alrededor de 1(m) para los cuales 9|y es inyectivay 1(U)
es una rebanada de (V).
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2.5. Teorema de la funcién inversa en variedades

Demostracién. Consideremos (U,¢) y (V,7) como en la demostracién del
Teorema de Inmersién local. Como se satisface que 7oy = i,y o, se sigue
que Y|y es inyectiva y que

T(W(U)) = ipw)(e(U))
I{(.%‘l,...,l‘d)EUo x Wy 1 x2; =0, C+1<i<d}

la cual es una rebanada de (V, 7).

2.5. Teorema de la funcion inversa en variedades

En esta parte se vera una generalizacion del Teorema de la funcién inversa para
variedades, la cual se obtendra directamente del Teorema de la funcién inversa
para espacios euclidianos.

Teorema 2.5.1. (Teorema de la funcién inversa en variedades dife-
renciables) Sea ¥ : M — N suavey m € M para la cual d(¥),, : T, M —
Tym)IN es un isomorfismo. Entonces existen U wvecindad abierta de m y V
vecindad abierta de W(m) de tal forma que U|y : U — V es un difeomorfis-
mo.

Demostracién. Sabemos que d = dimM = dim N gracias a que T, M y
Ty(myN son isomorfos. Sean (Ui, ) y (Vi,¢) sistemas coordenados alrededor
de m y 1(m), respectivamente. Consideremos a : A = o(U; N~1(V4)) —
¢(V1) definido como

a=¢othop 4. (2.5)

Por la regla de la cadena, la diferencial de o en ¢(m) es composicién de
isomorfismos, por lo que resulta un isomorfismo. Por el Teorema de la funcién
inversa, existe A; C ¢(U; Ny ~1(V1)) vecindad abierta de ¢(m) que satisface
que a(A;) es una vecindad abierta de a(p(m)) y ala, : A1 — a(A1) es un
difeomorfismo.

Sean U = ¢~ 1(A;) CUI Ny~ Y(V1) vy V = ¢ 1 (a(A1)), vecindades abierta
de m y t(m). De la igualdad 2.5 obtenemos que «(A;) = (¢ o ¢)(U), es
decir, V = ¢ a(Ay)) = ¥(U). Ademss, |y = ¢~ o ao¢ly, que es un
difeomorfismo sobre V.

|
Definicién 2.5.2. Un conjunto de funciones suaves xi,...,x) definidas de
una vecindad abierta de m € M¢ en R, es un conjunto independiente en m
si las diferenciales dx1,...,dxr; forman un conjunto linealmente independiente

en T# M.
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Capitulo 2. Calculo en variedades diferenciables

Corolario 2.5.3. Si dimM = d y x1,...,x4 son funciones que forman un
conjunto independiente de m € M, entonces existe U vecindad abierta de m
de tal modo que (U, (x1,...,24)) es un sistema coordenado de M.

Demostraciéon. Por el Teorema de la funcién inversa basta mostrar que la
diferencial en m del mapeo suave ¢ = (z1,...,24), s un isomorfismo. Como
dim M = dimR? = d, es suficiente verificar que dip,, es inyectiva.

Sea v € T,,, M para la cual dp,,(v) =0, es decir

d 9
0=dpn(v)= dpm (V) (r;) =—
prl) = 2 den ()0 5,

d
0
= ;V(wz)afrz

©(m)

o(m)’

por lo cual d(x;)m(v) = v(z;) = 0 para toda i € {1,...,d}. Como (3 =
{d(x;)m } es una base de T*M, existe {v; } base de T,,M para la cual 3 es
su base dual. De ese modo

d
v= Zd(ml)(y)ul =0,

con lo cual concluimos el resultado.

Consideremos z1, ...,z funciones suaves definidas de una vecindad abierta
de m en R de tal forma que sus diferenciales generan a 7., M. Entonces es
posible elegir un subconjunto de x1,...,x) cuyas diferenciales sean una base de
Ty M. Por el Corolario anterior éste formard un sistema coordenado alrededor
de m.

Corolario 2.5.4. Sea ¢ : M — N suavey m € M en el cual ¥ es una in-
mersién, entonces dado cualquier sistema coordenado (V, (y1,...,¥.)) alrededor
de 1 (m), un subconjunto de y; 0 ®,...,y. 01 forma un sistema coordenado
alrededor de m.

Demostracion. Por la observacién previa basta mostrar que el conjunto
Y= {d(yl Oso)m,"'d(ycoﬁp)m}

generaa T M. Yaque di, esinyectiva, 0., : T;(m)N — T* M es suprayec-
tiva. Como ¥ = { d(y1)p(m); - - -»d(Ye)p(m) } €5 una base de T2 N, 0m (%) =
v genera a T M. |
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2.5. Teorema de la funcién inversa en variedades

Corolario 2.5.5. Si dimM = d y x1,...,xr son funciones que forman un
conjunto linealmente independiente de m € M, entonces forman parte de un
sistema coordenado de M alrededor de m.

Demostracién. Consideremos (U, ¢) sistema coordenado alrededor de m, con
funciones coordenadas z1,...,zq. Como {d(z1)m,...,d(24)m } es una base de
T:M y {d(x1)m,...,d(xk)m } es un subconjunto linealmente independiente,
existen j1,...,54—r € {1,...,d} tales que

{d(@1)m, ..., d(@k)m,d(25,),s - .., d(za—k) }

es una base de T M. El resultado se sigue del Corolario 2.5.3 |

Observacién 2.5.6. Consideremos ¢ : M — N suave y m € M en el
cual ¢ es una sumersion, entonces dado cualquier sistema coordenado (V,7 =
(y1,-.-,yc)) alrededor de 1 (m), el conjunto y3 04, ...,y.0 es independien-
te en m, ya que 01, es inyectivo y por tanto manda conjuntos linealmente
independientes en conjuntos linealmente independientes. Se sigue del Corolario
anterior que forman parte de un sistema coordenado alrededor de m. De hecho
una propiedad andloga a la que expresa el Teorema de inmersién local se puede
mostrar a partir de esta particularidad de las sumersiones:

Sean m € M? y ¢ : M — N¢ un mapeo suave que es una sumersion en
m. Entonces existen (U,p) y (V,7) sistemas coordenados alrededor de m vy
W(m), de tal forma que el siguiente diagrama conmuta

Ylu

U——V

o
p(U) —=7(V)
Telp)
donde mo(x1,...,x4) = (T1,...,2c).

En tal caso, considerando como un sistema coordenado cibico (V,7) alrededor
de ¥(m) con funciones coordenadas y1,...,¥y., sabemos que y; 0, ...,y.0
forma parte de un sistema coordenado alrededor de m. Denotemos x; = y; 01,
donde i € {1,...,¢}, de modo que (U,p = (x1,...,24)) es dicho sistema coor-
denado. Sin pérdida de generalidad supongamos que ¥(U) C V, asi, para todo
pelU

To1(p) = (y1 o Y(p),-- -,y 0 Y(p))
= ’/Tc(yl o w(p)7 <3 Ye© ¢(p)v xc+1(p), ce 7xd(p))
=m0 p(p),

concluyéndose asi que el 7.|y o p =709|y.
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Capitulo 2. Calculo en variedades diferenciables

La siguiente Proposicién es una aplicacién de los resultados anteriores, y nos
serd de utilidad en la demostracién de la Proposicién 2.8.12.

Proposicion 2.5.7. Sean m €¢ M y v € T,,M distinto de cero. Entonces
existe (V,¢) sistema coordenado alrededor de m, con funciones coordenadas
Y1, ---,Yd, que satisface que

L0
aylm

Demostracién. Sea (W, ¢) sistema coordenado alrededor de m con funciones
coordenadas x1,...,xq, de modo que

d

v =Y d) )| 0

* ilm
i=1

Como T,, M es un espacio vectorial de dimensién finita d, entonces existe 3 =
{v1,...,vq}, una base para T,,M enla cual v =v. Sea * ={f1,...,fa}
la base dual de 3, de modo que para cualesquiera i,j5 € {1,...,d} existen
a;; € R para las cuales

d
fi= Zaij a(2i)m »
i1

Definamos para j € {1,...,d}, y; = Zgzl ai;x; : W — R. Notemos que
para todo 7 € T,, M

d d
d(yj)m(T) = T(Zaij ﬂﬁz) = Zaij 7(z:)
; =1 =1
= Zaz‘j d(x)m (7)

— (zd:aij d(l‘i)m) (7),

es decir, d(y;)m = Zlea,-j d(z;)m = fj, para toda j € {1,...,d}. De ese
modo y1,...,y¢ forman un conjunto independiente y como consecuencia existe
V C W, una vecindad abierta de m para la cual (V,¢o = (y1,...,y4)) es un
sistema coordenado (Corolario 2.5.3), de tal manera que
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2.6. Efectos de la topologia en subvariedades

d
Z (i )m () 7‘

o

; Vl) Ayi lm
_9

0y Im

Observacién 2.5.8. Veamos que dado v € T,, M, existe una curva

o:(—€e€) — M,

que satisface que o(0) =m y v = d(0).

Si v = 0, basta considerar ¢ = m. Supongamos que v # 0. Sea (V,¢)
como en la Proposicién. Sin pérdida de generalidad supongamos que o(m) = 0
(ya que podemos elegir a (W, ¢) de tal forma que ¢(m) = 0). Sea € > 0 tal que
(t,0,...,0) € ¢(V), para todo t € (—e,¢). Consideremos la curva o definida
en (—e,€) como o(t) = ¢~ 1(¢,0,...,0). Dicha curva es suave y o(0) =m. Por
otro lado,

d

50) = 35| oo

de manera que para toda ¢ € {1,...,d}

iogpil(hﬁoa""g) _yz(m)

(yZ o) = lim

h—0 h
— h/m Z o QO (gp(m) + hel) yl(m)
h—0 h
0
i) = 61 )
= 31l (yi) = bir
por lo cual ¢(0) = Biyl|m =v.

2.6. Efectos de la topologia en subvariedades

Considerando (N, ¢) una subvariedad de M, podemos inducir una estructura de
variedad diferenciable en ¢(IN) de modo que ¢ resulte ser un difeomorfismo. De
este modo, siendo i,y la inclusién canénica de @(N) en M, (p(N), iy(n))
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Capitulo 2. Calculo en variedades diferenciables

resulta ser una subvariedad de M. Esto da una relacién entre la clase de subva-
riedades de M y el conjunto C = {(C,ic) : (C,ic) es una subvariedad de M};
la pregunta ahora es cuando dos subvariedades (N1,¢1) v (Na,p2) estdn rela-
cionados a la misma subvariedad (C,ic). Para empezar se debe tener que
©(N1) = ¢(N2) = C; més atin, la composicién ¢, o ¢ debe ser un difeo-
morfismo. Lo anterior es equivalente a que ambas subvariedades satisfagan la
siguiente definicién.

Definicién 2.6.1. Sean (N1,¢1) ¥ (N2, ¢2) subvariedades de M. Diremos que
dihas subvariedades son equivalentes si existe un difeomorfismo « : Ny — Ny
tal que el siguiente diagrama conmuta

P1
Ny ———

~
~
~
~ P2
o~
~

EN
N
es decir g 0 = 7.

Asociando cualesquiera dos subvariedades de M que sean equivalentes, in-
ducimos una relacion de equivalencia en la clase de subvariedades de G que
tiene la propiedad de que para cada clase existe un uinico representante del con-
junto C. De este modo cuando hablemos de la existencia de subvariedades de M
que son tUnicas con respecto a alguna propiedad, entenderemos que existe una
unica clase de equivalencia cuyos elementos la satisfacen, o lo que es lo mismo,
solo hay un elemento del conjunto C con dicha propiedad.

Debemos tomar en cuenta que la expresién (C, i¢) considera implicitamente
la estructura de variedad diferenciable de C. Esto es muy importante pues
en muchas ocasiones un mismo subconjunto de M puede recibir estructuras
de variedad que con la inclusién canénica resultan subvariedades, pero que
no son equivalentes entre si. Un ejemplo se tiene considerando (R, )y (R, ¢)
subvariedades de R? que tienen la imagen que muestra el dibujo

) Y

Sin pérdida de generalidad supongamos que 1(0) = ¢(0) = (0,0). De modo
que existe una tnica funcién o : R — R que hace conmutar el diagrama
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2.6. Efectos de la topologia en subvariedades

Dicha a: no puede ser suave ya que ni siquiera es continua, pues por un lado
la sucesion (¥(1)), converge a cero, implicando que (a(2)), = (¢ (¥(1)))n
converge a o0 0 — 00, y por otro «(0) = 0. De este modo ¥(R) = ¢(R), pero
las estructuras diferenciables inducidas por ¢ y ¢ no son equivalentes.

Cuando no haya lugar a confusiéon diremos que C' C M es subvariedad de
M refiriendonos a que (C, i¢) € C.

Veremos que en el caso general, manteniendo fija la topologia para un sub-
conjunto C de M, existe a lo mas una estructura de variedad diferenciable
para C con esta topologia de tal forma que (C, i¢) € C. Mds atn, si existe
una estructura de variedad diferenciable para C' con la topologia relativa de tal
manera que (C,ic) € C, tan sélo dicho elemento en C satisface que su conjunto
base es C' (Proposicién 2.6.3). Antes de mostrar esto plantearemos un problema
més general.

Sean (INV,®) una subvariedad de M y una funcién suave ¢ : N/ — M de
tal forma que ¢(N') C ¢(N). Como % es inyectiva existe una tnica funcién
¢o : N/ — N que satisface que 1 o ¢9 = ¢, es decir, ¢ se factoriza a través
de 7). Entenderemos en ese caso que N’ se factoriza a través de la subvariedad
(N, ). Por ello el siguiente diagrama conmuta

N/$M

Como lo muestra el ejemplo dado previamente, donde (R,¢) y (R,%) son con-
sideradas subvariedades de R?, es posible que la funcién ¢¢ no sea ni siquiera
continua. En el Teorema siguiente se muestra que el hecho de que ¢y sea con-
tinua es una razén suficiente para asegurar que también es suave.

Teorema 2.6.2. Sean ¢ : N' — M? una funcion suave y (N€,v) subvariedad
de M, de tal forma que ¢ factoriza a través de (N,v). Sea ¢o: N' — N la
funcion para la cual ¥ o pg = ¢. Entonces se satisfacen las siguiente afirma-
ciones:

1. Si ¢g es continua entonces es suave.

1. Si (N,v) es un encaje entonces ¢o es continua.

Demostracion. Mostremos el inciso 1. Ya que ¢y es continua, es suficiente
mostrar que existe un conjunto de mapeos coordenados (U, ¢) que cubren a N,
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Capitulo 2. Calculo en variedades diferenciables

de tal forma que ¢ o ¢y es suave en qﬁgl(U), el cual es abierto. Sean n € N
y (V,7) sistema coordenado alrededor de (n), con funciones coordenadas
T1,...,24. Ya que 1 es una inmersién, por el Corolario 2.5.4 sabemos que
existen i1,...,i. € {1,...,d} y U C ¢~1(V) vecindad abierta de n, que
satisface que (U, o) es un sistema coordenado, donde 5 = (z,,...,%;,) es
suave. De tal manera,

(Boy)ogo=pPo(Yody)=pog

es suave, de lo cual se concluye el inciso 1.

El inciso 11 se sigue del inciso anterior y del hecho de que 1 es un homeo-
morfismo sobre su imagen, ya que ¢ se factoriza a través de @ y por lo tanto
¢o =1~ ! o, que es continua.

|

El resultado anterior nos ayudara a mostrar la siguiente Proposicion.

Proposicion 2.6.3. Sean M una variedad y C' C M. Denotemos ic la in-
clusién de C' en M.

I. Dada una topologia para C, existe a lo méds una estructura de variedad
diferenciable para C' con dicha topologia de tal modo que (C,ic) es una
subvariedad de M.

1. Si existe una estructura de variedad diferenciable para C' con la topologia
relativa de tal manera que (C,ic) € C, tan sélo dicho elemento en C
satisface que su conjunto base es C.

Demostracién. Analicemos el inciso I. Sea 7 topologia de C. Supongamos
que existe una estructura de variedad diferenciable para C' con dicha topologia
de tal forma que resulta una subvariedad de M. Denotaremos a dicha sub-
variedad como (Ci,ic,). Supongamos que existe otra estructura de variedad
diferenciable para C' cuya topologia es 7, la cual es denotada por (Cs,ic,), de
modo que (Ca,ic,) € C. Observemos que el siguiente diagrama conmuta

icy
C,——M
~

~
~ .
~ iCy
H ~
ide N

ACQ

Como ambas estructuras tiene la misma topologia, ide es un homeomorfismo.
Del Teorema 2.6.2 inciso I se sigue que id¢ es un difeomorfismo, con lo cual se
concluye que (Ch,ic,) = (Ca,ic,).

Consideremos el inciso 11. Retomando la notacién previa, si 7 es la topologia
relativa inducida por M, consideremos (C1,i¢,) como antes. Supongamos que
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existe otra estructura de variedad diferenciable para C' que la hace una subva-
riedad de M (no necesariamente con la topologia relativa). Denotemos a esta
como (Cp,i¢c,). Obtenemos con ello el siguiente diagrama conmutativo

’icn
Cy M
~
~
Po > N
Ch

donde ¢y es la identidad en C. Ya que (Ci,ic,) es un encaje, del Teorema
2.6.2 inciso 1I se sigue que ¢q es suave. Como es biyectiva y ademas resulta una
inmersién (pues para todo m € C, d(icy )m © d(Po)m = d(ic,)m es inyectiva),
del Corolario A.5.10 se sigue que ¢ es un difeomorfismo, por lo cual (Cy,ic,) =
(007 Z-Co)'

|

2.7. Teorema de la funcion implicita. Valores re-
gulares

Por el momento sabemos que cualquier subconjunto abierto de una variedad
M Thereda una estructura de variedad diferenciable de M (ejemplo 1.1.7),
resultando ser un encaje con la inclusién y tener la misma dimensién que
M, obteniendo de hecho que sus espacios tangentes también se indentifican
canénicamente mediante la diferencial de la inclusién. El Teorema 2.7.3 nos
dard un criterio para determinar cuando un subconjunto cerrado de una varie-
dad tiene una estructura de variedad diferenciable con la cual resulta un encaje
de la variedad que la contiene. Como se verd, dicho subconjunto se obtiene a
través de una funcién suave como la imagen inversa de un punto, el cual satisface
ciertas condiciones.

El primer acercamiento a un resultado de este estilo se obtiene a través del
Teorema de la funcién implicita. Su demostracion, al igual que las otras de esta
seccién, es consecuencia del Teorema de la funcién inversa y la incluimos con el
fin de establecer el razonamiento con el que se tratardn los resultados siguientes.

Teorema 2.7.1. Sea W C R~ x R? abierto y f: W — R? una funcion
suave. Denotemos (r1,...,Te—d,S1,--.,84) €l sistema coordenado candnico de
R4 xR y s;0 f = f;, para todo i € {1,...,d}.

Si (ro,s0) € W satisface que f(ro,s0) =0 y que la matriz de d x d

(%)u (2.6)

es invertible, entonces existen U C R ¢y V C R? wecindades abiertas de
ro Y Sgo respectivamente, de tal modo que U x V C W, y una funcion suave
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Capitulo 2. Calculo en variedades diferenciables

g:U — V que satisface que para todo (r,s) € U xV, f(r,s) =0 siy sdlo si
g(r) =s.

Demostraciéon. Veamos que ry,...,7c—d, f1,..., fa forman un conjunto inde-
pendiente de funciones en W.

Sean ai,...,Q¢_q,b1,...,bqg € R de tal forma que

c—d d
0= Zaj dT’j + sz dfl
- Zaj drj + Z( 8]2 d S+ Za‘fz dsj)

=1 1
4of " d 4
_Z( Zde-Faj)de—}—Z(Z )dsj7
Jj=1 i= 1 =1 is
es decir,
43 af d 4o
;(;b%) dsj = j:l(i ar, drj + a])drj =0. (2.7)

Asi, para toda j € {1,...,d},
Zb afz _
pt asJ

Como la matriz expresada en 2.6 es invertible y

b

) (by,...,ba)t =0,

concluimos que b; = 0, para todo ¢ € {1,...,d}. Por la igualdad 2.7 con-
cluimos que para todo j € {1,...,¢—d}, a; =0. Denotando ¢ a la funcién
(r1y...yTe—d, f1,---, fa), por el Corolario 2.5.3 existe W C W vecindad abierta
de (r9,s0) parala cual (W,y) es un sistema coordenado.

Sin pérdida de generalidad supongamos que W =Ux V, donde U C R¢~¢
y V CR? vecindades abiertas de 79 y so, respectivamente.

Sean iy : U — (U x V) la inclusién canénica iy(r) = (r,0) y mq :
U xV — V la proyeccién canoénica de las dltimas d coordenadas. Sea g =

71 .

g o @ o1ly.

Sea (r,s) € U x V. Supongamos que f(r,s) = 0, entonces ¢(r,s) = (r,0)
y por lo tanto g(r) = w40 ¢! o p(r,s) = s. Supongamos ahora que g(r) = s,
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de tal modo que ¢~ *(r,0) = (r,5) que es equivalente a que (r,0) = ¢(r,s) =
(r, f(r,s)), con lo cual concluimos que g es la funcién buscada.

A continuacién definiremos un concepto que nos serd de utilidad en los re-
sultados siguientes.

Definicién 2.7.2. Sea 1 : M — N una funcién suave. Decimos que n € N
es un valor regular de 1 si todo elemento en su preimagen es un punto regular.
Es decir, si dado m € ¢~1(n), dip,, es suprayectiva.

Por vacuidad todo elemento en N \ (M) es un valor regular.

Un resultado importante para variedades diferenciables es el Teorema de
Sard que afirma que si ¢ : M — N es una funcién suave entonces el conjunto

{n € N : n no es un valor regular de 1 }

es de medida cero en N. Como consecuencia se tiene que el conjunto de valores
regulares de ¢ en N es denso. La demostracién de dicho Teorema puede ser
consultada en [G-P]. En el apartado de medida cero para variedades se incluye
una versién débil del Teorema de Sard.

Teorema 2.7.3. Sea 1 : M? — N°¢ wuna funcién suave. Supongamos que
n € N es un valor regular y consideremos P = ~'(n). Entonces P tiene
un Unica estructura de variedad diferenciable para la cual (P,ip) resulta ser
una subvariedad de M (mds dun, es un encaje) y se satisface que dimP =
dimM — dimN =d—c

Demostracién. Veremos que en la estructura de variedad diferenciable, P
tiene la topologia relativa, siguiéndose la unicidad de la Proposién 2.6.3 inciso 11.

Sea pe P. Si (V,¢ = (y1,...,Yc)) es un sistema coordenado cibico cen-
trado en n entonces y; 0 ,...,y. o1 forma parte de un sistema coordena-
do alrededor de p (observacién 2.5.6). Denotemos como z; = y; o ¥, donde
ie{1,...,c}, y consideremos (Up,pp = (21,...,24)) dicho sistema coordena-
do. Sin pérdida de generalidad supongamos que ¢,(U,) es un cubo, de modo
que P NU, resulta la rebanada de U, que satisface que

;i =yi(n) ie{l,...,c}.

Si 7, denota la proyeccién canénica de R? sobre las tiltimas d—c coordenadas,
tenemos que .o | pnu, es un difeomorfismo sobre su imagen abierta en Rd—e,

De esa forma, P con la topologia relativa y con la estructura diferencial gen-
erada por la familia { (PNU,, 7.0 @p|u,np) }pep es una variedad diferenciable
de dimensién d — c.
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En general, el estudio de conjuntos de ceros de funciones es de un amplio
interés matematico. Por ejemplo, la geometria algebraica clasica estudia los ceros
de conjuntos de polinomios. En la demostracién anterior vimos que localmente la
imagen inversa de un valor regular es una rebanada de un sistema coordenado,
es decir, localmente es el conjunto de puntos cuyos valores funcionales estan
restringidos a una constante.

El Teorema 2.7.3 nos dice que cuando tenemos una funcién suave ¢ : M —
N y n € N, el conjunto solucién de la ecuacién () = n, que es justamente
1~ 1(n), es una variedad. En general podemos preguntarnos cuando el conjunto
de puntos que satisfacen una condicién suave arbitraria resultan una subva-
riedad, es decir, dada una subvariedad (O,¢) de N, jcudndo el conjunto de
puntos de M que satisfacen que 1(m) € ¢(O) recibe una estructura de varie-
dad diferenciable que lo hace subvariedad de M? En el siguiente Teorema se
verd una condicién suficiente para que dada una funcién suave b : M — N
no sélo la imagen inversa de un punto en N, sino la imagen inversa de una
subvariedad de N sea una subvariedad de M.

Teorema 2.7.4. Sea ¢ : M? — N°¢ una funcion suave y (OF, ) una subva-
riedad de N. Supongamos que para cualquier m € ¥~1(¢(0)) se satisface

TymyN = dpm (T M) + dipn (T, 0) (2.8)

donde n = o= (¢p(m)). Si P # () entonces existe una estructura de variedad
diferenciable para P de tal forma que (P,ip) es una subvariedad de M y

dimM — dim P = dim N — dimO .

En el caso de que (O, ) es un encaje en N, (P,ip) también resulta un encaje
y en ese caso la estructura de variedad diferenciable para P es la tinica que
satisface que (P,ip) es una subvariedad de M.

Demostracién. Sea n € O. Como ¢ es una inmersién existe una vecindad
abierta de n, W,, C O y (V,7) un sistema coordenado ctibico centrado en ¢(n)
con funciones coordenas y1,...,y. de tal forma que ¢(W,) es una rebanada
de (V,7) (Corolario 2.4.4), descrita como

yi=0 ie{l,... k}.

Sea 7 la proyeccién canénica de las ultimas ¢ — k coordenadas de R¢, y
Y~ 1(V;,) = U,,. Consideremos

Yy, =T oToY|y, ,

de modo que ¥y, 1(0) = ¥ (¢(W,)). Veamos que 0 es un valor regular de
Yy, . Si p € v Hp(W,)), entonces
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T‘P(P)N = de(TPM) + dg&no (Tno O) ’

donde ng = ¥~ (¢(p)). Como mroTop =0y m 07 es una sumersién, se
tiene que

(i 0 7)) (ToN) = (i 0 7)) (A (Ty M) + dipn, (T, O))
= d(m) 0 )y (p) (dWp (T, M)
—d

(T 0T o) (TpM),

con lo que se obtiene que 0 es valor regular de YU, -

Por el Teorema 2.7.3, ¥~ 1(p(W,,)) recibe una tnica estructura de variedad
diferenciable que la hace una subvariedad de M con la inclusién. De hecho,
con dicha estructura ¥ ~!(p(W,)) tiene la topologia relativa. Con respecto a
esto, notemos que dado A C W, abierto en O, 1~ 1(p(A)) resulta abierto
en ¥~ 1(p(W,)). Para verificarlo denotemos ¢4 : A — ©(W,,) a la funcién
definida como pa(a) = p(a). Ya que (p(Wy), iyw,)) es un encaje en N y
(A, @) se factoriza a través de este, es decir, el siguiente diagrama conmuta

A—" >N

X Tiwwn)

(W)

se concluye que 14 es suave (Teorema 2.6.2). Més ain, por la conmutatividad
del diagrama y el hecho de que ¢ es una inmersion, ¢4 también lo es. Por
el Teorema de la funcién inversa, dado que dim A = dimp(W,,), ¢4 es un
difeomorfismo local y por lo tanto ¢ 4(A) = p(A) es abierto en ¢(W,,). Como
o(W,) tiene la topologia relativa, existe L C N abierto que satisface que
p(A) = LN p(W,), sesigue que 1~ (p(A)) =~ (p(Wn)) Ny~ (L), que es
un abierto en ¥ ~1(¢(W,,)) con la topologia relativa inducida por M.

Consideremos { W, }ien cubierta abierta de O, donde n; € O y W,
satisface las condiciones anteriores. De esa forma

P=Jv " (e(Wn,).
ieN
Por el comentario previo sobre los abiertos de los 1 ~1(¢(W,,)), tenemos que

para cualesquiera k,j € N, ¢~ (o(Wy,,)) v ¢ ' (p(W,,)) se intersectan en
respectivos abiertos ya que

DT (W) N e (Wi, ) = 7 (W, N W)
De esa manera la unién de las topologfas de la familia {1 (p(W,,,)) }ien forma
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una base para una topologia de P que resulta Hausdorff. También es segundo
numerable pues es unién numerable de topologias, cada una de ellas segundo
numerable. Ya que ¢~ (¢(W,,)) intersecta en un abierto a ¢! (p(Wy,)), si
la interseccién es distinta del vacio recibe una unica estructura de variedad
diferenciable con la topologia relativa (Proposicién 2.6.3 inciso 11) y por lo
tanto las estructuras de variedad diferenciable de cada ¥ ~1(p(W,,)) resultan
compatibles, de modo que hay una tnica estructura de variedad diferenciable
para P que contiene a la unién de las estructuras de las %=1 (p(W,,)) y con
dicha estructura (P,ip) es una subvariedad de M.

Resta verificar que si (O, ) es un encaje, (P,ip) también lo es. Para ello
basta observar que para todo i € N, 1~1(p(W;)) es un abierto de P con la
topologia relativa. Si (O, ¢) es un encaje entonces para cada i € N existe
L; C N abierto tal que p(W,,) = ¢(0) N L;, de modo que

VT (W) = 7 H(p(0)) N~ (L) = PNy~ (L)

es un abierto de P con la topologia relativa, ya que v es continua.
|

Observemos que el Teorema anterior es una generalizacién del Teorema 2.7.3
ya que tomando O ={n} y ¢ =i, (el mapeo inclusién), (O,i,) es un encaje
en N de dimensién cero y ademds satisface que para cualquier m € P, diy,,
es suprayectiva si y solo si

Tym)N = dipp(Trn M) = dipy (Trn M) 4 dpr (T5,0) .

Si como en las hipétesis del Teorema 2.7.4, 1 : M¢ — N es una funcién
suave y (OF, ) es una subvariedad de N de tal forma que para cualquier
m € ¥~ p(0)) se satisface la ecuacién descrita en (2.8), diremos que 1 es
transversal a la subvariedad (O, p).

2.8. Campos vectoriales

En esta parte analizaremos una nocién que resultard bastante importante en lo
sucesivo. Dicho concepto es el de campo vectorial. Esta parte se concentra en el
analisis de sus propiedades bésicas.

Definicién 2.8.1. (Campos vectoriales) Sea M una variedad. Decimos que
X es un campo vectorial en un abierto U de M si es un levantamiento de la
inclusiéon de U en M, a través de la proyecciéon canénica 7 : M — T M, por
lo que el siguiente diagrama conmuta
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es decir, iy = mo X. Adicionalmente diremos que es suave o de clase C'™° si

X € C®(U,TM).

La definicién anterior nos dice que X : U — T'M es un campo vectorial en
U siy sélosi X(m) (que usualmente escribiremos como X,,,) es un elemento
de T,,M.

Denotaremos el conjunto de campos vectoriales suaves en el abierto U de
M como X(U). Observemos que las estructuras de R-espacios vectoriales de los
espacios tangentes de elementos en M inducen candénicamente una estructura
de R-espacio vectorial en X(U) y de C*°(U)-médulo. A saber,si X,Y € X(U),
AeRy feC=({U), para toda m € U

X+Y)m=Xn+Y,
(AX ) = AX,

Dada una funcién f € C*(U) y X un campo vectorial en U, definimos la
funcién X (f) de U en R como aquella que aplica m +— X,,(f).

A continuacién veremos condiciones equivalentes al hecho de que un campo
vectorial sea suave.

Proposicion 2.8.2. Sea X un campo vectorial en una variedad M. Entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:

L X e X(M).

1. Sea (U, = (x1,...,24)) un sistema coordenado en M. Si ay,...,aq €s
un conjunto de funciones definidas en U que satisfacen que

LI

Xy =Y a—
|V azaxia

i=1
entonces a; € C°(U), paratoda i€ {1...,d}.

1. Dados V' subconjunto abierto de M y f € C>®(V), X(f) € C=(V).

Demostracién. Dado un sistema coordenado (U,¢) con funciones coorde-
nadas x1,...,2q, consideremos el mapeo coordenado (7~ 1(U),$) en TM in-
ducido por (U, ¢) (seccion 2.3). De manera que para toda m € U

PoX(m) = (p(m), Xm(z1), ..., Xm(2a)) (2.9)
Veamos que el inciso 1 implica 11. Considerando el sistema coordenado (V, ),
con funciones coordenadas x1,...,x4, se tiene que si m € U entonces a;(m) =
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A(xi)m(Xm) = Xm(z;). Como X es suave, ¢ o X también lo es. Esto tlti-
mo ocurre si y sélo si cada funcién coordenada de la igualdad (2.9) es suave,
concluyéndose con ello que a;, € C>*(V).

Mostremos que el inciso 11 implica 111. Sea f € C*°(V). Para mostrar que
X (f) essuaveen V, basta ver que para cada elemento de V' existe una vecindad
abierta de dicho elemento contenida en V' y en la cual X(f) es suave. Sean
m €V y (U,y) sistema coordenado alrededor de m con funciones coordenadas
Z1,...,xq de tal forma que U C V. Sean ai,...,aq € C®(U) tales que

9
i=1 v

De manera que para toda m’ € U,

d d -1
X)) = Yastm') o] (5= Yty 2T (o,

resultando as{ que X (f) es suave en U.

Por 1ltimo veamos que el inciso 111 implica 11. Sabemos que X es suave si y
s6lo si dado (W, 7) un sistema coordenado en M, ToX es suave. Considerando
el sistema coordenado (U, ), con funciones coordenadas xi,...,z4, ya que
X(z;) € C°(U) para todo i{1,...,d}, de la igualdad (2.9) se sigue el resul-
tado.

|

La siguiente definicién es de suma importancia. Algunos comentarios al res-
pecto se ofrecen después de la Proposicion 2.8.4 ya que ahi se enumeran las
propiedades béasicas de la misma.

Definicién 2.8.3. (Corchetes de Lie en campos vectoriales) Sean X, Y €
X(M). Definimos la funcién [X,Y], llamado el corchete de Lie de X y Y, como

(XY (f) = X (Y (f)) = Yo (X () -
Proposicion 2.8.4. Sean X, Y, Z € X(M), entonces
I. [X,Y] es un campo vectorial suave en M.
L. [X,Y] = —[Y, X] (anti-conmutatividad).
ur [[X,Y],Z] +[[Y, Z], X] + [[Z,X],Y] = 0 (identidad de Jacobi).

1v. Para cualesquiera f,g € C*°(M), [fX,gY] = fg[X, Y]+ f(X(9))Y —
g(Y (f)X.
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Demostracién. Sean X, Y, Z € X(M).

Verifiquemos el inciso 1. De la definicién se obtiene que para todo m €
M, [X,Y],, es una funcién R-lineal, por lo que basta demostrar que es una
derivacién para concluir que [X,Y],, € T,,M y con ello que es un campo
vectorial. Sean f, g € C3°(M). De modo que para todo p € dom (f)Ndom (g),

X(f9)(p) = Xp(fg) = f(p)Xp(9) + 9(0) Xp(f) = (fX(9) +9X(f))(p),

por lo cual X(fg) = fX(g9) + gX(f). Andlogamente se tiene que Y (fg) =
Y (g)+ gY (f). De ahi que

Xn(Y(f9)) = Xm(fY(9) + 9Y(f)) = X (fY (9)) + Xm(9Y (f))
= f(m) X (Y(9)) + 9(m) X5 (Y (f))
+ X (£)Ym(9) + Xin(9) Y (f) -

Analogamente se concluye que

Yin(X(f9)) = f(m)Yn(X(9)) + g(m)Yin (X (f))
+ You (f) Xm(9) + Yo (9) Xon(f) -

De esa forma se tiene que

(X, Ym(fg) = Xm (Y (f9)) — Y (X(f9))
= f(m)Xm(Y(9)) + g(m)Xm (Y (f))
= (f(m)Ym(X(9)) + 9(m)Ym (X (f)))
= f(m)(Xm(Y(9)) = Yin(X(9)))
+9(m)(Xn(Y(f)) = Y (X(f)))
= f(m)[X, Y]m(g) + 9(m)[X, Y](f),

obteniendo asf que [X,Y],, € T,,M, para toda m € M.

Por la Proposicién 2.8.2, basta mostrar que para cualesquiera V. C M
abiertoy f € C™®(V), [X,Y](f) € C*°(V) para concluir que [X,Y] es suave.

Como X,Y € X(M), fr =Y (f), fo=X(f) € C®(V), y por consecuencia
X(f1), X(f2) € C=(V). Ya que [X,Y](f) = X(f1) — X(f2), se sigue que es
suave en V.

Veamos los incisos 11 y 11I. Sean m € M y f € Coo(M). Por definicién

(XY (f) = Xm (Y (f)) = Y (X (F))
= —(Yn(X(f)) = Xn(Y())) = =[V, X]m(f) -
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Por otro lado,

(X, Y], Z]m (f) (X, Y] (2(f) = Zm([X, Y](f))
Xm(Y(Z(f))) = Ym(X(Z(/)))
- m(X(Y(f))) Zm(Y(X(f)))-

Andlogamente

[IY; 2], X]m (f) = Ym(Z(X(£))) = Zm(Y (X(1)))
= Xn(Y(Z() + X (Z(Y (1))

[[Zv X]vy]m(f) = Zm(X(Y(f))) - Xm(Z(Y(f)))
— Y (Z(X(f))) + Y (X(Z(f))) -

De esa forma, considerando cada una de las igualdades anteriores se obtiene

[[X’ Y]7Z] + [[Y7 ZLX] + [[27 X]>Y] =0.

Finalmente verifiquemos el inciso 1v. Sean f, g € C*°M. Sean m € M y
h € C®(M), entonces

[F X, 9Y ]m(R) = f(m)Xom(gY (h)) — g(m) Y (fX (h))

= [(m)(Xm(9)Ym(h) + g(m) X (Y (h)))

= 9(m) (Yo (f) Xom (h) + f(m)Ym(X(h)))
]

= f(m)g(m)[X, Y] (h) + f(m) X (9)Yim (h) — g(m) Y (f) Xom (h) .

Como lo anterior se satisface para cualesquiera m € M y thi h € C°(M),
[fX,gY] = fo[X, Y]+ f(X(9)Y — g(Y(f))X, que es lo que deseabamos.
|

Observacién 2.8.5. Dado el inciso 1, podemos escribir el corchete como una
operacién en X(M), es decir [,] : X(M) x X(M) — X(M). Gracias a la
definicién del corchete y a que los vectores tangentes son lineales se concluye
que el corchete de Lie es una operacion bilineal, al considerar la estructura de
R-espacio vectorial en X(M). Por otro lado, la propiedad 1v indica que esta
operacién en general no respeta la estructura de C°°(M)-mddulo.

Cuando un espacio vectorial tiene una operacién bilineal que satisface las
condiciones 11 y 111 se le llama dlgebra de Lie, concepto que retomaremos en el
capitulo de Grupos de Lie.
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Ejemplo 2.8.6. Sean M? y N°¢ variedades diferenciables. Para todo (m,n) €
M x N denotemos como Ay, al isomorfismo candnico (d(ﬂ'l)(m,n), d(7r2)(m,n))
visto en el ejemplo 2.2.3. Sean X € X(M) y Y € X(N). Consideremos a
X,Y:MxN— T(M x N), campos vectoriales definidos como

)?(m n) — )‘7_nln(va 0)
Yv(m n) - )‘m n(O Y )

Ya que para cualesquiera (U, o= (z1,... ,gcd)) y (V7 T= (Y1, yc)) sistemas
coordenados de M y N respectivamente, dados me U y n €V

d

)Nf(myn) = Z (X(a:j) o Wl)(mﬂz)%

=1 3 l(m,n)

c

~ 0
Ym,n = Y( ) o (m n)
(m.n) ; (¥ ys) o ma) () 5 -

(m,n)

se concluye que X, Y € X(M x N). Més ain, [)?, 17} =0 ya que para todo
fe C’zj’%n)(M x N)

2 ° —1 T_l

k—1j=1 87‘]' 8Td+k
32 (f o (gofl X 7'71))
Y—('m n) ;;Xm xJ n yk 37’d+k 87’]‘ (@(m)aT(n))

siguiéndose que )?(mm) (?(f)) = ﬁmn)()?(f)) del hecho de que las derivadas
parciales conmutan.

Definicién 2.8.7. Diremos que una curva o : [a,b] — M es una curva suave
en M siexiste € > 0 y una extensién suave de o a (a—e¢, b+¢). La llamaremos
suave a trozos si existe una sucesién finita de elementos en [a,b] de la forma
a=ag<a; <...<ax=>, para los cuales O’|[ahai+1] es suave.

Obsérvese que una curva suave a trozos es continua ya que todo elemento en
el intervalo de definicién termina siendo elemento del dominio abierto de una
curva suave en el sentido usual.

Ademds, el vector tangente de una curva suave o : [a,b] — M

d(to) = dUto <d

Tyt )M
dt‘to) < o (to)

esta bien definido ya que no depende de la extensién de la curva.
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Definicién 2.8.8. (Curva integral) Sea X € X(M). Diremos que una curva
suave ¢ es una curva integral de X, si para todo t en su dominio

Dado un campo vectorial suave X en M, es valido preguntarnos si dado
mg € M y tyg € R, existird una curva suave ¢ definida en tg que sea curva
integral de X y que ademaés pase por mg en el tiempo ty. Mas atin, de existir,
(dichas condiciones iniciales la haran tinica?

Supongamos que dicha curva existe y denotémosla como o, de tal modo que

o(te) =mo y
d .
dO’t (d?"t>_ O'(t) = Xa(t)

para todo ¢ en el dominio de o.

Consideremos (U, = (z1,...,24)) un sistema coordenado alrededor de
mo. Por ello, para todo t € o~ (U),

ddxzoo 0

=1

o(t)

Por otro lado

)
X|U = Zﬁ@?
i=1 v

donde f; € C*°(U) para todo i € {1,...,d}, de manera que tenemos la
siguiente igualdad

zd:dxloa Zf ‘
o) = )

=1
De lo cual se sigue que

d(zioo) . ;
—ar (t) = fioo(t)

para cualquier 7 € {1,...,d}. Denotando o; = z;00, las igualdades anteriores
quedan como

da,

(1) =fiow™ Hou(t), .., 0a(t)) (2.10)

para cualquier ¢ € {1,...,d}. Por lo anterior podemos decir que o es una
curva integral de X si y sélo si para cualquier sistema coordenado (U, ¢ =
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(w1,...,24)), el conjunto de funciones {x; 00 }& ; son una solucién al sistema
de ecuaciones diferenciales de primer orden expresado en (2.10). En [Hurewicz]
se encuentra la prueba detallada de los Teoremas de existencia y unicidad de las
soluciones para dicho tipo de ecuaciones, que serdan interpretados en términos
curvas integrales de campos vectoriales suaves en el siguiente Teorema.

Teorema 2.8.9. Sea X wun campo suave en una variedad diferenciable M.
Para cada m € M ezisten ap, by, € RU{£o0} y una curva suave

Om ¢ (@m,bm) — M

que satisface las siguiente condiciones:
L 0 € (am,bm) ¥y om(0) =m.
1. 0, es una curva integral de X.

. Si v :(¢,d) — M es una curva suave que satisface las condiciones 1 y II
entonces (¢, d) C (am,bm) ¥ v = omlic,a)-

Para cada t € R, definimos X; con dominio

Dt:{mGM : te(amvbm)}v

para la cual

Xi(m) = om(t)
Iv. Para cada t € R, D, es un subconjunto abierto de M y
Up:=m
>0
V. X;: Dy — D_y es un difeomorfismo con inversa X _;.
VI. Dado m € M eziste una vecindad abierta de m y €, > 0 de tal forma

que la funcion

VX (—emyem) —> M (2.11)
(m/,t) ——= Xy (m') = o (1)
es suave.

VIL. Si t, s € R, entonces el dominio de X; o Xy esta contenido en Dsyt (en
el caso en el que s y t tengan el mismo signo entonces dichos conjuntos
coinciden). Ademds, en el dominio de X; o X,

XtOXs :Xs+t'
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Demostraciéon. Mostremos primero los incisos I, 11 y 111. Sea m € M. Sabemos
que existe o : (a,b) — M curva integral de X que satisface que 0 € (a,b)
y 0(0) = m (Teorema 4 de [Hurewicz|, pdgina 28). Notemos que si o1 :
(a1,b1) — M, o092 : (a2,b2) — M son curvas integrales de X que satis-
facen que 01(0) = 02(0) = m, entonces 0 € (ay,b1) N (az,b2) y por lo tanto
dicha interseccién es un conjunto conexo.

Consideremos A = {t € (a1,b1) N (az,b2) : 01(t) = 02(t) }, de modo que
0 € A y por continuidad es cerrado. Veamos que también es abierto, y con
ello concluiremos que A = (a1,b1) N (ag,b2). Gracias a los Teoremas 3 y 4
de [Hurewicz] (pagina 28), para todo t; € A existe una vecindad abierta de
to en la que hay una unica curva integral que pasa por o1(tg), es decir, existe
una vecindad abierta de tg contenida en (a1, b1) N (az2,b3) en la que o1 y o9
coinciden, de modo que A es abierto.

Denotemos como £, a la unién de intervalos en R que son dominios de
curvas integrales de X que pasan por m en 0. Como 0 pertenece a cada uno
de esos intervalos, £,, resulta un abierto conexo, es decir, existen a,,,b,, €
RU{ —00,00}, de tal manera que £,, = (am, bm).

Sea o0, la curva definida en £,, como
om(t) =o(t),

donde o es una curva integral de X que pasa por m en 0 y para la cual
t € domo. Por la construccién de £,, y el argumento previo, la curva o, esta
bien definida y satisface la condicién 111. Ademds es suave y resulta ser una
curva integral de X que pasa por m en 0, ya que localmente esta definida
mediante curvas integrales con esa propiedad.

Del Teorema 4 de [Hurewicz] se sigue que (J,o,D¢ = M. En el inciso VI,
la existencia de € > 0 y la vecindad abierta alrededor de m en M, se sigue
del Teorema 7 de [Hurewicz] (pdgina 29). La suavidad del mapeo 2.11 se sigue
del Teorema 9 de [Hurewicz] (pagina 29).

Mostremos el resultado enunciado en el inciso VII. Por definicién

domX;0 Xy ={meM :t€ (am,bm) ¥ 5€E (ay,1) bo,t)}-

Afirmamos que
(Ao (t)s Vo (1)) = (@m —t, by — 1) .

Para verificarlo consideremos o : (ay, — t, by, —t) — M curva que aplica
r +— o, (r +t). Notemos que o es suave y

6(r) =om(r+1t) = X(opn(r+1t)) =X(o(r)), (2.12)
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de modo que ¢ es una curva integral que satisface que o(0) = 0,,(t). Por el
inciso III se tiene que

(am — t, bm — t) g (aam(t), bo'm(t)> y Uam(t)|(am—t,bm—t) =0. (2.13)

Analogamente consideremos oq : (@, (+) + t, bo,, 1) +1) — M curva que
aplica r = 0, @(r —t). Como —t € (am —t,bm — 1) C (Ao, (t)s bo(t))s
entonces 0 € (ag,, () +t, by, (1) + 1), de modo que

00(0) = 05, (1 (—t) = 0(~t) = 0, (0) = m.

Como en 2.12 se concluye que o es una curva integral de X que pasa por m en
0, se obtiene que (ao,, (1) + 1, by, () +1) € (am,bm). De ahi, (a,,, 1), bs,. 1)) =
(@m —t, by —t) y de la igualdad 2.13 que para todo r € (ae,, (1) bs,. (1)),
O (t) (T) = U(t + T).

De esa manera, m € dom (X 0 X;) siy sélosi t, s+t € (am,bm), lo cual
implica que m € Dy1+. De tal forma que dom (X 0 X;) C Dsyy. Més atin,

Xs0Xi(m) = Xs(om(t)) = 05,1 (5)
=om(s+1t) = Xepi(m)

Supongamos que s y t tienen el mismo signo. Si m € Dy4y, por definicién
s+t € (am,bm). Si 0 < s,t, entonces 0 < ¢t < s+t Si s,t <0, entonces
s+t <t <0, concluyéndose en ambos casos que ¢ € (am,by,). De esa forma
se tiene que ¢, s+t € (am,bm), que es equivalente a que m € dom (X o X3).
De esa forma se tiene que dom (X o X;) = Dgyy.

Veamos ahora que Dy, es abierto para todo to € R. Si D;, = () entonces
resulta abierto. Supongamos que Dy, # (. Sea m € Dy,, que por definicién
significa que top € (Gm,bm). Supongamos que to > 0. Aseguramos que existe
>0y W C M abierto para el cual 0,,([0,t]) CW ¥y

W x(—e,e) ——=M (2.14)
(m/,t) ——— X, (m') = oy (1)

esta definida y es suave. Lo anterior se concluye del hecho de que 0,,[0,t]
es compacto ya que para toda m’ € o,[0,ty] existen W,,, C M vecindad
abierta de m’ y &,y > 0 para los cuales la funcién definida en 2.14 es suave, de
modo que {W,,, } forma una cubierta abierta de ¢,,([0,%o]). Considerando la
subcubierta finita Wi, ..., Wi, W=Ul; Wi, v e =min{em,,...,em, }
satisfacen las condiciones.
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Ahora construiremos una vecindad abierta de m que se quede contenida
en D;,. Sea n € N que satisface que ¢ = %0 < €. Por recursién definamos la
siguiente familia de funciones y subconjuntos de M

a = Xelw,  Wi=at(W),
ai:XC|Wi—17 Wi:ai_l(Wifl) siQéign.

Notemos que satisfacen las siguientes condiciones:

Para todo i € {1,...,n}, W, es una vecindad abierta de m, «; es suave
y W; C W;_1. Procederemos por induccién para verificar dichas propiedades.
Por un lado W) = o *(W) = W N XC_I(W), de modo que Wj es abierto
(pues a1 = X¢|w es suave) y esta contenido en W. Ademds m € W y thi
Xc(W)(m) =om(() € W. Sea 2 <1 < k < n. Supongamos que W; es vecindad
abierta de m contenida en W;_1, que «; es suave y que

l
Xt = ﬂ(Xz’)*l(W),

donde Xg denota la composicién de X j veces. Como Wi_1 C W, oy es
suave. Ademéis Wj = a,:l(W;f_l) = Wi_1 N XC_I(Wk_l) es un subconjunto
abierto de Wy_1, por lo que nos resta ver que es una vecindad de m. Para ello
basta mostrar que m € X ¢ 1(Wk_1), que se obtiene del hecho de que

X' (W) = X
A
(j

(kﬁ (XZ)_I(W)) N (ﬁ(Xg)‘l(W))

i= '

(Wi 0 X (W)
1 k-1

(x)~ ) X (N D))

A

I
D)

Il
—
<)

Il
—

,_.

~
||
N

k
N w).

Por el inciso Vv1I, Xé(m) = Xjc(m) = om(j¢) € W, para j € {1,...,k}
va que k < n.

Dado que para todo i € {1,...,n}, a;(W;) = ai(afl(Wi_l)) C W;_q,
considerando

h=(aroazo...0a,)|lw,
= Xg,Wl O"'OXC|Wn

= Xnclw, = Xiolw,, »
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se tiene que h = Xy |w, es suave (por ser composicién de suaves) y h(W,) C
ay(Wh) = al(ozl_l(W)) C W, esdecir Xy,(W,,) CW. Por ello, m € W,, C Dy,
y Xi,lw, es suave. Siguiendo un proceso andlogo se obtienen que si to < 0,
para todo elemento de Dy, existe una vecindad abierta totalmente contenida
en dicho conjunto y en la cual X, es suave.

Nos resta probar el inciso v. Notemos que Dy = M y Xg = idjy; es un
difeomorfismo. Al mostrar que para todo t € R, D; es abierto se obtuvo que
para cualquier elemento de D; existe una vecindad abierta en la que X; es
suave, de lo que se sigue que X; es suave en Dy.

Veamos que X{(D;) C D_;. Para verificarlo basta recordar que para to-
do m € Dy, =t € (am —t, by —t) = (G0, () bs,. (1)) De ahi se sigue que
Xi(m) = op(t) € D_t. De esa forma la composicion X_; o Xy : Dy — Dy
esta bien definida y ademds, por el inciso vil, X_; o X;(m) = Xo(m) = m.
Anélogamente se tiene que X; o0 X_; =idp_,, de manera que X; : Dy — D_,
es un difeomorfismo con inversa X _;.

Definicién 2.8.10. Un campo vectorial suave X en M es completosi Dy = M
para todo ¢ € R (es decir, dada m € M, o, tiene dominio (—o0,00)). En ese
caso el conjunto de transformaciones { X; } forma un grupo con la composicién
(véase la definicién 4.1.1), el cual es parametrizado por R. Dicho grupo recibe
el nombre de grupo uniparamétrico de X.

Si X no es completo, el conjunto de transformaciones {X;} no forma
un grupo con la composicién en el sentido anterior, ya que el dominio de la
composicion de sus elementos depende de la eleccion de los correspondientes
indices en R que los parametrizan. En ese caso nos referiremos a dicho conjunto
como el grupo local uniparamétrico de X.

Observacién 2.8.11. Si X es completo entonces la funcién

R —— { X¢ }er
s—> X,

es un morfismo de grupos, por el inciso VII del Teorema anterior.

En el caso de que una variedad sea compacta, cualquier campo vectorial
es completo. Para verificarlo retomemos la notacién del Teorema anterior y
pensemos que M es una variedad compacta. Supongamos que existe m € M
para el cual (am,bm) # (—00,0). Veamos lo que ocurre si b, < co. Dados
0 < s <t Dy C Dg, por la conexidad de los intervalos en los que estan
definidos las curvas integrales descritas. Gracias a la compacidad y al inciso
Iv, existe top > 0 para el cual Dy, = M, es decir que para cualquier m € M,
to € (@m,bm). Ya que para toda s € (am,bm), si om(s) = ms, el dominio de
la curva 0., €s (am — S,bm — 8) v su regla de correspondencia ¢ — oy, (t + 5),

to

basta elegir s = b, — % para contradecir el hecho de que #y esta en el dominio
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Capitulo 2. Calculo en variedades diferenciables

de la curva integral o,,,. En el caso de que —oo < a,,, basta notar que por
el Teorema anterior (en especifico, la existencia de las curvas integrales con
dominio en una vecindad del cero), se asegura que

Uu:M,

t<0

vy ya que dados s <t < 0, Dy C D; por la conexidad de los intervalos en los
que estan definidos las curvas integrales descritas, es posible encontrar ¢ty < 0
que satisface que D;, = M. Eligiendo s = a,, — %07 nuevamente se contradice
el hecho de que ty este en el dominio de la curva integral o,,_.

Un ejemplo de un campo vectorial que no es completo se obtiene al considerar

el plano sin el origen y el campo 8%1. Si consideramos a > 0, el dominio de la

curva integral descrita en el Teorema 2.8.9 que pasa por (a,0) es (—a,oc0).

La siguiente Proposicién nos sera de utilidad en la demostracion del Teorema
de Frobenius que se trata en la siguiente seccion.

Proposicién 2.8.12. Sea m € M? y X € X(M) que satisface que X,, # 0.
Entonces existe un sistema coordenado (U, p = (1,...,24)) alrededor de m
de tal forma que

0
(%i

Xy =

Demostracién. Sea (V,¢) sistema coordenado alrededor de m, con funciones
coordenadas 1, ...,Yq, que satisface

0

X = 7
m 8y1m

(Proposicién 2.5.7). Sin pérdida de generalidad supongamos que ¢(m) = 0.
Consideremos ¢ >0 y W' C M vecindad abierta de m, de tal modo que
(—g,e) x W —— M
(t, w) — Xi(w)

esta bien definida y es suave.

Notemos que 0 € p(W' NV) C R y o(W NV) es abierto. Denotando
como my a la proyeccién candnica de las dltimas d — 1 coordenadas de RY,
consideremos el abierto W = mo(@(W’' NV)) y definamos

T:(—e,e) x W — M,

parael cual 7(t,az,...,aq) = X¢(0 1(0,as,...,aq)) = T5=1(0,as,....aq) (). Notemos
que T es suave.
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Para todo i € {1,...,d}, si j >2

o Yo T(O + hej) —y; 0 T(O)

0)=1
8’!‘] ( ) h—0 h
i Y0 X009 0+ hej) — yi(m)
h—0 ) h (2.15)
_ gy Vi 0@ (p(m) + hei) — yi(m)
h—0 h
0
= @ (yi) = 6ij
] m
Para todo (t,asg,...,aq) € (—&,&) x W, denotando mg = (0, as,...,aq)
M(t,ag,...,ad) — lim yiOT(t+h7a27"'7a'd) —Yi OT(t,GQ,...7CLd)
ory h—0 h
=y Y° Tpo=1(mo)(t + ) = Yi 0 Tp=1(my) (1)
h—0 h
d(yl o Ugo*l(mo))

A OF
(2.16)

oT d(yioo ,— .
En particular a(yz )(0) W(O). De ese modo, para j > 2 y por las

igualdades dadas en (2.15)

(2] - 520

Por la igualdades expresadas en (2.16)

_ 9
m ayjm

0 ¢ Oy, oT) A O
dTO(arl ) 2. o Vol

i=1
d d(yz o O'm)
- ; dr 0) 6yl
d
-t (2]) =m0 =%,
_90
N ayl m

Por el Teorema de la funcién inversa, 7 es un difeomorfismo en U’ C (—¢,e)x W
vecindad abierta de 0. Por lo tanto (7(U’), (7]y+)™!) es un sistema coordenado
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alrededor de m. Denotemos 7(U’) como U y (7|y')~! como p, siendo sus
funciones coordenadas x1,...,xzq4.

Observemos que de las igualdades expresadas en (2.16) se obtiene que para
todo (t,as,...,aq) € U’

d
d(yioT) 9
2737"1 (t,ag,...,aq) 0,
1

0
dT(t o a (7’ )
T(t,az,..., ) or1 l(t,az,....aq)

.....

i T(t,az,..., aq)

d(y’ ° Uipfl(mo)) (0) i
dr yi

d .
= d(op1m))e (7 ],) = Gt mor©)

X(T(t,ag, .. .,ad)),

M=

1

.
Il

de tal forma que

) A
(t,az,..., aq) 8.T1

b
7(t,a2,...,aq)

0
X(7(t,az,...,a64)) = d7‘(t’a2 _____ aq) ((977‘1

con lo cual concluimos que X|y = %

U
|
Observacién 2.8.13. Veamos que la proposicién anterior implica la existencia
de curvas integrales en el siguiente sentido:
Dado X € (M) y m € M, si X, #0 entonces existe una vecindad abierta
U de m y una curva suave o :J CR — U para la cual 0 € J, o(0) =m y
o(t) = X(o(t)) (es decir, o es una curva integral).
La demostracion de esto es andloga a la hecha en la Proposicién 2.5.7. Considere-
mos (U, p) como en la demostracién de la Proposicién 2.8.12. Sea € > 0 tal que
(t,0,...,0) € p(U), para todo t € (—¢,¢e). Consideremos la curva o definida
en (—e,e) como o(t) = p~'(t,0,...,0). Dicha curva es suave y o(0) = m. Por
otro lado, para todo ¢y € (—¢,¢)

d
d 0
7 (T = 7‘ i )
o(to) ;dr to (wioo) 0x; lo(to)

de manera que para toda ¢ € {1,...,d}
d i —1(t h,0,...,0) —x; ~L(to,0,...,0
el (IZ‘OU):meop (0+ s Yy 7) Z;op (Oa ) a)
dr to h—0 h
0
= 5 x;) = 041 4
0z U(to)( ) !
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por lo cual d(tg) = = X, (ty)- Asf concluimos que o es una curva

Oz ‘U 1
(0)

La siguiente definicién analiza una relacién interesante entre dos campos
campos vectoriales de distintas variedades.

Definicién 2.8.14. Sean ¢ : M — N suave, X € X(M) y Y € X(N).
Decimos que X y Y estan -relacionados si dip o X =Y o1, es decir, el
siguiente diagrama conmuta

TMT@Z;>TN

Proposicion 2.8.15. Sean ¢ : M — N suave, X1, Xy € X(M) y Y1,Y5 €
X(N), tales que X; y Y; son t-relacionados (i € {1,2}). Entonces [X7, X1]
y [Y1,Y3] son ¢-relacionados.

Demostracién. Observemos que dado ¢ € {1,2}, para todo m e M y f €

Cotmy(N), la funcién X;(f o1p) esta definida en 1~ 1(dom (f)). De modo que

para todo p € ¥ ~!(dom (f))

(Xi)p(f o) = dipp(Xi)p(f) = (dip 0 Xi)(p)(f)
= (Yio)(p)(f) = (Yi(f) o) (p) ,

es decir, X;(f ov)=Y;(f)o. De esa forma
(Y1, Y2 0 ) (m)(f) = (Y1) (m) (Ya(f)) = (Y2) gy (Y1(f))

= (dyp 0 X1)(m)(Y2(f)) = (dip o X2)(m)(Y1(F))

= (X)m(Y2(f) 0 ¥) = (X2)m(Y1(f) 0 ¥)

= (X1)m (Xa(f 0 9)) = (Xo)m (X2 (f 0 9))

= [X1, Xo|m(f 0 ¥) = dipm ([X1, Xo]m)(f)

= (dy o [X1, Xo])(m)(f) »,

con lo cual concluimos que di o [X1, Xo] = [V1,Ya] 04, es decir, [X1,X0] ¥
[Y1,Ys] son y-relacionados.

]
2.9. Distribuciones

Enseguida veremos el concepto de distribucion que nos serd de mucha utilidad en
el capitulo 4. Esta nocién generaliza la idea de los campos vectoriales, pensando
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que al asociarle a cada punto de una variedad un vector tangente mediante
un campo vectorial, como consecuencia le asociamos el subespacio vectorial
generado por dicho vector.

También se presentara el Teorema de Frobenius que es el analogo del Teorema
de existencia y unicidad de curvas integrales.

Definicién 2.9.1. (Distribucién) Sea M? una variedad diferenciable y 0 <
¢ < d. Diremos que ® es una distribucion de dimension ¢ en la variedad M (o
una c-distribucién en M) si para cada punto m en M, ® elige un subespacio
de T,,M de dimensién c. Diremos que la distribuciéon ® es suave si para
toda m € M existe una vecindad abierta U de m y un conjunto de ¢ campos
vectoriales suaves { Xi,...,X.} que generan en cada punto de U a D, es
decir que para cada m’ € U, ©®(m’) = (X1(m’),..., X:(m'))r.

Usualmente denotaremos ©(m) como D,,.

Ejemplo 2.9.2. Como mencionamos previamente, la definiciéon de distribucién
es una generalizacién del concepto de campo vectorial. Para ser mas precisos, si
X es un campo vectorial en M que no se anula, podemos considerar D x que
mapea m — (X,,)r. Més aun, si X € X(M) entonces Dx es una distribucién
suave de dimensién 1.

Diremos que un campo vectorial X en M es una seccion de la distribucion
® si para todo m € M, X,, € ©,,. Lo anterior se denotard como X € D.

Las siguientes definiciones nos ayudaran a enunciar el mencionado Teorema
de Frobenius.

Definicién 2.9.3. (Distribucién involutiva) Sea M variedad diferenciable.
Diremos que una distribucién suave ® es involutiva (o completamente inte-
grable) si dados cualesquiera X, Y € X(M) secciones de ®, [X,Y] es una
seccion de D.

La definicién anterior coloquialmente nos dice que una distribucién es invo-
lutiva si sus secciones son cerradas bajo el corchete de Lie.

El siguiente concepto es una generalizacion de curva integral, como se mues-
tra en el ejemplo 2.9.5.

Definicién 2.9.4. (Variedades integrales) Sea © en M, decimos que la
subvariedad (N,1) de M es una variedad integral de la distribucion D si para
todo n € N

d"/}n(TnN) = gw(n)

Ejemplo 2.9.5. Consideremos X € X(M) que no se anulaen M y Dx como
en el ejemplo 2.9.2. Dada m € M, por la observacion 2.8.13 podemos encontrar
una vecindad abierta U C M de m y o :J CR — U una curva integral de
X, que es inyectiva y pasa por m en 0. De modo que (J, o) es una subvariedad
de M vy para cualquier tg € R
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o))~ (oo (i
Tt/ & dr

dgto (Tto J) = doto << d
= (X(o(t0)))r = D(o(to))

s

concluyendo asi que (J, o) es una variedad integral de D x.

Veremos que a diferencia del Teorema 2.8.9 que nos asegura que para todo
campo suave existen curvas integrales, no cualquier distribucién suave tendra va-
riedades integrales. De hecho veremos que una condicién necesaria y suficiente
para asegurar la existencia de variedades integrales es que la distribucién sea
involutiva.

Proposicion 2.9.6. Sea ® una distribuciéon suave en M que satisface que
para cualquier punto en M existe una variedad integral que pasa a través de
él. Entonces ® es involutiva

Demostracién. |

Los siguientes lemas nos seran de utilidad en la demostracién del Teorema
de Frobenius, que es retomada del articulo de [Lundell]. Otra demostracién
interesante de dicho Teorema puede ser consultada en [Warner]. .

Lema 2.9.7. Sea ® una c-distribucién suave en M? y m € M. Entonces
existen un sistema coordenado (V) p) alrededor de m, con funciones coorde-
nadas x1,...,2q, ¥y {X1,...,Xc} € X(U) una base local de ® que satisface
que para toda j € {1,...,c},

. bz
] axj +Z;l Ja

donde b;; € C=(V).

Demostracién. Sean ( ,p) sistema coordenado con funciones coordenadas
Z1,...,xq talque m eV, y {Yq,...,Y.} C %(V) el cual genera a © en V.
Como { (Y1)m,---» (Ye)m } es un conjunto hnealmente mdependlente se puede
extender a una base agregando elementos de { T | . aLd | }. Sin pérdida
de generalidad podemos suponer que

{(Yl)m7...,(n)m7ij i] !

8x0+1 m 6xd m

m’ "’

es una base de T,,M, ya que por el Teorema de la funcién inversa cualquier
reordenamiento de 1, ...,x4 origina un sistema coordenado (Corolario 2.5.3).

Consideremos
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G
Y =D aug
i=1 4

donde a;; € C(V), i€ {1,...,d}, j€{1,...,c}. Sea A= () la matriz
de d x d definida como

a;j 1<i<d, 1<j<c
a;; =40 1435, j>c
1 i=j, j>c.
Por la suavidad de las a;;, existe V C V vecindad abierta de m para la cual

la matriz A es invertible con inversa A~! = (&;;), donde &;; € C°°(V) para
,7€{1,...,d}.

Dado j € {1,...,c¢} definamos

Xj = XC:&'”Y; .
i=1

De tal manera que

a ° 9
o5, ~ LW X gy

i1=c+1

a )

i=c+1

Tomando b;; = —ay; para j € {1,...,¢}, i € {c+1,....d} y p = plv
concluimos el resultado.

Lema 2.9.8. Sea D una c-distribucién involutiva en M? y m € M, entonces
existe U C M vecindad abierta de m y {Xy,...,X.} C X(U), base local de
D, de tal forma que [X;, X;] =0, i,j € {1,...,c}.

Demostracién. Consideremos (V,p) y { X1,...,X.} como en el Lema ante-
rior. Por la Proposicién 2.8.4 inciso 1v, para cualesquiera i,j5 € {1,...,c}

62



2.9. Distribuciones

g 9 PR
050 = (g0 32 b ] | 22 b
l=c+1 l=c+1
~ (.9 9 o 0
= 121({31‘1‘7 blj%} + {bliail‘l, £}> (2.17)
d 5 5 5
B l_;l(axi(b”) - %(%)) o2
Como D es involutiva, existen aq,...,a. € C*®(V) tales que
(X, X;) = iarXT
le a ) ) a
- ;‘“877, + ; lzglarblra—xl (2.18)
c P d c 5
Zar% + Z (Zarbl’,«) a
r=1 I=c+1 r=1
De las igualdades 2.17 y 2.18 se tiene que a; = ... = a. = 0. Por lo tanto

[X;, X;] =0 para cualesquiera i,j € {1,...,c}.
|

Teorema 2.9.9. (Teorema de Frobenius) Sea © una c-distribucion suave
en M?. Si dicha distribucién es involutiva entonces para cualquier m € M
existe una variedad integral de ® que pasa por m. Mds aun, existe un sistema
coordenado cibico (U, = (x1,...,24)) centrado en m cuyas rebanadas de la
forma

zi=ri(a) acp), ief{c+1,...,d}

son variedades integrales de ®©, que satisfacen que dada (N,), variedad in-
tegral conexa de © para la cual »(N) C U, existe una rebanada en la cual la
imagen Y(N) se queda completamente contenida.

Demostracién. Primero se analizard la existencia. Observemos que basta mostrar
que existe un sistema coordenado ciibico centrado en m (U, ) con funciones
coordenadas z1,...,xq de tal forma que para todo p € U,

0 d
p>R’

Ox1lp 7 Oz,
pues con ello toda rebanada S de U determinada como

D(p) = (
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Capitulo 2. Calculo en variedades diferenciables

zi=ri(a) a€plU),iec{c+1,...,d}

es un encaje de M, ya que (21ls,...,Zc/s) es un difeomorfismo de S sobre
R¢, el cual satisface que para todo p € S

(Gl ) =, e

Por lo tanto

dis(T,S) =D(p) =D(is(p))-

Procederemos por induccién sobre ¢. Si ¢ = 1, consideremos X € X(M)
que genera a ® en V, una vecindad abierta de m. Como X,, # 0, la Proposi-
cién 2.8.12 asegura que existe (U, ) sistema coordenado ctbico centrado en

m, con funciones coordenadas x1,...,xq que satisface que U CV y
0
Xy =—| .
Oxq lu

Supongamos que el resultado es valido para 1 < ¢—1. Sea ® una c-distribucién
involutiva. Consideremos U C M vecindad abierta de m y {Xi1,...,X.} C
X(M) de tal forma que genera a ® en U y satisface que para cualesquiera
i,je{l,...,c}, [Xi,X;] =0 (Lema 2.9.8). Por la hipotesis existe un sistema
coordenado ciibico centrado en m (ﬁ, ©), con funciones coordenadas 1, ..., Z4,
de tal manera que Ucul, y para todo p € U

D) = {(X)py -, (Ko )y = { 0 LDR.

0z, p’ Y O0rc—1

Ya que para toda i € {1,...c—1}, 6%,' = Z;: b;X;, donde b; € C’°°((7),
entonces de la Proposicién 2.8.4 inciso 1V se sigue que

P c—1
[%X} = ;[ijjaXc}
c—1
= Z(b][XJ,XL] - Xc(bj)X])
j=1
’ c—1
j=1

de modo que [8%1, Xelp € (X1)py -, (Xe1)p)r = (a%l\p, ey %MJR para
todo peU.
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Considerando que X, = Zl 10l a , donde a; € C°°(U), analogamente a

como se obtuvo antes, se sigue que para toda ie{l,...,c—1}
o] = S [ ]
- (e ] )
S22

1

De modo que %(al) =0 en U para i € {1,...,e—=1} y l €{c,...,d},
o lo que es lo mismo, a(a,w D=0 en PU) para i€ {l,....c—1} y l €
{¢,...,d}. Gracias a ello conclulmos que a; o @ *
primeras ¢ — 1 entradas, es decir que para cualesquiera z, ' € @(ﬁ) que
satisfacen que m.(z) = m.(z'), donde 7. es la proyeccién canénica de G(U)
sobre las ultimas ¢+ 1 coordenadas, se tiene que

es independiente de las

a0 Hz) =a 0@ () (2.19)
Consideremos Y € X(U) definida como

c—1 o d 9
Y = Xc 721(1287% = Zalaixz .

De modo que para cualquier p € U

0 0
D) = ((X1)ps s (Xoo1)ps (X :<— g ,Y>.

0) = (X0 Ko (XDpdr = (5| oo o] o)
Veremos que es posible encontrar (U, ) sistema coordenado ciibico centrado
en m, con funciones coordenadas z1,...,2q, que satisfaga que

88 = 88 1<ig<e—-1

gt vi (2.20)
=Y

0z,

con lo cual habremos concluido la parte de la existencia.
Sea 7. la proyeccién canoénica de 45(17 ) sobre las primeras ¢—1 coordenadas.
Denotemos como m.(3(U)) = Sy v 7e(@(U)) = Sy, de modo que Sy x Sy =
(U) Sea Y el campo vectorial definido como

65



Capitulo 2. Calculo en variedades diferenciables

donde ig, : So — @(U). Por la Proposicién 2.8.12 existe un sistema coorde-
nado ctbico (V,p = (uc,...,uq)) en Sy centrado en 0 de manera que

Yy =

Ou,

Consideremos
ipr:§QXV—>§0XSO,

el cual es un difeomorfismo. De ahi que la funcién

p=(idxp)od: 3 (S x V) — So xS

es un mapeo coordenado. Denotando sus funciones coordenadas como z1,. .., zq,
se tiene que para todo p€ g Sy x V) =U, f € Ce (M)

L Siie{l,...,c—1},

D[ Ofodo(idxp) )

5o ()= o (¢(p)

=T D G = 2| )

a.l‘i P

1. Por la igualdad 2.19

0|, O(fodlo(idxp )
5ol ()= o ()
_ 0 051
d P
= wop o ismE) g, (Fov™)
d P
_ (2 0w-!
‘E‘“(p’am’m)(f o)

’ 9
=Y a)y|
=%, (/)
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Por lo tanto hemos concluido que el sistema coordenado ctibico (U, @) alrededor
de m satisface las condiciones expresadas en 2.20.

Ahora veremos que para cualquier variedad integral conexa de ® contenida
en U, hay una rebanada que la contiene.

Sea (N,v) una variedad integral conexa de D tal que ¥»(N) CU. Si 7
es la proyeccion candnica de U sobre las tltimas ¢ coordenadas, se tiene que

para toda p € U, d(mo ), anula a D(p), de esa forma dado n € N, como
di, (T, N) =D (¢p(n)) entonces

d(mopor)), =0

Como N es conexo, se sigue del Teorema 2.2.5 que 7 o ¢ o1 es un mapeo
constante, por lo cual ¥(N) esta completamente contenido en una rebanada.
|

En el siguiente Teorema se muestra como las variedades integrales de dis-
tribuciones involutivas tienen la propiedad de que todas las funciones suaves
que se factorizan a través de ellas, lo hacen mediante funciones suaves (véase el
comentario de la seccién 2.6 previo al Teorema 2.6.2).

Teorema 2.9.10. Sea (P,1)) variedad integral de una c-distribucion involutiva
D en M* y ¢ : N — M wuna funcidn suave que se factoriza a través de
(P,y), es decir, ¢(N) C p(P). Entonces la unica funcién ¢g : N — P que
hace conmutar el siguiente diagrama

N\—¢>M

~
b0 >
N

¥
P

es continua (y por lo tanto suave, segin el Teorema 2.6.2).

Demostraciéon. Consideremos p e Py n € ¢51(p). Sea V C P una vecindad
abierta de p. Veamos que existe U C N vecindad abierta de n que satisface
que ¢o(U) C V. Como P es una variedad integral de ®, por el Teorema
de Frobenius existe ([7 ,) sistema coordenado ctbico centrado en ¥(p), con
funciones coordenadas x1,...,z4, de tal forma que V= w’l(ﬁ) NV es una
variedad integral de ® cuya imagen bajo 1 se queda completamente contenida
en S, larebanada de (U, ) definida como

l’c+1:...:1‘d:0

(observacién 2.1.5). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que w(IN/) =5,
pues la dimensién de la rebanada de S es la misma que la dimensién de P,

67



Capitulo 2. Calculo en variedades diferenciables

siguiéndose del Teorema de la funcién inversa que 7 o ¢ es una difeomorfis-
mo local alrededor de p, donde 7 denota a la proyeccién de las primeras c
coordenadas de U. Por ello podemos elegir W C U, de tal forma que (W, ¢|w)
es un sistema coordenado ctibico centrado en p y la imagen bajo 3 de la va-
riedad integral ¢ 1(W) NV es SN W.

Sea U la componente conexa de gb_l(ﬁ) que contiene a n, de modo que
U es abierto y ¢(U) se queda completamente contenido en una componente
conexa de ¥(P) N U. Como podg=0¢ y ¥(p) = ¢(n), basta mostrar que las
componentes conexas de ¥(P)N U se quedan completamente contenidas en las
rebanadas de (ﬁ, ©) para concluir que ¢o(U) C V.

Como P es segundo numerable, la cantidad de componentes conexas de
¥»~1(U) es numerable, ademds de que cada una de ellas es una variedad integral
de © cuya imagen bajo ¢ se queda contenida en U. De ese modo Y~ U)) =
PY(P) N U se queda completamente contenido en una cantidad numerable de
rebanadas de ((7, ©), de lo cual se sigue que cada componente conexa de Y(P)N

U se queda contenida en alguna rebanada de (U, ).
[ ]

Definicién 2.9.11. Diremos que una variedad integral conexa (N,®) de una
distribucién ® en M es una variedad integral mazimal si dada cualquier otra
variedad integral conexa (No, 1) de © para la cual (N) C ¢o(Ny), entonces
PY(N) = 1po(Np). Es decir, ¥(IN) no es subconjunto propio de la imagen de otra
variedad integral conexa de ©.

Teorema 2.9.12. Sea ® una c-distribucion suave e involutiva en M. Entonces
para cada m € M existe una unica variedad integral mazimal de ® que pasa
por m. Ademds, la imagen de cualquier variedad integral conexa de © que pasa
por m estd contenida en la imagen de dicha variedad.

Demostraciéon. Primero veremos la existencia de dicha variedad integral. Sea
m € M y K el conjunto de elementos en M que satisfacen que existe una
curva suave a trozos que los une a m y cuyos vectores tangentes se encuentran
en ©. Como K es conexo por trayectorias, resulta conexo. Afirmamos que K
recibe una estructura de variedad diferenciable de tal forma que es la variedad
integral de buscada.

Como M es segundo numerable, por el Teorema de Frobenius existe { (U;, p; =
(@%,...,2%)) hien familia de sistemas coordenados cibicos de tal forma que
{U; }ien es una base de M y para toda ¢ € N la rebanada (U, ;) definida
como

zp=mra) a€(U;), c+1<I<d (2:21)

es una variedad integral conexa de ®, de manera que existe un subconjunto de
{U; }ien que cubre a K. Sin pérdida de generalidad supongamos que m € Up.
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Observemos que para todo i € N, las rebanadas de U; descritas como en
(2.21) tienen imagen convexa en R? bajo ;. Asi, para cualesquiera x1, 2o € M
que pertenezcan a la misma rebanada de Uj;, el segmento p : [0,1] — ¢;(U;)
definido como p(t) = tw;(w2) + (1 — t)¢(x1) nos da una curva suave ¢; ' op
que va de x; a x2 y que se factoriza a través de la respectiva rebanada que
contiene a r1 y T2, de manera que sus vectores tangentes se encuentran en 2.
De esa forma, si p € K existe i, € N para el cual p € U;,. Denotando S;, a
la rebanada de U;, a la cual pertenece p, se tiene que S5;, C K.

De esa forma la familia £ formada por las rebanadas de los abiertos U;
que intersectan a K, es base para una topologia en K. En particular la fami-
lia {(Si,,¥i,ls;,) }pex indica que dicha topologia es localmente euclidiana y
ademds induce una tnica estructura diferenciable (observacién 1.1.4).

Con dicha topologia K es Hausdorff ya que para todo p € K, S; tiene
la topologia relativa inducida por M, siguiéndose de ahi que para cualesquiera
p,q € K distintos existe V,,V, C M vecindades abiertas y ajenas de p y ¢
respectivamente, de modo que V, N S;, y V,NS;, son vecindades abiertas y
disjuntas de p y q en K.

Veamos que K es segundo numerable para concluir que es una variedad

diferenciable. Para ello mostraremos que para todo k € N, Uy tiene a lo més
una cantidad numerable de rebanadas contenidas en K, concluyendo de ello
que la familia £ es numerable. Para mostrarlo nos sera de utilidad la siguiente
afirmacién:
Afirmacion Para cualesquiera k,j € N, una rebanada de U; intersecta a lo
mds una cantidad numerable de rebanadas de U;. Sea S una rebanada de Uj,
SNUj; esun abierto de S con a lo mas una cantidad numerable de componentes
conexas (a causa de que S es segundo numerable), cada una de las cuales resulta
ser una variedad integral de © contenida en U; y por lo tanto en una rebanada
del mismo abierto. De esa forma S intersecta a lo méas una cantidad numerable
de rebanadas de Uj.

Sea k € N y supongamos que KNUg # (0. Sea mg € KNU, y p:la,b] —
M una curva suave a trozos que une a m con mg y cuyos vectores tangentes
estan en ©. Como pla,b] es compacto, existe una sucesién finita

Uiy = Uo, Uiy - .., Ui, = Uy, (2.22)

que forma una cubierta para p[a,b] y para la cual existe una sucesién a = ag <
a1 < ... < ap < apy1 = b de tal forma que [a;,a141] CU;;, 1€ {0,1,...,n}.
Como plg;,a,,,] satisface que para todo a € [a;, a;41]

p|[az,az+1](a) = p(a) €D,

entonces d(7. © @i, © plia;,a,,,)) = 0, donde m. es la proyeccién canénica de
las dltimas ¢ coordenadas de Uj;,. Por ello pla;, ait+1] se queda contenido en
una rebanada de U;,. En particular, p[ag,a1] se queda contenido en S,,, la
rebanada de Uy que contiene a m.
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Ya que p es continua, dado | € {0,...,n} las rebanadas que contienen a

pla,b] en U;, y Us.,,, se intersectan.

De lo anterior se sigue que toda rebanada S de U, contenidaen K determina
al menos una sucesién de abiertos como la expresada en (2.22), y que dada al-
guna sucesion con dichas propiedades, S intersecta al menos una rebanada del
penultimo abierto de la sucesion, que también esta contenida en K. Como hay
a lo més una cantidad numerable de sucesiones como la expresada (2.22), las
cuales satisfacen que existen curvas suaves a trozos pasando a través de ellas
que comienzan con m y terminan en un punto de Uy N K y cuyos vectores tan-
gentes estan en ®, y para cualesquiera i,j € N, una rebanada de U intersecta
a lo mds una cantidad numerable de rebanadas de Uj;, se sigue que U}, tiene
a lo més una cantidad numerable de rebanadas contenidas en K, y con ello K
es segundo numerable.

Dado que {S;, }pex es una cubierta abierta de K y forma una familia de
encajes con la inclusién, (K,ix) es una subvariedad de M. M4s atin, para todo
peK,

dig(T,K) = dis, (T,S;,) = Dy

resultando una variedad integral de ©.

Sea (N,¥) una variedad integral conexa de © tal que ¥(n) = m, para
alguna n € N. Sea p € U(N). Como N es conexa y localmente euclidiana
existe una curva suave a trozos v : [a,b] — N que va de n a ¥~1(p). De esa
forma W o~ es una curva suave a trozos que va de m a p y ademds para todo
¢ € la, b

d .
1o G ) = 4006 € Dun.

de modo que p € K y por lo tanto U(N) C K.

Resta tan sélo verificar la unicidad de dicha variedad integral. Sea (P, ®)
variedad integral maximal de ® que pasa por m. Por la propiedad de K
mostrada previamente, ®(P) C K. Por la maximalidad de (P, ®), ®(N) = K.
De esa forma existe una funcién biyectiva ®g: P — K la cual hace conmutar
el siguiente diagrama

Al

M
~
~ .
~ iK
Do >
K

Por el Teorema 2.9.10, ya que (K,ix) y (P, ®) son variedades integrales de
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D, dy y <I>51 son suaves. Por lo tanto, (K,ix) y (P, ®) son equivalentes,
concluyéndose con esto la unicidad.
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Capitulo 3

Formas diferenciales.

3.1. Producto tensorial y producto exterior

En esta parte definiremos produto tensorial y producto exterior para el caso
particular de espacios vectoriales, ademéas de algunas propiedades que resultan
ttiles en el capitulo de formas diferenciales. La generalizacién de dichos concep-
tos puede ser consultada en [Rotman2].

En lo siguiente F' serd un campo y U, V y W denotardn F-espacios vec-
toriales.

Consideremos F(V,W) el F-espacio vectorial libre generado por V x W, el
cual se obtiene al identificar V' x W con la base candnica del F-espacio vectorial

@Flv

lea

siendo « igual a la cardinalidad de V x W. De esa forma resulta ser un F-
espacio vectorial que tiene como base a V x W y por lo tanto es el conjunto de
combinaciones lineales con coeficientes en F' de elementos en V x W. Gracias
a esto, para todo F-espacio vectorial U y toda funcién h: V xW — U existe
un unica unica transformacién lineal h : F(V,W) — U de tal forma que el
siguiente diagrama conmuta

VxW—— > F(V,W)
//
h }//;L

donde i es la inclusién de V. x W en F(V,W).

Definicién 3.1.1. Sea J el subespacio vectorial de F(V, W) generado por los
elementos de la forma
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(v1 + v, w) — (v1,w) — (v2,w)
(v, w1 + wa2) — (v, w1) — (v, w3)
r(v,w) — (rv,w)

r(v,w) — (v, rw),

para v,v1,v2 € V, w,wi,we € W y r € F. Llamaremos producto tensorial de
V y W al F-espacio vectorial F(V,W) /J y lo denotaremos como V @ W.

Dado un elemento (v,w) € V. x W C F(V,W), denotaremos a su clase en
V®W como v®w. De esa forma, para cualesquiera v,vy,ve € V, w,wy,ws €
WyrekF

(N +v2)QW=v1 QW+ v QW
v® (w1 +w2) =v@wi +vQws

rv@w)=rv@w=vQrw.

De la definicién y de las igualdades anteriores se obtiene que V®@W satisface
la siguiente propiedad universal:
Dada una funcién bilineal f : V x W — U existe una tnica funcion lineal
VW — U que hace conmutar el siguiente diagrama

V xW

VoW

donde @5 es la funcidn bilineal que aplica (v,w) — v ® w.

Del hecho de que el diagrama conmuta y de la linealidad de f se sigue que
para cualesquiera v; € V 'y w; € W, f(zjzl a; V; Q@ wy) = Zle a; f(vi, w;).

Observacién 3.1.2. Si f; : Vi — Vo y g1 : Wi — W5 son funciones lineales,
el mapeo bilineal de V; x Wi en Vo @ Wy que mapea (v,w) — f1(v) @ g1(w)
induce un unico mapeo lineal f; ® g1 que satisface la propiedad universal del
producto tensorial y por ello para cualesquiera v; € V' y w; € W,

(f®g) (i“i ®wi) = if(vi) ® g(w;) -

Se sigue directamente que si fo : Vo — V3 y g9 : W — W3 son funciones
lineales,
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(f2®g2)0(fi®g) =faofi®gaogr.

De ese modo, en el caso de que f; y g1 son isomorfismos f; ® g; también
resulta un isomorfismo.

Lema 3.1.3. Sean V y W F-espacios vectoriales dimensionalmente finitos.
Entonces

dim (Ve W) = (dimV)(dimW). (3.1)

Mis atn, si 8 ={v1,...,v,} esunabasede V 'y v={wi,...,wy,} es una
base de W, entonces )\:{vl®wj :1<1<n,1<j<m} esuna base para

VeoWw.

Demostracién. Sea o : V* x W — Hom (V, W) la funcién bilineal para la
cual, dado v € V, a(f,w)(v) = f(v) w. Por la propiedad universal, este mapeo
bilineal induce una funcién lineal & : V* @ W — Hom (V, W) que satisface
para cualesquiera f; € V* v w; € W, dado v € V

d(ifi ®w)(v) = 2:1) HOS

Afirmamos que @ es un isomorfismo. Sean [ y < como en las hipdtesis, y

B ={fi,.-sfu} vy v ={9g1,...,9m } sus respectivas bases duales. Si h €

Hom (V, W), entonces h(v) = >.I*, g; o h(v)w; para toda v € V. De esa
~ m ~ .

manera &(> ., ;(g; o h) ® w;) = h, por lo que & es suprayectiva.

El conjunto X:{fl®wj :1<l<n, 1<j<m} generaa V*Q@W, ya
que para todo Zg:1 ai(hi ® z;) eV W,

d n o m d
Zaz(hz ® 2’7,) = ZZ (Zaihi(vl)gj (Zz))fl ® wy .
i=1 I=1j=1 i=1

Observemos que @(A) es una base de Hom (V, W) gracias a que la dimensién
de Hom (V, W) es igual a (dimV)(dim W) y para todo h € Hom (V, W),

h= "% (g50h(w) frw;) = > g;0h(v)alfy @ w;).
I=1j=1 I=1j=1

Como un subconjunto de A es una base de V* @ W y 07(5\) es una base de

Hom (V, W), se tiene que & es inyectiva. Por ello A es una base y
dim (V@ W) = (dim V*)(dim W) .
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Considerando el isomorfismo f:V — V* que mapea v; — f;, obtenemos
el isomorfismo f ® idy, que satisface que (f ® idw)(A) = A, de tal forma que
A es base de V@ W y se satisface la igualdad (3.1). |

De la propiedad universal del producto tensorial obtenemos que V@ (W ®U)
es isomorfo a (V @ W) ® U mediante la aplicacién canénica v ® (w ® u) —
(v ® w) ® u. Asi, por recursién, definimos el producto tensorial de n espacios
vectoriales @), V; = V4 ® ... ® V,. Por induccién se muestra que @, V;
satisface la siguiente propiedad universal:

Dada una funcion multilineal f: V3 x ... xV, — U existe una unica funcion

lineal f:V ®&...0V, — U que hace conmutar el siguiente diagrama

Vix...xV, on Vi®...0V,
\ A/ - f
U
donde ¢, es la funcidn bilineal que aplica (v1,...,0n) — V1 ® ... Q Up.

Definicién 3.1.4. Llamaremos espacio tensorial de tipo (r,s) asociado al es-
pacio vectorial V' a el producto tensorial V., definido como

Qi e @V
i=1 j=1

donde V; =V y V¥ =V* paraie{l,....,r} y je{l,...,s}.

Considerando Vy 9 = F, la suma directa

(V)= P V..

r,sE€N

es un espacio vectorial sobre F y recibe una estructura de F-4lgebra graduada !,
no conmutativa y asociativa con respecto a la multiplicacion ® para la cual
dados V1 =1 ® ..V, @ f1®..Qf, EVisy VIH=U®...0U, VG ®
@ Gsy € Vigss,

MOV =01Q..00, QU ®...0U, R f1R...0f, g1 D ... ® gs, ,

que es un elemento de V;. 4r, s, +s,. Dicha F-algebra graduada recibe el nombre
de dlgebra tensorial de V' y sus elementos son llamados tensores. Si v € V. 5

1Si A es un F-slgebra, diremos que es un F-dlgebra graduada si existe una familia
{ Ay, }nen de F-espacios vectoriales que satisfacen que A = @penAn, 1 € Ag y para cua-
lesquiera n,m € N, (Ay)(Am) C Ap4m. La generalizacién de este concepto para R-mdédulos
puede encontrarse en [Rotman2]
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3.1. Producto tensorial y producto exterior

entonces es llamado tensor homogéneo de grado (r,s). Si dicho tensor ho-
mogéneo es de la forma

U1®...®U7«®f1®...®fs,

es llamado tensor homogéneo descomponible.

Denotemos como C(V) a @
duada de T'(V).

Sea I(V) el ideal bilateral de C'(V') generado por los elementos de la forma
v ®@v. Observemos que I(V) =@,y [n(V), donde

nen Vn,0, la cual resulta una subdlgebra gra-

IL,(V)=I(V)NV,0.

Dado n € N, denotaremos como A, (V) al espacio vectorial V, o/I,(V).
Si vy ®...Q0v, € V,0, denotaremos su clase de equivalencia en A, (V) como
v A ... Avp. Yaque In(V) = (V) = {0}, diremos que Ag(V) = F y
MV)=V.

Observacién 3.1.5. Sea J(V) el ideal generado por los elementos de la forma
v @ w + w ®wv. Observemos que J(V) C I(V).

Sean v,w € V, entonces

1RV vRUWHwRvtwuw=(v+w)® (v+w)e V),

de lo que se sigue que v@w+w®v € I(V) y por ello, J(V) C I(V). Sila
caracterfstica de F es distinta de 2, se obtiene la igualdad ya que 2(v @ v) €
J(V) y como 2 es unidad en F' entonces v®uv € J(V), con lo que se concluye
que J(V)=1I(V).

Por ello podemos concluir que para todo elemento vy A ... Av, € Ap(V), si
je{l,...,n—1}

1}1/\.../\’Uj/\Uj+1/\...AUn:UlA...AUj+1AUj/\.../\Un.
Ma4s adelante veremos la relacién que hay entre A, (V) y el dlgebra exterior

de V. Mientras tanto se analizan algunas de las propiedades bésicas de A, (V)
que nos seran de gran utilidad.

Al igual que el producto tensorial de V, A, (V) satisface una propiedad
universal. Para enunciarla es necesario introducir un nuevo concepto.

Definicién 3.1.6. (Mapeo multilineal alternante). Un mapeo multilineal

Vix...xV, —=W,
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Capitulo 3. Formas diferenciales.

donde V; = V para toda ¢ € {1,...,n}, es alternante si para cualesquiera
V.., 0 €V y o €S, 2,

h(Vo(1), -+ Vo(ny) = sig(a)h(vi, ..., vp) . (3.2)

Dado F € N denotaremos como Ag(V) a el conjunto de funciones alter-
nantes h:V; x ... x Vi, — k, donde V; =V para toda 7 € {1,...,k}. Por
conveniencia consideraremos Aoy (V) = F.

Ejemplo 3.1.7. Si V; = V para todo i € {1,...,n}, verifiquemos que la
funcién @, : Vi x ... x V,, — A, (V) que aplica (v1,...,05) — V1 A ... AUy,
es multilineal alternante.

Si o es una transposicién simultdnea, es decir o = (i i+ 1) 3 para i €
{1,...,n—1}, entonces dado v1 A...Av, € Ap(V) por la multilinealidad del
producto tensorial

0:111/\.../\(vi+vi+1)/\(vi+vi+1)/\.../\vn
:1}1/\.../\1}1‘_1/\UZ‘/\Ui+1/\Ui+2/\.../\Un
+1}1/\.../\Uifl/\UiJrl/\Ui/\Ui+2A...AUn,

es decir, @(Vo(1)s---»>Vo(n)) = Vo) N+ AVg(n) = —V1 A ... AVp.

En caso de que 7 sea una transposicién simultanea, si w; = vq(;) se obtiene

Wn(v'ra(l)» .. '7v7'0'(n)) = @n(w‘r(l)v cee 7w'r(n))
=—wW1 A AWy = —Vs1) N A Ug(n)
=v A...Av, =sig(To)(vi AL Avy).

Se sigue por induccién sobre el niimero de transposiciones simultaneas que para
todo v € S,, producto de transposiciones simultdneas, h(%u)y ... 71)Ay(n)) =
sig(y)(v1 A v .o Aup).

Supongamos que o = (i j), donde i < j. Observemos que

o=(i i—1)(i+1 i+2)...(j—1 j—2)
(5 j—1)(G—1 j=2)...(i+1 i+2)(i i—1),

de modo que es producto de 2(j — i) — 1 transposiciones simultdneas. Como
toda permutacion es producto de transposiciones, se sigue el resultado.

2Denotaremos al grupo de permutaciones del conjunto {1,...,n} como S, y como sig
al morfismo de grupos de S, en Z? que asocia a cada elemento de S, su signo.

3En adelante p = (fm  im—1 ...1%2 1) denotard al elemento de S, que satisface que
p(ix) =ig41 si ke {1,...,m—1}, p(im) =1 y es la identidad en cualquier otro elemento
de {1,...,n}.
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3.1. Producto tensorial y producto exterior

La propiedad universal de A, (V) se obtiene a partir de la propiedad univer-
sal del producto tensorial y del hecho de que I(V') esta contenido en el kernel
de todo mapeo multilineal:

Dada una funcion multilineal alternante f:Vix...xV, — U, donde V; =V
para i € {1,...,n}, existe una unica funcion lineal fe A (V) — U que hace
conmutar el siguiente diagrama

Vi x...xV, An(V)
Ve
\\7\\\\ %//f~
U
donde @, es la funcion multilineal alternante que aplica (vy,...,v,) — v1 A

FRVANL Vo

Observacién 3.1.8. Por la propiedad universal de A, (V'), existe una corres-
podencia biunivoca W, : (A,(V))* — A,(V), a saber la que asigna f €

(An(V))* a fop, € A, (V). Dicha correspondencia es un isomorfismo.

Lema 3.1.9. Si V es un F-espacio vectorial de dimensién finita d y § =
{wv1,...,v4} esunabasede V y n >1 entonces

Bn=Avi, ANe..Av, tv, €0y i1 <...<ip}

es una base de A, (V).

Demostracion. Por el Lema 3.1.3 sabemos que el conjunto

)\n:{Ui1®---®Uz‘n : 'Uik,Eﬁ}

es una base para Vj o.

Denotemos como J al conjunto que consta de v;, ®...®v;, que satisfacen
que v;, = v;, para i; # i, o bien v;, ®...Qv;, — sig(a)(via(l) R...® Uia(n>)
si todos los v;, son distintos entre si. Por el ejemplo 3.1.7 sabemos que para
toda o € Sp, Vo)A .. AVgn) = sig(o)(vi A...Avy), de modo que J C I, (V).
M4s atin, el F-espacio vectorial generado por J se queda contenido en I, (V).
Veamos que realmente ambos espacios vectoriales son iguales.

Sea a1 ® ... ® an € I,(V) que satisface que a; = a;41 para alguna [ €
{1,...,n—1}. Denotando I = {1,...,d} consideremos ay = }_; o Ti, Vi,
para k€ {1,...,n}. De esa forma
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G®...0a, = Z Tig oo Ti, (Vi @ ... QW)

i1,eyin€l
U=T41

+ Z rilu.rin(vil(@“.@vin

ill,...,.inEI
1 <ti4+1

+Uil®...®’U2‘l+1®vil®...®’uin).

Si 4 = 4141, entonces v;; ®@...Q@v;, € J. Si 4 # 441 y existen 1 <m, s<n
distintos tales que v;,, = v;, entonces v;; @...®v;, € J. Si i #1441 y todos
los wv;, son distintos entonces

Ui1®---®vin +Uil®---®vil+1®vil®---®vinEJ-

Como I,,(V) es el conjunto de combinaciones lineales de elementos de la forma
a1 ®...® ay, con esto se concluye que el F-espacio vectorial generado por J
es igual a I,,(V).

Consideremos los siguientes conjuntos

A={v;, ®...Qu;, 1v;, €Byi1 <...<in}
B={v,®...Quv;, 1v, €Byuv, =v,l#k}
C={v—siglo)ov:veAdyoeS,~{id,}},

entendiendo que si v = v;, ® ... ® v;, entonces cv = Vigy @+ ® Vi (-
Los conjuntos descritos son ajenos dos a dos y por lo tanto su unién tiene la
misma cardinalidad que A, y genera a V;, o, de modo que resulta una base.
Observemos que BUC C J. Si vy = v;, ®...Quv;, —sig(o)(vi,,, ®...®v;,,,) €
J entonces v;, ® ... ®wv;,, = Tv, donde v € A y T € S,, resultando que
v1 = (v—(o7T)v) — (v—T0) estaen el F-espacio vectorial generado por BUC,
por lo que BUC' y J generan el mismo espacio vectorial. De esa forma se tiene
que el F-espacio vectorial generado por BUC' coincide con I,(V).

Ya que V0= (A)r @ I1,(V), se sigue que la funcién

at——=[alr, )

es un isomorfismo, concluyendo asi que f3, es base de A, (V).

Con el Lema anterior concluimos que si 0 < n < d, A, (V) tiene dimen-
sién (Z) y si n > d entonces A, (V) ={0}.
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Definicién 3.1.10. El algebra

AV) =C(V)/I(V)

es llamada dlgebra exterior de V.

Proposicion 3.1.11. La funcién ¥ : A(V) — @, .y An(V) definida como
‘I’{Z ”"]1 =2 ol
neN V) neN

es un isomorfismo de dlgebras.

Demostracién. Veamos que A(V) = @, cy (Vao +1(V))/I(V). Sea v, €
Vi,0- Denotemos v,, la clase de equivalencia de v, en (V, o+ I(V))/I(V).
Verifiquemos que [v,]7(vy = Un, para lo que basta mostrar que [v,]7(v) C Up-
Sea v’ € [vn]1(v), es decir, v' = v, +v” donde v" € I(V), de manera que
vV eVao+I(V) y v —v, € I(V), concluyéndose asi que v’ € 7,,.

Siv=73,cnvn €C(V), entonces

Wiy =D _[onlrory =Y on =71,

neN neN

obteniéndose asi que A(V) =@, cy (Va0 +1(V))/I(V).

Consideremos n € N y

Vo + I(V) =225 Vo) L(V)

Up +0V FH———> [Un]fn,(V) :

Dicha funcién esta bien definida pues dados vy, v], € V0 y v,v" € I(V) tales
que v, +v = v), + v, se tiene que v, — v, = v —v € V0 NI(V), es de-
cir [vp]r, vy = [vp]1,(v). Por definicién ¥, es lineal y suprayectiva. Ademas
ker ¥, = I(V) ya que v, +v € ker¥,, siy sblo si v, € I,(V), que es
equivalente a que v, +v € I(V). De esa forma tenemos que W, definida
de (Vn,() + I(V))/I(V) a Vn,()/[n(v) como ‘I’n[vn =+ U]I(V) = [Un]l,l (v) €s un

isomorfismo lineal.

Como ¥ =P,y ¥, se obtiene el resultado.
|

Por la Proposicién anterior, podemos identificar canénicamente a A(V') con
D,.cny An(V), de manera que A(V) resulta un dlgebra exterior. La multipli-
cacién en A(V) es llamada producto exterior y usualmente se denota como A.
De esa forma se justifica que la clase de equivalencia de v; ® ... ® v, € C(V)
en A(V) sea denotada como vy A ... A vy,.
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Gracias al Lema 3.1.9 podemos concluir que si = {v1,...,v4} es una base
de V, el conjunto

{vpg Ao i A, t v, €08y <...<ip, n€N}

es una base de A(V'). Usualmente denotaremos a dicha base como { vy }, donde
¢ ={41,...,i, } esunsubconjuntode {1,...,d} ordenado en forma creciente,
de modo que vy = v;; A...Av;,. De lo anterior se obtiene que la dimensién de
A(V) es 2%

Enseguida veremos que los espacios duales de V,. 5, Ax(V) y A(V), en forma
correspondiente resultan isomorfos a (V. 5)*, (Ax(V))* y (A(V))*.

Recordemos que un mapeo bilineal (, ): V x W — F es no degenerado
si el hecho de que (v,wy) = 0 para todo v € V, implica que wy = 0 y
si (vg,w) =0, para todo w € W, implica que vy = 0.
Definicién 3.1.12. Una dualidad es una terna (V, W, (, )), donde (, ) esun
mapeo bilineal no degenerado de V x W a F. En ese caso diremos que V y
W estan en dualidad o bien que (V, W) son pareja en dualidad.

Si V' y W son dimensionalmente finitos y estan en dualidad, las funciones
lineales p =V — W* y ¢ =W — V* definidas como

P(v)(w) = (v,w) = d(w)(v),

resultan inyectivas, por lo cual dim V = dim W. Con esto se concluye que ¢y ¢
son isomorfismos.

Enseguida veremos que ((V*),s, Vis) v (An(V*), A (V)) son parejas en
dualidad y analizaremos los isomorfismos inducidos por los mapeos bilineales no
degenerados (en estos casos V' denota un F-espacio vectorial de dimensién d).

Sea (, ):(V*),sxV,.s — F el mapeo bilineal que satisface que si

v*:f1®---®f7“®v7"+1®---®vr+sE(V*)r,s
U=V ®...00 @ fry1®...® fris € Vis

entonces (v*,u) = f1(v1)... frys(vrys). Dicha funcién bilineal esta bien defini-
da y es no degenerada. Por lo tanto induce el isomorfismo

(V*)ns e (Vr,s)*

Por la propiedad universal del producto tensorial, denotando M, s(V') el con-
junto de mapeos multilineales de Vi x ... X V. X (Vo31)* X ... X (Voy5)* en F|
donde V; =V, se obtiene el siguiente isomorfismo
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(Vo) —L s M, (V)
f = fogp

donde ¢ es el mapeo multilineal de Vi x ... x Vi X (Vop1)* X ... X (Vos)* en
V;,s definida como

@(’Ula---7vraf’r+17---af’r+s):Ul®---®U1‘®fr+1®---®fr+s~

De esa forma la composicién ¥ o ¥ es un isomorfismo, de manera que

(V)rs = My s(V).

Andlogamente, dado n € N consideremos (, ), : A, (V*) x A (V) — R
el mapeo bilineal que satisface que si

VI=fiA A fr € A (VT)
u=uv1A... \Nv, € Ay (V)
entonces (v*,u), = det (f;(v;))s;. Dicho mapeo bilineal esta bien definido y es
no degenerado. Por lo tanto induce el isomorfismo
An(V7) = (An (V)"

v* = (v*, ).

Por el isomorfismo U, : (An(V))* — A, (V) dado en la observacion 3.1.8, se
tiene que W,, o ¥,, es un isomorfismo, de modo que

De lo anterior se sigue que para todo n > d, A,(V) = {0}. Considerando
A(V) = @,,cy An(V) veremos que
(A(V))" =2 A(V*) =2 A(V).

En general, si {V;};cs es una familia de F-espacios vectoriales y J es
finito, la funcién lineal T'g : @, ;(Vi)* — (D,,c,; Vi)* definida como

o (;fn) (Xos) = 2 ful).

neJ

es un isomorfismo con inversa L'y : (B,cs Vi) — B,c;(Vi)*, para la cual
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fo('(/}) = Zﬂ’ o in7

neJ

donde i, es la inclusién canénica de V,, en @, c; Va.

De esa forma se tiene un isomorfismo candnico

T:A(VY) — (A(V)* (3.3)

que lleva > v € A(V*) a Y (Wn(vy) = > cn(Uh, < )n, el cual resulta
de componer la siguiente serie de isomorfismos

d

AV = Pra(v) = P (V) = Pa(v))

neN neN n=0

S (éAn(V))* = (@An(V))* = (A(V))".

neN

(3.4)

Mais atn,

(AV)* = PA.(V*) = PAV) = A(V), (3.5)

neN neN

correspondiendo este isomorfismo a la funcién (37, o ¥p) o T

Observacién 3.1.13. Identifiquemos A(V*) con (A(V))* mediante el isomor-
fismo I'. Sea 3 ={wy,...,uq} unabasede V y 0* = {f1,...,fa} su base
dual, entonces la base { f } es dual a la base { vy }. Para verificarlo considere-
mos ¢ = {i1,...,ir} y ¢ ={Jj1,...,Js } subconjuntos de {1,...,d}, de tal
forma que i1 < ... <4, y j1 < ... < js. Silas cardinalidades de ¢ y ¢’ no
son iguales entonces I'(fy)(vg) = 0.

Supongamos que ¢ y ¢’ tienen la misma cardinalidad, pero son distintos.
De ese modo

L (fe)(vgr) = (fo, v )r = det (fi,, (v5,))mn -

Sea 1 € {1,...,7} tal que i # 4, V im = jm para m < l. Si i < j,
(fir (vj,.))mn tiene tdnicamente ceros en el renglén I. Si ¢ > j; entonces
(firm (v5,.))mn tiene Gnicamente ceros en la columna !. En ambos casos

[(fs)(vgr) = det (fi,, (vj,))mn = 0.

Supongamos que ¢ = ¢'. En ese caso (fi, (vi,))mn = I, y por lo tanto
I'(fs)(vg) = det (fi,, (vi,))Jmn = 1.
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3.2. Transformaciones lineales en A(V)

Denotemos como End (A(V)) al conjunto endomorfismos de A(V), que son
transformaciones lineales de A(V) en A(V).

En esta seccién consideraremos F-espacios vectoriales dimensionalmente
finitos.

Observemos que al identificar (A(V))* con A(V*) mediante el isomorfis-
mo I' dado en (3.3), se induce una identificacién entre los endomorfismos de
(A(V))* y los endomorfismos de A(V*). De esa forma, dado | € End (A(V*))
este se corresponde con I* € End (A(V))* de tal manera que el siguiente dia-
grama conmuta

AV —L s A(V)

‘| It

(A(V))" ——= (A(V))"

En particular, dado v € A(V) definimos el endomorfismo

A(V) s AV)

w v Aw

Sea [} : (A(V))* — (A(V))* el mapeo dual de [,, definido como [} (f) = fol,.
Dicho endomorfismo se identifica con [,,, de tal forma que [, = ~tol*oT. De

esa manera, si v* =3 s €EAV*) y w=3 ywn € AV),

(T o T (")) (@) = (I o T(w"))(w) = T(w*) o 1, (w)

= > (i (PvAw).

neN neN

Llamaremos multiplicacion interior por v al endomorfismo [,,.

Notemos que si v € V' y v* € A(V*), entonces T'o L,(v*) € (Ap_1(V))*,

de manera que iv(v*) € Ap—1(V*), es decir, AR (V) — A (V).

l” |Ak (V)

Las siguientes definiciones se da en términos de algebras graduadas ya que
a pesar de que en esta seccién nos remitimos al algebra exterior de un espa-
cio vectorial dimensionalmente finito, en la siguiente comenzaremos a analizar
un &lgebra graduada inducida por medio de las dlgebras exteriores de los es-
pacios tangentes de una variedad diferenciable y estas nociones seran de gran
importancia.

Definiciéon 3.2.1. Sea A = ®n6N
po F' y J un endomorfismo de A.

A, un &algebra graduada sobre un cam-
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1. J es una derivacidn si para cualesquiera w,v € A

JwAv)=J(w) Av+wAJ(v).

2. J es una anti-derivacion si para cualesquiera w € A; y v € A,

JwAv) =F(W)Av+ (1) wAJ(W).

En caso de que J|A_ : Aj — Ajy para toda [ € Z (donde A; = {0}

si i < 0), diremos que J es una derivacion (anti-derivacion) de grado 1.

El siguiente Lema nos serd de utilidad para mostrar que [}, definida como
antes, es una anti-derivacién de grado —1.

Lema 3.2.2. Sea [ € End (A(V)), entonces es una anti-derivacién si y sélo si
para todo elemento descomponible v; A ... Av, € A(V)

n

Ior A Avg) =D (=D og A AT() AL Avg. (3.6)

i=1

Demostraciéon. Supongamos que [ es una anti-derivaciéon. Sea v1 A...Av, €
A(V) elemento descomponible. Mostraremos por induccién sobre n que satis-
face la igualdad (3.6).

Si n =2, se sigue de la definicién que satisface dicha igualdad. Supongamos
que si j < n,
j .
Hor A Avy) =D (1) T og AL A L) AL A

=1
De esa forma
ot Ao Avp) =1L A A1) Ao + (1) tog Ao Aoy Al(vy,)

n—1

(=)o AL AT AL A vn_l) A Up

1
+ (=D (=D)"Tor A A v Al(vy)
=Y (=)Mo AL AW A A1 Ay,
)" o A A vt Al(vy)

Z (=)o AL AT AL Aoy,

+
R
—_
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Supongamos que para todo elemento descomponible v A...Av, € A(V) se
satisface la igualdad (3.6). Observemos que si v = Y./*  a; (vi; A...Av;,) €
A(V) y w= ZJ 165 (vj, Ao Awy,) € Ag(V), entonces

l(v/\w):ZZaibjl(vil/\.../\vin/\vjl/\.../\vjs)

i:lj*l

ZZ D aibjvi, A Al ) A Avi, Avjy A A,

k:lj:l

i

m
Z Z D™ g bio A A, Avgy A AL A A

i=1j,k=
m t
= ZZaibjl(vil /\.../\U,’n) /\’Uj1 A...Avjs
i=1j=1
m i
+ ZZ(—l)nai bj Vi, VANAN Vi, A l(Ujl VANAN U]'"Jrs)
i=1j=1

=lw)Aw+ (-1D)"vAl(w).

Por lo anterior, dado ¢ = > cywm € A(V) donde wy, € Ap(V) para toda
m € N, se tiene que

IwAQ) =D lwAw,) =Y (V) Awm+ Y (=1)"0 Al(wy,)

meN meN meN
= 1) AC+ (1) ALQ)
|

Proposicion 3.2.3. Sea v € V, entonces [} es una anti-derivacién de gra-
do —1.

Demostracién. Recordemos que por el isomorfismo I' entre A(V*) y (A(V))*
dado en (3.3), [ es considerado un endomorfismo de A(V*) al identificarlo con
l, que hace conmutar el siguiente diagrama

A(VF) — e AV

(A(V)) —— (A(V))”

v

Por los comentarios previos a la definicién 3.2.1, basta mostrar que I} es
una anti-derivacién. Por el Lema anterior es suficiente verificar que para todo
elemento descomponible v A...Av) en A,(V*)
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Capitulo 3. Formas diferenciales.

Doly(wi A Avh) =D (=15 0)) (0 AL AUE AL AV, et (37)
i=1

Para ello analicemos algunas propiedades del grupo de permutaciones S,,.
Sea ~ C S, X Sy, la relacién de equivalencia para la cual o ~ 7 si y sélo si
existe i € {1,...,n} que satisface que o(i) = 1 = 7(i). Denotemos como [p]
a la clase de equivalencia de p.

Observemos que dado [p] € S,/ ~ existe un dnico 7 € [p] que satisface que
Ti)=1lyr(l)<...<7(—-1)<7(i+1) <...<7(n). De hecho

T=0G i-1...2 )=\ i-1)...(i 2)G@ 1),

por lo que sig(7) = (—1)"t = (—1)"*. Denotemos como

J={G i-1..2 1):ie{l,...,n}}

y como S al grupo de permutaciones de {2,...,n}. Sea 7 € J. Observemos
que si p € [7], existe un tnico o € S para el cual p=0ooT7, donde o es un
elemento en S,, cuya restriccién a {2,...,n} coincide con ¢ y para el cual
o(1) =1, De ahi sig(d) = sig (o).

Observemos que para cualquier woA. .. Aw, € Ap_1(V), denotando w; = v
yrmi=(0 t—1...2 1) paratoda ic{1,...,n},

(T oly, (Vi A AUE)) (wa A... Aw,)
=l oT(wi A Avp))(wa AL Awy) = det (v (w;))4;

= Z sig (p) v1 (Wp(1)) + V5 (Wp(n))

PESnH
= Zsig (T)Zsig (0) v} (Waor(1)) - Vi (Waor(n))
TET g€§
= Z(fl)i+1 vz‘(v)Zsig (0) V] (Woor, (1)) =+ 0F () -+ vy (Woor,(n))
i=1 0€s
=3 (=) i (v) det (v] (w)))i;
=1
= Z(fl)jHlf)(v;‘)(vf A A 5} A c AUS Wa A AN Wyt s

Q
Il
-

de manera que se satisface la igualdad (3.7).

88



3.3. Campos tensoriales y formas diferenciales

Enseguida analizaremos algunas de las consecuencias de la propiedad uni-
versal de los sumandos del producto tensorial de un espacio vectorial en las
funciones lineales.

Sea [ : V — W una funcién lineal. Esta funcién se extiende de forma tnica
a un morfismo de k-algebras [ : A(V) — A(W), de tal forma que [(1) =1 y
dado un elemento descomponible [(viA. . .Av,) = I(v1)A. . .Al(vy,). La existencia
y unicidad del morfismo [ se debe ala propiedad universal del producto tensorial
de los sumandos de A(V) ya que dada n €N, si V; =V para i€ {1l,...,n},
ln : Vi x ... xV, — A, (W) definido como I, (v1,...,v,) =l(v1) A... Al(vs),
es una funcién alternante (ejemplo 3.1.7) y por ello existe una unica funcién
lineal 7, que hace conmutar el diagrama

Vix...xV, i A, (V)
7
\ /A/
ln ;/ ln
A (W)
donde ¢, es la aplicacién (vi,...,v,) — v1 A... Av,. Por la conmutatividad

del diagrama, I, (vi A...Avy) = l(v1)A...Al(vp). De manera que | = Y neN In
es un morfismo de F-édlgebras graduadas que satisface las condiciones descritas.

Anélogamente, al considerar [* : W* — V*_ el mapeo dual de [, existe un
unico morfismo de F-dlgebras graduadas 6l : A(W*) — A(V*) que satisface
que

Sl(vr A vcoAw) =T (01) Ao AT () = () Ao o A S (o)

Considerando los isomorfismos

Ly AV — (A(V))" y Tw : AWT) — (A(W))",

se verifica en forma sencilla que el siguiente diagrama conmuta

AW*) —L s A(VF) (3.8)

AW))" —— (AV))*

3.3. Campos tensoriales y formas diferenciales

En esta seccién aplicaremos los resultados que hemos obtenido previamente para
el caso de espacios vectoriales sobre R, a saber, los espacios tangentes de una
variedad diferenciable y sus espacios duales.
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Capitulo 3. Formas diferenciales.

Definicién 3.3.1. Sea M una variedad diferenciable y n € N.

1. Llamaremos haz tensorial de tipo (r,s) sobre M al conjunto

TT,S(M) = U (TmM)r,s-

2. Llamaremos n-ésimo haz exterior sobre M al conjunto

AL (M) = | An(Ty M)

meM

3. Llamaremos haz de dlgebra exterior sobre M al conjunto

A (M) = | AT M)

meM

Observemos que si (r,s) = (0,0) y n =0 entonces T, (M) y A% (M) son
uniones disjuntas de R tantas veces como la cardinalidad de M.

Al igual que para el haz tangente y el haz contangente, existen proyecciones
candnicas de estos conjuntos sobre M:

Trs t Irs(M) — M, mrs(()=m siC e (TnM)rs,
Tt AF (M) — M, m(w)=m siwe A, (THM),
A AT (M) — M, ma(v)=m siveAT,M).

Observemos que para toda m € M, si (U,) es un sistema coordenado de
M alrededor de m, con funciones coordenadas x1,...,xq, entonces {%Lﬂ}
y {d(x;)m } son bases de T,,M y T’ M respectivamente, e inducen bases en
(TM)y s, Ap(T M), y AT, M) (obtenidas mediante los Lemas 3.1.3 y 3.1.9).
A saber,

6Z‘ir

/\:{% ®...0 a‘ ®d(xj1)m®...®d(:vjs)m:léik,jlgd}

es una base de (T, M), y

ﬂnz{d($il)mA...Ad($in)m : i1<...<in}

es una base de A, (T, M) y por lo tanto (J,,cyy Bn es una base de A(T};,M).

Las analogias con el haz vectorial y el haz tangente continuan ya que estos
conjuntos también reciben estructuras de variedad diferenciable que hacen a
dichas proyecciones mapeos suaves. Mdas aun, los mapeos coordenados de dichas
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estructuras son obtenidos a partir de sistemas coordenados de M y las bases
inducidas por las funciones coordenadas, al igual que las de los haces tangente
y cotangente. Enseguida mostraremos la existencia de dicha estructura para
AX (M). La prueba para los otros dos casos son totalmente andlogos.

Proposicién 3.3.2. Sea M? una variedad, entonces para toda n € N A% (M)
recibe una estructura de variedad diferenciable con la cual 7, resulta una fun-
cién suave.

Demostracién. Si n < d entonces A} (M) esigual a M x {0}. Supongamos
que n < d. Sea (U, ) un sistema coordenado de M con funciones cordenadas
T1,...,2q. Sean m € U y

ﬂn:{d(izl)m/\/\d(xln)m : i1<...<in}

la base de A, (T, M) con cardinalidad T, = (Z), inducida por dicho sistema
coordenado. Denotemos como 7, a la familia de subconjuntos de {1,...,d}
que tienen cardinalidad n y con un orden parcial <. Consideremos la funcién
biyectiva @, : m,; 1 (U) — ¢(U) x Rl definida como

on(w) = (@Oﬂn(w)’ (w(%)),ﬁejn) '

Denotemos como § a la estructura diferenciable de M. Veamos que la
familia

3= {015 ) €T}

satisface las condiciones de la Proposicion 2.3.2.

Sea (V,T = (y1,-.- 7yd)) € §. Consideremos ¢ = {i1,...,in } € Jn, donde
1<ip <+ <ip <d, de modo que la funcién ¢ : 7(UNV) x RI'» — RI»
definida como

A(yj, 0 -1
e (s, (s¢)oeg,) = > s¢ det (% (S))ls
PETn
¢={j1<-<jn }

es suave. Por ello el mapeo ¢, 07,1 : 7(UNV) xR — o(UNV) xR que
satisface

o7 (5. (s0)oeg) = (w077 (s), (ve(s: (50)0e))cer,)

para todo (s, (s¢)pcs,) € T(UNV) x R es suave.

Seanwi,ws € Al (M) elementos distintos. Si 7, (w1) # 7, (w2) entonces
gracias a que M es Hausdorfl existen (Ui, 1), (Us2,92) € § para los cuales
Uy y Uy son ajenos y m,(w1) € Uy, mp(wz) € Us. De modo que wy € 7,1 (Uy),
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Capitulo 3. Formas diferenciales.

wy € T, L (Us) y m, Y (U) Nt (Uz) = 0. Siomp(wy) = mn(ws) entonces existe

(U, p) € § de tal modo que 7, (w1) € U, es decir wy,ws € m, 2(U).
Finalmente, gracias a que la funciéon 7, es suprayectiva y M es segundo

numerable existe { (ﬂgl(Uk),gZﬁ) }keN un subconjunto numerable de J que

satisface que {7, *(Uy)} es una cubierta de A}, (M). Por ello, A% (M) con la
topologia

7 ={W C A%(M) : para todo (U,p) € F, o(WNU)CR? es abierto } .

y la estructura diferenciable inducida por J, es una variedad diferenciable.

Para cualesquiera (U,¢), (V,7) € §, si (s,(s¢)ocs.) € T(UNV) x RI»
entonces

om0ty (s (sp)seg,) = ©(s),

es decir, pom, 0T, I es una funcién suave. De esa forma se tiene que m, es
suave con la estructura de variedad diferenciable inducida por la familia 7.
|

Definicién 3.3.3. Sea M una variedad diferenciable

1. Diremos que un mapeo suave ¢ : M — T, (M) es un campo tensorial de
tipo (r,s) sobre M si el siguiente diagrama conmuta

T, s(M)
M——M

idas

es decir, la composicién de 7 con la proyeccién canénica 7, s es la identidad
en M.

2. Diremos que un mapeo suave ¥ : M — A} (M) es una n-forma diferencial
sobre M si el siguiente diagrama conmuta

(M)

A
-
M——M

idar

es decir, la composicién de 1 con la proyeccién canoénica m, es la identidad
en M.
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3.3. Campos tensoriales y formas diferenciales

3. Diremos que un mapeo suave ¢ : M — A*(M) es una forma diferencial
sobre M si el siguiente diagrama conmuta

A*(M)

/ i
A
M——M
id s
es decir, la composicion de 1 con la proyeccion candnica mwp es la identidad
en M.

Si w es un campo tensorial sobre M, una n-forma diferencial sobre M o
una forma diferencial sobre M, usualmente w(m) serd denotado como wy,.

Observacién 3.3.4. De la definicién de las estructuras diferenciables para las
haces se sigue directamente que:

I. Un levantamiento de idas, ¢ : M — T, (M), es un campo tensorial
suave de tipo (7, s) siy sélo si para cualquier mapeo coordenado (U, ¢) de
M con funciones coordenadas x1,...,xq,

_ i1seensle O e} . .
w‘U - Z a/jl7'~'1j5‘ 8.17;1 ®@...® axir ®dl‘31 ®"’®de5’
1<ip, isd

U1yenyip

S € 0°(U), para cualesquiera 1 < iy, ji < d.

donde a

1. Un levantamiento de idps, ¢, : M — AX (M), es una n-forma diferencial
si y s6lo si para cualquier mapeo coordenado (U, ) de M con funciones
coordenadas x1, ..., T4,

’(/}n|U = Z bil,...,indl‘il /\/\dl‘ln7

1<i1<...<i, <d

donde b;, . ;, € C*(U), para cualesquiera 1 <i; <... <1, <d.

Si ¢: M — A*(M) es un levantamiento de idps, resulta una 1-forma si
ys6losi i =3 _¥n, donde 9, es una n-forma para todo n € N. Esto
se sigue directamente de la estructura de variedad diferenciable de A*(M).
Dicha suma es finita ya ¢, =0, si n > dim M.

Asi como consideramos el conjunto de campos vectoriales suaves en una
variedad, denotaremos como E™(M) al conjunto de n-formas diferenciales de
M y como E*(M) al conjunto de formas diferenciales. Por la observacién 3.3.4
inciso 11, E*(M) = @, oy E™(M).

Observemos que podemos dotar a E"(M) y E*(M) de estructuras de
espacios vectoriales sobre R. A saber, si w,v € E"(M) (o w,v € E*(M))
y A € R definimos w+v y Aw como
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Capitulo 3. Formas diferenciales.

(W V)m = wWm + Um

(A0)m = AMwm) ,

para todo m € M. Més ain, E*(M) tiene una estructura de R-algebra gra-
duada sobre R al considerar el producto exterior de formas diferenciales w A v
definido como

(WA V)m = Wm A Uy

para todo m € M. Veamos que ademas podemos darle una estructura de
C°°(M)-mdédulo.

Podemos identificar canénicamente EY(M) con C*°(M) al considerar Ag(M)
como M x R, pues de esa forma todo elemento de E°(M) es la gréifica de una
funcién de M en R. Asi, considerando 75 : M x R — R, la funcién

EO(M) —> C>(M)
W F——>T20Ww

es biyectiva, con inversa

Co (M) —Y = EO(M)

(de hecho es un isomorfismo de R-espacios vectoriales). De modo que

C°°(M) x E*(M) ——> E*(M)
(fw) = U(f)Aw

Usualmente identificaremos f con \Tl( f). Asf abreviaremos como fw a fAw.

En lo siguiente se analizaran algunas de las relaciones que existen entre los
campos vectoriales de una variedad y el conjunto de formas diferenciales de la
misma.

Consideremos el isomorfismo entre A, (T5M) v A,(T; M) dado en la ob-
servacién 3.1.8. Bajo esa identificacién, para todo w € A,(M) vy X1,...,X, €
X(M), wp(X1(m),...,Xn(m)) € R. De esa forma podemos considerar w como
el mapeo multilineal alternante

X(M) % - x X(M) ——> (M)
(Xl,...,Xn) IHW(Xl,...,Xn)

Dadas las estructuras de C'°°(M)-médulo de X(M) y C°°(M), dicho mapeo
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resulta ser C'°°(M)-multilineal, es decir que para cualesquiera f,g € C*°(M)
y X17~"7X7l717X5Y77X’L'+17'"aXn € x(M)v

WXy, X, fX +9Y X0, X))
= fw(Xla"'aXi—laXaXi-‘rla'"7Xn)
+ow(Xi, ., Xi1, Y, Xiga, .0, Xa).

Obsérvese que

Ay = | M@ M) = | T M =T"M .
meM meM
Si feC>®(M), dfy, € T, M para cualquier m € M. De ese modo podemos
considerar a df : M — Aj(M) como una l-forma, gracias a que f es suave
(observacién 3.3.4 inciso 1I).

Definicién 3.3.5. Sea f € C*°(M). La 1-forma df : M — Aj(M) esllamada
la derivada exterior de la 0-forma f.

Veremos que existe una anti-derivacion de E*(M) que envia las 0-formas
en sus derivadas, es decir, extiende a la diferencial de funciones. La llamaremos
derivada exterior.

Teorema 3.3.6. (Derivada Exterior) FExiste una tnica anti-derivacion
d: E*(M) — E*(M) de grado 1 que satisface:

1. d*>=0.
1. Para toda O-forma f, df es la derivada de f.

Demostracién. Sea p € M. Denotemos como E*(p) al conjunto de formas
definidas en vecindades abiertas de p en M. Anédlogamente, E™(p) denotard al
conjunto de n-formas definidas en vecindades abiertas de p en M. Sea (U, )
un sistema coordenado alrededor de p, con funciones coordenadas x1,...,xzq.
Entonces para todo w € E*(p)

w|dom wnU — Z e d$¢ ’
¢C{1,....d}

donde ay € C®(domwNU), dry=1si ¢ =0, y dry =dz;, A...Ndx;, si
¢)={21,,Zn} v <...<ip.
Consideremos la funcién d, : £*(p) — A(T; M) definida como

dp(w) = Z d(ag)p Nd(zg)p .

Al igual que E*(M), E*(p) es un R-dlgebra graduada y d, es una funcién
lineal. Enseguida se probardn una serie de afirmaciones que caracterizan a d,,
y nos seran de utilidad al definir d.
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I. Para cualesquiera w € E"(p), v € E*(p)
dp(w A V) =dpw Avp + (=1)"wp Adpv. (3.9)

Dada la distribucién del producto exterior, sin pérdida de generalidad su-
pongamos que w = fdr;, A...ANdx;, y v = gdr; N...ANdz; , donde
feC®domwnU) y g€ C®°domvNU). De esa forma w A v esta
definida en domw Ndomv y

(w/\v)‘dom(wm)mU = fgdxi, N ANdxy, Ndxg, A ANdxg, .
Si {1, oy8r N {J1,---50s } # 0 entonces dp(wAv) =0y

dpw N vp + (—1)"wp A dpv
=g(p) dfp Nd(wi,)p Ao ANd(@i,)p Nd(xj,)p Ao A d(x),)p
+ f(p) (i )p Ao Ad(wi,)p Adgy Ad(zg,)p Ao Ad(z,)p

es igual a cero (ejemplo 3.1.7).

Supongamos que {i1,...,%. } N{Jj1,...,js } = 0. Considerando

{l17‘~~7l’r‘+8}:{i17"';i’r‘}u{j1a"‘7j8}7
de tal forma que 1 <l <--- <l,45s < d, y 0 € 54 tal que

d.%'g(ll)/\.../\d.%'g(l ):dxh A Ndxg, Ndxg, AN dxg

rts

por el ejemplo 3.1.7,

(wAU)|d0m(wmv)mU = fgdxi, A ... Ndx;, Ndxj, A ... Adx;,

=sig(o) fgdzy, A... ANdxy

rts

De ese modo

dp(w Av) = sig(o) (9(p) dfy + f(p) dgp) Ad(zi)p Ao Ad(zr,.,,)p
=sig(0) g(p) dfp Nd(z, )p A - ANd(a,,)p
+ sig(o) f(p)dgp AN d(zi, )p A Ad(wr,,,)p
=dfp Nd(xiy )p A ANd(@4,)p Adg(p) (xj,)p A Ad(z),)p
+ (=) f(p)d(miy)p Ao ANd(xs)p Adgp Ad(zj)p A Ad(z5,)p
=dpw Avp+ (—1)"wp Adpv.
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1. Si feC>®(V), donde V es una vecindad de p, entonces d,(df) = 0.

III.

Iv.

Sabemos que df € E'(p), de modo que df|VuU = ZI 1 M L dx;. Asi,
d,(df) = Z d(%) Ad(z;)p, donde d(52) es un elemento de E'(p)
definido en V NU y por lo tanto es expresado como

d

d 2
d(aii) - ;d(aii) (a%)d:” - ;aZ gxi de

Por ello

d
82
d,(df) = Zml o ‘ d(@1)p A (i),

i,l=1
el cual es igual a cero por la anticonmutatividad del producto exterior
(observacién 3.1.5) y gracias a que las derivadas parciales conmutan.
Si w1, wy € E*(p) son iguales en una vecindad de p entonces d, w1 = d,, ws.

Esto se obtiene directamente del hecho de que la representacion de wy y
wy en términos de la base {dz, } es la misma en la vecindad en la que
coinciden.

La definicion de d, no depende del sistema coordenado elegido.

Sea (V, 1) sistema coordenado alrededor de p, con funciones coordenadas
Y1,---,Yd- Sea d, 1 E*(p) — A(T,; M) la funcién lineal definida como

B agdy) = Y dlag)y Adlu)y.

$C{1,...d} $C{1,...d}

Ya que para todo m e UNV, si i€ {1,...,d},

Z@mz

8yj

. ) d 2,
y paratoda j € {1,...,d}, d(g;;)m =>4 821(;@] .

d(y1)m, se tiene que

d
02z
d (d(x;)m) = ! dY)m Nd(yj)m =0. 3.10
A())E@%mw><w (3.10)
Como d,, satisface la propiedad 1 y la igualdad (3.10), si w = ¢c{12: d}b¢ dz,
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$C{ Lrnd} 6C{ Ld }
= > di(by) Nd(zg),
e
k
+ D Y D) T ) d(@a ) A Ady(d@)) A Ad(ay)
$C{1,..d} I=1
d):{ Tl yeens lk}
= Z d(bg)p N d(zg)p = dp(w) .
$C{1,d }

De esto se concluye que d;, = d,.

Consideremos a la funcién d : E*(M) — E*(M), definida como dw(p) =
dp(w), para cualesquiera w € E*(M) y p € M (dp es la funcién lineal defini-
da previamente, que no depende de la eleccién del sistema coordenado por el
inciso 1v). Denotaremos a dw(p) como dw,.

Por definicién d es una anti-derivacién de grado 1 que satisface el inciso 11
del Teorema. Veamos que satisface el inciso I. Sea w € E*(M) y p € M.
Mostraremos que (d?w)(p) = 0. Sea (U, ) un sistema coordenado alrededor
de p, con funciones coordenadas x1,...,z4. Entonces para todo w € E*(p)

dw’Uz Z dagy Ndxy .
$C{1,...d}

Por las propiedades I y II, dp(dag) =0 y dp(dzi, A--- Adx;,) =0, para todo
¢={1,...,k} subconjunto de {1,...,d}. Por la propiedad 1,

d(dw)(p) = dp(dw) = Y dp(dag A day)
= Z dp(dag) N d(ze)p

= ) dlag)p Ady(drg) = 0.

Con esto concluimos la existencia. Veamos ahora la unicidad, para lo que mos-
traremos que dada d, una anti-derivacién que satisface las condiciones I y 11 del
Teorema, esta puede ser tomada localmente, es decir, considerar a d en E*(p),
para toda p.

Consideremos w € E*(M) que se anula en V' C M una vecindad abierta
de p. Sea V' C M vecindad abierta de p cuya cerradura se queda conteni-
da en V, de forma que existe p € C°(M) que satisface que 0 < ¢ < 1,
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op) =0y ¢l 57 =1 (véase la funcién dada en 1.2 de la seccién 1.2). Por
ello pw = w, siguiéndose del hecho de que d es una anti-derivacién que

(iwp = J(gpw)p = Jgpp A wp + gp(p)(iwp =0.

En particular nos dice que las formas diferenciales que coinciden en una vecindad
abierta de p tienen el mismo valor bajo d en p.

Consideremos d, : E*(p) — A(T; M), que aplica v € E*(p) en d(u,)(p),
donde ¢, € C®(M) es tal que 0 < ¢, < 1, vl g =0 ¥ @lvr = 1,
siendo U’, U vecindades abiertas de p para las cuales U’ C U C U C domwv
(véase la funcién dada en (1.2) de la seccién 1.2). Asi @,v € E*(M). Por la
observacion previa, la definicién no depende de la extensién que tenga v a una
forma. Gracias a que d es un anti-derivacion, cip es una funcién lineal y si
v € E"(M), dyv € A1 (TyM).

Sean wy € E"(M) y wy € E*(p). Sea ¢ € C®°(M) que satisface que
0<e<L ¢y g=0y ¢l =1, siendo U’, U vecindades abiertas de p
para las cuales U/ C U C U C domw; Ndomws, (véase la funcién dada en (1.2)
de la seccion 1.2). Asi pwi A pws es una extensién de wy A we, y por lo tanto

dp(w1 A wy) = d(wi Aws)(p) = d(pws A pws)(p)
= d(pw1)(p) A (p) (w2)p + (=1)" " p(p)(w1)p A d(pws) (p)
= d(w1)(p) A (w2)p + (1) (w1)p A d(w2) (p)
= czpwl A (w2)p + (fl)r_l(wl)p A Jpwz .

Por otro lado, si f € C*°(V), donde V es una vecindad abierta de p, y fo
es una extensiéon de f,

dy(dfo) = d(dfo)(p) = d*fo(p) = 0.

Veamos que d, = d,. Sean w € E*(p) y (U,7) sistema coordenado alrededor
de p, con funciones coordenadas xi,...,z4. Consideremos ¢ € C°(M) que
satisface que ¢y =1y ¢|,, 7 =0, donde V, V' son vecindades abiertas de
p, tales que V/ CV CV CUNdomw. Si

w‘dom wnU — Z g dﬂ}¢ ’
$C{1,....d}

una extensiéon de w a una forma en M es

w= Z wag (pdri, A+ Aede;,) .
$C{1,.id}
¢={i1,....ix }
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De esa forma, como d(gz;) = d(@x;) = dx;, se tiene que d(pdz;) = d(d(pz;)) =
d(d(px;)) =0 y de ahf

dp(w) =dw)(p) = > d(pag (pdi, A+ Apdas,))(p)
$C{Ld}
o={inoin }
= Y dlpag)®) Aep)d(mi,)p A Ap(p)d(as,)p
6C{Ld}
o={i1,..., ik }
= Z dag)p N d(ziy)p A+ Ad(xi,,)p = dp(w) .
6C{Ld}
o={i1,..., ik }

De modo que si w € E*(M), para todo p € M

dw(p) = dp(w) = dp(w) = dw(p).

Por ello se tiene que para toda w € E*(M), dw = dw, concluyendo asf la
unicidad de la anti-derivacion d.

Enseguida analizaremos endomorfismos de E*(M) relacionados con aque-
llos vistos en la seccién 3.2, incluyendo la multiplicacion interior por campos
vectoriales.

Sean X € X(M) y w € E*(M). Consideremos i(X)w : M — A*(M),

definida como (i(X)w)(m) = Ix, (wm), donde Ix, es la multiplicacion in-
terior por X,,, definida en la seccién 3.2, que resulta una anti-derivacién de
grado —1 (Proposicién 3.2.3). Recordemos que tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

Xm

AT M) —2 o A(T7,M)

le irm

(A(TmM))* T) (A(TmM))*

donde l’;(m es el endomorfismo dual de lx, que envia v € A(T;,, M) en X,,, A
v, y Ty es el isomorfismo cdnonico entre A(T M) y (A(T,,M))* definido
en (3.3) de la seccién 3.2. Afirmamos que i(X)w € E*(M). Para mostrarlo
basta ver que es un mapeo suave.

Sea (U, p) sistema coordenado en M, con funciones coordenadas 1, ..., T4.
Sabemos que
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y Xlv = 2?21 bja%i, donde ag,b; € C*(U).
Consideremos ¢ = {41,...,4, } subconjunto de {1,...,d} de tal forma
que ip < -+ < i,. Sean m € U 0 = _0 Ao A2

’ 0y Im Bxll m oz, ‘m
I'p(d(xp)m). Por la observacién 3.1.13, para todo m € M {h;, ., } es base
dual de { %‘m }, de modo que
]

e, oTm(wm) = D> ag(m)hi,,.i, olx,.,
$C{ 1,0}
d={i1,.-six }
donde hi, i, olx,, ==y (=1)""'bi, (m)h, = . . Porla conmutatividad

del diagrama se tiene que

Tpolx, (m)= > Y (=D lag(mbi,(m)h;, _: .,

¢C{1,..d} =1
o={i1,..., ik }

de ahi, dado que T';;;, es un isomorfismo se concluye que Ix (wm) esigual a

m

3 Z 1) ag (m)bs, (m) d(we, Y A -+ Ad(xg), A~ Ad(@s, )
¢C{1,..,d} I=1
¢={41,...,ik }

Por la observacién 3.3.4 inciso II se tiene que i(X)w € E*(M). De esa forma
i(X): E*(M) — E*(M) resulta una anti-derivacién gracias a que lx,, es una
anti-derivacién para toda m € M.

De lo anterior se obtiene el siguiente resultado.

Proposicion 3.3.7. Sean X € X(M) y w € E*(M). Si
i(X)w: M — A" (M)

es el mapeo definido como (i(X)w)(m) = Ix,, (wm), donde Ix, es la multi-
plicacién interior por X,,, entonces i(X)(w) € E*(M). Més atin, el mapeo
i(X): E*(M) — E*(M) resulta una anti-derivacion.

Ahora consideremos v : M — N mapeo suave y m € M. Consideremos
a (diy,)* : w( )N — T M, el mapeo dual de di,,. Por las observaciones
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hechas en la seccién 3.2 sabemos que existe una extensién de (di),,)* a un mor-

fismo de R-algebras graduadas 0t : A(T{Z(m)N) — AT} M) que satisface

que para cualquier wy A -+ Aw, elemento descomponible de A(le(m)N ),

(Wi A Awp) = () (w1) A A (ddm)" (wn)
=wiodPy A+ ANwy odihy, .

Consideremos w € E*(N). Sea 6(w) : M — A*(M) definido como

dp(w)(m) = 6% (Wy(m)) -

Por definicién dicho mapeo es un levantamiento de la identidad en M. Afirmamos
que 0Y(w) € E*(M).

Sean (U, = (z1,...,24)) v (V,7 = (y1,...,yc)) sistemas coordenados de
M y N respectivamente, tales que ¥ (U) C V. Por la observacién 3.3.4 inciso 11
basta mostrar que si

()|, = D beduc,

¢C{1,...d}

entonces by € C°(U) para todo ¢ C {1,...,d}.

Sabemos que

w‘v = Z agpdyy ,
$C{1,...c}

donde ay € C*°(V). Sea m € U y Iy, el isomorfismo canénico entre A(T;, M
y (A(TmM))*. Sean ¢ = {i1,...,4r } subconjunto de {1,...,¢} v ¢
{Jj1,.-.,Js } subconjunto de {1,...,d}, de tal forma que i; < --- < i,
J1 < <Js-

~

<

9 _ 0 9
Denotando EL” Ao N 50—

= Puy, ’m Ba; ’m, tenemos que si 7 # s,
s

Lo (60m (d(Yg)p(m))) (E)i((m) =0.

Si r=s se tiene que Ty, (0¢m (d(Yg)p(m))) (%Jm) es igual a

Lo (d(yiy 0 )i A= Ad(yi, 0 ¥)m) (aaxc m) = det (M’m)kl

8le

De esa forma
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Oy
CTSORIS) D DI (o [ PPN
¢C{1,nd} I
y por tanto 09m(d(yg)yem)) = > det (W ) d(z¢)m.
¢C{1,..d} o Amkl

SY(W)(m) = 0Pm(Wym) = D ap(m) 6% (d(Ys)(m))

¢C{1,....,c}
¢:{ T1yeenyls }

=YY (T ) amd.,

$C{L,c} CC{L,d} "
o={11,...,is Y¢={J1,---,Js }

- ¥ ( 3 det(W‘m)kl%(m))d(wc)m,

CS{1,...d}  ¢C{1,...c}
¢={j1,-ds} o={t1,...,is }

donde b¢ = > det (%) ag es suave para todo ¢ = {j1,...,Js }-
dC{1,....c} vk
¢:{i17-~7is}

De lo anterior podemos concluir que 6y : E*(M) — E*(M) esta bien
definida. Méas aun, es un R-morfismo de algebras graduadas pues para toda
m € M, 3, lo es. Enseguida se enuncian estas y otras propiedades de .

Proposicion 3.3.8. Sea ¢ : M — N un mapeo suave. Entonces
I 0t : E*(M) — E*(M) es un morfismo de &lgebras.
. Si we Ek(N) y Xi,..., X} son campos vectoriales en M, entonces
(W) (X1, .oy Xi) (M) = Wy () (AP (X1 (m)), . . ., At (Xi(m))) -
1. § conmuta con d, es decir, d(d0y(w)) = d(dw), para todo w € E*(N).

Demostraciéon. Mostremos el inciso 111. Sean w € E*(N) y m € M. Conside-
remos (V) 7) sistema coordenado alrededor de 1(m), con funciones coordenadas

Ylye v oy Yoo S

donde ag € C°(V) para todo ¢ C {1,...,c}. De esa forma

dw|V= Z dagy N dyg
$C{1,..c}

y gracias a que d¥ es un morfismo de algebras
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Sp(dw)(m) = > 5Pm(d(ag)pm) A d(Yp)p(m))

#C{1,....c}

= Y d(agot)m Ad(yi, 0 )m A Ad(yi, 0 ) -
¢C{1,...,c}
o={i1,..., in }

Notemos que para todo p € ¥~1(V),

6wp(ww(p)) = Z %(7/1(17)) (d(yil ° w)p ARREA d(yin © "/J)p) s

¢C{1,...c}
S={ i1, rin }

de modo que

dOY@)m = Y, dlago)m Ad(ys, 0 Y)m A~ Ad(yi, ©P)m

$C{ Lo}
¢={i1,...,in }
S (z<—l>ﬂa¢ () dly, 0B A
$C{L,c} \j=1
d):{il ..... in}

A dQ(yh © w)m ARRRNA d(yln © '(Z})m)

= Z d(ag 0 V)m A d(Yi, ©V)m A=+ Ad(Yi, ©V)m -
$C{ 1}

G={ i1, msin }
Con ello se concluye que d(69(w)) = d¢(dw), para todo w € E*(M).

Ahora mostremos el inciso 1I. Sea m € M. Consideremos el isomorfismo
entre A(Tx M) y A(T; M) expresado en (3.5) de la seccién 3.1 y la con-
mutatividad del diagrama (3.8). De esa forma, denotando T, : A(T M) —
(AT M))* y Ly « ATy ) N) — (A(Tym)N))* los isomorfismos candnicos
y di, la extensién de la diferencial a A(T;,, M), tenemos que

Lo (6% @y m))) (X1)m A+ A (X))
= F¢(m) (w¢(m)) o dwm((Xl)m VANEEIAN (Xk)m)
= Ly (m) (Wy(m)) (@0 (X1)m A<+ A d(Xi)m) ,

siguiéndose el resultado al hacer las correspondientes identificaciones.
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3.4. Teorema de Frobenius en formas diferencia-
les

Definicién 3.4.1. Sea ® una c-distribucién suave en M?. Decimos que una
g-forma w anula a ® si para cualquier m € M y vy,...,vq4 € Dy,

w’m(ylv'--ayq) =0

Decimos que una forma w € E*(M) anula a ® si cada una de sus partes
homogéneas anula a 9.

Con la definicién anterior, dada una distribucién suave © en M, podemos
considerar el conjunto

J®)={weE (M) : wanulaa D}.

De la propiedad que describe a los elementos de dicho conjunto se obtiene di-
rectamente que forman un grupo bajo la suma y que el producto de cualquier
forma por un elemento de J(®) pertenece nuevamente a dicho conjunto, con lo
que se concluye que es un ideal de E*(M).

Esta observacién junto con otra propiedad importante que tiene J(D), se
enuncian en la siguiente Proposicién. Antes de formularla veamos una definicion
que nos serd de utilidad. Para ello recordemos que Aj(M) es simplemente T* M.

Definicién 3.4.2. Diremos que {wi,...,wr } conjunto de 1-formas en M es
independiente si {wi(m),...,wg(m)} forma un conjunto linealmente indepen-
diente en T} (M) para toda m € M.

Un ideal J de E*(M) es localmente generado por k 1-formas si existe una
cubierta abierta de M {U, }acq ¥ Co = {w1,...,wk } un conjunto indepen-
diente de k 1-formas sobre U, de tal forma que la familia {(U,,(u) }aca
satisface las siguientes condiciones:

L Si w e J, wly, esta en el ideal de E*(U,) generado por (, para todo
acfl.

I Si we E*(M) es tal que w|y, esta en el ideal de E*(U,) generado por
(o para todo « € €2, entonces w € 7.

Proposicion 3.4.3. Sea ® una c-distribucién suave en M?.

I. J(D) es un ideal de E*(M) localmente generado por un conjunto indepen-
diente de d — ¢ 1-formas.

1. Si el ideal J es localmente generado por d — ¢ 1-formas entonces existe
D, unica c-distribucién suave en M que satisface que T = J(D).
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Demostracién. Mostremos el inciso I. Por los argumentos previos a la defini-
cién 3.4.2, J(®) es un ideal de E*(M). Mostremos que es localmente generado
por un conjunto independiente de d — ¢ 1-formas.

Sea. m € M y U C M vecindad abierta de m para la cual existen
X1,...,X. € X(U) de tal modo que para todo p € U

@(p) = <(X1)p7 R (Xc)p >]R7

es decir, D(p) es generado por el conjunto { (X1)p,...,(X¢)p }. Entonces exis-
ten U,, C U vecindad abierta de m y Xc41,...,Xqa € X(Up,) de tal forma
que {(X1)p,...,(Xaq)p} es una base de T,M, para todo p € Uy,. Para encon-

trar a dichos campos basta considerar (U, 7 = (21, ...,24)) sistema coordenado
alrededor de m que satisface que U cU. Denotemoa Xeyj = a , de tal mo-
do que {(X1)m,---,(Xq)m } es base de Ty, M. Para todo p € U consideremos
By, = ((Xj)p(2i))i; € gl(d,R). Como B, es invertible y la funcién determi-
nante es continua (de hecho es suave al considerar la estructura de variedad

diferenciable de gl(d,R) dada en el ejemplo 1.1.7), existe U,, C U vecindad
abierta de m de tal modo que B, es invertible para todo p € U,, y por lo
tanto { (X1)p,...,(Xq)p} es una base de T,M, para todo p € Up,.

Dado p € Uy, sea { f1,..., f} } labase dualde { (Xl)p7 ..., (Xa)p} (ambas
consideradas como bases ordenadas). Para todo le{l,...,d} consideremos
a wy: Uy — T*Up,, definido como w;(p) = f{. Veamos que dichas funciones
son suaves, de lo que se concluird que son 1- formas sobre U,,

Sea (V,& = (z1,...,24)) sistema coordenado de M, de manera que

d
_ l )
wl’VﬂU,” = E a; dx; .
i=1

Veamos que al € C’°°(V N Up,). Notemos que para todo ¢ € {1,...,d}, si
p € VNU,, entonces al(p) = f¥ (80& ) y ademds

) l)p
=1

d d 9
3 (St a0 ) 2

j=1

(o

d
aazl —

De esa manera 27:1 al Xi(z;) € C*(V NUy), para todo j € {1,...,d}.
Por tal motivo el mapeo ¥; : VN U,, — R definido como

i) = (Y20 abn) (X0plan), 30 alp) (K1) ()
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es suave. Observemos que
wi(p) = (X)) (@} ). al(w)

donde ((Xl)p(x]-))j €

. 1(d,R). Considerando la estructura usual de variedad
diferenciable de Gi(d,

G
R) (ejemplo 1.1.7), la composicién

VAU, —> Gl(dR) x R{ ——> Rd

-1

P () i) () W),

que aplica p — (a} (p), .- .,af(p)), resulta suave. Es decir, al € C®(V NU,,)
para i,l € {1,...,d}. Como (V,&) es arbitrario, dada la estructura de variedad
diferenciable de T*U,, concluimos que w; es suave para todo [ € {1,...,d}.
Consideremos (, = {wett, .-, Wd }-

Veamos que la familia { (U, () bmenm satisface las condiciones 1y 11 de
la definicién 3.4.2, con lo cual concluiremos que J(®) es un ideal localmente
generado por d — ¢ 1-formas.

Sea w € J(®). Consideremos m € M y (Up, () como antes. Veamos que
w|Um pertenece al ideal generado por (. Sean Xi,..., Xy € X(U,,) de tal

forma que para toda p € Up,, {(X1)p,...,(Xa)p} es una base de T,M con
base dual {w1,...,wq }, resultando que (y = {wett, ... ,wa by

D(p) = <(X1)pv crs (Xc)p )R-

Dado ¢ = {i1,...,i, } subconjunto de {1,...,d} ordenado en forma cre-
ciente, denotemos wg = w;, A---Aw;, v X = Xi, A--- A X, . Obsérvese que
si 9 C{1,...,c}, w(Xy)=0. Denotemos como J a la familia de subconjuntos

de {1,...,d} que intersectan a {c+1,...,d}.

Por el Lema 3.1.9 sabemos que {wy } es base de E*(U,y,). De la observacién
3.1.13 se obtiene que para todo p € U, {(w¢)p} es base dual de {(X4), }

al identificar A(T,; M) con (A(T,M))*, de tal forma que

wly = Y wXgws =D w(Xg)ws,

$C{1,....d} $€3

concluyendo con ello que w’U pertenece al ideal generado por (.

Sea v = ) cnUn € E*(M) que satisface que para todo m € M, v|y,,
pertenece al ideal generado por (,,. Esto iltimo es equivalente a que cada una
de las partes homogéneas de v|y,, pertenezca al ideal generado por (,, de
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manera que si denotamos como J,, a la familia de subconjuntos de {1,...,d}
que intersectan a {c¢+ 1,...,d} y que tienen cardinalidad n, tenemos que
Unlu,, = 24cs, Un(Xe)we. Ya que para todo p € Up, { (w¢)p} es base dual
de {(Xg)p}, se tiene que v,(X4) =0, paratodo ¢ C {1,...,c}, siguiéndose
de la distribucién del producto exterior que para todo p € Uy, si vq,...,V, €
D, entonces (vp)p(V1,...,vn) = 0. De esa forma concluimos que v € J(D).

Ahora verifiquemos el inciso 11. Sea J ideal de E*(M) localmente generado
por d—c 1-formasy { (Ua,Ca) tacq la familia que satisface las condiciones 1y 11
de la definicién 3.4.2.

Observemos que para todo (Uy,Ca = {wd(1,...,wq }), si m € U, entonces
existen U,, C U, vecindad abierta de m y w¢,...,w% € EY(U,,) de tal modo
que para todo p € Uy, {(wf)p,---,(wg),} es base de T, M. De esa forma,
sin pérdida de generalidad supongamos que U, = U,,, es decir que existen

wi, ..., wd € EYU,) de tal modo que para todo p € Uy, { (W)ps---, (wS)p }
es base de Ty M.

Para todo p € U, consideremos {v},...,v)} la base de T,M para la
cual { (wf)p,...,(wS)p} esbase dual. Sean X¢,..., X los campos vectoriales
definidos en U, como (X¢), = vf. De manera andloga a como se verific en
el inciso anterior que las 1-formas definidas eran suaves, se concluye que dichos
campos son suaves. Sea X, = { X{,..., X2 }.

Dado « € 2, denotemos como I, al ideal de E*(U,) generado por (, =
{we1,...,wq} v para todo p € U, como I% al ideal de A(T, M) generado
por { (w1)ps---,(wT)p}. De manera que para cualesquiera o, 3 € 2, si m €
Ua NUg entonces I3 = I

Definimos la distribucién ® como
D ={veT,M : wnp(v)=0paratodow e I,, simeU,}.

Nétese que si m € U, y wm(v) = 0 para todo w € I,, entonces v € D,,
Més atin, v € D, siy sélo si (Wl ;)m(r) =0 para todo i € {1,...,d —c}.
De manera que para todo a € €2, si p € U,

Qp:<(Xfé)p:“w(Xg)p>R7

es decir, CD| . es generado puntualmente por el conjunto de campos suaves
X0 ={Xp,..., X2}, concluyendo con ello que D es una c-distribucién suave
y por definicién es la Unica que satisface que J(®) coincide con J. |

Definicién 3.4.4. (Ideal diferencial) Diremos que un ideal J de E*(M) es
diferencial si es cerrado bajo la diferenciacién exterior d, es decir

d(3)C 7.
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Enseguida veremos una condicidon necesaria y suficiente en términos de for-
mas diferenciales de una variedad para que una distribucién en dicha variedad
sea involutiva.

Proposicion 3.4.5. Una c-distribucién suave ® en M es involutiva si y sélo
si el ideal J(®) es diferencial.

Demostracién. Supongamos que D es involutiva. Sea w =)  ywn € I(D),
donde w,, es la n-ésima componente homogénea de w, por lo que w, € J(D).
Veamos que dw € J(D), que es equivalente a verificar que (dw), € J(D) para
toda n € N.

Obsérvese que para todo n € N (dw),, = dw,—1, donde w_; = 0. Sean
m € M y U vecindad abierta de m de tal forma que Xi,...,X. € X(U)
satisfacen que para todo p € U

= <(X1)p’ sy (Xc)p>]R .

Sea 1) € C*(M) tal que 0 < ¢ < 1, de modo que ¥l =1 y ¢¥|pw =0,
siendo V, W vecindades abiertas de m tales que V.C W CW C U (véase la
funcién (1.2) de la seccién 1.2). Ya que 9 Xq,...,¥X,. € X(M) son secciones de
D que generan puntualmente a @ en una vecindad de m (de hecho la genera en

~1((0,1]) € W), se tiene que para cualesquiera j,k € {1,...,c} [WX;, ¢ X}]
es una seccién de ® , siguiéndose de la Proposiciéon 3.5.2 inciso VI que para
cualesquiera 41,...,i, € {1,...,c}

(dw) (inl, ey d)XZn) = dwn,1 (’LﬁXil, e 7¢Xin)

n

Z (DM (X)) wn 1 (X, 0K X))

Z )k+]+1 1([inj7ink]7in17'"717)\(ija"'aﬁik7"'a¢Xin)7

i<k

en particular al evaluar en m
((dw)n)m((Xil)mv ) (Xin)m) =0,

y por tanto (dw), € J(D).

Supongamos que J(D) es diferencial. Sean X7, Xo € X(M) secciones de D
Mostremos que [X1, Xa]m € ©,, para todo m € M.

Sea m € M. Por la demostracion del inciso 1 de la Proposicién 3.4.3 sabemos
que existen U,, C M vecindad abierta de m y wet1,...,wq 1-formas definidas
en U, que satisfacen que para todo p € U,,

(Wer1)ps -+ (Wa)p)r ={ f € Ty M : f(v) =0 para todo v € Dy, } .
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Consideremos ¢ € C°°(M) tal que 0 < ¢ < 1, de modo que 9|y = 1
y ¥|lmw = 0, donde V, W son vecindades abiertas de m que satisfacen
que VC W C W C U, (véase la funcién (1.2) de la seccién 1.2). Nétese
que Ywey; € IJ(D) para todo i € {1,...,d — ¢}, que gracias a que J(D) es
diferencial implica que d(¥) wcyi) € J(®). Por el inciso 3.5.2 inciso VI

PY(m)(Weti)m[ X1, Xo]m
= —d(¢ weri)m ((X1)m, (X2)m)
+o(m)(X1)m(Weri)m(X2)m
= P(m)(X2)m(Weti)m(X1)m =0,

Como (weti)m[X1, Xa]m =0 para todo i € {1,...,d—c}, [X1,X2]mn anula a
todos los elementos de 7,5 M que anulan a ©,,. Por lo tanto [X1, Xo|m € Do,
concluyendo asi que ®© es involutiva.

|

Por el Teorema de Frobenius, el hecho de que una distribucién sea involu-
tiva nos garantiza la existencia de variedades integrales de dicha distribucion;
maés aun, la unicidad con respecto a la maximalidad en términos de conexidad
de la variedad integral. Veremos que estos resultados se pueden interpretar en
términos de formas diferenciales.

La siguiente definicién nos habla de variedades integrales asociadas a los
ideales de E*(M) y de hecho de variedades integrales maximales en términos
de conexidad.

Definicién 3.4.6. SeaJ C E*(M) un ideal. Decimos que la subvariedad (N, ¥)
de M es una wariedad integral de J, si para cualquier w € J, d¥(w) = 0. En
caso de ser conexa diremos que es una variedad integral mazimal de J si ¥(N)
no esta contenida propiamente en la imagen de otra variedad integral conexa de

J.

Observacién 3.4.7. Dada una distribucién © en M, si (N, V) es variedad
integral de © entonces es una variedad integral de J(D).

Més atin, podemos concluir que si ® es una c-distribucién suave en M¢?,
entonces (N, V) es una variedad integral de J(D) si y sélo si para cualquier
neN,

Para verificarlo supongamos que (N, V) es una variedad integral de J(D).
Sea n € N. Por la demostracién del Teorema 3.4.3 existe U C M una vecindad
abierta de ¥(n) y wi,...,wqg—c € E*(U) un conjunto independiente de 1-
formas que satisface que para cualquier m e U y v € T,, M, v € ®,, siy s6lo
si
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3.5. La Derivada de Lie

w;(m)(v) =0 paratodaie{1l,...,d—c}

De ese modo para cualquier v € T,,N, dada i € {1,...,d—c}

0 =0V (w;)(v) = wi(d¥(v))

de lo que se concluye que d¥(v) € Dy (y). La otra implicacién se obtiene direc-
tamente de las definiciones de variedad integral de un ideal y J(D).

Obtenemos el siguiente Teorema como consecuencia del Teorema 2.9.12 y de
la observacion 3.4.7.

Teorema 3.4.8. Sea I C E*(M) wun ideal diferencial localmente generado por
d — ¢ 1-formas independientes. De modo que para cualquier m € M existe una
dnica variedad integral mazimal (N, V) de J que tiene dimension ¢ y que pasa
a través de m.

3.5. La Derivada de Lie

En esta parte interpretaremos la idea de la derivada direccional de un campo
vectorial y una forma diferencial de una variedad con respecto a otro campo
vectorial, ademas de analizar algunas de sus propiedades béasicas.

Como se vio en la seccién 2.1, dados una variedad M y un elemento m € M,
un vector tangente v € T,, M es un operador que al actuar sobre una funcién
f € C>®(M) da un nimero v(f) que es interpretado como la derivada di-
reccional de f en la direccion v. Ahora buscamos generalizar la idea de la
derivada direccional de un campo vectorial en M en una direcciéon v.

En el caso particular del espacio euclidiano R%, un campo vectorial F es
identificado canénicamente con una funcién suave de R? en R?, de modo que
para todo p € R% la derivada direccional de F en el punto p con respecto a la
direccion v € R es

d .. Fp+tv)— F(p)
pr 0F(p +tv) = }g% . . (3.11)

Dicho limite existe ya que la curva 7, : R — R%, definida como 7, (t) = p+tv,
es suave y por lo tanto F(p+tr) es una composicién de funciones suaves. Méds
atin, la derivada direccional de F' en p resulta nuevamente un vector en R%.

Ahora buscamos generalizar esta idea a variedades diferenciables. Sean M?
una variedad diferenciable y Y un campo vectorial en M. Consideremos m €
M y v €T, M. Asi como en el caso de R? empleamos la curva 7p que tiene
como vector tangente en p a v, buscamos elegir una curva v que pase por m
en el punto ty y cuyo vector tangente en ty sea v. Ademads de la eleccion de
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Capitulo 3. Formas diferenciales.

dicha curva se nos presenta otra dificultad ya que el limite expresado en (3.11)
no tiene sentido a causa de que X, € Ty4)M para todo t € dom~y y en
general no es posible identificar canénicamente 7, M con T, M como lo
hacemos en el caso de los espacios euclidianos. Este problema es resuelto al
considerar un campo vectorial X que satisfaga que X,, = v (el cual existe por
la Proposicién 2.5.7) y o0, la curva integral de X que pasa por 0 en m. De
manera que para todo t € dom oy, d(X_¢)x,(m) (YXt(m)) e T,,M, pues X; es
un difeomorfismo con inversa X_; y X;(m) = o,,,(t) (véase el Teorema 2.8.9).
Con base en lo anterior y con un razonamiento analogo para formas diferenciales
se tienen la siguientes nociones.

Definicién 3.5.1. (Derivada de Lie) Sea M un variedad diferenciable y
m € M. Dados X, Y € X(M) llamamos la derivada de Lie de Y con respecto
a X en m al vector tangente en m definido como

(X _t)x,(m)(Yx,(m)) = Ym d
t Tdt

(Lx ) = lim (AX ) x, ) (Yo m))) -

’ (3.12)

Dado w € E*(M) llamamos la derivada de Lie de w con respecto a X en
m al elemento en A(T, M) definido como

, 6(Xt)Xt(m) (th(m)) — Wm d
(Lx w)m = lim ¢ T dt

(d(Xt)Xt(m) (th(m))) .

0
(3.13)

Enseguida veremos como es interpretado el limite expresado en (3.12) en térmi-
nos de sistemas coordenados. Para ello verificaremos que existe un intervalo
abierto alrededor del cero I C R de tal modo que la funcién ®,, : [ — T,, M
que aplica t — d(X_¢)x,(m)(Yx,(m)) esta bien definida y es suave con respecto
a la estructura de variedad inducida por los isomorfismos lineales de T,, M con
el espacio euclidiano correspondiente (ejemplo 1.1.6).

El inciso vI del Teorema 2.8.9 es equivalente a que existen ¢ >0y V C M
vecindad abierta de m que satisfacen que la funciéon

(—¢,¢e) xV—Ls> M

(t7 p) '%X*t(p)

esta bien definida y es suave. Por ello la funcién

(—e.e) xV—"s TM
(t7 p) > d(X—t)p(Yp)

esta bien definida. Veamos que es suave.
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3.5. La Derivada de Lie

Sean (U,7 = (y1,-.-,y4)) ¥ (W, = (21,...,24)) sistemas coordenados
alrededor de m. Consideremos 7 : (—g,¢) x (VNU) — (—e,e) x 7(V NU)
la funcién definida como 7 = id x 7, donde id denota el mapeo identidad
en (—e,¢); por otro lado @ : 7~ 1{(W) — (W) x R? el mapeo definido co-
mo o7 X (dxi)izp siendo 7 la proyecciéon canénica de TM. Ambos son
mapeos coordenados de (—¢,e) xV y TM respectivamente. Verifiquemos que
la composicién @ o ® o7 ! definida en (—e,e) x 7(VNUNW) es suave.

Sea (I,p) € (—e,&) x 7(VNUNW), de manera que
~ ~_1 1 d
podor (l,p) = <80°7' (), (YT’l(p)(xiOX_l))izl) :

Basta verificar que Y, -1, (z; 0 X_;) es una funcién suave en (I,p) para todo
ie{l,...,d}.

Para cualesquiera i,7 € {1,...,d} se sigue de la definicién de las derivadas
a(xioX,,,ogpfl) (

parciales y un breve cdlculo que o7, poT1 1(p)) esigual a

I(z;0Wo (id x 1))
(97"]‘_;,_1

o(id x por1)(l,p)

la cual es una composicién de funciones suaves y por lo tanto resulta una funcién

suave en términos de (I,p). Como Y‘W = Z?Zl Y(z;) 522, donde Y(z;) €
J

c= (W),

» O(z; OX%)

T=1(p)

d —1
=S V@)or ) AT (o 1)

que es suave en (—e,e) x 7(VNU NW). De esto concluimos que ® es suave.

Consideremos I = (—¢,¢) No,,}(V), de modo que 0 € I y la composicién

I——(—g,e) xV

TM
t— (ta Um(t)) — d(Xt)Xt(m) (YXt(m))

es suave. Denotemos a dicha funcién como ®y. Ya que T,,M es un encaje
con la inclusién y &y se factoriza a través de T,,M, se sigue que ®,, es
suave (Teorema 2.6.2).

Obsérvese que lo anterior realmente muestra que al considerar LxY como
un campo, este resulta suave.
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Gracias a la estructura de variedad diferenciable de A*(M) se puede mostrar
en forma totalmente andloga que para todo w € E*(M), dado m € M existen
e>0y V C M vecindad abierta de m que satisfacen que la funcién

(—e,e) xV A (M) (3.14)

(t,p) FH—=0(Xt)x, ) (Wx,»)

esta bien definida y es suave, consiguiendo con ello mostrar no sélo que el limite
expresado en (3.13) existe sino que la forma Ly w es suave.

Con la notacién previa, (LxY ), = %‘OCI)"L(t). Veamos la expresién de la
derivada de Lie en términos de los sistemas coordenados.

Sean (U, = (z1,...,24)) v (V.7 = (y1,...,ya)) sistemas coordenados
alrededor de m. Afirmamos

id (dz; o <I>m(t)) id dy; o <I>m(t)) © B

0y;
m

31“2

i=1 m =1

Mostrarlo es equivalente a verificar que para todo ¢ € {1,...,d}

d(dz; 0 (1)) - Kd(dyj o Pp(t)) O,
— (0 =y " (0) o))

j=1

Notemos que para todo j € {1,...,d}

d
8yj

d(yj)m - 87 d(xl)’m 5
=1 O

por lo cual

d

Ay

dyj od,, = d(yj)m od,, = E 6.%’]5
=1

dzl O(I)m7

m

de lo que se sigue que

81‘1
m 8yj m

d
8yj
T

d(dyj o <I)m (t))
dt

d(d.’L‘l @) (bm(t))
dt

(0).

Como (8”” ! ) g (% es la matriz identidad se tiene que
n/ij

Jy; In ox; ”m)jl
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3.5. La Derivada de Lie

d dy] o (I)m (t)) d ('“)yj 8=Tz d(dl‘l © (I)m(t))
Z (0 ) 3yj Z Z axl dt ©0)
J=1 =1 =
dx o®d d(dx; o @, (t
—Zazl 0.0) <0>=%<0%
que era lo que queriamos concluir.
De ese modo, dado (U, o= (x1,... ,xd)) un sistema coordenado alrededor

de m diremos que

d
dt

d
(LxY)m = ZM (0)

o 6301

De esa forma, para todo f € C°(M),

(LY ) ij—d (drio 2n(®) )

i=1

ax,

(f)

(f)) -2

La siguiente Proposicion tiene las propiedades principales de la derivada
de Lie para campos vectoriales y formas diferenciales, relacionandolos con el
corchete de Lie y la derivada exterior, respectivamente.

_d
~d

t (dei o Plt) 5 (®n (1)

0

Proposicion 3.5.2. Sea X un campo vectorial en M. Entonces, dado X €
X(M),

I. Lx(f) = X(f) para toda f € C>®(M).

1. Para cualquier Y € X(M), LxY = [X,Y].
uL. Ly : E*(M) — E*(M) es una anti-derivacién que conmuta con d.
v. En E*(M), Lx =i(X)od+doi(X).

V. Sean w € EP(M) y Yp,...,Y, € X(M). Entonces

Lyo(w(m,...,yp)):(Lyo )(Y1,....Y,)

(3.15)
+Zw Y17~~- i— leY()}/:Lv K—}—lv"'va)'
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vI. Asumamos la notacién de v. Entonces

P
dw(yba s 7Yp) = Z(_l)llfiw(y}h s ,Y;, . '7Yp)
1=0
+ Z(_1)2+Jw([y;a )/j]aYO; cee a}/i—la }71 cee 7?;7 Y}-{-h s 7Yp)'
i<j

Demostracién.
I. Sabemos que para todo ¢t € R, si p € D, el morfismo de R-dlgebras gradu-
adas 0(Xy)p : AT, ) D—t) — A(T;D:) es la identidad en R, por ello dado

+(p)
mée M

S(X D)oty (O (t)) = Fm) _

t t—0

= (6m(0))(f) = Xm(f),

, fom(t)) = f(m)
(Lxf)m = tlg% -

_ d(f © Um(t))
dt

concluyéndose con ello que Lx f = X(f).

1. Veamos que para todo me M y fe€ CX(M), (LxY)m(f)=[X,Y]n(f).
Por los comentarios previos

(LxY)(f) = % (d(X—1)x,m) Yxo(m)) () = %
0 0

(YXt("l)(font)) (3.16)

donde Yx,(m)(foX_¢) = Ly(foX_¢)x,m), que a su vez es igual a

I foX _ soY.0Xi(m)— f(m)
r—0 T

(3.17)

Gracias al inciso vI del Teorema 2.8.9 existe € > 0 de tal modo que las
funciones H : (—¢,6)> — R y K:(—¢,6)> — R

H(t,r) =foX _;0Y,0Xi(m)
K(t,r,s) = foXs oY, o Xy(m)
estan bien definidas y son suaves. Obsérvese que considerando el mapeo suave
g: (—¢,6)? — (—¢,€)® que aplica (t,r) — (t,7,—t) se tiene que K og= H.
De las igualdades dadas en (3.16) se sigue que

H
YXt(m) (f o X—t) = % (ta 0)
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3.5. La Derivada de Lie

y de la expresién (3.17) que

_o’H ( r)
LxY =
Por la regla de la cadena se tiene que %(t, r)= W(t, r,—t) y de esto
que
O?H(t,r) O?K(t,r,s) O?°K(t,r,s)
“ator (0,0) = “tor (0,0,0) — s or (0,0,0). (3.18)
Verificaremos que
O?K(t,r,s
TELL) 0,0,0) = XV (1)),
Kt " ) (3.19)
,Ty S
TR (0,0,0) = V(X))

Denotando como v a la curva integral de Y que pasa por X;(m) en 0, te-
nemos que

Y, (m)(f) = (7(0))(f) = W (0)

— iy L X (Xe(m))) — f(Xi(m))
r—0 r

_ aK(t7 T, 5)

=—p,  4,0,0).

Por otro lado

Xn(Y(£) = (0m(0) (Y (f)) = M(O)

Y(f) o Xi(m ) Y(f)(m)

— I YXt('m) (f) - m(f)
= l1m
t—0 t
OK (t,r,s) £.0.0 OK (t,r,s) 0,0,0
G 0,0) - %K) 0,0,0)
t—0 t
_ O*K(t,r,s)
ot or

= lim

(0,0,0).

Anélogamente se concluye que % (0,0,0) = Y, (X(f)). Dadas las igual-
dades (3.18) y (3.19) se obtiene el resultado.
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1 Considerando el comentario previo a la funcién (3.14), se sigue que Lx :
E*(M) — E*(M) esta bien definido. Verifiquemos que estd es una derivacién
que conmuta con d.

Sean w,v € E*(M). Por el inciso I de la Proposicién 3.3.8 se sigue que Lx
es un endomorfismo en E*(M) y ademds, para todo m € M

5Xt(th(m) A UXt(m)) — Wm N\ Uy

Lx(wAv) :th;n(lj

t

, 5Xt(wX,(rn))/\5Xt(UXf(m)) —an/\Um
= lim

t—0 t

lm 0Xt(wx,(m)) NOXt(Vx,(m)) — 0Xt(Wx,(m)) A Um
B t—0 t

5X m A m — w“m A m

i t(Wx,(m)) AV w v

t—0 t

Xt (Vx,(m)) — Um
t

= }E}% Xt (wx,(m)) A

5X m - Wm
tlim SXxiom) =
t—0 t

=wm A (va)m + (wa)m A Upy

obteniendo asi que Lx es una derivacion.

Nétese que si D : E*(M) — E*(M) es una derivacién y wq, we € E*(M)
de tal modo que existe un abierto U C M para el cual w|y = ws|y, entonces
D(w1)p = D(wa), para todo p € U (véase la observacién 2.1.2). La siguiente
afirmacién nos serd de utilidad para mostrar que Lx conmuta con d.

Afirmacion. Si Lx(df) = d(Lxf) paratodo f € C®(M) entonces Lx(dw) =
d(Lxw) para todo w € E*(M).

Sea w € E*(M). Consideremos m € M y (U, ) un sistema coordenado alrede-
dor de m con funciones coordenadas xi,...,xq. Sin pérdida de generalidad
supongamos que w|y = i, 4, dzi, A --- Adz;,, donde a;, . ;. € C®(U).
Consideremos 1 € C*(M) tal que 9|y, =1 y Y|pmv,, =0, donde Vi, Uy,
son vecindades abiertas de m y satisfacen que V,, C Uy, C U, C U (véase
la funcién expresada en 1.2). Ya que x;|v,, = ¢z;|v,,, se tiene que d(x;), =
d(¢z;), para todo p € V,, y por lo tanto
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Ya que Lx es una derivacion se obtienen las siguientes igualdades

LX (dw)m = LX (d(i/)ailw"in))m A d(i/)l’il)m JANEERWAN d(¢xln)m

+ dWai, i) N AW ) A A Lx (d(23,)), A Ad(ai, )m
k=1

= d(LX (d)aihm’in))m A d(1bx“)m VANKIERIVAN d(wxln)m

+ dWai, i )m A AW )m A Ad(Lx (V23,)), A Ad(ai, )m

I
—

m

k
=d(Lx (Yai,,...i, dzi) A Nd(Yai,))), = d(Lx(w)),,

.....

concluyéndose con esto que Lx(dw) = d(Lxw).

Por la afirmacién anterior basta probar que Lx(df) = d(Lxf) para todo
feC>®(M). Sea m € M. Como (Lx(df))m, d(Lx f)m € T, M basta mostrar
que para todo Y,, € T,, M, (LX(df))m(Ym) = d(Lx f)m(Ym). Obsérvese que
por un lado

(Lx(df))m(Ym) = 5(Xt)xt(m)(dfxt(m))> (Yon)

qa
dt

/N

0

0

=

Yo (foXy).
0

=

Por otro lado

A(Lxf) (V) = YL ) = Y (jt (o X») .

Sea Y € X(M) una extensién de Y,, (véase la Proposicién 2.5.7). Por el

ejemplo 2.8.6, existen Y = (Y, 0) y % = (O, %) campos suaves definidos en

M xR que satisfacen que [}7, %} = 0. Por el inciso vi del Teorema 2.8.9 existen
€ >0 y V una vecindad de m de tal forma que la funcién f o X; esta bien
definida en (—e,e) X V' y es suave, de modo que

119



Capitulo 3. Formas diferenciales.

d - d
Y, (dt O(fOXt)> Y(m,0) (dt
4 d
dt

(f OXt))

(m,0)

(zm,o) (fOXt)) =
(m,0)

(Ym(f © Xt)) )

con lo cual se obtiene que Lx(df) =d(Lxf).

Iv. Mostraremos algunas afirmaciones que nos ayudarédn a concluir en forma
directa el resultado.

Afirmacién. Sean A= @, .y An un dlgebra graduada y J,K : A — A anti-
derivaciones de grado impar j y k respectivamente. Entonces J oK +KoJ
es una derivacion.

Sean v,w € A. Supongamos que v € A,, de modo que

JoK(pAw)=JKw)Aw+ (=1)"v AK(w))
=J oK) Aw+ (=1)" K (v) A T (w)
+ ()" T W) AK(W) + v AT 0 K(w)

y de forma andloga
KodwAw)=KoJTw)Aw+ (=1)"M T () AK(w)
+ (=DKW AT (W) +vAKeT(w),
obteniendo con ello que
(JoK+KoJ)vAw) =T oK) Aw+KoJ(v)Aw
+(ED" (1 (FDF) K@) AT () + (=1)™ (14 (=1)) T(v) AK(w)

VAT oK(w)+vAKoT(w)
=(JoK+KoT)w)Aw+vA(ToK +KoJ)(w).

De la distribucién del producto y del hecho de que J, K son endomorfismos se
sigue la afirmacién.

Ya que i(X) y d son anti-derivaciones de grados impares, de la afirmacién
anterior se sigue que (X )od+doi(X) es una derivacién. Por definicién conmuta
con d. Més atn, ya que (X)(f) =0 para todo f € C*°(M), dado m € M
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(((X) o d(f) +doi(X)(f)),, = {(X)m(df) + d(i(X)(f))m
= dfm(Xm) = Xm(f) = (LXf)rru

de tal forma que (i(X)od+doi(X))(f) = Lxf. Dados el inciso anterior y la
siguiente afirmacién, concluimos que (i(X)od+doi(X))(w) = Lxw para todo
w e E*(M).

Afirmacién. Sean J,K : E*(M) — E*(M) derivaciones que conmutan
con d y satisfacen que para todo f € C*°(M)

J(f) = K(f)-

Entonces J = K.

Sean w € E*(M), m € M y (U,¢) un sistema coordenado alrededor de m
con funciones coordenadas z1,...,zq. Sin pérdida de generalidad supongamos
que wly = aiy,.. 4, dxiy A+ Adx;,, donde aj, . i, € C*(U). Consideremos
1 € C*(M) como en la afirmacién del inciso anterior. Ya que z;|v,, = Yx;|v,,,
se tiene que d(z;), = d(vx;), para todo p € V,,, y por tanto

Wlv, = (Vi d(zi) Ao Ad(z,)),,

de manera que

T (W)p = T (ai,,...i,) d(Wzi,)p A=+ Ad(pai,)p

+ ilﬂail ..... in (D) A(Wxiy )p A AT (d(ws,)), A A (@i, )y
= ];C:(lwn) d(@ziy)p A - Ad(pi,)p

+ id’ail ..... in(P) AWz, )p Ao NA(T (W3,)) ) Ao A (D, )p
= klzl(mil,_”,in) d(Yzi))p A -+ ANd(Yxs,)p

S o ) A )y A A (K z)), A A (1)
= kzl(w%wn) d@wiy)p A+ Ad(pai,)p

+ zd:wal (p) d(Wwiy)p A+ ANK(d(W,)), A A ($3,)p
Kol

Dado que J y K son endomorfismos, se sigue que J = K.
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v. SeameMy (U= (z1,... 7zd)) un sistema coordenado alrededor de m.
En lo siguiente x1,...,x4 denotaran extensiones de las funciones coordenadas
de V C U una vecindad de m a M. Supongamos que para una vecindad de
m, w coincide con el elemento descomponible fdzi A...Adzy,, siendo f un
elemento en C*°(M). De esa forma

Ly, (w(Yi,...,Yy))(m) = (Yo)m<f det (Yi(xj))ij)

=(Yo)m (f Z sig(o) Y1(wo(1)) - - Yp(%(p)))

og€Sy

=(Y0)m (f) D sig(0) Y1)m(@o) - (Yp)m(Zo(n)

oSy

+7m) S sig(0) (V)m(@o) -+ (Yo)m(YViwo)) - (V) (0(p))

oceSyl=1
(3.20)
Por otro lado
i(Yo)w = Z w (Yo A 8) dz
¢C{1,...d}
d):{ ’il ..... ’Lpfl}
I S T LA A 20
o =1 0% 6@7‘ 31‘¢ ¢
#C{1,...,d}
¢:{ U15eensip—1 }

donde

o 24 0 \_ Jsigloy)  sien{j}={1,....p}
Ox; Oxg 0 en otro caso

siendo oy =id y o;=(j 1 2--- j—1)=(1 2---j—1 j)si2<j<p
De (3.21) se tiene la siguiente igualdad en una vecindad de m

p
i(Yo)w =Y (1) fYo(aj)day A+ Adaj Ao Aday,.
Jj=1

Considerando que d es una antiderivacién y que d? =0 se sigue que
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3.5. La Derivada de Lie

P
doi(Yo)w Z (xj)dey Ao ANdf A+ Ny
= (3.22)
P
+ > fdry A Ad(Yo(ag)) A Aday,.
j=1
Denotemos
T sii#£j
Lij = .. .
’ f Ssii=j

T; sii#j

Yo(z;) sii=j
. {xj sij#0
LEj =

f sij=0

asf, por la igualdad (3.22) se obtiene que (doi(Yo)w) (Y1,...,Y,) esigual a

e (3.23)

Z Z sig(o YO)WL(‘TJ) (Y1) (= Lo (1), J) o (Yp)m(xcr(p),j)
Z (m) (YD) (Zo1).5) - (Vp)m(Fo(p).s) -

mM

De manera que para todo ¢ € S,

Fm) YD) (Zoy ) - (Vp)m(To(p).s)

M-

1

J

Fm) (YD) m(@o)) - (Vi)m (Yo(zo()) - (Yo)m(@o(p))

‘M@

Il
—

J

y por otro lado

Z Zsig(a) (Yb)m(xj) (Yl)m(xo(l),j) T (Yp)m(xa(p),j)

ocSpj=1

=D Y sig(0) (Y0)m(@o) (YD) m(@o) -+ (Vi (f) -+ (Vp)m (@o(n))

ocSpj=1
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obteniendo de la igualdad (3.23) que (doi(Yo)w) (Y1,...,Y,) esigual a

szg ) (Yo)m(To()) YD)m(To) - (V)i (f) - (Vp)m (2o 5))
oceS,j=1

m) Y Y sig(o) (V)m(@o@) - (Vim (Yo(@o)) - (Yp)m(Tog)) -
g€Spi=1

(3.24)

Considerando que del inciso 1I se sigue que Ly,Y; = [Y,Y;] para todo i €
{1,...,p}, delas igualdades (3.20) y (3.24) se tiene que

(dOi(Yo)w)m(Yl, .. .,Yp) — Ly, (w(Yl, . ,Yp))(m)

+ Zwm((yl)nm ey (Y;fl)mv (LYgifi)my (}/;+1)m7 ey (}/p)m)

== (Y0)m(f) D sig(@) VD)m(wo) - (Vp)m(o ()
oceS,
+ )Y siglo) (Yo)m(@o(y) V)m(@om) - (Vi (f) - (V) (@o(m) -
occSpj=1

(3.25)

Denotemos a dicho ntimero a,,. Por el inciso 1v, es suficiente mostrar que
—am = (i(Yo) 0 dw)), (Y1,...,Yp). Considerando S,41 como el grupo de
permutaciones del conjunto {0,1,...,p} se tiene que

(i(Yo) 0d(w)),,, (Yis-- . Yp) = D sig(0) (Y0)m(Eo) - (Yo)m(@o(p)
a€§p+1

(3.26)

Sean J = {0 € Spp1:0(0)#0} y J;={oe€S1 :0a0)=;}, demodo
que

J=JJ;-

-

1

J

Miés ain, dado je€{1,...,p}

S

Sp ———=Jj

0|—>0(0 j)
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3.5. La Derivada de Lie

es una biyeccién. De esa forma

Y sig(0) (Y0)m(@o() Y)m (@) - V) (f) -+ (Vp)m(@o(p)

oSy

=Y sig(0) (Yo)m (Fu,(0)0)) - V) (B, 0)() - (Vo) (B, (o))
o€Sy

Y —sig(V5(0) (Yo)m (E0,0)0) - (Vi)m (E0,00)5)) - - (Vo) (20, 0)0)
oESy

= sig(m) (Vo) (8r(0) -+ (V) (E2) -+ (V) () -

TET;

De esto se sigue que

Z Z sig(o) (Yb)m(xo(j)) (Yl)m(xa(l)) tee (Yj)m(f) T (Yp)m(xo(p))

j=lo€S,
P
= =2 sigl) (0)m(Er©) - VIm (Er) =+ (V) (o)
j=17€J;
== > sig(r) (Y0)m (Er0) -+ (Vp)m (Zr(m) »
TeEJ
con lo cual se concluye que (i(Yp) o d(w))m(Yl, ...,Y,) esigual a

(Yo)m (f) D sig(@) (Yi)m(zo)) - (Yp)m (@)
ocSy

=3 > sig(0) (Y0)m (o) Y)m (@) - (Vi)m () - (Vp)m(@o@) »

j=1l0€S,

que es igual a —qy,.

VI. Retomemos la notacién del inciso anterior al igual que la suposiciéon de que
w coincide en una vecindad abierta de m con fdx; A---Adx,. De esa forma,
dado i € {1,...,d} las siguientes igualdades se tienen en dicha vecindad
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Capitulo 3. Formas diferenciales.

Vi(w(Yo,.. o, Yiy.ot, Yy))

=Y; ( > sig(o) £ Yo(@a)) -+ Yie1 (@o() Yigr (@o(ir) - Yp(%(p))>

€Sy

= K(f) Z Slg(O’) YO(IO(I)) e Yvifl(xa(i)) Yri+1(l‘a(i+1)) e Y;D(xa(p))

€Sy

+ZZSlg<a FYo(200y) - Yi(Yi(@o(i11)) -

Yir1 (o) Yo(Top))
o€S,7=0

+ ZSlgO)fYo%(l)) Vi1 (@) - Yi(Yi(@o())) -

(xo(p))
oESyj=i+1
Consideremos
i—1
Z Z sig U) fYO(xo(l)) (Y (xo(ﬁrl))) ) Yi-&-l(xo(z#l)) e 'Yp(xd(p))
O'Gspj 0

+ ) Z sig(0) fYo(o)) - - Yie1 (@) - - Yi (Vi (2o()) - -

Yo(@o),
oceSpj=i+1

de modo que

p
> (- WY, oy Yo, Yp)) = dw (Yo, .
=0

..,Yp)+i(—1)iQ

Para concluir el resultado es suficiente verificar que Y !_, (—1)71Q; esigual a

2(71)14—3“}([}67}/]}7%7 s 7§/i717 ?ia s 75/;7 Y3+17 .. 7Yp) .

i<j

Por definicién se obtiene que

Z(_l)i-’_jw([}/ivyer%v"'7}/;—17K»"' Y Y+17"'a}/p)

y £
i<j
p p
0€S,1=0j= z+1
p p
=0

oc€Spi=0j=i+1

i

'sig(0) f Yo(zo(1)) -+ [Xi X)(o(s) - - Yp(Zo(p))

'L'

tsig(a) f Yo(2o(1)) - Yi(Yi(@o()) -+ Yo(@o(n)

YD (1) sig(o) £ Yo(woq)) - Y (Yilao(s)) -+

o0cSyi=0j=i+1

Yp(Zo(p)) -
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3.5. La Derivada de Lie

Veamos que se tiene la siguiente igualdad

SN S (C1)sin(o) £ Yolon) Vi (o) -+ Viot)

0€S,i=0j=i+1
p i—1

=D > (1) sig(o) fYo(wo) - Yi(Yi(@oi41)) - Yol@om)

0€S,1=035=0

con lo cual habremos terminado.

Recordemos que al permutar renglones (o columnas) de A € gl(d,R), el
determinante de la matriz resultante es igual a det A por el signo de la per-
mutacién, de manera que considerando j < 4, si intercambiamos el j + 1-ésimo
renglén y el i-ésimo renglén de una matriz en gl(d,R), la permutacién corres-
pondiente es (Z g +3 442 5+ 1) y su signo es igual a i — j — 1. Gracias
a esto se obtienen las siguientes igualdades

SO ST (C1isig(o) £ Yol@wo) - Y5 (Yilwai) - Yol@or)

0€S,i=0j=i+1

= ZZ Z )sig(0) fYo(xo(1)) -+ Yi(Y)(@o@)) - Yo(@o(n)

oc€Spj=0i=j+1
p i—1
= Z ZZ (_1)jSig(U) fYO(xa(l)) T Yi(Yj(xU(i))) T Yp(xa(p))
0€S,i=0,=0
p i—1
=Y YD (=1 (1) siglo) Yo o) -+ Vi (Vi (o)) - Yo(@oip)
0€8,i=04=0
p i—1

= Z ZZ( 1) sig(o) Yo (o) -+ Vi (Yi(@o(is1)) -+ Yo(@om) -

€S, i=05=0
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Capitulo 4

Grupos de Lie

4.1. Nociones basicas

Enseguida recordaremos la definiciéon de grupo abstracto. Para profundizar al
respecto de dicha Teoria se puede consultar [Rotmanl].

Definicién 4.1.1. Sea G un conjuntoy - : G X G — G una operacién binaria
asociativa. Decimos que (G, -) es una grupo si

1. Existe un elemento e € G que satisface que para cualquier 7 € G, e- 7 =T.

2. Dado 7 € G existe 7/ € G de tal forma que 7’ -7 =e.

A menos de especificar lo contrario, en adelante abreviaremos 7-0 como 7o,
ademas de que para cualquier 7 € G, denotaremos al elemento con la propiedad
descrita en el inciso (2) como 7.

Definicién 4.1.2. Sea (G, -) un grupo. Diremos que (G, -) es un grupo de
Lie si es una variedad diferenciable y la funcién A : G x G — G definida como

A(r,0) = 7071, es suave.

En adelante, si no hay lugar a confusiones denotaremos (G, -) simplemente
como G.

Observaciéon 4.1.3. La definicion anterior se puede generalizar a espacios
topoldgicos en el siguiente sentido: diremos que un grupo (G, -) es un grupo
topolégico si G es un espacio topolégico y la funcién A : G x G — G definida
como A(7,0) = 707!, es continua.

Que A sea continua resulta equivalente a que la operacién - y la funcién
inversa que mapea 7 +— 7! sean continuas. Anilogamente, si G cuenta con
una estructura de variedad diferenciable, G es un grupo de Lie si y sélo si la
operacién - y la funcién inversa son suaves.
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Capitulo 4. Grupos de Lie

Dado un grupo (G, -), donde G tiene una estructura de variedad diferen-
ciable, se puede asegurar que el hecho de que la operacién - sea suave, resulta
una razon suficiente para que G sea un grupo de Lie. El siguiente Lema nos
seré de utilidad para mostrarlo.

Lema 4.1.4. Sean M, N y R variedades diferenciablesy ¢ : M x R — N
una funcién suave para la cual, dado r € R

mb—— @(m,r)

es un difeomorfismo, entonces la funcién ¥ : N x R — M definida como
P(n,7) = p,1(n), es suave.

Demostracion. Consideremos las funciones

MxR—2% NxR
(ma T) P ((p(m7 T)a T)

NxR—Ys MxR
(n,7) —— (¢, 1 (n),r)

Dado que Vo ® =idyxp v ® oV =idyxpr, basta mostrar que ¢ es un
difeomorfismo local para concluir que es un difeomorfismo cuya funcién inversa
es U, de lo que se sigue la suavidad de ).

Como M y N tiene la misma dimensién, M x R y N x R también tienen
la misma dimensién. De mostrar que para cualquier (m,r) € M x R, d(®) )
es inyectiva, como consecuencia se tendrd que esta ultima es un isomorfismo.
Asi, por el Teorema de la funcién inversa podremos concluir que ® es un difeo-
morfismo local.

Sea (m,r) € M x R. Si 7, m son las proyecciones candnicas de M x N
sobre M y R respectivamente, sabemos que (d(1)(m,ry; d(72)(m,r)) €s un iso-
morfismo entre 7(,, . (M x R) y T,, M x T;.R. Andlogamente se tiene un iso-
morfismo entre Ty (m ry,r) (M X R) ¥ Tym,m M x TR, de manera que mediante
la identificacién de los correspondientes espacios vectoriales se tiene que

AP (1,1
T.M xT,.R Tw(m7T)M x T, R

,0) = (d(¢r)m(v),0)

(0,v) FH———> (0,v)

el cual es inyectivo.
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Proposicion 4.1.5. Sea (G, -) un grupo, en el cual G posee una estructura
de variedad diferenciable. Entonces una condicién necesaria y suficiente para
que la operacién - sea suave es que la funcién A : G x G — G definida como
A(r,0) = 70!, sea suave.
Demostracion. Por la observacion 4.1.3 basta verificar que si la operacién - es
suave, A también lo es.

Ya que para todo ¢ € G, la funcién

®o
G—@G
Th——>T0

es un difeomorfismo con inversa ¢,-1, por el Lema anterior se concluye que

GxG——— (@

(ro) —> ¢, (1) = 7o~

€S suave.

En lo sucesivo G denotard a un grupo de Lie.

Ejemplos 4.1.6. En algunos de los siguientes ejemplos que se plantean se
dan las referencias donde se pueden encontrar sus respectivas estructuras de
variedad diferenciable.

1. El espacio euclidiano R® con la suma es un grupo de Lie . Anélogamente
lo es C? con la suma (ejemplo 1.1.6).

1. El subconjunto abierto de R, R* = R~ {0} con la multiplicacién es un
grupo de Lie. Anédlogamente el subconjunto abierto de C, C* = C~ {0}
con la multiplicacién compleja (ejemplo 1.1.7).

111. La esfera unitaria de dimensién 1 (S! € C*) con la multiplicacién compleja
(ejemplo 1.1.9).

1v. Consideremos gl(d,R) con la estructura de variedad diferenciable descrita
en el ejemplo 1.1.6. Como la suma de matrices es suave, gl(d,R) es un grupo
de Lie con dicha operacién. Ademés GI(d,R) es un subconjunto abierto
de gl(d,R), y por lo tanto hereda su estructura de variedad diferenciable
(ejemplo 1.1.7). Asi, junto con la multiplicacién usual de matrices, es un
grupo de Lie.

De manera anédloga se tiene que gl(d,C) y GI(d,C) son grupos de Lie con
la suma y multiplicacién usuales, respectivamente.
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v. Dados G y H grupos de Lie, el producto G x H resulta un grupo de Lie
con la operacién que envia (h1,g1)(he, g2) — (h1he,g192) (ejemplo 1.1.8).

Por induccién se sigue que si {Gy,...,G, } es una familia de grupos de
Lie entonces

es un grupo de Lie con la operacién que mapea

(01, ey On)(T1y e oy Tn) — (0171, oo, ORTh) -

De esa manera, al considerar el n-toro 7™ como producto de S' n veces,
resulta un grupo de Lie.

vI. Consideremos el producto GI(d,R)xR? y definamos la operacién de grupo
que mapea (A1,v1)(Az2,v2) — (A1As, Ajvs + v1), de modo que resulta
suave. Dicho grupo de Lie es conocido como el grupo de movimientos afines
de R?, ya que al identificar (A,v) con el movimiento afin de R? que aplica
r — Az + v, la multiplicacién coincide con la composiciéon de movimientos
afines.

vIl. Sea (G, -) un grupo de Lie y H un subgrupo abierto de G, de tal forma
que H es un encaje con la estructura de variedad diferenciable inducida a
partir de G (ejemplo 1.1.7) y por tanto la operacién vista en H es suave,
pues es la tnica funcién que hace conmutar el siguiente diagrama

Hox H s
N

N .
~ tH
~
N

H

(Teorema 2.6.2). Con el mismo argumento se sigue que cualquier subgrupo
abstracto de G que cuente con alguna estructura de variedad diferenciable
a partir de la topologia relativa de G, resulta un grupo de Lie con la
restriccién de la operacién de G (véase la observacién 4.1.8).

Existen funciones importantes en un grupo de Lie que se obtienen a partir
de su operacién. Una de las propiedades que satisfacen es que para cualesquiera
dos puntos en el grupo, existe una de dichas funciones que lleva un punto en el
otro. Estas aplicaciones se definen a continuacién.

Definicién 4.1.7. Sea o € G. Llamaremos traslacion izquierda por o'y traslacion
derecha por o a las funciones l,,r, : G — G definidas como
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lo(9) = og
To(9) = go
Gracias a la suavidad de - , dichas funciones resultan ser difeomorfismos

con inversas ly,-1 y T5-1.

Si L C G, denotaremos oL a la imagen de L bajo l,, y Lo bajo r,.

Observacién 4.1.8. Dado un grupo de Lie G, denotemos €. a la componente
conexa que tiene a e. Observemos que es un subgrupo de G. Sean 0,7 € €.
Aprovechando el hecho de que I,-1 es un difeomorfismo y por lo tanto manda
componentes conexas en componentes conexas, ademés de que [,-1(c) =e, se
sigue la igualdad I,-1(€,) = €, y por ello I,-1(e) = 0~ ! € €,. Anslogamente,
lo(€) = €. y de ahi I,(7) = o7 € €,. Por el ejemplo 4.1.6 inciso viI, dicho
grupo resulta ser un grupo de Lie con la operacién de G.

Como se vio antes, dadas dos componentes €1, €, si 07 € €1 vy 09 € &
entonces la traslacion izquierda 10201_1 restringida a €; es un difeomorfismos
sobre €. De manera que cualesquiera dos componentes conexas de G son
difeomorfas.

4.2. Algebra de Lie de un grupo de Lie

En esta parte sera utilizada una nocién que por si misma es bastante interesante.
Este es el concepto de dlgebra de Lie. Para profundizar el estudio de dicha
estructura puede ser consultado [Jacobson].

Definicién 4.2.1. (Algebra de Lie) Sean F' un campo y J un espacio vec-
torial sobre F. Diremos que (J, [,]) es un dlgebra de Liesi [,]:JxJ —3J
es una funcién bilineal que satisface las siguientes propiedades

1. [z,z] =0, para todo = € J.

2. [z, y], 2] + [ly, 2], 2] + [[2, 2], y] = 0 (identidad de Jacobi).

Notemos que para cualesquiera z,y € J, de la condicién 1 de la definicién
se sigue que [z +y,x+y] =0, y por la bilinealidad de [, | que [z,y] = —[y, z].
A esta tltima propiedad se le conoce como anticonmutatividad. Si F tiene
caracteristica distinta de 2, esta 1ltima es equivalente a la condicién 1 ya que
[z,2] = —[z,z] siy sblosi 2[x,z] = 0.

Como comunmente sucede con cualquier estructura algebraica, son de interés
las funciones que preservan la estructura de &lgebra de Lie, es decir, dadas
(31,5 1) ¥ (32,[, ]2) dlgebras de Lie sobre F, diremos que una transformacién
lineal T es un morfismo de dlgebras de Lie si para cualesquiera x,y € J;
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T(lz,yl) = [T(2), T(y)]2 -

Ademds, si (J,[,]) es un algebra de Lie sobre F' y { C J es un subespacio

vectorial para el cual, dados x,y € 4 se tiene que [z,y] € U, diremos que i es
una subdlgebra de Lie.

II.

III.

Ejemplos 4.2.2.

Dado cualquier espacio vectorial V sobre F', la funcién bilineal trivial que
aplica (v, w) — 0 le da una estructura de algebra de Lie a V. Dicha dlgebra
de Lie es llamada abeliana. Una motivacién de este nombre se verd en el
Corolario 8.1.11 del Teorema 8.1.9.

Sea A un F-algebra. Consideremos la funcién bilineal [,]: Ax A — A
definida como

[a,b] = ab—ba.

Veamos que con dicha operacién bilineal, A es un &algebra de Lie. La
primera condicién se sigue directamente de la definicién. Ademds, para
cualesquiera a,byc elementos de A

[[a,b], c] = [ab — ba, ¢] = abc — bac — cab + cba

De ahi

[[a,b], c] + [[b, ], a] = abc — bac — cab + cba + beca — cba — abe + acb
= acb — cab + beca — bac = —(cab — acb — bea + bac)
= _[[07 CL],b]

Un caso particular es el espacio de matrices gl(d,R) (o bien gl(d,C)). En
ese caso la operacién que le da estructura de algebra de Lie es el conmutador
de matrices.

El conjunto de campos vectoriales de una variedad diferenciable con el
corchete de Lie (Proposicién 2.8.4).

Invariancia en campos vectoriales

En adelante hablaremos de dlgebras de Lie sobre R. De hecho, ahora comen-

zaremos a establecer la relacion entre grupos de Lie y dlgebras de Lie.
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Definicién 4.2.3. Decimos que un campo vectorial X en G es un un campo
vectorial invariante con respecto a las traslaciones izquierdas (o bien que es un
campo vectorial invariante izquierdo) si para cada o € G, X es l,-relacionado
consigo mismo, es decir

digo X =Xol,.

Denotaremos el conjunto de campos vectoriales invariantes izquierdos de un
grupo de Lie G con la letra g.

Ejemplo 4.2.4. Sea V' R-espacio vectorial de dimensién finita d. Consideremos
la estructura de variedad diferenciable inducida por los isomorfismos lineales
entre V y R? (ejemplo 1.1.6), de manera que V resulta un grupo de Lie
con la suma.

Sean § = {b1,...,bqs} una base de V.'y 0* = {¢1,...,¢4} su base dual,
de modo que (V, ¢ = (¢1,...,¢4)) es un sistema coordenado de V. Nétese que
a%,-, : V — TV es un campo invariante izquierdo para cualquieri € {1,...,d },
yaquedadosa €V y feCX(V)

0 _O(folgog™t) o 78(fo¢*1ol¢(a)) .
d(la)() (a¢z 6> (f) - 87’1‘ (O) - 87"7', (O)
_Ofoop! 0
= T@(a)) = 96 a(f)

Enseguida analizaremos algunas de las propiedades del conjunto de campos
vectoriales izquierdos de un grupo de Lie.

Proposicion 4.2.5. Sea G un grupo de Lie y g el conjunto de campos vec-
toriales izquierdos de G. Entonces

I. g es un espacio vectorial de dimensién finita. De hecho a¢g : g — T.G
definida como ag(X) = X, resulta un isomorfismo lineal.

1. Los campos vectoriales invariantes izquierdos son suaves.

. Si X,Y € g, el corchete de Lie de X y Y es un elemento de g (es decir,
g es cerrado bajo la operacién corchete [, ]). Por lo tanto, g tiene una
estructura de algebra de Lie con la operacion de corchete de Lie.

Demostracion.

1. El hecho de que g sea un espacio vectorial se obtiene directamente de que
d(l,) es lineal para todo 7 € G. Por definicién ¢ resulta ser lineal. Ademds
si X,Y € g satisfacen que X, =Y., entonces para todo 7 € G

X, =d(l;)e(Xe) = d(l,)e(Y.) = Y5 .
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Mas aun, si para cualquier v € T.G consideramos X, : G — TG definida
como X,(7) = d(l;)e(v) resulta ser un campo vectorial y satisface que para
cualesquiera 7,0 € G

(Xy 0lo)(1) = X, (07) = d(lgr)e(v)
=d(ly oly)e(r) = d(lo)+ (X, (7))
= (dla o XV)(T)

es decir, es invariante izquierda; ademés satisface que ag(X) = X, (e) =v. De
modo que ag resulta un isomorfismo.

1. Sea X un campo invariante izquierdo. Obsérvese que para concluir que X es
suave, basta mostrar que para cualesquiera sistemas coordenados en G, (U, ¢ =
(@1,..,24))y, VA= (y1,--,y4)) ¥ s € UNV), dada ¢ € {1,...,d} la
funcién

(dyi 0 X 0™)(s) = (s 0 X 0 110 (e)
= (dy; o dl,-1(s) 0 X)(e) =d(y; o lw—l(s))(Xe)
= Xe(yi o lw_l(s))

€S suave en s.

Observemos que si X, = 0 entonces X es el campo constante cero, el cual es
suave. Supongamos que X, # 0. Sabemos que existe un campo suave que toma

el valor de X, en e. Asi, por la Proposicién 2.8.12 hay un sistema coordenado

(W,p = (z1,...,24)) parael cual e € W y 0%1 coincide con dicho campo en

W, en particular

0

Xe=—
e 82167

de modo que basta verificar que dado s € p(UNV), a%l |e(yi ol,-1(5)) es suave.
Consideremos ¥ : p(UNV) x G — G definida como

\I/(s,m) = ltp—l(s)(m) = 90_1(S)m7

la cual es suave. De tal manera que la funcién y; o ¥ definida en W=1(V), es
suave. Notemos que para cualquier s € o(UNV), (s,e) € ¥~1(V).

Considerando la estructura diferencial de (U NV) x G (ejemplo 1.1.8),
(p(UNV)x W, p=¢ X p) es un sistema coordenado, de tal forma que

0 ' _ O(yioVop
(s,e) a’l“d+1

(P(s,€))
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es suave como funcién de s. Ya que ademas

4 Oyio Vo) _
021 ioV) = ————(p(s,e
A e e G
_ Jim Y0¥ p~(ple) +te1)) —yio W(s,e)
t—0 t
i Y0l ) (7 (ple) + ten)) — i 0 Lo (P (p(6))
t—0 n

~ O(yiol,1s0p )
= By (p(e))

0

621

(yi o l(pfl(s)) )

€

se concluye que 8%1

e(yi ol,-1(5)) es suave.

1L Sean X, Y €g, moe Gy feCX (G) de modo que

(dla © [Xv Y})m(f) = [X7 Y]m(f o la)
X (Y (f ol)) — Yn(X(fo1,)).

Observemos que para cualquier ¢ € I;!(dom f)

Y (f)ols(a) =Y(f)(oq) = Yoq(f)
=Y oly)(g)(f) = (dls 0 Y)(q)(f)
= Yq(f oly).

De ahi que Y (f)ol, = Y(fol,). Andlogamente X(f)ol, = X(fol,). Por
ello se tiene

(X, Y]olo)m(f) = X, Y]om(f) = Xom(Y(f)) = Yom (X(f))
(X olo)(m)(Y(f)) = (Y olo)(m)(X(f)

(dlg 0 X)(m)(Y(f)) = (dly oY) (m)(X(

X (Y(f)olo) = Y (X(f)ols)

Xn(Y(fols)) = Ym(X(fols))

= (dlg o [X,Y])m(f) -

)
)

Con lo cual se tiene que dl, o [X,Y] =[X,Y]ol,.
[ ]

Enseguida veremos un concepto de suma importancia en la Teoria de Grupos
de Lie, lo cual se podra apreciar claramente en los resultados posteriores.
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Definicién 4.2.6. (Algebra de Lie de un grupo de Lie) Decimos que
el dlgebra de Lie de un grupo de Lie G es el algebra de campos invariantes
izquierdos de G.

Por la Proposicién 4.2.5 podemos identificar canénicamente el algebra de Lie
g de un grupo de Lie G con T.G e inducir mediante ag una estructura de
algebra de Lie en T.G de tal manera que dicho isomorfismo lineal resulte un iso-
morfismo de dlgebras de Lie. En algunas ocasiones haremos la identificacién del
algebra de Lie de un grupo de Lie con su espacio tangente en la identidad, como
se muestra en los ejemplos dados en 4.2.8. De hecho identificaremos las algebras
de Lie de los grupos clasicos con subespacios vectoriales del espacio de matrices
correspondiente. La siguiente observacién hace énfasis en dicha identificacién
para R-espacios vectoriales en general.

Observacién 4.2.7. Sea V R-espacio vectorial de dimension finita d. Con-
sideremos la estructura de variedad diferenciable inducida por los isomorfis-
mos lineales entre V y R? (ejemplo 1.1.6), de modo que dadas una base
B8 ={b,....ba} v " = {é1,...,64} su base dual, sabemos que (V, ¢ =
(é1,...,64)) es un sistema coordenado.

Por lo argumentado en la observacion 2.3.3, al considerar a V' como grupo
de Lie es posible identificar candnicamente su algebra de Lie, que denotaremos
gv, con V mismo mediante el isomorfismo

V —— 8v

: ¢ 94;

d
1=

d
i by ——= "\ 22
1 i=1

que estd bien definido (ejemplo 4.2.4) y es independiente de la base elegida
(observacién 2.3.3).

Ejemplos 4.2.8. (Grupos de Lie y sus algebras de Lie)

I. La recta real R con la suma es un grupo de Lie. Por el ejemplo 4.2.4
y dado que la dimensiéon de su algebra de Lie es 1, ésta resulta igual a
{AL : NeR}.

1. Ya que GI(d,R) resulta un grupo de Lie con la multiplicacién (ejem-
plo 4.1.6 inciso 1v), denotemos g a su &lgebra de Lie. Dado que Gi(d,R)
es una subvariedad abierta de gl(d,R), T7Gl(d,R) coincide con Tgl(d,R).
Considerando z;; : gl(d,R) — R a la proyeccién de la entrada ij, segin
las identificaciones de la observacion 4.2.7 y del Teorema 4.2.5, la funcién

9"~ gi(d,R)
X = (X1(5))ij
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4.2. Algebra de Lie de un grupo de Lie

es un isomorfismo lineal que da una identificacién canénica del algebra de
Lie g con gl(d,R). Veamos que al considerar gl(d,R) con la operacién
definida en el ejemplo 4.2.2 inciso 11, § también resulta un isomorfismo de
grupos de Lie.

Dados X,Y € g, se tiene que B[X,Y] = (X1(Y (zi;)))i; — (Y1 (X (245)))s;-
Por un lado

d )
ij

ij=1

I
Dados ¢,5,l,s € {1,...,d} y e;; la matriz cuya tnica entrada distinta de
cero e igual a uno es la ij

0 Y(21s)(I +te;;) — Y(xs)({
(¥ (212)) = lim L Z)T ¥ o) = V(@) (D)
8l‘ij I t—0 t
. Yr(ws 0 li11te,;)) — Yi(wis olp)
= lim
t—0 t
, Yl(l"ls o (Z(I+tel-j) - ll))
= lim
t—0 t

Ya que para cualquier (Bpq)pq € 8l(d, R),
(l(I"I‘tEij) — 1)((Bpg)pa) = t€ij(Bpq)pq = (Apg)pg

, donde

0 si 1#p
qu:{tB i Q=
iq Sioi=p

Ya que @150 (I14¢e,;) — 11)((Bpq)pq) = Ais, segin lo anterior

0 _Jo si i#£1
Oy I(Y(%)) B {YI(Y(xjs)) sioi=1
De modo que
4 0
X1(Y(zi5)) = ZXI(xlj)aTij (Y (@)

I
M=~

Xi(w)Yr(z)s) :[5(X)5(Y)]l

s
1

.
Il
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Analogamente se obtiene que Y7 (X (z15)) =[8(Y)B(X)],,. Deahi S[X,Y] =
BX)B(Y) = B(Y)B(X) = [B(X), BY)].
En adelante consideraremos (gl(d,R), [, ]) como el dlgebra de Lie de GI(d, R).

En forma totalmente andloga se muestra que al identificar el dlgebra de
Lie de GI(d,C) con gl(d,C), la cual es un R-algebra de Lie de dimensién
2d? con respecto a la operacién bilineal dada en el ejemplo 4.2.2 inciso 1II,
nuevamente se tiene un isomorfismo de dlgebras de Lie. Por ello también
se considerard (gl(d,C), [, ]) como el dlgebra de Lie de Gi(d,C).

1. Si V' es un R-espacio vectorial de dimension finita d, por el ejemplo 1.1.6
recibe una estructura de variedad diferenciable inducida mediante los iso-
morfismos lineales con R?. De igual forma, denotando como End(V) a
el conjunto de endomorfismos de V y como Aut(V) a el conjunto de
isomorfismos de V' en V, estos resultan espacios vectoriales y por tanto
variedades diferenciales en el mismo sentido que V. Asi, dada una base
B ésta induce un difeomorfismo Ag : End(V) — gl(d, F'), a saber el que
asocia a T € End(V) su representaciéon matricial en la base (3, [T]g. De
hecho, al considerar End(V') con la composicién, resulta un R-élgebra; por
el ejemplo 4.2.2 inciso 11, es posible asociarle una operacién [, ] con la cual
resulta un algebra de Lie, de tal manera que dados Iy, Iz € End(V)

[ll,lg] :llolg—lgoll.

Asi Ag es un isomorfismo de grupos de Lie para End(V) y gl(d,R) con
las operaciones descritas.

Por otro lado, la restriccién de Ag a Aut(V) es un isomorfismo de grupos
de Lie sobre Gl(d,F). Ya que Aut(V) resulta un subconjunto abierto
de End(V), los espacios tangentes T; Aut(V) y T;End(V) son iguales
para cualquier ! € Aut(V). Con las respectivas identificaciones es sencillo
verificar que gracias a que Ag es lineal d(Ag); : End(V) — gl(d,R)
coincide con Ag. Con las observaciones previas y el Teorema 5.1.2 se puede
concluir que el isomorfismo lineal entre el édlgebra de Lie de Aut(V) y
End(V) es realmente un isomorfismo de dlgebras de Lie. Por lo cual diremos
que el algebra de Lie de Aut(V') es End(V).

Siguiendo los mismos razonamientos podemos concluir que para cualquier
C-espacio vectorial de dimensién finita d, End(V) es el dlgebra de Lie de
Aut(V).

Invariancia en Formas diferenciales

En lo siguiente se generalizara lo anterior para formas diferenciales.

Definicién 4.2.9. Sea w una forma diferencial en G. Decimos que w es una
forma invariante izquierda si para cualquier o € G
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4.2. Algebra de Lie de un grupo de Lie

0ls(w) =w

Con respecto a la definicién anterior se tiene que para cualesquiera m,o € G,

Wi = 0lg(W)m = wom © d(ls)m -

Por ello wy, = we 0 d(l,-1)m.-
Observemos que al igual que los campos invariantes izquierdos, las formas
invariantes izquierdas son suaves.

Sean w forma invariante izquierday (U, = (z1,...,2q)), (V,% = (y1,-..,%4))
sistemas coordenados de G, de modo que para cualquier s € o(UNV)

9 el
wtﬁ’l(s)(ﬂ o—1(s) Ao Ay, 50*1(5))

_ 9 1é)
= we (dlp=1(s)~ (g p-105)) A+ A lie=1)=1 (g [ o10))) >
de modo que si (W,p = (21,...,24)) es un sistema coordenado de G para el

cual e € W entonces

o)

we (dlp-1(5)-1 (o |1 () A -+ Allp-1())-1 (0

-y [we(afjle/\.../\afjk|e)

1<Hi1<...<jr<d

Yy <p—1(s)))]
SN L R s I CTRT Sty I

1<1<...<jk<d

9 9
(del e At A dzj, |E)(dl(¢71(s))71 (7 (p_l(s)) Ao A dl(w—l(s))—l (%

Observemos que de mostrar que dados I,m € {1,...,d}, la funcién en
términos de s

0
i,

8(2 oli,-1 s))—1 O(pil)
(2, 0 lp-1(s))-1) = — War(. ) (s)
o1(s)

es suave, habremos concluido.
Consideremos
T
GxG G
(U , m) F—=0o"1m
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la cual es suave al igual que

J

PUNV)xpUnV) GxG

(s,5") (¢ (s), 97 (5"))
Denotando V = 7 (U~1(V)) = (¥ o J)"L(V) tenemos que

szO\Tloj:f}—ﬂR

es suave y por lo tanto la siguiente funcién también lo es

9z, 0Wod) (o
87"d+im ’
Yy A oWoJ(s,s+te;,)—z;,0VoJ(s,s)
t—0 t
g ol 0@ (s Ften,) — 25 0l 1 09 (s 8)
- t—0 ¢
0(zj, © lip1(sp-1 097" 9
- or; (s) = 0y; vfl(s)(zjl °lg-1(s))1)

Con base en los anterior y denotando como Ej. (G) el conjunto de p-formas

invariantes izquierdas, se tiene que EI (G) C EP(G).

Definimos

dimG
B (@) = Y EEL(G)
p=0

el cual resulta ser un subconjunto de E*(G). En particular los elementos de
E},(G) son conocidos como las formas de Maurer - Cartan.

A continuacién veremos algunas propiedades de Ef
estrecha relacién con g.

(G) y con ellas, su
Proposicion 4.2.10.
I. Si w es una forma invariante izquierda entonces es suave.

1. B (G) es una subédlgebra de E*(G). Més atn,

;;nv
B (G) —25 A(T7G)
w f— We

es un isomorfismo de 4lgebras. En particular su restriccién a E}_ da un
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4.2. Algebra de Lie de un grupo de Lie

isomorfismo de espacios vectoriales con T;G. Este ultimo, al ser identifica-
do con g* mediante el mapeo dual del isomorfismo dado en el Teorema 4.2.5
inciso I, permite considerar a E} (@) como el espacio dual del dlgebra de
Lie G.

. Si w € B} (G) y X € g entonces w(X) resulta una funcién constante
cuyo valor es el mismo que si consideramos a w como elemento de g* y lo
evaluamos en X. Dependiendo del contexto, nos permitiremos emplear a
w(X) como una funcién constante o bien como el elemento en R que toma
dicha funcién.

. Siwe Bl (G)y X, Y €g entonces

linv
dw(X,Y) = —w[X,Y]

v. Sean {Xj,...,X }base de G y {wi,...,wq }su base dual en E}
de modo que existen constantes c;;;; las cuales satisfacen

(@),

d
(X, X;] = Zciijk ;
k=1

y son llamadas constantes estructurales de G con respecto a la base
{X;} de g, que satisfacen

a. Cijk + Cjik = 0.
d

b. > [cijicikt + Ciriclit + cracit] = 0.
=1

Ademsés para i € {1,...,d}, la derivada exterior de w; estd dada por las
ecuaciones de Maurer-Cartan

dw; = E Cjki Wi N Wj .
j<k
Demostracion. Con lo que se hecho previamente muestra el inciso I.

1. El hecho de que Eji  (G) es una subdlgebra se debe directamente a que

linv
dls es un morfismo de dlgebras (Proposicién 3.3.8). Por definicién, B¢ resulta
lineal. Més atn, para cualesquiera w,v € Ej  (G)

BowAv) = (WAV)e =we Ave

de modo que resulta ser un morfismo de dlgebras. Ademas, si se satisface w, =
Be(w) = Ba(v) = ve, dada 0 € G
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We =We 0d(lg-1)0 = Ve 0d(ly-1)s = Uy

por lo que B¢ es un monomorfismo.

Por otro lado, dado v € A(T}G) consideremos la forma

G—2—= A (G)
or——vod(l,-1)s

Notemos que v € Ef; (G), pues dados m,o € G

inv

5l6(ﬁ)m = Do'm © d(la)m =Vvo d(l(gm)*l)am o d(lcr)m

=vo d(lm—lg—l o la)m =Vvo d(lm—l)m = ;m .

De ese modo concluimos que g es un isomorfismo de algebras.
Nétese que w € EE (G) siy solo si fg(w) = we € AP(TFG). De modo que

linv

Bclge (g @ BP(G) — AP(T7G)

linv

(@)
es un isomorfismo, en particular cuando p = 1.

111. Notemos que w(X): G — R satisface que para un elemento o € G

W(X)o = wo(Xy)
= (we 0 d(lo-1)0)(d(l5)e(Xe)) = we(Xe) -

Por otro lado, considerando a como en la Proposiciéon 4.2.5 inciso 1,
(ag © Be)(W)(X) = Bo(w) 0 ag(X) = Ba(w)(Xe) = we(Xe).

En adelante identificaremos w con (o 08¢)(w). Con ello obtenemos el siguiente
diagrama conmutativo
g——>R
T.G

1v. Por la Proposicién 3.5.2
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dw(X,Y)=Xw(Y) - Yw(X) - w[X,Y].

Como w(X),w(Y) son funciones constantes, para cualquier o € G

(Xw(Y))s = Xo(w(Y)) =0 =Y (w(X)) = (Yw(X))o

de lo que se sigue el resultado.

(@),

Por la Proposicién 3.5.2 es posible concluir que para cualquier w € Ej; |
dw € E} . (G) ya que dado 0 € G, d y dl, conmutan y de ahi

inv

0ly(dw) = d(ly(w)) = dw .
V. Sabemos que
d
(X, Xj] = > wi[Xi, Xj] X
k=1

donde wy[X;, X;] = (wk)e[Xi, Xj]e = ciji es constante pues wy € E} (G) y
[X;, X;] € g, de ese modo

Cijk + Cjir = W[ Xy, Xj] 4+ wi[ X5, X
= wk[Xi,Xj] — wk[Xi,Xj] =0.

Ademas por la identidad de Jacobi sabemos que para cualesquiera i,j,k €
{1,...,d}
[[Xi, X;], X] + [[X5, X, Xa] + [ Xi, Xa], X5] = 0.

Por otro lado

d
[1Xi, X;], X3 = [Zciﬂxl,xk]

=1

d d
= E ciji[ X1, Xi] = E Cijl ) CiktX¢
=1 =1

=1 =3

d d
= E E CijlClkt Xt

t=11=1
De ese modo
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0= HXhXjLXk} + [[Xjﬂ Xk]7XZ] + [[kaXi]vxj]

d
= Z (Z(Cijlclkt + Cjricrie + Ciklcljt)>Xt

t=1 =1
. g d .
lo cual sucede si y sélo si lel(ciﬂclkt + cjricit + ciricyje) = 0 para cualquier
te{l,...,d}.

Por lo dicho en el inciso anterior, dw; € E?

iy (G). Este tltimo tiene por base
{w; Awg }j<k, de manera que

dw; = Z_Wi[ijXk] wj N\ Wk
J<k

= E Ciki Wk N\ Wj

i<k
|

Observacién 4.2.11. Identificando la funcién constante dw(X,Y) con el valor
real que toma, segin la propiedad descrita en el inciso 1v de la Proposiciéon
anterior, el siguiente diagrama conmuta

gxg%R

(]

T.G

Ejemplo 4.2.12. Veamos una aplicacién de la Proposicién 4.2.10 que nos
serd de utilidad en la seccién 5.2.

Consideremos {wi,...,w.—q} un conjunto linealmente independiente de
1-formas invariantes izquierdas en G°. Veamos que una condicién necesaria y
suficiente para que el subespacio h C g anulado por dichas 1-formas resulte ser
una subdlgebra de Lie de g (es decir, es cerrado bajo corchetes) es que el ideal
J generado por estas sea diferencial.

Ya que 8 ={wi,...,we—q } esun conjunto de 1-formas invariantes izquier-
das

h={Xeg:w(X)=0paratodol <i<c—d}
={Xe€g: (wi)e(X)e=0paratodol <i<c—d}.

Supongamos que f es subdlgebra de Lie de g.
Sean wg_c11,...,wqd € B}y, (G) de tal modo que {wi,...,wq} es una base
de E} . (G). Consideremos {Y,...,Yy} una base de g que satisface que
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{Yi—ct1,-..,Ys} es una base de h. Por la Proposicién 4.2.10 inciso v para
cualesquiera 4,5 € {1,...,d}

d
Vi, Vil = cijnYa .
k=1

Como b es subdlgebra de Liede g, si 4,j € {d—c+1,...,d} entonces ¢;;, =0
para toda k€ {1,...,d —c}. Por otro lado, si [ € {1,...,d}

dw; = Z CiklwWik N\ Wj .
j<k
En particular, si [ € {1,...,d —c} entonces ¢ =0 para cualesquiera j, k €
{d—c+1,...,d} de modo que

dw; = Z CikiwWk N\ Wj ,
i<k
JjSd—c
Es decir, dw; € J para todo [ € {1,...,d—c}.

Sea w = > cywn € J, que es equivalente a que cada componente ho-
mogénea w, estd en el ideal J. Consideremos v; A...Av, donde v; € E! (M)
y Ux € (8 para algin k € {1,...,n}. Como d es una anti-derivacién se tiene
que

n

d(iA . Avp) =D (17 (v A Adu AL A ),
j=1

obteniendo con ello que vi A ... Av, € J. Como w, es una suma finita de
elementos de la forma v; A ... A v, concluimos que dw € 7J.

Supongamos que J es un ideal diferencial. Para concluir que h es una
subélgebra de Lie de g basta mostrar que [Y;, Y;] € h para cualesquiera 4,j €
{d—c+1,...,d}. PorlaProposicién 4.2.10 inciso 1v para todo k € {1,...,d—

¢}

wk[}/layj]] = —dwk(Y;7}/}) = 07

por lo cual [Y;,Y;] € b.
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Capitulo 5

Construcciones con grupos
de Lie

5.1. Morfismos de grupos de Lie

Definicién 5.1.1. (Morfismos de grupos y &dlgebras de Lie) Sean G y
H grupos de Lie. Decimos que ¢ : G — H es un morfismo de grupos de Lie
si es un morfismo de grupos y ademas es suave. Diremos que es un isomorfismo
de grupos de Lie si es un isomorfismo de grupos y es un difeomorfismo; en
particular lo llamaremos automorfismo si G = H. Cuando H = Aut(V) para
algiin espacio vectorial V', o bien es igual a GL(n,C) o GL(n,R), entonces el
morfismo ¢ serd llamado representacion de un grupo de Lie G.

Anélogamente si h y g son algebras de Lie, diremos que @ : g — h es
un morfismo de dlgebras de Lie si es R-lineal y preserva corchetes (es decir que
para cualesquiera X, Y € g, ¢[X, Y] = [¢(X), ¥(Y)]). Diremos que es un
isomorfismo si ademads es biyectiva y en particular automorfismo si g = bh. En
el caso en el que h = End(V) para algin espacio vectorial V', o bien es igual
a gl(n, C) o gl(n, R), entonces el morfismo v es llamado representacién del
dlgebra de Lie g.

Consideremos G 'y H grupos de Lie; sean g vy b sus respectivas algebras.
Si e y € son los elementos neutros de G y H respectivamente, denotemos

g2 T.G h—> T:-H .
X—— X, YH——Y;

a sus isomorfismos. Sabemos que o (andlogamente ) induce una estructura
de élgebra en T.G (en T:H). A saber dados v, 7 € T.G

v, 7] = ac(lag' (v),ag (7))
De modo que si ¢ : G — H es un morfismo de grupos de Lie, p(e) = € y

asi dy, : T.G — TzH induce una transformacién lineal
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d -1
LI o T N ) S A

X P Xe P d@e(Xe) = a;II(dSDe(XE))

Abusando de la notacién llamaremos a dicha transformacién dy, de modo que
dp(X)(€) = az' (dp.(X.))(é) = dp,(X.) resultando ser dp(X) el tinico campo
invariante izquierdo en H cuyo valor en € es dp,(X.).

Sabemos que X € g, Y € b son - relacionados si el siguiente diagrama
conmuta

G H
Xi ly
TG——TH

de

es decir que para cualquier 0 € G, Y, ) =Y 0ly4)(€) = dly0)(Ye) vy

(dpo X)(0) = de,(Xs) = dp,(dlo(Xe)) = d(pols). (Xe)
= d(ltp(d) o ‘P)E(Xe) = dltp(o)é(d@e(XE))-
Esto nos dice que X y Y son p-relacionados si y sélo si Yz = dp,(X.) siy sélo
side(X)=Y.
Una consecuencia de esta ultima propiedad se enuncia a continuacion junto

con el hecho de que la transformacién dy resulta ser un morfismo de dlgebras
de Lie.

Teorema 5.1.2. Sean G y H grupos de Lie con dlgebras de Lie g y b res-
pectivamente, y ¢ : G — H morfismo. Entonces

1. X y dp(X) son ¢-relacionados para cada X € g.
1. dp:g—bh es un morfismo de dlgebras de Lie.

Demostracion. Verifiquemos el inciso 1. Sean X, X’ € g de modo que el
siguiente diagrama conmuta

G H
[X-,X’]i ldw([X,X'])
TG T> TH
©

es decir, (dep([X,X']))s = dp.([X, X']). De modo que basta verificar que

[ng(X), d@(X/)}é = d@e([X: Xl]e)'
Sea f € C°(H). Notemos que para cualquier o € dom(dp(X')(f) o ¢)
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(de(X")(f)op)(0) = dp(X') o) (f) = dp, (X5)(f) = X5 (fop) = X'(fop)(o)

Por lo que dp(X")(f)op = X'(foy); andlogamente dp(X)(f)op = X(fop).
De ese modo

[dep(X), dp(X)]e(f) = dip(X):(dp(X)(f)) — dp(X"):(dp(X)(f))
= dp(Xe)(dp(X')(f)) = dp(X)(de(X)(f))
= Xe(de(X")(f) 0 ¢) = X((dp(X)(f) © ¢)
= Xe(X'(f o)) = XUX(f o))
= [X, X']e(f o) = dip ([X, X"])(f)
|

Hemos visto como el morfismo de grupos de Lie ¢ induce un morfismo de
algebras por medio de la derivada. Ahora veremos como actiia su mapeo dual
dp en B (H). Para ello observemos que dy lleva elementos de Ej;  (H) en

Efiny (G).
Sea w € E};_ (H), de modo que para cualquier o € G

linv
0ls(dp(w)) = d(p oly)(w) = d(ly(o) © ) (w)
= 590(6ltp(0)(w)) = 590("‘))'
Por la proposicién 2.23 concluimos que dy es un morfismo entre dlgebras; mas

ain, dp(Ey;, (H)) C Ej; (G) y satisface que §p(EE (H)) C Ef (G), para
cualquier k£ € N. De modo que podemos definir una funcién lineal

630 : Ellinv(H) - Ellinv(H)

que hace conmutar el siguiente diagrama

dp
Elllnv(H) Ellinv(G) .

on |7

h* T a g
©
Es decir que para todo w € E}  (H), Bc o dp(w) = §¢* o By (w), pues dado

Xeg

(Ba 0 8¢) (w)(X) = B (6p(w))(X) = (dp(w))e(Xe) = (we © dip, ) (Xe)
we(dp,(Xe)) = we(dp(X)z)

y por otro lado
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(dep” 0 B (w))(X) = (Bu (w) 0 dp)(X) = we(dip(X))-

Identificando los espacios tangentes respectivos concluimos que dp(w)(X) =
w(dip(X)).

Recordemos que dada un base {wi,...,ws} de E} (H) existen constantes
estructurales {c;;,} para las cuales

dw; = E CijkWk N\ Wj.
i<k

Como d y § conmutan obtenemos una expresién para la derivada de dw;, a
saber

d(8(wi)) = _cijrd(wr) Ad(w;).
j<k
Enseguida se muestra un caso en donde esta expresion resulta ttil.
Observacién 5.1.3. Consideremos G¢ y H® grupos de Lie con algebras de

Lie g y b respectivamente. Sea ¥ : g — b un morfismo de algebras de Lie.

Denotemos como ¥* : B}, (H) — E} (G) el mapeo dual definido como

U (w)(X) =w(¥(X))  we By (H), X €g.

Consideremos {w; } una base de E}, (H) y denotemos como J al ideal de

E*(G x H) generado por el conjunto linealmente independiente de 1-formas
{1 = 0m (U (wi)) — oma(wi) Yoy,

donde 7 y mo son las proyecciones candnicas de G x H sobre G y H
respectivamente. Veamos que J es un ideal diferencial, para lo que basta veri-
ficar que du; € J.

Supongamos que hemos probado que para todo i € {1,...,c}
d(\I/*(wl)) = chki\ll*(wk) A \I/*(w]') (51)
i<k

donde cjx; son las constantes estructurales de H con respecto a la base {wi }.
Por la Proposicién 3.3.8 inciso I1I se tiene que 6 y d conmutan de manera que
para todo i € {1,...,c}
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d(5ﬂ'1 (\I/*(wz)) — 57‘(2 wz ZC]]“ om (\I/ (wk)) A (57‘(1( (w]‘))

i<k
+ Z Ciki 57r2(wk) N (Sﬂ'z((ﬂj)
i<k
= ZC]']”' ((57‘(1 (\If*(wk)) — (57r2(w;€)) A 0T (\I/*(wj))
i<k
+ chki (5772(wk) N (571'1 (\I/*(w])) — 57‘(’2(00]‘)) s
i<k

con lo cual se concluye que J es diferencial. Mostremos que la ecuacién (5.1)
se satisface, para lo cual es suficiente probar que al aplicar campos arbitrarios
X,Y € g a ambos miembros de la ecuacién se satisface la igualdad.

Por la Proposicién 4.2.10 incisos IV y V se tiene que

d(T" (i) (X,Y) = =07 () [X, Y] = —w;[¥(X), ¥(Y)]
= dw; (V(X),¥(Y))

=3 i Aw; (T(X), U(Y))

i<k
= em ¥ (wi) AT (w))(X,Y).
j<k
Finalmente verifiquemos que para todo i € {1,...,c}

pi = 6m (P* (w;)) — oma(w;)

es una forma invariante izquierda de G x H. Sean 0 € G y 7 € H. Notese
que 7 0lgr) =ls0m y m20l ) =1; ome de modo que para cualesquiera
oo €Gyn€eH

6l(a,‘r) (:ui)(o'lv Tl) = \I]*(wi)tf o1 © d(ﬂl o l(Uﬂ')) - (wi)T 71 © 6(7T2 ° 1(077))
\I[*(wi)oal © d(la © 71—1)(01’7_1) - (Wi)rn o 6(l7' © 7T2)
\Ij*(wi)dl © d(ﬂ-l)(al,Tl) - (wi)ﬁ S d(7r2)(al,7-1)
(5”1(‘1’ (wi) ) - 67r2(w,-))(01771) = pi(o1, 1)

(o1,71)

En particular, si ¥ : G — H es un morfismo de grupos de Lie entonces se
sigue del Teorema 5.1.2 que dy : g — h es un morfismo de algebras de Lie y
por lo tanto lo anterior se aplica a ).
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5.2. Subgrupos de Lie

Definicién 5.2.1. (Subgrupo de Lie) Decimos que (H, ¢) es un subgrupo de
Lie de G si dicho par es una subvariedad de G y ademds ¢ es un morfismo de
grupos.

En este caso (H, ) resultard un subgrupo cerrado de G si p(H) C G es
cerrado.

Como lo hicimos en el capitulo 2 para subvariedades, podemos identificar la
clase de subgrupos de Lie de un grupo G con el conjunto

A={(A4,ia) : A esun subgrupode Gy (A,i4) es subvariedad },

de modo que dos subgrupos (H1,¢1) v (Ha,p2) estdn relacionados al mismo
subgrupo (A,i4) si y sélo si @(Hy) = p(Hy) = C y la composicién ¢, * o ¢
es un isomorfismo. Lo anterior es equivalente a pedir que exista o : Hy — Ho
isomorfismo tal que ¢ 0 @ = 1. Nuevamente resulta una relacion de equiva-
lencia en la clase de subgrupos de Lie de G. De este modo cuando hablemos
de la existencia de subgrupos de Lie de G que son tnicos con respecto a algu-
na propiedad, entenderemos que existe una unica clase de equivalencia cuyos
elementos la satisfacen.

Al igual que antes, cuando no haya lugar a confusién diremos que A C G es
subgrupo de G refiriéndonos a que (4, i4) € A.

Definicién 5.2.2. Sea g un 4lgebra de Lie. Diremos que ) C g es una subdlgebra
de Lie de g si es un R-subespacio vectorial de g y es cerrado bajo corchetes.

Si (A,i4) es un subgrupo de G y a su algebra de Lie, usualmente identi-
ficaremos esta tltima con di4(a), considerdndola asi una subdlgebra de g en el
sentido de la definicién anterior.

Ocuparemos el siguiente resultado de grupos topolégicos para abordar un
Teorema que nos ayudaré a dar una correspondencia biunivoca entre las subalge-
bras de un grupo de Lie y sus subgrupos conexos.

Lema 5.2.3. Sea (G un grupo topoldgico conexo y U una vecindad de e. En-

tonces
a=Jur
neN

donde U™ denota el conjunto que tiene a productos de elementos en U con n
factores.

Demostracién. Consideremos V =UNU"! (donde U ' ={o7! : 0 €U}),
de manera que V es una vecindad abierta de e y ademés simétrica, es decir
V = V~L Observemos que

H=|Jvrc |Jum (5.2)

neN neN
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Afirmamos que H es un subgrupode G. Seano =01...0,, T=7T1...Tm € H,
de modo que ¢~ ! = %—1”.0_1—1 €eVFCH yoreVF™CH. Como ademés
e € V C H, se concluye lo deseado.

Ya que H es unién de abiertos, resulta un abierto. Por otro lado, para
cualquier p € G, pH es abierto y por ello G\~ H = ngH es abierto. De
p

manera que H es abierto y cerrado y por tanto es igual a G. De la igualdad (5.2)
se sigue el resultado.
|

Obsérvese que del argumento dado en el Lema anterior se sigue que cualquier
grupo topoldgico conexo no tiene subgrupos propios que sean abiertos.

Teorema 5.2.4. Sea G grupo de Lie y g su dlgebra de Lie. Si Hg g es una
subdlgebra de Lie, entonces existe un unico subgrupo de Lie conexo (H,¢) de G

para el cual do(h) = E

Demostracién. Notemos que de ser (H, ) un subgrupo de Lie que satisface
de(h) =B, que es equivalente a decir que

dp(T:H) = {X. : X €bh}.

Esto nos hace pensar en la distribucién 95 definida como

Dy(0) = {dlo(X.) : X €h}={X, : X €b}

para cualquier o € G. Sabemos que es suave (pues generada por una base de H)
vy ademas

dp(ThH) = do(dlp(T:H)) = d(p o lp)(T:H)
= d(lpn © @)(TeH) = dlooy({ Xe = X €})
={dl,g)(Xe) : X €h} = D5 (0(h)).
es decir, (H, ¢) resulta ser una variedad integral de ®-. Por ello nos dedicaremos
a estudiar la distribucién ©~ y sus variedades integrales.

Supongamos que dlmb =d y {Xl, ..., X4} son los generadores de E De
modo que si X = Zale, Y = Zb X, € @ donde a;, b; € C*(G) para

=1
cualesquiera i,j € {1,...d}, se tlene

(X, Y] = (aibi [Xi, X5] + ai(Xi(b;) X — b;(X(a:)) X).
,J
Asf [X,Y] € Dj por ser b 4lgebra de Lie. De modo que Dj es involutiva y

por ello existe una variedad integral conexa maximal de @5 que pasa por e.
Denotémosla como (H, ).
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Basta mostrar que H puede recibir una estructura de grupo compatible con
su estructura de variedad, la cual haga que ¢ sea un morfismo de grupos de Lie,
ademas de que cualquier otro grupo que satisfaga la propiedad sea equivalente
a (H,¢).

Notemos que e € ¢(H); ademas dado o € ¢(H), (H,l,-1 o ¢) es una
variedad integral de D5 que pasa por e, de tal forma que l,—1 o p(H) C @(H)
y por tanto 0~ € ¢(H). Andlogamente, dados 0,7 € p(H), (H,l,r o) es
una variedad integral de DE que pasa por ¢ y por tanto l,. o p(H) C ¢(H). De
ahi o7 € ¢(H), concluyendo con ello que p(H) es un subgrupo abstracto de G.

Por otro lado, si denotamos el producto de G x G como - , obtendremos el
siguiente diagrama conmutativo

o(H) x p(H) G
T~ Go(H)
lor) xp) ~ o T o
P(H)

donde se considera ¢(H) x ¢(H) con la estructura de producto inducida por
(H,¢). Como (p(H),i,p)) es variedad integral, obtenemos que  |,(f)x ()
es suave (Teoremas 1.32 y 1.62). De este modo (p(H),i,s)) es un subgrupo
de Lie de G.

Por otro lado sabemos que considerando a ¢(H) con la estructura diferencial
inducida por H a través de ¢, éste resulta un difeomorfismo. Consideremos

HxH——> H
(hy W) == ((h)-p(h))

Esta resulta ser una operacién de grupo para H que hace a ¢ un isomorfismo
de grupos abstractos. Como es suave, entonces (H, ) con el producto * es un
subgrupo de Lie de G.

Sea (H', ") subgrupo conexo de Lie de G con dlgebra de Lie ' para el cual
dp(h') = E Sabemos que resulta ser una variedad integral de 95 que pasa por
e; por tanto ¢’ (H') C ¢(H). Por lo tanto existe una tnica funcién o : H' — H
que hace conmutar el diagrama

Como para cualesquiera o,7 € H', a(oT) es el elemento en H que bajo ¢ va a
¢ (o)’ (1) ¥

pla(o)a(r)) = pla(o))p(a(r)) = ¢'(0)¢'(1),
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de ahi a es un morfismo de grupos.

Por los Teoremas 1.32 y 1.62, « es suave. Mds aun, es inyectiva pues ¢’ =
@ oq; como consecuencia de esto mismo, es inmersién de H. Por otro lado « es
difeomorfismo local en e’ (Teorema de la funcién inversa). De modo que existe
U’ C H' vecindad abierta de €' tal que a|ys es difeomorfismo. Como H =
U (e(U")™ se tiene que « es biyectiva y de ahi o(H) = po a(H') = ¢'(H').
neN
Regresando a los Teoremas 1.32 y 1.62 concluimos que a~! es suave.
|

En resumen hemos demostrado que (H, ) es un subgrupo conexo de Lie
de G tal que dp(h) = b siy sblosi (H,¢) es una variedad integral conexa
maximal del ideal generado por b, 95‘

Empleando un razonamiento andlogo al que se desarroll6 en la demostracién
anterior para exhibir que @(H) era un subgrupo abstracto de G, se puede
mostrar que si C es la componente conexa de G que tiene a e, C es un subgrupo
abstracto de G y no sélo eso, sino que resulta ser un subgrupo de Lie pues es
un subconjunto abierto de G. De hecho este resultado es valido para grupos
topologicos.

Corolario 5.2.5. Dado un subgrupo de Lie (H, ) de G, si H es una compo-
nente conexa de H entonces (H,¢|z) es una variedad integral conexa maximal
de la distribucién generada por la subalgebra de g, do(h).

En el siguiente resultado interpretaremos el Teorema anterior en términos
de formas diferenciables. Para ello tengamos en cuenta que dado un conjunto
linealmente independientes de 1-formas invariantes izquierdas, una condicién
necesaria y suficiente para que el subespacio h C g anulado por dichas formas
resulte ser una subdlgebra de g es que el ideal generado por las 1-formas sea
diferencial. (ejemplo 4.2.12)

Corolario 5.2.6. Sea {wi,...,we—q} conjunto linealmente independiente de
1-formas invariantes izquierdas de G°. Supongamos que el ideal generado por
dicho conjunto J es diferencial. Entonces la variedad integral maximal de la
d-distribucion asociada al ideal que pasa por e es un subgrupo de Lie de G.

Aunque el Teorema siguiente es una consecuencia del anterior, por si mismo
es bastante importante. Nos habla de una condiciéon para determinar cuando
dos morfismos que salen de un grupo de Lie conexo son iguales.

Teorema 5.2.7. Sean G grupo de Lie conexo y p, p : G¢ — H® morfismos
de grupos de Lie que satisfacen que dp = dp, subdlgebra del dlgebra de Lie de
H, entonces ¢ = p.

Demostracién. Observemos que G x H tiene una estructura de grupo de
Lie con la operacién usual de producto, inducida a través de G y H (véase
el ejemplo 4.1.6 inciso V). Consideremos G,, G, € G x H gréficas de ¢ y p
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respectivamente. De modo que resultan ser subgrupos de Lie conexos con sus
correspondientes inclusiones iy, i, en G x H, pues la operacién de este dltimo
restringida a la grafica de algin morfismo de grupos de Lie es cerrada y suave
(ver ejemplo 1.1.8).

Veremos que diy,(T(e,6)Gp) = dip(T(e,5)Gp); denotando g, y g, alas subalge-
bras de Lie de G, y G, respectivamente, es equivalente a que diy(g,) =
diy(g,) = b, es decir que determinan la misma subélgebra de Lie en el dlge-
bra de G x H. Por el Teorema previo, sabemos que ambas son variedades
integrales conexas maximales de la distribucién generada por b y pasan a
través de (e, €), de modo que G, = G,, obteniendo asi que para cualquier
o € G (0,9(0)) = (0,p(0)) y concluyendo con ello que ¢ = p.

Dadas m y w2 las proyecciones conénicas de G x H sobre G y H res-
pectivamente, sabemos que (dmy, dma) : Tie (G x H) — T.G x TeH es un
isomorfismo de espacios vectoriales. Sea

T={(v,dp(v)) : ve€T.G}.

Observemos que

(d(my 0idy),d(m2 0 iso))(T(e,é)gap) cT

Sea v € T(c,5)Gy, de modo que si (U, 7 = (1,...,24)) es un sistema coor-
denado de G, (G, N7 ' (U), Tom lg,) es un sistema coordenado de G, (véase
el ejemplo 1.1.8) y por ello

V= Z 8(95, om)

donde a; € R para cualquier i € {1,...,d}. Asidado f € C°(G) y denotando
A el mapeo inverso de g,

O(form oloT™
-y 1'%” RE)

(e,€) =1

d .
Afomois) = Yol e e

i=1
d

_ Za,-ia(f - ) (r(e)) = ZaZ

Si por otro lado g € C°(H),
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d

d ‘

) d(gomyoi O(gomoXor !
R e Y Sl
i=1 R Y R i

d d
d(gopor! 0
=3 20T ) ey = S0 2| (go)
i=1 v i=1 U,
d
ad
:dw(zaiﬁx- )(g)
i=1 “le

(5.4)

De las igualdades (5.3) y (5.4) concluimos que (d(m 04y), d(m201,))(v) € T

Asi (d(my 0 dy),d(m2 0 iy))(T(c,6)Gp) es un subespacio de dimension d de
T(e,5)(G x H) contenido en el subespacio T que tiene la misma dimensién, re-
sultando por ello iguales. Andlogamente podemos mostrar que

(d(m1 01y),d(m2 01,))(T(eGp) =T

Como (dmy,dms) o diy, = (dmy o diy,, dmg 0 diy,) = (d(m1 0 4y), d(m2 0 y),

(dﬂ—la dﬂ?)(disﬂ (T(e,é)gw)) = (d7T1, dﬂ?)(dip(T(eﬁé)gp)%
y de ahi

diy(T(e,)G) = dip(Tie,5)Gp)

que es lo que querfamos concluir.

Una demostracién alternativa de este Teorema se presenta en la seccién A.1
del Apendice.

Ahora veremos que hay una correspondencia biunivoca entre subgrupos abs-
tractos de G que poseen estructuras de variedades diferenciables que los con-
vierten en subvariedades del mismo, y subgrupos de Lie de G (considerando
que estos ultimos son identificados si resultan equivalentes).

En la demostracion de el siguiente resultado ocuparemos la version débil del
Teorema de Sard para variedades que nos dice que dada una funcién suave entre
variedades h : M¢ — N?, donde c < d, el interior de la imagen de M bajo h
es vacio en N. La demostracion de dicho Teorema se incluye en el Apéndice.

Teorema 5.2.8. Sea A un subgrupo abstracto de un grupo de Lie G el cual
tiene una estructura de variedad diferenciable que hace que (A,ia) sea una
subvariedad de G. Entonces esa es la unica estructura de variedad diferenciable
que A puede poseer de tal forma que tenga dicha propiedad. Mds ain, (A,ia)
resulta ser un subgrupo de Lie de G.
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Demostracién. Consideremos la distribucién en G% que traslada el espacio
tangente de e en A, es decir que para cualquier o € G

D, ={d(l,0ia)(v) : vET.A}.

Notemos que esta distribucion es la misma que definimos en el Teorema 5.2.4
a través de la subélgebra de g. De hecho, suponiendo que la dimensién de (A, i)
es d obtenemos una d-distribucién suave, lo cual se puede concluir observando
que existen X1,...,Xq € g para las cuales {(Xj)e,...,(Xq)e } resulta una
base para dia(T.A); de ese modo, para toda o € G el subespacio generado por
{(X1)oyy (Xa)o } s Dy

Por el momento no podemos asegurar que (A,i4) sea una subvariedad in-
tegral que pasa por e, pues no sabemos que para cualquier o € A, l,|4 sea un
difeomorfismo de (A,i4) y por lo tanto el célculo hecho al comienzo del Teore-
ma 5.2.4 para mostrar que cualquier subgrupo de Lie que satisficiera dy(h) = E,
seria una subvariedad integral de dicha distribucién, no es vélido ahora. Pero
notemos que de ser posible mostrarlo, ® resultaria una distribuciéon suave e
involutiva, pues (A,l, 0i4) serfa una variedad integral que pasaria por o, para
toda o € G (Proposicién 2.9.6). No sélo eso, sino que el producto en A resultarfa
suave por un razonamiento analogo al utilizado en la demostracién del Teorema
5.2.4 y con ello (A,i4) serfa un subgrupo de Lie de G.

Mostraremos que cualquier estructura de variedad que permita a A ser sub-
variedad de G' con el mapeo inclusién, resulta ser subvariedad integral de una
distribucién (a saber, la que se defina como correspondientemente se hizo con
D por medio de (A,i4) arriba). Con ello, si (A1,41), (Aa,iz) denotan estruc-
turas de variedades diferenciables de G que tiene a A como conjunto base y i1, i2
son los mapeos inclusiéon, ambas resultan ser variedades integrales de ®. De ese
modo por los Teoremas 1.32 y 1.62, dado que el siguiente diagrama conmuta

id es un difeomorfismo; de modo que (Aq,i1) = (Asg,ia).

Considerando la notacién dada antes, veamos que (A i4) es una subva-
riedad integral de ®. De suponer que esto no es cierto, existe ¢ € A para la
cual d(ia)s(ToA) no es subconjunto de D,. Sean {vq,...,v.} base de D, y
Vet1 € d(ia)e(Tx A) N D,, de modo que {v1,...,Ve, Vey1 } €s un subconjunto
linealmente independiente de T,.G.

Sean wy,...,we. € TeA y wey1 € Ty A que satisfacen

d(lpoia)e(wi) =v; ie{l,...,c}
d(ia)o(wWet1) = Vet
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y Qi,...,Qc41 curvas que satisfacen que «;(0) = w;, para i € {1,...,c+1}.
Asi, considerando v; = a0y, st i € {1,...;¢} ¥ Yer1 = lo—1 044 0 Qey1
tenemos ¢ + 1 curvas suaves con imagen en A que pasan por e en el cero y
definen mediante su derivada ¢+ 1 vectores linealmente independientes en T, G.

Consideremos

W ¥ el

(t1seesters) —>="1(t1) - - - Yer1(tes1)

donde W C R¢*! es un abierto y ¥ (W) C A. Notemos que ¥ es no singular en
el origen pues { d¥y = 7;(0) : i € {1,...,c+1}} esunsubconjunto linealmente
independiente de T.G.

Por el Teorema de la inmersiéon existe U C W vecindad abierta del origen y
(V,7 = (21,...,24)) sistema coordenado ciibico de G para el cual e € V, ¥|y
es inyectiva, no singular y ¥(U) es una rebanada de V, es decir

U(U)={geV :x2i(9)=0, i€{c+2,...,d}}.

Denotando # la proyeccién de R? a las primeras ¢ 4+ 1 entradas,

d
T(V)=moT10oU(U) x H Ji
1=c+2
donde J; C R es un intervalo abierto alrededor del cero para i € {1,...,c+1}.

Obsérvese que (U, ¥|y) resulta ser un encaje.

Extendamos ¥ a una vecindad abierta del origen en R¢, considerando U =
77l o (70 x id), por lo que el siguiente diagrama conmuta

d ¥
1=c+2

woroW xid

d
ToToW(U)x [ Ji
1=c+2
De modo que T es un difeomorfismo.

Sea (7 o ¥1lo ia)|lany : ANV — U donde ANV es una variedad de
dimensién c. Afirmamos que (7 o U1 0 ig)lany es suprayectiva pues dado
m e U, ¥(m,0)=¥(m)c ANV, de modo que

(7o U 0ig)|any (¥(m)) = 7(m,0) =m.
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Capitulo 5. Construcciones con grupos de Lie

Asf (7o U-lo ia)|lanv(ANV) = U, contradiciendo la versién débil del
Teorema de Sard pues dimANV =c¢ < dimU =c+ 1.
[ |

El siguiente Lema serd utilizado en la demostracién del Teorema 5.2.10

Lema 5.2.9. Sea G es un grupo topolégico localmente compacto y primero
numerable y (wg)ren una sucesién en G que satisface que para cualquier
vecindad V de e en G existe N € N tal que para cualesquiera n,m > N,
w,, Lw,, € V, entonces (wk)ren tiene una subsucesién convergente.

Demostracién. Sean W C G vecindad de e la cual satisface que W es com-
pacto y N € N tal que para cualesquiera n,m > N w;lw, € W. En parti-
cular la sucesién (wg,lwm)m> N estd en W y por tanto tiene una subsucesién
convergente (w&lwmi)ieN aacW.

De modo que para cualquier U C G vecindad de e existe I € N tal que para
todoi > 1, w&lwmi € aU siy s6lo si para cualquier ¢ > I, wy,, € wyaU. Por
lo tanto (wm,, )ien es una subsucesién de (wg)ren que converge a wya.

|

Teorema 5.2.10. Sea (H?, @) subgrupo de Lie de G¢. Entonces una condicion
necesaria y suficiente para que @ sea homeomorfismo es que (H,p) sea un
subgrupo cerrado de G.

Demostracién. Supongamos que ¢ es un homeomorfismo. Sea o € p(H), de
modo que existe una sucesion (o = @(wk))ken que converge a o.

Sea V C H vecindad abierta de €, de modo que ¢(V) = p(H)NW, donde
W es una vecindad abierta de e en G.

Consideremos V C G vecindad abierta de e en G que satisface V=1V C W
(para encontrar dicha vecindad basta tomar la funcién suave o : G x G — G
tal que a(o,7) = o7 y considerar un bésico V x V C o~ (W) que tenga a
(e,e)). Sea N € N tal que para cualquiern > N, 0, € cV. Deahiqueo, o, €
V=1V C W, para cualesquiera m,n > N. Més ain 0., 0, = ¢(wm) to(wn) =
plwn'wn) € WN(H) =p(V).

Como ¢ es inyectiva, w_ 'w, € V para cualesquiera m,n > N. De modo
que existe (wg,)ien subsucesién de (wg)reny que converge a w.

Por lo tanto (¢(wy,))ien converge a ¢(w); concluimos que p(w) = o ya que
G es Hausdorft.

Consideremos ahora que (H, ¢) es un subgrupo de Lie cerrado de G. Notemos
que es suficiente mostrar que existe un abierto no vacio V.C H para el cual ¢|y
es un homeomorfismo, pues dado o € V para cualquier 7 € H, 1 ,-1(V) es
una vecindad abierta de 7 que satisface que para cualquier subconjunto abierto
W, ol (y(W) =ly(ryp0)-1 0 @lv (o7 W) es un abierto en p(H) y por lo
tanto la restriccién de ¢ a l.,-1(V) es un homeomorfismo.

Como dijimos en el corolario 5.2.5, cada componente conexa de H es una
variedad integral maximal de la distribucién generada por la subalgebra de Lie
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5.2. Subgrupos de Lie

dp(h) de g, donde b y g son las dlgebras de Lie de H y G respectivamente.
Observemos que de suponer que existe una variedad integral conexa (L, p) que
pase por (o) para alguna o € H, existe C C H componente conexa de H
para la cual o € C y p(L) C ¢(C) (Teorema 1.64). De modo que la funcién
a: L — C que hace conmutar el siguiente diagrama

es suave (Teoremas 1.32 y 1.62).

Més atn, ¢~ !(p(L)) es un subconjunto abierto de C que resulta ser una
variedad integral difeomorfa a (L, p) pues de forma andloga a la anterior, como
el siguiente diagrama conmuta

1

se puede concluir que o™+ es suave.

Veremos que existe una variedad integral conexa (L, p) para la cual ¢ ~1(p(L))
es abierto en H y tal que p es un homeomorfismo. Para ello utilizaremos el Teo-
rema de Frobenius (Teorema 1.60) pues nos habla de la existencia de variedades
integrales de una distribucién suave e involutiva, que resultan ser encajes.

Como H tiene una cantidad contable de componentes conexas, determina a
lo méas una cantidad numerable de variedades integrales maximales distintas en
G, que de hecho cubren a ¢(H).

Sea (U,7 = (11,...,7.) sistema ctibico de G centrado en e y para el cual
cada rebanada descrita como el conjunto de puntos ¢ en U tales que

(o) =a;, @ €R, i€{d+1,...,c},

resulta ser una variedad integral. Por ahora supongamos que ¢(H) N U es la
unién de una cantidad a lo mas numerable de rebanadas de U. En este caso
consideremos J subconjunto cerrado de U cuya imagen bajo 7 es un cubo
cerrado centrado en el origen. Denotemos R el conjunto de puntos o en J que
satisface que

7i(0) =0, 1e{l,...,d},

entonces 7(RNp(H)) es un subconjunto cerrado, no vacio y a lo mds numerable
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de R?. De hecho cada elemento de éste es imagen bajo 7 de un tinico punto que
a su vez pertenece a una Unica rebanada. De modo que existe un elemento
aislado de dicho conjunto pues R? es completo y en general dado X métrico
completo y I C N tal que {z,, }ner, éste no puede ser perfecto (es decir, no todos
sus elementos pueden ser puntos de acumulacién del conjunto mismo) pues en
ese caso para cualquier n € I, x, no serfa punto interior de {z,,} = {x,} ¥
por lo tanto ({z,})° = ({z,})° = 0, resultando que {z,}n,ecsr es un espacio
métrico completo y ademds una unién contable de densos en ninguna parte,
contradiciendo el Teorema de Baire (la demostracién de dicho Teorema puede
ser consultada en [Simmons]).

De modo que la rebanada L asociada bajo 7 a dicho punto aislado es abierta
en o(H) y por tanto p~1(L) es abierto en H.

Concluyamos mostrando que ¢(H)NU es la unién de a lo més una cantidad
numerable de rebanadas de U. Para ello consideremos S una rebanada de U
que intersecta a ¢(H), de modo que existe C componente conexa de H tal que
S C ¢(C) por las observaciones previas.

Por un lado
w(H)ﬂUZU{S : S esrebanadade U y SNo(H) # 0}.

Consideremos C componente conexa de H N~ (U), de modo que (C, | )
resulta ser una variedad integral conexa y por tanto existe S rebanada de U tal

que ¢(C) € S (Teorema 1.60), por lo cual

S = U{g : C es una componente conexa de H N @ 1(U) tal que @(5) C S}

Como las rebanadas de U son ajenas dos a dos y H N~ 1(U) tiene una
cantidad a lo mds numerablede componentes conexas, p(H)NU es la unién de
a lo més una cantidad numerable de rebanadas de U.

|

5.3. Cubrientes universales

En esta seccion se utilizan algunos de los términos y resultados respecto a es-
pacios cubrientes que son definidos y tratados en la seccion A.2. En el siguiente
Teorema se resumen algunas de las propiedades basicas que nos resultaran ttiles
(véanse A.2.7, A.2.14 y A.2.12).

Teorema 5.3.1.

1. Sean p: X —X aplicacién cubriente y Y conexo y localmente conectable
por trayectorias. Sean f:Y — X continua, xg € X, T € X y yo €Y
de tal forma que f(yo) = xo0 y p(To) = xo. Entonces fi(m1(Y,y0)) C
p*(ﬂ'l()},fo)) sty solo si existe una Unica funcidn continua f: Y — X
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para la cual f(go) = (To) y ademds resulta un levantamiento de f, es
decir el siguiente diagrama conmuta

.

Y ——

f

1. Si X es suficientemente conero entonces existe p : X — X aplicacion
cubriente universal.

1. Sea X conexo y localmente conectable por trayectorias. Si p : X — Y
es una aplicacion cubriente y Y es simplemente conexo entonces p es un
homeomorfismo.

__Sean M 4 una variedad y p : M —s M una aplicaciéon cubriente donde
M es un espacio topoldgico conexo (lo cual es suficiente para asegurar que es
conexo por trayectorias, ya que es localmente conectable por trayectorias por
ser localmente homeomorfo a M). Consideremos { (U;,7;) }ien un conjunto de
sistemas coordenados de M tales que {U; };en es una base de M y cada U;
es un abierto cubierto parejamente (para encontrar dicho conjunto basta ele-
gir un conjunto numerable de sistemas coordenados que cubran a M y una
base numerable que conste de abiertos cubiertos parejamente, de modo que al
intersectar los elementos de la base con los abiertos de los sistemas coordena-
dos obtenemos el conjunto deseado, haciendo las restricciones de los mapeos
coordenados en la forma correspondiente).

Dado que la multiplicidad de p es menor o igual a la cardinalidad de
m1 (M, zo) para cualquier zgp € M (comentarios en la seccién de aplicaciones
cubrientes), el conjunto

Ji={(U,7) : U esunahojade U; y T=mioply}
es numerable (véase A.2.18) y por lo tanto J = UN\Z es una familia numerable
1€
que satisface

LV :(V,H)eJ}=M.

11. Dados (‘7, 7), ((77 p) € J, donde T =T, 0pl; ¥y p=7;0p|; para algunos
i,7 € N, resultan ser homeomorfismos sobre sus imégenes (que son abiertos
de R?) y més atin, la composicién

~ -1,.-1
pOoT=Tjopop ~OT,

definida en 7;(U; N Uj), es suave.
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1. Si m,m' € M y m # ', entonces p(m) = p(i’) o p(m) # p(i).

En el caso en el que p(m) = p(m') existe U; tal que p(m) € U; y
(V,7), (U, fﬁ € J;, paralas cuales V y U son vecindades abiertas y ajenas
de m y m/'.

Si p(m) # p(m') entonces existen U; y U; que son vecindades abiertas y
ajenas de p(m) y p(m') (yaque M es Hausdorff y normal). De modo que
existen (‘7,7') eJiy ((7 ,p) € J; para las cuales V y U son vecindades
abiertas (y por lo tanto ajenas) de m y m/'.

Por lo tanto se sigue de la Proposicién 2.3.2 que existe una tnica topologia
Hausdorff, segundo numerable y una tnica estructura diferenciable para las
cuales cada elemento de J resulta un sistema coordenado.

Dado que los mapeos coordenados de los elementos de J son homeomorfis-
mos se verifica facilmente que la topologia obtenida no es otra sino la que M
tenia originalmente.

Por otro lado observemos que si M recibe una estructura de variedad dife-
renciable que haga a p suave, entonces 7; o p es suave para toda i € N y por
lo tanto esta estructura coincide con la que tiene a los elementos de J como
sistemas coordenados. Por lo tanto hemos obtenido el siguiente resultado.

Proposicién 5.3.2. Sean M ¢ yna variedad y p : M — M una aplicacién
cubriente donde M es conexo. Entonces M recibe una tunica estructura de
variedad diferenciable con la cual p resulta un mapeo suave.

Observacién 5.3.3. Consideremos M, ]\z variedades diferenciables. Supon-
gamos que M es conexo y que existe p : M — M una aplicacién cubriente
suave. Entonces dadas N variedad diferenciabley f: N — M, f: N — M
funciones continuas que hacen conmutar el siguiente diagrama

M
/ l
p
N——>M

f
se tiene que f es suave siy sélo si f es suave. Para verificarlo observemos que
en el caso en el que f es suave, al considerar un sistema coordenado (U, T)

en M que ademds satisface que U es un abierto cubierto parejamente, por el
Teorema anterior tenemos que para cada hoja UcC M de U, (Utoply) es

un sistema coordenado de M para el cual (7op|z)o f = 7o f es suave. Dado

que M puede ser cubierta por un conjunto numerable de sistemas coordenados
con estas caracteristicas, concluimos que f es suave.

Enseguida veremos el caso particular del cubriente universal de un grupo de
Lie conexo, el cual tendra no sélo una estructura de variedad diferenciable sino
de un grupo de Lie.
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Teorema 5.3.4. Dado G wun grupo de Lie conexo, su cubriente universal G
posee una estructura de grupo de Lie de modo que la aplicacion cubriente uni-
versal resulta un morfismo de grupos de Lie.

Demostracién. Por el Teorema 5.3.1 inciso 11 sabemos que existe p : C~¥~—> G
la aplicacién cubriente universal de G, y por la Proposicién 5.3.2 que G tiene
una unica estructura de variedad diferenciable que hace a p suave. Veamos que
con dicha estructura de variedad G recibe una operacién de grupo que lo hace
un grupo de Lie y para la cual p resulta ser un morfismo de grupos.

Suponiendo que tal producto existe, denotémoslo - : GxG—G.Sinres
un morfismo de grupos entonces el siguiente diagrama conmuta

ydl
p
GxG =G

siendo B(o,7) = o - 77! para cualesquiera 0,7 € G, y por consecuencia
1

a(o,7) = p(o)p(T) ™"

Notemos que « es suave y no depende de la operaciéon en C:', de modo
que podriamos decir que § es un levantamiento suave para « con respecto a
la aplicacién p. Veamos que dada dicha a podemos encontrar § con dicha
propiedad.

Como G x G es simplemente conexo, (G x G, (0, 7)) = 0 para cualesquiera
o,T € é; de ahi que si € € p~i(e) ,

a.(m(G x G, (£,8))) = pu(n(G,é)) = 0

Asi, por el Teorema 5.3.1 inciso (1) existe 8 : G x G — G tnico levan-
tamiento de « que satisface que ((é€,€) = é. Como 3 es continua podemos
concluir que es suave (Observacién 5.3.3).

Ocupemos dicha funcién para definir la operacién en G inspirados en el
diagrama anterior. Sea

GxG G
(0,7) ——B(0, B(€,T))

Notemos que [ es suave. Ademds si ap : GxG— G para la cual dados
0,7 € G, ag(o,7) = p(o)p(T), se tiene que el tnico levantamiento de «p con
respecto a p
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que satisface que é-¢é = é. Por otro lado, dado

GxGxG —* G
(0,7, p) ——=p(0)p(T)p(p)

sabemos que existe un dnico levantamiento que manda (é,¢,€) en é. Como las
funciones - o (idg x -) y - o (- xidg) son levantamientos que satisfacen dicha
condicién concluimos que para cualesquiera o, 7, p € é, (o-1)-p=0o-(1-p).
Andlogamente podemos concluir que para cualquier o € C~¥, €E-0c=0=0-€,y
que para todo p € G existe p’ € G (a saber, p' = 3(¢,p)) tal que p-p' =é=
P - p. De modo que (é, -) es un grupo de Lie.

Proposicion 5.3.5. Sean G, H grupos de Liey ¢ : G — H un morfismo. Si
H es conexo, una condicién necesaria y suficiente para que ¢ sea una aplicacién
cubriente es que dp. sea un isomorfismo.

Demostracién. Supongamos que dy. es un isomorfismo. Por el Teorema de la
funcién inversa existe una vecindad abierta de e que se mapea difeomorfamente
en una vecindad abierta de € bajo ¢. Por el Lema 5.2.3, dado que H es conexo
y tiene una vecindad abierta que es imagen de ¢ (el cual es un morfismo),
concluimos que este ltimo es suprayectivo.

Observemos que basta demostrar que € tiene una vecindad cubierta pareja-
mente. Supongamos que existe V' una vecindad abierta de é cubierta pareja-
mente, entonces

eV = || Va
acker ¢

donde V,, C G es una vecindad abierta de a que resulta ser una hoja de V.

De esa forma para todo o € H, sip € ¢~ !(o) se satisface

Qpil(gv) = |_| pvou

acker ¢

ya que si a, 3 € ker ¢ son distintas, g € pV, N pVj siy sélosi p~lqg € Vo N V3,
de modo que pV, N pVz = 0.

Por otro lado g € p~1(cV) siy sélosi o7 tp(q) = p(p~tq) € V siy sblo si
existe o € ker p para el cual p~1q € V., que es equivalente a que ¢ € pV, para
algin « € ker p. Ademads ¢(pVy) = op(V,) = oV, y para cualquier g € V,

w(pg) = oly(q) = ls 0 p(q) =I5 0 pol,-1(pg),
concluyendo que ¢|,y, es un homeomorfismo.
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Consideremos U C G vecindad abierta de e que es difeomorfa mediante ¢
a p(U), vecindad abierta de é. Sea V C G vecindad abierta de e que satisface
que VV~=1 C U. Como ¢|y esun difeomorfismo, para cualquier o € ker ¢ ¢|a1
también lo es. Mas atn, dados a, 3 € kerp, ¢ € aV N BV siy sélo si existen
ai,az €V para las cuales ¢ = aa; = Bas y de ahi S~ a = asa; ™! € ker pNU;
dado que ¢ es inyectiva en V' tenemos que 8 'a = aza; "' = e y por lo tanto
B = a. De ese modo

e (V)= || av

acker ¢

ya que g € o 1(p(V)) siy sélo si existe v € V para la cual o(q) = ¢(v) lo
que es equivalente a que qu~! € ker ¢ para alguna v € V, lo que significa que
existen a € kerp y v € V' para los cuales ¢ = awv.

Supongamos ahora que ¢ es una aplicacion cubriente. De no ser dy. inyectiva,
dim (ker dp.) = ¢ es mayor que 0. En ese caso consideremos la c-distribucién
definida como

D(q) = d(lg)e(ker dp.).

Si se muestra que ® es suave e involutiva, por el Teorema de Frobenius
existe una variedad integral conexa (N, @) (la cual consta de méds de un punto
pues su dimensién es igual a ¢) que pasa por e, de modo que d(¢ o ¢). = 0,
concluyendo por el Teorema 2.2.5 que ¢ o ¢ es un mapeo constante, lo cual
contradice el hecho de que ¢ es un homeomorfismo local. Veamos entonces que
® es suave e involutiva para concluir que dp. es inyectiva.

Dada {Xi,...,X.} base de kerdy. C g, se obtiene una base de campos
invariantes izquierdos que generan puntualmente a la distribucién, de modo que
D es suave. Ademds, dados i, € {1,...,¢c} vy f € CX(Q)

dpe ([Xs, X5])(f) = [Xi, Xjle(f o)
= (Xi)e(Xj(fow)) = (Xj)e(Xi(f o))
= (X3)e(dX;(f)) — (X;)e(dXi(f))-

Observemos que para cualquier o € G,
d‘pU(Xj)J = d@J(Xj)U
=d(pols)e(Xj)e

= d(ltp(o) © (p)e(Xj)e
= d(ly(0))e(dpe(X;)e) = 0.

Anélogamente se obtiene que dy,(X;), =0 y por lo tanto de.([X;, X;]) = 0.
De ese modo, dados g,h € C*°(G) se tiene que
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[9Xi, hX;] = g h[Xi, Xj] + g(Xi(h)X; — h(X,;(9))X: € D,

y de ahi que ® es involutiva.

Consideremos V' vecindad abierta de € cubierta parejamente, y sea 1% hoja
de V' que tiene a e. Observemos que dado o € V', ¢ = l,(5)0pol,-1; de ahf que
d(¢)o = d(ly(s))e 0 d(@)e 0 d(lp-1)s, resultando ol : V' — V' una inmersion.
Por el Corolario A.5.10 podemos concluir que @[ es un difeomorfismo, y de

ahi dyp. es un isomorfismo.
[ |

Teorema 5.3.6. Sean G¢ y H° grupos de Lie con dlgebras de Lie g y b
respectivamente. Supongamos que G es simplemente conexo. Sea ¥ :g — §
morfismo de dlgebras de Lie. Entonces existe un unico morfismo ¢ : G — H
para el cual dp = V.

Demostracién. Veamos la existencia ya que la unicidad fue probada en 5.2.7.
Consideremos ¥* : h* — g* mapeo dual de ¥ y {wi,...,w.} base de h*.
Por la observacién 5.1.3 sabemos que denotando 7; y 7o a las proyecciones
canodnicas de G x H sobre G y H respectivamente, el ideal generado por el
conjunto linealmente indepediente de 1-formas

{ i = 0m (UF(w;)) — dma(wi) }iy

es diferencial. De modo que la d-variedad integral maximal de la distribucién
generada por dicho ideal que pasa a través de (e, e), denotada por (I,p), es un
subgrupo de Lie de G x H (Corolario 5.2.6). Ademds d(m o p), es inyectiva
para toda g € I , pues v € TyI Nkerd(m op)y siy sélosi d(mop)y(v) =0y
ya que

(0m1 (¥*(w;)) — d0ma(w;)) odp =0 paratoda i€ {1,...,c}

se tiene que w;(d(m20p)(v)) = 0 paratoda i € {1,...,c}. Dado que { (w;)q }5_;
es una base de T;‘zop(q)H se concluye que

d(m 0 p)g(v) = 0= d(m2 © p)g(v),

es decir, dpg(v) = 0, que implica que v = 0. Ya que dim] = d = dimG,
d(m o p)g es un isomorfismo.

Por la Proposicién 5.3.5, m3 o p : I — G es una aplicacién cubriente
suave. Mdas aun, por ser G simplemente conexo m o p es un homeomorfismo
(Teorema 5.3.1 inciso 111). Por el Teorema de la funcién inversa m; o p resulta
un difeomorfismo local, concluyendo con ello que es un difeomorfismo (de hecho
un isomorfismo de grupos de Lie pues es composicién de morfismos de grupos).
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5.3. Cubrientes universales

Elijamos ¢ = mopo(m op)~! : G — H morfismo de grupos de Lie.
Observemos que para toda ¢ € {1,...,c},

Sp(w;) = d(mp 0 po (w0 p) ") (w;)

= 6(m 0 p) "1 (0p (5m2 (w3)))

= 6(m 0 p) ' (0p (Fma (U™ (wi)) — i)
= 8(m 0 p) " (0p (Fmu (U (w;))))

= 8(m10p) " 0 8(mi 0 p) (¥ (w;))

= U*(w;)

por lo cual §p = ¥*, lo cual es equivalente a que dp = V.
|

Corolario 5.3.7. Si H y G son grupos de Lie simplemente conexos con dlge-
bras de Lie isomorfas, entonces H y G son isomorfos.
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Capitulo 6

Mapeo exponencial

6.1. Curvas integrales en grupos de Lie

En general vimos que dada una variedad M y X € X(M) podemos obtener
informacion de X o bien de M a través de las curvas integrales de dicho
campo. En esta parte ocuparemos algunas de las propiedades que se resumen
en el Teorema 2.8.9 ya que buscamos una forma de intercambiar informacién
entre los grupos de Lie y sus algebras de Lie correspondientes.

Sean G un grupo de Lie y g su algebra de Lie. Consideremos X € g y vx la
Unica curva integral maximal de X que pasa por e. Sabemos que para cualquier
to € dom~vx,

d

d(vx )to <dt ) =x(to) = Xy (t0)

to

(6.1)

= d(l’YX (t[]))e(Xe)

Supongamos que domyx =R y vx es un morfismo de grupos de Lie, pen-
sando a R como grupo con la suma. En tal caso, de la igualdad (6.1) obtenemos

>> = d(lyx (10) OVX)O(jt 0)

ALy (t0))e (dwx)o (;t

0

— d(vx o lsy)o (jt > (6.2)
= d(7x)1 (jt )= A(lyx (1)) e(Xe)

173



Capitulo 6. Mapeo exponencial

De modo que

ONE

Observemos que denotando gr el algebra de Lie de R, % € gr v lo genera
como R-espacio vectorial (observacién 4.2.7). De hecho, yx resulta ser el tinico
morfismo de grupos de Lie cuya derivada envia 4 a X (Teorema 5.3.6).

il )=
0

Observacion 6.1.1. Una condicién necesaria y suficiente para que un morfismo
de grupos de Lie 7 : R — G sea la curva integral maximal de X € g en e
(Teorema 2.8.9), es que dvy(4) = X. Esto se puede observar en las igualdades
(6.1) y (6.2); por un lado, al sustituir yx por v se muestra la necesidad. Adem4s,

al suponer
d
dyl—=|=X
(i)

resulta equivalente a que para cualquier g € R

d
d(ly(te))e (d% (dt

Asi, reescribiendo la igualdad (6.2) tenemos

0) ) = d(ly 1) )e(Xe).

d
X"/(to) = d(lw(to))E(Xe) = d(l"/(to))e <d’70 (dt

)
)-soenn(d])

= d(lyy) © 7)o (dt

=d(7)¢ (jt )

mostrando asi que también es una condicién suficiente.

Esto nos motiva a considerar la tinica funciéon lineal Uy : gg — g para la cual
Uy (%) = X. Como el corchete en gg es trivial y para cualesquiera A, \' € R

[)\\le(i),)\/\lfx(%)] = )\)\/[X, X] =0

U x resulta ser un morfismo de dlgebras de Lie. Ya que R es simplemente conexo,
por el Teorema 5.3.6 sabemos que existe un tinico morfismo de grupos de Lie
cuya derivada coincide con ¥ x. Denotemos a dicho morfismo

expy : R — G,
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6.1. Curvas integrales en grupos de Lie

de modo que dexpx(%) = X. Por la observacién 6.1.1 podemos concluir que
expx es la curva integral maximal de X y de ahi

Yx = expy-.

Al preguntarnos por el resto de curvas integrales maximales en otros puntos
de G, sabemos que ya no seran morfismos de grupos de Lie, pero nos gustaria
no sélo que preservaran la propiedad de estar definidas en todo R, sino que
estuvieran intimamente relacionadas con expy. Observemos que para cualquier
ceGytyeR

d
ity o (5

) = d(lo)exp y (to) (Xexpx (to)) = Allo © lexp  (t0))e(Xe)

to
= d(laexpx(to))e(xe) = Xdexpx(to)

= Xlooepr(to) )

es decir, [,0expy : R — G es la curva integral maximal de X que pasa por o.
Por otro lado, considerando to € R y

R—>R

S H——tps

la funcién suave yx o ay, : R — G satisface que

tix s (L) - o) (£) - o

Asi, por la observacién 6.1.1
eXPy,x = VX O Qigy = €XPx O Q-

En el siguiente Teorema se resume la informacién que hemos obtenido.

Teorema 6.1.2. Sea G grupo de Lie y g su dlgebra de Lie. Si X € g, la
curva integral mazrimal de X que pasa a través de e estd definida en todo R y
es un morfismo de grupos de Lie.

Denotando a dicha curva

erpx :R— G

tenemos que
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1. Para cualquier o € G, l, o expx es la curva integral mazimal de X que
pasa por a. Por consecuencia los campos invariantes izquierdos son siempre
completos.

1. Dado tg € R
eTPy, x = €TPx © Qi

donde ay, : R — R es tal que para todo s € R, ay,(s) = tos.

1. Para todo ty € R, X, : G — G es igual a la traslacion derecha por
expx (to).

Demostraciéon. Tan sélo verificaremos el ultimo inciso.
Por 1 para cualquier 0 € G, X (o) = (I, o expx)(to). Por otro lado

Texp (1) (7) = 0expx (o) = lo(expx (o))

= (ly o expx)(to)

Por lo tanto Xty = Texp, (20)-

Hemos visto que cada campo en g determina un tnico morfismo de grupos
de Lie de R en G. En general llamaremos a un morfismo de grupos de Lie
¢ : R — G subgrupo uniparamétrico de G.

En tal caso dyg : ToR — T.G es inyectiva o bien es la funciéon constante
cero. Como ¢ es un morfismo de grupos, para cualquier t € R, ¢ = [,;)opol_y;
de ese modo dy; = d(ly))eodpood(l_¢); y por lo tanto ¢ es la funcién constante
con valor e o bien es inmersién local.

Veamos que sucede cuando (R, ) no es subgrupo de G.

Proposicion 6.1.3. Sea G grupo de Liey ¢ : R — G subgrupo uniparamétri-
co de G. Si ¢ no es inyectiva entonces es periédica. Es decir, existe b > 0 tal
que para todo t € R

p(t+ 1) = ().

Demostracién. Sean t; < t; elementos de R para los cuales p(t1) = @(t2),
que es equivalente a que @(to —t1) = <p(t2)<p(t1)_1 =e¢ y por lo tanto t3 —t; €
ker ¢. De modo que considerando h = t, —t; > 0, para cualquier t € R,

p(t+h)=pt)ph) = o)
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Con las motivaciones anteriores podemos intuir que la siguiente definicién
satisfacera el propédsito planteado en un comienzo.

Definicién 6.1.4. Considerando la notacién previa definiremos el mapeo expo-
nencial de G

exp:g — G

como

exp (X) = expx(1)

Observacién 6.1.5. Del inciso 11 del Teorema anterior y del hecho de que exp x
es morfismo de grupos de Lie podemos concluir las siguientes propiedades: para
cualesquiera tg,t; € R

I. exp(tpX) = expx (to).
1. exp((to + t1)X) = exp(toX)exp(t1 X).

1. exp(—tg) = (exp(to X))~ L.

En el siguiente Teorema consideramos a g con la estructura de variedad
diferenciable inducida por los isomorfismos lineales entre g y R?, en el caso de
que dimG = d (véase el ejemplo 1.1.6). Ademds de considerar la identificacién
del élgebra de Lie de g con g mismo (observacién 4.2.7).

Teorema 6.1.6. Sea G¢ grupo de Lie, g su dlgebra de Lie y X € g, entonces
el mapeo exponencial exp : § — G es suave y dexp : g — ¢ es el mapeo
identidad. De modo que exp da un difeomorfismo de una vecindad de cero en g
sobre una vecindad de e en G.

Demostracion. Verifiquemos que exp es suave. Para ello utilizaremos la no-
tacion del Teorema 2.8.9. Observemos que dado un producto de variedades
M x N, podemos identificar T\, ,,)(M x N) con T,, M xT, N para cualesquiera
m € M y n € N mediante el isomorfismo (dm1,,,dmrs,) (donde 7 y o son
las proyecciones candnicas de M x N en M y N respectivamente).

Consideremos G x g, de modo que definimos el campo Y como

Y(0,X)=(X,,00€T,Gxg

Debido a las estructuras diferenciables de TG, Tg y a que X es suave, dicho
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campo es suave. Mas ain, dado (o, X) € G x g, una curva integral que pasa
por dicho punto es

R—— Gxg
t———> (oexpx(t), X)

De tal forma que Y es completo, es decir que para todo t € R, DY = G x gy
por lo tanto

G X gi> Gxg
(UaX) S (geXpX (t)vX)

es un difeomorfismo.

Denotando i : g — G x g a la inclusién definida como i(X) = (e, X), el
mapeo exponencial se expresa como la siguiente composicién de mapeos suaves

exp =m oYy o1,

de tal manera que es suave.

Dada { X1,...,X4} base de g y su base dual {)N(l, .. .,)?d}, se tiene que
(g, X = (X1,...,X4)) es un sistema coordenado.

Al considerar dexp : g — g, se tiene que d(exp)(X;) es el campo invariante
izquierdo cuyo vector en e es dexpo(%). Es decir que para cualquier f €

Ce (M)

O(foexpoX )

0
A (foexp) = (0)

5} 81‘1‘
— lim foeXPOX'—l(tei)t— foexpo)?—l(())
t—0
— lim foexp(tX;) — f oexp(0)
t—0 t
o Joexpx (t) — fle)
= lim
t—0 t
d d
== Of oexpy, (t) = d(expy, )o <dt‘o>(f)
= (Xi)o(f)

Concluimos con ello que dexp(X;) = X;, es decir dexp = id,.
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6.1. Curvas integrales en grupos de Lie

Teorema 6.1.7. Sea ¢ : H — G un morfismo de grupos de Lie. Entonces el
siguiente diagrama conmuta

Demostracion. Sea Y € h. Observemos que ¢ oexpy : R — G es un
morfismo de grupos de Lie que satisface que

dlpoexpy) (5 )= dotdexmn) ;) = detr),

Por la observacién 6.1.1, ¢ oexpy = expg,(y) ¥ en particular

(poexp)(Y) = (poexpy)(l) = expyyy)(1) = exp(dp(Y)) = (exp o dp)(Y).
[]

Proposicion 6.1.8. Sea (H,y) un subgrupo de Lie de G y sea X € g. Si
X € do(h), exp(tX) € p(H) para todo t € R. Inversamente, si existe I
intervalo abierto de R para el cual todo elemento t € I satisface que exp(tX) €
w(H), entonces X € dp(h).

Demostracién. Por el Teorema anterior, si X € dp(h) entonces existe Y € b
tal que dp(Y) = X. De modo que si t € R entonces

dp(tY) =tdp(Y) = tX.

De ahi que

exp(tX) = exp;x (1) = eXPdw(ty)(l)

(¢ oexpyy)(1) = p(expyy (1)).

Por lo tanto exp(tX) € p(H).

Supongamos ahora que exp(tX) € p(H), para cualquier ¢ € I.

Como (H,¢) es una variedad integral de la distribucién generada por su
algebra de Lie bajo dp (véase el Corolario 5.2.5), entonces la tnica funcién
«: I — H que hace conmutar el siguiente diagrama

expx|r
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es suave (Proposicién 1.62). Observemos que para cualquier tg € I

d
>— d@a(to) <dat0 (dt

to

d
chpx (to) — d(epr|I)t0 <dt

)

d
Jieeon(

Considerando Y € h para la cual

)

to

d
Yz = d(l(a(te)) -1 )a(to) (datg <dt

obtenemos
d
dpe(Ye) = d(l(poa(te))—1 © )alto) pn
to
= dlexp x (t0)) (Xexpx (t0))
- X,
es decir
dp(Y)=X
y por lo tanto X € dyp(h). [ |

Teorema 6.1.9. Sea A un subgrupo abstracto de un grupo de Lie G y sea a
subespacio de g. Sea U wvecindad de 0 en g difeomorfa a una vecindad V de e
bajo el mapeo exponencial. Supongamos que

excp(UNa)=ANV.

Entonces A es un subgrupo de Lie de G con la topologia relativa y a es su dlgebra
de Lie.

Ademds dicha estructura de variedad es tnica para A de tal forma que
(A, ia) resulta ser una subvariedad de G (Teorema 5.2.8).

Demostraciéon. Observemos que a es un subgrupo de Lie de g con la topologia
relativa y la misma dimensién que tiene como espacio vectorial. Sea T un iso-
morfismo de g con R¢, de modo que (UNa,T|ynq) es un sistema coordenado
de a. Ya que para cualquier o € A, [,(V N A) C A es un abierto de A con la
topologia relativa y que hay un subconjunto numerable de la familia

{Us(VNA),T|vrao (expluna) ' ol;') : o€ A}
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que satisface las condiciones de la Proposicién 2.3.2, coincidiendo la topologia
relativa de A con la que asegura dicho resultado, A recibe una estructura de
variedad diferenciable con la misma dimensién de a, de tal forma que (A,i4) es
un encaje. De ese modo, por el Teorema 5.2.8, (A,i4) es un subgrupo de Lie
de G.

Sea a’ el dlgebra de Lie de A y X € o/, existe I C R intervalo abierto para
el cual, dado tg € I, toX € UNa. Asl exp(toX) € ANV C A =1i4(A); por la
proposicién anterior X € a’. Como a C a’ y tienen la misma dimensién como
R-espacios vectoriales, a = a’. [ |

6.2. Exponencial de matrices

En esta seccion desarrollaremos algunas herramientas para encontrar explicita-
mente el mapeo exponencial en Gl(d,C). Gracias a esto, podremos saber cual es
el mapeo exponencial de Gi(d,R) y el espacio de endomorfismos de un espacio
vectorial dimensionalmente finito. En lo siguiente encontraremos la definicién
de una funcién del espacio gl(d, F) a GI(d,F), donde F denotard a R o C,
que satisface propiedades muy especiales. Ya que usualmente es llamada expo-
nencial de matrices, usaremos dicho nombre. En la seccién 6.3 verificaremos
que dicha funcién coincide con el mapeo exponencial de Gl(d, F).

Sabemos que gl(d, F') es un espacio vectorial y que resulta ser difeomorfo a

F4 mediante cualquier isomorfismo lineal (véase ejemplo 1.1.6). Consideremos
en particular alguno que envie la base canénica de gl(d, F') a la base canénica

de F*; denotémoslo como ¥ : gl(d, F) — F&.

Sabemos que la norma ||.||; en Fdz, para la cual dado 2 = (z1,...,242),
d
12l = il
i=1
induce la topologfa usual en F?° | de modo que la norma ||.|| en gi(d,R)

inducida mediante ¥, definida como

d
1Al = ()] = Y layl,

ij=1

siendo A = (ai;)ij, genera la topologia que posee originalmente gl(d, F') como
variedad diferenciable.

Observacién 6.2.1. Al igual que F% con respecto a ||.[|1, (gl(d,F), ||.]|)
es completo.

Sea A = (asj)ij y B = (bij)i; elementos de gl(d, F'), de modo que AB =
<EZ:1aikbkj)ij y por ello
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d 4 d
S ainbiil < > lairbyg|

|AB|| =
ij=1 k=1 ij k=1
d d d
= > aixy |bii| < Y awlBll
k=1 j=1 ik=1
= [lAll1|B]|-
En particular si A = B, se sigue que ||A?|| = ||A[|?> y por induccién se obtiene

que para toda n € N, [|A"]|| = ||A||™.

Consideremos (Cj)ren sucesién de elementos en gl(d, F'). Denotemos cé—“j
la entrada ij de la matriz Cy. Observemos que la serie > p-,C) converge
con respecto a la norma ||.[| siy sdlo si Y37 cl; converge para cualesquiera
ijell,....d).

Veamos una condicién suficiente para que una serie converja.

Teorema 6.2.2. Sea (Ci)ren sucesion de elementos en gl(d, F). Si la serie
Y reollCrll converge entonces la serie de matrices 5. ,Cl converge.

Demostracion. Observemos que para cualesquiera 4,5 € {1,...,d} y n > m,
n n n
|kl <Y iek< Y lic.
k=m k=m k=m

Dado que Y 7o ||Ck|| converge siy sélosi (37_ol|Ckl|)nen es de Cauchy, las
desigualdades anteriores permiten concluir que (3_)_, ij)neN es de Cauchy y

por lo tanto converge, concluyendo con ello que Y ;_  Cj converge.
|

Consideremos A € gl(d, F') y la sucesién de matrices (%)neN. Observemos
que

1Al
nl

A”l
H n!

<

. o |lAl” A o |y A"
Dado que la serie Y~ ( 1= converge a ell I entonces >°°° |57 converge.

Asi, por el Teorema 6.2.2, Zio:o ’:‘T converge.

Con base en lo anterior daremos la siguiente definicion.

Definicién 6.2.3. (Exponencial de matrices) Sea A € gl(d, F). Diremos
que la exponencial de A es el limite de la serie de matrices

0o An
)
n=0

el cual denotaremos como e?.
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Notemos que con la definicién anterior, e® = I. Ademas, por la continuidad
del producto de matrices y la definicién de la exponencial de matrices, para
cualquier A € gl(d, F), Ae? = e A.

El siguiente resultado nos sera de utilidad para observar algunas propiedades
de la funcién exponencial.

Teorema 6.2.4. Sea (an)nen una sucesion de nimeros complejos y R el radio
de convergencia de la serie Y o~ a,z™ (es decir, R € [0,00] para el cual la se-
rie Yoo o anz" converge absoluta y uniformemente en subconjuntos compactos
de Br(0) ={z€C : |z| <R}). Consideremos f:Bgr(0) — C definido como
f(z) =307 anz™, de modo que f es suave en Br(0) y para toda k € N

o]

) =>nn-1)...(n—k+1)ayz"""

n=0

Sea o4 : R — gl(d, F) la curva definida como o4(t) = e*4. Veamos que
dicha curva es suave. Para ello basta concluir que

C——gl(d, F)

o0
n=0

es suave, pues (R,ig), donde ig : R — C es el mapeo inclusién, es una
subvariedad de C.

n
Denotemos como cl a la entrada ij de la matriz ‘2—,.

J

Por el Teorema 6.2.4 basta ver que para cualesquiera 4,j € {1,...,d} la
serie de potencias Y, Ock 2* converge absoluta y uniformemente en subcon-
juntos compactos de C.

Observemos que dados dos naturales, m < n

n n

‘ZZ k‘ ZCZ|\ZHA||

k=m k=m (63)

z": | HAHZI’“

. All z|*
omo la serie > LAl =1 converge a ell4lllz ‘ entonces ck 2k es
C 1 k=0 k! k 0

absolutamente convergente.

Ya que una sucesién de funciones (f, : A € C — C),en es uniforme-
mente convergente si y s6lo si es uniformemente de Cauchy, basta mostrar que
Zzozocszk es uniformemente de Cauchy en subconjuntos compactos de C.

Dado que la funcién exponencial
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e
C—— C
Xk
Z—=e"= ) &
k=0

es holomorfa, su desarrollo en serie de potencias es uniformemente de Cauchy
en subconjuntos compactos de C. Considerando la funcién continua

c—= ¢

z——[|A] ||

tenemos que el desarrollo en serie de potencias de e o g es uniformemente de

Cauchy en subconjuntos compactos de C (pues para todo subconjunto com-

k
pacto K C C, g(K) es compacto); por ello la serie de potencias 220:0%

es uniformemente de Cauchy en subconjuntos compactos de C. Por la desigual-
dad (6.3) se sigue que Y7 (ck;z* es uniformemente de Cauchy en subconjuntos
compactos de C.

k ok

Por el Teorema 6.2.4 hemos concluido que la serie de potencias Zz’;oci i

es suave y que su primera derivada es

o0

[ee]
Zk:cszkfl = Z(k + 1)0?1*127’“ .
k=1

k=0

De manera que la curva suave o4 tiene como primera derivada

Ga(t) = (k+1)

Estos resultados se resumen en el siguiente Teorema.

Teorema 6.2.5. Sea A € gl(d, F), entonces la curva o4 es suave y satisface
la ecuacion diferencial de matrices

&A(t) = AUA(t) = UA(t)A.
Ahora veremos que con respecto a un valor inicial dado, o4 es la unica
curva que satisface dicha ecuacién diferencial de matrices. El siguiente Lema

nos sera de utilidad para mostrarlo.
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Lema 6.2.6. Sea A € gl(d, F), de modo que

e et =T,
Demostracion. Consideremos la funcién suave

H(t) = e et
la cual satisface que su primera derivada es igual a

H(t) — (eftA)/etA + 67A (etA)/
_ _Ae—tA etA + e—tA (AetA)

_ Ae—tA etA o Ae—tA etA =0.

Como R es conexo, entonces H es constante (Teorema 2.2.5). Dado que
H(0) = I se concluye que para cualquier t € R

H(t)=e et =1T.

Teorema 6.2.7. Sea H : R — gl(d, F) una funcidn suave que satisface
1. H(0) = B,
. H(t) = H(t)A.
Entonces H(t) = Bet4

Demostracién. Por el Teorema 6.2.5 la funcién H(t) = Be' satisface las
condiciones I y II.

Consideremos la funcién suave

G(t) = H(t)e *4,
de modo que

G(t) = H(t)Ae™t* — H(t)e 1A
= H(t)e ""A - H(t)e ™A =0.

Como R es conexo, G es una funcién constante (Teorema 2.2.5) de modo
que para todo t € R
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Por el Lema anterior para cualquier ¢t € R

H(t) = Be!*.
[ ]

Andlogamente se puede mostrar que si H : R — gl(d, F) es una funcién
suave que satisface que H(0) = B y H(t) = AH(t) entonces para todo t € R,
H(t) = e B.

Del Lema 6.2.6 se puede concluir que para cualquier A € gl(d, F), e? €
Gi(d, F). Dado que GIi(d,F) es un subconjunto abierto de gl(d, F') y que la
funcién exponencial factoriza a través de (GI(d, F),iciq,r)), gracias al Teorema
2.6.2 la correstriccién de la funcién exponencial a Gi(d, F') es suave.

Observacién 6.2.8. Dados A = (as5)i; € gl(d, F) y B € GI(d, F), ya que
(BAB™Y)™ = BA"B~1, se sigue que para toda m € N

" (BAB~!)" LA
S n ()
n=0 : n=0
de modo que
eBAB™' — BeABT! (6.4)

Si A es una matriz diagonal entonces para todo n € N, A™ es una matriz
diagonal para la cual

(ATL)Z,L — an

9% 9

A

de modo que e es una matriz diagonal que en la cual

(6‘4)“' =%,

Anélogamente, si A es una matriz triangular superior, A™ es una matriz tri-
angular superior que tiene valor af% en la entrada ii, de modo que e? es una
matriz triangular superior que tiene valor e*¢ en la entrada .

Por otro lado el Teorema de Schur (A.4.4) asegura que para cualquier C €
gl(d, F) existe B € GI(d, F) para la cual BCB™! es triangular superior.

Dadas las observaciones previas podemos concluir que el determinante de
eBCB™" esla multiplicacion de los elementos de la diagonal, por lo que resulta
igual a et*(BCB™Y),

Considerando que tr (BCB~!) = tr C, tenemos que

det (e9) = det (Be®B™1) = det (eBCB?l)

tr(BCB™1) tr(C) (6.5)
= e =€
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6.3. El mapeo exponencial en Gi(d,C)

Por la observacién 4.2.7 sabemos que para cualquier R-espacio vectorial dimen-
sionalmente finito visto como variedad podemos identificar los espacios tan-
gentes en cada punto con el espacio vectorial mismo. En el caso particular de
gl(d, C), considerando z;; : gl(d,C) — C la funcién suave para la cual dado
A = (aij)ij € 9l(d,C), z;;(A) = a;; (véase el ejemplo 1.1.7), obtenemos el
siguiente isomorfismo

Tagl(d,C) —2 > gl(d,C) (6.6)
v —— (v(Rex;;) + iv(Imaj))q;

donde Rez;; = Reox;; y Imz;; = Imox;;, siendo Re: C — R y Im :
C — R las funciones que asocian la parte real o imaginaria a un complejo,
respectivamente.

Como GI(d,C) es un abierto de gl(d,C) dicho isomorfismo candnico se
preserva para el espacio tangente de cada elemento en Gi(d,C).

En lo siguiente denotaremos como I a la matriz identidad y como 0 a la
matriz cero. Asi, dado A € Gi(d,C)

T, GI(d, C) 22210 iqe) (6.7)
v o AN\ (v)

Dicha correspondencia se argumenta a continuacién.

Dados i,5,k,l € {1,...,d}, denotaremos e;; a la matriz cuya inica entrada
distinta de cero (e igual a uno) es la ij. De tal forma que

0

OR l
d(la)r <8Re3:“ = 4
ij

=——— (I
I> (Rexkl) ORexij ( )
— lim Rexyi (AT + te;;)) — Rexi(Al)

t—0 t

Rexy(tAe;;)
t

= lim
t—0

_Jo L#]
| Rexpi(A) 1= .

= Rexyi(Ae; )

Analogamente

0
dlla)1 <8Rex i
ij

De modo que

_Jo L4
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0

Aaod(la)r (aRexij I)
0 0
=4 (Z (d(Re:vkz ola) <8Rexij ) dRexn
ki I A
0 0
d(1 l
Fd(Imay o) <8Rexij >3Imxkl ))
I A
d
0 0
= (A)——— I (A
Al (Z (Rexm( )8Rexkj Himak( )aImxkj >>
k=1 A A
= Aeij .
Por otro lado
0 _ ORexpioly
At (almxij ) (Ret) = tingy,
I Rexkl(A(I + iteij)) — Rewkl(AI)
e t
itAe; .
= thI'I(l] M = Rexy(ide;;) = —Imzy (Aes;)

y de forma andloga

0 L#]
Rexpi(A) 1=3j,

d(lA)[ <8h?1$ )(Imwkl) = Rezkg(AeU) = {

De modo que

0
Aaod(la); <3Rew-- )
1] I
0 0
= )\A (Z (Iml‘]ﬂ' (A) ORox s +RGCL’;€Z‘ (A) al . ))
k=1 kil a MTkj | 4

= iAe,;j .
Por lo cual, dado v € T7Gl(n,C)
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d

0
V= E (V(Rel'l])m
i

2%

+v(Imx;;)

8Imxij

Gracias a los cdlculos previos se tiene que

)

)‘A o d(lA)I(l/) = Z (Z/(Reiij)A €ij + ZI/(IHIIL])A eij>

2%

A (;d: (u(Rexn)ez’j +iv(Imai;)es; > >

=AX I (I/) .
Podemos interpretar lo anterior en el siguiente diagrama conmutativo

T61d,C) XL 7, Gi(d, )

| |

9l(d,C) ———gl(d,C)
la
donde I, es la multiplicacién izquierda por A en gl(d, C).
De la misma forma podemos concluir que dado C € GI(d,C)

T GI(d,C) ™S 1, GI(d, ©) (6.8)

§1(d,C) ———g(d. C)
A
donde I, es la multiplicacién izquierda por A en gl(d, C).
Sean g el dlgebra de Lie de GI(d,C) y X € g. Denotaremos como vx al
mapeo exponencial expy, de manera que para todo ¢y € R,

fx(to) = ) (jt

): Al (10)) 1(X1) -

to

Mediante el isomorfismo dado en (6.6) y la asignacién expresada en (6.7) pode-
mos concluir que yx : R — gl(d,C) es una funcién suave para la cual, dado
to €R

Yx (to) = vx (to) (X1 (Rewy;) + i X (Imzij))i
= yx(to)A1(X1).
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De tal forma que la funcién vx : R — GI(d,C) es suave y satisface

1x(0) =1 y
Yx (to) = vx (to) A1(Xr) -

Por lo demostrado en la seccién 6.2 acerca del mapeo exponencial en matri-
ces, concluimos que

x(t) = MO,

n
n!

donde e = 3 AL para cualquier A € gl(d,C).
n=0

Identificando candénicamente a g con gl(d, C) mediante el isomorfismo (6.6)
y por el Teorema 6.1.6, el mapeo

gl(d,C) > GI(d, C)
A H———> A

€S suave.

Por definicién de la estructura de variedad diferenciable de Gi(d,C) se tiene
que (GI(d,R), igiar)) es un encaje y ademds igqr) es un morfismo de gru-
pos, por lo que resulta ser un subgrupo de Lie de Gi(d,C). Como el siguiente
diagrama conmuta

digi(d,r)

gl(d,R) ——> gl(d,C)

exp J/ i exp

GI(d,R) — GI(d,C)

1Gi(d,R)
obtenemos que para cualquier A € Gi(d,R)
exp(A) = igi(a,r) © exp(A)

= exp o digy(a,r)(A)
= exp(A) = et.

De modo que

al(d,R) —2> Gl(d, R)
A > A
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Observacién 6.3.1. Como hemos visto, si consideramos exp : gl(d,C) —
Gl(d,C), exp(gl(d,R)) C GI(d,R). Sin embargo gl(d,R) C exp~!(GI(d,R)),
ya que la matriz A = 2mil & gl(d,R) y e? = 2™ = I, pues 1 = e*™ (véase
observacién 6.2.8, seccién 6.2). Es decir, A € exp™!(GI(d,R)) y e =el =1,
por lo que también se observa que exp no es inyectiva.

Denotemos F' a R o bien a C. Sea V un F-espacio vectorial de dimensién
finita d y B = {z1,...,24} una base de V. Dado | € Aut(V) y [l]g la
representaciéon matricial de [ en base 3, sabemos que

Vg

Aut(V) —2~ Gi(d, F)
U — [l]/g

es un isomorfismo de grupos de Lie, de tal forma que

End(V) % gi(d, F)
TH——[Tg

y por lo tanto se tiene el siguiente diagrama conmutativo

End(V) —> gl(d, F)

expl \Lexp

Aut(V) — Gl(d, F)
8

concluyendo que para [ € End(V)

o0

exp(l) = Z% 7 (6.9)

donde ™ denota la composicién de [ n veces.

Sea ¢ : G — Aut(V) una representacién y X € g. Por el Teorema 6.1.7 y
las observaciones previas se tiene que

p(exp(X)) = exp(dp(X))

=1+4+dp(X)+

do(X 2 do(X 3 (610)
L | (",

Ademas, por la identificacién expresada en 2.3 de la observacién 4.2.7
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i.)

dp(X) = dpe(X.) = dpe (dexpo (dt

d

= d(poexp)o (dt

t_0> (6.11)
_ g Plexpx (1) —idy

t—0 t
_4
ot

(@(expx (1))

6.4. Subgrupos de Gi(d,C)

En esta parte veremos una 1til aplicaciéon del Teorema 6.1.9, calculando algebras
de Lie de subgrupos cerrados de Gi(d,C), mediante el mapeo exponencial.

Recordemos que si A = (a;5)i; € Gl(d,C), denotamos a la matriz transpues-
ta de A como A = (aji)ij y como A* a la matriz cuya entrada ij- ésima es
aj;, es decir, A* es la matriz en la que se conjugan las entradas de A’.

De la continuidad de la funcién exponencial podemos concluir que

Consideremos g¢*, g* : GI(d,C) — Gi(d,C) para las cuales dado A =
(aij)i]- S Gl(d, (C)

d
gt(A) = AtA = (Zakiakj) y
k=1

i
d
5 = a4 = (Lama,
k=1

j

De modo que son suaves ya que cada entrada se expresa como sumas de pro-

. 2 . .
ductos de funciones suaves de R?*" a R. Gracias a esto podemos concluir que
los siguientes subgrupos de GI(d,C) son cerrados

a. U(d) ={A € Gl(d,C) : A*A=1}=(g*)"1(I) (grupo unitario).

b. SI(d,C)={A € GI(d,C) : det A=1} =det (1) (grupo especial lineal).

c. O(d,C)={A€GIl(d,C) : AA=1}=(¢")"*(I) (grupo ortogonal comple-
jo).
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Verifiquemos que son subgrupos de Lie de Gl(d,C) con la topologia relativa
v que respectivamente sus dlgebras son:

a. u(d)={Aegl(d,C): A= —A"} (matrices hermitianas).

d
b’. sl(d,C) ={Ae€gl(d,C) : trA= > a; =0} (matrices de traza cero).

=1

¢ o(d,C)={Aegl(d,C) : A= —A"} (matrices simélricas).

Célculando las dimensiones de las algebras de Lie anteriores se concluye que
dimU(d) = d?, dim SI(d,C) = 2d*> —2 y dimO(d,C) = d(d — 1).

El siguiente Lema nos serd de utilidad para considerar algunos de dichos
subgrupos intersectados con Gi(d,R).

Lema 6.4.1. Sea exp : gl(d,C) — GI(d,C) el mapeo exponencial, entonces
existen U C gl(d,C) vecindad abierta de 0 y V C Gi(d,C) vecindad abierta
de I para las cuales exp|y : U — V es un difeomorfismo y ademés

exp(UNgl(d,R)) =V N GI(d,R).

Demostracion. Sean Uy, U; vecindades abiertas de 0 en gl(d,C) y Vp, V1
vecindades abiertas de I en Gl(d,C) que satisfacen que exply, : Uy — Vo ¥
explu,ngi(a,r) : U1 Ngl(d, R) — V1 N GI(d,R) son difeomorfismos.

Sean V, V; C Gi(d,C) vecindades abiertas de I que satisfacen que exp(UpN
Ul) =V y

exp((Up N UL) Ngl(d,R)) = (Vi N V1) N GI(d,R) C V N GI(d,R),

de modo que
exp(Uo NUL Ngl(d,R)) = (ViNnViN V)N GI(d,R).

Denotemos V = Vi NV, NV C Gl(d,C) vecindad abierta de I y U =
exp~1(V) NUy. Observemos que exp|y : U — V es un difeomorfismo pues
U C Uy es una vecindad abierta de 0, V C Vv C Vo vy exply, es un difeomor-
fismo sobre V.

Maés atn,

exp(U N gl(d,R)) = V N GI(d, R)

pues dado A € VNGI(d,R) existe Ag € UpNU;Ngl(d,R) tal que exp(Ag) = A.
Como Ag € exp~1(V)NUy = U entonces Ay € U N gl(d,R).
|
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Consideremos U C gl(d,C) y V C Gi(d,C) como en el Lema, y que ademds
se satisfaga que para cualquier A € U, |det (A)] < 27. Sin pérdida de generali-
dad podemos suponer que U es simétrica (es decir, U = U~1).

Sabemos que las funciones h, h' : gl(d,C) — gl(d, C) para las cuales dado
C = (cij)ijs MC)=C = (¢;j)ij y h(C) = C*, son funciones lineales y por lo
tanto suaves. De manera que

U=Unh1U)nU' Nk U) CU

es una vecindad abierta de 0, de tal forma que V= exp(ﬁ) es una vecindad
abierta de I y expl|y es un difeomorfismo sobre V' que satisface

exp(U Ngl(d,R)) =V N GI(d,R).

Veamos que exp(U Nu(d)) = VN U(d). Sea A € UNu(d) de modo que
e € V. Notemos que e~ = (e4)™!, y ya que

se concluye que e € U(d).

Inversamente, si A € U(d) N V entonces existe B € U tal que B = A y
ademads

efB _ (eB)fl _ A71 — A = (eB)* — eB* )

Ya que B € U entonces —B,B* € U, de modo que B* = —B.
En forma andloga tenemos que para cualquier A € U N 0(d,C), e € Vy

lo cual significa que e € O(d, C).

Ademés, si A e VN O(d,C) entonces existe un tnico B € U para el cual
eB = A, por ello

Dado que —B,B* € ﬁ, ambos son iguales y de ahi que B € o(d,C). De tal
manera que exp(U No(d,C)) =V NO(d,C).

Resta ver que exp(U Nsl(d,C)) = V N Si(d,C). Consideremos A € U N
sl(d,C), de modo que

det (et) =e™ =0 =1,
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Por otro lado, si A € VN Si(d,C) existe un tnico B € U para el cual e? = A,
de manera que

B—detef =detA=1,

lo cual sucede si y sélo si tr B = (27i)n, para algin n € Z. Como B € U se
tiene que n = 0y por tanto que B € sl(d, C), siguiéndose de ahf lo deseado.
Con los subgrupos anteriores describiremos otros subgrupos cerrados de

Gi(d,C) que gracias al Teorema 6.1.9 resultan ser nuevamente subgrupos de
Lie de GI(d,C), a saber

(a) SU(d) =U(d) N Sl(d,C) (grupo especial unitario).
(b) Si(d,R) = GI(d,R) N SI(d,C) (grupo especial lineal real).
(¢) O(d) = GU(d,R)ynU(d) (grupo ortogonal).

(d) SO(d) = O(d) N Si(d,R) (grupo especial ortogonal).

Resultando que sus dlgebras de Lie son respectivamente
(@) su(d) =u(d) Nsl(d,C).
(b") sl(d,R) = gl(d,R) Nsl(d,C).
(¢’) o(d) = gl(d,R) Nu(d) C sl(d,R).
(d’) so(d) = o(d) Nsl(d,R) = o(d)

Para concluir lo anterior observemos que exp(U N su(d)) = V N SU(d), lo
cual se sigue directamente de los argumentos expuestos en el caso de Si(d,C)
y U(d).

Veamos que exp(UNsi(d,R)) = VNSI(d,R). Ya que la contencién exp(U N
sl(d,R)) C V N Si(d,R) se tiene, consideremos A € V NSi(d,R) y B €
ﬁﬂg[(d, R) para el cual e = A, de modo que 1 = dete” = "B, concluyendo
con ello que tr B = 0 y por lo tanto la otra igualdad. En forma andloga se
muestra que exp(U No(d)) =V NO(d) y exp(U Nso(d)) =V NSO(d).

Dado que (GI(d,R),igqr)) es un subgrupo de Lie de Gi(d,C) con la
topologia relativa y O(d), SO(d) C Gi(d,R), se sigue del Teorema 2.6.2 que
O(d) y SO(d) son subgrupos de GI(d,R).

Calculando las dimensiones de las dlgebras de Lie de los subgrupos de Lie
anteriores, obtenemos que dim SU(d) = dim SI(d,R) = d*> — 1 y dimO(d) =
dim SO(d) = 41,
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Capitulo 7

Topologia y suavidad en
grupos de Lie

7.1. Morfismos continuos

En esta parte veremos algunas repercusiones del hecho de que exista un morfismo
continuo de grupos entre dos grupos de Lie.

Teorema 7.1.1. Sea G un grupo de Lie y ¢ : R — G morfismo continuo.
Entonces ¢ es suave.

Demostracién. Dado que ¢ es un morfismo, basta ver que ¢ es suave en U
una vecindad abierta de 0 pues para cualquier ¢y € R, <p|lt (i) = Loty © @l ©
0

—toly, (ir)» resultando asi ser suave en todo R.
‘0
A grandes rasgos, la demostracion busca exhibir que existe dicha vecindad

U de modo que ¢ restringida a ésta factoriza a traves del mapeo exponencial,
es decir que existe una funcién « : U — g suave tal que el siguiente diagrama

conmuta
U
-~
o -
- lip
-~
A -
_—
g e G

Sean U vecindad abierta de 0 en g y vecindad abierta de e en G para las que

exp|ly : U — V es difeomorfismo. Sin pérdida de generalidad podemos suponer

que U tiene la propiedad de que para cualquier elemento X € U, tX € U para

todo 0 < ¢t <1 ya que los homeomorfismos lineales preservan convexidad.
Sea

U=3U={3X:XecU}
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vecindad abierta de 0 en g contenida en U. Elijjamos t3 > 0 para el cual
[—t0,t0] € ¢ (exp(U’)). De modo que para todo n € N existen tinicos X, Y €
U’ para los cuales exp(X) = (%) y exp(to).

Observemos que de mostrar que nX =Y tendriamos que para todo m € Z
para el cual 0 < |m| < n:

L Sim >0, o(2e) = (p(L))™ = (exp(+Y))™ = exp(2Y).

n

2. Sim <0, p(B2) = (p(Z22)) ! = (exp(Z2Y))~! = exp(Y).

m

De modo que para cualquier 0 < [t| < to, existe una sucesion (74)en que

converge a %, donde n; >0 y 0 < |m;| < n; para todo 7 € N. De modo que
(mit

) converge a t y por la continuidad de ¢

i

p(t) = exp(5:Y).

Considerando U = (—to,to) habremos concluido.

Observemos que exp(nX) = p(tg) = exp(Y). Mostraremos que nX € U’ y
por lo tanto nX =Y, por ser exp|ys inyectiva. Procederemos por induccién:
observemos que X € U’. Supongamos que para todo0 < j <n, jX € U’. Como
(G+DX €U y exp((j +1)X) = p(Lltg) € exp(U’), por ser exp inyectiva en

U obtenemos que (j+ 1)X € U’. Asf concluimos que nX € U’. [ |

Teorema 7.1.2. Sean H®¢ y G grupos de Lie y ¢ : G — H morfismo
continuo. Entonces ¢ es suave.

Demostracién. Como ¢ es morfismo de grupos, basta verificarlo en una vecin-
dad de e. Sea g 4algebra de Lie de G y J : R — g isomorfismo lineal, de
modo que resulta un difeomorfismo. Sean U vecindad del 0 en R y V' vecindad
de e en G para las cuales exp : U — V es difeomorfismo. Consideremos

gef{l,....d} y
RLRd

A (5lqt)§i:1

donde d;4 es la delta de Kronecker.
Por el teorema anterior ¢, = poexpoi, : R — H es un morfismo suave,
para todo ¢ € {1,...,d}; de modo que la funcién ¢ : R* — H definida como

(1,...,2q) ——=@1(x1) ... Palzq)

es suave, y mds aun ¢ = @ o exp o J. Podemos concluir entonces que ¢|y =
@oJ to(exp|y)~! es suave. [ |
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Corolario 7.1.3. Si G esun grupo topolégico, segundo numerable y localmente
euclidiano, existe a lo mas una estructura diferenciable que lo hace grupo de Lie

Demostracién. Sean §, § estructuras difenciables que hacen a G grupo de
Lie, de modo que la identidad de (G,§) en (G,§’) es homeomorfismo y por lo
tanto es isomorfismo de grupos de Lie. De ese modo (G,§) = (G,§’). |

Gleason junto con Montgomery y Zippen resolvieron en 1952 el problema
planteado por Hilbert al Congreso Internacional de Mateméticas en 1900, que
era decidir si todo grupo topoldgico conexo, segundo numerable y localmente
euclidiano tiene una estructura diferenciable que lo hace grupo de Lie, respon-
diendo que afirmativamente (véase [M-Z]).

Por otro lado es posible mostrar que toda estructura de variedad difenciable
de un grupo de Lie contiene una estructura analitica, es decir, una colecciéon
de sistemas coordenados cuyos mapeos dan composiciones localmente represen-
tadas por series de potencias. Se obtiene ademas un teorema analogo al 7.1.2
que nos dice que todo morfismo continuo entre grupos de Lie es analitico, del
cual se sigue que la estructura analitica contenida en la estructura diferenciable
de un grupo de Lie es tinica.

7.2. Subgrupos cerrados

Teorema 7.2.1. Sea G un grupo de Lie y A un subgrupo cerrado abstracto de
G. Entonces existe una unica estructura de variedad para A que lo hace subgrupo
de Lie de G (en dicha estructura A tiene la topologia relativa).

Demostraciéon. A lo largo de la siguiente demostracion incluimos la prueba de
algunas afirmaciones que nos seran de utilidad.

Observemos que el hecho de que A sea cerrado y de que posea una estructura
de variedad que lo haga subvariedad de G nos dice que debe ser un encaje
(Teoremas 5.2.8 y 5.2.10).

Veremos que este resultado es una aplicacion del Teorema 6.1.9, por lo que la
demostracién busca mostrar que se satisfacen las condiciones de dicho Teorema.
Sea

a={X e€g:exp(tX)e A, paratodo t € R}.

Observemos que 0 € a; por definicién, si X € a entonces tX € a para
cualquier t € R. Si ademés Y € a, en general

lim (exp(£ X)exp(LY))" = exp(t(X +Y)) (7.1)

t
n—oo n
lo cual se demostrard en el Lema posterior a este Teorema. Considerando esto

y dado que A es cerrado, podemos concluir que X +Y € a. De ese modo a es
un subespacio vectorial de g.

199



Capitulo 7. Topologia y suavidad en grupos de Lie

Ahora buscamos mostrar la existencia de U C g y V C G vecindades
abiertas de 0 y e, respectivamente de tal forma que exply : U — V es un
difeomorfismo y para las cuales

exp(UNa)=VnNA.

Supongamos que no existen vecindades abiertas con dichas propiedades.

Afirmacioén. En caso de que dichas vecindades no existan, es posible encontrar
W C g vecindad abierta de 0 y una sucesion (o;)ier de elementos en A que
converge a e y para la cual, dado i €N, o; & exp(W Na).

Demostracion. Sea {U;};cny base local de 0 con la propiedad de que exp|y,
es un difeomorfismo sobre el abierto exp(U;) C G y

exp(U; Na) C exp(U;) N A. (7.2)

Sin pérdida de generalidad supongamos que Uy D Uy C ...
Notemos que para cualquier i € N existe o; € exp(U;) NA N exp(U; Na) ya
que de lo contrario existiria ¢ € N para el cual

exp(U;) N A Cexp(U; Na)

y en ese caso para todo x € exp(U;) N A existen X; € U; tal que exp(X;) =«
y X/ € Uy Na para el cual exp(X]) = z.

Como exp|y, es inyectiva, X! = X; y por lo tanto

z € exp(U; Na),

es decir, exp(U;) N A C exp(U; Na), que contradice la propiedad (7.2).
Observemos que (0;);en €s una sucesiéon de elementos en A que converge a
e, pues {exp(U;) }ien es una base local de e y ademds para toda i € N

o; € exp(Up Na).
Elijiendo W = U; obtenemos el resultado. |
Sea b C g subespacio tal que g = a @ b. Consideremos el mapeo suave
araxb—G
definido como a(X,Y) =exp XexpY.
Afirmacién. do o) es un isomorfismo.
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7.2. Subgrupos cerrados

Demostracién. Consideremos { X1,...,X.} unabasede a y { Xcy1,...,Xq}
una base de b. Sea la transformacién lineal ¢ :a x b — R? para la cual

(X:,0) — ey, i€{l,...,c}
(O?Xj)'—>6ja ]€{C+177d}

de modo que ¢ = (¢1,...,¢q) es un mapeo coordenado de a x b.

Observemos que para cualquier f € C*(G) y i€ {1,...,d}.

oo (- ) ) = 222D 0,0) - 2202 ) g

_d(foexp(tX;)) . d(f oexpy,(t))
- Ao ewtX) ) - o)

dt
=d(expy,)o(f) = (Xi)e(f)

Por lo tanto do‘(070)(a%i) = (X;)e paracualquieri € {1,...,d}, concluyendo
asi que da(gg) es un isomorfismo.
|

Por el Teorema de la funcién inversa existen W, C WNa y W, C b vecindades
abiertas de 0 en a y b respectivamente, de tal forma que alw, xw, es un
difeomorfismo sobre su imagen abierta en G.

Afirmacién. Existe Wy C b vecindad abierta de 0 para la cual o|w,xw, es
un difeomorfismo sobre su imagen que es abierta en G y ademds

Anexp(Wp ~0) =10 (7.3)

Demostracion. Supongamos que no es posible elegir tal Wy, de modo que
existe una sucesion (X;);en con elementos en Wy~ {0} y parala cual exp (X;) €
A. Consideremos una sucesién de elementos en R que converge a cero y para
el cual una subsucesion de (%)EN converge a un elemento X # 0. Para con-
seguir dicha sucesién de reales positivos, consideremos un isomorfismo lineal
de b en R™, donde m = dimgb, de modo que resulta un homeomorfismo.
Induciendo la métrica de R™ en b mediante este isomorfismo, podemos con-
siderar t; = ||X;||, de tal modo que (%)ieN es una sucesién contenida en

Cy ={X €b: ||X|| =1} que es compacto. Por lo tanto {)t(iiieN} tiene

un punto de acumulacion X € Cq, el cual resulta limite de una subsucesion

X;
( ti: )k6N~
Sea t > 0. Denotemos n(t) el mayor entero menor o igual a - de modo que
Kk
t t
— =1l <ng(t) < —
ti, )< ti,
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Asf (t;, ni(t))ren converge a t. Por la continuidad de la funcién exponencial
exp (tX) = exp ( lim ny(t)X;,) = lim (expX;, )"®
k—o00 k—o00

Como A es cerrado y (expX;, )"™® € A para cualquier k& € N, exp(tX) € A.
Sit < 0 entonces exp(tX) = (exp(—tX))~! € A. Demodo que X € anb = {0},
que es una contradiccién ya que X # 0.

Por lo tanto existe Wy C b vecindad abierta de 0 que satisface

AnNexp(Wy N 0) = 0.
|
Sea k € N para la cual o € a(W, x Wy) v X, € W,, Xp € b tales que
a(Xy, Xp) = exp(Xq)exp(Xp) = 0.

Como oy, & exp(WnNa), Xp #0 vy exp(Xp) = (exp(X,)) " tor € A contradiciendo
(7.3).

Asi se satisface que existan U Cg y V C G vecindades abiertas de 0 y e
respectivamente, tales que exp|y : U — V es difeomorfismo y

exp(UNa)=VNA
y por tanto las condiciones del Teorema 6.1.9.
|

Lema 7.2.2. Sea G? grupo de Lie con algebra de Lie g. Si X, Y € g entonces
existe € > 0 tal que para cualquier ¢ € (—e¢,¢€)

exp(tX)exp(tY) = exp(t(X +Y) + h(t))

donde h: (—¢,€) — g es suave y ademds h = O(t?), es decir que dado ¢ un

$oh(t)
t2

mapeo coordenado de g, es acotado cuando ¢ — 0 (véase A.3).

Demostracion. Sea o : R — G curva suave definida como
o(t) = exp(tX)exp(tY).

Dado que el mapeo exponencial es un difeomorfismo local alrededor de 0
existen € > 0 y una curva suave og : (€,€) — g que satisface

exp(og) = o(t) = exp(tX)exp(tY)

para toda t € (—¢,e).

Como ¢(0) = X. + Y. (Lema 7.2.3), 64(0) = X +Y quedando asi la
expansion de Taylor de grado 1 para ¢ como
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7.2. Subgrupos cerrados

og(t) = 0g(0) +t(X +Y) + h(t)

donde h(t) = R(1,0)(t) es el residuo de grado 1 de la expansién de Taylor de
O'g.

Concluimos que

exp(tX)exp(tY) = exp(og(t)) = exp(t(X +Y) + h(t))
donde h(t) = O(t?). |

Lema 7.2.3. Sean o y 7 curvas en un grupo de Lie G¢ tales que o(0) =
7(0) = e y sea « la multiplicacién de estas dos, es decir «(t) = o(t)7(¢).
Pruebe que

&(0) = 6(0) 4 7#(0)

Demostracién. Sea p: G x G — G la multiplicacién en G, de modo que
a=pol(o,T), asi

a(()) = d:u(e,e) (U(O)? T(O))
Basta mostrar que dados v, w € T.G,

d:u‘(e,e) (V7 w) =v+tuw

para concluir la prueba.

Sea (U, = (x1,...,24)) sistema coordenado de G tal que e € U, de modo
que (U x U, x ¢) es un sistema coordenado de G x G alrededor de (e,e).
En la identificacién canénica de Tie,e)(G x G) con T,(G) x T.G mediante el
isomorfismo (dm,dms) (donde 71 y mo denotan las proyecciones canénicas de
G x G en @), tenemos la correspondencia

d
0
(1,0)— ZV(%’)%
i=1 (e,e)
Asi, para cualquier f € C®(G)
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Capitulo 7. Topologia y suavidad en grupos de Lie

d
dpie.y (v, 0)(f) = Zu(xl)a | (fon)
i=1 ¢ (e,e)
d 1 1
_ Zu(xz)a(f O Lo (g;l X @ )) ((p(@), (p(e))
d -1
= Y o) AL e

concluyendo con ello que dpc ) (v,0) = v. Andlogamente tenemos que djic 0y (0,w) =
w.
Asi, por linealidad de dp (. ) tenemos que

dy’(e,e)(va) = dluf(e,e)((’/v 0) + (va)) =V+w.
[ |

Gracias a este Lema podemos concluir la igualdad (7.1) del Teorema 7.2.1
, pues para cualquier t € R existe N € N para el cual todo n > N satisface
que £ € (—¢ ¢€), de modo que por ser h(s) = O(s?),

De esa forma

Al (exp(5 X)exp(¥))" = lfm (exp(5 (X +Y) + ()"
= nh>HJlV exp(t(X +Y) +nh(L))
= exp(H(X +Y) + lim nh(1))
=exp(t(X +Y)).

Teorema 7.2.4. Sea ¥V : G — K morfismo de grupos de Lie, entonces A =
kerW es un subgrupo de Lie cerrado de G con dlgebra de Lie igual a kerdW.

Demostracion. Sabemos que ker¥ es un subgrupo cerrado abstracto de G,
de modo que es un subgrupo de Lie de G segin el Teorema anterior. Denotemos
a al dlgebra de Lie de A. Basta demostrar que coincide con ker ¥, es decir que
diy(a) = ker ¥, donde i 4 denota el mapeo inclusién de Aen G.
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7.2. Subgrupos cerrados

Por un lado, ¥ oig =0, por lo que d(Voiy)=0; de ese modo diag(a) C
ker U.

Sea X € kerdV, entonces para cualquier t € R,

plexp(tX) = exp(td¥(X))) = e,

es decir, exp(tX) € kery para cualquier ¢t € R. Por la Proposicién 6.1.8
aplicada a (A,i4), X € diag(a), concluyendo con ello la igualdad. |
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Capitulo 8

Linealizacién en grupos de
Lie

8.1. La representaciéon adjunta
Definicién 8.1.1. Sean G un grupo de Lie y M una variedad diferenciable.
Diremos que un mapeo suave pu: G x M — M es una accion izquierda de G

en M si satisface

1. Para cualesquiera o, 7 € G, m € M

M(JT7 m) = /1’(0—7 /1'(7—’ m))

2. Si m € M entonces

u(e,m) = m.

Andlogamente diremos que un mapeo suave i : M X G — M es una accion
derecha de G en M si satisface

1’. Para cualesquiera o, 7 € G, m € M

f(m,o7) = fi(fi(m, 0),7)
2. Si m € M entonces
g(m,e) = m.

Esta definicién se generaliza para grupos topoldgicos; en ese caso, siendo G
un grupo topoldgico y M un espacio topoldgico se dice que un mapeo continuo
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p:Gx M — M esuna accion izquierda de G en M si satisface las condi-
ciones 1 y 2 de la nocién anterior. Analogamente se puede define una accion
derecha de G en M. En lo siguiente nos restringiremos al caso de acciones
como la especificada en la definicién 8.1.1.

Observacién 8.1.2. Si p es una accién izquierda de G en M, dado o € G,
to : M — M definido como py(m) = p(o,m) es un difeomorfismo. De hecho,
denotando como Diff(M) al grupo de difeomorfismos de M,

G —2 Diff (M)
OF——> Ho

es un morfismo de grupos y por el primer Teorema de isomorfismo

G/kerp 2 Imp={ps: M — M :0€G}.

Cuando no haya lugar a confusion llamaremos a Im p el grupo de difeomorfismos
de G en M.

Ejemplo 8.1.3. Dados un grupo de Lie G y p: GxG — G su multiplicacion,
es sencillo verificar que g es una accién izquierda (derecha) de G en si mismo.

Otra accién inducida por p es

a:GxG— G definida como

a(g,0) = gog™!

donde go denota a u(g,o).

Resulta suave pues a = o (u X idg) o ¥ donde

GxG—2=GxGxG
(9,0)—(g,0,97")

ademas satisface las condiciones 1 y 2 de la definicién 8.1.1 pues para cua-
lesquiera o, h, g € G,

L. a(gh,o) = (gh)o(gh)~! = ghoh™g™" = a(g, hah™") = a(g,a(h, ).
2. ale,0) = ecge =o.
Esta accién resultara de suma importancia y sera retomada en breve.
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Teorema 8.1.4. Sea p: G x M — M wuna accion izquierda de G en M?.
Supongamos que eziste un punto fijo mg € M, es decir que para cualquier
o € G, ps(mp) =mg. Entonces el mapeo

U: G — Au(T),, M)

definido como

V(o) = d(po)mq

es una respresentacion de G.

Demostracién. Dados 0,7 € G, ior = jis © jir (véase la observacién 8.1.2),
de modo que

V(o) = d(ttor)mo = d(tte © pr)mo
= 1)y © 1)y = V(o) U(r).

De modo que es un morfismo de grupos. Veamos ahora que es suave.
Sea (U, = (z1,...,24)) sistema coordenado de M tal que my € U, de
modo que (§ = {%\mo,} es una base en T,,, M e induce un isomorfismo de

grupos de Lie
Aw(T,, M) —2> GI(d,R)
T ——[Tls

de modo que basta mostrar que Ao W es suave para concluir que ¥ lo es.

Sabemos que dados 0 € Gy je€{1,...,d}

i=1

0

&ri
mo

0
d(ua)mo (c’)x
J

mo

mo

De modo que
_ Oxjopo(idg x ¢ 1))

I(z;j o pio)
87”1'

Ao W), = —d-Ha)
(O )J axl

(o,(mo))

mo
Dado que zj o po (idg x ¢ 1) : G x p(U) — R es suave, ¥;; =
z.:ouo(i -1 s
%;W : G x o(U) — R también lo es.
Siip: G — G x ¢(U) es tal que ig(g) = (g, p(mo)) entonces ¥;; 0ig =
(Ao W);; y por lo tanto Ao ¥ es suave.
|
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Definicién 8.1.5. Considerando la accién a : G x G — G definida en el ejem-
plo 8.1.3, e es un punto fijo de ésta. Por el Teorema anterior y el isomorfismo
canonico entre T.G y g, el dlgebra de Lie de G, obtenemos la representacién

G 24 Aut(g)
o——>da,
donde da,(X) es el campo en g cuyo valor en e es d(ay).(X.), llamada la

representacion adjunta.
Denotemos Ad(o) como Ad,. Gracias al Teorema 6.1.7 obtenemos el si-
guiente diagrama conmutativo.

Ad,
_—

g g
cxpl lcxp
G Tae G

es decir que para toda X egy teR
oexp(tX)o ! = exp(Ad, (tX)) = exp(tad, (X)).

De forma analoga, denotando d Ad como ad, tenemos

g —*4- End(g)

exp l i exp

G —xg= Aut(g)

En el caso particular en el que G = Aut (V), siendo V' un R-espacio vectorial
de dimensién finita d, dados T € G y A € End(V), por la observacién 6.11 y

las propiedades (6.9) y (6.4)

d
Adr(A) = — | (aroexp(td)) = -1 (Toexp(th)o T
=0 =0
d -1 -1
== (exp(t(ToAoT ")) =ToloT .
t=0

En forma andloga, si G es GI(d,R) (o bien GI(d,C)) obtenemos que dado

B € Gl(d,R) y C € gl(d,R)
Adp(C) = BCB™".
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En lo sucesivo denotaremos ad(X) como ady.

Para la siguiente demostracién es 1til recordar que si V' es un R- espa-
cio vectorial de dimensién finita d, dada 8 = {wv1,...,vq} base de V y
8* = {¢1,...,¢0a} su base dual, al definir para toda 4,5 € {1,...,d} la
transformacion lineal T;; : V. — V para la cual

Tij(vk) = vy,

el conjunto v = {Tj; } es una base para End(V). Mds atn, para cualquier
T € End(V)

d
T = ¢;(T(w)Ty. (8.1)

i,j=1
Proposicion 8.1.6. Sea G? un grupo de Lie con algebra de Lie g. Sean
X,Y € g, entonces
adx(Y) = [X,Y].
Demostracién. Sea = {X;,...,X,} basede gy 8 ={d1,...,04} su

base dual. Observemos que basta mostrar que

adx, (Xs) = [X1, X,

para cualesquiera [,s € {1,...,d}, pues ad induce un mapeo bilineal en g.
Para i,j € {1,...,d} definamos Tj; : g — g la transformacién lineal que
satisface

T (Xk) = 0i X,

donde 45 es la delta de Kronecker. Asi {T;; } es un base de End(g), de modo
que para cualquier 7' € End(g)

d
T=73 ¢;(T(X)T;

ij=1

(Véase la igualdad (8.1)).

Haciendo las identificaciones correspondientes y tomando { 7;; } la base dual
de {T;; } tenemos que

g—d o~ End(g)

d
X Z Xe(Tij o Ad)Tz]

ij=1
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Veamos que para

aXm (Xs) =

Por definicion

d

D (Xp)e(mj 0 Ad)T;(X)

ij=1

cualesquiera l,s € {1,...,d}
d
D (Xi)e(rij 0 Ad)Ty5(X,) =
ij=1

M=

(X1)e(15j 0 Ad)X;

.
Il

M-

d
d(expx, )o (dt
to

<
Il
—_

I
=
Sl

<
Il
i

to

s

M-

~
Il
—_

to

=
=

<
I
-

to

Observemos que dacxpxl ) €9

(X, X, .

> (155 0 Ad)X
(7sj 0 Ad o expy, (1)) X
(Tsj(daexpxl (t)))XJ

(¢ (daexp  (1)(X:))) X -

(8.2)

Si para X € g denotamos X; al elemento del grupo uniparamétrico corres-
pondiente a X, considerando f € C°(G) se tiene

(s (1 (X)) () =

(XS)S(f © acxpxl (t))

= (X

s)e(.f o 7ﬂexpxl(ft) © Zexpxl (t)) =

(Xs)expxl (t) (f © Texpxl (7t))

= dTeprl (-

Dado que X, d(X;)-

t) (Xs

)

(X1)e(e)

(f)

= d(X0)—(Xs) (x,), () (f)-

+(Xs) € g, observemos que para todo o € G

dla (d(Xl)*t (X

De modo que

S)(Xl)t(e))

dly (dlx,), <e)(d(Xz) +(Xs)e))
= dlo(x,)_o(e) (d(X1) (Xs)e) = dlgexp ., (1) (A X1) (X))
= dl(x,), (o) (d(X1) Xs>e> X1 —1(Xa) (x,), (o) -
Qe (X) = d(X0)_(X.) 0 (X0, (8.3)
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Por el corolario 2.5.3 del Teorema de la Funcién inversa y la Proposicién
2.8.12 sabemos que existe un sistema coordenado alrededor de e, (U,¢) con

funciones coordenadas x1,...,x4 de tal modo que
0
— =X, jed{l,....d}.
(9.l'j . J J { }

De ese modo, si X € g entonces para todo m € M
d(z)m(X) = ¢;(X),
es decir, dz;(X) = ¢;(X) en U.

Asf por las igualdades (8.2), (8.3) y por la proposicién 3.5.2 inciso (11)

4 d
(aXm (XS))e = Z%

(65 (d(X1) -1 (Xs) o (X1)e))(Xj)e

_yod A (X))o (X.) 0 (X)) -2
—;@tm(( D-(Xe) o (X)) 5
- % (d(Xl)_t(Xs)(Xl)t(E)) = [Xl’Xs}e .

Es decir

adx, (Xs) = [Xi1, Xs].
|

Asi como en anillos, podemos definir el concepto de ideal para dlgebras de
Lie. Diremos que h C g un subespacio vectorial del dlgebra de Lie g, es un ideal
de g si para cualesquiera a € b, b € g, [a,b] € b (por lo que [b,a] = —[a,b] € b).

Teorema 8.1.7. Sea A subgrupo de Lie conexo de un grupo de Lie conexo G.
Entonces A es un subgrupo normal de G si y sélo si el dlgebra de Lie a de A
es un ideal en g.

Demostracién. Observemos que bajo las hipdtesis obtenemos los siguientes
diagramas conmutativos

a2 g g End(g)
exp i exp i l exp \L exp
A—>G— > G — > Aut(g)
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donde o = exp(tX).
Identifiquemos a con dis(a). Dado Y € a y s € R, obtenemos

exp(tX)exp(sY )exp(—tX) = exp(Adexp(ex)(sY))

= exps{(expoadix)(Y)} =5. (8.4)

Supongamos que A es normal, de manera que & € A. Por el Teorema 6.1.8,
(expoadix)(Y) € a y gracias a la igualdad (6.9) obtenemos

2
(exp o adex )(Y) = Y + £[X, Y] + %[x, X, Y]]+ ..

Notemos que (exp o ad;x)(Y) es una curva suave en a cuya derivada en
cero es [X,Y], por lo que [X,Y] € a.

Supongamos ahora que a es un ideal de g. Observemos que basta mostrar
que existen vecindades abiertas V C A, W C G de e en A y G respectivamente,
de modo que W = W~ y tales que para cualesquiera a € V 'y g € W se sat-
isfaga que gag~! € A, pues

A=Jvr y a=Jw",
neN neN

y por lo tanto dado a = vy...v, € A, con v; € V, si g € W se tiene que
gag~t = guigTlguagT! ... gung~! € A. De modo que WAW = A. Tomando
g=wi...w, € G, con w; €W, por induccién sobre m se sigue que gAg~! C

A.

Consideremos U C g vecindad abierta de 0 y W C G vecindad abierta
de e para las cuales exp|y : U — W es un difeomorfismo. Sin pérdida de
generalidad supongamos que W es simétrico (es decir, W = W~1).

Sea V' C A vecindad abierta de e en A, tal que exp|exp-1(v) es un difeo-
morfismoy V C W.

Sea Y € exp (V). Asi, por la igualdad 8.4, para cualquier X € exp (W)

expX (expY )exp(—X) = exp{(exp o adx)(Y)},

de modo que
1
(eXp o adX)(Y) =Y + [X, Y] + E[X, [X, YH + ...
Como a es un ideal y un subconjunto cerrado de g entonces (expoadx)(Y) €
a. Por el Teorema 6.1.8, exp{(expoadx)(Y)} € A. Asi por la suprayectividad
del mapeo exponencial en V' y W se sigue el resultado.
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Definicién 8.1.8. Sea G grupo de Lie y g su édlgebra de Lie.

Llamamos el centro de g al conjunto

Cy={Xe€g:[X,Y]=0, paracualquier Y € g} =kerad.

De igual forma que para grupos abstractos, llamamos el centro de G al
conjunto

Co={0c€G:10=01, paracualquier 7€ G}.

Teorema 8.1.9. Sea G un grupo de Lie conexo, entonces Cg es el kernel de
la representacion adjunta.

Demostraciéon. Sea o € Cg, de modo que a, = idg y por lo tanto Ad, =
da, =idg, de modo que Cg C kerAd.

Sean 7 € kerAd, U C gy V C G vecindades abiertas de 0 y e respectivamente,
tales que exp|y : u — V es un difeomorfismo. Notemos que dado X € U

oexp(X)o~! = exp(Ady (X)) = expX

De modo que todo elemento de V conmuta con o. Como G es conexo
entonces

G = UVk;

keN
asi para cualquier 7 € G existe vy,...,v, € V talesque 7 =wv;...v, y asi
-1 _ —1 —1
OTO ™~ = 0V10 OU30 " ...0U,0Un

= V1V2...Up = T.

Por lo tanto kerAd C Cg.
[ ]

Corolario 8.1.10. Sea G un grupo de Lie conexo, entonces Cg es un sub-
grupo cerrado de G con algebra de Lie Cy = kerad.

Demostracién. Se sigue de los Teoremas 7.2.4 y 8.1.9. |

Corolario 8.1.11. Sea G grupo de Lie conexo. Entonces G es abeliano si y
sélo si Cy = g.

En general, dada un élgebra de Lie g si Cj = g diremos que el dlgebra de
Lie es abeliana. Esta definicién queda motivada por el corolario 8.1.11.

215
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Proposicion 8.1.12. Sea G grupo de Liey g su algebra de Lie. Sean X,Y € g
tales que [X,Y] = 0, entonces
exp(X +Y) = exp(X)exp(Y)

Demostraciéon. Sea a el subespacio generado por X,Y. Observemos que re-
sulta una subélgebra de Lie de g. Sea (A,i4) el subgrupo de Lie conexo con
algebra de Lie a, de modo que A es abeliano.

De ese modo para toda t € R,
exp(tX)exp(tY) = exp(tY)exp(tX)

Asi, por la igualdad (7.1) del Teorema 7.2.1 tenemos que

exp(t(X +Y)) = lfm (exp(y X)exp(;;V))"
= lim (exp(;;X))" (exp(;Y))"
= exp(tX)exp(tY).
n

8.2. Derivaciones de operaciones y formas bili-
neales

En esta parte F' denotard a R o C. Consideremos V' un espacio vectorial so-
bre F', dimensionalmente finito. Por la propiedad universal del producto tenso-
rial existe una correspondencia biunivoca entre los mapeos bilineales de V' y las
funciones lineales de V®V', pues para cualquier mapeo bilineal A : VxV — W
existe una tnica transformacion lineal X\: V ® V.— W que hace conmutar el
siguiente diagrama

VxV

VeV
/
s
/

A //5\
[,

w

donde 7 es el mapeo bilineal proyeccién, es decir 7(a,b) = a ® b para cua-
lesquiera a,b € V.

Teniendo en mente dicha correspondencia diremos que una funcién lineal
U:V®V —V esuna operacion bilineal.

Consideremos

Ag(V)={aecAut(V) : a(¥(u®v)) = V(a(v) @ a(v)) uw,veV}
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el subconjunto de Aut(V') que preserva la operacién bilineal W.

Observemos que dado a € Aut(V) existe un tnico @: VeV — V@V tal
que &(u®v) = alu) ® a(v), por la propiedad universal del producto tensorial

(u,v) VxV—ﬁ>V®V.

N\

u) @ av) V®V

De modo que a € Ay (V) siy sélosi ao ¥ = W¥oa. Por otro lado
O ={l€End(V) : I[(T(u®v))=T((u)@v)+ P (uxl(v), uveV}

Llamaremos a los elementos de 0g derivaciones de la operacion bilineal .
Veremos la relacién que existe entre Ag (V) y dy. Para ello consideraremos
un resultado que nos sera de utilidad.

Lema 8.2.1. Sean V y W espacios vectoriales sobre F', dimensionalmente
finitos. Sean o,p: U CR — V curvas suaves y A : V x V — W bilineal;
entonces Ao (o,p): U — W es una curva suave y para cualquier ¢ty € U

,p(t0)> A <a(t0), d’(’T(tt) > .

t=to t=to

d

dt

No(0).p(0) = A( 71

t=to

Demostraciéon. Considerando que basta verificar la suavidad para los mapeos
coordenados lineales y que en R? los mapeos bilineales son suaves, concluimos
que A también lo es.

Asi por la identificacién expresada en 2.3 de la observacién 4.2.7,

% » )\(O’(t),p(t)) _ tliglo )\(U(t)?p(t))ti)\t(()g(to)vp(to))
_ i N =000y Nolo) o) = i)
= i (TG00 + i A (o0 HG 1)
= <d2§t) . m(to)) +)\< (to), d/;it) . )

217



Capitulo 8. Linealizacion en grupos de Lie

Si o,p son como en el Lemay A:V ®V — W es lineal, entonces A es
suave y

a  Mowe i) = a Rt pit) = dx(jt ot ,,(t)))
Xow(dilgf) ,p(t0)>+5\o7r<cr(t0),d€lit) >

= M6(to) ® plta)) + Alo(to) ® p(to))

Teorema 8.2.2. Sea ¥ :V @V — V operacion bilineal. Entonces Ag(V) es
un subgrupo cerrado de Lie de Aut(V') con dlgebra de Lie dy.
Demostracion. Veamos que Ag (V) es un subgrupo cerrado.

Por un lado idy € Ay (V). Sean «,f € Ag(V) de modo que para cua-
lesquiera u,v € V

a(a” (P(u®v))) = ¥(uwv) = Y(a(a™ (u) @ ala™ (v))
a(T(a™! (u) ® a™(v))).

Aplicando ™!

o (P(u®v)) =¥(a™ ! (u) @ a™(v)).

Ademass

aof(¥(u®w)) = a(¥(B(u) ®B(v)) = ¥lao fu)@aocf(v)).

Asf aof3, a=t € Aut(V) y por lo tanto es un subgrupo abstracto de Aut(V).
Por otro lado, si {an}nen es una subsucesiéon de Ag (V) que converge a « €
Aut(V) entonces para cualesquiera u,v € V

a(P(u®wv)) = nlLrI;o an(¥(u@v)) = nlLH;O U(an(u) @ an(v))
= lim VUon(an(u),an(v)) = ¥(r(a(u),a(v)))

n—oo

= U(a(u) ® a(v)).

De modo que « € Ay (V) y por lo tanto Ag (V) es cerrado.

Sea a C End(V) el algebra de Lie de Ay (V). Denotemos ¥y = Vo :
V xV — V. Consideremos [ € End(V) y la curva suave o; : R — Aut(V)
definida como oy(t) = exp(tl).
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Sean u,v € V y 01,02 : R — V tales que

o1(t) = Vo(oi(u), o1(v))
oa(t) = 01(¥o(u,v)).

Observemos que dichas curvas son suaves pues

g1 = (\IIO ° eV(u,v)) © (Ul7 Ul) )

donde ev(y ) : Aut(V) x Aut(V) — V x V es definida como ev(y . (T1,T2) =
(T1(u), Tz(v)) y por lo tanto W oev(,, es bilineal.

Andlogamente 03 = eVy(u,v) © 01, siendo evy () @ Aut(V) — V el
mapeo lineal definido como evy, (yv)(T) = T (Vo (u,v)).

De ese modo, por el Lema 8.2.1

F1(to) = Lli=ty (Vo 0 ev(y)) © (0u(t), 1 (t))
= Wg 0 ev(yw) (di(t), oi(to)) + ¥o 0 ev(yv)(ai(to), di(to)) (8.5)
= Wo(d1(to)(u), ou(to)(v)) + Yo(oi(to)(u), di(to)(v))

02(t0) = eVw,(u,v)(di(to)) = di(to)(Yo(u,v)). (8.6)

En el caso de que [ € a, para cualquier tg € R

o1(to) = Uo(exp(tl)(u), exp(tl)(v)) = V(exp(tl)(u) ® exp(tl)(v))
= exp(t) (V(u @ v)) = exp(tl) (Yo (u,v))
= O'Q(to) .

De modo que por las igualdades (8.5) y (8.6)

H(P(u®wv)) =1(To(u,v)) = c1(0) = 52(0)
= Uo(l(u),v) + Vo (u,l(v))
=V(l(u) @)+ Y(u®l(v)).

Asi a Q 0y.

Si I €0y, 61(0) = d2(0). Veamos que es razén suficiente para que o1 (tg) =
oa(to), para cualquier to € R.

Por las igualdades (8.5) y (8.6), considerando ademés el diagrama conmuta-
tivo 6.8 de la seccién de mapeo exponencial en Gl(d,C), basta mostrar que
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W(exp(tol) o U(u) @ exp(tol) (1) + W(exp(tol) (u) & exp(tol) o L(v))
= exp(tol) o I(V(u Q@ v)) .

Sabemos que

loWU =Vo(I®idy +idy ®1).

Supongamos que dado n € N

oW =Vo (I®idy +idy @)™,
de modo que

"l oW =1"0(loW)
=1"0o (Vo (l®idy +idy ®1))
=Vo (l®idy +idy ® )"

Asi obtenemos

2 t5 13 t 74
exp(tol)oloW =loW 4 tgl" oW+ HI"o W+ HlT oW ...
=Vo(I®idy +idy ®1) + eV o (I ®idy +idy ® 1)
+ 800 (l@idy +idy @ 1) + BT o (I@idy +idy @)1 + ...
:\Ilo(l®idv+idv®l)O€Xp(t0(l®idv+idv®l)).

Como [ ®idy y idy ® I conmutan, al igual que exp(tol) y I, ademds de
que

k k
exp(tol) @ idy = (Z}tﬁlk>®idv =Y n(*eidy)
keN keN

k
=Y & ®idy)* = explto(l ®idy)),
obtenemos que

exp(tol) olo ¥ =To (I®idy +idy ®1) o (exp(to(l @ idy)) o exp(to(idy ®1)))
=Vo (l®idy +idy ®1) o (exp(tol) ® idy ) o (idy ® exp(tol))
=Uo (I®idy +idy ®1) o (exp(tol) ® exp(tol))
= U(exp(tol) ol @ exp(tol)) + ¥(exp(tol) ® exp(tol) ol).
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Gracias a esto concluimos que

dl(to) = d2(t0) para todo tg € R.

Por el Teorema 2.2.5, 01 — o2 es un mapeo constante. Como o1(0) = 02(0)
concluimos que o1 = o2, obteniendo asi que exp(tpl) € Ag(V) para todo
to € R.

Por la Proposicién 6.1.8, | € a y con ello a = 0y. ]

La siguiente definicién tiene conceptos totalmente analogos a los anteriores.

Definicién 8.2.3. Nuevamente consideremos V espacio vectorial sobre F
dimensionalmente finito. Llamaremos a un mapeo lineal B : V.V — F
forma bilineal y usaremos la notaciéon B(u ® v) = (u,v).

Consideremos el conjunto

Ap(V)={a € Auwt(V) : (u,v) = (a(u),a(v)),u,v € V },

cuyos elementos son los automorfismo de V' que preservan la forma bilineal B.

0 ={l€End(V) : (l(u),v)+ (u,l(v)) =0,u,v €V }.
Los elementos de dp son llamados derivaciones de la forma bilineal B.

El siguiente resultado es andlogo al Teorema 8.2.2 al igual que su demostracién.
Es por ello que s6lo se mencionan los razonamientos primordiales ya que los de-
talles son exactamente iguales.

Teorema 8.2.4. Sea B:VQ®V — F forma bilineal, de modo que Ag(V) es
un subgrupo de Lie de Aut(V') con dlgebra de Lie 0p.

Demostracion. El hecho de que Ap(V) es un subgrupo cerrado abstracto de
Aut(V) se muestra en forma totalmente anéloga a como se hizo con Ay (V) en
el Teorema 8.2.2.

Sea a C End(V) el dlgebra de Lie de Ag(V) y denotemos By = Bor :
V xV — F. Consideremos [ € End(V) para la cual o;(t) = exp,(t). Sean
u,v €V, 01,09 : R — F curvas suaves tales que

o1(t) = Bo(exp(tl)(u), exp(tl)(v)) = (Bo © eV(y,v)) © (01,01)
UQ(t) = B()(u, 1}) s

donde

CV(u,v)

Aut(V) x Aut(V) ————=V x V
(T1,Tz) ——— (T1(u), T2(v))
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y por lo tanto Wgoevy, ,) es bilineal. De modo que o1 (to) = Bo(di(to)(u), ou(to)(v))+
Bo(ai(to)(u), di(to)(v)) y o2(te) = 0.
Si | € a entonces o1 = 0y, de modo que

0 = 02(0) = 01(0) = (I(u), v) + (u,1(v)).

Asi a C0p.

Si [ € 0 entonces ¢1(0) = 02(0) = 0. Veamos que dado ¢ € R, o1(t) = 0.
Para cualquier n € N

0=Bo(l®idy +idy & )",
y por lo tanto para cualquier ¢, € R

o(l®idy +idy ®1) o (exp(to(l ® idy + idy ® 1))

o (1@ idy +idy ® 1) o exp(to(l @ idy)) o exp(to(idy @ 1))
o(l®idy +idy ®1) o (exp(tol) ® idy) o (idy ® exp(tol))
o(l®idy +idy ®1) o (exp(tol) ® exp(tol))

(exp(tol) ol @ exp(tol)) + B(exp(tol) ® exp(tol) o l).

0=

Concluyendo asi que 1(tp) = 0 para toda tg € R y por lo tanto es un mapeo
constante.

Como 01(0) = B(u®v), entonces o1 = 03. Por lo tanto exp(tol) € Ag(V)
para cualquier tg € R, siguiéndose de la Proposicién 6.1.8 que [ € a.
Con ello a =0p5. [ |

Consideremos V' espacio vectorial sobre R con producto interior By y
dimensién finita d. By induce una tnica forma B : V ® V — R tal que el
siguiente diagrama conmuta

™

VxV VeV
/

/
/

Bo //B
L

R

Sabemos que el hecho de que a € Ag(V) es equivalente a que « preserve
la norma inducida por By en V. Si | € End(V), denotemos [* el operador
adjunto de I, de modo que dada una base ortogonal 3 de V se tiene que
[I*]s = [15. Asi o € Ag(V) siy sdlosi [a]jlals =T y | € dp siy sdlo si
I* = —I, que es equivalente a su vez a que [I|§; + [I]s = 0.
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Consideremos el difeomorfismo lineal inducido por 3, ¥g : End(V) —
gl(d,R) definido como Wg(l) = [l]g, de modo que Ws|aupvy @ Aut(V) —
Gl(d,R) es un isomorfismo de grupos de Lie y exp o W5 = Wg|au(v) © €xp, es
decir W5 = dV¥s|aue(v) (pues son dos transformaciones lineales que coinciden
en una vecindad de 0, en la cual se encuentra una base de End(V)).

Como Ug(Ap(V)) = 0(d) y d¥p(dp) = o(d), se podria seguir de aqui que
O(d) es un subgrupo cerrado de GI(d,R) con &lgebra de Lie o(d).

Observacién 8.2.5. Sea g un algebra de Lie. Observemos que [, | induce a
través de la propiedad universal una operacién bilineal.

Denotemos A[ j(g) y 0,] simplemente como A(g) y 0 respectivamente.
Observemos que A(g) resulta ser el conjunto de automorfismo de dlgebras de
Lie de g; por el Teorema 8.2.2 es un subgrupo de Lie cerrado de Aut(g) con
algebra de Lie igual al conjunto de derivaciones de [, ].

Si G esun grupo de Lie con dlgebra de Lie igual a g, observemos que ad(g) C
0, por la identidad de Jacobi, y Ad(G) C A(g), pues a, es un automorfismo de
grupos de Lie de G para cualquier o € G y por lo tanto da, es automorfismo
de algebras de Lie de g.

Més atin, Ad’': G — A(g), la correstriccién de Ad a A(g), es suave pues
(A(g),ia(g)) es un subgrupo de Lie cerrado de Aut(g) con la topologia relativa
(Véanse Teoremas 7.2.1 y 2.6.2). As{ Ad factoriza a través de A(g), obteniendo
con ello los siguientes diagramas conmutativos

. Fnd(g)

0 exp
exp
G—24 o Aut(g)
Ad’ Aﬂ)
Ag)

Cuando argumentamos que Ad(G) C A(g), ocupamos el hecho de que
cualquier automorfismo de grupos de Lie de G induce un automorfismo de
dlgebras de Lie de G mediante su derivada. Asi, denotando A(G) a el grupo
de automorfismos de grupos de Lie de G

A(G) 2> Ag)
U - dU

estd bien definida y por la regla de la cadena es un morfismo de grupos abstrac-
tos.
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Si G es conexo dicha funcién es inyectiva (Teorema 5.2.7); si ademds es
simplemente conexo también es suprayectiva (Teorema 5.3.6).

Suponiendo que G es simplemente conexo podemos inducir sobre A(G) una
estructura de variedad diferenciable mediante J de modo que éste resulte ser
un isomorfismo de grupos de Lie.

Por ello, denotando J' = 3! o Ad’
3/
O pb——— 04

es un morfismo de grupos de Lie.

Si consideramos a el dlgebra de Lie de A(G), obtenemos el siguiente dia-
grama conmutativo
g
tea:pl
G

a3’
—
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Variedades homogéneas y
acciones propias

9.1. Generalidades sobre variedades homogéneas

Cuando G es un subgrupo abstracto y H es un subgrupo de G, en general el
conjunto de clases laterales G/H no recibe una estructura de grupo a menos de
que H sea normal. Por ello gran parte de la Teoria de grupos se enfoca al estudio
de subgrupos normales de grupos abstractos. En el caso de los grupos de Lie se
cuenta con una estructura adicional que se desea heredar al conjunto de clases
laterales. Dicha estructura es la de variedad diferenciable. A lo largo de esta
seccién veremos que dado un grupo de Lie es suficiente pedir que un subgrupo
sea cerrado para que el conjunto de clases laterales reciba una estructura de
variedad diferenciable.

Consideremos a G grupo de Lie y H un subgrupo cerrado de G, de modo
que por el Teorema 7.2.1 recibe una tnica estructura de variedad diferenciable
con la cual (H,ig) resulta un subgrupo de Lie de G. Denotemos como g y b
a las algebras de Lie de G y H respectivamente.

Dado ¢ € G, consideremos oH la clase lateral izquierda de o con res-
pecto a H. Veremos que G/H = {oH : 0 € G} recibe una estructura de
variedad diferenciable que queda totalmente caracterizada al satisfacer algunas
propiedades con respecto al mapeo candnico

G#G/H
o—>cH

En adelante consideraremos a G/H con la topologia de identificacién in-
ducida por m (véase el ejemplo 1.1.10). Observemos que con esta topologia
es una funcién abierta pues dado A C G abierto,
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7t (r(A)) = U 7 a) = U Ah
a€A heH

es abierto en G que es equivalente a que m(A) sea abierto en G/H.

El siguiente Lema nos serd de utilidad para mostrar la existencia de la es-
tructura de variedad de G/H.

Lema 9.1.1. Sea m C g subespacio tal que g = m @ b, entonces existe U
vecindad abierta de 0 en m y V C G/H vecindad abierta de eH para la
cual Toexply : U — V es un homeomorfismo (mds atin, 7|ep ) €s un
homeomorfismo).

Demostracién. Sabemos que el mapeo

mxh—"> @
(X,Y) = exp(X)exp(Y)

es suave y dag) es unisomorfismo (véanse las afirmaciones del Teorema 7.2.1).
Sean U, Cm y Uy C b vecindades abiertas de 0 en m y b respectivamente,
de tal modo que «a|y,, xU, €s un difeomorfismo sobre su imagen abierta en G.

Por la demostracion del Teorema 7.2.1 existen W C g vecindad abierta de 0
y W’ C G vecindad abierta de e que satisfacen que exp|w : W — W’ es un
difeomorfismo y

exp(WnNnh) =W nNnH.

Sin pérdida de generalidad supongamos que W Nk = Ujp. Consideremos el
mapeo suave

Un X Un G
(X, X) —> exp(— X )exp(X’)

y U C Uy vecindad abierta de 0 en m que satisface que —U =U y B(UxU) C
w’.

Por un lado a0} es un homeomorfismo sobre su imagen. Mas atin, si
X, X' € U satisfacen que 7 o exp(X) = 7 o exp(X’), es equivalente a que
exp(—X)exp(X’) € H. De modo que exp(—X)exp(X') € W' N H, por lo que
existe un dnico Y € h N W = Uy para el cual exp(—X)exp(X’) = exp(Y),
y asi exp(X)exp(Y) = exp(X’). Como X', X € Up y Y €Uy, X' =X y
Y =0, concluyendo con ello que 7|ep(rr) €s inyectiva.

Como 7 es continua y abierta, ey s un homeomorfismo sobre su
imagen.

Notemos que a(U x Up) C G es una vecindad abierta de de e que satisface
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moa(U x Uy) = m(exp(U)exp(Uy)) = m(exp(U)) .

De modo que 7 o exp es un homeomorfismo de U sobre V = m(exp(U)),
vecindad abierta de eH. |

Con el mismo argumento que en la demostracién del Lema podemos concluir
que para cualquier o € G, la composicién

U —2> exp(U) N oexp(U) —— m(oexp(U))

es un homeomorfismo y 7|,exp(u) €8 inyectiva ya que para cualesquiera X, X’ €
U, m(oexp(X)) = m(oexp(X’)) siysdlosi (cexp(X)) toexp(X’) € H, es decir,
(exp(—X)oHoexp(X') = exp(—X)exp(X’) € H. Ademéas n(cexp(U)) = 7o
lo 0oa(U x Uy) es abierto en G/H.

Dado ¢ € G denotemos ¢, = (mol, oexply)™! = (I, o exp|ly)~! o
T (exp(U))-

Si dimgm =¢, X1,...X. esunabasede my {¢1,...,0.} essubase dual
entonces (m, ¢ = (¢1,...,¢.)) es un sistema coordenado en m. Consideremos

a la familia de homeomorfismos {¢ o ¢, }sce. Veremos que la topologia de
identificacién da a G/H una estructura de variedad topoldgica y més atin, que
la familia de homeomorfismos genera una estructura diferenciable.

Observemos que la topologfa de identificacién para G/H es segundo nu-
merable, pues dada una base {B;}ien de G, {7(B;)}ien es una base de G/H,
pues 7 es abierta y continua.

Denotemos el mapeo suave

4

Gx@G G
(P, )‘) — p_l)‘

de modo que si 0,7 € G son tales que (o) # w(7), es equivalente a decir que
U(o,7) ¢ H. Como H es cerrado existen W,, W, C G vecindades abiertas de
o y T respectivamente, que satisfacen

U(W, x W,) CGN U '(H).

Con ello obtenemos que w(W,), 7(W.) son vecindades abiertas de o y 7
respectivamente, tales que 7(W,) Nw(W,) = 0. Por ello G/H es Hausdorff.

Como G = |Jlso0a(U xUy) = | ogexp(U)exp(Uy), tenemos
ceqG oceG

G/H = | w(oexp(U)).
ceG
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Es decir, G/H es una variedad topoldgica con la familia de sistemas coordena~
dos { (m(ocexp(U)),d o ¢s) }oeq. Més atn, dados o, 7 € G,

po0p; ! = (mol, oexply) 'mol, oexply
= (la © eXp|U)71 ol;o eXp|U = eXp|U71 oly-170 eXp|U

—1
= explu 0 ly1, 0 exply
es suave, de modo que
-1 -1
pows0p; 0@

€S suave.

De ese modo existe una tnica estructura diferenciable generada por la familia
de homeomorfismos { ¢ o ¢, },ec de tal modo que G/H con la topologia de
identificacién resulta ser una variedad diferenciable.

En el siguiente resultado no sélo se resume lo que hemos visto, sino que se
caracteriza a dicha estructura de variedad de G/H.

Teorema 9.1.2. Sea G un grupo de Lie y H subgrupo cerrado de G. Entonces
G/H, el conjunto de clases laterales, tiene una inica estructura de variedad de
tal manera que

1. La proyeccion candnica : G — G/H es suave.

1. Ezisten secciones locales suaves de G/H en G, es decir, para todo cH €
G/H existe W una vecindad abierta de cH en G/H y 7: W — G
suave para la cual woT = idw (y como consecuencia T es una sumersion,).

Demostracion. Veamos que la estructura de variedad que obtuvimos a partir
de la topologfa de identificacién y la familia { pop, },eq satisfacen los incisos 1
y IL

Observemos que para todo o € G

pop,om:m Hrm(oexp(U))) — RC,

donde 7! (m(cexp(U))) C G es abierto.

Como G = () 7exp(U)exp(Uy) basta mostrar que ¢ o ¢, o T es suave en
TeG
Ly oa(U x Up) N (w(ly 0 a(U x Uy))).

Ya que [, OOé|UxU,, es un difeomorfismo sobre su imagen, es suficiente probar
que ¢po s, 0omol, o es suave, pero

(;50()000770[7_004:(;50@00@7__1,
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que hemos mostrado que es suave en su dominio. De modo que 7 es suave.
Por otro lado, si dado oH € G/H, consideramos W = w(oexp(U)) v J =
l,oexpoy,: W — G suave, entonces moJ = go;l 0y = idw.
Veamos ahora la unicidad. Denotemos como (G/H); a G/H con una es-

tructura de variedad diferenciable que satisface las condiciones I y 11. De modo
que obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

N

G/H (G/H)

idg/m

Dado oH € G/H, consideremos W vecindad abierta de oH y J como en
el inciso 11 del Teorema 9.1.2, entonces m : G — (G/H); es suave y por lo
tanto moJ = idy es suave.

Ast idg/g : G/H — (G/H): es suave. Andlogamente se muestra que
su inversa es suave, concluyendo con ello que las topologias y las estructuras
diferenciables son las mismas. |

Observacién 9.1.3. Notemos que dimG/H = dimG — dim H.

Como dr,. es suprayectiva entonces dimg (ker dr.) = dim H. Por otro lado
moexply =0. Como d(exp)g = idg tenemos que dm. = d(moexp)o. Asi, por la
identificacién de h con Tyh

dmely = d(m o exp)oly = d(moexply)o =0,

de modo que b C kerd(n)..

Como dimg h = dim H concluimos que § = kerdm,.

Definicién 9.1.4. Si G es un grupo de Lie y H es un subgrupo cerrado, por
el Teorema 9.1.2 G/H recibe una unica estructura de variedad difenciable que
satisface 1 y 11 del Teorema 9.1.2. En este caso llamaremos a G/H wvariedad
homogénea.

Observacién 9.1.5. Consideremos G/H variedad homogénea. Una funcién f
definida en G/H es suave si y s6lo si f o es suave: por una lado si f es suave
entonces f o, y por otro para cada oH € G/H existe W C G/H vecindad
abierta de oH y 7: W — G suave que satisface que mo 7 = idy, es decir
flw = fomor essuave.

Definicién 9.1.6. Sea a : G x M — M una accién izquierda de G en M
(definicién 8.1.1). Diremos que dicha accién es efectiva si dado o € G que
satisfaga que a, = idas, se tiene que o = e (lo cual significa que e es el tinico
elemento en G que fija a todos los elementos de M).
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Por otro lado, si « satisface que para cualesquiera m,n € M existe o € G
para la cual a,(m) = a(o,m) = n llamaremos a « transitiva y al grupo de
difeomorfismo { oy }oea grupo transitivo de difeomorfismos.

Dado me M y

H={oe€G: a,(m)=ac,m)=m},

es un subgrupo cerrado de G llamado el grupo de isotropia de m.

Como H resulta ser un subgrupo de Lie con la topologia de subespacio,
a|mxar es una accién izquierda de H en M.

Por el Teorema 8.1.4

H > Aut(T,, M)
hbH—— d(ah)m

es una representacién, de modo que ay(H) = {d(ap)m : h € H} es llamado
el grupo de isotropia lineal de m.

Ejemplo 9.1.7. Definamos

GxG/H-L~a/H
(U,TH)I—>0'7'H

Dicha funcién esta bien definida pues para cualesquiera 71,7 € G tales que
71 Y71 € H, entonces

(o) Hom)=n"tolom=n1"'n e H.
Ademas, gracias al producto en G satisface las condiciones (1) y (2) de la
definicién 8.1.1.

De tal forma basta verificar que es suave para concluir que es una accién
izquierda de G en G/H. Para ello observemos que si M y N son variedades
diferenciables p: M x G/H — N es suave si y sélosi p = po (idy x ) es
suave, pues para cualquier cH € G/H existe W C G/H abiertoy 7: W — G
suave para las cuales 7 o7 = idw, es decir

po(idy xm)o(idy X 7) =po (idy X ToT) = plpxw

es suave. En este caso se satisface que B o (idy X ) = wo u, donde p es la
multiplicacién en G, con lo se sigue que 3 es suave.

Observemos que 3 es transitiva pues para cualesquiera o,7 € G, 3(o7~ 1, 7H) =
oH.

Si 7H € G/H, entonces su grupo de isotropiaes {oc € G : 7~ lor € H}.
En particular H es el grupo de isotropia de e.
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Teorema 9.1.8. Sea G un grupo de Lie y a : G x M — M una accion
transitiva de G en M. Sea pg € M y H el subgrupo de G que deja fijo a pg
bajo la accidn (es decir, el grupo de isotropia de py). Entonces H es cerrado y
st ¥ :G/H — M denota el mapeo definido como

U(oH) = a(o;po) = as(po) ,

éste resulta ser un difeomorfismo. Si ademds M es conexo entonces la compo-
nente conexa de la identidad actia transitivamente en M.

Demostracién. Como « es suave entonces & : G — M definida como
a(o) = a(o, pg), también es suave. Porello & 1({py}) = H es cerrado y como
consecuencia es un subgrupo de Lie de G con el mapeo inclusién. Denotemos b
el grupo de Lie de H.

Observemos que dados 0,7 € G, cH = 7H siysélosi 77 'o € H siy sélo
si po = a(t71o,po), o equivalentemente (7, pg) = a(o,pg). Con esto hemos
visto que ¥ estd bien definida y es inyectiva. ¥ es suprayectiva porque a es
una accién transitiva. Ademds & = W o7 es suave, y como consecuencia ¥
también lo es.

Por el Corolario A.5.10 basta concluir que ¥ es no singular para mostrar
que es un difeomorfismo. Como d(7), es suprayectiva para cualquier o € G,
sera suficiente mostrar que

ker dav, = ker dm, .
Como & =, o0dao0l,-1, entonces

ker da, = ker (ddodl,—1), .

Asi ker da, = kerdrm. = b es una condicién necesaria y suficiente para que dada
ceG

kerda, =kerd(mol,-1),
=kerd(By, omoly-1)s

= ker dr,

(donde f,(TH) = B(o,7H), siendo [ la accién definida en el ejemplo 9.1.7).
Como & = W om, entonces kerdrn, C kerda,. Sea X € da,; consideremos la
curva suave p(t) = a(expy(t)), de modo que para cualquier ¢, € R
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S

dt

7ﬂho(tO) = d&expx (to) < €xXp x (t))

t=to

= d(d)eXpX(to)(XeXPx(to))

= d(aexpx(to))&(e) oda, o d(leXDx(—to))expx(—to)(Xexpx(tO))
= d(Qexp y (t0))a(e) © dae(Xe) =0,

de modo que p es una curva constante (Teorema 2.2.5). Como p(0) = a(e) =
po entonces para t € R, exp(tX) = exp,(X) € H. Por la Proposicién 6.1.8
concluimos que kerda, C h = kerdm.. Concluimos con ello que

ker da, = ker dm,

y por lo tanto que ¥ es un difeomorfismo.

Denotemos como Gy la componente conexa de G' que tiene a e y suponga-
mos que M es conexo, de modo que G/H también lo es. Como 7 es abierto,
7(Gp) resulta abierto. Por otro lado

7 (1(Go)) = U gH = U Goh .

g€Go heH

Consideremos todas las componentes conexas de GG distintas a Ggh, para toda
h € H y elijamos {o; };er un conjunto de representantes de cada una de dichas
componentes, de modo que

0

(U)ol

heH icl

(hyHGOh> U <iEUIGOGi) :

G

De ese modo

7 HG/H ~ 7(Gy)) =7 1 (G/H) ~ 7 (n(Gy))

=G~ | JGoh
heH

= UGOO—-L‘ .
icl

Por lo cual
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G/H AN F(Go) = W(UG(]O}')
i€l
es abierto.
Como 7(Gp) es abierto y cerrado, 7(Go) = G/H; es decir, &(Gp) = ¥ o
m(Go) = M. Asf la restriccién de o a Gy x M es una accién transitiva en M.
|

Observacién 9.1.9. Podemos interpretar el Teorema 9.1.8 como que salvo
isomorfismo G actia transitivamente tnicamente en variedades homogéneas,
es decir que dada la notacién de dicho Teorema y la accién 3 expresada en el
ejemplo 9.1.7 el siguiente diagrama conmuta

GxG/H-~a/H

idGX\I/\L i\p

GxM M

«

También podemos concluir que si Hy y H; son subgrupos de isotropia de
poy p1 en M delaaccién « entonces G/Hy y G/H; son difeomorfos y que
G actia en la forma natural en cada uno béasicamente en la misma manera, en
el sentido de que obtenemos un diagrama conmutativo como el anterior.

En la prueba del Teorema 9.1.8 la demostracién de que ¥ estd bien defini-
da, es inyectiva y no singular no depende del hecho de que « sea una accién
transitiva. Gracias a ello podemos concluir el siguiente resultado.

Corolario 9.1.10. Sea G un grupo de Liey a: G x M — M una accién de
G en M. Sea pg € M y H su grupo de isotropia. Entonces H es cerrado y
U :G/H — M para el cual

V(o H) = a(o,po) = as(po) ,

estd bien definido y es una inmersién, de modo que (G/H, ¥) es una subvarie-
dad de M con imagen ¥(G/H) = G,, = {alg,po) : g € G} la 6rbita de py
con respecto a la acciéon a.

Demostracién. Por la prueba del Teorema 9.1.8 podemos concluir que H es
un subgrupo cerrado y que (G/H, ¥) es una subvariedad de M.

Si consideramos & : G — M definida como &(o) = a(o, po), el siguiente
diagrama conmuta

G—2 =M
| A
G/H
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Dado que 7 es suaprayectiva U(G/H) = &(G) = Gy, .
|

Observacién 9.1.11. Por el Corolario anterior podemos concluir que G,
puede recibir una tnica estructura de variedad diferenciable de tal modo que
¥ resulta un difeomorfismo, concluyendo con ello que dado p € M, G, =
{alo,p) : ¢ € G} (la érbita de p con respecto a la accién «) recibe una
estructura de variedad diferenciable de tal modo que (G, ig,) es una subva-
riedad de M difeomorfa a G/H,, donde G/H, es el grupo de isotropia de p.

Hemos visto que si consideremos a G/H como variedad homogénea, la fun-
cién § dada en el ejemplo 9.1.7 es una accién. Veamos que es cierto el reciproco,
es decir que si G/H posee una estructura de variedad diferenciable para la cual
0 resulta ser suave, entonces G/H es una variedad homogénea.

Suponiendo que G/H tiene una estructura de variedad de modo que [ es
suave, entonces resulta una accién transitiva. De ese modo, tomando M = G/H
v po = eH = H, entonces H es el grupo de isotropia de pg y

o
G/H—— M
cH+— (,(eH) =0H

es un difeomorfismo. Es decir, la tnica estructura que puede recibir G/H de
tal forma que [ sea suave es la de variedad homogénea. Esto se enuncia a
continuacién.

Corolario 9.1.12. Sea G un grupo de Liey H C G subgrupo cerrado de G.
Entonces G/H tiene una estructura de variedad difenciable para la cual

GxG/H—G/H
(0,7TH) ———0oTH
es suave si y sélo si G/H es una variedad homogénea (definicién 9.1.4).

Teorema 9.1.13. Sea G un grupo de Lie y H un subgrupo normal y cerrado
de G. Entonces existe una estructura de variedad diferenciable para G/H de tal
modo que con la operacion natural resulta ser un grupo de Lie (dicha estructura
es la de variedad homogénea,).

Demostracién. Consideremos
n:G/HxG/H— G/H
definida como
u(cH,7H) =oTH .
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Como H es normal, i estd bien definida y resulta ser una operacién natu-
ral de grupo para G/H. Consideremos a G/H con la estructura de variedad
homogénea. Basta verificar que g es suave con dicha estructura diferenciable
para concluir que G/H es un grupo de Lie (véase 4.1.5). Sean o,7 € G y
Wy, W, C G/H vecindades abiertas de ¢H y 7H respectivamente, y

poWoe — G v pr: W, — G,

mapeos suaves que satisfacen que mo p, =idw, y mo p, =idw,.
Asi, si p: G x G — G es la multiplicacién en G,

po(mxm)=mopu,
por lo cual

Blw, xw, = fro (mops X (mopr)
=mopo (ps X pr)

€S suave.

Si H satisface las condiciones del Teorema anterior, la estructura de varie-
dad homogénea de G/H es la tunica con la cual resulta un grupo de Lie con
y que hace a la proyeccién canénica una funcién suave. Para verificarlo basta
notar que con dichas condiciones jio (7 xidg/g) : G xG/H — G/H es suave,
siguiéndose el resultado del Corolario 9.1.12.

9.2. Teoremas de isomorfismo en grupos de Lie

Observemos que el primer Teorema de isomorfismo para grupos abstractos es
valido para grupos de Lie.

Proposicién 9.2.1. Sean G, G’ grupos de Liey ¥ : G — G’ morfismo de
grupos de Lie. Entonces Im ¥ = H' recibe una estructura de grupo de Lie de
tal forma que (H’,igs) es un subgrupo de Lie de G’ isomorfo a G/ker U.

Demostracién. Denotemos H = ker U. Sabemos que H es un subgrupo ce-
rrado y normal de G, de modo que G/H es un grupo de Lie (de hecho una
variedad homogénea) y ademds m : G — G/H es un morfismo de grupos
de Lie. Observemos que oH = 7H si y sélo si o1 € kerW = H que es
equivalente a que ¥(o) = ¥(7). De modo que ¥ : G/H — G’', para la cual
U(oH) = U(0), estd bien definida y es inyectiva. Ademss hace conmutar el
siguiente diagrama
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Por la observacién 9.1.5 ¥ es suave.

Por definicién ¥ es un morfismo de grupos de Lie, de modo que basta
mostrar que d¥r es inyectiva para concluir que (G/H, V) es subgrupo de
Lie de G'.

Como dm. es suprayectiva, dV; = {0} siy sélo si kerdm, = kerd¥,.
Por el Teorema 7.2.4 sabemos que el algebra de Lie de H es kerd¥, y por
la observacién 9.1.3 kerdr, = kerd¥,.. Como H' = Im¥ = Im¥ (pues m es
suprayectiva), mediante ] podemos inducir una estructura de variedad dife-
renciable a H’, de modo que U resulte un isomorfismo de grupos de Lie, de
manera que (H',igs) es un subgrupo de Lie con dicha estructura. [ |

Por el Teorema 5.2.10 una condicién necesaria y suficiente para que (G/H, \i!)
sea un encaje es que Im ¥ sea un subconjunto cerrado de G’. En el caso particu-
lar en que ¥ es un epimorfismo, ¥ resulta un homeomorfismo; por el Teorema
7.1.2 es suficiente para que ¥ sea un difeomorfismo.

Veremos el andlogo del segundo Teorema de isomorfismo. Para ello recorde-
mos que si G es un grupo abstracto y H, N C G son subgrupos, se define el
producto de H y N como el conjunto

NH={hn:heH neN}.

Si alguno de ellos es normal se tiene que HN = NH = NV H, donde NV H =
{aibragby...anb, : a; € Nyb; € H} esel subgrupo més pequefio que contiene
a Ny H

FEl siguiente Lema nos serd de utilidad en la demostracion del segundo Teo-
rema de isomorfismo.

Lema 9.2.2. Sean G un grupo topoldgico, (gr)reny una subsucesién de G
y g € G. Entonces (gr)reny converge a g siy sélo si para cualquier V C G
vecindad simétrica del elemento neutro e (es decir, V = V') existe N € N
tal que para cualquier n > N, g~ 'g, € V (o bien g,g~ ' € V).

Demostracion. Para concluir el resultado basta mostrar que

B={VCG:ecV y V=V1}

es una base local de e ya que en este caso {gV : Ve g} y {Vg: Veg}
resultan ser bases locales de g.

236



9.2. Teoremas de isomorfismo en grupos de Lie

Observemos que para toda W C G vecindad abierta de e, W N W™ es
una vecindad simétricay e € W N w-lcw.

Por otro lado, dadas V, W € 3, VNW € 3, de modo que (8 es una base
local de vecindades de e.
|

Observacién 9.2.3. Con la notacién de Lema anterior, si (gr)ren converge a
g entonces (g,;l)keN converge a g~ !, pues para toda V € 8 existe N € N tal
que para cualquier n > N, g 'gx € V siy sélo si gkflg eV.

Proposicion 9.2.4. Sea G un grupo de Lie y (N,iy) subgrupo de Lie de
G. Sea H subgrupo cerrado de G y m: G — G/H la proyeccién canénica.
Entonces H NN es un subgrupo cerrado de N y satisface que

I. m(N) es una subvariedad de G/H difeomorfa a N/N N H.

II. Si ix es un encaje y H es compacto entonces m(N) es un subconjunto

cerrado de G/H.

Demostracién. Observemos que N N H = ijvl (H), de modo que es un sub-
grupo cerrado de N. Sea §: G x G/H — G/H la accién natural del ejemplo
9.1.7. De modo que By = Bo(iny xidg/g): N xG/H — G/H es una accién.

Observemos que el grupo de isometria de m(e) con respecto a la accién Sy
es HNN, puesdado n€ N, n(eH)=eH = H siysblosi n € H.

Por el Corolario 9.1.10 sabemos que

N/NnH—Y> G/H
nN +———fn(n,e)=mr(n)

es suave y ademas (N/N N H,¥) es una subvariedad de G/H.
Como ¥(N/NNH)=mn(N) concluimos I.

Por otro lado sabemos que iy es un encaje siy sélo si N es cerrado en G
(Teorema 5.2.10), de modo que

= (x(N) = |7 (x(n)) = | JnH = NH.
neN neN
Asf que basta concluir que NH es cerrado para concluir que w(N) lo es.

Consideremos (nghg)ren sucesién de elementos en NH que converge a
a € G. Veamos que a € NH.

Como H es compacto y G es primero numerable existe una subsucesion
de (hk,;)ien que converge a h € H. De modo que (h,;l)ieN converge a h™!
(observacién 9.2.3). Por la continuidad del producto en G,

(nki )iEN = ((nh he, )hl;l)iGN
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converge a ah~!. Como (ng,) es una sucesiéon de N y éste es cerrado, ah™! €
N. Asi concluimos que o € NH. Por lo tanto NH es cerrado.
|

De considerar que H es normal en la Proposicién anterior, G/H resulta
un grupo de Lie y w(N) = NH/H. Por el segundo Teorema de Isomorfismo
sabemos que ¥ es un morfismo de grupos y por lo tanto (N/N N H, ¥) es un
subgrupo de Lie de G/H. El inciso 11 nos dice que basta que iy sea encaje (es
decir que N sea cerrado en () para concluir que ¥ es un encaje.

Veamos el tercer Teorema de isomorfismo.
Proposicion 9.2.5. Sea G un grupo de Liey K, H C G subgrupos cerrados

de G tales que K C H y K es normal, entonces H/K es un subconjunto
cerrado de G/K y ademds (G/K)/(H/K) es difeomorfo a G/H.

Demostracién. Consideremos la accién natural de G en G/H

GxG/H- " q/H
(gaO—H) '—>90H

Consideremos By : G/K x G/H — G/H para la cual By (7K,0H) =10H =
Bu(T,0H). Veamos que estd bien definida.

Para cualesquiera 71,72,01,02 € G que satisfacen que 7; lmeKCHYy
Uflog € H, dado que K es normal

aflelrgag = (Uflengal)(Jflag) cH.

Como 7T01H = m02H siy sélo si JflelTQGQ € H, concluimos que [
estd bien definida.

Denotando 7 : G — G/K a la proyeccién candnica se tiene que H/K es
cerrado si y sélo si 7! (H/K) es cerrado; dado que K C H dicho conjunto es
igual a H el cual es cerrado, concluyendo asf que H/K también lo es. Ademés
obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

Bu

GxG/H G/H

TK XidG/H
B

G/K xG/H
Por el inciso 11 del Teorema 9.1.2 podemos concluir que B es suave. Més atin,
por la conmutatividad del diagrama anterior y dado que 7k es suprayectivo,

concluimos que Sy es una accién transitiva de G/K en G/H.
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Observemos que 7K es un elemento del grupo de isotropia de eH siy sélo
si TH = H, es decir, 7 € H. De modo que el grupo de isotropia de eH es
H/K. Por el Teorema 9.1.8 podemos concluir que la funcién

w

(G/K)/(H/K) G/H
(cK)H/K +—— (0K, ,eH) = cH

es un difeomorfismo.

Por el tercer Teorema de isomorfismo de grupos, si H es un subgrupo normal
de G dicha ¥ es un isomorfismo de grupos. De modo que agregando a las
hipétesis de la Proposicion anterior que H sea normal obtenemos que ¥ es un
isomorfismo de grupos de Lie.

9.3. Ejemplos de variedades homogéneas

En lo siguiente consideramos algunas variedades homogéneas, que se obtendran
al aplicar el Teorema 9.1.8.

Proposicion 9.3.1. El grupo de matrices O(d) actia transitivamente en la
esfera S?=1, de tal forma que el grupo de isotropia de e; = (1,...,0) esisomorfo
a O(d—1). Andlogamente, si d > 1 SO(d) actia transitivamente en la esfera
S4=1 resultando que el grupo de isotropia de e; es isomorfo a SO(d — 1).

Consideremos R? como R-espacio vectorial y 8 = {e; }¢_; su base canénica
(donde e; = (814, ..,0as), siendo d;; la delta de Kronecker).

Sabemos que O(d) es un subgrupo cerrado de Lie de Gi(d,R) y bajo el
isomorfismo inducido por [ corresponde a los automorfismos ortogonales de
R? (véase A.4).

Identificando los elementos de R? con las matrices de d x 1, obtenemos la
accion

O(d) x R —*—=Rd
(A7 U) > AU

que satisface que a(O(d) x S471) C S9=1. M4s atin, como (S?7!, ige—1) es un
encaje en R%, la funcién

a= Oé|0(d)><§d—1 : O(d) X Sd_l — Sd_l

es suave (Teorema 2.6.2). De modo que tenemos una accién de O(d) en S?-1.
Veamos que es transitiva.
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Sea v; € St y 3 ={wvy,...,vq} base ortonormal de R¢. Consideremos
la transformacién lineal T : RY — R? para la cual T'(e;) = Z;.l:laijei =v; de
modo que T es ortogonal pues manda la base ortogonal ( en la base ortogonal
B' (véase A.4). De modo que [T]g = (a;5) € O(d) y

[T(e1)]p = (aij)er = v1.

Anélogamente dado w; € S?! existe (b;;) € O(d) tal que (b;;)e; = wy, por
lo que (bs)fwi =e1 y asi (ai;)(bij)'w1 = v1. De esa forma podemos aplicar el
Teorema 9.1.8.

Denotemos como H; a el grupo de isotropia de e;. Observemos que si

7 = (ai;) € Hy entonces Te; = (a11,...,0q41) = €1, es decir a11 =1y a;1 =0
si 1 <i<d. Como 7€ O(d) entonces el conjunto de vectores columna es una
base ortonormal de R?, es decir que dado j # 1, 0 = (ey, (a1j,...,aq)) = au;,
es decir
1 0
T = T
0

donde 7 € gl(d — 1,R). Es sencillo verificar que los vectores columna de T
forman una base ortonormal de R?~!, pues su producto interior coincide con el
de los vectores conlumna distintos a e; en 7, por lo cual 7€ O(d—1) (Véase
A .4 Proposicién A.4.11).

Inversamente, si ¢ € O(d — 1) entonces

1 ... 0

es un elemento de O(d), pues sus vectores columna forman un conjunto ortonor-
mal de R? (Véase A.4 Proposicién A.4.11).
Como la funcién

Gl(d—1,R) —2~  GI(d,R)
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es una inmersién, la restriccién de ag a O(d — 1) también lo es y factoriza a
través de O(d), que es un subgrupo cerrado de gl(d,R), por lo que concluimos
que aglo—1) : O(d—1) — O(d) es una inmersién (Teorema 2.6.2). Mas arin,
es un morfismo inyectivo de grupos de Lie cuya imagen es cerrada en O(d).

Consideremos A € o(d — 1), y

el cual resulta ser un elemento de o(d), ya que para cualquier t € R, exptA €

O(d—1) y de ahf

- - 2 .
exptA =1+ tA + 5142 + ...

0 ... 0 0 ... 0
=TI+ tA +1]: £A
0 0
1 0
= exptA
0
= agexptA.

Por la Proposicién 6.1.8, A € dag(o(d —1)). Dado que {A : A € o(d —
1)} es subespacio vectorial de o(d) de la misma dimensién que o(d — 1) y
estd contenido en dag(o(d — 1)) entonces

dag(o(d—1))={A: Aco(d—1)},

es decir, day es inyectiva.

Por lo tanto, identificando o(d — 1) con su imagen bajo oy podemos decir
que O(d—1) es un subgrupo cerrado de O(d) y ademaés coincide con Hj. Por
lo tanto

O(d)/O(d —1) es difeomorfo a S41.

Consideremos la restriccién de la accion @ a SO(d) x ST, es decir
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SO(d) x S —— gd-1 (9.1)
(A,’U) > A’U

Como SO(d) es un subgrupo cerrado de Gl(d,R) dicha funcién resulta ser una
accion.

Afirmacién. La accidn expresada en (9.1) es transitiva si d > 1.
Observemos que SO(1) = { I}, de modo que no acttia transitivamente en S° =
{1,—1}. Veamos que si d > 1 la accién de SO(d) en S?~! es transitiva.

Sig={e; };-1:1 es la base canénica de R? basta mostrar que dado v, € S%1
existe una matriz A € SO(d) que satisface que Ae; = v;.

Sea ' = {vi,...,v4} base ortonormal de R? y T el endomorfismo que
satisface que

d
T(@j) = Uj = Zaijei .
=1

De modo que [T)g = (a;j). Como T es ortogonal (Véase A.4), detT =+1=r.
Consideremos Ty el endomorfismo que satisface que

To(ej):Uj 511<_]<d
To(ed) = Tvq .

Como {w1,...,v4-1,7vq } es una base ortonormal de R? podemos concluir
b ) )
que es ortogonal y més atin, por la multilinealidad del determinante con respecto
a los vectores columna de una matriz

det [Tp)g =rdet [T]p =1.

De modo que [Tp]g € SO(d) y como T(e1) = To(e1) = v1, [To]ger = v1. Con
ello concluimos que la accién es transitiva para d > 1.

Ya que la restriccién correspondiente de ag a SO(d — 1) factoriza a través
del mapeo inclusién de SO(d), la funcién aq|so—1) : SO(d — 1) — SO(d)
una inmersién. De tal forma podemos considerar el grupo de isotropia de e;
como SO(d —1). Asi, por el Teorema 9.1.8 podemos concluir que si d > 1
entonces

S0(d)/SO(d —1) es difeomorfo a S,

Obsérvese que en el caso en que d = 2 se concluye que SO(2) es difeomorfo a
St
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Proposicion 9.3.2. El grupo de matrices U(d) actiia transitivamente en la
esfera S??~1, de manera que el grupo de isotropia de e; = (1,...,0) es isomorfo
a U(d—1). Anédlogamente, si d > 1, SU(d) actda transitivamente en la esfera
S24=1 resultando que el grupo de isotropia de e; es isomorfo a SU(d — 1).

Consideremos C? como C-espacio vectorial y el producto interior usual. De-
notemos a su base canénica como 3 = {e; }¢; (donde e; = (d14,...,0a),
siendo ¢;; la delta de Kronecker).

La restriccién del isomorfismo inducido por 3 entre Aut(C%) y gl(d,C) a
U(d) tiene como imagen a el conjunto de operadores unitarios, de modo que por
ser U(d) cerrado en gl(d,C) dichos subgrupos son isomorfos bajo la restriccién
(véase A.4).

En forma andloga a como lo hicimos en el inciso anterior, identificaremos
los vectores en C? con las matrices de d x 1 con entradas en C. Consideremos
la siguiente accion

U(d) x C% —— Cd
(A4, AL

Observemos que X = {& € C? : ||(]| = 1} coincide con S??~! al identificar
C? con R?? pues (&,...,&) € X siy solo si

d d
D (Re(@)*+ ) (Im(&)* =1,
i=1 i=1
donde Re (&;) y Im (&;) denotan la parte real e imaginaria de &; respectivamente.

De modo que haciendo esa identificacién y considerando A.4, tenemos que

’}/(U(d) X S2d71) - §2d-1,

De la misma forma en que se hizo en el inciso anterior podemos concluir que

¥ = Nv(@yxg-1 : U(d) x §2471 — §2471

es una accién transitiva (pues dada v; € S?~! podemos extender dicho vector
a una base ortonormal de C?¢ y considerar el operador T' en C¢ definido como
en el inciso anterior de tal forma que es unitario y manda e; en vy, lo cual es
suficiente para mostrar que dicha accién es transitiva).

Dado o0 € U(d—1)
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es un elemento de U(d), de modo que el mapeo suave

U(d—1)——=U(d)
o g0
hace a U(d — 1) un subgrupo de Lie cerrado de U(d), cuya imagen coincide

con el grupo de isotropia de e; con respecto a la accién 4, concluyendo con
ello que

U(d)/U(d—-1) es difeomorfo a sd-1,

Observemos que por ser SU(d) un subgrupo cerrado de Gl(d,C), la restric-
cién de la accién v

SU(d) x §?3-1 —— g2d—1 (9.2)

resulta ser una accion.

Afirmacién. La accion expresada en (9.2) es transitiva si d > 1.
Observemos que SU(1) = { I}, de modo que no actda transitivamente en S'.
Veamos que si d > 1 la accién de SU(d) en S??~! es transitiva.

Si B ={e; }L, esla base canénica de C¢ basta mostrar que dado v; €
S2d-1 existe una matriz A € SU(d) que satisface que Ae; = vy.

Sea (' ={wi,...,vq} base ortonormal de R? y T el endomorfismo de C¢
que satisface que

T(ej) = vj,

de modo que [T es unitario (véase A.4) y porello det T = 2z € S!. Consideremos
Ty el endomorfismo que satisface que

To(ej) = v; sil<j<d
To(eq) = 2o 'vg -
Como {v1,...,04-1, zglvd} es una base ortonormal de C? podemos con-
cluir que es unitario y mas aun, por la multilinealidad del determinante con

respecto a los vectores columna de una matriz

det [Tp)p = 25 *det [T]5 = 1.

De modo que [Tp)|s € SU(d) y como T(e1) = To(e1) = vy entonces [Tp|ger =
v1. Con ello concluimos que la accién resulta transitiva si d > 1.
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Como antes se puede observar que el grupo de isotropia de e; es SU(d —
1), pensando a éste como subgrupo de Lie cerrado de SU(d) con respecto al
siguiente mapeo suave

SU(d — 1) — SU(d)
o g0

De modo que por el Teorema 9.1.8, si d > 1,

SU(d)/SU(d—1) es difeomorfo a §2d-1,

Proposicion 9.3.3. El espacio proyectivo complejo de CPY ! es isomorfo a
una variedad homogénea. Analogamente, el espacio proyectivo real RP ! e
isomorfo a una variedad homogénea.

Consideremos CP?™1, el espacio proyectivo complejo de dimension d — 1
definido en el ejemplo 1.1.10. Dicha variedad resulta ser el espacio de érbitas
de la accién

St x SQd—l - s SQd—l
(2,& = (&1, .., 80)) 28 = (2&1, ..., 2€4)

(véase la seccién 9.5, observacién 9.5.11).

Denotemos a la proyeccién canénica de S2¢-1 en CP?!' como 7, y #(¢)
como [£] para todo & € S24-1,

Consideremos la accién dada en la Proposicién 9.3.2

SU(d) x S24-1 — 2> g2d—1
(A, +——=A¢

que es transitiva.
Observemos que [£] = [¢'] siy sblo si existe z € St de tal forma que & = z¢',

de modo que dada A € SU(d) se tiene que A& = z(AEL'), es decir, [AL] = [AL'].

Asfi la funcién
SU(d) x CP4—1 —2» cpi-1
(4,[¢]) ——[A{]

estd bien definida. Mas atn, dado que 7 es una fibracién con fibra S' y el
siguiente diagrama conmuta

SU(d) x §24-1 Z20% cpd-1
idSU(d) Xﬁi -
Yo

SU(d) x CP4!
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Ao es suave ya que para todo [¢] € CPY ! existe U € CPY ! vecindad abierta
de [¢] ¥ ¥y : U xSt — #1(U) difeomorfismo que satisface que m =
7oy, donde 7 es la proyeccién canénica de U xS! en U. Asi, considerando
la inclusién i : U — U x S' definida como i([¢]) = ([¢],1), tenemos que
FoWyoi=iy, lainclusién de U en CPY 1, y por ello

Yolsu@yxu = Yo © (idsu(a) X iv)
= %0 © (idsy(g) X @) © (ids(a) x (Yu 01i))

es suave, y por lo tanto 7o lo es.
El hecho de que A4po7m =T o~y y que 7 se suprayectiva implica que 7y es
transitiva, de modo que si denotamos como Hy el grupo de isotropia de [e;],

donde e; = (1,...,0), entonces & € Hy siy sélo si existe o0 € U(d—1) tal que
det(e)™t ... 0
o= o
0

Veamos que U(d — 1) es subgrupo de Lie con la funcién

U(d—1) —2— SU(d)

g — o

Por un lado

es un morfismo de grupos de Lie. Més atn, la restriccién de dicho morfismo a
U(d—1) es nuevamente un morfismo de grupos de Lie. Como dicha restriccién
factoriza a través del subgrupo cerrado SU(d) y ademés A hace conmutar el
siguiente diagrama

S“U(d—l)

U(d—1) —7"  q1(d,C)

isU(d
\ T (d)

SU(d)

246



9.4. Topologia de grupos de matrices

A es suave (Teorema 2.6.2), inyectivo y no singular, es decir, (U(d —1),\) es
un subgrupo de SU(d). De ese modo, identificando Hy = AU(d — 1)) con
U(d—1), por el Teorema 9.1.8

SU(d)/U(d—1) es difeomorfo a cpi-t.

En forma totalmente andloga podemos concluir que la accién de SO(d) en
RP! el espacio proyectivo real de dimension d — 1, definida como

SO(d) x RPA—1 —2> ppi-1
(A4, [v])  ——[Av]

es transitiva y ademds es posible identificar el grupo de isotropia de [e1] con el
grupo O(d — 1) gracias al mapeo
0d—-1)—2—= S0(d)
det(r) ... 0

T f— . T

concluyendo por el Teorema 9.1.8 que

SO(d)/O(d—1)  es difeomorfo a  RP47!.

9.4. Topologia de grupos de matrices

Proposicion 9.4.1. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo de Lie G. Si H
y G/H son conexos, entonces G es conexo.

Demostracion. Consideremos C' la componente conexa de e en G. Como H
es conexo, H C C. Supongamos que C # G, de modo que Cy =G\ C es un
subconjunto abierto y cerrado de G, no vacio.

Como G/H es conexoy m: G — G/H es un mapeo abierto, m(Cp) N
7(C) # 0. De modo que existen yo € Cy y y € C para las cuales z = y~ 1y €
H. Como H C C y C esun grupo entonces yp = yz € C, lo cual significa que
Yo € CoNC, que es una contradiccion.

Por lo tanto C = G, es decir, G es conexo. |

Teorema 9.4.2. Consideremos n > 1, entonces los grupos de Lie SO(n), SU(n)
y U(n) son conexos y O(n) tiene dos componentes conezas.
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Demostracién. Observemos que SO(1) = {I} = SU(1) y U(1) =S', de mo-
do que son conexos. Procedamos por induccién y supongamos que SO(n), SU(n)
y U(n) son conexos para n > 1. Como SU(n+1)/SU(n) y U(n+1)/U(n) son
difeomorfos a S?"*! y SO(n +1)/SO(n) es difeomorfo a S™, por la Proposi-
ci6én anterior y las hipétesis de induccién concluimos que SO(n+1), SU(n+1)
y U(n+ 1) son conexos.

Por otro lado notemos que todos los elementos de O(n) tienen determinante
1 o —1, de modo que

O(n) =S0O(n)UacSO(n),

donde

-1 ... 0

De modo que O(n) es la unién de dos conexos ajenos, los cuales resultan ser
sus componentes conexas. |

Teorema 9.4.3. Gi(d,R) tiene dos componentes conexas.

Demostracién. Consideremos GI(d,R)" y GI(d,R)” los conjuntos de matri-
ces de determinantes positivos y negativos respectivamente. Dichos conjuntos
son abiertos y disjuntos. Més ain, son difeomorfos pues la traslacién izquierda
por

-1 ... 0

mapeo uno sobre otro.

De modo que basta mostrar que uno de ellos es conexo para concluir que
Gl(d,R) tiene dos componentes conexas. Para ello verificaremos que GI(d, R)+
es conexa por trayectorias. Para ello serd suficiente observar que para cualquier
A€ GI(d,R)" existe una curva continua que comienza en A y termina en I.

Sean B matriz definida positiva y C' ortogonal que satisfacen que

A= BC

(véase el Corolario A.4.17 de A.4). Dado que B es diagonalizable y todos sus
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eigenvalores son positivos se tiene que A, B € Gl(d, R)+. Como det A =det
B det C, concluimos que C € SO(n). Ya que SO(n) es conexo y localmente
conectable por trayectorias, también resulta ser conectable por trayectorias. Por
ello basta exhibir una curva continua de A a C para concluir el resultado.

Consideremos o : [0,1] — GI(d,R)" definida como

o(t)=tI+(1-t)B.

Observemos que es una curva suave y estd bien definida pues o(t) es definida
positiva para cualquier ¢ € [0,1] (inciso 11 de la Proposicién A.4.15).

Ya que GI(d,R)" esun subgrupo abierto de GI(d,R), la curva 7 : [0,1] —
GI(d,R)" para la cual dada t € [0,1], 7(t) = o(t)C, es suave (en particular
continua) y ademds satisface que 7(0) =A y 7(1) = C.

|

La demostracién del siguiente resultado es totalmente andloga a la demostracion
del Teorema anterior, por lo que omitimos los detalles en la prueba.

Proposicién 9.4.4. Gl(d,C) es conexo.

Demostraciéon. Mostraremos que GI(d,C) es conexo por trayectorias. Dado
A € Gi(d,C) es suficiente exhibir una curva continua que conecte a dicha matriz
con I. Sean B matriz definida positiva y C unitaria que satisfacen que

A=BC

(véase A.4.17 de A.4). Dado que B es diagonalizable y todos sus eigenvalo-
res son positivos se tiene que B € GI(d,C). Como U(n) es conectable por
trayectorias (pues es conexo y localmente conectable por trayectorias) basta
mostrar que existe una curva continua que va de A a C.

Sea o :[0,1] — Gi(d,C) definida como

ot)=tI+(1-1t)B.

Observemos que es una curva suave y estd bien definida pues o(t) es definida
positiva para cualquier ¢ € [0,1] (inciso 11 de la Proposicién A.4.15). Por
la suavidad del producto la curva 7 : [0,1] — GIi(d,C) para la cual dada
t € [0,1], 7(t) = o(t)C, es suave (en particular continua) y ademds satisface
que 7(0)=Ay 7(1) =C.

[ |
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9.5. Acciones propias

En esta seccién se presentard un resultado maés acerca de acciones de grupos
de Lie, enunciado en el Teorema 9.5.10. Los resultados y observaciones previas
seran de utilidad en la demostraciéon de dicho Teorema.

La siguiente definicién al igual que la definicién 9.1.6, menciona y nombra
algunas propiedades de una accién que resultaran importantes en el desarrollo
de esta seccidén.

Definicién 9.5.1. Sea p: G x M — M una accién izquierda de G en M
(definicién 8.1.1). Diremos que p es libre si para cualesquiera m € M y g € G,
si g # e entonces u(g,m) #m.

Por otro lado diremos que dicha accién es propia (o que G actia propiamente
mediante 1) si dado cualquier compacto K en M, el conjunto

Gk ={geG :gKNK#0}

(donde gK = {p(g,k) : k € K}), es relativamente compacto, es decir, tiene
cerradura compacta.

Observacién 9.5.2. Dada una accién izquierda p : GxM — M, denotaremos
como M/G a el conjunto de érbitas de la accién, es decir el conjunto de clases
de equivalencia de la relacion =C M x M donde x = y si y sélo si existe
un elemento g € G para el cual * = u(g,y). Dado m € M, denotaremos
Gm ={u(g,m) : g€ G} ladérbita de m con respecto a p.

Considerando el mapeo canénico 7 : M — M/G que manda a los elemen-
tos de M en su respectiva clase de equivalencia, la topologia de identificacién en
M/G inducida por 7 (Ejemplo 1.1.10), también llamada topologia cociente, no
sélo es la més fina que hace a 7 continua, sino que con ella 7 resulta abierta,
ya que para cualquier abierto A C M,

a(n 1 (4) = (JGa = (U ng(A),
a€A geG

donde py : M — M es el difeomorfismo definido como pug(m) = p(g,m) y
por lo tanto dicho conjunto es abierto.

Lema 9.5.3. Sea p : G x M — M accién izquierda de G sobre M. Si
A C M es abierto, para cualquier L C G el conjunto pu(L x A) es abierto en
M.

Demostracién. Observemos que

,U'(L X A) = UH’Q(A)7
geL

donde pg : M — M es el difeomorfismo definido como pg(m) = p(g, m), por
lo que p4(A) es abierto. ]
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Lema 9.5.4. Sea pu: G x M — M accién propia. Entonces para cualquier
m € M su 6rbita G, = {u(g,m) : g € G} es cerrada en M.

Demostracién. Dados g € G y m € M denotemos pu(g,m) como gm. Sea
mo € M y consideremos (g;mg)ien sucesién de elementos en G,,,, que con-
verge a m’. Sea U C M vecindad de m’ cuya cerradura es compacta. Sin
pérdida de generalidad supongamos que g;mg € U para toda i € N.

Sea K =U U {mg} compacto, de modo que

{9itien CGr={geG : gKNK#0}.

Como p es propia, mieN es compacto y en consecuencia es compacto por
sucesiones. Sea { g;, }ren una subsucesién de {g; }ien que converge a g € G,
de modo que por la continuidad de p la subsucesién (g;, mo)ren converge a
gomg. Como M es Hausdorff, gomo = m’. As{ concluimos que G,,, es cerrado
en M.

|

Proposicion 9.5.5. Sea p: GXM — M accién propiade G en M, entonces
M/G con la topologia cociente es Hausdorff.

Demostracién. Denotaremos u(g,m) = gm. Sean mq,mo € M tales que

w(my1) # m(me) (véase la observacion 9.5.2). Por el Lema 9.5.4 es equiva-
lente a que Gy, ¥y Gm,, las érbitas de m; y mgo con respecto a la accién
{t respectivamente, son dos cerrados ajenos. Como {m;} y G,,, también lo
son, existe V' vecindad abierta de m; relativamente compacta para la cual
V N Gy, = 0. Veamos que esto es suficiente para que p(G x V)N G, = 0.
Para ello supongamos que no es asi, es decir que existe una sucesiéon (g;v;)ien,
donde g; € G y v; € V para cualquier i € N, que converge a gmsy para algin
g € G. Consideremos K vecindad compacta de gmso que contiene a { ¢;v; tien,
entonces

{9i}ien C Gy ={9€G : gVURK)N(VNK)#0}.

Como p es propia, Gy i es relativamente compacto de modo que { g;v; };c
es compacto. Asi existe una subsucesién (g¢;, )ken que converge a go. Como
{vi, }ren €V, existe una subsucesién que converge a vy € V. Con esta tlti-
ma obtenemos una subsucesién de (g;v;);eny que converge a govg. Como M es
Hausdorft govg = gme, es decir vy = gglgmg € G, NV, lo cual contradice la
elecciéon de V. De modo que

wW(GxV)NGp, =0

Por el Lema 9.5.3 Uy = u(G x V) es abierto y contiene a G,,,. Observemos
también que Gy, CUs = M ~ (G x V) y que Uy NUz = ().
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Como 7 es abierta entonces 7(Uy) y m(Uz) son vecindades abiertas de
m(m1) y m(me) respectivamente.

Supongamos que existe m € M para la cual w(m) € w(Uy) N «w(Uz) lo
cual ocurre si y sélo si existen hi,he € G, v1 € Uy y vy € Uy tales que
m = hijvy = hovg, es decir vy = h;lhlvl € Uy NUs, lo cual no es posible.

De modo que 7(Uy) Nw(Uz) = 0, concluyendo con ello que con la topologia
cociente de M /G, w(my) y m(ma) tienen vecindades abiertas y ajenas. Asi M/G
es Hausdorff.

]

Observacién 9.5.6. Consideremos p : G x M — M una accién izquierda.
Si g eseldlgebrade Liede Gy X € ¢, dum(Xe) € T,,M para todo m € M.
Veamos que el campo X : M — TM definido como )N(m = dpm(Xe), essuave.
Por un lado, si X = 0 entonces X = 0; si X # 0, significa que X, # 0. Por
la Proposicién 2.8.12 existe (W, ¢ = (z1,...,24)) sistema coordenado alrededor
de e que satisface que

0
ol X‘
821
w w
De modo que si (U, = (1,...,%:)) es un sistema coordenado de M

alrededor de m entonces (W x U, ¢ X ¢) es un sistema coordenado de G x M
alrededor de (e, m). Notemos que

)

~ i~ b
=1

m

donde
Kon0) = Xl i) = | (@0 )
mz—ezﬂm—azl i O fm
_ O(z; o/‘mo¢_1)
= (0)
8 T; O o -1 X -1
= Moo D XD (4 x (e m)
T1
0
:87'1 (w50 p)
(e;m)
es una funcién suave en m para toda i € {1,...,c}.

Por la Proposicién 2.8.2 podemos concluir que en este caso X es suave.
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A continuacién presentamos una propiedad bastante ilustrativa con respecto
a una accion libre, la cual nos serd de utilidad. Se presenta la demostracién
detallada ya que por si misma resulta interesante, aunque dicho resultado se
sigue directamente del Corolario 9.1.10.

Proposicion 9.5.7. Sea y: Gx M — M una accién izquierda libre, entonces
para todo m € M la funcién suave pn, : G — M definida como pn,(g) =
(g, m) es una inmersién.

Demostracién. Sea m € M. Denotemos p,, : G — M la funcién suave
definida como p,(g) = p(g,m). Observemos que para todo g € G

Hm = ¢g Oﬂmolg*1 s

donde ¢4 : M — M es el difeomorfismo definido como ¢g4(m’) = u(g,m’)
para toda m’ € M. De modo que d(pim)g = d(dg)m © d(ftm)e © d(lg-1)4. Por
ello basta demostrar que d(um). es inyectiva.

Denotemos como g al algebra de Lie de G. Sea X € g tal que X, €
ker d(gtm )e, de modo que

0 = d(pm)e(Xe) = d(tm)e <d(eXpX)0 <c(ljt

).

t=0

t=0

d

= d(ftm © expx)o <dt

Observemos que para todo s € R, si [y : R — R denota la traslacién
izquierda por s (que es un automorfismo de R como grupo de Lie con la suma),
entonces para cualquier ¢t € R

[im © €XPy 0 Ly = fim (expx (s + 1)) = pm(expx (s) expx (t))
=expx(s)expx(t)m = ¢CXpX(s)(eXPx(t> m)
= ¢expx(s) O fbm © eXpX(t) s

de modo que

> = d(fm 0 eXPy)s <d(is)0 <jt

t=s

d
d(ptm © €xpy)s (dt

)

= d((bexpx (s))m © d(///m © eXpX)O(

A d
= d(m oexpy o ls)o (dt
t=0

d
dt

)-o

t=0
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Como R es conexo, por el Teorema 2.2.5 p,, o expy es una funcién cons-
tante. Ya que p, o expy(0) = um(e) = m, para toda t € R

M = Wm0 expy(t) = expy(t)m,

y dado que p es libre, expy(t) = e para toda t € R, es decir, X = 0.

Por lo tanto d(um)e es inyectiva, lo cual es suficiente para que p sea in-
mersion.
|

Con las hipétesis de la Proposicién anterior (G, ) es una subvariedad
de M.

Definicién 9.5.8. Sean M, N y F variedades diferenciables y 7 : M — N
una funcién suave. Diremos que (w, M, N) es un haz fibrado (o una fibracién
localmente trivial) con fibra F, espacio base N y espacio total M si se satisface:

1. 7 es suprayectiva.
2. Dado cualquier n € N existe U C N vecindad abierta de n y un difeomor-

fismo Uy : U x F — 7~ 1(U) que hace conmutar el siguiente diagrama

UXF—>7T

\/

donde 7 es la proyeccién canénica de U x F' en U.

El concepto de haz fibrado tiene su generalizacién topoldgica, en el siguiente
sentido:
Sean X, Y y F espacios topolégicos y m : X — Y una funcién continua.
Diremos que (7, X,Y) es un haz fibrado (o una fibracion localmente trivial)
con fibra F, espacio base Y y espacio total X si se satisface:

1’. m es suprayectiva.

2’. Dado cualquier y € Y existe U C Y vecindad abierta de y y un homeo-
morfismo ¥y : U x F — 7~ 1(U) que hace conmutar el siguiente diagrama
UxF S L T

\/

donde 7 es la proyeccién canénica de U x F en U.
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A menos de especificar lo contrario en lo siguiente consideraremos la defini-
cién de haz fibrado dada en 9.5.8.

Observacion 9.5.9. Observemos que dado un haz fibrado 7 : M — N con
fibra F', ésta resulta ser una sumersion ya que para toda m € M existe U C N
vecindad abierta de m(m) y un difeomorfismo ¥y : U x F — 7~ Y(U) que
satisface que m = 7 o Wy~ !, donde m denota la proyeccién canénica de
U x F sobre U, concluyendo con ello que localmente 7w se puede expresar
como composicién de sumersiones.

Teorema 9.5.10. Sea M° una variedad y G¢ un grupo de Lie que actia
suavemente en M. Sila accion es libre y propia en M entonces M/G recibe
una estructura de variedad para la cual la proyeccion candnica es un haz fibrado
con fibra G (y como consecuencia una sumersion,).

Demostracién. Sea p: G x M — M dicha accién. Para cualesquiera mg €
M y g € G denotaremos pu(g,mg) = gmo ¥ fime, : G — M la funcién
suave definida como ji,,(g) = 1£(g, mo). De esa forma, por la Proposicién 9.5.7
(G, ttmy) es una subvariedad de M.

Observemos que si iy, : G — G x M denota a la funcién que lleva g € G
a (g,mp), entonces fy, = 0 im,-

Asi, dado el isomorfismo entre TeG X Ty My T{c my)(Gx M) eidentificando
g, el algebra de Lie de G, con T.G, obtenemos que

d(img)e cg—gXx ngM

envia X en (X,0).

Consideremos la distribucién definida en M como

D(m) = d(ptm)e(8) = d() (e,m) © Aimy)e(8)
= dpt(e,m)(8 x {0}).

Observemos que dicha distribucion es suave y de dimensién d ya que esta defini-
da a través de las subvariedades (G, py,) y si { X1,...,Xa} es una base de g,
el conjunto de campos suaves { X1,..., X4}, donde X;(m) = dum(X;) para
cualesquiera m € M, i € {1,...,d} (observacién 9.5.6), generan a la distribu-
cién . Ademds, para cualquier mg € M, pm, : G — M es una subvariedad
integral de ©® que pasa por mg, pues para todo g € G

D (kmo(9)) = D(gmo) = d(pgm,)e(8)
d(ﬂmo © Tg)e(g) = d(lffmo)g © d(?"g)e(g)
d(ﬂmo)g(TgG) .
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Como p es libre entonces fi,,, es inyectiva. Considerando que es una inmer-
sién tenemos que (G, ptm,) es una subvariedad integral de ©® que pasa por mg.
Por la Proposicién 2.9.6 podemos concluir que © es una d-variedad involutiva.

Sea mg € My (V,p = (21,...,2)) sistema coordenado cibico alrededor
de mg que satisface que sus rebanadas

S= () zi'(c:), c€R

son variedades integrales de ® (Teorema de Frobenius).

Consideremos el subconjunto de V/,
N d

V=20,
i=1

de modo que mg € V. Veremos que existe ‘~/m0 C V vecindad abierta de mo
en V para la cual 7|y, es inyectiva.
mo

Como M es localmente compacto y primero numerable existe {V; }ien
sistema de vecindades abiertas de mg que satisfacen que V;41 CV; y V; esre-
lativamente compacto. Consideremos { ‘Z =Vn V; bien sistema de vecindades
abiertas de mg en V.

Supongamos que para todo i € N existe m; € V; v ¢; € G ~ {e} de tal
modo que g¢g;m; € V;. Observemos que en este caso ademas se satisface que
gimi # mj.

De esa forma, la sucesién (g;m;);en converge a mg. Veamos que (g;)ien
converge a €.

Como Gy, = {ge G : gVinVy # 0} es relativamente compacto y

{ 9i }ien € Gy, entonces {g; },cy es compacto. En particular resulta ser com-

pacto por sucesiones (es decir, toda sucesién de elementos en { g; },oy tiene una
subsucesién convergente).

Supongamos que (g;);en no converge a e, entonces existe U C G vecindad
abierta de e para la cual, dado N € N existe ny > N tal que g,, ¢ U.

De ese modo podemos construir una subsucesién de (g;)ien, (gn;)ien C
{9i };en» de tal modo que g,, ¢ U. A su vez ésta tiene una subsucesién con-

vergente (g(n,), )ken, digamos a go € G. Como m; € V; entonces (mj)ien
converge a myo; asf la sucesion (gen,),M(n,), Jken converge a gomg por la con-
tinuidad de p, y por otro lado a myg por ser subsucesién de (g;m;);en. Como
M es Hausdorff, gomo = myg, lo cual ocurre siy sélo si go = e, pues pu es libre,
contradiciendo la eleccién de (gn,)ien. De ese modo concluimos que (g;)ien
converge a €.

Sea u~1(V)NG x V vecindad abierta de (e,mg) en G x M. Sean Vg C G
y Vo € V vecindades abiertas de e y mg respectivamente, de tal modo que
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Vo xVo Cu Y (V)NG x V, es decir que para cualesquiera g € Vg y m € V C
V, pm(g9) = 1(g,m) € V(o equivalentemente, p,(Ve) C V). Sin pérdida de
generalidad supongamos que Vi es conexo.

Sea N € N parael cual dado n > N, m,, € Vy v g, € V. Observemos que
(Vs timulvy) €s una variedad integral conexa de @, para la cual pim,, (Ve) C
V. Por el Teorema 2.9.9 y dado que pmy(e) = my, pmy(Va) se queda

C
contenido en la rebanada () x; '(x;(my)). De tal forma que jimy(9n) =
i=d+1

c
gvmy € () x; Hzi(my)), es decir, z;(gymy) = x;(my), para todo i €

1=d+1
{d+1,...,¢c}. Porotrolado gnmpy, my € Vi = VNV, porlo que x;(gnmy) =
z;(my) =0, para ¢ € {1,...,c}. De esa forma, p(gnvmy) = ¢(my). Como

¢ es un mapeo coordenado, gymuy = my, lo cual es una contradiccion.
Por ese motivo existe i € N para el cual dado m € V; y g € G~ {e},
gm € Vi, (por lo que 7|, es inyectiva). Denotemos V; = V.

Consideremos M/G el conjunto de dérbitas de M bajo p con la topologia
de identificacién inducida por el mapeo canénico 7 : M — M /G (Observacién
9.5.2).

Asi, dado mg € My Vmo como antes, observemos que dado m € V, si
denotamos

c

Sm= {1 @ (@i(m))

i=d+1

a la rebanada de V' que tiene a m, entonces

U Sm

me ‘N/m,o

es un subconjunto abierto de M. M4s atin, para cualquier m € V, w|g, esla
funcién constante w(m) (es decir, S, C G,,). Para mostrar esto consideremos
meV y A=G,NS,. Si gm € A entonces existe W una vecindad abierta
y conexa de e que a su vez es subconjunto de ,u;,,ll(V). Como gm € S, y
(W, tigm|w) es una subvariedad integral conexa de D entonces figm (W) C Sp,.

De modo que la tnica funcién ¢ que hace conmutar el siguiente diagrama

Hgm

W M
~
~
~
> g
® ~
AN

Sm

es suave (Teorema 2.9.10), inyectiva y no singular (pues figm es inyectiva y no
singular). Dado que dimW = d = dim S,,, entonces @ es un difeomorfismo
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local, por lo que existe W’ vecindad abierta de e contenida en W para la
cual @y : W' — G(W’) es un difeomorfismo y @(W’) es abierto en Sy, y
se queda contenido en A. De este modo concluimos que A es abierto. Con un
razonamiento totalmente andlogo podemos concluir que si m’ € S, \ A existe
una vecindad abierta de m’ en S,, contenida totalmente en S, \ A, de modo
que es abierto. Como S,, es conexoy mg € A, entonces A =S5, C G,,.

De ese modo, como S,, NS,,» = () para cualesquiera m,m’ € Vmo distintos,
obtenemos que

71'< U Sm>=7r(‘7m0)

mE‘N/mo

es abierto en M/G. Denotemos Vi, = m(Vi,,). Como 7r|‘7m0 es inyectiva,
continua y abierta, es un homeomorfismo sobre V,,,.
Dado que V;,, es una variedad difeomorfa a un abierto de R¢=4 mediante la

restriccién de ¢ (que denotaremos como ¢y, ) y mo es arbitrario, obtenemos
la siguiente familia de homeomorfismos

L= {(Pmu = PV © (W|Vm0)71 : Vmo - @(vmu) }mUGM .

Veremos que con la topologia cociente M /G no sélo es una variedad topoldgi-
ca de dimensiéon ¢ — d, sino que la familia de homeomorfismos £ genera una
estructura diferenciable.

Observemos que M /G con la topologia de identificacién inducida por 7 es
segundo numerable pues dada B = { B; }ien base en M, B = {n(B;) }ien es
una base de M/G (ya que 7 es abierta y continua).

Asi, dada la familia £ y por la Proposicién 9.5.5, M /G resulta una variedad
topolégica.

Observemos que para cualesquiera m,m’ € M, si x € gy, (vm N er)

V) "ho (pvy, o (mlv )T T (@)

Pm 0 @i () = pv,, o (T
= v, opv,, ().

Por lo que ¢,, o cpfn} es suave para cualesquiera m,m’ € M.

Considerando la estructura diferencial generada por { (Ving, ¥mg) fmee
obtenemos una estrucutra de variedad difenciable en M/G con la topologia
cociente.

Observemos que 7 es suave pues para cualquier m € M,

Pm OT = PV,

resulta una funcién suave.
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Para concluir mostraremos que 7 es una fibracién localmente trivial con

fibra G.

Sea mg € M, de tal forma que

ﬂ-il(vmo) = U :ug(i}mo) )

geG

donde pg : M — M es el difeomorfismo definido como p4(m) = u(g, m) para

todo g € G. De ese modo, denotando |, ¢ = fi
mQ
G x ‘7m0 $ ﬂ-_l(vvmo)

es biyectiva y suave (pues (Vpn,,i) es un encaje en M).

Basta concluir que fi es una inmersién para que resulte un difeomorfismo
va que dim (G x V) = d + (¢ — d) = dim (771 (V,,,)))-
Observemos que dado g € G, fi = pgo fio(lg-1 xidy ), de modo que
¢ o

d,u(gm) = dﬂm [} dﬂ(e,m) o d(lg X id{}mg)(g7m) .

Por ello es suficiente verificar que dp e ) es inyectiva para todo m € Vm().

Consideremos (V, ¢ = (x1,...,z.)) sistema coordenado cibicode M centrado
en mp del cual fue tomado V;,,, de manera que

T (V) NV = | 8,=0.

9E€EVim,

Observemos que dado m € Vmo la funcién

U 5

Y ~
~ —_
4€Vim, m X Ving

donde

Ym = 90_1(931(y)a .- "md(y)vxd+1(m)v s ,:cc(m))
=0 H0,...,0, 24401 (y), ..., z(y))

A

es un difeomorfismo. De modo que basta ver que W,, o fi|;-1(7) es no singular
en (e,m) para concluir que f también lo es. Identifiquemos canénicamente
TeG X TrnVing con Tiem) (G X Ving) ¥ Tiamm) (Sm X Ving) con Tpy Sy X Ty Vigg -

Notemos que
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(Nm‘f/m() » Cm) =V, o0 (idG: Cm) ,
donde ¢, : G — M es la funcién constante m. Ademéds
U, 0 fio (ce, 1d‘7m0) = (¢m, ldeO) ,

siendo ¢, : M — M la funcién constante e. De tal forma que para cualesquiera
X €T.GyveTly,Vny,

d(\IIm o ﬂ)(e,m) (Xm 0) = d(\IJm © ﬂ)(e,m) © d(ldg, Cm)e(Xe)
= d(ﬂm|\7m0acm)6(Xe)

= (d(,u)e(Xe)v O)

(W 0 1) (e,;m) (0,v) = d(Wp, 0 f1) (em) © d(Ce, id‘~/m0 Ym (V)
=d(cm, id;/mo)m(u) =(0,v).

De tal forma que (Xe,v) € kerd(V,, © fi)(c,m) ¥ s6lo si

(07 O) = d(\pm © ﬁ)(e,m)(Xev V)
= d(\:[/m © ﬂ)(e,m) (Xe, 0) + d(\I!m o ,l]) (e,m) (Oa V)
= (dpe(Xe), V),

lo cual ocurre siy sélosi X, =0 y v = 0. Por ello concluimos que d(¥,,0/i)(e,m)
es inyectiva, que implica que ji es un difeomorfismo.

Considerando que (ly,, )~': Viy — Vimo €s un difeomorfismo y denotan-
do Wy, = fio(nly,, )" obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

Tving 1
G X Ving T (Vmo)
7& /
Vino
donde my,,  es la proyeccién canénica de G X Vi, sobre V.

Concluimos entonces que 7 es una fibracién localmente trivial con fibra G
y por la observacién 9.5.9 7 es sumersion.
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Observacién 9.5.11. Como se mostré en el ejemplo 1.1.10, el espacio proyec-
tivo complejo de dimension d—1, denotado como CP?!, recibe una estructura
de variedad diferenciable de dimensién 2(d—1) con la topologia de identificacién
inducida por el mapeo canénico

L $ (C]P)d—l

donde L =C?~ {0} y [z] denota la clase de equivalencia de .

Observemos que al considerar la accién del grupo de Lie S en S$2¢-1 C C%¢

Sl % SQd—l N, SQdfl

(276: (61:"'7560)'%25: (2517"'72560

ésta resulta ser libre y propia. Por el Teorema 9.5.10 sabemos que el espacio de
érbitas S2¢=1/S! recibe una estructura de variedad diferenciable de dimensién
2(d — 1) que hace al mapeo canénico 7 : S?¢~1 — §24=1/S§! un haz fibrado.

Denotando 7(£) como ¢S, la funcién

SQd—l/Sl v, Ccpi-l

¢St [{]

estd bien definida y es inyectiva pues £ S! = ¢’S! si y sélo si existe z € S! para
la cual ¢ = 2£, que es equivalente a que [¢'] = [¢]. Mds atn, dado n € L,

_n 2d—1 N gy — [_1 ] — ié 3
nl € S y \IJ(MHS ) = [HWH] = [n], de modo que también es suprayectiva.

Veamos que es suave. Dado que S??~! es una subvariedad de L, la funcién
7|g2a—1 es suave. Dado que el siguiente diagrama conmuta

™ —
g2a-1 TP e

| A7

SQd—l/ Sl

U es suave a consecuencia de que para todo &S! € S?471/S! existe U C
S24-1/St vecindad abierta de ¢S y Wy : U x St — 7#71(U) difeomorfismo
que satisface que 7o Wy =y, donde 7 es la proyeccién canénica de U x St
en U, de modo que al considerar la inclusién 4 : U — U x S! que manda &S!
en (£S',1), tenemos que 7o Wy oi = iy, la inclusiéon de U en S??-1/S! de
modo que

Ulpy=Voiy=(Pom)o (¥, o01)

= ’/T|S2d—1 O\I/UO’i
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es suave, resultando con ello que ¥ lo es.

Considerando los mapeos coordenados de S2¢-1 y CP~! es posible concluir
que T|g2a—1 es sumersién. Asi, ya que para cualquier ¢ € S?471, d(m|gea—1)e =
dWs(e) o d()e entonces dWs() es suprayectiva. Como dimS?¢~!/S' = 2(d —
1) = dim CP?~!, entonces d¥;¢) es isomorfismo para toda & € S24=1. de
modo que W es difeomorfismo.

Anélogamente se tiene que al considerar RP?L el espacio proyectivo real,
se puede mostrar que el grupo de Lie Z2 = { —1,1} (con la topologfa discreta)
actda libre y propiamente en S*~! de la siguiente forma

Z2 X Sd—l - S Sd—l
(a7€ = (517' . 75(1)) 'Hag = (aé-l?' . '7a€d)
de modo que el conjunto de érbitas de dicha accién, denotado como S%!/7Z2,
recibe una estructura de variedad diferenciable de dimensiéon d — 1 que hace
al mapeo canénico 7 : S¥~1 — S9! /72 una fibracién localmente trivial. De
forma que la funcién
Sd—l/Z2 N de,1
£z —— [

es un difeomorfismo.
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Apéndice A
Apéndice

En esta parte recopilamos varios de los temas o notas adicionales que fueron
usados en el desarrollo de la Teoria basica de Grupos de Lie y que si bien son
importantes por si mismos, tienen un sabor distinto a aquellos que se expusieron
previamente.

A.1. Cartan e ideales diferenciales en grupos de
Lie

Observemos que dado f : M — N, la gréfica de dicha funcién G; junto con la
inclusién i es una subvariedad de M x N difeomeorfa a G mediante el mapeo
(id, f) (ejemplo 1.1.8). Sean 7,72 las proyecciones de M x N en MyN,
respectivamente.

Andlogamente a como se mostré en el Teorema 5.2.7, podemos verificar que

(d(my 0iy), d(ma 0if))Tim,pm))Gr = { (7, df (D)) : 7 € T,, M }

de modo que

dif(T(myf(m))Qf) = {l/ S T(m’f(m))(]\/f X N) : dﬂ'Q(V) = df(dﬂ'l(l/))}
={v € Tim,f(m)(M x N) : (d(fom)—dm)(v) =0}

Por ello podemos concluir que

§(fom)—dm: B*(N) — E*(M x N)
es un morfismo de dlgebras para el cual dados w € E*(N) y v € dif(TGy),

(0(f o m) = dma)(w)(v) = 0.

Denotando p, = (6(fom ) —dma)(w), lo anterior es equivalente a decir que para
cualquier 7 € TGy
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Gif (o) (7) = po(diy (7)) = 0.

De las observaciones anteriores podemos concluir el siguiente resultado:

Proposicién A.1.1. Sea f: MY — N¢ suave y {w; }ier € E*(N). Si 7y, m
son las proyecciones de M x N en M y N, respectivamente y

fro, = (8(f o) = dm2)(wi)

entonces (Gy,if) es una variedad integral del ideal generado por { p, }ier-

Considerando la notacién de la proposicién anterior y ¢ > 2, elijamos w €
E*(N). De modo que el ideal 3 C E*(M x N) generado por { p, } induce una
distribucién suave ® en M X N de dimensién mayor o igual a d+ 1, que satisface
J(®) =7J. Observemos que (Gy, i¢) es una variedad integral de J, mds no de
9. Con ello podemos concluir que el inverso de la observacién 3.4.7 no es cierto
en general.

En lo anterior, a partir de una funcién suave dedujimos formas en el producto
de las variedades en las que estaba definida, de modo que la grafica de la funcién
resultara ser variedad integral del ideal generado por dichas formas.

Inspirados este hecho, consideremos M¢ y N¢ variedades, {wi,...,w.} C
EYN) y {a1,...,a.} C EY(M). De existir una funcién suave f : M — N
para la cual, dado i € {1,...,c},

Of (wi) = i,

la gréfica de f es una variedad integral del ideal generado por las formas

uizém(ai)—&rg(wi), iE{l,...,C}

denotado como J.

Asumiremos condiciones suficientes para mostrar que para todo (mg,ng) €
M x N existe una funcién f : V — N suave, donde V es una vecindad abierta
de mg en M, para la cual

5f(wl) = Oéi|v.

Supongamos que {w1,...,w.} es una base local de E*(N) (es decir que que
para cualquier n € N, {wi(n),...,w.(n)} es base de TFN) y que el ideal
J es diferencial. Como es generado por ¢ 1-formas independientes, el Teorema
de Frobenius nos asegura que para cualquier (mg,no) € M X N existe una
Unica variedad integral conexa maximal L C M x N de dimensicon d que
pasa por (mg,ng). Denotemos iy, la inclusién de L en M x N. Observemos
que la funcién 7; o 77, es una inmersion: sea p € L y v € T,L para el cual
d(myoig)(v) =0. Como p;odir(v) =0 para cualquier ¢ € {1,...,c}, entonces
w;(dma(dir(v))) = 0. Dado que { w1, ...,w. } es una base de E*(N), concluimos
que dma(dir,(v)) = 0; por tanto dir(v) =0 y asi v = 0.
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Como L y M tienen la misma dimension, el Teorema de la funcién inversa
garantiza que existen U C L, vecindad abierta de (mg,ng), y V C M, vecindad
abierta de mg, para las cuales w1 oir|y : U — V' es un difeomorfismo.

Definamos f: V — N como

f=maoipo(m oiL\U)fl.

Observemos que f es suavey f(mg) = ng. Ademds para cualquier i € {1,...,c},

§f(wi) = d(mz0ip o (moirly)™")(wi) = d(ip o (my oir]y)™")(oma(wi))
= d(ir o (m oiply) ™) (—pi(wi) + dmi(ai))
= §(my o ip|) M (Gir(—pi(wi)) + dir (671 ()
= d(m oir]u) " (9ir(6mi () = d(m o ir]u)~(6(m oir)(a))
= ailv
De ese modo podemos concluir que la gréafica de f es una variedad integral
de 7, para la cual f(mg) =ng y satisface que df(w;) = a;|v. §upongamos que
V' es conexo. Sabemos que la grifica de cualquier mapeo suave f : V. — M que
satisfaga las condiciones anteriores, resulta ser también una variedad integral

conexa de J. Si en ese caso denotamos Gy y g}; a las graficas de f y f, el
conjunto

GrNGz={(mn) €V xN :n=f(m)=f(m)}
es cerrado, pues N es Hausdorff. Por otro lado, ya que Gy y G 7 son variedades

integrales de J para cualquier (m,n) € Gy N gf una vecindad abierta Wy, »)
en V x N para la cual

Win.n) NG5 = Winn) NGy

es decir, W) NGy € Gy NG5

De ese modo Gy N QJ; es un subconjunto cerrado y abierto de Gy. Como este
dltimo es conexo, concluimos que Gy NG = Gy. Por lo tanto f = f

Lo anterior se resume en el siguiente enunciado:
Teorema A.1.2. Sean M? y N°¢ variedades diferenciables. Denotemos w1, o
a las proyecciones de M x N en M y N, respectivamente. Supogamos que existe
{wi,...,w. } € EY(N) conjunto linealmente independiente (y por lo tanto base

de TN, para cualquier n € N) y {ai1,...,a.} C EY(M) y que el ideal de
E*(M x N) generado por

{57‘(1(0@)—57‘1’2((&1‘) HEAS {1,...,0}}

es diferencial, entonces para cualquier (mg,ng) € M x N existen V vecindad
abierta de mg y f 'V — N suave que satisface que f(mg) =mng y

O0f(wi)=0a; 1€{1,...,c}.
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Mads aun, si' V' es conexo el mapeo f es el unico que satisface las propiedades
anteriores.

Pasemos ahora al caso de grupos de Lie. Sean G¢ y H® grupos de Lie
y m, Mo las proyecciones canénicas de G X H en G y H respectivamente.
Considerando ¥ : G — H un morfismo de grupos de Lie y {wi,...,w. } una
base de E}; (H), el ideal 3 C E*(G x H) generado por

linv

{0m (0¥ (w;)) — 0ma(w;) i€ {1,...,c}}
es diferencial (observacién 5.1.3).

Si G es conexo y existe U : G — H morfismo que satisface d¥ = d\TI, se
tiene que 0¥ = ¢¥. Dado que ambos mapean el elemento neutro de G' en el
elemento neutro de H, por el Teorema anterior concluimos que ¥ = V.

A.2. Espacios cubrientes

En esta parte asumiremos ciertos resultados bésicos a cerca teoria de homotopia
y de el grupo fundamental de un espacio topoldgico punteado (X, xz¢). Para
profundizar més al respecto pueden ser consultados [Prieto] y [Spanier].

Sea un espacio topolégico X y zyp € X. Denotaremos m (X, zg) al grupo
fundamental de X en el punto xg. Si f: X — Y es un mapeo continuo y
f(zo0) = yo, denotaremos al morfismo de grupos inducido por f como f. , el
cual es definido como

m1(X, z) L>7r1(Y,yo)
[o] —[foo0]

Dadas dos funciones continuas f, g : X — Y, denotaremos el hecho de
que sean homotdpicas como f = g. Si ademés existe A C X para el cual
fla = gla diremos que f y g son homotdpicas relativamente a A de existir
una homotopia H : I x X — Y para la cual H(z,0) = f(z), H(z,1) = g(z)
y H(a,t) = f(a) = g(a) paratoda a € A y t € I. Esto serd denotado como
f=g relA.

Cuando o sea una trayectoria en X, la cual comienza en z y termina en
7', denotaremos como & a la trayectoria que comienza en z’ y termina en x
definida como

o(t) =0(1—1t) paratoda tel.
Definicién A.2.1. (Aplicacién cubriente). Sea p : X — X mapeo con-

tinuo. Decimos que p es una aplicacion cubriente sobre X si para cada x € X
existe U C X vecindad abierta de X que satisface
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1. p"Y(U) = ||U;, donde U; C X es abierto para cualquier i € I (I es no
i€l
vacio).

U U; — U es un homeomorfismo para toda i € I.

2. p

En ese caso X es llamado el espacio base y X el ‘espacio cubriente o total.
Diremos ademas que U esté cubierta parejamente y U; es una hoja sobre U.

El siguiente Teorema resume algunas propiedades basicas de las aplicaciones
cubrientes que se siguen de la definicién.

Teorema A.2.2. Seap: X — X un aplicacion cubriente, entonces
1. Para cada x € X la fibra p~1(z) es un espacio discreto.

. Si A C X es conexo y existe una vecindad abierta cubierta parejamente
U C X para la cual p(A) C U, entonces existe U hoja sobre U de tal
forma que A C U.

1. Si U es una vecindad abierta de x cubierta parejamente y V. C U es tam-
bién una vecindad abierta de x, entonces V' es una vecindad cubierta pare-
jamente.

V. El conjunto de vecindades cubiertas parejamente de X forman una base
para X, asi como el conjunto de hojas que yacen sobre de ellas forman una
base para X.

V. p es un homeomorfismo local. Si X es conero, p es continua, abierta y
suprayectiva y por lo tanto es una identificacion.

Teorema A.2.3. Sea p : X — X una aplicacion cubriente tal que X es
conexo. Si x,y € X, las fibras p~1(z) y p~1(y) tienen la misma cardinalidad.
A esta cardinalidad se le llama multiplicidad de la aplicacion cubriente.

A continuacién veremos la nocién de levantamiento cuyas implicaciones son
sumamente interesantes e importantes.

_ Seap: X — X aplicacién cubriente y f : Y — X continua. Decimos que
f es levantamiento de f a través de p si po f = f, es decir que el siguiente
diagrama conmuta

X
;o7
/ f
Y—X
Teorema A.2.4. (Unicidad de Levantamientos) Seap : X — X aplicacién
cubriente y f : Y — X continua. Supongamos que Y es conexo y que existen

fig Y — X levantamientos de f a través de p. Entonces f = g si y sdlo
existe yo € Y tal que f(yo) = G(vo)-
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Demostracién. Supongamos que existe yo € Y tal que f(yo) = §(yo). Sea
A={yeY : fly) :~§(y)}, de modo que yg € A.NSea ye Ay VCX
vecindad abierta de p(f(y)) cubierta parejamente y V la hoja para la cual

fly) € V. Ast para toda z € (f)~1(V)

f2)=ply o f(2) =G(2)

Por lo tanto (f) (V) C A y y e f~*(V), de modo que A es abierto.

Sea y € Y \ A, por lo que f(y) # g(y). Como f(y) =po f(y) =pog(y),
existen dos hojas ajenas Vi, Vo CY de V tal que f(y) € Vi v g(y) € Va.

Consideremos f~1(V;) N§~(V2) vecindad abierta de y, que satisface que
para todo z € f~Y (V) NG~ (Va), f(2) € Vi y §(2) € Vo y de ahi f(z) # §(=).
Concluimos que f~1(V;)Ng~(Va) CY N A, y por lo tanto Y < A es abierto.
De ahi que A es abierto, cerrado y no vacio. Como Y es conexo, ¥ = A.

El siguiente resultado habla sobre la propiedad de levantamiento de trayecto-
rias a través de aplicaciones culbrientes. Su demostracién puede ser consultada
en [Prieto].

Teorema A.2.5. Sea p : X — X una aplicacion cubriente, entonces para
toda trayectoria w : I — X y %o € p~1(w(0)) existe una tnica trayectoria
@I — X que satisface que w(0) = Ty y pow = w. Denotando w =
L(w,Zy), tenemos que dadas dos trayectorias wy y wa, wy = wy reldl (es
decir, las trayectorias son homotdpicas relativamente a la frontera del intervalo)
y 7 € p L(wi(0)) = p~L(we(0)), entonces

L(wy,%) = L(wy,Z) reldl

en particular, L(wy,Z)(1) = L(wa, Z)(1).

Observacién A.2.6. Nétese que si w, 7 son trayectorias enchufables (es decir
tales que w(1) = 7(0)), entonces podemos definir una trayectoria wr : I — X
de tal forma que

® w(2t) si 0<t< 3
wT
T2t—1) si 1<t<1

de modo que dado 7 € p~!(w(0)),
L(wr, %) = L(w, %) L(7,7),
donde 3§ = L(w,7)(1).
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Supéngamos que p : X — X es aplicacién cubriente y f : Y — X.
Supongamos que existe f :Y — X que satisface que po f = f es decir, el
siguiente diagrama conmuta

X

/|
'y
YT>X

De modo que dado yo € Y, si f(yo) = To v f(yo) = zo el siguiente
diagrama conmuta

1 ()?a %O)

71(Y, y0) T>771(X7 o)

concluyendo con ello que f.(m1(Y,y0)) C p«(m1(X,Tp)). Veremos que bajo cier-
tas condiciones ésta no es sélo una condicién necesaria sino suficiente para que
exista el levantamiento de una funcién a traves de una aplicacién cubriente.

Teorema A.2.7. Sean p : X — X aplicacion cubriente, Y conexo y lo-
calmente conectable por trayectorias. Sean f :Y — X continua, w9 € X,
To € X y yo €Y de tal forma que f(yo) = zo y p(To) = x. Entonces
Fo(m (Y, 50)) C pu(mi(X,T0)) si y s6lo si existe una tnica funcidn continua

f:Y — X para la cual f(yo) = (Zo) y ademds resulta un levantamiento de
f, es decir el siguiente diagrama conmuta

>\

N
-~
3

|

Demostracién. Supongamos que f, (w1 (Y, 40)) C p.(m1(X, Zo)).
Consideremos
Yy ———X

Yr——= L(f o0,70)(1)

donde o es una trayectoria que va de yo a y.

Veamos primero que estd bien definido. Sean o1, o trayectorias de yo en
y, de modo que 0172 es un lazo en gy (y por ello [0172] € m1(Y,y0)). Sea 7
lazo en 7y tal que
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(foo1)(foda) = fo(oi02) =por rel I

(el cual existe pues f.(m1(Y,10)) € ps(m(X,%0))), de modo que f ooy =
(poT)(foog) rel OI. Asi, por el Teorema A.2.5 y la observacién A.2.6

L(f 0 01,%0) = L((po7)(f 0 02), %o)
=L(poT,To)L(f 00o92,Tp) rel OI.

En particular,
L(foo1,%0)(1) = L(f 0 02,70)(1)
Notemos que

f(yo) = L(Czo,fo)(]_) - fo.

Ahora veamos que f es continua.

Sea y € Y y U C X vecindad abierta de f(y) cubierta parejamente y
UCX la hoja en la cual se encuentra f( ). Consideremos V C Y vecindad
abierta de y conexa por trayectorias que esté contenida en f~1(U). Sea o una
trayectoria de yo a y. Sea z € V y o,, una trayectoria que vade y a z y
que esté contenida en V', de modo que

f(z) = L(f o (O'Uyz)afO)(l)
= L(f O 0yz, f(y))(l)

Dado que L(fooy., f(4))[0,1] Cp~'(U) v f(y) € U, entonces L(for-, f(y))[0,1] €
U. De ahi que f(z) ev, y por lo tanto f( ) C U. Con ello y por el Teorema
A.2.2 inciso (1v) se tiene que f es continua. Observemos que por definicién,

po ]?(y) = f(y) para todo y € Y (es decir, f es un levantamiento de 1)

La unicidad se concluye del Teorema A.2.4.
|

Definicién A.2.8. Diremos que las aplicaciones cubrientes p : X — X y
p'+ X' — X son equivalentes si existe un homeomorfismo ¢ : X — X' que
hace conmutar el siguiente diagrama

X—>X’

N
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Notemos que gracias a la nocién anterior es posible inducir una relacién de
equivalencia en la clase de aplicaciones cubrientes de un espacio X.

El siguiente Teorema nos da una condicién necesaria y suficiente para que
dos aplicaciones sean equivalentes.

Teorema A.2.9. Sean p: X — X yp: X — X aplicaciones cubrientes
donde X y X' son conexos y localmente conectables por trayectorias. Entonces
p y p' son equivalentes si y sélo si dado xo € X, To € p~(z0) y T} € p'il(xg)

pe(m(X, o)) = p' . (m (X', 7))

Demostracién. Basta mostrar que p,(m(X,%o)) = p.(m (X', %)) es una

condicién suficiente para que p y p’ sean equivalentes. En este caso, por el

Teorema anterior existen mapeos tnicos ¢ : X' — X y ¢’ : X — X’ para

los cuales pop =p' y p' oy’ =p, y ademds ¢(T) =To y ¢'(To) = Tp.
Como

popop=pop=p vy
popoy =p o =p,

se tiene que ¢’ o y o’ son levantamientos de p’ y p respectivamente, los
cuales satisfacen que ¢’ o p(Z() =2 y wo ¢ (To) = Tp. Por la unicidad de los
levantamientos de una aplicacién cubriente (Teorema A.2.4), ¢’ o =idg, y
po¢' =idg. De modo que p y p’ son equivalentes.

|

Definicién A.2.10. Decimos que X es simplemente conexo, si es conexo por
trayectorias y w1 (X, zo) = 0, para todo g € X.

Llamaremos a una aplicacién cubriente universal si el espacio base es sim-
plemente conexo.

Dado que en esta definiciéon X es conexo por trayectorias es posible mostrar
que para cualquier x,zg € X, m (X, z) = m (X, zo).

Observacién A.2.11. El hecho de que X sea conexo y que m1(X,z) = 0 para
todo x € X, en general no es equivalente a que X sea simplemente conexo.
Esto se puede observar, tomando a X como el seno topolégico. Dicho espacio
es conexo y satisface que para todo punto x € X, m1(X,z) = 0. Lo anterior se
puede de ver considerando que las componentes conexas por trayectorias de X
son homeomorfas a intervalos conexos de R y por lo tanto son contraibles, lo
cual es suficiente para concluir ya que en general si Y es un espacio topoldgico,
Yo €Y y €y, €Y es la componente conexa por trayectorias de yo, denotando
i: €y, — Y ala inclusién, tenemos que i, : 71 (Cyy,y0) — w1 (Y, 90) es un
isomorfismo.
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Sip: X —X yp: X' — X son aplicaciones cubrientes universales, por el
Teorema A.2.9 basta asegurar que los espacios totales X y X’ son localmente
conectables por trayectorias para concluir que son equivalentes (ya que por
definicién son conectables por trayectorias, y por tanto conexos).

Proposicion A.2.12. Sea X conexo y localmente conectable por trayectorias.
Si p: X — Y esuna aplicacién cubriente y Y es simplemente conexo entonces
p es un homeomorfismo.

Demostraciéon. Ya que p es abierta, basta ver que es inyectiva para concluir el
resultado. Sabemos que Y es conexo y localmente conectable por trayectorias
(va que p es un homeomorfismo local); ademds por ser simplemente conexo,
para cualquier x € X

p(m (X, 2)) € m (Y, p(z)) =0,

lo cual implica que p.(m1(X,z)) = 0.

Como idy,(m(Y,y)) =0 para toda y € Y, por el Teorema A.2.7 existe un
tnico levantamiento de idy con respecto a p, al cual denotaremos p, de modo
hace conmutar el siguiente diagrama

y
—_—
idy

es decir, pop = idy. Observemos que gracias a esto basta concluir que p es
suprayectiva. Para ello veremos que p(Y) es un subconjunto abierto y cerrado
de X, siguiéndose de la conexidad de X que p(Y) = X.

Observemos que para todo x € p(Y), p~*(z) = {p(z) }.

b

p

-~

Y

~

Sea g € X y U CY vecindad abierta y conexa de p(zg) cubierta pare-
jamente (la cual puede ser elegida en esa forma gracias a que Y es localmente
conectable por trayectorias) y sea Uy C X hojade U en la cual estd 9. Como

) cp i) = | |us
[ISHN
y p(U) es un conexo que satisface que p(U) N Uy # @, entonces p(U) C Up.
Sea zg € Uy. Como p(p(20)) € p(U) C Uy, de modo que p(p(p(20))) = p(20),
se tiene que p(p(z0)) = 20, por lo cual Uy C p(U), concluyendo con ello la
igualdad. De esa forma se tiene que p(Y) es un subconjunto abierto de X.

Por otro lado, si wy € p(Y), y V C Y es una vecindad conexa de p(wy)
cubierta parejamente, denotando como Vj la hoja en la qu ese encuentra wy,
se tiene que Vo Np(V) = 0.
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Observemos que Vo Np(Y) = Vo Np(V), ya que si y = px) € Vo Np(Y),
entonces © = pop(x) = p(y) € V, y por lo tanto y € p(V), de modo que
Vo Np(Y) =0, concluyendo con ello que p(Y) es cerrado en X. [ |

Definicién A.2.13. (Espacio suficientemente conexo). Decimos que un
espacio topoldgico es semilocalmente simplemente conero si cada punto = € X
tiene una vecindad U C X tal que cada lazo en U es nulhomotépico en X. Si
ademas el espacio es conexo y localmente conectable por trayectorias diremos
que X es suficientemente conexo.

A continuacién enunciaremos el resultado que se ocupé principalmente en
la seccién de cubrientes universales. La demostracion detallada de este hecho
puede ser consultada en [Prieto].

Teorema A.2.14. Si X es suficientemente conexo entonces existe p: X —
X aplicacion cubriente universal

Observaciéon A.2.15. Observemos que en el caso de que M sea una variedad
topolégica conexa, ésta resulta ser suficientemente conexa (dado que para ca-
da punto existen vecindades abiertas que son simplemente conexas), de modo
que por el Teorema anterior podemos concluir la existencia de una aplicacién
cubriente universal para M. De hecho resulta tnica en el sentido de que cua-
lesquiera dos aplicaciones cubrientes de M son equivalentes pues los espacios
cubrientes son localmente homeomorfos a la variedad y por tanto resultan local-
mente conectables por trayectorias. En ese sentido hablaremos de la aplicacion
cubriente universal de M.

A continuacién haremos algunos comentarios con respecto a la relacién entre
una aplicacién cubriente y el grupo fundamental de su espacio base.

Sean p : X — X, g € X y g € X. Como hemos visto, el levantamiento
de un lazo en xy no siempre resulta un lazo en g, pero gracias al Teorema
A.2.5 es posible concluir que

po(m1(X,%0)) = {[o] € m(X,20) : L(0, %) esun lazo}.

Como este conjunto es imagen de 7r1()~( ,Zo) bajo un morfismo de grupos,
entonces es un subgrupo de 71(X,zp). A dicho subgrupo le llamaremos sub-
grupo caracteristico de la aplicacion cubriente p : X — X. Dada la unicidad
de los levantamientos salvo homotopia, podemos concluir que dados [A], [N] €
71'1(5(: ,To) tales que bajo p. tienen la misma imagen, lo cual significa que

pod=po) rel 9l
implica a su vez que
A=L(poATg) = LpoXN,Zo) =N tel 09I
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es decir, [A] = [V]. De ahf que p, es un monomorfismo y por lo tanto p, (w1 (X, Zo))
es isomorfo a 71 (X, Zo).

Como sabemos un resultado general en un espacio topolégico X es que para
cualesquiera dos puntos x y z’ en X conectables mediante una trayectoria o
que va de 2/ a x, la funcién U, : m(X,z) — m (X, 2’) para la cual

Vo a ([A]) = [0AT]
estd bien definida y es un isomorfismo de grupos. Este resultado nos ayudard a
concluir el siguiente.

Proposicion A.2.16. Sean p : X — X aplicacion cubriente y zg € X,
To, Ty € p~*(x0), entonces

I. Si o es una trayectoria que va de Ty a T y o = [poa]| € m (X, zg),
pe(m (X, %0)) = ap.(m (X, Tp))a !

es decir, p.(m1(X,%0)) y ps(m1 (X, 7)) son subgrupos conjugados de 1 (X, )
mediante a. De tal modo que si X es conexo por trayectorias, cualesquiera
dos subgrupos caracteristicos correspondientes a xy son conjugados.

1. Sea H C m1(X, z) subgrupos conjugado de p, (m (X, o)), entonces existe
7y € p~1(Xo) para el cual H = p,(m(X,T})).

Demostracion. Por las observaciones previas basta mostrar el segundo inciso.
Sea a € T (X, x) parael cual aHa™ ! = p, (71 (X,Z0)) vy p € a. Consideremos
L(p, %) y sea Ty = L(p,%p)(1), de modo que

aHa " = p,(m (X, %))
= ap,(m (X, 7))o~

De ahf que H = p*(7T1()~(7%))-
|

Basados en la Proposicién anterior, si X es conexo por trayectorias definire-
mos la clase de conjugacion caracteristica de m (X, zo) de la aplicacion cubri-
ente p: X — X como

C(p,20) = { pu(m1 (X, F0)) : To € p~ ' (w0) }.

Observemos que de seguir considerando X conexo por trayectoriasy p~1(xg) =
{Z; }ier, dada « € I fija, para toda i € I existe una trayectoria w; que va
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de T, a T;, de tal forma que todas las posibles clases laterales de (X, xo)
con respecto a p,(m1 (X, 7)) son {m (X, z0)[pow;] Yier, donde 71 (X, z0)[po
w;] # m(X,xo)[p ow,;] si ¢ # j. Esto se puede concluir ya que de tomar
[0] € m1(X,x0), al considerar L(c,Zs)(1) = T, se tiene que w;L(7,Z;) es un
lazo en T, y por lo tanto

p«([w; L(T,2;)]) = [p o w;][p o L(7, 7;)]
= [pow;][d] € pu(mi(X,7a))

lo cual sucede si y sélo si

p(mi (X, o)) p o wy] = pu(mi (X, Fa)) o).

Ademas, si i # j,

L((pow)(pow,), Ta) = wil((pow,), 7).

Observemos que de concluir que w; L((pow,),Z;) no es un lazo, tendriamos
que (pow;)(poW;) & p«(m1(X,Zq)), lo cual es equivalente a que

pu(m (X, Fa))[p o wi] # pu(mi(X, 7)) p o wy],

que es lo que nosotros deseamos. Veamos que dicho elemento en 7r1()~( ,To) MO
es un lazo. De lo contrario L((p o w;),%;)(1) = Za, y por ello

L(pow;,z;) = L(powj, %) = Tj,

pero L(pow;,%;)(0) = Z; # Z; = w;(0), lo cual es una contradiccion.
Por lo anterior podemos concluir que |p~!(zg)| es igual al indice de 71 (X, o)
con respecto al subgrupo p.(m1(X,Z)).

Observacién A.2.17. Con lo anterior hemos concluido que si p : X — X
es una aplicacién cubriente y X es conexo por trayectorias entonces la fibra de
un punto & en X tiene cardinalidad menor o igual a la cardinalidad del grupo
fundamental (X, z). Mds atn, si p es una aplicacién cubriente entonces su
subgrupo caracteristico es el trivial y por lo tanto para todo = € X, |m (z, X)| =

P~ ()]

El siguiente resultado ademas de ser importante por si mismo, es 1til en la
demostracion de que un espacio conexo que es cubriente de una variedad, es
Hausdorff (véase la Proposicién 5.3.2).

Proposicion A.2.18. Sea M? una variedad diferenciable conexa, entonces
para todo m € M el grupo fundamental 71 (M,m) es numerable.
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A.3. Polinomio de Taylor en espacios vectoriales

Recordemos que dado un mapeo f: U C R — R? donde f = (f1,...,fd) ¥
fi € C"*L(U), dado a € U tenemos que para cualquier t € U

n k a
filt) = ZfiT(!)(t —a)f + Ry a)(t)
k=1

donde Ry q)(t) = O((t —a)"*!) cuando t — a.

De modo que al considerar a = (a,...,a) € R? y

R(n,a) d
R— R

t——— (R(n,a) (t)v ) R(n,a) (t))
se tiene que
~(t—a)*

70 =S (4 @) + Row
k=0

donde gia‘;ﬁfﬁ es acotado cuando ¢ — a.

Llamaremos a R, 4) el residuo del polinomio de Taylor de grado n alrededor
de a para la funcion f.

Consideremos ahora V' un R-espacio vectorial de dimensién finita d con su
estructura de variedad inducida a partir de los isomorfismo con R?. Veremos
que es posible deducir un resultado analogo al expuesto previamente ahora para
funciones de un subconjunto abierto de R en V.

Sean f={x1,...,2q} y 0 ={¢1,...,04} su base dual.
Sea h:U CR — V suave, de modo que h' : U CR — V es tal que para
toda tg € U

d
d i O h
h/(to) = Z% Zj.
i=1 t=to
Como
d(gi o h)
h”(to) _ Zldit x;
=1 t=to

y para toda i € {1,...,d}, ¢;oh/(tg) = LM _, = tenemos que

dt
d(¢ioh') _ d*(¢ioh)
dt T A2 ’
t=to t=to
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de modo que por induccién podemos concluir que

h(k)(to) — de(¢>i oh)

% Zy.
=1 dt t=to
Consideremos
n otk (L dF (g o h
R(n,O)(t) = h(t) - ZE (Z(dt’“) $z>
k=0 " Ni=1 =0
Denotando ¢ = (¢1,...,¢4) obtenemos
" (d*(¢10h) d* (¢ 0 h)
¢°R(n,0)(t)—¢oh(t)_zk,!<dtk s Tk >
k=0 t=0 t=0
= 6oh(t) = Y (6on)(0)
k=0

= ¢oh(t) — T,(t)

donde T, (t) es el polinomio de Taylor de grado n alrededor de 0 para la funcién
¢ oh. Por lo tanto ¢ o Ry, o) es el residuo correspondiente a dicho polinomio y
de ahi que

¢ o R(n,O) (t)

prasy es acotado cuando ¢ — 0.

Si ¢’ es otro mapeo coordenado de V' se tiene que

¢’ ° R(n,o) (t) = (¢/ © ¢_1) © (QS © R(n,O))(t)

es acotado cuando t — 0 pues ¢’ 0 ¢~ : RY — R? es una funcién continua.

De ese modo concluimos que para cualquier t € U

L tF (G dF (i o h)
LORD I (Zdtk x) ool
k=0"" “Ni=1 t=0
donde
Rt
$0 Rino)(t) es acotado cuando ¢ — 0.
tk+1

para cualquier mapeo coordenado ¢ de V.
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A.4. Operadores ortogonales y unitarios

Consideremos F como R o bien como C. Recordemos que si V' es un espacio
vectorial sobre F', de dimensién finita d y con producto interior (, ), dada una
base ortonormal [ ésta induce un difeomorfismo entre End(V) y gl(d, F), a
saber el que asocia a T' € End(V') surepresentacién matricial en la base 3, [T]g.
Mi4s atin, la restriccién de dicho difeomorfismo a Aut(V') es un isomorfismo de
grupos de Lie sobre GI(d, F).

Dada A = (ai;) € gl(d,F) denotemos A* = (a;;), donde la barra superior
indica conjugacién compleja. En el caso en el que F = R se tiene que A = A’.

Recordemos también que por ser V' dimensionalmente finito, para todo T €
End(V) existe un tdnico T* € End(V) que satisface

(T(z),y) = (2, T"(y))

para cualesquiera z,y € V.

A T* le llamaremos el operador adjunto de T'. La relacién entre Ty T
se manifiesta también en las representaciones matriciales de ambos operadores
con respecto a una base ortonormal [, a saber

[T = [T15-

Si consideramos ¢ € F' 'y U € End(V) se siguen de la definicién de operador
adjunto las siguientes propiedades

L (eT)*=¢T*.
i (T*)*=T.
m. I*=1

v. (TolU)*=U*oT*.

Més atin, si 7' € Aut(V) entonces T* € Aut(V) y (T*)~! = (T~1)* pues
dados z,y € V

(T* o (T7")*(x),y) = ((T"")"(=),T(y))
(2, T ' oT(y)) = (z,y)

es decir T* o (T71')* = I* = I. Analégamente se tiene que (T~')* o T* = I.

Enseguida analizaremos algunas nociones y resultados importantes con res-
pecto a los operadores de V' y sus adjuntos. A menos de que se especifique lo
contrario hablaremos de espacios vectoriales sobre F'.
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Lema A.4.1. Sea V espacio vectorial dimensionalmente finito con producto
interior. Si T tiene un eigenvector distinto de cero correspondiente al eigen-
valor A entonces T* tiene un eigenvector distinto de cero correspondiente al

eingenvalor A.

Demostracién. Sea v eigenvector de T cuyo eigenvalor es A, entonces para
toda x €V

0 = (T(v) = AI(v),2) = (v, (T = \I)"(2))
= (v, T* — M (z))

de modo que v es un elemento del conjunto ortogonal de Im(T* — \I), de
ahi que Im(T* — AI) es un subconjunto propio de V, lo cual es una condicién
necesaria y suficiente para que 7% — AI no sea inyectiva; por ello existe 7 € V.
distinto de cero que se encuentra en el kernel de T* — XI, que es equivalente a
decir que es un eigenvector de T* con valor propio .

Definicién A.4.2. Sea V espacio vectorial dimensionalmente finito con pro-
ducto interior. Diremos que un operador T es normal si T oT* = T* o T.
Anélogamente diremos que A € gl(d, F') es normalsi AA* = A*A.

Si T es un operador y (8 una base ortonormal entonces 7' es normal siy
sélo si [T]g es normal.

Proposicion A.4.3. Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito con
producto interior. Si T' € End(V) es normal entonces satisface los siguientes
enunciados:

L StzeV, [[T(x)] = [|T"()]l.
1. Para cualquier ¢ € F', T — ¢l es normal.

1. Si z €V es un eigenvector de T', z es un eigenvector de 7. Més anin, si
A € F satisface T'(z) = Az entonces T™(x) = Az.

Demostracion. 1. Sea = € V, entonces
(T"(2), T*(x)) = (&, ToT") = (X,T" o T(x))
= (T(z),T(x)).
11. Observemos que
(T—cl)o(T—c)*=(T—=cl)o(T*—¢l)
=ToT* —cT* — T + |c|*T

=T*oT —T* — ¢l + |c|*T
=(T —cl)*o (T —cl).
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1I. Sea z € V un eigenvector de T' con eigenvalor A, entonces
(T* = X(2),T* — M (x)) = (T — M (2),T* — X (z)) =0

es decir, T* — A (z) = 0.
]

Teorema A.4.4. (Schur) Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito
con producto interior y T € End(V') cuyo polinomio caracteristico se descom-
pone, entonces existe una base ortonormal B para la cual [T)g es triangular
superior.

Demostracién. Procederemos por induccion sobre la dimensién de V. Si dimV
1 es inmediato.

Supongamos que la afirmacién es cierta para operadores de un espacio vec-
torial de dimensién finita k& cuyo polinomio caracteristico se descompone. Sean
V' y T como en las hipdtesis, y supongamos que dimV = k+ 1. Sea A el valor
propio de T'. Por el Lema A.4.1 existe z € V ~\. {0} de norma 1 para el cual

T*(2) = Az. Sea W el subespacio generado por z. Denotemos como W el
subespacio ortogonal de W y bservemos que T(W) C W pues dado z € W

0= Mz, z) = (x,\2)
= (2,T%(2)) = (T(x), 2).

Asi T3 es un operador de W cuyo polinomio caracteristico se descompone
(pues éste divide al polinomio carateristico de T).

Sea = {wv1,...,v; } base ortonormal de W para la cual [T'|3] es trian-
gular superior. De modo que 3* = {w1,...,vx, 2} es una base ortonormal de
V y [T]g~ es triangular superior.

[ ]

Observemos que una condicién suficiente para que T sea normal es que
exista una base ortonormal de eigenvectores 3, pues [1"]s = [T} es diagonal
al igual que [T]g y por lo tanto

[T* o T]g = [T"][T)s = [T]s[T"]s
=[ToT"]s

es decir, ToT*=T*oT.

Veamos que en el caso en el que F' = C también es una condicién necesaria.

Teorema A.4.5. Sea V' un espacio vectorial sobre C, dimensionalmente finito
y con producto interior, entonces un operador T es normal si y solo si existe
una base ortonormal de eigenvectores de dicho operador.
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Demostraciéon. Supongamos que 7" es normal. Como el polinomio carateristi-
code T se descompone, por el Teorema de Schur existe 3{ v1,...,v, } una base
ortonormal de V para la cual [T]s es triangular superior. Observemos de dicha
base realmente estd formada por eigenvectores de V.

Procederemos por induccién sobre n.

Notemos que v1 es un eigenvector de T. Supongamos que para 1 < j <n,
si ¢ < j entonces v; es eigenvector de 7' correspondiente al eigenvalor A;, de
modo que

Ay = <T(UZ)’W> = (v;, T"(v;))
= (vj, \ivg) = (A, v;) = 0.

De modo que v; es eigenvector de 7', concluyendo con ello que 3 es una base
de eigenvectores de T. |

Consideremos R? como R-espacio vectorial con el producto usual. Sea 0 <
0 < m, de modo que la matriz de rotaciéon por el &ngulo 6

cos) —send
senf)  cos6

es normal pero no tiene eigenvalores.

Esto nos dice que en el caso real es necesario considerar una condicién mas
fuerte que la normalidad para asegurar la existencia de bases ortonormales de
eigenvectores para los operadores.

Definicién A.4.6. Sea V espacio vectorial dimensionalmente finito con pro-
ducto interior. Diremos que un operador T de V es autoadjunto si T = T*.
Anélogamente diremos que una matriz A € gl(d, F) es autoadjunta si A = A*.

Lema A.4.7. Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito con produc-
to interior y T un operador autoadjunto, entonces todos sus eigenvalores son
reales.

Demostraciéon. Dado que T es autoadjunto, es normal. Asi, para cualquier
eigenvalor A\ € F existe un eigenvector x € V ~ {0}. Por el inciso (c) de la
Proposicién A.4.3, x también es vector propio de A, de modo que

e =T*(z) =T(z) = .

Asi A =X y por lo tanto es real.
|

Teorema A.4.8. Sea V wun espacio vectorial sobre R dimensionalmente finito
y con producto interior, de modo que un operador T es autoadjunto si y sélo si
existe una base ortonormal de eigenvectores de T'.
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Demostraciéon. Sea [ una base ortonormal de eigenvectores de 7. Como
todos los eigenvalores son reales [T = [T]g, es decir T' = T,

Suponiendo que T es autoadjunto, por el Lema A.4.7 se tiene que todos los
eigenvalores son reales, de modo que el polinomio carateristico se descompone.

Gracias al Teorema de Schur la demostracién se sigue de igual modo que la del
Teorema A.4.5. [ ]

Corolario A.4.9. Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito y con
producto interior. Entonces T' es autoadjunto si y solo si existe una base ortonor-
mal de eigenvectores y todos los eigenvalores son reales.

Recordemos que || || : V — V definida como ||v|| = \/{(v,v) es la norma
inducida por (,) en V.

A continuacién veremos algunas de las relaciones que hay entre un operador
y su adjunto con respecto a la norma inducida por el producto interior de V.

Definicién A.4.10. Decimos que para cualquier T € End (V) que satisface
que dado = € V ||T(z)|| = ||z||, es ortogonalsi F =R o unitario si F = C.

Proposicion A.4.11. Sea V un F-espacio vectorial dimensionalmente finito
con producto interior y 7' € End (V). Entonces son equivalentes los siguientes
enunciados

LT oT=ToT*=1.

—

L (T'(z),T(y)) = (z,y) para cualesquiera z,y € V.

1. Si B es ortonormal entonces T'(3) es ortonormal.

1v. Existe una base [ ortonormal para la cual T(3) es ortonormal.
v. ||T(2)|| = ||z|| para toda x € V.

Demostracién. 1. = 11. Sean z, y € V, de modo que

(T(2), T(y)) = (T" o T(2), ) = (x,9).

II. = 1L Sea 0 = {wv1,...,v, } base ortonormal entonces para cualesquiera
i,je{l,...,n}

(T'(vi), T(v3)) = (vi,v5) = by

donde §;; es la delta de Kronecker.
III. = 1V. Se sigue directamente.

Iv. = V. Sea 8 = {wvy,...,v,} base ortonormal para la cual T(3) es
n n
ortonormal. Sea x = > {(x,v;)v;, lo cual implica que = = > (z,v;)T(v;),
i=1 i=1
entonces ' '
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n n
||z|)? = Zwvl U“ZZ’U] vj)
=1 j=1

n

= D (wvi){w, v5) (vi, vj)

-
[y
Il
-

[C

I

=1

Andlogamente
IT(@)| = D (v, o5} {T(vi), T(v;))
i,j=1
= I,
i=1
Podemos concluir de esto que ||T'(z)|| = ||z||, para todo x € V.

V. = L Observemos que de mostrar que (v) = (II), se tiene que para
cualesquiera z,y € V

(z,y) = (T(2),T(y)) = (T" o T(x),y)
es decir I = I* =T*oT. Como T es inyectiva entonces es invertible y por
tanto T* =T~

Verifiquemos que para cualesquiera z,y € V, (z,y) = (T'(z),T(y)).
Sabemos que (T'(z+y),T(z+y)) = (x+y,z+y) lo cual ocurre si y sélo si

(T(x), T(x)) +(T(x), T(y)) + (T'(y), T(x)) + (T(y), T(y))
= <.%',.%'> + (x,y) + <y’ :L') + <ya Z/)

lo cual implica que

Re (z,y) = Re (T'(z),T(y))-

En el caso de que F' = R habremos concluido. Si F = C entonces en forma
andloga obtenemos que (T'(z + iy), T(x + iy)) = {(x + iy, z + iy), por lo cual

i(T'(y),T(x)) — (T (x),T(y))
= Z(y,$> - 7’<I7y>

lo cual implica que Im (T'(z),T(y)) = Im (z,y).
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Por la Proposicién anterior y los Teoremas A.4.5 y A.4.8 concluimos los
siguientes resultados

Corolario A.4.12. Sea V un espacio vectorial sobre C, dimensionalmente
finito y con producto interior, entonces un operador T’ es unitario si y sélo si
existe una base ortonormal de eigenvectores de dicho operador cuyos eigenvalores
tienen valores absolutos iguales a 1.

Corolario A.4.13. Sea V un espacio vectorial sobre R dimensionalmente
finito y con producto interior, de modo que un operador T es autoadjunto y
ortogonal si y sélo si existe una base ortonormal de eigenvectores de T cuyos
eigenvalores tienen valores absolutos iguales a 1.

Veremos un concepto més que nos ayudara a describir algunas propiedades
con respecto a los operadores unitarios y ortogonales.

Definicién A.4.14. Sea V un espacio vectorial sobre F' dimensionalmente
finito y con producto interior. Diremos que un operador T' es definido positivo
(semidefinido positivo) si es autoadjunto y para toda = # 0 en V

(T(z),2) >0 (T(x),z) > 0).

Una matriz A € gl(d, F) es definida positiva (semidefinida positiva) si L4,
el operador definido en F¢ cuya respresentacién matricial con respecto a la base
canénica en F¢ es A, es definido positivo (semidefinido positivo).

Proposicion A.4.15. Sean V un espacio vectorial sobre F' dimensionalmente
finito y con producto interior y 7" un operador autoadjunto en V. Sea [ una
base ortonormal de V'y A = (a;;) = [T, entonces

I. T es definido positivo (semidefinido positivo) si y sélo si todos sus valores
propios son positivos (no negativos).

1. T es definido positivo si y sélo si
d

Z Ajja;a; >0 para cualquier (aq,...,aq) # 0.
ij=1

Anélogamente se tiene que T es semidefinido positivo si y sélo si

d
Z Ajjaja; > 0 para cualquier (aq,...,aq) # 0.
ij=1

1. T es definido positivo (semidefinido positivo) si y sélo si A es definida
positiva (semidefinida positiva).
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Demostracién.

I. Por el Lema A.4.7 T tiene tinicamente eigenvalores reales. Supongamos
que T es definido positivo (semidefinido positivo), de modo que para cualquier
eigenvalor A\ y z eigenvector, 0 < (T'(z),z) = A(z,z), concluyendo con ello
que 0 <A (0 N).

Supongamos que todos lo eigenvalores de 1" son positivos (no negativos). Co-
mo T es autoadjunto, existe 3 = {v1,...,vq} base ortonormal de eigenvetores
con eigenvalores correspondientes Aq,..., Ag.

d
Sea x = Y a;v; # 0 entonces
i=1

(T'(x), )

<Z(li)\ivi, Zajvj)

=1 Jj=1
d
= E )\ia,ﬁj <U,’, 1)]'>
ij=1

d
= Z)\Z|az|2 >0
=1

(o bien es mayor o igual a cero si los eigenvalores son no negativos).
II. Supongamos que

ZAijajEi >0 para cualquier (ai,...,a,)# 0.
4,J

Consideremos [ como en el inciso anterior, de modo que para cualquier

d
x= Y a;v; #0
i=1

d
(T(x),2) = > aid@;(T(vi),v;)

ij=1
d
= Z Alia,ﬁj(vl,vj>
i,4,l=1
d
= Z Aijajﬁi > 0.
ij=1
Supongamos que T es definido positivo. Sea (a1, ...,aq) # 0, de modo que
d
x =Y. a;v; #0. Por ello
i=1
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d
0< (T@).2) = 3 aid,(T(v).v,)
d

= Z aiajAli<’l}l,1}j>

i4l=1

d
E Aijaja,i.

i,7=1

111. Si consideramos L4 y [ la base canénica de F¢ entonces por el inciso
anterior L4 es definido positivo si y sélo si
ZA,-jajaz- >0 para cualquier (ay,...,a,) # 0,
,J

lo cual ocurre si y sélo si T es definido positivo.

De ese modo T es definido positivo si y sélo si L4 es definido positivo si y
sblo si A es definida positiva.

Proposicion A.4.16. Sea V F-espacio vectorial de dimension finita d con
producto interior (, ). Sea T automorfismo de V', entonces

T=LoK

donde L es un operador definido positivo y K es un operador unitario (orto-
gonal si F'=R).

Demostracién. Observemos que T'oT* = Py es autoadjunto pues (T'oT*)* =
(T*)*oT* =T oT*, por lo que todos sus eigenvalores son reales (Lema A.4.7).
Maés aun, si A es un eigenvalor de Py y « € V' es un eigenvector entonces

Mz, z) = (Po(), )
= (T o T (2),2) = (T"(2), T"(x))

Como z # 0 y T* es invertible (ya que T lo es), T*(z) # 0 y por lo tanto
A > 0. De modo que P, es definido positivo (Proposicién A.4.15 inciso (I)).
Sabemos que existe una base ortonormal § = {v1,...,v4} de eigenvectores
de Py (Teoremas A.4.5 y A.4.8). Denotemos como Aj,...,Aq a sus respectivos
eigenvalores y definamos el operador P que satisface que P(v;) = v/A; v;, para
i€{1,...,d}. Deese modo P es definido positivo pues tiene una base ortonor-
mal de eigenvectores y todos sus valores propios son positivos (por el Corolario
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A.4.9 y la Proposicién A.4.15 inciso (1)). Observemos que P? = Py. Definamos
K = P! oT que resulta ser un automorfismo de V. M4s atin,

KoK*= (P toT)o (P toT)*
=P 'oToT*o (P )"
=P loPyo(P*)!
=P loPopP!
=P lopP?op!
=1.

De modo que K* = K1 y por lo tanto K es unitario (ortogonal si F = R),
concluyendo asfi el resultado.
|

Corolario A.4.17. Sea A € Gi(d,F). Entonces A = BC donde B es una
matriz definida positiva y C' una matriz unitaria (ortogonal si F' = R).

Demostracién. Denotemos A = (a;;). Consideremos la base canénica de F?
y denotémosla 3 = {e; }¢_,. Sea L4 el operador que satisface que

d
LA(ej) = Zaijei

i=1

de manera que [Lalg = A y porlo tanto L4 es un automorfismo. Por la proposi-
cién anterior existen L operador definido positivo y K unitario (ortogonal si
F =TR) tales que

Ly=LoK.

Considerando [L]g = B y [K]g = C concluimos el resultado.

A.5. Medida cero en variedades

En esta parte nos limitaremos a exhibir los resultados basicos que emplearemos
al mostrar la versién débil del Teorema de Sard para variedades, que asegura
que la imagen de una funcién suave, cuyo dominio es una variedad que tiene
dimensién menor a la del codominio, tiene medida cero en este tltimo (y como
consecuencia es de interior vacio). El concepto de medida cero para variedades
arbitrarias es definido a partir del de medida cero en espacios euclidianos, el
cual serd precisado a continuacién.

Sean a = (ai,...,aq), b = (b1,...,bg) € R?, tales que a; < b;, para
toda ¢ € {1,...,d}. Diremos que el sdlido rectangular formado por a y bes el
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conjunto de puntos = = (x1,...,24) € R? denotado como S(a,b), que satisface
que a; < x; < b;. Si by —a; =...=bg— ag, S(a,b) serd llamado cubo.

Adem4ds entenderemos como el volumen del sélido S(a,b) el producto

y lo denotaremos como vol (S(a,b)).

Definicién A.5.1. (Medida cero). Decimos que A C R? es un conjunto de
medida cero en RY si para cualquier € > 0 existe una sucesién de sélidos
rectangulares Si, Sa,... cuya unién cubre a A y Y .2 vol(S;) <e.

Observaciones A.5.2. Enseguida se mencionan propiedades generales con res-
pecto a las definiciones previas

I.

II.

III.

V.

La definicién anterior es equivalente a que exista una sucesion de cubos
., o0
S1,S2,... cuya unién cubre a A y Y >, vol (S;) < e.

Si A C R? es un conjunto de medida cero en R¢, cualquier subconjunto
de A también lo es.

La unién numerable de suconjuntos de medida cero en R? vuelve a ser de
medida cero en R.

Considerando R? como subconjunto de R¥! de la forma usual, resulta
ser de medida cero. Esto se puede ver en la siguiente forma: si K es un
subconjunto compacto en R? existe un cubo S contenido en R¢ formado
por intervalos de longitud D y el cual contiene a K. Por lo que dado € > 0,
el cubo S = S x (=357, 357) R*™ contiene a K como subconjunto de
R v vol (S) < €, concluyendo asi que K es de medida cero en R4+,
Ya que R es cubierto por una cantidad numerable de compactos se sigue
que es de medida cero en R4+1,

Por induccién se sigue que R? es un subconjunto de medida cero en RF,
cuando d < k.

Si U es un subconjunto abierto y no vacio de R? entonces no resulta un
conjunto de medida cero en R?. Para verificarlo supongamos que es de
medida cero. Como no es vacio, existen zg € U y € > 0 de tal manera que
un hay un cubo S formado por intervalos de longitud e, cuya cerradura
estd contenida en U y que es una vecindad de xzg. Sea Sp, So,... sucesién
de cubos cuya unién cubre a U y que satisfacen que »_,;_ vol (S;) < €.

Sean S;,,...,Sin cubos cuya unién cubre a S (que es compacto), de tal
forma que

n

et = vol (S) < ZVOI (Si,) < Zvol(S,-) <é
=1 ieN
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lo cual es una contradiccién. De modo que U no tiene medida cero.

Como consecuencia de ello se concluye que R? no es de medida cero en
sf mismo, pero sf lo es en R* si d < k. También que el complemento de
cualquier conjunto de medida cero en R* tiene interior vacio (o equivalen-
temente, es denso en R¥).

Algunas consecuencias del siguiente resultado seran fuertemente utilizados
en la prueba del Teorema de Sard que ya hemos comentado.

Teorema A.5.3. Sea U C R? un subconjunto abierto y f: U — R? una
funcién suave. Si A C U es de medida cero en R? entonces f(A) es de medida
cero en RY.

Demostraciéon. Sea K, Ks,... una sucesion de compactos contenidos en U
cuya unién es U mismo y que satisface que para cualquier [ € N,

o
K C K.

Ya que para cualquier [ € N, K;N A es un conjunto de medida cero, basta
verificar que f(K; N A) es de medida cero en R? pues con ello

f(A) = f(UKz a A>: UJrEina)

leN leN

serfa una unién numerable de conjuntos de medida cero, con lo cual concluirfamos.

Sean [ € N y € > 0. Como f es suave (en particular de clase C1), es de
Lipschitz en compactos. Por ello existe M;,; > 0 de tal modo que para cua-
lesquiera z,y € K11, |f(z) — f(y)| < Miy1]z —y|- Yaque K;NA es subcon-
junto del interior de K41, existe una sucesiéon de cubos Si, Se,... contenidos
en K41 cuya unién es K; N A y para la cual ) .o vol(S;) < ﬁ, donde

My, = Qddszir
Denotando la longitud de los intervalos que forman a S; como D(4), consideremos

s; € S; y el cubo centrado en f(s;) formados por intervalos de longitud

2dM;+1D(i), es decir, si s; = (c1,...,cq)) dicho cubo resulta ser el sélido

rectangular generado por los puntos

a=(c1 —dMi1D(i),...,cqa —dM11D(i)) ¥y
b= (Cl + dMl+1D(i)7 oy Cq Tt dMl+1D(i) ) .

Denotemos a dicho cubo como S;(f(s;)) y observemos que para cualquier s €
Si, |£(s:) = £(8)] < Myzalsi — s| < Mi414/dD(i)? < dM;4+1D(4); ya que la bola
de radio dM;y1D(i) alrededor de f(s;) se queda contenida en S;(f(s;)), se
tiene que f(S;) C S;(f(s;)). De esa forma
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F(Kin4) ¢ f(U&)g US:(F(s0).

€N leN

Ademas
D Vol (Si(f(i) = > Mj, vol (Si) <e.
i=1 =1

De ahf que f(K; N A) tiene medida cero en RY.
]

Proposicion A.5.4. Sea U C R? un subconjunto abierto y f : U — R”
una funcién suave. Si d < k entonces f(U) es de medida cero en R,

Demostracién. Consideremos U x RF=4 subconjunto abierto de R*. Denotemos
U =1{(z,0,...,0) € R¥ : z € U}. Por las observaciones de A.5.2 incisos I y
1v, U es un subconjunto de U x RF~¢ que tiene medida cero en R*.

Sea F :U x R*=4 — RF la funcién suave definida como F(z,y) = f(z).

Por la Proposicién anterior, F(U) = f(U) es de medida cero en R*.
]

Observacién A.5.5. Un Corolario de la Proposicién anterior es que dado U C
R? subconjunto abierto de R y f : U — R* una funcién suave, si d < k
entonces f(U) tiene interior vacio, o equivalentemente que R* . f(U) es denso
en R (observacién A.5.2 inciso V).

Ahora definiremos la nocién de medida cero en variedades diferenciales, que
como consecuencia del Teorema A.5.3, es una generalizacién del concepto de
medida cero en espacios euclidianos.

Definicién A.5.6. (Medida cero en variedades). Consideremos M una varie-
dad diferenciable de dimensiéon k. Diremos que O C M es un conjunto de
medida cero en M si dado cualquier sistema coordenado (U, ) en M, el con-
junto (U N O) es de medida cero en R,

Observaciones A.5.7. Si V' es un subconjunto de medida cero en una variedad
M?, cualquier V' subconjunto de V es de medida cero en M ya que dado
(U, ) sistema coordenado de M, o(UNV') C (U NYV).

Ademds, considerando {V; };en una sucesién de subconjuntos de medi-
da cero en M, su unién resulta ser de medida cero pues ¢(U;enVi) NU) =
Usen (Vi NU) es una unién numerable de conjuntos de medida cero en R¥.

Teorema A.5.8. (version débil del Teorema de Sard para variedades
diferenciables) Sean MY y N* wariedades diferenciables y f : M — N
una funcién suave. Si d < k entonces f(M) es de medida cero en N.
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Demostraciéon. Dado que M es segundo numerable existe un conjunto nu-
merable de sistemas coordenados { (U;, ¢;) bien de tal forma que cubren a M.
Observemos que es suficiente mostrar que para cualquier ¢ € N, f(U;) tiene
medida cero en N, pues en tal caso

f(M) = f(UUz-)— Urw)

i€N €N

seria la unién numerable de conjuntos de medida cero en M.

Sean i € N y (V,4) un sistema coordenado de N. Como

Yofop g (Uinf Y (V) — R*

es una funcién suave y o;(U; N f~1(V)) es un abierto en R?, se sigue de la
Proposicién A.5.4 que

Vo fou eiUin f7H(V))) = w(f (Ui f7HV))) = w(f(U:) N V)

es de medida cero en R*, con lo cual se concluye que f(U;) es un subconjunto
de medida cero en R¥. |

Observacién A.5.9. Dadas una variedad M¢ y O un subconjunto de medida
cero de M, dicho conjunto tiene interior vacio. De lo contrario exitiria (U, ¢)
sistema coordenado de M que satisface que U es un subconjunto no vacio de
O. Como ¢(U) es un subconjunto abierto y no vacio de R?, no es de medida
cero y por consecuencia U no es de medida cero, contradiciendo el hecho de que
estd contenido en O, el cual es de medida cero. De esa forma, al igual que con la
Proposicién A.5.4, se tiene un Corolario del Teorema anterior: sean M9¢ y NF
variedades diferenciables y f: M — N una funcién suave. Si d < k entonces
f(M) tiene interior vacio (o equivalentemente, su complemento es denso en M).

Corolario A.5.10. Sean M? y N* variedades diferenciablesy f: M — N
una funcién biyectiva. Si f es una inmersién (es decir, es suave y para cada
m € M, df,, es inyectiva) entonces es un difeomorfismo.

Demostracion. Por el Teorema de la funcién inversa basta mostrar que d = k,
va que de ese modo la funcién resultara un difeomorfismo local y por ser biyectiva
su inversa serd suave. De suponer que las dimensiones no son iguales, se tiene
que d < k pues f es una inmersién. Por el Teorema A.5.8, f(M) = N es de
medida cero en N, lo cual no es posible pues N es un subconjunto abierto de
s{ mismo (observacién A.5.9). Por lo tanto las dimensiones son iguales. |
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