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inagotable de enseñanzas. Su pasión, entrega y dedicación me inspiran y han
hecho que desee fervientemente continuar aprendiendo más al respecto. Entre
estas personas se encuentra el Doctor Raúl Quiroga Barranco, quien aún antes
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9. Variedades homogéneas y acciones propias 225
9.1. Generalidades sobre variedades homogéneas . . . . . . . . . . . . 225
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Introducción

No cabe duda que hasta cierto punto la noción de variedad diferenciable (Caṕıtu-
lo 1, sección 1.1), fruto del trabajo de matemáticos brillantes como Riemann
(1826-1866) y Poincaré (1854-1912), es de un valor incalculable para varias
teoŕıas. Un ejemplo de esto es justamente la teoŕıa de grupos de Lie. Sin embar-
go, dicha Teoŕıa no se presentó en un principio como consecuencia directa del
desarrollo de la Teoŕıa de variedades diferenciables, que es la forma en que se
aborda en este trabajo. Curiosamente la Teoŕıa de grupos de Lie se desarrollo
a finales del siglo XIX en forma casi paralela a la Teoŕıa de variedades y a la
Teoŕıa de grupos.

En 1860 la teoŕıa de grupos de permutaciones fue descubierta y utilizada por
varios matemáticos, entre ellos Camille Jordan quien en 1868 trabajó con sub-
grupos cerrados del grupo de movimientos del espacio euclidiano de dimensión 3.
A pesar de que la teoŕıa de invariantes ya era conocida por los matemáticos gra-
cias al trabajo hecho mediante conjuntos infinitos de transformaciones geométri-
cas cerrados bajo composición (como por ejemplo las transformaciones lineales
y proyectivas), hasta ese momento nadie hab́ıa conjugado ambas ideas. En 1869
el matemático noruego Sophus Lie (1842-1899) concibe la brillante idea de intro-
ducir nociones de invariantes en Análisis y Geometŕıa diferencial. Él observó que
el método clásico de integración por cuadraturas de ecuaciones diferenciales de-
pende enteramente del hecho de que la ecuación es invariante bajo una familia
continua de transformaciones. De esa forma, trabajando primero con Félix Klein

(1849-1925) y posteriormente con Engel, estudia grupos de Transformaciones y
conjuntos de sistemas de ecuaciones diferenciales de la forma

x′
i = fi(x1, . . . , xn, a1, . . . , ar) (1 � i � n) ,

donde a1, . . . , ar son parámetros y satisfacen que el Jacobiano ( ∂fi

∂aj
) es de

rango r. Llamó a dicho conjunto grupo continuo de transformaciones en n-
variables, dependientes efectivamente de r parámetros.

Sobre esto comenzó a escribir en 1874, exponiéndolo sistemáticamente en
el tratado Theorie der Transformationsgruppen (1888-1893). En este trabajo
asocia a cada grupo continuo de transformaciones un conjunto de operadores
diferenciales a los que llama transformaciones infinitesimales, de tal manera
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que muchas de las propiedades de los grupos continuos pod́ıan interpretarse
en propiedades del conjunto de sus transformaciones infinitesimales 1. La con-
cepción del conjunto de transformaciones infinitesimales asociadas a un grupo
continuo de transformaciones es la base de lo que actualmente conocemos como
el álgebra de Lie de un grupo de Lie 2(Caṕıtulo 4, sección 4.2).

Este trabajo pretende mostrar los resultados básicos de la Teoŕıa de grupos
de Lie, que a su vez son considerados como un caso particular de variedad dife-
renciable. Es por ello que a lo largo del mismo se podrá apreciar la generalidad
y fuerza de ambas Teoŕıas.

Los primeros dos caṕıtulos están enfocados a la Teoŕıa de variedades dife-
renciables. El Caṕıtulo 1 incluye, además de los conceptos y ejemplos básicos
de variedades, algunos resultados topológicos, como es la paracompacidad (y en
consecuencia la propiedad de normalidad) y la existencia de particiones de la
unidad suaves.

En el Caṕıtulo 2 se da la generalización del concepto de diferencial en varie-
dades junto con sus principales propiedades (algunas de ellas obtenidas direc-
tamente de resultados de Cálculo Diferencial en espacios euclidianos, como el
Teorema de la Función Inversa). Se contemplan algunas subestructuras de va-
riedades diferenciables como son las inmersiones, sumersiones y subvariedades.
Al final de este Caṕıtulo se centra la atención en los campos vectoriales de una
variedad diferenciable y en el concepto de distribuciones, que resultará primor-
dial en el estudio de grupos de Lie. Con respecto a este último se presenta el
Teorema de Frobenius, un conocido y fuerte resultado que será una herramienta
fundamental en los caṕıtulos posteriores.

En el Caṕıtulo 3 se contemplan resultados básicos al respecto de formas dife-
renciales de una variedad diferenciable, como son la derivada exterior y la deriva-
da de Lie para campos vectoriales y formas diferenciales. Además se incluye la
interpretarción algebraica en términos de formas diferenciales del Teorema de
Frobenius.

A partir del Caṕıtulo 4 se estudian propiedades de los grupos de Lie. Jus-
tamente en éste, además de la definición y ejemplos, se analizan las nociones
básicas para el estudio de grupos de Lie como el concepto abstracto de álgebra
de Lie, junto con ejemplos, llegando mediante los campos vectoriales invariantes
izquierdos a definir el caso particular del álgebra de Lie de un grupo de Lie. En
esta parte también se analiza el concepto dual de campos invariantes izquierdos,
que es el de formas invariantes izquierdas.

En el caṕıtulo 5, como su nombre lo indica, se construyen grupos de Lie y
álgebras de Lie a partir de las propiedades de un grupo de Lie dado. Se comienza
en la sección 5.1 con la definición y el análisis de algunas propiedades de morfis-
mos de grupos de Lie. La sección 5.2 incluye el concepto de subgrupo de Lie y
subálgebra de Lie, estableciendo mediante un importante resultado una corres-
pondencia biuńıvoca entre las subálgebras de un grupo de Lie y los subgrupos

1Bourbaki, Nicolas. Lie Groups and Lie Algebras. Addison-Wesley Publishing Company,
1975, pp. 410-429.

2El concepto de álgebra de Lie es introducido por Hermann Weyl (1885-1955) en 1934.
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Introducción

conexos del mismo (Teorema 5.2.4). Se presentan Corolarios tanto del resultado
como de la demostración del mismo, entre ellos que un morfismo que sale de
un grupo de Lie conexo queda completamente determinado por la imagen de su
diferencial (Teorema 5.2.7). En esta parte también se incluyen condiciones sufi-
cientes para que un subrupo abstracto de un grupo de Lie tenga una estructura
de subgrupo de Lie y se caracteriza a los subgrupos cerrados de un grupo de Lie
como encajes del mismo (Teorema 5.2.10). En la última sección de este Caṕıtulo
se analiza el cubriente universal de un grupo de Lie (este concepto junto con
el de espacio cubriente son tratados en el Apéndice, sección A.2), mostrándose
primero que los espacios cubrientes conexos de una variedad diferenciable en
general, reciben una estructura de variedad diferenciable con la cual el mapeo
cubriente es suave. En el caso particular de grupos de Lie se observa que su
cubriente universal recibe además una operación de grupo compatible con dicha
estructura de variedad, de manera que resulta un grupo de Lie y la aplicación
cubriente universal un morfismo de grupos de Lie (Teorema 5.3.4). Además de
esto, se da una caracterización de los morfismos de grupos de Lie que a su vez
resultan aplicaciones cubrientes, finalizando con un resultado que nos asegura
que un morfismo de álgebras de Lie que va del álgebra de un grupo de Lie sim-
plemente conexo a el álgebra de otro grupo de Lie, determina en forma única
un morfismo entre estos de tal forma que la diferencial resulte el morfismo de
grupos de Lie inicial (Teorema 5.3.6).

Aunque los resultados previos al Caṕıtulo 6 nos dejan ver la estrecha relación
que existe entre un grupo de Lie y su álgebra de Lie, no es sino a partir de éste
que se establece expĺıcitamente la estrecha relación entre ellos. El mapeo expo-
nencial, que es el nombre de dicho Caṕıtulo, es una función suave que va del
álgebra de Lie de un grupo de Lie al grupo de Lie mismo y resulta un difeomor-
fismo local alrededor del cero del álgebra (Teorema 6.1.6). De ello se obtiene
una condición suficiente para determinar cuando un subgrupo abstracto de un
grupo de Lie es un subgrupo de Lie y cual es su álgebra de Lie (Teorema 6.1.9)
— en la sección 6.4 este resultado es la herramienta principal para determinar
las álgebras de algunos subgrupos de Lie del grupo lineal general de matrices
con entradas en los complejos y en los reales —. La sección 6.3 está destinada a
analizar el caso particular del mapeo exponencial en el grupo general lineal de
matrices con entradas en los complejos y en los reales.

Otros ejemplos de las consecuencias del mapeo exponencial son contempla-
dos en el Caṕıtulo 7. En la sección 7.1 se ve que basta pedir que un morfismo
de grupos entre dos grupos de Lie sea continuo para que resulte suave (Teore-
ma 7.1.2). El hecho de que un subgrupo cerrado abstracto de un grupo de Lie
tiene una única estructura de variedad diferencial que lo hace un subgrupo de
Lie del grupo de Lie que lo contiene, es analizado en la sección 7.2.

El concepto de representación, que se incluye en la sección 5.1, es retomado
en el Caṕıtulo de Linealización en grupos de Lie. En esta parte se analizan las
propiedades de cierta reprentación que va de un grupo de Lie en el grupo de
automorfismos de su álgebra. Es llamada representación adjunta y su diferencial
coincide con los corchetes de Lie (Proposición 8.1.6). Gracias a eso, entre otras
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cosas se dan condiciones necesarias y suficientes para que un grupo de Lie conexo
sea abeliano (Teorema 8.1.9).

Finalmente, el Caṕıtulo 9 se enfoca en analizar las propiedades de algunos
conjuntos bien conocidos en la Teoŕıa de grupos, llamados grupos cociente. En
la sección 9.1 se concluye que el grupo cociente que se obtiene de un grupo de Lie
a partir de un subgrupo cerrado recibe una estructura de variedad diferenciable
(Teorema 9.1.2). A los grupos cociente con dicha estructura de variedad se les
llama variedades homogéneas. Se muestra que salvo difeomorfismo, un grupo de
Lie actúa transitivamente tan sólo sobre variedades homogéneas (ejemplo 9.1.7
y Teorema 9.1.8), obteniendo gracias a esto y a algunos resultados previos que
una variedad homogénea obtenida a partir de un subgrupo normal de un grupo
de Lie, es un grupo de Lie (Teorema 9.1.13). La parte siguiente analiza los tres
Teorema de isomorfismo en grupos de Lie, haciendo uso del enunciado 9.1.10,
que es una generalización del Teorema 9.1.8. La última parte de esta sección
se enfoca a analizar ejemplos de variedades homogéneas obtenidas a partir de
acciones transitivas de subgrupos del grupo lineal general de matrices con en-
tradas en los complejos y los reales. En la sección 9.4 se dan algunos aspectos
topológicos de subgrupos del grupo lineal general de matrices con entradas en
los complejos y los reales. La última sección de este Caṕıtulo se enfoca en la
presentación y demostración de un resultado sobre acciones libres y propias de
un grupo de Lie en una variedad, el cual dice que el conjunto de órbitas de una
acción con esas caracteŕısticas recibe una estructura de variedad diferenciable
de tal forma que es un haz fibrado junto con la proyección canónica sobre la
variedad, y su fibra es el grupo de Lie.

En la última parte de este trabajo aparece un Apéndice en donde se in-
cluyen resultados y notas complementarias de temas que fueron empleados en
el desarrollo del mismo, con el afán de que dentro de lo posible el texto sea
autocontenido y que para ser consultado tan sólo sean necesarios conocimientos
básicos de Cálculo Diferencial e Integral, Álgebra Moderna y Topoloǵıa General.
Además se ofrecen recomendaciones bibliográficas para profundizar varios de los
temas expuestos.
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Caṕıtulo 1

Variedades diferenciables

1.1. Preliminares

Definición 1.1.1. Sea M un espacio topológico. Diremos que M es una variedad
topológica de dimensión d, si es Hausdorff, segundo numerable y cualquier m ∈
M posee una vecindad abierta homeomorfa a un subconjunto abierto de R

d.
Llamaremos mapeo coordenado a cualquier homeomorfismo ϕ definido de un
abierto conexo U ⊆ M en un subconjunto abierto de R

d. Las funciones xi =
ri ◦ ϕ serán llamadas funciones coordenadas (donde ri es la i-ésima proyección
canónica de R

d) y sistema coordenado a el par (U,ϕ = (x1, . . . , xd)). Diremos
que (U,ϕ) es un sistema coordenado cúbico si ϕ(U) es un cubo abierto alrededor
del origen en R

d y si m = ϕ−1(0), que está centrado en m.

Diversos autores llaman a lo que hemos definido como variedad topológica
de dimensión d, espacio localmente Euclidiano de dimensión d; algunos omiten
la condición de segundo numerable en la definición. Nosotros la incluiremos ya
que es necesaria para algunos de los resultados primordiales que presentaremos
(por ejemplo, para la existencia de particiones de la unidad).

El ejemplo más sencillo de una variedad topológica de dimensión d es justa-
mente R

d. De este espacio podemos interesarnos no sólo por su particular estruc-
tura topológica, sino por una de las más importantes y conocidas propiedades
que lo caracterizan: la diferenciación de funciones. Las siguientes definiciones
nos ayudarán a formalizar el estudio de una generalización de esta propiedad
para variedades topológicas.

Definición 1.1.2. Sea M una variedad topológica. Diremos que una familia de
sistemas coordenados F = {(Uα, ϕα) : α ∈ Λ} es una estructura diferenciable de
clase Ck (0 � k � ∞) en M si satisface las siguientes propiedades:

1. {Uα : α ∈ Λ} es una cubierta de M .

2. Dados α, β ∈ Λ, ϕα ◦ ϕ−1
β definida en ϕβ(Uα ∩ Uβ), es Ck.

1



Caṕıtulo 1. Variedades diferenciables

3. F es maximal con respecto a la propiedad 2, es decir, si (U,ϕ) es un sistema
coordenado que satisface que para cualquier α ∈ Λ, ϕ ◦ ϕ−1

α y ϕα ◦ ϕ−1 son
Ck, entonces (U,ϕ) ∈ F.

En tal caso diremos que (M, F) es una variedad diferenciable d-dimensional
de clase Ck.

Cuando no haya lugar a confusiones, denotaremos (M, F) únicamente con
M e indicaremos el hecho de que es d-dimensional con Md.

Como nuestro estudio sólo se restringirá a las variedades diferenciables de
clase C∞, los términos diferenciable o suave deberán interpretarse como diferen-
ciable de clase C∞. Por esta misma razón desde ahora, cuando se hable de una
variedad estaremos pensando que es una variedad diferenciable de clase C∞.

Observación 1.1.3. Notemos que dada una variedad topológica M y una fami-
lia de sistemas coordenados F0 que satisface las condiciones 1 y 2 de la definición
anterior, existe una única estructura diferenciable F que contiene a F0, a saber

F = { (U,ϕ) : ϕ ◦ ϕ−1
α y ϕα ◦ ϕ−1 son Ck, para todo (Uα, ϕα) ∈ F0 } .

La importancia de la condición de maximalidad de una estructura diferenciable
resaltará en algunos de los resultados que abordaremos.

Definición 1.1.4. Un mapeo continuo Ψ : M −→ N es diferenciable de clase
C∞ (denotado como Ψ ∈ C∞(M, N)) si ϕ ◦ Ψ ◦ τ−1 es C∞ para cualesquiera
mapeos coordenados τ en M y ϕ en N . En el caso particular en que N = R,
la notación que utilizaremos será Ψ ∈ C∞(M).

En esta definición hemos generalizado el concepto de suavidad de forma na-
tural. Es importante mencionar que muchas de las propiedades que conoćıamos
con respecto a esta definición siguen preservándose, como por ejemplo que la
composición de mapeos diferenciables es diferenciable y que Ψ ∈ C∞(M, N) si
y sólo si para cualquier abierto U ⊆ M , ψ|U ∈ C∞(U,N).

Ejemplo 1.1.5. El ejemplo básico y no por ello menos importante es (Rd,F),
donde F es la estructura diferenciable generada por el mapeo identidad i :
R

d −→ R
d en el sentido de la observación 2.

Es necesario resaltar que existen otras estructuras diferenciables para R
d que

no son iguales a F. Por ejemplo F0, la estructura diferenciable generada por
ϕ : R

d −→ R
d para la cual ϕ(x1, . . . , xd) = (x3

1, . . . , x
3
d). Para verificarlo basta

notar que ϕ−1(x1, . . . , xd) = ( 3
√

x1, · · · , 3
√

xd), y por lo tanto i �∈ F0, ya que
i ◦ ϕ−1 = ϕ−1 no es suave en el origen.

Al referirnos a R
d como variedad diferenciable pensaremos en (Rd, F).

2



1.1. Preliminares

Ejemplo 1.1.6. Sea V un R-espacio vectorial de dimensión finita d. Sabemos
que V es isomorfo a R

d como R-espacio vectorial y es posible que intuitivamente
esto nos resulte suficiente para pensar que V posee una estructura de variedad
diferenciable análoga a la expuesta en el ejemplo 1 para R

d. Esto resulta cierto
en el siguiente sentido:

Dados dos isomorfismos l1 , l2 : R
d −→ V , en particular son biyecciones.

Por ello existen τ1 y τ2 topoloǵıas en V para las cuales l1 , l2 son homeomor-
fismos. respectivamente. Más aún, (V , τ1) y (V , τ2) son variedades topológicas.
Considerando las estructuras diferenciables F1 y F2 generadas por l1 y l2 , res-
pectivamente, nos podemos preguntar que relación existe entre (V , τ1, F1) y
(V , τ2, F2).

Para contestar esa pregunta notemos que existe un isomorfismo l : R
d −→ R

d

que hace conmutar el siguiente diagrama

R
d

l ��

l1

���
��

��
��

��
� R

d

l2

����
��

��
��

��

V

A saber l = l−1
2 ◦ l1 .

Como l es un isomorfismo, resulta ser un homeomorfismo al igual que l1 y l2 .
Por lo tanto IV = l2◦ l ◦ l−1

1 es un homeomorfismo. De ah́ı que (V , τ1) = (V , τ2).
Notemos que l−1

2 ◦ l1 = l y l−1
1 ◦ l2 = l−1 son isomorfismos, de modo que son

C∞. Por lo tanto F1 = F2.
De todo lo anterior concluimos que (V , τ1,F1) = (V , τ2, F2), que por el

momento podemos interpretar como el hecho de que V tiene una estructura de
variedad diferenciable d-dimensional generada por los isomorfismos entre V y
R

d.
En particular el espacio complejo C

n resulta ser una R-espacio vectorial de
dimensión 2n y por lo anterior, una variedad de dimensión 2n.

Ejemplo 1.1.7. Sea (Md, FM ) variedad diferenciable. A cualquier U ⊆ M
abierto podemos inducirle naturalmente una estructura de variedad diferenciable
FU , a saber la generada por el conjunto

{ (Uα ∩ U,ϕα |Uα∩U ) : (Uα, ϕα) ∈ FM }.
Un ejemplo muy importante que tiene que ver con lo anterior es el grupo lineal
general de matrices complejas de d × d Gl(d, C), visto como subconjunto de
las matrices complejas de d × d, gl(d, C). Dado que esta última resulta ser
una variedad diferenciable al indentificarla con R

2d2
y det : gl(d, C) −→ R es

continua,

Gl(d, C) = {A ∈ gl(d, C) : det(A) �= 0 }

3



Caṕıtulo 1. Variedades diferenciables

es un subconjunto abierto de gl(d, C). Por lo tanto posee una estructura de
variedad diferenciable como la descrita. Análogamente sucede con el conjunto
de matrices reales de d × d gl(d, R), y Gl(d, R) ⊆ gl(d, R), el grupo lineal
general de matrices reales de d × d.

Ejemplo 1.1.8. Consideremos (Md, FM ), (N c,FN ) variedades diferenciables,
de modo que podemos inducir una estructura de variedad de dimensión d + c
en M × N considerando la estructura diferenciable que contiene al conjunto

{ (U × V, ϕ × τ) : (U,ϕ) ∈ FM y (V, τ) ∈ FN } .

Si Ψ : M −→ N es una función suave, la gráfica de Ψ

GΨ = { (m,ϕ(m)) ⊆ M × N : m ∈ M },

recibe una estructura de d-variedad diferenciable heredada de M en el siguiente
sentido: denotando π1 : M × N −→ M la proyección canónica sobre M y
λ : M −→ GΨ, definida como λ(m) = (m,Ψ(m)) para cualquier m ∈ M , dado
(U,ϕ) ∈ FM , el par (GΨ ∩ π−1

1 (U), ϕ ◦ π1|GΨ) es un sistema coordenado para
el cual la función inversa correspondiente al mapeo es λ ◦ ϕ−1. De este modo
GΨ tendrá la estructura de variedad generada por el conjunto

{ (GΨ ∩ π−1
1 (U), ϕ ◦ π1|GΨ) : (U,ϕ) ∈ FM }.

Ejemplo 1.1.9. Sea S
d = {x ∈ R

d+1 : | x | = 1 } la d-esfera unitaria.
Como subespacio de R

d+1, es Hausdorff y segundo numerable. Tomemos i ∈
{ 1, · · · , d + 1 } y consideremos

U+
i = { (x1, . . . , xd+1) ∈ S

d : xi > 0 } .

Análogamente definimos U−
i como el subconjunto de S

d que tiene a los elemen-
tos cuya i-ésima coordenada es menor que cero. Notemos que U+

i y U−
i son

subconjuntos abiertos de S
d.

Consideremos ϕ±
i : U±

i −→ R
d como

ϕ±
i (x1, . . . , xd+1) 	−→ (x1, . . . , x̂i, . . . , xd+1) .

Cada ϕ±
i es continua y biyectiva con respecto a su imagen ϕ±

i (U±
i ) = B̊d. Más

aún, es un homeomorfismo pues su inversa es continua y esta definida como

(ϕ±
i )

−1
(u1, . . . , ud) = (u1, . . . , ui−1,±

√
1 − | u |2, ui+1, . . . , ud) .
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1.1. Preliminares

De modo que como subespacio de R
d+1, S

d es una variedad topológica de di-
mensión d. No sólo eso, para cualesquiera i, j ∈ { 1, . . . , d + 1 }, ϕ±

i ◦ (ϕ±
j )

−1
es

suave.
Considerando la estructura diferenciable generada por {ϕ±

i }, concluimos
que S

d es una variedad diferenciable de dimensión d.

Ejemplo 1.1.10. Hasta el momento hemos visto ejemplos que si bien no son
el mismo R

d, heredan “naturalmente” propiedades topológicas o diferenciables
de esta variedad. Ahora consideraremos un espacio que ilustrará un poco más
la generalidad de la definición de variedad diferenciable.

Sea L = R
d+1

� {0} con la topoloǵıa de relativa y ∼⊆ L × L relación de
equivalencia en la cual

a ∼ b si y sólo si a = λb, para alguna λ ∈ R .

Como se hace comúnmente, denotaremos [x] a la clase de equivalencia de x.
L / ∼ con la topoloǵıa cociente será denotado como RP

d y llamado el espacio
proyectivo real de dimensión d.

Es conveniente notar que la topoloǵıa cociente es la más fina que hace con-
tinua a la función

L
π ��

RP
d

x 	−→ [x]

es decir U ⊆ RP
d es abierto si y sólo si π−1(U) ⊆ L es abierto.

Dicha topoloǵıa también es llamada topoloǵıa de identificación inducida por
π. Esta idea se generaliza en el siguiente sentido:

Sean X espacio topológico, Y conjunto y f : X −→ Y una función. La
topoloǵıa más fina que hace continua a f es llamada topoloǵıa de identificación
inducida por f . Dicha topoloǵıa esta definida como τ = {U ⊆ Y : f−1(U) ⊆
X es abierto }. En este caso f recibe el nombre de identificación.

Generalmente se supone que f es suprayectiva ya que la topoloǵıa en Y �

f(X) es discreta. Con esta idea enunciaremos un resultado que nos será útil y
cuya demostración puede ser consultada en [Prieto].

Teorema 1.1.11. Sea p : X −→ X̃ continua. Entonces p es una identificación
si y sólo si dada f : X −→ Y continua y compatible con p (es decir, f(x) = f(x′)
si p(x) = p(x′)), existe una única f̃ : X̃ −→ Y continua que hace conmutar el
diagrama

X
f ��

p

��

Y

X̃

f̃

���������
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Caṕıtulo 1. Variedades diferenciables

lo que significa que f̃ ◦ p = f .

Notemos que de este teorema podemos concluir que una función g : X̃ −→ Z
es continua si y sólo si g ◦ p es continua.

Regresando a nuestro problema original, consideremos i ∈ { 1, . . . , d + 1 } y
definamos

Ũi = { (x1, . . . , xd+1) ∈ L : xi �= 0 } .

subconjunto abierto de L. Se puede observar que Ũi es saturado, lo que significa
que π−1(π(Ũi)) = Ũi. De modo que si denotamos π(Ũi) = Ui, π|

Ũi
: Ũi −→ Ui

resulta ser una identificación y por lo tanto Ui es abierto en RP
d.

Consideremos ϕ̃i : Ũi −→ R
d definida como

ϕ̃i(x1, . . . , xd+1) =
(

x1

xi
, . . . ,

xi−1

xi
,
xi+1

xi
, . . . ,

xd+1

xi

)
,

que es continua (de hecho suave) y es compatible con π|
Ũi

. Aśı, por el teorema,
existe una función continua ϕi : Ui −→ R

d que hace conmutar el siguiente
diagrama

Ũi

ϕ̃i ��

π|
Ũi

��

R
d

Ui

ϕi

���������

Observemos que ϕi es un homeomorfismo, pues ψi : R
d −→ Ui definida como

ψi(u1, . . . , ud) = [(u1, . . . , ui−1, 1 , u1+1, . . . , ud)] ,

es la función inversa de ϕi y es continua. Esto se puede concluir considerando
ψ̃i : R

d −→ Ũi, donde

ψ̃i(u1, . . . , ud) = (u1, . . . , ui−1, 1 , u1+1, . . . , ud)

que no sólo es continua sino suave. De ah́ı que π|
Ũi

◦ ψ̃i = ψi sea continua.

Dado que Λ = {Ui : i ∈ { 1, . . . , d + 1 } } es una cubierta abierta de RP
d

y que para cualesquiera i, j ∈ { 1, . . . , d + 1 } la función ϕi ◦ ϕj
−1, definida en

ϕj(Ũi ∩ Ũj), es suave pues ϕi ◦ ϕj
−1 = ϕi ◦ ψj = ϕi ◦ π|

Ũi∩Ũj
◦ ψ̃i = ϕ̃i ◦ ψ̃j .

De manera que basta mostrar que RP
d es Hausdorff y segundo numerable para

concluir que (RP
d, F) es una variedad diferenciable de dimensión d, considerando

a F como la estructura diferenciable generada por el conjunto { (Ui, ϕi) : i ∈

6



1.2. Topoloǵıa en variedades diferenciables

{ 1, . . . , d + 1 } }. Esto último se debe a que Λ es una cubierta abierta y finita
de RP

d y cada uno de sus elementos es homeomorfo a R
d.

Observemos que en este caso π es suave, pues para toda i ∈ { 1, . . . , d+1 }

ϕi ◦ π = ϕ̃i

es suave.
Consideremos ahora L = C

d+1
�{0} con la topoloǵıa de relativa y ∼⊆ L×L

relación de equivalencia en la cual

a ∼ b si y sólo si a = λb, para alguna λ ∈ R .

Denotaremos [x] a la clase de equivalencia de x.
El conjunto de clases de equivalencia L / ∼ , con la topoloǵıa de identifi-

cación inducida por el mapeo canónico

L
π �� L / ∼

x � �� [x]

será denotado como CP
d y llamado el espacio proyectivo complejo de dimensión

2d.
Se muestra en forma totalmente análoga que este conjunto con dicha topoloǵıa

recibe una estructura de variedad diferenciable generada a partir de la familia
de homeomorfismos

{ (Ui, ϕi) : i ∈ { 1, . . . , d + 1 } } ,

donde π(Ũi) = Ui ( siendo Ũi = { (x1, . . . , xd+1) : xi �= 0 } ⊆ L abierto y
saturado), de forma que la función ϕi : Ui −→ R

d es definida como

ϕ([(x1, . . . , xd+1)]) =
(

x1

xi
, . . . ,

xi−1

xi
,
xi+1

xi
, . . . ,

xd+1

xi

)
.

Además se concluye que con dicha estructura π resulta suave.

1.2. Topoloǵıa en variedades diferenciables

Hasta el momento no hemos profundizado en las definiciones, y si bien en las
observaciones alertamos sobre la importancia de algunas condiciones de las mis-
mas, lo que tenemos hasta ahora son sólo ejemplos básicos en los que apenas y
logramos familiarizarnos con los conceptos.

Primeramente haremos hincapié en las propiedades topológicas de las varie-
dades.
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Caṕıtulo 1. Variedades diferenciables

Definición 1.2.1. Sean X un espacio topológico y A = {Aλ : λ ∈ Λ } familia
de subconjuntos de X. Decimos que A es localmente finita si todo elemento de
x ∈ X tiene una vecindad U ⊆ X, la cual satisface que U ∩ Aλ = ∅, para casi
toda λ ∈ Λ, es decir, salvo por un número finito de elementos del conjunto Λ.

Observación 1.2.2. La propiedad anterior es equivalente a pedir que cualquier
x ∈ X posea una vecindad U ⊆ X que satisfaga que U ⊆ X � Aλ, para casi
toda λ ∈ Λ. De este modo es sencillo verificar que si A = {Aλ : λ ∈ Λ } es
localmente finita entonces A = {Aλ : λ ∈ Λ } es localmente finita, pues dado
x ∈ X existe U ⊆ X vecindad abierta de x tal que U ⊆ X � Aλ, para casi
toda λ ∈ Λ; concluimos notando que en ese caso U ⊆ (X � Aλ)◦ = X � Aλ.
Otra peculiaridad de esta definición es que cuando C = {Cγ : γ ∈ Γ } es una
familia localmente finita de subconjuntos cerrados de X,

⋃
C es un subconjunto

cerrado de X pues para cualquier x ∈ X �
⋃

C existe U ⊆ X vecindad abierta
de x que intersecta sólo a Cγ1 , . . . , Cγn ∈ C. Aśı V = U ∩ (∩n

i=1(X � Cγi)) es
una vecindad abierta de x tal que V ⊆ X �

⋃
C.

Definición 1.2.3. Sean X espacio topológico y C = {Bλ : λ ∈ Λ } cubierta de
X. Decimos que una cubierta C′ = {B

′
γ : γ ∈ Γ } es refinamiento de C o es más

fina que C si dado γ ∈ Γ existe λ ∈ Λ para el cual B
′
γ ⊆ Bλ. Decimos que C′

es un refinamiento preciso de C si Λ = Γ y B
′
λ ⊆ Bλ.

Los espacios compactos poseen muchas propiedades que se derivan directa-
mente de que cualquier cubierta abierta tiene una subcubierta finita, como por
ejemplo que basta que sea Hausdorff para que resulte no sólo regular, sino nor-
mal. Es natural preguntarnos si es posible generalizar de alguna forma la noción
de compacidad sin que se pierda esta propiedad; la respuesta es śı.

En lo sucesivo daremos la definición de paracompacidad y veremos que no sólo
preserva la propiedad deseada, sino que las variedades diferenciables la poseen y
en ellas resulta ser equivalente a la existencia de particiones de la unidad suaves,
concepto que plantearemos más adelante y el cual resultará crucial.

Para hacer énfasis en como se obtiene la generalización, notemos que con la
definición previa obtenemos la siguiente equivalencia:
X es compacto si y sólo si toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento
abierto finito.

Definición 1.2.4. (Paracompacidad) Sea X espacio topológico. Diremos que
X es paracompacto si cualquier cubierta abierta de X tiene un refinamiento
abierto localmente finito.

Bourbaki incluye en la definición de paracompacidad, al igual que en la de
compacidad, la condición de que el espacio sea Hausdorff. Nosotros la omitimos,
pues como se aprecia en el siguiente resultado la idea de un refinamiento abierto
localmente finito es por śı misma suficientemente fuerte.

Proposición 1.2.5. Sean X paracompacto y A,B ⊆ X cerrados ajenos. Si
para todo a ∈ A existen Ua, Va ⊆ X abiertos ajenos para los que a ∈ Ua y

8



1.2. Topoloǵıa en variedades diferenciables

B ⊆ Va, entonces existen U, V ⊆ X abiertos ajenos que satisfacen A ⊆ U y
B ⊆ V . Más aún, si X es Hausdorff y paracompacto entonces es normal.

Demostración. Consideremos {Ua : a ∈ A } cubierta abierta de A. De modo
que existe {Lβ : β ∈ Γ } refinamiento abierto localmente finito de {Ua : a ∈
A } ∪ {X � A }. Eligiendo

J = {Lβ : β ∈ Γ y Lβ ⊆ Ua para alguna a ∈ A },
obtenemos una familia localmente finita de abiertos de X de tal manera que
A ⊆ ⋃J , de modo que

J = {Lβ : Lβ ∈ J }

es una familia localmente finita de cerrados de X (observación 1.2.2). Co-
mo Lβ ⊆ Uα ⊆ X � Va ⊆ X � B, para alguna a ∈ A, concluimos que
∪Lβ∈J Lβ ⊆ X � B es un subconjunto cerrado de X (observación 1.2.2). Fi-
nalmente, considerando

U =
⋃

Lβ∈J
Lβ y

V = X �

⋃
Lβ∈J

Lβ

obtenemos la primera parte del resultado que nos dice que basta que un espacio
sea paracompacto y regular para ser normal . Consideremos que X es Hausdorff
y paracompacto. Veamos que son condiciones suficientes para que sea regular,
con lo cual concluiremos que X es normal. Sean x ∈ X y X̃ ⊆ X cerrado
tal que x �∈ X̃. Dado que para todo z ∈ X̃ existe Uz, Vz ⊆ X abiertos ajenos
para los cuales z ∈ Uz y x ∈ Vz, por la proposición anterior existen Ux, Vx ⊆ X
abiertos ajenos para los cuales X̃ ⊆ Ux y x ∈ Vx, lo cual se sigue del hecho de
que los unitarios de los elementos en X son cerrados (condición equivalente a
que el espacio sea T1, que a su vez es más débil que Hausdorff). �

Con el siguiente Lema se concluye una propiedad que satisfacen ciertos es-
pacios topolǵicos, en particular, las variedades diferenciables.

Lema 1.2.6. Sea X un espacio topológico segundo numerable, Hausdorff y
localmente compacto (es decir que cualquier x ∈ X tiene una vecindad com-
pacta) entonces existe { Gi : i ∈ N } una cubierta abierta de X que satisface
que Gi es compacto y Gi ⊆ Gi+1 para toda i ∈ N

Demostración. Consideremos {Vi : i ∈ N } una base numerable de X que
satisface que V i es compacto para toda i ∈ N. Podemos conseguir esta base
considerando una base numerable {Li : i ∈ N } y eligiendo aquellos elementos
cuya cerradura es compacta, que resulta ser una base ya que para toda x ∈

9



Caṕıtulo 1. Variedades diferenciables

X existe Ux ⊆ X vecindad de X que es compacta. Aśı existe Li ⊆ Ux tal
que x ∈ Li; como X es Hausdorff, Ux es cerrado y por tanto x ∈ Li ⊆ Ux

resultando Li compacto. Además, dados Li, Lj cuya cerradura es compacta y
para los cuales x ∈ Li ∩ �Lj existe Lk tal que x ∈ Lk ⊆ Li ∩ Lj . De modo
que Lk ⊆ Li ∩ Lj ⊆ Li ∩ Lj y de alĺı Lk es compacto. Definamos G1 = V1 y
suponiendo que

Gk =
jk∪

i=1
Vi, para algún jk ∈ N ,

consideremos jk+1 ∈ N el mı́nimo para el cual

Gk ⊆ jk+1∪
i=1

Vi .

Aśı la familia { Gi : i ∈ N } satisface las condiciones requeridas.
�

Empleando el Lema anterior, veremos que las variedades diferenciables re-
sultan ser espacios paracompactos.

Proposición 1.2.7. Sea X un espacio topológico segundo numerable, Haus-
dorff y localmente compacto entonces X es paracompacto. De hecho, cada
cubierta abierta tiene un refinamiento numerable que consiste de abiertos rela-
tivamente compactos (es decir, cuyas cerraduras son compactas).

Demostración. Consideremos la familia {Gi}i∈N como en el Lema anterior.
Es importante resaltar que Gi � Gi−1 es una compacto contenido en el abierto
Gi+1 � Gi−2, para cualquier i � 3.

Sea {Uα : α ∈ Λ } cubierta abierta de X. Si i � 3, {Uα ∩ (Gi+1 � Gi−2) :
α ∈ Λ } es una familia de abiertos que cubre a Gi �Gi−1; llamemos Ji a un
subconjunto finito que cubre a Gi � Gi−1 y observemos que

⋃Ji ⊆ (Gi+1 �

Gi−2) }. Análogamente llamamos J2 a un subconjunto finito de {Uα ∩ G3 :
α ∈ Λ } que cubre a G2. Considerando que

X = G2 ∪ ( ∪
i�3

Gi � Gi−1) ,

la familia ∪i�2Ji resulta ser un refinamiento de {Uα : α ∈ Λ }. Más aún,
es localmente finita pues

X = G3 ∪ ( ∪
i�3

Gi+1 � Gi−2) ,

G3 ∩ (
⋃

Ji) = ∅ si i � 3 y

(Gj+1 � Gi−2) ∩ (
⋃

Ji) = ∅ si j � 3, i � j − 3 o i � j + 3 .

�
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1.2. Topoloǵıa en variedades diferenciables

Observación 1.2.8. Por la proposición anterior y haciendo uso del Teorema
de metrización de Urysohn podemos concluir que cualquier variedad topológica
es metrizable.

Ahora definiremos la propiedad en torno a la cual girarán los últimos resul-
tados de esta parte. Para ello recordemos que si X es un espacio topológico y
f : X −→ R, llamamos soporte de f al conjunto

sopf = {x ∈ X : f(x) �= 0 } .

Definición 1.2.9. Sea M una variedad diferenciable. Decimos que {Ψα :
M −→ R : α ∈ Λ } es una partición de la unidad suave si satisface las siguientes
condiciones:

1. Para cualquier α ∈ Λ, Ψα es suave y 0 � Ψα � 1 .

2. La familia { sop Ψα : α ∈ Λ } es localmente finita.

3.
∑

α∈Λ

Ψα(x) = 1 para todo x ∈ M .

Dada {Uβ : β ∈ Γ }, una cubierta abierta de M , diremos que la partición de la
unidad {Ψα : α ∈ Λ } esta subordinada a ella si para toda α ∈ Λ existe β ∈ Γ
tal que sop Ψα ⊆ Uβ .

Si en el concepto anterior tan sólo pedimos que M sea un espacio topológico
y en el primer inciso que cada Ψα sea continua, obtendremos una generalización
que es por śı misma bastante significativa. En este caso es sencillo notar que si
para cualquier {Uβ : β ∈ Γ } cubierta abierta de X, existe una partición de la
unidad {Ψα : α ∈ Λ } subordinada a ella, entonces { (sopΨα)◦ : α ∈ Λ } es
un refinamiento abierto localmente finito. Más aún, si pedimos adicionalmente
que M sea Hausdorff se puede probar que la existencia de particiones de la
unidad subordinadas a cubiertas abiertas es también una condición necesaria
para que el espacio se paracompacto (la demostración de este resultado puede
ser consultada en [Prieto]). Nosotros mostraremos este último resultado en el
caso en el que M es una variedad diferenciable, obteniendo además particiones
de la unidad suaves.

No es complicado ver que la función f : R −→ R definida como

f(x) =

{
0 si x � 0,

e−1/x2
si x > 0.

(1.1)

es suave. De modo que h : R −→ R para la cual

h(x) =
f(x)

f(x) + f(1 − x)

es suave, pues x � 0 si y sólo si 1 − x � 1 y 1 − x � 0 si y sólo si 1 � x,
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Caṕıtulo 1. Variedades diferenciables

de modo que f(x) + f(1 − x) �= 0 para cualquier x ∈ R; satisface además que
h(x) = 1 si x � 1 y h(x) = 0 si x � 0 .

De modo que la función g : R −→ R definida como

g(x) = h(x + 2)h(2 − x)

es suave, toma el valor de 1 en el intervalo [−1, 1] y cero en R � (−2, 2). Con
esto podemos definir una función Ψ : R

d −→ R que tome valor 1 en [−1, 1]d y
0 en R

d
� (−2, 2)d, como sigue

Ψ = (g ◦ r1) . . . (g ◦ rd) (1.2)

donde ri representa la i− ésima proyección canónica. En la prueba del siguiente
Teorema ocuparemos esta función.

Teorema 1.2.10. (Existencia de particiones de la unidad suaves) Sea
Md variedad diferenciable y A = {Uα : α ∈ Λ } cubierta abierta de M , entonces
existe una partición de la unidad numerable subordinada a ella {Ψi : i ∈ N }
tal que sopΨi es compacto.

Demostración. Consideremos la sucesión {Gi}i∈N de subconjuntos de M con
las propiedades descritas en el Lema 1.2.6. Sin pérdida de generalidad supon-
gamos que G0 = ∅.

Dado p ∈ M denotemos como np a el mı́nimo entero que satisface que p
es un elemento de M � Gnp . Sean αp ∈ Λ tal que p ∈ Uαp y (V, ρ) sistema
coordenado centrado en p, para el cual V ⊆ Uαp ∩(Gnp+2�Gnp) y cuya imagen
bajo ρ contiene a [−2, 2]d. De modo que la función Ψp : M −→ R definida
como

Ψp(m) =

{
Ψ ◦ ρ(m) si m ∈ V

0 si m �∈ V

(donde Ψ es la función definida en (1.2)) es suave y su soporte se queda con-
tenido en V . Denotemos Vp a la vecindad de p donde Ψp es distinta de cero
(es decir, el interior del soporte de Ψp). Observemos que dicho conjunto es
relativamente compacto, ya que Gnp+2 lo es. Dado i � 1, consideremos un
número finito de puntos p para los cuales los Vp forman una cubierta abierta
de Gi �Gi−1. De esa manera conseguimos una cantidad numerable de funciones
suaves cuyos soportes son compactos y forman un refinamiento localmente finito
de A (de hecho los interiores de sus soportes son un refinamiento abierto local-
mente finito de A). Denotemos a dicho conjunto de funciones como {Ψpi }i∈N.

Sea φ : M −→ R igual a ∑
i∈N

Ψpi
.

12



1.2. Topoloǵıa en variedades diferenciables

Dicha función esta bien definida y es suave porque el conjunto de soportes es
localmente finito. Como φ(m) �= 0 para toda m ∈ M , dado i ∈ N la función
φi definida como Ψpi

φ es suave en M . De hecho {φi }i∈N es una partición de
la unidad subordinada a A, cuyos soportes son compactos.

�

Corolario 1.2.11. Sea M variedad diferenciable, C ⊆ M cerrado y A ⊆ M
abierto que contiene a C. Entonces existe ϕ : M −→ R suave, para la cual

1. 0 � ϕ(m) � 1 para todo m ∈ M .

2. sop ϕ ⊆ A y si m ∈ C, ϕ(m) = 1.

Demostración. Sea {ϕ1, ϕ2 } partición de la unidad subordinada a la cubierta
{A,M � C } para la cual sopϕ1 ⊆ A y sop ϕ2 ⊆ M � C. Por el inciso 3 de
la definición de partición de la unidad ϕ1(m) = 1, para todo m ∈ C; aśı,
considerando ϕ = ϕ1 obtenemos el resultado. �
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Caṕıtulo 2

Cálculo en variedades
diferenciables

2.1. Espacio tangente

Al definir suavidad para una función Ψ : Md −→ N c, los sistemas coordenados
de cada una de las variedades resultaron de vital importancia ya que gracias a
ellos volvimos a la noción de suavidad para funciones definidas de subespacios
abiertos de R

d a subespacios abiertos de R
c. El problema ahora es decidir que

será la diferencial de la función sin que este concepto dependa de dichos sistemas
coordenados; un ejemplo de esto se mostrá a continuación.

Consideremos un punto m ∈ M , (U,ϕ) y (V, τ) sistemas coordenados con
funciones coordenadas x1, . . . , xd y y1, . . . , yc respectivamente, para los que
m ∈ U y Ψ(m) ∈ V . Sabemos que τ ◦ Ψ ◦ ϕ−1 es suave y por ello pode-
mos hablar de la matriz asociada a su derivada en el punto ϕ(m)(

∂(yi ◦ Ψ ◦ ϕ−1)
∂rj

(ϕ(m))
)

i,j

Con esto se aprecia que no podremos definir directamente la diferencial de
Ψ en m a través de las diferenciales de las composiciones de Ψ con los mapeos
coordenados correspondientes, pues estas vaŕıan dependiendo de los sistemas
elegidos; aunque por otro lado esperamos conservar propiedades como la regla
de la cadena, que nos diŕıa que al componer la diferencial de Ψ con las dife-
renciales de las funciones ϕ−1 y τ deberemos de obtener una transformación
lineal cuya representación matricial con respecto a las ”bases canónicas” sea la
que se muestra arriba.

Aunque antes de comenzar a hablar de bases y representaciones de transfor-
maciones lineales, quizá es lógico preguntarnos si será necesario elegir espacios
vectoriales distintos a R

d y R
c para definir la diferencial de Ψ en m. Si es

aśı, será necesario buscar para cada punto en una variedad un espacio vectorial

15



Caṕıtulo 2. Cálculo en variedades diferenciables

cuyas bases esten ı́ntimamente relacionadas con los mapeos de los sistemas co-
ordenados, como lo estan las bases canónicas a las proyecciones canónicas en los
espacios euclidianos usuales.

Con la notación previa podemos traducir las observaciones anteriores como
la necesidad de que las funciones coordenadas x1, . . . , xd describan direcciones
aśı como lo hacen las proyecciones canónicas r1, . . . , rd en R

d, por medio de las
derivadas parciales ∂

∂r1
, . . . , ∂

∂rd
.

Más formalmente podemos decir que dados r ∈ R
d y j ∈ { 1, . . . , d }, si de-

notamos C∞
r (Rd) := { f : U −→ R : U ⊆ R

d abierto, r ∈ U y f ∈ C∞(U) },
éste resulta ser un R-álgebra con las operaciones usuales en la cual definimos el
funcional lineal

∂

∂rj

∣∣∣∣∣
r

: C∞
r (Rd) −→ R

f �−→ ∂f

∂rj
(r)

que si bien no es un morfismo de R-álgebras, satisface la regla de Leibnitz, es
decir, dados f, g ∈ C∞

r (Rd)

∂fg

∂rj
(r) = g(r)

∂f

∂rj
(r) + f(r)

∂g

∂rj
(r) .

Además si f, g ∈ C∞
r (Rd) y f, g son iguales en una vecindad de r, entonces

∂f

∂rj
(r) =

∂g

∂rj
(r) .

En las siguientes definiciones se genereralizarán estas y otras ideas más.

Definición 2.1.1. Sea (M, F) variedad diferenciable, m ∈ M y

C∞
m (M) := { f : U −→ R : U ⊆ M abierto, m ∈ U y f ∈ C∞(U) } ,

espacio vectorial con las operaciones usuales de funciones.

Diremos que ν : C∞
m (M) −→ R es un vector tangente si ν es R-lineal y

resulta una derivación, es decir que para cualesquiera f, g ∈ C∞
m (M),

ν(fg) = f(m)ν(g) + g(m)ν(f).

Denotaremos el conjunto de vectores tangentes de M en m como TmM . Dicho
conjunto tiene una estructura de R-espacio vectorial generada a partir de la
estructura lineal de R, es decir, dados ν, ρ ∈ TmM

16



2.1. Espacio tangente

(ν + ρ)(f) = ν(f) + ρ(f)
(λν)(f) = λ(ν(f))

para cualesquiera λ ∈ R y f ∈ C∞
m (M).

Observación 2.1.2. Al igual que las derivadas parciales de los espacios euclid-
ianos, existen propiedades que los vectores tangentes satisfacen. Una de ellas es
que evaluados en funciones constantes dan 0. Para verificarlo consideremos M
una variedad y m ∈ M . Sea ν ∈ TmM y 1̃ la función constante uno definida
en todo M , entonces

ν(1̃) = ν(1̃ · 1̃) = 1 · ν(1̃) + 1 · ν(1̃)

= ν(1̃) + ν(1̃)
.

De modo que ν(1̃) = 0. Como cualquier otra función constante se puede expre-
sar como un escalar por 1̃, de la linealidad de ν se obtiene el resultado.

Otra propiedad que satisfacen los vectores tangentes de una variedad es
que sólo depende de los valores locales de las funciones. Dada M y m ∈ M ,
consideremos f, g ∈ C∞

m (M). Sea U ⊆ M vecindad de m para la cual f |U =
g|U . Concluiremos que ν(f) = ν(g), para toda ν ∈ TmM . Sea V una vecindad
de m que satisface que V ⊆ U . Por el Corolario 1.2.11 existe φ : M −→ R

suave y con imagen en el intervalo [0, 1] de tal forma que para cualquier x ∈
M � U , φ(x) = 1 y φ|V ≡ 0. Dicha función se puede obtener considerando ϕ
como en dicho Corolario y φ(x) = 1 − ϕ(x). De modo que (f − g)φ = f − g.
Si ν ∈ TmM

ν(f − g) = ν((f − g) φ) = φ(m)ν(f − g) − (f(m) − g(m))ν(φ) = 0 ,

es decir ν(f) = ν(g).

Ejemplo 2.1.3. Consideremos (U,ϕ) ∈ F de modo que m ∈ U . Si x1, . . . , xd

son las funciones coordenadas de ϕ, dado i ∈ { 1, . . . , d } la función ∂
∂xi

∣∣
m

definida como

C∞
m (M) �� R

f � �� ∂f◦ϕ−1

∂ri
(ϕ(m))

(2.1)

resulta ser un vector tangente.

A continuación veremos que para cualquier m ∈ M , la dimensión de TmM es
la misma que la dimensión de M. De hecho daremos bases expĺıcitas en términos
de los sistemas coordenados.
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Caṕıtulo 2. Cálculo en variedades diferenciables

Teorema 2.1.4. Sea Md una variedad diferenciable, m ∈ M y (U,ϕ) un
sistema coordenado alrededor de m, con funciones coordenadas x1, . . . , xd. En-
tonces los vectores tangentes ∂

∂x1

∣∣
m

, . . . , ∂
∂xd

∣∣
m

forman una base de TmM , de
modo que para todo ν ∈ TmM :

ν =
d∑

i=1

ν(xi)
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
m

.

Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ϕ(m) = 0
ya que para cualesquiera c1, . . . , cd ∈ R, la función (x1 + c1, . . . , xd + cd) es
un mapeo coordenado en U que satisface dicha condición y además para toda
m′ ∈ U

∂

∂xi

∣∣∣∣∣
m′

=
∂

∂(xi + ci)

∣∣∣∣∣
m′

(2.2)

para todo i ∈ { 1, . . . , d }, según la definición del ejemplo 2.1.3.

Sea g una función suave en Bε(0) = {x ∈ R
d : |x| < ε } ⊆ ϕ(U). Dado

i ∈ { 1, . . . , d } definimos en Bε(0)

gi(q) =
∫ 1

0

∂g

∂ri
(tq)dt ,

donde ri denota la i-ésima proyección canónica de R
d. Veamos que del Teorema

Fundamental del Cálculo se sigue que en Bε(0),

g = g(0) +
d∑

i=1

giri .

Sean q = (q1, . . . , qd) ∈ Bε(0) y fq : [0, 1] −→ Bε(0) que aplica s �→ sq. De
manera que por regla de la cadena, para cualquier s ∈ [0, 1],

d(g ◦ fq)
dr

(s) =
d∑

i=1

qi
∂g

∂ri
(sq) .

De esa forma, por el Teorema Fundamental del Cálculo

( d∑
i=1

giri

)
(q) =

d∑
i=1

qi

∫ 1

0

∂g

∂ri
(tq)dt =

∫ 1

0

d∑
i=1

qi
∂g

∂ri
(tq)dt

=
∫ 1

0

d(g ◦ fq)
dr

(t)dt = (g ◦ fq)(1) − (g ◦ fq)(0)

= g(q) − g(0),

18



2.1. Espacio tangente

que es lo que deseabamos.

Considerando f ∈ C∞
m (M) y g = f ◦ ϕ−1, de manera que existe ε > 0

tal que Bε(0) esta contenido en su dominio. De esa forma, para todo m′ ∈
ϕ−1(Bε(0))

f(m′) = f(m) +
d∑

i=1

fi(m′)xi(m′)

donde fi(m′) = ∂
∂xi

|m′(f).

Considerando la observación 2.1.2, dado ν ∈ TmM

ν(f) = 0 +
d∑

i=1

ν(fi)xi(m) +
d∑

i=1

fi(m)ν(xi) ,

con lo cual se concluye que

ν =
d∑

i=1

ν(xi)
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
m

Resta ver que { ∂
∂x1

∣∣
m

, . . . , ∂
∂xd

∣∣
m
} es linealmente independiente.

Si
∑d

i=1 ai
∂

∂xi

∣∣
m′ = 0 para algunos a1, . . . , ad ∈ R, entonces para todo

j ∈ { 1, . . . , d }

0 =
d∑

i=1

ai
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
m

(xj) = aj

�

En la demostración anterior se empleo el hecho de que dado un sistema coor-
denado (U,ϕ) de M , con funciones coordenadas x1, . . . , xd, para cualesquiera
i, j ∈ { 1, . . . , d } y m ∈ U

∂

∂xi

∣∣∣∣∣
m

(xj) = δij ,

donde δij es la delta de Kronecker. De ese modo, dado ν ∈ TmM ,

ν =
d∑

i=1

ν(xi)
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
m

.

Considerando un sistema coordenado (V, τ) de M , con funciones coordenadas
y1, . . . , yd, en particular se tiene que para toda m ∈ U ∩ V
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Caṕıtulo 2. Cálculo en variedades diferenciables

∂

∂yj

∣∣∣∣∣
m

=
d∑

i=1

∂

∂yj

∣∣∣∣∣
m

(xi)
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
m

.

Observación 2.1.5. Como se resalta en la igualdad 2.2 del Teorema anterior,
la traslación de un mapeo coordenado genera la misma base para cada espacio
tangente, de modo que los subespacios generados por subconjuntos de dichas
bases coinciden. Retomando la notación de la demostración del Teorema 2.1.4
significa que para cada m′ ∈ U

〈 ∂

∂xi1

∣∣∣∣∣
m′

, . . . ,
∂

∂xik

∣∣∣∣∣
m′

〉
R

=
〈 ∂

∂(xi1 + ci1)

∣∣∣∣∣
m′

, . . . ,
∂

∂(xik
+ cik

)

∣∣∣∣∣
m′

〉
R

para cualesquiera i1, . . . , ik ∈ { 1, . . . , d }.

2.2. La diferencial

Definición 2.2.1. Sean M y N variedades diferenciables, m ∈ M y ψ :
M −→ N una función suave. La función dψm : TmM −→ Tψ(m)N , para la cual
dado ν ∈ TmM

C∞
ψ(m)(N) dψm(ν) �� R

g � �� ν(g ◦ ψ)

es llamada la diferencial de ψ en m.

Directamente de la definición se obtiene que dψm es lineal. El mapeo dual
de dψ será denotado como δψm : T ∗

ψ(m)N −→ T ∗
mM , de tal forma que para

cualesquiera ω ∈ T ∗
ψ(m)N y ν ∈ TmM ,

δψm(ω)(ν) = ω(dψm(ν)) .

Observación 2.2.2. Si f ∈ C∞
m (M) entonces para todo ν ∈ TmM

dfm(ν) = ν(f)
d

dr

∣∣∣∣∣
f(m)

Usualmente, para todo t ∈ R identificaremos a TtR con R mediante el isomor-
fismo R-lineal que aplica d

dr

∣∣
t
�→ 1. De esa forma, para cualquier f ∈ C∞

m (M),
dfm será un elemento de T ∗

mM para el cual, dado ν ∈ TmM

dfm(ν) = ν(f) .
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2.2. La diferencial

De esa forma, al considerar un sistema coordenado (U,ϕ = (x1, . . . , xd)) alre-
dedor de m, el conjunto { dxim } es la base dual de { ∂

∂xi

∣∣
m
}. Aśı, para todo

f ∈ C∞
m (M)

dfm =
d∑

i=1

∂

∂xi

∣∣∣∣∣
m

(f) dxim .

Como mencionamos al comienzo de este caṕıtulo, buscamos que la diferencial
en variedades conserve propiedades importantes de la diferencial en los espacios
euclidianos. Una de ellas es la representación matricial de la diferencial, como
veremos a continuación.

Sean ψ : M −→ N suave y m ∈ M . Si (U,ϕ = (x1, . . . , xd)) es un sistema
coordenado alrededor de m y (V, τ = (y1, . . . , yc)) es un sistema coordenado
alrededor de ψ(m), entonces para toda j ∈ { 1, . . . , d }

dψm

(
∂

∂xj

∣∣∣∣
m

)
=

c∑
i=1

dψm

(
∂

∂xj

∣∣∣∣
m

)
(yi)

∂

∂yi

∣∣∣∣
ψ(m)

=
c∑

i=1

∂

∂xj

∣∣∣∣
m

(yi ◦ ψ)
∂

∂yi

∣∣∣∣
ψ(m)

De esa forma el Jacobiano de ψ con respecto a las bases { ∂
∂xj

∣∣
m
} y { ∂

∂yi

∣∣
ψ(m)

}
es

( ∂

∂xj

∣∣∣
m

(yi ◦ ψ)
)

ij
=

(∂(yi ◦ ψ ◦ ϕ−1)
∂rj

(ϕ(m))
)

ij
.

Otra propiedad más que se conserva es la regla de la cadena. Sean ψ : M −→ N
y φ : N −→ P mapeos suaves. Dado m ∈ M , para cualesquiera f ∈ C∞

φ◦ψ(m)

y ν ∈ TmM

d(φ ◦ ψ)m(ν)(f) = ν(f ◦ φ ◦ ψ) = dψm(ν)(f ◦ φ)
= dφψ(m)(dψm(ν))(f)) = dφψ(m) ◦ dψm(ν)(f) ,

es decir, d(φ ◦ ψ)m = dφψ(m) ◦ dψm. Una consecuencia de esto es que al con-
siderar g ∈ C∞

ψ(m)(N), si ω ∈ TmM

δψm(dgψ(m))(ω) = dgψ(m)(dψm(ω)) = d(g ◦ ψ)m(ω) ,

por lo cual δψm(dgψ(m)) = d(g ◦ ψ)m.
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Ejemplo 2.2.3. Ahora presentaremos una sencilla pero útil aplicación de la
diferencial de una función. Sean Md y N c variedades diferenciables. Sean m ∈
M y n ∈ N . Por el ejemplo 1.1.8 existe una estructura de variedad diferenciable
en M×N inducida por el producto de mapeos coordenados. Veremos que existe
una identificación canónica entre T(m,n)(M × N) y TmM × TnN .

Denotando como π1 y π2 a las proyecciones canónicas de M × N sobre
M y N respectivamente, mostraremos que la función lineal(

d(π1)(m,n), d(π2)(m,n)

)
: T(m,n)(M × N) −→ TmM × TnN

resulta un isomorfismo. Como las dimensiones de T(m,n)(M×N) y TmM×TnN

son iguales a d×c, basta verificar que
(
d(π1)(m,n), d(π2)(m,n)

)
mapea una base

en otra.
Sean

(
U,ϕ = (x1, . . . , xd)

)
y

(
V, τ = (y1, . . . , yc)

)
sistemas coordenados

alrededor de m y n respectivamente, de modo que (U×V, ϕ×τ) es un sistema
coordenado alrededor de (m,n). Consideremos la base de T(m,n)(M × N)

β =

{
∂

∂x1

∣∣∣∣
(m,n)

, . . . ,
∂

∂xd

∣∣∣∣
(m,n)

,
∂

∂y1

∣∣∣∣
(m,n)

, · · · ,
∂

∂yc

∣∣∣∣
(m,n)

}
.

Observemos que para todo j ∈ { 1, . . . , d }, si ej =
(
δij

)d

i=1
∈ R

d, donde δij es
la delta de Kronecker, entonces dado f ∈ C∞

m (M)

d(π1)(m,n)

(
∂

∂xj

∣∣∣∣
(m,n)

)(
f
)

=
∂

∂xj

∣∣∣∣
(m,n)

(f ◦ π1)

= ĺım
r→0

f ◦ π1

(
ϕ−1(ϕ(m) + rej), n

)− f ◦ π1(m, n)
r

= ĺım
r→0

f ◦ ϕ−1
(
ϕ(m) + rej

)− f(m)
r

=
∂

∂xj

∣∣∣∣
m

(f)

Por otro lado, si g ∈ C∞
n (N)

d(π2)(m,n)

(
∂

∂xj

∣∣∣∣
(m,n)

)(
g
)

=
∂

∂xj

∣∣∣∣
(m,n)

(g ◦ π2)

= ĺım
r→0

g ◦ π2

(
ϕ−1(ϕ(m) + rej), n

)− g ◦ π2(m, n)
r

= ĺım
r→0

g(n) − g(n)
r

= 0 .

De esa forma,

(
d(π1)(m,n)

(
∂

∂xj

∣∣∣∣
(m,n)

)
, d(π2)(m,n)

(
∂

∂xj

∣∣∣∣
(m,n)

))
=

(
∂

∂xj

∣∣∣∣
m

, 0

)
.
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2.2. La diferencial

Análogamente se concluye que para todo k ∈ { 1, . . . , c }

(
d(π1)(m,n)

(
∂

∂yk

∣∣∣∣
(m,n)

)
, d(π2)(m,n)

(
∂

∂yk

∣∣∣∣
(m,n)

))
=

(
0,

∂

∂yk

∣∣∣∣
n

)
.

Como el conjunto de imágenes de β bajo
(
d(π1)(m,n), d(π2)(m,n)

)
es una base,

se concluye que es un isomorfismo.

Definición 2.2.4. Consideremos una curva suave en una variedad M , es decir,
una función suave

σ : (a, b) −→ M .

Dado t ∈ (a, b), dσt : Tt(a, b) −→ Tσ(t)M . Como Tt(a, b) es generado por
{ d

dr

∣∣
t
}, el vector tangente

dσt

( d

dr

∣∣∣
t

)
∈ Tσ(t)M

será llamado vector tangente a σ en t y lo denotaremos como σ̇(t).

En general, si (U,ϕ = (x1, . . . , xd)) es un sistema coordenado alrededor de
σ(t0) = m

dσt0

( d

dr

∣∣∣
t0

)
=

d∑
i=1

d(xi ◦ σ)
dr

(t0)
∂

∂xi

∣∣∣
m

.

En particular, si M es un subconjunto abierto de R
d y σ = (σ1, . . . , σd)

tenemos que

dσt0

( d

dr

∣∣∣
t0

) d∑
i=1

dσi

dr
(t0)

∂

∂ri

∣∣∣
m

,

donde ri denota la i-ésima proyección canónica de M sobre R. Identificando
a TmM con R

d mendiante el isomorfismo que aplica ∂
∂ri

∣∣
m

�→ ei, donde { ei }
es la base canónica de R

d, obtenemos

σ̇(t0) =
(dσ1

dr
(t0), . . . ,

dσd

dr
(t0)

)
,

que es la definición usual de la derivada de σ en t0.
Dos curvas suaves σ, τ : (a, b) −→ M para las cuales σ(t0) = τ(t0) = m,

tienen el mismo vector tangente en t0 si y sólo si para toda f ∈ C∞
m (M)
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Caṕıtulo 2. Cálculo en variedades diferenciables

d(f ◦ σ)
dr

(t0) =
d(f ◦ τ)

dr
(t0) .

Con el siguiente resultado, que también generaliza una propiedad de la diferen-
cial de espacios euclidianos, se podrá concluir que en este caso σ = τ .

Teorema 2.2.5. Sean M una variedad conexa y ψ : M −→ N una función
suave. Si dψm es la constante cero para toda m ∈ M , entonces ψ es constante.

Demostración. Sean m ∈ M y (U,ϕ = (x1, . . . , xd)) sistema coordenado
alrededor de m. Sea (V, τ = (y1, . . . , yc)) un mapeo coordenado alrededor de
ψ(m). Sin pérdida de generalidad supongamos que Ũ = ψ−1(V )∩U es conexo.
Para cualesquiera z ∈ Ũ y j ∈ { 1, . . . , d }

0 = dψz

( ∂

∂xj

∣∣∣
z

)
=

c∑
i=1

∂

∂xj

∣∣∣
z
(yi ◦ ψ)

∂

∂yi

∣∣∣
ψ(z)

,

lo cual implica que dado i ∈ { 1, . . . , c}, ∂(yi◦ψ◦ϕ−1)
∂rj

(ϕ(z)) = 0 para todo
j ∈ { 1, . . . , d }. Esto significa que para toda i ∈ { 1, . . . , c }, yi ◦ ψ ◦ ϕ−1 es un
mapeo constante en Ũ . Ya que ϕ y τ son mapeos coordenado se sigue que ψ
es constante en Ũ , siendo Ũ un abierto que contiene a m.

De lo anterior podemos concluir que todo m ∈ M tiene una vecindad abierta
Ũ para la cual ψ|Ũ es un mapeo constante. Por ello, dado m0 ∈ M

L = {m ∈ M : ψ(m) = ψ(m0) }

resulta ser un subconjunto abierto y no vaćıo de M . De la misma forma

M � L = {m ∈ M : ψ(m) �= ψ(m0) }

es un subconjunto abierto de M . Como M es conexo se sigue que M = L, y
por lo tanto ψ es constante.

�

2.3. Haces tangente y cotangente

En esta parte estudiaremos a dos conjuntos bastante significativos para una
variedad diferenciable: los haces tangente y cotangente. Entre otras cosas ayu-
darán a considerar la diferencial de una función suave no sólo puntual sino
globalmente, como lo haćıamos en los espacios euclidianos.

Definición 2.3.1. Sea M una variedad diferenciable. Llamaremos haz tan-
gente de M a el conjunto
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⋃
m∈M

TmM ,

al cual denotaremos como TM . Análogamente, llamaremos haz cotangente al
conjunto ⋃

m∈M

T ∗
mM ,

que será denotado como T ∗M .

Existen proyecciones naturales que relacionan a los haces tangente y cota-
gente de la variedad M consigo misma, a saber

π : TM −→ M π(ν) = m , si ν ∈ TmM

π∗ : T ∗M −→ M π∗(ω) = m, si ω ∈ TmM

Veremos que mediante estas proyecciones es posible dar una estructura de va-
riedad diferenciable a los haces.

Sea F la estructura diferenciable de M . Dado (U,ϕ) ∈ F, con funciones
coordenadas x1, . . . , xd, consideremos la funciones

ϕ̃ : π−1(U) −→ R
2d y ϕ̃∗ : (π∗)−1(U) −→ R

2d ,

para las cuales, dados ν ∈ TpM ⊆ π−1(U) y ω ∈ T ∗
q M ⊆ (π∗)−1(U)

ϕ̃(ν) = (x1(π(ν)), . . . , xd(π(ν)), d(x1)p(ν), . . . , d(xd)p(ν))

ϕ̃∗(ω) = (x1(π∗(ω)), . . . , xd(π∗(ω)), ω( ∂
∂x1

∣∣
q
), . . . , ω( ∂

∂xd

∣∣
q
))

Dado que ν =
∑d

i=1 dxi(ν) ∂
∂xi

∣∣
p

y ω =
∑d

i=1 ω( ∂
∂xi

∣∣
q
)dxi (observación 2.2.2),

se sigue que ϕ̃ y ϕ̃∗ son biyectivas y además

ϕ̃(π−1(U)) = ϕ̃∗((π∗)−1(U)) = ϕ(U) × R
d .

El siguiente resultado nos será de utilidad para mostrar que TM y T ∗M
poseen estructuras de variedad diferenciable de tal forma que las proyecciones
canónicas resultan suaves. La demostración de esta Proposición puede ser con-
sultada en [O’Neill].

Proposición 2.3.2. Sea A un conjunto y { (Uα, ζα), : α ∈ Λ } una familia
que satisface que para todo α ∈ Λ, ζα es una función biyectiva definida en
Uα ⊆ A, para la cual ζα(Uα) es un subconjunto abierto de R

d, y además
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Caṕıtulo 2. Cálculo en variedades diferenciables

i.
⋃

α∈Λ

Uα = A.

ii. Para cualesquiera α, β ∈ Λ la función ζα ◦ ζ−1
β es suave en su dominio, que

es el subconjunto abierto de R
d, ζβ(Uα ∩ Uβ).

iii. Si p, q ∈ A y son distintos, entonces p y q estan en el mismo Uα o existen
α, β ∈ Λ tales que Uα ∩ Uβ = ∅, p ∈ Uα y q ∈ Uβ .

Entonces existen una única topoloǵıa localmente euclidiana, Hausdorff y una
estructura que satisface las condiciones 1, 2 y 3 de la definición 1.1.2 de tal
modo que para cualquier α ∈ Λ, (Uα, ζα) pertenece a dicha estructura. Más aún,
si una cantidad numerable de Uα cubren a A el espacio topológico resultante
es segundo numerable y por lo tanto A es una variedad diferenciable con dicha
estructura.

En la demostración de la Proposición se muestra que la única topoloǵıa que
satisface dichas condiciones es

τ = {W ⊆ A : para toda α ∈ Λ, ζα(W ∩ Uα) ⊆ R
d es abierto } .

Consideremos a la familia

L = { (π−1(U), ϕ̃) : (U,ϕ) ∈ F } .

Como M es segundo numerable existe una familia numerable de sistemas coor-
denados { (Ui, ϕi) }i∈N que satisface que {Ui }i∈N es una base de M . De ese
modo {π−1(Ui) }i∈N y { (π∗)−1(Ui) } cubren a TM y T ∗M , respectivamente.

Verificaremos que TM , junto con la familia L satisfacen las condiciones
ii y iii de la Proposición anterior, con lo cual obtendremos una estructura de
variedad diferenciable que contenga a L, además de probar que π es suave
con dicha estructura. La prueba de que T ∗M satisface dichas condiciones es
totalmente análoga.

Veamos la condición ii. Sean (U,ϕ), (V, τ) ∈ F, con funciones coordenadas
x1, . . . , xd y y1, . . . , yd, respectivamente. Sean r1, . . . , r2d las proyecciones ca-
nónicas de R

2d sobre R, de modo que basta mostrar que dada i ∈ { 1, . . . , 2d }
ri ◦ ϕ̃ ◦ τ̃−1 es suave, para concluir que ϕ̃ ◦ τ̃−1 es suave.

Sea (z, y) ∈ τ̃(π−1(U)∩π−1(V )), donde z = (z1, . . . , zd) y y = (y1, . . . , yd).
Observemos que τ̃−1(z, y) =

∑d
i=1 rd+i (z, y) ∂

∂yi

∣∣
τ−1(z)

, de modo que para todo
i ∈ { 1, . . . , d }

ri ◦ ϕ̃ ◦ τ̃−1(z, y) = xi ◦ π ◦ τ̃−1(z, y)

= xi ◦ τ−1(z) ,
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2.3. Haces tangente y cotangente

siendo xi ◦ τ−1 suave, ya que ϕ ◦ τ−1 es suave. Además

rd+i ◦ ϕ̃ ◦ τ̃−1(z, y) = dxi(τ̃−1(z, y))

=
d∑

j=1

rd+j(z, y)
∂

∂yj

∣∣∣
τ−1(z)

(xi)

=
d∑

j=1

rd+j(z, y)
∂(xi ◦ τ−1)

∂ri
(z) ,

la cual es suave en términos de (z, y) debido a que ϕ ◦ τ−1 es suave.
Verifiquemos el inciso iii. Sean ν, ν′ ∈ TM distintos. Sean π(ν) = m y

π(ν′) = m′. Supongamos que m �= m′, entonces existen (U,ϕ), (V, τ) ∈ F que
satisfacen que m ∈ U , m′ ∈ V y U ∩ V = ∅. De modo que ν ∈ π−1(U) y
ν′ ∈ π−1(V ), y π−1(U) ∩ π−1(V ) = ∅. Si m = m′, entonces dado (U,ϕ) ∈ F
alrededor de m, ν, ν′ ∈ π−1(U).

Finalmente observemos que para cualesquiera (U,ϕ), (V, τ) ∈ F, dado (z, y) ∈
τ̃(π−1(U) ∩ π−1(V )), ϕ ◦ π ◦ τ̃−1(z, y) = ϕ ◦ τ−1(z), por lo que π es suave.

Observación 2.3.3. Sea V R-espacio vectorial de dimensión finita d. Con-
sideremos la estructura de variedad diferenciable inducida por los isomorfis-
mos lineales entre V y R

d (ejemplo 1.1.6), de modo que dadas una base
β = { b1, . . . , bd } y β∗ = {φ1, . . . , φd } su base dual, sabemos que (V, φ =
(φ1, . . . , φd)) es un sistema coordenado.

Consideremos ν ∈ V y ϕβ
ν : V −→ TνV la única función lineal para la cual

ϕβ
ν (bi) =

∂

∂φi

∣∣∣∣∣
ν

i ∈ { 1, . . . , d }.

Por definición ϕβ
ν es un isomorfismo.

Notemos que dada γ = { a1, . . . , ad } otra base de V y γ∗ = {ψ1, . . . , ψd }
su base dual, para toda i ∈ { 1, . . . , d }

∂

∂φi

∣∣∣∣∣
ν

=
d∑

j=1

∂

∂φi

∣∣∣∣∣
ν

(ψj)
∂

∂ψj

∣∣∣∣∣
ν

=
d∑

j=1

ψj(bi)
∂

∂ψj

∣∣∣∣∣
ν

.

Por ello

ϕγ
ν(bi) = ϕγ

ν

( d∑
j=1

ψj(bi)aj

)
=

d∑
j=1

ψj(bi)ϕγ
ν(aj)

=
d∑

j=1

ψj(bi)
∂

∂ψj

∣∣∣∣∣
ν

=
∂

∂φi

∣∣∣∣∣
ν

= ϕβ
ν (bi) ,
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Caṕıtulo 2. Cálculo en variedades diferenciables

concluyendo con esto que ϕβ
ν = ϕγ

ν .
Aśı podemos identificar canónicamente cada uno de los espacios tangentes

de V con V mismo.
Más aún, denotando π : TV −→ V a la proyección usual, la función

TV
Ψ �� V

ν � ��
d∑

i=1

ν(φi)bi

es suave ya que φ ◦Ψ ◦ (φ ◦π, (dφi)d
i=1)

−1 es la proyección de R
2d en R

d de las
últimas d coordenadas. En el caso particular de una curva suave en V , gracias
a la identificación dada por Ψ, podemos considerar σ̇ como una curva suave
en V que aplica

t0 �−→
d∑

i=1

d
dt

∣∣
t=t0

(φi ◦ σ)bi .

Dado que la identificación no depende de la base elegida, entenderemos lo an-
terior como

σ̇(t0) = ĺım
t→t0

σ(t) − σ(t0)
t − t0

(2.3)

2.4. Inmersiones y subvariedades

Como en Álgebra o en Topoloǵıa, al estudiar un conjunto con una estructura
algebraica o bien un propiedad topológica, es importante analizar la relación
existente entre éste y los subconjuntos que preservan la estructura algebraica o
bien conservan la propiedad topológica. De igual forma sucede con las variedades
diferenciables.

Enseguida precisaremos las subestructuras de una variedad diferenciable que
serán relevantes en el desarrollo de este trabajo.

Definición 2.4.1. Sea ψ : M −→ N suave y m ∈ M .

1. Diremos que ψ es una inmersión en m si dψm es inyectiva. Si esta condi-
ción se satisface en todo punto de M simplemente se dirá que ψ es una
inmersión. Del mismo modo, diremos que ψ es una sumersión en m si dψm

es suprayectiva y simplemente que es una sumersión si esto se cumple para
todo punto en M .

2. El par (M, ψ) será llamado subvariedad de N si ψ es una inmersión y es
inyectiva.
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3. Diremos que (M,ψ) es un encaje si es una subvariedad de N y ψ es un
homeomorfismo sobre su imagen. Es decir, si ψ es un función abierta con
respecto a ψ(M) con la topoloǵıa relativa.

4. Diremos que ψ es un difeomorfismo si es biyectiva y ψ, ψ−1 son suaves.

Si ψ es una sumersión en m diremos que m es un punto regular.

Teorema 2.4.2. Teorema de Inmersión local Sean m ∈ M c y ψ : M −→
Nd un mapeo suave que es una inmersión en m. Entonces existen (U,ϕ) y
(V, τ) sistemas coordenados alrededor de m y ψ(m), de tal forma que el si-
guiente diagrama conmuta

U
ψ|U ��

ϕ

��

V

τ

��
ϕ(U)

i|ϕ(U)

�� τ(V )

donde i(x1, . . . , xc) = (x1, . . . , xc, 0, . . . , 0).

Demostración. Consideremos (Ũ , ϕ̃) y (Ṽ , τ̃) sistemas coordenados alrede-
dor de m y ψ(m) respectivamente, de tal forma que ψ(Ũ) ⊆ Ṽ . Sin pérdida
de generalidad supongamos que ϕ̃(m) = 0̂ y τ̃(ψ(m)) = 0̂. Observemos que

Ũ
ψ|Ũ ��

ϕ̃

��

Ṽ

τ̃

��
ϕ̃(U)

ψ̃

�� τ̃(V )

donde ψ̃ = τ̃ ◦ ψ ◦ ϕ̃−1 es suave. Más aún, dψ̃0̂ = dτ̃ψ(m) ◦ dψm ◦ dτ̃−1

0̂
es

inyectiva (por ser composición de funciones inyectivas), de tal forma que existe
A : R

d −→ R
d isomorfismo lineal tal que A ◦ dψ̃0̂ = i, donde i es la inclusión

canónica de R
c en R

d.
Consideremos a la función suave A ◦ ψ̃, la cual satisface

d(A ◦ ψ̃)0̂ = dA0̂ ◦ dψ̃0̂ = A ◦ dψ̃0̂ = i .

Sea G : ϕ̃(Ũ)× R
d−c −→ R

d definida como G(n, s) = A ◦ ψ̃(n) + (0̂, s). Por lo
tanto G es una función suave que satisface que dG0̂ = I. Aśı, por el Teorema
de la función inversa exiten U0 × W0 ⊆ ϕ̃(Ũ) × R

d−c y V0 ⊆ R
d vecindades

abiertas de 0̂, las cuales satisfacen que G|U0×W0 es un difeomorfismo sobre
V0. Sin pérdida de generalidad supongamos que U0 × W0 es un cubo abierto
centrado en 0̂ que esta contenido en G−1 ◦A ◦ τ̃(Ṽ ), lo cual es posible porque
cada una de estas funciones es un homeomorfismo.
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De modo que, denotando como iU0 a la inclusión canónica de U0 en U0×W0,

G ◦ iU0 = A ◦ ψ̃|U0 ,

es decir,

iU0 = G−1 ◦ A ◦ ψ̃|U0 = G−1 ◦ A ◦ τ̃ ◦ ψ ◦ ϕ̃−1|U0 (2.4)

Sean

V = (G−1 ◦ A ◦ τ̃)−1(U0 × W0)

y U = ϕ̃−1(U0). Por la igualdad (2.4) se sigue que G−1 ◦ A ◦ τ̃ ◦ ψ(U) =
U0 × { 0̂ } ⊆ U0 × W0, de lo cual se sigue que ψ(U) ⊆ V . Considerando a
ϕ = ϕ̃|U y τ = (G−1 ◦ A ◦ τ̃)|V , (U,ϕ) y (V, τ) son sistemas coordenados y
además

iϕ(U) = G−1 ◦ A ◦ τ̃ ◦ ψ ◦ ϕ̃−1|U0

= (G−1 ◦ A ◦ τ̃)|V ◦ ψ ◦ (ϕ̃|U )−1

= τ ◦ ψ ◦ ϕ−1 ,

por lo que satisfacen las condiciones deseadas.
�

Existe una versión análoga del Teorema 2.4.2 para sumersiones que es ana-
lizada en la observación 2.5.6.

Aprovecharemos para introducir un concepto que será muy útil en los re-
sultados siguientes y que por ahora nos ayudará a enunciar un Corolario del
Teorema anterior.

Definición 2.4.3. Sea (U,ϕ) sistema coordenado de M con funciones coor-
denadas x1, . . . , xd. Consideremos 0 � c � d y a ∈ ϕ(U). Aśı el conjunto

S = {m ∈ U : xi(m) = ri(a) para todo i ∈ { c + 1, . . . , d } }

con la topoloǵıa relativa y junto con la función π̃c ◦ϕ|S (donde π̃c es la proyec-
ción de las primeras c coordenadas de R

d sobre R
c) forman una variedad

diferenciable para S. Más aún, (S, iS) es un encaje en M al que llamaremos
rebanada del sistema coordenado (U,ϕ).

Corolario 2.4.4. Sean m ∈ M c y ψ : M −→ Nd un mapeo suave que es
una inmersión en m. Entonces existen U ⊆ M vecindad abierta de m y (V, τ)
sistema coordenado alrededor de ψ(m) para los cuales ψ|U es inyectiva y ψ(U)
es una rebanada de (V, ϕ).
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Demostración. Consideremos (U,ϕ) y (V, τ) como en la demostración del
Teorema de Inmersión local. Como se satisface que τ ◦ψ|U = iϕ(U) ◦ϕ, se sigue
que ψ|U es inyectiva y que

τ(ψ(U)) = iϕ(U)(ϕ(U))
= { (x1, . . . , xd) ∈ U0 × W0 : xi = 0, c + 1 � i � d }

la cual es una rebanada de (V, τ).
�

2.5. Teorema de la función inversa en variedades

En esta parte se verá una generalización del Teorema de la función inversa para
variedades, la cual se obtendrá directamente del Teorema de la función inversa
para espacios euclidianos.

Teorema 2.5.1. (Teorema de la función inversa en variedades dife-
renciables) Sea Ψ : M −→ N suave y m ∈ M para la cual d(Ψ)m : TmM −→
TΨ(m)N es un isomorfismo. Entonces existen U vecindad abierta de m y V
vecindad abierta de Ψ(m) de tal forma que Ψ|U : U −→ V es un difeomorfis-
mo.

Demostración. Sabemos que d = dim M = dim N gracias a que TmM y
Tψ(m)N son isomorfos. Sean (U1, ϕ) y (V1, φ) sistemas coordenados alrededor
de m y ψ(m), respectivamente. Consideremos α : A = ϕ(U1 ∩ ψ−1(V1)) −→
φ(V1) definido como

α = φ ◦ ψ ◦ ϕ−1|A . (2.5)

Por la regla de la cadena, la diferencial de α en ϕ(m) es composición de
isomorfismos, por lo que resulta un isomorfismo. Por el Teorema de la función
inversa, existe A1 ⊆ ϕ(U1 ∩ ψ−1(V1)) vecindad abierta de ϕ(m) que satisface
que α(A1) es una vecindad abierta de α(ϕ(m)) y α|A1 : A1 −→ α(A1) es un
difeomorfismo.

Sean U = ϕ−1(A1) ⊆ U1 ∩ ψ−1(V1) y V = φ−1(α(A1)), vecindades abierta
de m y ψ(m). De la igualdad 2.5 obtenemos que α(A1) = (φ ◦ ψ)(U), es
decir, V = φ−1(α(A1)) = ψ(U). Además, ψ|U = φ−1 ◦ α ◦ ϕ|U , que es un
difeomorfismo sobre V .

�

Definición 2.5.2. Un conjunto de funciones suaves x1, . . . , xk definidas de
una vecindad abierta de m ∈ Md en R, es un conjunto independiente en m
si las diferenciales dx1, . . . , dxk forman un conjunto linealmente independiente
en T ∗

mM .
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Corolario 2.5.3. Si dimM = d y x1, . . . , xd son funciones que forman un
conjunto independiente de m ∈ M , entonces existe U vecindad abierta de m
de tal modo que (U, (x1, . . . , xd)) es un sistema coordenado de M .

Demostración. Por el Teorema de la función inversa basta mostrar que la
diferencial en m del mapeo suave ϕ = (x1, . . . , xd), es un isomorfismo. Como
dimM = dim R

d = d, es suficiente verificar que dϕm es inyectiva.

Sea ν ∈ TmM para la cual dϕm(ν) = 0, es decir

0 = dϕm(ν) =
d∑

i=1

dϕm(ν)(ri)
∂

∂ri

∣∣∣
ϕ(m)

=
d∑

i=1

ν(xi)
∂

∂ri

∣∣∣
ϕ(m)

,

por lo cual d(xi)m(ν) = ν(xi) = 0 para toda i ∈ { 1, . . . , d }. Como β =
{ d(xi)m } es una base de T ∗M , existe { νi } base de TmM para la cual β es
su base dual. De ese modo

ν =
d∑

i=1

d(xi)(ν)νi = 0 ,

con lo cual concluimos el resultado.
�

Consideremos x1, . . . , xk funciones suaves definidas de una vecindad abierta
de m en R de tal forma que sus diferenciales generan a T ∗

mM . Entonces es
posible elegir un subconjunto de x1, . . . , xk cuyas diferenciales sean una base de
T ∗

mM . Por el Corolario anterior éste formará un sistema coordenado alrededor
de m.

Corolario 2.5.4. Sea ψ : M −→ N suave y m ∈ M en el cual ψ es una in-
mersión, entonces dado cualquier sistema coordenado (V, (y1, . . . , yc)) alrededor
de ψ(m), un subconjunto de y1 ◦ ψ, . . . , yc ◦ ψ forma un sistema coordenado
alrededor de m.

Demostración. Por la observación previa basta mostrar que el conjunto

γ = { d(y1 ◦ ϕ)m, . . . d(yc ◦ ϕ)m }

genera a T ∗
mM . Ya que dψm es inyectiva, δψm : T ∗

ϕ(m)N −→ T ∗
mM es suprayec-

tiva. Como γ̃ = { d(y1)ϕ(m), . . . , d(yc)ϕ(m) } es una base de T ∗
ϕ(m)N , δψm(γ̃) =

γ genera a T ∗
mM . �
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Corolario 2.5.5. Si dimM = d y x1, . . . , xk son funciones que forman un
conjunto linealmente independiente de m ∈ M , entonces forman parte de un
sistema coordenado de M alrededor de m.

Demostración. Consideremos (U,ϕ) sistema coordenado alrededor de m, con
funciones coordenadas z1, . . . , zd. Como { d(z1)m, . . . , d(zd)m } es una base de
T ∗

mM y { d(x1)m, . . . , d(xk)m } es un subconjunto linealmente independiente,
existen j1, . . . , jd−k ∈ { 1, . . . , d } tales que

{ d(x1)m, . . . , d(xk)m, d(zj1), . . . , d(zd−k) }

es una base de T ∗
mM . El resultado se sigue del Corolario 2.5.3 �

Observación 2.5.6. Consideremos ψ : M −→ N suave y m ∈ M en el
cual ψ es una sumersión, entonces dado cualquier sistema coordenado (V, τ =
(y1, . . . , yc)) alrededor de ψ(m), el conjunto y1 ◦ ψ, . . . , yc ◦ ψ es independien-
te en m, ya que δψm es inyectivo y por tanto manda conjuntos linealmente
independientes en conjuntos linealmente independientes. Se sigue del Corolario
anterior que forman parte de un sistema coordenado alrededor de m. De hecho
una propiedad análoga a la que expresa el Teorema de inmersión local se puede
mostrar a partir de esta particularidad de las sumersiones:
Sean m ∈ Md y ψ : M −→ N c un mapeo suave que es una sumersión en
m. Entonces existen (U,ϕ) y (V, τ) sistemas coordenados alrededor de m y
ψ(m), de tal forma que el siguiente diagrama conmuta

U
ψ|U ��

ϕ

��

V

τ

��
ϕ(U)

πc|ϕ(U)

�� τ(V )

donde πc(x1, . . . , xd) = (x1, . . . , xc).

En tal caso, considerando como un sistema coordenado cúbico (V, τ) alrededor
de ψ(m) con funciones coordenadas y1, . . . , yc, sabemos que y1 ◦ ψ, . . . , yc ◦ ψ
forma parte de un sistema coordenado alrededor de m. Denotemos xi = yi ◦ψ,
donde i ∈ { 1, . . . , c }, de modo que (U,ϕ = (x1, . . . , xd)) es dicho sistema coor-
denado. Sin pérdida de generalidad supongamos que ψ(U) ⊆ V , aśı, para todo
p ∈ U

τ ◦ ψ(p) = (y1 ◦ ψ(p), . . . , yc ◦ ψ(p))
= πc(y1 ◦ ψ(p), . . . , yc ◦ ψ(p), xc+1(p), . . . , xd(p))
= πc ◦ ϕ(p) ,

concluyéndose aśı que el πc|U ◦ ϕ = τ ◦ ψ|U .
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La siguiente Proposición es una aplicación de los resultados anteriores, y nos
será de utilidad en la demostración de la Proposición 2.8.12.

Proposición 2.5.7. Sean m ∈ M y ν ∈ TmM distinto de cero. Entonces
existe (V, ϕ) sistema coordenado alrededor de m, con funciones coordenadas
y1, . . . , yd, que satisface que

ν =
∂

∂y1

∣∣∣
m

Demostración. Sea (W,φ) sistema coordenado alrededor de m con funciones
coordenadas x1, . . . , xd, de modo que

ν =
d∑

i=1

d(xi)m(ν)
∂

∂xi

∣∣∣
m

�= 0 .

Como TmM es un espacio vectorial de dimensión finita d, entonces existe β =
{ ν1, . . . , νd }, una base para TmM en la cual ν1 = ν. Sea β∗ = { f1, . . . , fd }
la base dual de β, de modo que para cualesquiera i, j ∈ { 1, . . . , d } existen
aij ∈ R para las cuales

fj =
d∑

i=1

aij d(xi)m ,

Definamos para j ∈ { 1, . . . , d }, yj =
∑d

i=1 aijxi : W −→ R. Notemos que
para todo τ ∈ TmM

d(yj)m(τ) = τ
( d∑

i=1

aij xi

)
=

d∑
i=1

aij τ(xi)

=
d∑

i=1

aij d(xi)m(τ)

=
( d∑

i=1

aij d(xi)m

)
(τ) ,

es decir, d(yj)m =
∑d

i=1aij d(xi)m = fj , para toda j ∈ { 1, . . . , d }. De ese
modo y1, . . . , yd forman un conjunto independiente y como consecuencia existe
V ⊆ W , una vecindad abierta de m para la cual (V, ϕ = (y1, . . . , yd)) es un
sistema coordenado (Corolario 2.5.3), de tal manera que
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ν =
d∑

i=1

d(yi)m(ν)
∂

∂yi

∣∣∣
m

=
d∑

i=1

fi(ν1)
∂

∂yi

∣∣∣
m

=
∂

∂y1

∣∣∣
m

�

Observación 2.5.8. Veamos que dado ν ∈ TmM , existe una curva

σ : (−ε, ε) −→ M ,

que satisface que σ(0) = m y ν = σ̇(0).

Si ν = 0, basta considerar σ ≡ m. Supongamos que ν �= 0. Sea (V, ϕ)
como en la Proposición. Sin pérdida de generalidad supongamos que ϕ(m) = 0̂
(ya que podemos elegir a (W,φ) de tal forma que φ(m) = 0). Sea ε > 0 tal que
(t, 0, . . . , 0) ∈ ϕ(V ), para todo t ∈ (−ε, ε). Consideremos la curva σ definida
en (−ε, ε) como σ(t) = ϕ−1(t, 0, . . . , 0). Dicha curva es suave y σ(0) = m. Por
otro lado,

σ̇(0) =
d∑

i=1

d

dr

∣∣∣
0
(yi ◦ σ)

∂

∂yi

∣∣∣
m

,

de manera que para toda i ∈ { 1, . . . , d }

d

dr

∣∣∣
0
(yi ◦ σ) = ĺım

h→0

yi ◦ ϕ−1(h, 0, . . . , 0) − yi(m)
h

= ĺım
h→0

yi ◦ ϕ−1(ϕ(m) + he1) − yi(m)
h

=
∂

∂y1

∣∣∣
m

(yi) = δi1 ,

por lo cual σ̇(0) = ∂
∂y1

∣∣
m

= ν.

2.6. Efectos de la topoloǵıa en subvariedades

Considerando (N, ϕ) una subvariedad de M , podemos inducir una estructura de
variedad diferenciable en ϕ(N) de modo que ϕ resulte ser un difeomorfismo. De
este modo, siendo iϕ(N) la inclusión canónica de ϕ(N) en M, (ϕ(N), iϕ(N))
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Caṕıtulo 2. Cálculo en variedades diferenciables

resulta ser una subvariedad de M . Esto da una relación entre la clase de subva-
riedades de M y el conjunto C = {(C, iC) : (C, iC) es una subvariedad de M};
la pregunta ahora es cuando dos subvariedades (N1, ϕ1) y (N2, ϕ2) están rela-
cionados a la misma subvariedad (C, iC). Para empezar se debe tener que
ϕ(N1) = ϕ(N2) = C; más aún, la composición ϕ−1

2 ◦ ϕ1 debe ser un difeo-
morfismo. Lo anterior es equivalente a que ambas subvariedades satisfagan la
siguiente definición.

Definición 2.6.1. Sean (N1, ϕ1) y (N2, ϕ2) subvariedades de M . Diremos que
dihas subvariedades son equivalentes si existe un difeomorfismo α : N1 −→ N2

tal que el siguiente diagrama conmuta

N1
ϕ1 ��

α
��������� M

N2

ϕ2

��

es decir ϕ2 ◦ α = ϕ1.

Asociando cualesquiera dos subvariedades de M que sean equivalentes, in-
ducimos una relación de equivalencia en la clase de subvariedades de G que
tiene la propiedad de que para cada clase existe un único representante del con-
junto C. De este modo cuando hablemos de la existencia de subvariedades de M
que son únicas con respecto a alguna propiedad, entenderemos que existe una
única clase de equivalencia cuyos elementos la satisfacen, o lo que es lo mismo,
sólo hay un elemento del conjunto C con dicha propiedad.

Debemos tomar en cuenta que la expresión (C, iC) considera impĺıcitamente
la estructura de variedad diferenciable de C. Esto es muy importante pues
en muchas ocasiones un mismo subconjunto de M puede recibir estructuras
de variedad que con la inclusión canónica resultan subvariedades, pero que
no son equivalentes entre śı. Un ejemplo se tiene considerando (R, ψ) y (R, ϕ)
subvariedades de R

2 que tienen la imagen que muestra el dibujo

y

x

ϕ(R) ψ(R)

y

x

Sin pérdida de generalidad supongamos que ψ(0) = ϕ(0) = (0, 0). De modo
que existe una única función α : R −→ R que hace conmutar el diagrama
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R
ψ ��

α

��������� R2

R

ϕ

��

Dicha α no puede ser suave ya que ni siquiera es continua, pues por un lado
la sucesión (ψ( 1

n ))n converge a cero, implicando que (α( 1
n ))n = (ϕ−1(ψ( 1

n )))n

converge a ∞ o −∞, y por otro α(0) = 0. De este modo ψ(R) = ϕ(R), pero
las estructuras diferenciables inducidas por ψ y ϕ no son equivalentes.

Cuando no haya lugar a confusión diremos que C ⊆ M es subvariedad de
M refiriendonos a que (C, iC) ∈ C.

Veremos que en el caso general, manteniendo fija la topoloǵıa para un sub-
conjunto C de M , existe a lo más una estructura de variedad diferenciable
para C con esta topoloǵıa de tal forma que (C, iC) ∈ C. Más aún, si existe
una estructura de variedad diferenciable para C con la topoloǵıa relativa de tal
manera que (C, iC) ∈ C, tan sólo dicho elemento en C satisface que su conjunto
base es C (Proposición 2.6.3). Antes de mostrar esto plantearemos un problema
más general.

Sean (N, ψ) una subvariedad de M y una función suave φ : N ′ −→ M de
tal forma que φ(N ′) ⊆ ψ(N). Como ψ es inyectiva existe una única función
φ0 : N ′ −→ N que satisface que ψ ◦ φ0 = φ, es decir, φ se factoriza a través
de ψ. Entenderemos en ese caso que N ′ se factoriza a través de la subvariedad
(N, ψ). Por ello el siguiente diagrama conmuta

N ′ φ ��

φ0
��������� M

N

ψ

��

Como lo muestra el ejemplo dado previamente, donde (R, ϕ) y (R, ψ) son con-
sideradas subvariedades de R

2, es posible que la función φ0 no sea ni siquiera
continua. En el Teorema siguiente se muestra que el hecho de que φ0 sea con-
tinua es una razón suficiente para asegurar que también es suave.

Teorema 2.6.2. Sean φ : N ′ −→ Md una función suave y (N c, ψ) subvariedad
de M , de tal forma que φ factoriza a través de (N, ψ). Sea φ0 : N ′ −→ N la
función para la cual ψ ◦ φ0 = φ. Entonces se satisfacen las siguiente afirma-
ciones:

i. Si φ0 es continua entonces es suave.

ii. Si (N, ψ) es un encaje entonces φ0 es continua.

Demostración. Mostremos el inciso i. Ya que φ0 es continua, es suficiente
mostrar que existe un conjunto de mapeos coordenados (U,ϕ) que cubren a N ,
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Caṕıtulo 2. Cálculo en variedades diferenciables

de tal forma que ϕ ◦ φ0 es suave en φ−1
0 (U), el cual es abierto. Sean n ∈ N

y (V, τ) sistema coordenado alrededor de ψ(n), con funciones coordenadas
x1, . . . , xd. Ya que ψ es una inmersión, por el Corolario 2.5.4 sabemos que
existen i1, . . . , ic ∈ { 1, . . . , d } y U ⊆ ψ−1(V ) vecindad abierta de n, que
satisface que (U, β ◦ ψ) es un sistema coordenado, donde β = (xi1 , . . . , xic) es
suave. De tal manera,

(β ◦ ψ) ◦ φ0 = β ◦ (ψ ◦ φ0) = β ◦ φ

es suave, de lo cual se concluye el inciso i.

El inciso ii se sigue del inciso anterior y del hecho de que ψ es un homeo-
morfismo sobre su imagen, ya que φ se factoriza a través de ψ y por lo tanto
φ0 = ψ−1 ◦ φ, que es continua.

�

El resultado anterior nos ayudará a mostrar la siguiente Proposición.

Proposición 2.6.3. Sean M una variedad y C ⊆ M . Denotemos iC la in-
clusión de C en M .

i. Dada una topoloǵıa para C, existe a lo más una estructura de variedad
diferenciable para C con dicha topoloǵıa de tal modo que (C, iC) es una
subvariedad de M .

ii. Si existe una estructura de variedad diferenciable para C con la topoloǵıa
relativa de tal manera que (C, iC) ∈ C, tan sólo dicho elemento en C
satisface que su conjunto base es C.

Demostración. Analicemos el inciso i. Sea τ topoloǵıa de C. Supongamos
que existe una estructura de variedad diferenciable para C con dicha topoloǵıa
de tal forma que resulta una subvariedad de M . Denotaremos a dicha sub-
variedad como (C1, iC1). Supongamos que existe otra estructura de variedad
diferenciable para C cuya topoloǵıa es τ , la cual es denotada por (C2, iC2), de
modo que (C2, iC2) ∈ C. Observemos que el siguiente diagrama conmuta

C1

iC1 ��

idC
��������� M

C2

iC2

��

Como ambas estructuras tiene la misma topoloǵıa, idC es un homeomorfismo.
Del Teorema 2.6.2 inciso i se sigue que idC es un difeomorfismo, con lo cual se
concluye que (C1, iC1) = (C2, iC2).

Consideremos el inciso ii. Retomando la notación previa, si τ es la topoloǵıa
relativa inducida por M , consideremos (C1, iC1) como antes. Supongamos que
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existe otra estructura de variedad diferenciable para C que la hace una subva-
riedad de M (no necesariamente con la topoloǵıa relativa). Denotemos a esta
como (C0, iC0). Obtenemos con ello el siguiente diagrama conmutativo

C0

iC0 ��

φ0
��������� M

C1

iC1

��

donde φ0 es la identidad en C. Ya que (C1, iC1) es un encaje, del Teorema
2.6.2 inciso ii se sigue que φ0 es suave. Como es biyectiva y además resulta una
inmersión (pues para todo m ∈ C, d(iC1)m ◦ d(φ0)m = d(iC0)m es inyectiva),
del Corolario A.5.10 se sigue que φ0 es un difeomorfismo, por lo cual (C1, iC1) =
(C0, iC0).

�

2.7. Teorema de la función impĺıcita. Valores re-
gulares

Por el momento sabemos que cualquier subconjunto abierto de una variedad
M hereda una estructura de variedad diferenciable de M (ejemplo 1.1.7),
resultando ser un encaje con la inclusión y tener la misma dimensión que
M , obteniendo de hecho que sus espacios tangentes también se indentifican
canónicamente mediante la diferencial de la inclusión. El Teorema 2.7.3 nos
dará un criterio para determinar cuando un subconjunto cerrado de una varie-
dad tiene una estructura de variedad diferenciable con la cual resulta un encaje
de la variedad que la contiene. Como se verá, dicho subconjunto se obtiene a
través de una función suave como la imagen inversa de un punto, el cual satisface
ciertas condiciones.

El primer acercamiento a un resultado de este estilo se obtiene a través del
Teorema de la función impĺıcita. Su demostración, al igual que las otras de esta
sección, es consecuencia del Teorema de la función inversa y la incluimos con el
fin de establecer el razonamiento con el que se tratarán los resultados siguientes.

Teorema 2.7.1. Sea W ⊆ R
c−d × R

d abierto y f : W −→ R
d una función

suave. Denotemos (r1, . . . , rc−d, s1, . . . , sd) el sistema coordenado canónico de
R

c−d × R
d y si ◦ f = fi, para todo i ∈ { 1, . . . , d }.

Si (r0, s0) ∈ W satisface que f(r0, s0) = 0̂ y que la matriz de d × d(∂fi

∂sj

)
ij

(2.6)

es invertible, entonces existen U ⊆ R
c−d y V ⊆ R

d vecindades abiertas de
r0 y s0 respectivamente, de tal modo que U × V ⊆ W , y una función suave
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g : U −→ V que satisface que para todo (r, s) ∈ U × V , f(r, s) = 0 si y sólo si
g(r) = s.

Demostración. Veamos que r1, . . . , rc−d, f1, . . . , fd forman un conjunto inde-
pendiente de funciones en W .

Sean a1, . . . , ac−d, b1, . . . , bd ∈ R de tal forma que

0 =
c−d∑
j=1

aj drj +
d∑

i=1

bi dfi

=
c−d∑
j=1

aj drj +
d∑

i=1

(c−d∑
j=1

∂fi

∂rj
drj +

d∑
j=1

∂fi

∂sj
dsj

)

=
c−d∑
j=1

( d∑
i=1

∂fi

∂rj
drj + aj

)
drj +

d∑
j=1

( d∑
i=1

bi
∂fi

∂sj

)
dsj ,

es decir,

d∑
j=1

( d∑
i=1

bi
∂fi

∂sj

)
dsj = −

c−d∑
j=1

( d∑
i=1

∂fi

∂rj
drj + aj

)
drj = 0 . (2.7)

Aśı, para toda j ∈ { 1, . . . , d },
d∑

i=1

bi
∂fi

∂sj
= 0 .

Como la matriz expresada en 2.6 es invertible y(∂fi

∂sj

)t

ij
(b1, . . . , bd)t = 0 ,

concluimos que bi = 0, para todo i ∈ { 1, . . . , d }. Por la igualdad 2.7 con-
cluimos que para todo j ∈ { 1, . . . , c − d }, aj = 0. Denotando ϕ a la función
(r1, . . . , rc−d, f1, . . . , fd), por el Corolario 2.5.3 existe W̃ ⊆ W vecindad abierta
de (r0, s0) para la cual (W̃ , ϕ) es un sistema coordenado.

Sin pérdida de generalidad supongamos que W̃ = U × V , donde U ⊆ R
c−d

y V ⊆ R
d vecindades abiertas de r0 y s0, respectivamente.

Sean iU : U −→ ϕ(U × V ) la inclusión canónica iU (r) = (r, 0̂) y πd :
U × V −→ V la proyección canónica de las últimas d coordenadas. Sea g =
πd ◦ ϕ−1 ◦ iU .

Sea (r, s) ∈ U × V . Supongamos que f(r, s) = 0, entonces ϕ(r, s) = (r, 0̂)
y por lo tanto g(r) = πd ◦ ϕ−1 ◦ ϕ(r, s) = s. Supongamos ahora que g(r) = s,
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de tal modo que ϕ−1(r, 0̂) = (r, s) que es equivalente a que (r, 0̂) = ϕ(r, s) =
(r, f(r, s)), con lo cual concluimos que g es la función buscada.

�

A continuación definiremos un concepto que nos será de utilidad en los re-
sultados siguientes.

Definición 2.7.2. Sea ψ : M −→ N una función suave. Decimos que n ∈ N
es un valor regular de ψ si todo elemento en su preimagen es un punto regular.
Es decir, si dado m ∈ ψ−1(n), dψm es suprayectiva.

Por vacuidad todo elemento en N � ψ(M) es un valor regular.
Un resultado importante para variedades diferenciables es el Teorema de

Sard que afirma que si ψ : M −→ N es una función suave entonces el conjunto

{n ∈ N : n no es un valor regular de ψ }

es de medida cero en N . Como consecuencia se tiene que el conjunto de valores
regulares de ψ en N es denso. La demostración de dicho Teorema puede ser
consultada en [G-P]. En el apartado de medida cero para variedades se incluye
una versión débil del Teorema de Sard.

Teorema 2.7.3. Sea ψ : Md −→ N c una función suave. Supongamos que
n ∈ N es un valor regular y consideremos P = ψ−1(n). Entonces P tiene
un única estructura de variedad diferenciable para la cual (P, iP ) resulta ser
una subvariedad de M (más áun, es un encaje) y se satisface que dimP =
dimM − dimN = d − c

Demostración. Veremos que en la estructura de variedad diferenciable, P
tiene la topoloǵıa relativa, siguiéndose la unicidad de la Proposión 2.6.3 inciso ii.

Sea p ∈ P . Si (V, φ = (y1, . . . , yc)) es un sistema coordenado cúbico cen-
trado en n entonces y1 ◦ ψ, . . . , yc ◦ ψ forma parte de un sistema coordena-
do alrededor de p (observación 2.5.6). Denotemos como xi = yi ◦ ψ, donde
i ∈ { 1, . . . , c }, y consideremos (Up, ϕp = (x1, . . . , xd)) dicho sistema coordena-
do. Sin pérdida de generalidad supongamos que ϕp(Up) es un cubo, de modo
que P ∩ Up resulta la rebanada de Up que satisface que

xi = yi(n) i ∈ { 1, . . . , c } .

Si πc denota la proyección canónica de R
d sobre las últimas d−c coordenadas,

tenemos que πc ◦ϕ|P∩Up es un difeomorfismo sobre su imagen abierta en R
d−c.

De esa forma, P con la topoloǵıa relativa y con la estructura diferencial gen-
erada por la familia { (P ∩Up, πc ◦ϕp|Up∩P ) }p∈P es una variedad diferenciable
de dimensión d − c.

�
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En general, el estudio de conjuntos de ceros de funciones es de un amplio
interés matemático. Por ejemplo, la geometŕıa algebraica clásica estudia los ceros
de conjuntos de polinomios. En la demostración anterior vimos que localmente la
imagen inversa de un valor regular es una rebanada de un sistema coordenado,
es decir, localmente es el conjunto de puntos cuyos valores funcionales estan
restringidos a una constante.

El Teorema 2.7.3 nos dice que cuando tenemos una función suave ψ : M −→
N y n ∈ N , el conjunto solución de la ecuación ψ(x) = n, que es justamente
ψ−1(n), es una variedad. En general podemos preguntarnos cuando el conjunto
de puntos que satisfacen una condición suave arbitraria resultan una subva-
riedad, es decir, dada una subvariedad (O, ϕ) de N , ¿cuándo el conjunto de
puntos de M que satisfacen que ψ(m) ∈ ϕ(O) recibe una estructura de varie-
dad diferenciable que lo hace subvariedad de M? En el siguiente Teorema se
verá una condición suficiente para que dada una función suave ψ : M −→ N
no sólo la imagen inversa de un punto en N , sino la imagen inversa de una
subvariedad de N sea una subvariedad de M .

Teorema 2.7.4. Sea ψ : Md −→ N c una función suave y (Ok, ϕ) una subva-
riedad de N . Supongamos que para cualquier m ∈ ψ−1(ϕ(O)) se satisface

Tψ(m)N = dψm(TmM) + dϕn(TnO) , (2.8)

donde n = ϕ−1(ψ(m)). Si P �= ∅ entonces existe una estructura de variedad
diferenciable para P de tal forma que (P, iP ) es una subvariedad de M y

dimM − dimP = dimN − dimO .

En el caso de que (O, ϕ) es un encaje en N , (P, iP ) también resulta un encaje
y en ese caso la estructura de variedad diferenciable para P es la única que
satisface que (P, iP ) es una subvariedad de M .

Demostración. Sea n ∈ O. Como ϕ es una inmersión existe una vecindad
abierta de n, Wn ⊆ O y (V, τ) un sistema coordenado cúbico centrado en ϕ(n)
con funciones coordenas y1, . . . , yc de tal forma que ϕ(Wn) es una rebanada
de (V, τ) (Corolario 2.4.4), descrita como

yi = 0 i ∈ { 1, . . . , k } .

Sea πk la proyección canónica de las últimas c − k coordenadas de R
c, y

ψ−1(Vn) = Un. Consideremos

ψUn = πk ◦ τ ◦ ψ|Un ,

de modo que ψUn

−1(0̂) = ψ−1(ϕ(Wn)). Veamos que 0̂ es un valor regular de
ψUn . Si p ∈ ψ−1(ϕ(Wn)), entonces
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Tψ(p)N = dψp(TpM) + dϕn0(Tn0O) ,

donde n0 = ψ−1(ϕ(p)). Como πk ◦ τ ◦ ϕ ≡ 0̂ y πk ◦ τ es una sumersión, se
tiene que

d(πk ◦ τ)ψ(p)(Tψ(p)N) = d(πk ◦ τ)ψ(p)(dψp(TpM) + dϕn0(Tn0O))
= d(πk ◦ τ)ψ(p)(dψp(TpM))
= d(πk ◦ τ ◦ ψ)p(TpM) ,

con lo que se obtiene que 0̂ es valor regular de ψUn .
Por el Teorema 2.7.3, ψ−1(ϕ(Wn)) recibe una única estructura de variedad

diferenciable que la hace una subvariedad de M con la inclusión. De hecho,
con dicha estructura ψ−1(ϕ(Wn)) tiene la topoloǵıa relativa. Con respecto a
esto, notemos que dado A ⊆ Wn abierto en O, ψ−1(ϕ(A)) resulta abierto
en ψ−1(ϕ(Wn)). Para verificarlo denotemos ϕA : A −→ ϕ(Wn) a la función
definida como ϕA(a) = ϕ(a). Ya que (ϕ(Wn), iϕ(Wn)) es un encaje en N y
(A,ϕ) se factoriza a través de este, es decir, el siguiente diagrama conmuta

A
ϕ ��

ϕA ������������ N

ϕ(Wn)

iϕ(Wn)

��

se concluye que ψA es suave (Teorema 2.6.2). Más aún, por la conmutatividad
del diagrama y el hecho de que ϕ es una inmersión, ϕA también lo es. Por
el Teorema de la función inversa, dado que dimA = dimϕ(Wn), ϕA es un
difeomorfismo local y por lo tanto ϕA(A) = ϕ(A) es abierto en ϕ(Wn). Como
ϕ(Wn) tiene la topoloǵıa relativa, existe L ⊆ N abierto que satisface que
ϕ(A) = L ∩ ϕ(Wn), se sigue que ψ−1(ϕ(A)) = ψ−1(ϕ(Wn)) ∩ ψ−1(L), que es
un abierto en ψ−1(ϕ(Wn)) con la topoloǵıa relativa inducida por M .

Consideremos {Wni }i∈N cubierta abierta de O, donde ni ∈ O y Wni

satisface las condiciones anteriores. De esa forma

P =
⋃
i∈N

ψ−1(ϕ(Wni)) .

Por el comentario previo sobre los abiertos de los ψ−1(ϕ(Wni)), tenemos que
para cualesquiera k, j ∈ N, ψ−1(ϕ(Wnk

)) y ψ−1(ϕ(Wnj )) se intersectan en
respectivos abiertos ya que

ψ−1(ϕ(Wnk
)) ∩ ψ−1(ϕ(Wnj )) = ψ−1(ϕ(Wnk

∩ Wnj )) .

De esa manera la unión de las topoloǵıas de la familia {ψ−1(ϕ(Wni)) }i∈N forma
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Caṕıtulo 2. Cálculo en variedades diferenciables

una base para una topoloǵıa de P que resulta Hausdorff. También es segundo
numerable pues es unión numerable de topoloǵıas, cada una de ellas segundo
numerable. Ya que ψ−1(ϕ(Wni

)) intersecta en un abierto a ψ−1(ϕ(Wnj
)), si

la intersección es distinta del vaćıo recibe una única estructura de variedad
diferenciable con la topoloǵıa relativa (Proposición 2.6.3 inciso ii) y por lo
tanto las estructuras de variedad diferenciable de cada ψ−1(ϕ(Wni

)) resultan
compatibles, de modo que hay una única estructura de variedad diferenciable
para P que contiene a la unión de las estructuras de las ψ−1(ϕ(Wni

)) y con
dicha estructura (P, iP ) es una subvariedad de M .

Resta verificar que si (O, ϕ) es un encaje, (P, iP ) también lo es. Para ello
basta observar que para todo i ∈ N, ψ−1(ϕ(Wi)) es un abierto de P con la
topoloǵıa relativa. Si (O, ϕ) es un encaje entonces para cada i ∈ N existe
Li ⊆ N abierto tal que ϕ(Wni) = ϕ(O) ∩ Li, de modo que

ψ−1(ϕ(Wi)) = ψ−1(ϕ(O)) ∩ ψ−1(Li) = P ∩ ψ−1(Li)

es un abierto de P con la topoloǵıa relativa, ya que ψ es continua.
�

Observemos que el Teorema anterior es una generalización del Teorema 2.7.3
ya que tomando O = {n } y ϕ = in (el mapeo inclusión), (O, in) es un encaje
en N de dimensión cero y además satisface que para cualquier m ∈ P , dψm

es suprayectiva si y sólo si

Tψ(m)N = dψm(TmM) = dψm(TmM) + dϕn(TnO) .

Si como en las hipótesis del Teorema 2.7.4, ψ : M c −→ Nd es una función
suave y (Ok, ϕ) es una subvariedad de N de tal forma que para cualquier
m ∈ ψ−1(ϕ(O)) se satisface la ecuación descrita en (2.8), diremos que ψ es
transversal a la subvariedad (O, ϕ).

2.8. Campos vectoriales

En esta parte analizaremos una noción que resultará bastante importante en lo
sucesivo. Dicho concepto es el de campo vectorial. Esta parte se concentra en el
análisis de sus propiedades básicas.

Definición 2.8.1. (Campos vectoriales) Sea M una variedad. Decimos que
X es un campo vectorial en un abierto U de M si es un levantamiento de la
inclusión de U en M , a través de la proyección canónica π : M −→ TM , por
lo que el siguiente diagrama conmuta

TM

π

��
U

X

���
�

�
�

iU

�� M
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es decir, iU = π ◦ X. Adicionalmente diremos que es suave o de clase C∞ si
X ∈ C∞(U, TM).

La definición anterior nos dice que X : U −→ TM es un campo vectorial en
U si y sólo si X(m) (que usualmente escribiremos como Xm) es un elemento
de TmM .

Denotaremos el conjunto de campos vectoriales suaves en el abierto U de
M como X(U). Observemos que las estructuras de R-espacios vectoriales de los
espacios tangentes de elementos en M inducen canónicamente una estructura
de R-espacio vectorial en X(U) y de C∞(U)-módulo. A saber, si X, Y ∈ X(U),
λ ∈ R y f ∈ C∞(U), para toda m ∈ U

(X + Y )m = Xm + Ym

(λX)m = λXm

(fX)m = f(m)Xm

Dada una función f ∈ C∞(U) y X un campo vectorial en U , definimos la
función X(f) de U en R como aquella que aplica m �→ Xm(f).

A continuación veremos condiciones equivalentes al hecho de que un campo
vectorial sea suave.

Proposición 2.8.2. Sea X un campo vectorial en una variedad M . Entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:

i. X ∈ X(M).

ii. Sea (U,ϕ = (x1, . . . , xd)) un sistema coordenado en M . Si a1, . . . , ad es
un conjunto de funciones definidas en U que satisfacen que

X|V =
d∑

i=1

ai
∂

∂xi
,

entonces ai ∈ C∞(U), para toda i ∈ { 1 . . . , d }.
iii. Dados V subconjunto abierto de M y f ∈ C∞(V ), X(f) ∈ C∞(V ).

Demostración. Dado un sistema coordenado (U,ϕ) con funciones coorde-
nadas x1, . . . , xd, consideremos el mapeo coordenado (π−1(U), ϕ̃) en TM in-
ducido por (U,ϕ) (seccion 2.3). De manera que para toda m ∈ U

ϕ̃ ◦ X(m) = (ϕ(m), Xm(x1), . . . , Xm(xd)) (2.9)

Veamos que el inciso i implica ii. Considerando el sistema coordenado (V, ϕ),
con funciones coordenadas x1, . . . , xd, se tiene que si m ∈ U entonces ai(m) =

45
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d(xi)m(Xm) = Xm(xi). Como X es suave, ϕ̃ ◦ X también lo es. Esto últi-
mo ocurre si y sólo si cada función coordenada de la igualdad (2.9) es suave,
concluyéndose con ello que ai ∈ C∞(V ).

Mostremos que el inciso ii implica iii. Sea f ∈ C∞(V ). Para mostrar que
X(f) es suave en V , basta ver que para cada elemento de V existe una vecindad
abierta de dicho elemento contenida en V y en la cual X(f) es suave. Sean
m ∈ V y (U,ϕ) sistema coordenado alrededor de m con funciones coordenadas
x1, . . . , xd de tal forma que U ⊆ V . Sean a1, . . . , ad ∈ C∞(U) tales que

X|V =
d∑

i=1

ai
∂

∂xi
.

De manera que para toda m′ ∈ U ,

X(f)(m′) =
d∑

i=1

ai(m′)
∂

∂xi

∣∣∣
m′

(f) =
d∑

i=1

ai(m′)
∂(f ◦ ϕ−1)

∂ri
(ϕ(m′)) ,

resultando aśı que X(f) es suave en U .

Por último veamos que el inciso iii implica ii. Sabemos que X es suave si y
sólo si dado (W, τ) un sistema coordenado en M , τ̃ ◦X es suave. Considerando
el sistema coordenado (U,ϕ), con funciones coordenadas x1, . . . , xd, ya que
X(xi) ∈ C∞(U) para todo i{ 1, . . . , d }, de la igualdad (2.9) se sigue el resul-
tado.

�

La siguiente definición es de suma importancia. Algunos comentarios al res-
pecto se ofrecen después de la Proposición 2.8.4 ya que ah́ı se enumeran las
propiedades básicas de la misma.

Definición 2.8.3. (Corchetes de Lie en campos vectoriales) Sean X, Y ∈
X(M). Definimos la función [X, Y ], llamado el corchete de Lie de X y Y , como

[X,Y ]m(f) = Xm(Y (f)) − Ym(X(f)) .

Proposición 2.8.4. Sean X, Y, Z ∈ X(M), entonces

i. [X, Y ] es un campo vectorial suave en M .

ii. [X, Y ] = −[Y, X] (anti-conmutatividad).

iii. [[X,Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z, X], Y ] = 0 (identidad de Jacobi).

iv. Para cualesquiera f, g ∈ C∞(M), [fX, gY ] = fg[X, Y ] + f(X(g))Y −
g(Y (f))X.
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Demostración. Sean X, Y, Z ∈ X(M).
Verifiquemos el inciso i. De la definición se obtiene que para todo m ∈

M , [X, Y ]m es una función R-lineal, por lo que basta demostrar que es una
derivación para concluir que [X,Y ]m ∈ TmM y con ello que es un campo
vectorial. Sean f, g ∈ C∞

m (M). De modo que para todo p ∈ dom (f)∩dom (g),

X(fg)(p) = Xp(fg) = f(p)Xp(g) + g(p)Xp(f) = (fX(g) + gX(f))(p) ,

por lo cual X(fg) = fX(g) + gX(f). Análogamente se tiene que Y (fg) =
fY (g) + gY (f). De ah́ı que

Xm(Y (fg)) = Xm(fY (g) + gY (f)) = Xm(fY (g)) + Xm(gY (f))
= f(m)Xm(Y (g)) + g(m)Xm(Y (f))
+ Xm(f)Ym(g) + Xm(g)Ym(f) .

Análogamente se concluye que

Ym(X(fg)) = f(m)Ym(X(g)) + g(m)Ym(X(f))
+ Ym(f)Xm(g) + Ym(g)Xm(f) .

De esa forma se tiene que

[X,Y ]m(fg) = Xm(Y (fg)) − Ym(X(fg))
= f(m)Xm(Y (g)) + g(m)Xm(Y (f))
− (f(m)Ym(X(g)) + g(m)Ym(X(f)))
= f(m)(Xm(Y (g)) − Ym(X(g)))
+ g(m)(Xm(Y (f)) − Ym(X(f)))
= f(m)[X, Y ]m(g) + g(m)[X, Y ](f) ,

obteniendo aśı que [X, Y ]m ∈ TmM , para toda m ∈ M .
Por la Proposición 2.8.2, basta mostrar que para cualesquiera V ⊆ M

abierto y f ∈ C∞(V ), [X,Y ](f) ∈ C∞(V ) para concluir que [X, Y ] es suave.
Como X, Y ∈ X(M), f1 = Y (f), f2 = X(f) ∈ C∞(V ), y por consecuencia

X(f1), X(f2) ∈ C∞(V ). Ya que [X, Y ](f) = X(f1) − X(f2), se sigue que es
suave en V .

Veamos los incisos ii y iii. Sean m ∈ M y f ∈ C∞
m (M). Por definición

[X,Y ]m(f) = Xm(Y (f)) − Ym(X(f))
= −(Ym(X(f)) − Xm(Y (f))) = −[Y, X]m(f) .
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Por otro lado,

[[X, Y ], Z]m(f) = [X, Y ]m(Z(f)) − Zm([X,Y ](f))
= Xm(Y (Z(f))) − Ym(X(Z(f)))
− Zm(X(Y (f))) + Zm(Y (X(f))) .

Análogamente

[[Y,Z], X]m(f) = Ym(Z(X(f))) − Zm(Y (X(f)))
− Xm(Y (Z(f))) + Xm(Z(Y (f)))

,

[[Z, X], Y ]m(f) = Zm(X(Y (f))) − Xm(Z(Y (f)))
− Ym(Z(X(f))) + Ym(X(Z(f))) .

De esa forma, considerando cada una de las igualdades anteriores se obtiene

[[X,Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z, X], Y ] = 0 .

Finalmente verifiquemos el inciso iv. Sean f, g ∈ C∞M . Sean m ∈ M y
h ∈ C∞

m (M), entonces

[fX, gY ]m(h) = f(m)Xm(gY (h)) − g(m)Ym(fX(h))
= f(m)(Xm(g)Ym(h) + g(m)Xm(Y (h)))
− g(m)(Ym(f)Xm(h) + f(m)Ym(X(h)))
= f(m)g(m)[X, Y ]m(h) + f(m)Xm(g)Ym(h) − g(m)Ym(f)Xm(h) .

Como lo anterior se satisface para cualesquiera m ∈ M y thi h ∈ C∞
m (M),

[fX, gY ] = fg[X, Y ] + f(X(g))Y − g(Y (f))X, que es lo que deseabamos.
�

Observación 2.8.5. Dado el inciso i, podemos escribir el corchete como una
operación en X(M), es decir [ , ] : X(M) × X(M) −→ X(M). Gracias a la
definición del corchete y a que los vectores tangentes son lineales se concluye
que el corchete de Lie es una operación bilineal, al considerar la estructura de
R-espacio vectorial en X(M). Por otro lado, la propiedad iv indica que esta
operación en general no respeta la estructura de C∞(M)-módulo.

Cuando un espacio vectorial tiene una operación bilineal que satisface las
condiciones ii y iii se le llama álgebra de Lie, concepto que retomaremos en el
caṕıtulo de Grupos de Lie.
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Ejemplo 2.8.6. Sean Md y N c variedades diferenciables. Para todo (m,n) ∈
M ×N denotemos como λm,n al isomorfismo canónico

(
d(π1)(m,n), d(π2)(m,n)

)
visto en el ejemplo 2.2.3. Sean X ∈ X(M) y Y ∈ X(N). Consideremos a
X̃, Ỹ : M × N −→ T (M × N), campos vectoriales definidos como

X̃(m,n) = λ−1
m,n(Xm, 0)

Ỹ(m,n) = λ−1
m,n(0, Yn) .

Ya que para cualesquiera
(
U,ϕ = (x1, . . . , xd)

)
y

(
V, τ = (y1, . . . , yc)

)
sistemas

coordenados de M y N respectivamente, dados m ∈ U y n ∈ V

X̃(m,n) =
d∑

j=1

(
X(xj) ◦ π1

)
(m,n)

∂

∂xj

∣∣∣∣
(m,n)

Ỹ(m,n) =
c∑

k=1

(
Y (yk) ◦ π2

)
(m, n)

∂

∂yk

∣∣∣∣
(m,n)

se concluye que X̃, Ỹ ∈ X(M × N). Más aún,
[
X̃, Ỹ

] ≡ 0 ya que para todo
f ∈ C∞

(m,n)(M × N)

X̃(m,n)(Ỹ (f)) =
c∑

k=1

d∑
j=1

Xm(xj)Yn(yk)
∂2

(
f ◦ (ϕ−1 × τ−1)

)
∂rj ∂rd+k

(
ϕ(m), τ(n)

)
Ỹ(m,n)(X̃(f)) =

c∑
k=1

d∑
j=1

Xm(xj)Yn(yk)
∂2

(
f ◦ (ϕ−1 × τ−1)

)
∂rd+k ∂rj

(
ϕ(m), τ(n)

)
siguiéndose que X̃(m,n)(Ỹ (f)) = Ỹ(m,n)(X̃(f)) del hecho de que las derivadas
parciales conmutan.

Definición 2.8.7. Diremos que una curva σ : [a, b] −→ M es una curva suave
en M si existe ε > 0 y una extensión suave de σ a (a−ε, b+ε). La llamaremos
suave a trozos si existe una sucesión finita de elementos en [a, b] de la forma
a = a0 < a1 < . . . < ak = b, para los cuales σ|[ai,ai+1] es suave.

Obsérvese que una curva suave a trozos es continua ya que todo elemento en
el intervalo de definición termina siendo elemento del dominio abierto de una
curva suave en el sentido usual.

Además, el vector tangente de una curva suave σ : [a, b] −→ M

σ̇(t0) = dσt0

(
d

dt

∣∣∣
t0

)
∈ Tσ(t0)M

esta bien definido ya que no depende de la extensión de la curva.
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Definición 2.8.8. (Curva integral) Sea X ∈ X(M). Diremos que una curva
suave σ es una curva integral de X, si para todo t en su dominio

σ̇(t) = Xσ(t) .

Dado un campo vectorial suave X en M , es válido preguntarnos si dado
m0 ∈ M y t0 ∈ R, existirá una curva suave σ definida en t0 que sea curva
integral de X y que además pase por m0 en el tiempo t0. Más aún, de existir,
¿dichas condiciones iniciales la harán única?

Supongamos que dicha curva existe y denotémosla como σ, de tal modo que
σ(t0) = m0 y

dσt

(
d

dr

∣∣∣
t

)
= σ̇(t) = Xσ(t)

para todo t en el dominio de σ.
Consideremos (U,ϕ = (x1, . . . , xd)) un sistema coordenado alrededor de

m0. Por ello, para todo t ∈ σ−1(U),

σ̇(t) =
d∑

i=1

d(xi ◦ σ)
dr

(t)
∂

∂xi

∣∣∣
σ(t)

Por otro lado

X|U =
d∑

i=1

fi
∂

∂xi

donde fi ∈ C∞(U) para todo i ∈ { 1, . . . , d }, de manera que tenemos la
siguiente igualdad

d∑
i=1

d(xi ◦ σ)
dr

(t)
∂

∂xi

∣∣∣
σ(t)

=
d∑

i=1

fi(σ(t))
∂

∂xi

∣∣∣
σ(t)

De lo cual se sigue que

d(xi ◦ σ)
dr

(t) = fi ◦ σ(t)

para cualquier i ∈ { 1, . . . , d }. Denotando σi = xi◦σ, las igualdades anteriores
quedan como

dσi

dr
(t) = fi ◦ ϕ−1(σ1(t), . . . , σd(t)) (2.10)

para cualquier i ∈ { 1, . . . , d }. Por lo anterior podemos decir que σ es una
curva integral de X si y sólo si para cualquier sistema coordenado (U,ϕ =
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(x1, . . . , xd)), el conjunto de funciones {xi ◦ σ }d
i=1 son una solución al sistema

de ecuaciones diferenciales de primer orden expresado en (2.10). En [Hurewicz]
se encuentra la prueba detallada de los Teoremas de existencia y unicidad de las
soluciones para dicho tipo de ecuaciones, que serán interpretados en términos
curvas integrales de campos vectoriales suaves en el siguiente Teorema.

Teorema 2.8.9. Sea X un campo suave en una variedad diferenciable M .
Para cada m ∈ M existen am, bm ∈ R ∪ {±∞} y una curva suave

σm : (am, bm) −→ M

que satisface las siguiente condiciones:

i. 0 ∈ (am, bm) y σm(0) = m.

ii. σm es una curva integral de X.

iii. Si γ : (c, d) −→ M es una curva suave que satisface las condiciones i y ii
entonces (c, d) ⊆ (am, bm) y γ = σm|(c,d).

Para cada t ∈ R, definimos Xt con dominio

Dt = {m ∈ M : t ∈ (am, bm) } ,

para la cual

Xt(m) = σm(t)

iv. Para cada t ∈ R, Dt es un subconjunto abierto de M y⋃
t>0

Dt = M

v. Xt : Dt −→ D−t es un difeomorfismo con inversa X−t.

vi. Dado m ∈ M existe una vecindad abierta de m y εm > 0 de tal forma
que la función

V × (−εm, εm) �� M

(m′, t) � �� Xt(m′) = σm′(t)

(2.11)

es suave.

vii. Si t, s ∈ R, entonces el dominio de Xt ◦ Xs esta contenido en Ds+t (en
el caso en el que s y t tengan el mismo signo entonces dichos conjuntos
coinciden). Además, en el dominio de Xt ◦ Xs,

Xt ◦ Xs = Xs+t .
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Demostración. Mostremos primero los incisos i, ii y iii. Sea m ∈ M . Sabemos
que existe σ : (a, b) −→ M curva integral de X que satisface que 0 ∈ (a, b)
y σ(0) = m (Teorema 4 de [Hurewicz], página 28). Notemos que si σ1 :
(a1, b1) −→ M , σ2 : (a2, b2) −→ M son curvas integrales de X que satis-
facen que σ1(0) = σ2(0) = m, entonces 0 ∈ (a1, b1) ∩ (a2, b2) y por lo tanto
dicha intersección es un conjunto conexo.

Consideremos A = { t ∈ (a1, b1) ∩ (a2, b2) : σ1(t) = σ2(t) }, de modo que
0 ∈ A y por continuidad es cerrado. Veamos que también es abierto, y con
ello concluiremos que A = (a1, b1) ∩ (a2, b2). Gracias a los Teoremas 3 y 4
de [Hurewicz] (página 28), para todo t0 ∈ A existe una vecindad abierta de
t0 en la que hay una única curva integral que pasa por σ1(t0), es decir, existe
una vecindad abierta de t0 contenida en (a1, b1) ∩ (a2, b2) en la que σ1 y σ2

coinciden, de modo que A es abierto.
Denotemos como Lm a la unión de intervalos en R que son dominios de

curvas integrales de X que pasan por m en 0. Como 0 pertenece a cada uno
de esos intervalos, Lm resulta un abierto conexo, es decir, existen am, bm ∈
R ∪ {−∞,∞}, de tal manera que Lm = (am, bm).

Sea σm la curva definida en Lm como

σm(t) = σ(t) ,

donde σ es una curva integral de X que pasa por m en 0 y para la cual
t ∈ dom σ. Por la construcción de Lm y el argumento previo, la curva σm esta
bien definida y satisface la condición iii. Además es suave y resulta ser una
curva integral de X que pasa por m en 0, ya que localmente esta definida
mediante curvas integrales con esa propiedad.

Del Teorema 4 de [Hurewicz] se sigue que
⋃

t>0 Dt = M . En el inciso vi,
la existencia de ε > 0 y la vecindad abierta alrededor de m en M , se sigue
del Teorema 7 de [Hurewicz] (página 29). La suavidad del mapeo 2.11 se sigue
del Teorema 9 de [Hurewicz] (página 29).

Mostremos el resultado enunciado en el inciso vii. Por definición

domXs ◦ Xt = {m ∈ M : t ∈ (am, bm) y s ∈ (aσm(t), bσm(t)) } .

Afirmamos que

(aσm(t), bσm(t)) = (am − t, bm − t) .

Para verificarlo consideremos σ : (am − t, bm − t) −→ M curva que aplica
r �→ σm(r + t). Notemos que σ es suave y

σ̇(r) = σ̇m(r + t) = X(σm(r + t)) = X(σ(r)) , (2.12)
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de modo que σ es una curva integral que satisface que σ(0) = σm(t). Por el
inciso iii se tiene que

(am − t, bm − t) ⊆ (aσm(t), bσm(t)) y σσm(t)|(am−t, bm−t) = σ . (2.13)

Análogamente consideremos σ0 : (aσm(t) + t, bσm(t) + t) −→ M curva que
aplica r �→ σσm(t)(r − t). Como −t ∈ (am − t, bm − t) ⊆ (aσm(t), bσm(t)),
entonces 0 ∈ (aσm(t) + t, bσm(t) + t), de modo que

σ0(0) = σσm(t)(−t) = σ(−t) = σm(0) = m.

Como en 2.12 se concluye que σ0 es una curva integral de X que pasa por m en
0, se obtiene que (aσm(t) + t, bσm(t) + t) ⊆ (am, bm). De ah́ı, (aσm(t), bσm(t)) =
(am − t, bm − t) y de la igualdad 2.13 que para todo r ∈ (aσm(t), bσm(t)),
σσm(t)(r) = σ(t + r).

De esa manera, m ∈ dom (Xs ◦ Xt) si y sólo si t, s + t ∈ (am, bm), lo cual
implica que m ∈ Ds+t. De tal forma que dom (Xs ◦ Xt) ⊆ Ds+t. Más aún,

Xs ◦ Xt(m) = Xs(σm(t)) = σσm(t)(s)
= σm(s + t) = Xs+t(m)

.

Supongamos que s y t tienen el mismo signo. Si m ∈ Ds+t, por definición
s + t ∈ (am, bm). Si 0 � s, t, entonces 0 � t � s + t. Si s, t � 0, entonces
s + t � t � 0, concluyéndose en ambos casos que t ∈ (am, bm). De esa forma
se tiene que t, s + t ∈ (am, bm), que es equivalente a que m ∈ dom (Xs ◦ Xt).
De esa forma se tiene que dom (Xs ◦ Xt) = Ds+t.

Veamos ahora que Dt0 es abierto para todo t0 ∈ R. Si Dt0 = ∅ entonces
resulta abierto. Supongamos que Dt0 �= ∅. Sea m ∈ Dt0 , que por definición
significa que t0 ∈ (am, bm). Supongamos que t0 � 0. Aseguramos que existe
ε > 0 y W ⊆ M abierto para el cual σm([0, t0]) ⊆ W y

W × (−ε, ε) �� M

(m′, t) � �� Xt(m′) = σm′(t)

(2.14)

esta definida y es suave. Lo anterior se concluye del hecho de que σm[0, t0]
es compacto ya que para toda m′ ∈ σm[0, t0] existen Wm′ ⊆ M vecindad
abierta de m′ y εm′ > 0 para los cuales la función definida en 2.14 es suave, de
modo que {Wm′ } forma una cubierta abierta de σm([0, t0]). Considerando la
subcubierta finita Wm1 , . . . , Wmn , W =

⋃n
i=1 Wmi y ε = min { εm1 , . . . , εmn }

satisfacen las condiciones.
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Ahora construiremos una vecindad abierta de m que se quede contenida
en Dt0 . Sea n ∈ N que satisface que ζ = t0

n < ε. Por recursión definamos la
siguiente familia de funciones y subconjuntos de M

α1 = Xζ |W , W1 = α−1
1 (W ) ,

αi = Xζ |Wi−1 , Wi = α−1
i (Wi−1) si 2 � i � n .

Notemos que satisfacen las siguientes condiciones:

Para todo i ∈ { 1, . . . , n }, Wi es una vecindad abierta de m, αi es suave
y Wi ⊆ Wi−1. Procederemos por inducción para verificar dichas propiedades.
Por un lado W1 = α−1

1 (W ) = W ∩ X−1
ζ (W ), de modo que W1 es abierto

(pues α1 = Xζ |W es suave) y esta contenido en W . Además m ∈ W y thi
Xζ(W )(m) = σm(ζ) ∈ W . Sea 2 � l < k � n. Supongamos que Wl es vecindad
abierta de m contenida en Wl−1, que αl es suave y que

X−1
ζ (Wl) =

l⋂
j=1

(Xj
ζ )−1(W ) ,

donde Xj
ζ denota la composición de Xζ j veces. Como Wk−1 ⊆ W , αk es

suave. Además Wk = α−1
k (Wk−1) = Wk−1 ∩ X−1

ζ (Wk−1) es un subconjunto
abierto de Wk−1, por lo que nos resta ver que es una vecindad de m. Para ello
basta mostrar que m ∈ X−1

ζ (Wk−1), que se obtiene del hecho de que

X−1
ζ (Wk) = X−1

ζ (Wk−1 ∩ X−1
ζ (Wk−1))

=
(k−1⋂

j=1

(Xj
ζ )−1(W )

)⋂
X−1

ζ

(k−1⋂
j=1

(Xj
ζ )−1(W )

)

=
(k−1⋂

j=1

(Xj
ζ )−1(W )

)⋂( k⋂
j=2

(Xj
ζ )−1(W )

)

=
k⋂

j=1

(Xj
ζ )−1(W ) .

Por el inciso vii, Xj
ζ (m) = Xjζ(m) = σm(jζ) ∈ W , para j ∈ {1, . . . , k}

ya que k � n.
Dado que para todo i ∈ { 1, . . . , n }, αi(Wi) = αi(α−1

i (Wi−1)) ⊆ Wi−1,
considerando

h = (α1 ◦ α2 ◦ . . . ◦ αn)|Wn

= Xζ W1 ◦ . . . ◦ Xζ |Wn

= Xnζ |Wn = Xt0 |Wn ,
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se tiene que h = Xt0 |Wn es suave (por ser composición de suaves) y h(Wn) ⊆
α1(W1) = α1(α−1

1 (W )) ⊆ W , es decir Xt0(Wn) ⊆ W . Por ello, m ∈ Wn ⊆ Dt0

y Xt0 |Wn
es suave. Siguiendo un proceso análogo se obtienen que si t0 < 0,

para todo elemento de Dt0 existe una vecindad abierta totalmente contenida
en dicho conjunto y en la cual Xt0 es suave.

Nos resta probar el inciso v. Notemos que D0 = M y X0 = idM es un
difeomorfismo. Al mostrar que para todo t ∈ R, Dt es abierto se obtuvo que
para cualquier elemento de Dt existe una vecindad abierta en la que Xt es
suave, de lo que se sigue que Xt es suave en Dt.

Veamos que Xt(Dt) ⊆ D−t. Para verificarlo basta recordar que para to-
do m ∈ Dt, −t ∈ (am − t, bm − t) = (aσm(t), bσm(t)). De ah́ı se sigue que
Xt(m) = σm(t) ∈ D−t. De esa forma la composición X−t ◦ Xt : Dt −→ Dt

esta bien definida y además, por el inciso vii, X−t ◦ Xt(m) = X0(m) = m.
Análogamente se tiene que Xt ◦X−t = idD−t , de manera que Xt : Dt −→ D−t

es un difeomorfismo con inversa X−t.
�

Definición 2.8.10. Un campo vectorial suave X en M es completo si Dt = M
para todo t ∈ R (es decir, dada m ∈ M , σm tiene dominio (−∞,∞)). En ese
caso el conjunto de transformaciones {Xt } forma un grupo con la composición
(véase la definición 4.1.1), el cual es parametrizado por R. Dicho grupo recibe
el nombre de grupo uniparamétrico de X.

Si X no es completo, el conjunto de transformaciones {Xt } no forma
un grupo con la composición en el sentido anterior, ya que el dominio de la
composición de sus elementos depende de la elección de los correspondientes
ı́ndices en R que los parametrizan. En ese caso nos referiremos a dicho conjunto
como el grupo local uniparamétrico de X.

Observación 2.8.11. Si X es completo entonces la función

R �� {Xt }t∈R

s � �� Xs

es un morfismo de grupos, por el inciso vii del Teorema anterior.

En el caso de que una variedad sea compacta, cualquier campo vectorial
es completo. Para verificarlo retomemos la notación del Teorema anterior y
pensemos que M es una variedad compacta. Supongamos que existe m ∈ M
para el cual (am, bm) �= (−∞,∞). Veamos lo que ocurre si bm < ∞. Dados
0 < s < t, Dt ⊆ Ds, por la conexidad de los intervalos en los que estan
definidos las curvas integrales descritas. Gracias a la compacidad y al inciso
iv, existe t0 > 0 para el cual Dt0 = M , es decir que para cualquier m ∈ M ,
t0 ∈ (am, bm). Ya que para toda s ∈ (am, bm), si σm(s) = ms, el dominio de
la curva σms es (am − s, bm − s) y su regla de correspondencia t �→ σm(t + s),
basta elegir s = bm − t0

2 para contradecir el hecho de que t0 esta en el dominio
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de la curva integral σms . En el caso de que −∞ < am, basta notar que por
el Teorema anterior (en espećıfico, la existencia de las curvas integrales con
dominio en una vecindad del cero), se asegura que⋃

t<0

Dt = M ,

y ya que dados s < t < 0, Ds ⊆ Dt por la conexidad de los intervalos en los
que estan definidos las curvas integrales descritas, es posible encontrar t0 < 0
que satisface que Dt0 = M . Eligiendo s = am − t0

2 , nuevamente se contradice
el hecho de que t0 este en el dominio de la curva integral σms

.

Un ejemplo de un campo vectorial que no es completo se obtiene al considerar
el plano sin el origen y el campo ∂

∂r1
. Si consideramos a > 0, el dominio de la

curva integral descrita en el Teorema 2.8.9 que pasa por (a, 0) es (−a,∞).
La siguiente Proposición nos será de utilidad en la demostración del Teorema

de Frobenius que se trata en la siguiente sección.

Proposición 2.8.12. Sea m ∈ Md y X ∈ X(M) que satisface que Xm �= 0.
Entonces existe un sistema coordenado (U, ρ = (x1, . . . , xd)) alrededor de m
de tal forma que

X|U =
∂

∂xi

Demostración. Sea (V, ϕ) sistema coordenado alrededor de m, con funciones
coordenadas y1, . . . , yd, que satisface

Xm =
∂

∂y1

∣∣∣
m

(Proposición 2.5.7). Sin pérdida de generalidad supongamos que ϕ(m) = 0̂.
Consideremos ε > 0 y W ′ ⊆ M vecindad abierta de m, de tal modo que

(−ε, ε) × W ′ �� M

(t, w) � �� Xt(w)

esta bien definida y es suave.
Notemos que 0̂ ∈ ϕ(W ′ ∩ V ) ⊆ R

d, y ϕ(W ′ ∩ V ) es abierto. Denotando
como π0 a la proyección canónica de las últimas d − 1 coordenadas de R

d,
consideremos el abierto W = π0(ϕ(W ′ ∩ V )) y definamos

τ : (−ε, ε) × W −→ M ,

para el cual τ(t, a2, . . . , ad) = Xt(ϕ−1(0, a2, . . . , ad)) = σϕ−1(0,a2,...,ad)(t). Notemos
que τ es suave.
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Para todo i ∈ {1, . . . , d}, si j � 2

∂(yi ◦ τ)
∂rj

(0̂) = ĺım
h→0

yi ◦ τ(0̂ + hej) − yi ◦ τ(0̂)
h

= ĺım
h→0

yi ◦ X0 ◦ ϕ−1(0̂ + hej) − yi(m)
h

= ĺım
h→0

yi ◦ ϕ−1(ϕ(m) + hei) − yi(m)
h

=
∂

∂yj

∣∣∣
m

(yi) = δij .

(2.15)

Para todo (t, a2, . . . , ad) ∈ (−ε, ε) × W , denotando m0 = (0, a2, . . . , ad)

∂(yi ◦ τ)
∂r1

(t, a2, . . . , ad) = ĺım
h→0

yi ◦ τ(t + h, a2, . . . , ad) − yi ◦ τ(t, a2, . . . , ad)
h

= ĺım
h→0

yi ◦ σϕ−1(m0)(t + h) − yi ◦ σϕ−1(m0)(t)
h

=
d(yi ◦ σϕ−1(m0))

dr
(t) .

(2.16)

En particular ∂(yi◦τ)
∂r1

(0̂) =
d(yi◦σϕ−1(m))

dr (0). De ese modo, para j � 2 y por las
igualdades dadas en (2.15)

dτ0̂

( ∂

∂rj

∣∣∣
0̂

)
=

d∑
i=1

∂(yi ◦ τ)
∂rj

(0̂)
∂

∂yi

∣∣∣
m

=
∂

∂yj

∣∣∣
m

.

Por la igualdades expresadas en (2.16)

dτ0̂

( ∂

∂r1

∣∣∣
0̂

)
=

d∑
i=1

∂(yi ◦ τ)
∂r1

(0̂)
∂

∂yi

∣∣∣
m

=
d∑

i=1

d(yi ◦ σm)
dr

(0)
∂

∂yi

∣∣∣
m

= d(σm)0
( d

dr

∣∣∣
0

)
= σ̇m(0) = Xm

=
∂

∂y1

∣∣∣
m

.

Por el Teorema de la función inversa, τ es un difeomorfismo en U ′ ⊆ (−ε, ε)×W
vecindad abierta de 0̂. Por lo tanto (τ(U ′), (τ |U ′)−1) es un sistema coordenado
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alrededor de m. Denotemos τ(U ′) como U y (τ |U ′)−1 como ρ, siendo sus
funciones coordenadas x1, . . . , xd.

Observemos que de las igualdades expresadas en (2.16) se obtiene que para
todo (t, a2, . . . , ad) ∈ U ′

dτ(t,a2,...,ad)

( ∂

∂r1

∣∣∣
(t,a2,...,ad)

)
=

d∑
i=1

∂(yi ◦ τ)
∂r1

(t, a2, . . . , ad)
∂

∂yi

∣∣∣
τ(t,a2,...,ad)

=
d∑

i=1

d(yi ◦ σϕ−1(m0))
dr

(0)
∂

∂yi

∣∣∣
τ(t,a2,...,ad)

= d(σϕ−1(m0))t

( d

dr

∣∣∣
t

)
= σ̇ϕ−1(m0)(t)

= X(τ(t, a2, . . . , ad)) ,

de tal forma que

X(τ(t, a2, . . . , ad)) = dτ(t,a2,...,ad)

( ∂

∂r1

∣∣∣
(t,a2,...,ad)

)
=

∂

∂x1

∣∣∣
τ(t,a2,...,ad)

,

con lo cual concluimos que X|U = ∂
∂xi

∣∣
U

.
�

Observación 2.8.13. Veamos que la proposición anterior implica la existencia
de curvas integrales en el siguiente sentido:
Dado X ∈ X(M) y m ∈ M , si Xm �= 0 entonces existe una vecindad abierta
U de m y una curva suave σ : J ⊆ R −→ U para la cual 0 ∈ J , σ(0) = m y
σ̇(t) = X(σ(t)) (es decir, σ es una curva integral).
La demostración de esto es análoga a la hecha en la Proposición 2.5.7. Considere-
mos (U, ρ) como en la demostración de la Proposición 2.8.12. Sea ε > 0 tal que
(t, 0, . . . , 0) ∈ ρ(U), para todo t ∈ (−ε, ε). Consideremos la curva σ definida
en (−ε, ε) como σ(t) = ρ−1(t, 0, . . . , 0). Dicha curva es suave y σ(0) = m. Por
otro lado, para todo t0 ∈ (−ε, ε)

σ̇(t0) =
d∑

i=1

d

dr

∣∣∣
t0

(xi ◦ σ)
∂

∂xi

∣∣∣
σ(t0)

,

de manera que para toda i ∈ { 1, . . . , d }

d

dr

∣∣∣
t0

(xi ◦ σ) = ĺım
h→0

xi ◦ ρ−1(t0 + h, 0, . . . , 0) − xi ◦ ρ−1(t0, 0, . . . , 0)
h

=
∂

∂x1

∣∣∣
σ(t0)

(xi) = δi1 ,
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por lo cual σ̇(t0) = ∂
∂x1

∣∣
σ(t0)

= Xσ(t0). Aśı concluimos que σ es una curva
integral.

La siguiente definición analiza una relación interesante entre dos campos
campos vectoriales de distintas variedades.

Definición 2.8.14. Sean ψ : M −→ N suave, X ∈ X(M) y Y ∈ X(N).
Decimos que X y Y están ψ-relacionados si dψ ◦ X = Y ◦ ψ, es decir, el
siguiente diagrama conmuta

M
ψ ��

X

��

N

Y

��
TM

dψ
�� TN

Proposición 2.8.15. Sean ψ : M −→ N suave, X1, X2 ∈ X(M) y Y1, Y2 ∈
X(N), tales que Xi y Yi son ψ-relacionados (i ∈ { 1, 2 }). Entonces [X1, X2]
y [Y1, Y2] son ψ-relacionados.

Demostración. Observemos que dado i ∈ { 1, 2 }, para todo m ∈ M y f ∈
C∞

ψ(m)(N), la función Xi(f ◦ ψ) esta definida en ψ−1(dom (f)). De modo que
para todo p ∈ ψ−1(dom (f))

(Xi)p(f ◦ ψ) = dψp(Xi)p(f) = (dψ ◦ Xi)(p)(f)
= (Yi ◦ ψ)(p)(f) = (Yi(f) ◦ ψ)(p) ,

es decir, Xi(f ◦ ψ) = Yi(f) ◦ ψ. De esa forma

([Y1, Y2] ◦ ψ)(m)(f) = (Y1)ψ(m)(Y2(f)) − (Y2)ψ(m)(Y1(f))
= (dψ ◦ X1)(m)(Y2(f)) − (dψ ◦ X2)(m)(Y1(f))
= (X1)m(Y2(f) ◦ ψ) − (X2)m(Y1(f) ◦ ψ)
= (X1)m(X2(f ◦ ψ)) − (X2)m(X1(f ◦ ψ))
= [X1, X2]m(f ◦ ψ) = dψm([X1, X2]m)(f)
= (dψ ◦ [X1, X2])(m)(f) , ,

con lo cual concluimos que dψ ◦ [X1, X2] = [Y1, Y2] ◦ ψ, es decir, [X1, X2] y
[Y1, Y2] son ψ-relacionados.

�

2.9. Distribuciones

Enseguida veremos el concepto de distribución que nos será de mucha utilidad en
el caṕıtulo 4. Esta noción generaliza la idea de los campos vectoriales, pensando
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que al asociarle a cada punto de una variedad un vector tangente mediante
un campo vectorial, como consecuencia le asociamos el subespacio vectorial
generado por dicho vector.

También se presentará el Teorema de Frobenius que es el ánalogo del Teorema
de existencia y unicidad de curvas integrales.

Definición 2.9.1. (Distribución) Sea Md una variedad diferenciable y 0 �
c � d. Diremos que D es una distribución de dimensión c en la variedad M (o
una c-distribución en M) si para cada punto m en M , D elige un subespacio
de TmM de dimensión c. Diremos que la distribución D es suave si para
toda m ∈ M existe una vecindad abierta U de m y un conjunto de c campos
vectoriales suaves {X1, . . . , Xc } que generan en cada punto de U a D, es
decir que para cada m′ ∈ U , D(m′) = 〈X1(m′), . . . , Xc(m′)〉R.

Usualmente denotaremos D(m) como Dm.

Ejemplo 2.9.2. Como mencionamos previamente, la definición de distribución
es una generalización del concepto de campo vectorial. Para ser más precisos, si
X es un campo vectorial en M que no se anula, podemos considerar DX que
mapea m �→ 〈Xm〉R. Más aún, si X ∈ X(M) entonces DX es una distribución
suave de dimensión 1.

Diremos que un campo vectorial X en M es una sección de la distribución
D si para todo m ∈ M , Xm ∈ Dm. Lo anterior se denotará como X ∈ D.

Las siguientes definiciones nos ayudarán a enunciar el mencionado Teorema
de Frobenius.

Definición 2.9.3. (Distribución involutiva) Sea M variedad diferenciable.
Diremos que una distribución suave D es involutiva (o completamente inte-
grable) si dados cualesquiera X, Y ∈ X(M) secciones de D, [X,Y ] es una
sección de D.

La definición anterior coloquialmente nos dice que una distribución es invo-
lutiva si sus secciones son cerradas bajo el corchete de Lie.

El siguiente concepto es una generalización de curva integral, como se mues-
tra en el ejemplo 2.9.5.

Definición 2.9.4. (Variedades integrales) Sea D en M , decimos que la
subvariedad (N, ψ) de M es una variedad integral de la distribución D si para
todo n ∈ N

dψn(TnN) = Dψ(n)

Ejemplo 2.9.5. Consideremos X ∈ X(M) que no se anula en M y DX como
en el ejemplo 2.9.2. Dada m ∈ M , por la observación 2.8.13 podemos encontrar
una vecindad abierta U ⊆ M de m y σ : J ⊆ R −→ U una curva integral de
X, que es inyectiva y pasa por m en 0. De modo que (J, σ) es una subvariedad
de M y para cualquier t0 ∈ R
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dσt0(Tt0J) = dσt0

(〈
d

dr

∣∣∣
t0

〉
R

)
=

〈
dσt0

(
d

dr

∣∣∣
t0

)〉
R

= 〈X(σ(t0))〉R = D(σ(t0))

concluyendo aśı que (J, σ) es una variedad integral de DX .

Veremos que a diferencia del Teorema 2.8.9 que nos asegura que para todo
campo suave existen curvas integrales, no cualquier distribución suave tendrá va-
riedades integrales. De hecho veremos que una condición necesaria y suficiente
para asegurar la existencia de variedades integrales es que la distribución sea
involutiva.

Proposición 2.9.6. Sea D una distribución suave en M que satisface que
para cualquier punto en M existe una variedad integral que pasa a través de
él. Entonces D es involutiva

Demostración. �

Los siguientes lemas nos serán de utilidad en la demostración del Teorema
de Frobenius, que es retomada del art́ıculo de [Lundell]. Otra demostración
interesante de dicho Teorema puede ser consultada en [Warner]. .

Lema 2.9.7. Sea D una c-distribución suave en Md y m ∈ M . Entonces
existen un sistema coordenado (V, ρ) alrededor de m, con funciones coorde-
nadas x1, . . . , xd, y {X1, . . . , Xc } ⊆ X(U) una base local de D que satisface
que para toda j ∈ { 1, . . . , c },

Xj =
∂

∂xj
+

d∑
i=c+1

bij
∂

∂xi
,

donde bij ∈ C∞(V ).

Demostración. Sean (Ṽ , ρ̃) sistema coordenado con funciones coordenadas
x1, . . . , xd tal que m ∈ Ṽ , y {Y1, . . . , Yc } ⊆ X(Ṽ ) el cual genera a D en Ṽ .
Como { (Y1)m, . . . , (Yc)m } es un conjunto linealmente independiente, se puede
extender a una base agregando elementos de { ∂

∂x1

∣∣
m

, . . . , ∂
∂xd

∣∣
m
}. Sin pérdida

de generalidad podemos suponer que{
(Y1)m, . . . , (Yc)m,

∂

∂xc+1

∣∣∣
m

, . . . ,
∂

∂xd

∣∣∣
m

}
es una base de TmM , ya que por el Teorema de la función inversa cualquier
reordenamiento de x1, . . . , xd origina un sistema coordenado (Corolario 2.5.3).

Consideremos
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Yj =
d∑

i=1

aij
∂

∂xi
,

donde aij ∈ C∞(Ṽ ), i ∈ { 1, . . . , d }, j ∈ { 1, . . . , c }. Sea A = (αij) la matriz
de d × d definida como

αij =

⎧⎪⎨⎪⎩
aij 1 � i � d , 1 � j � c

0 i �= j , j > c

1 i = j , j > c .

Por la suavidad de las aij , existe V ⊆ Ṽ vecindad abierta de m para la cual
la matriz A es invertible con inversa A−1 = (α̃ij), donde α̃ij ∈ C∞(V ) para
i, j ∈ { 1, . . . , d }.

Dado j ∈ { 1, . . . , c } definamos

Xj =
c∑

i=1

α̃ijYi .

De tal manera que

∂

∂xj
=

c∑
i=1

α̃ijYi +
d∑

i=c+1

α̃ij
∂

∂xi

= Xj +
d∑

i=c+1

α̃ij
∂

∂xi
.

Tomando bij = −α̃ij para j ∈ { 1, . . . , c }, i ∈ { c + 1, . . . , d } y ρ = ρ|V
concluimos el resultado.

�

Lema 2.9.8. Sea D una c-distribución involutiva en Md y m ∈ M , entonces
existe U ⊆ M vecindad abierta de m y {X1, . . . , Xc } ⊆ X(U), base local de
D, de tal forma que [Xi, Xj ] = 0, i, j ∈ { 1, . . . , c }.

Demostración. Consideremos (V, ρ) y {X1, . . . , Xc } como en el Lema ante-
rior. Por la Proposición 2.8.4 inciso iv, para cualesquiera i, j ∈ { 1, . . . , c }
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[Xi, Xj ] =
[ ∂

∂xi
,

d∑
l=c+1

blj
∂

∂xl

]
+

[ d∑
l=c+1

bli
∂

∂xl
,

∂

∂xj

]

=
d∑

l=c+1

([ ∂

∂xi
, blj

∂

∂xl

]
+

[
bli

∂

∂xl
,

∂

∂xj

])

=
d∑

l=c+1

( ∂

∂xi
(blj) − ∂

∂xj
(bli)

) ∂

∂xl
.

(2.17)

Como D es involutiva, existen a1, . . . , ac ∈ C∞(V ) tales que

[Xi, Xj ] =
c∑

r=1

arXr

=
c∑

r=1

ar
∂

∂xr
+

c∑
r=1

d∑
l=c+1

arblr
∂

∂xl

c∑
r=1

ar
∂

∂xr
+

d∑
l=c+1

( c∑
r=1

arblr

) ∂

∂xl
.

(2.18)

De las igualdades 2.17 y 2.18 se tiene que a1 = . . . = ac = 0. Por lo tanto
[Xi, Xj ] = 0 para cualesquiera i, j ∈ { 1, . . . , c }.

�

Teorema 2.9.9. (Teorema de Frobenius) Sea D una c-distribución suave
en Md. Si dicha distribución es involutiva entonces para cualquier m ∈ M
existe una variedad integral de D que pasa por m. Más aún, existe un sistema
coordenado cúbico (U,ϕ = (x1, . . . , xd)) centrado en m cuyas rebanadas de la
forma

xi = ri(a) a ∈ ϕ(U), i ∈ { c + 1, . . . , d }

son variedades integrales de D, que satisfacen que dada (N, ψ), variedad in-
tegral conexa de D para la cual ψ(N) ⊆ U , existe una rebanada en la cual la
imagen ψ(N) se queda completamente contenida.

Demostración. Primero se analizará la existencia. Observemos que basta mostrar
que existe un sistema coordenado cúbico centrado en m (U,ϕ) con funciones
coordenadas x1, . . . , xd de tal forma que para todo p ∈ U ,

D(p) =
〈 ∂

∂x1

∣∣∣
p
, . . . ,

∂

∂xc

∣∣∣
p

〉
R

,

pues con ello toda rebanada S de U determinada como
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xi = ri(a) a ∈ ϕ(U), i ∈ { c + 1, . . . , d }

es un encaje de M , ya que (x1|S , . . . , xc|S) es un difeomorfismo de S sobre
R

c, el cual satisface que para todo p ∈ S

diS

( ∂

∂xj |S
∣∣∣
p

)
=

∂

∂xj

∣∣∣
p

1 � j � c

Por lo tanto

diS(TpS) = D(p) = D(iS(p)) .

Procederemos por inducción sobre c. Si c = 1, consideremos X ∈ X(M)
que genera a D en V , una vecindad abierta de m. Como Xm �= 0, la Proposi-
ción 2.8.12 asegura que existe (U,ϕ) sistema coordenado cúbico centrado en
m, con funciones coordenadas x1, . . . , xd que satisface que U ⊆ V y

X|U =
∂

∂x1

∣∣∣
U

.

Supongamos que el resultado es válido para 1 � c−1. Sea D una c-distribución
involutiva. Consideremos U ⊆ M vecindad abierta de m y {X1, . . . , Xc } ⊆
X(M) de tal forma que genera a D en U1 y satisface que para cualesquiera
i, j ∈ { 1, . . . , c }, [Xi, Xj ] = 0 (Lema 2.9.8). Por la hipotesis existe un sistema
coordenado cúbico centrado en m (Ũ , ϕ̃), con funciones coordenadas x1, . . . , xd,
de tal manera que Ũ ⊆ U1 y para todo p ∈ Ũ

D(p) = 〈(X1)p, . . . , (Xc−1)p〉R =
〈 ∂

∂x1

∣∣∣
p
, . . . ,

∂

∂xc−1

∣∣∣
p

〉
R

.

Ya que para toda i ∈ { 1, . . . c − 1 }, ∂
∂xi

=
∑c−1

j=1 bjXj , donde bj ∈ C∞(Ũ),
entonces de la Proposición 2.8.4 inciso iv se sigue que

[ ∂

∂xi
, Xc

]
=

c−1∑
j=1

[bjXj , Xc]

=
c−1∑
j=1

(bj [Xj , Xc] − Xc(bj)Xj)

= −
c−1∑
j=1

Xc(bj)Xj ,

de modo que [ ∂
∂xi

, Xc]p ∈ 〈(X1)p, . . . , (Xc−1)p〉R = 〈 ∂
∂x1

|p, . . . , ∂
∂xc−1

|p〉R para

todo p ∈ Ũ .
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Considerando que Xc =
∑d

l=1 al
∂

∂xl
, donde al ∈ C∞(Ũ), análogamente a

como se obtuvo antes, se sigue que para toda i ∈ { 1, . . . , c − 1 }

[ ∂

∂xi
, Xc

]
=

d∑
l=1

[ ∂

∂xi
, al

∂

∂xl

]

=
d∑

l=1

(
al

[ ∂

∂xi
,

∂

∂xl

]
+

∂

∂xi
(al)

∂

∂xl

)

=
d∑

l=1

∂

∂xi
(al)

∂

∂xl
.

De modo que ∂
∂xi

(al) ≡ 0 en Ũ para i ∈ { 1, . . . , c − 1 } y l ∈ { c, . . . , d },
o lo que es lo mismo, ∂(al◦ϕ−1)

∂ri
≡ 0 en ϕ̃(Ũ) para i ∈ {1, . . . , c − 1} y l ∈

{ c, . . . , d }. Gracias a ello concluimos que al ◦ ϕ̃−1 es independiente de las
primeras c − 1 entradas, es decir que para cualesquiera x, x′ ∈ ϕ̃(Ũ) que
satisfacen que πc(x) = πc(x′), donde πc es la proyección canónica de ϕ̃(Ũ)
sobre las últimas c + 1 coordenadas, se tiene que

al ◦ ϕ̃−1(x) = al ◦ ϕ̃−1(x′) (2.19)

Consideremos Y ∈ X(Ũ) definida como

Y = Xc −
c−1∑
i=1

ai
∂

∂xi
=

d∑
i=c

ai
∂

∂xi
.

De modo que para cualquier p ∈ Ũ

D(p) = 〈(X1)p, . . . , (Xc−1)p, (Xc)p〉R =
〈 ∂

∂x1

∣∣∣
p
, . . . ,

∂

∂xc−1

∣∣∣
p
, Yp

〉
R

.

Veremos que es posible encontrar (U,ϕ) sistema coordenado cúbico centrado
en m, con funciones coordenadas z1, . . . , zd, que satisfaga que

∂

∂zi
=

∂

∂vi
1 � i � c − 1

∂

∂zc
= Y

(2.20)

con lo cual habremos concluido la parte de la existencia.
Sea π̃c la proyección canónica de ϕ̃(Ũ) sobre las primeras c−1 coordenadas.

Denotemos como πc(ϕ̃(Ũ)) = S0 y π̃c(ϕ̃(Ũ)) = S̃0, de modo que S̃0 × S0 =
ϕ̃(Ũ). Sea Ỹ el campo vectorial definido como
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Ỹ =
d−c+1∑

i=1

ai ◦ ϕ̃−1 ◦ iS0

∂

∂ri

donde iS0 : S0 −→ ϕ̃(Ũ). Por la Proposición 2.8.12 existe un sistema coorde-
nado cúbico (V, ρ = (uc, . . . , ud)) en S0 centrado en 0̂ de manera que

Ỹ |V =
∂

∂uc

Consideremos

id × ρ : S̃0 × V −→ S̃0 × S0 ,

el cual es un difeomorfismo. De ah́ı que la función

ϕ = (id × ρ) ◦ ϕ̃ : ϕ̃−1(S̃0 × V ) −→ S̃0 × S0

es un mapeo coordenado. Denotando sus funciones coordenadas como z1, . . . , zd,
se tiene que para todo p ∈ ϕ̃−1(S̃0 × V ) = U , f ∈ C∞

p (M)

i. Si i ∈ { 1, . . . , c − 1 },

∂

∂zi

∣∣∣
p
(f) =

∂(f ◦ ϕ̃−1 ◦ (id × ρ)−1)
∂ri

(ϕ(p))

=
∂(f ◦ ϕ̃−1)

∂ri
(ϕ̃(p)) =

∂

∂xi

∣∣∣
p
(f)

ii. Por la igualdad 2.19

∂

∂zc

∣∣∣
p
(f) =

∂(f ◦ ϕ̃−1 ◦ (id × ρ)−1)
∂rc

(ϕ(p))

=
∂

∂uc

∣∣∣
ϕ̃(p)

(f ◦ ϕ̃−1)

=
d∑

i=c

ai ◦ ϕ̃−1 ◦ iS0(πc(ϕ̃(p)))
∂

∂ri

∣∣∣
ϕ̃(p)

(f ◦ ϕ−1)

=
d∑

i=c

ai(p)
∂

∂ri

∣∣∣
ϕ̃(p)

(f ◦ ϕ−1)

=
d∑

i=c

ai(p)
∂

∂xi

∣∣∣
p
(f)

= Yp(f)
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Por lo tanto hemos concluido que el sistema coordenado cúbico (U, ϕ̃) alrededor
de m satisface las condiciones expresadas en 2.20.

Ahora veremos que para cualquier variedad integral conexa de D contenida
en U , hay una rebanada que la contiene.

Sea (N,ψ) una variedad integral conexa de D tal que ψ(N) ⊆ U . Si π
es la proyección canónica de U sobre las últimas c coordenadas, se tiene que
para toda p ∈ U , d(π ◦ ϕ)p anula a D(p), de esa forma dado n ∈ N , como
dψn(TnN) = D(ψ(n)) entonces

d(π ◦ ϕ ◦ ψ)n ≡ 0

Como N es conexo, se sigue del Teorema 2.2.5 que π ◦ ϕ ◦ ψ es un mapeo
constante, por lo cual ψ(N) esta completamente contenido en una rebanada.

�

En el siguiente Teorema se muestra como las variedades integrales de dis-
tribuciones involutivas tienen la propiedad de que todas las funciones suaves
que se factorizan a través de ellas, lo hacen mediante funciones suaves (véase el
comentario de la sección 2.6 previo al Teorema 2.6.2).

Teorema 2.9.10. Sea (P, ψ) variedad integral de una c-distribución involutiva
D en Md y φ : N −→ M una función suave que se factoriza a través de
(P,ψ), es decir, φ(N) ⊆ ψ(P ). Entonces la única función φ0 : N −→ P que
hace conmutar el siguiente diagrama

N
φ ��

φ0
��������� M

P

ψ

��

es continua (y por lo tanto suave, según el Teorema 2.6.2).

Demostración. Consideremos p ∈ P y n ∈ φ−1
0 (p). Sea V ⊆ P una vecindad

abierta de p. Veamos que existe U ⊆ N vecindad abierta de n que satisface
que φ0(U) ⊆ V . Como P es una variedad integral de D, por el Teorema
de Frobenius existe (Ũ , ϕ) sistema coordenado cúbico centrado en ψ(p), con
funciones coordenadas x1, . . . , xd, de tal forma que Ṽ = ψ−1(Ũ) ∩ V es una
variedad integral de D cuya imagen bajo ψ se queda completamente contenida
en S, la rebanada de (Ũ , ϕ) definida como

xc+1 = . . . = xd = 0

(observación 2.1.5). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ψ(Ṽ ) = S,
pues la dimensión de la rebanada de S es la misma que la dimensión de P ,
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siguiéndose del Teorema de la función inversa que π̃ ◦ ϕ es una difeomorfis-
mo local alrededor de p, donde π̃ denota a la proyección de las primeras c
coordenadas de Ũ . Por ello podemos elegir W ⊆ Ũ , de tal forma que (W,ϕ|W )
es un sistema coordenado cúbico centrado en p y la imagen bajo ψ de la va-
riedad integral ψ−1(W ) ∩ V es S ∩ W .

Sea U la componente conexa de φ−1(Ũ) que contiene a n, de modo que
U es abierto y φ(U) se queda completamente contenido en una componente
conexa de ψ(P ) ∩ Ũ . Como ψ ◦ φ0 = φ y ψ(p) = φ(n), basta mostrar que las
componentes conexas de ψ(P )∩ Ũ se quedan completamente contenidas en las
rebanadas de (Ũ , ϕ) para concluir que φ0(U) ⊆ Ṽ .

Como P es segundo numerable, la cantidad de componentes conexas de
ψ−1(Ũ) es numerable, además de que cada una de ellas es una variedad integral
de D cuya imagen bajo ψ se queda contenida en Ũ . De ese modo ψ(ψ−1(U)) =
ψ(P ) ∩ Ũ se queda completamente contenido en una cantidad numerable de
rebanadas de (Ũ , ϕ), de lo cual se sigue que cada componente conexa de ψ(P )∩
Ũ se queda contenida en alguna rebanada de (Ũ , ϕ).

�

Definición 2.9.11. Diremos que una variedad integral conexa (N,ψ) de una
distribución D en M es una variedad integral maximal si dada cualquier otra
variedad integral conexa (N0, ψ0) de D para la cual ψ(N) ⊆ ψ0(N0), entonces
ψ(N) = ψ0(N0). Es decir, ψ(N) no es subconjunto propio de la imagen de otra
variedad integral conexa de D.

Teorema 2.9.12. Sea D una c-distribución suave e involutiva en Md. Entonces
para cada m ∈ M existe una única variedad integral maximal de D que pasa
por m. Además, la imagen de cualquier variedad integral conexa de D que pasa
por m está contenida en la imagen de dicha variedad.

Demostración. Primero veremos la existencia de dicha variedad integral. Sea
m ∈ M y K el conjunto de elementos en M que satisfacen que existe una
curva suave a trozos que los une a m y cuyos vectores tangentes se encuentran
en D. Como K es conexo por trayectorias, resulta conexo. Afirmamos que K
recibe una estructura de variedad diferenciable de tal forma que es la variedad
integral de buscada.

Como M es segundo numerable, por el Teorema de Frobenius existe { (Ui, ϕi =
(xi

1, . . . , x
i
d)) }i∈N familia de sistemas coordenados cúbicos de tal forma que

{Ui }i∈N es una base de M y para toda i ∈ N la rebanada (Ui, ϕi) definida
como

xi
l = rl(a) a ∈ ϕi(Ui), c + 1 � l � d (2.21)

es una variedad integral conexa de D, de manera que existe un subconjunto de
{Ui }i∈N que cubre a K. Sin pérdida de generalidad supongamos que m ∈ U0.

68



2.9. Distribuciones

Observemos que para todo i ∈ N, las rebanadas de Ui descritas como en
(2.21) tienen imagen convexa en R

d bajo ϕi. Aśı, para cualesquiera x1, x2 ∈ M
que pertenezcan a la misma rebanada de Ui, el segmento ρ : [0, 1] −→ ϕi(Ui)
definido como ρ(t) = tϕi(x2) + (1 − t)ϕ(x1) nos da una curva suave ϕ−1

i ◦ ρ
que va de x1 a x2 y que se factoriza a través de la respectiva rebanada que
contiene a x1 y x2, de manera que sus vectores tangentes se encuentran en D.
De esa forma, si p ∈ K existe ip ∈ N para el cual p ∈ Uip

. Denotando Sip
a

la rebanada de Uip
a la cual pertenece p, se tiene que Sip

⊆ K.
De esa forma la familia L formada por las rebanadas de los abiertos Ui

que intersectan a K, es base para una topoloǵıa en K. En particular la fami-
lia { (Sip , ϕip |Sip

) }p∈K indica que dicha topoloǵıa es localmente euclidiana y
además induce una única estructura diferenciable (observación 1.1.4).

Con dicha topoloǵıa K es Hausdorff ya que para todo p ∈ K, Sip tiene
la topoloǵıa relativa inducida por M , siguiéndose de ah́ı que para cualesquiera
p, q ∈ K distintos existe Vp, Vq ⊆ M vecindades abiertas y ajenas de p y q
respectivamente, de modo que Vp ∩ Sip y Vq ∩ Siq son vecindades abiertas y
disjuntas de p y q en K.

Veamos que K es segundo numerable para concluir que es una variedad
diferenciable. Para ello mostraremos que para todo k ∈ N, Uk tiene a lo más
una cantidad numerable de rebanadas contenidas en K, concluyendo de ello
que la familia L es numerable. Para mostrarlo nos será de utilidad la siguiente
afirmación:
Afirmación Para cualesquiera k, j ∈ N, una rebanada de Ui intersecta a lo
más una cantidad numerable de rebanadas de Uj . Sea S una rebanada de Ui,
S∩Uj es un abierto de S con a lo más una cantidad numerable de componentes
conexas (a causa de que S es segundo numerable), cada una de las cuales resulta
ser una variedad integral de D contenida en Uj y por lo tanto en una rebanada
del mismo abierto. De esa forma S intersecta a lo más una cantidad numerable
de rebanadas de Uj .

Sea k ∈ N y supongamos que K∩Uk �= ∅. Sea m0 ∈ K∩Uk y ρ : [a, b] −→
M una curva suave a trozos que une a m con m0 y cuyos vectores tangentes
estan en D. Como ρ [a, b] es compacto, existe una sucesión finita

Ui0 = U0, Ui1 , . . . , Uin = Uk (2.22)

que forma una cubierta para ρ [a, b] y para la cual existe una sucesión a = a0 <
a1 < . . . < an < an+1 = b de tal forma que [al, al+1] ⊆ Uil

, l ∈ { 0, 1, . . . , n }.
Como ρ|[al,al+1] satisface que para todo a ∈ [al, al+1]

ρ̇|[al,al+1](a) = ρ̇(a) ∈ Da

entonces d(πc ◦ ϕil
◦ ρ|[al,al+1]) ≡ 0, donde πc es la proyección canónica de

las últimas c coordenadas de Uil
. Por ello ρ [al, al+1] se queda contenido en

una rebanada de Uil
. En particular, ρ [a0, a1] se queda contenido en Sm, la

rebanada de U0 que contiene a m.
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Caṕıtulo 2. Cálculo en variedades diferenciables

Ya que ρ es continua, dado l ∈ { 0, . . . , n } las rebanadas que contienen a
ρ [a, b] en Uil

y Uil+1 , se intersectan.

De lo anterior se sigue que toda rebanada S̃ de Uk contenida en K determina
al menos una sucesión de abiertos como la expresada en (2.22), y que dada al-
guna sucesión con dichas propiedades, S̃ intersecta al menos una rebanada del
penúltimo abierto de la sucesión, que también esta contenida en K. Como hay
a lo más una cantidad numerable de sucesiones como la expresada (2.22), las
cuales satisfacen que existen curvas suaves a trozos pasando a través de ellas
que comienzan con m y terminan en un punto de Uk ∩K y cuyos vectores tan-
gentes estan en D, y para cualesquiera i, j ∈ N, una rebanada de U intersecta
a lo más una cantidad numerable de rebanadas de Uj , se sigue que Uk tiene
a lo más una cantidad numerable de rebanadas contenidas en K, y con ello K
es segundo numerable.

Dado que {Sip }p∈K es una cubierta abierta de K y forma una familia de
encajes con la inclusión, (K, iK) es una subvariedad de M . Más aún, para todo
p ∈ K,

diK(TpK) = diSip
(TpSip) = Dp ,

resultando una variedad integral de D.

Sea (N, Ψ) una variedad integral conexa de D tal que Ψ(n) = m, para
alguna n ∈ N . Sea p ∈ Ψ(N). Como N es conexa y localmente euclidiana
existe una curva suave a trozos γ : [a, b] −→ N que va de n a Ψ−1(p). De esa
forma Ψ ◦ γ es una curva suave a trozos que va de m a p y además para todo
c ∈ [a, b]

d(Ψ ◦ γ)c

(
d

dt

∣∣∣
t=c

)
= dΨγ(c)(γ̇(c)) ∈ DΨ◦γ(c) ,

de modo que p ∈ K y por lo tanto Ψ(N) ⊆ K.

Resta tan sólo verificar la unicidad de dicha variedad integral. Sea (P,Φ)
variedad integral maximal de D que pasa por m. Por la propiedad de K
mostrada previamente, Φ(P ) ⊆ K. Por la maximalidad de (P,Φ), Φ(N) = K.
De esa forma existe una función biyectiva Φ0 : P −→ K la cual hace conmutar
el siguiente diagrama

P
Φ ��

Φ0
��������� M

K

iK

��

Por el Teorema 2.9.10, ya que (K, iK) y (P,Φ) son variedades integrales de
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2.9. Distribuciones

D, Φ0 y Φ−1
0 son suaves. Por lo tanto, (K, iK) y (P,Φ) son equivalentes,

concluyéndose con esto la unicidad.
�
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Caṕıtulo 3

Formas diferenciales.

3.1. Producto tensorial y producto exterior

En esta parte definiremos produto tensorial y producto exterior para el caso
particular de espacios vectoriales, además de algunas propiedades que resultan
útiles en el caṕıtulo de formas diferenciales. La generalización de dichos concep-
tos puede ser consultada en [Rotman2].

En lo siguiente F será un campo y U, V y W denotarán F -espacios vec-
toriales.

Consideremos F (V,W ) el F -espacio vectorial libre generado por V ×W , el
cual se obtiene al identificar V ×W con la base canónica del F -espacio vectorial⊕

l∈α

Fl ,

siendo α igual a la cardinalidad de V × W . De esa forma resulta ser un F -
espacio vectorial que tiene como base a V ×W y por lo tanto es el conjunto de
combinaciones lineales con coeficientes en F de elementos en V × W . Gracias
a esto, para todo F -espacio vectorial U y toda función h : V ×W −→ U existe
un única única transformación lineal h̃ : F (V,W ) −→ U de tal forma que el
siguiente diagrama conmuta

V × W
i ��

h
����

��
��

��
� F (V,W )

h̃���
�

�
�

�

U

donde i es la inclusión de V × W en F (V, W ).

Definición 3.1.1. Sea J el subespacio vectorial de F (V, W ) generado por los
elementos de la forma
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Caṕıtulo 3. Formas diferenciales.

(v1 + v2, w) − (v1, w) − (v2, w)
(v, w1 + w2) − (v, w1) − (v, w2)

r(v, w) − (rv, w)
r(v, w) − (v, rw) ,

para v, v1, v2 ∈ V , w, w1, w2 ∈ W y r ∈ F . Llamaremos producto tensorial de
V y W al F -espacio vectorial F (V, W ) /J y lo denotaremos como V ⊗ W .

Dado un elemento (v, w) ∈ V × W ⊆ F (V, W ), denotaremos a su clase en
V ⊗W como v⊗w. De esa forma, para cualesquiera v, v1, v2 ∈ V , w,w1, w2 ∈
W y r ∈ F

(v1 + v2) ⊗ w = v1 ⊗ w + v2 ⊗ w

v ⊗ (w1 + w2) = v ⊗ w1 + v ⊗ w2

r(v ⊗ w) = rv ⊗ w = v ⊗ rw .

De la definición y de las igualdades anteriores se obtiene que V ⊗W satisface
la siguiente propiedad universal:
Dada una función bilineal f : V × W −→ U existe una única función lineal
f̃ : V ⊗ W −→ U que hace conmutar el siguiente diagrama

V × W
ϕ2 ��

f
����

��
��

��
� V ⊗ W

f̃���
�

�
�

�

U

donde ϕ2 es la función bilineal que aplica (v, w) �→ v ⊗ w.

Del hecho de que el diagrama conmuta y de la linealidad de f̃ se sigue que
para cualesquiera vi ∈ V y wi ∈ W , f̃(

∑d
i=1 ai vi ⊗ wi) =

∑d
i=1 ai f(vi, wi).

Observación 3.1.2. Si f1 : V1 −→ V2 y g1 : W1 −→ W2 son funciones lineales,
el mapeo bilineal de V1 × W1 en V2 ⊗ W2 que mapea (v, w) �→ f1(v) ⊗ g1(w)
induce un único mapeo lineal f1 ⊗ g1 que satisface la propiedad universal del
producto tensorial y por ello para cualesquiera vi ∈ V y wi ∈ W ,

(f ⊗ g)
( d∑

i=1

vi ⊗ wi

)
=

d∑
i=1

f(vi) ⊗ g(wi) .

Se sigue directamente que si f2 : V2 −→ V3 y g2 : W2 −→ W3 son funciones
lineales,
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3.1. Producto tensorial y producto exterior

(f2 ⊗ g2) ◦ (f1 ⊗ g1) = f2 ◦ f1 ⊗ g2 ◦ g1 .

De ese modo, en el caso de que f1 y g1 son isomorfismos f1 ⊗ g1 también
resulta un isomorfismo.

Lema 3.1.3. Sean V y W F -espacios vectoriales dimensionalmente finitos.
Entonces

dim (V ⊗ W ) = (dim V )(dimW ) . (3.1)

Más aún, si β = { v1, . . . , vn } es una base de V y γ = {w1, . . . , wm } es una
base de W , entonces λ = { vl ⊗ wj : 1 � l � n, 1 � j � m } es una base para
V ⊗ W .

Demostración. Sea α : V ∗ × W −→ Hom(V, W ) la función bilineal para la
cual, dado v ∈ V , α(f, w)(v) = f(v)w. Por la propiedad universal, este mapeo
bilineal induce una función lineal α̃ : V ∗ ⊗ W −→ Hom(V, W ) que satisface
para cualesquiera fi ∈ V ∗ y wi ∈ W , dado v ∈ V

α̃
( d∑

i=1

fi ⊗ wi

)
(v) =

d∑
i=1

fi(v)wi .

Afirmamos que α̃ es un isomorfismo. Sean β y γ como en las hipótesis, y
β∗ = { f1, . . . , fn } y γ∗ = { g1, . . . , gm } sus respectivas bases duales. Si h ∈
Hom(V, W ), entonces h(v) =

∑m
i=1 gi ◦ h(v)wi para toda v ∈ V . De esa

manera α̃(
∑m

i=1(gi ◦ h) ⊗ wi) = h, por lo que α̃ es suprayectiva.

El conjunto λ̃ = { fl ⊗ wj : 1 � l � n, 1 � j � m } genera a V ∗ ⊗ W , ya
que para todo

∑d
i=1 ai(hi ⊗ zi) ∈ V ∗ ⊗ W ,

d∑
i=1

ai(hi ⊗ zi) =
n∑

l=1

m∑
j=1

( d∑
i=1

aihi(vl)gj(zi)
)
fl ⊗ wj .

Observemos que α̃(λ̃) es una base de Hom (V, W ) gracias a que la dimensión
de Hom (V, W ) es igual a (dim V )(dimW ) y para todo h ∈ Hom(V, W ),

h =
n∑

l=1

m∑
j=1

(gj ◦ h(vl) fl wj) =
n∑

l=1

m∑
j=1

gj ◦ h(vl) α̃(fl ⊗ wj) .

Como un subconjunto de λ̃ es una base de V ∗ ⊗ W y α̃(λ̃) es una base de
Hom (V, W ), se tiene que α̃ es inyectiva. Por ello λ̃ es una base y

dim (V ∗ ⊗ W ) = (dim V ∗)(dimW ) .
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Caṕıtulo 3. Formas diferenciales.

Considerando el isomorfismo f : V −→ V ∗ que mapea vi �→ fi, obtenemos
el isomorfismo f ⊗ idW , que satisface que (f ⊗ idW )(λ) = λ̃, de tal forma que
λ es base de V ⊗ W y se satisface la igualdad (3.1). �

De la propiedad universal del producto tensorial obtenemos que V ⊗(W⊗U)
es isomorfo a (V ⊗ W ) ⊗ U mediante la aplicación canónica v ⊗ (w ⊗ u) �→
(v ⊗ w) ⊗ u. Aśı, por recursión, definimos el producto tensorial de n espacios
vectoriales

⊗n
i=1 Vi = V1 ⊗ . . . ⊗ Vn. Por inducción se muestra que

⊗n
i=1 Vi

satisface la siguiente propiedad universal:
Dada una función multilineal f : V1 × . . .× Vn −→ U existe una única función
lineal f̃ : V ⊗ . . . ⊗ Vn −→ U que hace conmutar el siguiente diagrama

V1 × . . . × Vn
ϕn ��

f
������������� V1 ⊗ . . . ⊗ Vn

f̃��� � � � � �

U

donde ϕn es la función bilineal que aplica (v1, . . . , vn) �→ v1 ⊗ . . . ⊗ vn.

Definición 3.1.4. Llamaremos espacio tensorial de tipo (r, s) asociado al es-
pacio vectorial V a el producto tensorial Vr,s definido como

r⊗
i=1

Vi ⊗
s⊗

j=1

V ∗
j ,

donde Vi = V y V ∗
j = V ∗ para i ∈ { 1, . . . , r } y j ∈ { 1, . . . , s }.

Considerando V0,0 = F , la suma directa

T (V ) =
⊕

r,s∈N

Vr,s

es un espacio vectorial sobre F y recibe una estructura de F -álgebra graduada 1,
no conmutativa y asociativa con respecto a la multiplicación ⊗ para la cual
dados ν1 = v1 ⊗ . . .⊗ vr1 ⊗ f1 ⊗ . . .⊗ fs1 ∈ Vr1,s1 y ν2 = u1 ⊗ . . .⊗ ur2 ⊗ g1 ⊗
. . . ⊗ gs2 ∈ Vr2,s2 ,

ν1 ⊗ ν2 = v1 ⊗ . . . ⊗ vr1 ⊗ u1 ⊗ . . . ⊗ ur2 ⊗ f1 ⊗ . . . ⊗ fs1 ⊗ g1 ⊗ . . . ⊗ gs2 ,

que es un elemento de Vr1+r2,s1+s2 . Dicha F -álgebra graduada recibe el nombre
de álgebra tensorial de V y sus elementos son llamados tensores. Si ν ∈ Vr,s

1Si A es un F -álgebra, diremos que es un F -álgebra graduada si existe una familia
{An }n∈N de F -espacios vectoriales que satisfacen que A = ⊕n∈NAn, 1 ∈ A0 y para cua-
lesquiera n, m ∈ N, (An)(Am) ⊆ An+m. La generalización de este concepto para R-módulos
puede encontrarse en [Rotman2]
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entonces es llamado tensor homogéneo de grado (r, s). Si dicho tensor ho-
mogéneo es de la forma

v1 ⊗ . . . ⊗ vr ⊗ f1 ⊗ . . . ⊗ fs ,

es llamado tensor homogéneo descomponible.

Denotemos como C(V ) a
⊕

n∈N
Vn,0, la cual resulta una subálgebra gra-

duada de T (V ).

Sea I(V ) el ideal bilateral de C(V ) generado por los elementos de la forma
v ⊗ v. Observemos que I(V ) =

⊕
n∈N

In(V ), donde

In(V ) = I(V ) ∩ Vn,0 .

Dado n ∈ N, denotaremos como Λn(V ) al espacio vectorial Vn,0/In(V ).
Si v1 ⊗ . . . ⊗ vn ∈ Vn,0, denotaremos su clase de equivalencia en Λn(V ) como
v1 ∧ . . . ∧ vn. Ya que I0(V ) = I1(V ) = { 0 }, diremos que Λ0(V ) = F y
Λ1(V ) = V .

Observación 3.1.5. Sea J(V ) el ideal generado por los elementos de la forma
v ⊗ w + w ⊗ v. Observemos que J(V ) ⊆ I(V ).

Sean v, w ∈ V , entonces

v ⊗ v + v ⊗ w + w ⊗ v + w ⊗ w = (v + w) ⊗ (v + w) ∈ I(V ) ,

de lo que se sigue que v ⊗ w + w ⊗ v ∈ I(V ) y por ello, J(V ) ⊆ I(V ). Si la
caracteŕıstica de F es distinta de 2, se obtiene la igualdad ya que 2(v ⊗ v) ∈
J(V ) y como 2 es unidad en F entonces v⊗ v ∈ J(V ), con lo que se concluye
que J(V ) = I(V ).

Por ello podemos concluir que para todo elemento v1 ∧ . . .∧ vn ∈ Λn(V ), si
j ∈ { 1, . . . , n − 1 }

v1 ∧ . . . ∧ vj ∧ vj+1 ∧ . . . ∧ vn = v1 ∧ . . . ∧ vj+1 ∧ vj ∧ . . . ∧ vn .

Más adelante veremos la relación que hay entre Λn(V ) y el álgebra exterior
de V . Mientras tanto se analizan algunas de las propiedades básicas de Λn(V )
que nos serán de gran utilidad.

Al igual que el producto tensorial de V , Λn(V ) satisface una propiedad
universal. Para enunciarla es necesario introducir un nuevo concepto.

Definición 3.1.6. (Mapeo multilineal alternante). Un mapeo multilineal

V1 × . . . × Vn
h �� W ,

77



Caṕıtulo 3. Formas diferenciales.

donde Vi = V para toda i ∈ { 1, . . . , n }, es alternante si para cualesquiera
v1, . . . , vn ∈ V y σ ∈ Sn

2,

h(vσ(1), . . . , vσ(n)) = sig(σ)h(v1, . . . , vn) . (3.2)

Dado F ∈ N denotaremos como Ak(V ) a el conjunto de funciones alter-
nantes h : V1 × . . . × Vk −→ k, donde Vi = V para toda i ∈ { 1, . . . , k }. Por
conveniencia consideraremos A0(V ) = F .

Ejemplo 3.1.7. Si Vi = V para todo i ∈ { 1, . . . , n }, verifiquemos que la
función ϕ̃n : V1 × . . . × Vn −→ Λn(V ) que aplica (v1, . . . , vn) �→ v1 ∧ . . . ∧ vn,
es multilineal alternante.

Si σ es una transposición simultánea, es decir σ = ( i i + 1 ) 3 para i ∈
{ 1, . . . , n− 1 }, entonces dado v1 ∧ . . .∧ vn ∈ Λn(V ) por la multilinealidad del
producto tensorial

0 = v1 ∧ . . . ∧ (vi + vi+1) ∧ (vi + vi+1) ∧ . . . ∧ vn

= v1 ∧ . . . ∧ vi−1 ∧ vi ∧ vi+1 ∧ vi+2 ∧ . . . ∧ vn

+ v1 ∧ . . . ∧ vi−1 ∧ vi+1 ∧ vi ∧ vi+2 ∧ . . . ∧ vn ,

es decir, ϕ̃(vσ(1), . . . , vσ(n)) = vσ(1) ∧ . . . ∧ vσ(n) = −v1 ∧ . . . ∧ vn.
En caso de que τ sea una transposición simultánea, si wi = vσ(i) se obtiene

ϕ̃n(vτσ(1), . . . , vτσ(n)) = ϕ̃n(wτ(1), . . . , wτ(n))
= −w1 ∧ . . . ∧ wn = −vσ(1) ∧ . . . ∧ vσ(n)

= v1 ∧ . . . ∧ vn = sig(τσ)(v1 ∧ . . . ∧ vn) .

Se sigue por inducción sobre el número de transposiciones simultáneas que para
todo γ ∈ Sn, producto de transposiciones simultáneas, h(vγ(1), . . . , vγ(n)) =
sig(γ)(v1 ∧ . . . ∧ vn).

Supongamos que σ = (i j), donde i < j. Observemos que

σ =( i i − 1 )( i + 1 i + 2 ) . . . ( j − 1 j − 2 )
( j j − 1 )( j − 1 j − 2 ) . . . ( i + 1 i + 2 )( i i − 1 ) ,

de modo que es producto de 2(j − i) − 1 transposiciones simultáneas. Como
toda permutación es producto de transposiciones, se sigue el resultado.

2Denotaremos al grupo de permutaciones del conjunto { 1, . . . , n } como Sn y como sig
al morfismo de grupos de Sn en Z

2 que asocia a cada elemento de Sn su signo.
3En adelante ρ = (im im−1 . . . i2 i1) denotará al elemento de Sn que satisface que

ρ(ik) = ik+1 si k ∈ { 1, . . . , m − 1 }, ρ(im) = i1 y es la identidad en cualquier otro elemento
de { 1, . . . , n }.
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3.1. Producto tensorial y producto exterior

La propiedad universal de Λn(V ) se obtiene a partir de la propiedad univer-
sal del producto tensorial y del hecho de que I(V ) esta contenido en el kernel
de todo mapeo multilineal:
Dada una función multilineal alternante f : V1× . . .×Vn −→ U , donde Vi = V
para i ∈ { 1, . . . , n }, existe una única función lineal f̃ : Λn(V ) −→ U que hace
conmutar el siguiente diagrama

V1 × . . . × Vn
ϕ̃n ��

f
������������� Λn(V )

f̃���
�

�
�

�

U

donde ϕ̃n es la función multilineal alternante que aplica (v1, . . . , vn) �→ v1 ∧
. . . ∧ vn.

Observación 3.1.8. Por la propiedad universal de Λn(V ), existe una corres-
podencia biuńıvoca Ψ̃n : (Λn(V ))∗ −→ An(V ), a saber la que asigna f̃ ∈
(Λn(V ))∗ a f̃ ◦ ϕ̃n ∈ An(V ). Dicha correspondencia es un isomorfismo.

Lema 3.1.9. Si V es un F -espacio vectorial de dimensión finita d y β =
{ v1, . . . , vd } es una base de V y n � 1 entonces

βn = { vi1 ∧ . . . ∧ vin : vik
∈ β y i1 < . . . < in }

es una base de Λn(V ).

Demostración. Por el Lema 3.1.3 sabemos que el conjunto

λn = { vi1 ⊗ . . . ⊗ vin : vik
∈ β }

es una base para Vn,0.

Denotemos como J al conjunto que consta de vi1 ⊗ . . .⊗ vin que satisfacen
que vil

= vik
para il 	= ik, o bien vi1 ⊗ . . . ⊗ vin − sig(σ)(viσ(1) ⊗ . . . ⊗ viσ(n))

si todos los vik
son distintos entre śı. Por el ejemplo 3.1.7 sabemos que para

toda σ ∈ Sn, vσ(1)∧ . . .∧vσ(n) = sig(σ)(v1∧ . . .∧vn), de modo que J ⊆ In(V ).
Más aún, el F -espacio vectorial generado por J se queda contenido en In(V ).
Veamos que realmente ambos espacios vectoriales son iguales.

Sea a1 ⊗ . . . ⊗ an ∈ In(V ) que satisface que al = al+1 para alguna l ∈
{ 1, . . . , n − 1 }. Denotando I = { 1, . . . , d } consideremos ak =

∑
ik∈I rik

vik

para k ∈ { 1, . . . , n }. De esa forma
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Caṕıtulo 3. Formas diferenciales.

a1 ⊗ . . . ⊗ an =
∑

i1,...,in∈I
il=il+1

ri1 . . . rin
(vi1 ⊗ . . . ⊗ vin

)

+
∑

i1,...,in∈I
il<il+1

ri1 . . . rin
(vi1 ⊗ . . . ⊗ vin

+ vi1 ⊗ . . . ⊗ vil+1 ⊗ vil
⊗ . . . ⊗ vin) .

Si il = il+1, entonces vi1 ⊗ . . . ⊗ vin
∈ J . Si il 	= il+1 y existen 1 � m, s � n

distintos tales que vim = vis entonces vi1 ⊗ . . .⊗ vin ∈ J . Si il 	= il+1 y todos
los vik

son distintos entonces

vi1 ⊗ . . . ⊗ vin
+ vi1 ⊗ . . . ⊗ vil+1 ⊗ vil

⊗ . . . ⊗ vin
∈ J .

Como In(V ) es el conjunto de combinaciones lineales de elementos de la forma
a1 ⊗ . . . ⊗ an, con esto se concluye que el F -espacio vectorial generado por J
es igual a In(V ).

Consideremos los siguientes conjuntos

A = { vi1 ⊗ . . . ⊗ vin : vik
∈ β y i1 < . . . < in }

B = { vi1 ⊗ . . . ⊗ vin : vik
∈ β y vil

= vik
, l 	= k }

C = { υ − sig(σ)συ : υ ∈ A y σ ∈ Sn � { idn } } ,

entendiendo que si υ = vi1 ⊗ . . . ⊗ vin entonces συ = viσ(1) ⊗ . . . ⊗ viσ(n) .
Los conjuntos descritos son ajenos dos a dos y por lo tanto su unión tiene la
misma cardinalidad que λn y genera a Vn,0, de modo que resulta una base.
Observemos que B∪C ⊆ J . Si υ1 = vi1⊗. . .⊗vin − sig(σ)(viσ(1)⊗. . .⊗viσ(n)) ∈
J entonces vi1 ⊗ . . . ⊗ vin = τυ, donde υ ∈ A y τ ∈ Sn, resultando que
υ1 = (υ− (στ)υ)− (υ− τσ) esta en el F -espacio vectorial generado por B ∪C,
por lo que B∪C y J generan el mismo espacio vectorial. De esa forma se tiene
que el F -espacio vectorial generado por B ∪ C coincide con In(V ).

Ya que Vn,0 = 〈A 〉F
⊕

In(V ), se sigue que la función

〈A 〉F �� Λn(V )

a 	 �� [a]In(V )

es un isomorfismo, concluyendo aśı que βn es base de Λn(V ).
�

Con el Lema anterior concluimos que si 0 � n � d, Λn(V ) tiene dimen-
sión

(
d
n

)
y si n > d entonces Λn(V ) = { 0 }.
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Definición 3.1.10. El álgebra

Λ(V ) = C(V )/ I(V )

es llamada álgebra exterior de V .

Proposición 3.1.11. La función Ψ : Λ(V ) −→ ⊕
n∈N

Λn(V ) definida como

Ψ
[∑

n∈N

vn

]
I(V )

=
∑
n∈N

[vn]In(V ) ,

es un isomorfismo de álgebras.

Demostración. Veamos que Λ(V ) =
⊕

n∈N
(Vn,0 + I(V ))/I(V ). Sea vn ∈

Vn,0. Denotemos vn la clase de equivalencia de vn en (Vn,0 + I(V ))/I(V ).
Verifiquemos que [vn]I(V ) = vn, para lo que basta mostrar que [vn]I(V ) ⊆ vn.
Sea v′ ∈ [vn]I(V ), es decir, v′ = vn + v′′ donde v′′ ∈ I(V ), de manera que
v′ ∈ Vn,0 + I(V ) y v′ − vn ∈ I(V ), concluyéndose aśı que v′ ∈ vn.

Si v =
∑

n∈N
vn ∈ C(V ), entonces

[v]I(V ) =
∑
n∈N

[vn]I(V ) =
∑
n∈N

vn = v ,

obteniéndose aśı que Λ(V ) =
⊕

n∈N
(Vn,0 + I(V ))/I(V ).

Consideremos n ∈ N y

Vn,0 + I(V )
Ψn �� Vn,0/ In(V )

vn + v 	 �� [vn]In(V ) .

Dicha función esta bien definida pues dados vn, v′
n ∈ Vn,0 y v, v′ ∈ I(V ) tales

que vn + v = v′n + v′, se tiene que vn − v′n = v′ − v ∈ Vn,0 ∩ I(V ), es de-
cir [vn]In(V ) = [v′n]In(V ). Por definición Ψn es lineal y suprayectiva. Además
kerΨn = I(V ) ya que vn + v ∈ ker Ψn si y sólo si vn ∈ In(V ), que es
equivalente a que vn + v ∈ I(V ). De esa forma tenemos que Ψ̃n definida
de (Vn,0 + I(V ))/I(V ) a Vn,0/ In(V ) como Ψ̃n[vn + v]I(V ) = [vn]In(V ) es un
isomorfismo lineal.

Como Ψ =
⊕

n∈N
Ψ̃n, se obtiene el resultado.

�

Por la Proposición anterior, podemos identificar canónicamente a Λ(V ) con⊕
n∈N

Λn(V ), de manera que Λ(V ) resulta un álgebra exterior. La multipli-
cación en Λ(V ) es llamada producto exterior y usualmente se denota como ∧.
De esa forma se justifica que la clase de equivalencia de v1 ⊗ . . . ⊗ vn ∈ C(V )
en Λ(V ) sea denotada como v1 ∧ . . . ∧ vn.
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Gracias al Lema 3.1.9 podemos concluir que si β = { v1, . . . , vd } es una base
de V , el conjunto

{ vi1 ∧ . . . ∧ vin
: vik

∈ β y i1 < . . . < in, n ∈ N }

es una base de Λ(V ). Usualmente denotaremos a dicha base como { vφ }, donde
φ = { i1, . . . , in } es un subconjunto de { 1, . . . , d } ordenado en forma creciente,
de modo que vφ = vi1 ∧ . . .∧ vin

. De lo anterior se obtiene que la dimensión de
Λ(V ) es 2d.

Enseguida veremos que los espacios duales de Vr,s, Λk(V ) y Λ(V ), en forma
correspondiente resultan isomorfos a (Vr,s)∗, (Λk(V ))∗ y (Λ(V ))∗.

Recordemos que un mapeo bilineal 〈 , 〉 : V × W −→ F es no degenerado
si el hecho de que 〈 v, w0 〉 = 0 para todo v ∈ V , implica que w0 = 0 y
si 〈 v0, w 〉 = 0, para todo w ∈ W , implica que v0 = 0.

Definición 3.1.12. Una dualidad es una terna (V, W, 〈 , 〉), donde 〈 , 〉 es un
mapeo bilineal no degenerado de V × W a F . En ese caso diremos que V y
W estan en dualidad o bien que (V, W ) son pareja en dualidad.

Si V y W son dimensionalmente finitos y estan en dualidad, las funciones
lineales φ = V −→ W ∗ y φ̃ = W −→ V ∗ definidas como

φ(v)(w) = 〈 v, w 〉 = φ̃(w)(v) ,

resultan inyectivas, por lo cual dimV = dim W . Con esto se concluye que φ y φ̃
son isomorfismos.

Enseguida veremos que ((V ∗)r,s, Vr,s) y (Λn(V ∗), Λn(V )) son parejas en
dualidad y analizaremos los isomorfismos inducidos por los mapeos bilineales no
degenerados (en estos casos V denota un F -espacio vectorial de dimensión d).

Sea 〈 , 〉 : (V ∗)r,s × Vr,s −→ F el mapeo bilineal que satisface que si

v∗ = f1 ⊗ . . . ⊗ fr ⊗ vr+1 ⊗ . . . ⊗ vr+s ∈ (V ∗)r,s

u = v1 ⊗ . . . ⊗ vr ⊗ fr+1 ⊗ . . . ⊗ fr+s ∈ Vr,s

entonces 〈v∗, u〉 = f1(v1) . . . fr+s(vr+s). Dicha función bilineal esta bien defini-
da y es no degenerada. Por lo tanto induce el isomorfismo

(V ∗)r,s
Ψ �� (Vr,s)∗

v∗ 	 �� 〈v∗, · 〉

Por la propiedad universal del producto tensorial, denotando Mr,s(V ) el con-
junto de mapeos multilineales de V1 × . . .× Vr × (Vr+1)∗ × . . .× (Vr+s)∗ en F ,
donde Vi = V , se obtiene el siguiente isomorfismo
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3.1. Producto tensorial y producto exterior

(Vr,s)∗
Ψ̃ �� Mr,s(V )

f̃
	 �� f̃ ◦ ϕ̃

donde ϕ̃ es el mapeo multilineal de V1 × . . .× Vr × (Vr+1)∗ × . . .× (Vr+s)∗ en
Vr,s definida como

ϕ̃(v1, . . . , vr, fr+1, . . . , fr+s) = v1 ⊗ . . . ⊗ vr ⊗ fr+1 ⊗ . . . ⊗ fr+s .

De esa forma la composición Ψ̃ ◦ Ψ es un isomorfismo, de manera que

(V ∗)r,s
∼= Mr,s(V ) .

Análogamente, dado n ∈ N consideremos 〈 , 〉n : Λn(V ∗) × Λn(V ) −→ R

el mapeo bilineal que satisface que si

v∗ = f1 ∧ . . . ∧ fn ∈ Λn(V ∗)
u = v1 ∧ . . . ∧ vn ∈ Λn(V )

entonces 〈v∗, u〉n = det (fi(vj))ij . Dicho mapeo bilineal esta bien definido y es
no degenerado. Por lo tanto induce el isomorfismo

Λn(V ∗)
Ψn �� (Λn(V ))∗

v∗ 	 �� 〈v∗, · 〉n .

Por el isomorfismo Ψ̃n : (Λn(V ))∗ −→ An(V ) dado en la observación 3.1.8, se
tiene que Ψ̃n ◦ Ψn es un isomorfismo, de modo que

Λn(V ∗) ∼= An(V ) .

De lo anterior se sigue que para todo n > d, An(V ) = { 0 }. Considerando
A(V ) =

⊕
n∈N

An(V ) veremos que

(Λ(V ))∗ ∼= Λ(V ∗) ∼= A(V ) .

En general, si {Vi }i∈J es una familia de F -espacios vectoriales y J es
finito, la función lineal Γ0 :

⊕
n∈J(Vi)∗ −→ (

⊕
n∈J Vi)∗ definida como

Γ0

(∑
n∈J

fn

)(∑
n∈J

sn

)
=

∑
n∈J

fn(sn) ,

es un isomorfismo con inversa Γ̃0 : (
⊕

n∈J Vi)∗ −→ ⊕
n∈J(Vi)∗, para la cual
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Caṕıtulo 3. Formas diferenciales.

Γ̃0(ψ) =
∑
n∈J

ψ ◦ in ,

donde in es la inclusión canónica de Vn en
⊕

n∈J Vn.
De esa forma se tiene un isomorfismo canónico

Γ : Λ(V ∗) −→ (Λ(V ))∗ (3.3)

que lleva
∑

n∈N
v∗

n ∈ Λ(V ∗) a
∑

n∈N
Ψn(v∗

n) =
∑

n∈N
〈v∗

n, · 〉n, el cual resulta
de componer la siguiente serie de isomorfismos

Λ(V ∗) =
⊕
n∈N

Λn(V ∗) ∼=
⊕
n∈N

(Λn(V ))∗ =
d⊕

n=0

(Λn(V ))∗

∼=
( d⊕

n=0

Λn(V )
)∗

=
(⊕

n∈N

Λn(V )
)∗

= (Λ(V ))∗ .

(3.4)

Más aún,

(Λ(V ))∗ ∼=
⊕
n∈N

Λn(V ∗) ∼=
⊕
n∈N

An(V ) = A(V ) , (3.5)

correspondiendo este isomorfismo a la función (
∑

n∈N
Ψ̃n) ◦ Γ−1.

Observación 3.1.13. Identifiquemos Λ(V ∗) con (Λ(V ))∗ mediante el isomor-
fismo Γ. Sea β = { v1, . . . , vd } una base de V y β∗ = { f1, . . . , fd } su base
dual, entonces la base { fφ } es dual a la base { vφ }. Para verificarlo considere-
mos φ = { i1, . . . , ir } y φ′ = { j1, . . . , js } subconjuntos de { 1, . . . , d }, de tal
forma que i1 < . . . < ir y j1 < . . . < js. Si las cardinalidades de φ y φ′ no
son iguales entonces Γ(fφ)(vφ′) = 0.

Supongamos que φ y φ′ tienen la misma cardinalidad, pero son distintos.
De ese modo

Γ(fφ)(vφ′) = 〈fφ, vφ′〉r = det (fim(vjn))mn .

Sea l ∈ { 1, . . . , r } tal que il 	= jl y im = jm para m < l. Si il < jl,
(fim(vjn))mn tiene únicamente ceros en el renglón l. Si il > jl entonces
(fim(vjn))mn tiene únicamente ceros en la columna l. En ambos casos

Γ(fφ)(vφ′) = det (fim(vjn))mn = 0 .

Supongamos que φ = φ′. En ese caso (fim(vin))mn = I, y por lo tanto
Γ(fφ)(vφ′) = det (fim(vin))mn = 1.
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3.2. Transformaciones lineales en Λ(V )

3.2. Transformaciones lineales en Λ(V )

Denotemos como End (Λ(V )) al conjunto endomorfismos de Λ(V ), que son
transformaciones lineales de Λ(V ) en Λ(V ).

En esta sección consideraremos F -espacios vectoriales dimensionalmente
finitos.

Observemos que al identificar (Λ(V ))∗ con Λ(V ∗) mediante el isomorfis-
mo Γ dado en (3.3), se induce una identificación entre los endomorfismos de
(Λ(V ))∗ y los endomorfismos de Λ(V ∗). De esa forma, dado l ∈ End (Λ(V ∗))
este se corresponde con l∗ ∈ End (Λ(V ))∗ de tal manera que el siguiente dia-
grama conmuta

Λ(V ∗) l ��

Γ

��

Λ(V ∗)

Γ

��
(Λ(V ))∗

l∗
�� (Λ(V ))∗

En particular, dado υ ∈ Λ(V ) definimos el endomorfismo

Λ(V )
lυ �� Λ(V )

ω 	 �� υ ∧ ω

Sea l∗υ : (Λ(V ))∗ −→ (Λ(V ))∗ el mapeo dual de lυ definido como l∗υ(f) = f ◦ lυ.
Dicho endomorfismo se identifica con l̃υ, de tal forma que l̃υ = Γ−1 ◦ l∗υ ◦Γ. De
esa manera, si v∗ =

∑
n∈N

v∗n ∈ Λ(V ∗) y ω =
∑

n∈N
wn ∈ Λ(V ),

(Γ ◦ l̃υ(v∗))(ω) = (l∗υ ◦ Γ(v∗))(ω) = Γ(v∗) ◦ lυ(ω)

=
∑
n∈N

〈v∗n, · 〉n
(∑

n∈N

υ ∧ wn

)
.

Llamaremos multiplicación interior por υ al endomorfismo l̃υ.

Notemos que si υ ∈ V y v∗ ∈ Λk(V ∗), entonces Γ ◦ l̃υ(v∗) ∈ (Λk−1(V ))∗,
de manera que l̃υ(v∗) ∈ Λk−1(V ∗), es decir, l̃υ

∣∣
Λk(V )

: Λk(V ) −→ Λk−1(V ∗).

Las siguientes definiciones se da en términos de álgebras graduadas ya que
a pesar de que en esta sección nos remitimos al álgebra exterior de un espa-
cio vectorial dimensionalmente finito, en la siguiente comenzaremos a analizar
un álgebra graduada inducida por medio de las álgebras exteriores de los es-
pacios tangentes de una variedad diferenciable y estas nociones serán de gran
importancia.

Definición 3.2.1. Sea A =
⊕

n∈N
An un álgebra graduada sobre un cam-

po F y J un endomorfismo de A.
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Caṕıtulo 3. Formas diferenciales.

1. J es una derivación si para cualesquiera ω, υ ∈ A

J(ω ∧ υ) = J(ω) ∧ υ + ω ∧ J(υ) .

2. J es una anti-derivación si para cualesquiera ω ∈ Aj y υ ∈ A,

J(ω ∧ υ) = J(ω) ∧ υ + (−1)jω ∧ J(υ) .

En caso de que J
∣∣
Aj

: Aj −→ Aj+l para toda l ∈ Z (donde Ai = { 0 }
si i < 0), diremos que J es una derivación (anti-derivación) de grado l.

El siguiente Lema nos será de utilidad para mostrar que l∗υ definida como
antes, es una anti-derivación de grado −1.

Lema 3.2.2. Sea l ∈ End (Λ(V )), entonces es una anti-derivación si y sólo si
para todo elemento descomponible v1 ∧ . . . ∧ vn ∈ Λ(V )

l(v1 ∧ . . . ∧ vn) =
n∑

i=1

(−1)i+1v1 ∧ . . . ∧ l(vi) ∧ . . . ∧ vn . (3.6)

Demostración. Supongamos que l es una anti-derivación. Sea v1 ∧ . . .∧ vn ∈
Λ(V ) elemento descomponible. Mostraremos por inducción sobre n que satis-
face la igualdad (3.6).

Si n = 2, se sigue de la definición que satisface dicha igualdad. Supongamos
que si j < n,

l(v1 ∧ . . . ∧ vj) =
j∑

i=1

(−1)i+1v1 ∧ . . . ∧ l(vi) ∧ . . . ∧ vj .

De esa forma

l(v1 ∧ . . . ∧ vn) = l(v1 ∧ . . . ∧ vn−1) ∧ vn + (−1)n−1v1 ∧ . . . ∧ vn−1 ∧ l(vn)

=
(n−1∑

i=1

(−1)i+1v1 ∧ . . . ∧ l(vi) ∧ . . . ∧ vn−1

)
∧ vn

+ (−1)2(−1)n−1v1 ∧ . . . ∧ vn−1 ∧ l(vn)

=
n−1∑
i=1

(−1)i+1v1 ∧ . . . ∧ l(vi) ∧ . . . ∧ vn−1 ∧ vn

+ (−1)n+1v1 ∧ . . . ∧ vn−1 ∧ l(vn)

=
n∑

i=1

(−1)i+1v1 ∧ . . . ∧ l(vi) ∧ . . . ∧ vn .
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Supongamos que para todo elemento descomponible v1 ∧ . . .∧ vn ∈ Λ(V ) se
satisface la igualdad (3.6). Observemos que si υ =

∑m
i=1 ai (vi1 ∧ . . . ∧ vin) ∈

Λn(V ) y ω =
∑t

j=1 bj (vj1 ∧ . . . ∧ vjs
) ∈ Λs(V ), entonces

l(υ ∧ ω) =
m∑

i=1

t∑
j=1

ai bj l(vi1 ∧ . . . ∧ vin
∧ vj1 ∧ . . . ∧ vjs

)

=
m∑

i,k=1

t∑
j=1

(−1)k+1ai bj vi1 ∧ . . . ∧ l(vik
) ∧ . . . ∧ vin ∧ vj1 ∧ . . . ∧ vjs

+
m∑

i=1

t∑
j,k=1

(−1)n+k+1ai bj vi1 ∧ . . . ∧ vin ∧ vj1 ∧ . . . ∧ l(vjk
) ∧ . . . ∧ vjn+s

=
m∑

i=1

t∑
j=1

ai bj l(vi1 ∧ . . . ∧ vin) ∧ vj1 ∧ . . . ∧ vjs

+
m∑

i=1

t∑
j=1

(−1)nai bj vi1 ∧ . . . ∧ vin ∧ l(vj1 ∧ . . . ∧ vjn+s)

= l(υ) ∧ ω + (−1)nυ ∧ l(ω) .

Por lo anterior, dado ζ =
∑

m∈N
wm ∈ Λ(V ) donde wm ∈ Λm(V ) para toda

m ∈ N, se tiene que

l(υ ∧ ζ) =
∑
m∈N

l(υ ∧ wm) =
∑
m∈N

l(υ) ∧ wm +
∑
m∈N

(−1)nυ ∧ l(wm)

= l(υ) ∧ ζ + (−1)nυ ∧ l(ζ)

�

Proposición 3.2.3. Sea υ ∈ V , entonces l∗υ es una anti-derivación de gra-
do −1.

Demostración. Recordemos que por el isomorfismo Γ entre Λ(V ∗) y (Λ(V ))∗

dado en (3.3), l∗υ es considerado un endomorfismo de Λ(V ∗) al identificarlo con
l̃υ que hace conmutar el siguiente diagrama

Λ(V ∗)
l̃υ ��

Γ

��

Λ(V ∗)

Γ

��
(Λ(V ))∗

l∗υ
�� (Λ(V ))∗

Por los comentarios previos a la definición 3.2.1, basta mostrar que l∗υ es
una anti-derivación. Por el Lema anterior es suficiente verificar que para todo
elemento descomponible v∗

1 ∧ . . . ∧ v∗n en Λn(V ∗)
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Caṕıtulo 3. Formas diferenciales.

Γ ◦ l̃υ(v∗1 ∧ . . . ∧ v∗
n) =

n∑
i=1

(−1)j+1l∗υ(v∗
i ) 〈v∗

1 ∧ . . . ∧ v̂∗i ∧ . . . ∧ v∗n, · 〉n−1 . (3.7)

Para ello analicemos algunas propiedades del grupo de permutaciones Sn.
Sea ∼ ⊆ Sn × Sn, la relación de equivalencia para la cual σ ∼ τ si y sólo si
existe i ∈ { 1, . . . , n } que satisface que σ(i) = 1 = τ(i). Denotemos como [ρ]
a la clase de equivalencia de ρ.

Observemos que dado [ρ] ∈ Sn/ ∼ existe un único τ ∈ [ρ] que satisface que
τ(i) = 1 y τ(1) < . . . < τ(i − 1) < τ(i + 1) < . . . < τ(n). De hecho

τ = (i i − 1 . . . 2 1) = (i i − 1) . . . (i 2)(i 1) ,

por lo que sig (τ) = (−1)i−1 = (−1)i+1. Denotemos como

J = { (i i − 1 . . . 2 1) : i ∈ { 1, . . . , n } }

y como S̃ al grupo de permutaciones de { 2, . . . , n }. Sea τ ∈ J . Observemos
que si ρ ∈ [τ ], existe un único σ ∈ S̃ para el cual ρ = σ̃ ◦ τ , donde σ̃ es un
elemento en Sn cuya restricción a { 2, . . . , n } coincide con σ y para el cual
σ̃(1) = 1, De ah́ı sig (σ̃) = sig (σ).

Observemos que para cualquier w2∧. . .∧wn ∈ Λn−1(V ), denotando w1 = υ
y τi = (i i − 1 . . . 2 1) para toda i ∈ { 1, . . . , n },

(Γ−1 ◦ l̃υ (v∗1 ∧ . . . ∧ v∗n)) (w2 ∧ . . . ∧ wn)
= (l∗υ ◦ Γ(v∗1 ∧ . . . ∧ v∗n))(w2 ∧ . . . ∧ wn) = det (v∗

i (wj))ij

=
∑

ρ∈Sn

sig (ρ) v∗
1(wρ(1)) · · · v∗n(wρ(n))

=
∑
τ∈J

sig (τ)
∑
σ∈S̃

sig (σ) v∗
1(wσ̃◦τ(1)) · · · v∗n(wσ̃◦τ(n))

=
n∑

i=1

(−1)i+1 v∗i (υ)
∑
σ∈S̃

sig (σ) v∗1(wσ◦τi(1)) · · · v̂∗i (u) · · · v∗n(wσ◦τi(n))

=
n∑

i=1

(−1)i+1 v∗i (υ) det (v∗
i (wj))ij

=
n∑

i=1

(−1)j+1l∗υ(v∗
i ) 〈v∗

1 ∧ . . . ∧ v̂∗i ∧ . . . ∧ v∗n, w2 ∧ . . . ∧ wn〉n−1 ,

de manera que se satisface la igualdad (3.7).
�
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3.3. Campos tensoriales y formas diferenciales

Enseguida analizaremos algunas de las consecuencias de la propiedad uni-
versal de los sumandos del producto tensorial de un espacio vectorial en las
funciones lineales.

Sea l : V −→ W una función lineal. Esta función se extiende de forma única
a un morfismo de k-álgebras l̂ : Λ(V ) −→ Λ(W ), de tal forma que l̂(1) = 1 y
dado un elemento descomponible l̂(v1∧. . .∧vn) = l(v1)∧. . .∧l(vn). La existencia
y unicidad del morfismo l̂ se debe a la propiedad universal del producto tensorial
de los sumandos de Λ(V ) ya que dada n ∈ N, si Vi = V para i ∈ { 1, . . . , n },
ln : V1 × . . .× Vn −→ Λn(W ) definido como ln(v1, . . . , vn) = l(v1)∧ . . .∧ l(vn),
es una función alternante (ejemplo 3.1.7) y por ello existe una única función
lineal l̂n que hace conmutar el diagrama

V1 × . . . × Vn
ϕ̃n ��

ln ��










 Λn(V )

l̂n��� �
�

�
�

Λn(W )

donde ϕ̃n es la aplicación (v1, . . . , vn) �→ v1 ∧ . . . ∧ vn. Por la conmutatividad
del diagrama, l̂n(v1∧ . . .∧vn) = l(v1)∧ . . .∧ l(vn). De manera que l̂ =

∑
n∈N

l̂n
es un morfismo de F -álgebras graduadas que satisface las condiciones descritas.

Análogamente, al considerar l∗ : W ∗ −→ V ∗, el mapeo dual de l, existe un
único morfismo de F -álgebras graduadas δl : Λ(W ∗) −→ Λ(V ∗) que satisface
que

δl(v1 ∧ . . . ∧ vn) = l∗(v1) ∧ . . . ∧ l∗(vn) = δl(v1) ∧ . . . ∧ δl(vn) .

Considerando los isomorfismos

ΓV : Λ(V ∗) −→ (Λ(V ))∗ y ΓW : Λ(W ∗) −→ (Λ(W ))∗,

se verifica en forma sencilla que el siguiente diagrama conmuta

Λ(W ∗) δl ��

ΓW

��

Λ(V ∗)

ΓV

��
(Λ(W ))∗

l̂∗
�� (Λ(V ))∗

(3.8)

3.3. Campos tensoriales y formas diferenciales

En esta sección aplicaremos los resultados que hemos obtenido previamente para
el caso de espacios vectoriales sobre R, a saber, los espacios tangentes de una
variedad diferenciable y sus espacios duales.
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Definición 3.3.1. Sea M una variedad diferenciable y n ∈ N.

1. Llamaremos haz tensorial de tipo (r, s) sobre M al conjunto

Tr,s(M) =
⋃

m∈M

(TmM)r,s .

2. Llamaremos n-ésimo haz exterior sobre M al conjunto

Λ∗
n(M) =

⋃
m∈M

Λn(T ∗
mM) .

3. Llamaremos haz de álgebra exterior sobre M al conjunto

Λ∗(M) =
⋃

m∈M

Λ(T ∗
mM) .

Observemos que si (r, s) = (0, 0) y n = 0 entonces Tr,s(M) y Λ∗
n(M) son

uniones disjuntas de R tantas veces como la cardinalidad de M .
Al igual que para el haz tangente y el haz contangente, existen proyecciones

canónicas de estos conjuntos sobre M :

πr,s : Tr,s(M) −→ M , πr,s(ζ) = m si ζ ∈ (TmM)r,s ,

πn : Λ∗
n(M) −→ M , πn(ω) = m si ω ∈ Λn(T ∗

mM) ,

πΛ : Λ∗(M) −→ M , πΛ(υ) = m si υ ∈ Λ(T ∗
mM) .

Observemos que para toda m ∈ M , si (U,ϕ) es un sistema coordenado de
M alrededor de m, con funciones coordenadas x1, . . . , xd, entonces { ∂

∂xi

∣∣
m
}

y { d(xi)m } son bases de TmM y T ∗
mM respectivamente, e inducen bases en

(TmM)r,s, Λk(T ∗
mM), y Λ(T ∗

mM) (obtenidas mediante los Lemas 3.1.3 y 3.1.9).
A saber,

λr,s =
{

∂
∂xi1

∣∣∣
m
⊗ . . . ⊗ ∂

∂xir

∣∣∣
m
⊗ d(xj1)m ⊗ . . . ⊗ d(xjs)m : 1 � ik, jl � d

}
es una base de (TmM)r,s y

βn =
{

d(xi1)m ∧ . . . ∧ d(xin)m : i1 < . . . < in
}

es una base de Λn(T ∗
mM) y por lo tanto

⋃
n∈N

βn es una base de Λ(T ∗
mM).

Las analoǵıas con el haz vectorial y el haz tangente continuan ya que estos
conjuntos también reciben estructuras de variedad diferenciable que hacen a
dichas proyecciones mapeos suaves. Más aún, los mapeos coordenados de dichas
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3.3. Campos tensoriales y formas diferenciales

estructuras son obtenidos a partir de sistemas coordenados de M y las bases
inducidas por las funciones coordenadas, al igual que las de los haces tangente
y cotangente. Enseguida mostraremos la existencia de dicha estructura para
Λ∗

n(M). La prueba para los otros dos casos son totalmente análogos.

Proposición 3.3.2. Sea Md una variedad, entonces para toda n ∈ N Λ∗
n(M)

recibe una estructura de variedad diferenciable con la cual πn resulta una fun-
ción suave.

Demostración. Si n < d entonces Λ∗
n(M) es igual a M ×{ 0 }. Supongamos

que n � d. Sea (U,ϕ) un sistema coordenado de M con funciones cordenadas
x1, . . . , xd. Sean m ∈ U y

βn =
{

d(xi1)m ∧ . . . ∧ d(xin)m : i1 < . . . < in
}

la base de Λn(T ∗
mM) con cardinalidad Γn =

(
d
n

)
, inducida por dicho sistema

coordenado. Denotemos como Jn a la familia de subconjuntos de { 1, . . . , d }
que tienen cardinalidad n y con un orden parcial ≺. Consideremos la función
biyectiva ϕ̃n : π−1

n (U) −→ ϕ(U) × R
Γn definida como

ϕ̃n(ω) =
(
ϕ ◦ πn(ω),

(
ω
(

∂
∂xφ

))
φ∈Jn

)
.

Denotemos como F a la estructura diferenciable de M . Veamos que la
familia

J =
{(

π−1
n (U), ϕ̃n

)
: (U,ϕ) ∈ F

}
satisface las condiciones de la Proposición 2.3.2.

Sea
(
V, τ = (y1, . . . , yd)

) ∈ F. Consideremos ζ = { i1, . . . , in } ∈ Jn, donde
1 � i1 < · · · < in � d, de modo que la función γζ : τ(U ∩ V ) × R

Γn −→ R
Γn

definida como

γζ

(
s, (sφ)φ∈Jn

)
=

∑
φ∈Jn

φ={ j1<···<jn }

sφ det
(

∂(yjl
◦ϕ−1)

∂ris
(s)

)
ls

es suave. Por ello el mapeo ϕ̃n ◦ τ̃−1
n : τ(U ∩V )×R

Γn −→ ϕ(U ∩V )×R
Γn que

satisface

ϕ̃n ◦ τ̃−1
n

(
s, (sφ)φ∈Jn

)
=

(
ϕ ◦ τ−1(s),

(
γζ

(
s, (sφ)φ∈Jn

))
ζ∈Jn

)
para todo

(
s, (sφ)φ∈Jn

) ∈ τ(U ∩ V ) × R
Γn , es suave.

Seanω1, ω2 ∈ Λ∗
n(M) elementos distintos. Si πn(ω1) 	= πn(ω2) entonces

gracias a que M es Hausdorff existen (U1, ϕ1), (U2, ϕ2) ∈ F para los cuales
U1 y U2 son ajenos y πn(ω1) ∈ U1, πn(ω2) ∈ U2. De modo que ω1 ∈ π−1

n (U1),
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Caṕıtulo 3. Formas diferenciales.

ω2 ∈ π−1
n (U2) y π−1

n (U1) ∩ π−1
n (U2) = ∅. Si πn(ω1) = πn(ω2) entonces existe

(U,ϕ) ∈ F de tal modo que πn(ω1) ∈ U , es decir ω1, ω2 ∈ π−1
n (U).

Finalmente, gracias a que la función πn es suprayectiva y M es segundo
numerable existe

{ (
π−1

n (Uk), ϕ̃k
n

) }
k∈N

un subconjunto numerable de J que
satisface que

{
π−1

n (Uk)
}

es una cubierta de Λ∗
n(M). Por ello, Λ∗

n(M) con la
topoloǵıa

τ = {W ⊆ Λ∗
n(M) : para todo (U,ϕ) ∈ F, ϕ(W ∩ U) ⊆ R

d es abierto } .

y la estructura diferenciable inducida por J, es una variedad diferenciable.
Para cualesquiera (U,ϕ), (V, τ) ∈ F, si

(
s, (sφ)φ∈Jn

) ∈ τ(U ∩ V ) × R
Γn

entonces

ϕ ◦ πn ◦ τ̃−1
n

(
s, (sφ)φ∈Jn

)
= ϕ(s) ,

es decir, ϕ ◦ πn ◦ τ̃−1
n es una función suave. De esa forma se tiene que πn es

suave con la estructura de variedad diferenciable inducida por la familia J .
�

Definición 3.3.3. Sea M una variedad diferenciable

1. Diremos que un mapeo suave ψ : M −→ Tr,s(M) es un campo tensorial de
tipo (r, s) sobre M si el siguiente diagrama conmuta

Tr,s(M)

πr,s

��
M

ψ
		���������

idM

�� M

es decir, la composición de ψ con la proyección canónica πr,s es la identidad
en M .

2. Diremos que un mapeo suave ψ : M −→ Λ∗
n(M) es una n-forma diferencial

sobre M si el siguiente diagrama conmuta

Λ∗
n(M)

πn

��
M

ψ
		��������

idM

�� M

es decir, la composición de ψ con la proyección canónica πn es la identidad
en M .
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3. Diremos que un mapeo suave ψ : M −→ Λ∗(M) es una forma diferencial
sobre M si el siguiente diagrama conmuta

Λ∗(M)

πΛ

��
M

ψ
		��������

idM

�� M

es decir, la composición de ψ con la proyección canónica πΛ es la identidad
en M .

Si ω es un campo tensorial sobre M , una n-forma diferencial sobre M o
una forma diferencial sobre M , usualmente ω(m) será denotado como ωm.

Observación 3.3.4. De la definición de las estructuras diferenciables para las
haces se sigue directamente que:

i. Un levantamiento de idM , ψ : M −→ Tr,s(M), es un campo tensorial
suave de tipo (r, s) si y sólo si para cualquier mapeo coordenado (U,ϕ) de
M con funciones coordenadas x1, . . . , xd,

ψ
∣∣
U

=
∑

1�ik, jl�d

ai1,...,ir

j1,...,js

∂
∂xi1

⊗ . . . ⊗ ∂
∂xir

⊗ dxj1 ⊗ . . . ⊗ dxjs ,

donde ai1,...,ir

j1,...,js
∈ C∞(U), para cualesquiera 1 � ik, jl � d.

ii. Un levantamiento de idM , ψn : M −→ Λ∗
n(M), es una n-forma diferencial

si y sólo si para cualquier mapeo coordenado (U,ϕ) de M con funciones
coordenadas x1, . . . , xd,

ψn

∣∣
U

=
∑

1�i1<...<in�d

bi1,...,indxi1 ∧ . . . ∧ dxin ,

donde bi1,...,in ∈ C∞(U), para cualesquiera 1 � i1 < . . . < in � d.

Si ψ : M −→ Λ∗(M) es un levantamiento de idM , resulta una 1-forma si
y sólo si ψ =

∑
n∈N

ψn, donde ψn es una n-forma para todo n ∈ N. Esto
se sigue directamente de la estructura de variedad diferenciable de Λ∗(M).
Dicha suma es finita ya ψn ≡ 0, si n > dimM .

Aśı como consideramos el conjunto de campos vectoriales suaves en una
variedad, denotaremos como En(M) al conjunto de n-formas diferenciales de
M y como E∗(M) al conjunto de formas diferenciales. Por la observación 3.3.4
inciso ii, E∗(M) =

⊕
n∈N

En(M).
Observemos que podemos dotar a En(M) y E∗(M) de estructuras de

espacios vectoriales sobre R. A saber, si ω, υ ∈ En(M) (o ω, υ ∈ E∗(M))
y λ ∈ R definimos ω + υ y λω como
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Caṕıtulo 3. Formas diferenciales.

(ω + υ)m = ωm + υm

(λω)m = λ(ωm) ,

para todo m ∈ M . Más aún, E∗(M) tiene una estructura de R-álgebra gra-
duada sobre R al considerar el producto exterior de formas diferenciales ω ∧ υ
definido como

(ω ∧ υ)m = ωm ∧ υm ,

para todo m ∈ M . Veamos que además podemos darle una estructura de
C∞(M)-módulo.

Podemos identificar canónicamente E0(M) con C∞(M) al considerar Λ∗
0(M)

como M ×R, pues de esa forma todo elemento de E0(M) es la gráfica de una
función de M en R. Aśı, considerando π2 : M × R −→ R, la función

E0(M) Ψ �� C∞(M)
ω 	 �� π2 ◦ ω

es biyectiva, con inversa

C∞(M) Ψ̃ �� E0(M)

f 	 �� (idM , f)

(de hecho es un isomorfismo de R-espacios vectoriales). De modo que

C∞(M) × E∗(M) · �� E∗(M)

(f, ω) 	 �� Ψ̃(f) ∧ ω

Usualmente identificaremos f con Ψ̃(f). Aśı abreviaremos como f ω a f ∧ ω.
En lo siguiente se analizarán algunas de las relaciones que existen entre los

campos vectoriales de una variedad y el conjunto de formas diferenciales de la
misma.

Consideremos el isomorfismo entre Λn(T ∗
mM) y An(T ∗

mM) dado en la ob-
servación 3.1.8. Bajo esa identificación, para todo ω ∈ Λn(M) y X1, . . . , Xn ∈
X(M), ωm(X1(m), . . . , Xn(m)) ∈ R. De esa forma podemos considerar ω como
el mapeo multilineal alternante

X(M) × · · · × X(M) �� C∞(M)

(X1, . . . , Xn) 	 �� ω(X1, . . . , Xn)

Dadas las estructuras de C∞(M)-módulo de X(M) y C∞(M), dicho mapeo
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resulta ser C∞(M)-multilineal, es decir que para cualesquiera f, g ∈ C∞(M)
y X1, . . . , Xi−1, X, Y, Xi+1, . . . , Xn ∈ X(M),

ω(X1, . . . , Xi−1, f X + g Y,Xi+1, . . . , Xn)
= f ω(X1, . . . , Xi−1, X,Xi+1, . . . , Xn)

+ g ω(X1, . . . , Xi−1, Y,Xi+1, . . . , Xn) .

Obsérvese que

Λ∗
1(M) =

⋃
m∈M

Λ1(T ∗
mM) =

⋃
m∈M

T ∗
mM = T ∗M .

Si f ∈ C∞(M), dfm ∈ T ∗
mM para cualquier m ∈ M . De ese modo podemos

considerar a df : M −→ Λ∗
1(M) como una 1-forma, gracias a que f es suave

(observación 3.3.4 inciso ii).

Definición 3.3.5. Sea f ∈ C∞(M). La 1-forma df : M −→ Λ∗
1(M) es llamada

la derivada exterior de la 0-forma f .

Veremos que existe una anti-derivación de E∗(M) que env́ıa las 0-formas
en sus derivadas, es decir, extiende a la diferencial de funciones. La llamaremos
derivada exterior.

Teorema 3.3.6. (Derivada Exterior) Existe una única anti-derivación
d : E∗(M) −→ E∗(M) de grado 1 que satisface:

i. d2 = 0.

ii. Para toda 0-forma f , df es la derivada de f .

Demostración. Sea p ∈ M . Denotemos como E∗(p) al conjunto de formas
definidas en vecindades abiertas de p en M . Análogamente, En(p) denotará al
conjunto de n-formas definidas en vecindades abiertas de p en M . Sea (U,ϕ)
un sistema coordenado alrededor de p, con funciones coordenadas x1, . . . , xd.
Entonces para todo ω ∈ E∗(p)

ω
∣∣
dom ω∩U

=
∑

φ⊆{ 1,...,d }
aφ dxφ ,

donde aφ ∈ C∞(dom ω ∩ U), dxφ = 1 si φ = ∅, y dxφ = dxi1 ∧ . . . ∧ dxin si
φ = { i1, . . . , in } y i1 < . . . < in.

Consideremos la función dp : E∗(p) −→ Λ(T ∗
p M) definida como

dp(ω) =
∑

φ⊆{ 1,...,d }
d(aφ)p ∧ d(xφ)p .

Al igual que E∗(M), E∗(p) es un R-álgebra graduada y dp es una función
lineal. Enseguida se probarán una serie de afirmaciones que caracterizan a dp

y nos serán de utilidad al definir d.
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i. Para cualesquiera ω ∈ Er(p), υ ∈ E∗(p)

dp(ω ∧ υ) = dpω ∧ υp + (−1)rωp ∧ dpυ . (3.9)

Dada la distribución del producto exterior, sin pérdida de generalidad su-
pongamos que ω = f dxi1 ∧ . . . ∧ dxir

y υ = g dxj1 ∧ . . . ∧ dxjs
, donde

f ∈ C∞(domω ∩ U) y g ∈ C∞(dom υ ∩ U). De esa forma ω ∧ υ esta
definida en domω ∩ dom υ y

(ω ∧ υ)
∣∣
dom (ω∩υ)∩U

= fg dxi1 ∧ . . . ∧ dxir
∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjs

.

Si { i1, . . . , ir } ∩ { j1, . . . , js } 	= ∅ entonces dp(ω ∧ υ) = 0 y

dpω ∧ υp + (−1)rωp ∧ dpυ

= g(p) dfp ∧ d(xi1)p ∧ . . . ∧ d(xir )p ∧ d(xj1)p ∧ . . . ∧ d(xjs)p

+ f(p) d(xi1)p ∧ . . . ∧ d(xir )p ∧ dgp ∧ d(xj1)p ∧ . . . ∧ d(xjs)p

es igual a cero (ejemplo 3.1.7).

Supongamos que { i1, . . . , ir } ∩ { j1, . . . , js } = ∅. Considerando

{ l1, . . . , lr+s } = { i1, . . . , ir } ∪ { j1, . . . , js } ,

de tal forma que 1 � l1 < · · · < lr+s � d, y σ ∈ Sd tal que

dxσ(l1) ∧ . . . ∧ dxσ(lr+s) = dxi1 ∧ . . . ∧ dxir ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjs ,

por el ejemplo 3.1.7,

(ω ∧ υ)
∣∣
dom (ω∩υ)∩U

= fg dxi1 ∧ . . . ∧ dxir ∧ dxj1 ∧ . . . ∧ dxjs

= sig(σ) fg dxl1 ∧ . . . ∧ dxlr+s .

De ese modo

dp(ω ∧ υ) = sig(σ) (g(p) dfp + f(p) dgp) ∧ d(xl1)p ∧ . . . ∧ d(xlr+s
)p

= sig(σ) g(p) dfp ∧ d(xl1)p ∧ . . . ∧ d(xlr+s)p

+ sig(σ) f(p)dgp ∧ d(xl1)p ∧ . . . ∧ d(xlr+s)p

= dfp ∧ d(xi1)p ∧ . . . ∧ d(xir )p ∧ dg(p) (xj1)p ∧ . . . ∧ d(xjs)p

+ (−1)rf(p) d(xi1)p ∧ . . . ∧ d(xir )p ∧ dgp ∧ d(xj1)p ∧ . . . ∧ d(xjs)p

= dpω ∧ υp + (−1)rωp ∧ dpυ .
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ii. Si f ∈ C∞(V ), donde V es una vecindad de p, entonces dp(df) = 0.

Sabemos que df ∈ E1(p), de modo que df
∣∣
V ∪U

=
∑d

i=1
∂f
∂xi

dxi. Aśı,

dp(df) =
∑d

i=1 d
(

∂
∂xi

)
p
∧ d(xi)p, donde d

(
∂

∂xi

)
es un elemento de E1(p)

definido en V ∩ U y por lo tanto es expresado como

d
( ∂

∂xi

)
=

d∑
l=1

d
( ∂

∂xi

)( ∂

∂xl

)
dxl =

d∑
l=1

∂2f

∂xl ∂xi
dxl .

Por ello

dp(df) =
d∑

i,l=1

∂2f

∂xl ∂xi

∣∣∣
p
d(xl)p ∧ (dxi)p ,

el cual es igual a cero por la anticonmutatividad del producto exterior
(observación 3.1.5) y gracias a que las derivadas parciales conmutan.

iii. Si ω1, ω2 ∈ E∗(p) son iguales en una vecindad de p entonces dp ω1 = dp ω2.

Esto se obtiene directamente del hecho de que la representación de ω1 y
ω2 en términos de la base { dxφ } es la misma en la vecindad en la que
coinciden.

iv. La definición de dp no depende del sistema coordenado elegido.

Sea (V, τ) sistema coordenado alrededor de p, con funciones coordenadas
y1, . . . , yd. Sea d′

p : E∗(p) −→ Λ(T ∗
p M) la función lineal definida como

d′p
( ∑

φ⊆{ 1,...,d }
aφ dyφ

)
=

∑
φ⊆{ 1,...,d }

d(aφ)p ∧ d(yφ)p .

Ya que para todo m ∈ U ∩ V , si i ∈ { 1, . . . , d },

d(xi)m =
d∑

j=1

∂xi

∂yj

∣∣∣∣∣
m

d(yj)m ,

y para toda j ∈ { 1, . . . , d }, d
(

∂xi

∂yj

)
m

=
∑d

l=1
∂2xi

∂yl∂yj

∣∣
m

d(yl)m, se tiene que

d′p (d(xi)m) =
d∑

j,l=1

∂2xi

∂yl∂yj

∣∣∣∣∣
m

d(yl)m ∧ d(yj)m = 0 . (3.10)

Como d′
p satisface la propiedad i y la igualdad (3.10), si ω =

∑
φ⊆{ 1,...,d }

bφ dxφ,
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d′p(ω) =
∑

φ⊆{ 1,...,d }
d′

p(bφ) ∧ d(xφ)p +
∑

φ⊆{ 1,...,d }
bφ(p)d′p(d(xφ))

=
∑

φ⊆{ 1,...,d }
d′

p(bφ) ∧ d(xφ)p

+
∑

φ⊆{ 1,...,d }
φ={ i1,...,ik }

k∑
l=1

(−1)l−1bφ(p) d(xi1)p ∧ · · · ∧ d′p(d(xil
)) ∧ · · · ∧ d(xik

)

=
∑

φ⊆{ 1,...,d }
d(bφ)p ∧ d(xφ)p = dp(ω) .

De esto se concluye que d′p = dp.

Consideremos a la función d : E∗(M) −→ E∗(M), definida como dω(p) =
dp(ω), para cualesquiera ω ∈ E∗(M) y p ∈ M (dp es la función lineal defini-
da previamente, que no depende de la elección del sistema coordenado por el
inciso iv). Denotaremos a dω(p) como dωp.

Por definición d es una anti-derivación de grado 1 que satisface el inciso ii
del Teorema. Veamos que satisface el inciso i. Sea ω ∈ E∗(M) y p ∈ M .
Mostraremos que (d2ω)(p) = 0. Sea (U,ϕ) un sistema coordenado alrededor
de p, con funciones coordenadas x1, . . . , xd. Entonces para todo ω ∈ E∗(p)

dω
∣∣
U

=
∑

φ⊆{ 1,...,d }
daφ ∧ dxφ .

Por las propiedades i y ii, dp(daφ) = 0 y dp(dxi1 ∧ · · · ∧ dxik
) = 0, para todo

φ = { 1, . . . , k } subconjunto de { 1, . . . , d }. Por la propiedad i,

d(dω)(p) = dp(dω) =
∑

φ⊆{ 1,...,d }
dp(daφ ∧ dxφ)

=
∑

φ⊆{ 1,...,d }
dp(daφ) ∧ d(xφ)p

−
∑

φ⊆{ 1,...,d }
d(aφ)p ∧ dp(dxφ) = 0 .

Con esto concluimos la existencia. Veamos ahora la unicidad, para lo que mos-
traremos que dada d̃, una anti-derivación que satisface las condiciones i y ii del
Teorema, esta puede ser tomada localmente, es decir, considerar a d̃ en E∗(p),
para toda p.

Consideremos ω ∈ E∗(M) que se anula en V ⊆ M una vecindad abierta
de p. Sea V ′ ⊆ M vecindad abierta de p cuya cerradura se queda conteni-
da en V , de forma que existe ϕ ∈ C∞(M) que satisface que 0 � ϕ � 1,
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ϕ(p) = 0 y ϕ|M�V ′ ≡ 1 (véase la función dada en 1.2 de la sección 1.2). Por
ello ϕω = ω, siguiéndose del hecho de que d̃ es una anti-derivación que

d̃ωp = d̃(ϕω)p = d̃ϕp ∧ ωp + ϕ(p)d̃ωp = 0 .

En particular nos dice que las formas diferenciales que coinciden en una vecindad
abierta de p tienen el mismo valor bajo d̃ en p.

Consideremos d̃p : E∗(p) −→ Λ(T ∗
p M), que aplica υ ∈ E∗(p) en d̃(ϕυυ)(p),

donde ϕυ ∈ C∞(M) es tal que 0 � ϕυ � 1, ϕυ|M�U ≡ 0 y ϕυ|U ′ ≡ 1,
siendo U ′, U vecindades abiertas de p para las cuales U ′ ⊆ U ⊆ U ⊆ dom υ
(véase la función dada en (1.2) de la sección 1.2). Aśı ϕυυ ∈ E∗(M). Por la
observación previa, la definición no depende de la extensión que tenga υ a una
forma. Gracias a que d̃ es un anti-derivación, d̃p es una función lineal y si
υ ∈ Er(M), d̃pυ ∈ Λr+1(T ∗

p M).

Sean ω1 ∈ Er(M) y ω2 ∈ E∗(p). Sea ϕ ∈ C∞(M) que satisface que
0 � ϕ � 1, ϕ|M�U ≡ 0 y ϕ|U ′ ≡ 1, siendo U ′, U vecindades abiertas de p

para las cuales U ′ ⊆ U ⊆ U ⊆ domω1 ∩domω2 (véase la función dada en (1.2)
de la sección 1.2). Aśı ϕω1 ∧ ϕω2 es una extensión de ω1 ∧ ω2, y por lo tanto

d̃p(ω1 ∧ ω2) = d̃(ω1 ∧ ω2)(p) = d̃(ϕω1 ∧ ϕω2)(p)

= d̃(ϕω1)(p) ∧ ϕ(p)(ω2)p + (−1)r−1ϕ(p)(ω1)p ∧ d̃(ϕω2)(p)

= d̃(ω1)(p) ∧ (ω2)p + (−1)r−1(ω1)p ∧ d̃(ω2)(p)

= d̃pω1 ∧ (ω2)p + (−1)r−1(ω1)p ∧ d̃pω2 .

Por otro lado, si f ∈ C∞(V ), donde V es una vecindad abierta de p, y f0

es una extensión de f ,

d̃p(df0) = d̃(d̃f0)(p) = d̃2f0(p) = 0 .

Veamos que d̃p = dp. Sean ω ∈ E∗(p) y (U, τ) sistema coordenado alrededor
de p, con funciones coordenadas x1, . . . , xd. Consideremos ϕ ∈ C∞(M) que
satisface que ϕ|V ′ ≡ 1 y ϕ|M�V ≡ 0, donde V, V ′ son vecindades abiertas de
p, tales que V ′ ⊆ V ⊆ V ⊆ U ∩ domω. Si

ω
∣∣
dom ω∩U

=
∑

φ⊆{ 1,...,d }
aφ dxφ ,

una extensión de ω a una forma en M es

ω̃ =
∑

φ⊆{ 1,...,d }
φ={ i1,...,ik }

ϕaφ (ϕdxi1 ∧ · · · ∧ ϕdxik
) .
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Caṕıtulo 3. Formas diferenciales.

De esa forma, como d̃(ϕxi) = d(ϕxi) = dxi, se tiene que d̃(ϕdxi) = d̃(d(ϕxi)) =
d̃(d̃(ϕxi)) = 0 y de ah́ı

d̃p(ω) = d̃(ω)(p) =
∑

φ⊆{ 1,...,d }
φ={ i1,...,ik }

d̃
(
ϕaφ (ϕdxi1 ∧ · · · ∧ ϕdxik

)
)
(p)

=
∑

φ⊆{ 1,...,d }
φ={ i1,...,ik }

d̃(ϕaφ)(p) ∧ ϕ(p)d(xi1)p ∧ · · · ∧ ϕ(p)d(xik
)p

=
∑

φ⊆{ 1,...,d }
φ={ i1,...,ik }

d(aφ)p ∧ d(xi1)p ∧ · · · ∧ d(xik
)p = dp(ω) .

De modo que si ω ∈ E∗(M), para todo p ∈ M

d̃ω(p) = d̃p(ω) = dp(ω) = dω(p) .

Por ello se tiene que para toda ω ∈ E∗(M), d̃ω = dω, concluyendo aśı la
unicidad de la anti-derivación d.

�

Enseguida analizaremos endomorfismos de E∗(M) relacionados con aque-
llos vistos en la sección 3.2, incluyendo la multiplicación interior por campos
vectoriales.

Sean X ∈ X(M) y ω ∈ E∗(M). Consideremos i(X)ω : M −→ Λ∗(M),
definida como (i(X)ω)(m) = l̃Xm(ωm), donde l̃Xm es la multiplicación in-
terior por Xm, definida en la sección 3.2, que resulta una anti-derivación de
grado −1 (Proposición 3.2.3). Recordemos que tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

Λ(T ∗
mM)

l̃Xm ��

Γm

��

Λ(T ∗
mM)

Γm

��
(Λ(TmM))∗

l∗Xm

�� (Λ(TmM))∗

donde l∗Xm
es el endomorfismo dual de lXm que env́ıa υ ∈ Λ(TmM) en Xm ∧

υ, y Γm es el isomorfismo cánonico entre Λ(T ∗
mM) y (Λ(TmM))∗ definido

en (3.3) de la sección 3.2. Afirmamos que i(X)ω ∈ E∗(M). Para mostrarlo
basta ver que es un mapeo suave.

Sea (U,ϕ) sistema coordenado en M , con funciones coordenadas x1, . . . , xd.
Sabemos que
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ω|U =
∑

φ⊆{ 1,...,d }
aφdxφ,

y X|U =
∑d

j=1 bj
∂

∂xi
, donde aφ, bj ∈ C∞(U).

Consideremos φ = { i1, . . . , in } subconjunto de { 1, . . . , d } de tal forma
que i1 < · · · < in. Sean m ∈ U , ∂

∂xϕ

∣∣
m

= ∂
∂xi1

∣∣
m
∧ · · · ∧ ∂

∂xin

∣∣
m

y hi1,...,in
=

Γm(d(xϕ)m). Por la observación 3.1.13, para todo m ∈ M {hi1,...,in
} es base

dual de { ∂
∂xϕ

∣∣
m
}, de modo que

l∗Xm
◦ Γm(ωm) =

∑
φ⊆{ 1,...,d }

φ={ i1,...,ik }

aφ(m) hi1,...,in ◦ lXm ,

donde hi1,...,in ◦ lXm =
∑n

l=1 (−1)l−1bil
(m)hi1,...,îl,...,in

. Por la conmutatividad
del diagrama se tiene que

Γm ◦ l̃Xm(ωm) =
∑

φ⊆{ 1,...,d }
φ={ i1,...,ik }

n∑
l=1

(−1)l−1aφ(m)bil
(m) hi1,...,îl,...,in

,

de ah́ı, dado que Γm es un isomorfismo se concluye que l̃Xm(ωm) es igual a

∑
φ⊆{ 1,...,d }

φ={ i1,...,ik }

n∑
l=1

(−1)l−1aφ(m)bil
(m) d(xi1)m ∧ · · · ∧ d̂(xil

)m ∧ · · · ∧ d(xin)m .

Por la observación 3.3.4 inciso ii se tiene que i(X)ω ∈ E∗(M). De esa forma
i(X) : E∗(M) −→ E∗(M) resulta una anti-derivación gracias a que l̃Xm es una
anti-derivación para toda m ∈ M .

De lo anterior se obtiene el siguiente resultado.

Proposición 3.3.7. Sean X ∈ X(M) y ω ∈ E∗(M). Si

i(X)ω : M −→ Λ∗(M)

es el mapeo definido como (i(X)ω)(m) = l̃Xm(ωm), donde l̃Xm es la multi-
plicación interior por Xm, entonces i(X)(ω) ∈ E∗(M). Más aún, el mapeo
i(X) : E∗(M) −→ E∗(M) resulta una anti-derivación.

Ahora consideremos ψ : M −→ N mapeo suave y m ∈ M . Consideremos
a (dψm)∗ : T ∗

ψ(m)N −→ T ∗
mM , el mapeo dual de dψm. Por las observaciones
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hechas en la sección 3.2 sabemos que existe una extensión de (dψm)∗ a un mor-
fismo de R-álgebras graduadas δψm : Λ(T ∗

ψ(m)N) −→ Λ(T ∗
mM) que satisface

que para cualquier ω1 ∧ · · · ∧ ωn elemento descomponible de Λ(T ∗
ψ(m)N),

δψm(ω1 ∧ · · · ∧ ωn) = (dψm)∗(ω1) ∧ · · · ∧ (dψm)∗(ωn)
= ω1 ◦ dψm ∧ · · · ∧ ωn ◦ dψm .

Consideremos ω ∈ E∗(N). Sea δψ(ω) : M −→ Λ∗(M) definido como

δψ(ω)(m) = δψm(ωψ(m)) .

Por definición dicho mapeo es un levantamiento de la identidad en M . Afirmamos
que δψ(ω) ∈ E∗(M).

Sean (U,ϕ = (x1, . . . , xd)) y (V, τ = (y1, . . . , yc)) sistemas coordenados de
M y N respectivamente, tales que ψ(U) ⊆ V . Por la observación 3.3.4 inciso ii
basta mostrar que si

dψ(ω)
∣∣
U

=
∑

ζ⊆{ 1,...,d }
bζdxζ ,

entonces bζ ∈ C∞(U) para todo ζ ⊆ { 1, . . . , d }.
Sabemos que

ω
∣∣
V

=
∑

φ⊆{ 1,...,c }
aφdyφ ,

donde aφ ∈ C∞(V ). Sea m ∈ U y Γm el isomorfismo canónico entre Λ(T ∗
mM)

y (Λ(TmM))∗. Sean φ = { i1, . . . , ir } subconjunto de { 1, . . . , c } y ζ =
{ j1, . . . , js } subconjunto de { 1, . . . , d }, de tal forma que i1 < · · · < ir y
j1 < · · · < js.

Denotando ∂
∂xζ

∣∣
m

= ∂
∂xj1

∣∣
m
∧ · · · ∧ ∂

∂xjs

∣∣
m

, tenemos que si r 	= s,

Γm

(
δψm(d(yφ)ψ(m))

)( ∂

∂xζ

∣∣∣
m

)
= 0 .

Si r = s se tiene que Γm

(
δψm(d(yφ)ψ(m))

)(
∂

∂xζ

∣∣
m

)
es igual a

Γm

(
d(yi1 ◦ ψ)m ∧ · · · ∧ d(yis ◦ ψ)m

)( ∂

∂xζ

∣∣∣
m

)
= det

(∂(yik
◦ ψ)

∂xjl

∣∣∣
m

)
k l

.

De esa forma
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Γm

(
δψm(d(yφ)ψ(m))

)
=

∑
ζ⊆{ 1,...,d }

det
(∂(yik

◦ ψ)
∂xjl

∣∣∣
m

)
k l

Γm

(
d(xζ)m

)
,

y por tanto δψm(d(yφ)ψ(m)) =
∑

ζ⊆{ 1,...,d }
det

(
∂(yik

◦ψ)

∂xjl

∣∣∣
m

)
k l

d(xζ)m.

δψ(ω)(m) = δψm(ωψ(m)) =
∑

φ⊆{ 1,...,c }
φ={ i1,...,is }

aφ(m) δψm

(
d(yφ)ψ(m)

)

=
∑

φ⊆{ 1,...,c }
φ={ i1,...,is }

∑
ζ⊆{ 1,...,d }

ζ={ j1,...,js }

det
(∂(yik

◦ ψ)
∂xjl

∣∣∣
m

)
k l

aφ(m)d(xζ)m

=
∑

ζ⊆{ 1,...,d }
ζ={ j1,...,js }

( ∑
φ⊆{ 1,...,c }

φ={ i1,...,is }

det
(∂(yik

◦ ψ)
∂xjl

∣∣∣
m

)
k l

aφ(m)
)

d(xζ)m ,

donde bζ =
∑

φ⊆{ 1,...,c }
φ={ i1,...,is }

det
(

∂(yik
◦ψ)

∂xjl

)
k l

aφ es suave para todo ζ = { j1, . . . , js }.

De lo anterior podemos concluir que δψ : E∗(M) −→ E∗(M) esta bien
definida. Más aún, es un R-morfismo de álgebras graduadas pues para toda
m ∈ M , δψm lo es. Enseguida se enuncian estas y otras propiedades de δψ.

Proposición 3.3.8. Sea ψ : M −→ N un mapeo suave. Entonces

i. δψ : E∗(M) −→ E∗(M) es un morfismo de álgebras.

ii. Si ω ∈ Ek(N) y X1, . . . , Xk son campos vectoriales en M , entonces

δψ(ω)(X1, . . . , Xk)(m) = ωψ(m)(dψm(X1(m)), . . . , dψm(Xk(m))) .

iii. δ conmuta con d, es decir, d(δψ(ω)) = δψ(dω), para todo ω ∈ E∗(N).

Demostración. Mostremos el inciso iii. Sean ω ∈ E∗(N) y m ∈ M . Conside-
remos (V, τ) sistema coordenado alrededor de ψ(m), con funciones coordenadas
y1, . . . , yc. Si

ω
∣∣
V

=
∑

φ⊆{ 1,...,c }
aφ dyφ,

donde aφ ∈ C∞(V ) para todo φ ⊆ { 1, . . . , c }. De esa forma

dω
∣∣
V

=
∑

φ⊆{ 1,...,c }
daφ ∧ dyφ

y gracias a que δψ es un morfismo de álgebras
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δψ(dω)(m) =
∑

φ⊆{ 1,...,c }
δψm(d(aφ)ψ(m) ∧ d(yφ)ψ(m))

=
∑

φ⊆{ 1,...,c }
φ={ i1,...,in }

d(aφ ◦ ψ)m ∧ d(yi1 ◦ ψ)m ∧ · · · ∧ d(yin
◦ ψ)m .

Notemos que para todo p ∈ ψ−1(V ),

δψp(ωψ(p)) =
∑

φ⊆{ 1,...,c }
φ={ i1,...,in }

aφ(ψ(p))
(
d(yi1 ◦ ψ)p ∧ · · · ∧ d(yin ◦ ψ)p

)
,

de modo que

d(δψ(ω))m =
∑

φ⊆{ 1,...,c }
φ={ i1,...,in }

d(aφ ◦ ψ)m ∧ d(yi1 ◦ ψ)m ∧ · · · ∧ d(yin ◦ ψ)m

+
∑

φ⊆{ 1,...,c }
φ={ i1,...,in }

(
n∑

j=1

(−1)j−1aφ ◦ ψ(m) d(yi1 ◦ ψ)m ∧ · · ·

∧ d2(yi1 ◦ ψ)m ∧ · · · ∧ d(yin
◦ ψ)m

)
=

∑
φ⊆{ 1,...,c }

φ={ i1,...,in }

d(aφ ◦ ψ)m ∧ d(yi1 ◦ ψ)m ∧ · · · ∧ d(yin ◦ ψ)m .

Con ello se concluye que d(δψ(ω)) = δψ(dω), para todo ω ∈ E∗(M).
Ahora mostremos el inciso ii. Sea m ∈ M . Consideremos el isomorfismo

entre Λ(T ∗
mM) y A(T ∗

mM) expresado en (3.5) de la sección 3.1 y la con-
mutatividad del diagrama (3.8). De esa forma, denotando Γm : Λ(T ∗

mM) −→
(Λ(TmM))∗ y Γψ(m) : Λ(T ∗

ψ(m)N) −→ (Λ(Tψ(m)N))∗ los isomorfismos canónicos
y dψm la extensión de la diferencial a Λ(TmM), tenemos que

Γm

(
δψm(ωψ(m))

)
((X1)m ∧ · · · ∧ (Xk)m)

= Γψ(m)(ωψ(m)) ◦ dψm((X1)m ∧ · · · ∧ (Xk)m)
= Γψ(m)(ωψ(m)) (dψm(X1)m ∧ · · · ∧ dψm(Xk)m) ,

siguiéndose el resultado al hacer las correspondientes identificaciones.
�
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3.4. Teorema de Frobenius en formas diferencia-
les

Definición 3.4.1. Sea D una c-distribución suave en Md. Decimos que una
q-forma ω anula a D si para cualquier m ∈ M y ν1, . . . , νq ∈ Dm

ωm(ν1, . . . , νq) = 0

Decimos que una forma ω ∈ E∗(M) anula a D si cada una de sus partes
homogéneas anula a D.

Con la definición anterior, dada una distribución suave D en M , podemos
considerar el conjunto

I(D) = {ω ∈ E∗(M) : ω anula a D } .

De la propiedad que describe a los elementos de dicho conjunto se obtiene di-
rectamente que forman un grupo bajo la suma y que el producto de cualquier
forma por un elemento de I(D) pertenece nuevamente a dicho conjunto, con lo
que se concluye que es un ideal de E∗(M).

Esta observación junto con otra propiedad importante que tiene I(D), se
enuncian en la siguiente Proposición. Antes de formularla veamos una definición
que nos será de utilidad. Para ello recordemos que Λ∗

1(M) es simplemente T ∗M .

Definición 3.4.2. Diremos que {ω1, . . . , ωk } conjunto de 1-formas en M es
independiente si {ω1(m), . . . , ωk(m) } forma un conjunto linealmente indepen-
diente en T ∗

m(M) para toda m ∈ M .

Un ideal I de E∗(M) es localmente generado por k 1-formas si existe una
cubierta abierta de M {Uα }α∈Ω y ζα = {ω1, . . . , ωk } un conjunto indepen-
diente de k 1-formas sobre Uα de tal forma que la familia { (Uα, ζα) }α∈Ω

satisface las siguientes condiciones:

i. Si ω ∈ I, ω|Uα esta en el ideal de E∗(Uα) generado por ζα para todo
α ∈ Ω .

ii. Si ω ∈ E∗(M) es tal que ω|Uα esta en el ideal de E∗(Uα) generado por
ζα para todo α ∈ Ω, entonces ω ∈ I.

Proposición 3.4.3. Sea D una c-distribución suave en Md.

i. I(D) es un ideal de E∗(M) localmente generado por un conjunto indepen-
diente de d − c 1-formas.

ii. Si el ideal I es localmente generado por d − c 1-formas entonces existe
D, única c-distribución suave en M que satisface que I = I(D).
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Demostración. Mostremos el inciso i. Por los argumentos previos a la defini-
ción 3.4.2, I(D) es un ideal de E∗(M). Mostremos que es localmente generado
por un conjunto independiente de d − c 1-formas.

Sea m ∈ M y U ⊆ M vecindad abierta de m para la cual existen
X1, . . . , Xc ∈ X(U) de tal modo que para todo p ∈ U

D(p) = 〈 (X1)p, . . . , (Xc)p 〉R ,

es decir, D(p) es generado por el conjunto { (X1)p, . . . , (Xc)p }. Entonces exis-
ten Um ⊆ U vecindad abierta de m y Xc+1, . . . , Xd ∈ X(Um) de tal forma
que { (X1)p, . . . , (Xd)p } es una base de TpM , para todo p ∈ Um. Para encon-
trar a dichos campos basta considerar (Ũ , τ = (x1, . . . , xd)) sistema coordenado
alrededor de m que satisface que Ũ ⊆ U . Denotemos Xc+j = ∂

∂xij
, de tal mo-

do que { (X1)m, . . . , (Xd)m } es base de TmM . Para todo p ∈ Ũ consideremos
Bp = ((Xj)p(xi))ij ∈ gl(d, R). Como Bm es invertible y la función determi-
nante es continua (de hecho es suave al considerar la estructura de variedad
diferenciable de gl(d, R) dada en el ejemplo 1.1.7), existe Um ⊆ Ũ vecindad
abierta de m de tal modo que Bp es invertible para todo p ∈ Um y por lo
tanto { (X1)p, . . . , (Xd)p } es una base de TpM , para todo p ∈ Um.

Dado p ∈ Um, sea { fp
1 , . . . , fp

d } la base dual de { (X1)p, . . . , (Xd)p } (ambas
consideradas como bases ordenadas). Para todo l ∈ { 1, . . . , d } consideremos
a ωl : Um −→ T ∗Um definido como ωl(p) = fp

l . Veamos que dichas funciones
son suaves, de lo que se concluirá que son 1-formas sobre Um.

Sea (V, ξ = (x1, . . . , xd)) sistema coordenado de M , de manera que

ωl

∣∣
V ∩Um

=
d∑

i=1

al
i dxi .

Veamos que al
i ∈ C∞(V ∩ Um). Notemos que para todo i ∈ { 1, . . . , d }, si

p ∈ V ∩ Um entonces al
i(p) = fp

l

(
∂

∂xi

∣∣
p

)
y además

∂

∂xi

∣∣∣
p

=
d∑

l=1

fp
l

( ∂

∂xi

∣∣∣
p

)
(Xl)p

=
d∑

j=1

(
d∑

l=1

al
i(p) (Xl)p(xj)

)
∂

∂xj

∣∣∣
p
.

De esa manera
∑d

l=1 al
i Xl(xj) ∈ C∞(V ∩ Um), para todo j ∈ { 1, . . . , d }.

Por tal motivo el mapeo Ψi : V ∩ Um −→ R
d definido como

Ψi(p) =
(∑d

l=1
al

i(p) (Xl)p(x1), . . . ,
∑d

l=1
al

i(p) (Xl)p(xd)
)
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es suave. Observemos que

Ψi(p) =
(
(Xl)p(xj)

)
jl

(
a1

i (p), . . . , ad
i (p)

)
,

donde
(
(Xl)p(xj)

)
jl
∈ Gl(d, R). Considerando la estructura usual de variedad

diferenciable de Gl(d, R) (ejemplo 1.1.7), la composición

V ∩ Um
�� Gl(d, R) × R

d ��
R

d

p 	 ��
((

(Xl)p(xj)
)−1

jl
, Ψi(p)

)
	 ��

(
(Xl)p(xj)

)−1

jl
Ψi(p) ,

que aplica p �→ (
a1

i (p), . . . , ad
i (p)

)
, resulta suave. Es decir, al

i ∈ C∞(V ∩ Um)
para i, l ∈ { 1, . . . , d }. Como (V, ξ) es arbitrario, dada la estructura de variedad
diferenciable de T ∗Um concluimos que ωl es suave para todo l ∈ { 1, . . . , d }.
Consideremos ζm = {ωc+1, . . . , ωd }.

Veamos que la familia { (Um, ζm) }m∈M satisface las condiciones i y ii de
la definición 3.4.2, con lo cual concluiremos que I(D) es un ideal localmente
generado por d − c 1-formas.

Sea ω ∈ I(D). Consideremos m ∈ M y (Um, ζm) como antes. Veamos que
ω
∣∣
Um

pertenece al ideal generado por ζm. Sean X1, . . . , Xd ∈ X(Um) de tal
forma que para toda p ∈ Um, { (X1)p, . . . , (Xd)p } es una base de TpM con
base dual {ω1, . . . , ωd }, resultando que ζm = {ωc+1, . . . , ωd } y

D(p) = 〈 (X1)p, . . . , (Xc)p 〉R .

Dado φ = { i1, . . . , in } subconjunto de { 1, . . . , d } ordenado en forma cre-
ciente, denotemos ωφ = ωi1 ∧ · · · ∧ωin

y Xφ = Xi1 ∧ · · · ∧Xin
. Obsérvese que

si φ ⊆ { 1, . . . , c }, ω(Xφ) ≡ 0. Denotemos como J a la familia de subconjuntos
de { 1, . . . , d } que intersectan a { c + 1, . . . , d }.

Por el Lema 3.1.9 sabemos que {ωφ } es base de E∗(Um). De la observación
3.1.13 se obtiene que para todo p ∈ Um, { (

ωφ

)
p
} es base dual de { (Xφ)p }

al identificar Λ(T ∗
p M) con (Λ(TpM))∗, de tal forma que

ω
∣∣
Um

=
∑

φ⊆{ 1,...,d }
ω(Xφ)ωφ =

∑
φ∈J

ω(Xφ) ωφ ,

concluyendo con ello que ω
∣∣
Um

pertenece al ideal generado por ζm.

Sea υ =
∑

n∈N
υn ∈ E∗(M) que satisface que para todo m ∈ M , υ|Um

pertenece al ideal generado por ζm. Esto último es equivalente a que cada una
de las partes homogéneas de υ|Um pertenezca al ideal generado por ζm, de
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manera que si denotamos como Jn a la familia de subconjuntos de { 1, . . . , d }
que intersectan a { c + 1, . . . , d } y que tienen cardinalidad n, tenemos que
υn|Um

=
∑

φ⊆Jn
υn(Xφ)ωφ. Ya que para todo p ∈ Um, { (

ωφ

)
p
} es base dual

de { (Xφ)p }, se tiene que υn(Xφ) ≡ 0, para todo φ ⊆ { 1, . . . , c }, siguiéndose
de la distribución del producto exterior que para todo p ∈ Um, si ν1, . . . , νn ∈
Dp entonces (υn)p(ν1, . . . , νn) = 0. De esa forma concluimos que υ ∈ I(D).

Ahora verifiquemos el inciso ii. Sea I ideal de E∗(M) localmente generado
por d−c 1-formas y { (Uα, ζα) }α∈Ω la familia que satisface las condiciones i y ii
de la definición 3.4.2.

Observemos que para todo (Uα, ζα = {ωα
c+1, . . . , ω

α
d }), si m ∈ Uα entonces

existen Um ⊆ Uα vecindad abierta de m y ωα
1 , . . . , ωα

c ∈ E1(Um) de tal modo
que para todo p ∈ Um { (ωα

1 )p, . . . , (ωα
d )p } es base de T ∗

p M . De esa forma,
sin pérdida de generalidad supongamos que Uα = Um, es decir que existen
ωα

1 , . . . , ωα
c ∈ E1(Uα) de tal modo que para todo p ∈ Uα, { (ωα

1 )p, . . . , (ωα
d )p }

es base de T ∗
p M .

Para todo p ∈ Uα consideremos { νp
1 , . . . , νp

d } la base de TpM para la
cual { (ωα

1 )p, . . . , (ωα
d )p } es base dual. Sean Xα

1 , . . . , Xα
d los campos vectoriales

definidos en Uα como (Xα
i )p = νp

i . De manera análoga a como se verificó en
el inciso anterior que las 1-formas definidas eran suaves, se concluye que dichos
campos son suaves. Sea Xα = {Xα

1 , . . . , Xα
c }.

Dado α ∈ Ω, denotemos como Iα al ideal de E∗(Uα) generado por ζα =
{ωα

c+1, . . . , ω
α
d } y para todo p ∈ Uα como Ip

α al ideal de Λ(T ∗
p M) generado

por { (ωα
c+1)p, . . . , (ωα

d )p }. De manera que para cualesquiera α, β ∈ Ω, si m ∈
Uα ∩ Uβ entonces Im

α = Im
β .

Definimos la distribución D como

Dm = { ν ∈ TmM : ωm(ν) = 0 para todo ω ∈ Iα , si m ∈ Uα } .

Nótese que si m ∈ Uα y ωm(ν) = 0 para todo ω ∈ Iα, entonces ν ∈ Dm.
Más aún, ν ∈ Dm si y sólo si (ωα

c+i)m(ν) = 0 para todo i ∈ { 1, . . . , d − c }.
De manera que para todo α ∈ Ω, si p ∈ Uα

Dp = 〈 (Xα
1 )p, . . . , (Xα

c )p 〉R ,

es decir, D
∣∣
Uα

es generado puntualmente por el conjunto de campos suaves
Xα = {Xα

1 , . . . , Xα
c }, concluyendo con ello que D es una c-distribución suave

y por definición es la única que satisface que I(D) coincide con I. �

Definición 3.4.4. (Ideal diferencial) Diremos que un ideal I de E∗(M) es
diferencial si es cerrado bajo la diferenciación exterior d, es decir

d(I) ⊆ I .
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Enseguida veremos una condición necesaria y suficiente en términos de for-
mas diferenciales de una variedad para que una distribución en dicha variedad
sea involutiva.

Proposición 3.4.5. Una c-distribución suave D en M es involutiva si y sólo
si el ideal I(D) es diferencial.

Demostración. Supongamos que D es involutiva. Sea ω =
∑

n∈N
ωn ∈ I(D),

donde ωn es la n-ésima componente homogénea de ω, por lo que ωn ∈ I(D).
Veamos que dω ∈ I(D), que es equivalente a verificar que (dω)n ∈ I(D) para
toda n ∈ N.

Obsérvese que para todo n ∈ N (dω)n = dωn−1, donde ω−1 ≡ 0. Sean
m ∈ M y U vecindad abierta de m de tal forma que X1, . . . , Xc ∈ X(U)
satisfacen que para todo p ∈ U

Dp = 〈(X1)p, . . . , (Xc)p〉R .

Sea ψ ∈ C∞(M) tal que 0 � ψ � 1, de modo que ψ|V ≡ 1 y ψ|M�W ≡ 0,
siendo V, W vecindades abiertas de m tales que V ⊆ W ⊆ W ⊆ U (véase la
función (1.2) de la sección 1.2). Ya que ψX1, . . . , ψXc ∈ X(M) son secciones de
D que generan puntualmente a D en una vecindad de m (de hecho la genera en
ψ−1

(
(0, 1]

) ⊆ W ), se tiene que para cualesquiera j, k ∈ { 1, . . . , c } [ψXj , ψXk]
es una sección de D , siguiéndose de la Proposición 3.5.2 inciso vi que para
cualesquiera i1, . . . , in ∈ { 1, . . . , c }

(dω)n

(
ψXi1 , . . . , ψXin

)
= dωn−1

(
ψXi1 , . . . , ψXin

)
=

n∑
k=1

(−1)k+1
(
ψXik

)
ωn−1(ψXi1 , . . . , ψ̂Xik

, . . . , ψXin
)

+
∑
j<k

(−1)k+j+1ωn−1

(
[ψXij , ψXik

], ψXi1 , . . . , ψ̂Xij
, . . . , ψ̂Xik

, . . . , ψXin

)
,

en particular al evaluar en m(
(dω)n

)
m

(
(Xi1)m, . . . , (Xin)m

)
= 0 ,

y por tanto (dω)n ∈ I(D).
Supongamos que I(D) es diferencial. Sean X1, X2 ∈ X(M) secciones de D.

Mostremos que [X1, X2]m ∈ Dm para todo m ∈ M .
Sea m ∈ M . Por la demostración del inciso i de la Proposición 3.4.3 sabemos

que existen Um ⊆ M vecindad abierta de m y ωc+1, . . . , ωd 1-formas definidas
en Um que satisfacen que para todo p ∈ Um

〈(ωc+1)p, . . . , (ωd)p〉R = { f ∈ T ∗
p M : f(ν) = 0 para todo ν ∈ Dp } .
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Caṕıtulo 3. Formas diferenciales.

Consideremos ψ ∈ C∞(M) tal que 0 � ψ � 1, de modo que ψ|V ≡ 1
y ψ|M�W ≡ 0, donde V, W son vecindades abiertas de m que satisfacen
que V ⊆ W ⊆ W ⊆ Um (véase la función (1.2) de la sección 1.2). Nótese
que ψ ωc+i ∈ I(D) para todo i ∈ { 1, . . . , d − c }, que gracias a que I(D) es
diferencial implica que d(ψ ωc+i) ∈ I(D). Por el inciso 3.5.2 inciso vi

ψ(m)(ωc+i)m[X1, X2]m
= −d(ψ ωc+i)m((X1)m, (X2)m)

+ψ(m)(X1)m(ωc+i)m(X2)m

− ψ(m)(X2)m(ωc+i)m(X1)m = 0 ,

Como (ωc+i)m[X1, X2]m = 0 para todo i ∈ { 1, . . . , d − c }, [X1, X2]m anula a
todos los elementos de T ∗

mM que anulan a Dm. Por lo tanto [X1, X2]m ∈ Dm,
concluyendo aśı que D es involutiva.

�

Por el Teorema de Frobenius, el hecho de que una distribución sea involu-
tiva nos garantiza la existencia de variedades integrales de dicha distribución;
más aún, la unicidad con respecto a la maximalidad en términos de conexidad
de la variedad integral. Veremos que estos resultados se pueden interpretar en
términos de formas diferenciales.

La siguiente definición nos habla de variedades integrales asociadas a los
ideales de E∗(M) y de hecho de variedades integrales maximales en términos
de conexidad.

Definición 3.4.6. Sea I ⊆ E∗(M) un ideal. Decimos que la subvariedad (N, Ψ)
de M es una variedad integral de I, si para cualquier ω ∈ I, δΨ(ω) ≡ 0. En
caso de ser conexa diremos que es una variedad integral maximal de I si Ψ(N)
no esta contenida propiamente en la imagen de otra variedad integral conexa de
I.

Observación 3.4.7. Dada una distribución D en M , si (N, Ψ) es variedad
integral de D entonces es una variedad integral de I(D).

Más aún, podemos concluir que si D es una c-distribución suave en Md,
entonces (N, Ψ) es una variedad integral de I(D) si y sólo si para cualquier
n ∈ N ,

dΨn(TnN) ⊆ DΨ(n) .

Para verificarlo supongamos que (N, Ψ) es una variedad integral de I(D).
Sea n ∈ N . Por la demostración del Teorema 3.4.3 existe U ⊆ M una vecindad
abierta de Ψ(n) y ω1, . . . , ωd−c ∈ E∗(U) un conjunto independiente de 1-
formas que satisface que para cualquier m ∈ U y ν ∈ TmM , ν ∈ Dm si y sólo
si

110



3.5. La Derivada de Lie

ωi(m)(ν) = 0 para toda i ∈ { 1, . . . , d − c }

De ese modo para cualquier υ ∈ TnN , dada i ∈ { 1, . . . , d − c }

0 = δΨ(ωi)(υ) = ωi(dΨ(υ))

de lo que se concluye que dΨ(υ) ∈ DΨ(n). La otra implicación se obtiene direc-
tamente de las definiciones de variedad integral de un ideal y I(D).

Obtenemos el siguiente Teorema como consecuencia del Teorema 2.9.12 y de
la observación 3.4.7.

Teorema 3.4.8. Sea I ⊆ E∗(M) un ideal diferencial localmente generado por
d− c 1-formas independientes. De modo que para cualquier m ∈ M existe una
única variedad integral maximal (N, Ψ) de I que tiene dimensión c y que pasa
a través de m.

3.5. La Derivada de Lie

En esta parte interpretaremos la idea de la derivada direccional de un campo
vectorial y una forma diferencial de una variedad con respecto a otro campo
vectorial, además de analizar algunas de sus propiedades básicas.

Como se vio en la sección 2.1, dados una variedad M y un elemento m ∈ M ,
un vector tangente υ ∈ TmM es un operador que al actuar sobre una función
f ∈ C∞(M) da un número υ(f) que es interpretado como la derivada di-
reccional de f en la dirección υ. Ahora buscamos generalizar la idea de la
derivada direccional de un campo vectorial en M en una dirección υ.

En el caso particular del espacio euclidiano R
d, un campo vectorial F es

identificado canónicamente con una función suave de R
d en R

d, de modo que
para todo p ∈ R

d la derivada direccional de F en el punto p con respecto a la
dirección ν ∈ R

d es

d

dt

∣∣∣
0
F (p + tν) = ĺım

t→0

F (p + tν) − F (p)
t

. (3.11)

Dicho ĺımite existe ya que la curva γp : R −→ R
d, definida como γp(t) = p+ tν,

es suave y por lo tanto F (p+ tν) es una composición de funciones suaves. Más
aún, la derivada direccional de F en p resulta nuevamente un vector en R

d.
Ahora buscamos generalizar esta idea a variedades diferenciables. Sean Md

una variedad diferenciable y Y un campo vectorial en M . Consideremos m ∈
M y υ ∈ TmM . Aśı como en el caso de R

d empleamos la curva γp que tiene
como vector tangente en p a ν, buscamos elegir una curva γ que pase por m
en el punto t0 y cuyo vector tangente en t0 sea υ. Además de la elección de
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Caṕıtulo 3. Formas diferenciales.

dicha curva se nos presenta otra dificultad ya que el ĺımite expresado en (3.11)
no tiene sentido a causa de que Xγ(t) ∈ Tγ(t)M para todo t ∈ dom γ y en
general no es posible identificar canónicamente TmM con Tγ(t)M como lo
hacemos en el caso de los espacios euclidianos. Este problema es resuelto al
considerar un campo vectorial X que satisfaga que Xm = υ (el cual existe por
la Proposición 2.5.7) y σm la curva integral de X que pasa por 0 en m. De
manera que para todo t ∈ domσm, d(X−t)Xt(m)

(
YXt(m)

) ∈ TmM , pues Xt es
un difeomorfismo con inversa X−t y Xt(m) = σm(t) (véase el Teorema 2.8.9).
Con base en lo anterior y con un razonamiento análogo para formas diferenciales
se tienen la siguientes nociones.

Definición 3.5.1. (Derivada de Lie) Sea M un variedad diferenciable y
m ∈ M . Dados X, Y ∈ X(M) llamamos la derivada de Lie de Y con respecto
a X en m al vector tangente en m definido como

(LX Y )m = ĺım
t→0

d(X−t)Xt(m)

(
YXt(m)

) − Ym

t
=

d

dt

∣∣∣∣∣
0

(
d(X−t)Xt(m)

(
YXt(m)

))
.

(3.12)
Dado ω ∈ E∗(M) llamamos la derivada de Lie de ω con respecto a X en

m al elemento en Λ(T ∗
mM) definido como

(LX ω)m = ĺım
t→0

δ(Xt)Xt(m)(ωXt(m)) − ωm

t
=

d

dt

∣∣∣∣∣
0

(
d(Xt)Xt(m)(ωXt(m))

)
.

(3.13)

Enseguida veremos como es interpretado el ĺımite expresado en (3.12) en térmi-
nos de sistemas coordenados. Para ello verificaremos que existe un intervalo
abierto alrededor del cero I ⊆ R de tal modo que la función Φm : I −→ TmM
que aplica t → d(X−t)Xt(m)(YXt(m)) esta bien definida y es suave con respecto
a la estructura de variedad inducida por los isomorfismos lineales de TmM con
el espacio euclidiano correspondiente (ejemplo 1.1.6).

El inciso vi del Teorema 2.8.9 es equivalente a que existen ε > 0 y V ⊆ M
vecindad abierta de m que satisfacen que la función

(−ε, ε) × V
Ψ �� M(

t, p
) 	 �� X−t(p)

esta bien definida y es suave. Por ello la función

(−ε, ε) × V
Φ �� TM(

t, p
) 	 �� d(X−t)p(Yp)

esta bien definida. Veamos que es suave.
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Sean (U, τ = (y1, . . . , yd)) y (W,ϕ = (x1, . . . , xd)) sistemas coordenados
alrededor de m. Consideremos τ̃ : (−ε, ε) × (V ∩ U) −→ (−ε, ε) × τ(V ∩ U)
la función definida como τ̃ = id × τ , donde id denota el mapeo identidad
en (−ε, ε); por otro lado ϕ̃ : π−1(W ) −→ ϕ(W ) × R

d el mapeo definido co-
mo ϕ ◦ π × (

dxi

)d

i=1
, siendo π la proyección canónica de TM . Ambos son

mapeos coordenados de (−ε, ε)×V y TM respectivamente. Verifiquemos que
la composición ϕ̃ ◦ Φ ◦ τ̃−1 definida en (−ε, ε) × τ(V ∩ U ∩ W ) es suave.

Sea (l, p) ∈ (−ε, ε) × τ(V ∩ U ∩ W ), de manera que

ϕ̃ ◦ Φ ◦ τ̃−1(l, p) =
(
ϕ ◦ τ−1(p),

(
Yτ−1(p)(xi ◦ X−l)

)d

i=1

)
.

Basta verificar que Yτ−1(p)(xi ◦ X−l) es una función suave en (l, p) para todo
i ∈ { 1, . . . , d }.

Para cualesquiera i, j ∈ { 1, . . . , d } se sigue de la definición de las derivadas
parciales y un breve cálculo que ∂(xi◦X−l◦ϕ−1)

∂rj
(ϕ ◦ τ−1(p)) es igual a

∂
(
xi ◦ Ψ ◦ (id × ϕ−1)

)
∂rj+1

◦ (id × ϕ ◦ τ−1)(l, p)

la cual es una composición de funciones suaves y por lo tanto resulta una función
suave en términos de (l, p). Como Y

∣∣
W

=
∑d

j=1 Y (xi) ∂
∂xj

, donde Y (xi) ∈
C∞(W ),

Yτ−1(p)(xi ◦ X−l) =
d∑

j=1

Y (xi) ◦ τ−1(p)
∂(xi ◦ X−l)

∂xj

∣∣∣∣∣
τ−1(p)

=
d∑

j=1

Y (xi) ◦ τ−1(p)
∂(xi ◦ X−l ◦ ϕ−1)

∂rj

(
ϕ ◦ τ−1(p)

)
,

que es suave en (−ε, ε) × τ(V ∩ U ∩ W ). De esto concluimos que Φ es suave.

Consideremos I = (−ε, ε) ∩ σ−1
m (V ), de modo que 0 ∈ I y la composición

I �� (−ε, ε) × V
Φ �� TM

t
	 �� (t, σm(t)) 	 �� d(Xt)Xt(m)(YXt(m))

es suave. Denotemos a dicha función como Φ0. Ya que TmM es un encaje
con la inclusión y Φ0 se factoriza a través de TmM , se sigue que Φm es
suave (Teorema 2.6.2).

Obsérvese que lo anterior realmente muestra que al considerar LXY como
un campo, este resulta suave.
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Gracias a la estructura de variedad diferenciable de Λ∗(M) se puede mostrar
en forma totalmente análoga que para todo ω ∈ E∗(M), dado m ∈ M existen
ε > 0 y V ⊆ M vecindad abierta de m que satisfacen que la función

(−ε, ε) × V
Ψ �� Λ∗(M)(

t, p
) 	 �� δ(Xt)Xt(p)(ωXt(p))

(3.14)

esta bien definida y es suave, consiguiendo con ello mostrar no sólo que el ĺımite
expresado en (3.13) existe sino que la forma LY ω es suave.

Con la notación previa, (LXY )m = d
dt

∣∣
0
Φm(t). Veamos la expresión de la

derivada de Lie en términos de los sistemas coordenados.
Sean

(
U,ϕ = (x1, . . . , xd)

)
y

(
V, τ = (y1, . . . , yd)

)
sistemas coordenados

alrededor de m. Afirmamos

d∑
i=1

d
(
dxi ◦ Φm(t)

)
dt

(0)
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
m

=
d∑

i=1

d
(
dyi ◦ Φm(t)

)
dt

(0)
∂

∂yi

∣∣∣∣∣
m

.

Mostrarlo es equivalente a verificar que para todo i ∈ { 1, . . . , d }

d
(
dxi ◦ Φm(t)

)
dt

(0) =
d∑

j=1

d
(
dyj ◦ Φm(t)

)
dt

(0)
∂xi

∂yj

∣∣∣∣∣
m

.

Notemos que para todo j ∈ { 1, . . . , d }

d(yj)m =
d∑

l=1

∂yj

∂xl

∣∣∣∣∣
m

d(xl)m ,

por lo cual

dyj ◦ Φm = d(yj)m ◦ Φm =
d∑

l=1

∂yj

∂xl

∣∣∣∣∣
m

dxl ◦ Φm ,

de lo que se sigue que

d
(
dyj ◦ Φm(t)

)
dt

(0)
∂xi

∂yj

∣∣∣∣∣
m

=
d∑

l=1

∂yj

∂xl

∣∣∣∣∣
m

∂xi

∂yj

∣∣∣∣∣
m

d
(
dxl ◦ Φm(t)

)
dt

(0) .

Como
(

∂xi

∂yj

∣∣
m

)
ij

(∂yj

∂xl

∣∣
m

)
j l

es la matriz identidad se tiene que
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d∑
j=1

d
(
dyj ◦ Φm(t)

)
dt

(0)
∂xi

∂yj

∣∣∣∣∣
m

=
d∑

l=1

(
d∑

j=1

∂yj

∂xl

∣∣∣∣∣
m

∂xi

∂yj

∣∣∣∣∣
m

)
d
(
dxl ◦ Φm(t)

)
dt

(0)

=
d∑

l=1

δi l

d
(
dxl ◦ Φm(t)

)
dt

(0) =
d
(
dxi ◦ Φm(t)

)
dt

(0) ,

que era lo que queŕıamos concluir.

De ese modo, dado
(
U,ϕ = (x1, . . . , xd)

)
un sistema coordenado alrededor

de m diremos que

(LXY )m =
d

dt

∣∣∣∣∣
0

Φm(t) =
d∑

i=1

d
(
dxi ◦ Φm(t)

)
dt

(0)
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
m

.

De esa forma, para todo f ∈ C∞
m (M),

(LXY )m(f) =
d∑

i=1

d
(
dxi ◦ Φm(t)

)
dt

(0)
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
m

(f)

=
d

dt

∣∣∣∣∣
0

(
d∑

i=1

dxi ◦ Φm(t)
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
m

(f)

)
=

d

dt

∣∣∣∣∣
0

(
Φm(t)(f)

)
La siguiente Proposición tiene las propiedades principales de la derivada

de Lie para campos vectoriales y formas diferenciales, relacionándolos con el
corchete de Lie y la derivada exterior, respectivamente.

Proposición 3.5.2. Sea X un campo vectorial en M . Entonces, dado X ∈
X(M),

i. LX(f) = X(f) para toda f ∈ C∞(M).

ii. Para cualquier Y ∈ X(M), LXY = [X, Y ].

iii. LX : E∗(M) −→ E∗(M) es una anti-derivación que conmuta con d.

iv. En E∗(M), LX = i(X) ◦ d + d ◦ i(X).

v. Sean ω ∈ Ep(M) y Y0, . . . , Yp ∈ X(M). Entonces

LY0

(
ω(Y1, . . . , Yp)

)
= (LY0ω)(Y1, . . . , Yp)

+
p∑

i=1

ω(Y1, . . . , Yi−1, LY0Yi, Yi+1, . . . , Yp).
(3.15)
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vi. Asumamos la notación de v. Entonces

dω(Y0, . . . , Yp) =
p∑

i=0

(−1)iYiω(Y0, . . . , Ŷi, . . . , Yp)

+
∑
i<j

(−1)i+jω([Yi, Yj ], Y0, . . . , Yi−1, Ŷi, . . . , Ŷj , Yj+1, . . . , Yp).

Demostración.
i. Sabemos que para todo t ∈ R, si p ∈ Dt el morfismo de R-álgebras gradu-
adas δ(Xt)p : Λ(T ∗

Xt(p)D−t) −→ Λ(T ∗
p Dt) es la identidad en R, por ello dado

m ∈ M

(LXf)m = ĺım
t→0

δ(Xt)σm(t)(f(σm(t))) − f(m)
t

= ĺım
t→0

f(σm(t)) − f(m)
t

=
d
(
f ◦ σm(t)

)
dt

=
(
σ̇m(0)

)
(f) = Xm(f) ,

concluyéndose con ello que LXf = X(f).

ii. Veamos que para todo m ∈ M y f ∈ C∞
m (M), (LXY )m(f) = [X,Y ]m(f).

Por los comentarios previos

(LXY )(f) =
d

dt

∣∣∣∣∣
0

(
d(X−t)Xt(m)

(
YXt(m)

)
(f)

)
=

d

dt

∣∣∣∣∣
0

(
YXt(m)(f ◦ X−t)

)
(3.16)

donde YXt(m)(f ◦ X−t) = LY (f ◦ X−t)Xt(m), que a su vez es igual a

ĺım
r→0

f ◦ X−t ◦ Yr ◦ Xt(m) − f(m)
r

(3.17)

Gracias al inciso vi del Teorema 2.8.9 existe ε > 0 de tal modo que las
funciones H : (−ε, ε)2 −→ R y K : (−ε, ε)3 −→ R

H(t, r) = f ◦ X−t ◦ Yr ◦ Xt(m)
K(t, r, s) = f ◦ Xs ◦ Yr ◦ Xt(m)

estan bien definidas y son suaves. Obsérvese que considerando el mapeo suave
g : (−ε, ε)2 −→ (−ε, ε)3 que aplica (t, r) �−→ (t, r,−t) se tiene que K ◦ g = H.

De las igualdades dadas en (3.16) se sigue que

YXt(m)

(
f ◦ X−t

)
=

∂H(t, r)
∂r

(t, 0)

116



3.5. La Derivada de Lie

y de la expresión (3.17) que

(LXY )m(f) =
∂2H(t, r)

∂t ∂r
(0, 0) ,

Por la regla de la cadena se tiene que ∂H(t,r)
∂r (t, r) = ∂K(t,r,s)

∂r (t, r,−t) y de esto
que

∂2H(t, r)
∂t ∂r

(0, 0) =
∂2K(t, r, s)

∂t ∂r
(0, 0, 0) − ∂2K(t, r, s)

∂s ∂r
(0, 0, 0) . (3.18)

Verificaremos que

∂2K(t, r, s)
∂t ∂r

(0, 0, 0) = Xm(Y (f)),

∂2K(t, r, s)
∂s ∂r

(0, 0, 0) = Ym(X(f)) .

(3.19)

Denotando como γ a la curva integral de Y que pasa por Xt(m) en 0, te-
nemos que

YXt(m)(f) =
(
γ̇(0)

)
(f) =

d(f ◦ γ)(r)
dr

(0)

= ĺım
r→0

f(Yr(Xt(m))) − f(Xt(m))
r

=
∂K(t, r, s)

∂r
(t, 0, 0) .

Por otro lado

Xm(Y (f)) =
(
σ̇m(0)

)
(Y (f)) =

d(Y (f) ◦ σm(t))
dt

(0)

= ĺım
t→0

Y (f) ◦ Xt(m) − Y (f)(m)
t

= ĺım
t→0

YXt(m)(f) − Ym(f)
t

= ĺım
t→0

∂K(t,r,s)
∂r (t, 0, 0) − ∂K(t,r,s)

∂r (0, 0, 0)
t

=
∂2K(t, r, s)

∂t ∂r
(0, 0, 0) .

Análogamente se concluye que ∂2K(t,r,s)
∂s ∂r (0, 0, 0) = Ym(X(f)). Dadas las igual-

dades (3.18) y (3.19) se obtiene el resultado.
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iii Considerando el comentario previo a la función (3.14), se sigue que LX :
E∗(M) −→ E∗(M) esta bien definido. Verifiquemos que está es una derivación
que conmuta con d.

Sean ω, υ ∈ E∗(M). Por el inciso i de la Proposición 3.3.8 se sigue que LX

es un endomorfismo en E∗(M) y además, para todo m ∈ M

LX(ω ∧ υ) = ĺım
t→0

δXt(ωXt(m) ∧ υXt(m)) − ωm ∧ υm

t

= ĺım
t→0

δXt(ωXt(m)) ∧ δXt(υXt(m)) − ωm ∧ υm

t

= ĺım
t→0

δXt(ωXt(m)) ∧ δXt(υXt(m)) − δXt(ωXt(m)) ∧ υm

t

+ ĺım
t→0

δXt(ωXt(m)) ∧ υm − ωm ∧ υm

t

= ĺım
t→0

δXt(ωXt(m)) ∧
δXt(υXt(m)) − υm

t

+ ĺım
t→0

δXt(ωXt(m)) − ωm

t
∧ υm

=ωm ∧ (
LX υ

)
m

+
(
LX ω

)
m
∧ υm ,

obteniendo aśı que LX es una derivación.

Nótese que si D : E∗(M) −→ E∗(M) es una derivación y ω1, ω2 ∈ E∗(M)
de tal modo que existe un abierto U ⊆ M para el cual ω1|U = ω2|U , entonces
D(ω1)p = D(ω2)p para todo p ∈ U (véase la observación 2.1.2). La siguiente
afirmación nos será de utilidad para mostrar que LX conmuta con d.

Afirmación. Si LX(df) = d(LXf) para todo f ∈ C∞(M) entonces LX(dω) =
d(LXω) para todo ω ∈ E∗(M).
Sea ω ∈ E∗(M). Consideremos m ∈ M y (U,ϕ) un sistema coordenado alrede-
dor de m con funciones coordenadas x1, . . . , xd. Sin pérdida de generalidad
supongamos que ω|U = ai1,...,in dxi1 ∧ · · · ∧ dxin , donde ai1,...,in ∈ C∞(U).
Consideremos ψ ∈ C∞(M) tal que ψ|Vm ≡ 1 y ψ|M�Um ≡ 0, donde Vm, Um

son vecindades abiertas de m y satisfacen que V m ⊆ Um ⊆ Um ⊆ U (véase
la función expresada en 1.2). Ya que xi|Vm = ψxi|Vm , se tiene que d(xi)p =
d(ψxi)p para todo p ∈ Vm y por lo tanto

ω|Vm =
(
ψai1,...,in d(ψxi1) ∧ · · · ∧ d(ψxin)

)
Vm

,
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Ya que LX es una derivación se obtienen las siguientes igualdades

LX

(
dω

)
m

= LX

(
d(ψai1,...,in

)
)
m
∧ d(ψxi1)m ∧ · · · ∧ d(ψxin

)m

+
n∑

k=1

d(ψai1,...,in)m ∧ d(ψxi1)m ∧ · · · ∧ LX

(
d(ψxik

)
)
m
∧ · · · ∧ d(ψxin)m

= d
(
LX(ψai1,...,in

)
)
m
∧ d(ψxi1)m ∧ · · · ∧ d(ψxin

)m

+
n∑

k=1

d(ψai1,...,in
)m ∧ d(ψxi1)m ∧ · · · ∧ d

(
LX(ψxik

)
)
m
∧ · · · ∧ d(ψxin

)m

= d

(
LX(ψai1,...,in) d(ψxi1) ∧ · · · ∧ d(ψxin)

+
n∑

k=1

ψai1,...,in
d(ψxi1) ∧ · · · ∧ LX(ψxik

) ∧ · · · ∧ d(ψxin
)

)
m

= d
(
LX

(
ψai1,...,in

d(ψxi1) ∧ · · · ∧ d(ψxin
)
))

m
= d

(
LX(ω)

)
m

,

concluyéndose con esto que LX(dω) = d(LXω).

Por la afirmación anterior basta probar que LX(df) = d(LXf) para todo
f ∈ C∞(M). Sea m ∈ M . Como

(
LX(df)

)
m

, d(LXf)m ∈ T ∗
mM basta mostrar

que para todo Ym ∈ TmM ,
(
LX(df))m(Ym) = d(LXf)m(Ym). Obsérvese que

por un lado

(
LX(df))m(Ym) =

(
d

dt

∣∣∣∣∣
0

δ(Xt)Xt(m)(dfXt(m))

)
(Ym)

=
d

dt

∣∣∣∣∣
0

(
δ(Xt)Xt(m)(dfXt(m))(Ym)

)
=

d

dt

∣∣∣∣∣
0

Ym(f ◦ Xt) .

Por otro lado

d(LXf)m(Ym) = Ym(LXf) = Ym

(
d

dt

∣∣∣∣∣
0

(f ◦ Xt)

)
.

Sea Y ∈ X(M) una extensión de Ym (véase la Proposición 2.5.7). Por el
ejemplo 2.8.6, existen Ỹ =

(
Y, 0

)
y d̃

dt =
(
0, d

dt

)
campos suaves definidos en

M×R que satisfacen que
[
Ỹ , d̃

dt

] ≡ 0. Por el inciso vi del Teorema 2.8.9 existen
ε > 0 y V una vecindad de m de tal forma que la función f ◦ Xt esta bien
definida en (−ε, ε) × V y es suave, de modo que
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Ym

(
d

dt

∣∣∣∣∣
0

(f ◦ Xt)

)
= Ỹ(m,0)

(
d̃

dt

∣∣∣∣∣
(m,0)

(f ◦ Xt)

)

=
d̃

dt

∣∣∣∣∣
(m,0)

(
Ỹ(m,0)(f ◦ Xt)

)
=

d

dt

∣∣∣∣∣
0

(
Ym(f ◦ Xt)

)
,

con lo cual se obtiene que LX(df) = d(LXf).

iv. Mostraremos algunas afirmaciones que nos ayudarán a concluir en forma
directa el resultado.

Afirmación. Sean A =
⊕

n∈N
An un álgebra graduada y J ,K : A −→ A anti-

derivaciones de grado impar j y k respectivamente. Entonces J ◦ K + K ◦ J
es una derivación.
Sean ν, ω ∈ A. Supongamos que ν ∈ Am de modo que

J ◦ K(ν ∧ ω) = J (K(ν) ∧ ω + (−1)mν ∧ K(ω)
)

= J ◦ K(ν) ∧ ω + (−1)m+kK(ν) ∧ J (ω)
+ (−1)mJ (ν) ∧ K(ω) + ν ∧ J ◦ K(ω)

y de forma análoga

K ◦ J (ν ∧ ω) = K ◦ J (ν) ∧ ω + (−1)m+jJ (ν) ∧ K(ω)
+ (−1)mK(ν) ∧ J (ω) + ν ∧ K ◦ J (ω) ,

obteniendo con ello que

(J ◦ K + K ◦ J )
(ν ∧ ω) = J ◦ K(ν) ∧ ω + K ◦ J (ν) ∧ ω

+ (−1)m
(
1 + (−1)k

)K(ν) ∧ J (ω) + (−1)m
(
1 + (−1)j

)J (ν) ∧ K(ω)
+ ν ∧ J ◦ K(ω) + ν ∧ K ◦ J (ω)

=
(J ◦ K + K ◦ J )

(ν) ∧ ω + ν ∧ (J ◦ K + K ◦ J )
(ω) .

De la distribución del producto y del hecho de que J , K son endomorfismos se
sigue la afirmación.

Ya que i(X) y d son anti-derivaciones de grados impares, de la afirmación
anterior se sigue que i(X)◦d+d◦i(X) es una derivación. Por definición conmuta
con d. Más aún, ya que i(X)(f) = 0 para todo f ∈ C∞(M), dado m ∈ M
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(
i(X) ◦ d(f) + d ◦ i(X)(f)

)
m

= i(X)m(df) + d(i(X)(f))m

= dfm(Xm) = Xm(f) = (LXf)m ,

de tal forma que
(
i(X) ◦ d + d ◦ i(X)

)
(f) = LXf . Dados el inciso anterior y la

siguiente afirmación, concluimos que
(
i(X)◦d+d◦ i(X)

)
(ω) = LXω para todo

ω ∈ E∗(M).

Afirmación. Sean J , K : E∗(M) −→ E∗(M) derivaciones que conmutan
con d y satisfacen que para todo f ∈ C∞(M)

J (f) = K(f) .

Entonces J = K.
Sean ω ∈ E∗(M), m ∈ M y (U,ϕ) un sistema coordenado alrededor de m
con funciones coordenadas x1, . . . , xd. Sin pérdida de generalidad supongamos
que ω|U = ai1,...,in dxi1 ∧ · · · ∧ dxin , donde ai1,...,in ∈ C∞(U). Consideremos
ψ ∈ C∞(M) como en la afirmación del inciso anterior. Ya que xi|Vm

= ψxi|Vm
,

se tiene que d(xi)p = d(ψxi)p para todo p ∈ Vm y por tanto

ω|Vm =
(
ψai1,...,in d(ψxi1) ∧ · · · ∧ d(ψxin)

)
Vm

,

de manera que

J (ω)p = J (
ψai1,...,in

)
d(ψxi1)p ∧ · · · ∧ d(ψxin)p

+
d∑

k=1

ψai1,...,in(p) d(ψxi1)p ∧ · · · ∧ J (
d(ψxik

)
)
p
∧ · · · ∧ (ψxin)p

= K(
ψai1,...,in

)
d(ψxi1)p ∧ · · · ∧ d(ψxin)p

+
d∑

k=1

ψai1,...,in(p) d(ψxi1)p ∧ · · · ∧ d
(J (ψxik

)
)
p
∧ · · · ∧ (ψxin)p

= K(
ψai1,...,in

)
d(ψxi1)p ∧ · · · ∧ d(ψxin)p

+
d∑

k=1

ψai1,...,in(p) d(ψxi1)p ∧ · · · ∧ d
(K(ψxik

)
)
p
∧ · · · ∧ (ψxin)p

= K(
ψai1,...,in

)
d(ψxi1)p ∧ · · · ∧ d(ψxin)p

+
d∑

k=1

ψai1,...,in(p) d(ψxi1)p ∧ · · · ∧ K(
d(ψxik

)
)
p
∧ · · · ∧ (ψxin)p

= K(ω)p .

Dado que J y K son endomorfismos, se sigue que J = K.
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v. Sea m ∈ M y
(
U,ϕ = (x1, . . . , xd)

)
un sistema coordenado alrededor de m.

En lo siguiente x1, . . . , xd denotarán extensiones de las funciones coordenadas
de V ⊆ U una vecindad de m a M . Supongamos que para una vecindad de
m, ω coincide con el elemento descomponible fdx1 ∧ . . . ∧ dxp, siendo f un
elemento en C∞(M). De esa forma

LY0

(
ω(Y1, . . . , Yp)

)
(m) = (Y0)m

(
f det

(
Yi(xj)

)
ij

)
=(Y0)m

(
f

∑
σ∈Sp

sig(σ) Y1(xσ(1)) · · ·Yp(xσ(p))
)

=(Y0)m

(
f
) ∑

σ∈Sp

sig(σ) (Y1)m(xσ(1)) · · · (Yp)m(xσ(p))

+ f(m)
∑

σ∈Sp

p∑
l=1

sig(σ) (Y1)m(xσ(1)) · · · · · · (Y0)m(Yl(xσ(l))) · · · (Yp)m(σ(p))

(3.20)

Por otro lado

i(Y0)ω =
∑

φ⊆{ 1,...,d }
φ={ i1,...,ip−1 }

ω

(
Y0 ∧ ∂

∂xφ

)
dxφ

=
d∑

j=1

φ⊆{ 1,...,d }
φ={ i1,...,ip−1 }

Y0(xj)ω

(
∂

∂xj
∧ ∂

∂xφ

)
dxφ

(3.21)

donde

ω

(
∂

∂xj
∧ ∂

∂xφ

)
=

{
sig(σj) si φ ∩ { j } = { 1, . . . , p }
0 en otro caso

siendo σ1 = id y σj =
(
j 1 2 · · · j − 1

)
=

(
1 2 · · · j − 1 j

)
si 2 � j � p.

De (3.21) se tiene la siguiente igualdad en una vecindad de m

i(Y0)ω =
p∑

j=1

(−1)j+1 f Y0(xj) dx1 ∧ · · · ∧ d̂xj ∧ · · · ∧ dxp .

Considerando que d es una antiderivación y que d2 ≡ 0 se sigue que
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d ◦ i(Y0)ω =
p∑

j=1

Y0(xj) dx1 ∧ · · · ∧ df ∧ · · · ∧ dxp

+
p∑

j=1

f dx1 ∧ · · · ∧ d
(
Y0(xj)

) ∧ · · · ∧ dxp .

(3.22)

Denotemos

xi,j =

{
xi si i 	= j

f si i = j

x̃i,j =

{
xi si i 	= j

Y0(xj) si i = j

x̂j =

{
xj si j 	= 0
f si j = 0

aśı, por la igualdad (3.22) se obtiene que
(
d ◦ i(Y0)ω

)
m

(
Y1, . . . , Yp

)
es igual a

p∑
j=1

∑
σ∈Sp

sig(σ) (Y0)m(xj) (Y1)m(xσ(1),j) · · · (Yp)m(xσ(p),j)

+
p∑

j=1

∑
σ∈Sp

sig(σ) f(m) (Y1)m(x̃σ(1),j) · · · (Yp)m(x̃σ(p),j) .

(3.23)

De manera que para todo σ ∈ Sp

p∑
j=1

f(m) (Y1)m(x̃σ(1),j) · · · (Yp)m(x̃σ(p),j)

=
p∑

j=1

f(m) (Y1)m(xσ(1)) · · · (Yj)m

(
Y0(xσ(j))

) · · · (Yp)m(xσ(p)) ,

y por otro lado

∑
σ∈Sp

p∑
j=1

sig(σ) (Y0)m(xj) (Y1)m(xσ(1),j) · · · (Yp)m(xσ(p),j)

=
∑

σ∈Sp

p∑
j=1

sig(σ) (Y0)m(xσ(j)) (Y1)m(xσ(1)) · · · (Yj)m

(
f
) · · · (Yp)m(xσ(p)) ,
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obteniendo de la igualdad (3.23) que
(
d ◦ i(Y0)ω

)
m

(
Y1, . . . , Yp

)
es igual a

∑
σ∈Sp

p∑
j=1

sig(σ) (Y0)m(xσ(j)) (Y1)m(xσ(1)) · · · (Yj)m

(
f
) · · · (Yp)m(xσ(p))

+ f(m)
∑

σ∈Sp

p∑
j=1

sig(σ) (Y1)m(xσ(1)) · · · (Yj)m

(
Y0(xσ(j))

) · · · (Yp)m(xσ(p)) .

(3.24)

Considerando que del inciso ii se sigue que LY0Yi = [Y0, Yi] para todo i ∈
{ 1, . . . , p }, de las igualdades (3.20) y (3.24) se tiene que

(
d ◦ i(Y0)ω

)
m

(
Y1, . . . , Yp

) − LY0

(
ω(Y1, . . . , Yp)

)
(m)

+
p∑

i=1

ωm

(
(Y1)m, . . . , (Yi−1)m, (LY0Yi)m, (Yi+1)m, . . . , (Yp)m

)
= − (Y0)m

(
f
) ∑

σ∈Sp

sig(σ) (Y1)m(xσ(1)) · · · (Yp)m(xσ(p))

+
∑

σ∈Sp

p∑
j=1

sig(σ) (Y0)m(xσ(j)) (Y1)m(xσ(1)) · · · (Yj)m

(
f
) · · · (Yp)m(xσ(p)) .

(3.25)

Denotemos a dicho número αm. Por el inciso iv, es suficiente mostrar que
−αm =

(
i(Y0) ◦ d(ω)

)
m

(
Y1, . . . , Yp

)
. Considerando S̃p+1 como el grupo de

permutaciones del conjunto { 0, 1, . . . , p } se tiene que

(
i(Y0) ◦ d(ω)

)
m

(
Y1, . . . , Yp

)
=

∑
σ∈S̃p+1

sig(σ) (Y0)m(x̂σ(0)) · · · (Yp)m(x̂σ(p))

(3.26)

Sean J = {σ ∈ Sp+1 : σ(0) 	= 0 } y Jj = {σ ∈ S̃p+1 : σ(0) = j }, de modo
que

J =
p⋃

j=1

Jj .

Más aún, dado j ∈ { 1, . . . , p }

Sp
Ψj �� Jj

σ 	 �� σ
(
0 j

)
124



3.5. La Derivada de Lie

es una biyección. De esa forma

∑
σ∈Sp

sig(σ) (Y0)m(xσ(j)) (Y1)m(xσ(1)) · · · (Yj)m

(
f
) · · · (Yp)m(xσ(p))

=
∑

σ∈Sp

sig(σ) (Y0)m

(
x̂Ψj(σ)(0)

) · · · (Yj)m

(
x̂Ψj(σ)(j)

) · · · (Yp)m

(
x̂Ψj(σ)(p)

)
=

∑
σ∈Sp

− sig(Ψj(σ)) (Y0)m

(
x̂Ψj(σ)(0)

) · · · (Yj)m

(
x̂Ψj(σ)(j)

) · · · (Yp)m

(
x̂Ψj(σ)(p)

)
= −

∑
τ∈Jj

sig(τ) (Y0)m

(
x̂τ(0)

) · · · (Yj)m

(
x̂τ(j)

) · · · (Yp)m

(
x̂τ(p)

)
.

De esto se sigue que

p∑
j=1

∑
σ∈Sp

sig(σ) (Y0)m(xσ(j)) (Y1)m(xσ(1)) · · · (Yj)m

(
f
) · · · (Yp)m(xσ(p))

= −
p∑

j=1

∑
τ∈Jj

sig(τ) (Y0)m

(
x̂τ(0)

) · · · (Yj)m

(
x̂τ(j)

) · · · (Yp)m

(
x̂τ(p)

)
= −

∑
τ∈J

sig(τ) (Y0)m

(
x̂τ(0)

) · · · (Yp)m

(
x̂τ(p)

)
,

con lo cual se concluye que
(
i(Y0) ◦ d(ω)

)
m

(
Y1, . . . , Yp

)
es igual a

(Y0)m

(
f
) ∑

σ∈Sp

sig(σ) (Y1)m(xσ(1)) · · · (Yp)m(xσ(p))

−
p∑

j=1

∑
σ∈Sp

sig(σ) (Y0)m(xσ(j))(Y1)m(xσ(1)) · · · (Yj)m

(
f
) · · · (Yp)m(xσ(p)) ,

que es igual a −αm.

vi. Retomemos la notación del inciso anterior al igual que la suposición de que
ω coincide en una vecindad abierta de m con f dx1 ∧ · · · ∧ dxp. De esa forma,
dado i ∈ { 1, . . . , d } las siguientes igualdades se tienen en dicha vecindad
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Yi

(
ω(Y0, . . . , Ŷi, . . . , Yp)

)
= Yi

( ∑
σ∈Sp

sig(σ) f Y0(xσ(1)) · · ·Yi−1(xσ(i))Yi+1(xσ(i+1)) · · ·Yp(xσ(p))

)

= Yi(f)
∑

σ∈Sp

sig(σ)Y0(xσ(1)) · · ·Yi−1(xσ(i)) Yi+1(xσ(i+1)) · · ·Yp(xσ(p))

+
∑

σ∈Sp

i−1∑
j=0

sig(σ) f Y0(xσ(1)) · · ·Yi

(
Yj(xσ(j+1))

) · · ·Yi+1(xσ(i+1)) · · ·Yp(xσ(p))

+
∑

σ∈Sp

p∑
j=i+1

sig(σ) f Y0(xσ(1)) · · ·Yi−1(xσ(i)) · · ·Yi

(
Yj(xσ(j))

) · · ·Yp(xσ(p)) .

Consideremos

Ωi =
∑

σ∈Sp

i−1∑
j=0

sig(σ) f Y0(xσ(1)) · · ·Yi

(
Yj(xσ(j+1))

) · · ·Yi+1(xσ(i+1)) · · ·Yp(xσ(p))

+
∑

σ∈Sp

p∑
j=i+1

sig(σ) f Y0(xσ(1)) · · ·Yi−1(xσ(i)) · · ·Yi

(
Yj(xσ(j))

) · · ·Yp(xσ(p)) ,

de modo que

p∑
i=0

(−1)i Yi

(
ω(Y0, . . . , Ŷi, . . . , Yp)

)
= dω(Y0, . . . , Yp) +

p∑
i=1

(−1)i Ωi .

Para concluir el resultado es suficiente verificar que
∑p

i=0 (−1)i−1 Ωi es igual a∑
i<j

(−1)i+jω([Yi, Yj ], Y0, . . . , Yi−1, Ŷi, . . . , Ŷj , Yj+1, . . . , Yp) .

Por definición se obtiene que

∑
i<j

(−1)i+jω([Yi, Yj ], Y0, . . . , Yi−1, Ŷi, . . . , Ŷj , Yj+1, . . . , Yp)

=
∑

σ∈Sp

p∑
i=0

p∑
j=i+1

(−1)i−1sig(σ) f Y0(xσ(1)) · · · [Xi, Xj ](xσ(j)) · · ·Yp(xσ(p))

=
∑

σ∈Sp

p∑
i=0

p∑
j=i+1

(−1)i−1sig(σ) f Y0(xσ(1)) · · ·Yi

(
Yj(xσ(j))

) · · ·Yp(xσ(p))

−
∑

σ∈Sp

p∑
i=0

p∑
j=i+1

(−1)i−1sig(σ) f Y0(xσ(1)) · · ·Yj

(
Yi(xσ(j))

) · · ·Yp(xσ(p)) .
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Veamos que se tiene la siguiente igualdad

∑
σ∈Sp

p∑
i=0

p∑
j=i+1

(−1)isig(σ) f Y0(xσ(1)) · · ·Yj

(
Yi(xσ(j))

) · · ·Yp(xσ(p))

=
∑

σ∈Sp

p∑
i=0

i−1∑
j=0

(−1)i−1sig(σ) f Y0(xσ(1)) · · ·Yi

(
Yj(xσ(j+1))

) · · ·Yp(xσ(p)) ,

con lo cual habremos terminado.
Recordemos que al permutar renglones (o columnas) de A ∈ gl(d, R), el

determinante de la matriz resultante es igual a detA por el signo de la per-
mutación, de manera que considerando j < i, si intercambiamos el j +1-ésimo
renglón y el i-ésimo renglón de una matriz en gl(d, R), la permutación corres-
pondiente es

(
i · · · j + 3 j + 2 j + 1

)
y su signo es igual a i− j − 1. Gracias

a esto se obtienen las siguientes igualdades

∑
σ∈Sp

p∑
i=0

p∑
j=i+1

(−1)isig(σ) f Y0(xσ(1)) · · ·Yj

(
Yi(xσ(j))

) · · ·Yp(xσ(p))

=
∑

σ∈Sp

p∑
j=0

p∑
i=j+1

(−1)jsig(σ) f Y0(xσ(1)) · · ·Yi

(
Yj(xσ(i))

) · · ·Yp(xσ(p))

=
∑

σ∈Sp

p∑
i=0

i−1∑
j=0

(−1)jsig(σ) f Y0(xσ(1)) · · ·Yi

(
Yj(xσ(i))

) · · ·Yp(xσ(p))

=
∑

σ∈Sp

p∑
i=0

i−1∑
j=0

(−1)j(−1)i−j−1 sig(σ) f Y0(xσ(1)) · · ·Yi

(
Yj(xσ(j+1))

) · · ·Yp(xσ(p))

=
∑

σ∈Sp

p∑
i=0

i−1∑
j=0

(−1)i−1 sig(σ) f Y0(xσ(1)) · · ·Yi

(
Yj(xσ(j+1))

) · · ·Yp(xσ(p)) .

�
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Caṕıtulo 4

Grupos de Lie

4.1. Nociones básicas

Enseguida recordaremos la definición de grupo abstracto. Para profundizar al
respecto de dicha Teoŕıa se puede consultar [Rotman1].

Definición 4.1.1. Sea G un conjunto y · : G×G −→ G una operación binaria
asociativa. Decimos que (G, · ) es una grupo si

1. Existe un elemento e ∈ G que satisface que para cualquier τ ∈ G, e · τ = τ .

2. Dado τ ∈ G existe τ ′ ∈ G de tal forma que τ ′ · τ = e.

A menos de especificar lo contrario, en adelante abreviaremos τ ·σ como τσ,
además de que para cualquier τ ∈ G, denotaremos al elemento con la propiedad
descrita en el inciso (2) como τ−1.

Definición 4.1.2. Sea (G, · ) un grupo. Diremos que (G, · ) es un grupo de
Lie si es una variedad diferenciable y la función Λ : G×G −→ G definida como
Λ(τ, σ) = τσ−1, es suave.

En adelante, si no hay lugar a confusiones denotaremos (G, · ) simplemente
como G.

Observación 4.1.3. La definición anterior se puede generalizar a espacios
topológicos en el siguiente sentido: diremos que un grupo (G, · ) es un grupo
topológico si G es un espacio topológico y la función Λ : G×G −→ G definida
como Λ(τ, σ) = τσ−1, es continua.

Que Λ sea continua resulta equivalente a que la operación · y la función
inversa que mapea τ �→ τ−1 sean continuas. Análogamente, si G cuenta con
una estructura de variedad diferenciable, G es un grupo de Lie si y sólo si la
operación · y la función inversa son suaves.
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Caṕıtulo 4. Grupos de Lie

Dado un grupo (G, · ), donde G tiene una estructura de variedad diferen-
ciable, se puede asegurar que el hecho de que la operación · sea suave, resulta
una razón suficiente para que G sea un grupo de Lie. El siguiente Lema nos
será de utilidad para mostrarlo.

Lema 4.1.4. Sean M, N y R variedades diferenciables y ϕ : M × R −→ N
una función suave para la cual, dado r ∈ R

M
ϕr �� N

m � �� ϕ(m, r)

es un difeomorfismo, entonces la función ψ : N × R −→ M definida como
ψ(n, r) = ϕ−1

r (n), es suave.

Demostración. Consideremos las funciones

M × R
Φ �� N × R

(m, r) � �� (ϕ(m, r), r)

N × R
Ψ �� M × R

(n, r) � �� (ϕ−1
r (n), r)

Dado que Ψ ◦ Φ = idM×R y Φ ◦ Ψ = idN×R, basta mostrar que Φ es un
difeomorfismo local para concluir que es un difeomorfismo cuya función inversa
es Ψ, de lo que se sigue la suavidad de ψ.

Como M y N tiene la misma dimensión, M ×R y N ×R también tienen
la misma dimensión. De mostrar que para cualquier (m, r) ∈ M ×R, d(Φ)(m,r)

es inyectiva, como consecuencia se tendrá que esta última es un isomorfismo.
Aśı, por el Teorema de la función inversa podremos concluir que Φ es un difeo-
morfismo local.

Sea (m, r) ∈ M × R. Si π1, π2 son las proyecciones canónicas de M × N
sobre M y R respectivamente, sabemos que (d(π1)(m,r), d(π2)(m,r)) es un iso-
morfismo entre T(m,r)(M × R) y TmM × TrR. Análogamente se tiene un iso-
morfismo entre T(ϕ(m,r),r)(M×R) y Tϕ(m,r)M×TrR, de manera que mediante
la identificación de los correspondientes espacios vectoriales se tiene que

TmM × TrR
dΦ(m,r) �� Tϕ(m,r)M × TrR

(ν, 0) � �� (d(ϕr)m(ν), 0)

(0, υ) � �� (0, υ)

el cual es inyectivo.
�
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Proposición 4.1.5. Sea (G, · ) un grupo, en el cual G posee una estructura
de variedad diferenciable. Entonces una condición necesaria y suficiente para
que la operación · sea suave es que la función Λ : G × G −→ G definida como
Λ(τ, σ) = τσ−1, sea suave.

Demostración. Por la observación 4.1.3 basta verificar que si la operación · es
suave, Λ también lo es.

Ya que para todo σ ∈ G, la función

G
ϕσ �� G

τ � �� τσ

es un difeomorfismo con inversa ϕσ−1 , por el Lema anterior se concluye que

G × G �� G

(τ, σ) � �� ϕ−1
σ (τ) = τσ−1

es suave.
�

En lo sucesivo G denotará a un grupo de Lie.

Ejemplos 4.1.6. En algunos de los siguientes ejemplos que se plantean se
dan las referencias donde se pueden encontrar sus respectivas estructuras de
variedad diferenciable.

i. El espacio euclidiano R
d con la suma es un grupo de Lie . Análogamente

lo es C
d con la suma (ejemplo 1.1.6).

ii. El subconjunto abierto de R, R
∗ = R � { 0 } con la multiplicación es un

grupo de Lie. Análogamente el subconjunto abierto de C, C
∗ = C � { 0 }

con la multiplicación compleja (ejemplo 1.1.7).

iii. La esfera unitaria de dimensión 1 (S1 ⊆ C
∗) con la multiplicación compleja

(ejemplo 1.1.9).

iv. Consideremos gl(d, R) con la estructura de variedad diferenciable descrita
en el ejemplo 1.1.6. Como la suma de matrices es suave, gl(d, R) es un grupo
de Lie con dicha operación. Además Gl(d, R) es un subconjunto abierto
de gl(d, R), y por lo tanto hereda su estructura de variedad diferenciable
(ejemplo 1.1.7). Aśı, junto con la multiplicación usual de matrices, es un
grupo de Lie.

De manera análoga se tiene que gl(d, C) y Gl(d, C) son grupos de Lie con
la suma y multiplicación usuales, respectivamente.
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v. Dados G y H grupos de Lie, el producto G×H resulta un grupo de Lie
con la operación que env́ıa (h1, g1)(h2, g2) �→ (h1h2, g1g2) (ejemplo 1.1.8).

Por inducción se sigue que si {G1, . . . , Gn } es una familia de grupos de
Lie entonces

n∏
i=1

Gi

es un grupo de Lie con la operación que mapea

(σ1, . . . , σn)(τ1, . . . , τn) �−→ (σ1τ1, . . . , σnτn) .

De esa manera, al considerar el n-toro Tn como producto de S
1 n veces,

resulta un grupo de Lie.

vi. Consideremos el producto Gl(d, R)×R
d y definamos la operación de grupo

que mapea (A1, v1)(A2, v2) �→ (A1A2, A1v2 + v1), de modo que resulta
suave. Dicho grupo de Lie es conocido como el grupo de movimientos afines
de R

d, ya que al identificar (A, v) con el movimiento af́ın de R
d que aplica

x �→ Ax + v, la multiplicación coincide con la composición de movimientos
afines.

vii. Sea (G, · ) un grupo de Lie y H un subgrupo abierto de G, de tal forma
que H es un encaje con la estructura de variedad diferenciable inducida a
partir de G (ejemplo 1.1.7) y por tanto la operación vista en H es suave,
pues es la única función que hace conmutar el siguiente diagrama

H × H
·|H ��

���
�

�
�

� G

H

iH

��

(Teorema 2.6.2). Con el mismo argumento se sigue que cualquier subgrupo
abstracto de G que cuente con alguna estructura de variedad diferenciable
a partir de la topoloǵıa relativa de G, resulta un grupo de Lie con la
restricción de la operación de G (véase la observación 4.1.8).

Existen funciones importantes en un grupo de Lie que se obtienen a partir
de su operación. Una de las propiedades que satisfacen es que para cualesquiera
dos puntos en el grupo, existe una de dichas funciones que lleva un punto en el
otro. Estas aplicaciones se definen a continuación.

Definición 4.1.7. Sea σ ∈ G. Llamaremos traslación izquierda por σ y traslación
derecha por σ a las funciones lσ, rσ : G −→ G definidas como
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lσ(g) = σg

rσ(g) = gσ

.

Gracias a la suavidad de · , dichas funciones resultan ser difeomorfismos
con inversas lσ−1 y rσ−1 .

Si L ⊆ G, denotaremos σL a la imagen de L bajo lσ, y Lσ bajo rσ.

Observación 4.1.8. Dado un grupo de Lie G, denotemos Ce a la componente
conexa que tiene a e. Observemos que es un subgrupo de G. Sean σ, τ ∈ Ce.
Aprovechando el hecho de que lσ−1 es un difeomorfismo y por lo tanto manda
componentes conexas en componentes conexas, además de que lσ−1(σ) = e, se
sigue la igualdad lσ−1(Ce) = Ce y por ello lσ−1(e) = σ−1 ∈ Ce. Análogamente,
lσ(Ce) = Ce y de ah́ı lσ(τ) = στ ∈ Ce. Por el ejemplo 4.1.6 inciso vii, dicho
grupo resulta ser un grupo de Lie con la operación de G.

Como se vio antes, dadas dos componentes C1, C2, si σ1 ∈ C1 y σ2 ∈ C2

entonces la traslación izquierda lσ2σ−1
1

restringida a C1 es un difeomorfismos
sobre C2. De manera que cualesquiera dos componentes conexas de G son
difeomorfas.

4.2. Álgebra de Lie de un grupo de Lie

En esta parte será utilizada una noción que por śı misma es bastante interesante.
Éste es el concepto de álgebra de Lie. Para profundizar el estudio de dicha
estructura puede ser consultado [Jacobson].

Definición 4.2.1. (Álgebra de Lie) Sean F un campo y J un espacio vec-
torial sobre F . Diremos que (J, [ , ]) es un álgebra de Lie si [ , ] : J × J −→ J
es una función bilineal que satisface las siguientes propiedades

1. [x, x] = 0, para todo x ∈ J.

2. [[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y] = 0 (identidad de Jacobi).

Notemos que para cualesquiera x, y ∈ J, de la condición 1 de la definición
se sigue que [x+ y, x+ y] = 0, y por la bilinealidad de [ , ] que [x, y] = −[y, x].
A esta última propiedad se le conoce como anticonmutatividad. Si F tiene
caracteŕıstica distinta de 2, esta última es equivalente a la condición 1 ya que
[x, x] = −[x, x] si y sólo si 2[x, x] = 0.

Como comúnmente sucede con cualquier estructura algebraica, son de interés
las funciones que preservan la estructura de álgebra de Lie, es decir, dadas
(J1, [ , ]1) y (J2, [ , ]2) álgebras de Lie sobre F , diremos que una transformación
lineal T es un morfismo de álgebras de Lie si para cualesquiera x, y ∈ J1
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T ([x, y]1) = [T (x), T (y)]2 .

Además, si (J, [ , ]) es un álgebra de Lie sobre F y U ⊆ J es un subespacio
vectorial para el cual, dados x, y ∈ U se tiene que [x, y] ∈ U, diremos que U es
una subálgebra de Lie.

Ejemplos 4.2.2.

i. Dado cualquier espacio vectorial V sobre F , la función bilineal trivial que
aplica (v, w) �→ 0 le da una estructura de álgebra de Lie a V . Dicha álgebra
de Lie es llamada abeliana. Una motivación de este nombre se verá en el
Corolario 8.1.11 del Teorema 8.1.9.

ii. Sea A un F -álgebra. Consideremos la función bilineal [ , ] : A × A −→ A
definida como

[a, b] = ab − ba .

Veamos que con dicha operación bilineal, A es un álgebra de Lie. La
primera condición se sigue directamente de la definición. Además, para
cualesquiera a, b y c elementos de A

[[a, b], c] = [ab − ba, c] = abc − bac − cab + cba

De ah́ı

[[a, b], c] + [[b, c], a] = abc − bac − cab + cba + bca − cba − abc + acb

= acb − cab + bca − bac = −(cab − acb − bca + bac)
= −[[c, a], b]

Un caso particular es el espacio de matrices gl(d, R) (o bien gl(d, C)). En
ese caso la operación que le da estructura de álgebra de Lie es el conmutador
de matrices.

iii. El conjunto de campos vectoriales de una variedad diferenciable con el
corchete de Lie (Proposición 2.8.4).

Invariancia en campos vectoriales

En adelante hablaremos de álgebras de Lie sobre R. De hecho, ahora comen-
zaremos a establecer la relación entre grupos de Lie y álgebras de Lie.
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4.2. Álgebra de Lie de un grupo de Lie

Definición 4.2.3. Decimos que un campo vectorial X en G es un un campo
vectorial invariante con respecto a las traslaciones izquierdas (o bien que es un
campo vectorial invariante izquierdo) si para cada σ ∈ G, X es lσ-relacionado
consigo mismo, es decir

dlσ ◦ X = X ◦ lσ .

Denotaremos el conjunto de campos vectoriales invariantes izquierdos de un
grupo de Lie G con la letra g.

Ejemplo 4.2.4. Sea V R-espacio vectorial de dimensión finita d. Consideremos
la estructura de variedad diferenciable inducida por los isomorfismos lineales
entre V y R

d (ejemplo 1.1.6), de manera que V resulta un grupo de Lie
con la suma.

Sean β = { b1, . . . , bd } una base de V y β∗ = {φ1, . . . , φd } su base dual,
de modo que (V, φ = (φ1, . . . , φd)) es un sistema coordenado de V . Nótese que

∂
∂φi

: V −→ TV es un campo invariante izquierdo para cualquier i ∈ { 1, . . . , d },
ya que dados a ∈ V y f ∈ C∞

a (V )

d(la)0̂

(
∂

∂φi

∣∣∣∣
0̂

)
(f) =

∂(f ◦ la ◦ φ−1)
∂ri

(0̂) =
∂(f ◦ φ−1 ◦ lφ(a))

∂ri
(0̂)

=
∂f ◦ φ−1

∂ri
(φ(a)) =

∂

∂φi

∣∣∣∣
a

(f)

Enseguida analizaremos algunas de las propiedades del conjunto de campos
vectoriales izquierdos de un grupo de Lie.

Proposición 4.2.5. Sea G un grupo de Lie y g el conjunto de campos vec-
toriales izquierdos de G. Entonces

i. g es un espacio vectorial de dimensión finita. De hecho αG : g −→ TeG
definida como αG(X) = Xe resulta un isomorfismo lineal.

ii. Los campos vectoriales invariantes izquierdos son suaves.

iii. Si X,Y ∈ g, el corchete de Lie de X y Y es un elemento de g (es decir,
g es cerrado bajo la operación corchete [ , ]). Por lo tanto, g tiene una
estructura de álgebra de Lie con la operación de corchete de Lie.

Demostración.
i. El hecho de que g sea un espacio vectorial se obtiene directamente de que
d(lσ)τ es lineal para todo τ ∈ G. Por definición αG resulta ser lineal. Además
si X, Y ∈ g satisfacen que Xe = Ye, entonces para todo τ ∈ G

Xτ = d(lτ )e(Xe) = d(lτ )e(Ye) = Yτ .
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Caṕıtulo 4. Grupos de Lie

Más aún, si para cualquier ν ∈ TeG consideramos Xν : G −→ TG definida
como Xν(τ) = d(lτ )e(ν) resulta ser un campo vectorial y satisface que para
cualesquiera τ, σ ∈ G

(Xν ◦ lσ)(τ) = Xν(στ) = d(lστ )e(ν)
= d(lσ ◦ lτ )e(τ) = d(lσ)τ (Xν(τ))
= (dlσ ◦ Xν)(τ)

es decir, es invariante izquierda; además satisface que αG(X) = Xν(e) = ν. De
modo que αG resulta un isomorfismo.

ii. Sea X un campo invariante izquierdo. Obsérvese que para concluir que X es
suave, basta mostrar que para cualesquiera sistemas coordenados en G, (U,ϕ =
(x1, . . . , xd)), (V, λ = (y1, . . . , yd)) y s ∈ ϕ(U ∩ V ), dada i ∈ { 1, . . . , d } la
función

(dyi ◦ X ◦ ϕ−1)(s) = (dyi ◦ X ◦ lϕ−1(s))(e)

= (dyi ◦ dlϕ−1(s) ◦ X)(e) = d(yi ◦ lϕ−1(s))(Xe)

= Xe(yi ◦ lϕ−1(s))

es suave en s.
Observemos que si Xe = 0 entonces X es el campo constante cero, el cual es

suave. Supongamos que Xe �= 0. Sabemos que existe un campo suave que toma
el valor de Xe en e. Aśı, por la Proposición 2.8.12 hay un sistema coordenado
(W,ρ = (z1, . . . , zd)) para el cual e ∈ W y ∂

∂z1
coincide con dicho campo en

W , en particular

Xe =
∂

∂z1

∣∣∣∣
e

,

de modo que basta verificar que dado s ∈ ϕ(U ∩V ), ∂
∂z1

∣∣
e
(yi◦ lϕ−1(s)) es suave.

Consideremos Ψ : ϕ(U ∩ V ) × G −→ G definida como

Ψ(s, m) = lϕ−1(s)(m) = ϕ−1(s)m,

la cual es suave. De tal manera que la función yi ◦ Ψ definida en Ψ−1(V ), es
suave. Notemos que para cualquier s ∈ ϕ(U ∩ V ), (s, e) ∈ Ψ−1(V ).

Considerando la estructura diferencial de ϕ(U ∩ V ) × G (ejemplo 1.1.8),
(ϕ(U ∩ V ) × W, ρ̃ = ϕ × ρ) es un sistema coordenado, de tal forma que

∂

∂z1

∣∣∣∣
(s,e)

(yi ◦ Ψ) =
∂(yi ◦ Ψ ◦ ρ̃−1)

∂rd+1
(ρ̃(s, e))
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es suave como función de s. Ya que además

∂

∂z1

∣∣∣∣
(s,e)

(yi ◦ Ψ) =
∂(yi ◦ Ψ ◦ ρ̃−1)

∂rd+1
(ρ̃(s, e))

= ĺım
t→0

yi ◦ Ψ(s, ρ−1(ρ(e) + te1)) − yi ◦ Ψ(s, e)
t

= ĺım
t→0

yi ◦ lϕ−1(s)(ρ−1(ρ(e) + te1)) − yi ◦ lϕ−1(s)(ρ−1(ρ(e)))
t

=
∂(yi ◦ lϕ−1(s) ◦ ρ−1)

∂r1
(ρ(e))

=
∂

∂z1

∣∣∣∣
e

(yi ◦ lϕ−1(s)) ,

se concluye que ∂
∂z1

∣∣∣
e
(yi ◦ lϕ−1(s)) es suave.

iii. Sean X, Y ∈ g, m,σ ∈ G y f ∈ C∞
σm(G) de modo que

(dlσ ◦ [X, Y ])m(f) = [X, Y ]m(f ◦ lσ)
= Xm(Y (f ◦ lσ)) − Ym(X(f ◦ lσ)) .

Observemos que para cualquier q ∈ l−1
σ (dom f)

Y (f) ◦ lσ(q) = Y (f)(σq) = Yσq(f)
= (Y ◦ lσ)(q)(f) = (dlσ ◦ Y )(q)(f)
= Yq(f ◦ lσ) .

De ah́ı que Y (f) ◦ lσ = Y (f ◦ lσ). Análogamente X(f) ◦ lσ = X(f ◦ lσ). Por
ello se tiene

([X, Y ] ◦ lσ)m(f) = [X, Y ]σm(f) = Xσm(Y (f)) − Yσm(X(f))
= (X ◦ lσ)(m)(Y (f)) − (Y ◦ lσ)(m)(X(f))
= (dlσ ◦ X)(m)(Y (f)) − (dlσ ◦ Y )(m)(X(f))
= Xm(Y (f) ◦ lσ) − Ym(X(f) ◦ lσ)
= Xm(Y (f ◦ lσ)) − Ym(X(f ◦ lσ))
= (dlσ ◦ [X, Y ])m(f) .

Con lo cual se tiene que dlσ ◦ [X, Y ] = [X, Y ] ◦ lσ.
�

Enseguida veremos un concepto de suma importancia en la Teoŕıa de Grupos
de Lie, lo cual se podrá apreciar claramente en los resultados posteriores.
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Definición 4.2.6. (Álgebra de Lie de un grupo de Lie) Decimos que
el álgebra de Lie de un grupo de Lie G es el álgebra de campos invariantes
izquierdos de G.

Por la Proposición 4.2.5 podemos identificar canónicamente el álgebra de Lie
g de un grupo de Lie G con TeG e inducir mediante αG una estructura de
álgebra de Lie en TeG de tal manera que dicho isomorfismo lineal resulte un iso-
morfismo de álgebras de Lie. En algunas ocasiones haremos la identificación del
álgebra de Lie de un grupo de Lie con su espacio tangente en la identidad, como
se muestra en los ejemplos dados en 4.2.8. De hecho identificaremos las álgebras
de Lie de los grupos clasicos con subespacios vectoriales del espacio de matrices
correspondiente. La siguiente observación hace énfasis en dicha identificación
para R-espacios vectoriales en general.

Observación 4.2.7. Sea V R-espacio vectorial de dimensión finita d. Con-
sideremos la estructura de variedad diferenciable inducida por los isomorfis-
mos lineales entre V y R

d (ejemplo 1.1.6), de modo que dadas una base
β = { b1, . . . , bd } y β∗ = {φ1, . . . , φd } su base dual, sabemos que (V, φ =
(φ1, . . . , φd)) es un sistema coordenado.

Por lo argumentado en la observación 2.3.3, al considerar a V como grupo
de Lie es posible identificar canónicamente su álgebra de Lie, que denotaremos
gV , con V mismo mediante el isomorfismo

V �� gV

d∑
i=1

λi bi
� ��

d∑
i=1

λi
∂

∂φi

que está bien definido (ejemplo 4.2.4) y es independiente de la base elegida
(observación 2.3.3).

Ejemplos 4.2.8. (Grupos de Lie y sus álgebras de Lie)

i. La recta real R con la suma es un grupo de Lie. Por el ejemplo 4.2.4
y dado que la dimensión de su álgebra de Lie es 1, ésta resulta igual a
{λ d

dt : λ ∈ R }.

ii. Ya que Gl(d, R) resulta un grupo de Lie con la multiplicación (ejem-
plo 4.1.6 inciso iv), denotemos g a su álgebra de Lie. Dado que Gl(d, R)
es una subvariedad abierta de gl(d, R), TIGl(d, R) coincide con TIgl(d, R).
Considerando xij : gl(d, R) −→ R a la proyección de la entrada ij, según
las identificaciones de la observación 4.2.7 y del Teorema 4.2.5, la función

g
β �� gl(d, R)

X
� �� (XI(xij))ij
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4.2. Álgebra de Lie de un grupo de Lie

es un isomorfismo lineal que da una identificación canónica del álgebra de
Lie g con gl(d, R). Veamos que al considerar gl(d, R) con la operación
definida en el ejemplo 4.2.2 inciso ii, β también resulta un isomorfismo de
grupos de Lie.

Dados X, Y ∈ g, se tiene que β[X, Y ] = (XI(Y (xij)))ij − (YI(X(xij)))ij .
Por un lado

XI =
d∑

i,j=1

XI(xij)
∂

∂xij

∣∣∣∣
I

.

Dados i, j, l, s ∈ { 1, . . . , d } y eij la matriz cuya única entrada distinta de
cero e igual a uno es la ij

∂

∂xij

∣∣∣∣
I

(Y (xls)) = ĺım
t→0

Y (xls)(I + teij) − Y (xls)(I)
t

= ĺım
t→0

YI(xls ◦ l(I+teij)) − YI(xls ◦ lI)
t

= ĺım
t→0

YI(xls ◦ (l(I+teij) − lI))
t

Ya que para cualquier (Bpq)pq ∈ gl(d, R),

(l(I+teij) − lI)((Bpq)pq) = teij(Bpq)pq = (Apq)pq

, donde

Apq =

{
0 si i �= p

tBjq si i = p

Ya que xls ◦ (l(I+teij) − lI)((Bpq)pq) = Als, según lo anterior

∂

∂xij

∣∣∣
I
(Y (xls)) =

{
0 si i �= l

YI(Y (xjs)) si i = l

De modo que

XI(Y (xls)) =
d∑

j=1

XI(xlj)
∂

∂xij

∣∣∣
I
(Y (xls))

=
d∑

j=1

XI(xlj)YI(xjs) =
[
β(X)β(Y )

]
ls
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Análogamente se obtiene que YI(X(xls)) =
[
β(Y )β(X)

]
ls

. De ah́ı β[X, Y ] =
β(X)β(Y ) − β(Y )β(X) = [β(X), β(Y )].
En adelante consideraremos (gl(d, R), [ , ]) como el álgebra de Lie de Gl(d, R).

En forma totalmente análoga se muestra que al identificar el álgebra de
Lie de Gl(d, C) con gl(d, C), la cual es un R-álgebra de Lie de dimensión
2d2 con respecto a la operación bilineal dada en el ejemplo 4.2.2 inciso ii,
nuevamente se tiene un isomorfismo de álgebras de Lie. Por ello también
se considerará (gl(d, C), [ , ]) como el álgebra de Lie de Gl(d, C).

iii. Si V es un R-espacio vectorial de dimensión finita d, por el ejemplo 1.1.6
recibe una estructura de variedad diferenciable inducida mediante los iso-
morfismos lineales con R

d. De igual forma, denotando como End(V ) a
el conjunto de endomorfismos de V y como Aut(V ) a el conjunto de
isomorfismos de V en V , estos resultan espacios vectoriales y por tanto
variedades diferenciales en el mismo sentido que V . Aśı, dada una base
β ésta induce un difeomorfismo Λβ : End(V ) −→ gl(d, F ), a saber el que
asocia a T ∈ End(V ) su representación matricial en la base β, [T ]β . De
hecho, al considerar End(V ) con la composición, resulta un R-álgebra; por
el ejemplo 4.2.2 inciso ii, es posible asociarle una operación [ , ] con la cual
resulta un álgebra de Lie, de tal manera que dados l1, l2 ∈ End(V )

[l1, l2] = l1 ◦ l2 − l2 ◦ l1 .

Aśı Λβ es un isomorfismo de grupos de Lie para End(V ) y gl(d, R) con
las operaciones descritas.

Por otro lado, la restricción de Λβ a Aut(V ) es un isomorfismo de grupos
de Lie sobre Gl(d, F ). Ya que Aut(V ) resulta un subconjunto abierto
de End(V ), los espacios tangentes Tl Aut(V ) y Tl End(V ) son iguales
para cualquier l ∈ Aut(V ). Con las respectivas identificaciones es sencillo
verificar que gracias a que Λβ es lineal d(Λβ)l : End(V ) −→ gl(d, R)
coincide con Λβ . Con las observaciones previas y el Teorema 5.1.2 se puede
concluir que el isomorfismo lineal entre el álgebra de Lie de Aut(V ) y
End(V ) es realmente un isomorfismo de álgebras de Lie. Por lo cual diremos
que el álgebra de Lie de Aut(V ) es End(V ).

Siguiendo los mismos razonamientos podemos concluir que para cualquier
C-espacio vectorial de dimensión finita d, End(V ) es el álgebra de Lie de
Aut(V ).

Invariancia en Formas diferenciales
En lo siguiente se generalizará lo anterior para formas diferenciales.

Definición 4.2.9. Sea ω una forma diferencial en G. Decimos que ω es una
forma invariante izquierda si para cualquier σ ∈ G
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4.2. Álgebra de Lie de un grupo de Lie

δlσ(ω) = ω

Con respecto a la definición anterior se tiene que para cualesquiera m,σ ∈ G,

ωm = δlσ(ω)m = ωσm ◦ d(lσ)m .

Por ello ωm = ωe ◦ d(lm−1)m.

Observemos que al igual que los campos invariantes izquierdos, las formas
invariantes izquierdas son suaves.

Sean ω forma invariante izquierda y (U,ϕ = (x1, . . . , xd)), (V, ψ = (y1, . . . , yd))
sistemas coordenados de G, de modo que para cualquier s ∈ ϕ(U ∩ V )

ωϕ−1(s)

(
∂

∂yi1

∣∣
ϕ−1(s)

∧ . . . ∧ ∂
∂yik

∣∣
ϕ−1(s)

)
= ωe

(
dl(ϕ−1(s))−1

(
∂

∂yi1

∣∣
ϕ−1(s)

) ∧ . . . ∧ dl(ϕ−1(s))−1

(
∂

∂yik

∣∣
ϕ−1(s)

))
,

de modo que si (W,ρ = (z1, . . . , zd)) es un sistema coordenado de G para el
cual e ∈ W entonces

ωe

(
dl(ϕ−1(s))−1

(
∂

∂yi1

∣∣
ϕ−1(s)

) ∧ . . . ∧ dl(ϕ−1(s))−1

(
∂

∂yik

∣∣
ϕ−1(s)

))
=

∑
1�j1<...<jk�d

[
ωe

(
∂

∂zj1

∣∣
e
∧ . . . ∧ ∂

∂zjk

∣∣
e

)
(dzj1 |e ∧ . . . ∧ dzjk

|e)
(
dl(ϕ−1(s))−1

(
∂

∂yi1

∣∣
ϕ−1(s)

) ∧ . . . ∧ dl(ϕ−1(s))−1

(
∂

∂yik

∣∣
ϕ−1(s)

))]
=

∑
1�j1<...<jk�d

[
ωe

(
∂

∂zj1

∣∣
e
∧ . . . ∧ ∂

∂zjk

∣∣
e

)
det

(
∂

∂yim

∣∣
ϕ−1(s)

(zj l
◦ l(ϕ−1(s))−1)

)
lm

]

Observemos que de mostrar que dados l, m ∈ { 1, . . . , d }, la función en
términos de s

∂

∂yim

∣∣∣∣∣
ϕ−1(s)

(zj l
◦ l(ϕ−1(s))−1) =

∂(zj l
◦ l(ϕ−1(s))−1 ◦ ϕ−1)

∂rim

(s)

es suave, habremos concluido.

Consideremos

G × G
Ψ̃ �� G

(σ,m) � �� σ−1m
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la cual es suave al igual que

ϕ(U ∩ V ) × ϕ(U ∩ V )
J �� G × G

(s, s′) � �� (ϕ−1(s), ϕ−1(s′))

Denotando Ṽ = J−1(Ψ̃−1(V )) = (Ψ̃ ◦ J )−1(V ) tenemos que

zj l
◦ Ψ̃ ◦ J : Ṽ −→ R

es suave y por lo tanto la siguiente función también lo es

∂(zj l
◦ Ψ̃ ◦ J )

∂rd+im

(s, s)

= ĺım
t→0

zj l
◦ Ψ̃ ◦ J (s, s + teim) − zj l

◦ Ψ̃ ◦ J (s, s)
t

= ĺım
t→0

zj l
◦ l(ϕ−1(s))−1 ◦ ϕ−1(s, s + teim) − zj l

◦ l(ϕ−1(s))−1 ◦ ϕ−1(s, s)
t

=
∂(zj l

◦ l(ϕ−1(s))−1 ◦ ϕ−1)
∂rim

(s) =
∂

∂yim

∣∣∣
ϕ−1(s)

(zj l
◦ l(ϕ−1(s))−1)

Con base en los anterior y denotando como Ep
linv(G) el conjunto de p-formas

invariantes izquierdas, se tiene que Ep
linv(G) ⊆ Ep(G).

Definimos

E∗
linv(G) =

dimG∑
p=0

Ep
linv(G)

el cual resulta ser un subconjunto de E∗(G). En particular los elementos de
E1

linv(G) son conocidos como las formas de Maurer - Cartan.
A continuación veremos algunas propiedades de E∗

linv(G) y con ellas, su
estrecha relación con g.

Proposición 4.2.10.

i. Si ω es una forma invariante izquierda entonces es suave.

ii. E∗
linv(G) es una subálgebra de E∗(G). Más aún,

E∗
linv(G)

βG �� Λ(T ∗
e G)

ω � �� ωe

es un isomorfismo de álgebras. En particular su restricción a E1
linv da un
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isomorfismo de espacios vectoriales con T ∗
e G. Este último, al ser identifica-

do con g∗ mediante el mapeo dual del isomorfismo dado en el Teorema 4.2.5
inciso i, permite considerar a E1

linv(G) como el espacio dual del álgebra de
Lie G.

iii. Si ω ∈ E1
linv(G) y X ∈ g entonces ω(X) resulta una función constante

cuyo valor es el mismo que si consideramos a ω como elemento de g∗ y lo
evaluamos en X. Dependiendo del contexto, nos permitiremos emplear a
ω(X) como una función constante o bien como el elemento en R que toma
dicha función.

iv. Si ω ∈ E1
linv(G) y X, Y ∈ g entonces

dω(X, Y ) = −ω[X,Y ]

v. Sean {X1, . . . , Xd } base de G y {ω1, . . . , ωd } su base dual en E1
linv(G),

de modo que existen constantes cijk las cuales satisfacen

[Xi, Xj ] =
d∑

k=1

cijkXk ,

y son llamadas constantes estructurales de G con respecto a la base
{Xi } de g, que satisfacen

a. cijk + cjik = 0.

b.
d∑

l=1

[cijlclkt + cjklclit + ckilcljt] = 0.

Además para i ∈ { 1, . . . , d }, la derivada exterior de ωi está dada por las
ecuaciones de Maurer-Cartan

dωi =
∑
j<k

cjki ωl ∧ ωj .

Demostración. Con lo que se hecho previamente muestra el inciso i.

ii. El hecho de que E∗
linv(G) es una subálgebra se debe directamente a que

δlσ es un morfismo de álgebras (Proposición 3.3.8). Por definición, βG resulta
lineal. Más aún, para cualesquiera ω, υ ∈ E∗

linv(G)

βG(ω ∧ υ) = (ω ∧ υ)e = ωe ∧ υe

de modo que resulta ser un morfismo de álgebras. Además, si se satisface ωe =
βG(ω) = βG(υ) = υe, dada σ ∈ G

143
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ωσ = ωe ◦ d(lσ−1)σ = υe ◦ d(lσ−1)σ = υσ

por lo que βG es un monomorfismo.
Por otro lado, dado ν ∈ Λ(T ∗

e G) consideremos la forma

G
ν̃ �� Λ∗(G)

σ � �� ν ◦ d(lσ−1)σ

Notemos que ν ∈ E∗
linv(G), pues dados m,σ ∈ G

δlσ(ν̃)m = ν̃σm ◦ d(lσ)m = ν ◦ d(l(σm)−1)σm ◦ d(lσ)m

= ν ◦ d(lm−1σ−1 ◦ lσ)m = ν ◦ d(lm−1)m = ν̃m .

De ese modo concluimos que βG es un isomorfismo de álgebras.
Nótese que ω ∈ Ep

linv(G) si y sólo si βG(ω) = ωe ∈ Λp(T ∗
e G). De modo que

βG

∣∣
Ep

linv(G)
: Ep(G) −→ Λp(T ∗

e G)

es un isomorfismo, en particular cuando p = 1.

iii. Notemos que ω(X) : G −→ R satisface que para un elemento σ ∈ G

ω(X)σ = ωσ(Xσ)
= (ωe ◦ d(lσ−1)σ)(d(lσ)e(Xe)) = ωe(Xe) .

Por otro lado, considerando αG como en la Proposición 4.2.5 inciso i,

(α∗
G ◦ βG)(ω)(X) = βG(ω) ◦ αG(X) = βG(ω)(Xe) = ωe(Xe) .

En adelante identificaremos ω con (α∗
G◦βG)(ω). Con ello obtenemos el siguiente

diagrama conmutativo

g ω ��

αG

��

R

TeG

ωe

������������

iv. Por la Proposición 3.5.2
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dω(X,Y ) = Xω(Y ) − Y ω(X) − ω[X,Y ] .

Como ω(X), ω(Y ) son funciones constantes, para cualquier σ ∈ G

(Xω(Y ))σ = Xσ(ω(Y )) = 0 = Yσ(ω(X)) = (Y ω(X))σ

de lo que se sigue el resultado.

Por la Proposición 3.5.2 es posible concluir que para cualquier ω ∈ E∗
linv(G),

dω ∈ E∗
linv(G) ya que dado σ ∈ G, d y δlσ conmutan y de ah́ı

δlσ(dω) = d(δlσ(ω)) = dω .

v. Sabemos que

[Xi, Xj ] =
d∑

k=1

ωk[Xi, Xj ] Xk

donde ωk[Xi, Xj ] = (ωk)e[Xi, Xj ]e = cijk es constante pues ωk ∈ E1
linv(G) y

[Xi, Xj ] ∈ g, de ese modo

cijk + cjik = ωk[Xi, Xj ] + ωk[Xj , Xi]
= ωk[Xi, Xj ] − ωk[Xi, Xj ] = 0 .

Además por la identidad de Jacobi sabemos que para cualesquiera i, j, k ∈
{ 1, . . . , d }

[[Xi, Xj ], Xk] + [[Xj , Xk], Xi] + [[Xk, Xi], Xj ] = 0 .

Por otro lado

[[Xi, Xj ], Xk] =
[ d∑

l=1

cijlXl, Xk

]

=
d∑

l=1

cijl[Xl, Xk] =
d∑

l=1

cijl

d∑
t=1

clktXt

=
d∑

t=1

d∑
l=1

cijlclktXt

De ese modo
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0 = [[Xi, Xj ], Xk] + [[Xj , Xk], Xi] + [[Xk, Xi], Xj ]

=
d∑

t=1

( d∑
l=1

(cijlclkt + cjklclit + ciklcljt)
)

Xt

lo cual sucede si y sólo si
∑d

l=1(cijlclkt + cjklclit + ciklcljt) = 0 para cualquier
t ∈ { 1, . . . , d }.

Por lo dicho en el inciso anterior, dωi ∈ E2
linv(G). Este último tiene por base

{ωj ∧ ωk }j<k, de manera que

dωi =
∑
j<k

−ωi[Xj , Xk]ωj ∧ ωk

=
∑
j<k

cjki ωk ∧ ωj

�

Observación 4.2.11. Identificando la función constante dω(X, Y ) con el valor
real que toma, según la propiedad descrita en el inciso iv de la Proposición
anterior, el siguiente diagrama conmuta

g × g
dω ��

[ , ]

��

R

TeG

−ω

������������

Ejemplo 4.2.12. Veamos una aplicación de la Proposición 4.2.10 que nos
será de utilidad en la sección 5.2.

Consideremos {ω1, . . . , ωc−d } un conjunto linealmente independiente de
1-formas invariantes izquierdas en Gc. Veamos que una condición necesaria y
suficiente para que el subespacio h ⊆ g anulado por dichas 1-formas resulte ser
una subálgebra de Lie de g (es decir, es cerrado bajo corchetes) es que el ideal
I generado por estas sea diferencial.

Ya que β = {ω1, . . . , ωc−d } es un conjunto de 1-formas invariantes izquier-
das

h = {X ∈ g : ωi(X) ≡ 0 para todo 1 � i � c − d }
= {X ∈ g : (ωi)e(X)e = 0 para todo 1 � i � c − d } .

Supongamos que h es subálgebra de Lie de g.
Sean ωd−c+1, . . . , ωd ∈ E1

l inv(G) de tal modo que {ω1, . . . , ωd } es una base
de E1

l inv(G). Consideremos {Y1, . . . , Yd } una base de g que satisface que
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{Yd−c+1, . . . , Yd } es una base de h. Por la Proposición 4.2.10 inciso v para
cualesquiera i, j ∈ { 1, . . . , d }

[Yi, Yj ] =
d∑

k=1

cijkYk .

Como h es subálgebra de Lie de g, si i, j ∈ { d−c+1, . . . , d } entonces cijk = 0
para toda k ∈ { 1, . . . , d − c }. Por otro lado, si l ∈ { 1, . . . , d }

dωl =
∑
j<k

cjklωk ∧ ωj .

En particular, si l ∈ { 1, . . . , d − c } entonces cjkl = 0 para cualesquiera j, k ∈
{ d − c + 1, . . . , d } de modo que

dωl =
∑
j<k

j�d−c

cjklωk ∧ ωj ,

Es decir, dωl ∈ I para todo l ∈ { 1, . . . , d − c }.
Sea ω =

∑
n∈N

ωn ∈ I, que es equivalente a que cada componente ho-
mogénea ωn está en el ideal I. Consideremos υ1 ∧ . . .∧υn donde υi ∈ E1(M)
y υk ∈ β para algún k ∈ { 1, . . . , n }. Como d es una anti-derivación se tiene
que

d
(
υ1∧ . . . ∧ υn

)
=

n∑
j=1

(−1)j−1
(
υ1 ∧ . . . ∧ dυj ∧ . . . ∧ υn

)
,

obteniendo con ello que υ1 ∧ . . . ∧ υn ∈ I. Como ωn es una suma finita de
elementos de la forma υ1 ∧ . . . ∧ υn concluimos que dω ∈ I.

Supongamos que I es un ideal diferencial. Para concluir que h es una
subálgebra de Lie de g basta mostrar que [Yi, Yj ] ∈ h para cualesquiera i, j ∈
{ d−c+1, . . . , d }. Por la Proposición 4.2.10 inciso iv para todo k ∈ { 1, . . . , d−
c }

ωk[Yi, Yj ] = −dωk(Yi, Yj) = 0 ,

por lo cual [Yi, Yj ] ∈ h.
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Caṕıtulo 5

Construcciones con grupos
de Lie

5.1. Morfismos de grupos de Lie

Definición 5.1.1. (Morfismos de grupos y álgebras de Lie) Sean G y
H grupos de Lie. Decimos que ϕ : G −→ H es un morfismo de grupos de Lie
si es un morfismo de grupos y además es suave. Diremos que es un isomorfismo
de grupos de Lie si es un isomorfismo de grupos y es un difeomorfismo; en
particular lo llamaremos automorfismo si G = H. Cuando H = Aut(V ) para
algún espacio vectorial V , o bien es igual a GL(n, C) o GL(n, R), entonces el
morfismo ϕ será llamado representación de un grupo de Lie G.

Análogamente si h y g son álgebras de Lie, diremos que ψ : g −→ h es
un morfismo de álgebras de Lie si es R-lineal y preserva corchetes (es decir que
para cualesquiera X, Y ∈ g, ψ[X, Y ] = [ψ(X), ψ(Y )]). Diremos que es un
isomorfismo si además es biyectiva y en particular automorfismo si g = h. En
el caso en el que h = End(V ) para algún espacio vectorial V , o bien es igual
a gl(n, C) o gl(n, R), entonces el morfismo ψ es llamado representación del
álgebra de Lie g.

Consideremos G y H grupos de Lie; sean g y h sus respectivas álgebras.
Si e y ẽ son los elementos neutros de G y H respectivamente, denotemos

g
αG �� TeG h

αH �� TẽH

X
� �� Xe Y

� �� Yẽ

.

a sus isomorfismos. Sabemos que αG (análogamente αH) induce una estructura
de álgebra en TeG (en TẽH). A saber dados ν, τ ∈ TeG

[ν, τ ] = αG([α−1
G (ν), α−1

G (τ)]).

De modo que si ϕ : G −→ H es un morfismo de grupos de Lie, ϕ(e) = ẽ y
aśı dϕe : TeG −→ TẽH induce una transformación lineal
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g
αG �� TeG

dϕe �� TẽH
α−1

H �� h

X
� �� Xe

� �� dϕe(Xe)
� �� α−1

H (dϕe(Xe))

Abusando de la notación llamaremos a dicha transformación dϕ, de modo que
dϕ(X)(ẽ) = α−1

H (dϕe(Xe))(ẽ) = dϕe(Xe) resultando ser dϕ(X) el único campo
invariante izquierdo en H cuyo valor en ẽ es dϕe(Xe).

Sabemos que X ∈ g, Y ∈ h son ϕ- relacionados si el siguiente diagrama
conmuta

G
ϕ ��

X

��

H

Y

��
TG

dϕ
�� TH

es decir que para cualquier σ ∈ G, Yϕ(σ) = Y ◦ lϕ(σ)(ẽ) = dlϕ(σ)(Yẽ) y

(dϕ ◦ X)(σ) = dϕσ(Xσ) = dϕσ(dlσ(Xe)) = d(ϕ ◦ lσ)e(Xe)
= d(lϕ(σ) ◦ ϕ)

e
(Xe) = dlϕ(σ)ẽ

(dϕe(Xe)).

Esto nos dice que X y Y son ϕ-relacionados si y sólo si Yẽ = dϕe(Xe) si y sólo
si dϕ(X) = Y .

Una consecuencia de esta última propiedad se enuncia a continuación junto
con el hecho de que la transformación dϕ resulta ser un morfismo de álgebras
de Lie.

Teorema 5.1.2. Sean G y H grupos de Lie con álgebras de Lie g y h res-
pectivamente, y ϕ : G −→ H morfismo. Entonces

i. X y dϕ(X) son ϕ-relacionados para cada X ∈ g.

ii. dϕ : g −→ h es un morfismo de álgebras de Lie.

Demostración. Verifiquemos el inciso ii. Sean X, X ′ ∈ g de modo que el
siguiente diagrama conmuta

G
ϕ ��

[X,X′]
��

H

dϕ([X,X′])
��

TG
dϕ

�� TH

es decir, (deϕ([X, X ′]))ẽ = dϕe([X, X ′]e). De modo que basta verificar que

[dϕ(X), dϕ(X ′)]ẽ = dϕe([X, X ′]e).

Sea f ∈ C∞
ẽ (H). Notemos que para cualquier σ ∈ dom(dϕ(X ′)(f) ◦ ϕ)

150



5.1. Morfismos de grupos de Lie

(dϕ(X ′)(f)◦ϕ)(σ) = dϕ(X ′)ϕ(σ)(f) = dϕσ(X ′
σ)(f) = X ′

σ(f ◦ϕ) = X ′(f ◦ϕ)(σ)

Por lo que dϕ(X ′)(f)◦ϕ = X ′(f ◦ϕ); análogamente dϕ(X)(f)◦ϕ = X(f ◦ϕ).
De ese modo

[dϕ(X), dϕ(X ′)]ẽ(f) = dϕ(X)ẽ(dϕ(X ′)(f)) − dϕ(X ′)ẽ(dϕ(X)(f))
= dϕ(Xe)(dϕ(X ′)(f)) − dϕ(X ′

e)(dϕ(X)(f))
= Xe(dϕ(X ′)(f) ◦ ϕ) − X ′

e(dϕ(X)(f) ◦ ϕ)
= Xe(X ′(f ◦ ϕ)) − X ′

e(X(f ◦ ϕ))
= [X, X ′]e(f ◦ ϕ) = dϕe([X, X ′]e)(f)

�

Hemos visto como el morfismo de grupos de Lie ϕ induce un morfismo de
álgebras por medio de la derivada. Ahora veremos como actúa su mapeo dual
δϕ en E∗

linv(H). Para ello observemos que δϕ lleva elementos de E∗
linv(H) en

E∗
linv(G).

Sea ω ∈ E∗
linv(H), de modo que para cualquier σ ∈ G

δlσ(δϕ(ω)) = δ(ϕ ◦ lσ)(ω) = δ(lϕ(σ) ◦ ϕ)(ω)
= δϕ(δlϕ(σ)(ω)) = δϕ(ω).

Por la proposición 2.23 concluimos que δϕ es un morfismo entre álgebras; más
aún, δϕ(E∗

linv(H)) ⊆ E∗
linv(G) y satisface que δϕ(Ek

linv(H)) ⊆ Ek
linv(G), para

cualquier k ∈ N. De modo que podemos definir una función lineal

δϕ : E1
linv(H) −→ E1

linv(H)

que hace conmutar el siguiente diagrama

E1
linv(H)

δϕ ��

βH

��

E1
linv(G)

βG

��
h∗

dϕ∗
�� g∗

.

Es decir que para todo ω ∈ E1
linv(H), βG ◦ δϕ(ω) = δϕ∗ ◦ βH(ω), pues dado

X ∈ g

(βG ◦ δϕ)(ω)(X) = βG(δϕ(ω))(X) = (δϕ(ω))e(Xe) = (ωẽ ◦ dϕe)(Xe)
= ωẽ(dϕe(Xe)) = ωẽ(dϕ(X)ẽ)

y por otro lado
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(dϕ∗ ◦ βH(ω))(X) = (βH(ω) ◦ dϕ)(X) = ωẽ(dϕ(X)ẽ).

Identificando los espacios tangentes respectivos concluimos que δϕ(ω)(X) =
ω(dϕ(X)).

Recordemos que dada un base {ω1, . . . , ωd } de E1
linv(H) existen constantes

estructurales {cijk} para las cuales

dωi =
∑
j<k

cijkωk ∧ ωj .

Como d y δ conmutan obtenemos una expresión para la derivada de δωi, a
saber

d(δ(ωi)) =
∑
j<k

cijkδ(ωk) ∧ δ(ωj).

Enseguida se muestra un caso en donde esta expresión resulta útil.

Observación 5.1.3. Consideremos Gd y Hc grupos de Lie con álgebras de
Lie g y h respectivamente. Sea Ψ : g −→ h un morfismo de álgebras de Lie.
Denotemos como Ψ∗ : E1

l inv(H) −→ E1
l inv(G) el mapeo dual definido como

Ψ∗(ω)(X) = ω(Ψ(X)) ω ∈ E1
l inv(H), X ∈ g .

Consideremos {ωi } una base de E1
l inv(H) y denotemos como I al ideal de

E∗(G × H) generado por el conjunto linealmente independiente de 1-formas

{µi = δπ1

(
Ψ∗(ωi)

) − δπ2(ωi) }c
i=1 ,

donde π1 y π2 son las proyecciones canónicas de G × H sobre G y H
respectivamente. Veamos que I es un ideal diferencial, para lo que basta veri-
ficar que dµi ∈ I.

Supongamos que hemos probado que para todo i ∈ { 1, . . . , c }

d
(
Ψ∗(ωi)

)
=

∑
j<k

cjkiΨ∗(ωk) ∧ Ψ∗(ωj) (5.1)

donde cjki son las constantes estructurales de H con respecto a la base {ωi }.
Por la Proposición 3.3.8 inciso iii se tiene que δ y d conmutan de manera que
para todo i ∈ { 1, . . . , c }
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d
(
δπ1

(
Ψ∗(ωi)

) − δπ2(ωi)
)

=
∑
j<k

cjki δπ1

(
Ψ∗(ωk)

) ∧ δπ1

(
Ψ∗(ωj)

)
+

∑
j<k

cjki δπ2(ωk) ∧ δπ2(ωj)

=
∑
j<k

cjki

(
δπ1

(
Ψ∗(ωk)

) − δπ2(ωk)
) ∧ δπ1

(
Ψ∗(ωj)

)
+

∑
j<k

cjki δπ2(ωk) ∧ (
δπ1

(
Ψ∗(ωj)

) − δπ2(ωj)
)
,

con lo cual se concluye que I es diferencial. Mostremos que la ecuación (5.1)
se satisface, para lo cual es suficiente probar que al aplicar campos arbitrarios
X, Y ∈ g a ambos miembros de la ecuación se satisface la igualdad.

Por la Proposición 4.2.10 incisos iv y v se tiene que

d
(
Ψ∗(ωi)

)
(X, Y ) = −Ψ∗(ωi)[X, Y ] = −ωi[Ψ(X),Ψ(Y )]

= dωi

(
Ψ(X),Ψ(Y )

)
=

∑
j<k

cjkiωk ∧ ωj

(
Ψ(X),Ψ(Y )

)
=

∑
j<k

cjkiΨ∗(ωk) ∧ Ψ∗(ωj)(X,Y ) .

Finalmente verifiquemos que para todo i ∈ { 1, . . . , c }

µi = δπ1

(
Ψ∗(ωi)

) − δπ2(ωi)

es una forma invariante izquierda de G × H. Sean σ ∈ G y τ ∈ H. Nótese
que π1 ◦ l(σ,τ) = lσ ◦ π1 y π2 ◦ l(σ,τ) = lτ ◦ π2 de modo que para cualesquiera
σ1 ∈ G y τ1 ∈ H

δl(σ,τ)(µi)(σ1, τ1) = Ψ∗(ωi)σ σ1 ◦ d
(
π1 ◦ l(σ,τ)

) − (ωi)τ τ1 ◦ δ
(
π2 ◦ l(σ,τ)

)
= Ψ∗(ωi)σ σ1 ◦ d

(
lσ ◦ π1

)
(σ1,τ1)

− (ωi)τ τ1 ◦ δ
(
lτ ◦ π2

)
(σ1,τ1)

= Ψ∗(ωi)σ1 ◦ d(π1)(σ1,τ1) − (ωi)τ1 ◦ d(π2)(σ1,τ1)

=
(
δπ1

(
Ψ∗(ωi)

) − δπ2(ωi)
)
(σ1, τ1) = µi(σ1, τ1) .

En particular, si ψ : G −→ H es un morfismo de grupos de Lie entonces se
sigue del Teorema 5.1.2 que dψ : g −→ h es un morfismo de álgebras de Lie y
por lo tanto lo anterior se aplica a δψ.
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5.2. Subgrupos de Lie

Definición 5.2.1. (Subgrupo de Lie) Decimos que (H, ϕ) es un subgrupo de
Lie de G si dicho par es una subvariedad de G y además ϕ es un morfismo de
grupos.

En este caso (H,ϕ) resultará un subgrupo cerrado de G si ϕ(H) ⊆ G es
cerrado.

Como lo hicimos en el caṕıtulo 2 para subvariedades, podemos identificar la
clase de subgrupos de Lie de un grupo G con el conjunto

A = { (A, iA) : A es un subgrupo de G y (A, iA) es subvariedad },

de modo que dos subgrupos (H1, ϕ1) y (H2, ϕ2) están relacionados al mismo
subgrupo (A, iA) si y sólo si ϕ(H1) = ϕ(H2) = C y la composición ϕ−1

2 ◦ ϕ1

es un isomorfismo. Lo anterior es equivalente a pedir que exista α : H1 −→ H2

isomorfismo tal que ϕ2 ◦ α = ϕ1. Nuevamente resulta una relación de equiva-
lencia en la clase de subgrupos de Lie de G. De este modo cuando hablemos
de la existencia de subgrupos de Lie de G que son únicos con respecto a algu-
na propiedad, entenderemos que existe una única clase de equivalencia cuyos
elementos la satisfacen.

Al igual que antes, cuando no haya lugar a confusión diremos que A ⊆ G es
subgrupo de G refiriéndonos a que (A, iA) ∈ A.

Definición 5.2.2. Sea g un álgebra de Lie. Diremos que h ⊆ g es una subálgebra
de Lie de g si es un R-subespacio vectorial de g y es cerrado bajo corchetes.

Si (A, iA) es un subgrupo de G y a su álgebra de Lie, usualmente identi-
ficaremos esta última con diA(a), considerándola aśı una subálgebra de g en el
sentido de la definición anterior.

Ocuparemos el siguiente resultado de grupos topológicos para abordar un
Teorema que nos ayudará a dar una correspondencia biuńıvoca entre las subálge-
bras de un grupo de Lie y sus subgrupos conexos.

Lema 5.2.3. Sea G un grupo topológico conexo y U una vecindad de e. En-
tonces

G =
⋃
n∈N

Un

donde Un denota el conjunto que tiene a productos de elementos en U con n
factores.

Demostración. Consideremos V = U ∩U−1 (donde U−1 = {σ−1 : σ ∈ U }),
de manera que V es una vecindad abierta de e y además simétrica, es decir
V = V −1. Observemos que

H =
⋃
n∈N

V n ⊆
⋃
n∈N

Un (5.2)
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Afirmamos que H es un subgrupo de G. Sean σ = σ1 . . . σk, τ = τ1 . . . τm ∈ H,
de modo que σ−1 = σ−1

k . . . σ−1
1 ∈ V k ⊆ H y στ ∈ V k+m ⊆ H. Como además

e ∈ V ⊆ H, se concluye lo deseado.
Ya que H es unión de abiertos, resulta un abierto. Por otro lado, para

cualquier ρ ∈ G, ρH es abierto y por ello G � H = ∪
ρ�∈H

ρH es abierto. De

manera que H es abierto y cerrado y por tanto es igual a G. De la igualdad (5.2)
se sigue el resultado.

�

Obsérvese que del argumento dado en el Lema anterior se sigue que cualquier
grupo topológico conexo no tiene subgrupos propios que sean abiertos.

Teorema 5.2.4. Sea G grupo de Lie y g su álgebra de Lie. Si h̃ ⊆ g es una
subálgebra de Lie, entonces existe un único subgrupo de Lie conexo (H,ϕ) de G

para el cual dϕ(h) = h̃.

Demostración. Notemos que de ser (H, ϕ) un subgrupo de Lie que satisface
dϕ(h) = h̃, que es equivalente a decir que

dϕ(TẽH) = {Xe : X ∈ h̃ }.
Esto nos hace pensar en la distribución Dh̃ definida como

Dh̃(σ) = { dlσ(Xe) : X ∈ h̃ } = {Xσ : X ∈ h̃ }
para cualquier σ ∈ G. Sabemos que es suave (pues generada por una base de h̃)
y además

dϕ(ThH) = dϕ(dlh(TẽH)) = d(ϕ ◦ lh)(TẽH)

= d(lϕ(h) ◦ ϕ)(TẽH) = dlϕ(h)({Xe : X ∈ h̃ })
= { dlϕ(h)(Xe) : X ∈ h̃ } = Dh̃(ϕ(h)).

es decir, (H, ϕ) resulta ser una variedad integral de Dh̃. Por ello nos dedicaremos
a estudiar la distribución Dh̃ y sus variedades integrales.

Supongamos que dimh̃ = d y {X1, . . . , Xd } son los generadores de h̃. De

modo que si X =
d∑

i=1

aiXi , Y =
d∑

j=1

bjXj ∈ Dh̃, donde ai, bj ∈ C∞(G) para

cualesquiera i, j ∈ { 1, . . . d }, se tiene

[X, Y ] =
∑
i,j

(aibj [Xi, Xj ] + ai(Xi(bj))Xj − bj(Xj(ai))Xi).

Aśı [X, Y ] ∈ Dh̃ por ser h̃ álgebra de Lie. De modo que Dh̃ es involutiva y
por ello existe una variedad integral conexa maximal de Dh̃ que pasa por e.
Denotémosla como (H, ϕ).
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Basta mostrar que H puede recibir una estructura de grupo compatible con
su estructura de variedad, la cual haga que ϕ sea un morfismo de grupos de Lie,
además de que cualquier otro grupo que satisfaga la propiedad sea equivalente
a (H,ϕ).

Notemos que e ∈ ϕ(H); además dado σ ∈ ϕ(H), (H, lσ−1 ◦ ϕ) es una
variedad integral de Dh̃ que pasa por e, de tal forma que lσ−1 ◦ ϕ(H) ⊆ ϕ(H)
y por tanto σ−1 ∈ ϕ(H). Análogamente, dados σ, τ ∈ ϕ(H), (H, lστ ◦ ϕ) es
una variedad integral de Dh̃ que pasa por σ y por tanto lστ ◦ϕ(H) ⊆ ϕ(H). De
ah́ı στ ∈ ϕ(H), concluyendo con ello que ϕ(H) es un subgrupo abstracto de G.

Por otro lado, si denotamos el producto de G×G como · , obtendremos el
siguiente diagrama conmutativo

ϕ(H) × ϕ(H) · ��

·|ϕ(H)×ϕ(H) ���������� G

ϕ(H)

iϕ(H)

��

donde se considera ϕ(H) × ϕ(H) con la estructura de producto inducida por
(H,ϕ). Como (ϕ(H), iϕ(H)) es variedad integral, obtenemos que ·|ϕ(H)×ϕ(H)

es suave (Teoremas 1.32 y 1.62). De este modo (ϕ(H), iϕ(H)) es un subgrupo
de Lie de G.

Por otro lado sabemos que considerando a ϕ(H) con la estructura diferencial
inducida por H a través de ϕ, éste resulta un difeomorfismo. Consideremos

H × H
·̃ �� H

(h, h′) � �� ϕ−1(ϕ(h)·ϕ(h′))

Ésta resulta ser una operación de grupo para H que hace a ϕ un isomorfismo
de grupos abstractos. Como es suave, entonces (H, ϕ) con el producto ·̃ es un
subgrupo de Lie de G.

Sea (H ′, ϕ′) subgrupo conexo de Lie de G con álgebra de Lie h′ para el cual
dϕ(h′) = h̃. Sabemos que resulta ser una variedad integral de Dh̃ que pasa por
e; por tanto ϕ′(H ′) ⊆ ϕ(H). Por lo tanto existe una única función α : H ′ −→ H
que hace conmutar el diagrama

H ′ ϕ′
��

α
��������� G

H

ϕ

��

Como para cualesquiera σ, τ ∈ H ′, α(στ) es el elemento en H que bajo ϕ va a
ϕ′(σ)ϕ′(τ) y

ϕ(α(σ)α(τ)) = ϕ(α(σ))ϕ(α(τ)) = ϕ′(σ)ϕ′(τ),
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de ah́ı α es un morfismo de grupos.
Por los Teoremas 1.32 y 1.62, α es suave. Más aún, es inyectiva pues ϕ′ =

ϕ ◦α; como consecuencia de esto mismo, es inmersión de H. Por otro lado α es
difeomorfismo local en e′ (Teorema de la función inversa). De modo que existe
U ′ ⊆ H ′ vecindad abierta de e′ tal que α|U ′ es difeomorfismo. Como H =⋃
n∈N

(ϕ(U ′))n se tiene que α es biyectiva y de ah́ı ϕ(H) = ϕ ◦ α(H ′) = ϕ′(H ′).

Regresando a los Teoremas 1.32 y 1.62 concluimos que α−1 es suave.
�

En resumen hemos demostrado que (H, ϕ) es un subgrupo conexo de Lie
de G tal que dϕ(h) = h̃ si y sólo si (H, ϕ) es una variedad integral conexa
maximal del ideal generado por h̃, Dh̃.

Empleando un razonamiento análogo al que se desarrolló en la demostración
anterior para exhibir que ϕ(H) era un subgrupo abstracto de G, se puede
mostrar que si C es la componente conexa de G que tiene a e, C es un subgrupo
abstracto de G y no sólo eso, sino que resulta ser un subgrupo de Lie pues es
un subconjunto abierto de G. De hecho este resultado es válido para grupos
topológicos.

Corolario 5.2.5. Dado un subgrupo de Lie (H, ϕ) de G, si H̃ es una compo-
nente conexa de H entonces (H̃, ϕ|H̃) es una variedad integral conexa maximal
de la distribución generada por la subálgebra de g, dϕ(h).

En el siguiente resultado interpretaremos el Teorema anterior en términos
de formas diferenciables. Para ello tengamos en cuenta que dado un conjunto
linealmente independientes de 1-formas invariantes izquierdas, una condición
necesaria y suficiente para que el subespacio h ⊆ g anulado por dichas formas
resulte ser una subálgebra de g es que el ideal generado por las 1-formas sea
diferencial. (ejemplo 4.2.12)

Corolario 5.2.6. Sea {ω1, . . . , ωc−d} conjunto linealmente independiente de
1-formas invariantes izquierdas de Gc. Supongamos que el ideal generado por
dicho conjunto I es diferencial. Entonces la variedad integral maximal de la
d-distribución asociada al ideal que pasa por e es un subgrupo de Lie de G.

Aunque el Teorema siguiente es una consecuencia del anterior, por śı mismo
es bastante importante. Nos habla de una condición para determinar cuando
dos morfismos que salen de un grupo de Lie conexo son iguales.

Teorema 5.2.7. Sean G grupo de Lie conexo y ϕ, ρ : Gd −→ Hc morfismos
de grupos de Lie que satisfacen que dϕ = dρ, subálgebra del álgebra de Lie de
H, entonces ϕ = ρ.

Demostración. Observemos que G × H tiene una estructura de grupo de
Lie con la operación usual de producto, inducida a través de G y H (véase
el ejemplo 4.1.6 inciso v). Consideremos Gϕ, Gρ ⊆ G × H gráficas de ϕ y ρ

157
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respectivamente. De modo que resultan ser subgrupos de Lie conexos con sus
correspondientes inclusiones iϕ, iρ en G × H, pues la operación de este último
restringida a la gráfica de algún morfismo de grupos de Lie es cerrada y suave
(ver ejemplo 1.1.8).

Veremos que diϕ(T(e,ẽ)Gϕ) = diρ(T(e,ẽ)Gρ); denotando gϕ y gρ a las subálge-
bras de Lie de Gϕ y Gρ respectivamente, es equivalente a que diϕ(gϕ) =
diρ(gρ) = b, es decir que determinan la misma subálgebra de Lie en el álge-
bra de G × H. Por el Teorema previo, sabemos que ambas son variedades
integrales conexas maximales de la distribución generada por b y pasan a
través de (e, ẽ), de modo que Gϕ = Gρ, obteniendo aśı que para cualquier
σ ∈ G (σ, ϕ(σ)) = (σ, ρ(σ)) y concluyendo con ello que ϕ = ρ.

Dadas π1 y π2 las proyecciones conónicas de G × H sobre G y H res-
pectivamente, sabemos que (dπ1, dπ2) : T(e,ẽ)(G × H) −→ TeG × TẽH es un
isomorfismo de espacios vectoriales. Sea

T = { (ν, dϕ(ν)) : ν ∈ TeG }.

Observemos que

(d(π1 ◦ iϕ), d(π2 ◦ iϕ))(T(e,ẽ)Gϕ) ⊆ T

Sea ν ∈ T(e,ẽ)Gϕ, de modo que si (U, τ = (x1, . . . , xd)) es un sistema coor-
denado de G, (Gϕ ∩π−1

1 (U), τ ◦π1|Gϕ) es un sistema coordenado de Gϕ (véase
el ejemplo 1.1.8) y por ello

ν =
d∑

i=1

ai
∂

∂(xi ◦ π1)

∣∣∣∣∣
(e,ẽ)

donde ai ∈ R para cualquier i ∈ { 1, . . . , d }. Aśı dado f ∈ C∞
e (G) y denotando

λ el mapeo inverso de π1|Gϕ

ν(f ◦ π1 ◦ iϕ) =
d∑

i=1

ai
∂(f ◦ π1 ◦ iϕ)

∂(xi ◦ π1)

∣∣∣∣∣
(e,ẽ)

=
d∑

i=1

ai

∂(f ◦ π1|Gϕ ◦ λ ◦ τ−1)
∂ri

(τ(e))

=
d∑

i=1

ai
∂(f ◦ τ−1)

∂ri
(τ(e)) =

d∑
i=1

ai
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
e

(f).

(5.3)

Si por otro lado g ∈ C∞
ẽ (H),
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ν(g ◦ π2 ◦ iϕ) =
d∑

i=1

ai
∂(g ◦ π2 ◦ iϕ)

∂(xi ◦ π1)

∣∣∣∣∣
(e,ẽ)

=
d∑

i=1

ai
∂(g ◦ π2 ◦ λ ◦ τ−1)

∂ri
(τ(e))

=
d∑

i=1

ai
∂(g ◦ ϕ ◦ τ−1)

∂ri
(τ(e)) =

d∑
i=1

ai
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
e

(g ◦ ϕ)

= dϕ

(
d∑

i=1

ai
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
e

)
(g).

(5.4)

De las igualdades (5.3) y (5.4) concluimos que (d(π1 ◦ iϕ), d(π2 ◦ iϕ))(ν) ∈ T .
Aśı (d(π1 ◦ iϕ), d(π2 ◦ iϕ))(T(e,ẽ)Gϕ) es un subespacio de dimensión d de

T(e,ẽ)(G × H) contenido en el subespacio T que tiene la misma dimensión, re-
sultando por ello iguales. Análogamente podemos mostrar que

(d(π1 ◦ iρ), d(π2 ◦ iρ))(T(e,ẽ)Gρ) = T .

Como (dπ1, dπ2) ◦ diϕ = (dπ1 ◦ diϕ, dπ2 ◦ diϕ) = (d(π1 ◦ iϕ), d(π2 ◦ iϕ),

(dπ1, dπ2)(diϕ(T(e,ẽ)Gϕ)) = (dπ1, dπ2)(diρ(T(e,ẽ)Gρ)),

y de ah́ı

diϕ(T(e,ẽ)Gϕ) = diρ(T(e,ẽ)Gρ)

que es lo que queŕıamos concluir.
�

Una demostración alternativa de este Teorema se presenta en la sección A.1
del Ápendice.

Ahora veremos que hay una correspondencia biuńıvoca entre subgrupos abs-
tractos de G que poseen estructuras de variedades diferenciables que los con-
vierten en subvariedades del mismo, y subgrupos de Lie de G (considerando
que estos últimos son identificados si resultan equivalentes).

En la demostración de el siguiente resultado ocuparemos la versión débil del
Teorema de Sard para variedades que nos dice que dada una función suave entre
variedades h : M c −→ Nd, donde c < d, el interior de la imagen de M bajo h
es vacio en N . La demostración de dicho Teorema se incluye en el Apéndice.

Teorema 5.2.8. Sea A un subgrupo abstracto de un grupo de Lie G el cual
tiene una estructura de variedad diferenciable que hace que (A, iA) sea una
subvariedad de G. Entonces esa es la única estructura de variedad diferenciable
que A puede poseer de tal forma que tenga dicha propiedad. Más aún, (A, iA)
resulta ser un subgrupo de Lie de G.
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Caṕıtulo 5. Construcciones con grupos de Lie

Demostración. Consideremos la distribución en Gd que traslada el espacio
tangente de e en A, es decir que para cualquier σ ∈ G

Dσ = { d(lσ ◦ iA)(ν) : ν ∈ TeA }.

Notemos que esta distribución es la misma que definimos en el Teorema 5.2.4
a través de la subálgebra de g. De hecho, suponiendo que la dimensión de (A, iA)
es d obtenemos una d-distribución suave, lo cual se puede concluir observando
que existen X1, . . . , Xd ∈ g para las cuales { (X1)e, . . . , (Xd)e } resulta una
base para diA(TeA); de ese modo, para toda σ ∈ G el subespacio generado por
{ (X1)σ, . . . , (Xd)σ } es Dσ.

Por el momento no podemos asegurar que (A, iA) sea una subvariedad in-
tegral que pasa por e, pues no sabemos que para cualquier σ ∈ A, lσ|A sea un
difeomorfismo de (A, iA) y por lo tanto el cálculo hecho al comienzo del Teore-
ma 5.2.4 para mostrar que cualquier subgrupo de Lie que satisficiera dϕ(h) = h̃,
seŕıa una subvariedad integral de dicha distribución, no es válido ahora. Pero
notemos que de ser posible mostrarlo, D resultaŕıa una distribución suave e
involutiva, pues (A, lσ ◦ iA) seŕıa una variedad integral que pasaŕıa por σ, para
toda σ ∈ G (Proposición 2.9.6). No sólo eso, sino que el producto en A resultaŕıa
suave por un razonamiento análogo al utilizado en la demostración del Teorema
5.2.4 y con ello (A, iA) seŕıa un subgrupo de Lie de G.

Mostraremos que cualquier estructura de variedad que permita a A ser sub-
variedad de G con el mapeo inclusión, resulta ser subvariedad integral de una
distribución (a saber, la que se defina como correspondientemente se hizo con
D por medio de (A, iA) arriba). Con ello, si (A1, i1), (A2, i2) denotan estruc-
turas de variedades diferenciables de G que tiene a A como conjunto base y i1, i2
son los mapeos inclusión, ambas resultan ser variedades integrales de D. De ese
modo por los Teoremas 1.32 y 1.62, dado que el siguiente diagrama conmuta

A1
i1 ��

id
��������� G

A2

i2

��

id es un difeomorfismo; de modo que (A1, i1) = (A2, i2).
Considerando la notación dada antes, veamos que (Ac, iA) es una subva-

riedad integral de D. De suponer que esto no es cierto, existe σ ∈ A para la
cual d(iA)σ(TσA) no es subconjunto de Dσ. Sean { ν1, . . . , νc } base de Dσ y
νc+1 ∈ d(iA)σ(TσA) � Dσ, de modo que { ν1, . . . , νc, νc+1 } es un subconjunto
linealmente independiente de TeG.

Sean ω1, . . . , ωc ∈ TeA y ωc+1 ∈ TσA que satisfacen

d(lσ ◦ iA)e(ωi) = νi i ∈ { 1, . . . , c }
d(iA)σ(ωc+1) = νc+1 ,
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y α1, . . . , αc+1 curvas que satisfacen que α̇i(0) = ωi, para i ∈ { 1, . . . , c + 1 }.
Aśı, considerando γi = iA ◦ αi, si i ∈ { 1, . . . , c } y γc+1 = lσ−1 ◦ iA ◦ αc+1

tenemos c + 1 curvas suaves con imagen en A que pasan por e en el cero y
definen mediante su derivada c+1 vectores linealmente independientes en TeG.

Consideremos

W
Ψ �� G

(t1, . . . , tc+1)
� �� γ1(t1) . . . γc+1(tc+1)

donde W ⊆ R
c+1 es un abierto y Ψ(W ) ⊆ A. Notemos que Ψ es no singular en

el origen pues { dΨ0̂ = γ̇i(0) : i ∈ { 1, . . . , c+1 } } es un subconjunto linealmente
independiente de TeG.

Por el Teorema de la inmersión existe U ⊆ W vecindad abierta del origen y
(V, τ = (x1, . . . , xd)) sistema coordenado cúbico de G para el cual e ∈ V , Ψ|U
es inyectiva, no singular y Ψ(U) es una rebanada de V , es decir

Ψ(U) = { g ∈ V : xi(g) = 0, i ∈ { c + 2, . . . , d } } .

Denotando π̃ la proyección de R
d a las primeras c + 1 entradas,

τ(V ) = π̃ ◦ τ ◦ Ψ(U) ×
d∏

i=c+2

Ji

donde Ji ⊆ R es un intervalo abierto alrededor del cero para i ∈ { 1, . . . , c+1 }.
Obsérvese que (U,Ψ|U ) resulta ser un encaje.

Extendamos Ψ a una vecindad abierta del origen en R
d, considerando Ψ̃ =

τ−1 ◦ (τ ◦ Ψ × id), por lo que el siguiente diagrama conmuta

U ×
d∏

i=c+2

Ji
Ψ̃ ��

π̃◦τ◦Ψ×id

��

V

τ

������������������������

π̃ ◦ τ ◦ Ψ(U) ×
d∏

i=c+2

Ji

De modo que Ψ̃ es un difeomorfismo.
Sea (π̃ ◦ Ψ̃−1 ◦ iA)|A∩V : A ∩ V −→ U donde A ∩ V es una variedad de

dimensión c. Afirmamos que (π̃ ◦ Ψ̃−1 ◦ iA)|A∩V es suprayectiva pues dado
m ∈ U , Ψ̃(m, 0̂) = Ψ(m) ∈ A ∩ V , de modo que

(π̃ ◦ Ψ̃−1 ◦ iA)|A∩V (Ψ(m)) = π̃(m, 0̂) = m.
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Aśı (π̃ ◦ Ψ̃−1 ◦ iA)|A∩V (A ∩ V ) = U , contradiciendo la versión débil del
Teorema de Sard pues dimA ∩ V = c < dimU = c + 1.

�

El siguiente Lema será utilizado en la demostración del Teorema 5.2.10

Lema 5.2.9. Sea G es un grupo topológico localmente compacto y primero
numerable y (ωk)k∈N una sucesión en G que satisface que para cualquier
vecindad V de e en G existe N ∈ N tal que para cualesquiera n, m � N ,
ω−1

n ωm ∈ V , entonces (ωk)k∈N tiene una subsucesión convergente.

Demostración. Sean W ⊆ G vecindad de e la cual satisface que W es com-
pacto y N ∈ N tal que para cualesquiera n,m � N ω−1

n ωm ∈ W . En parti-
cular la sucesión (ω−1

N ωm)m�N está en W y por tanto tiene una subsucesión
convergente (ω−1

N ωmi
)i∈N a α ∈ W .

De modo que para cualquier U ⊆ G vecindad de e existe I ∈ N tal que para
todo i � I, ω−1

N ωmi ∈ αU si y sólo si para cualquier i � I, ωmi ∈ ωNαU . Por
lo tanto (ωmi)i∈N es una subsucesión de (ωk)k∈N que converge a ωNα.

�

Teorema 5.2.10. Sea (Hd, ϕ) subgrupo de Lie de Gc. Entonces una condición
necesaria y suficiente para que ϕ sea homeomorfismo es que (H, ϕ) sea un
subgrupo cerrado de G.

Demostración. Supongamos que ϕ es un homeomorfismo. Sea σ ∈ ϕ(H), de
modo que existe una sucesión (σk = ϕ(ωk))k∈N que converge a σ.

Sea V ⊆ H vecindad abierta de ẽ, de modo que ϕ(V ) = ϕ(H) ∩W , donde
W es una vecindad abierta de e en G.

Consideremos V ⊆ G vecindad abierta de e en G que satisface V −1V ⊆ W
(para encontrar dicha vecindad basta tomar la función suave α : G × G −→ G
tal que α(σ, τ) = σ−1τ y considerar un básico V × V ⊆ α−1(W ) que tenga a
(e, e)). Sea N ∈ N tal que para cualquier n � N , σn ∈ σV . De ah́ı que σ−1

m σn ∈
V −1V ⊆ W , para cualesquiera m,n � N . Más aún σ−1

m σn = ϕ(ωm)−1ϕ(ωn) =
ϕ(ω−1

m ωn) ∈ W ∩ ϕ(H) = ϕ(V ).
Como ϕ es inyectiva, ω−1

m ωn ∈ V para cualesquiera m,n � N . De modo
que existe (ωki)i∈N subsucesión de (ωk)k∈N que converge a ω.

Por lo tanto (ϕ(ωki
))i∈N converge a ϕ(ω); concluimos que ϕ(ω) = σ ya que

G es Hausdorff.
Consideremos ahora que (H, ϕ) es un subgrupo de Lie cerrado de G. Notemos

que es suficiente mostrar que existe un abierto no vaćıo V ⊆ H para el cual ϕ|V
es un homeomorfismo, pues dado σ ∈ V para cualquier τ ∈ H, lτσ−1(V ) es
una vecindad abierta de τ que satisface que para cualquier subconjunto abierto
W , ϕ|lτσ−1 (V )(W ) = lϕ(τ)ϕ(σ)−1 ◦ϕ|V (στ−1W ) es un abierto en ϕ(H) y por lo
tanto la restricción de ϕ a lτσ−1(V ) es un homeomorfismo.

Como dijimos en el corolario 5.2.5, cada componente conexa de H es una
variedad integral maximal de la distribución generada por la subálgebra de Lie
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dϕ(h) de g, donde h y g son las álgebras de Lie de H y G respectivamente.
Observemos que de suponer que existe una variedad integral conexa (L, ρ) que
pase por ϕ(σ) para alguna σ ∈ H, existe C ⊆ H componente conexa de H
para la cual σ ∈ C y ρ(L) ⊆ ϕ(C) (Teorema 1.64). De modo que la función
α : L −→ C que hace conmutar el siguiente diagrama

L
ρ ��

α

��������� G

C
ϕ

��

es suave (Teoremas 1.32 y 1.62).

Más aún, ϕ−1(ρ(L)) es un subconjunto abierto de C que resulta ser una
variedad integral difeomorfa a (L, ρ) pues de forma análoga a la anterior, como
el siguiente diagrama conmuta

ϕ−1(ρ(L))
ϕ ��

α−1

��������� G

L

ρ

��

se puede concluir que α−1 es suave.

Veremos que existe una variedad integral conexa (L, ρ) para la cual ϕ−1(ρ(L))
es abierto en H y tal que ρ es un homeomorfismo. Para ello utilizaremos el Teo-
rema de Frobenius (Teorema 1.60) pues nos habla de la existencia de variedades
integrales de una distribución suave e involutiva, que resultan ser encajes.

Como H tiene una cantidad contable de componentes conexas, determina a
lo más una cantidad numerable de variedades integrales maximales distintas en
G, que de hecho cubren a ϕ(H).

Sea (U, τ = (τ1, . . . , τc) sistema cúbico de G centrado en e y para el cual
cada rebanada descrita como el conjunto de puntos σ en U tales que

τi(σ) = ai, ai ∈ R, i ∈ { d + 1, . . . , c } ,

resulta ser una variedad integral. Por ahora supongamos que ϕ(H) ∩ U es la
unión de una cantidad a lo más numerable de rebanadas de U . En este caso
consideremos J subconjunto cerrado de U cuya imagen bajo τ es un cubo
cerrado centrado en el origen. Denotemos R el conjunto de puntos σ en J que
satisface que

τi(σ) = 0, i ∈ { 1, . . . , d } ,

entonces τ(R∩ϕ(H)) es un subconjunto cerrado, no vaćıo y a lo más numerable
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de R
d. De hecho cada elemento de éste es imagen bajo τ de un único punto que

a su vez pertenece a una única rebanada. De modo que existe un elemento
aislado de dicho conjunto pues R

d es completo y en general dado X métrico
completo y I ⊆ N tal que {xn}n∈I , éste no puede ser perfecto (es decir, no todos
sus elementos pueden ser puntos de acumulación del conjunto mismo) pues en
ese caso para cualquier n ∈ I, xn no seŕıa punto interior de {xn} = {xn} y
por lo tanto ({xn})◦ = ({xn})◦ = ∅, resultando que {xn}n∈I es un espacio
métrico completo y además una unión contable de densos en ninguna parte,
contradiciendo el Teorema de Baire (la demostración de dicho Teorema puede
ser consultada en [Simmons]).

De modo que la rebanada L asociada bajo τ a dicho punto aislado es abierta
en ϕ(H) y por tanto ϕ−1(L) es abierto en H.

Concluyamos mostrando que ϕ(H)∩U es la unión de a lo más una cantidad
numerable de rebanadas de U . Para ello consideremos S una rebanada de U
que intersecta a ϕ(H), de modo que existe C componente conexa de H tal que
S ⊆ ϕ(C) por las observaciones previas.

Por un lado

ϕ(H) ∩ U =
⋃

{S : S es rebanada de U y S ∩ ϕ(H) 	= ∅} .

Consideremos C̃ componente conexa de H ∩ ϕ−1(U), de modo que (C̃, ϕ|C̃)
resulta ser una variedad integral conexa y por tanto existe S rebanada de U tal
que ϕ(C̃) ⊆ S (Teorema 1.60), por lo cual

S =
⋃

{C̃ : C̃ es una componente conexa de H ∩ ϕ−1(U) tal que ϕ(C̃) ⊆ S}.

Como las rebanadas de U son ajenas dos a dos y H ∩ ϕ−1(U) tiene una
cantidad a lo más numerablede componentes conexas, ϕ(H)∩U es la unión de
a lo más una cantidad numerable de rebanadas de U .

�

5.3. Cubrientes universales

En esta sección se utilizan algunos de los términos y resultados respecto a es-
pacios cubrientes que son definidos y tratados en la sección A.2. En el siguiente
Teorema se resumen algunas de las propiedades básicas que nos resultaran útiles
(véanse A.2.7, A.2.14 y A.2.12).

Teorema 5.3.1.

i. Sean p : X̃ −→ X aplicación cubriente y Y conexo y localmente conectable
por trayectorias. Sean f : Y −→ X continua, x0 ∈ X, x̃0 ∈ X̃ y y0 ∈ Y
de tal forma que f(y0) = x0 y p(x̃0) = x0. Entonces f∗(π1(Y, y0)) ⊆
p∗(π1(X̃, x̃0)) si y sólo si existe una única función continua f̃ : Y −→ X̃
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para la cual f̃(ỹ0) = (x̃0) y además resulta un levantamiento de f , es
decir el siguiente diagrama conmuta

X̃

p

��
Y

f̃
		�������

f
�� X

ii. Si X es suficientemente conexo entonces existe p : X̃ −→ X aplicación
cubriente universal.

iii. Sea X conexo y localmente conectable por trayectorias. Si p : X −→ Y
es una aplicación cubriente y Y es simplemente conexo entonces p es un
homeomorfismo.

Sean Md una variedad y p : M̃ −→ M una aplicación cubriente donde
M̃ es un espacio topológico conexo (lo cual es suficiente para asegurar que es
conexo por trayectorias, ya que es localmente conectable por trayectorias por
ser localmente homeomorfo a M). Consideremos { (Ui, τi) }i∈N un conjunto de
sistemas coordenados de M tales que {Ui }i∈N es una base de M y cada Ui

es un abierto cubierto parejamente (para encontrar dicho conjunto basta ele-
gir un conjunto numerable de sistemas coordenados que cubran a M y una
base numerable que conste de abiertos cubiertos parejamente, de modo que al
intersectar los elementos de la base con los abiertos de los sistemas coordena-
dos obtenemos el conjunto deseado, haciendo las restricciones de los mapeos
coordenados en la forma correspondiente).

Dado que la multiplicidad de p es menor o igual a la cardinalidad de
π1(M,x0) para cualquier x0 ∈ M (comentarios en la sección de aplicaciones
cubrientes), el conjunto

Ji = { (Ũ , τ̃) : Ũ es una hoja de Ui y τ̃ = τi ◦ p|Ũ }
es numerable (véase A.2.18) y por lo tanto J = ∪

i∈N

Ji es una familia numerable

que satisface

i.
⋃{ Ṽ : (Ṽ , τ̃) ∈ J } = M̃ .

ii. Dados (Ṽ , τ̃), (Ũ , ρ̃) ∈ J , donde τ̃ = τi ◦ p|Ṽ y ρ̃ = τj ◦ p|Ũ para algunos
i, j ∈ N, resultan ser homeomorfismos sobre sus imágenes (que son abiertos
de R

d) y más aún, la composición

ρ̃ ◦ τ̃ = τj ◦ p ◦ p−1 ◦ τ−1
i

definida en τi(Ui ∩ Uj), es suave.
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iii. Si m̃, m̃′ ∈ M̃ y m̃ 	= m̃′, entonces p(m̃) = p(m̃′) o p(m̃) 	= p(m̃′).

En el caso en el que p(m̃) = p(m̃′) existe Ui tal que p(m̃) ∈ Ui y
(Ṽ , τ̃), (Ũ , ρ̃) ∈ Ji, para las cuales Ṽ y Ũ son vecindades abiertas y ajenas
de m̃ y m̃′.

Si p(m̃) 	= p(m̃′) entonces existen Ui y Uj que son vecindades abiertas y
ajenas de p(m̃) y p(m̃′) (ya que M es Hausdorff y normal). De modo que
existen (Ṽ , τ̃) ∈ Ji y (Ũ , ρ̃) ∈ Jj para las cuales Ṽ y Ũ son vecindades
abiertas (y por lo tanto ajenas) de m̃ y m̃′.

Por lo tanto se sigue de la Proposición 2.3.2 que existe una única topoloǵıa
Hausdorff, segundo numerable y una única estructura diferenciable para las
cuales cada elemento de J resulta un sistema coordenado.

Dado que los mapeos coordenados de los elementos de J son homeomorfis-
mos se verifica fácilmente que la topoloǵıa obtenida no es otra sino la que M̃
teńıa originalmente.

Por otro lado observemos que si M̃ recibe una estructura de variedad dife-
renciable que haga a p suave, entonces τi ◦ p es suave para toda i ∈ N y por
lo tanto esta estructura coincide con la que tiene a los elementos de J como
sistemas coordenados. Por lo tanto hemos obtenido el siguiente resultado.

Proposición 5.3.2. Sean Md una variedad y p : M̃ −→ M una aplicación
cubriente donde M̃ es conexo. Entonces M̃ recibe una única estructura de
variedad diferenciable con la cual p resulta un mapeo suave.

Observación 5.3.3. Consideremos M , M̃ variedades diferenciables. Supon-
gamos que M̃ es conexo y que existe p : M̃ −→ M una aplicación cubriente
suave. Entonces dadas N variedad diferenciable y f : N −→ M , f̃ : N −→ M̃
funciones continuas que hacen conmutar el siguiente diagrama

M̃

p

��
N

f̃


�������

f
�� M

se tiene que f es suave si y sólo si f̃ es suave. Para verificarlo observemos que
en el caso en el que f es suave, al considerar un sistema coordenado (U, τ)
en M que además satisface que U es un abierto cubierto parejamente, por el
Teorema anterior tenemos que para cada hoja Ũ ⊆ M̃ de U , (Ũ , τ ◦ p|Ũ ) es
un sistema coordenado de M̃ para el cual (τ ◦ p|Ũ ) ◦ f̃ = τ ◦ f es suave. Dado
que M puede ser cubierta por un conjunto numerable de sistemas coordenados
con estas caracteŕısticas, concluimos que f̃ es suave.

Enseguida veremos el caso particular del cubriente universal de un grupo de
Lie conexo, el cual tendrá no sólo una estructura de variedad diferenciable sino
de un grupo de Lie.
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Teorema 5.3.4. Dado G un grupo de Lie conexo, su cubriente universal G̃
posee una estructura de grupo de Lie de modo que la aplicación cubriente uni-
versal resulta un morfismo de grupos de Lie.

Demostración. Por el Teorema 5.3.1 inciso ii sabemos que existe p : G̃ −→ G
la aplicación cubriente universal de G, y por la Proposición 5.3.2 que G̃ tiene
una única estructura de variedad diferenciable que hace a p suave. Veamos que
con dicha estructura de variedad G̃ recibe una operación de grupo que lo hace
un grupo de Lie y para la cual p resulta ser un morfismo de grupos.

Suponiendo que tal producto existe, denotémoslo · : G̃ × G̃ −→ G̃. Si π es
un morfismo de grupos entonces el siguiente diagrama conmuta

G̃

p

��
G̃ × G̃

β
�����������

α
�� G

siendo β(σ, τ) = σ · τ−1 para cualesquiera σ, τ ∈ G̃, y por consecuencia
α(σ, τ) = p(σ)p(τ)−1.

Notemos que α es suave y no depende de la operación en G̃, de modo
que podŕıamos decir que β es un levantamiento suave para α con respecto a
la aplicación p. Veamos que dada dicha α podemos encontrar β con dicha
propiedad.

Como G̃×G̃ es simplemente conexo, π(G̃×G̃, (σ, τ)) = 0 para cualesquiera
σ, τ ∈ G̃; de ah́ı que si ẽ ∈ p−1(e) ,

α∗(π(G̃ × G̃, (ẽ, ẽ))) = p∗(π(G̃, ẽ)) = 0

Aśı, por el Teorema 5.3.1 inciso (i) existe β : G̃ × G̃ −→ G̃ único levan-
tamiento de α que satisface que β(ẽ, ẽ) = ẽ. Como β es continua podemos
concluir que es suave (Observación 5.3.3).

Ocupemos dicha función para definir la operación en G̃ inspirados en el
diagrama anterior. Sea

G̃ × G̃
· �� G̃

(σ, τ) � �� β(σ, β(ẽ, τ))

Notemos que β es suave. Además si α0 : G̃ × G̃ −→ G̃ para la cual dados
σ, τ ∈ G̃, α0(σ, τ) = p(σ)p(τ), se tiene que el único levantamiento de α0 con
respecto a p

G̃

p

��
G̃ × G̃

·
�����������

α0
�� G
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que satisface que ẽ · ẽ = ẽ. Por otro lado, dado

G̃ × G̃ × G̃
α2 �� G

(σ, τ, ρ) � �� p(σ)p(τ)p(ρ)

sabemos que existe un único levantamiento que manda (ẽ, ẽ, ẽ) en ẽ. Como las
funciones · ◦ (idG̃ × ·) y · ◦ (· × idG̃) son levantamientos que satisfacen dicha
condición concluimos que para cualesquiera σ, τ, ρ ∈ G̃, (σ · τ) · ρ = σ · (τ · ρ).
Análogamente podemos concluir que para cualquier σ ∈ G̃, ẽ · σ = σ = σ · ẽ, y
que para todo ρ ∈ G̃ existe ρ′ ∈ G̃ (a saber, ρ′ = β(ẽ, ρ)) tal que ρ · ρ′ = ẽ =
ρ′ · ρ. De modo que (G̃, ·) es un grupo de Lie.

�

Proposición 5.3.5. Sean G, H grupos de Lie y ϕ : G −→ H un morfismo. Si
H es conexo, una condición necesaria y suficiente para que ϕ sea una aplicación
cubriente es que dϕe sea un isomorfismo.

Demostración. Supongamos que dϕe es un isomorfismo. Por el Teorema de la
función inversa existe una vecindad abierta de e que se mapea difeomorfamente
en una vecindad abierta de ẽ bajo ϕ. Por el Lema 5.2.3, dado que H es conexo
y tiene una vecindad abierta que es imagen de ϕ (el cual es un morfismo),
concluimos que este último es suprayectivo.

Observemos que basta demostrar que ẽ tiene una vecindad cubierta pareja-
mente. Supongamos que existe V una vecindad abierta de ẽ cubierta pareja-
mente, entonces

ϕ−1(V ) =
⊔

α∈ker ϕ

Vα

donde Vα ⊆ G es una vecindad abierta de α que resulta ser una hoja de V .
De esa forma para todo σ ∈ H, si ρ ∈ ϕ−1(σ) se satisface

ϕ−1(σV ) =
⊔

α∈ker ϕ

ρVα,

ya que si α, β ∈ kerϕ son distintas, q ∈ ρVα ∩ ρVβ si y sólo si ρ−1q ∈ Vα ∩ Vβ ,
de modo que ρVα ∩ ρVβ = ∅.

Por otro lado q ∈ ϕ−1(σV ) si y sólo si σ−1ϕ(q) = ϕ(ρ−1q) ∈ V si y sólo si
existe α ∈ kerϕ para el cual ρ−1q ∈ Vα, que es equivalente a que q ∈ ρVα para
algún α ∈ ker ϕ. Además ϕ(ρVα) = σϕ(Vα) = σV , y para cualquier q ∈ Vα

ϕ(ρq) = ϕ ◦ lρ(q) = lσ ◦ ϕ(q) = lσ ◦ ϕ ◦ lρ−1(ρq),

concluyendo que ϕ|ρVα es un homeomorfismo.
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Consideremos U ⊆ G vecindad abierta de e que es difeomorfa mediante ϕ
a ϕ(U), vecindad abierta de ẽ. Sea V ⊆ G vecindad abierta de e que satisface
que V V −1 ⊆ U . Como ϕ|V es un difeomorfismo, para cualquier α ∈ kerϕ ϕ|αV

también lo es. Más aún, dados α, β ∈ kerϕ, q ∈ αV ∩ βV si y sólo si existen
a1, a2 ∈ V para las cuales q = αa1 = βa2 y de ah́ı β−1α = a2a1

−1 ∈ kerϕ∩U ;
dado que ϕ es inyectiva en V tenemos que β−1α = a2a1

−1 = e y por lo tanto
β = α. De ese modo

ϕ−1(ϕ(V )) =
⊔

α∈ker ϕ

αV

ya que q ∈ ϕ−1(ϕ(V )) si y sólo si existe v ∈ V para la cual ϕ(q) = ϕ(v) lo
que es equivalente a que qv−1 ∈ kerϕ para alguna v ∈ V , lo que significa que
existen α ∈ kerϕ y v ∈ V para los cuales q = αv.

Supongamos ahora que ϕ es una aplicación cubriente. De no ser dϕe inyectiva,
dim (ker dϕe) = c es mayor que 0. En ese caso consideremos la c-distribución
definida como

D(q) = d(lq)e(ker dϕe).

Si se muestra que D es suave e involutiva, por el Teorema de Frobenius
existe una variedad integral conexa (N, φ) (la cual consta de más de un punto
pues su dimensión es igual a c) que pasa por e, de modo que d(ϕ ◦ φ)e = 0,
concluyendo por el Teorema 2.2.5 que ϕ ◦ φ es un mapeo constante, lo cual
contradice el hecho de que ϕ es un homeomorfismo local. Veamos entonces que
D es suave e involutiva para concluir que dϕe es inyectiva.

Dada {X1, . . . , Xc } base de ker dϕe ⊆ g, se obtiene una base de campos
invariantes izquierdos que generan puntualmente a la distribución, de modo que
D es suave. Además, dados i, j ∈ { 1, . . . , c } y f ∈ C∞

e (G)

dϕe([Xi, Xj ])(f) = [Xi, Xj ]e(f ◦ ϕ)
= (Xi)e(Xj(f ◦ ϕ)) − (Xj)e(Xi(f ◦ ϕ))
= (Xi)e(dXj(f)) − (Xj)e(dXi(f)).

Observemos que para cualquier σ ∈ G,

dϕσ(Xj)σ = dϕσ(Xj)σ

= d(ϕ ◦ lσ)e(Xj)e

= d(lϕ(σ) ◦ ϕ)e(Xj)e

= d(lϕ(σ))ẽ(dϕe(Xj)e) = 0.

Análogamente se obtiene que dϕσ(Xi)σ = 0 y por lo tanto dϕe([Xi, Xj ]) = 0.
De ese modo, dados g, h ∈ C∞(G) se tiene que
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[gXi, hXj ] = g h[Xi, Xj ] + g(Xi(h))Xj − h(Xj(g))Xi ∈ D,

y de ah́ı que D es involutiva.
Consideremos V vecindad abierta de ẽ cubierta parejamente, y sea Ṽ hoja

de V que tiene a e. Observemos que dado σ ∈ Ṽ , ϕ = lϕ(σ)◦ϕ◦lσ−1 ; de ah́ı que
d(ϕ)σ = d(lϕ(σ))ẽ ◦ d(ϕ)e ◦ d(lσ−1)σ, resultando ϕ|Ṽ : Ṽ −→ V una inmersión.
Por el Corolario A.5.10 podemos concluir que ϕ|Ṽ es un difeomorfismo, y de
ah́ı dϕe es un isomorfismo.

�

Teorema 5.3.6. Sean Gd y Hc grupos de Lie con álgebras de Lie g y h
respectivamente. Supongamos que G es simplemente conexo. Sea Ψ : g −→ h
morfismo de álgebras de Lie. Entonces existe un único morfismo ϕ : G −→ H
para el cual dϕ = Ψ.

Demostración. Veamos la existencia ya que la unicidad fue probada en 5.2.7.
Consideremos Ψ∗ : h∗ −→ g∗ mapeo dual de Ψ y {w1, . . . , wc } base de h∗.
Por la observación 5.1.3 sabemos que denotando π1 y π2 a las proyecciones
canónicas de G × H sobre G y H respectivamente, el ideal generado por el
conjunto linealmente indepediente de 1-formas

{µi = δπ1(Ψ∗(wi)) − δπ2(wi) }c
i=1

es diferencial. De modo que la d-variedad integral maximal de la distribución
generada por dicho ideal que pasa a través de (e, e), denotada por (I, ρ), es un
subgrupo de Lie de G × H (Corolario 5.2.6). Además d(π1 ◦ ρ)q es inyectiva
para toda q ∈ I , pues ν ∈ TqI ∩ ker d(π1 ◦ ρ)q si y sólo si d(π1 ◦ ρ)q(ν) = 0 y
ya que

(δπ1(Ψ∗(wi)) − δπ2(wi)) ◦ dρ ≡ 0 para toda i ∈ { 1, . . . , c }

se tiene que wi(d(π2◦ρ)(ν)) = 0 para toda i ∈ { 1, . . . , c }. Dado que { (wi)q }c
i=1

es una base de T ∗
π2◦ρ(q)H se concluye que

d(π1 ◦ ρ)q(ν) = 0 = d(π2 ◦ ρ)q(ν),

es decir, dρq(ν) = 0, que implica que ν = 0. Ya que dim I = d = dimG,
d(π1 ◦ ρ)q es un isomorfismo.

Por la Proposición 5.3.5, π1 ◦ ρ : I −→ G es una aplicación cubriente
suave. Más aún, por ser G simplemente conexo π1 ◦ ρ es un homeomorfismo
(Teorema 5.3.1 inciso iii). Por el Teorema de la función inversa π1 ◦ ρ resulta
un difeomorfismo local, concluyendo con ello que es un difeomorfismo (de hecho
un isomorfismo de grupos de Lie pues es composición de morfismos de grupos).
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Elijamos ϕ = π2 ◦ ρ ◦ (π1 ◦ ρ)−1 : G −→ H morfismo de grupos de Lie.
Observemos que para toda i ∈ { 1, . . . , c },

δϕ(wi) = δ(π2 ◦ ρ ◦ (π1 ◦ ρ)−1)(wi)

= δ(π1 ◦ ρ)−1(δρ (δπ2 (wi)))

= δ(π1 ◦ ρ)−1(δρ (δπ1(Ψ∗ (wi)) − µi))

= δ(π1 ◦ ρ)−1(δρ (δπ1(Ψ∗ (wi))))

= δ(π1 ◦ ρ)−1 ◦ δ(π1 ◦ ρ)(Ψ∗(wi))
= Ψ∗(wi)

por lo cual δϕ = Ψ∗, lo cual es equivalente a que dϕ = Ψ.
�

Corolario 5.3.7. Si H y G son grupos de Lie simplemente conexos con álge-
bras de Lie isomorfas, entonces H y G son isomorfos.
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Caṕıtulo 6

Mapeo exponencial

6.1. Curvas integrales en grupos de Lie

En general vimos que dada una variedad M y X ∈ X(M) podemos obtener
información de X o bien de M a través de las curvas integrales de dicho
campo. En esta parte ocuparemos algunas de las propiedades que se resumen
en el Teorema 2.8.9 ya que buscamos una forma de intercambiar información
entre los grupos de Lie y sus álgebras de Lie correspondientes.

Sean G un grupo de Lie y g su álgebra de Lie. Consideremos X ∈ g y γX la
única curva integral maximal de X que pasa por e. Sabemos que para cualquier
t0 ∈ dom γX ,

d(γX)t0

(
d

dt

∣∣∣∣∣
t0

)
= γ̇X(t0) = XγX(t0)

= d(lγX(t0))e(Xe)

(6.1)

Supongamos que dom γX = R y γX es un morfismo de grupos de Lie, pen-
sando a R como grupo con la suma. En tal caso, de la igualdad (6.1) obtenemos

d(lγX(t0))e

(
d(γX)0

(
d

dt

∣∣∣∣∣
0

))
= d(lγX(t0) ◦ γX)0

(
d

dt

∣∣∣∣∣
0

)

= d(γX ◦ lt0)0

(
d

dt

∣∣∣∣∣
0

)

= d(γX)t0

(
d

dt

∣∣∣∣∣
t0

)
= d(lγX(t0))e(Xe)

(6.2)
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De modo que

d(γX)0

(
d

dt

∣∣∣∣∣
0

)
= Xe.

Observemos que denotando gR el álgebra de Lie de R, d
dt ∈ gR y lo genera

como R-espacio vectorial (observación 4.2.7). De hecho, γX resulta ser el único
morfismo de grupos de Lie cuya derivada env́ıa d

dt a X (Teorema 5.3.6).

Observación 6.1.1. Una condición necesaria y suficiente para que un morfismo
de grupos de Lie γ : R −→ G sea la curva integral maximal de X ∈ g en e
(Teorema 2.8.9), es que dγ( d

dt ) = X. Esto se puede observar en las igualdades
(6.1) y (6.2); por un lado, al sustituir γX por γ se muestra la necesidad. Además,
al suponer

dγ

(
d

dt

)
= X

resulta equivalente a que para cualquier t0 ∈ R

d(lγ(t0))e

(
dγ0

(
d

dt

∣∣∣∣∣
0

))
= d(lγ(t0))e(Xe).

Aśı, reescribiendo la igualdad (6.2) tenemos

Xγ(t0) = d(lγ(t0))e(Xe) = d(lγ(t0))e

(
dγ0

(
d

dt

∣∣∣∣∣
0

))

= d(lγ(t0) ◦ γ)0

(
d

dt

∣∣∣∣∣
0

)
= d(γ ◦ lt0)0

(
d

dt

∣∣∣∣∣
0

)

= d(γ)t0

(
d

dt

∣∣∣∣∣
t0

)
mostrando aśı que también es una condición suficiente.

Esto nos motiva a considerar la única función lineal ΨX : gR −→ g para la cual
ΨX

(
d
dt

)
= X. Como el corchete en gR es trivial y para cualesquiera λ, λ′ ∈ R

[λΨX( d
dt ), λ

′ΨX( d
dt )] = λλ′[X, X] = 0

ΨX resulta ser un morfismo de álgebras de Lie. Ya que R es simplemente conexo,
por el Teorema 5.3.6 sabemos que existe un único morfismo de grupos de Lie
cuya derivada coincide con ΨX . Denotemos a dicho morfismo

expX : R −→ G ,
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de modo que d expX

(
d
dt

)
= X. Por la observación 6.1.1 podemos concluir que

expX es la curva integral maximal de X y de ah́ı

γX = expX .

Al preguntarnos por el resto de curvas integrales maximales en otros puntos
de G, sabemos que ya no serán morfismos de grupos de Lie, pero nos gustaŕıa
no sólo que preservaran la propiedad de estar definidas en todo R, sino que
estuvieran ı́ntimamente relacionadas con expX . Observemos que para cualquier
σ ∈ G y t0 ∈ R

d(lσ ◦ expX)t0

(
d

dt

∣∣∣∣∣
t0

)
= d(lσ)expX(t0)(XexpX(t0)) = d(lσ ◦ lexpX(t0))e(Xe)

= d(lσexpX(t0))e(Xe) = XσexpX(t0)

= Xlσ◦expX(t0) ,

es decir, lσ ◦expX : R −→ G es la curva integral maximal de X que pasa por σ.
Por otro lado, considerando t0 ∈ R y

R
αt0 �� R

s � �� t0s

la función suave γX ◦ αt0 : R −→ G satisface que

d(γX ◦ αt0)
(

d

dt

)
= t0d(γX)

(
d

dt

)
= t0X

Aśı, por la observación 6.1.1

expt0X = γX ◦ αt0 = expX ◦ αt0 .

En el siguiente Teorema se resume la información que hemos obtenido.

Teorema 6.1.2. Sea G grupo de Lie y g su álgebra de Lie. Si X ∈ g, la
curva integral maximal de X que pasa a través de e está definida en todo R y
es un morfismo de grupos de Lie.

Denotando a dicha curva

expX : R −→ G

tenemos que
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i. Para cualquier σ ∈ G, lσ ◦ expX es la curva integral maximal de X que
pasa por σ. Por consecuencia los campos invariantes izquierdos son siempre
completos.

ii. Dado t0 ∈ R

expt0X = expX ◦ αt0

donde αt0 : R −→ R es tal que para todo s ∈ R, αt0(s) = t0s.

iii. Para todo t0 ∈ R, Xt0 : G −→ G es igual a la traslación derecha por
expX(t0).

Demostración. Tan sólo verificaremos el último inciso.
Por i para cualquier σ ∈ G, Xt0(σ) = (lσ ◦ expX)(t0). Por otro lado

rexpX(t0)(σ) = σexpX(t0) = lσ(expX(t0))

= (lσ ◦ expX)(t0)

Por lo tanto Xt0 = rexpX(t0).
�

Hemos visto que cada campo en g determina un único morfismo de grupos
de Lie de R en G. En general llamaremos a un morfismo de grupos de Lie
ϕ : R −→ G subgrupo uniparamétrico de G.

En tal caso dϕ0 : T0R −→ TeG es inyectiva o bien es la función constante
cero. Como ϕ es un morfismo de grupos, para cualquier t ∈ R, ϕ = lϕ(t) ◦ϕ◦ l−t;
de ese modo dϕt = d(lϕ(t))e◦dϕ0◦d(l−t)t y por lo tanto ϕ es la función constante
con valor e o bien es inmersión local.

Veamos que sucede cuando (R, ϕ) no es subgrupo de G.

Proposición 6.1.3. Sea G grupo de Lie y ϕ : R −→ G subgrupo uniparamétri-
co de G. Si ϕ no es inyectiva entonces es periódica. Es decir, existe h > 0 tal
que para todo t ∈ R

ϕ(t + h) = ϕ(t).

Demostración. Sean t1 < t2 elementos de R para los cuales ϕ(t1) = ϕ(t2),
que es equivalente a que ϕ(t2 − t1) = ϕ(t2)ϕ(t1)

−1 = e y por lo tanto t2 − t1 ∈
kerϕ. De modo que considerando h = t2 − t1 > 0, para cualquier t ∈ R,

ϕ(t + h) = ϕ(t)ϕ(h) = ϕ(t)

�
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Con las motivaciones anteriores podemos intuir que la siguiente definición
satisfacerá el propósito planteado en un comienzo.

Definición 6.1.4. Considerando la notación previa definiremos el mapeo expo-
nencial de G

exp : g −→ G

como

exp (X) = expX(1)

Observación 6.1.5. Del inciso ii del Teorema anterior y del hecho de que expX

es morfismo de grupos de Lie podemos concluir las siguientes propiedades: para
cualesquiera t0, t1 ∈ R

i. exp(t0X) = expX(t0).

ii. exp((t0 + t1)X) = exp(t0X)exp(t1X).

iii. exp(−t0) = (exp(t0X))−1.

En el siguiente Teorema consideramos a g con la estructura de variedad
diferenciable inducida por los isomorfismos lineales entre g y R

d, en el caso de
que dimG = d (véase el ejemplo 1.1.6). Además de considerar la identificación
del álgebra de Lie de g con g mismo (observación 4.2.7).

Teorema 6.1.6. Sea Gd grupo de Lie, g su álgebra de Lie y X ∈ g, entonces
el mapeo exponencial exp : g −→ G es suave y dexp : g −→ g es el mapeo
identidad. De modo que exp da un difeomorfismo de una vecindad de cero en g
sobre una vecindad de e en G.

Demostración. Verifiquemos que exp es suave. Para ello utilizaremos la no-
tación del Teorema 2.8.9. Observemos que dado un producto de variedades
M×N , podemos identificar T(m,n)(M×N) con TmM×TnN para cualesquiera
m ∈ M y n ∈ N mediante el isomorfismo (dπ1m, dπ2n) (donde π1 y π2 son
las proyecciones canónicas de M × N en M y N respectivamente).

Consideremos G × g, de modo que definimos el campo Ỹ como

Ỹ (σ,X) = (Xσ, 0) ∈ TσG × g

Debido a las estructuras diferenciables de TG, Tg y a que X es suave, dicho
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campo es suave. Más aún, dado (σ,X) ∈ G × g, una curva integral que pasa
por dicho punto es

R �� G × g

t
� �� (σexpX(t), X)

De tal forma que Ỹ es completo, es decir que para todo t ∈ R, DỸ
t = G× g y

por lo tanto

G × g
Ỹt �� G × g

(σ,X) � �� (σexpX(t), X)

es un difeomorfismo.

Denotando i : g −→ G × g a la inclusión definida como i(X) = (e, X), el
mapeo exponencial se expresa como la siguiente composición de mapeos suaves

exp = π1 ◦ Ỹ1 ◦ i,

de tal manera que es suave.

Dada {X1, . . . , Xd } base de g y su base dual { X̃1, . . . , X̃d }, se tiene que
(g, X̃ = (X̃1, . . . , X̃d)) es un sistema coordenado.

Al considerar d exp : g −→ g, se tiene que d(exp)(Xi) es el campo invariante
izquierdo cuyo vector en e es d exp0

(
∂

∂X̃i

)
. Es decir que para cualquier f ∈

C∞
e (M)

∂

∂X̃i

∣∣∣
0
(f ◦ exp) =

∂(f ◦ exp ◦ X̃−1)
∂ri

(0)

= ĺım
t→0

f ◦ exp ◦ X̃−1(tei) − f ◦ exp ◦ X̃−1(0)
t

= ĺım
t→0

f ◦ exp(tXi) − f ◦ exp(0)
t

= ĺım
t→0

f ◦ expXi
(t) − f(e)
t

=
d

dt

∣∣∣
0
f ◦ expXi

(t) = d(expXi
)0

(
d

dt

∣∣∣
0

)
(f)

= (Xi)0(f).

Concluimos con ello que dexp(Xi) = Xi, es decir dexp = idg.
�
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Teorema 6.1.7. Sea ϕ : H −→ G un morfismo de grupos de Lie. Entonces el
siguiente diagrama conmuta

h
dϕ ��

exp

��

g

exp

��
H ϕ

�� G

Demostración. Sea Y ∈ h. Observemos que ϕ ◦ expY : R −→ G es un
morfismo de grupos de Lie que satisface que

d(ϕ ◦ expY )
(

d

dt

)
= dϕ(dexpY )

(
d

dt

)
= dϕ(Y ).

Por la observación 6.1.1, ϕ ◦ expY = expdϕ(Y ) y en particular

(ϕ ◦ exp)(Y ) = (ϕ ◦ expY )(1) = expdϕ(Y )(1) = exp(dϕ(Y )) = (exp ◦ dϕ)(Y ).

�

Proposición 6.1.8. Sea (H, ϕ) un subgrupo de Lie de G y sea X ∈ g. Si
X ∈ dϕ(h), exp(tX) ∈ ϕ(H) para todo t ∈ R. Inversamente, si existe I
intervalo abierto de R para el cual todo elemento t ∈ I satisface que exp(tX) ∈
ϕ(H), entonces X ∈ dϕ(h).

Demostración. Por el Teorema anterior, si X ∈ dϕ(h) entonces existe Y ∈ h
tal que dϕ(Y ) = X. De modo que si t ∈ R entonces

dϕ(tY ) = tdϕ(Y ) = tX.

De ah́ı que

exp(tX) = exptX(1) = expdϕ(tY )(1)

= (ϕ ◦ exptY )(1) = ϕ(exptY (1)).

Por lo tanto exp(tX) ∈ ϕ(H).
Supongamos ahora que exp(tX) ∈ ϕ(H), para cualquier t ∈ I.
Como (H, ϕ) es una variedad integral de la distribución generada por su

álgebra de Lie bajo dϕ (véase el Corolario 5.2.5), entonces la única función
α : I −→ H que hace conmutar el siguiente diagrama

I
expX |I ��

α
��������� G

H

ϕ

��
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es suave (Proposición 1.62). Observemos que para cualquier t0 ∈ I

XexpX(t0) = d(expX |I)t0

(
d

dt

∣∣∣∣∣
t0

)
= d(ϕ ◦α)t0

(
d

dt

∣∣∣∣∣
t0

)
= dϕα(t0)

(
dαt0

(
d

dt

∣∣∣∣∣
t0

))
.

Considerando Y ∈ h para la cual

Yẽ = d(l(α(t0))−1)α(t0)

(
dαt0

(
d

dt

∣∣∣∣∣
t0

))
,

obtenemos

dϕẽ(Yẽ) = d(l(ϕ◦α(t0))−1 ◦ ϕ)α(t0)

(
d

dt

∣∣∣∣∣
t0

)
= dl(expX(t0))−1(XexpX(t0))

= Xe

es decir

dϕ(Y ) = X

y por lo tanto X ∈ dϕ(h). �

Teorema 6.1.9. Sea A un subgrupo abstracto de un grupo de Lie Gd y sea a
subespacio de g. Sea U vecindad de 0 en g difeomorfa a una vecindad V de e
bajo el mapeo exponencial. Supongamos que

exp (U ∩ a) = A ∩ V.

Entonces A es un subgrupo de Lie de G con la topoloǵıa relativa y a es su álgebra
de Lie.

Además dicha estructura de variedad es única para A de tal forma que
(A, iA) resulta ser una subvariedad de G (Teorema 5.2.8).

Demostración. Observemos que a es un subgrupo de Lie de g con la topoloǵıa
relativa y la misma dimensión que tiene como espacio vectorial. Sea T un iso-
morfismo de g con R

d, de modo que (U ∩ a, T |U∩a) es un sistema coordenado
de a. Ya que para cualquier σ ∈ A, lσ(V ∩ A) ⊆ A es un abierto de A con la
topoloǵıa relativa y que hay un subconjunto numerable de la familia

{ (lσ(V ∩ A), T |V ∩A ◦ (exp|U∩a)−1 ◦ l−1
σ ) : σ ∈ A }
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que satisface las condiciones de la Proposición 2.3.2, coincidiendo la topoloǵıa
relativa de A con la que asegura dicho resultado, A recibe una estructura de
variedad diferenciable con la misma dimensión de a, de tal forma que (A, iA) es
un encaje. De ese modo, por el Teorema 5.2.8, (A, iA) es un subgrupo de Lie
de G.

Sea a′ el álgebra de Lie de A y X ∈ a′, existe I ⊆ R intervalo abierto para
el cual, dado t0 ∈ I, t0X ∈ U ∩ a. Aśı exp(t0X) ∈ A ∩ V ⊆ A = iA(A); por la
proposición anterior X ∈ a′. Como a ⊆ a′ y tienen la misma dimensión como
R-espacios vectoriales, a = a′. �

6.2. Exponencial de matrices

En esta sección desarrollaremos algunas herramientas para encontrar expĺıcita-
mente el mapeo exponencial en Gl(d, C). Gracias a esto, podremos saber cual es
el mapeo exponencial de Gl(d, R) y el espacio de endomorfismos de un espacio
vectorial dimensionalmente finito. En lo siguiente encontraremos la definición
de una función del espacio gl(d, F ) a Gl(d, F ), donde F denotará a R o C,
que satisface propiedades muy especiales. Ya que usualmente es llamada expo-
nencial de matrices, usaremos dicho nombre. En la sección 6.3 verificaremos
que dicha función coincide con el mapeo exponencial de Gl(d, F ).

Sabemos que gl(d, F ) es un espacio vectorial y que resulta ser difeomorfo a
F d2

mediante cualquier isomorfismo lineal (véase ejemplo 1.1.6). Consideremos
en particular alguno que env́ıe la base canónica de gl(d, F ) a la base canónica
de F d2

; denotémoslo como Ψ : gl(d, F ) −→ F d2
.

Sabemos que la norma || . ||1 en F d2
, para la cual dado ẑ = (z1, . . . , zd2),

||ẑ||1 =
d∑

i=1

|zi|

induce la topoloǵıa usual en F d2
, de modo que la norma || . || en gl(d, R)

inducida mediante Ψ, definida como

||A|| = ||Ψ(A)||1 =
d∑

i,j=1

|aij | ,

siendo A = (aij)ij , genera la topoloǵıa que posee originalmente gl(d, F ) como
variedad diferenciable.

Observación 6.2.1. Al igual que F d2
con respecto a || . ||1, (gl(d, F ), || . ||)

es completo.

Sea A = (aij)ij y B = (bij)ij elementos de gl(d, F ), de modo que AB =
(
∑d

k=1aikbkj)ij y por ello
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||AB|| =
d∑

i,j=1

|
d∑

k=1

aikbkj | �
d∑

i,j,k=1

|aikbkj |

=
d∑

i,k=1

aik

d∑
j=1

|bkj | �
d∑

i,k=1

aik||B||

= ||A|| ||B||.

En particular si A = B, se sigue que ||A2|| = ||A||2 y por inducción se obtiene
que para toda n ∈ N, ||An|| = ||A||n.

Consideremos (Ck)k∈N sucesión de elementos en gl(d, F ). Denotemos ck
ij

la entrada ij de la matriz Ck. Observemos que la serie
∑∞

k=0Ck converge
con respecto a la norma || . || si y sólo si

∑∞
k=0c

k
ij converge para cualesquiera

i, j ∈ { 1, . . . , d }.
Veamos una condición suficiente para que una serie converja.

Teorema 6.2.2. Sea (Ck)k∈N sucesión de elementos en gl(d, F ). Si la serie∑∞
k=0||Ck|| converge entonces la serie de matrices

∑∞
k=0Ck converge.

Demostración. Observemos que para cualesquiera i, j ∈ { 1, . . . , d } y n � m,∣∣∣ n∑
k=m

Ck
ij

∣∣∣ �
n∑

k=m

|Ck
ij | �

n∑
k=m

||Ck|| .

Dado que
∑∞

k=0||Ck|| converge si y sólo si (
∑n

k=0||Ck||)n∈N es de Cauchy, las
desigualdades anteriores permiten concluir que (

∑n
k=0 Ck

ij)n∈N es de Cauchy y
por lo tanto converge, concluyendo con ello que

∑n
k=m Ck converge.

�

Consideremos A ∈ gl(d, F ) y la sucesión de matrices (An

n! )n∈N. Observemos
que ∣∣∣∣∣∣An

n!

∣∣∣∣∣∣ � ||A||n
n!

.

Dado que la serie
∑∞

n=0
||A||n

n! converge a e||A|| entonces
∑∞

n=0 ||A
n

n! || converge.
Aśı, por el Teorema 6.2.2,

∑∞
n=0

An

n! converge.
Con base en lo anterior daremos la siguiente definición.

Definición 6.2.3. (Exponencial de matrices) Sea A ∈ gl(d, F ). Diremos
que la exponencial de A es el ĺımite de la serie de matrices

∞∑
n=0

An

n!
,

el cual denotaremos como eA.
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Notemos que con la definición anterior, e0 = I. Además, por la continuidad
del producto de matrices y la definición de la exponencial de matrices, para
cualquier A ∈ gl(d, F ), AeA = eA A.

El siguiente resultado nos será de utilidad para observar algunas propiedades
de la función exponencial.

Teorema 6.2.4. Sea (an)n∈N una sucesión de números complejos y R el radio
de convergencia de la serie

∑∞
n=0 anzn (es decir, R ∈ [0,∞] para el cual la se-

rie
∑∞

n=0 anzn converge absoluta y uniformemente en subconjuntos compactos
de BR(0) = { z ∈ C : |z| < R }). Consideremos f : BR(0) −→ C definido como
f(z) =

∑∞
n=0 anzn, de modo que f es suave en BR(0) y para toda k ∈ N

fk(z) =
∞∑

n=0

n(n − 1) . . . (n − k + 1)anzn−k .

Sea σA : R −→ gl(d, F ) la curva definida como σA(t) = etA. Veamos que
dicha curva es suave. Para ello basta concluir que

C �� gl(d, F )

z � ��
∞∑

n=0

An

n! zn

es suave, pues (R, iR), donde iR : R −→ C es el mapeo inclusión, es una
subvariedad de C.

Denotemos como ck
ij a la entrada ij de la matriz An

n! .

Por el Teorema 6.2.4 basta ver que para cualesquiera i, j ∈ { 1, . . . , d } la
serie de potencias

∑∞
k=0c

k
ijz

k converge absoluta y uniformemente en subcon-
juntos compactos de C.

Observemos que dados dos naturales, m � n

∣∣∣ n∑
k=m

ck
ijz

k
∣∣∣ �

n∑
k=m

|ck
ijz

k| �
n∑

k=m

||A||k
k!

|z|k

�
n∑

k=m

| ||A|| z|k
k!

(6.3)

Como la serie
∑∞

k=0
| ||A|| z|k

k! converge a e||A|| |z|, entonces
∑∞

k=0c
k
ijz

k es
absolutamente convergente.

Ya que una sucesión de funciones (fn : A ⊆ C −→ C)n∈N es uniforme-
mente convergente si y sólo si es uniformemente de Cauchy, basta mostrar que∑∞

k=0c
k
ijz

k es uniformemente de Cauchy en subconjuntos compactos de C.

Dado que la función exponencial
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C
e �� C

z � �� ez =
∞∑

k=0

zk

k!

es holomorfa, su desarrollo en serie de potencias es uniformemente de Cauchy
en subconjuntos compactos de C. Considerando la función continua

C
g �� C

z � �� ||A|| |z|

tenemos que el desarrollo en serie de potencias de e ◦ g es uniformemente de
Cauchy en subconjuntos compactos de C (pues para todo subconjunto com-
pacto K ⊆ C, g(K) es compacto); por ello la serie de potencias

∑∞
k=0

| ||A|| z|k
k!

es uniformemente de Cauchy en subconjuntos compactos de C. Por la desigual-
dad (6.3) se sigue que

∑∞
k=0c

k
ijz

k es uniformemente de Cauchy en subconjuntos
compactos de C.

Por el Teorema 6.2.4 hemos concluido que la serie de potencias
∑∞

k=0c
k
ijz

k

es suave y que su primera derivada es

∞∑
k=1

kck
ijz

k−1 =
∞∑

k=0

(k + 1)ck+1
ij zk .

De manera que la curva suave σA tiene como primera derivada

σ̇A(t) =
∞∑

k=0

(k + 1)
Ak+1

k + 1!
tk

=
∞∑

k=0

A

(
Ak

k!
tk

)
= σA(t)A

= AσA(t) .

Estos resultados se resumen en el siguiente Teorema.

Teorema 6.2.5. Sea A ∈ gl(d, F ), entonces la curva σA es suave y satisface
la ecuación diferencial de matrices

σ̇A(t) = AσA(t) = σA(t)A .

Ahora veremos que con respecto a un valor inicial dado, σA es la única
curva que satisface dicha ecuación diferencial de matrices. El siguiente Lema
nos será de utilidad para mostrarlo.
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Lema 6.2.6. Sea A ∈ gl(d, F ), de modo que

e−tA etA = I .

Demostración. Consideremos la función suave

H(t) = e−tA etA

la cual satisface que su primera derivada es igual a

Ḣ(t) = (e−tA)′ etA + e−A (etA)′

= −Ae−tA etA + e−tA (AetA)

= Ae−tA etA − Ae−tA etA = 0 .

Como R es conexo, entonces H es constante (Teorema 2.2.5). Dado que
H(0) = I se concluye que para cualquier t ∈ R

H(t) = e−tA etA = I .

�

Teorema 6.2.7. Sea H : R −→ gl(d, F ) una función suave que satisface

i. H(0) = B,

ii. Ḣ(t) = H(t)A.

Entonces H(t) = BetA

Demostración. Por el Teorema 6.2.5 la función H̃(t) = BetA satisface las
condiciones i y ii.

Consideremos la función suave

G(t) = H(t)e−tA ,

de modo que

Ġ(t) = H(t)Ae−tA − H(t)e−tAA

= H(t)e−tAA − H(t)e−tAA = 0 .

Como R es conexo, G es una función constante (Teorema 2.2.5) de modo
que para todo t ∈ R

G(t) = G(0) = B .
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Por el Lema anterior para cualquier t ∈ R

H(t) = BetA .

�

Análogamente se puede mostrar que si H : R −→ gl(d, F ) es una función
suave que satisface que H(0) = B y Ḣ(t) = AH(t) entonces para todo t ∈ R,
H(t) = etAB.

Del Lema 6.2.6 se puede concluir que para cualquier A ∈ gl(d, F ), eA ∈
Gl(d, F ). Dado que Gl(d, F ) es un subconjunto abierto de gl(d, F ) y que la
función exponencial factoriza a través de (Gl(d, F ), iGl(d,F )), gracias al Teorema
2.6.2 la correstricción de la función exponencial a Gl(d, F ) es suave.

Observación 6.2.8. Dados A = (aij)ij ∈ gl(d, F ) y B ∈ Gl(d, F ), ya que
(BAB−1)n = BAnB−1, se sigue que para toda m ∈ N

m∑
n=0

(BAB−1)n

n!
= B

( m∑
n=0

An

n!

)
B−1 ,

de modo que

eBAB−1
= BeAB−1 (6.4)

Si A es una matriz diagonal entonces para todo n ∈ N, An es una matriz
diagonal para la cual

(An)ii = an
ii ,

de modo que eA es una matriz diagonal que en la cual

(eA)ii = eaii .

Análogamente, si A es una matriz triangular superior, An es una matriz tri-
angular superior que tiene valor an

ii en la entrada ii, de modo que eA es una
matriz triangular superior que tiene valor eaii en la entrada ii.

Por otro lado el Teorema de Schur (A.4.4) asegura que para cualquier C ∈
gl(d, F ) existe B ∈ Gl(d, F ) para la cual BCB−1 es triangular superior.

Dadas las observaciones previas podemos concluir que el determinante de
eBCB−1

es la multiplicación de los elementos de la diagonal, por lo que resulta
igual a etr(BCB−1).

Considerando que tr (BCB−1) = tr C, tenemos que

det (eC) = det (BeCB−1) = det (eBCB−1
)

= etr(BCB−1) = etr(C)
(6.5)
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6.3. El mapeo exponencial en Gl(d, C)

Por la observación 4.2.7 sabemos que para cualquier R-espacio vectorial dimen-
sionalmente finito visto como variedad podemos identificar los espacios tan-
gentes en cada punto con el espacio vectorial mismo. En el caso particular de
gl(d, C), considerando xij : gl(d, C) −→ C la función suave para la cual dado
A = (aij)ij ∈ gl(d, C), xij(A) = aij (véase el ejemplo 1.1.7), obtenemos el
siguiente isomorfismo

TAgl(d, C)
λA �� gl(d, C)

ν � �� (ν(Rexij) + iν(Imxij))ij

(6.6)

donde Rexij = Re ◦ xij y Imxij = Im ◦ xij , siendo Re : C −→ R y Im :
C −→ R las funciones que asocian la parte real o imaginaria a un complejo,
respectivamente.

Como Gl(d, C) es un abierto de gl(d, C) dicho isomorfismo canónico se
preserva para el espacio tangente de cada elemento en Gl(d, C).

En lo siguiente denotaremos como I a la matriz identidad y como 0 a la
matriz cero. Aśı, dado A ∈ Gl(d, C)

TIGl(d, C)
λA◦d(lA)I �� gl(dC)

ν � �� AλI(ν)

(6.7)

Dicha correspondencia se argumenta a continuación.
Dados i, j, k, l ∈ { 1, . . . , d }, denotaremos eij a la matriz cuya única entrada

distinta de cero (e igual a uno) es la ij. De tal forma que

d(lA)I

(
∂

∂Rexij

∣∣∣∣∣
I

)
(Rexkl) =

∂Rexkl ◦ lA
∂Rexij

(I)

= ĺım
t→0

Rexkl(A(I + teij)) − Rexkl(AI)
t

= ĺım
t→0

Rexkl(tAeij)
t

= Rexkl(Aeij)

=

{
0 l �= j

Rexki(A) l = j .

Análogamente

d(lA)I

(
∂

∂Rexij

∣∣∣∣∣
I

)
(Imxkl) =

{
0 l �= j

Imxki(A) l = j .

De modo que
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λA ◦ d(lA)I

(
∂

∂Rexij

∣∣∣∣∣
I

)

= λA

(∑
k ,l

(
d(Rexkl ◦ lA)

(
∂

∂Rexij

∣∣∣∣∣
I

)
∂

∂Rexkl

∣∣∣∣∣
A

+ d(Imxkl ◦ lA)

(
∂

∂Rexij

∣∣∣∣∣
I

)
∂

∂Imxkl

∣∣∣∣∣
A

))

= λA

(
d∑

k=1

(
Rexki(A)

∂

∂Rexkj

∣∣∣∣∣
A

+Imxki(A)
∂

∂Imxkj

∣∣∣∣∣
A

))
= Aeij .

Por otro lado

d(lA)I

(
∂

∂Imxij

∣∣∣∣∣
I

)
(Rexkl) =

∂Rexkl ◦ lA
∂Imxij

(I)

= ĺım
t→0

Rexkl(A(I + iteij)) − Rexkl(AI)
t

= ĺım
t→0

Rexkl(itAeij)
t

= Rexkl(iAeij) = −Imxkl(Aeij)

=

{
0 l �= j

−Imxki(A) l = j

y de forma análoga

d(lA)I

(
∂

∂Imxij

∣∣∣∣∣
I

)
(Imxkl) = Rexkl(Aeij) =

{
0 l �= j

Rexki(A) l = j ,

De modo que

λA ◦ d(lA)I

(
∂

∂Rexij

∣∣∣∣∣
I

)

= λA

(
d∑

k=1

(
−Imxki(A)

∂

∂Rexkj

∣∣∣∣∣
A

+Rexki(A)
∂

∂Imxkj

∣∣∣∣∣
A

))
= iAeij .

Por lo cual, dado ν ∈ TIGl(n, C)
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ν =
d∑

i, j

(
ν(Rexij)

∂

∂Rexij

∣∣∣∣∣
I

+ν(Imxij)
∂

∂Imxij

∣∣∣
I

)
.

Gracias a los cálculos previos se tiene que

λA ◦ d(lA)I(ν) =
d∑

i, j

(
ν(Rexij)Aeij + iν(Imxij)A eij

)

= A

( d∑
i, j

(
ν(Rexij)eij + iν(Imxij)eij

))
= AλI(ν) .

Podemos interpretar lo anterior en el siguiente diagrama conmutativo

TIGl(d, C)
d(lA)I ��

λI

��

TAGl(d, C)

λA

��
gl(d, C)

l̂A

�� gl(d, C)

donde l̂A es la multiplicación izquierda por A en gl(d, C).
De la misma forma podemos concluir que dado C ∈ Gl(d, C)

TCGl(d, C)
d(lA)C ��

λC

��

TACGl(d, C)

λAC

��
gl(d, C)

l̂A

�� gl(d, C)

(6.8)

donde l̂A es la multiplicación izquierda por A en gl(d, C).
Sean g̃ el álgebra de Lie de Gl(d, C) y X ∈ g̃. Denotaremos como γX al

mapeo exponencial expX , de manera que para todo t0 ∈ R,

γ̇X(t0) = d(γX)t0

(
d

dt

∣∣∣∣∣
t0

)
= d(lγX(t0))I(XI) .

Mediante el isomorfismo dado en (6.6) y la asignación expresada en (6.7) pode-
mos concluir que γ̇X : R −→ gl(d, C) es una función suave para la cual, dado
t0 ∈ R

γ̇X(t0) = γX(t0)(XI(Rexij) + iXI(Imxij))ij

= γX(t0)λI(XI) .
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De tal forma que la función γX : R −→ Gl(d, C) es suave y satisface

γX(O) = I y
γ̇X(t0) = γX(t0)λI(XI) .

Por lo demostrado en la sección 6.2 acerca del mapeo exponencial en matri-
ces, concluimos que

γX(t) = etλI(XI) ,

donde eA =
∞∑

n=0

An

n! para cualquier A ∈ gl(d, C).

Identificando canónicamente a g con gl(d, C) mediante el isomorfismo (6.6)
y por el Teorema 6.1.6, el mapeo

gl(d, C)
exp �� Gl(d, C)

A
� �� eA

es suave.
Por definición de la estructura de variedad diferenciable de Gl(d, C) se tiene

que (Gl(d, R), iGl(d,R)) es un encaje y además iGl(d,R) es un morfismo de gru-
pos, por lo que resulta ser un subgrupo de Lie de Gl(d, C). Como el siguiente
diagrama conmuta

gl(d, R)
diGl(d,R)��

exp

��

gl(d, C)

exp

��
Gl(d, R)

iGl(d,R)

�� Gl(d, C)

obtenemos que para cualquier A ∈ Gl(d, R)

exp(A) = igl(d,R) ◦ exp(A)
= exp ◦ diGl(d,R)(A)

= exp(A) = eA .

De modo que

gl(d, R)
exp �� Gl(d, R)

A
� �� eA
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Observación 6.3.1. Como hemos visto, si consideramos exp : gl(d, C) −→
Gl(d, C), exp(gl(d, R)) ⊆ Gl(d, R). Sin embargo gl(d, R) � exp−1(Gl(d, R)),
ya que la matriz A = 2πiI �∈ gl(d, R) y eA = e2πiI = I, pues 1 = e2πi (véase
observación 6.2.8, sección 6.2). Es decir, A ∈ exp−1(Gl(d, R)) y eA = eI = I,
por lo que también se observa que exp no es inyectiva.

Denotemos F a R o bien a C. Sea V un F -espacio vectorial de dimensión
finita d y β = {x1, . . . , xd } una base de V . Dado l ∈ Aut(V ) y [l]β la
representación matricial de l en base β, sabemos que

Aut(V )
Ψβ �� Gl(d, F )

l
� �� [l]β

es un isomorfismo de grupos de Lie, de tal forma que

End(V )
dΨβ �� gl(d, F )

T
� �� [T ]β

y por lo tanto se tiene el siguiente diagrama conmutativo

End(V )
dΨβ ��

exp

��

gl(d, F )

exp

��
Aut(V )

Ψβ

�� Gl(d, F )

concluyendo que para l ∈ End(V )

exp(l) =
∞∑

n=0

ln

n!
, (6.9)

donde ln denota la composición de l n veces.

Sea ϕ : G −→ Aut(V ) una representación y X ∈ g. Por el Teorema 6.1.7 y
las observaciones previas se tiene que

ϕ(exp(X)) = exp(dϕ(X))

= 1 + dϕ(X) +
(dϕ(X))2

2!
+

(dϕ(X))3

3!
+ . . .

(6.10)

Además, por la identificación expresada en 2.3 de la observación 4.2.7
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dϕ(X) = dϕe(Xe) = dϕe

(
dexp0

(
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

))

= d(ϕ ◦ exp)0

(
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

)

= ĺım
t→0

ϕ(expX(t)) − idV

t

=
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

(ϕ(expX(t)))

(6.11)

6.4. Subgrupos de Gl(d, C)

En esta parte veremos una útil aplicación del Teorema 6.1.9, calculando álgebras
de Lie de subgrupos cerrados de Gl(d, C), mediante el mapeo exponencial.

Recordemos que si A = (aij)ij ∈ Gl(d, C), denotamos a la matriz transpues-
ta de A como At = (aji)ij y como A∗ a la matriz cuya entrada ij- ésima es
aji, es decir, A∗ es la matriz en la que se conjugan las entradas de At.

De la continuidad de la función exponencial podemos concluir que

eAt

= (eA)t y

eA∗
= (eA)∗ .

Consideremos gt, g∗ : Gl(d, C) −→ Gl(d, C) para las cuales dado A =
(aij)ij ∈ Gl(d, C)

gt(A) = AtA =
( d∑

k=1

akiakj

)
ij

y

g∗(A) = A∗A =
( d∑

k=1

akiakj

)
ij

.

De modo que son suaves ya que cada entrada se expresa como sumas de pro-
ductos de funciones suaves de R

2d2
a R. Gracias a esto podemos concluir que

los siguientes subgrupos de Gl(d, C) son cerrados

a. U(d) = {A ∈ Gl(d, C) : A∗A = I } = (g∗)−1(I) (grupo unitario).

b. Sl(d, C) = {A ∈ Gl(d, C) : detA = 1 } = det−1(1) (grupo especial lineal).

c. O(d, C) = {A ∈ Gl(d, C) : AtA = I } = (gt)−1(I) (grupo ortogonal comple-
jo).
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Verifiquemos que son subgrupos de Lie de Gl(d, C) con la topoloǵıa relativa
y que respectivamente sus álgebras son:

a’. u(d) = {A ∈ gl(d, C) : A = −A∗ } (matrices hermitianas).

b’. sl(d, C) = {A ∈ gl(d, C) : trA =
d∑

i=1

aii = 0 } (matrices de traza cero).

c’. o(d, C) = {A ∈ gl(d, C) : A = −At } (matrices simétricas).

Cálculando las dimensiones de las álgebras de Lie anteriores se concluye que
dimU(d) = d2, dimSl(d, C) = 2d2 − 2 y dimO(d, C) = d(d − 1).

El siguiente Lema nos será de útilidad para considerar algunos de dichos
subgrupos intersectados con Gl(d, R).

Lema 6.4.1. Sea exp : gl(d, C) −→ Gl(d, C) el mapeo exponencial, entonces
existen U ⊆ gl(d, C) vecindad abierta de 0 y V ⊆ Gl(d, C) vecindad abierta
de I para las cuales exp|U : U −→ V es un difeomorfismo y además

exp(U ∩ gl(d, R)) = V ∩ Gl(d, R) .

Demostración. Sean U0, U1 vecindades abiertas de 0 en gl(d, C) y V0, V1

vecindades abiertas de I en Gl(d, C) que satisfacen que exp|U0 : U0 −→ V0 y
exp|U1∩gl(d,R) : U1 ∩ gl(d, R) −→ V1 ∩ Gl(d, R) son difeomorfismos.

Sean Ṽ , Ṽ1 ⊆ Gl(d, C) vecindades abiertas de I que satisfacen que exp(U0∩
U1) = Ṽ y

exp((U0 ∩ U1) ∩ gl(d, R)) = (V1 ∩ Ṽ1) ∩ Gl(d, R) ⊆ Ṽ ∩ Gl(d, R) ,

de modo que

exp(U0 ∩ U1 ∩ gl(d, R)) = (V1 ∩ Ṽ1 ∩ Ṽ ) ∩ Gl(d, R) .

Denotemos V = V1 ∩ Ṽ1 ∩ Ṽ ⊆ Gl(d, C) vecindad abierta de I y U =
exp−1(V ) ∩ U0. Observemos que exp|U : U −→ V es un difeomorfismo pues
U ⊆ U0 es una vecindad abierta de 0, V ⊆ Ṽ ⊆ V0 y exp|U0 es un difeomor-
fismo sobre V0.

Más aún,

exp(U ∩ gl(d, R)) = V ∩ Gl(d, R)

pues dado A ∈ V ∩Gl(d, R) existe A0 ∈ U0∩U1∩gl(d, R) tal que exp(A0) = A.
Como A0 ∈ exp−1(V ) ∩ U0 = U entonces A0 ∈ U ∩ gl(d, R).

�
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Consideremos U ⊆ gl(d, C) y V ⊆ Gl(d, C) como en el Lema, y que además
se satisfaga que para cualquier A ∈ U , |det (A)| < 2π. Sin pérdida de generali-
dad podemos suponer que U es simétrica (es decir, U = U−1).

Sabemos que las funciones h̄, ht : gl(d, C) −→ gl(d, C) para las cuales dado
C = (cij)ij , h̄(C) = C = (cij)ij y ht(C) = Ct, son funciones lineales y por lo
tanto suaves. De manera que

Ũ = U ∩ (h̄−1(U)) ∩ U t ∩ (h̄−1(U))t ⊆ U

es una vecindad abierta de 0, de tal forma que Ṽ = exp(Ũ) es una vecindad
abierta de I y exp|Ũ es un difeomorfismo sobre Ṽ que satisface

exp(Ũ ∩ gl(d, R)) = Ṽ ∩ Gl(d, R) .

Veamos que exp(Ũ ∩ u(d)) = Ṽ ∩ U(d). Sea A ∈ Ũ ∩ u(d) de modo que
eA ∈ Ṽ . Notemos que e−A = (eA)−1, y ya que

e−A = eA∗
= (eA)∗ ,

se concluye que eA ∈ U(d).

Inversamente, si A ∈ U(d) ∩ Ṽ entonces existe B ∈ U tal que eB = A y
además

e−B = (eB)−1 = A−1 = A∗ = (eB)∗ = eB∗
.

Ya que B ∈ Ũ entonces −B, B∗ ∈ Ũ , de modo que B∗ = −B.
En forma análoga tenemos que para cualquier A ∈ Ũ ∩ o(d, C), eA ∈ Ṽ y

(eA)−1 = e−A = eAt

= (eA)t ,

lo cual significa que eA ∈ O(d, C).

Además, si A ∈ Ṽ ∩ O(d, C) entonces existe un único B ∈ Ũ para el cual
eB = A, por ello

e−B = (eB)−1 = (eB)t = eBt

.

Dado que −B, B∗ ∈ Ũ , ambos son iguales y de ah́ı que B ∈ o(d, C). De tal
manera que exp(Ũ ∩ o(d, C)) = Ṽ ∩ O(d, C).

Resta ver que exp(Ũ ∩ sl(d, C)) = Ṽ ∩ Sl(d, C). Consideremos A ∈ Ũ ∩
sl(d, C), de modo que

det (eA) = etrA = e0 = I .
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Por otro lado, si A ∈ Ṽ ∩Sl(d, C) existe un único B ∈ Ũ para el cual eA = A,
de manera que

etrB = det eB = det A = 1 ,

lo cual sucede si y sólo si trB = (2πi)n, para algún n ∈ Z. Como B ∈ U se
tiene que n = 0 y por tanto que B ∈ sl(d, C), siguiéndose de ah́ı lo deseado.

Con los subgrupos anteriores describiremos otros subgrupos cerrados de
Gl(d, C) que gracias al Teorema 6.1.9 resultan ser nuevamente subgrupos de
Lie de Gl(d, C), a saber

(a) SU(d) = U(d) ∩ Sl(d, C) (grupo especial unitario).

(b) Sl(d, R) = Gl(d, R) ∩ Sl(d, C) (grupo especial lineal real).

(c) O(d) = Gl(d, R) ∩ U(d) (grupo ortogonal).

(d) SO(d) = O(d) ∩ Sl(d, R) (grupo especial ortogonal).

Resultando que sus álgebras de Lie son respectivamente

(a’) su(d) = u(d) ∩ sl(d, C).

(b’) sl(d, R) = gl(d, R) ∩ sl(d, C).

(c’) o(d) = gl(d, R) ∩ u(d) ⊆ sl(d, R).

(d’) so(d) = o(d) ∩ sl(d, R) = o(d)

Para concluir lo anterior observemos que exp(Ũ ∩ su(d)) = Ṽ ∩ SU(d), lo
cual se sigue directamente de los argumentos expuestos en el caso de Sl(d, C)
y U(d).

Veamos que exp(Ũ ∩sl(d, R)) = Ṽ ∩Sl(d, R). Ya que la contención exp(Ũ ∩
sl(d, R)) ⊆ Ṽ ∩ Sl(d, R) se tiene, consideremos A ∈ Ṽ ∩ Sl(d, R) y B ∈
Ũ ∩gl(d, R) para el cual eB = A, de modo que 1 = det eA = etrB , concluyendo
con ello que trB = 0 y por lo tanto la otra igualdad. En forma análoga se
muestra que exp(Ũ ∩ o(d)) = Ṽ ∩ O(d) y exp(Ũ ∩ so(d)) = Ṽ ∩ SO(d).

Dado que (Gl(d, R), iGl(d,R)) es un subgrupo de Lie de Gl(d, C) con la
topoloǵıa relativa y O(d), SO(d) ⊆ Gl(d, R), se sigue del Teorema 2.6.2 que
O(d) y SO(d) son subgrupos de Gl(d, R).

Calculando las dimensiones de las álgebras de Lie de los subgrupos de Lie
anteriores, obtenemos que dimSU(d) = dim Sl(d, R) = d2 − 1 y dimO(d) =
dimSO(d) = d(d−1)

2 .
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Caṕıtulo 7

Topoloǵıa y suavidad en
grupos de Lie

7.1. Morfismos continuos

En esta parte veremos algunas repercusiones del hecho de que exista un morfismo
continuo de grupos entre dos grupos de Lie.

Teorema 7.1.1. Sea G un grupo de Lie y ϕ : R −→ G morfismo continuo.
Entonces ϕ es suave.

Demostración. Dado que ϕ es un morfismo, basta ver que ϕ es suave en Ũ
una vecindad abierta de 0 pues para cualquier t0 ∈ R, ϕ|lt0 (Ũ) = lϕ(t0) ◦ ϕ|Ũ ◦
l−t0 |lt0 (Ũ), resultando aśı ser suave en todo R.

A grandes rasgos, la demostración busca exhibir que existe dicha vecindad
Ũ de modo que ϕ restringida a ésta factoriza a traves del mapeo exponencial,
es decir que existe una función α : Ũ −→ g suave tal que el siguiente diagrama
conmuta

Ũ

ϕ

²²

α

xxq q q q q q q

g
exp

// G

Sean U vecindad abierta de 0 en g y vecindad abierta de e en G para las que
exp|U : U −→ V es difeomorfismo. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que U tiene la propiedad de que para cualquier elemento X ∈ U , tX ∈ U para
todo 0 6 t 6 1 ya que los homeomorfismos lineales preservan convexidad.

Sea

U ′ = 1
2U = { 1

2X : X ∈ U }
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vecindad abierta de 0 en g contenida en U . Elijamos t0 > 0 para el cual
[−t0, t0] ⊆ ϕ−1(exp(U ′)). De modo que para todo n ∈ N existen únicos X, Y ∈
U ′ para los cuales exp(X) = ϕ( t0

n ) y exp(t0).
Observemos que de mostrar que nX = Y tendŕıamos que para todo m ∈ Z

para el cual 0 < |m| 6 n:

1. Si m > 0, ϕ(mt0
n ) = (ϕ( t0

n ))m = (exp( 1
nY ))m = exp(m

n Y ).

2. Si m < 0, ϕ(mt0
n ) = (ϕ(−mt0

n ))−1 = (exp(−m
n Y ))−1 = exp(m

n Y ).

De modo que para cualquier 0 6 |t| 6 t0, existe una sucesión (mi

ni
)i∈N que

converge a t
t0

, donde ni > 0 y 0 < |mi| 6 ni para todo i ∈ N. De modo que
(mit0

ni
) converge a t y por la continuidad de ϕ

ϕ(t) = exp( t
t0

Y ).

Considerando Ũ = (−t0, t0) habremos concluido.
Observemos que exp(nX) = ϕ(t0) = exp(Y ). Mostraremos que nX ∈ U ′ y

por lo tanto nX = Y , por ser exp|U ′ inyectiva. Procederemos por inducción:
observemos que X ∈ U ′. Supongamos que para todo 0 6 j < n, jX ∈ U ′. Como
(j + 1)X ∈ U y exp((j + 1)X) = ϕ( j+1

n t0) ∈ exp(U ′), por ser exp inyectiva en
U obtenemos que (j + 1)X ∈ U ′. Aśı concluimos que nX ∈ U ′. ¥

Teorema 7.1.2. Sean Hc y Gd grupos de Lie y ϕ : G −→ H morfismo
continuo. Entonces ϕ es suave.

Demostración. Como ϕ es morfismo de grupos, basta verificarlo en una vecin-
dad de e. Sea g álgebra de Lie de G y J : Rd −→ g isomorfismo lineal, de
modo que resulta un difeomorfismo. Sean U vecindad del 0 en R y V vecindad
de e en G para las cuales exp : U −→ V es difeomorfismo. Consideremos
q ∈ { 1, . . . , d } y

R
iq // Rd

t
Â // (δlqt)d

l=1

donde δlq es la delta de Kronecker.
Por el teorema anterior ϕq = ϕ ◦ exp ◦ iq : R −→ H es un morfismo suave,

para todo q ∈ { 1, . . . , d }; de modo que la función ϕ̃ : Rd −→ H definida como

(x1, . . . , xd)
Â // ϕ̃1(x1) . . . ϕ̃d(xd)

es suave, y más aún ϕ̃ = ϕ ◦ exp ◦ J. Podemos concluir entonces que ϕ|V =
ϕ̃ ◦ J−1 ◦ (exp|U )−1 es suave. ¥
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Corolario 7.1.3. Si G es un grupo topológico, segundo numerable y localmente
euclidiano, existe a lo más una estructura diferenciable que lo hace grupo de Lie

Demostración. Sean F, F′ estructuras difenciables que hacen a G grupo de
Lie, de modo que la identidad de (G, F) en (G, F′) es homeomorfismo y por lo
tanto es isomorfismo de grupos de Lie. De ese modo (G, F) = (G, F′). ¥

Gleason junto con Montgomery y Zippen resolvieron en 1952 el problema
planteado por Hilbert al Congreso Internacional de Matemáticas en 1900, que
era decidir si todo grupo topológico conexo, segundo numerable y localmente
euclidiano tiene una estructura diferenciable que lo hace grupo de Lie, respon-
diendo que afirmativamente (véase [M-Z]).

Por otro lado es posible mostrar que toda estructura de variedad difenciable
de un grupo de Lie contiene una estructura anaĺıtica, es decir, una colección
de sistemas coordenados cuyos mapeos dan composiciones localmente represen-
tadas por series de potencias. Se obtiene además un teorema análogo al 7.1.2
que nos dice que todo morfismo continuo entre grupos de Lie es anaĺıtico, del
cual se sigue que la estructura anaĺıtica contenida en la estructura diferenciable
de un grupo de Lie es única.

7.2. Subgrupos cerrados

Teorema 7.2.1. Sea G un grupo de Lie y A un subgrupo cerrado abstracto de
G. Entonces existe una única estructura de variedad para A que lo hace subgrupo
de Lie de G (en dicha estructura A tiene la topoloǵıa relativa).

Demostración. A lo largo de la siguiente demostración incluimos la prueba de
algunas afirmaciones que nos serán de utilidad.

Observemos que el hecho de que A sea cerrado y de que posea una estructura
de variedad que lo haga subvariedad de G nos dice que debe ser un encaje
(Teoremas 5.2.8 y 5.2.10).

Veremos que este resultado es una aplicación del Teorema 6.1.9, por lo que la
demostración busca mostrar que se satisfacen las condiciones de dicho Teorema.
Sea

a = {X ∈ g : exp(tX) ∈ A, para todo t ∈ R }.
Observemos que 0 ∈ a; por definición, si X ∈ a entonces tX ∈ a para

cualquier t ∈ R. Si además Y ∈ a, en general

ĺım
n→∞

(exp( t
nX)exp( t

nY ))n = exp(t(X + Y )) (7.1)

lo cual se demostrará en el Lema posterior a este Teorema. Considerando esto
y dado que A es cerrado, podemos concluir que X + Y ∈ a. De ese modo a es
un subespacio vectorial de g.
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Ahora buscamos mostrar la existencia de U ⊆ g y V ⊆ G vecindades
abiertas de 0 y e, respectivamente de tal forma que exp|U : U −→ V es un
difeomorfismo y para las cuales

exp(U ∩ a) = V ∩A.

Supongamos que no existen vecindades abiertas con dichas propiedades.

Afirmación. En caso de que dichas vecindades no existan, es posible encontrar
W ⊆ g vecindad abierta de 0 y una sucesión (σi)i∈I de elementos en A que
converge a e y para la cual, dado i ∈ N, σi 6∈ exp(W ∩ a).

Demostración. Sea {Ui}i∈N base local de 0 con la propiedad de que exp|Ui

es un difeomorfismo sobre el abierto exp(Ui) ⊆ G y

exp(Ui ∩ a) ⊂ exp(Ui) ∩A. (7.2)

Sin pérdida de generalidad supongamos que U1 ⊃ U2 ⊂ . . .
Notemos que para cualquier i ∈ N existe σi ∈ exp(Ui)∩Ar exp(U1 ∩ a) ya

que de lo contrario existiŕıa i ∈ N para el cual

exp(Ui) ∩A ⊆ exp(U1 ∩ a)

y en ese caso para todo x ∈ exp(Ui) ∩A existen Xi ∈ Ui tal que exp(Xi) = x
y X ′

i ∈ U1 ∩ a para el cual exp(X ′
i) = x.

Como exp|U1 es inyectiva, X ′
i = Xi y por lo tanto

x ∈ exp(Ui ∩ a),

es decir, exp(Ui) ∩A ⊆ exp(Ui ∩ a), que contradice la propiedad (7.2).
Observemos que (σi)i∈N es una sucesión de elementos en A que converge a

e, pues { exp(Ui) }i∈N es una base local de e y además para toda i ∈ N

σi 6∈ exp(U1 ∩ a).

Elijiendo W = U1 obtenemos el resultado. ¥

Sea b ⊆ g subespacio tal que g = a⊕ b. Consideremos el mapeo suave

α : a× b −→ G

definido como α(X, Y ) = exp Xexp Y .

Afirmación. dα(0,0) es un isomorfismo.
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Demostración. Consideremos {X1, . . . , Xc } una base de a y {Xc+1, . . . , Xd }
una base de b. Sea la transformación lineal φ : a× b −→ Rd para la cual

(Xi, 0) 7−→ ei, i ∈ { 1, . . . , c }
(0, Xj) 7−→ ej , j ∈ { c + 1, . . . , d }

de modo que φ = (φ1, . . . , φd) es un mapeo coordenado de a× b.

Observemos que para cualquier f ∈ C∞e (G) y i ∈ { 1, . . . , d }.

dα(0,0)

(
∂

∂φi

)
(f) =

∂(f ◦ α)
∂φi

(0, 0) =
∂(f ◦ α ◦ φ−1)

∂ri
(0̂)

=
d(f ◦ exp(tXi))

dt
(0) =

d(f ◦ expXi
(t))

dt
(0)

= d(expXi
)0(f) = (Xi)e(f)

Por lo tanto dα(0,0)( ∂
∂φi

) = (Xi)e para cualquier i ∈ { 1, . . . , d }, concluyendo
aśı que dα(0,0) es un isomorfismo.

¥

Por el Teorema de la función inversa existen Wa ⊆ W∩a y Wb ⊆ b vecindades
abiertas de 0 en a y b respectivamente, de tal forma que α|Wa×Wb

es un
difeomorfismo sobre su imagen abierta en G.

Afirmación. Existe Wb ⊆ b vecindad abierta de 0 para la cual α|Wa×Wb
es

un difeomorfismo sobre su imagen que es abierta en G y además

A ∩ exp(Wb r 0) = ∅ (7.3)

Demostración. Supongamos que no es posible elegir tal Wb, de modo que
existe una sucesión (Xi)i∈N con elementos en Wbr{0} y para la cual exp (Xi) ∈
A. Consideremos una sucesión de elementos en R+ que converge a cero y para
el cual una subsucesión de (Xi

ti
)i∈N converge a un elemento X 6= 0. Para con-

seguir dicha sucesión de reales positivos, consideremos un isomorfismo lineal
de b en Rm, donde m = dimRb, de modo que resulta un homeomorfismo.
Induciendo la métrica de Rm en b mediante este isomorfismo, podemos con-
siderar ti = ||Xi||, de tal modo que (Xi

ti
)i∈N es una sucesión contenida en

C1 = {X ∈ b : ||X|| = 1 } que es compacto. Por lo tanto { Xi

ti i∈N } tiene
un punto de acumulación X ∈ C1, el cual resulta ĺımite de una subsucesión
(Xik

tik
)k∈N.

Sea t > 0. Denotemos nk(t) el mayor entero menor o igual a t
tik

de modo que

t

tik

− 1 < nk(t) 6 t

tik
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Aśı (tik
nk(t))k∈N converge a t. Por la continuidad de la función exponencial

exp (tX) = exp ( ĺım
k→∞

nk(t)Xik
) = ĺım

k→∞
(expXik

)n(t)

Como A es cerrado y (expXik
)n(t) ∈ A para cualquier k ∈ N, exp(tX) ∈ A.

Si t < 0 entonces exp(tX) = (exp(−tX))−1 ∈ A. De modo que X ∈ a∩b = {0},
que es una contradicción ya que X 6= 0.
Por lo tanto existe Wb ⊆ b vecindad abierta de 0 que satisface

A ∩ exp(Wb r 0) = ∅.
¥

Sea k ∈ N para la cual σk ∈ α(Wa × Wb) y Xa ∈ Wa, Xb ∈ b tales que
α(Xa, Xb) = exp(Xa)exp(Xb) = σk.
Como σk 6∈ exp(W∩a), Xb 6= 0 y exp(Xb) = (exp(Xa))−1σk ∈ A contradiciendo
(7.3).

Aśı se satisface que existan U ⊆ g y V ⊆ G vecindades abiertas de 0 y e
respectivamente, tales que exp|U : U −→ V es difeomorfismo y

exp(U ∩ a) = V ∩A

y por tanto las condiciones del Teorema 6.1.9.
¥

Lema 7.2.2. Sea Gd grupo de Lie con álgebra de Lie g. Si X, Y ∈ g entonces
existe ε > 0 tal que para cualquier t ∈ (−ε, ε)

exp(tX)exp(tY ) = exp(t(X + Y ) + h(t))

donde h : (−ε, ε) −→ g es suave y además h = O(t2), es decir que dado φ un
mapeo coordenado de g, φ◦h(t)

t2 es acotado cuando t → 0 (véase A.3).

Demostración. Sea σ : R −→ G curva suave definida como

σ(t) = exp(tX)exp(tY ).

Dado que el mapeo exponencial es un difeomorfismo local alrededor de 0
existen ε > 0 y una curva suave σg : (ε, ε) −→ g que satisface

exp(σg) = σ(t) = exp(tX)exp(tY )

para toda t ∈ (−ε, ε).
Como σ̇(0) = Xe + Ye (Lema 7.2.3), σ̇g(0) = X + Y quedando aśı la

expansión de Taylor de grado 1 para σ como
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σg(t) = σg(0) + t(X + Y ) + h(t)

donde h(t) = R(1,0)(t) es el residuo de grado 1 de la expansión de Taylor de
σg.

Concluimos que

exp(tX)exp(tY ) = exp(σg(t)) = exp(t(X + Y ) + h(t))

donde h(t) = O(t2). ¥

Lema 7.2.3. Sean σ y τ curvas en un grupo de Lie Gd tales que σ(0) =
τ(0) = e y sea α la multiplicación de estas dos, es decir α(t) = σ(t)τ(t).
Pruebe que

α̇(0) = σ̇(0) + τ̇(0)

Demostración. Sea µ : G × G −→ G la multiplicación en G, de modo que
α = µ ◦ (σ, τ), aśı

α̇(0) = dµ(e,e)(σ̇(0), τ̇(0)).

Basta mostrar que dados ν, ω ∈ TeG,

dµ(e,e)(ν, ω) = ν + ω

para concluir la prueba.

Sea (U,ϕ = (x1, . . . , xd)) sistema coordenado de G tal que e ∈ U , de modo
que (U × U,ϕ × ϕ) es un sistema coordenado de G × G alrededor de (e, e).
En la identificación canónica de T(e, e)(G ×G) con Te(G) × TeG mediante el
isomorfismo (dπ1, dπ2) (donde π1 y π2 denotan las proyecciones canónicas de
G×G en G), tenemos la correspondencia

(ν, 0) 7−→
d∑

i=1

ν(xi)
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
(e,e)

Aśı, para cualquier f ∈ C∞e (G)
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dµ(e,e)(ν, 0)(f) =
d∑

i=1

ν(xi)
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
(e,e)

(f ◦ µ)

=
d∑

i=1

ν(xi)
∂(f ◦ µ ◦ (ϕ−1 × ϕ−1))

∂ri
(ϕ(e), ϕ(e))

=
d∑

i=1

ν(xi)
∂(f ◦ ϕ−1)

∂ri
(ϕ(e))

=
( d∑

i=1

ν(xi)
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
(e)

)
(f) = ν(f)

concluyendo con ello que dµ(e,e)(ν, 0) = ν. Análogamente tenemos que dµ(e,e)(0, ω) =
ω.

Aśı, por linealidad de dµ(e,e) tenemos que

dµ(e,e)(ν, ω) = dµ(e,e)((ν, 0) + (0, ω)) = ν + ω.

¥

Gracias a este Lema podemos concluir la igualdad (7.1) del Teorema 7.2.1
, pues para cualquier t ∈ R existe N ∈ N para el cual todo n > N satisface
que t

n ∈ (−ε, ε), de modo que por ser h(s) = O(s2),

ĺım
n> N

nh( t
n ) = ĺım

n> N

t2

n

(
h( t

n )
t2

n2

)
= 0

De esa forma

ĺım
n→∞

(exp( t
nX)exp( t

nY ))n = ĺım
n→∞

(exp( t
n (X + Y ) + h( t

n )))n

= ĺım
n> N

exp(t(X + Y ) + nh( t
n ))

= exp(t(X + Y ) + ĺım
n> N

nh( t
n ))

= exp(t(X + Y )).

Teorema 7.2.4. Sea Ψ : G −→ K morfismo de grupos de Lie, entonces A =
kerΨ es un subgrupo de Lie cerrado de G con álgebra de Lie igual a ker dΨ.

Demostración. Sabemos que kerΨ es un subgrupo cerrado abstracto de G,
de modo que es un subgrupo de Lie de G según el Teorema anterior. Denotemos
a al álgebra de Lie de A. Basta demostrar que coincide con kerΨ, es decir que
diA(a) = kerΨ, donde iA denota el mapeo inclusión de A en G.
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Por un lado, Ψ ◦ iA = 0, por lo que d(Ψ ◦ iA) = 0; de ese modo diA(a) ⊆
kerΨ.

Sea X ∈ ker dΨ, entonces para cualquier t ∈ R,

ϕ(exp(tX) = exp(tdΨ(X))) = e,

es decir, exp(tX) ∈ kerϕ para cualquier t ∈ R. Por la Proposición 6.1.8
aplicada a (A, iA), X ∈ diA(a), concluyendo con ello la igualdad. ¥
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Caṕıtulo 8

Linealización en grupos de
Lie

8.1. La representación adjunta

Definición 8.1.1. Sean G un grupo de Lie y M una variedad diferenciable.
Diremos que un mapeo suave µ : G × M −→ M es una acción izquierda de G
en M si satisface

1. Para cualesquiera σ, τ ∈ G, m ∈ M

µ(στ, m) = µ(σ, µ(τ, m))

2. Si m ∈ M entonces

µ(e,m) = m.

Análogamente diremos que un mapeo suave µ̃ : M ×G −→ M es una acción
derecha de G en M si satisface

1’. Para cualesquiera σ, τ ∈ G, m ∈ M

µ̃(m,στ) = µ̃(µ̃(m,σ), τ)

2’. Si m ∈ M entonces

µ̃(m, e) = m.

Esta definición se generaliza para grupos topológicos; en ese caso, siendo G
un grupo topológico y M un espacio topológico se dice que un mapeo continuo
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µ : G × M −→ M es una acción izquierda de G en M si satisface las condi-
ciones 1 y 2 de la noción anterior. Análogamente se puede define una acción
derecha de G en M . En lo siguiente nos restringiremos al caso de acciones
como la especificada en la definición 8.1.1.

Observación 8.1.2. Si µ es una acción izquierda de G en M , dado σ ∈ G,
µσ : M −→ M definido como µσ(m) = µ(σ,m) es un difeomorfismo. De hecho,
denotando como Diff(M) al grupo de difeomorfismos de M ,

G
ρ �� Diff (M)

σ � �� µσ

es un morfismo de grupos y por el primer Teorema de isomorfismo

G/ ker ρ ∼= Im ρ = {µσ : M −→ M : σ ∈ G }.

Cuando no haya lugar a confusión llamaremos a Im ρ el grupo de difeomorfismos
de G en M .

Ejemplo 8.1.3. Dados un grupo de Lie G y µ : G×G −→ G su multiplicación,
es sencillo verificar que µ es una acción izquierda (derecha) de G en śı mismo.

Otra acción inducida por µ es

a : G × G −→ G definida como

a(g, σ) = gσg−1

donde gσ denota a µ(g, σ).

Resulta suave pues a = µ ◦ (µ × idG) ◦ Ψ donde

G × G
Ψ �� G × G × G

(g, σ) � �� (g, σ, g−1)

además satisface las condiciones 1 y 2 de la definición 8.1.1 pues para cua-
lesquiera σ, h, g ∈ G,

1. a(gh, σ) = (gh)σ(gh)−1 = ghσh−1g−1 = a(g, hσh−1) = a(g, a(h, σ)).

2. a(e, σ) = eσe = σ.

Esta acción resultará de suma importancia y será retomada en breve.
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Teorema 8.1.4. Sea µ : G × M −→ M una acción izquierda de G en Md.
Supongamos que existe un punto fijo m0 ∈ M , es decir que para cualquier
σ ∈ G, µσ(m0) = m0. Entonces el mapeo

Ψ : G −→ Aut(Tm0M)

definido como

Ψ(σ) = d(µσ)m0

es una respresentación de G.

Demostración. Dados σ, τ ∈ G, µστ = µσ ◦ µτ (véase la observación 8.1.2),
de modo que

Ψ(στ) = d(µστ )m0 = d(µσ ◦ µτ )m0

= d(µσ)m0 ◦ d(µτ )m0 = Ψ(σ)Ψ(τ).

De modo que es un morfismo de grupos. Veamos ahora que es suave.
Sea (U,ϕ = (x1, . . . , xd)) sistema coordenado de M tal que m0 ∈ U , de

modo que β = { ∂
∂xi

|m0 , } es una base en Tm0M e induce un isomorfismo de
grupos de Lie

Aut(TmM) λ �� Gl(d, R)

T
� �� [T ]β

de modo que basta mostrar que λ ◦ Ψ es suave para concluir que Ψ lo es.
Sabemos que dados σ ∈ G y j ∈ { 1, . . . , d }

d(µσ)m0

(
∂

∂xj

∣∣∣∣∣
m0

)
=

d∑
i=1

∂(xj ◦ µσ)
∂xi

∣∣∣∣∣
m0

∂

∂xi

∣∣∣∣∣
m0

.

De modo que

(λ ◦ Ψ)ij =
∂(xj ◦ µσ)

∂xi

∣∣∣∣∣
m0

=
∂(xj ◦ µ ◦ (idG × ϕ−1))

∂ri

∣∣∣∣∣
(σ,ϕ(m0))

Dado que xj ◦ µ ◦ (idG × ϕ−1)) : G × ϕ(U) −→ R es suave, Ψij =
∂(xj◦µ◦(idG×ϕ−1))

∂ri
: G × ϕ(U) −→ R también lo es.

Si i0 : G −→ G × ϕ(U) es tal que i0(g) = (g, ϕ(m0)) entonces Ψij ◦ i0 =
(λ ◦ Ψ)ij y por lo tanto λ ◦ Ψ es suave.

�
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Definición 8.1.5. Considerando la acción a : G×G −→ G definida en el ejem-
plo 8.1.3, e es un punto fijo de ésta. Por el Teorema anterior y el isomorfismo
canónico entre TeG y g, el álgebra de Lie de G, obtenemos la representación

G
Ad �� Aut(g)

σ � �� daσ

donde daσ(X) es el campo en g cuyo valor en e es d(aσ)e(Xe), llamada la
representación adjunta.

Denotemos Ad(σ) como Adσ. Gracias al Teorema 6.1.7 obtenemos el si-
guiente diagrama conmutativo.

g
Adσ ��

exp

��

g

exp

��
G aσ

�� G

es decir que para toda X ∈ g y t ∈ R

σexp(tX)σ−1 = exp(Adσ(tX)) = exp(tadσ(X)).

De forma análoga, denotando d Ad como ad, tenemos

g ad ��

exp

��

End(g)

exp

��
G

Ad
�� Aut(g)

En el caso particular en el que G = Aut (V), siendo V un R-espacio vectorial
de dimensión finita d, dados T ∈ G y λ ∈ End(V ), por la observación 6.11 y
las propiedades (6.9) y (6.4)

AdT (λ) =
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

(aT ◦ exp(tλ)) =
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

(T ◦ exp(tλ) ◦ T−1)

=
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

(exp(t(T ◦ λ ◦ T−1))) = T ◦ λ ◦ T−1 .

En forma análoga, si G es Gl(d, R) (o bien Gl(d, C)) obtenemos que dado
B ∈ Gl(d, R) y C ∈ gl(d, R)

AdB(C) = BCB−1.

210



8.1. La representación adjunta

En lo sucesivo denotaremos ad(X) como adX .
Para la siguiente demostración es útil recordar que si V es un R- espa-

cio vectorial de dimensión finita d, dada β = { v1, . . . , vd } base de V y
β∗ = {φ1, . . . , φd } su base dual, al definir para toda i, j ∈ { 1, . . . , d } la
transformación lineal Tij : V −→ V para la cual

Tij(vk) = δikvj ,

el conjunto γ = {Tij } es una base para End(V ). Más aún, para cualquier
T ∈ End(V )

T =
d∑

i,j=1

φj(T (vi))Tij . (8.1)

Proposición 8.1.6. Sea Gd un grupo de Lie con álgebra de Lie g. Sean
X, Y ∈ g, entonces

adX(Y ) = [X, Y ].

Demostración. Sea β = {X1, . . . , Xd } base de g y β∗ = {φ1, . . . , φd } su
base dual. Observemos que basta mostrar que

adXl
(Xs) = [Xl, Xs] ,

para cualesquiera l, s ∈ { 1, . . . , d }, pues ad induce un mapeo bilineal en g.
Para i, j ∈ { 1, . . . , d } definamos Tij : g −→ g la transformación lineal que

satisface

Tij(Xk) = δikXj ,

donde δik es la delta de Kronecker. Aśı {Tij } es un base de End(g), de modo
que para cualquier T ∈ End(g)

T =
d∑

i,j=1

φj(T (Xi))Tij

(Véase la igualdad (8.1)).
Haciendo las identificaciones correspondientes y tomando { τij } la base dual

de {Tij } tenemos que

g dAd �� End(g)

X
� ��

d∑
i,j=1

Xe(τij ◦ Ad)Tij
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Veamos que para cualesquiera l, s ∈ { 1, . . . , d }

adXl
(Xs) =

d∑
i,j=1

(Xl)e(τij ◦ Ad)Tij(Xs) = [Xl, Xs] .

Por definicion

d∑
i,j=1

(Xl)e(τij ◦ Ad)Tij(Xs) =
d∑

j=1

(Xl)e(τsj ◦ Ad)Xj

=
d∑

j=1

d(expXl
)0

(
d

dt

∣∣∣∣∣
t0

)
(τsj ◦ Ad)Xj

=
d∑

j=1

d

dt

∣∣∣∣∣
t0

(τsj ◦ Ad ◦ expXl
(t))Xj

=
d∑

j=1

d

dt

∣∣∣∣∣
t0

(τsj(daexpXl
(t)))Xj

=
d∑

j=1

d

dt

∣∣∣∣∣
t0

(φj(daexpXl
(t)(Xs)))Xj .

(8.2)

Observemos que daexpXl
(t) ∈ g.

Si para X ∈ g denotamos Xt al elemento del grupo uniparamétrico corres-
pondiente a X, considerando f ∈ C∞

e (G) se tiene

(daexpXl
(t)(Xs))e(f) = (Xs)e(f ◦ aexpXl

(t))

= (Xs)e(f ◦ rexpXl
(−t) ◦ lexpXl

(t)) = (Xs)expXl
(t)(f ◦ rexpXl

(−t))

= drexpXl
(−t)(Xs)

(Xl)t(e)
(f) = d(Xl)−t(Xs)(Xl)t(e)

(f).

Dado que Xs, d(Xl)−t(Xs) ∈ g, observemos que para todo σ ∈ G

dlσ(d(Xl)−t(Xs)(Xl)t(e)
) = dlσ(dl(Xl)t(e)(d(Xl)−t(Xs)e))

= dlσ(Xl)−t(e)(d(Xl)−t(Xs)e) = dlσexpXl
(t)(d(Xl)−t(Xs)e)

= dl(Xl)t(σ)(d(Xl)−t(Xs)e) = d(Xl)−t(Xs)(Xl)t(σ) .

De modo que

daexpXl
(t)(Xs) = d(Xl)−t(Xs) ◦ (Xl)t (8.3)
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Por el corolario 2.5.3 del Teorema de la Función inversa y la Proposición
2.8.12 sabemos que existe un sistema coordenado alrededor de e, (U, φ) con
funciones coordenadas x1, . . . , xd de tal modo que

∂

∂xj

∣∣∣∣∣
U

= Xj , j ∈ { 1, . . . , d }.

De ese modo, si X ∈ g entonces para todo m ∈ M

d(xj)m(X) = φj(X),

es decir, dxj(X) = φj(X) en U .
Aśı por las igualdades (8.2), (8.3) y por la proposición 3.5.2 inciso (ii)

(adXl
(Xs))e =

d∑
j=1

d

dt

∣∣∣∣∣
t0

(φj(d(Xl)−t(Xs) ◦ (Xl)t))(Xj)e

=
d∑

j=1

d

dt

∣∣∣∣∣
t0

(dxi(d(Xl)−t(Xs) ◦ (Xl)t))
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
e

=
d

dt

∣∣∣∣∣
t0

(d(Xl)−t(Xs)(Xl)t(e)
) = [Xl, Xs]e .

Es decir

adXl
(Xs) = [Xl, Xs].

�

Aśı como en anillos, podemos definir el concepto de ideal para álgebras de
Lie. Diremos que h ⊆ g un subespacio vectorial del álgebra de Lie g, es un ideal
de g si para cualesquiera a ∈ h, b ∈ g, [a, b] ∈ h (por lo que [b, a] = −[a, b] ∈ h).

Teorema 8.1.7. Sea A subgrupo de Lie conexo de un grupo de Lie conexo G.
Entonces A es un subgrupo normal de G si y sólo si el álgebra de Lie a de A
es un ideal en g.

Demostración. Observemos que bajo las hipótesis obtenemos los siguientes
diagramas conmutativos

a
diA ��

exp

��

g
Adσ ��

exp

��

g ad ��

exp

��

End(g)

exp

��
A

iA

�� G aσ

�� G
Ad

�� Aut(g)
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donde σ = exp(tX).

Identifiquemos a con diA(a). Dado Y ∈ a y s ∈ R, obtenemos

exp(tX)exp(sY )exp(−tX) = exp(Adexp(tX)(sY ))
= exps{(exp ◦ adtX)(Y )} = σ̃ .

(8.4)

Supongamos que A es normal, de manera que σ̃ ∈ A. Por el Teorema 6.1.8,
(exp ◦ adtX)(Y ) ∈ a y gracias a la igualdad (6.9) obtenemos

(exp ◦ adtX)(Y ) = Y + t[X, Y ] +
t2

2!
[X, [X,Y ]] + ...

Notemos que (exp ◦ adtX)(Y ) es una curva suave en a cuya derivada en
cero es [X, Y ], por lo que [X, Y ] ∈ a.

Supongamos ahora que a es un ideal de g. Observemos que basta mostrar
que existen vecindades abiertas V ⊆ A, W ⊆ G de e en A y G respectivamente,
de modo que W = W−1 y tales que para cualesquiera a ∈ V y g ∈ W se sat-
isfaga que gag−1 ∈ A, pues

A =
⋃
n∈N

V n y G =
⋃
n∈N

Wn ,

y por lo tanto dado a = v1 . . . vn ∈ A, con vi ∈ V , si g ∈ W se tiene que
gag−1 = gv1g

−1gv2g
−1 . . . gvng−1 ∈ A. De modo que WAW = A. Tomando

g = w1 . . . wm ∈ G, con wi ∈ W , por inducción sobre m se sigue que gAg−1 ⊆
A.

Consideremos U ⊆ g vecindad abierta de 0 y W ⊆ G vecindad abierta
de e para las cuales exp|U : U −→ W es un difeomorfismo. Sin pérdida de
generalidad supongamos que W es simétrico (es decir, W = W−1).

Sea V ⊆ A vecindad abierta de e en A, tal que exp|exp−1(V ) es un difeo-
morfismo y V ⊆ W .

Sea Y ∈ exp−1(V ). Aśı, por la igualdad 8.4, para cualquier X ∈ exp−1(W )

expX(expY )exp(−X) = exp{(exp ◦ adX)(Y )} ,

de modo que

(exp ◦ adX)(Y ) = Y + [X,Y ] +
1
2!

[X, [X,Y ]] + ...

Como a es un ideal y un subconjunto cerrado de g entonces (exp◦adX)(Y ) ∈
a. Por el Teorema 6.1.8, exp{(exp ◦ adX)(Y )} ∈ A. Aśı por la suprayectividad
del mapeo exponencial en V y W se sigue el resultado.

�
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Definición 8.1.8. Sea G grupo de Lie y g su álgebra de Lie.

Llamamos el centro de g al conjunto

Cg = {X ∈ g : [X, Y ] = 0, para cualquier Y ∈ g } = ker ad.

De igual forma que para grupos abstractos, llamamos el centro de G al
conjunto

CG = {σ ∈ G : τσ = στ, para cualquier τ ∈ G }.
Teorema 8.1.9. Sea G un grupo de Lie conexo, entonces CG es el kernel de
la representación adjunta.

Demostración. Sea σ ∈ CG, de modo que aσ = idG y por lo tanto Adσ =
daσ = idg, de modo que CG ⊆ kerAd.

Sean τ ∈ kerAd, U ⊆ g y V ⊆ G vecindades abiertas de 0 y e respectivamente,
tales que exp|U : u −→ V es un difeomorfismo. Notemos que dado X ∈ U

σexp(X)σ−1 = exp(Adσ(X)) = expX

De modo que todo elemento de V conmuta con σ. Como G es conexo
entonces

G =
⋃
k∈N

V k;

aśı para cualquier τ ∈ G existe v1, . . . , vn ∈ V tales que τ = v1 . . . vn y aśı

στσ−1 = σv1σ
−1σv2σ

−1 . . . σvnσvn

= v1v2 . . . vn = τ.

Por lo tanto kerAd ⊆ CG.
�

Corolario 8.1.10. Sea G un grupo de Lie conexo, entonces CG es un sub-
grupo cerrado de G con álgebra de Lie Cg = ker ad.

Demostración. Se sigue de los Teoremas 7.2.4 y 8.1.9. �

Corolario 8.1.11. Sea G grupo de Lie conexo. Entonces G es abeliano si y
sólo si Cg = g.

En general, dada un álgebra de Lie g si Cg = g diremos que el álgebra de
Lie es abeliana. Esta definición queda motivada por el corolario 8.1.11.
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Proposición 8.1.12. Sea G grupo de Lie y g su álgebra de Lie. Sean X, Y ∈ g
tales que [X,Y ] = 0, entonces

exp(X + Y ) = exp(X)exp(Y )

Demostración. Sea a el subespacio generado por X, Y . Observemos que re-
sulta una subálgebra de Lie de g. Sea (A, iA) el subgrupo de Lie conexo con
álgebra de Lie a, de modo que A es abeliano.

De ese modo para toda t ∈ R,

exp(tX)exp(tY ) = exp(tY )exp(tX)

Aśı, por la igualdad (7.1) del Teorema 7.2.1 tenemos que

exp(t(X + Y )) = ĺım
n→∞(exp( t

nX)exp( t
nY ))n

= ĺım
n→∞(exp( t

nX))n(exp( t
nY ))n

= exp(tX)exp(tY ).

�

8.2. Derivaciones de operaciones y formas bili-
neales

En esta parte F denotará a R o C. Consideremos V un espacio vectorial so-
bre F , dimensionalmente finito. Por la propiedad universal del producto tenso-
rial existe una correspondencia biuńıvoca entre los mapeos bilineales de V y las
funciones lineales de V ⊗V , pues para cualquier mapeo bilineal λ : V ×V −→ W
existe una única transformación lineal λ̃ : V ⊗ V −→ W que hace conmutar el
siguiente diagrama

V × V
π ��

λ

���
��

��
��

��
��

V ⊗ V

λ̃
���

�
�

�
�

�

W

donde π es el mapeo bilineal proyección, es decir π(a, b) = a ⊗ b para cua-
lesquiera a, b ∈ V .

Teniendo en mente dicha correspondencia diremos que una función lineal
Ψ : V ⊗ V −→ V es una operación bilineal.

Consideremos

AΨ(V ) = {α ∈ Aut(V ) : α(Ψ(u ⊗ v)) = Ψ(α(u) ⊗ α(v)) u, v ∈ V }
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el subconjunto de Aut(V ) que preserva la operación bilineal Ψ.
Observemos que dado α ∈ Aut(V ) existe un único α̃ : V ⊗V −→ V ⊗V tal

que α̃(u ⊗ v) = α(u) ⊗ α(v), por la propiedad universal del producto tensorial

(u, v)
�

���
��

��
��

��
� V × V

π ��

���
��

��
��

��
��

V ⊗ V

α̃

���
�

�
�

�

α(u) ⊗ α(v) V ⊗ V

.

De modo que α ∈ AΨ(V ) si y sólo si α ◦ Ψ = Ψ ◦ α̃. Por otro lado

dΨ = { l ∈ End(V ) : l(Ψ(u ⊗ v)) = Ψ(l(u) ⊗ v) + Ψ(u ⊗ l(v)), u, v ∈ V }.

Llamaremos a los elementos de dΨ derivaciones de la operación bilineal Ψ.
Veremos la relación que existe entre AΨ(V ) y dΨ. Para ello consideraremos

un resultado que nos será de utilidad.

Lema 8.2.1. Sean V y W espacios vectoriales sobre F , dimensionalmente
finitos. Sean σ, ρ : U ⊆ R −→ V curvas suaves y λ : V × V −→ W bilineal;
entonces λ ◦ (σ, ρ) : U −→ W es una curva suave y para cualquier t0 ∈ U

d

dt

∣∣∣∣∣
t=t0

λ(σ(t), ρ(t)) = λ

(
dσ(t)

dt

∣∣∣∣∣
t=t0

, ρ(t0)
)

+λ

(
σ(t0),

dρ(t)
dt

∣∣∣∣∣
t=t0

)
.

Demostración. Considerando que basta verificar la suavidad para los mapeos
coordenados lineales y que en R

d los mapeos bilineales son suaves, concluimos
que λ también lo es.

Aśı por la identificación expresada en 2.3 de la observación 4.2.7,

d

dt

∣∣∣∣∣
t=t0

λ(σ(t), ρ(t)) = ĺım
t→t0

λ(σ(t), ρ(t)) − λ(σ(t0), ρ(t0))
t − t0

= ĺım
t→t0

λ(σ(t) − σ(t0), ρ(t))
t − t0

+ ĺım
t→t0

λ(σ(t0), ρ(t) − ρ(t0))
t − t0

= ĺım
t→t0

λ

(
σ(t) − σ(t0)

t − t0
, ρ(t)

)
+ ĺım

t→t0
λ

(
σ(t0),

ρ(t) − ρ(t0)
t − t0

)
= λ

(
dσ(t)

dt

∣∣∣∣∣
t=t0

, ρ(t0)
)

+λ

(
σ(t0),

dρ(t)
dt

∣∣∣∣∣
t=t0

)
.

�
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Si σ, ρ son como en el Lema y λ̃ : V ⊗ V −→ W es lineal, entonces λ̃ es
suave y

d

dt

∣∣∣∣∣
t=t0

λ̃(σ(t) ⊗ ρ(t)) =
d

dt

∣∣∣∣∣
t=t0

λ̃ ◦ π(σ(t), ρ(t)) = dλ̃

(
d

dt

∣∣∣∣∣
t=t0

π(σ(t), ρ(t))
)

= λ̃ ◦ π

(
dσ(t)

dt

∣∣∣∣∣
t=t0

, ρ(t0)
)

+λ̃ ◦ π

(
σ(t0),

dρ(t)
dt

∣∣∣∣∣
t=t0

)
= λ̃(σ̇(t0) ⊗ ρ(t0)) + λ̃(σ(t0) ⊗ ρ̇(t0)) .

Teorema 8.2.2. Sea Ψ : V ⊗V −→ V operación bilineal. Entonces AΨ(V ) es
un subgrupo cerrado de Lie de Aut(V ) con álgebra de Lie dΨ.

Demostración. Veamos que AΨ(V ) es un subgrupo cerrado.
Por un lado idV ∈ AΨ(V ). Sean α, β ∈ AΨ(V ) de modo que para cua-

lesquiera u, v ∈ V

α(α−1(Ψ(u ⊗ v))) = Ψ(u ⊗ v) = Ψ(α(α−1(u)) ⊗ α(α−1(v)))

= α(Ψ(α−1(u) ⊗ α−1(v))) .

Aplicando α−1

α−1(Ψ(u ⊗ v)) = Ψ(α−1(u) ⊗ α−1(v)) .

Además

α ◦ β(Ψ(u ⊗ v)) = α(Ψ(β(u) ⊗ β(v))) = Ψ(α ◦ β(u) ⊗ α ◦ β(v)) .

Aśı α◦β, α−1 ∈ Aut(V ) y por lo tanto es un subgrupo abstracto de Aut(V ).
Por otro lado, si {αn}n∈N es una subsucesión de AΨ(V ) que converge a α ∈
Aut(V ) entonces para cualesquiera u, v ∈ V

α(Ψ(u ⊗ v)) = ĺım
n→∞αn(Ψ(u ⊗ v)) = ĺım

n→∞Ψ(αn(u) ⊗ αn(v))

= ĺım
n→∞Ψ ◦ π(αn(u), αn(v)) = Ψ(π(α(u), α(v)))

= Ψ(α(u) ⊗ α(v)) .

De modo que α ∈ AΨ(V ) y por lo tanto AΨ(V ) es cerrado.
Sea a ⊆ End(V ) el álgebra de Lie de AΨ(V ). Denotemos Ψ0 = Ψ ◦ π :

V × V −→ V . Consideremos l ∈ End(V ) y la curva suave σl : R −→ Aut(V )
definida como σl(t) = exp(tl).
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Sean u, v ∈ V y σ1, σ2 : R −→ V tales que

σ1(t) = Ψ0(σl(u), σl(v))
σ2(t) = σl(Ψ0(u, v)).

Observemos que dichas curvas son suaves pues

σ1 = (Ψ0 ◦ ev(u,v)) ◦ (σl, σl) ,

donde ev(u,v) : Aut(V )×Aut(V ) −→ V ×V es definida como ev(u,v)(T1, T2) =
(T1(u), T2(v)) y por lo tanto Ψ0 ◦ ev(u,v) es bilineal.

Análogamente σ2 = evΨ0(u,v) ◦ σl, siendo evΨ0(u,v) : Aut(V ) −→ V el
mapeo lineal definido como evΨ0(u,v)(T ) = T (Ψ0(u, v)).

De ese modo, por el Lema 8.2.1

σ̇1(t0) = d
dt |t=t0(Ψ0 ◦ ev(u,v)) ◦ (σl(t), σl(t))

= Ψ0 ◦ ev(u,v)(σ̇l(t0), σl(t0)) + Ψ0 ◦ ev(u,v)(σl(t0), σ̇l(t0))
= Ψ0(σ̇l(t0)(u), σl(t0)(v)) + Ψ0(σl(t0)(u), σ̇l(t0)(v))

(8.5)

σ̇2(t0) = evΨ0(u,v)(σ̇l(t0)) = σ̇l(t0)(Ψ0(u, v)) . (8.6)

En el caso de que l ∈ a, para cualquier t0 ∈ R

σ1(t0) = Ψ0(exp(tl)(u), exp(tl)(v)) = Ψ(exp(tl)(u) ⊗ exp(tl)(v))
= exp(tl)(Ψ(u ⊗ v)) = exp(tl)(Ψ0(u, v))
= σ2(t0) .

De modo que por las igualdades (8.5) y (8.6)

l(Ψ(u ⊗ v)) = l(Ψ0(u, v)) = σ̇1(0) = σ̇2(0)
= Ψ0(l(u), v) + Ψ0(u, l(v))
= Ψ(l(u) ⊗ v) + Ψ(u ⊗ l(v)) .

Aśı a ⊆ dΨ.
Si l ∈ dΨ, σ̇1(0) = σ̇2(0). Veamos que es razón suficiente para que σ̇1(t0) =

σ̇2(t0), para cualquier t0 ∈ R.
Por las igualdades (8.5) y (8.6), considerando además el diagrama conmuta-

tivo 6.8 de la sección de mapeo exponencial en Gl(d, C), basta mostrar que
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Ψ(exp(t0l) ◦ l(u) ⊗ exp(t0l)(v)) + Ψ(exp(t0l)(u) ⊗ exp(t0l) ◦ l(v))
= exp(t0l) ◦ l(Ψ(u ⊗ v)) .

Sabemos que

l ◦ Ψ = Ψ ◦ (l ⊗ idV + idV ⊗ l) .

Supongamos que dado n ∈ N

ln ◦ Ψ = Ψ ◦ (l ⊗ idV + idV ⊗ l)n ,

de modo que

ln+1 ◦ Ψ = ln ◦ (l ◦ Ψ)
= ln ◦ (Ψ ◦ (l ⊗ idV + idV ⊗ l))

= Ψ ◦ (l ⊗ idV + idV ⊗ l)n+1.

Aśı obtenemos

exp(t0l) ◦ l ◦ Ψ = l ◦ Ψ + t0l
2 ◦ Ψ + t20

2! l
3 ◦ Ψ + t30

3! l
4 ◦ Ψ + . . .

= Ψ ◦ (l ⊗ idV + idV ⊗ l) + t0Ψ ◦ (l ⊗ idV + idV ⊗ l)2

+ t20
2! Ψ ◦ (l ⊗ idV + idV ⊗ l)3 + t30

3! Ψ ◦ (l ⊗ idV + idV ⊗ l)4 + . . .

= Ψ ◦ (l ⊗ idV + idV ⊗ l) ◦ exp(t0(l ⊗ idV + idV ⊗ l)) .

Como l ⊗ idV y idV ⊗ l conmutan, al igual que exp(t0l) y l, además de
que

exp(t0l) ⊗ idV =
(∑

k∈N

tk
0

k! l
k

)
⊗idV =

∑
k∈N

tk
0

k! (l
k ⊗ idV )

=
∑
k∈N

tk
0

k! (l ⊗ idV )k = exp(t0(l ⊗ idV )) ,

obtenemos que

exp(t0l) ◦ l ◦ Ψ = Ψ ◦ (l ⊗ idV + idV ⊗ l) ◦ (exp(t0(l ⊗ idV )) ◦ exp(t0(idV ⊗ l)))
= Ψ ◦ (l ⊗ idV + idV ⊗ l) ◦ (exp(t0l) ⊗ idV ) ◦ (idV ⊗ exp(t0l))
= Ψ ◦ (l ⊗ idV + idV ⊗ l) ◦ (exp(t0l) ⊗ exp(t0l))
= Ψ(exp(t0l) ◦ l ⊗ exp(t0l)) + Ψ(exp(t0l) ⊗ exp(t0l) ◦ l) .
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Gracias a esto concluimos que

σ̇1(t0) = σ̇2(t0) para todo t0 ∈ R .

Por el Teorema 2.2.5, σ1 − σ2 es un mapeo constante. Como σ1(0) = σ2(0)
concluimos que σ1 = σ2, obteniendo aśı que exp(t0l) ∈ AΨ(V ) para todo
t0 ∈ R.

Por la Proposición 6.1.8, l ∈ a y con ello a = dΨ. �

La siguiente definición tiene conceptos totalmente análogos a los anteriores.

Definición 8.2.3. Nuevamente consideremos V espacio vectorial sobre F
dimensionalmente finito. Llamaremos a un mapeo lineal B : V ⊗ V −→ F
forma bilineal y usaremos la notación B(u ⊗ v) = (u, v).

Consideremos el conjunto

AB(V ) = {α ∈ Aut(V ) : (u, v) = (α(u), α(v)), u, v ∈ V } ,

cuyos elementos son los automorfismo de V que preservan la forma bilineal B.

dB = { l ∈ End(V ) : (l(u), v) + (u, l(v)) = 0, u, v ∈ V } .

Los elementos de dB son llamados derivaciones de la forma bilineal B.

El siguiente resultado es análogo al Teorema 8.2.2 al igual que su demostración.
Es por ello que sólo se mencionan los razonamientos primordiales ya que los de-
talles son exactamente iguales.

Teorema 8.2.4. Sea B : V ⊗V −→ F forma bilineal, de modo que AB(V ) es
un subgrupo de Lie de Aut(V ) con álgebra de Lie dB.

Demostración. El hecho de que AB(V ) es un subgrupo cerrado abstracto de
Aut(V ) se muestra en forma totalmente análoga a como se hizo con AΨ(V ) en
el Teorema 8.2.2.

Sea a ⊆ End(V ) el álgebra de Lie de AΨ(V ) y denotemos B0 = B ◦ π :
V × V −→ F . Consideremos l ∈ End(V ) para la cual σl(t) = expl(t). Sean
u, v ∈ V , σ1, σ2 : R −→ F curvas suaves tales que

σ1(t) = B0(exp(tl)(u), exp(tl)(v)) = (B0 ◦ ev(u,v)) ◦ (σl, σl)
σ2(t) = B0(u, v) ,

donde

Aut(V ) × Aut(V )
ev(u,v) �� V × V

(T1, T2)
� �� (T1(u), T2(v))
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Caṕıtulo 8. Linealización en grupos de Lie

y por lo tanto Ψ0◦ev(u,v) es bilineal. De modo que σ̇1(t0) = B0(σ̇l(t0)(u), σl(t0)(v))+
B0(σl(t0)(u), σ̇l(t0)(v)) y σ̇2(t0) = 0.

Si l ∈ a entonces σ1 = σ2, de modo que

0 = σ̇2(0) = σ̇1(0) = (l(u), v) + (u, l(v)).

Aśı a ⊆ dB .
Si l ∈ dB entonces σ̇1(0) = σ̇2(0) = 0. Veamos que dado t ∈ R, σ̇1(t) = 0.

Para cualquier n ∈ N

0 = B ◦ (l ⊗ idV + idV ⊗ l)n ,

y por lo tanto para cualquier t0 ∈ R

0 = B ◦ (l ⊗ idV + idV ⊗ l) ◦ (exp(t0(l ⊗ idV + idV ⊗ l))
= B ◦ (l ⊗ idV + idV ⊗ l) ◦ exp(t0(l ⊗ idV )) ◦ exp(t0(idV ⊗ l))
= B ◦ (l ⊗ idV + idV ⊗ l) ◦ (exp(t0l) ⊗ idV ) ◦ (idV ⊗ exp(t0l))
= B ◦ (l ⊗ idV + idV ⊗ l) ◦ (exp(t0l) ⊗ exp(t0l))
= B(exp(t0l) ◦ l ⊗ exp(t0l)) + B(exp(t0l) ⊗ exp(t0l) ◦ l).

Concluyendo aśı que σ̇1(t0) = 0 para toda t0 ∈ R y por lo tanto es un mapeo
constante.

Como σ1(0) = B(u⊗ v), entonces σ1 = σ2. Por lo tanto exp(t0l) ∈ AB(V )
para cualquier t0 ∈ R, siguiéndose de la Proposición 6.1.8 que l ∈ a.

Con ello a = dB . �

Consideremos V espacio vectorial sobre R con producto interior B0 y
dimensión finita d. B0 induce una única forma B : V ⊗ V −→ R tal que el
siguiente diagrama conmuta

V × V
π ��

B0

���
��

��
��

��
��

V ⊗ V

B

��	
	

	
	

	
	

R

Sabemos que el hecho de que α ∈ AB(V ) es equivalente a que α preserve
la norma inducida por B0 en V . Si l ∈ End(V ), denotemos l∗ el operador
adjunto de l, de modo que dada una base ortogonal β de V se tiene que
[l∗]β = [l]tβ . Aśı α ∈ AB(V ) si y sólo si [α]tβ [α]β = I y l ∈ dB si y sólo si
l∗ = −l, que es equivalente a su vez a que [l]tβ + [l]β = 0.
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Consideremos el difeomorfismo lineal inducido por β, Ψβ : End(V ) −→
gl(d, R) definido como Ψβ(l) = [l]β , de modo que Ψβ |Aut(V ) : Aut(V ) −→
Gl(d, R) es un isomorfismo de grupos de Lie y exp ◦ Ψβ = Ψβ |Aut(V ) ◦ exp, es
decir Ψβ = dΨβ |Aut(V ) (pues son dos transformaciones lineales que coinciden
en una vecindad de 0, en la cual se encuentra una base de End(V )).

Como Ψβ(AB(V )) = O(d) y dΨB(dB) = o(d), se podŕıa seguir de aqúı que
O(d) es un subgrupo cerrado de Gl(d, R) con álgebra de Lie o(d).

Observación 8.2.5. Sea g un álgebra de Lie. Observemos que [ , ] induce a
través de la propiedad universal una operación bilineal.

Denotemos A[ , ](g) y d[ , ] simplemente como A(g) y d respectivamente.
Observemos que A(g) resulta ser el conjunto de automorfismo de álgebras de
Lie de g; por el Teorema 8.2.2 es un subgrupo de Lie cerrado de Aut(g) con
álgebra de Lie igual al conjunto de derivaciones de [ , ].

Si G es un grupo de Lie con álgebra de Lie igual a g, observemos que ad(g) ⊆
d, por la identidad de Jacobi, y Ad(G) ⊆ A(g), pues aσ es un automorfismo de
grupos de Lie de G para cualquier σ ∈ G y por lo tanto daσ es automorfismo
de álgebras de Lie de g.

Más aún, Ad′ : G −→ A(g), la correstricción de Ad a A(g), es suave pues
(A(g), iA(g)) es un subgrupo de Lie cerrado de Aut(g) con la topoloǵıa relativa
(Véanse Teoremas 7.2.1 y 2.6.2). Aśı Ad factoriza a través de A(g), obteniendo
con ello los siguientes diagramas conmutativos

g ad ��

ad′
��












exp

��

End(g)

exp

��

d

id

		��������

exp

��

G ��Ad

Ad′
����������� Aut(g)

A(g)
iA(g)

		��������

Cuando argumentamos que Ad(G) ⊆ A(g), ocupamos el hecho de que
cualquier automorfismo de grupos de Lie de G induce un automorfismo de
álgebras de Lie de G mediante su derivada. Aśı, denotando A(G) a el grupo
de automorfismos de grupos de Lie de G

A(G)
J �� A(g)

Ψ � �� dΨ

está bien definida y por la regla de la cadena es un morfismo de grupos abstrac-
tos.
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Si G es conexo dicha función es inyectiva (Teorema 5.2.7); si además es
simplemente conexo también es suprayectiva (Teorema 5.3.6).

Suponiendo que G es simplemente conexo podemos inducir sobre A(G) una
estructura de variedad diferenciable mediante J de modo que éste resulte ser
un isomorfismo de grupos de Lie.

Por ello, denotando J′ = J−1 ◦ Ad′

G
J′

�� A(G)
σ � �� aσ

es un morfismo de grupos de Lie.
Si consideramos a el álgebra de Lie de A(G), obtenemos el siguiente dia-

grama conmutativo

g
dJ′

��

texp

��

a

texp

��
G

J′
�� A(G)
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Caṕıtulo 9

Variedades homogéneas y
acciones propias

9.1. Generalidades sobre variedades homogéneas

Cuando G es un subgrupo abstracto y H es un subgrupo de G, en general el
conjunto de clases laterales G/H no recibe una estructura de grupo a menos de
que H sea normal. Por ello gran parte de la Teoŕıa de grupos se enfoca al estudio
de subgrupos normales de grupos abstractos. En el caso de los grupos de Lie se
cuenta con una estructura adicional que se desea heredar al conjunto de clases
laterales. Dicha estructura es la de variedad diferenciable. A lo largo de esta
sección veremos que dado un grupo de Lie es suficiente pedir que un subgrupo
sea cerrado para que el conjunto de clases laterales reciba una estructura de
variedad diferenciable.

Consideremos a G grupo de Lie y H un subgrupo cerrado de G, de modo
que por el Teorema 7.2.1 recibe una única estructura de variedad diferenciable
con la cual (H, iH) resulta un subgrupo de Lie de G. Denotemos como g y h
a las álgebras de Lie de G y H respectivamente.

Dado σ ∈ G, consideremos σH la clase lateral izquierda de σ con res-
pecto a H. Veremos que G/H = {σH : σ ∈ G } recibe una estructura de
variedad diferenciable que queda totalmente caracterizada al satisfacer algunas
propiedades con respecto al mapeo canónico

G
π �� G/H

σ � �� σH

En adelante consideraremos a G/H con la topoloǵıa de identificación in-
ducida por π (véase el ejemplo 1.1.10). Observemos que con esta topoloǵıa π
es una función abierta pues dado A ⊆ G abierto,
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π−1(π(A)) =
⋃
a∈A

π−1(a) =
⋃

h∈H

Ah

es abierto en G que es equivalente a que π(A) sea abierto en G/H.
El siguiente Lema nos será de utilidad para mostrar la existencia de la es-

tructura de variedad de G/H.

Lema 9.1.1. Sea m ⊆ g subespacio tal que g = m ⊕ h, entonces existe U
vecindad abierta de 0 en m y V ⊆ G/H vecindad abierta de eH para la
cual π ◦ exp|U : U −→ V es un homeomorfismo (más aún, π|exp(U) es un
homeomorfismo).

Demostración. Sabemos que el mapeo

m × h
α �� G

(X,Y ) � �� exp(X)exp(Y )

es suave y dα(0,0) es un isomorfismo (véanse las afirmaciones del Teorema 7.2.1).
Sean Um ⊆ m y Uh ⊆ h vecindades abiertas de 0 en m y h respectivamente,
de tal modo que α|Um×Uh

es un difeomorfismo sobre su imagen abierta en G.
Por la demostración del Teorema 7.2.1 existen W ⊆ g vecindad abierta de 0

y W ′ ⊆ G vecindad abierta de e que satisfacen que exp|W : W −→ W ′ es un
difeomorfismo y

exp(W ∩ h) = W ′ ∩ H .

Sin pérdida de generalidad supongamos que W ∩ h = Uh. Consideremos el
mapeo suave

Um × Um
β �� G

(X, X ′) � �� exp(−X)exp(X ′)

y U ⊆ Um vecindad abierta de 0 en m que satisface que −U = U y β(U×U) ⊆
W ′.

Por un lado α|U×{0} es un homeomorfismo sobre su imagen. Más aún, si
X,X ′ ∈ U satisfacen que π ◦ exp(X) = π ◦ exp(X ′), es equivalente a que
exp(−X)exp(X ′) ∈ H. De modo que exp(−X)exp(X ′) ∈ W ′ ∩ H, por lo que
existe un único Y ∈ h ∩ W = Uh para el cual exp(−X)exp(X ′) = exp(Y ),
y aśı exp(X)exp(Y ) = exp(X ′). Como X ′, X ∈ Um y Y ∈ Uh, X ′ = X y
Y = 0, concluyendo con ello que π|exp(U) es inyectiva.

Como π es continua y abierta, π|exp(U) es un homeomorfismo sobre su
imagen.

Notemos que α(U ×Uh) ⊆ G es una vecindad abierta de de e que satisface
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π ◦ α(U × Uh) = π(exp(U)exp(Uh)) = π(exp(U)) .

De modo que π ◦ exp es un homeomorfismo de U sobre V = π(exp(U)),
vecindad abierta de eH. �

Con el mismo argumento que en la demostración del Lema podemos concluir
que para cualquier σ ∈ G, la composición

U
exp �� exp(U)

lσ �� σexp(U) π �� π(σexp(U))

es un homeomorfismo y π|σexp(U) es inyectiva ya que para cualesquiera X, X ′ ∈
U , π(σexp(X)) = π(σexp(X ′)) si y sólo si (σexp(X))−1σexp(X ′) ∈ H, es decir,
(exp(−X)σ−1)σexp(X ′) = exp(−X)exp(X ′) ∈ H. Además π(σexp(U)) = π ◦
lσ ◦ α(U × Uh) es abierto en G/H.

Dado σ ∈ G denotemos ϕσ = (π ◦ lσ ◦ exp|U )−1 = (lσ ◦ exp|U )−1 ◦
π−1|π(σexp(U)).

Si dimR m = c, X1, . . . Xc es una base de m y {φ1, . . . , φc } es su base dual
entonces (m, φ = (φ1, . . . , φc)) es un sistema coordenado en m. Consideremos
a la familia de homeomorfismos {φ ◦ ϕσ}σ∈G. Veremos que la topoloǵıa de
identificación da a G/H una estructura de variedad topológica y más aún, que
la familia de homeomorfismos genera una estructura diferenciable.

Observemos que la topoloǵıa de identificación para G/H es segundo nu-
merable, pues dada una base {Bi}i∈N de G, {π(Bi)}i∈N es una base de G/H,
pues π es abierta y continua.

Denotemos el mapeo suave

G × G
Ψ �� G

(ρ, λ) � �� ρ−1λ

de modo que si σ, τ ∈ G son tales que π(σ) �= π(τ), es equivalente a decir que
Ψ(σ, τ) �∈ H. Como H es cerrado existen Wσ, Wτ ⊆ G vecindades abiertas de
σ y τ respectivamente, que satisfacen

Ψ
(
Wσ × Wτ

) ⊆ G � Ψ−1(H) .

Con ello obtenemos que π(Wσ), π(Wτ ) son vecindades abiertas de σ y τ
respectivamente, tales que π(Wσ) ∩ π(Wτ ) = ∅. Por ello G/H es Hausdorff.

Como G =
⋃

σ∈G

lσ ◦ α(U × Uh) =
⋃

σ∈G

σexp(U)exp(Uh), tenemos

G/H =
⋃

σ∈G

π(σexp(U)) .
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Es decir, G/H es una variedad topológica con la familia de sistemas coordena-
dos { (π(σexp(U)), φ ◦ ϕσ) }σ∈G. Más aún, dados σ, τ ∈ G,

ϕσ ◦ ϕ−1
τ = (π ◦ lσ ◦ exp|U )−1π ◦ lτ ◦ exp|U

= (lσ ◦ exp|U )−1 ◦ lτ ◦ exp|U = exp|U−1 ◦ lσ−1τ ◦ exp|U
= exp|W ′

−1 ◦ lσ−1τ ◦ exp|U

es suave, de modo que

φ ◦ ϕσ ◦ ϕτ
−1 ◦ φ−1

es suave.
De ese modo existe una única estructura diferenciable generada por la familia

de homeomorfismos {φ ◦ ϕσ }σ∈G de tal modo que G/H con la topoloǵıa de
identificación resulta ser una variedad diferenciable.

En el siguiente resultado no sólo se resume lo que hemos visto, sino que se
caracteriza a dicha estructura de variedad de G/H.

Teorema 9.1.2. Sea G un grupo de Lie y H subgrupo cerrado de G. Entonces
G/H, el conjunto de clases laterales, tiene una única estructura de variedad de
tal manera que

i. La proyección canónica π : G −→ G/H es suave.

ii. Existen secciones locales suaves de G/H en G, es decir, para todo σH ∈
G/H existe W una vecindad abierta de σH en G/H y τ : W −→ G
suave para la cual π◦τ = idW (y como consecuencia π es una sumersión).

Demostración. Veamos que la estructura de variedad que obtuvimos a partir
de la topoloǵıa de identificación y la familia {φ◦ϕσ }σ∈G satisfacen los incisos i
y ii.

Observemos que para todo σ ∈ G

φ ◦ ϕσ ◦ π : π−1(π(σexp(U))) −→ R
c ,

donde π−1(π(σexp(U))) ⊆ G es abierto.
Como G =

⋂
τ∈G

τexp(U)exp(Uh) basta mostrar que φ ◦ ϕσ ◦ π es suave en

lτ ◦ α(U × Uh) ∩ π−1(π(lσ ◦ α(U × Uh))).
Ya que lσ◦α|U×Uh

es un difeomorfismo sobre su imagen, es suficiente probar
que φ ◦ ϕσ ◦ π ◦ lτ ◦ α es suave, pero

φ ◦ ϕσ ◦ π ◦ lτ ◦ α = φ ◦ ϕσ ◦ ϕτ
−1 ,
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que hemos mostrado que es suave en su dominio. De modo que π es suave.
Por otro lado, si dado σH ∈ G/H, consideramos W = π(σexp(U)) y J =

lσ ◦ exp ◦ ϕσ : W −→ G suave, entonces π ◦ J = ϕ−1
σ ◦ ϕσ = idW .

Veamos ahora la unicidad. Denotemos como (G/H)1 a G/H con una es-
tructura de variedad diferenciable que satisface las condiciones i y ii. De modo
que obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

G
π

����
��

��
�� π

����
��

��
��

�

G/H
idG/H

�� (G/H)1

Dado σH ∈ G/H, consideremos W vecindad abierta de σH y J como en
el inciso ii del Teorema 9.1.2, entonces π : G −→ (G/H)1 es suave y por lo
tanto π ◦ J = idW es suave.

Aśı idG/H : G/H −→ (G/H)1 es suave. Análogamente se muestra que
su inversa es suave, concluyendo con ello que las topoloǵıas y las estructuras
diferenciables son las mismas. �

Observación 9.1.3. Notemos que dim G/H = dim G − dimH.
Como dπe es suprayectiva entonces dimR(ker dπe) = dim H. Por otro lado

π ◦ exp|h ≡ 0. Como d(exp)0 = idg tenemos que dπe = d(π ◦ exp)0. Aśı, por la
identificación de h con T0h

dπe|h = d(π ◦ exp)0|h = d(π ◦ exp|h)0 = 0 ,

de modo que h ⊆ ker d(π)e.
Como dimR h = dim H concluimos que h = kerdπe.

Definición 9.1.4. Si G es un grupo de Lie y H es un subgrupo cerrado, por
el Teorema 9.1.2 G/H recibe una única estructura de variedad difenciable que
satisface i y ii del Teorema 9.1.2. En este caso llamaremos a G/H variedad
homogénea.

Observación 9.1.5. Consideremos G/H variedad homogénea. Una función f
definida en G/H es suave si y sólo si f ◦π es suave: por una lado si f es suave
entonces f ◦ π, y por otro para cada σH ∈ G/H existe W ⊆ G/H vecindad
abierta de σH y τ : W −→ G suave que satisface que π ◦ τ = idW , es decir
f |W = f ◦ π ◦ τ es suave.

Definición 9.1.6. Sea α : G × M −→ M una acción izquierda de G en M
(definición 8.1.1). Diremos que dicha acción es efectiva si dado σ ∈ G que
satisfaga que ασ = idM , se tiene que σ = e (lo cual significa que e es el único
elemento en G que fija a todos los elementos de M).
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Por otro lado, si α satisface que para cualesquiera m,n ∈ M existe σ ∈ G
para la cual ασ(m) = α(σ,m) = n llamaremos a α transitiva y al grupo de
difeomorfismo {ασ }σ∈G grupo transitivo de difeomorfismos.

Dado m ∈ M y

H = {σ ∈ G : ασ(m) = α(σ,m) = m } ,

es un subgrupo cerrado de G llamado el grupo de isotroṕıa de m.
Como H resulta ser un subgrupo de Lie con la topoloǵıa de subespacio,

α|H×M es una acción izquierda de H en M .
Por el Teorema 8.1.4

H
αH �� Aut(TmM)

h
� �� d(αh)m

es una representación, de modo que αH(H) = { d(αh)m : h ∈ H } es llamado
el grupo de isotroṕıa lineal de m.

Ejemplo 9.1.7. Definamos

G × G/H
β �� G/H

(σ, τH) � �� στH

Dicha función está bien definida pues para cualesquiera τ1, τ2 ∈ G tales que
τ1

−1τ2 ∈ H, entonces

(στ1)−1(στ2) = τ1
−1σ−1στ2 = τ1

−1τ2 ∈ H .

Además, gracias al producto en G satisface las condiciones (1) y (2) de la
definición 8.1.1.

De tal forma basta verificar que es suave para concluir que es una acción
izquierda de G en G/H. Para ello observemos que si M y N son variedades
diferenciables ρ : M × G/H −→ N es suave si y sólo si ρ̃ = ρ ◦ (idM × π) es
suave, pues para cualquier σH ∈ G/H existe W ⊆ G/H abierto y τ : W −→ G
suave para las cuales π ◦ τ = idW , es decir

ρ ◦ (idM × π) ◦ (idM × τ) = ρ ◦ (idM × π ◦ τ) = ρ|M×W

es suave. En este caso se satisface que β ◦ (idM × π) = π ◦ µ, donde µ es la
multiplicación en G, con lo se sigue que β es suave.

Observemos que β es transitiva pues para cualesquiera σ, τ ∈ G, β(στ−1, τH) =
σH.

Si τH ∈ G/H, entonces su grupo de isotroṕıa es {σ ∈ G : τ−1στ ∈ H }.
En particular H es el grupo de isotroṕıa de e.
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Teorema 9.1.8. Sea G un grupo de Lie y α : G × M −→ M una acción
transitiva de G en M . Sea p0 ∈ M y H el subgrupo de G que deja fijo a p0

bajo la acción (es decir, el grupo de isotroṕıa de p0). Entonces H es cerrado y
si Ψ : G/H −→ M denota el mapeo definido como

Ψ(σH) = α(σ, p0) = ασ(p0) ,

éste resulta ser un difeomorfismo. Si además M es conexo entonces la compo-
nente conexa de la identidad actúa transitivamente en M .

Demostración. Como α es suave entonces α̃ : G −→ M definida como
α̃(σ) = α(σ, p0), también es suave. Por ello α̃−1({ p0 }) = H es cerrado y como
consecuencia es un subgrupo de Lie de G con el mapeo inclusión. Denotemos h
el grupo de Lie de H.

Observemos que dados σ, τ ∈ G, σH = τH si y sólo si τ−1σ ∈ H si y sólo
si p0 = α(τ−1σ, p0), o equivalentemente α(τ, p0) = α(σ, p0). Con esto hemos
visto que Ψ está bien definida y es inyectiva. Ψ es suprayectiva porque α es
una acción transitiva. Además α̃ = Ψ ◦ π es suave, y como consecuencia Ψ
también lo es.

Por el Corolario A.5.10 basta concluir que Ψ es no singular para mostrar
que es un difeomorfismo. Como d(π)σ es suprayectiva para cualquier σ ∈ G,
será suficiente mostrar que

ker dα̃σ = ker dπσ .

Como α̃ = ασ ◦ α̃ ◦ lσ−1 , entonces

ker dα̃σ = ker (dα̃ ◦ dlσ−1)σ .

Aśı ker dα̃e = ker dπe = h es una condición necesaria y suficiente para que dada
σ ∈ G

ker dα̃σ = ker d(π ◦ lσ−1)σ

= ker d(βσ ◦ π ◦ lσ−1)σ

= ker dπσ

(donde βσ(τH) = β(σ, τH), siendo β la acción definida en el ejemplo 9.1.7).
Como α̃ = Ψ ◦ π, entonces ker dπe ⊆ ker dα̃e. Sea X ∈ dα̃e; consideremos la
curva suave ρ(t) = α̃(expX(t)), de modo que para cualquier t0 ∈ R
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˙rho(t0) = dα̃expX(t0)

(
d

dt

∣∣∣∣∣
t=t0

expX(t)
)

= d(α̃)expX(t0)(XexpX(t0))

= d(αexpX(t0))α̃(e) ◦ dα̃e ◦ d(lexpX(−t0))expX(−t0)(XexpX(t0))

= d(αexpX(t0))α̃(e) ◦ dα̃e(Xe) = 0 ,

de modo que ρ es una curva constante (Teorema 2.2.5). Como ρ(0) = α̃(e) =
p0 entonces para t ∈ R, exp(tX) = expt(X) ∈ H. Por la Proposición 6.1.8
concluimos que ker dα̃e ⊆ h = ker dπe. Concluimos con ello que

ker dα̃e = ker dπe ,

y por lo tanto que Ψ es un difeomorfismo.

Denotemos como G0 la componente conexa de G que tiene a e y suponga-
mos que M es conexo, de modo que G/H también lo es. Como π es abierto,
π(G0) resulta abierto. Por otro lado

π−1(π(G0)) =
⋃

g∈G0

gH =
⋃

h∈H

G0h .

Consideremos todas las componentes conexas de G distintas a G0h, para toda
h ∈ H y elijamos {σi }i∈I un conjunto de representantes de cada una de dichas
componentes, de modo que

∅ =
( ⋃

h∈H

G0h

)
∩

(⋃
i∈I

G0σi

)
G =

( ⋃
h∈H

G0h

)
∪

(⋃
i∈I

G0σi

)
.

De ese modo

π−1(G/H � π(G0)) = π−1(G/H) � π−1(π(G0))

= G �

⋃
h∈H

G0h

=
⋃
i∈I

G0σi .

Por lo cual
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G/H � π(G0) = π

(⋃
i∈I

G0σi

)
es abierto.

Como π(G0) es abierto y cerrado, π(G0) = G/H; es decir, α̃(G0) = Ψ ◦
π(G0) = M . Aśı la restricción de α a G0 ×M es una acción transitiva en M .

�

Observación 9.1.9. Podemos interpretar el Teorema 9.1.8 como que salvo
isomorfismo G actúa transitivamente únicamente en variedades homogéneas,
es decir que dada la notación de dicho Teorema y la acción β expresada en el
ejemplo 9.1.7 el siguiente diagrama conmuta

G × G/H
β ��

idG×Ψ

��

G/H

Ψ

��
G × M α

�� M

También podemos concluir que si H0 y H1 son subgrupos de isotroṕıa de
p0 y p1 en M de la acción α entonces G/H0 y G/H1 son difeomorfos y que
G actúa en la forma natural en cada uno básicamente en la misma manera, en
el sentido de que obtenemos un diagrama conmutativo como el anterior.

En la prueba del Teorema 9.1.8 la demostración de que Ψ está bien defini-
da, es inyectiva y no singular no depende del hecho de que α sea una acción
transitiva. Gracias a ello podemos concluir el siguiente resultado.

Corolario 9.1.10. Sea G un grupo de Lie y α : G×M −→ M una acción de
G en M . Sea p0 ∈ M y H su grupo de isotroṕıa. Entonces H es cerrado y
Ψ : G/H −→ M para el cual

Ψ(σH) = α(σ, p0) = ασ(p0) ,

está bien definido y es una inmersión, de modo que (G/H, Ψ) es una subvarie-
dad de M con imagen Ψ(G/H) = Gp0 = {α(g, p0) : g ∈ G } la órbita de p0

con respecto a la acción α.

Demostración. Por la prueba del Teorema 9.1.8 podemos concluir que H es
un subgrupo cerrado y que (G/H, Ψ) es una subvariedad de M .

Si consideramos α̃ : G −→ M definida como α̃(σ) = α(σ, p0), el siguiente
diagrama conmuta

G
α̃ ��

π

��

M

G/H

Ψ

�����������
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Dado que π es suaprayectiva Ψ(G/H) = α̃(G) = Gp0 .
�

Observación 9.1.11. Por el Corolario anterior podemos concluir que Gp0

puede recibir una única estructura de variedad diferenciable de tal modo que
Ψ resulta un difeomorfismo, concluyendo con ello que dado p ∈ M , Gp =
{α(σ, p) : σ ∈ G } (la órbita de p con respecto a la acción α) recibe una
estructura de variedad diferenciable de tal modo que (Gp, iGp

) es una subva-
riedad de M difeomorfa a G/Hp, donde G/Hp es el grupo de isotroṕıa de p.

Hemos visto que si consideremos a G/H como variedad homogénea, la fun-
ción β dada en el ejemplo 9.1.7 es una acción. Veamos que es cierto el rećıproco,
es decir que si G/H posee una estructura de variedad diferenciable para la cual
β resulta ser suave, entonces G/H es una variedad homogénea.

Suponiendo que G/H tiene una estructura de variedad de modo que β es
suave, entonces resulta una acción transitiva. De ese modo, tomando M = G/H
y p0 = eH = H, entonces H es el grupo de isotroṕıa de p0 y

G/H
Ψ �� M

σH
� �� βσ(eH) = σH

es un difeomorfismo. Es decir, la única estructura que puede recibir G/H de
tal forma que β sea suave es la de variedad homogénea. Esto se enuncia a
continuación.

Corolario 9.1.12. Sea G un grupo de Lie y H ⊆ G subgrupo cerrado de G.
Entonces G/H tiene una estructura de variedad difenciable para la cual

G × G/H �� G/H

(σ, τH) � �� στH

es suave si y sólo si G/H es una variedad homogénea (definición 9.1.4).

Teorema 9.1.13. Sea G un grupo de Lie y H un subgrupo normal y cerrado
de G. Entonces existe una estructura de variedad diferenciable para G/H de tal
modo que con la operación natural resulta ser un grupo de Lie (dicha estructura
es la de variedad homogénea).

Demostración. Consideremos

µ̃ : G/H × G/H −→ G/H

definida como

µ̃(σH, τH) = στH .
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Como H es normal, µ̃ está bien definida y resulta ser una operación natu-
ral de grupo para G/H. Consideremos a G/H con la estructura de variedad
homogénea. Basta verificar que µ̃ es suave con dicha estructura diferenciable
para concluir que G/H es un grupo de Lie (véase 4.1.5). Sean σ, τ ∈ G y
Wσ, Wτ ⊆ G/H vecindades abiertas de σH y τH respectivamente, y

ρσ : Wσ −→ G y ρτ : Wτ −→ G ,

mapeos suaves que satisfacen que π ◦ ρσ = idWσ
y π ◦ ρτ = idWτ

.
Aśı, si µ : G × G −→ G es la multiplicación en G,

µ̃ ◦ (π × π) = π ◦ µ ,

por lo cual

µ̃|Wσ×Wτ = µ̃ ◦ (π ◦ ρσ × (π ◦ ρτ )
= π ◦ µ ◦ (ρσ × ρτ )

es suave.
�

Si H satisface las condiciones del Teorema anterior, la estructura de varie-
dad homogénea de G/H es la única con la cual resulta un grupo de Lie con µ̃
y que hace a la proyección canónica una función suave. Para verificarlo basta
notar que con dichas condiciones µ̃◦ (π× idG/H) : G×G/H −→ G/H es suave,
siguiéndose el resultado del Corolario 9.1.12.

9.2. Teoremas de isomorfismo en grupos de Lie

Observemos que el primer Teorema de isomorfismo para grupos abstractos es
válido para grupos de Lie.

Proposición 9.2.1. Sean G, G′ grupos de Lie y Ψ : G −→ G′ morfismo de
grupos de Lie. Entonces Im Ψ = H ′ recibe una estructura de grupo de Lie de
tal forma que (H ′, iH′) es un subgrupo de Lie de G′ isomorfo a G/ker Ψ.

Demostración. Denotemos H = kerΨ. Sabemos que H es un subgrupo ce-
rrado y normal de G, de modo que G/H es un grupo de Lie (de hecho una
variedad homogénea) y además π : G −→ G/H es un morfismo de grupos
de Lie. Observemos que σH = τH si y sólo si σ−1τ ∈ ker Ψ = H que es
equivalente a que Ψ(σ) = Ψ(τ). De modo que Ψ̃ : G/H −→ G′, para la cual
Ψ̃(σH) = Ψ(σ), está bien definida y es inyectiva. Además hace conmutar el
siguiente diagrama
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G
Ψ ��

π

��

G′

G/H
Ψ̃

�����������

Por la observación 9.1.5 Ψ̃ es suave.
Por definición Ψ̃ es un morfismo de grupos de Lie, de modo que basta

mostrar que dΨ̃π(e) es inyectiva para concluir que (G/H, Ψ̃) es subgrupo de
Lie de G′.

Como dπe es suprayectiva, dΨ̃ẽ = { 0 } si y sólo si ker dπe = ker dΨe.
Por el Teorema 7.2.4 sabemos que el álgebra de Lie de H es ker dΨe y por
la observación 9.1.3 ker dπe = ker dΨe. Como H ′ = Im Ψ = ImΨ̃ (pues π es
suprayectiva), mediante Ψ̃ podemos inducir una estructura de variedad dife-
renciable a H ′, de modo que Ψ̃ resulte un isomorfismo de grupos de Lie, de
manera que (H ′, iH′) es un subgrupo de Lie con dicha estructura. �

Por el Teorema 5.2.10 una condición necesaria y suficiente para que (G/H, Ψ̃)
sea un encaje es que Im Ψ sea un subconjunto cerrado de G′. En el caso particu-
lar en que Ψ es un epimorfismo, Ψ̃ resulta un homeomorfismo; por el Teorema
7.1.2 es suficiente para que Ψ̃ sea un difeomorfismo.

Veremos el análogo del segundo Teorema de isomorfismo. Para ello recorde-
mos que si G es un grupo abstracto y H, N ⊆ G son subgrupos, se define el
producto de H y N como el conjunto

NH = {hn : h ∈ H, n ∈ N } .

Si alguno de ellos es normal se tiene que HN = NH = N ∨H, donde N ∨H =
{ a1b1a2b2 . . . anbn : ai ∈ N y bi ∈ H } es el subgrupo más pequeño que contiene
a N y H.

El siguiente Lema nos será de utilidad en la demostración del segundo Teo-
rema de isomorfismo.

Lema 9.2.2. Sean G un grupo topológico, (gk)k∈N una subsucesión de G
y g ∈ G. Entonces (gk)k∈N converge a g si y sólo si para cualquier V ⊆ G
vecindad simétrica del elemento neutro e (es decir, V = V −1) existe N ∈ N

tal que para cualquier n � N , g−1gn ∈ V (o bien gng−1 ∈ V ).

Demostración. Para concluir el resultado basta mostrar que

β = {V ⊆ G : e ∈ V y V = V −1 }

es una base local de e ya que en este caso { gV : V ∈ β } y {V g : V ∈ β }
resultan ser bases locales de g.
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Observemos que para toda W ⊆ G vecindad abierta de e, W ∩ W−1 es
una vecindad simétrica y e ∈ W ∩ W−1 ⊆ W .

Por otro lado, dadas V, W ∈ β, V ∩ W ∈ β, de modo que β es una base
local de vecindades de e.

�

Observación 9.2.3. Con la notación de Lema anterior, si (gk)k∈N converge a
g entonces (g−1

k )k∈N converge a g−1, pues para toda V ∈ β existe N ∈ N tal
que para cualquier n � N , g−1gk ∈ V si y sólo si g−1

k g ∈ V .

Proposición 9.2.4. Sea G un grupo de Lie y (N, iN ) subgrupo de Lie de
G. Sea H subgrupo cerrado de G y π : G −→ G/H la proyección canónica.
Entonces H ∩ N es un subgrupo cerrado de N y satisface que

i. π(N) es una subvariedad de G/H difeomorfa a N/N ∩ H.

ii. Si iN es un encaje y H es compacto entonces π(N) es un subconjunto
cerrado de G/H.

Demostración. Observemos que N ∩ H = i−1
N (H), de modo que es un sub-

grupo cerrado de N . Sea β : G×G/H −→ G/H la acción natural del ejemplo
9.1.7. De modo que βN = β ◦ (iN × idG/H) : N ×G/H −→ G/H es una acción.

Observemos que el grupo de isometŕıa de π(e) con respecto a la acción βN

es H ∩ N , pues dado n ∈ N , n(eH) = eH = H si y sólo si n ∈ H.
Por el Corolario 9.1.10 sabemos que

N/N ∩ H
Ψ �� G/H

nN
� �� βN (n, e) = π(n)

es suave y además (N/N ∩ H,Ψ) es una subvariedad de G/H.
Como Ψ(N/N ∩ H) = π(N) concluimos i.
Por otro lado sabemos que iN es un encaje si y sólo si N es cerrado en G

(Teorema 5.2.10), de modo que

π−1(π(N)) =
⋃

n∈N

π−1(π(n)) =
⋃

n∈N

nH = NH .

Aśı que basta concluir que NH es cerrado para concluir que π(N) lo es.
Consideremos (nkhk)k∈N sucesión de elementos en NH que converge a

α ∈ G. Veamos que α ∈ NH.
Como H es compacto y G es primero numerable existe una subsucesión

de (hki)i∈N que converge a h ∈ H. De modo que (h−1
ki

)i∈N converge a h−1

(observación 9.2.3). Por la continuidad del producto en G,

(nki)i∈N = ((nkihki)h
−1
ki

)i∈N
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converge a αh−1. Como (nki) es una sucesión de N y éste es cerrado, αh−1 ∈
N . Aśı concluimos que α ∈ NH. Por lo tanto NH es cerrado.

�

De considerar que H es normal en la Proposición anterior, G/H resulta
un grupo de Lie y π(N) = NH/H. Por el segundo Teorema de Isomorfismo
sabemos que Ψ es un morfismo de grupos y por lo tanto (N/N ∩ H, Ψ) es un
subgrupo de Lie de G/H. El inciso ii nos dice que basta que iN sea encaje (es
decir que N sea cerrado en G) para concluir que Ψ es un encaje.

Veamos el tercer Teorema de isomorfismo.

Proposición 9.2.5. Sea G un grupo de Lie y K, H ⊆ G subgrupos cerrados
de G tales que K ⊆ H y K es normal, entonces H/K es un subconjunto
cerrado de G/K y además (G/K)/(H/K) es difeomorfo a G/H.

Demostración. Consideremos la acción natural de G en G/H

G × G/H
βH �� G/H

(g, σH) � �� gσH

Consideremos β̃H : G/K ×G/H −→ G/H para la cual βH(τK, σH) = τσH =
βH(τ, σH). Veamos que está bien definida.

Para cualesquiera τ1, τ2, σ1, σ2 ∈ G que satisfacen que τ−1
1 τ2 ∈ K ⊆ H y

σ−1
1 σ2 ∈ H, dado que K es normal

σ−1
1 τ−1

1 τ2σ2 = (σ−1
1 τ−1

1 τ2σ1)(σ−1
1 σ2) ∈ H .

Como τ1σ1H = τ2σ2H si y sólo si σ−1
1 τ−1

1 τ2σ2 ∈ H, concluimos que βH

está bien definida.

Denotando πK : G −→ G/K a la proyección canónica se tiene que H/K es
cerrado si y sólo si π−1

K (H/K) es cerrado; dado que K ⊆ H dicho conjunto es
igual a H el cual es cerrado, concluyendo aśı que H/K también lo es. Además
obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

G × G/H
βH ��

πK×idG/H

��

G/H

G/K × G/H

β̃H

�������������

Por el inciso ii del Teorema 9.1.2 podemos concluir que β̃H es suave. Más aún,
por la conmutatividad del diagrama anterior y dado que πK es suprayectivo,
concluimos que β̃H es una acción transitiva de G/K en G/H.
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Observemos que τK es un elemento del grupo de isotroṕıa de eH si y sólo
si τH = H, es decir, τ ∈ H. De modo que el grupo de isotroṕıa de eH es
H/K. Por el Teorema 9.1.8 podemos concluir que la función

(G/K)/(H/K) Ψ �� G/H

(σK)H/K
� �� β̃H(σK, eH) = σH

es un difeomorfismo.
�

Por el tercer Teorema de isomorfismo de grupos, si H es un subgrupo normal
de G dicha Ψ es un isomorfismo de grupos. De modo que agregando a las
hipótesis de la Proposición anterior que H sea normal obtenemos que Ψ es un
isomorfismo de grupos de Lie.

9.3. Ejemplos de variedades homogéneas

En lo siguiente consideramos algunas variedades homogéneas, que se obtendrán
al aplicar el Teorema 9.1.8.

Proposición 9.3.1. El grupo de matrices O(d) actúa transitivamente en la
esfera S

d−1, de tal forma que el grupo de isotroṕıa de e1 = (1, . . . , 0) es isomorfo
a O(d− 1). Análogamente, si d > 1 SO(d) actúa transitivamente en la esfera
S

d−1, resultando que el grupo de isotroṕıa de e1 es isomorfo a SO(d − 1).

Consideremos R
d como R-espacio vectorial y β = { ei }d

i=1 su base canónica
(donde ei = (δ1i, . . . , δdi), siendo δij la delta de Kronecker).

Sabemos que O(d) es un subgrupo cerrado de Lie de Gl(d, R) y bajo el
isomorfismo inducido por β corresponde a los automorfismos ortogonales de
R

d (véase A.4).

Identificando los elementos de R
d con las matrices de d × 1, obtenemos la

acción

O(d) × R
d α ��

R
d

(A, v) � �� Av

que satisface que α(O(d) × S
d−1) ⊆ S

d−1. Más aún, como (Sd−1, iSd−1) es un
encaje en R

d, la función

α̃ = α|O(d)×Sd−1 : O(d) × S
d−1 −→ S

d−1

es suave (Teorema 2.6.2). De modo que tenemos una acción de O(d) en S
d−1.

Veamos que es transitiva.
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Sea v1 ∈ S
d−1 y β′ = { v1, . . . , vd } base ortonormal de R

d. Consideremos
la transformación lineal T : R

d −→ R
d para la cual T (ej) =

∑d
i=1aijei = vj de

modo que T es ortogonal pues manda la base ortogonal β en la base ortogonal
β′ (véase A.4). De modo que [T ]β = (aij) ∈ O(d) y

[T (e1)]β = (aij)e1 = v1 .

Análogamente dado w1 ∈ S
d−1 existe (bij) ∈ O(d) tal que (bij)e1 = w1, por

lo que (bij)tw1 = e1 y aśı (aij)(bij)tw1 = v1. De esa forma podemos aplicar el
Teorema 9.1.8.

Denotemos como H1 a el grupo de isotroṕıa de e1. Observemos que si
τ̃ = (aij) ∈ H1 entonces τ̃ e1 = (a11, . . . , ad1) = e1, es decir a11 = 1 y ai1 = 0
si 1 < i � d. Como τ̃ ∈ O(d) entonces el conjunto de vectores columna es una
base ortonormal de R

d, es decir que dado j �= 1, 0 = 〈e1, (a1j , . . . , adj)〉 = a1j ,
es decir

τ̃ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 . . . 0

...

⎛⎝ τ

⎞⎠
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
donde τ ∈ gl(d − 1, R). Es sencillo verificar que los vectores columna de τ
forman una base ortonormal de R

d−1, pues su producto interior coincide con el
de los vectores conlumna distintos a e1 en τ̃ , por lo cual τ ∈ O(d− 1) (Véase
A.4 Proposición A.4.11).

Inversamente, si σ ∈ O(d − 1) entonces

σ̃ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 . . . 0

...

⎛⎝ σ

⎞⎠
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
es un elemento de O(d), pues sus vectores columna forman un conjunto ortonor-
mal de Rd (Véase A.4 Proposición A.4.11).

Como la función

Gl(d − 1, R)
αd �� Gl(d, R)

σ � ��

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 . . . 0

...

⎛⎝ σ

⎞⎠
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
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es una inmersión, la restricción de αd a O(d − 1) también lo es y factoriza a
través de O(d), que es un subgrupo cerrado de gl(d, R), por lo que concluimos
que αd|O(d−1) : O(d−1) −→ O(d) es una inmersión (Teorema 2.6.2). Más aún,
es un morfismo inyectivo de grupos de Lie cuya imagen es cerrada en O(d).

Consideremos A ∈ o(d − 1), y

Ã =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 . . . 0

...

⎛⎝ A

⎞⎠
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
el cual resulta ser un elemento de o(d), ya que para cualquier t ∈ R, exptA ∈
O(d − 1) y de ah́ı

exptÃ = I + tÃ +
t2

2!
Ã2 + . . .

= I +

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 . . . 0

...

⎛⎝ tA

⎞⎠
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ +

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 . . . 0

...

⎛⎝ t2

2! A

⎞⎠
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 . . . 0

...

⎛⎝ exptA

⎞⎠
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
= αdexptA .

Por la Proposición 6.1.8, Ã ∈ dαd(o(d − 1)). Dado que { Ã : A ∈ o(d −
1) } es subespacio vectorial de o(d) de la misma dimensión que o(d − 1) y
está contenido en dαd(o(d − 1)) entonces

dαd(o(d − 1)) = { Ã : A ∈ o(d − 1) } ,

es decir, dαd es inyectiva.
Por lo tanto, identificando o(d − 1) con su imagen bajo αd podemos decir

que O(d− 1) es un subgrupo cerrado de O(d) y además coincide con H1. Por
lo tanto

O(d)/O(d − 1) es difeomorfo a S
d−1 .

Consideremos la restricción de la acción α̃ a SO(d) × S
d−1, es decir
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SO(d) × S
d−1 ��

S
d−1

(A, v) � �� Av

(9.1)

Como SO(d) es un subgrupo cerrado de Gl(d, R) dicha función resulta ser una
acción.

Afirmación. La acción expresada en (9.1) es transitiva si d > 1.
Observemos que SO(1) = { I }, de modo que no actúa transitivamente en S

0 =
{ 1,−1 }. Veamos que si d > 1 la acción de SO(d) en S

d−1 es transitiva.

Si β = { ei }d
i=1 es la base canónica de R

d basta mostrar que dado v1 ∈ S
d−1

existe una matriz A ∈ SO(d) que satisface que Ae1 = v1.

Sea β′ = { v1, . . . , vd } base ortonormal de R
d y T el endomorfismo que

satisface que

T (ej) = vj =
d∑

i=1

aijei .

De modo que [T ]β = (aij). Como T es ortogonal (Véase A.4), det T = ±1 = r.
Consideremos T0 el endomorfismo que satisface que

T0(ej) = vj si 1 � j < d

T0(ed) = rvd .

Como { v1, . . . , vd−1, rvd } es una base ortonormal de R
d podemos concluir

que es ortogonal y más aún, por la multilinealidad del determinante con respecto
a los vectores columna de una matriz

det [T0]β = rdet [T ]β = 1 .

De modo que [T0]β ∈ SO(d) y como T (e1) = T0(e1) = v1, [T0]βe1 = v1. Con
ello concluimos que la acción es transitiva para d > 1.

Ya que la restricción correspondiente de αd a SO(d− 1) factoriza a través
del mapeo inclusión de SO(d), la función αd|SO(d−1) : SO(d − 1) −→ SO(d)
una inmersión. De tal forma podemos considerar el grupo de isotroṕıa de e1

como SO(d − 1). Aśı, por el Teorema 9.1.8 podemos concluir que si d > 1
entonces

SO(d)/SO(d − 1) es difeomorfo a S
d−1 .

Obsérvese que en el caso en que d = 2 se concluye que SO(2) es difeomorfo a
S

1.
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Proposición 9.3.2. El grupo de matrices U(d) actúa transitivamente en la
esfera S

2d−1, de manera que el grupo de isotroṕıa de e1 = (1, . . . , 0) es isomorfo
a U(d− 1). Análogamente, si d > 1, SU(d) actúa transitivamente en la esfera
S

2d−1, resultando que el grupo de isotroṕıa de e1 es isomorfo a SU(d − 1).

Consideremos C
d como C-espacio vectorial y el producto interior usual. De-

notemos a su base canónica como β = { ei }d
i=1 (donde ei = (δ1i, . . . , δdi),

siendo δij la delta de Kronecker).

La restricción del isomorfismo inducido por β entre Aut (Cd) y gl(d, C) a
U(d) tiene como imagen a el conjunto de operadores unitarios, de modo que por
ser U(d) cerrado en gl(d, C) dichos subgrupos son isomorfos bajo la restricción
(véase A.4).

En forma análoga a como lo hicimos en el inciso anterior, identificaremos
los vectores en C

d con las matrices de d× 1 con entradas en C. Consideremos
la siguiente acción

U(d) × C
d

γ ��
C

d

(A, ξ) � �� Aξ

Observemos que X = { ξ ∈ C
d : ||ξ|| = 1 } coincide con S

2d−1 al identificar
C

d con R
2d pues (ξ1, . . . , ξd) ∈ X si y sólo si

d∑
i=1

(Re (ξi))2 +
d∑

i=1

(Im (ξi))2 = 1 ,

donde Re (ξi) y Im (ξi) denotan la parte real e imaginaria de ξi respectivamente.

De modo que haciendo esa identificación y considerando A.4, tenemos que
γ(U(d) × S

2d−1) ⊆ S
2d−1.

De la misma forma en que se hizo en el inciso anterior podemos concluir que

γ̃ = γ|U(d)×S2d−1 : U(d) × S
2d−1 −→ S

2d−1

es una acción transitiva (pues dada v1 ∈ S
2d−1 podemos extender dicho vector

a una base ortonormal de C
d y considerar el operador T en C

d definido como
en el inciso anterior de tal forma que es unitario y manda e1 en v1, lo cual es
suficiente para mostrar que dicha acción es transitiva).

Dado σ ∈ U(d − 1)

σ̃ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 . . . 0

...

⎛⎝ σ

⎞⎠
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
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es un elemento de U(d), de modo que el mapeo suave

U(d − 1) �� U(d)
σ � �� σ̃

hace a U(d − 1) un subgrupo de Lie cerrado de U(d), cuya imagen coincide
con el grupo de isotroṕıa de e1 con respecto a la acción γ̃, concluyendo con
ello que

U(d)/U(d − 1) es difeomorfo a S
2d−1.

Observemos que por ser SU(d) un subgrupo cerrado de Gl(d, C), la restric-
ción de la acción γ

SU(d) × S
2d−1 ��

S
2d−1

(A, ξ) � �� Aξ

(9.2)

resulta ser una acción.

Afirmación. La acción expresada en (9.2) es transitiva si d > 1.
Observemos que SU(1) = { I }, de modo que no actúa transitivamente en S

1.
Veamos que si d > 1 la acción de SU(d) en S

2d−1 es transitiva.
Si β = { ei }d

i=1 es la base canónica de C
d basta mostrar que dado v1 ∈

S
2d−1 existe una matriz A ∈ SU(d) que satisface que Ae1 = v1.

Sea β′ = { v1, . . . , vd } base ortonormal de R
d y T el endomorfismo de C

d

que satisface que

T (ej) = vj ,

de modo que [T ]β es unitario (véase A.4) y por ello det T = z0 ∈ S
1. Consideremos

T0 el endomorfismo que satisface que

T0(ej) = vj si 1 � j < d

T0(ed) = z−1
0 vd .

Como { v1, . . . , vd−1, z
−1
0 vd } es una base ortonormal de C

d podemos con-
cluir que es unitario y más aún, por la multilinealidad del determinante con
respecto a los vectores columna de una matriz

det [T0]β = z−1
0 det [T ]β = 1 .

De modo que [T0]β ∈ SU(d) y como T (e1) = T0(e1) = v1 entonces [T0]βe1 =
v1. Con ello concluimos que la acción resulta transitiva si d > 1.
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Como antes se puede observar que el grupo de isotroṕıa de e1 es SU(d −
1), pensando a éste como subgrupo de Lie cerrado de SU(d) con respecto al
siguiente mapeo suave

SU(d − 1) �� SU(d)
σ � �� σ̃

De modo que por el Teorema 9.1.8, si d > 1,

SU(d)/SU(d − 1) es difeomorfo a S
2d−1 .

Proposición 9.3.3. El espacio proyectivo complejo de CP
d−1 es isomorfo a

una variedad homogénea. Análogamente, el espacio proyectivo real RP
d−1 es

isomorfo a una variedad homogénea.

Consideremos CP
d−1, el espacio proyectivo complejo de dimensión d − 1

definido en el ejemplo 1.1.10. Dicha variedad resulta ser el espacio de órbitas
de la acción

S
1 × S

2d−1 ��
S

2d−1

(z, ξ = (ξ1, . . . , ξd))
� �� zξ = (zξ1, . . . , zξd)

(véase la sección 9.5, observación 9.5.11).
Denotemos a la proyección canónica de S

2d−1 en CP
d−1 como π̃, y π̃(ξ)

como [ξ] para todo ξ ∈ S
2d−1.

Consideremos la acción dada en la Proposición 9.3.2

SU(d) × S
2d−1

γ0 ��
S

2d−1

(A, ξ) � �� Aξ

que es transitiva.
Observemos que [ξ] = [ξ′] si y sólo si existe z ∈ S

1 de tal forma que ξ = zξ′,
de modo que dada A ∈ SU(d) se tiene que Aξ = z(Aξ′), es decir, [Aξ] = [Aξ′].
Aśı la función

SU(d) × CP
d−1 γ̃0 ��

CP
d−1

(A, [ξ]) � �� [Aξ]

está bien definida. Más aún, dado que π̃ es una fibración con fibra S
1 y el

siguiente diagrama conmuta

SU(d) × S
2d−1

π̃◦γ0 ��

idSU(d)×π̃

��

CP
d−1

SU(d) × CP
d−1

γ̃0

�������������

245
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γ̃0 es suave ya que para todo [ξ] ∈ CP
d−1 existe U ⊆ CP

d−1 vecindad abierta
de [ξ] y ΨU : U × S

1 −→ π̃−1(U) difeomorfismo que satisface que π1 =
π̃◦ΨU , donde π1 es la proyección canónica de U ×S

1 en U . Aśı, considerando
la inclusión i : U −→ U × S

1 definida como i([ξ]) = ([ξ], 1), tenemos que
π̃ ◦ ΨU ◦ i = iU , la inclusión de U en CP

d−1, y por ello

γ̃0|SU(d)×U = γ̃0 ◦ (idSU(d) × iU )
= γ̃0 ◦ (idSU(d) × π̃) ◦ (idSU(d) × (ΨU ◦ i))

es suave, y por lo tanto γ̃0 lo es.
El hecho de que γ̃0 ◦ π̃ = π̃ ◦ γ0 y que π̃ se suprayectiva implica que γ̃0 es

transitiva, de modo que si denotamos como H0 el grupo de isotroṕıa de [e1],
donde e1 = (1, . . . , 0), entonces σ̃ ∈ H0 si y sólo si existe σ ∈ U(d− 1) tal que

σ̃ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
det(σ)−1 . . . 0

...

⎛⎝ σ

⎞⎠
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
Veamos que U(d − 1) es subgrupo de Lie con la función

U(d − 1) λ �� SU(d)
σ � �� σ̃

Por un lado

Gl(d − 1, C) λ̃ �� Gl(d, C)

τ � ��

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
det(τ)−1 . . . 0

...

⎛⎝ τ

⎞⎠
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
es un morfismo de grupos de Lie. Más aún, la restricción de dicho morfismo a
U(d− 1) es nuevamente un morfismo de grupos de Lie. Como dicha restricción
factoriza a través del subgrupo cerrado SU(d) y además λ hace conmutar el
siguiente diagrama

U(d − 1)
λ̃|U(d−1) ��

λ ����������������
Gl(d, C)

SU(d)

iSU(d)
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λ es suave (Teorema 2.6.2), inyectivo y no singular, es decir, (U(d − 1), λ) es
un subgrupo de SU(d). De ese modo, identificando H0 = λ(U(d − 1)) con
U(d − 1), por el Teorema 9.1.8

SU(d)/U(d − 1) es difeomorfo a CP
d−1 .

En forma totalmente análoga podemos concluir que la acción de SO(d) en
RP

d−1, el espacio proyectivo real de dimensión d − 1, definida como

SO(d) × RP
d−1 γ̃0 ��

RP
d−1

(A, [v]) � �� [Av]

es transitiva y además es posible identificar el grupo de isotroṕıa de [e1] con el
grupo O(d − 1) gracias al mapeo

O(d − 1) λ̃ �� SO(d)

τ � ��

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
det (τ) . . . 0

...

⎛⎝ τ

⎞⎠
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
concluyendo por el Teorema 9.1.8 que

SO(d)/O(d − 1) es difeomorfo a RP
d−1 .

9.4. Topoloǵıa de grupos de matrices

Proposición 9.4.1. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo de Lie G. Si H
y G/H son conexos, entonces G es conexo.

Demostración. Consideremos C la componente conexa de e en G. Como H
es conexo, H ⊆ C. Supongamos que C �= G, de modo que C0 = G � C es un
subconjunto abierto y cerrado de G, no vaćıo.

Como G/H es conexo y π : G −→ G/H es un mapeo abierto, π(C0) ∩
π(C) �= ∅. De modo que existen y0 ∈ C0 y y ∈ C para las cuales z = y−1y0 ∈
H. Como H ⊆ C y C es un grupo entonces y0 = yz ∈ C, lo cual significa que
y0 ∈ C0 ∩ C, que es una contradicción.

Por lo tanto C = G, es decir, G es conexo. �

Teorema 9.4.2. Consideremos n � 1, entonces los grupos de Lie SO(n), SU(n)
y U(n) son conexos y O(n) tiene dos componentes conexas.

247
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Demostración. Observemos que SO(1) = { I } = SU(1) y U(1) = S
1, de mo-

do que son conexos. Procedamos por inducción y supongamos que SO(n), SU(n)
y U(n) son conexos para n � 1. Como SU(n+1)/SU(n) y U(n+1)/U(n) son
difeomorfos a S

2n+1 y SO(n + 1)/SO(n) es difeomorfo a S
n, por la Proposi-

ción anterior y las hipótesis de inducción concluimos que SO(n+1), SU(n+1)
y U(n + 1) son conexos.

Por otro lado notemos que todos los elementos de O(n) tienen determinante
1 o −1, de modo que

O(n) = SO(n) ∪ σSO(n) ,

donde

σ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
−1 . . . 0

...

⎛⎝ I

⎞⎠
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
De modo que O(n) es la unión de dos conexos ajenos, los cuales resultan ser
sus componentes conexas. �

Teorema 9.4.3. Gl(d, R) tiene dos componentes conexas.

Demostración. Consideremos Gl(d, R)+ y Gl(d, R)− los conjuntos de matri-
ces de determinantes positivos y negativos respectivamente. Dichos conjuntos
son abiertos y disjuntos. Más aún, son difeomorfos pues la traslación izquierda
por

σ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
−1 . . . 0

...

⎛⎝ I

⎞⎠
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
mapeo uno sobre otro.

De modo que basta mostrar que uno de ellos es conexo para concluir que
Gl(d, R) tiene dos componentes conexas. Para ello verificaremos que Gl(d, R)+

es conexa por trayectorias. Para ello será suficiente observar que para cualquier
A ∈ Gl(d, R)+ existe una curva continua que comienza en A y termina en I.

Sean B matriz definida positiva y C ortogonal que satisfacen que

A = BC

(véase el Corolario A.4.17 de A.4). Dado que B es diagonalizable y todos sus
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9.4. Topoloǵıa de grupos de matrices

eigenvalores son positivos se tiene que A, B ∈ Gl(d, R)+. Como det A =det
B det C, concluimos que C ∈ SO(n). Ya que SO(n) es conexo y localmente
conectable por trayectorias, también resulta ser conectable por trayectorias. Por
ello basta exhibir una curva continua de A a C para concluir el resultado.

Consideremos σ : [0, 1] −→ Gl(d, R)+ definida como

σ(t) = tI + (1 − t)B .

Observemos que es una curva suave y está bien definida pues σ(t) es definida
positiva para cualquier t ∈ [0, 1] (inciso iii de la Proposición A.4.15).

Ya que Gl(d, R)+ es un subgrupo abierto de Gl(d, R), la curva τ : [0, 1] −→
Gl(d, R)+ para la cual dada t ∈ [0, 1], τ(t) = σ(t)C, es suave (en particular
continua) y además satisface que τ(0) = A y τ(1) = C.

�

La demostración del siguiente resultado es totalmente análoga a la demostración
del Teorema anterior, por lo que omitimos los detalles en la prueba.

Proposición 9.4.4. Gl(d, C) es conexo.

Demostración. Mostraremos que Gl(d, C) es conexo por trayectorias. Dado
A ∈ Gl(d, C) es suficiente exhibir una curva continua que conecte a dicha matriz
con I. Sean B matriz definida positiva y C unitaria que satisfacen que

A = BC

(véase A.4.17 de A.4). Dado que B es diagonalizable y todos sus eigenvalo-
res son positivos se tiene que B ∈ Gl(d, C). Como U(n) es conectable por
trayectorias (pues es conexo y localmente conectable por trayectorias) basta
mostrar que existe una curva continua que va de A a C.

Sea σ : [0, 1] −→ Gl(d, C) definida como

σ(t) = tI + (1 − t)B .

Observemos que es una curva suave y está bien definida pues σ(t) es definida
positiva para cualquier t ∈ [0, 1] (inciso iii de la Proposición A.4.15). Por
la suavidad del producto la curva τ : [0, 1] −→ Gl(d, C) para la cual dada
t ∈ [0, 1], τ(t) = σ(t)C, es suave (en particular continua) y además satisface
que τ(0) = A y τ(1) = C.

�
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9.5. Acciones propias

En esta sección se presentará un resultado más acerca de acciones de grupos
de Lie, enunciado en el Teorema 9.5.10. Los resultados y observaciones previas
serán de utilidad en la demostración de dicho Teorema.

La siguiente definición al igual que la definición 9.1.6, menciona y nombra
algunas propiedades de una acción que resultarán importantes en el desarrollo
de esta sección.

Definición 9.5.1. Sea µ : G × M −→ M una acción izquierda de G en M
(definición 8.1.1). Diremos que µ es libre si para cualesquiera m ∈ M y g ∈ G,
si g �= e entonces µ(g, m) �= m.

Por otro lado diremos que dicha acción es propia (o que G actúa propiamente
mediante µ) si dado cualquier compacto K en M , el conjunto

GK = { g ∈ G : gK ∩ K �= ∅ }

(donde gK = {µ(g, k) : k ∈ K }), es relativamente compacto, es decir, tiene
cerradura compacta.

Observación 9.5.2. Dada una acción izquierda µ : G×M −→ M , denotaremos
como M/G a el conjunto de órbitas de la acción, es decir el conjunto de clases
de equivalencia de la relación ≡⊆ M × M donde x ≡ y si y sólo si existe
un elemento g ∈ G para el cual x = µ(g, y). Dado m ∈ M , denotaremos
Gm = {µ(g,m) : g ∈ G } la órbita de m con respecto a µ.

Considerando el mapeo canónico π : M −→ M/G que manda a los elemen-
tos de M en su respectiva clase de equivalencia, la topoloǵıa de identificación en
M/G inducida por π (Ejemplo 1.1.10), también llamada topoloǵıa cociente, no
sólo es la más fina que hace a π continua, sino que con ella π resulta abierta,
ya que para cualquier abierto A ⊆ M ,

π(π−1(A)) =
⋃
a∈A

Ga =
⋃
g∈G

µg(A) ,

donde µg : M −→ M es el difeomorfismo definido como µg(m) = µ(g, m) y
por lo tanto dicho conjunto es abierto.

Lema 9.5.3. Sea µ : G × M −→ M acción izquierda de G sobre M . Si
A ⊆ M es abierto, para cualquier L ⊆ G el conjunto µ(L × A) es abierto en
M .

Demostración. Observemos que

µ(L × A) =
⋃
g∈L

µg(A),

donde µg : M −→ M es el difeomorfismo definido como µg(m) = µ(g, m), por
lo que µg(A) es abierto. �
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Lema 9.5.4. Sea µ : G × M −→ M acción propia. Entonces para cualquier
m ∈ M su órbita Gm = {µ(g,m) : g ∈ G } es cerrada en M .

Demostración. Dados g ∈ G y m ∈ M denotemos µ(g,m) como gm. Sea
m0 ∈ M y consideremos (gim0)i∈N sucesión de elementos en Gm0 , que con-
verge a m′. Sea U ⊆ M vecindad de m′ cuya cerradura es compacta. Sin
pérdida de generalidad supongamos que gim0 ∈ U para toda i ∈ N.

Sea K = U ∪ {m0 } compacto, de modo que

{ gi }i∈N ⊆ Gk = { g ∈ G : gK ∩ K �= ∅ } .

Como µ es propia, { gi }i∈N
es compacto y en consecuencia es compacto por

sucesiones. Sea { gik
}k∈N una subsucesión de { gi }i∈N que converge a g0 ∈ G,

de modo que por la continuidad de µ la subsucesión (gik
m0)k∈N converge a

g0m0. Como M es Hausdorff, g0m0 = m′. Aśı concluimos que Gm0 es cerrado
en M .

�

Proposición 9.5.5. Sea µ : G×M −→ M acción propia de G en M , entonces
M/G con la topoloǵıa cociente es Hausdorff.

Demostración. Denotaremos µ(g, m) = gm. Sean m1,m2 ∈ M tales que
π(m1) �= π(m2) (véase la observación 9.5.2). Por el Lema 9.5.4 es equiva-
lente a que Gm1 y Gm2 , las órbitas de m1 y m2 con respecto a la acción
µ respectivamente, son dos cerrados ajenos. Como {m1 } y Gm2 también lo
son, existe V vecindad abierta de m1 relativamente compacta para la cual
V ∩ Gm2 = ∅. Veamos que esto es suficiente para que µ(G × V ) ∩ Gm2 = ∅.
Para ello supongamos que no es aśı, es decir que existe una sucesión (givi)i∈N,
donde gi ∈ G y vi ∈ V para cualquier i ∈ N, que converge a gm2 para algún
g ∈ G. Consideremos K vecindad compacta de gm2 que contiene a { givi }i∈N,
entonces

{ gi }i∈N ⊆ GV ∪K = { g ∈ G : g(V ∪ K) ∩ (V ∩ K) �= ∅ } .

Como µ es propia, GV ∪K es relativamente compacto de modo que { givi }i∈N

es compacto. Aśı existe una subsucesión (gik
)k∈N que converge a g0. Como

{ vik
}k∈N ⊆ V , existe una subsucesión que converge a v0 ∈ V . Con esta últi-

ma obtenemos una subsucesión de (givi)i∈N que converge a g0v0. Como M es
Hausdorff g0v0 = gm2, es decir v0 = g−1

0 gm2 ∈ Gm2 ∩ V , lo cual contradice la
elección de V . De modo que

µ(G × V ) ∩ Gm2 = ∅
.

Por el Lema 9.5.3 U1 = µ(G×V ) es abierto y contiene a Gm1 . Observemos
también que Gm2 ⊆ U2 = M � µ(G × V ) y que U1 ∩ U2 = ∅.
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Como π es abierta entonces π(U1) y π(U2) son vecindades abiertas de
π(m1) y π(m2) respectivamente.

Supongamos que existe m ∈ M para la cual π(m) ∈ π(U1) ∩ π(U2) lo
cual ocurre si y sólo si existen h1, h2 ∈ G, v1 ∈ U1 y v2 ∈ U2 tales que
m = h1v1 = h2v2, es decir v2 = h−1

2 h1v1 ∈ U1 ∩ U2, lo cual no es posible.

De modo que π(U1)∩ π(U2) = ∅, concluyendo con ello que con la topoloǵıa
cociente de M/G, π(m1) y π(m2) tienen vecindades abiertas y ajenas. Aśı M/G
es Hausdorff.

�

Observación 9.5.6. Consideremos µ : G × M −→ M una acción izquierda.
Si g es el álgebra de Lie de G y X ∈ g, dµm(Xe) ∈ TmM para todo m ∈ M .
Veamos que el campo X̃ : M −→ TM definido como X̃m = dµm(Xe), es suave.
Por un lado, si X = 0 entonces X̃ = 0; si X �= 0, significa que Xe �= 0. Por
la Proposición 2.8.12 existe (W,φ = (z1, . . . , zd)) sistema coordenado alrededor
de e que satisface que

∂

∂z1

∣∣∣∣∣
W

= X

∣∣∣∣∣
W

.

De modo que si (U,ϕ = (x1, . . . , xc)) es un sistema coordenado de M
alrededor de m entonces (W ×U, φ× ϕ) es un sistema coordenado de G×M
alrededor de (e, m). Notemos que

X̃m =
c∑

i=1

X̃m(xi)
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
m

,

donde

X̃m(xi) = Xe(xi ◦ µm) =
∂

∂z1

∣∣∣∣∣
e

(xi ◦ µm)

=
∂(xi ◦ µm ◦ φ−1)

∂r1
(φ(e))

=
∂(xi ◦ µ ◦ φ−1 × ϕ−1)

∂r1
(φ × ϕ(e,m))

=
∂

∂z1

∣∣∣∣∣
(e,m)

(xi ◦ µ)

es una función suave en m para toda i ∈ { 1, . . . , c }.
Por la Proposición 2.8.2 podemos concluir que en este caso X̃ es suave.
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A continuación presentamos una propiedad bastante ilustrativa con respecto
a una acción libre, la cual nos será de utilidad. Se presenta la demostración
detallada ya que por śı misma resulta interesante, aunque dicho resultado se
sigue directamente del Corolario 9.1.10.

Proposición 9.5.7. Sea µ : G×M −→ M una acción izquierda libre, entonces
para todo m ∈ M la función suave µm : G −→ M definida como µm(g) =
µ(g,m) es una inmersión.

Demostración. Sea m ∈ M . Denotemos µm : G −→ M la función suave
definida como µm(g) = µ(g, m). Observemos que para todo g ∈ G

µm = φg ◦ µm ◦ lg−1 ,

donde φg : M −→ M es el difeomorfismo definido como φg(m′) = µ(g, m′)
para toda m′ ∈ M . De modo que d(µm)g = d(φg)m ◦ d(µm)e ◦ d(lg−1)g. Por
ello basta demostrar que d(µm)e es inyectiva.

Denotemos como g al álgebra de Lie de G. Sea X ∈ g tal que Xe ∈
ker d(µm)e, de modo que

0 = d(µm)e(Xe) = d(µm)e

(
d(expX)0

(
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

))

= d(µm ◦ expX)0

(
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

)
.

Observemos que para todo s ∈ R, si l̂s : R −→ R denota la traslación
izquierda por s (que es un automorfismo de R como grupo de Lie con la suma),
entonces para cualquier t ∈ R

µm ◦ expX ◦ l̂s = µm(expX(s + t)) = µm(expX(s) expX(t))
= expX(s) expX(t) m = φexpX(s)(expX(t) m)

= φexpX(s) ◦ µm ◦ expX(t) ,

de modo que

d(µm ◦ expX)s

(
d

dt

∣∣∣∣∣
t=s

)
= d(µm ◦ expX)s

(
d(l̂s)0

(
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

))

= d(µm ◦ expX ◦ l̂s)0

(
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

)

= d(φexpX(s))m ◦ d(µm ◦ expX)0

(
d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

)
= 0 .
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Caṕıtulo 9. Variedades homogéneas y acciones propias

Como R es conexo, por el Teorema 2.2.5 µm ◦ expX es una función cons-
tante. Ya que µm ◦ expX(0) = µm(e) = m, para toda t ∈ R

m = µm ◦ expX(t) = expX(t)m,

y dado que µ es libre, expX(t) = e para toda t ∈ R, es decir, X = 0.
Por lo tanto d(µm)e es inyectiva, lo cual es suficiente para que µ sea in-

mersión.
�

Con las hipótesis de la Proposición anterior (G,µm) es una subvariedad
de M .

Definición 9.5.8. Sean M, N y F variedades diferenciables y π : M −→ N
una función suave. Diremos que (π,M, N) es un haz fibrado (o una fibración
localmente trivial) con fibra F , espacio base N y espacio total M si se satisface:

1. π es suprayectiva.

2. Dado cualquier n ∈ N existe U ⊆ N vecindad abierta de n y un difeomor-
fismo ΨU : U × F −→ π−1(U) que hace conmutar el siguiente diagrama

U × F
ΨU ��

π1


��

��
��

��
� π−1(U)

π
��		

		
		

		
	

U

donde π1 es la proyección canónica de U × F en U .

El concepto de haz fibrado tiene su generalización topológica, en el siguiente
sentido:
Sean X, Y y F espacios topológicos y π : X −→ Y una función continua.
Diremos que (π, X, Y ) es un haz fibrado (o una fibración localmente trivial)
con fibra F , espacio base Y y espacio total X si se satisface:

1’. π es suprayectiva.

2’. Dado cualquier y ∈ Y existe U ⊆ Y vecindad abierta de y y un homeo-
morfismo ΨU : U ×F −→ π−1(U) que hace conmutar el siguiente diagrama

U × F
ΨU ��

π1


��

��
��

��
� π−1(U)

π
��		

		
		

		
	

U

donde π1 es la proyección canónica de U × F en U .

254



9.5. Acciones propias

A menos de especificar lo contrario en lo siguiente consideraremos la defini-
ción de haz fibrado dada en 9.5.8.

Observación 9.5.9. Observemos que dado un haz fibrado π : M −→ N con
fibra F , ésta resulta ser una sumersión ya que para toda m ∈ M existe U ⊆ N
vecindad abierta de π(m) y un difeomorfismo ΨU : U × F −→ π−1(U) que
satisface que π = π1 ◦ ΨU

−1, donde π1 denota la proyección canónica de
U × F sobre U , concluyendo con ello que localmente π se puede expresar
como composición de sumersiones.

Teorema 9.5.10. Sea M c una variedad y Gd un grupo de Lie que actúa
suavemente en M . Si la acción es libre y propia en M entonces M/G recibe
una estructura de variedad para la cual la proyección canónica es un haz fibrado
con fibra G (y como consecuencia una sumersión).

Demostración. Sea µ : G × M −→ M dicha acción. Para cualesquiera m0 ∈
M y g ∈ G denotaremos µ(g,m0) = gm0 y µm0 : G −→ M la función
suave definida como µm0(g) = µ(g,m0). De esa forma, por la Proposición 9.5.7
(G,µm0) es una subvariedad de M .

Observemos que si im0 : G −→ G × M denota a la función que lleva g ∈ G
a (g,m0), entonces µm0 = µ ◦ im0 .

Aśı, dado el isomorfismo entre TeG×Tm0M y T(e,m0)(G×M) e identificando
g, el álgebra de Lie de G, con TeG, obtenemos que

d(im0)e : g −→ g × Tm0M

env́ıa X en (X, 0).

Consideremos la distribución definida en M como

D(m) = d(µm)e(g) = d(µ)(e,m) ◦ d(im0)e(g)
= dµ(e,m)(g × { 0 }) .

Observemos que dicha distribución es suave y de dimensión d ya que está defini-
da a través de las subvariedades (G,µm) y si {X1, . . . , Xd } es una base de g,
el conjunto de campos suaves { X̃1, . . . , X̃d }, donde X̃i(m) = dµm(Xi) para
cualesquiera m ∈ M , i ∈ { 1, . . . , d } (observación 9.5.6), generan a la distribu-
ción . Además, para cualquier m0 ∈ M , µm0 : G −→ M es una subvariedad
integral de D que pasa por m0, pues para todo g ∈ G

D(µm0(g)) = D(gm0) = d(µgm0)e(g)
= d(µm0 ◦ rg)e(g) = d(µm0)g ◦ d(rg)e(g)
= d(µm0)g(TgG) .
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Como µ es libre entonces µm0 es inyectiva. Considerando que es una inmer-
sión tenemos que (G,µm0) es una subvariedad integral de D que pasa por m0.
Por la Proposición 2.9.6 podemos concluir que D es una d-variedad involutiva.

Sea m0 ∈ M y (V, ϕ = (x1, . . . , xc)) sistema coordenado cúbico alrededor
de m0 que satisface que sus rebanadas

S =
c⋂

i=d+1

x−1
i (ci), ci ∈ R

son variedades integrales de D (Teorema de Frobenius).
Consideremos el subconjunto de V ,

Ṽ =
d⋂

i=1

x−1
i (0) ,

de modo que m0 ∈ Ṽ . Veremos que existe Ṽm0 ⊆ Ṽ vecindad abierta de m0

en Ṽ para la cual π|Ṽm0
es inyectiva.

Como M es localmente compacto y primero numerable existe {Vi }i∈N

sistema de vecindades abiertas de m0 que satisfacen que Vi+1 ⊆ Vi y V1 es re-
lativamente compacto. Consideremos { Ṽi = Ṽ ∩ Vi }i∈N sistema de vecindades
abiertas de m0 en Ṽ .

Supongamos que para todo i ∈ N existe mi ∈ Ṽi y gi ∈ G � { e } de tal
modo que gimi ∈ Ṽi. Observemos que en este caso además se satisface que
gimi �= mi.

De esa forma, la sucesión (gimi)i∈N converge a m0. Veamos que (gi)i∈N

converge a e.
Como GV 1

= { g ∈ G : gV 1 ∩ V 1 �= ∅ } es relativamente compacto y
{ gi }i∈N ⊆ GV 1

entonces { gi }i∈N
es compacto. En particular resulta ser com-

pacto por sucesiones (es decir, toda sucesión de elementos en { gi }i∈N
tiene una

subsucesión convergente).
Supongamos que (gi)i∈N no converge a e, entonces existe U ⊆ G vecindad

abierta de e para la cual, dado N ∈ N existe nN � N tal que gnN �∈ U .
De ese modo podemos construir una subsucesión de (gi)i∈N, (gni)i∈N ⊆

{ gi }i∈N
, de tal modo que gni

�∈ U . A su vez ésta tiene una subsucesión con-
vergente (g(ni)k

)k∈N, digamos a g0 ∈ G. Como mi ∈ Ṽi entonces (mi)i∈N

converge a m0; aśı la sucesión (g(ni)k
m(ni)k

)k∈N converge a g0m0 por la con-
tinuidad de µ, y por otro lado a m0 por ser subsucesión de (gimi)i∈N. Como
M es Hausdorff, g0m0 = m0, lo cual ocurre si y sólo si g0 = e, pues µ es libre,
contradiciendo la elección de (gni)i∈N. De ese modo concluimos que (gi)i∈N

converge a e.
Sea µ−1(V )∩G × V vecindad abierta de (e,m0) en G×M . Sean VG ⊆ G

y V0 ⊆ V vecindades abiertas de e y m0 respectivamente, de tal modo que
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VG ×V0 ⊆ µ−1(V )∩G × V , es decir que para cualesquiera g ∈ VG y m ∈ V0 ⊆
V , µm(g) = µ(g,m) ∈ V (o equivalentemente, µm(VG) ⊆ V ). Sin pérdida de
generalidad supongamos que VG es conexo.

Sea N ∈ N para el cual dado n � N , mn ∈ V0 y gn ∈ VG. Observemos que
(VG, µmN |V0) es una variedad integral conexa de D, para la cual µmN (VG) ⊆
V . Por el Teorema 2.9.9 y dado que µmN

(e) = mN , µmN
(VG) se queda

contenido en la rebanada
c⋂

i=d+1

x−1
i (xi(mN )). De tal forma que µmN

(gN ) =

gNmN ∈
c⋂

i=d+1

x−1
i (xi(mN )), es decir, xi(gNmN ) = xi(mN ), para todo i ∈

{ d+1, . . . , c }. Por otro lado gNmN , mN ∈ ṼN = VN∩Ṽ , por lo que xi(gNmN ) =
xi(mN ) = 0, para i ∈ { 1, . . . , c }. De esa forma, ϕ(gNmN ) = ϕ(mN ). Como
ϕ es un mapeo coordenado, gNmN = mN , lo cual es una contradicción.

Por ese motivo existe i ∈ N para el cual dado m ∈ Ṽi y g ∈ G � { e },
gm �∈ Ṽi, (por lo que π|Ṽi

es inyectiva). Denotemos Ṽi = Ṽm0 .

Consideremos M/G el conjunto de órbitas de M bajo µ con la topoloǵıa
de identificación inducida por el mapeo canónico π : M −→ M/G (Observación
9.5.2).

Aśı, dado m0 ∈ M y Ṽm0 como antes, observemos que dado m ∈ V , si
denotamos

Sm =
c⋂

i=d+1

x−1
i (xi(m))

a la rebanada de V que tiene a m, entonces⋃
m∈Ṽm0

Sm

es un subconjunto abierto de M . Más aún, para cualquier m ∈ V , π|Sm es la
función constante π(m) (es decir, Sm ⊆ Gm). Para mostrar esto consideremos
m ∈ V y A = Gm ∩ Sm. Si gm ∈ A entonces existe W una vecindad abierta
y conexa de e que a su vez es subconjunto de µ−1

gm(V ). Como gm ∈ Sm y
(W,µ−1

gm|W ) es una subvariedad integral conexa de D entonces µgm(W ) ⊆ Sm.

De modo que la única función ϕ̃ que hace conmutar el siguiente diagrama

W
µgm ��

ϕ̃
��






 M

Sm

i

		

es suave (Teorema 2.9.10), inyectiva y no singular (pues µgm es inyectiva y no
singular). Dado que dimW = d = dimSm entonces ϕ̃ es un difeomorfismo
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local, por lo que existe W ′ vecindad abierta de e contenida en W para la
cual ϕ̃|W ′ : W ′ −→ ϕ̃(W ′) es un difeomorfismo y ϕ̃(W ′) es abierto en Sm y
se queda contenido en A. De este modo concluimos que A es abierto. Con un
razonamiento totalmente análogo podemos concluir que si m′ ∈ Sm � A existe
una vecindad abierta de m′ en Sm contenida totalmente en Sm � A, de modo
que es abierto. Como Sm es conexo y m0 ∈ A, entonces A = Sm ⊆ Gm.

De ese modo, como Sm ∩Sm′ = ∅ para cualesquiera m,m′ ∈ Ṽm0 distintos,
obtenemos que

π

( ⋃
m∈Ṽm0

Sm

)
= π(Ṽm0)

es abierto en M/G. Denotemos Vm0 = π(Ṽm0). Como π|Ṽm0
es inyectiva,

continua y abierta, es un homeomorfismo sobre Vm0 .

Dado que Ṽm0 es una variedad difeomorfa a un abierto de R
c−d mediante la

restricción de ϕ (que denotaremos como ϕVm0
) y m0 es arbitrario, obtenemos

la siguiente familia de homeomorfismos

L = {ϕm0 = ϕVm0
◦ (π|Vm0

)−1 : Vm0 −→ ϕ(Ṽm0) }m0∈M .

Veremos que con la topoloǵıa cociente M/G no sólo es una variedad topológi-
ca de dimensión c − d, sino que la familia de homeomorfismos L genera una
estructura diferenciable.

Observemos que M/G con la topoloǵıa de identificación inducida por π es
segundo numerable pues dada B = {Bi }i∈N base en M , B̃ = {π(Bi) }i∈N es
una base de M/G (ya que π es abierta y continua).

Aśı, dada la familia L y por la Proposición 9.5.5, M/G resulta una variedad
topológica.

Observemos que para cualesquiera m,m′ ∈ M , si x ∈ ϕVm′ (Ṽm ∩ Ṽm′)

ϕm ◦ ϕ−1
m′ (x) = ϕVm ◦ (π|Vm)−1 ◦ (ϕV ′

m
◦ (π|V ′

m
)−1)−1(x)

= ϕVm ◦ ϕVm′ (x) .

Por lo que ϕm ◦ ϕ−1
m′ es suave para cualesquiera m,m′ ∈ M .

Considerando la estructura diferencial generada por { (Vm0 , ϕm0) }m0∈M

obtenemos una estrucutra de variedad difenciable en M/G con la topoloǵıa
cociente.

Observemos que π es suave pues para cualquier m ∈ M ,

ϕm ◦ π = ϕVm

resulta una función suave.
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Para concluir mostraremos que π es una fibración localmente trivial con
fibra G.

Sea m0 ∈ M , de tal forma que

π−1(Vm0) =
⋃

g∈G

µg(Ṽm0) ,

donde µg : M −→ M es el difeomorfismo definido como µg(m) = µ(g, m) para
todo g ∈ G. De ese modo, denotando µ|G×Ṽm0

= µ̃

G × Ṽm0

µ̃ �� π−1(Vm0)

es biyectiva y suave (pues (Ṽm0 , i) es un encaje en M).

Basta concluir que µ̃ es una inmersión para que resulte un difeomorfismo
ya que dim (G × Ṽm0) = d + (c − d) = dim (π−1(Vm0)).

Observemos que dado g ∈ G, µ̃ = µg ◦ µ̃ ◦ (lg−1 × idṼm0
), de modo que

dµ(g,m) = dµm ◦ dµ(e,m) ◦ d(lg × idṼm0
)(g,m) .

Por ello es suficiente verificar que dµ(e,m) es inyectiva para todo m ∈ Ṽm0 .

Consideremos (V, ϕ = (x1, . . . , xc)) sistema coordenado cúbico de M centrado
en m0 del cual fue tomado Ṽm0 , de manera que

π−1(Vm0) ∩ V =
⋃

q∈Ṽm0

Sq = J .

Observemos que dado m ∈ Ṽm0 la función⋃
q∈Ṽm0

Sq Ψm �� Sm × Ṽm0

y � �� (ym, ỹ)

donde

ym = ϕ−1(x1(y), . . . , xd(y), xd+1(m), . . . , xc(m))

ỹ = ϕ−1(0, . . . , 0, xd+1(y), . . . , xc(y))

es un difeomorfismo. De modo que basta ver que Ψm ◦ µ̃|µ̃−1(J ) es no singular
en (e,m) para concluir que µ̃ también lo es. Identifiquemos canónicamente
TeG×TmṼm0 con T(e,m)(G× Ṽm0) y T(m,m)(Sm × Ṽm0) con TmSm ×TmṼm0 .

Notemos que
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(µm|Ṽm0
, cm) = Ψm ◦ µ̃ ◦ (idG, cm) ,

donde cm : G −→ M es la función constante m. Además

Ψm ◦ µ̃ ◦ (ce, idṼm0
) = (cm, idṼm0

) ,

siendo ce : M −→ M la función constante e. De tal forma que para cualesquiera
Xe ∈ TeG y ν ∈ TmṼm0

d(Ψm ◦ µ̃)(e,m)(Xe, 0) = d(Ψm ◦ µ̃)(e,m) ◦ d(idG, cm)e(Xe)
= d(µm|Ṽm0

, cm)e(Xe)

= (d(µ)e(Xe), 0)

y

d(Ψm ◦ µ̃)(e,m)(0, ν) = d(Ψm ◦ µ̃)(e,m) ◦ d(ce, idṼm0
)m(ν)

= d(cm, idṼm0
)m(ν) = (0, ν) .

De tal forma que (Xe, ν) ∈ ker d(Ψm ◦ µ̃)(e,m) y sólo si

(0, 0) = d(Ψm ◦ µ̃)(e,m)(Xe, ν)
= d(Ψm ◦ µ̃)(e,m)(Xe, 0) + d(Ψm ◦ µ̃)(e,m)(0, ν)
= (dµe(Xe), ν) ,

lo cual ocurre si y sólo si Xe = 0 y ν = 0. Por ello concluimos que d(Ψm◦µ̃)(e,m)

es inyectiva, que implica que µ̃ es un difeomorfismo.
Considerando que (π|Vm0

)−1 : Vm0 −→ Ṽm0 es un difeomorfismo y denotan-
do ΨVm0

= µ̃ ◦ (π|Vm0
)−1 obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

G × Vm0

ΨVm0 ��

πVm0 ��������� π−1(Vm0)

π
�����������

Vm0

donde πVm0
es la proyección canónica de G × Vm0 sobre Vm0 .

Concluimos entonces que π es una fibración localmente trivial con fibra G
y por la observación 9.5.9 π es sumersión.

�
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Observación 9.5.11. Como se mostró en el ejemplo 1.1.10, el espacio proyec-
tivo complejo de dimensión d−1, denotado como CP

d−1, recibe una estructura
de variedad diferenciable de dimensión 2(d−1) con la topoloǵıa de identificación
inducida por el mapeo canónico

L
π ��

CP
d−1

x � �� [x]

donde L = C
d

� { 0 } y [x] denota la clase de equivalencia de x.
Observemos que al considerar la acción del grupo de Lie S

1 en S
2d−1 ⊆ C

2d

S
1 × S

2d−1 ��
S

2d−1

(z, ξ = (ξ1, . . . , ξd))
� �� zξ = (zξ1, . . . , zξd)

ésta resulta ser libre y propia. Por el Teorema 9.5.10 sabemos que el espacio de
órbitas S

2d−1/ S
1 recibe una estructura de variedad diferenciable de dimensión

2(d − 1) que hace al mapeo canónico π̃ : S
2d−1 −→ S

2d−1/ S
1 un haz fibrado.

Denotando π̃(ξ) como ξ S
1, la función

S
2d−1/ S

1 Ψ ��
CP

d−1

ξ S
1 � �� [ξ]

está bien definida y es inyectiva pues ξ S
1 = ξ′ S1 si y sólo si existe z ∈ S

1 para
la cual ξ′ = zξ, que es equivalente a que [ξ′] = [ξ]. Más aún, dado η ∈ L,

η
||η|| ∈ S

2d−1 y Ψ
(

η
||η||S

1
)

=
[

η
||η||

]
=

[
η
]
, de modo que también es suprayectiva.

Veamos que es suave. Dado que S
2d−1 es una subvariedad de L, la función

π|S2d−1 es suave. Dado que el siguiente diagrama conmuta

S
2d−1

π|
S2d−1 ��

π̃

��

CP
d−1

S
2d−1/ S

1

Ψ

��

Ψ es suave a consecuencia de que para todo ξ S
1 ∈ S

2d−1/S
1 existe U ⊆

S
2d−1/S

1 vecindad abierta de ξ S
1 y ΨU : U × S

1 −→ π̃−1(U) difeomorfismo
que satisface que π̃ ◦ ΨU = π1, donde π1 es la proyección canónica de U × S

1

en U , de modo que al considerar la inclusión i : U −→ U ×S
1 que manda ξ S

1

en (ξ S
1, 1), tenemos que π̃ ◦ ΨU ◦ i = iU , la inclusión de U en S

2d−1/S
1, de

modo que

Ψ|U = Ψ ◦ iU = (Ψ ◦ π̃) ◦ (Ψu ◦ i)
= π|S2d−1 ◦ ΨU ◦ i
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es suave, resultando con ello que Ψ lo es.
Considerando los mapeos coordenados de S

2d−1 y CP
d−1 es posible concluir

que π|S2d−1 es sumersión. Aśı, ya que para cualquier ξ ∈ S
2d−1, d(π|S2d−1)ξ =

dΨπ̃(ξ) ◦ d(π̃)ξ entonces dΨπ̃(ξ) es suprayectiva. Como dim S
2d−1/S

1 = 2(d −
1) = dim CP

d−1, entonces dΨπ̃(ξ) es isomorfismo para toda ξ ∈ S
2d−1, de

modo que Ψ es difeomorfismo.
Análogamente se tiene que al considerar RP

d−1 el espacio proyectivo real,
se puede mostrar que el grupo de Lie Z

2 = {−1, 1 } (con la topoloǵıa discreta)
actúa libre y propiamente en S

d−1 de la siguiente forma

Z
2 × S

d−1 ��
S

d−1

(a, ξ = (ξ1, . . . , ξd))
� �� aξ = (aξ1, . . . , aξd)

de modo que el conjunto de órbitas de dicha acción, denotado como S
d−1/Z

2,
recibe una estructura de variedad diferenciable de dimensión d − 1 que hace
al mapeo canónico π̃ : S

d−1 −→ S
d−1/Z

2 una fibración localmente trivial. De
forma que la función

S
d−1/Z

2 ��
RP

d−1

ξ Z
2 � �� [ξ]

es un difeomorfismo.
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Apéndice A

Apéndice

En esta parte recopilamos varios de los temas o notas adicionales que fueron
usados en el desarrollo de la Teoŕıa básica de Grupos de Lie y que si bien son
importantes por śı mismos, tienen un sabor distinto a aquellos que se expusieron
previamente.

A.1. Cartan e ideales diferenciales en grupos de
Lie

Observemos que dado f : M −→ N , la gráfica de dicha función Gf junto con la
inclusión if es una subvariedad de M ×N difeomeorfa a G mediante el mapeo
(id, f) (ejemplo 1.1.8). Sean π1, π2 las proyecciones de M × N en M y N ,
respectivamente.

Análogamente a como se mostró en el Teorema 5.2.7, podemos verificar que(
d(π1 ◦ if ), d(π2 ◦ if )

)
T(m,f(m))Gf = { (ν̃, df(ν̃)) : ν̃ ∈ TmM }

de modo que

dif (T(m, f(m))Gf ) = { ν ∈ T(m, f(m))(M × N) : dπ2(ν) = df(dπ1(ν)) }
= { ν ∈ T(m,f(m))(M × N) : (d(f ◦ π1) − dπ2)(ν) = 0 }.

Por ello podemos concluir que

δ(f ◦ π1) − δπ2 : E∗(N) −→ E∗(M × N)

es un morfismo de álgebras para el cual dados ω ∈ E∗(N) y ν ∈ dif (TGf ),

(δ(f ◦ π1) − δπ2)(ω)(ν) = 0.

Denotando µω = (δ(f ◦π1)−δπ2)(ω), lo anterior es equivalente a decir que para
cualquier ν̃ ∈ TGf
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δif (µω)(ν̃) = µω(dif (ν̃)) = 0.

De las observaciones anteriores podemos concluir el siguiente resultado:

Proposición A.1.1. Sea f : Md −→ N c suave y {ωi }i∈I ⊆ E∗(N). Si π1, π2

son las proyecciones de M × N en M y N , respectivamente y

µωi
= (δ(f ◦ π) − δπ2)(ωi) ,

entonces (Gf , if ) es una variedad integral del ideal generado por {µωi }i∈I .

Considerando la notación de la proposición anterior y c � 2, elijamos ω ∈
E∗(N). De modo que el ideal I ⊆ E∗(M ×N) generado por {µω } induce una
distribución suave D en M×N de dimensión mayor o igual a d+1, que satisface
I(D) = I. Observemos que (Gf , if ) es una variedad integral de I, más no de
D. Con ello podemos concluir que el inverso de la observación 3.4.7 no es cierto
en general.

En lo anterior, a partir de una función suave dedujimos formas en el producto
de las variedades en las que estaba definida, de modo que la gráfica de la función
resultara ser variedad integral del ideal generado por dichas formas.

Inspirados este hecho, consideremos Md y N c variedades, {ω1, . . . , ωc } ⊆
E1(N) y {α1, . . . , αc } ⊆ E1(M). De existir una función suave f : M −→ N
para la cual, dado i ∈ { 1, . . . , c },

δf(ωi) = αi,

la gráfica de f es una variedad integral del ideal generado por las formas

µi = δπ1(αi) − δπ2(ωi), i ∈ { 1, . . . , c }
denotado como I.

Asumiremos condiciones suficientes para mostrar que para todo (m0, n0) ∈
M ×N existe una función f : V −→ N suave, donde V es una vecindad abierta
de m0 en M , para la cual

δf(ωi) = αi|V .

Supongamos que {ω1, . . . , ωc} es una base local de E∗(N) (es decir que que
para cualquier n ∈ N , {ω1(n), . . . , ωc(n) } es base de T ∗

nN) y que el ideal
I es diferencial. Como es generado por c 1-formas independientes, el Teorema
de Frobenius nos asegura que para cualquier (m0, n0) ∈ M × N existe una
única variedad integral conexa maximal L ⊆ M × N de dimensicón d que
pasa por (m0, n0). Denotemos iL la inclusión de L en M × N . Observemos
que la función π1 ◦ iL es una inmersión: sea p ∈ L y ν ∈ TpL para el cual
d(π1 ◦ iL)(ν) = 0. Como µi ◦diL(ν) = 0 para cualquier i ∈ { 1, . . . , c }, entonces
ωi(dπ2(diL(ν))) = 0. Dado que {ω1, . . . , ωc } es una base de E∗(N), concluimos
que dπ2(diL(ν)) = 0; por tanto diL(ν) = 0 y aśı ν = 0.
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Como L y M tienen la misma dimensión, el Teorema de la función inversa
garantiza que existen U ⊆ L, vecindad abierta de (m0, n0), y V ⊆ M , vecindad
abierta de m0, para las cuales π1 ◦ iL|U : U −→ V es un difeomorfismo.

Definamos f : V −→ N como

f = π2 ◦ iL ◦ (π1 ◦ iL|U )−1.

Observemos que f es suave y f(m0) = n0. Además para cualquier i ∈ { 1, . . . , c },

δf(ωi) = δ(π2 ◦ iL ◦ (π1 ◦ iL|U )−1)(ωi) = δ(iL ◦ (π1 ◦ iL|U )−1)(δπ2(ωi))

= δ(iL ◦ (π1 ◦ iL|U )−1)(−µi(ωi) + δπ1(αi))

= δ(π1 ◦ iL|U )−1(δiL(−µi(ωi)) + δiL(δπ1(αi)))

= δ(π1 ◦ iL|U )−1(δiL(δπ1(αi))) = δ(π1 ◦ iL|U )−1(δ(π1 ◦ iL)(αi))
= αi|V

De ese modo podemos concluir que la gráfica de f es una variedad integral
de I, para la cual f(m0) = n0 y satisface que δf(ωi) = αi|V . Supongamos que
V es conexo. Sabemos que la gráfica de cualquier mapeo suave f̃ : V −→ M que
satisfaga las condiciones anteriores, resulta ser también una variedad integral
conexa de I. Si en ese caso denotamos Gf y Gf̃ a las gráficas de f y f̃ , el
conjunto

Gf ∩ Gf̃ = { (m,n) ∈ V × N : n = f(m) = f̃(m) }
es cerrado, pues N es Hausdorff. Por otro lado, ya que Gf y Gf̃ son variedades
integrales de I para cualquier (m,n) ∈ Gf ∩ Gf̃ una vecindad abierta W(m,n)

en V × N para la cual

W(m,n) ∩ Gf = W(m,n) ∩ Gf̃

es decir, W(m,n) ∩ Gf ⊆ Gf ∩ Gf̃ .
De ese modo Gf ∩Gf̃ es un subconjunto cerrado y abierto de Gf . Como este

último es conexo, concluimos que Gf ∩ Gf̃ = Gf . Por lo tanto f = f̃ .
Lo anterior se resume en el siguiente enunciado:

Teorema A.1.2. Sean Md y N c variedades diferenciables. Denotemos π1, π2

a las proyecciones de M ×N en M yN , respectivamente. Supogamos que existe
{ω1, . . . , ωc } ⊆ E1(N) conjunto linealmente independiente (y por lo tanto base
de T ∗

nN , para cualquier n ∈ N) y {α1, . . . , αc } ⊆ E1(M) y que el ideal de
E∗(M × N) generado por

{ δπ1(αi) − δπ2(ωi) : i ∈ { 1, . . . , c } }
es diferencial, entonces para cualquier (m0, n0) ∈ M × N existen V vecindad
abierta de m0 y f : V −→ N suave que satisface que f(m0) = n0 y

δf(ωi) = αi i ∈ { 1, . . . , c }.
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Más aún, si V es conexo el mapeo f es el único que satisface las propiedades
anteriores.

Pasemos ahora al caso de grupos de Lie. Sean Gd y Hc grupos de Lie
y π1, π2 las proyecciones canónicas de G × H en G y H respectivamente.
Considerando Ψ : G −→ H un morfismo de grupos de Lie y {ω1, . . . , ωc } una
base de E∗

linv(H), el ideal I ⊆ E∗(G × H) generado por

{ δπ1(δΨ(ωi)) − δπ2(ωi) : i ∈ { 1, . . . , c } }
es diferencial (observación 5.1.3).

Si G es conexo y existe Ψ̃ : G −→ H morfismo que satisface dΨ = dΨ̃, se
tiene que δΨ = δΨ̃. Dado que ambos mapean el elemento neutro de G en el
elemento neutro de H, por el Teorema anterior concluimos que Ψ = Ψ̃.

A.2. Espacios cubrientes

En esta parte asumiremos ciertos resultados básicos a cerca teoŕıa de homotoṕıa
y de el grupo fundamental de un espacio topológico punteado (X, x0). Para
profundizar más al respecto pueden ser consultados [Prieto] y [Spanier].

Sea un espacio topológico X y x0 ∈ X. Denotaremos π1(X,x0) al grupo
fundamental de X en el punto x0. Si f : X −→ Y es un mapeo continuo y
f(x0) = y0, denotaremos al morfismo de grupos inducido por f como f∗ , el
cual es definido como

π1(X, x0)
f∗ �� π1(Y, y0)

[σ] � �� [f ◦ σ]

Dadas dos funciones continuas f, g : X −→ Y , denotaremos el hecho de
que sean homotópicas como f � g. Si además existe A ⊆ X para el cual
f |A = g|A diremos que f y g son homotópicas relativamente a A de existir
una homotoṕıa H : I × X −→ Y para la cual H(x, 0) = f(x), H(x, 1) = g(x)
y H(a, t) = f(a) = g(a) para toda a ∈ A y t ∈ I. Esto será denotado como
f � g relA.

Cuando σ sea una trayectoria en X, la cual comienza en x y termina en
x′, denotaremos como σ a la trayectoria que comienza en x′ y termina en x
definida como

σ(t) = σ(1 − t) para toda t ∈ I.

Definición A.2.1. (Aplicación cubriente). Sea p : X̃ −→ X mapeo con-
tinuo. Decimos que p es una aplicación cubriente sobre X si para cada x ∈ X
existe U ⊆ X vecindad abierta de X que satisface
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1. p−1(U) =
⊔
i∈I

Ũi, donde Ui ⊆ X es abierto para cualquier i ∈ I (I es no

vaćıo).

2. p|Ui
: Ũi −→ U es un homeomorfismo para toda i ∈ I.

En ese caso X es llamado el espacio base y X̃ el espacio cubriente o total.
Diremos además que U está cubierta parejamente y Ũi es una hoja sobre U .

El siguiente Teorema resume algunas propiedades básicas de las aplicaciones
cubrientes que se siguen de la definición.

Teorema A.2.2. Sea p : X̃ −→ X un aplicación cubriente, entonces

i. Para cada x ∈ X la fibra p−1(x) es un espacio discreto.

ii. Si Ã ⊆ X̃ es conexo y existe una vecindad abierta cubierta parejamente
U ⊆ X para la cual p(Ã) ⊆ U , entonces existe Ũ hoja sobre U de tal
forma que Ã ⊆ Ũ .

iii. Si U es una vecindad abierta de x cubierta parejamente y V ⊆ U es tam-
bién una vecindad abierta de x, entonces V es una vecindad cubierta pare-
jamente.

iv. El conjunto de vecindades cubiertas parejamente de X forman una base
para X, aśı como el conjunto de hojas que yacen sobre de ellas forman una
base para X̃.

v. p es un homeomorfismo local. Si X es conexo, p es continua, abierta y
suprayectiva y por lo tanto es una identificación.

Teorema A.2.3. Sea p : X̃ −→ X una aplicación cubriente tal que X es
conexo. Si x, y ∈ X, las fibras p−1(x) y p−1(y) tienen la misma cardinalidad.
A esta cardinalidad se le llama multiplicidad de la aplicación cubriente.

A continuación veremos la noción de levantamiento cuyas implicaciones son
sumamente interesantes e importantes.

Sea p : X̃ −→ X aplicación cubriente y f : Y −→ X continua. Decimos que
f̃ es levantamiento de f a través de p si p ◦ f̃ = f , es decir que el siguiente
diagrama conmuta

X̃

p

��
Y

f̃
���

�
�

� f �� X

Teorema A.2.4. (Unicidad de Levantamientos) Sea p : X̃ −→ X aplicación
cubriente y f : Y −→ X continua. Supongamos que Y es conexo y que existen
f̃ , g̃ : Y −→ X̃ levantamientos de f a través de p. Entonces f̃ = g̃ si y sólo
existe y0 ∈ Y tal que f̃(y0) = g̃(y0).
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Demostración. Supongamos que existe y0 ∈ Y tal que f̃(y0) = g̃(y0). Sea
A = { y ∈ Y : f̃(y) = g̃(y) }, de modo que y0 ∈ A. Sea y ∈ A y V ⊆ X

vecindad abierta de p(f̃(y)) cubierta parejamente y Ṽ la hoja para la cual
f̃(y) ∈ Ṽ . Aśı para toda z ∈ (f̃)−1(Ṽ )

f̃(z) = p|Ṽ −1 ◦ f(z) = g̃(z)

Por lo tanto (f̃)−1(Ṽ ) ⊆ A y y ∈ f̃−1(Ṽ ), de modo que A es abierto.

Sea y ∈ Y � A, por lo que f̃(y) �= g̃(y). Como f(y) = p ◦ f̃(y) = p ◦ g̃(y),
existen dos hojas ajenas Ṽ1, Ṽ2 ⊆ Y de V tal que f̃(y) ∈ Ṽ1 y g̃(y) ∈ Ṽ2.

Consideremos f̃−1(Ṽ1) ∩ g̃−1(Ṽ2) vecindad abierta de y, que satisface que
para todo z ∈ f̃−1(Ṽ1)∩ g̃−1(Ṽ2), f̃(z) ∈ Ṽ1 y g̃(z) ∈ Ṽ2 y de ah́ı f̃(z) �= g̃(z).
Concluimos que f̃−1(Ṽ1) ∩ g̃−1(Ṽ2) ⊆ Y � A, y por lo tanto Y � A es abierto.
De ah́ı que A es abierto, cerrado y no vaćıo. Como Y es conexo, Y = A.

�

El siguiente resultado habla sobre la propiedad de levantamiento de trayecto-
rias a través de aplicaciones culbrientes. Su demostración puede ser consultada
en [Prieto].

Teorema A.2.5. Sea p : X̃ −→ X una aplicación cubriente, entonces para
toda trayectoria w : I −→ X y x̃0 ∈ p−1(w(0)) existe una única trayectoria
w̃ : I −→ X̃ que satisface que w̃(0) = x̃0 y p ◦ w̃ = w. Denotando w̃ =
L(w, x̃0), tenemos que dadas dos trayectorias w1 y w2, w1 � w2 rel ∂I (es
decir, las trayectorias son homotópicas relativamente a la frontera del intervalo)
y x̃ ∈ p−1(w1(0)) = p−1(w2(0)), entonces

L(w1, x̃) � L(w2, x̃) rel ∂I

en particular, L(w1, x̃)(1) = L(w2, x̃)(1).

Observación A.2.6. Nótese que si w, τ son trayectorias enchufables (es decir
tales que w(1) = τ(0)), entonces podemos definir una trayectoria wτ : I −→ X
de tal forma que

wτ(t)

{
w(2t) si 0 � t � 1

2

τ(2t − 1) si 1
2 � t � 1

de modo que dado x̃ ∈ p−1(w(0)),

L(wτ, x̃) = L(w, x̃)L(τ, ỹ),

donde ỹ = L(w, x̃)(1).
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Supóngamos que p : X̃ −→ X es aplicación cubriente y f : Y −→ X.
Supongamos que existe f̃ : Y −→ X̃ que satisface que p ◦ f̃ = f es decir, el
siguiente diagrama conmuta

X̃

p

��
Y

f̃
���������

f
�� X

De modo que dado y0 ∈ Y , si f̃(y0) = x̃0 y f(y0) = x0 el siguiente
diagrama conmuta

π1(X̃, x̃0)

p∗
��

π1(Y, y0)

f̃∗
������������

f∗
�� π1(X, x0)

concluyendo con ello que f∗(π1(Y, y0)) ⊆ p∗(π1(X̃, x̃0)). Veremos que bajo cier-
tas condiciones ésta no es sólo una condición necesaria sino suficiente para que
exista el levantamiento de una función a traves de una aplicación cubriente.

Teorema A.2.7. Sean p : X̃ −→ X aplicación cubriente, Y conexo y lo-
calmente conectable por trayectorias. Sean f : Y −→ X continua, x0 ∈ X,
x̃0 ∈ X̃ y y0 ∈ Y de tal forma que f(y0) = x0 y p(x̃0) = x. Entonces
f∗(π1(Y, y0)) ⊆ p∗(π1(X̃, x̃0)) si y sólo si existe una única función continua
f̃ : Y −→ X̃ para la cual f̃(ỹ0) = (x̃0) y además resulta un levantamiento de
f , es decir el siguiente diagrama conmuta

X̃

p

��
Y

f̃
���������

f
�� X

Demostración. Supongamos que f∗(π1(Y, y0)) ⊆ p∗(π1(X̃, x̃0)).
Consideremos

Y
f̃ �� X̃

y � �� L(f ◦ σ, x̃0)(1)

donde σ es una trayectoria que va de y0 a y.
Veamos primero que está bien definido. Sean σ1, σ2 trayectorias de y0 en

y, de modo que σ1σ2 es un lazo en y0 (y por ello [σ1σ2] ∈ π1(Y, y0)). Sea τ
lazo en x̃0 tal que
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(f ◦ σ1)(f ◦ σ2) = f ◦ (σ1σ2) � p ◦ τ rel ∂I

(el cual existe pues f∗(π1(Y, y0)) ⊆ p∗(π1(X̃, x̃0))), de modo que f ◦ σ1 �
(p ◦ τ)(f ◦ σ2) rel ∂I. Aśı, por el Teorema A.2.5 y la observación A.2.6

L(f ◦ σ1, x̃0) � L((p ◦ τ)(f ◦ σ2), x̃0)
= L(p ◦ τ, x̃0)L(f ◦ σ2, x̃0) rel ∂I.

En particular,

L(f ◦ σ1, x̃0)(1) = L(f ◦ σ2, x̃0)(1)

Notemos que

f̃(y0) = L(cx0 , x̃0)(1) = x̃0.

Ahora veamos que f̃ es continua.
Sea y ∈ Y y U ⊆ X vecindad abierta de f(y) cubierta parejamente y

Ũ ⊆ X̃ la hoja en la cual se encuentra f̃(y). Consideremos V ⊆ Y vecindad
abierta de y conexa por trayectorias que está contenida en f−1(U). Sea σ una
trayectoria de y0 a y. Sea z ∈ V y σyz una trayectoria que va de y a z y
que esté contenida en V , de modo que

f̃(z) = L(f ◦ (σσyz), x̃0)(1)

= L(f ◦ σyz, f̃(y))(1).

Dado que L(f◦σyz, f̃(y))[0, 1] ⊆ p−1(U) y f̃(y) ∈ Ũ , entonces L(f◦σyz, f̃(y))[0, 1] ⊆
Ũ . De ah́ı que f̃(z) ∈ Ũ , y por lo tanto f̃(V ) ⊆ Ũ . Con ello y por el Teorema
A.2.2 inciso (iv) se tiene que f̃ es continua. Observemos que por definición,
p ◦ f̃(y) = f(y) para todo y ∈ Y (es decir, f̃ es un levantamiento de f).

La unicidad se concluye del Teorema A.2.4.
�

Definición A.2.8. Diremos que las aplicaciones cubrientes p : X̃ −→ X y
p′ : X̃ ′ −→ X son equivalentes si existe un homeomorfismo ϕ : X̃ −→ X̃ ′ que
hace conmutar el siguiente diagrama

X̃
ϕ ��

p
���

��
��

��
X̃ ′

p′
����

��
��

�

X
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Notemos que gracias a la noción anterior es posible inducir una relación de
equivalencia en la clase de aplicaciones cubrientes de un espacio X.

El siguiente Teorema nos da una condición necesaria y suficiente para que
dos aplicaciones sean equivalentes.

Teorema A.2.9. Sean p : X̃ −→ X y p′ : X̃ ′ −→ X aplicaciones cubrientes
donde X̃ y X̃ ′ son conexos y localmente conectables por trayectorias. Entonces
p y p′ son equivalentes si y sólo si dado x0 ∈ X, x̃0 ∈ p−1(x0) y x̃′

0 ∈ p′−1(x0)

p∗(π1(X̃, x̃0)) = p′∗(π1(X̃ ′, x̃′
0)).

Demostración. Basta mostrar que p∗(π1(X̃, x̃0)) = p′∗(π1(X̃ ′, x̃′
0)) es una

condición suficiente para que p y p′ sean equivalentes. En este caso, por el
Teorema anterior existen mapeos únicos ϕ : X̃ ′ −→ X̃ y ϕ′ : X̃ −→ X̃ ′ para
los cuales p ◦ ϕ = p′ y p′ ◦ ϕ′ = p, y además ϕ(x̃′

0) = x̃0 y ϕ′(x̃0) = x̃′
0.

Como

p′ ◦ ϕ′ ◦ ϕ = p ◦ ϕ = p′ y
p ◦ ϕ ◦ ϕ′ = p′ ◦ ϕ′ = p ,

se tiene que ϕ′ ◦ϕ y ϕ ◦ϕ′ son levantamientos de p′ y p respectivamente, los
cuales satisfacen que ϕ′ ◦ϕ(x̃′

0) = x̃′
0 y ϕ ◦ϕ′(x̃0) = x̃0. Por la unicidad de los

levantamientos de una aplicación cubriente (Teorema A.2.4), ϕ′ ◦ ϕ = idX̃′ y
ϕ ◦ ϕ′ = idX̃ . De modo que p y p′ son equivalentes.

�

Definición A.2.10. Decimos que X es simplemente conexo, si es conexo por
trayectorias y π1(X, x0) = 0, para todo x0 ∈ X.

Llamaremos a una aplicación cubriente universal si el espacio base es sim-
plemente conexo.

Dado que en esta definición X es conexo por trayectorias es posible mostrar
que para cualquier x, x0 ∈ X, π1(X,x) ∼= π1(X,x0).

Observación A.2.11. El hecho de que X sea conexo y que π1(X, x) = 0 para
todo x ∈ X, en general no es equivalente a que X sea simplemente conexo.
Esto se puede observar, tomando a X como el seno topológico. Dicho espacio
es conexo y satisface que para todo punto x ∈ X, π1(X,x) = 0. Lo anterior se
puede de ver considerando que las componentes conexas por trayectorias de X
son homeomorfas a intervalos conexos de R y por lo tanto son contraibles, lo
cual es suficiente para concluir ya que en general si Y es un espacio topológico,
y0 ∈ Y y Cy0 ⊆ Y es la componente conexa por trayectorias de y0, denotando
i : Cy0 −→ Y a la inclusión, tenemos que i∗ : π1(Cy0 , y0) −→ π1(Y, y0) es un
isomorfismo.
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Apéndice A. Apéndice

Si p : X̃ −→ X y p′ : X̃ ′ −→ X son aplicaciones cubrientes universales, por el
Teorema A.2.9 basta asegurar que los espacios totales X̃ y X̃ ′ son localmente
conectables por trayectorias para concluir que son equivalentes (ya que por
definición son conectables por trayectorias, y por tanto conexos).

Proposición A.2.12. Sea X conexo y localmente conectable por trayectorias.
Si p : X −→ Y es una aplicación cubriente y Y es simplemente conexo entonces
p es un homeomorfismo.

Demostración. Ya que p es abierta, basta ver que es inyectiva para concluir el
resultado. Sabemos que Y es conexo y localmente conectable por trayectorias
(ya que p es un homeomorfismo local); además por ser simplemente conexo,
para cualquier x ∈ X

p∗(π1(X,x)) ⊆ π1(Y, p(x)) = 0 ,

lo cual implica que p∗(π1(X, x)) = 0.

Como idY ∗(π1(Y, y)) = 0 para toda y ∈ Y , por el Teorema A.2.7 existe un
único levantamiento de idY con respecto a p, al cual denotaremos p̃, de modo
hace conmutar el siguiente diagrama

X

p

��
Y

p̃
���������

idY

�� Y

es decir, p ◦ p̃ = idY . Observemos que gracias a esto basta concluir que p̃ es
suprayectiva. Para ello veremos que p̃(Y ) es un subconjunto abierto y cerrado
de X, siguiéndose de la conexidad de X que p̃(Y ) = X.

Observemos que para todo x ∈ p̃(Y ), p̃−1(x) = { p(x) }.
Sea x0 ∈ X y U ⊆ Y vecindad abierta y conexa de p(x0) cubierta pare-

jamente (la cual puede ser elegida en esa forma gracias a que Y es localmente
conectable por trayectorias) y sea U0 ⊆ X hoja de U en la cual está x0. Como

p̃(U) ⊆ p−1(U) =
⊔
i∈Λ

Ui

y p̃(U) es un conexo que satisface que p̃(U) ∩ U0 �= ∅, entonces p̃(U) ⊆ U0.
Sea z0 ∈ U0. Como p̃(p(z0)) ∈ p̃(U) ⊆ U0, de modo que p(p̃(p(z0))) = p(z0),
se tiene que p̃(p(z0)) = z0, por lo cual U0 ⊆ p̃(U), concluyendo con ello la
igualdad. De esa forma se tiene que p̃(Y ) es un subconjunto abierto de X.

Por otro lado, si w0 �∈ p̃(Y ), y V ⊆ Y es una vecindad conexa de p(w0)
cubierta parejamente, denotando como V0 la hoja en la qu ese encuentra w0,
se tiene que V0 ∩ p̃(V ) = ∅.
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Observemos que V0 ∩ p̃(Y ) = V0 ∩ p̃(V ), ya que si y = p̃(x) ∈ V0 ∩ p̃(Y ),
entonces x = p ◦ p̃(x) = p(y) ∈ V , y por lo tanto y ∈ p̃(V ), de modo que
V0 ∩ p̃(Y ) = ∅, concluyendo con ello que p̃(Y ) es cerrado en X. �

Definición A.2.13. (Espacio suficientemente conexo). Decimos que un
espacio topológico es semilocalmente simplemente conexo si cada punto x ∈ X
tiene una vecindad U ⊆ X tal que cada lazo en U es nulhomotópico en X. Si
además el espacio es conexo y localmente conectable por trayectorias diremos
que X es suficientemente conexo.

A continuación enunciaremos el resultado que se ocupó principalmente en
la sección de cubrientes universales. La demostración detallada de este hecho
puede ser consultada en [Prieto].

Teorema A.2.14. Si X es suficientemente conexo entonces existe p : X̃ −→
X aplicación cubriente universal

Observación A.2.15. Observemos que en el caso de que M sea una variedad
topológica conexa, ésta resulta ser suficientemente conexa (dado que para ca-
da punto existen vecindades abiertas que son simplemente conexas), de modo
que por el Teorema anterior podemos concluir la existencia de una aplicación
cubriente universal para M . De hecho resulta única en el sentido de que cua-
lesquiera dos aplicaciones cubrientes de M son equivalentes pues los espacios
cubrientes son localmente homeomorfos a la variedad y por tanto resultan local-
mente conectables por trayectorias. En ese sentido hablaremos de la aplicación
cubriente universal de M .

A continuación haremos algunos comentarios con respecto a la relación entre
una aplicación cubriente y el grupo fundamental de su espacio base.

Sean p : X̃ −→ X, x̃0 ∈ X̃ y x0 ∈ X. Como hemos visto, el levantamiento
de un lazo en x0 no siempre resulta un lazo en x̃0, pero gracias al Teorema
A.2.5 es posible concluir que

p∗(π1(X̃, x̃0)) = { [σ] ∈ π1(X, x0) : L(σ, x̃0) es un lazo }.

Como este conjunto es imagen de π1(X̃, x̃0) bajo un morfismo de grupos,
entonces es un subgrupo de π1(X, x0). A dicho subgrupo le llamaremos sub-
grupo caracteŕıstico de la aplicación cubriente p : X̃ −→ X. Dada la unicidad
de los levantamientos salvo homotoṕıa, podemos concluir que dados [λ], [λ′] ∈
π1(X̃, x̃0) tales que bajo p∗ tienen la misma imagen, lo cual significa que

p ◦ λ � p ◦ λ′ rel ∂I

implica a su vez que

λ = L(p ◦ λ, x̃0) � L(p ◦ λ′, x̃0) = λ′ rel ∂I
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es decir, [λ] = [λ′]. De ah́ı que p∗ es un monomorfismo y por lo tanto p∗(π1(X̃, x̃0))
es isomorfo a π1(X̃, x̃0).

Como sabemos un resultado general en un espacio topológico X es que para
cualesquiera dos puntos x y x′ en X conectables mediante una trayectoria σ
que va de x′ a x, la función Ψx,x′ : π1(X, x) −→ π1(X, x′) para la cual

Ψx,x′([λ]) = [σλσ]

está bien definida y es un isomorfismo de grupos. Este resultado nos ayudará a
concluir el siguiente.

Proposición A.2.16. Sean p : X̃ −→ X aplicación cubriente y x0 ∈ X,
x̃0, x̃′

0 ∈ p−1(x0), entonces

i. Si σ es una trayectoria que va de x̃0 a x̃′
0 y α = [p ◦ σ] ∈ π1(X, x0),

p∗(π1(X̃, x̃0)) = αp∗(π1(X̃, x̃′
0))α

−1

es decir, p∗(π1(X̃, x̃0)) y p∗(π1(X̃, x̃′
0)) son subgrupos conjugados de π1(X, x0)

mediante α. De tal modo que si X̃ es conexo por trayectorias, cualesquiera
dos subgrupos caracteŕısticos correspondientes a x0 son conjugados.

ii. Sea H ⊆ π1(X, x0) subgrupos conjugado de p∗(π1(X̃, x̃0)), entonces existe
x̃′

0 ∈ p−1(X0) para el cual H = p∗(π1(X̃, x̃′
0)).

Demostración. Por las observaciones previas basta mostrar el segundo inciso.
Sea α ∈ π1(X, x0) para el cual αHα−1 = p∗(π1(X̃, x̃0)) y ρ ∈ α. Consideremos
L(ρ, x̃0) y sea x̃′

0 = L(ρ, x̃0)(1), de modo que

αHα−1 = p∗(π1(X̃, x̃0))

= αp∗(π1(X̃, x̃′
0))α

−1.

De ah́ı que H = p∗(π1(X̃, x̃′
0)).

�

Basados en la Proposición anterior, si X̃ es conexo por trayectorias definire-
mos la clase de conjugacion caracteŕıstica de π1(X,x0) de la aplicación cubri-
ente p : X̃ −→ X como

C(p, x0) = { p∗(π1(X̃, x̃0)) : x̃0 ∈ p−1(x0) }.

Observemos que de seguir considerando X̃ conexo por trayectorias y p−1(x0) =
{ x̃i }i∈I , dada α ∈ I fija, para toda i ∈ I existe una trayectoria wi que va
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de x̃α a x̃i, de tal forma que todas las posibles clases laterales de π1(X, x0)
con respecto a p∗(π1(X̃, x̃α)) son {π1(X, x0)[p ◦ wi] }i∈I , donde π1(X, x0)[p ◦
wi] �= π1(X, x0)[p ◦ wj ] si i �= j. Esto se puede concluir ya que de tomar
[σ] ∈ π1(X, x0), al considerar L(σ, x̃α)(1) = x̃j se tiene que wjL(σ, x̃j) es un
lazo en x̃α, y por lo tanto

p∗([wjL(σ, x̃j)]) = [p ◦ wj ][p ◦ L(σ, x̃j)]

= [p ◦ wj ][σ] ∈ p∗(π1(X̃, x̃α))

lo cual sucede si y sólo si

p∗(π1(X̃, x̃α))[p ◦ wj ] = p∗(π1(X̃, x̃α))[σ].

Además, si i �= j,

L((p ◦ wi)(p ◦ wj), x̃α) = wiL((p ◦ wj), x̃i).

Observemos que de concluir que wiL((p ◦wj), x̃i) no es un lazo, tendŕıamos
que (p ◦ wi)(p ◦ wj) �∈ p∗(π1(X̃, x̃α)), lo cual es equivalente a que

p∗(π1(X̃, x̃α))[p ◦ wi] �= p∗(π1(X̃, x̃α))[p ◦ wj ] ,

que es lo que nosotros deseamos. Veamos que dicho elemento en π1(X̃, x̃α) no
es un lazo. De lo contrario L((p ◦ wj), x̃i)(1) = x̃α, y por ello

L(p ◦ wj , x̃i) = L(p ◦ wj , x̃α) = xj ,

pero L(p ◦ wj , x̃i)(0) = x̃i �= x̃j = wj(0), lo cual es una contradicción.

Por lo anterior podemos concluir que |p−1(x0)| es igual al ı́ndice de π1(X, x0)
con respecto al subgrupo p∗(π1(X̃, x̃α)).

Observación A.2.17. Con lo anterior hemos concluido que si p : X̃ −→ X
es una aplicación cubriente y X̃ es conexo por trayectorias entonces la fibra de
un punto x en X tiene cardinalidad menor o igual a la cardinalidad del grupo
fundamental π1(X,x). Más aún, si p es una aplicación cubriente entonces su
subgrupo caracteŕıstico es el trivial y por lo tanto para todo x ∈ X, |π1(x,X)| =
|p−1(x)|.

El siguiente resultado además de ser importante por śı mismo, es útil en la
demostración de que un espacio conexo que es cubriente de una variedad, es
Hausdorff (véase la Proposición 5.3.2).

Proposición A.2.18. Sea Md una variedad diferenciable conexa, entonces
para todo m ∈ M el grupo fundamental π1(M,m) es numerable.
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A.3. Polinomio de Taylor en espacios vectoriales

Recordemos que dado un mapeo f : U ⊆ R −→ R
d donde f = (f1, . . . , fd) y

fi ∈ Cn+1(U), dado a ∈ U tenemos que para cualquier t ∈ U

fi(t) =
n∑

k=1

fk
i (a)
k!

(t − a)k + R(n,a)(t)

donde R(n,a)(t) = O((t − a)n+1) cuando t → a.

De modo que al considerar â = (a, . . . , a) ∈ R
d y

R
R(n,â) ��

R
d

t
� �� (R(n,a)(t), . . . , R(n,a)(t))

se tiene que

f(t) =
n∑

k=0

(t − a)k

k!
(fk(a)) + R(n,â) ,

donde R(n,â)(t)

(t−a)k+1 es acotado cuando t → a.

Llamaremos a R(n,â) el residuo del polinomio de Taylor de grado n alrededor
de â para la función f .

Consideremos ahora V un R-espacio vectorial de dimensión finita d con su
estructura de variedad inducida a partir de los isomorfismo con R

d. Veremos
que es posible deducir un resultado análogo al expuesto previamente ahora para
funciones de un subconjunto abierto de R en V .

Sean β = {x1, . . . , xd } y β∗ = {φ1, . . . , φd } su base dual.

Sea h : U ⊆ R −→ V suave, de modo que h′ : U ⊆ R −→ V es tal que para
toda t0 ∈ U

h′(t0) =
d∑

i=1

d(φi ◦ h)
dt

∣∣∣∣∣
t=t0

xi.

Como

h′′(t0) =
d∑

i=1

d(φi ◦ h′)
dt

∣∣∣∣∣
t=t0

xi

y para toda i ∈ { 1, . . . , d }, φi ◦ h′(t0) = d(φ◦h)
dt |t=t0 , tenemos que

d(φi ◦ h′)
dt

∣∣∣∣∣
t=t0

=
d2(φi ◦ h)

dt2

∣∣∣∣∣
t=t0

,
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de modo que por inducción podemos concluir que

h(k)(t0) =
d∑

i=1

dk(φi ◦ h)
dtk

∣∣∣∣∣
t=t0

xi.

Consideremos

R(n,0)(t) = h(t) −
n∑

k=0

tk

k!

( d∑
i=1

dk(φi ◦ h)
dtk

∣∣∣∣∣
t=0

xi

)
.

Denotando φ = (φ1, . . . , φd) obtenemos

φ ◦ R(n,0)(t) = φ ◦ h(t) −
n∑

k=0

tk

k!

(
dk(φ1 ◦ h)

dtk

∣∣∣∣∣
t=0

, . . . ,
dk(φd ◦ h)

dtk

∣∣∣∣∣
t=0

)

= φ ◦ h(t) −
n∑

k=0

tk

k!
(φ ◦ h)k(0)

= φ ◦ h(t) − Tn(t)

donde Tn(t) es el polinomio de Taylor de grado n alrededor de 0 para la función
φ ◦ h. Por lo tanto φ ◦R(n,0) es el residuo correspondiente a dicho polinomio y
de ah́ı que

φ ◦ R(n,0)(t)
tk+1

es acotado cuando t → 0.

Si φ′ es otro mapeo coordenado de V se tiene que

φ′ ◦ R(n,0)(t) = (φ′ ◦ φ−1) ◦ (φ ◦ R(n,0))(t)

es acotado cuando t → 0 pues φ′ ◦ φ−1 : R
d −→ R

d es una función continua.

De ese modo concluimos que para cualquier t ∈ U

h(t) =
n∑

k=0

tk

k!

( d∑
i=1

dk(φi ◦ h)
dtk

∣∣∣∣∣
t=0

xi

)
+R(n,0)(t)

donde

φ ◦ R(n,0)(t)
tk+1

es acotado cuando t → 0.

para cualquier mapeo coordenado φ de V .
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A.4. Operadores ortogonales y unitarios

Consideremos F como R o bien como C. Recordemos que si V es un espacio
vectorial sobre F , de dimensión finita d y con producto interior 〈 , 〉, dada una
base ortonormal β ésta induce un difeomorfismo entre End(V ) y gl(d, F ), a
saber el que asocia a T ∈ End(V ) su representación matricial en la base β, [T ]β .
Más aún, la restricción de dicho difeomorfismo a Aut(V ) es un isomorfismo de
grupos de Lie sobre Gl(d, F ).

Dada A = (aij) ∈ gl(d, F ) denotemos A∗ = (āij), donde la barra superior
indica conjugación compleja. En el caso en el que F = R se tiene que A = At.

Recordemos también que por ser V dimensionalmente finito, para todo T ∈
End(V ) existe un único T ∗ ∈ End(V ) que satisface

〈T (x), y 〉 = 〈x, T ∗(y) 〉

para cualesquiera x, y ∈ V .

A T ∗ le llamaremos el operador adjunto de T . La relación entre T y T ∗

se manifiesta también en las representaciones matriciales de ambos operadores
con respecto a una base ortonormal β, a saber

[T ∗]β = [T ]∗β .

Si consideramos c ∈ F y U ∈ End(V ) se siguen de la definición de operador
adjunto las siguientes propiedades

i. (cT )∗ = c̄ T ∗ .

ii. (T ∗)∗ = T .

iii. I∗ = I

iv. (T ◦ U)∗ = U∗ ◦ T ∗ .

Más aún, si T ∈ Aut(V ) entonces T ∗ ∈ Aut(V ) y (T ∗)−1 = (T−1)∗ pues
dados x, y ∈ V

〈T ∗ ◦ (T−1)∗(x), y 〉 = 〈 (T−1)∗(x), T (y) 〉
= 〈x, T−1 ◦ T (y) 〉 = 〈x, y 〉

es decir T ∗ ◦ (T−1)∗ = I∗ = I. Analógamente se tiene que (T−1)∗ ◦ T ∗ = I.

Enseguida analizaremos algunas nociones y resultados importantes con res-
pecto a los operadores de V y sus adjuntos. A menos de que se especifique lo
contrario hablaremos de espacios vectoriales sobre F .
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Lema A.4.1. Sea V espacio vectorial dimensionalmente finito con producto
interior. Si T tiene un eigenvector distinto de cero correspondiente al eigen-
valor λ entonces T ∗ tiene un eigenvector distinto de cero correspondiente al
eingenvalor λ̄.

Demostración. Sea ν eigenvector de T cuyo eigenvalor es λ, entonces para
toda x ∈ V

0 = 〈T (ν) − λI(ν), x〉 = 〈ν, (T − λI)∗(x)〉
= 〈ν, T ∗ − λ̄I(x)〉

de modo que ν es un elemento del conjunto ortogonal de Im(T ∗ − λ̄I), de
ah́ı que Im(T ∗ − λ̄I) es un subconjunto propio de V , lo cual es una condición
necesaria y suficiente para que T ∗ − λ̄I no sea inyectiva; por ello existe ν̃ ∈ V
distinto de cero que se encuentra en el kernel de T ∗ − λ̄I, que es equivalente a
decir que es un eigenvector de T ∗ con valor propio λ̄.

�

Definición A.4.2. Sea V espacio vectorial dimensionalmente finito con pro-
ducto interior. Diremos que un operador T es normal si T ◦ T ∗ = T ∗ ◦ T .
Análogamente diremos que A ∈ gl(d, F ) es normal si AA∗ = A∗A.

Si T es un operador y β una base ortonormal entonces T es normal si y
sólo si [T ]β es normal.

Proposición A.4.3. Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito con
producto interior. Si T ∈ End(V ) es normal entonces satisface los siguientes
enunciados:

i. Si x ∈ V , ||T (x)|| = ||T ∗(x)||.
ii. Para cualquier c ∈ F , T − cI es normal.

iii. Si x ∈ V es un eigenvector de T , x es un eigenvector de T ∗. Más aún, si
λ ∈ F satisface T (x) = λx entonces T ∗(x) = λ̄x.

Demostración. i. Sea x ∈ V , entonces

〈T ∗(x), T ∗(x)〉 = 〈x, T ◦ T ∗〉 = 〈X,T ∗ ◦ T (x)〉
= 〈T (x), T (x)〉.

ii. Observemos que

(T − cI) ◦ (T − cI)∗ = (T − cI) ◦ (T ∗ − c̄I)

= T ◦ T ∗ − cT ∗ − c̄T + |c|2I
= T ∗ ◦ T − cT ∗ − c̄T + |c|2I
= (T − cI)∗ ◦ (T − cI).
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iii. Sea x ∈ V un eigenvector de T con eigenvalor λ, entonces

〈T ∗ − λ̄I(x), T ∗ − λ̄I(x)〉 = 〈T − λI(x), T ∗ − λI(x)〉 = 0

es decir, T ∗ − λI(x) = 0.
�

Teorema A.4.4. (Schur) Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito
con producto interior y T ∈ End(V ) cuyo polinomio caracteŕıstico se descom-
pone, entonces existe una base ortonormal β para la cual [T ]β es triangular
superior.

Demostración. Procederemos por inducción sobre la dimensión de V . Si dimV =
1 es inmediato.

Supongamos que la afirmación es cierta para operadores de un espacio vec-
torial de dimensión finita k cuyo polinomio caracteŕıstico se descompone. Sean
V y T como en las hipótesis, y supongamos que dimV = k +1. Sea λ el valor
propio de T . Por el Lema A.4.1 existe z ∈ V � { 0 } de norma 1 para el cual
T ∗(z) = λ̄z. Sea W el subespacio generado por z. Denotemos como W̃ el
subespacio ortogonal de W y bservemos que T (W̃ ) ⊆ W̃ pues dado x ∈ W̃

0 = λ〈x, z〉 = 〈x, λ̄z〉
= 〈x, T ∗(z)〉 = 〈T (x), z〉.

Aśı T |
W̃

es un operador de W̃ cuyo polinomio caracteŕıstico se descompone
(pues éste divide al polinomio carateŕıstico de T).

Sea β = { v1, . . . , vk } base ortonormal de W̃ para la cual [T |
W̃

] es trian-
gular superior. De modo que β∗ = { v1, . . . , vk, z } es una base ortonormal de
V y [T ]β∗ es triangular superior.

�

Observemos que una condición suficiente para que T sea normal es que
exista una base ortonormal de eigenvectores β, pues [T ∗]β = [T ]∗β es diagonal
al igual que [T ]β y por lo tanto

[T ∗ ◦ T ]β = [T ∗]β [T ]β = [T ]β [T ∗]β
= [T ◦ T ∗]β

es decir, T ◦ T ∗ = T ∗ ◦ T .
Veamos que en el caso en el que F = C también es una condición necesaria.

Teorema A.4.5. Sea V un espacio vectorial sobre C, dimensionalmente finito
y con producto interior, entonces un operador T es normal si y sólo si existe
una base ortonormal de eigenvectores de dicho operador.
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Demostración. Supongamos que T es normal. Como el polinomio carateŕısti-
co de T se descompone, por el Teorema de Schur existe β{ v1, . . . , vn } una base
ortonormal de V para la cual [T ]β es triangular superior. Observemos de dicha
base realmente está formada por eigenvectores de V .

Procederemos por inducción sobre n.
Notemos que v1 es un eigenvector de T . Supongamos que para 1 � j < n,

si i < j entonces vi es eigenvector de T correspondiente al eigenvalor λi, de
modo que

Aij = 〈T (vj), vi〉 = 〈vj , T
∗(vi)〉

= 〈vj , λ̄ivi〉 = 〈λvj , vi〉 = 0.

De modo que vj es eigenvector de T , concluyendo con ello que β es una base
de eigenvectores de T . �

Consideremos R
2 como R-espacio vectorial con el producto usual. Sea 0 <

θ < π, de modo que la matriz de rotación por el ángulo θ(
cos θ − sen θ
sen θ cos θ

)
es normal pero no tiene eigenvalores.

Esto nos dice que en el caso real es necesario considerar una condición más
fuerte que la normalidad para asegurar la existencia de bases ortonormales de
eigenvectores para los operadores.

Definición A.4.6. Sea V espacio vectorial dimensionalmente finito con pro-
ducto interior. Diremos que un operador T de V es autoadjunto si T = T ∗.
Análogamente diremos que una matriz A ∈ gl(d, F ) es autoadjunta si A = A∗.

Lema A.4.7. Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito con produc-
to interior y T un operador autoadjunto, entonces todos sus eigenvalores son
reales.

Demostración. Dado que T es autoadjunto, es normal. Aśı, para cualquier
eigenvalor λ ∈ F existe un eigenvector x ∈ V � {0}. Por el inciso (c) de la
Proposición A.4.3, x también es vector propio de λ̄, de modo que

λ̄x = T ∗(x) = T (x) = λx.

Aśı λ = λ̄ y por lo tanto es real.
�

Teorema A.4.8. Sea V un espacio vectorial sobre R dimensionalmente finito
y con producto interior, de modo que un operador T es autoadjunto si y sólo si
existe una base ortonormal de eigenvectores de T .
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Demostración. Sea β una base ortonormal de eigenvectores de T . Como
todos los eigenvalores son reales [T ]∗β = [T ]β , es decir T = T ∗.

Suponiendo que T es autoadjunto, por el Lema A.4.7 se tiene que todos los
eigenvalores son reales, de modo que el polinomio carateŕıstico se descompone.
Gracias al Teorema de Schur la demostración se sigue de igual modo que la del
Teorema A.4.5. �

Corolario A.4.9. Sea V un espacio vectorial dimensionalmente finito y con
producto interior. Entonces T es autoadjunto si y sólo si existe una base ortonor-
mal de eigenvectores y todos los eigenvalores son reales.

Recordemos que || || : V −→ V definida como ||v|| =
√〈v, v〉 es la norma

inducida por 〈 , 〉 en V .
A continuación veremos algunas de las relaciones que hay entre un operador

y su adjunto con respecto a la norma inducida por el producto interior de V .

Definición A.4.10. Decimos que para cualquier T ∈ End (V ) que satisface
que dado x ∈ V ||T (x)|| = ||x||, es ortogonal si F = R o unitario si F = C.

Proposición A.4.11. Sea V un F -espacio vectorial dimensionalmente finito
con producto interior y T ∈ End (V ). Entonces son equivalentes los siguientes
enunciados

i. T ∗ ◦ T = T ◦ T ∗ = I.

ii. 〈T (x), T (y)〉 = 〈x, y〉 para cualesquiera x, y ∈ V .

iii. Si β es ortonormal entonces T (β) es ortonormal.

iv. Existe una base β ortonormal para la cual T (β) es ortonormal.

v. ||T (x)|| = ||x|| para toda x ∈ V .

Demostración. i. ⇒ ii. Sean x, y ∈ V , de modo que

〈T (x), T (y)〉 = 〈T ∗ ◦ T (x), y〉 = 〈x, y〉.
ii. ⇒ iii. Sea β = { v1, . . . , vn } base ortonormal entonces para cualesquiera

i, j ∈ { 1, . . . , n }

〈T (vi), T (vj)〉 = 〈vi, vj〉 = δij

donde δij es la delta de Kronecker.
iii. ⇒ iv. Se sigue directamente.
iv. ⇒ v. Sea β = { v1, . . . , vn } base ortonormal para la cual T (β) es

ortonormal. Sea x =
n∑

i=1

〈x, vi〉vi, lo cual implica que x =
n∑

i=1

〈x, vi〉T (vi),

entonces
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||x||2 = 〈
n∑

i=1

〈x, vi〉vi,
n∑

j=1

〈x, vj〉vj〉

=
n∑

i,j=1

〈x, vi〉〈x, vj〉〈vi, vj〉

=
n∑

i=1

|〈x, vi〉|2

Análogamente

||T (x)|| =
n∑

i,j=1

〈x, vi〉〈x, vj〉〈T (vi), T (vj)〉

=
n∑

i=1

|〈x, vi〉|2

Podemos concluir de esto que ||T (x)|| = ||x||, para todo x ∈ V .
v. ⇒ i. Observemos que de mostrar que (v) ⇒ (ii), se tiene que para

cualesquiera x, y ∈ V

〈x, y〉 = 〈T (x), T (y)〉 = 〈T ∗ ◦ T (x), y〉
es decir I = I∗ = T ∗ ◦ T . Como T es inyectiva entonces es invertible y por
tanto T ∗ = T−1.

Verifiquemos que para cualesquiera x, y ∈ V , 〈x, y〉 = 〈T (x), T (y)〉.
Sabemos que 〈T (x + y), T (x + y)〉 = 〈x + y, x + y〉 lo cual ocurre si y sólo si

〈T (x), T (x)〉 + 〈T (x), T (y)〉 + 〈T (y), T (x)〉 + 〈T (y), T (y)〉
= 〈x, x〉 + 〈x, y〉 + 〈y, x〉 + 〈y, y〉

lo cual implica que

Re 〈x, y〉 = Re 〈T (x), T (y)〉.

En el caso de que F = R habremos concluido. Si F = C entonces en forma
análoga obtenemos que 〈T (x + iy), T (x + iy)〉 = 〈x + iy, x + iy〉, por lo cual

i〈T (y), T (x)〉 − i〈T (x), T (y)〉
= i〈y, x〉 − i〈x, y〉

lo cual implica que Im 〈T (x), T (y)〉 = Im 〈x, y〉.
�

283
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Por la Proposición anterior y los Teoremas A.4.5 y A.4.8 concluimos los
siguientes resultados

Corolario A.4.12. Sea V un espacio vectorial sobre C, dimensionalmente
finito y con producto interior, entonces un operador T es unitario si y sólo si
existe una base ortonormal de eigenvectores de dicho operador cuyos eigenvalores
tienen valores absolutos iguales a 1.

Corolario A.4.13. Sea V un espacio vectorial sobre R dimensionalmente
finito y con producto interior, de modo que un operador T es autoadjunto y
ortogonal si y sólo si existe una base ortonormal de eigenvectores de T cuyos
eigenvalores tienen valores absolutos iguales a 1.

Veremos un concepto más que nos ayudará a describir algunas propiedades
con respecto a los operadores unitarios y ortogonales.

Definición A.4.14. Sea V un espacio vectorial sobre F dimensionalmente
finito y con producto interior. Diremos que un operador T es definido positivo
(semidefinido positivo) si es autoadjunto y para toda x �= 0 en V

〈T (x), x〉 > 0 (〈T (x), x〉 � 0).

Una matriz A ∈ gl(d, F ) es definida positiva (semidefinida positiva) si LA,
el operador definido en F d cuya respresentación matricial con respecto a la base
canónica en F d es A, es definido positivo (semidefinido positivo).

Proposición A.4.15. Sean V un espacio vectorial sobre F dimensionalmente
finito y con producto interior y T un operador autoadjunto en V . Sea β una
base ortonormal de V y A = (aij) = [T ]β , entonces

i. T es definido positivo (semidefinido positivo) si y sólo si todos sus valores
propios son positivos (no negativos).

ii. T es definido positivo si y sólo si

d∑
i,j=1

Aijajai > 0 para cualquier (a1, . . . , ad) �= 0̂.

Análogamente se tiene que T es semidefinido positivo si y sólo si

d∑
i,j=1

Aijajai � 0 para cualquier (a1, . . . , ad) �= 0̂.

iii. T es definido positivo (semidefinido positivo) si y sólo si A es definida
positiva (semidefinida positiva).
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Demostración.
i. Por el Lema A.4.7 T tiene únicamente eigenvalores reales. Supongamos

que T es definido positivo (semidefinido positivo), de modo que para cualquier
eigenvalor λ y x eigenvector, 0 < 〈T (x), x〉 = λ〈x, x〉, concluyendo con ello
que 0 < λ (0 � λ).

Supongamos que todos lo eigenvalores de T son positivos (no negativos). Co-
mo T es autoadjunto, existe β = { v1, . . . , vd } base ortonormal de eigenvetores
con eigenvalores correspondientes λ1, . . . , λd.

Sea x =
d∑

i=1

aivi �= 0 entonces

〈T (x), x〉 = 〈
d∑

i=1

aiλivi,
d∑

j=1

ajvj〉

=
d∑

i,j=1

λiaiaj〈vi, vj〉

=
d∑

i=1

λi|ai|2 > 0

(o bien es mayor o igual a cero si los eigenvalores son no negativos).
ii. Supongamos que∑

i,j

Aijajai > 0 para cualquier (a1, . . . , an) �= 0̂.

Consideremos β como en el inciso anterior, de modo que para cualquier

x =
d∑

i=1

aivi �= 0

〈T (x), x〉 =
d∑

i,j=1

aiaj〈T (vi), vj〉

=
d∑

i,j,l=1

Aliaiaj〈vl, vj〉

=
d∑

i,j=1

Aijajai > 0.

Supongamos que T es definido positivo. Sea (a1, . . . , ad) �= 0̂, de modo que

x =
d∑

i=1

aivi �= 0. Por ello
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0 < 〈T (x), x〉 =
d∑

i,j=1

aiaj〈T (vi), vj〉

=
d∑

i,j,l=1

aiajAli〈vl, vj〉

=
d∑

i,j=1

Aijajai.

iii. Si consideramos LA y β la base canónica de F d entonces por el inciso
anterior LA es definido positivo si y sólo si∑

i,j

Aijajai > 0 para cualquier (a1, . . . , an) �= 0̂,

lo cual ocurre si y sólo si T es definido positivo.

De ese modo T es definido positivo si y sólo si LA es definido positivo si y
sólo si A es definida positiva.

�

Proposición A.4.16. Sea V F -espacio vectorial de dimensión finita d con
producto interior 〈 , 〉. Sea T automorfismo de V , entonces

T = L ◦ K

donde L es un operador definido positivo y K es un operador unitario (orto-
gonal si F = R).

Demostración. Observemos que T ◦T ∗ = P0 es autoadjunto pues (T ◦T ∗)∗ =
(T ∗)∗ ◦ T ∗ = T ◦ T ∗, por lo que todos sus eigenvalores son reales (Lema A.4.7).
Más aún, si λ es un eigenvalor de P0 y x ∈ V es un eigenvector entonces

λ〈x, x〉 = 〈P0(x), x〉
= 〈T ◦ T ∗(x), x〉 = 〈T ∗(x), T ∗(x)〉

Como x �= 0 y T ∗ es invertible (ya que T lo es), T ∗(x) �= 0 y por lo tanto
λ > 0. De modo que P0 es definido positivo (Proposición A.4.15 inciso (i)).
Sabemos que existe una base ortonormal β = { v1, . . . , vd } de eigenvectores
de P0 (Teoremas A.4.5 y A.4.8). Denotemos como λ1, . . . , λd a sus respectivos
eigenvalores y definamos el operador P que satisface que P (vi) =

√
λi vi, para

i ∈ { 1, . . . , d }. De ese modo P es definido positivo pues tiene una base ortonor-
mal de eigenvectores y todos sus valores propios son positivos (por el Corolario
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A.4.9 y la Proposición A.4.15 inciso (i)). Observemos que P 2 = P0. Definamos
K = P−1 ◦ T que resulta ser un automorfismo de V . Más aún,

K ◦ K∗ = (P−1 ◦ T ) ◦ (P−1 ◦ T )∗

= P−1 ◦ T ◦ T ∗ ◦ (P−1)∗

= P−1 ◦ P0 ◦ (P ∗)−1

= P−1 ◦ P0 ◦ P−1

= P−1 ◦ P 2 ◦ P−1

= I.

De modo que K∗ = K−1 y por lo tanto K es unitario (ortogonal si F = R),
concluyendo aśı el resultado.

�

Corolario A.4.17. Sea A ∈ Gl(d, F ). Entonces A = BC donde B es una
matriz definida positiva y C una matriz unitaria (ortogonal si F = R).

Demostración. Denotemos A = (aij). Consideremos la base canónica de F d

y denotémosla β = { ei }d
i=1. Sea LA el operador que satisface que

LA(ej) =
d∑

i=1

aijei

de manera que [LA]β = A y por lo tantoLA es un automorfismo. Por la proposi-
ción anterior existen L operador definido positivo y K unitario (ortogonal si
F = R) tales que

LA = L ◦ K.

Considerando [L]β = B y [K]β = C concluimos el resultado.
�

A.5. Medida cero en variedades

En esta parte nos limitaremos a exhibir los resultados básicos que emplearemos
al mostrar la versión débil del Teorema de Sard para variedades, que asegura
que la imagen de una función suave, cuyo dominio es una variedad que tiene
dimensión menor a la del codominio, tiene medida cero en este último (y como
consecuencia es de interior vaćıo). El concepto de medida cero para variedades
arbitrarias es definido a partir del de medida cero en espacios euclidianos, el
cual será precisado a continuación.

Sean a = (a1, . . . , ad), b = (b1, . . . , bd) ∈ R
d, tales que ai < bi, para

toda i ∈ { 1, . . . , d }. Diremos que el sólido rectangular formado por a y b es el
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conjunto de puntos x = (x1, . . . , xd) ∈ R
d denotado como S(a, b), que satisface

que ai < xi < bi. Si b1 − a1 = . . . = bd − ad, S(a, b) será llamado cubo.
Además entenderemos como el volumen del sólido S(a, b) el producto

d∏
i=1

(bi − ai)

y lo denotaremos como vol (S(a, b)).

Definición A.5.1. (Medida cero). Decimos que A ⊆ R
d es un conjunto de

medida cero en R
d si para cualquier ε > 0 existe una sucesión de sólidos

rectangulares S1, S2, . . . cuya unión cubre a A y
∑∞

i=1 vol (Si) < ε.

Observaciones A.5.2. Enseguida se mencionan propiedades generales con res-
pecto a las definiciones previas

i. La definición anterior es equivalente a que exista una sucesión de cubos
S1, S2, . . . cuya unión cubre a A y

∑∞
i=1 vol (Si) < ε.

ii. Si A ⊆ R
d es un conjunto de medida cero en R

d, cualquier subconjunto
de A también lo es.

iii. La unión numerable de suconjuntos de medida cero en R
d vuelve a ser de

medida cero en R.

iv. Considerando R
d como subconjunto de R

d+1 de la forma usual, resulta
ser de medida cero. Esto se puede ver en la siguiente forma: si K es un
subconjunto compacto en R

d existe un cubo S contenido en R
d formado

por intervalos de longitud D y el cual contiene a K. Por lo que dado ε > 0,
el cubo S̃ = S × (− ε

3Dd , ε
3Dd ) R

d+1 contiene a K como subconjunto de
R

d+1 y vol (S̃) < ε, concluyendo aśı que K es de medida cero en R
d+1.

Ya que R
d es cubierto por una cantidad numerable de compactos se sigue

que es de medida cero en R
d+1.

Por inducción se sigue que R
d es un subconjunto de medida cero en R

k,
cuando d < k.

v. Si U es un subconjunto abierto y no vaćıo de R
d entonces no resulta un

conjunto de medida cero en R
d. Para verificarlo supongamos que es de

medida cero. Como no es vaćıo, existen x0 ∈ U y ε > 0 de tal manera que
un hay un cubo S formado por intervalos de longitud ε, cuya cerradura
está contenida en U y que es una vecindad de x0. Sea S1, S2, . . . sucesión
de cubos cuya unión cubre a U y que satisfacen que

∑
i∈N

vol (Si) < εd.
Sean Si1 , . . . , Sin cubos cuya unión cubre a S (que es compacto), de tal
forma que

εd = vol (S) �
n∑

l=1

vol (Sil
) �

∑
i∈N

vol (Si) < εd

288



A.5. Medida cero en variedades

lo cual es una contradicción. De modo que U no tiene medida cero.

Como consecuencia de ello se concluye que R
d no es de medida cero en

śı mismo, pero śı lo es en R
k si d < k. También que el complemento de

cualquier conjunto de medida cero en R
k tiene interior vaćıo (o equivalen-

temente, es denso en R
k).

Algunas consecuencias del siguiente resultado serán fuertemente utilizados
en la prueba del Teorema de Sard que ya hemos comentado.

Teorema A.5.3. Sea U ⊆ R
d un subconjunto abierto y f : U −→ R

d una
función suave. Si A ⊆ U es de medida cero en R

d entonces f(A) es de medida
cero en R

d.

Demostración. Sea K1,K2, . . . una sucesión de compactos contenidos en U
cuya unión es U mismo y que satisface que para cualquier l ∈ N,

Kl ⊆
◦
Kl+1 .

Ya que para cualquier l ∈ N, Kl ∩A es un conjunto de medida cero, basta
verificar que f(Kl ∩ A) es de medida cero en R

d pues con ello

f(A) = f

(⋃
l∈N

Kl ∩ A

)
=

⋃
l∈N

f(Kl ∩ A)

seŕıa una unión numerable de conjuntos de medida cero, con lo cual concluiŕıamos.
Sean l ∈ N y ε > 0. Como f es suave (en particular de clase C1), es de

Lipschitz en compactos. Por ello existe Ml+1 > 0 de tal modo que para cua-
lesquiera x, y ∈ Kl+1, |f(x)− f(y)| < Ml+1|x− y|. Ya que Kl ∩A es subcon-
junto del interior de Kl+1, existe una sucesión de cubos S1, S2, . . . contenidos
en Kl+1 cuya unión es Kl ∩ A y para la cual

∑∞
i=1 vol (Si) < ε

M ′
l+1

, donde

M ′
l+1 = 2dddMd

l+1.
Denotando la longitud de los intervalos que forman a Si como D(i), consideremos

si ∈ Si y el cubo centrado en f(si) formados por intervalos de longitud
2dMl+1D(i), es decir, si si = (c1, . . . , cd)) dicho cubo resulta ser el sólido
rectangular generado por los puntos

a = (c1 − dMl+1D(i), . . . , cd − dMl+1D(i)) y
b = (c1 + dMl+1D(i), . . . , cd + dMl+1D(i) ) .

Denotemos a dicho cubo como Si(f(si)) y observemos que para cualquier s ∈
Si, |f(si)− f(s)| < Ml+1|si − s| � Ml+1

√
dD(i)2 � dMl+1D(i); ya que la bola

de radio dMl+1D(i) alrededor de f(si) se queda contenida en Si(f(si)), se
tiene que f(Si) ⊆ Si(f(si)). De esa forma
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f(Kl ∩ A) ⊆ f

(⋃
i∈N

Si

)
⊆

⋃
l∈N

Si(f(si)) .

Además

∞∑
i=1

vol (Si(f(i))) =
∞∑

i=1

M ′
l+1vol (Si) < ε .

De ah́ı que f(Kl ∩ A) tiene medida cero en R
d.

�

Proposición A.5.4. Sea U ⊆ R
d un subconjunto abierto y f : U −→ R

k

una función suave. Si d < k entonces f(U) es de medida cero en R
k.

Demostración. Consideremos U×Rk−d, subconjunto abierto de R
k. Denotemos

Ũ = { (x, 0, . . . , 0) ∈ R
k : x ∈ U }. Por las observaciones de A.5.2 incisos ii y

iv, Ũ es un subconjunto de U × R
k−d que tiene medida cero en R

k.

Sea F : U × R
k−d −→ R

k la función suave definida como F (x, y) = f(x).
Por la Proposición anterior, F (Ũ) = f(U) es de medida cero en R

k.
�

Observación A.5.5. Un Corolario de la Proposición anterior es que dado U ⊆
R

d subconjunto abierto de R
d y f : U −→ R

k una función suave, si d < k
entonces f(U) tiene interior vaćıo, o equivalentemente que R

k
�f(U) es denso

en R
k (observación A.5.2 inciso v).

Ahora definiremos la noción de medida cero en variedades diferenciales, que
como consecuencia del Teorema A.5.3, es una generalización del concepto de
medida cero en espacios euclidianos.

Definición A.5.6. (Medida cero en variedades). Consideremos M una varie-
dad diferenciable de dimensión k. Diremos que O ⊆ M es un conjunto de
medida cero en M si dado cualquier sistema coordenado (U,ϕ) en M , el con-
junto ϕ(U ∩ O) es de medida cero en R

k.

Observaciones A.5.7. Si V es un subconjunto de medida cero en una variedad
Md, cualquier V ′ subconjunto de V es de medida cero en M ya que dado
(U,ϕ) sistema coordenado de M , ϕ(U ∩ V ′) ⊆ ϕ(U ∩ V ).

Además, considerando {Vi }i∈N una sucesión de subconjuntos de medi-
da cero en M , su unión resulta ser de medida cero pues ϕ(∪i∈NVi) ∩ U) =
∪i∈N ϕ(Vi ∩ U) es una unión numerable de conjuntos de medida cero en R

k.

Teorema A.5.8. (versión débil del Teorema de Sard para variedades
diferenciables) Sean Md y Nk variedades diferenciables y f : M −→ N
una función suave. Si d < k entonces f(M) es de medida cero en N .
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Demostración. Dado que M es segundo numerable existe un conjunto nu-
merable de sistemas coordenados { (Ui, ϕi) }i∈N de tal forma que cubren a M .
Observemos que es suficiente mostrar que para cualquier i ∈ N, f(Ui) tiene
medida cero en N , pues en tal caso

f(M) = f

(⋃
i∈N

Ui

)
=

⋃
i∈N

f(Ui)

seŕıa la unión numerable de conjuntos de medida cero en M .
Sean i ∈ N y (V, ψ) un sistema coordenado de N . Como

ψ ◦ f ◦ ϕ−1
i : ϕi(Ui ∩ f−1(V )) −→ R

k

es una función suave y ϕi(Ui ∩ f−1(V )) es un abierto en R
d, se sigue de la

Proposición A.5.4 que

ψ ◦ f ◦ ϕ−1
i (ϕi(Ui ∩ f−1(V ))) = ψ(f(Ui ∩ f−1(V ))) = ψ(f(Ui) ∩ V )

es de medida cero en R
k, con lo cual se concluye que f(Ui) es un subconjunto

de medida cero en R
k. �

Observación A.5.9. Dadas una variedad Md y O un subconjunto de medida
cero de M , dicho conjunto tiene interior vaćıo. De lo contrario exitiŕıa (U,ϕ)
sistema coordenado de M que satisface que U es un subconjunto no vaćıo de
O. Como ϕ(U) es un subconjunto abierto y no vaćıo de R

d, no es de medida
cero y por consecuencia U no es de medida cero, contradiciendo el hecho de que
está contenido en O, el cual es de medida cero. De esa forma, al igual que con la
Proposición A.5.4, se tiene un Corolario del Teorema anterior: sean Md y Nk

variedades diferenciables y f : M −→ N una función suave. Si d < k entonces
f(M) tiene interior vaćıo (o equivalentemente, su complemento es denso en M).

Corolario A.5.10. Sean Md y Nk variedades diferenciables y f : M −→ N
una función biyectiva. Si f es una inmersión (es decir, es suave y para cada
m ∈ M , dfm es inyectiva) entonces es un difeomorfismo.

Demostración. Por el Teorema de la función inversa basta mostrar que d = k,
ya que de ese modo la función resultará un difeomorfismo local y por ser biyectiva
su inversa será suave. De suponer que las dimensiones no son iguales, se tiene
que d < k pues f es una inmersión. Por el Teorema A.5.8, f(M) = N es de
medida cero en N , lo cual no es posible pues N es un subconjunto abierto de
śı mismo (observación A.5.9). Por lo tanto las dimensiones son iguales. �
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Apéndice A. Apéndice
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