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Caṕıtulo 1

Introducción

En esta tesis se busca, primero que nada, aprender a usar redes neuronales arti-

ficiales, como una herramienta para predecir forzamientos en sistemas dinámicos.

Por otro lado, sabemos que un fenómeno natural está sujeto a distintas variables,

y al analizarlo no necesariamente tenemos que saber cuáles son todas las que lo

afectan. Pero para predecirlo de manera aproximada no necesitamos conocer su

reacción a todas las variables que lo influyen, por eso es que existen modelos de

distintas complejidades, con los que se logra reproducir de mejor o peor manera el

comportamiento de la naturaleza. Por ello, intentamos crear un modelo computa-

cional con el cual se pueda predecir el comportamiento de un sistema dinámico

aparentemente muy complejo, usando relativamente poca información. Para esto

es necesario tener un poco de conocimiento sobre sistemas dinámicos y qué tipo

de redes neuronales artificiales se usan para predecirlos.

Para ello, nos enfocamos en predecir series de tiempo artificiales, como aquellas

producidas por el mapeo loǵıstico. Para poder saber qué tan buenas son nuestras

predicciones, también es indispensable saber cómo se comportan las series de tiem-

po generadas por este sistema al hacer cambios en sus parámetros. Lo que nos

lleva a hablar un poco de caos y la forma en la que se hace la transición de un

sistema muy simple y fácilmente predecible a uno tan complicado.

Una vez familiarizado con estos temas sólo queda empezar el análisis sobre

cómo en base al conocimiento de los errores cometidos por la red neuronal, se

puede llegar a reconstruir una señal que afecta las series de tiempo de manera

aparentemente imperceptible.

Para dar una idea del tipo de forzamientos que vamos a reconstruir, podemos
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1.1. Sistemas Dinámicos 2

pensar en un oscilador armónico forzado. Poniéndolo en ecuaciones diferenciales,

estaŕıamos hablando de:

mẍ = −kx + F (t),

ẍ = −ω2
0x +

F (t)

m
, (1.1)

donde ω2
0 = k

m es la frecuencia natural del oscilador y F (t) es nuestro forzamiento.

Uno de los casos más comúnmente resueltos consideran al forzamiento como

F (t) = F0e
−ι∆eιωt = F̂ eιωt,

pues es muy fácil darse cuenta que la solución de la ecuación (1.1) es la parte real

de

x̂ =
F̂

m(ω2
0 − ω2)

. (1.2)

Si analizamos la ecuación (1.2) con un poco de detenimiento veremos que tiene

3 casos ĺımite. Cuando la frecuencia angular ω tiende a ω0, infinito y cero. En

el caso de ω = ω0 se obtiene resonancia y la amplitud crece infinitamente. En el

caso de ω → ∞ lo que se considera es un forzamiento con una frecuencia mucho

más alta que la frecuencia natural del oscilador, resultando en un desplazamiento

prácticamente nulo. El tercer caso es el más interesante para nosotros, pues es

justo el tipo de relación que esperamos encontrar entre nuestras series de tiempo

y los forzamientos reconstruidos. Lo importante de este caso es que el resultado

nos dice que el desplazamiento es proporcional al forzamiento, es decir que a

pesar de inicialmente ver el comportamiento oscilatorio con el paso del tiempo

se llega a un comportamiento totalmente controlado por el forzamiento. Esto

resulta ser muy interesante para casos de la vida real, por ejemplo el forzamiento

encontrado en la temperatura promedio global en la referencia [11], que resulta

ser prácticamente idéntico a las emisiones antropogénicas de gases invernadero. Si

bien nuestros resultados se pueden mejorar, con lo logrado hasta ahora es suficiente

para observar resultados exitosos. Aún hay algoŕıtmos faltantes de implementar

y por mejorar para poder llegar a hacer un uso más avanzado de nuestras redes

neuronales en casos complejos como series de tiempo reales encontrándoles utilidad

en problemas de climatoloǵıa, bolsa de valores, turbulencia, etc.

1.1. Sistemas Dinámicos

Los sistemas dinámicos sirven para estudiar una gran cantidad de fenómenos,

ya que básicamente los podemos definir como cualquier sistema que evolucione



1.1. Sistemas Dinámicos 3

con el paso del tiempo. Una de las mayores ventajas de estos, es el éxito con el

que se pueden usar para modelar una gran cantidad de problemas f́ısicos. Para

definir un sistema dinámico necesitamos dos elementos [1]:

a) Vector de Estado: consiste de todas las variables necesarias para definir el

estado inicial del sistema.

b) Función: consiste en la regla que nos determina, a partir del estado actual,

cual va a ser el estado al siguiente instante; donde el “instante” lo podemos pensar

como un cambio discreto o continuo.

Por dar un ejemplo sencillo, supongamos que tenemos una cuenta bancaria

con $100 y una tasa de interés anual que es del 6% [1]. En este caso el vector de

estado seŕıa x(0) = 100 y la regla de evolución para saber el estado del sistema al

siguiente instante x(k+1) = 1,06x(k). El tiempo en este caso es discreto porque la

regla que nos indica cómo va a cambiar el sistema actúa sólo hasta que ha trans-

currido un año. Pero esta forma de ver los cambios en los sistemas, no siempre es

la más práctica para todo tipo de problemas, por ejemplo, podemos pensar en el

lanzamiento vertical de una pelota desde una altura h0 a una velocidad inicial v0,

en cuyo caso el tiempo transcurre de manera cont́ınua; ahora, en lugar de pregun-

tarnos cuál será el siguiente estado del sistema, tiene más sentido preguntarnos

cómo está cambiando el sistema a cada instante, lo que nos introduce inmediata-

mente a problemas con ecuaciones diferenciales. Pero este caso lo dejaremos a un

lado puesto que el objetivo principal de esta tesis es utilizar las redes neuronales

para encontrar patrones de forzamiento en series de tiempo, y a pesar de que los

fenómenos realmente interesantes son los de la vida real, en esta tesis el enfoque se

dirige totalmente al caso de señales generadas artificialmente por distintos tipos

de mapeos. La razón de ello es que como estámos empezando a desarrollar nuestro

algoŕıtmo, es necesario lograr que su desempeño sea comparable al de los algorit-

mos usados como referencia. Siendo los casos artificiales la única forma objetiva

de compararlos, pues se conoce a la perfeción la ecuación generadora de la señal,

de manera que es fácil diseñar un error para la comparación de un algoritmo con

otro. Especialmente usaremos el mapeo loǵıstico con tiempo discreto, pues como

ya se dijo antes, se quieren analizar series de tiempo, lo que implica que los datos

que se tienen de los fenómenos monitoreados de esta forma no utilizan mediciones

de tiempo cont́ınuas.
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Como bien sabemos, una forma sencilla de clasificar a las funciones es en li-

neales y no lineales. Y lo que averiguamos inmediatamente después de haberlas

definido de esta forma, es que es mucho más fácil hacer operaciones algebraicas con

las lineales. Siguiendo esta ĺınea de pensamiento, al igual que con las funciones,

podemos hacer una primera clasificación de los sistemas dinámicos en lineales y no

lineales, obviamente esperando que el estudio de los primeros sea el más sencillo.

Partiendo de esto damos la siguiente definición.

Definición: Supongamos que tenemos una función y = f(x) y un sistema

dinámico cuya regla de recurrencia está dada por x(k+1) = f(x(k)). Si la función

f(x) es lineal i.e. f(x) = Ax + b, entonces tenemos un sistema dinámico lineal

[1]. Hay que notar que esta función también puede estar definida de Rn → Rn en

cuyo caso la constante “A” seŕıa una matriz de n× n y “b” es un vector de n di-

mensiones. Ahora la definición de los sistemas dinámicos no lineales es inmediata,

asumiendo simplemente que la función f(x) no es lineal, por ejemplo:

x(k + 1) = αx(k)(1− x(k)). (1.3)

A esta ecuación se le conoce como ecuación loǵıstica -discreta-[3]. Como ya hab́ıamos

dicho, en general es mucho más fácil trabajar con sistemas lineales, pero los no

lineales resultan ser mucho más interesantes porque son mejores para modelar

fenómenos de la vida real. Lo que se hace normalmente es aprender tanto como

se pueda sobre las técnicas para resolver sistemas lineales y luego aplicarlas a los

no lineales, teniendo en cuenta que aśı como en algunos casos pueden funcionar

muy bien, en otros son prácticamente inútiles [1].

También hay que notar que aunque ya hemos mencionado tanto sistemas li-

neales como no lineales, aun no hemos sido tan generales como se puede ser, ya

que también se puede considerar que la función de recurrencia sea de la forma

x(k+1) = f(k, x(k)), como por ejemplo x(k+1) = kx(k). A este tipo de sistemas

se les conoce como sistemas dinámicos no-autónomos [2]. Este tipo de sistemas

también es muy importante en las aplicaciones, y es nuestra intención intentar

estudiarlos pensando en el parámetro temporal k como un forzamiento sobre la

serie de tiempo, problema que es abordado más adelante usando redes neuronales.

1.2. Redes Neuronales

El trabajo hecho en el campo de las redes neuronales artificiales fue motivado

inicialmente por el interés de entender la forma en la que trabaja el cerebro de
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cualquier ser vivo, pues es completamente diferente a la forma en la que trabajan

las computadoras hoy en d́ıa. Por ejemplo, sabemos que el cerebro está compuesto

de neuronas, mientras que en una computadora tenemos componentes electrónicos

como compuertas lógicas. Ahora, si comparamos el tiempo que dura un evento en

una compuerta de silicón (∼ 10−9s) con la duración de un evento en una neurona

(∼ 10−3s) vemos que hay una diferencia entre cinco y seis órdenes de magnitud.

Sin embargo, el cerebro compensa esta falta de velocidad, teniendo una enorme

cantidad de neuronas junto con una cantidad aún más impresionante de conexio-

nes o sinapsis entre ellas. Mientras el cerebro es capaz de procesar la información

que recibe a través de los ojos, para que logremos interactuar con nuestro en-

torno, o reconocer caras familiares en un ambiente cualquiera, como un simple

trabajo de rutina, una computadora puede tomar d́ıas en cálculos mucho menos

complejos. Además el cerebro resulta ser una máquina mucho más eficiente en-

ergéticamente hablando, usando alrededor de 10−16J/s por operación, mientras

que muchas computadoras gastan alrededor de 10−6J/s por operación. En con-

clusión, si quisiéramos tener una computadora comparable con el cerebro, tendŕıa

que ser una una máquina extremadamente compleja, no lineal y capáz de operar

en paralelo [9].

El cerebro es capaz de lograr aprender a realizar sus procesos de manera ru-

tinaria, es mediante la experiencia, que se ve únicamente como la creación de

sinapsis. Estas se pueden considerar como las unidades elementales tanto de es-

tructura como de funcionamiento de la interacción entre una neurona y otra. El

tipo más común de sinapsis es la de origen qúımico, en la que se difunde una

sustancia transmisora a lo largo de la unión entre dos neuronas, que ayuda en un

proceso tanto antes como después de la sinapsis, de manera que en resumen, se

convierte una señal eléctrica, en una señal qúımica y luego nuevamente en una

señal eléctrica. O de forma más simple, una sinapsis es una conexión que puede

excitar o inhibir a otra neurona, pero no ambas. Otras partes importantes de

las neuronas son las ĺıneas de transmisión, o axones, y las terminales receptoras

de señales, dendritas. Como podemos ver en la figura 1.1, estas dos partes son

fácilmente distinguibles, pues los axones son terminales largas y sin grandes ram-

ificaciones, mientras que las dendritas, presentan gran cantidad de ramificaciones

y tienen una superficie mucho más irregular, asemejandose más a las ramas de

un árbol. En la figura 1.1 se muestra una neurona piramidal, que es un tipo muy

común de célula cortical, sin embargo, existe una gran variedad de células de este

tipo, tanto en forma como en tamaño, dependiendo de la zona del cerebro en la
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que se encuentren.

Terminales
Sinápticas

Axón

Dendritas
Basales

Segmentos
de Dendrita

Conexiones
Sinápticas

Espinas de 
Dendrita

Cuerpo
Celular

Dendritas
Apicales

Figura 1.1: Neurona piramidal

Una red neuronal capáz de guardar información, para después hacerla disponible

para algún uso, debe asemejarse al cerebro en dos aspectos:

1.- El conocimiento debe ser adquirido mediante un proceso de aprendizaje.

2.- Debe usar las fuerza de las conexiones neuronales -sinapsis- para almacenar

la información.

Una red neuronal artificial está compuesta por elementos simples operando en

paralelo. Esta idea fue inspirada en las redes neuronales de la naturaleza, en las

que se realiza algún aprendizaje al crear distintas conexiones entre los elementos

que la conforman. Al procedimento usado para llevar a cabo el proceso de apren-

dizaje se llama algoritmo de aprendizaje, que consiste en simplemente modificar

los pesos de las conexiones sinápticas, de igual manera, en las redes neuronales
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artificiales se ajustan las conexiones -pesos- entre sus neuronas, permitiéndonos

hacer que dada una entrada (input) la red esté entrenada para dar cierto tipo de

salida (output). Las redes neuronales artificiales han sido utilizadas en campos

prácticos como ingenieria y finanzas haciendo tareas tales como reconocimiento

de patrones, identificación, clasificación y sistemas de control entre otras [4].

El modelo neuronal consta basicamente de cinco elementos: la entrada, la fun-

ción de transferencia, dos parámetros libres llamados “pesos” y “umbral” y el

objetivo al cual se quiere llegar.

a=f(wp+b)

Entrada Neurona con umbral

Figura 1.2: Unidad Neuronal con sus respectivos parámetros

La salida de la neurona es comparada, para ser igual o tan parecida como se

pueda, con el objetivo. Para lograr la igualdad, se ajustan los dos parámetros

libres de manera que al pasar un vector de entrada por la función de transferencia

obtengamos el valor deseado. Es decir, si tenemos una entrada p, un peso w, un

umbral b, una función de transferencia f y una salida a como en la figura 1.2,

buscamos que la salida a = f(wp + b) sea igual al objetivo, ya que de lograrlo, se

puede hacer que la red aprenda a realizar algún trabajo en espećıfico. En nuestro

caso, reconocer patrones dentro de distintos tipos de series de tiempo.

Por la discusión anterior, ahora sabemos que la alta efectividad de las redes

neuronales para resolver problemas, radica básicamente en dos puntos, su estruc-
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tura en paralelo, y su capacidad de aprender y generalizar un problema dando

resultados razonables aún cuando se les presentan vectores de entrada totalmente

nuevos.

Existen varios tipos de funciones de transferencia, pero generalmente se usan

funciones escalón o sigmoides; dependiendo de la tarea a la que se vaya a entrenar

la red. Las más importantes son la función escalón, la recta identidad, y la función

log-sigmoide como se muestra en la figura 1.3.

Figura 1.3: Funciones de transferencia más importantes;(a)Escalón, (b)Recta Identidad (c)Log-
Sigmoide, de izquierda a derecha

Las funciones escalón son especialmente útiles cuando se quiere entrenar a la

red para hacer clasificación, puesto que si tenemos un conjunto de elementos que

queremos separar a partir de una caracteŕıstica en particular, simplemente se le

asigna uno de los valores del escalón a los que tengan la carácteŕıstica deseada y

el otro valor a los que no la tengan. Por ejemplo, pensando en la función escalon

mostrada en la figura 1.3, podŕıamos querer clasificar un grupo de personas en

zurdos y diestros, simplemente asignando un valor n = 1 a la caracteŕıstica de ser

zurdo y n = −1 a la de ser diestro. De esta forma al pasar por la función de trans-

ferencia se divide el conjunto en dos partes. Pero aún más, esta función se puede

usar para clasificar considerando que tan dominante es dicha caracteŕıstica en el

conjunto considerado. Por ejemplo, ahora podŕıamos considerar también sumarle

a cada individuo el número de hijos zurdos que tiene y cambiar el valor cŕıtico

en el que se da el salto del escalón, de manera que si lo movemos a la derecha

una unidad, dividimos al conjunto en los que zurdos, con al menos un hijo zurdo

contra el resto. En general, a cada uno de los elementos del conjunto, le podemos
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medir alguna caracteŕıstica y su importancia, asignandole un valor numérico y

cambiando el valor cŕıtico de la función escalón, de manera que se le asigna una

constante a todos los elementos con una “medida” mayor al valor cŕıtico y una

constante distinta a los que tengan una medida menor, pudiendo dividir un con-

junto en dos grupos con una caracteŕıstica que los distinga uno del otro [4]. Lo

que seŕıa un funcionamiento similar al utilizado en los circuitos digitales.

Las neuronas con una función de transferencia lineal son usadas normalmente

para crear filtros lineales; estos son redes neuronales lineales, que como es de es-

perarse, sólo son útiles para problemas linealmente separables; al igual que las

redes creadas con la función escalón, con la ventaja de que con estas neuronas se

puede crear un red que se adapte a los cambios que recibe del exterior logrando

minimizar mejor el error relacionado con la tarea que realiza. Las aplicaciones

más comunes de estas redes son cancelación de errores, procesamiento de señales

y sistemas control [4].

Finalmente, la función de transferencia Log-sigmoide es la más importante para

nosotros, ya que es la que se usa generalmente para los problemas con la regla

de aprendizaje retropropagación, como en nuestro caso. Una de las principales

razones por la que se usa esta función es porque es diferenciable. Este método de

aprendizaje fue usado por distintos grupos de investigación en distintos contextos

y fue descubierto y redescubierto, pero no fue si no hasta 1985 que se formalizó su

uso en trabajos de inteligencia artificial. Desde entonces ha sido uno de los algo-

ritmos más usados y estudiados en redes neuronales [5]. En la retropropagación

se entrena la red con las entradas y sus respectivos objetivos hasta que se logra

una buena aproximación de la función buscada. Estas redes, con sus pesos, una

capa de neuronas con función sigmoide y otra capa con funciones lineales son

capaces de aproximar cualquier función mientras tengan un número finito de dis-

continuidades [4].

La razón por la que se usan funciones sigmoides como funciones de transferen-

cia o de activación para la retropropagación es que este algoritmo busca minimizar

la función de error para los pesos mediante el cálculo del gradiente en dirección

descendente. Como se debe calcular el gradiente de la función de error en cada

iteración, tenemos que garantizar su continuidad y diferenciabilidad en todo mo-

mento, lo cual no se cumple con la función escalón. La expresión general de la

sigmoide es sc(x) = 1
1+e−cx y dependiendo de la constante c que se escoja, la fun-
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ción se comporta como se puede ver en la función superior izquierda de la figura

1.4.

Figura 1.4: Cuatro tipos de funciones sigmoides

Entre más grande es el parámetro c, más cercana es la sigmoide a la función

escalón. Por otro lado, si nombramos s(x) = s1(x) podemos expresar la derivada

en términos de la misma función de la siguiente forma:

d

dx
s(x) =

e−x

(1 + e−x)2
= s(x)(1− s(x)).

Por razones de optimización en el aprendizaje, a veces es útil definir como

función de transferencia una sigmoide simétrica como la que se muestra en la parte

superior derecha de la figura 1.4. La ecuación correspondiente es S(x) = 2s(x)−
1 = 1−e−x

1+e−x , que corresponde a la tangente hiperbólica pero con argumento x/2. Las

otras dos funciones también pueden ser usadas como funciones de transferencia,

pero si se usara una función como la que se muestra en la parte inferior derecha

de la 1.4, habŕıa que tener cuidado con no acercarse a los dos puntos donde se

hacen los picos, pues la derivada no está definida. La derivada de la sigmoide es

muy importante para el funcionamiento del algoritmo, ya que consiste en calcular

el gradiente de la función error compuesta con la sigmoide para moverse en la

dirección en la que este disminuya. Este estilo de minimizar la función se podŕıa

pensar como un proceso f́ısico equivalente al de poner una canica en la superficie

formada por la función error y dejarla rodar sobre ella hasta encontrar el mı́nimo

[5]. Esto siempre nos lleva en una dirección más o menos correcta, porque la

derivada de la sigmoide siempre es positiva, marcándonos la dirección adecada



1.2. Redes Neuronales 11

para movernos; con la desventaja de que algunas veces el gradiente es muy grande

y otras muy pequeño, haciendo que pueda resultar un poco complicado seguir la

dirección óptima.
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Mapeo Loǵıstico

Primero que nada nos interesamos en conocer el comportamiento del mapeo

loǵıstico para saber a profundidad cómo se reflejan en las series de tiempo gene-

radas por éste, los cambios en sus parámetros. Pues a pesar de usar en total 3

mapeos distintos, para probar las capacidades de la red neuronal que construi-

remos, nos enfocamos muy en espećıfico al uso del mapeo loǵıstico. Además, la

revisión de este sistema dinámico, nos llevará a entender más claramente algunos

de los conceptos de mayor importancia en el estudio de los sistemas dinámicos,

tales como el caos.

Para introducir la ecuación loǵıstica comenzamos preguntándonos por la evolu-

ción de la población de una especie. Como primer intento, podemos pensar que

entre más individuos existan mayor será el aumento de la población, es decir, si

en promedio por cada individuo hubiera un aumento κ, nuestro primer modelo

para el cambio de población resultaŕıa ser

x(n + 1)− x(n) = κx(n)

⇒ x(n + 1) = (κ + 1)x(n),

donde “x” es la cantidad de individuos en la población y κ es el ı́ndice de natalidad.

Es importante aclarar que se está pensando en κ > 0 pues queremos modelar una

población creciente. En este caso es sencillo observar que al iterar la regla de

correspondencia, llegamos a que

x(n + 1) = (1 + κ)nx(n).

Y suponiendo que inicialmente tenemos X0 individuos, es claro que el crecimiento

de la población es exponencial, pues se obtiene x(n + 1) = X0(1 + κ)n, lo que

implica un crecimiento exponencial [3]. Pero a cualquiera le pareceŕıa extraño

12
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que la población pudiera crecer desmesuradamente y de forma tan rápida, pues

debe llegar un momento en el que el alimento empiece a escasear y debido a la

competencia la población no pueda aumentar de igual manera o hasta empiece

a disminuir. Una forma simple de resolver este problema es multiplicando nues-

tra ecuación por otro término lineal. El término correcto a agregar nos lleva la

ecuación

x(n + 1)− x(n) = κx(n)(L− x(n)),

donde L se puede pensar como el máximo número de individuos que puede haber

en la población. Haciendo un cambio de variable se puede llevar a la forma de la

ecuación (1.3), o de manera más abreviada,

xn+1 = µxn(1− xn). (2.1)

Con esto hemos llegado al modelo de este sistema, que es representado por itera-

ciones de la función fµ(x) = µx(1−x). A este mapeo f se le conoce como loǵıstico

(o familia loǵıstica debido al parámetro µ). Esta familia de ecuaciones, por sencilla

que parezca, resulta tener un comportamiento que puede llegar a ser tan compli-

cado como uno quiera. Para familiarizarnos con este tipo de funciones, primero

trabajaremos con un conjunto muy similar a la loǵıstica, la “familia cuadrática”,

que está definido por ecuaciones del tipo

Qc(x) = x2 + c. (2.2)

Podemos esperar que sus comportamientos sean muy parecidos por ser las dos

ecuaciones de segundo grado. Si hacemos un estudio un poco más profundo de este

conjunto de ecuaciones, podemos encontrar que su semejanza yace en su tendencia

a un comportamiento caótico. Para mostrar esto, podemos hacerlo gráficamente,

que tal vez no sea el camino más formal pero creo que puede resultar ser el más

sencillo.

Primero hay que aclarar la representación gráfica de iterar una función. Sabe-

mos que el iterar n-veces la función f(x), es como pensar que en la composición

de f(x) consigo misma, lo que gráficamente se hace proyectando verticalmente el

valor de xi en la función que nos interesa para luego proyectarlo horizontalmente

sobre la función identidad y finalmente volver a proyectarlo sobre la función que se

está iterando. Lo que se hace es dibujar en una misma gráfica la función identidad

y la función que queramos repetir. Lo siguiente es escoger un punto x0 que es del

que se va a iniciar la serie. Al proyectarlo verticalmente sobre la función que se
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le quiere aplicar, lo que se está haciendo es obtener el punto (x0, f(x0)). Si aho-

ra proyectamos horizontalmente este punto sobre la identidad, vamos a obtener

el punto (f(x0), f(x0)) y ahora sólo hay que pensar este punto como si hubié-

ramos empezado desde él, entonces llamamos x1 = f(x0) y para lograr la primera

iteración de la función sólo hay que volver a proyectarlo verticalmente, obtenien-

do aśı el punto (x1, f(x1)) = (f(x0), f(f(x0))) = (f(x0), f2(x0)). Haciendo esto

muchas veces, se obtiene una imagen como la de la figura 2.1.

Figura 2.1: Análisis Gráfico de una función creciente. La función identidad se usa para reflejar
el último punto de la serie, lo que equivale a la iteración de F(x)

Al camino formado por estos puntos lo llamamos la órbita de f(x). Cuando se

itera una función consigo misma, pueden aparecer cierto tipo de puntos en los que

el comportamiento de la órbita es particularmente disitinto al resto de los de la

función; si al aplicar la función f(x) a x0 tenemos que x0 = f(x0) = f2(x0) = ... =

fn(x0) decimos que este es un punto fijo [6]. Además el comportamiento alrededor

de estos puntos se puede dividir en tres tipos, atractor, repulsor o punto neutro,

entendiendo que si es del primer tipo, la serie de puntos x1, f(x1), ...,fn(x1) con

x1 #= x0 tiende al punto fijo y si es del segundo tipo, los puntos de la serie son

cada vez más lejanos de él. Para definirlos con mayor formalidad decimos que si

x0 es un punto fijo de la función f(x) entonces es atractor si |f ′(x0)| < 1, repulsor

si |f ′(x0)| > 1, y neutro o indiferente si |f ′(x0)| = 1 [7].

Una de las razones por las que me detuve a explicar los puntos fijos, a pesar



Caṕıtulo 2. Mapeo Loǵıstico 15

de que para mi trabajo no es tan relevante conocer este tipo de puntos, es porque

el análisis gráfico resulta especialmente útil para observar de manera sencilla sus

distintos comportamientos. La razón, se debe a que para encontrar anaĺıticamente

los puntos fijos de una función, es necesario resolver la ecuación f(x) = x, que es

justamente la definición de punto fijo. Mientras que para lograrlo gráficamente,

únicamente hace falta buscar los puntos donde hay intersección de la función y la

identidad; y en muchos casos ni siquiera es necesario calcularlos para saber que

existen. Por ejemplo, en la figura 2.2 se grafica la función f(x) =
√

x que sabemos

intersecta a la recta identidad en “0” y “1” y si iteramos esta función en estos

puntos vemos que no cambian.

1

1 4

4

Figura 2.2: Puntos fijos de f(x) =
√

x

Además, al dibujar la órbita de f(x) también podemos ver de manera gráfica, si

los puntos fijos son atractores o repulsores, como en la figura 2.2, donde podemos

ver que el cero es un repulsor y el uno un atractor. Ahora nos enfocamos en la

familia cuadrática para entender un poco mejor su dinámica buscando primero

que nada, puntos fijos. Del análisis gráfico vemos que existe un valor cŕıtico de c

tal que si estamos por arriba de él, no hay puntos fijos y todas las órbitas tienden

a infinito (como en la figura 2.3a); si es exactamente el valor cŕıtico c† entonces

sólo hay un punto fijo y para valores menores que c† tenemos dos, y puede ser

probado que con esto ahora aparece también un atractor, como podemos ver en

la figura 2.3b.
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(a) (b)

Figura 2.3: Mapeo para el cual: (a)No hay puntos fijos (b)Aparecen dos puntos fijos

Para encontrar el valor de c† primero hay que buscar los puntos fijos de la

familia cuadrática Qc. Aśı que igualando la ecuación (3.4) con la función identidad,

vemos que necesitamos,

Qc(x) = x2 + c = x⇒ x2 − x + c = 0,

(2.3)

cuyas soluciones son:

p+ =
1

2
(1 +

√
1− 4c),

p− =
1

2
(1−

√
1− 4c).

Ahora es fácil notar que si 1 − 4c < 0 las ráıces no son reales y por lo tanto no

tendremos puntos fijos. Por otro lado, si 1− 4c = 0 sólo existe un punto fijo, que

al ser evaluado en la derivada Q′
c(x) resulta ser neutro. Y finalmente, si 1−4c > 0

tendremos dos puntos fijos, en los que evaluando la derivada vemos que si c < 1/4

entonces p+ es repulsor y si −3/4 < c < 1/4 entonces p− es atractor. Si c < −3/4
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p− también es repulsor. Deteniéndonos a observar lo que acaba de ocurrir con los

puntos fijos, vemos que de tener solamente uno con c = 1/4, este es transforma en

dos puntos fijos. A este comportamiento se le llama bifurcación. Ahora sabemos

cómo es la dinámica de fc cuando c < −3/4, pero ¿qué pasa si ahora analizamos

Q2
c?. Buscando puntos fijos, sabemos que p+ y p− son raices, entonces también lo

es (x−p+)(x−p−) = x2−x+c aśı que para buscar nuevos puntos fijos necesitamos

encontrar las dos raices faltantes, de manera que hay que resolver

Q2
c

x2 − x + c
= x2 + x + c + 1 = 0.

Las soluciones a esta ecuación son los puntos q± = 1
2(−1 ±

√
−4c− 3), que tam-

bién son puntos fijos pero de periodo dos. Lo que nos da una nueva bifurcación;

evaluando las derivadas, se puede comprobar que estos dos puntos son atractores

en el intervalo −5/4 < c < −3/4 -como podemos ver en la figura 2.4- y repulsores

si c < −5/4.

-2

-2

1

1

Figura 2.4: Puntos fijos de periodo dos

Es inmediato suponer que de mantenerse este comportamiento al ir volviendo el

parámetro “c” cada vez más negativo, vayan apareciendo nuevos puntos fijos con

periodos cada vez más grandes. Pero ¿qúe tantos puntos aparecerán? y ¿que tan

grande puede llegar a ser su periodo?. Para saber esto, nos fijamos en la función

Q−2(x) y hacemos el análisis gráfico de ella y sus primeras iteraciones [6]. Co-

mo podemos ver en la figura 2.5a, esta función en espećıfico, proyecta el intervalo
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I=[-2,2] en él mismo, pero con la particularidad de que cada punto -con excepción

del “-2”- tiene dos preimágenes, pues tanto el intervalo [-2,0] como el [0,2] cubren

totalmente a I al aplicarles Q−2(x). Esto significa que tras la segunda iteración

de la función, ya sólo necesitamos 1/2 de I para cubrir completamente la imagen,

por eso ahora la figura 2.5b tiene dos valles en vez de uno, como la figura 2.5a. De

la misma manera, argumentamos que tras la tercera iteración, tendremos cuatro

valles en vez de dos, tal como se ve en la figura 2.5c, y al fijarnos en el número

de veces que se cruzan estas funciones con la función identidad, podemos contar

fácilmente el número de puntos fijos que hay tras cada iteración, demostrando de

esta forma que la función Qn
−2(x) tiene al menos 2n puntos fijos de periodo n en

el intervalo [-2,2].

−2 −1 0 1 2
−2

−1

0

1

2

Figura 2.5: (a)Función cuadrática (+). (b)Primera iteración de la función cuadrática (*).
(c)Tercera iteración de la función cuadrática (x).

Tal y como dijimos en un principio, esta familia tiene un comportamiento muy

parecido al de la familia loǵıstica, y se puede hacer un análisis similar al anterior

para la función (2.1) pero usando µ = 4. En la figura 2.6 se puede apreciar lo

complicada que puede llegar a ser la órbita de algunos puntos de esta función,

ya que al igual que con la familia cuadrática, también se pueden llegar a tener

órbitas de periodo n.

Otra forma de apreciar la evolución de la familia loǵıstica, es graficando sus

puntos fijos contra los distintos valores de µ; haciendo esto, en el intervalos 2,4 a
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Figura 2.6: Análisis gráfico de una órbita de 4x(1− x)

4 se obtiene una gráfica como la de la figura 2.7. Aqúı podemos observar el rápido

aumento de puntos fijos conforme se hace más grande el parámetro µ. En este

tipo de gráfica, también es posible hacer acercamientos de diversas regiones y ob-

servar una figura prácticamente idéntica a la original, como pasaŕıa en un fractal.

Es importante notar, que mientras el parámetro libre permanezca en el intervalo

[0, 4] todos los puntos x ∈ [0, 1] van a permanecer dentro de este mismo intervalo,

pero si hacemos que µ > 4 vamos a empezar a tener un comportamiento distinto,

pues ahora empieza a haber puntos tales que al iterar la función tienen una órbita

que tiende a “−∞”. Esto nos lleva a hablar de otra caracteŕıstica muy interesante

de la familia loǵıstica, que es su comportamiento caótico para el rango de valores

del parámetro µ > 4. A pesar de que el caos se ve desde µ > 3,570 [12], en la

siguiente discusión se consideran los casos con µ > 4 pues nos será más sencillo

familiarizarnos con el comportamiento caótico si nos restringimos primero a este

intervalo. Pero ¿qué es el caos?. Para dar una definición formal del caos, tenemos

que empezar hablando de algunos conceptos necesarios para entenderlo, aśı que

los explicaremos brevemente.

Primero que nada, hay que ver que no todos los puntos del conjunto I = [0, 1]

tengan órbitas que tiendan a infinito, pues esto ya no seŕıa interesante. Para ver

esto, podemos fijarnos qué es lo que está pasando gráficamente. Al tener fµ con

µ > 4, caemos en un caso donde cualitativamente hablando, la función se ve como
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 2.4          2.8        3.2       3.6         4.0

           r

0.0

0.2

0.4

x

0.6

0.8

1.0

Figura 2.7: Puntos fijos de la familia loǵıstica vs. r= µ ∈ [2,4, 4]

en la figura 2.8. Lo más importante de esta figura, es que con ella podemos ver

que los intervalos I0 e I1 volverán a ser mapeados sobre el intervalo I, por lo tanto

hasta la primera iteración, la órbita de estos puntos no dejará la zona de interés

y aún no es posible saber si tenderán a infinito. Mientras tanto, los puntos del

intervalo A0 quedan fuera de I de inmediato y su órbita tiende a infinito.

Recordando ahora la figura 2.5, podemos imaginarnos como se ve esta misma

evolución para la loǵıstica con parámetro µ > 4. Lo que nos lleva a darnos cuenta

que para la segunda iteración ahora hay dos intervalos más, que también serán

mapeados al intervalo A0, y si seguimos iterando la función, volveremos a encon-

trar nuevos intervalos que serán mapeados eventualmente al A0. También notemos

que estos intervalos son cada vez más pequeños. Esto se asemeja mucho al con-

junto de los tercios intermedios de Cantor. Que consiste en una función que toma

un intervalo dado de números reales, lo divide en tres partes iguales y quita del

conjunto al intervalo del centro. Al iterar esta función sobre los nuevos intervalos,

van quedando conjuntos de intervalos cada vez más pequeños pero cada vez más
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Figura 2.8: La loǵıstica con µ > 4 en el intervalo I = [0, 1]

abundantes, además de siempre ser cerrados, tal como en el caso de la loǵıstica.

El objetivo de hacer esta comparación, es que en cualquier curso de cálculo se ve

que el conjunto de puntos restante al iterar esta función no solo no esta vaćıo, sino

que es infinito. Aśı que aceptando como análogo, el comportamiento de estas dos

funciones, ahora sabemos que el conjunto de puntos en I0 e I1 cuya órbia siempre

está contenida en el intervalo I, no está vaćıo.

Ahora retomamos los conceptos necesarios para entender la definición de caos;

el primero es tener un sistema dinámico que sea muy sensible a las condiciones

iniciales. Lo que quiere decir que no importa cuan parecidas creamos que son las

órbitas de dos puntos en un principio, siempre vamos a encontrar una iteración

n o algún tiempo t y algún punto para el cual las órbitas ya no son en absoluto

cercanas. La forma matemática de pedir esto, se reduce simplemente, a encon-

trar una distancia “δ” mayor que cero -para una métrica dada previamente- tal

que siempre exista un punto muy cercano al que nos interesa, que cumple con la

condición de que para un número finito de iteraciones, la distancia entre las dos
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órbitas es mayor que “δ”.

El segundo concepto necesario para definir el caos, es la transitividad topológi-

ca. Para este concepto necesitamos pensar en cualesquiera dos conjuntos abiertos

dentro del dominio de la función. Si existe algún número finito de iteraciones tal

que al aplicarle la función a uno de los conjuntos, resulta que la intersección de

uno con el otro es distinta del vaćıo, significa que el sistema es topológicamente

transitivo.

Y el último concepto que hay que recordar es el de densidad de un conjunto A

dentro de otro más grande B. Aqúı se requiere que para todo punto en B, y para

cualquier vecindad de tamaño δ, exista un punto en A que también esté dentro

de la vecindad de tamaño δ.

Ahora, si tenemos un conjunto V y una función f : V → V , decimos que el

sistema es caótico si se cumplen las tres condiciones anteriores, es decir [7]:

1.- f es muy sensible a las condiciones iniciales.

2.- f es topológicamente transitiva.

3.- Los puntos periódicos son densos en V .

Es posible demostrar que en el caso µ > 4 el comportamiento de la familia

loǵıstica se vuelve caótico, pues a pesar de que hay muchos valores para los cuales

la órbita tiende a infinito, haciendo uso de Dinámica Simbólica se llega a que la

familia loǵıstica bajo esta condición, se puede tratar como un conjunto más sen-

cillo de analizar, haciendo uso del mapeo de cambio (shift map), el cual trabaja

sobre un conjunto donde todos los elementos son simples series de ceros y unos.

La ventaja de este conjunto, es que por construcción, cada uno de sus elementos

es equivalente a conocer la órbita exacta de alguno de los puntos que no escapan

bajo las iteraciones de la loǵıstica, lo que es muy conveniente para verificar si el

conjunto es caótico; sólo hay que definir una métrica adecuada.

Para construir este conjunto, nos fijamos primero en la figura 2.8. Como pode-

mos ver, siempre vamos a tener dos intervalos disconexos, I0 e I1, aśı que a todos

los puntos del primer intervalo les asignaremos el número cero y a los del segundo
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el número uno. Sabemos que sólo los puntos en estos dos intevalos van a seguir

quedando dentro del dominio que nos interesa después de la primera iteración,

aśı que el resto podemos olvidarlo, pues su órbita simplemente tiende a infinito.

Al haber aplicado por primera vez la función a estos intervalos, tendremos que

algunos puntos siguen cayendo en el intervalo en el que estaban anteriormente,

pero como la función hace que se pueda mapear completamente el intervalo I con

cualquiera de los dos intervalos menores, también tendrémos puntos que cambian

de intervalo o que quedan en la región en la que bajo una iteración más abandonan

el intervalo I. Nos olvidamos nuevamente de los puntos que tienden a infinito, pero

a los sobrantes, les podemos asignar una segunda cifra de acuerdo con el intervalo

en el que se encuentren. De manera que a un punto que estuvo ambas veces en el

mismo intervalo, lo tendremos clasificado hasta ahora con dos números iguales i.e.

“00” o “11”, mientras que los que cambiaron de intervalo, ahora los clasificaremos

como “01” o “10”. Ahora recordamos que el comportamiento de este sistema es

como el del conjunto de los tercios intermedios de Cantor por lo que sabemos que

deben existir una infinidad de puntos cuya órbita nunca tiende a infinito, por lo

que siguiendo con el razonamiento anterior la secuencia de números asociada a

estos puntos es infinita, pues los podemos iterar una infinidad de veces. De esta

forma llegamos a definir el espacio de secuencias, Σ2 = {s = (s0s1s2...)|sj = 0 o

1} [7], como las secuencias infinitas que identifican a los puntos que nos interesan

del intervalo I.

Hecha esta caracterización se define a d[s, t] =
∑∞

i=0
|si−ti|

2i donde s, t ∈ Σ2

como la distancia entre dos puntos del conjunto, la cual también funciona como

métrica sobreΣ 2. Ahora sólo nos falta la función para el mapeo de cambio. La

definimos como σ : Σ2 → Σ2 tal que σ(s0s1s2...) = (s1s2s3...), que simplemente

elimina la primera entrada de la secuencia. Con estas definiciones ahora es fácil

demostrar varias propiedades de este mapeo, como su continuidad al igual que

las tres definiciones necesarias para que un conjunto sea considerado caótico. Y

como ambos mapeos son equivalentes por construcción, demostrar formalmente el

mapeo de cambio es caótico implica que también lo es el mapeo loǵıstico.

En nuestro caso no trabajamos con parámetros µ > 4 porque a pesar de que

existen una infinidad de valores con los cuales podŕıamos iniciar nuestra serie de

tiempo, seŕıa más fácil encontrar valores para los cuales la órbita tiende a “−∞”,

mientras que si tomamos “3,570 < µ < 4, cualquier valor con el que empecemos a

generar nuestra serie de tiempo, será caótica y se mantendrá dentro del intervalo
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I = [0, 1]. Pero gracias al análisis llevado a cabo en este caṕıtulo, entendemos

mejor la razón por la cual es imposible predecir la señal para cualquier tiempo en

el futuro. Cosidero que es importante estar conciente de la dinámica de la ecuación

loǵıstica dependiendo del valor µ que se elija, pues en caso de usar constantes

con las cuales hay pocos puntos fijos, la serie de tiempo no será suficientemente

“desafiante” para la red, y en caso de estar usando constantes para las cuales se

obtengan series que tienden a ±∞ no las podremos utilizar para nada. Además, de

ser posible, hay que saber exactamente en qué momento se da la transición al caos,

tal como en el caso del mapeo loǵıstico, ya que podemos evitar completamente los

problemas mencionados y tendrémos un rango más amplio de valores para variar

el parámetroµ.
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Reconstrucción de Forzamiento
usando Redes Neuronales

Sabemos que usando una red neuronal es posible generar una función que

aproxime la relación de un vector de entrada con un vector objetivo. Además,

estos vectores pueden representar series de tiempo tanto de sistemas dinámicos

reales, aśı como de sistemas dinámicos artificiales. De modo que el trabajo de una

red neuronal se puede ver de forma general, como una herramienta para predecir

el comportamiento de un sistema dinámico -ya sea hacia el futuro o el pasado- a

partir de las variables que provocan los cambios más importantes en él. Nuestro

interés por encontrar patrones de forzamiento en series de tiempo, es la búsqueda

por saber si no hay variables que afecten al sistema también de forma importante,

pero a su vez lo suficientemente lenta como para percibirlo con cualquier método

de predicción de sistemas dinámicos. Por ejemplo, en la referencia [11] se toma

como sistema dinámico la temperatura global de la Tierra y, se proponen como

vectores de entrada un ı́ndice de actiidad volcánica anual, y otro de actividad

solar. Llegando a la conclusión de que existe un forzamiento en la temperatura

que coincide muy cercanamente con la emisión de gases invernadero emitidos por

el hombre en los últimos ∼200 años. En este caso, la emisión de gases tiene un

efecto que se nota en la serie de tiempo de la temperatura, a una escala temporal

mucho más grande que las otras dos variables, con las cuales es suficiente para la

red como para encontrar una relación de dependencia sobre la temperatura.

Para realizar la reconstrucción del forzamiento, lo primero que hay que hacer

es encontrar una función con la que se pueda modelar el comportamiento de la

serie de tiempo que estamos analizando. Para esto se usa la red neuronal, que

como ya sabemos al ser entrenada irá ajustando sus pesos para poder predecir

25
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el comportamiento de los datos. Esto significa que se encuentra una relación -

con d -dimensiones- del tipo xt+1 = f(x̄t, αt), donde x̄t = (xt, xt−1, ..., xt−d+1). El

parámetro αt es el que realmente nos interesa para poder hacer el modelo de la

serie no estacionaria, ya que con este parámetro es con el que queremos modelar

los efectos ya sea de fuerzas externas o de grados de libertad internos que no son

modelados por la función f , puesto que las escalas de tiempo T en las que tienen

efectos notorios sobre el sistema dinámico que analizamos son mucho mayores a

los intervalos de tiempo usados para la serie [8].

3.1. Una red de ejemplo

Antes de empezar a describir más profundamente la reconstrucción hacemos

una red neuronal sencilla para darnos una mejor idea de qué es lo que se está ha-

ciendo en el programa cuando se llama a las funciones necesarias para crear, entre-

nar y simular una red neuronal artificial. En este pequeño ejercicio haremos una

red usando funciones gaussianas para aproximar la señal, mejor conocida como

red de funciones radiales (Radial Basis Function network) y también intentaremos

hacer que aprenda a predecir el mapeo loǵıstico. Más adelante usaremos una red

con “retroalimentación” para modelar la loǵıstica y otros mapeos, y aunque no es

la misma, los resultados deben ser similares.

La pequeña red que vamos a hacer puede usar gaussianas normalizadas o no

normalizadas, aśı que como el cambio en la programación de estas funciones es

sencillo la haremos de las dos formas para ver en qué aspectos se nota la diferencia.

La función aproximada, o dicho de otra forma, la función que queremos se asemeje

a la loǵıstica para nuestro ejemplo, la definimos como:

ϕ(x) =
N∑

i=1

aiρi(x), donde (3.1)

ρi(x) = e−β(x−ci)
2

,

para el caso no normalizado. Y para el caso normalizado tomamos la función
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aproximada como:

ϕ(x) =

∑N
i=1 aiρi(x)

∑N
i=1 ρi(x)

=
N∑

i=1

aiui(x), donde (3.2)

ui(x) =
ρi(x)

∑N
i=1 ρi(x)

.

En estas ecuaciones, el parámetro N nos indica el número de gaussianas que es-

tamos usando para aproximar, y por lo tanto el número de datos de la serie que

usaremos como centros para estas funciones.

De manera similar al razonamiento usado en las series de Fourier, para lograr

que estas funciones se asemejen a la loǵıstica, necesitamos encontrar los valores

de los pesos ai. Y para esto podemos usar dos métodos de entrenamiento, uno

siguiendo la dirección en la que desciende el gradiente de la función Ht(ai) que

queremos aproximar, fijándonos en su dependencia de los pesos. De manera que

ai(t + 1) = ai(t)− ν
d

dai
Ht(ai),

nos sirve para actualizar los pesos en cada iteración. En esta ecuación a la constan-

te ν se le conoce como el parámetro de aprendizaje, que nos indica de qué tamaño

daremos el paso contra el gradiente de la función. Es importante que no sea ni

muy pequeño ni muy grande, ya que en el primer caso tardaŕıamos mucho en

encontrar el mı́nimo de la función, que es justo lo que nos interesa; mientras que

si es muy grande podŕıamos nunca encontrarlo por estar siempre dando vueltas

alrededor de él.

El segundo método de entrenamiento es usando un operador de proyección [10],

con el cual la actualización de los pesos se reduce a calcular

ai(t + 1) = ai(t) + ν[y(t)− ϕ(x(t), ai)]
fi(x)

∑N
i=1 f2

i (x)
, (3.3)

para cada iteración, donde y(t) es la señal con la que se entrena la red y fi(x) =

ρi(x) o fi(x) = ui(x) según se trate del caso sin normalizar o del normalizado

respectivamente.

Ahora, para crear la red sólo necesitamos decidir los valores de unos cuantos

parámetros. Por ejemplo, nosotros usaremos N = 5, aśı que también escogemos
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cinco datos de la serie como centros de nuestras funciones gaussianas. El segundo

parámetro a escoger es el parámetro de aprendizaje, que tomamos como ν = 0,3.

Y finalmente tenemos que escoger una serie de números que nos servirá como

pesos iniciales para las ecuaciones (3.1) y (3.2) según sea el caso no normalizado

o normalizado respectivamente.

El siguiente paso es entrenar la red para obtener la señal de la loǵıstica. Para

esto le aplicamos la función φ(x) al valor x0 con el que se inició la serie de tiempo

original. Una vez obtenido el nuevo valor usamos la ecuación (3.3) para actualizar

los pesos y mejorar el desempeño de nuestra función. A este proceso, tal como fue

descrito se le cuenta como una época, y al final de esta debemos tener un conjunto

de pesos más adecuados que los anteriores para predecir el siguiente valor al que

queremos acercarnos. Hacemos esto para una serie de 50 datos y como podemos

ver en la figura 3.4, con el entrenamiento se logra reconstruir aceptablemente bien

la señal.
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Figura 3.1: Desempeño del entrenamiento para la red con funciones sin normalizar (arriba) y
funciones normalizadas (abajo).
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En esta misma figura, podemos apreciar que claramente al usar las funciones

normalizadas se logra entrenar mucho mejor a la red, aún con una menor cantidad

de épocas. Para no hacerlo a simple vista, calculamos el error cuadrático medio

de ambas señales obteniendo que para el caso sin normalizar es 0.0951 mientras

que para las funciones normalizadas es 0.0044, notando que para esta última, sólo

se realizaron dos épocas con la finalidad de apreciar ambas series de tiempo en la

imagen, ya que al usar 5 épocas el error se vuelve del orden de 10−8 haciéndonos

imposible notar la diferencia entre ambas señales.

El último paso es el de la validación, que en mi opinión es el más importante,

pues lo que queremos es predecir la señal adecuadamente, sin importar tanto que

tan bueno haya sido el entrenamiento. En la figura 3.2 podemos ver las predic-

ciones hechas por ambas redes, siendo prácticamente las mismas. En estos casos

no cambia notablemente si usamos 2, 5, o 10 épocas durante el entrenamiento.

Como estamos usando una red muy pequeña, y únicamente con un parámetro por

neurona, las predicciones no logran aproximar bien la función más allá de cinco

datos al futuro.

El error en estas predicciones fue de 0.0522 para la función sin normalizar y de

0.1274 para la normalizada. Con la diferencia de que al disminuir las predicciones a

5, o hasta 3 datos, el desempeño de ambas, en especial el de la función normalizada,

mejora notablemente. Un punto importante es que aqúı se está mostrando la señal

producida por la loǵıstica sin ruido ni forzamiento, sin embargo, al tomarlos en

cuenta, mejoran las dos simulaciones. Además, en estos casos la simulación de la

función normalizada supera la de las funciones sin normalizar. Usando las redes

de Matlab, en las que se usan métodos de entrenamiento mucho más sofisticados,

y algunos parámetros más, es de esperarse que las predicciones sean mejores aún

considerando puntos mucho más lejanos. Pero este ejemplo nos sirve para darnos

cuenta de lo complejo que se vuelve el problema, aún con las restricciones que

le impusimos a los parámetros de nuestra red para simplificarla y mantener un

ejemplo sencillo.

3.2. El algoritmo de reconstrucción

El modelo para la reconstrucción toma como hipótesis fundamental, suponer

un sistema dinámico bajo la influencia de un forzamiento α(t) con una frecuencia

de oscilación muy baja respecto a los cambios en los datos de nuestra serie de
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Figura 3.2: Simulación de la loǵıstica para la red con funciones sin normalizar (arriba) y funciones
normalizadas (abajo).

tiempo. Es decir, que no debeŕıamos ver más que un par de periodos T de este

forzamiento, para reproducir en la serie completa. El siguiente paso consiste en

separar los datos en Nint intervalos de duración M, de manera que sea M # T

para poder simplificar nuestro modelo a uno donde el parámetro αt es constante,

pues si supusimos que el periodo T es muy grande, entonces es prácticamente

imposible percibir algún cambio de α(t) en un periodo de tiempo tan corto como

M, justificando aśı el considerar que αt es constante en cada intervalo. La forma

más natural de interpretar esta constante seŕıa como el promedio del parámetro

αt correspondiente a cada valor de un mismo intervalo. Por lo tanto, para el m-

ésimo intervalo, tendŕıamos que x
(m)
t+1 $ f(x̄

(m)
t , α(m)), donde x

(m)
t+1 es el valor de

la serie al tiempo t + 1 en el intervalo m, x̄
(m)
t es un vector de datos de la forma

x̄t = (x(m)
t , x

(m)
t−1, x

(m)
t−2, ..., x

(m)
t−d), f es la función encontrada por la red neuronal y

el parámetro α es el valor constante del forzamiento en el intervalo m. Hecho esto,
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hacemos la aproximación

x
(m)
t+1 − f(x̄

(m)
t ,α(k)) $ ∂f

∂α
(x̄

(m)
t ,α(k))(αm − αk),

con los intervalos m y k suficientemente cercanos para no perder la hipótesis

central del método y poder seguir suponiendo que la variación de α del intervalo

m al intervalo k es muy pequeña. Haciendo un simple promedio sobre el tiempo,

renombramos esta igualdad como

Em
k = Am

k ∆αm
k , (3.4)

donde:

Em
k = 〈x(m)

t+1 − f(x̄
(m)
t ,α(k))〉t,

Am
k = 〈∂f

∂α
(x̄

(m)
t ,α(k))〉t, y

∆αm
k = α(m) − α(k).

Para no confundirnos en esta notación hay que notar que el ı́ndice libre es m mien-

tras que el ı́ndice k simplemente nos señala que intervalo estamos usando como

referencia para nuestra aproximación. Es decir, el error Em
k es el promedio de la

resta de los datos conocidos del m-ésimo intervalo menos los datos obtenidos para

este mismo intervalo pero usando la predicción de la red entrenada con los datos

del k -ésimo intervalo. Ahora, como aún suponiendo que nuestra serie de tiempo

cumple con todas las condiciones necesarias para que la red neuronal pueda hacer

un buen modelo, la ecuación (3.4) no tiene solución para∆ α, pues no tenemos

manera de conocer Am
k . Sin embargo, como ∂f

∂α(x̄
(m)
t ,α(k)) y ∂f

∂α(x̄
(m)
t ,α(m)) son

aproximadamente iguales, puesto que deben tener el mismo orden de magnitud

debido a que suponemos que α cambia lentamente, podemos intercambiar estos

términos para poder resolver el sistema.

Dicho esto podemos olvidarnos del sub́ındice k, y si además nos fijamos sola-

mente en los intervalos contiguos -i.e. m = k + 1- la ecuación (3.4) se vuelve

Ek+1
k = Ak+1∆αk+1

k . (3.5)

Pero esto también se puede hacer entrenando con el intervalo k + 1 y prediciendo

para el k -ésimo intervalo, de manera que la ecuación

Ek
k+1 = Ak∆αk

k+1, (3.6)
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también es válida. Una forma de interpretar los sub- y supeŕındices de estas dos

ecuaciones es pensarlos como si se estuviera usando la red neuronal para predecir

tanto el futuro como el pasado, pues en la ecuación (3.5) se hace el entrenamiento

de la red con datos del intervalo k para simular los del intervalo k+1, mientras

que en la ecuación (3.6) se hace de la forma opuesta.

Ahora surge la pregunta, ¿Qué incógnitas conocemos de este sistema?, pues

tenemos dos ecuaciones y seis variables. Ya hemos dicho que usando la red neu-

ronal podemos conocer los errores {Ek+1
k , Ek

k+1}, simplemente sustrayendo las

predicciones de la red, al futuro o pasado según sea el caso, a los datos origi-

nales y calculando el error promedio por cada intervalo. Pero no tenemos ninguna

forma de conocer el resto de las variables, entonces para superar este problema

tendremos que hacer una suposición más. Digamos∆ αk+1
k = −∆αk

k+1, lo cual no

es totalmente cierto, pues todas nuestras variables son promedios debido a que las

predicciones de la red neuronal nunca son exactamente iguales, pero lo podemos

hacer porque las variaciones no son muy grandes.

Tomando ahora la división de la ecuación (3.5) entre la ecuación (3.6) y usando

nuestra última suposición, nos queda la regla

Ek+1
k

Ek
k+1

= −1 · Ak+1

Ak
pues

∆αk+1
k

∆αk
k+1

= −1.

Si utilizamos esta regla sobre la ecuación (3.6) para encontrar el valor de∆ α,

usando intervalos con ı́ndices cada vez más pequeños, encontramos que la regla
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de correspondencia para calcularlas se puede generalizar como

∆αk+1
k = Ek

k+1 · −1

Ak

= Ek
k+1 ·

Ek−1
k

Ek
k−1

· (−1)2

Ak−1

= Ek
k+1 ·

Ek−1
k

Ek
k−1

·
Ek−2

k−1

Ek−1
k−2

· (−1)3

Ak−2

...

= Ek
k+1 ·

Ek−1
k

Ek
k−1

·
Ek−2

k−1

Ek−1
k−2

· · · E1
2

E2
1

(−1)k+1

A1

= (−1)k+1Ek
k+1

A1

k−1∏

r=1

Er
r+1

Er+1
r

. (3.7)

Lo único que no conocemos de la ecuación (3.7) para encontrar∆ α es el valor

de A1, pero como este sólo nos cambiaŕıa la escala de nuestros datos, podemos

escoger cualquier valor, aśı que por simplicidad lo volvemos uno. Ahora tenemos

un algoritmo para reconstruir el forzamiento de cualquier serie de tiempo. Simple-

mente hay que usar la red neuronal para que haga un modelo de nuestro sistema

y con base en el análisis hecho anteriormente, sólo tenemos que fijarnos en los

errores de las predicciones para encontrar los valores de los∆ α’s.

Hasta ahora no hemos hecho ninguna aclaración acerca del programa de redes

neuronales. Simplemente hemos dicho que hay que dividir la serie de tiempo en N

intervalos de tamaño M , y que para hacer la predicción de los datos del intervalo

siguiente -o anterior- al que usamos para entrenar, tomamos como entrada los

datos “t”, “t− 1”, ..., “t− d + 1” para obtener como salida el dato “t + 1”. Pero

tenemos que recordar que el objetivo de aprender a predecir este tipo de series de

tiempo, es aplicarlo a problemas reales, pero en estos, la cantidad de mediciones

puede llegar a ser muy poca como para tener suficientes intervalos separados de

un tamaño aceptable como para encontrar un verdadero forzamiento; a diferencia

de la serie de tiempo artificial, en la que tenemos el control sobre los datos para

obtener los intervalos tanto en la cantidad como de la longitud deseada. Por esto,

es que es importante tener un programa que también pueda hacer este trabajo

pero tomando en cuenta intervalos traslapados. Primero que nada analizaremos

qué es lo que se puede lograr sin usar intervalos traslapados y luego veremos cómo

es que se afectan los resultados si introducimos esta variante.
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3.3. Reconstrucción

A manera de ejercicio, primero veamos cómo funcionaŕıa el algoritmo dividien-

do la serie de tiempo en cuatro intervalos:

1.- Se entrena la red tomando datos del intervalo I1 para que usando los valores

xt y xt+1 podamos predecir el valor xt+2 de la serie.

2.- Se simula tomando datos del intervalo I2, y se intenta predecir el dato xt+2

a partir de los dos datos anteriores. Una vez hecho esto para todos los datos de

este intervalo se calcula el error promedio cometido, y a este error le llamamos

E2
1 . A estos dos pasos en conjunto, es a lo que llamamos predecir el futuro, pues

la red solo conoce los datos del primer intervalo, y a pesar de eso, es capaz de

darnos con gran precisión el valor que le sigue a xt y xt+1 en el siguiente conjunto

de datos al futuro, el cual, no hab́ıa sido nunca antes visto por la red.

3.- Se repiten los pasos 1 y 2, pero ahora se hace el entrenamiento con datos

del intervalo I2 y la predicción se hace para datos del intervalo I1. A este error

le llamamos E1
2 . Y en este caso, la diferencia de entrenar con un intervalo más

adelante que el usado para predecir, nos hace llamar a esta parte del algoritmo

predicción al pasado.

4.- De acuerdo con la ecuación (3.7), ahora sabemos que tomando A1 = 1,

∆α2
1 =

E1
2

E2
1

,

pues estamos en el caso con k = 1. Escogimos A1 = 1 porque este es el factor de

escala que podemos definir arbitrariamente.

5.- Ahora tomamos los intervalos I2 e I3, para hacer la predicción al futuro y

obtener el error E3
2 y luego hacer la predicción al pasado y obtener el error E2

3 .

6.- Regresando a la ecuación (3.7), pero ahora con k = 2, sabemos que

∆α3
2 = −1

E2
3

A1 · E1
2

E2
1

.

7.- Ahora tomamos los intervalos I3 e I4, para calcular E4
3 con la predicción al

futuro y E3
4 con la predicción al pasado.
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8.- Usamos la ecuación (3.7) con k = 3, para obtener que

∆α4
3 =

E3
4

A1 · E2
3

E3
2

· E1
2

E2
1

.

9.- Finalmente definimos nuestra segunda variable arbitraria, α1 = 0, y a partir

de ella y los valores de∆ α’s encontrados en los pasos anteriores, podemos calcular

α2, α3 y α4. Logrando aśı una primera reconstrucción del forzamiento.

El forzamiento de la serie se introduce haciendo que la constante µ de la

ecuación (2.1) vaŕıe siguiendo la relación,

µ(t) = µ0 −Kcos(
2πt

T
)e−

t
T , (3.8)

donde “K” es una constante y “T” es tomado como la mitad del total de los datos

de la serie. Este forzamiento tiene la forma de un coseno cuya amplitud disminuye

de forma exponencial, como se puede ver en la figura 3.3, lo que nos permite hacer

que la señal sea aún más complicada de lo que seŕıa usando simplemente una

constante.

Usamos el mapeo loǵıstico con este forzamiento para generar una serie de tiem-

po, y hacemos dos pruebas para saber que la predicción de la red es aceptable.

La primera implica revisar cómo se ve la señal predicha por la red comparada

con el objetivo, tanto con las predicciones al futuro como con las predicciones al

pasado. Esta prueba es la más sencilla de hacer pues no necesitamos hacer mucho

procesamiento de los datos, ya que de cualquier forma hay que obtener ambos

vectores para más adelante calcular los errores promedio que necesitamos para

la reconstrucción del forzamiento y no hay que esperar hasta que se termine de

entrenar la red con todos los datos, porque se pueden observar las predicciones

después del entrenamiento de cada intervalo. Aśı que graficando ambas curvas

observamos comportamientos similares al mostrado en la figura 3.4 en el que a

simple vista se aprecia que la red funciona correctamente.

La segunda prueba que hacemos para saber que la predicción de datos hecha por

la red es adecuada, es hacer la gráfica de los datos xt+1 vs. xt, para observar

primero que nada, que se forma la parábola de la función de recurrencia -o la

función del mapeo pertinenete-. Graficando tanto la serie como las predicciones

obtenemos la figura 3.5, en la que aunque no podemos apreciar qué tan buenas son
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Figura 3.3: Forzamiento y reconstrucción tomando µ0 = 3,8 y k = 0,045.

las predicciones cuantitativamente hablando, al menos podemos ver que tienen la

suficiente coherencia con la señal que queremos predecir, ya que se genera casi

la misma parábola, lo cual es un detalle muy importante, pues a simple vista

con la primera prueba sólo podemos decir que las señales son parecidas, pero no

tenemos ningún otro punto de comparación como para decir que tan significativa

es su cercańıa. Aunque no podemos saber si los datos predichos que quedan justo

sobre los originales corresponden al mismo dato de la señal, el hecho de que las

parábolas estén encimadas nos basta para suponer que las predicciones se están

haciendo suficientemente bien como para continuar con la reconstrucción y hacer

un análisis más cuantitativo.

A pesar de que a simple vista el primer método de comparación no nos per-

mite decir mucho, en realidad este tiene una ventaja importante, y no sólo es que,

como ya dijimos, no se necesita hacer un gran esfuerzo procesando los datos pues

es prácticamente inmediato observar ese tipo de figuras, sino que además nos per-

mite también hacer un análisis cuantitativo de los resultados, pues es muy sencillo

calcular el error de la predicción y compararlo con los errores en otras corridas,

ayudándonos a decidir cuáles son los valores más indicados para los parámetros
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Figura 3.4: Predicción al futuro y al pasado. Figura superior e inferior respectivamente

de la red. Por ejemplo el número de capas y de neuronas que necesita, o bien la

cantidad de épocas que hay que entrenarla. Valores t́ıpicos de estos errores son

1 × 10−2 para el error cometido en la predicción de la señal completa, mientras

que en el entrenamiento de la red se alcanzan desempeños del orden de 1× 10−4.

Como podemos ver en la figura 3.3 el forzamiento reconstruido se asemeja mu-

cho al verdadero, pero inmediatamente nos podemos dar cuenta que para mejo-

rarlo, tendŕıamos que aumentar el número de intervalos en los que dividimos la

señal completa para poder encontrar más pendientes y hacer que nuestra recons-

trucción no sea tan “cuadrada” y se parezca más a la curva buscada. El mayor

problema que se tiene al querer usar más intervalos es que al tener un número fijo

de datos, habŕıa que reducir el tamaño de los intervalos que conforman los vec-

tores de entrada, lo que inmediatamente se reflejaŕıa en una pérdida de precisión

en la reconstrucción, pues para la red es más fácil aproximar la señal si tiene 1000

datos, que si tiene 10 datos para entrenarse.
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Figura 3.5: Gráfica de xt vs. xt+1 para la señal de la loǵıstica.

Dado que la reconstrucción del forzamiento introducido es bastante buena usan-

do como generador de la señal el mapeo loǵıstico, probaremos el desempeño del

programa usando más series generadas artificialmente. El mapeo de Moran-Ricker,

usado generalmente para modelar poblaciones de peces, dependiendo de la canti-

dad de padres y huevos disponibles, que tiene como ecuación,

xt+1 = xte
r(1−xt

k ),

donde la cantidad de individuos de la población al siguiente intervalo de tiempo

depende, obviamente, de los individuos en el intervalo anterior y donde la cons-

tante r se interpreta como el ı́ndice de crecimiento y la constante k como el ĺımite

de individuos que puede haber en el sistema.

También usaremos el mapeo de Hassell, originalmente creado para modelar

poblaciones de insectos, y cuya ecuación es

xt+1 = λ
xt

(1 + xt)β
,
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que podŕıa pensarse como una generalización del modelo de Moran-Ricker, pues

es una versión limitada del de Hassell, ya que con los parámetros ajustados ade-

cuadamente se obtienen cualitativamente las mismas funciones.

Al igual que en el caso del mapeo loǵıstico, en la figura 3.6 podemos ver que

al graficar los datos xt vs. xt+1 de los mapeos de Moran-Ricker y de Hassell,

también se puede predecir con exactitud la señal generada por modelos un poco

más sofisticados que el mapeo loǵıstico.
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Figura 3.6: Gráfica de xt vs. xt+1 para la señal del mapeo de Moran-Ricker (figura superior) y
de Hassell (figura inferior).

El modelo de Hassell, es un poco más interesante que los anteriores, porque

en este podemos forzar el parámetro λ si queremos revisar la reconstrucción para

variaciones lineales, pero también podemos forzar β para ver los efectos no linea-

les. En ambos casos hemos podido reconstruir la fuerza con éxito, pero como era

de esperarse, es un poco mejor para el caso de variaciones lineales.
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Todas estas predicciones se han hecho usando una red neuronal de retroali-

mentación -feedforward- pero aparte de esta, también podemos usar funciones

de tipo radial ; que consiste en generar la regla de correspondencia de los datos

de la señal a partir de sumar funciones de tipo gaussiana como se hizo en la

primera sección de este caṕıtulo. Con este método, se genera una función con la

que la diferencia entre la señal real y la predicha es mucho más pequeña que con

la retroalomentación, pero esto provoca inestabilidades mucho más graves, y se

vuelve mucho más complicado lograr la reconstrucción.

Una forma de evitar la pérdida de información de la que se habló anteriormente,

debido a la cantidad de datos por intervalo, podemos modificar el programa para

permitir que haya traslape entre un intervalo y otro, de manera que a pesar

de tener intervalos largos, podemos encontrar una cantidad de α´s como para

reconstruir una señal más suave. Pero como podemos observar en la figura 3.7, el

resultado de aceptar este traslape śı es una señal más suave, sin embargo también

está mucho más descompuesta que antes de usarlo.
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Figura 3.7: Forzamiento y reconstrucción con un traslape del 70 % del intervalo.

El hecho de que la reconstrucción empeore en vez de mejorar, se lo atribuimos
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al algoritmo que usamos para calcular el forzamiento, ya que este involucra la

división de los errores promedio cometidos por la red. El problema de esto es que

al usar traslape, el error que comete la red es más pequeño, pues no todos los

datos son desconocidos, pero al ser las predicciones también ligeramente azarosas

-pues nunca se hacen dos corridas iguales- los errores relativos vaŕıan mucho más,

volviendo el algoritmo mucho más inestable [8].

En la referencia [8] se presenta una propuesta para suavizar el forzamiento,

logrando que el resultado producido por la red con intervalos traslapados tenga

un error menor al que no los usa, justo como lo que esperaŕıamos de no ser por

las inestabilidades, pues implica conocer con mucho mayor detalle el forzamiento

dado que el intervalo efectivo correspondiente a cada valor de α encontrado es más

pequeño a pesar de tomar intervalos largos. La propuesta consiste en minimizar

el error:

ε =
n∑

r=1

[
Nint−r∑

k=1

Pr(E
k+r
k − Ak+r∆αk+1

k )2

+
Nint∑

k=r+1

Pr(E
k−r
k − Ak−r∆αk

k−r)
2]

+ η
Nint−1∑

k=1

∆2Ak. (3.9)

Donde∆ Ak = Ak+1 − Ak, η es un factor de escala usado para igualar los

órdenes de magnitud entre las dos partes de la ecuación. El resto de los parámet-

ros son los que ya conoćıamos. Uno de los puntos interesantes de este error es que

puede considerar los errores cometidos cuando la red es entrenada para predecir

los valores de un intervalo que no es inmediatamente aledaño, de manera que al

resolver el sistema de ecuaciones para∆ α se tienen más restricciones, dando co-

mo consecuencia una solución más estable. Por eso es que se incluye una función

Pr, que se usa para darle mayor o menor importancia a los distintos intervalos

dependiendo de su cercańıa al intervalo que se usó para el entrenamiento. Para

minimizar esta ecuación se usa la técnica de gradiente descendiente, en la que tal

como su nombre lo dice, se calcula el gradiente del error en un punto inicial, en

este caso con los parámetros obtenidos por la red neuronal, y se sigue la dirección

opuesta a la que crece el gradiente. Tomando como variables los términos∆ αm
k y

Ak. Además hay que minimizar el error para muchos valores de η de manera que se
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pueda apreciar con qué valor se tiene el mejor ajuste para la curva del forzamiento.

El caso más simple que se puede tomar para la función de peso es Pr = δr,1,

donde la ecuación (3.9) se convierte en:

ε =
Nint−1∑

k=1

(Ek+1
k − Ak+1∆αk+1

k )2

+
Nint∑

k=2

(Ek−1
k + Ak−1∆αk

k−1)
2

+ η
Nint−1∑

k=1

∆2Ak.

Pero esta parte del algoritmo aún falta por implementarse.
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Conclusiones

Como hemos visto en el caṕıtulo anterior, la red que se construyó para analizar

las series de tiempo, genera resultados muy buenos tanto para encontrar una fun-

ción que reproduzca los modelos anaĺıticos que le presentamos, como para encon-

trar el forzamiento introducido en esta señal. Pero para lograr ver resultados tan

buenos como estos en series de tiempo reales, es necesario reducir aún más los er-

rores obtenidos en las reconstrucciones del forzamiento, aśı como implementar el

método estad́ıstico presentado al final del caṕıtulo anterior, para poder controlar

la inestabilidad del algoritmo cuando se usan intervalos traslapados. De lo con-

trario solo seŕıamos capaces de aplicarlo a sistemas dinámicos con una cantidad

de mediciones tan grande como la usada en nuestras series artificiales.

Solucionar estos problemas exitosamente, nos permitiŕıa usar este programa no

solo para reproducir los resultados ya obtenidos, existe una cantidad enorme de

fenómenos sobre los que se tienen series de tiempo y se trabaja en su predicción,

aśı que el perfeccionamiento de esta técnica nos permitiŕıa buscar forzamientos en

distintos tipos de fenómenos abriendo también la pregunta, ¿qué los origina?. Por

ejemplo, existen cálculos sobre la potencia promedio de los huracanes en distintas

zonas del planeta, pero en términos generales se ha percibido un aumento en ella.

Con este método nos gustaŕıa buscar si este aumento en verdad es una tendencia

que se pueda percibir como un forzamiento en estos fenómenos meteorológicos, y

más aún, si está relacionado con el calentamiento global.

Este método está basado en el algoritmo utilizado en la referencia [8], con el

cual se logran predecir los ciclos de actividad solar. Pero lo queremos usar para

reproducir los resultados obtenidos en la referencia [11] en el cual se analiza la tem-

peratura promedio global como una serie de tiempo, afectada únicamente por un

43
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ı́ndice de radiación solar y otro de actividad volcánica. Logrando la reconstrucción

de un forzamiento prácticamente igual a las emisiones humanas de gases inver-

nadero. En resumen, antes de aplicar este algoritmo a nuevos sistemas, se tiene

como meta igualar la precisión del algoritmo de la referencia [8], y reconstruir el

mismo forzamiento de la referencia [11].
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Apéndice

clear all clc
errtot=0;
input=load(’logisticapvibora.txt’);
target=load(’logisticatvibora.txt’);
r=load(’r.txt’);
input=input’; target=target’; r=r’;
tau=2;%numero de "retardos" con los que se crea el input
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% INICIO REESCALAR%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
[reescinp,esc1]=mapminmax(input);
[reescout,esc2]=mapminmax(target);
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%TERMINA REESCALAR%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
epocas=300; mingrad=1e-010; show=NaN; meta=1e-7;
intentos=10;%%%%%%%%%%%parámetro para repetir el entrenamiento
repeticiones=1;%%%%%%%%parámetro para repetir cambiando el overlap
desemp=2e-003; loops=1; Heatingloops=5; sign=1;
etainicial=1e-010;%%%%%parámetro para la estadı́stica
ciclos=0;%%%%%%%%%%%%%parámetro para la estadı́stica
longitud=floor(length(input)*0.1)%longitud de los intervalos
%longitud=40
N=length(input) delta=1e-010;
%delta=0
for k=1:repeticiones
traslape = 70*(k-1)%porcentaje (aproximado) del intervalo que se traslapa con el siguiente
paso = floor(longitud*(100-traslape)/100)%el número de datos que se va a saltar para

%empezar el nuevo intervalo
clear alfamean alfameanmin

%primero se hace el entrenamiento sin las alfas
for m=1:loops
clear net tr
p=reescinp; t=target;
%t=reescout;
intervalos=floor((length(p)-longitud)/paso)
for i=1:longitud

newp(1,i) = p(1,i);
newp(2,i) = p(2,i);
newt(i) = t(i);

end
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%SE CREA LA RED%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% %%%%%%%%%%%%%%
net = newff(minmax(p),[2 2 1],{’logsig’ ’logsig’
’purelin’},’trainscg’,’learngdm’,’sse’);
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%[trainV,valV,testV] = dividevec(p,t,valPercent,testPercent)
net = init(net); %
net.trainParam.epochs = epocas; %
net.trainParam.goal = meta; %
net.trainParam.max_fail = 5; %

45
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net.trainParam.min_grad = mingrad; %
net.trainParam.show = show; %
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% %%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%INICIA ENTRENE DE CALENTAMIENTO%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

for i=1:Heatingloops
i
tr.gradient(1) = mingrad*0.1;
tr.epoch=1;
counter=0;
while tr.gradient(length(tr.epoch)) <= mingrad && counter < intentos

[net,tr]=train(net,newp,newt);
counter=counter+1
if tr.gradient(length(tr.epoch)) <= mingrad

net.iw{1,1}
net=init(net);
net.iw{1,1}

end
end

end
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%TERMINA ENTRENE DE CALENTAMIENTO%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%INICIAN PREDICCIONES CON LA RED%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
for i=1:intervalos

i0=paso*(i-1);
i1=paso*i;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%CAMBIA VECTOR AL PASADO%%%%%%%%%%%%%%%%%
for j=1:longitud

newp(1,j)=p(1,i0+j);
newp(2,j)=p(2,i0+j);
newt(j)=t(i0+j);

end
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%ENTRENA CON EL PASADO%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

clear tr
tr.gradient(1) = mingrad*0.1;
tr.epoch=1;
counter=0;
while tr.gradient(length(tr.epoch)) <= mingrad && counter < intentos

[net,tr]=train(net,newp,newt);
int=i
counter=counter+1
repet=k
loop=m
if tr.gradient(length(tr.epoch)) <= mingrad

int=i
net.iw{1,1}
net=revert(net);
net.iw{1,1}

end
end

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%CAMBIA VECTOR AL FUTURO%%%%%%%%%%%%%%%%%
for j=1:longitud

newp(1,j)=p(1,i1+j);
newp(2,j)=p(2,i1+j);
newt(j)=t(i1+j);

end
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%SIMULA AL FUTURO%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

aa = sim(net,newp);
err1(i)=mean(newt-aa);
ll = 1:length(aa);
aa1(1,:) = ll(1,:);
aa1(2,:) = aa(1,:);
newtt(1,:) = ll(1,:);
newtt(2,:) = newt(1,:);
fid = fopen(’checkfut.dat’, ’w’); %
fprintf(fid,’%10.7f \t %10.7f \n’, aa1); %
fclose(fid); %
fid = fopen(’targfut.dat’, ’w’); %
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fprintf(fid,’%10.7f\t %10.7f\n’, newtt); %
fclose(fid); %

% figure %%%%%%%%%%%%% FIGURA DE TESIS %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% plot(1:length(aa),aa,’k-O’,1:length(aa),newt,’kX’)
% title(’SIMULACIÓN AL FUTURO: salida de la red -o-, se~nal original -x-’)
% xlabel(’t’)
% ylabel(’x(t)’)
% pause
% close
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%ENTRENA CON EL FUTURO%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

clear tr
tr.gradient(1) = mingrad*0.1;
tr.epoch=1;
counter=0;
while tr.gradient(length(tr.epoch)) <= mingrad && counter < intentos

[net,tr]=train(net,newp,newt);
int=i
counter=counter+1
repet=k
loop=m
if tr.gradient(length(tr.epoch)) <= mingrad

int=i
net.iw{1,1}
net=revert(net);
net.iw{1,1}

end
end

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%CAMBIA VECTOR AL PASADO%%%%%%%%%%%%%%%%%
for j=1:longitud

newp(1,j)=p(1,i0+j);
newp(2,j)=p(2,i0+j);
newt(j)=t(i0+j);

end
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%SIMULA AL PASADO%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

aa = sim(net,newp);
err2(i)=mean(newt-aa);
ll = 1:length(aa);
aa2(1,:) = ll(1,:);
aa2(2,:) = aa(1,:);
newtt2(1,:) = ll(1,:);
newtt2(2,:) = newt(1,:);
fid = fopen(’checkpas.dat’, ’w’); %
fprintf(fid,’%10.7f\t %10.7f\n’, aa2); %
fclose(fid); %
fid = fopen(’targpas.dat’, ’w’); %
fprintf(fid,’%10.7f\t %10.7f\n’, newtt2); %
fclose(fid); %

% figure %%%%%%%%%%%%% FIGURA DE TESIS %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% plot(1:length(aa),aa,’k-o’,1:length(aa),newt,’k.’)
% title(’SIMULACIÓN AL PASADO: salida de la red -o-, se~nal original -punteado-’)
% xlabel(’t’)
% ylabel(’x(t)’)
% pause
% close
end
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%TERMINAN PREDICCIONES CON LA RED%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%SE REVISA QUE LA RED SIMULE ACEPTABLEMENTE%%%%%%%%%%%%%%
simulacion = sim(net,p); %
check(1,:) = simulacion(1,1:length(simulacion)-1); %
check(2,:) = simulacion(1,2:length(simulacion)); %
targ(1,:) = t(1,1:length(t)-1); %
targ(2,:) = t(1,2:length(t)); %
check1 = check’; %
targ1 = targ’; %
fid = fopen(’checkhassell.dat’, ’w’); %
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fprintf(fid,’%7.6f\t %7.6f\n’, check1); %
fclose(fid); %
fid = fopen(’targhassell.dat’, ’w’); %
fprintf(fid,’%7.6f\t %7.6f\n’, targ1); %
fclose(fid); %
figure %
plot(check(1,:),check(2,:),’kO’,targ(1,:),targ(2,:),’kX’) %
title(’Revisión de la recurrencia: red -o- se~nal -x-’) %
xlabel(’x_t’) %
ylabel(’x_{t+1}’) %
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%TERMINA REVISION DE SIMULACIONES%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%INICIA RECONSTRUCCION DEL FORZAMIENTO%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
for s=1:intervalos

if s>1
Dalfa(s) = (-1)*(err2(s)/err1(s-1))*Dalfa(s-1);
averde(s+1) = averde(s)+Dalfa(s);
A(s+1) = -A(s)*err1(s)/err2(s);
A1(s+1) = err1(s)/Dalfa(s);

else
Dalfa(1) = sign*err2(1);
averde(1) = 0.0;
averde(2) = Dalfa(1);
A(1) = 1;
A(2) = -err1(1)/err2(1);
A1(1)= 1;
A1(2)= err1(1)/Dalfa(1);

end
end
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%TERMINA RECONSTRUCCION DEL FORZAMIENTO%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%REVISION DE LA RECONSTRUCCIÓN%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%figure %
%plot(Dalfa) %
%title(’\Delta\alpha’) %
%figure %
%plot(1:length(A),A,1:length(A),A1,’r’) %
%title(’A: razón de errores -azul-, inv. proporcional a \Delta\alpha -rojo-’)
%figure %
%plot(1:length(A),A,1:length(A),A,’r’) %
%title(’A: razón de errores -azul-, inv. proporcional a \Delta\alpha -rojo-’)
%figure %
%plot(1:length(err1),err1,1:length(err1),err2,’r’) %
%title(’Errores: futuro -azul-, pasado -rojo-’) %
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
if averde(1)>averde(2)%(length(averde))

averde = -averde;
Dalfa = -Dalfa;
A = -A;
A1 = -A1;
err1 = -err1;
err2 = -err2;
cambiodesigno=1

end
fid = fopen(’E1final.txt’, ’w’);
fprintf(fid, ’%6.4f\n’, err1);
fclose(fid);
fid = fopen(’E2final.txt’, ’w’);
fprintf(fid, ’%6.4f\n’, err2);
fclose(fid);
fid = fopen(’Afinal.txt’, ’w’);
fprintf(fid, ’%6.4f\n’, A);
fclose(fid);
%%%%%%%%%%%%%%%%INICIA ESTADISTICA PARA MEJORAR OVERLAP%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
Nn=length(err1);

for i=1:Nn



Caṕıtulo A. Apéndice 49

x0(i)=Dalfa(i);
x0(i+Nn)=A(i);

end
x0(i+Nn+1)=A(i+1);

for kk=0:ciclos
if kk == 0

eta(kk+1) = 0;
else

eta(kk+1) = (5^fix(0.5+(-1)^kk))*etainicial*10^(ceil(kk/2-1));
end
einicial(1,kk+1) = feval(@mifun,x0,eta(kk+1));
options = optimset(’TolFun’,1e-100,’MaxFunEvals’,1e+090);%,’TolX’,1e-004);
[x,fval,exitflag] = fminsearch(@(x) mifun(x,eta(kk+1)),x0,options);
mn(kk+1) = fval;
einicial(2,kk+1) = fval;
Dalfamin = x(1:1,1:Nn);
Amin = x(1:1,Nn+1:2*Nn+1);
for i=1:Nn

if i>1
averdemin(i+1) = averdemin(i) + Dalfamin(i);

else
averdemin(1) = 0;
averdemin(2) = Dalfamin(i);

end
end

%%%%%%%%%%COMPARAR FUERZAS RECONSTRUIDA, MINIMIZADA Y ORIGINAL%%%%%%%%%%%%%
l=1;
for s=1:intervalos
dm=Dalfa(s)/paso;
dm1=Dalfamin(s)/paso;
for j=1:paso

alfa(l)=averde(s)+dm*(j-1);
alfamin(l)=averdemin(s)+dm1*(j-1);
l=l+1;

end
end dif=length(r)-length(alfa);
raux=r(1,1+ceil(dif/2):length(r)-floor(dif/2)); fin=length(alfa);
alfaloops(m,:)=alfa; alfaloopsmin(m,:)=alfamin;
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%INICIA CALCULO DEL NMSE%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
alfa1 =
(alfa-mean(alfa))/std(alfa-mean(alfa))*std(raux)+mean(raux);
varianc = var(raux); errores = alfa1 - raux; NMSE(k) =
mse(errores)/varianc
alfa2 =
(alfamin-mean(alfamin))/std(alfamin-mean(alfamin))*std(raux)+mean(raux);
errores1 = alfa2 - raux; NMSE1(k) = mse(errores1)/varianc
NMSEloops(m,k) = NMSE(k); NMSEloops1(m,k)= NMSE1(k);
NMSEciclos(k,kk+1) = NMSEloops(k); NMSEciclosmin(k,kk+1) =
NMSEloops1(k);
%figure
%plot(1:length(averde),averde,1:length(averde),averdemin,’k’)
%title(’Reconstrucción -azul- Minimización -negro-’)
%%%%%%%%%GRAFICA PARA VER LA EVOLUCIÓN DE LA MINIMIZACIÓN SEGUN ETA%%%%%%%%
figure
plot(1:length(alfa1),alfa1,1:length(alfa2),alfa2,’k’,1:length(raux),raux,’r’)
title(’Reconstrucción -azul- Minimización -negro- Original
-rojo-’) xlabel(’t’) ylabel(’\alpha(t)’)
end
%%%%%%%%%%%%%%%%TERMINA ESTADISTICA PARA MEJORAR OVERLAP%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%eta(1)=eta(2)/10; %se hace este cambio sobre eta(1) porque originalmente es "cero"
%figure
%plot(log10(eta),log10(mn))
%title(’Estadı́stica \epsilon(\eta)’)
%xlabel(’log_{10}(\eta)’)
%ylabel(’log_{10}(\epsilon)’)
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%figure
%plot(log10(eta),log10(NMSEciclos),log10(eta),log10(NMSEciclosmin),’r’)
%title(’NMSE(\eta): Reconstrucción -azul- Minimizado -rojo-’)
%xlabel(’log_{10}(\eta)’)
%ylabel(’log_{10}(NMSE)’)
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%TERMINA CALCULO DEL NMSE%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%figure
%plot(1:fin,raux,’r’,1:fin,alfa1,’b’,1:fin,alfa2,’k’)
%title(’forzamiento: original-rojo- reconstruido-azul- minimizado-negro-’)
figure %%%%%%%%%%%%% FIGURA DE TESIS %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
plot(1:fin,raux,’k’,1:fin,alfa1,’k-o’) title(’forzamiento:
original-punteado- reconstruido-o-’) xlabel(’t’)
ylabel(’\alpha(t)’)
end

for m=1:length(alfa)
alfamean(1,m)=mean(alfaloops(:,m));
alfameanmin(1,m)=mean(alfaloopsmin(:,m));

end
alfamean = (alfamean-mean(alfamean))/std(alfamean-mean(alfamean))*std(raux)+mean(raux);
alfameanmin = (alfameanmin-mean(alfameanmin))/std(alfameanmin-mean(alfameanmin))

*std(raux)+mean(raux);
% figure
% plot(1:length(alfamean),alfamean,1:length(alfamean),alfameanmin,’k’,1:length(alfamean)
% ,raux,’r’)
% title(’forzamiento loops: original-rojo- reconstruido-azul- minimizado-negro-’)
end
for m=1:repeticiones

NMSEmean(1,m)=mean(NMSEloops(:,m));
NMSEmeanmin(1,m)=mean(NMSEloops1(:,m));

end
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