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Introduccion

El surgimiento de los D-mdédulos segin [Coutinho| comienza a partir de los afios 60’s,
cuando numerosos investigadores, entre los que destacan [.N. Bernstein, [.M. Gelfand, I.S.
Gelfand, B. Malgrange, comenzaron a deducir propiedades de las ecuaciones diferenciales
a partir de estructuras algebraicas que se les pueden asociar a éstas. Como ejemplo te-
nemos los trabajos de Malgrange, quien consideré el D-moédulo asociado a una ecuacion
diferencial con coeficientes constantes para deducir propiedades de la ecuacion. Posterior-
mente en 1971 M. Kashewara en su tesis doctoral “Estudio Algebraico de Sistemas de
Ecuaciones en Derivadas Parciales”, aplicd sistematicamente los argumentos utilizados
por Malgrange para ecuaciones diferenciales con coeficientes analiticos. Por otra parte en
la Unién Soviética Bernstein desarrollo la teoria de los médulos sobre el dlgebra de Weyl.
Teoria que aplicé de forma inteligente para responder a una pregunta que planteé I.M.
Gelfand en el Congreso Internacional de Matematicas, Amsterdam 1954, donde se cues-
tionaba si cierta funcién I'y(2) (que se relaciona con la ecuacién funcional) podia ser
extendida a una funcion meromorfa definida en todo el plano complejo. La respuesta que
ofrecié Bernstein en 1972 se concentraba en las propiedades algebraicas de las algebras
de Weyl. Esta respuesta se consideraba “elemental” comparada con las respuestas que
ya habian dado M.F. Atiyah y el mismo Bernstein en colaboracién con I.S. Gelfand en
1968, las cuales usaban argumentos bastante complicados como la resoluciéon de singu-
laridades de H. Hironaka. Asi fue como este tipo de argumentos algebraicos comenzé a
ser una fuente de respuestas a diversos problemas que tienen su raiz en el Anélisis o en
Ecuaciones Diferenciales.

La teoria general de los D-mddulos como se puede checar en [Bjork| y [Malgrange] se da
entre una mezcla de Algebra, Geometria Algebraica, An4lisis y Ecuaciones Diferenciales:
donde los temas que destacan son sucesiones espectrales, categorias derivadas, esquemas,
gavillas, sistemas dinamicos, etc. Pero donde la idea principal es utilizar argumentos de
tipo algebraico para solucionar problemas de tipo analitico. Es por esto que la tematica
de los D-médulos es bastante amplia y requiere de un profundo conocimiento de diversas
areas de la Matematica. Debido a nuestro poco entendimiento y muchas limitaciones
nosotros tnicamente estudiaremos los D-modulos desde el punto de vista algebraico.

El propdsito del presente trabajo es analizar las notas [Mili¢i¢] de las cuales se han
extraido la mayoria de los resultados que aqui se exponen. Estudiaremos las propiedades
principalmente homoldgicas de mdédulos que en principio no tendrian que ser médulos
sobre el Anillo de Operadores Diferenciales, sino de moédulos que estdan sobre un anillo
que tiene una buena filtracion y posteriormente nos concentramos en las propiedades que
cumplen los médulos sobre el Anillo de Operadores Diferenciales.

A manera de introduccion para los temas que desarrollaremos en las siguientes seccio-
nes haremos un breve recuento sobre algunos teoremas que fueron analizados en [Tesis] y
que seran de gran utilidad en este trabajo.

Comenzamos recordando la definicién de algebra de Weyl. Para un dominio entero
R, la n-dlgebra de Weyl, n > 1, se define como la R-algebra libre en los generadores
Xi,...,Xp,01,...,0, con las relaciones X;X; — X;X; = 0, 6;0; — 9;0; = 0 y la de anti



conmutatividad 6;,X; — X;0; = A;;, donde A;; es la delta de Kronecker. En simbolos

R< X1, .., X0, 00,0 60>

I (K) = .

Para K un campo de caracteristica cero, 47, (K) también se le conoce como Anillo de Ope-
radores Diferenciales. Recibe este nombre debido a que ésta es isomorfa a la K-subalgebra

de Endg (K[Xy,...,X,]) generada por los operadores lineales X, ..., X,, ain, o 8%”’

donde X; denota el operador multiplicar por la variable X; y a?c
con respecto a la variable X;. Por la regla de Leibnitz para la derivada de un producto se
deduce que estos operadores satisfacen la relacién

0 0

— X — X,— = A
0x; 7 10X, !

Todo elemento a € 7,(K) lo podemos expresar de manera unica en la forma a =
> e Gap Xyt X om0 50 para aqs € K, a,ff € Z% . En términos mads generales,
lo que estamos afirmando es que la coleccién de monomios {X§” }apezn es una K-base
de Poincaré-Birkhoff para <7,(K). El producto de dos elementos a,b € 7,(K) se define
como sigue

ab = Zaaﬂxal---xwﬁl- 8P ( Za%X“ XS gn)
- XX en XS (0)(0) () ()
a,B 7€ r1>0 >0 " 'n 'n

ar+y1—r1 | yantyn—ra §Pite1i—r1 | sBnten—rn

Definimos el grado de un elemento a € <,(K) no nulo como deg(a) = max{|a + 5|},
donde «, # son subindices de la expresién canénica de a y deg(0) = —oo. La funcién deg
satisface:

1. deg(a +b) < max{deg(a),deg(b)}.
2. deg(ab) = deg(a) + deg(b), para a,b no nulos.

De esta forma, cualesquiera dos elementos a,b € ¢7,(K) cumplen ab = 0 siy sélo si a =0
0b=0, es decir &7,(K) es un dominio entero. El conmutador se define como

[a,b] = ab—ba, a,be o, (K).

Por la forma en que se definié el producto en .o, (K), podemos observar rapidamente que
en la expresion ab — ba se cancelan los términos principales, entonces

(1a) deg([a, b]) < deg(a) + deg(b) — 1.

Realizando los célculos explicitos, se puede probar que deg([a, b)) < deg(a) + deg(b) — 2.
Supongamos que [ es un ideal propio no trivial de 47, (K), consideremos ¢ € I un elemento
no nulo de grado minimo, entonces deg(c) > 1. Luego, [c,d],[c, X;] € I, =1,...,n,
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y al menos uno de estos conmutadores es distinto de cero. Sin pérdida de generalidad
supongamos que [c, §;,] # 0, entonces deg([c, §;,]) < deg(c) — 1, lo cual contradice el hecho
de que ¢ es de grado minimo, por lo tanto <7,(K) es simple.

Ahora definimos F.#7,(K), una filtracién en <7, (K') dada por los conjuntos F,.,(K) =
{a € o,(K)| deg(a) < p}, p € Z. Veamos que propiedades cumple esta familia de
K-espacios vectoriales. Cada F,7,(K) es isomorfo al K-espacio vectorial generado por
{X%6P : Ja+8| < p},p €Z. Ademas la dimensién dimg F,,(K) = (*3'?), p € Z,
es decir, cada F,9,(K) es de K-dimensién finita. Para p < 0, F,,(K) consta tan
sélo del elemento cero y Foa,(K) = K, lo cual implica que 1 € FO,Qin(K ). La unién
Upez Fpn(K) = 2,(K). Por la forma en que se definié el producto en <7, (K) tenemos
que para p,q € Z, Fpa,(K) - Fya,(K) C F,1,9,(K) y por la propiedad (la) se cumple
que [F,a,(K),F, ( )] C Fp+q 19, (K). Definimos el anillo graduado asociado por
Gra,(K) = @pez oty (K)/F,-19,(K) con el producto dado por la regla

(a+ Fp1.9,(K))(b+ F_19,(K)) = ab+ F,q19,(K),

para a € F,a,(K), b € F,4,(K). De la propiedad (la) tenemos que ab y ba estan
en la misma clase en Grez,(K), es decir GraZ,(K) es conmutativo. Ademds Gr.a7,(K)

es el anillo de polinomios en las variables Xi,..., X,,&1,...,&,, donde la clase de ¢; la
estamos denotando por &, i = 1,...,n. Las variables Xi,..., X,,,d1,...,0, de 4,(K)
tienen grado 1, es decir estdn contenidas en Fi.¢7,(K), entonces Xi,..., X,,&,...,&,

estan contenidas en Gry.9,(K) y generan a Gra7,(K) como K-élgebra. Si resumimos las
propiedades anteriores en una lista, tenemos:

1. F,a,(K) = {0}, para ¢ <0.

2. Uper FyptalK) = (K.

3. Lo () € Fodt(K).

4. F,o,(K) - Fyet,(K) C Fpiq-19,(K), para cualesquiera p, q € Z.
5. [Fpdy(K), Fyoty,(K)] C Fyiq-19,(K), para cualesquiera p,q € Z.
6. Grez,(K) es un anillo noetheriano.

7. Gr1.4,(K) genera Gra,(K) como Fy,(K)-dlgebra.

Posteriormente veremos que 1,...,7 son las condiciones para que un anillo tenga una
buena filtracién, asi «7,(K) se convierte en el primer ejemplo para el cual se cumplen
todos los resultados que seran expuestos a lo largo de este trabajo.
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1. Dimension de Modulos Sobre Anillos Filtrados

En esta seccion estudiaremos los moédulos sobre anillos filtrados. Definiremos el con-
cepto de buena filtracion y estableceremos los criterios para que un D-moédulo pueda tener
una buena filtracién en términos del GrD-médulo graduado asociado. Definiremos la d-
dimension y la ey-multiplicidad a partir del polinomio de Hilbert asociado al crecimiento
de una funcion aditiva A sobre una buena filtracion. Posteriormente analizaremos la buena
filtraciéon dada por el grado en el anillo de polinomios, calcularemos la dy-dimensién y la
ex-multiplicidad, para A la funcién aditiva dada por dimpg. Al final probaremos que la
dj-dimensién de un moédulo finitamente generado M coincide con la altura del Ann(M),
la cual es igual a dimV(Ann(M)). En particular tenemos que la dy-dimensién del anillo
de polinomios coincide con la dimensién de Krull de éste, teniendo como consecuencia que
la dy-dimension generaliza la dimension de Krull y tiene importantes aplicaciones para el
caso de anillos simples como las dlgebras de Weyl.

Una graduacion GA de un anillo A, es una sucesion de grupos abelianos aditivos
(Ai;1 € Z), tales que

Gl A=, A
G2. A;- A; C Ajyj, para todo i, j € Z.

Todo anillo que admita una graduacion diremos que es un anillo graduado. En general,
podemos establecer graduaciones que estén indexadas por un grupo o N U {0}. En ésta
ocasion consideraremos graduaciones indexadas por Z o Z, = N U {0}.

Proposicion 1.1. Sea A un anillo con identidad 14. St GA es una graduacion de A,
entonces 14 € Ap.

Demostracion. Como A = @, A;, existe h € Z, tal que 14 € Aj. Sea a € A; distinta

de cero, entonces aly € Ajyy, asi aly = a € A; N Aj4p, de donde h=0. Por lo tanto
14 € Ag. OJ

Lema 1.2. Sea A= @, , A, un anillo graduado noetheriano. Entonces se cumple:
1. Ay es un anillo noetheriano con identidad.
2. A es una Ag-dlgebra finitamente generada.

Demostracion. 1. Sea A* = @, | A,, entonces A* es un ideal bilateral de A y Ay =
A/A*, como cociente de noetheriano es noetheriano, tenemos que Ag es noetheriano.
Ademds 14 = 14,.

2. A* es finitamente generado. Sean x1,xs,...,r, € A* un conjunto de generadores
homogéneos, con d; = degx;. Sea B la Ag-subdlgebra generada por zq, s, ..., x,.
Probaremos por induccién que A, C B, n € Z,. Claramente Ay C B. Sean >0y
z € A,. Entonces z € A*, es decir z = >, | zx;, donde z; € A,_4,. Por la hipdtesis
de induccién cada z; € B, de esta forma concluimos que z € B.

]



Sea D un anillo con identidad, una filtracion creciente de D, es una sucesién (D,;n €
7)) de subgrupos abelianos aditivos de D que cumplen:

F1. D, =0, para n < 0;

F2. UyezD,, = D;

F3. 1 € Dy;

F4. D, - D,, C D, paran,m € Z;
F5. [D,, D) C Dypym-1, para n,m € Z.

Entonces GrD = ®nEZ D,,/D,,_1 es un anillo graduado con identidad. F'5 implica que
GrD es conmutativo, en particular Dy es un anillo conmutativo con identidad. Por lo
tanto, GrD es una Dy-algebra. También pediremos que la filtracion de D cumpla:

F6. GrD es un anillo noetheriano;
F7. GriD genera GrD como Dy-algebra.

Esto implica que Dy es un anillo noetheriano. Asi, podemos seleccionar un numero finito
de elementos x1,xs,...,xs € GriD tales que generan a GrD como Dy-algebra. Por F7
tenemos:

Grp1D =G D - Gr,D, ne€Z,,

de donde
Dn_;,_l - Dl . Dn, n e Z+.

Sea M un D-médulo. Una filtracion FM = (F,M;n € Z) de M dada por subgrupos
aditivos es una filtracion de D-médulos, si D, - F,, M C F,.,M, para m,n € Z. En
particular, cada F,,M es un Dy-moédulo. Una filtracién de D-modulos es llamada estable,
si existe mg € Z tal que D,,- F,, M = F, ., M, paratodan € Z, y m > mgy. Una filtracién
de D-médulos FM se llama buena si:

BF1. FM es hausdorff, es decir, F,,M = {0} para n € Z suficientemente negativa.

BF2. La filtracion FM es ezhaustiva, es decir, |J, ., F, M = M.

ne”Z
BF3. F,M, n € Z, es un Dy-modulo finitamente generado.
BF4. La filtracién F'M es estable.

Ahora que tenemos la definicién de una buena filtracion, estudiaremos las condiciones
para que un D-mddulo pueda tener una buena filtracion.

Lema 1.3. Sea FM una filtracion de D-mddulos exhaustiva y hausdorff de M. Entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. FM es una buena filtracion,

2. GrM es un GrD-modulo finitamente generado.



Demostracion. 1. = 2. Existe mg € Z tal que D,, - Fy,,y, M = F,, 1, M, para todon € Z,.
Entonces Gr,D - Gr,,,M = Gr,im,M para toda n € Z,, de esto se sigue que
@ngmo Gr, M genera GrM como GrD-médulo. Como F,,M es un Dy-médulo fini-
tamente generado, Gr, M es un Dy-médulo finitamente generado. Asi, F,,M = {0}
para n € Z suficientemente negativo, y €9 Gr, M es un Dy-médulo finitamente
generado.

n<mg

2. = 1. Como F'M es hausdorff, Gr,M = {0} para n € Z suficientemente negativa. Cada
Gr, M es un Dy-médulo finitamente generado. La sucesion exacta

0— F,_1M — FLM — Gr,M — 0,

implica que F,M = F, 1M, para n suficientemente negativa. Entonces existe ng €
Z, tal que Nyez M = F,,M. Como la filtracién es hausdorff, £, M = {0}. Por
induccién en n, cada F,M es un Dy-mddulo finitamente generado. Sea mg € Z, tal
que P, <,,, GraM genera GrM como GrD-médulo. Sea m > my, entonces

Gt M = @ Grp1 kD - GryM = @ GriD - Gryy i D - GreM C Gryp g1 M,

k<mg k<mg

es decir, Gr1 D - Gr,, M = Gr,,,1 M. Esto implica que

FoyM =D, -F,,M+ F,M =D, - F,M,

por induccién en n,

FpinM =Dy -Dy---Dy - F,M = D, - Fyy M C Fy M.

Por lo tanto "M es una buena filtracién.
]

En particular (D,;n € Z) es una buena filtracién de D considerado como un D-
modulo.

Lema 1.4. Sea M un D-mdédulo con una buena filtracion F'M. Entonces M es finitamente
generado.

Demostracion. Por definicion Uz Fo, M = M y FyppoM = D, - FipyM, paran € Zy y
mg € Z suficientemente grande. Entonces F,,, M genera M como D-médulo. Luego, F,, M
es finitamente generado como Dy-moddulo, de donde concluimos que M es un D-mddulo
finitamente generado. O

Lema 1.5. Sea M un D-mddulo finitamente generado. Entonces M admite una buena
filtracion.



Demostracion. Sea U un Dg-médulo finitamente generado, que genera a M como D-
modulo. Definimos F,M = {0} paran < 0y F,M = D,U para n > 0. Entonces
U=GrgM,y

F,M D, U
anlM B anlU
de donde GrM es un GrD-modulo finitamente generado. Por el lema 1.3 concluimos que
F'M es una buena filtracion. O

Gr, M = = Gr, D - GrgM,

Por los lemas 1.4, 1.5 concluimos que los tinicos D-mddulos que admiten una buena
filtracion son los finitamente generados.

Proposicion 1.6. D es un anillo noetheriano izquierdo y derecho.

Demostracion. Sea I un ideal izquierdo de D. La filtracién de D induce una filtracion
(I, = INDy;n € Z) en 1. Por ser I un ideal izquierdo, la filtracién resulta ser de
D-médulos. El médulo graduado asociado Grl es un ideal de GrD. Como GrD es un
anillo noetheriano, Grl es finitamente generado. Por 1.3, la filtracién de I es una buena
filtracion, y por 1.4 I es finitamente generado. Por lo tanto D es noetheriano.

Si remplazamos D por D y repetimos el argumento, obtenemos que D es noetheriano
derecho. O

Si tenemos dos filtraciones FM y F' M de un D-médulo M, decimos que FM es més
fina que F'M, si existe un nimero k € Z, tal que F,M C F;HrkM, para toda n € Z. Si
FM es més fina que F'M y F'M es més fina que FM, decimos que son equivalentes.

Lema 1.7. Sea FM una buena filtracion de M un D-mddulo. Entonces FM es mds fina
que cualquier otra filtracion exhaustiva de D-mddulos de M.

Demostracion. Sea mg € Z tal que D,, - F,,M = F,,,,,M, para todo n € Z,. Sea F'M
otra filtracion exhaustiva de D-médulos de M. Como F,,,, M es un Dy-médulo finitamente
generado y F'M es exhaustiva, entonces existe p € Z tal que o.M C FZI)M . FM en
particular es hausdorff, es decir, existe ng tal que F,,M = {0}. Sea k = p+ |n|. Entonces,
para ng < m < myg, tenemos

FuM C FyyM C F,M C F,, M,
y para m > mg,
FuM = Dyyrny - FrpgM C Dy - FLM C Fy M C F M.
O

Corolario 1.8. Cualesquiera dos buenas filtraciones en un D-mdodulo finitamente gene-
rado son equivalentes.

Sea C una categoria de modulos. Sea A una funcion definida sobre C que toma valores
en Z, . La funcién A es llamada aditiva si para cualquier sucesion exacta en C,

0—>M,—>M—>M”—>O,

se tiene
AM) = ANM') + \M").

Como ejemplo de funciones aditivas tenemos:
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1. Si denotamos por M;f(D) la categoria de D-mddulos de longitud finita, A :=
longitud es una funcién aditiva.

2. Sidenotamos por My (K) la categoria de K-espacios vectoriales de dimensién finita,
A= dimg es una funcién aditiva.

3. Si denotamos por M, (D) la categoria de D-mdédulos libres de rango finito, A :=
rango es una funcién aditiva.

Sea A una funcién aditiva en la categoria de los Dy-moédulos finitamente generados
My(Dy). Consideremos M un D-médulo finitamente generado y F'M una filtracién de
M. La serie de Poincaré de M con respecto a A, se define como

P(M,t) = i AE, M) € Z((1)).

El siguiente teorema describe la forma en que puede ser expresada P(M,t).

Teorema 1.9 (Hilbert-Serre). P(M,t) es una funcion racional en t de la forma

f@)
[Timy (1= th)’

donde f(t) € Z]t].
Demostracion. [Atiyah-Macdonald] pdgina 117. O
Denotamos por d el orden del polo de P(M,t) en t = 1.

Teorema 1.10. Si cada k; = 1 (en el teorema anterior), entonces para n suficiente-
mente grande, A\(F,,M) es un polinomio en n de grado d— 1. El término principal de éste
polinomio estd dado por (3> ap)n?1/(d —1)!, donde a;, son los coeficientes de f(t).

Demostracion. [Atiyah-Macdonald] pagina 117. O

El polinomio A(F,, M), para n € Z suficientemente grande, es llamado el polinomio de
Hilbert de M con respecto a .

Sea M un D-médulo no nulo finitamente generado con dos buenas filtraciones FM y
F'M, por 1.8 sabemos que existe k € Z, tal que

F,M C F, M C F,y 0, M,

para toda n € Z. Esto implica que los polinomios de Hilbert A(F,M) y \(F, M), para
n suficientemente grande, tienen los mismos términos principales. Denotamos el grado
comun de estos polinomios por dy(M) y lo llamamos la dimension de M con respec-
to a A (dy-dimensién). Por 1.10, el coeficiente lider de estos polinomios tiene la forma
ex(M)/dx(M)!, donde ex(M) € N. Llamamos a ey (M) la multiplicidad de M con respec-
to a A (ey-multiplicidad).

Ahora veremos como se comporta dy y e, con respecto a una sucesién exacta corta.



Lema 1.11. Sea
0—-M LML M —0

una sucesion exacta de D-modulos. Si FM es una buena filtracion en M, entonces ésta
. . / "
induce buenas filtraciones para My M .

Demostracion. Definamos FM' = (f~'(f(M YN F,M);n € Z) y FM" = (g(F,M);n €
Z), las cuales resultan ser de D-médulos. Como Kerg = Imf, entonces Kerg N F,, M =
Imf N F,M, para todo n € Z. Entonces la sucesion

0— M L5 M2 B M =0

es exacta, para toda n € Z. Lo cual implica que la sucesién

0— GrnM/ Grfy Gr, M Grgs GrnMN — 0

es exacta, para toda n € Z. Por lo tanto la sucesion

0— CrM L crm E% M’ — 0

es exacta. Si la filtracion F'M es buena, entonces GrM es un GrD-médulo finitamente
generado y como consecuencia GrM' y GrM" también son finitamente generados. Por 1.3
FM' vy FM" son buenas filtraciones. ]

Proposicion 1.12. Sea
0—=M - M—M —0
una sucesion exacta de D-mdodulos finitamente generados. Entonces
1. dy(M) = méax{d\(M"),d\(M")};

!/ " ’ 1"

2. Sidy(M) =d\(M') =dx(M"), entonces ex(M) = ex(M' )+ ex(M").

Demostracion. Como M es finitamente generado, entonces M tiene una buena filtracion
FM, por lo discutido en el lema anterior FM induce buenas filtraciones FM', FM" en
M’y M" respectivamente. Como A es una funcién aditiva,

MGr, M) = \(Cr,M) + XN(Gr,M"), neZ
Por induccién en n, se deduce
NF,M) = NF,M)+ \F,M"), neclZ.

Para n suficientemente grande, la igualdad anterior resulta ser una igualdad de polinomios,
de donde se deduce (1) y (2). O

Consideremos ¢ un automorfismo de D tal que ¢(Dg) = Dy. A partir de ¢, podemos
definir un funtor ¢ de M(D) en si misma que manda cada D-médulo M al D-médulo gg(M )
que es isomorfo a M como grupo abeliano y la accién de D esta dada por (T, m) — ¢(T)m,
T € D, m € M. Claramente g/b\ es una auto equivalencia en M (D) que preserva D-mo6dulos
finitamente generados.



Proposicion 1.13. Sea M un D-mddulo finitamente generado. Entonces

~

dx(¢(M)) = dxr(M).

Demostracion. Sean T1,Ts, ..., T, € D, tales que sus clases en Gry D generan a GrD como
Dy-algebra. Entonces existe d € N tal que ¢(T;) € Dy para 1 <i <s. Como Ty, Ts,..., T
y 1 generan Dy como Dg-médulo, tenemos ¢(Dy) C Dy. Sea F'M una buena filtraciéon de
M. Definimos una filtracién F(;AS(M ) por

F,p(M) = F,M, pcZ

Claramente, F(M) es una filtracién creciente de ¢(M) por Dy-submédulos finitamente
generados. Ademas,

Dy - Fpud(M) = ¢(D1) - FymM C Dy - FymM C FyimynyM = Fpp1(M),
para m € Z. Por induccién, tenemos
Dn : Fma(M> = Dl : Dn—l : Fma(M> C Dl : Fm—&-n—lgg(M) C Fn+m$(M)7

para toda n,m € Z. Por lo tanto FQZ(M) es una filtracién de D-mdédulos. Por 1.5, existe
una buena filtracién F /(;AS(M ) que es més fina que esta filtracion, es decir, existe k € Z
tal que R R
F,6(M) C Fyxd(M) = FyiyM, n € Z.
Asi, R
ANE,$(M)) < M FynimM), n € Z.

Para n € Z suficientemente grande, A(Fy(,1) M) es igual a un polinomio en n con término
principal igual a

ex(M)d™M dy(M)

(MY

Como A(F.¢(M)) esté dado por un polinomio de grado dx(gg(M)), para n € Z suficiente-
mente grande. Por lo tanto dy(¢(M)) < dy(M). Aplicando el mismo razonamiento para
¢, tenemos dy (M) = dy(¢~ ' (¢p(M))) < dy(M), de donde se sigue el teorema. O

Ahora analizaremos la d)-dimensién y la ey-multiplicidad del anillo de polinomios y
recordaremos su relacién con la dimension de Krull.

Sea A = K[Xy,...,X,] con K un campo algebraicamente cerrado. Podemos filtrar A
a través del grado, es decir, A, = {>_, a,X||a] < m}. Entonces GrA = K[X;,..., X,].
Asi, A satisface las propiedades F1,... F7. Como Ay = K, podemos considerar la funcién
aditiva A dada por dimg. Para cualquier p € Z,, tenemos
dimg(4,) = (n -l-p) _ p_‘ + términos de grado menor,
n n!

esto nos dice, dy(A) =ny e)(A) = 1. Ademés para M un A-médulo finitamente generado
tenemos la sucesion exacta
0—-K—A"— M — 0,

por 1.12, d(M) < n.
Recordemos un poco los conceptos de dimension que conocemos.

7



1. Para X un espacio topolégico, se define la dimension de X, que se denota por dim X;
como el supremo de todos los enteros r tales que existe una cadena Zyg C Z; C - -+ C
Z, de cerrados irreducibles distintos de X.

2. Para R un anillo. El supremo de todos los r, tomado sobre todas las cadenas decre-
cientes pg D p1 D -+ - D p, de ideales primos de R, es llamado la dimension de Krull
de R, y se denota por KdimR. De los teoremas de dlgebra conmutativa sabemos
que para R un anillo conmutativo con unidad, X = Spec(R) el espectro de R, es un
espacio topoldgico que satisface dim(Spec(R)) = Kdim(R).

3. Para un ideal primo p de R, el supremo de todas las longitudes, tomado sobre
todas las cadenas de ideales primos estrictamente decrecientes que comienzan en p,
Pp=9poDP1 DP2D - Dp,, es llamada la altura de p, lo denotamos por ht(p).
Si R es noetheriano, se puede probar que ht(p) < oco. De manera informal ht(p)
corresponderia con la dimensién de Krull de p, la cual coincide con la dimensién de
la variedad asociada a p (pensando que R=A, el anillo de polinomios).

Teniendo en cuenta que la dimension como variedad y como ideal coinciden, es na-
tural preguntarnos como se relacionan estas dimensiones con la A-dimension, para M
un A-modulo finitamente generado. Un resultado sorprendente 1.17 que posteriormente
enunciaremos, nos muestra que estas tres dimensiones coinciden. Antes de enunciar otro
resultado ajustemos la notacion.

Sea x € K™ y denotemos por m, el ideal maximal en K[X;,...,X,] de todos los
polinomios que se anulan en z. Luego, A, es un anillo local n-dimensional con ideal
maximal n, = (m,), que consiste de todas las funciones racionales K-valuadas en K"
regulares en x. Sea M un A-modulo, su localizacién M, en x es un A,-moédulo. Definimos
el soporte de M en K™ por supp(M) = {z € K"|M, # 0}, y definimos el aniquilador
de M en A por Ann(M) = {x € Alzm = 0,para toda m € M}. De aqui en adelante
denotaremos la A-dimensién y la A-multiplicidad de un médulo M simplemente por d(M)
y e(M) respectivamente.

Lema 1.14. Sea
0—>M - M-—>M —0

una sucesion exacta de A-médulos. Entonces supp(M) = supp(M') Usupp(M").
Demostracion. Como la localizacion es exacta, tenemos que

0— M, - M, — M, -0

17

es una sucesion exacta de A,-médulos. Luego, M, = {0} si y sélo si M, = {0} y M,
{0}. Por lo tanto se cumple la igualdad.

Ol

Para I un ideal en K[Xj, ..., X,], denotamos por V(I) al conjunto {z € K"| f(z) =
0, paratoda f € I}.

Proposicion 1.15. Sea M un A-modulo finitamente generado e I su aniquilador en A.
entonces supp(M) = V(I).



Demostracion. Por induccién en el nimero de generadores de M. Si M tiene sélo un
generador, M es de la forma A/I. Entonces M, = (A/I), = A,/I.. Seax € V(I), entonces
I c m,y I, Cn,. Entonces I, # A,, de donde (A/I), # 0 y con esto x € supp(M).
Inversamente, si z ¢ V(I), existe f € I tal que f(z) # 0, es decir f ¢ m,. Asi, f(g+1) =0
para todo g € A. Entonces (A/I), =0y x ¢ supp(A/I). Por lo tanto supp(A/I) = V(I).

Ahora supongamos que my, my. .., m, es un conjunto de generadores de M. Denota-
’ , . .,
mos por M el A-submédulo generado por mq,mg, ..., m,_1, y consideremos la sucesién
exacta

0—-M —M—M —0.
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Por 1.14, supp(M) = supp(M") U supp(M ). Por la hipétesis de induccién supp(M) =
V(I'YUV(I"), donde I', I" son los aniquiladores de M', M" respectivamente. Denotamos
por I el aniquilador de M. Entonces I'-1" C I C r(I'N1"). Esto implica que V(I'NI") C
V) eV - Ty cvIHYuv(I")y =V ' NnI"), es decir supp(M) = V(I). O

El siguiente resultado es indispensable para la prueba de los teoremas del final de esta
seccién, debemos tener cuidado con las implicaciones de este lema, pues pareciera que se
concluye que todo médulo finitamente generado tiene una serie de composicion, pero no
es agi, la filtracién que se obtiene no satisface que los cocientes consecutivos sean simples.

Lema 1.16. Sea R un anillo noetheriano conmutativo y N un R-mddulo finitamente
generado. Entonces existe una filtracion 0 = Ng C Ny C --- C N,_1 C Ny = N de N
dado por R-submddulos que satisfacen N;/N;_1 = R/I;, 0 < i < s, donde cada I; es un
tdeal primo de R.

Demostracion. Paray € N, denotamos el anulador de y por Ann(y) = {r € R|ry = 0}, el
cual es un ideal de R. Sea A la familia de todos los ideales Ann(y), y € N no cero. Como
R es un anillo noetheriano, A tiene elementos maximales. Sea J un elemento maximal de
A, probaremos que J es también un ideal primo. Sea y € N tal que J = Ann(y). Luego,
ab € J, significa que aby = 0. Supongamos que b ¢ J, es decir by # 0. Asi, J C Ann(by)
y a € Ann(by). Por la maximalidad de J, a € J = Ann(by). Entonces J es primo. Por
lo tanto, existe x € N tal que J; = Ann(x) es un ideal primo. Si llamamos N; = Rz, el
R-submodulo de N generado por z, entonces

Ny = R/ J,.

Ahora denotamos por I' la familia de todos los R-submédulos de N que tienen filtracién
0=My,C M, C--+C My =M, con M;/M; 1 = R/J;, para algin ideal primo J; de
R. Como N es finitamente generado, N es noetheriano. Entonces I' tiene un elemento
maximal 7. Supongamos T' # N y consideremos la sucesién exacta

0T —>N-=>T —0.

T' es un R-médulo no nulo finitamente generado, entonces existe M un R-submédulo
de T que satisface M~ = R/ J. Por el teorema de la correspondencia, existe M " un
R-submodulo de N tal que

T <M <N.
Ademas M'/T = M" = R/J, lo cual contradice la maximalidad de 7. Por lo tanto
T = N. Esto prueba la existencia de una filtracién con la propiedad senalada. ]
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La localizaciéon A, de A en z € K™ es un anillo local noetheriano. Su ideal maxi-
mal n, es el ideal generado por los polinomios X; — x;, 1 < ¢ < n. Las clases de estos
polinomios generan a n,/n? como K-espacio vectorial. Para cualquier A-médulo M fini-
tamente generado, su localizacién M, es un A,-médulo finitamente generado, entonces
podemos considerar su dimensién d(M,,). Para V una variedad algebraica en K"y x € V,
denotamos por dim, V' la dimensién local de V' en z.

Teorema 1.17. Sea M un A-mddulo finitamente generado, entonces:
1. d(M) = dimsupp(M).
2. d(M,) = dim, supp(M), para x € supp(M).

Demostracion. Por 1.16 existe una filtracion 0 = My C M; C --- C My, = M de M, con
M;/M;_y = R/I,. Las pruebas de (1),(2) las haremos de forma simultanea, por induccién
en la longitud de la filtracion.

Supongamos que M = A/I, con I ideal primo. Si A/I es un K-espacio vectorial
de dimensién finita. Entonces A/l es un dominio entero sobre K, es decir A/I es una
extension algebraica de K. Como K es algebraicamente cerrado A/I = K y por tanto
I es un ideal maximal. Por el teorema de los ceros de Hilbert, supp(M) = V(I) es un
punto z € K™, es decir, dimsupp(M) = 0. Por otro lado, como M, es un espacio lineal
de dimensién uno, d(M,) = 0. Asi, el teorema se cumple en este caso. Supongamos que
I no es un ideal maximal de A. Sea [; ideal primo de A diferente de I, tal que I; D I.
Consideremos f € Iy, f ¢ 1. Asi I C I+ (f) C 1 y I # I+ (f). Por lo tanto, A/I,
es un cociente de A/(I + (f)), v A/(I + (f)) es un cociente de A/I. Observemos que
A/(I+(f)) = M/fM. Consideremos el endomorfismo de M dado por m +— fm, m € M.
Si g+ I estd en el kernel de este morfismo, 0 = f(g+ 1) = fg+ I, es decir fg € I. Como
f ¢ 1Ielesideal primo, g € I, g+ I = 0. Por lo tanto el morfismo es inyectivo. Asi,
tenemos la sucesiéon exacta de A-mddulos

0— ML M- M/FM—o0.

Entonces d(M/fM) < d(M). Si d(M/fM) = d(M), entonces e(M) = e(M)+e(M/fM),
de donde e(M/fM) = 0. Esto es posible sélo si d(M/fM) = 0, lo cual implica d(M) = 0.
Esto contradice el hecho de que M no es de K-dimensién finita. Por lo tanto d(M/fM) <
d(M). Como A/I; es un cociente de M/ fM, se cumple d(A/I;) < d(A/I). Sea xz € V(I;),

como la localizacién es exacta,
0— M, L M, — M,/fM, —0

es una sucesion exacta de A,-médulos. Entonces d(M,/fM,) < d(M,). Si d(M,/fM,) =
d(M,), tenemos e(M,) = e(M,)+e(M,/fM,), de donde e(M,/fM,) = 0. Esto es posible
sélo si d(M,/fM,) = 0, en este caso tenemos m,(M,/fM,) = M,/fM,. Por el lema
de Nakayama M,/fM, = 0. Entonces la multiplicacién por f es sobreyectiva en M,,
es decir fM, = M,. Como f € m,, por el lema de Nakayama, M, = 0. Lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto d(M,/fM,) < d(M,). Asi obtenemos d((A/I1).) < d((A/I),).
Consideremos
{JZ'}:EQCEl c---Cck,CFE,=K",
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una cadena maximal de subconjuntos cerrados irreducibles de K, entonces
I(Ey) =m, DI(Ey) D---DI(E,1) DI(E,) =10}

es una cadena maximal de ideales primos en A. Entonces tenemos la sucesién de desigual-
dades estrictas

0 < d(A/T(Ey)) < d(AJT(EY)) < -+ < d(AJT(E,)) = d(A) = n

0 < d((A/Z(E))x) < d((A/I(EN))a) < --- < d((A/L(En))e) = d(As) =n

Por lo tanto,
A((A/Z(E,).) = d(A/Z(E}) = j = dimE;, 0<j<n.

Sabemos que cualquier subconjunto cerrado irreducible £ de K", puede ser parte de
una cadena maximal. Asi, tenemos d((A/Z(E)),) = d(A/Z(F)) = dimE, z € E. Esto
implica d((A/I),) = d(A/I) = dim(V(I)), para todo ideal primo I de Ay = € V(Z).

Supongamos que M tiene una filtracién como la de 1.16 de longitud n. Sea M’ # 0
un submodulo de M que estd en la filtracion, entonces

0—=M —-M—M —0

es una sucesién exacta de A-médulos. Asi, M, M" tienen filtraciones de longitud estric-
tamente menor que n. Por la hipétesis de induccién M', M" satisfacen (1) y (2). Luego,

d(M) = méx{d(Ml), d(M")} = méax{dim supp(M/), dim supp(M”)}
= dim(supp(M") Usupp(M")) = dim supp(M).

Para x € supp(M), como la localizacién es exacta,
O—>M;—>Mx—>M;—>O.

Entonces

1

d(M,) = méx{d(M,),d(M,)} = méx{dim, supp(M"), dim, supp(M
= dimx(supp(M/) U supp(M”)) = dim, supp(M).

)}

Un resultado inmediato de este teorema es el siguiente.

Corolario 1.18. Sea M un A-mddulo finitamente generado, entonces

d(M)= sup d(M,).

x€supp(M)
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Demostracion. Por induccién en la longitud de la filtraciéon dada por 1.16. Si M = A/,
para [ ideal primo de A, por lo discutido en la prueba de 1.17, d(M) = d(M,), = €
supp(M). Si M tiene una filtracién de longitud n, sea M’ # 0 un A-submédulo de M que
forma parte de la filtracion. Consideremos la sucesién exacta

0—-M - M-—M" —0.

Por hipétesis de induccién, d(M') = SUD ;. esupp (M) d(M,) y d(M") = SUD, equpp(M”) d(M)).
Entonces

d(M) = méax{d(M),d(M")} =méx{ sup d(M,), sup d(M.)}

zesupp(M') zesupp(M’")

= sup  d(M,).

xesupp(M)

Observemos que la dimensién de Krull para un anillo simple D es trivial, sin embargo,
si a D le asociamos una buena filtracion F'D que cumpla F1,...,F7, y podemos definir
una funcién aditiva A en la categoria M, (Dy). Entonces podemos hablar de d(D) y e(D).
Por la forma en que se define GrD, tenemos

0— F,.1D— F,D — Gr,D — 0.
es exacta para todo p € Z. Como A es aditiva, entonces

ANF,D) = XNGr,D) + A(Fp—1D).
Por induccién en p, obtenemos

A(F,D) => " AGrD).

I<p

Por otro lado, FGrD = (F,GrD = >, Gr,D;p € Z) es una filtracién en GrD que
cumple F1,... F7. Luego,

0— F,_1GrD — F,GrD — Gr,D — 0
es una sucesion exacta para todo p € Z. Entonces

MF,GrD) = N(Gr,D) + AN(F,_1GrD).
Nuevamente por induccién en p obtenemos

A(F,GrD) = > " A(GrD).

I<p
De esta forma A\(F,D) = A(F,GrD), para todo p € Z. Por lo tanto
(2a) d(D) =d(GrD) y e(D)=e(GrD).
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En el caso D = @7,(K), la n dlgebra de Weyl sobre un campo K de caracteristica cero.
Tenemos: el grado induce una filtracion F.e,(K) = (F,%,(K) = {a € #,(K)|0(a) <
phip € Z) que satisface F1,... F7, Foa,(K) = K, A\ := dimg es una funcién aditi-
va en My, (Foet,(K)) v Grag,(K) es el anillo de polinomios en 2n-variables. Por (2a)
d(p(K)) = d(Gra,(K)) =2ny e(,(K)) = e(Gre,(K)) = 1.

Con el mismo razonamiento con el que obtuvimos (2a) se puede probar que para
M un D-médulo finitamente generado se cumple d(M) = d(GrM) y e(M) = e(GrM).
Entonces la dimensién y multiplicidad de los 47, (K)-mddulos estdn en correspondencia
con la dimensién y multiplicidad de los Gr.g7, (K )-médulos asociados.

Como nos podemos dar cuenta, en el algebra de Weyl, a pesar de que la dimensién de
Krull es trivial, pues 47,(K) es una dlgebra simple, podemos obtener bastante informacién
a partir de la dy-dimensién. En [Krause-Lenagan] la dy-dimensién se corresponde con la
dimensién de Gelfand-Kirillov.
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2. Algebra Homoloégica Sobre el Anillo de Polinomios

Los esfuerzos de esta seccién estan concentrados en probar el teorema 2.10, el cual
establece la forma en que se relacionan la dimensién d(M) (d)-dimensién) y los fun-
tores derivados Ext/,(—, A). Comenzamos con una serie de resultados que nos establecen
criterios para encontrar cotas para la dimensién homoldgica de anillos noetherianos. La
prueba de estos resultados la omitimos, pues se puede deducir de los teoremas expuestos
en la seccion 9 del libro [Rotman]. Posteriormente analizamos el isomorfismo dado entre
Ext’(A/m,, A) y A/m,, éste isomorfismo acompainiado de una serie de argumentos de
algebra conmutativa nos da una prueba del teorema 2.9, el cual es una version local del
teorema 2.10

Teorema 2.1. Sea R un anillo noetheriano yn € Z., entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. hd(R) < n (hd = dimension homoldgica).
2. Para cualesquiera dos R-mddulos M, N finitamente generados, EX‘CZH(M, N)=0.
Teorema 2.2. Sea K un campo, entonces hd(K[xq,...,x,]) =n

Teorema 2.3. Sea R un anillo noetheriano con hd(R) < oo y n € Z,, entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. hd(R) < n.

2. Ext%(M, R) =0, para j > n y cualquier R-mddulo izquierdo M finitamente gene-
rado.

Teorema 2.4. Sea R un anillo noetheriano izquierdo con hd(R) < oo y M un R-mddulo
izquierdo finitamente generado. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. M =0.
2. Ext?(M, R) = 0, para toda j € 7.

Proposicién 2.5. Sea M un A-mddulo finitamente generado (recordemos que A denota
al anillo de polinomios en n variables), entonces

1. ExtQ(M, A), 0 < j <n, son A-mddulos finitamente generados.
2. supp(M) = U, supp(Ext?, (M, A)).
Demostracion. 1. Es clara.

2. Sea P, una resolucion proyectiva de M. Llamemos I al aniquilador de M. Para
cada f € I, el morfismo m +— fm, induce el morfismo nulo en cada EX‘BQ(M JA).
Entonces I estd contenido en el aniquilador de Ext’,(M, A), 0 < j < n. Entonces
Ui, supp(Ext’, (M, A)) C supp(M). Sea z € K" tal que = ¢ supp(Ext’,(M, A)),

para j = 1,...,n. Entonces ExtQ(M, A), = Extﬁz(Mw,Aw)zo, para j = 1,...,n.

Esto quiere decir que M, = 0, por lo tanto = ¢ supp(M).

]
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Para M un A-mdédulo finitamente generado, definimos
§(M) = min{j € Z| Ext},(M, A) # 0},
y para x € supp(M)
J(My) = min{j € Z|Bxt), (M;, A;) # 0}
— min{j € Z,| Ext/,(M, A), # 0}
Lema 2.6. Sea x € K", M, = A/(X1 — x1,...,X, — ), entonces
1. ExtQ(Mp,A) =0, para j # p.
2. Exth (M,, A) = M,.

Demostracion. Por induccién en p. Como A = M, la afirmacion es cierta para p = 0.
Supongamos que se cumple el lema para p — 1 > 0. Entonces tenemos

Xp—xp

0— Mp,1 o Mp,1 — Mp — 0.

Por la sucesién exacta de Ext(—, A), tenemos
0 — Ext? (M, A) — Ext’, (M, ,, A) 2g Ext?, (M, 1, A) — Ext}(M,, A) — 0

Por la hipdtesis de induccidn, Extﬁ_l(Mp,l,A) = M,_,. Como la sucesién es exac-
ta, Exty (M, A) = Ker(X, — z,) v Exth(M,, A) = Coker(X, — z,). Por lo tanto
Ext?, (M, A) = 0 y Ext?,(M,, A) = M, O

Corolario 2.7. Sea x € K", entonces
1. Ext’,(A/m,, A) =0, para 0 < j < n.
2. Exty(A/m,, A) = A/m,.
Teorema 2.8. Para x € K", tenemos
hd(K[Xq,. .., X,]z) =n.

Demostracion. Sabemos que hd(K[Xi,...,X,]) = n. Como la localizacién es exacta,
tenemos que hd(K[Xy,...,X,].) <n. Por 2.7,

Exty, (Ae/ne, Ax) = Ext} (Az/(my)s, Ar) = Ext] ((A/ms)s, As)
= Extj(A/mg, A)r = (A/me)e = Ag/(mz)s

Por lo tanto hd(K[Xy,..., X,].) = n. O
Teorema 2.9. Sea M un A-mddulo finitamente generado y x € supp(M), entonces

1. Bxt!, (M, A), =0, para j <n — d(M,).
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2. d(EXt{q(M, A)x) <n-—j, para todo 0 < j < n.
8. EXtZid(Mx)(M’ A #0y d<EXtTd(MI)(M7 A),) = d(M,). En particular

d(M,) + j(M,) = n.

Demostracion. La demostracion de (1) y (2) estdn muy relacionadas. El método a seguir es
induccion sobre d(M) y utilizaremos propiedades de la sucesién exacta larga Ext%(—, A),
asi como la versién localizada de esta sucesion.

Supongamos que d(M) = 0. Entonces M es un espacio vectorial de dimensién finita
sobre K. Si dimyg M = 1, por 2.7 tenemos que (1), (2) es cierto para M. Supongamos
que (1), (2) se cumplen para M, si dimg (M) < p — 1. Luego, M tiene un A-submédulo
M’ de dimensién uno, que estd dado por algin ideal maximal que contenga al Ann(M).
Entonces 0 — M — M — M" — 0. Por hipétesis de induccién (1), (2) se cumplen para
M',M". De la sucesién larga de ExtS(—, A),

- — Ext/,(M", A) — Ext’),(M, A) — Ext)y (M, A) — -+ -,
localizando
= Bxtly (M, Ay) — Ext), (Mo, Ay) — Bxtly (M, Ay) — -

Asi, (1), (2) se cumple para M. Esto prueba el caso d(M) = 0.

Ahora probaremos el paso inductivo. Supongamos que (1), (2) es cierto para todo
A-médulo N con d(N) < py p > 0. Sea M un A-médulo finitamente generado con
d(M) = p. Por 1.16, M tiene una filtracion 0 = My, C M; C --- C My = M, tal que
M;/M;—y = A/ J;, para J;, i = 1,..., s ideales primos de A. Ademés V(J;) C supp(M),
i=1,...,s. De esto se sigue d(A/J;) < py tenemos la sucesién exacta

O—>Ml,1—>Ml—>A/Jl—>0,

para ¢ = 1,...,s. Supongamos que (1),(2) son ciertos para A/I, con I ideal primo y
d(V(I)) = p, por la hipétesis de induccién y por induccién en i, (1),(2) son ciertos para
M.

Esto reduce a probar el paso inductivo para M de la forma A/I. Sea xz € V(I). V(I)
es irreducible y de dimensién p. Por lo analizado en 1.17, dim, V(I) = p = d(M,). Como
dimV(I) > 0, m, # I. Luego f induce el morfismo en M, dado por m +— fm. Por lo
analizado en la prueba de 1.17, este morfismo resulta ser inyectivo. Asi,

(3a) 0= ML M- M/FM—0

es una sucesion exacta. Entonces d(M/fM) < d(M). Si d(M/fM) = d(M), esto implica
e(M/fM) = 0, d(M/fM) = d(M) = 0, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto
d(M/fM) < d(M) = p. Por hipétesis de induccién M/ fM satistace (1) y (2).

1. De la sucesién larga de Ext%(—, A), aplicada a (3a), tenemos
. — Extd, (M/ fM, A) — Ext?,(M, A) L Ext/, (M, A) — Ext’; \(M/fM, A) — - .
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Como la localizacién es exacta,
- — Bxt/ (M/fM, A), — Ext/,(M,A), L Ext/,(M, A), —
— Ext)TN(M/fM,A), — -

(1) se cumple para M/ f M, entonces ExtQ(M/fM, A), =0, paraj <n—p+1. Para
J < n—p, [ induce un automorfismo en Ext’, (M, A). Dado que f € mg, tenemos
n,Ext’, (M, A), = Ext’,(M, A),. Por el lema de Nakayama Ext’,(M, A), = 0.

. Sij=n, Ext""(M/fM, A) = 0, pues hd(A) = hd(A,) = n. Entonces el morfismo

Ext’y (M, A) EN Ext’) (M, A) es sobreyectivo, de donde Ext’y (M, A), EN Ext’y (M, A),
es también sobreyectivo. Como f € my, n,Ext’y (M, A), = Ext’,(M, A),. Por el lema
de Nakayama Ext'} (M, A), = 0. Por lo tanto (2) es cierto en este caso.

Sea 7 < n. Por hipétesis de induccién,
d(Ext),(M/fM, A),) <n—j y d(Ext)(M/fM, A),) <n—j—1.

Para facilitar la notacion, llamemos H = EXHA(M yA), T = Kerf, CT = Cokerf y
I = Imf. Entonces

0T —HLH 0T -0,

la correspondiente version local queda
O—>Tm—>Hzi>Hm—>C'TI—>0.

Como (2) es cierto para M/fM, tenemos d(T,) < n—jy d(CT,) <n—j— 1.
Llamemos I, = Imf,. Entonces

LnnlH, > fm H) =i, ny = (my),,l €7,

De aqui, dimg (I, /I, Nni™t) < dimg (L, /mb N 1,), 1 € Zy.

Consideremos la sucesion exacta
0—1I1,—-H,—CT,— 0,
que induce la sucesion exacta
0—I,/(I,"n'H,) — H, /o' H, — CT,/n.CT, — 0, l€Z,.
Entonces

dimg (H,/n  H,) = dimg(CT,/nLCT,) + dimg (I,/(I, N nlN,))
< dimg(CT, /v CT,) + dimg (I, /n 1 N,),

para toda [ € Z,. De manera similar,

0—-1T,—H,— 1, — 0,
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induce
0— T,/(T, NnlH,) — H,/n' H, — I,/ul I, — 0.
Asi,
dimg (H, /' H,) = dimg (I, /0l L) + dimg (T, / (T, Nnl)).

Relacionando las formulas obtenemos,

dimg (H,/n) H,) — dimg (H, /0, H,) < dimg (CT, /0 OT,)
— dimg (T, /T, Nl T H,),

para [ € N. El lado izquierdo de esta desigualdad nos describe un polinomio de
grado mayor o igual a cero, mientras que el lado derecho describe un polinomio de
grado menor o igual a n — j. Entonces la d(T,) = n — j y su coeficiente princi-
pal es —e(Tx)%,
contradiccién. Entonces d(T,) < n — j — 1, es decir, el polinomio descrito por
dimg (H,/nl H,) — dimg (H, /v H,) tiene grado menor o igual a n — j — 1. Por lo
tanto d(H,) <n — j.

el cual toma valores negativos para [ € Z,. Lo cual es una

3. Por (2), d(Ext’, "™)(M, A),) < d(M,). Si suponemos que d(Ext”, ") (M, A),) <
d(M,). Para j < n — d(M,), por (1), 0 = d(Eth_d(M“)(M, A),) < d(M,). Para
Jj > n—d(M,), por (2), d(Eth_d(Mz)(M, A),) < d(M,) lo cual contradice a 2.5 y
1.17.
[
Teorema 2.10. Sea M un A-mddulo finitamente generado, entonces
1. Ext) (M, A) =0, para j <n — d(M).
2. d(Extf;‘(M, A)) <n—j, para todo 0 < j < n.
3. d(Ext’ " (M, A)) = d(M).
Ademds, si M # 0, entonces Extlfd(M)(M, A) #0, es decir
d(M) + j(M) =n.
Demostracion. Se sigue de 1.17 y 2.9. O]

Si recordamos un poco el final de la seccion anterior, dijimos que la n-algebra de Weyl
<, (K) tiene una filtracion (dada por el grado) que cumple que Grez,(K) es el anillo de
polinomios en 2n-variables. Si M es un .,(K)-médulo finitamente generado, entonces
GrM es un Grg,(K)-médulo finitamente generado. El teorema anterior garantiza que
los respectivos Gr.a7, (K)-médulos Extér%(K)(GrM, Gra7,(K)) satisfacen (1),(2),(3). Las

preguntas son: jqué sucede con los o7, (K )-médulos Extfz{n )M, #,(K))?, jcudles son las
propiedades que se conservan?. La respuesta es que existe un teorema 4.5 andlogo a 2.10,
que muestra que se cumplen propiedades similares para Extfzyn ( K)(M , 7, (K)). La prueba
de este teorema requiere de mas teoria, por ello en la siguiente seccién introduciremos el
concepto de sucesion espectral y desarrollaremos herramientas que nos ayudaran a probar
dicho teorema.
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3. Algebra Homolégica Sobre Anillos Filtrados

Comenzamos esta seccién estableciendo una filtracién FHomp (M, N) de Homp (M, N)
para la cual deducimos las propiedades de ser exhaustiva y hausdorff a partir de ciertas
condiciones en las filtraciones F'M y F'N. También establecemos un criterio para saber
cuando el mapeo canénico GrHomp (M, N) — Homg,p(GrM, GrN) es un isomorfismo.
Este criterio nos conduce a la prueba de un interesante teorema el cual afirma que los D-
modulos proyectivos son libres, siempre y cuando GrD sea isomorfo al anillo de polinomios.
Posteriormente nos concentraremos en estudiar la correspondencia que existe entre com-
plejos de GrD-moddulos graduados y complejos de D-moddulos filtrados, estableceremos las
condiciones para decir cuando un complejo filtrado es exacto a partir del complejo gra-
duado asociado. Este resultado lo aplicamos directamente para obtener una desigualdad
entre las dimensiones homolégicas de D y GrD, hd(D) < hd(GrD). Después equiparemos
a Homp (M, D) con una buena filtracién, dando pie al anélisis de los funtores derivados
Ext%(—, D),y Extér p(—,GrD). Al final, construiremos una sucesién espectral E que nos

mostrara la relacién que existe entre los médulos de cohomologia Extl, ,(GrM,GrD) y
GrExt}, (M, D).

Sea D un anillo con una filtracién creciente (D, : ¢ € Z), donde los D, son subgrupos
abelianos que satisfacen las propiedades F1,... F7. Sean M, N dos D-mdédulos izquierdos
con filtraciones F'M y F'N respectivamente. Con estas condiciones podemos definir una
filtracion creciente FHomp (M, N) de Homp(M, N) dada por los subgrupos abelianos

F,Homp (M, N) = {¢ € Homp(M, N)| ¢(F,M) C F,.,N,q € Z},

para todo p € Z. En los siguientes resultados veremos bajo que condiciones esta filtracion
es exhaustiva y hausdorff.

Lema 3.1. Supongamos:
1. M es un D-mddulo finitamente generado con filtracion FM exhaustiva.
2. Bl D-médulo N con la propiedad FyN = 0, para algin q € Z.

Entonces existe p € Z tal que F,Homp(M, D) = 0.

Demostracion. Sean my, mo, ..., m, los generadores de M. Como F'M es exhaustiva, exis-
ten Fj, M, 1 <1i <, tales que m; € F;,M. Sea m = max{l; : 1 <1i < r}, entonces F,, M
genera M como D-médulo. Por otra parte, para cualquier ¢ € F,_,,,Homp(M, N) tenemos
d(FnM) C FyN =0, es decir ¢ = 0. Asi, p = ¢g—m satisface que F,Homp(M,N) =0. O

Lema 3.2. Supongamos:
1. M un D-mddulo finitamente generado con una buena filtracion FM.

2. N un D-mddulo con FN una filtracion exhaustiva.

Entonces la filtracion FHomp(M, N) de Homp(M, N) es ezhaustiva.
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Demostracion. Consideremos ¢ € Homp (M, N). Como F'M es una buena filtracion, existe
m € Z tal que Fyy,,M = D, - F,,M, para todo t € Z,. Ademas, se cumple que F,, M
es un Dy-moédulo finitamente generado. Entonces ¢(F,,M) es un Dy-submédulo de N
finitamente generado. Sea k € Z tal que ¢(F,,M) C F,N. Esto implica que para t > m,

H(FM) = ¢( Dy - FuM) = Dy_pyy - $(Fru M) C Dy - Fx N C Fy_pyicN.

Como F'M en particular es hausdorff, existe ¢ € Z tal que F,M = 0. Para ¢ <t < m,
tenemos

(M) C ¢(F,,,M) C F, C Fiip—oN.

En cualquier caso ¢(Fy M) C Fiip—qN, es decir ¢ € Fy,_,Homp(M, N). Como ¢ es arbi-
traria, concluimos que la filtracién es exhaustiva. ]

Resulta natural preguntarse sobre la estructura de GrHomp(M,N). Sea ¢ un ho-
momorfismo en F,Homp(M, N), es decir ¢(FiM) C Fi;,N, para todo t € Z. Entonces
¢ induce un morfismo de GrD-mdédulos graduados ¢, : GrM — GrN de grado p. Se
cumple ¢, = 0 si y sélo si ¢ € F,_1Homp(M,N), por lo que el mapeo aditivo dado
por la regla ¢ +— ¢, resulta ser un morfismo inyectivo de Gr,Homp (M, N) en el sub-
grupo de Homg,p(GrM,GrN) que consiste de los homomorfismos graduados de grado
p. Esto define un encaje de GrHomp(M, N) en Homg,p(GrM,GrN). Ahora analice-
mos algunas propiedades funtoriales de la filtracion que hemos definido. Sea N un D-
médulo filtrado y consideremos M, M  dos D-médulos equipados con filtraciones F M,
FM' respectivamente. Sea f : M — M un morfismo compatible con la filtracién, es
decir f(F;M) C F,M', t € 7. Entonces la regla ¢ — ¢ o f nos define un morfis-
mo de Homp(M', N) en Homp(M, N), el cual resulta compatible con la filtracién de
Homp(M, N) y Homp(M', N), pues para ¢ € F,Homp(M', N), tenemos

(¢0 f)(FM) C S(FM) C FrupN, tE€Z;
es decir, ¢ o f € F,Homp(M, N). Ademas, el diagrama

GrHomp(M', N) — Homg,p(GrM', GrN)

i i

GrHomp (M, N) —— Homg,p(GrM, GrN)

es conmutativo.
El siguiente paso es encontrar las condiciones para las cuales el mapeo canénico de
GrHomp(M, N) en Homg,p(GrM, GrN) es sobreyectivo, para ello un resultado previo.

Lema 3.3. Sea M un D-mddulo finitamente generado con buena filtracion F M, tal que

GrM es un GrD-mddulo libre con base eq, . .., es, formada por elementos homogéneos de
grado ry, . ..,rs respectivamente. Sean mq, ..., mg elementos de M tales que m; = e;, para
1 <i<s. Entonces M es un D-mddulo libre con base myq, ..., m,. Ademds, tenemos

F,M =@ Dy, peL

i=1
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Demostracion. Primero probaremos, por induccién en p, que F,M C > 7, D,_,,m;. Como
F,M = 0, para p € Z suficientemente negativo, tenemos el pie de induccién. Supongamos
que la afirmacién es cierta para p — 1. Consideremos v € F,M, entonces v € Gr,M y v =
S8 die; cond; € D,_,,, de esto se sigue que v—> 5 dim; € F, {M C Y7 Dy 1_p,m.
Por consiguiente v € > 7 | D,_..m;. La contencién obtenida realmente es una igualdad,
pues para cada i los elementos D,,_,,m; tienen grado p. Por lo tanto F,M = "7 | D, _,.m;.
Como la filtracién de M en particular es exhaustiva, tenemos que my, ..., m, generan M.

Ahora mostraremos que my, ..., m, son generadores libres. Sea Y d;m; =0, d; € D,,,
d; ¢ D,,_1 una relacién no trivial. Consideremos p = max;<;<s(p; + 7;). Entonces 3 d;e;,
donde la suma se toma sobre los indices i que satisfacen p; +7; = p. Esto implica que para
tales 7, d; = 0, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, (m;, 1 <4 < s) es un sistema de
generadores libres de M.

Asi, concluimos que M es un D-mddulo libre y que F,M = @;_, D,_,,m;, para
pE L. O

Una aplicacién inmediata pero a la vez sorprendente del lema anterior es el siguiente
resultado.

Teorema 3.4. Si GrD es el anillo de polinomios, entonces los D-maodulos proyectivos
finitamente generados son libres.

Demostracion. Sea P un D-médulo proyectivo finitamente generado, por definicion P es
sumando de un D-médulo libre de rango finito, digamos D? = P& P'. D tiene una buena
filtraciéon F'D, si definimos FF'D? = (F,D? = F,D & --- & F,D;q € Z), tenemos que F'DP
es una buena filtracion para DP. Como la sucesion

(4a) 0P -5 D P -0

es exacta, FP' = (i"'(i(P')N F,D?);q € Z) y FP = (7(F,D");q € Z) son buenas
filtraciones para P’y P respectivamente. Como Kerm = Imi, entonces Kerm N F,D? =
Im: N F,DP, para toda ¢ € Z. Entonces la sucesion

0— F,P = F,D" ™ F,P — 0

es exacta, para toda ¢ € Z. Lo cual implica que la sucesion

0— GrqP, Sty Gr,DP Gy Gr,P — 0

es exacta, para toda ¢ € Z. Por lo tanto la sucesion

0 — GrP 2% Grpr &% GrP — 0
es exacta. Como (4a) se escinde, es decir, existe d : P — DP tal que m 0§ = 1p, en este
caso se cumple Grm o Grd = 1g,p, por lo tanto GrD? = GrP @ GrP'.

Luego, GrD? = (GrD)P, entonces GrP es sumando de un GrD-mdédulo libre, es decir
GrP es proyectivo. Como GrD es el anillo de polinomios, el teorema de Quillen-Suslin
(pdgina 149 de [Rotman]), afirma que todo médulo proyectivo finitamente generado sobre
el anillo de polinomios es libre. Entonces GrP es un GrD-médulo libre, por el lema 3.3 P
es un D-moédulo libre. O
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Ahora retomemos el estudio del morfismo GrHomp(M, N) — Homg,p(GrM, GrN).
A todo GrD-médulo libre que tenga una base de elementos homogéneos lo llamaremos
GrD-médulo libre homogéneo.

Lema 3.5. Sea M un D-mddulo finitamente generado con FM una buena filtracion, tal
que GrM es un GrD-mddulo libre graduado. Entonces el mapeo canonico definido antes
GrHomp (M, N) — Home,p(GrM,GrN) es un isomorfismo.

Demostracion. Como GrM es un GrD-médulo libre graduado, éste tiene una base eq,
ey ...,es de generadores libres homogéneos de grado rq, ..., r, respectivamente. Entonces

Homg,p(GrM,GrN) = HomGrD(® GrDe;,GrN) = @HomGrD(GrDei, GrN).

i=1 i=1

Luego, el mapeo Homg,p(GrDe;, GrN) — GrN dado por 7' +— T'(e;) es un isomorfismo
lineal, el cual mapea los homomorfismos de grado p — r; en los elementos homogéneos de
grado p, para p € Z. De esto deducimos que Homg,p(GrDe;, GrN) es una suma directa
de espacios que constan de homomorfismos graduados de grado p, para todo p € Z. Lo
mismo es cierto para Home,p(GrM, GrN).

Ahora mostraremos que el mapeo es sobreyectivo. Sea ¢ € Homg,p(GrM,GrN) un
morfismo graduado de grado ¢. Se cumple p(e;) € Gr,, 1N, 1 <i <s. Sean w; € F, N,
tales que ¢(e;) = w;. Llamamos ¢ € Homp (M, N) al morfismo definido por ¢(m;) = w;,
para 1 <1 < s. Por 3.3,

$(F,M) C > Dypw; C FpugN, peZ,

=1

es decir ¢ € F,Homp(M,N). De esta forma tenemos ¢, = ¢. Por lo tanto, el mapeo
canonico es un isomorfismo. ]

Ya que sabemos cuales son las condiciones necesarias para que el morfismo canénico
GrHomp(M, N) — Homg,p(GrM, GrN) sea un isomorfismo, nos concentraremos en en-
tender un poco mejor la relacion que existe entre los D-médulos filtrados y los GrD-modu-
los graduados, para ello, veremos de qué manera las sucesiones de GrD-mddulos gradu-
ados se corresponden con sucesiones de D-moddulos filtrados. Antes de ver esta relaciéon
analicemos los siguientes lemas.

Lema 3.6. Sea M un D-mddulo filtrado, L un GrD-mddulo libre graduado y f : L —
GrM un morfismo de GrD-modulos. Entonces existe un D-mddulo libre filtrado P, un
morfismo g : P — M de D-mddulos filtrados y un isomorfismo j : GrP — GrL de
GrD-mddulos graduados, tal que el diagrama

GrP Gy GrM

|

L—1earm

conmuta.
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Demostracion. Observemos que L no necesariamente es finitamente generado. Sea (I; :
i € I) una base de L que consta de elementos homogéneos de grado r;,7 € I. Sea P el D-
modulo libre con base (p; : @ € I), y definimos su filtracién por F,P = >, Dy_,,pi,q € Z.
Sea (m; : i € I) una familia de elementos de M que cumple que m; € F,. M y m; = f(l;),
i € I. Llamamos g al tnico morfismo que satisface g : P — M y g(p;) = my, i € I.
Entonces g es un morfismo de D-modulos filtrados que tiene la propiedad

g(FpP) = ZDq—ng(pz) - FqMa

i€l

para todo ¢ € Z. Luego, GrP = )., GrDp; y GrP = }_._, Gr,_,, Dp;. Esto implica que el
morfismo j : GrP — L definido por j(p;) = l;, ¢ € I, es un isomorfismo de GrD-médulos.
También se cumple,

(Grg)(p:) =mi = f(l;) = (f 2 ) (0s),
de donde Grg = f o j. ]

El siguiente resultado es indispensable para establecer la correspondencia entre suce-
siones de GrD-modulos graduados y sucesiones de D-médulos filtrados, ademas nos dice
cuando un complejo de D-médulos filtrados es exacto.

Lema 3.7. Sea

N/ i) N i) NH
una sucesion en la categoria de D-mdodulos filtrados con g o f = 0. Supongamos que la
filtracion de N es ezhaustiva y Fy,N = 0, para q¢ € 7Z suficientemente negativa. Si la
sucesion

GrN' G, GrN Grg, GrN”

de GrD-mddulos es exacta, la sucesion original también es exacta.

Demostracion. Por hipétesis, tenemos g o f = 0, es decir Imf C Kerg. Entonces
ImfNF,NCKergnF,N, pecZ.

Probaremos por inducciéon en p que la contencién anterior realmente es una igualdad.
Como F,N = 0, para p < q y ¢ suficientemente negativo, tenemos que la afirmacién es
cierta para todo p menor a ¢. Supongamos que la afirmcién se cumple para p — 1. Sea
z € Kerg N F,N. Como la sucesién de GrD-médulos es exacta, existe y € F, N tal que
Grf(y) = z. Entonces f(y) —x € F,_1M. Ademés g(f(y) —z) = g(f(y)) —g(xz) =0, de
donde f(y) —x € Kerg. Por hipétesis de induccién 2 — f(y) € Imf, entonces existe z € N’
tal que x — f(y) = f(2), © = f(y — z). Por lo tanto = € Imf. O

Lema 3.8. Sea M un D-mddulo finitamente generado con una buena filtracion F M.
Sea L, una resolucion izquierda de GrM en la categoria de GrD-mddulos graduados que
consta de GrD-mddulos libres de rango finito. Entonces existe una resolucion izquierda
P, de M en la categoria de D-modulos filtrados tal que:

1. Los D-modulos P,, n € Z, son libres.
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2. El complejo GrP, es isomorfo a L.

Demostracion. La prueba la desarrollaremos por induccion en la longitud de L. El lema
3.6 nos da la base de induccién, ya que podemos construir un D-médulo filtrado libre P
y un morfismo de D-modulos filtrados dy : Py — M, tal que el diagrama

CrPy % GrM

|

L——GrM

conmuta. Por 1.3 la filtraciéon F' P, es una buena filtracion, y por 3.3 Fy es un D-mddulo
libre de rango finito. Ademas Grdy es sobreyectiva, por 3.3 dy también lo es. Supongamos
que podemos construir D-médulos Fy, Py, ..., Py_1 y morfismos dy, dy, ..., dy_1, tales que

di—1 di—2 d d d
P41 —P _y—. - 2P 5P S5M-—-0

es una sucesion exacta de D-médulos de rango finito, que ademas satisface

Grdy_1 Grdg_2 Grd Grd,
GrP,_, —=GrP,_, - GrPy —> GrM

N

Ly, Ly Lj— e Ly GrM.

Ahora construiremos un médulo P, y un morfismo dj : P, — Py, tal que GrP;
y Grd, completen la esquina superior izquierda del diagrama anterior. La forma en la
que obtendremos el modulo y el morfismo va a ser por medio del lema 3.6, solamente
necesitamos reunir las hipétesis.

Sea T el kernel de dj_; equipado con la filtracién inducida. Entonces GrT estd iden-
tificado con un submdédulo de GrP,_; = L;_;. Ademas, con esta identificacién Gr1T C
KerGrdj,_,. Para poder aplicar 3.6 solo nos resta probar que la contencién anterior es
realmente una igualdad. Sea ¢t € KerGrd,_1, y * € F,P,_; tal que ¥ = t. Entonces
(Grdi-1)(Z) =0y dg—1(z) € Fp_1P;—2. Sea S el conjunto de todas las s € Z, s < p — 1,
tal que existe © € F,P;_; con la propiedad de que T = t, dy_1(x) € FyP,_9. Sea q € S
y consideremos z que satisface 7 = t, dk_l(x,) € FyP;_5. Seay = dk_l(ac'), €Omo
T =t € KerGrd;_,, entonces dk_l(x') realmente se encuentra en F, ;P,_,. Luego,
di—s(y) = (dp—z o dp_1)(x") = 0, es decir, § € KerGrdy_, = ImGrd;_;. Asi, podemos
encontrar z € F,_1 P, tal que y = Grdy_1(Z), es decir y — di_1(2) € F;_1P;_o. Ahora, si
llamamos " = ' — z, tenemos & = 7 = t. Ademds,

dk_l(l’//) = dk_l(l’/) — dk_l(Z) =y — dk_l(Z) S Fq_lpk_g.

Lo cual quiere decir que ¢—1 € S. Por lo tanto S = {¢ € Z|¢ < p—1}. Como F,;P,_» =0
para ¢ suficientemente negativo, concluimos que existe x € Fj,P,_; con la propiedad de
que T =ty dp_1(x) =0, es decir t € GrT.

Como GrP,_; es isomorfo a L;_q, entonces GrT = KerGrd_; se corresponde con la
imagen de Ly en Ly_1. Por 3.6 podemos construir Py y di : P, — Pj,_; tales que:
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1. P, es un D-médulo libre filtrado.
2. dj, es un morfismo de D-méddulos filtrados.

N

. El diagrama

GI'Pk ﬂi GI‘Pk_l

-k

Lk E—— GI’Lk,I

es conmutativo.
Luego, 3.7 implica que Imdy = Kerd,_; y la sucesion

d di—1 d d d
Pk.—k>Pk71—>—2>P1—l>P0—O>M—>O

es exacta. OJ

Sea M un D-modulo finitamente generado con buena filtracion F'M. Entonces GrM
es un GrD-modulo finitamente generado. Como GrM se descompone en una suma direc-
ta, podemos encontrar generadores homogéneos eq,...,e, de GrM con grados ry,...,7s
respectivamente. Sea Ly el GrD-médulo libre graduado con base Iy, ...,ls que consiste
de elementos homogéneos de grado ry,...,rs. Llamemos f al morfismo sobreyectivo f :
Lo — GrM de GrD-moédulos dado por la regla [; — ¢;, 1 < i < s. Como GrD es un anillo
noetheriano y L es finitamente generado, Kerf es un GrD-médulo finitamente generado.
Por induccién podemos construir una resolucién libre

=Ly — - — L1 — Ly— GrM — 0,

donde cada L; es de rango finito. Por 3.8, existe una resolucién en la categoria de D-
modulos filtrados

-—-P,—----—>P - F—> M-,

donde cada P; es un D-mddulo libre filtrado. Ademas

..HGI‘PnH~"HGI‘PIHGI‘POHGI‘M

R ]

L, e Ly Lo GrM.

Como cada GrP; resulta ser un GrD-modulo finitamente generado, entonces FP; es
una buena filtraciéon para P;.

Sea N un D-médulo finitamente generado con buena filtracién F'N. Consideremos el
complejo T° = Homp(P,, N), entonces

H/(T°) = Ext},(M,N), j€Z,.
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Por 3.1y 3.2 T7,j € Z, tiene una filtracién exhaustiva y hausdorff. Por las propiedades
homologicas de la filtracion, ésta resulta ser compatible con la diferencial del complejo T°.
Luego, el complejo GrT° = GrHomp(P,, N) por 3.5 es isomorfo a Homg,p(GrP,, GrN), el
que a su vez es isomorfo a Homg,p(L,, GrN). Por lo tanto, para cada j € Z,, H/(GrT°) =
Extl, ,(GrM, GrN).

Antes de que pasemos a analizar la relacién que guardan los grupos de cohomologia
de los complejos T° y GrT°, probaremos el siguiente resultado el cual establece una cota
para la dimensién homoldgica de D.

Teorema 3.9. hd(D) < hd(GrD).

Demostracion. Supongamos hd(GrD) = n. Sean M, N dos D-médulos finitamente gene-
rados con F'M, FN buenas filtraciones. Por la discusién anterior, Ext}, (M, N) = H/(T°)
y Exta,p(GrM,GrN) = H/(GrT°). Entonces H/(GrT°) = 0, para j > n. Asi, la sucesién

GrT" — -+« — G179 — GrT" — GrT92 — ... |
es exacta para j > n. Por 3.7, la sucesion

TY 5 oo I It it ,
es exacta para j > n, es decir Extgj(M, N) = 0 para j > n. Por lo tanto hd(D) <
hd(GrD). 0

Consideremos N = D equipado con la filtraciéon natural. Podemos darle estructura
de D-médulo derecho a Homp (M, D), (¢t)(m) = ¢(m)t, para todo ¢ € Homp(M, D),
t € D, m € M. Asi, Homp(—, D) resulta ser un funtor contravariante de la categoria de
los D-médulos izquierdos en la categoria de los D-moédulos derechos. Si M es un D-moédulo
izquierdo finitamente generado, lo podemos cubrir por D? — M — 0. Aplicando el funtor
Homp(—, D), 0 — Homp(M, D) — Homp(DP, D) resulta ser exacta izquierda. Luego,
Homp(D?P, D) = DP como D-médulos derechos. De donde se deduce que Homp (M, D)
es finitamente generado como D-médulo derecho. Sea F'M una filtracion de M. Entonces
para ¢ € FyHomp(M, D) y t € D,, tenemos

(6t)(FaM) = ¢(FuM)t C Dypipt C Doy pas

es decir ¢t € F,,,Homp(M, D). Por lo tanto, FHomp(M, D) es una filtracién de D-
modulos.

Lema 3.10. Sea M un D-mddulo izquierdo finitamente generado con buena filtracion
FM. Entonces la filtracion FHomp(M, D) de Homp(M, D) es buena.

Demostracion. Por 3.1y 3.2 sabemos que FHomp(M, D) es exhaustiva y hausdorff. M es
un D-modulo finitamente generado, entonces GrM es un GrD-médulo finitamente gene-
rado. Como GrD es noetheriano, todo GrD-subméddulo de GrM es finitamente generado,
en particular GrHomp (M, D) es finitamente generado. Por 1.3 concluimos FHomp (M, D)
es una buena filtracion. O]
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Sea M un D-modulo izquierdo finitamente generado, consideremos P, una resolucion
proyectiva de M. Por el lema anterior, el complejo T° = Homp(F,, D) consta de D-
moédulos derechos finitamente generados. Los D-moédulos de cohomologia del complejo 7
estdn dados por HY(T°) = Ext},(M, D),j € Zy. La filtracién inducida de Homp(P;, D)
en H/(T°), j € Z,, es una buena filtracién, entonces GriH7(T°) = GrExt},(M, D) es un
GrD-médulo finitamente generado. Por otro lado, tenemos el complejo graduado asociado
GrT° que tiene médulos de cohomologia HY(GrT°) = Extl, ,(GrM,GrD), j € Z,. Re-
sulta natural preguntarse que relacién existe entre Extl, ,,(GrM, GrD) y GrExt),(M, D).
La respuesta es un poco complicada, lo que tenemos es que H’(GrT°) se relaciona con
GrH?(T°) por medio de una sucesién espectral.

Ahora pasamos a analizar de forma muy superficial las sucesiones espectrales. En
sentido abstracto, segin [Weibel], en una categoria abeliana 4 una sucesion espectral E
que comienza en F, consta de los siguientes elementos:

SE1. Una familia de objetos { EP?} de A, para p,q,r € Z, con r > a.
SE2. Funciones diferenciales dP? : EP1 — EP~"4t"+1 que satisfacen d, o d, = 0.
SE3. EM, = Ker(dP?)/Im(drtma—-1).

Como la definicién resulta un poco complicada vale la pena analizar como [Hatcher]
interpreta las sucesiones espectrales.

Uno puede pensar que una sucesion espectral es un libro cuyas paginas se encuen-
tran indexadas por el subindice r y los superindices p, g en cada pagina nos definen una
reticula. En el lugar (p,q) de la pagina r se encuentra el objeto EP?. Las diferenciales
dP : EP1 — EPmatTHLson morfismos en la pdgina r que van del objeto que se encuentra
en la posicién (p, q) al objeto que se encuentra en la posicién (p—r, g+7r+1), se desplazan
r-lugares a la izquierda y (r + 1)-lugares arriba. La propiedad SE3, nos dice que la hoja
r + 1 esta determinada por la homologia de la hoja r. Una representacion grafica de esto
lo podemos ver en la figura 1.

Entendido lo que es una sucesién espectral, pasaremos a definir la sucesién espectral
que nos va relacionar los GrD-mdédulos H’(GrT®) y GrH?(T°).

Sea T° un complejo filtrado que consta de D-médulos T7, j € Z., finitamente generados
y diferencial d compatible con la filtracién de cada 77, es decir d(F,T7) C F,T7*'. Como
es costumbre en algebra homoldgica, los ciclos en TV se definen como Z7(T°) = {z €
T d(z) = 0} y las fronteras en TV se definen por B(T°) = {y € T?|y = d(z),x € T 1}.
Ahora pasamos a definir una serie de conjuntos que seran como los ciclos y las fronteras
relativas del complejo T°.

7P = {x € F,7""|d(z) € F,_, TP*t1}

BY = {y € BTy = d(x),a € Fyy, TPy = d(Z0"79 7).

Claramente

BT/ = 2005 205 2315 - D 219 5 - D 28 = Z7H(T%) 1 F 7,
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O 3(r+1) E'r 3(r+1) 27’ 3(r+1) 37' 3(r+1) 4r 3(r+1) E,5r L 3(r+1)

\2(r+1)\2r 2(7‘+1)\7‘ 2(r+1\47‘ 2(7‘+\57‘ 2(r+1)

E° 0,2(r+1) E r,2(r+1) E? 27, 2(r+1) B 3r, 2(r+1 B 4r, 2(r+1) B’ 5r, 2(r+1)

r r+1 2r r+1 4r r+1

EO r+1 E3r r+1 E5’I‘ r+1

42, 0 \1‘0 \LTO \dSTO
2r0 37"() 47"0 57"0

Figura 1: La r-hoja de E

~%

EM0

también
Bp+q(FpT°) = ng cBMc...cBMcC-.-CBY= Bp+q(T°) N Fpr+q.

De donde podemos observar que Z%? = (), Z y BP? = |, BP4. Definimos el E,-término
de la sucesiéon E asociada al complejo filtrado T° como

(5a) EP = (20 4 Fy TPY)/(BYL, + F, (T79).

Como la diferencial d del complejo T° es compatible con la filtracién, entonces d induce
funciones

(6&) dPl: EP1 — EPT rq+r+l

Y

que satisfacen d, o d, = 0. Para analizar la homologia en E?? es necesario el siguiente
lema.

Lema 3.11. El morfismo

Zr1 + Fp—lTp+q ng—r,q+r+1 + Fp—r—lTp+q+1
+ p—r,q+r+1
Z¥ 4 F,_ Tr+a BY] + By TPtatl

inducido por d es un isomorfismo.

Demostracion. La demostracion es muy técnica y requiere de mucho cuidado al realizar
los célculos numéricos. Comenzamos analizando las siguientes igualdades.

d(Z¥) = d({r € Fpr+q| d(z) € Fp_er+q+1})
= {y € Fp_TTP-i-q—l-ll d(aj) =yY,T (= Fpr+q}
BP_""vQ'f"f"Fl.
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d(qu) N prquerq“ — Bffnqﬂ%l N Fp,rflTerqH
= {y€F,_ """ d(z) = y,v € E,T""} N F,_,_,TPtr
{y € F,_,,TP*"" d(x) = y,z € F, T}

= d(Zﬁl)~
Asi, tenemos
Bp—r,q+r+1+F 1Tp+q+1 — Bf_ryq+r+l
r p—r— Bgfr,q+r+1 N Fp—r—lTp+q+1

_ d(Zy)

- d(ZEYNE,_,_ Trtat!
)

d(Z7)

de manera similar

d(zP*LqH)
—r,g+r+1 +a+1 —1
Byt + Fpp TP = W'

Entonces
Broratrtl L p TR q(Ze)/d(Z0) d(zZr)

BT By e (2 (2 ) () + 2

Por otro lado,

ZMNE, ,TPY = {xz € F,7°"d(x) € F,_,/ """} N F, ;TP

= {z € F,,T""d(z) € F,_, TPt7"}
prll,qﬂ'

Asi, tenemos

N ¢ T N
r P 7PN F, Tr+a Zf:qu—H

de manera similar

7z,
Pq p+q __ r
Zppr + I T = Zp—Latl
Entonces Lot
+ pq | 7P~ L4
201 Fy Tt gzt g

Pq +q D p—1,g+1 — rpq p—1,q+1°
ZT+1 + Fp_lTp 1 Zr+1/ZT Zr+1 + erl

La diferencial
d(ZP)

d(Z7) + d( 275"

tiene kernel Z2, + ZP~ "', Por lo tanto

d:zZM —

qu + Fp_lTp+q ~ sz]—nq-H”—H + Fp_r_lTp+q+1
Pq +q p—r,qg+r+1 .
Zyo + By Trte BTl + F,_,_Trta+l
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Si en el lema anterior reemplazamos p por p+1r y g por ¢ — r — 1, tenemos

Zp+r,qfrfl + Fp+r—1Tp+q71  Bri+ Fp,lTpqu

p+r,g—r—1 4 Pq +q°
Zr+1 +Fp+r71Tp+q ! Br—1+Fp—1Tp 1

(7a)

Ahora analicemos el kernel de d??,

dpq qu . Ep Tq+r+1

Simplificando un poco las expresiones de EP4 y EP~"4+ 1 tenemos

IR A e L 7 - 1
T qul -+ F _11Pta szl + Fp_lTp-‘rq N qu - szl + Zf:qu_Ha

de forma similar
p—ryq-+r+1 Zp_r’quTH
ET =

Bp rq+r+1 +Zp r—1,g+r+2"

Entonces

AL 7 p=rq+r+1
T T

Aqra -
L p+r—1,g—r p—1,qg+1 p—1,g+1 p—r—1,q+r+27
d(Zr—l ) + Zr—l d<ZT—1 ) + Z'r—l

de esta forma
(dr) =N (d(ZP- oY) 4 ZPo et
d(foffl’q’T) + Zf:ll,qﬂ

{z € 27| d(z) € (d(ZP- 10+ 4 zp—] ety

d(ZP-i—T—l,q—r) + Zp_l’q+1
Zr+1 Zp 1,q+1 _ ZrJrl + ZP‘I N Fp_le"‘q

d(Zp"‘I 19— 7") + Zp 1,q+1 d(Zp-i-r 1,q+r) + ZP Fp—lTp+q

Zf—i—l + pr]_Terq

Bf_l + Fp,lTPJrq ’

Kerd?? =

1

Por lo tanto - N
Kerd?? = Zyiy + B TP

B+ F, Tr+a

Ahora analicemos la imagen de d¢*"¢—"=! . prrra—r=l —, pra Utilizaremos un ar-
gumento muy propio de las categorias abelianas, a la funcién d¢*"47"~! la factorizaremos
por iom, donde 7 es sobre y i es mono. Sabemos que B?(T°) C Z’(T°), para toda j € Z,
entonces BYT9T ¢z y Bra 7P, Definimos

r+1
. Zp+an7"71 + Fp+r_1TP+q*1 Zp+rq =14 Fp+T_1Tp+q*1
BP-H”,!I r— 1+F T_lTp—i-q—l ZP-H“,q r— 1—|—F _1Tp+q—l
p+ p+r

como la proyeccion natural, y definimos

) qu + F _TPta qu + Fp,lTerq
. —
B, + F,  Trta B, + F, Tr+a
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la inclusién. Si llamamos 7 al isomorfismo dado en (7a), tenemos que @?+4-"~1

Por lo tanto

={o0yoT.

Imdp”’q’“l ~ qu + Fp—lTp+q )
r B + F,_Trta

La homologia en EPY esta dada por

0 Kerdyt (20, + B 90/ (BY + BT
Imd? ¥ (BY - By TP J(BY, 4 By Ty

Por (5a), (6a) y (8a) concluimos que la sucesién E asociada al complejo filtrado 7 es real-
mente una sucesion espectral, para nuestros intereses consideraremos F; como el primer
término de E. Analicemos un poco éste término,

B — Z 4+ F, TPt N {z € Gr, 77| d(z) € FpilTp-i-Q-i-l}
By + Fy_Trta  {y € Gr,Tr+i|y = d(z),x € F,Trte-1}
_ KeGrydyy HP0(Gr, T,
ImGI"pderq,l

Entonces @, ,—; Ef? = H/(GrT?), es decir en E; estd contenida la cohomologfa del com-
plejo graduado GrT™°.

Supongamos que la filtraciéon FT7 de cada TV, j € Z. es una buena filtacién, entonces
el complejo Gr7° consta unicamente de GrD-moédulos finitamente generados. Luego,
Dptq=; L2 son GrD-médulos y las funciones d, : @piq=; EP? — @pig=jr1 L7 son mor-
fismos de GrD-mddulos. Por induccién en r, se puede probar que ©,1,—; £, j € Z, son
GrD-médulos finitamente generados. La filtracion FTY induce una filtracién FH?(T°)
dada por F,H’(T°) = Z(T°) N E,T7/BI(T°) N F,T7, p € Z. Entonces

(9a) EYS = F,H'(1°)/F,s H(T),

asi @ypiq—; EP7 es el GrD-médulo asociado al D-médulo filtrado HY(T°). Como @y g—; ELY
es un GrD-mddulo finitamente generado, entonces la filtracion FH’(T°) es una buena
filtracion.

Como nos podemos dar cuenta, el término E,, de E contiene los GrD-mddulos aso-
ciados a los D-médulos filtrados HY(T°), j € Z...

CONVERGENCIA.

1. Decimos que una sucesién espectral {EP?} en A converge débilmente a una familia
de objetos H* = {H’} de A, si para cada H’ existe una filtracién

- CF,\H' CF,H’ C F,, ,H’ C---C H,
tal que EPY = F,HP*1/F, | HP* para todo p,q.

2. Decimos que una sucesién espectral {EP?} se aproxima a H* = {H7}, si ésta con-
verge débilmente H* y ademds H7 = U, F,H, N, F,H’ = 0, para cada j.
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3. Decimos que la sucesion espectral { EP1} converge a H* = {H7}, si ésta se aproxima
a H* y ademds H’ = lim(H7/F,H7), para cada j.

Como la filtraciéon F'H’(T°) es buena y ademas se cumple (9a), entonces la sucesion es-
pectral E asociada al complejo T° se aproxima a H* = {H’(T°),j € Z,}. Para el sistema
dirigido {H7/F,H,7!'}, donde | < h, 7} : HI(T°)/F,HI(T°) — HI(T°)/F,H(T°) es
la funcién proyeccion, se cumple im{H/(T°)/F,H(T°), 7} = @, H(T°)/F,H’(T°).
Consideremos el morfismo
@ H(T°) — @ HI(T°) [ F, (1),
p

definido por ® = (..., ¢p_1,Pp, Gpi1,.-.), donde ¢, : HI(T°) — HI(T°)/F,HI(T°) es la
proyeccién canonica. Claramente ® es un epimorfismo, luego el Ker® = ﬂp F,HI(T°) =0,

pues FH’(T®) es una buena filtracién. De esta forma hemos probado que H(T°) =
lim{ H7(T°)/F,H’(T°), '}, para cada j € Z,. Por lo tanto la sucesién espectral E con-
verge a H* = {HI(T°),j € Z. }.

Si existe ry > a, tal que para toda r > ry se cumple EP? = E?Y,  entonces decimos que
EP% es el valor estable de EP?. El siguiente lema nos ayudara a probar que en la sucesion
espectral E, para cada pareja (p,q) € Z?, con p+ q € Z,, EP? es el valor estable de EP?.

Lema 3.12. Sean M, N dos D-mdédulos con buenas filtraciones FM, FN y f : M — N
un morfismo de D-mdédulos filtrados. Definimos

b ={x € F,M| f(x) € F,_,N}

BY ={x € F,N|z = f(y),y € F,y, M }.
Entonces existe rqg tal que para toda r > rq, se tiene
P+ F, 1M = (Kerf N F,M) + F, 1M,

para todo p € Z, y
B =Imf N F,N,

para todo p € 7.

Demostracion. El D-submédulo Imf de N tiene dos buenas filtraciones FN N Imf y
f(FM). Por 1.8, existe k € Z, tal que

F,NNImf C f(F,oxN), p€Z.

Sir >k,
B? = F,N N f(F,.M) > F,N N Imf > F,N N f(F,., M),

es decir B2 = F,N NImf. Ademas, si consideramos r > k + 1, tenemos

Fp o NNImf C f(Fp+k—rM) - f(Fp—lM)’ pez
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Sea x € ZP, de acuerdo a las contenciones anteriores,
f(x) e F,o,NNImf C f(F,_1M).

Entonces existe y € F, 1M tal que f(z) = f(y). Luego, z + F,. 1M =2 —y+ F, 1My
x—y € KerfnF,M. Asi,

P+ F, «M C (Kerf N E,M)+ F, 1 M.
La contencion inversa se sigue de la definicién de Z2, por lo tanto se tiene la igualdad. [

Aplicando este lema a las fronteras y ciclos relativos asociados al complejo T°, tenemos:
para cada p, ¢ € Z podemos encontrar ro(p + ¢q) tal que, para r > 1y se cumple

qu + Fp_lTp+q — Zp+q(T0) N Fpr+q + Fp_lTp+q

szl + Fp_lTp+q — Bp+q<T°) N Fpr+q + Fp_lTp'HI.

Entonces

ETI?q _ (Zp+q(T0> N Fpr+q + Fp,lTp+q)/(Bp+q(T°) N Fpr+q + Fp,lTerq)
F,H"™(T°) [ F ey HP(T®),

para toda r > ry. Por lo tanto E%? es el valor estable de EP9.
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4. Modulos Sobre el Anillo de Operadores Diferen-
ciales

En esta seccion estudiaremos algunas propiedades que tienen los moédulos sobre el
anillo de operadores diferenciales D(n). Comenzamos estableciendo una cota superior
y otra inferior para la dimensién de los D(n)-médulos finitamente generados, para es-
to equiparemos al anillo D(n) con la filtracién de Bernstein. Despues veremos cémo se
relaciona la dimensién de los D(n)-mddulos finitamente generados y los funtores deriva-
dos Extfj(n)(—,D(n)), relacién que comprende la construccién y andlisis de una suce-
sion espectral. Posteriormente nos concentraremos en analizar una familia muy impor-
tante de D(n)-médulos conocidos como moédulos holonémicos. Estableceremos criterios
para saber cuando un D(n)-mddulo es holonémico en términos de los funtores deriva-
dos Extjj(n)(—,D(n)). También construiremos un mecanismo que nos permita obtener
més D(n)-médulos holonémicos a partir de los ya conocidos, y explicaremos un poco
la importancia que tienen los D(n)-mdédulos holonémicos desde el punto de vista de las
ecuaciones diferenciales.

Como el objetivo es estudiar D(n)-médulos, tenemos que senalar que la categoria de
D(n)-médulos derechos es equivalente a la categoria de D(n)-médulos izquierdos. Esta
equivalencia la obtenemos del isomorfismo que existe entre D(n) y D(n), el cual esta da-
do por ® : D(n)®? — D(n), X; — X;,0; — —d;. Es por esta razén que consideramos de
forma indistinta D(n)-moédulos derechos o izquierdos y especificamos el lado sobre el cual
actia D(n) sélo cuando la omisién de esto cause ambigiiedad en los resultados. Denotamos
por M(D(n)) la categoria de todos los D(n)-médulos y por M,(D(n)) la subcategoria
plena de M(D(n)) que consta de todos los D(n)-médulos finitamente generados.

El anillo D(n) lo equiparemos con la filtracién de Bernstein, la cual esta dada por la
sucesion Dy(n) = {3, 3 aapX*0°| |a + B| < ¢}, q € Z. Por lo analizado en la introduccién
(Dy(n);q € Z) satistace F1,...,F7; es decir, es una buena filtracién para D(n), donde
Do(n) = K y GrD(n) es el anillo de polinomios en 2n-variables. Definimos la dimensién
de un médulo M € My(D(n)) usando la funcién aditiva A = dimg, la dimensién d(M)
y la correspondiente multiplicidad e(M) las llamaremos dimension y multiplicidad de
Bernstein del médulo M. El siguiente resultado nos establece cotas para la dimension
d(M) de todo médulo no nulo M € My, (D(n)).

Teorema 4.1. Sea M # 0 un D(n)-mddulo finitamente generado, entonces n < d(M) <
2n.

Demostracion. Como M es finitamente generado, lo podemos cubrir por
Dn) &= M — 0,

q es igual al nimero de generadores de M. Entonces d(M) < d(D(n)). Como d(D(n)) =
d(GrD(n)) = 2n, de donde d(M) < 2n.

Por 1.5 M tiene una buena filtraciéon F'M y podemos suponer FyM # 0, F;,,M = 0, para
p < 0. Luego, para p € Z consideremos el mapeo lineal D,(n) — Homg (F,M, F»,M) que
manda cada T' € D,(n) al morfismo m +— T'm. Probaremos que para cada p este mapeo
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es inyectivo. Para p < 0 es inmediato. Supongamos que es cierto para (p — 1) > 0y
consideremos 1" € D,(n) que satisface Tm = 0, para todo m € F,M. Sea v € F, 1M,
entonces x;v € F,M y ;v € F,M, 1 <1 <n. Observemos

[z;, Tlv =a;Tv—Tzx;v=0

[57;, T]’U = (SZT’U — T(SZ"U = 0.

Pero [z;,T],[d;,T] € D,—1(n). Por la hipétesis de induccién, [z;, T] =0y [6;,T] = 0, para
1 <i < n. Entonces T" esta en el centro de D(n). Como el centro de D(n) es K, el campo,
concluimos T = 0. Ahora, si consideramos las dimensiones,

dimg (Dy(n)) < dimg (Homg (F,M, Fy,M)) = dimg (F,M) - dimg (Fy, M), p € Z.

Luego, para p € Z suficientemente grande, el lado izquierdo de la desigualdad se comporta
como un polinomio en p de grado 2n. Mientras que el lado derecho se comporta como un
polinomio en p de grado 2d(M). Esto s6lo puede suceder si d(M) > n. O

El teorema anterior nos garantiza que todo D(n)-médulo no nulo M satisface d(M) >
n, esta desigualdad se le conoce como la desigualdad de Bernstein.

Definicién 4.2. Decimos que un D(n)-mddulo finitamente generado M es holondmico,
siM=0o0dM)=n.

Existen D(n)-mddulos holonémicos distintos de cero. Por ejemplo, el anillo de poli-
nomios K[Xi,...,X,] con la accion (T, f) = T(f), T € D(n), f € K[Xy,...,X,], es
un D(n)-mdédulo finitamente generado. La filtracién dada por el grado es una buena fil-
tracion. Ademas, d(K[X1,...,X,]) = n. Por lo tanto K[X1,...,X,] es un D(n)-mddulo
holonémico.

Si ¢ es un automorfismo de D(n), entonces podemos definir un endofuntor ¢E en
M(D(n)), que manda a cada D(n)-médulo M al D(n)-médulo M?, el cual es isomor-
fo a M como grupo abeliano, pero la accién de D(n) estd dada por (T, m) = ¢(T)m,T €
D(n),m € M. Por la proposicién 1.13 d(M) = d(¢(M)). Entonces si M holonémico,
¢(M) también es holonémico.

Lema 4.3. Sea M un D(n)-mddulo izquierdo, no necesariamente finitamente generado. Si
M tiene una filtracion FM exhaustiva y hausdor{f tal que dimg (F;M) < cit"+co(t+1)"71,
parat € Z y 1,09 € Zy. Entonces d(M) <n ye(M) < nle.

Demostracion. Sea My un D(n)-submddulo de M finitamente generado, por 1.4 existe
['My una buena filtracién para M. Luego (F;My = FyM N My;t € Z) es una filtracién
exhaustiva y hausdorff para M,. Por 1.7 existe ¢ € Z tal que I'\M, C Fi;, My, para todo
t € Z. Entonces dimg (I, My) < dimg (FyryqMo) < 1t +@)" 4+ 2t + ¢+ 1)"! < eqt" +
c3(t +1)""1, donde c3 es un entero positivo suficientemente grande. Entonces d(My) < n
y e(My) < nley. Asi, todo D(n)-submddulo finitamente generado de M es holonémico y
tiene multiplicidad menor o igual a nlc;. Sea v : 0 C M; C My C M3 C --- una cadena
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estrictamente creciente de D(n)-submdédulos de M finitamente generados. Para [ > 1, la
sucesion

0— M, — My — Mg /My — 0

es exacta. Como d(M;;1) = d(M,;) + d(M;+1/M;), por 1.12 e(M;) < e(M;41) < nle;. En-
tonces, 0 < e(M;) < e(My) < e(M;) < --- es una sucesién estrictamente creciente de
enteros positivos que se encuentra acotada por nley, ademés t < e(M;) < nley. Asi, 7y es
una cadena que se encuentra acotada, digamos que por M’ (un D(n)-submédulo finita-
mente generado de M), y tiene longitud a lo mas nlc;. Sea a € M, consideremos el D(n)-
submédulo M” = M’ + D(n)a. Entonces tenemos que M C M" | pero esta contencién
no puede ser propia, pues contradirfa el hecho de que M  acota a 7. En consecuencia
M" = M', es decir a € M. Por lo tanto d(M) < ny e(M) < nle;. O

Sea P € K[Xy,...,X,] un polinomio no nulo, consideremos el anillo de fracciones
{TPYT € K[Xy,...,X,],l €Z,} que se obtiene al localizar sobre el conjunto multi-
plicativo {P!|1 € Z,}, denotémoslo por K[X, P~!]. Definimos la accién de los operadores
0i, Xi,i=1,...,nen K[X, P~ de la siguiente forma:

1.6 TP~ =200 — (L)p-t (T2 Pt e K[X, PV,

T; ox;
2. X, TP~ = (z;T)P~' € K[X, P7Y].

Asi, K[X, P~ tiene estructura de D(n)-mdédulo. Notemos que no es obvio que K[X, P~1]
es un D(n)-médulo finitamente generado.

Teorema 4.4. Sea P € K[Xi,...,X,] un polinomio no nulo de grado m. Entonces
KI[X, P! es un D(n)-mddulo holondmico.

Demostracion. Construiremos una filtracién que cumpla las hipétesis del lema 4.3. Sea
FK[X, P7!] la filtracién dada por F;K[X, P~ = {TP7Y deg(T) < I(m + 1)}, | € Z.
Por la forma en que estd definida la accién de D(n) en K[X,P~!] parai =1,...,ny
TP e [K[X, P!, tenemos

0

- (TP™) = (TP ™) = (

oT oP
P—-IT

)P—l—l —. le—l—l

X;- (TP = (X;T)P! = (X;TP)P 7 = Q, P77,

donde deg(Q1) < I(m+1)+m —1 < (I+1)(m+1)ydeg(Q) <lm+1)+m+1=
(I+1)(m+1). Entonces §; - (TP7!), X;- (TP7!) € Fi1[X, P7Y, parai = 1,...,n. De esta
forma Dy (n) - FK[X, P™'] C F;1K[X, P7Y. Por induccién en ¢, Dy(n) - FK[X, P7| C
F, K[X, P!, para toda t € Z. Por lo tanto FK[X, P~!] es una filtracién de D(n)-
modulos.

Observemos que F;K[X, P~!] = 0, para todo [ < 0, lo cual implica que FK[X, P™!]
es hausdorff.

Sea TP~' € K[X,P~!] un elemento cualquiera con deg(T) = s y [ > 0, entonces
deg(TP*) = s+ ms < (I + s)(m + 1), de donde TP~' = (TP*)P~+%) ¢ F, ,K[X, P~ ".
Por lo tanto J,.; [LK[X, P'] = K[X, P71, es decir FK[X, P~'] es exhaustiva.
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Por la forma en que se definié F,K[X, P71], dimgx F;K[X, P~1] es igual a la dimensién
del K-espacio vectorial generado por todos los polinomios en n-variables de grado menor o
igual a [(m—+1). Entonces dimg (FK[X, P7']) < (m+1)""/n!+co(I+1)""! paral € Z,
y ¢ un entero positivo suficientemente grande. As{, FK[X, P~!] cumple las hipétesis del
lema 4.3. Por lo tanto K[X, P~!] es un D(n)-mddulo holonémico. O

De acuerdo con [Bjork| la colecciéon de todos los D(n)-médulos no nulos es llamada
la clase de Bernstein, la denotamos por #(D(n)). Los D(n)-médulos holonémicos de
multiplicidad 1 son llamados D(n)-médulos holondmicos irreducibles. En general, diremos
que un D(n)-médulo es irreducible si éste es simple.

Ahora estudiaremos algunas propiedades homoldgicas de D(n). Por 3.9 sabemos que
hd(D(n)) < hd(GrD(n)). Como el anillo graduado asociado a D(n) con respecto a la
filtracién de Bernstein es K[X7, ..., X, &1, ..., &, por 2.2 concluimos hd(D(n)) < 2n.

Si hablamos de propiedades homoldgicas, no podemos olvidarnos de los funtores deriva-
dos Extfj(n)(—, D(n)), asi que estudiaremos un poco la relacién que existe entre la di-
mension de Bernstein y esta familia de funtores.

Sea M un D(n)-médulo no nulo finitamente generado, por 2.4 sabemos que existe
J € Zy4 tal que Ext{t)(n)(M, D(n)) # 0. Definimos

J(M) = min{j € Z| Eth)(n)(Ma D(n)) # 0}.

El siguiente resultado relaciona la dimension de Bernstein con los funtores derivados
Exty, ., (= D(n)).

Teorema 4.5. Sea M un D(n)-mddulo izquierdo finitamente generado. Entonces

1. Extfj(n)(M,D(n)) =0, para j < 2n —d(M).

2. d(Exth(n)(M, D(n))) < 2n —j, para todo 0 < j < 2n.
3. d(Extyy "0 (M, D(n))) = d(M).
En particular, si M # 0, Ext%n(;)d(M)(M, D(n)) # 0, es decir

d(M) + §(M) = 2n.

Demostracion. Sea F'M una buena filtraciéon para M. Sea P, una resolucién proyecti-
va de M que consta de D(n)-moédulos P, i € Z, finitamente generados. Cada P; lo
equipamos con una buena filtracion F'P; que sea compatible con la diferencial de P,.
Sea T° = Homp, (P, D(n)). Entonces T° es un complejo de D(n)-médulos filtrados,
por 3.10 la filtracién de cada T7 es una buena filtracion. Definimos la sucesion espectral
E asociada al complejo filtrado T° de la misma forma que en la Seccién 3. El término
E; estd dado por E? = GrpExt’ét%(n)(GrM, GrD(n)), y el término E., estd dado por
EPd = Gr,Ext}, ! (M, D(n)).
1. Como GrD(n) = K[Xy,...,Xn, &1, .., &), por 2.10(1) sabemos que los médulos
ExtérD(n)(GrM, GrD(n)) = 0, para j < 2n — d(GrM) = 2n — d(M). Entonces
BT =0, E?? =0, para p+q < 2n+d(M). Por lo tanto Ext’;EfL)(M, D(n)) = 0, para
p+q<2n—dM).

37



2. Como @,,-;FP? son GrD(n)-médulos finitamente generados y @, q—;EFT{ es el
cociente de un submédulo de @, 4—; EP?. Por 1.11 d(®ptq=; EX,) < d(@pyq=j EF),
r €N, j € Z. Entonces

d(EXtérD(n)(GrM7 GrD(n))) = d(®pre=E") 2 d(@p1q= EL)
= d(GrExt]b(n) (M, D(n)))

para todo j € Z,. Por 2.10(2) d(ExtérD(n)(GrM, GrD(n))) <2n—j,para0 < j <
2n. Por lo tanto d(Exti_)(n)(M, D(n))) <2n—j, para0 < j < 2n.

3. La diferencial d, : @4 ,—jE?? — @pig—jr1 EP? es un morfismo de GrD(n)-mddulos,
para todo j € Z. Si j = 2n — d(M), por lo analizado en (1), @ptq=j+1 £ = 0, para
r € N. En consecuencia d, : ©pyq=j—1 L7 — @pyq=; L es la funcién cero. Entonces
EP?, C EY, para todo p+ g = j, r € N. Por otro lado, tenemos d(@yq—;+1EF9) <
2n — j — 1. Por 2.10(3),

d(Dp1g=i V') = d(Ext{y, ) (GrM,GrD(n))) = d(GrM) = d(M) = 2n — j.
Por induccién en r, d(®piq=; LF?) = 2n—j, para r € N. As, d(Extg(n)(M, D(n))) =
2n —j =d(M).
Si M # 0, entonces d(ExtzD"(:l;l(M)(M, D(n))) = d(M) # 0. Por lo analizado en (1),

Exty,, (M, D(n)) = 0, para j < 2n — d(M). Entonces j(M) = 2n — d(M).
]

Observemos que el teorema anterior es véalido para cualquier K-algebra B y cualquier
buena filtracién F' B, cuya dlgebra graduada asociada sea el dalgebra de polinomios. Ahora
analizaremos una serie de implicaciones que marcan la importancia de este teorema.

Corolario 4.6. Sea M un D(n)-mddulo finitamente generado. Entonces
1. Extfj(n)(M,D(n)) =0, para j > n.
2. Extlp,) (M, D(n)) es holonémico.
Demostracion. 1. Por 4.5(2), d(ExtjD(n)(M,D(n))) < 2n — j, para j > n, es decir

d(Ext%(n)(M ,D(n))) < n. Pero todo D(n)-médulo no nulo tiene dimensién mayor

0 igual a n. Por lo tanto Ext/, (M, D(n)) = 0, para j > n.

(n

2. Por 4.5(2), d(Extp, (M, D(n))) < 2n —n = n, es decir Extp,, (M, D(n)) es
holonémico.
L]

Corolario 4.7. Sea M un D(n)-mddulo izquierdo finitamente generado. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:
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1. M es holonomico.
2. Exti)(n)(M,D(n)) =0, para j # n.

Demostracion. Supongamos (1). Por 4.5(1) Extfj(n)(M, D(n)) =0, para j < ny por 4.6
Ext%(n)(M7 D(n)) =0, para j > n. Por lo tanto (2).
Supongamos (2). Entonces d(Ext][')(n)(M, D(n))) =0, para j # n. Por 4.5 (2), tenemos

d(Extlh, (M, D(n))) < n. Asi, d(M) = d(Extjy, " (M, D(n))) < n. Porlo tanto (1). [

Teorema 4.8. hd(D(n))=n.
Demostracion. Por 4.5(2) sabemos Ext]b(n)(M, D(n)) =0, para j > n, M € My, (D(n)).

Aplicando 2.3, obtenemos hd(D(n)) < n. Por 4.7, existen M's € M,(D(n)) tales que
Extp,,) (M, D(n)) # 0. Por lo tanto hd(D(n)) = n. O

Teorema 4.9. Sea F : My, (D(n)) — Myy,(D(n)) una equivalencia de categorias aditi-
vas. Entonces d(M) = d(F(M)).

Demostracion. Si F es una equivalencia de categorias, M # 0 es equivalente F (M) # 0.
Por lo tanto, podemos considerar j(M) y j(F(M)) y por 4.5 es suficiente mostrar j(M) =
JUF(M)).

Observemos que los objetos proyectivos en My,(D(n)) son exactamente los D(n)-
moédulos proyectivos finitamente generados. Asi, para M € My, (D(n))

J(M) = mingj € Zy | Exthy, (M, D(n)) # 0}
= min{j € Z,| Exti:)(n)(M, F) # 0, F libre de rango finito}
= min{j € Z,| Ext]D(n)(M , P) # 0, P proyectivo finitamente generado}
Sea P, una resolucién proyectiva de M que consta de D(n)-moédulos proyectivos finita-
mente generados. Como F preserva objetos proyectivos en M s,(D(n)), entonces F(P,) es

una resolucién izquierda de F(M), que consta de D(n)-mddulos proyectivos finitamente
generados. Esto implica que para cualquier D(n)-médulo N,

Ext},,, (F(M), F(N)) = H (Hompe(F(P.), F(N)))
H (Hom p(m) (Ps, N)) = Ext}, (M, N),

1

para todo j € Z,. En particular,

Jj(M) = min{j € Z,| Extg(n)(M, P) # 0, P proyectivo finitamente generado}
= min{j € Z,|Exty,,,(F (M), F(P)) # 0, P proyectivo finitamente generado}
> min{j € Zy|Exty,,, (F(M), Q) # 0, Q proyectivo finitamente generado.}
= J(F(M))

De manera analoga j(M) < j(F(M)). O
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Como nos podemos dar cuenta, el teorema 4.5 segun los resultados 4.6, 4.7, 4.9 se puede
aplicar para encontrar mas D(n)-médulos holondmicos a partir de los ya dados o, para
caracterizar estos modulos. Ahora, ; para qué estudiar moédulos holonémicos?, ; por qué son
importantes los médulos holonémicos?. El principal interés por estudiar los D(n)-médulos
holonémicos viene de las ecuaciones diferenciales, pues se tiene una correspondencia entre
los D(n)-médulos y los sistemas de ecuaciones diferenciales. Analicemos un poco esta
relacion.

Sea P un operador en D(n), éste puede ser representado de la forma ) ¢,0%, donde
a €LY, go € K[Xy,...,X,] y 6% = 07" --- 0o Este operador diferencial induce una
ecuacién

P(f) = ga0°(f) =0,

donde f puede ser un polinomio o, en el caso K = R, una funcién de clase C*> en

las variables Xi,...,X,. De manera general, P;,..., P, € D(n) induce un sistema de
ecuaciones diferenciales
(10a) Pi(f)=R(f) == P.(f) =0.

A este sistema le podemos asociar el D(n)-médulo D(n)/> " D(n)P; y lo llamaremos
el D(n)-médulo asociado al sistema (10a). En el lenguaje de las Ecuaciones Diferenciales
en Derivadas Parciales (EDP), los sistemas de ecuaciones cuyo D(n)-médulo asociado
es holonémico reciben el nombre de sistemas maximales sobredeterminados. Los D(n)-
moédulos holonémicos estan relacionados con el problema de estabilidad del sistema, ver
la seccién 19 de [Coutinho]. Otra sorprendente aplicacién que tienen los D(n)-mddulos
holonémicos a las ecuaciones diferenciales es que, éstos pueden ser usados para encontrar
ecuaciones diferenciales que sean satisfechas por cierto tipo de funciones. Los D(n)-médu-
los holonémicos tambén son usados para determinar si una identidad dada es cierta, ver
la seccién 20 de [Coutinho].

Es por este tipo de aplicaciones que el interés por entender los D(n)-mddulos holonémi-
cos desde el punto de vista de las ecuaciones diferenciales es muy grande.

Otra motivacién que se tiene para estudiar los D(n)-médulos holonémicos es porque,
como ya se dijo antes, los D(n)-mdédulos holonémicos de multiplicidad 1 son irreducibles.
Asi, la ilusién del Algebra es encontrar todos los D(n)-médulos irreducibles y de esta forma
tratar de encontrar las representaciones del Anillo de Operadores Diferenciales D(n). Vale
la pena mencionar en este apartado que existen ejemplos de D(n)-mdédulos que no son
holonémicos pero que son irreducibles, el primer ejemplo se debe a J. T. Stafford en 1985.
En el articulo [Stafford] se prueba que para n > 2y Ay,...,\, € C algebraicamente
independientes sobre Q, el operador

(11a) S=0+ ) NXiXidi — X))+ Y (X, —5y),
=2 i=2
genera un ideal izquierdo maximo en D(n). Entonces M = D(n)/D(n)S es un D(n)-
moédulo irreducible que tiene dimension 2n—1. Una prueba detallada de estas afirmaciones
también la podemos revisar en [Krause-Lenagan| corolario 8.6 y teorema 8.7. Posterior-
mente en 1988, J. Bernstein y V. Lunts encontraron una forma de construir D(n)-mdédulos
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irreducibles no holonémicos basados en argumentos geométricos [Bernstein-Lunts]. Con
estos ejemplos queda claro que la tarea de encontrar todos los D(n)-mdédulos irreducibles
es muy complicada y hasta la fecha sigue siendo un tema abierto.

Retomando el estudio de los D(n)-médulos holonémicos tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.10. Se cumplen las siguientes afirmaciones:
1. Todo modulo holonomico es de longitud finita.
2. Submddulos, cocientes y extensiones de maodulos holondmicos son holondmicos.

Demostracion. 1. Sea M un D(n)-médulo holonémico diferente de cero. Por definicién
d(M) = ny e(n) € N. Como M es finitamente generado y D(n) es un anillo
noetheriano, existe un D(n)-submédulo maximal M~ diferente de M. Asf,

0—M —M-— M/M —0.

Por (2), M' y M/M" son holonémicos. Ademds, M/M’ es simple. Si M # 0, por
1.12 tenemos que e(M') < e(M). Por induccién en e(M), M tiene longitud finita.

2. En una sucesiéon exacta

0—>M/—>M—>M”—>O,
se cumple que d(M) = max{d(M"),d(M")}. Supongamos que M es holonémico,
d(M')
d(M//>

(M) =

d
dlM) = n.

IA A

1"

Por lo tanto d(M') < n, d(M") < n, es decir, submédulo y cociente de holonémico
es holonémico. Si suponemos M y M" holonémicos, entonces d(M) < n, por lo

tanto M es holonémico.
]

Observemos que (1), en el teorema anterior, implica que los D(n)-médulos holonémicos
tienen serie de composicién de longitud finita (a lo méas la multiplicidad del médulo), es
decir, los D(n)-médulos holonémicos son artinianos y noetherianos.

Sea M un R-médulo, para R un anillo cualquiera. Un elemento m € M se dice que es
de torsion si Ann(m) # {0}, decimos que M es de torsion si Ann(m) # {0}, para todo
m € M. Observemos que el anillo de polinomios K[X7,...,X,] es un D(n)-médulo de
torsién. De forma més general tenemos que todo D(n)-médulo holonémico es de torsion.
Otro resultado que se conoce, es que todo D(n)-médulo holonémico es ciclico, es decir,
estd generado por un solo elemento. Una prueba de estos resultados se puede ver en la
seccién 10 de [Coutinho].

Denotamos por M;¢(D(n)), Hol(D(n)) las subcategorias plenas de My,(D(n)) que
consisten de D(n)-médulos de longitud finita y D(n)-médulos holonémicos, respecti-
vamente. El teorema 4.10 nos muestra que Hol(D(n)) es una subcategoria plena de
M(D(n)). Ya que por medio del operador S expresado en (11a) se pueden construir
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D(n)-médulos irreducibles que no son holonémicos, para n > 2 la categoria Hol(D(n)) es
estrictamente méas pequefia que M, (D(n)).

Por 4.7 y la sucesién exacta larga de Extf, ) (—, D(n)), tenemos que el funtor con-
travariante M — M* = Ext} (M, D(n)) de Hol*(D(n)) en Hol®(D(n)) es exacto. De-
notamos por el mismo sfmbolo al funtor andlogo que va de Hol®(D(n)) en Hol*(D(n)).
La composicién de estos dos funtores M — M*™ es un funtor exacto covariante sobre

HolL(D(n)).

Teorema 4.11. El funtor M — M** es isomorfo al funtor identidad en Hol(D(n)).

[a=d

Demostracion. Sea P un D(n)-médulo proyectivo finitamente generado, entonces D4(n)
P @ P'. Observemos

Di(n) = Hompg,(D%n), D(n)) = Homp,) (P @ P',D(n))
Homp(,y (P, D(n)) @ Hompey (P, D(n)).

Il

Asi, Homp,) (P, D(n)) es un D(n)-médulo proyectivo finitamente generado.
Para cualquier D(n)-médulo izquierdo N, tenemos el morfismo natural

Uy : N — Homp, (Homp, (N, D(n)), D(n)),

definido por WUy (m)¢ = ¢(m), para ¢ € Homp,y (N, D(n)), m € N. U resulta ser un
isomorfismo para F' un D(n)-médulo libre de rango finito. Usando nuevamente el hecho
de que proyectivo es sumando de libre, para P proyectivo finitamente generado, tenemos

Up : P — Homp, (Homp, (P, D(n)), D(n)) es un isomorfismo.

Sea M un D(n)-mdédulo finitamente generado. Por 4.8 existe una resolucién proyectiva
izquierda P, de M que tiene longitud n. Esta se ve de la forma

d dn—1 d d d
0—P, P, —... 2P 5P -5M-—D0.

Aplicando el funtor contravariante Homp,)(—, D(n)), tenemos

(12a)  Hompy(Py, D(n)) — -+ 2% Hompny (P, D(n)) 5 M* — 0,

donde M* = Homp,)(F,, D(n))/d;,(Homp)(Pn-1, D(n))) = Extp,, (M, D(n)). Por 4.7
sabemos que Extjb(n)(M,D(n)) = 0, 7 # n. Entonces (12a) es una sucesién exacta de
D(n)-médulos proyectivos derechos, por tanto una resolucién proyectiva de M*. Denota-
mos por L° = Homp,)(Homp,)(Fs, D(n)), D(n)). Aplicando nuevamente el argumento,
vemos que el complejo L° es una resolucién proyectiva izquierda de M**. Luego ¥ induce
un isomorfismo entre L° y P,. Por lo tanto M = M**. ]
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5. Variedad Caracteristica

Esta seccion la dedicaremos al estudio de las propiedades geométricas que se le pueden
asociar a D(n) a partir de GrD(n), para ello consideraremos a D(n) con una filtracién
dada por el grado del operador diferencial, la cual nos permite visualizar de forma na-
tural la estructura de K[Xj,..., X,]-mddulo que tiene todo D(n)-mddulo. Luego a to-
do D(n)-médulo M le podemos asociar un ideal I que es el aniquilador de GrM en
K[Xy,..., X0, &, ..., &), para el cual su radical J(M) queda invariante de la filtracién
de M. Asf la variedad asociada a J(M) en K?" la llamaremos variedad caracteristica de
M. Posteriormente analizaremos algunas de las propiedades de esta variedad, entre las
que destaca la dimensién, pues resulta que la dimensién de la variedad caracteristica de
M coincide con d(M).

Recordemos que todo elemento a € D(n) tiene una expresién candnica de la forma
a = ZaﬁaaﬁXfl ---Xﬁ‘”é?l N NG = 7%, ans € K. Entonces podemos pensar a

n ?

los elementos de D(n) como polinomios en 4y, ..., d,, con coeficientes en el anillo de poli-
nomios K [X7, ..., X,]. De esta forma, si M es un D(n)-médulo, entonces M también es un
K[Xy,...,X,]-médulo. Sabemos que a todo K[ Xy, ..., X,]-médulo M, le podemos asociar
una variedad afin V(Ann(M)), donde Ann(M) denota el anulador de M en K[X7, ..., X,].
Pensando en lo anterior, a D(n) lo equiparemos con una filtracién I'D(n) que nos
permita entender un poco mejor la relacién médulo-variedad. Sea p € Z, definimos

LpD(n) = {)_ aapXi™ -+ X6 - 57 | 6] < p},
75

y denotamos por I'D(n) = (I',D(n); p € Z). Observemos que esta filtracién satisface:
I't. T',D(n) = {0}, para p < 0.
r2. U, I'yD(n) = D(n).
3. 1€ 0yD(n) = K[X,, ..., X,].
I'4. T,D(n)-I';D(n) C I')1,D(n), para cualesquiera p, g € Z.

I's. [I',D(n),I'yD(n)] =T,D(n)-I'yD(n)—T,D(n)-I';D(n) C I'y1,—1D(n), para cuales-
quiera p, q € Z.

I'e. GrD(n) = K[X1,..., X, &1, .,&] es un anillo noetheriano.

I'7. GryD(n) = Y K[Xy,...,X,]&, genera a K[Xy,..., X, &,...,&] como una
K[Xy, ..., X,]-dlgebra.

Por I'l,...,T'7, concluimos que I'D(n) es una buena filtraciéon para D(n).

Proposicién 5.1. Sea M un D(n)-mddulo finitamente generado. Entonces M tiene es-
tructura de K[Xy,...,X,]-médulo y supp(M) es una subvariedad cerrada de K.
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Demostracion. Sea F'M una buena filtracién de M compatible con I'D(n). Recordemos
que supp(M) = {z € K"|M, # 0}. El localizar es exacto, de esta forma (GrM), =
(BpezFpyM/Fy 1 M), = Gpen(FM),/(Fp—1M),. Como FM es una buena filtracién de
M, M, = 0 es equivalente a (F,M), = 0, para todo p € Z. Asi, M, = 0 es equivalente a
(GrM), = 0.

Sea I, el anulador del K[X;, ..., X,]-médulo Gr,M, p € Z. Cada F,M esun'yD(n) =
K[Xy,...,X,]-mddulo finitamente generado, entonces Gr,M es un K[X7, ..., X,]-médu-
lo finitamente generado. Por 1.15, supp(Gr,M) = V(I,). Esto implica que supp(M) =
Upez V(Ip). Sean my, ..., m, generadores homogéneos de GrM como GrD(n)-médulo.
Sea [ el aniquilador de my,...,mg en K[Xy,..., X,], entonces I C Ann(M). Llamemos
S = {pi € Z|m; € Grp,M}. De esta forma (,.g I, = I C I, para todo g € Z. Asf obte-

nemos, (J,cq V(1) = V(I) D V(I,), para todo q € Z. Por lo tanto supp(M) = V(I). [

Sea D un anillo con una buena filtraciéon F'D. Sea M un D-moédulo finitamente gen-
erado y F'M una buena filtracién para M. Entonces GrM es un GrD-mddulo finitamente
generado. Sea I el aniquilador de GrM en GrD. Ahora veamos que [ es un ideal graduado.
Consideremos f € I, esta f la podemos expresar de la forma f = >, f;, con f; € Gr,, D.
Seam =3/, m; € GrM, con m; € Gr,, M. Si multiplicamos f y m, tenemos

0=fm=0_ £ _m)=Y > fm
i=1 j=1 i=1 j=1
Esto implica que fm; = 0, paral <@ <7r, 1 < j <s. Asi, fim =0, paral <17 <,
es decir f; € M, para 1 < i < r. Por lo tanto I es un ideal graduado, ademés Grl =
(INGr,D;p € Z) es una graduacién de I. De igual forma r(7), el radical de I, es un ideal
graduado. Debemos notar que en general, I depende de la buena filtracién de M. Para
eliminar esta dependencia, tenemos el siguiente resultado.

Lema 5.2. Sea M un D-mddulo finitamente generado y FM, F'M dos buenas filtraciones
de M. Sean I,I los aniquiladores de GrM, Gr' M en GrD respectivamente. Entonces
r(I)=r(I).

Demostracion. Sea T € r(I) N Gr,D. Entonces existe s € Z,, tal que T° € I. Si consi-
deramos Y € F,D, tal que su clase Y + F, 1D = T, tenemos Y*F,M C F,,,M. Como
T* €Iy Ann(GrM) = I, se cumple Y°F,M C F, ;5,1 M. Por induccién en m, tenemos

Y™ F,M C FyimepmM,

para todo m € N, ¢ € Z. Por otro lado, FM y F'M son equivalentes. Entonces existe
l € Z, tal que F;M C FuM C Fql+2lM7 para todo q € Z. Asi,

Y™ FEM CY™FuM C Fopivmsp-mM C Fpomsp-mM,
para todo q € Z, m € N. Si consideramos m > 2I, tenemos que
Y™FMCFE o mpmM CF g 1M,

para toda ¢ € Z, m € N. Esto implica que T™ € I, es decir T € 7‘([’). Por lo tanto
r(I) € r(I'). La contencién inversa se obtiene intercambiando los papeles de I y I
Asi concluimos que (1) = r(I'). O
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Entonces el radical del aniquilador de GrM es independiente de la eleccion de una
buena filtracién en M. A este ideal que queda invariante de la filtracién lo llamamos ideal

caracteristico de M y lo denotamos por J(M).
Como GrD(n) = K[Xy,...,Xn, &1, ..., &), entonces J(M) es un ideal en el anillo de
polinomios. Asi, podemos definir un conjunto algebraico cerrado

Ch(M) =V(J(M)) C K",

que llamaremos la vartedad caracteristica de M. Los siguientes resultados nos hablan un
poco sobre las propiedades de Ch(M).

Lema 5.3. La variedad caracteristica Ch(M) de un D(n)-mddulo finitamente generado M
cumple con la siguiente propiedad; si (x,&) € Ch(M), para z,§ € K™, entonces (x,\) €
Ch(M), para todo A € K.

Demostracion. Recordemos que I = Ann(GrM), el aniquilador de GrM en GrD(n) es
un ideal graduado, con graduacién Grl = (I N Gr,D(n);p € Z). Como la filtracién que
estamos considerando sobre D(n) es el grado como operador diferencial (grado sobre ¢;,
i=1,...,n). Entonces I es un ideal homogéneo en las tltimas n-variables. Como el radical
de un ideal homogéneo es homogéneo, tenemos que r(I) = J(M) es un ideal homogéneo
en las ultimas n-variables. Por lo tanto, si (z,£) € Ch(M), entonces (z, ) € Ch(M),
para toda \ € K. m

Ahora veamos de qué manera se comporta Ch en una sucesion exacta corta.

Proposicion 5.4. Sea
0—-=M = M—M =0

una sucesion exacta corta de D(n)-mddulos finitamente generados. Entonces
Ch(M) = Ch(M YU Ch(M").

Demostracion. Sea F'M una buena filtracién de M. Entonces F'M induce buenas filtra-
ciones FM',FM" en M',M" respectivamente. Ademés, la sucesién

0— GrM — GrM — GrM" — 0,
es una sucesién exacta corta de GrD(n)-mddulos finitamente generados. Luego,
Ann(GrM') - Ann(GrM") € Ann(GrM) € Ann(GrM') N Ann(GrM”).
Como el radical satisface la propiedad r(I - J) =r(I N J)=r(I)Nr(J), entonces
JMYNJMyc J(M)cJ(MYNJ(M").
Por lo tanto Ch(M) = Ch(M') UCh(M"). O

Es de natural interés saber que dimension tiene la variedad caracteristica, para ello el
siguiente resultado.
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Teorema 5.5. Sea M un D(n)-mddulo finitamente generado. Entonces
dim Ch(M) = d(M).
Demostracion. Por la parte (1) del teorema 1.17 sabemos que
dim V(Ann(GrM)) = d(GrM).
Al final de la seccién 1 probamos que d(GrM) = d(M). Por lo tanto
dim Ch(M) = d(M).
]
Por la desigualdad de Bernstein y el teorema anterior, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.6. Si M es un D(n)-mddulo finitamente generado. Entonces Ch(M) > n

Sea 7 : K?" — K™ la funcién proyeccién dada por m(z,§) = x, para cualesquiera
x, £ e K™

Proposicién 5.7. Sea M un D(n)-mddulo finitamente generado. Entonces supp(M) =
m(Ch(M)). Estamos pensando supp(M) en K", es decir supp(M) = {z € K"| M, # 0}.

Demostracion. Como M es finitamente generado, entonces M tiene una buena filtracion
FM, de tal forma que GrM es un GrD-moédulo finitamente generado. Sean my, ..., ms un
conjunto de generadores homogéneos de GrM. Como en la prueba de 5.1, el aniquilador
I de mq,...,mg en K[Xy,...,X,], cumple que supp(M) = V(I). Por otro lado, si J
es el aniquilador de my,...,ms en K[Xy,..., X, &1, ..., &), éste es un ideal homogéneo
en &,...,&,, que ademds satisface I = K|[Xq,...,X,]NJ, V(J) = Ch(M). Entonces es
equivalente tener € V(I) a tener (z,0) € V(J), lo cual se cumple porque J es un ideal
homogéneo en las tltimas n-variables. Por lo tanto 7w(Ch(M)) = supp(M). O

Consideremos M un D(n)-médulo finitamente generado. Definimos el soporte singular
de M como

suppsing(M) = {z € K"| (z,£) € Ch(M), para algin & # 0}

Es claro que supp sing(M) C supp(M).

Una variedad U es completa siempre que la proyeccién U x V' — V sea una funcion
cerrada, para V otra variedad cualquiera. Estamos considerando la topologia de Zariski
en U x V. Las variedades proyectivas resultan ser completas. Esta afirmacion nos sera de
utilidad en la siguiente proposicién.

Proposicién 5.8. Sea M un D(n)-mddulo finitamente generado. Entonces supp sing(M )
es una subvariedad cerrada de supp(M).
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Demostracion. Sea p: K™ — {0} — P""!(K) la proyeccién natural. Entonces
Ixp: K"x (K"—{0}) - K" x P"" 1K)

proyecta Ch(M)— (K™ —{0}) sobre la subvariedad cerrada que corresponde al ideal J(M)
en K" x P"1(K), es decir, Im(1 x p) = V(J(M)) en K" x P"!(K). La proyeccién de
V(J(M)) € K"xP"}(K) al primer factor es justamente el supp sing(M). Como P"(K) es
una variedad completa, esto implica que la proyeccion K" x P"~}(K) — K™ es una funcién
cerrada. Asi tenemos que supp sing(M) es una subvariedad cerrada de supp(M). ]

En el caso en el que M sea un D(n)-moédulo holonémico se puede decir un poco més.
Corolario 5.9. Sea M un D(n)-mddulo holondmico. Entonces dim suppsing(M) < n—1.

Demostracion. Para M = 0, el resultado es trivial. Supongamos que M # 0 holonémico.
Por 5.5 J(M) define una variedad de dimensién n en K?*. Como J(M) es homogéneo en
las tiltimas n-variables, entonces J(M) en K" x P"~!(K) define una variedad de dimensién
a lo mds n — 1. Asi, la proyeccién de V(J(M)) C K™ x P*"}(K) en K" es una variedad
de dimensién a lo mas n — 1. ]
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