


 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 
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Introducción
El surgimiento de los D-módulos según [Coutinho] comienza a partir de los años 60’s,

cuando numerosos investigadores, entre los que destacan I.N. Bernstein, I.M. Gelfand, I.S.
Gelfand, B. Malgrange, comenzaron a deducir propiedades de las ecuaciones diferenciales
a partir de estructuras algebraicas que se les pueden asociar a éstas. Como ejemplo te-
nemos los trabajos de Malgrange, quien consideró el D-módulo asociado a una ecuación
diferencial con coeficientes constantes para deducir propiedades de la ecuación. Posterior-
mente en 1971 M. Kashewara en su tesis doctoral “Estudio Algebraico de Sistemas de
Ecuaciones en Derivadas Parciales”, aplicó sistemáticamente los argumentos utilizados
por Malgrange para ecuaciones diferenciales con coeficientes anaĺıticos. Por otra parte en
la Unión Soviética Bernstein desarrollo la teoŕıa de los módulos sobre el álgebra de Weyl.
Teoŕıa que aplicó de forma inteligente para responder a una pregunta que planteó I.M.
Gelfand en el Congreso Internacional de Matemáticas, Ámsterdam 1954, donde se cues-
tionaba si cierta función Γf (z) (que se relaciona con la ecuación funcional) pod́ıa ser
extendida a una función meromorfa definida en todo el plano complejo. La respuesta que
ofreció Bernstein en 1972 se concentraba en las propiedades algebraicas de las álgebras
de Weyl. Esta respuesta se consideraba “elemental” comparada con las respuestas que
ya hab́ıan dado M.F. Atiyah y el mismo Bernstein en colaboración con I.S. Gelfand en
1968, las cuales usaban argumentos bastante complicados como la resolución de singu-
laridades de H. Hironaka. Aśı fue como este tipo de argumentos algebraicos comenzó a
ser una fuente de respuestas a diversos problemas que tienen su ráız en el Análisis o en
Ecuaciones Diferenciales.

La teoŕıa general de los D-módulos como se puede checar en [Björk] y [Malgrange] se da
entre una mezcla de Álgebra, Geometŕıa Algebraica, Análisis y Ecuaciones Diferenciales;
donde los temas que destacan son sucesiones espectrales, categoŕıas derivadas, esquemas,
gavillas, sistemas dinámicos, etc. Pero donde la idea principal es utilizar argumentos de
tipo algebraico para solucionar problemas de tipo anaĺıtico. Es por esto que la temática
de los D-módulos es bastante amplia y requiere de un profundo conocimiento de diversas
áreas de la Matemática. Debido a nuestro poco entendimiento y muchas limitaciones
nosotros únicamente estudiaremos los D-módulos desde el punto de vista algebraico.

El propósito del presente trabajo es analizar las notas [Miličić] de las cuales se han
extráıdo la mayoŕıa de los resultados que aqúı se exponen. Estudiaremos las propiedades
principalmente homológicas de módulos que en principio no tendŕıan que ser módulos
sobre el Anillo de Operadores Diferenciales, sino de módulos que están sobre un anillo
que tiene una buena filtración y posteriormente nos concentramos en las propiedades que
cumplen los módulos sobre el Anillo de Operadores Diferenciales.

A manera de introducción para los temas que desarrollaremos en las siguientes seccio-
nes haremos un breve recuento sobre algunos teoremas que fueron analizados en [Tesis] y
que serán de gran utilidad en este trabajo.

Comenzamos recordando la definición de álgebra de Weyl. Para un dominio entero
R, la n-álgebra de Weyl, n ≥ 1, se define como la R-álgebra libre en los generadores
X1, . . . , Xn, δ1, . . . , δn con las relaciones XiXj − XjXi = 0, δiδj − δjδi = 0 y la de anti
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conmutatividad δiXj − Xjδi = Δij, donde Δij es la delta de Kronecker. En śımbolos

An(K) =
R < X1, . . . , Xn, δ1, . . . , δn >

(XiXj − XjXi, δiδj − δjδi, δiXj − Xjδi − Δij)
.

Para K un campo de caracteŕıstica cero, An(K) también se le conoce como Anillo de Ope-
radores Diferenciales. Recibe este nombre debido a que ésta es isomorfa a la K-subálgebra
de EndK(K[X1, . . . , Xn]) generada por los operadores lineales X1, . . . , Xn, ∂

∂X1
, . . . , ∂

∂Xn
,

donde Xi denota el operador multiplicar por la variable Xi y ∂
∂Xi

es la derivada formal
con respecto a la variable Xi. Por la regla de Leibnitz para la derivada de un producto se
deduce que estos operadores satisfacen la relación

∂

∂Xi

Xj − Xj
∂

∂Xi

= Δij.

Todo elemento a ∈ An(K) lo podemos expresar de manera única en la forma a =∑
α,β aαβXα1

1 · · ·Xαn
n δβ1

1 · · · δβn
n , para aα,β ∈ K, α, β ∈ Z

n
+. En términos más generales,

lo que estamos afirmando es que la colección de monomios {Xαδβ}α,β∈Z
n
+

es una K-base
de Poincaré-Birkhoff para An(K). El producto de dos elementos a, b ∈ An(K) se define
como sigue

ab = (
∑
α,β

aαβXα1
1 · · ·Xαn

n δβ1

1 · · · δβn
n )(

∑
γ,ε

aγεX
γ1

1 · · ·Xγn
n δε1

1 · · · δεn
n )

=
∑
α,β

∑
γ,ε

aαβbγε

∑
r1≥0

· · ·
∑
rn≥0

r1! · · · rn!

(
β1

r1

)(
γ1

r1

)
· · ·

(
βn

rn

)(
γn

rn

)

Xα1+γ1−r1

1 · · ·Xαn+γn−rn
n δβ1+ε1−r1

1 · · · δβn+εn−rn
n .

Definimos el grado de un elemento a ∈ An(K) no nulo como deg(a) = máx{|α + β|},
donde α, β son sub́ındices de la expresión canónica de a y deg(0) = −∞. La función deg
satisface:

1. deg(a + b) ≤ máx{deg(a), deg(b)}.
2. deg(ab) = deg(a) + deg(b), para a, b no nulos.

De esta forma, cualesquiera dos elementos a, b ∈ An(K) cumplen ab = 0 si y sólo si a = 0
o b = 0, es decir An(K) es un dominio entero. El conmutador se define como

[a, b] = ab − ba, a, b ∈ An(K).

Por la forma en que se definió el producto en An(K), podemos observar rápidamente que
en la expresión ab − ba se cancelan los términos principales, entonces

deg([a, b]) ≤ deg(a) + deg(b) − 1.(1a)

Realizando los cálculos expĺıcitos, se puede probar que deg([a, b]) ≤ deg(a) + deg(b) − 2.
Supongamos que I es un ideal propio no trivial de An(K), consideremos c ∈ I un elemento
no nulo de grado mı́nimo, entonces deg(c) > 1. Luego, [c, δi], [c, Xi] ∈ I, i = 1, . . . , n,
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y al menos uno de estos conmutadores es distinto de cero. Sin pérdida de generalidad
supongamos que [c, δi0 ] �= 0, entonces deg([c, δi0 ]) ≤ deg(c)−1, lo cual contradice el hecho
de que c es de grado mı́nimo, por lo tanto An(K) es simple.

Ahora definimos FAn(K), una filtración en An(K) dada por los conjuntos FpAn(K) =
{a ∈ An(K)| deg(a) ≤ p}, p ∈ Z. Veamos que propiedades cumple esta familia de
K-espacios vectoriales. Cada FpAn(K) es isomorfo al K-espacio vectorial generado por
{Xαδβ : |α + β| ≤ p}, p ∈ Z. Además la dimensión dimK FpAn(K) =

(
2n+p
2n

)
, p ∈ Z,

es decir, cada FpAn(K) es de K-dimensión finita. Para p < 0, FpAn(K) consta tan
sólo del elemento cero y F0An(K) = K, lo cual implica que 1 ∈ F0An(K). La unión⋃

p∈Z
FpAn(K) = An(K). Por la forma en que se definió el producto en An(K) tenemos

que para p, q ∈ Z, FpAn(K) · FqAn(K) ⊂ Fp+qAn(K) y por la propiedad (1a) se cumple
que [FpAn(K), FqAn(K)] ⊂ Fp+q−1An(K). Definimos el anillo graduado asociado por
GrAn(K) =

⊕
p∈Z

FpAn(K)/Fp−1An(K) con el producto dado por la regla

(a + Fp−1An(K))(b + Fq−1An(K)) = ab + Fp+q−1An(K),

para a ∈ FpAn(K), b ∈ FqAn(K). De la propiedad (1a) tenemos que ab y ba están
en la misma clase en GrAn(K), es decir GrAn(K) es conmutativo. Además GrAn(K)
es el anillo de polinomios en las variables X1, . . . , Xn, ξ1, . . . , ξn, donde la clase de δi la
estamos denotando por ξi, i = 1, . . . , n. Las variables X1, . . . , Xn, δ1, . . . , δn de An(K)
tienen grado 1, es decir están contenidas en F1An(K), entonces X1, . . . , Xn, ξ1, . . . , ξn

están contenidas en Gr1An(K) y generan a GrAn(K) como K-álgebra. Si resumimos las
propiedades anteriores en una lista, tenemos:

1. FqAn(K) = {0}, para q < 0.

2.
⋃

p∈Z
FpAn(K) = An(K).

3. 1An(K) ∈ F0An(K).

4. FpAn(K) · FqAn(K) ⊂ Fp+q−1An(K), para cualesquiera p, q ∈ Z.

5. [FpAn(K), FqAn(K)] ⊂ Fp+q−1An(K), para cualesquiera p, q ∈ Z.

6. GrAn(K) es un anillo noetheriano.

7. Gr1An(K) genera GrAn(K) como F0An(K)-álgebra.

Posteriormente veremos que 1, . . . , 7 son las condiciones para que un anillo tenga una
buena filtración, aśı An(K) se convierte en el primer ejemplo para el cual se cumplen
todos los resultados que serán expuestos a lo largo de este trabajo.
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1. Dimensión de Módulos Sobre Anillos Filtrados

En esta sección estudiaremos los módulos sobre anillos filtrados. Definiremos el con-
cepto de buena filtración y estableceremos los criterios para que un D-módulo pueda tener
una buena filtración en términos del GrD-módulo graduado asociado. Definiremos la dλ-
dimensión y la eλ-multiplicidad a partir del polinomio de Hilbert asociado al crecimiento
de una función aditiva λ sobre una buena filtración. Posteriormente analizaremos la buena
filtración dada por el grado en el anillo de polinomios, calcularemos la dλ-dimensión y la
eλ-multiplicidad, para λ la función aditiva dada por dimK . Al final probaremos que la
dλ-dimensión de un módulo finitamente generado M coincide con la altura del Ann(M),
la cual es igual a dimV(Ann(M)). En particular tenemos que la dλ-dimensión del anillo
de polinomios coincide con la dimensión de Krull de éste, teniendo como consecuencia que
la dλ-dimensión generaliza la dimensión de Krull y tiene importantes aplicaciones para el
caso de anillos simples como las álgebras de Weyl.

Una graduación GA de un anillo A, es una sucesión de grupos abelianos aditivos
(Ai; i ∈ Z), tales que

G1. A =
⊕

i∈Z
Ai.

G2. Ai · Aj ⊂ Ai+j, para todo i, j ∈ Z.

Todo anillo que admita una graduación diremos que es un anillo graduado. En general,
podemos establecer graduaciones que estén indexadas por un grupo o N ∪ {0}. En ésta
ocasión consideraremos graduaciones indexadas por Z o Z+ = N ∪ {0}.
Proposición 1.1. Sea A un anillo con identidad 1A. Si GA es una graduación de A,
entonces 1A ∈ A0.

Demostración. Como A =
⊕

i∈Z
Ai, existe h ∈ Z, tal que 1A ∈ Ah. Sea a ∈ Aj distinta

de cero, entonces a1A ∈ Aj+h, aśı a1A = a ∈ Aj ∩ Aj+h, de donde h=0. Por lo tanto
1A ∈ A0.

Lema 1.2. Sea A =
⊕∞

n=0 An un anillo graduado noetheriano. Entonces se cumple:

1. A0 es un anillo noetheriano con identidad.

2. A es una A0-álgebra finitamente generada.

Demostración. 1. Sea A∗ =
⊕∞

n=1 An, entonces A∗ es un ideal bilateral de A y A0
∼=

A/A∗, como cociente de noetheriano es noetheriano, tenemos que A0 es noetheriano.
Además 1̄A = 1A0 .

2. A∗ es finitamente generado. Sean x1, x2, . . . , xs ∈ A∗ un conjunto de generadores
homogéneos, con di = deg xi. Sea B la A0-subálgebra generada por x1, x2, . . . , xs.
Probaremos por inducción que An ⊂ B, n ∈ Z+. Claramente A0 ⊂ B. Sea n > 0 y
z ∈ An. Entonces z ∈ A∗, es decir z =

∑s
i=1 zixi, donde zi ∈ An−di

. Por la hipótesis
de inducción cada zi ∈ B, de esta forma concluimos que z ∈ B.
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Sea D un anillo con identidad, una filtración creciente de D, es una sucesión (Dn; n ∈
Z) de subgrupos abelianos aditivos de D que cumplen:

F1. Dn = 0, para n < 0;

F2. ∪n∈ZDn = D;

F3. 1 ∈ D0;

F4. Dn · Dm ⊂ Dn+m, para n, m ∈ Z;

F5. [Dn, Dm] ⊂ Dn+m−1, para n,m ∈ Z.

Entonces GrD =
⊕

n∈Z
Dn/Dn−1 es un anillo graduado con identidad. F5 implica que

GrD es conmutativo, en particular D0 es un anillo conmutativo con identidad. Por lo
tanto, GrD es una D0-álgebra. También pediremos que la filtración de D cumpla:

F6. GrD es un anillo noetheriano;

F7. Gr1D genera GrD como D0-álgebra.

Esto implica que D0 es un anillo noetheriano. Aśı, podemos seleccionar un número finito
de elementos x1, x2, . . . , xs ∈ Gr1D tales que generan a GrD como D0-álgebra. Por F7
tenemos:

Grn+1D = Gr1D · GrnD, n ∈ Z+,

de donde
Dn+1 = D1 · Dn, n ∈ Z+.

Sea M un D-módulo. Una filtración FM = (FnM ; n ∈ Z) de M dada por subgrupos
aditivos es una filtración de D-módulos, si Dn · FmM ⊂ Fn+mM , para m, n ∈ Z. En
particular, cada FnM es un D0-módulo. Una filtración de D-módulos es llamada estable,
si existe m0 ∈ Z tal que Dn ·FmM = Fn+mM , para toda n ∈ Z+ y m ≥ m0. Una filtración
de D-módulos FM se llama buena si:

BF1. FM es hausdorff, es decir, FnM = {0} para n ∈ Z suficientemente negativa.

BF2. La filtración FM es exhaustiva, es decir,
⋃

n∈Z
FnM = M .

BF3. FnM , n ∈ Z, es un D0-módulo finitamente generado.

BF4. La filtración FM es estable.

Ahora que tenemos la definición de una buena filtración, estudiaremos las condiciones
para que un D-módulo pueda tener una buena filtración.

Lema 1.3. Sea FM una filtración de D-módulos exhaustiva y hausdorff de M . Entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. FM es una buena filtración;

2. GrM es un GrD-módulo finitamente generado.
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Demostración. 1. ⇒ 2. Existe m0 ∈ Z tal que Dn · Fm0M = Fn+m0M , para todo n ∈ Z+.
Entonces GrnD · Grm0M = Grn+m0M para toda n ∈ Z+, de esto se sigue que⊕

n≤m0
GrnM genera GrM como GrD-módulo. Como FnM es un D0-módulo fini-

tamente generado, GrnM es un D0-módulo finitamente generado. Aśı, FnM = {0}
para n ∈ Z suficientemente negativo, y

⊕
n≤m0

GrnM es un D0-módulo finitamente
generado.

2. ⇒ 1. Como FM es hausdorff, GrnM = {0} para n ∈ Z suficientemente negativa. Cada
GrnM es un D0-módulo finitamente generado. La sucesión exacta

0 → Fn−1M → FnM → GrnM → 0,

implica que FnM = Fn−1M , para n suficientemente negativa. Entonces existe n0 ∈
Z, tal que ∩n∈ZFnM = Fn0M . Como la filtración es hausdorff, Fn0M = {0}. Por
inducción en n, cada FnM es un D0-módulo finitamente generado. Sea m0 ∈ Z, tal
que

⊕
n≤m0

GrnM genera GrM como GrD-módulo. Sea m ≥ m0, entonces

Grm+1M =
⊕
k≤m0

Grm+1−kD · GrkM =
⊕
k≤m0

Gr1D · Grm−kD · GrkM ⊂ Grm+1M,

es decir, Gr1D · GrmM = Grm+1M . Esto implica que

Fm+1M = D1 · FmM + FmM = D1 · FmM,

por inducción en n,

Fm+nM = D1 · D1 · · ·D1 · FmM = Dn · FmM ⊂ Fn+mM.

Por lo tanto FM es una buena filtración.

En particular (Dn; n ∈ Z) es una buena filtración de D considerado como un D-
módulo.

Lema 1.4. Sea M un D-módulo con una buena filtración FM . Entonces M es finitamente
generado.

Demostración. Por definición ∪n∈ZFnM = M y Fn+m0M = Dn · Fm0M , para n ∈ Z+ y
m0 ∈ Z suficientemente grande. Entonces Fm0M genera M como D-módulo. Luego, Fm0M
es finitamente generado como D0-módulo, de donde concluimos que M es un D-módulo
finitamente generado.

Lema 1.5. Sea M un D-módulo finitamente generado. Entonces M admite una buena
filtración.
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Demostración. Sea U un D0-módulo finitamente generado, que genera a M como D-
módulo. Definimos FnM = {0} para n < 0 y FnM = DnU para n ≥ 0. Entonces
U = Gr0M , y

GrnM =
FnM

Fn−1M
=

DnU

Dn−1U
= GrnD · Gr0M,

de donde GrM es un GrD-módulo finitamente generado. Por el lema 1.3 concluimos que
FM es una buena filtración.

Por los lemas 1.4, 1.5 concluimos que los únicos D-módulos que admiten una buena
filtración son los finitamente generados.

Proposición 1.6. D es un anillo noetheriano izquierdo y derecho.

Demostración. Sea I un ideal izquierdo de D. La filtración de D induce una filtración
(In = I ∩ Dn; n ∈ Z) en I. Por ser I un ideal izquierdo, la filtración resulta ser de
D-módulos. El módulo graduado asociado GrI es un ideal de GrD. Como GrD es un
anillo noetheriano, GrI es finitamente generado. Por 1.3, la filtración de I es una buena
filtración, y por 1.4 I es finitamente generado. Por lo tanto D es noetheriano.

Si remplazamos Dop por D y repetimos el argumento, obtenemos que D es noetheriano
derecho.

Si tenemos dos filtraciones FM y F
′
M de un D-módulo M , decimos que FM es más

fina que F
′
M , si existe un número k ∈ Z+ tal que FnM ⊂ F

′
n+kM , para toda n ∈ Z. Si

FM es más fina que F
′
M y F

′
M es más fina que FM , decimos que son equivalentes.

Lema 1.7. Sea FM una buena filtración de M un D-módulo. Entonces FM es más fina
que cualquier otra filtración exhaustiva de D-módulos de M.

Demostración. Sea m0 ∈ Z tal que Dn · Fm0M = Fn+m0M , para todo n ∈ Z+. Sea F
′
M

otra filtración exhaustiva de D-módulos de M . Como Fm0M es un D0-módulo finitamente
generado y F

′
M es exhaustiva, entonces existe p ∈ Z tal que Fm0M ⊂ F

′
pM . FM en

particular es hausdorff, es decir, existe n0 tal que Fn0M = {0}. Sea k = p+ |n|. Entonces,
para n0 ≤ m ≤ m0, tenemos

FmM ⊂ Fm0M ⊂ F
′
pM ⊂ F

′
m+kM,

y para m > m0,

FmM = Dm−m0 · Fm0M ⊂ Dm−m0 · F
′
kM ⊂ F

′
m−m0+kM ⊂ F

′
m+kM.

Corolario 1.8. Cualesquiera dos buenas filtraciones en un D-módulo finitamente gene-
rado son equivalentes.

Sea C una categoŕıa de módulos. Sea λ una función definida sobre C que toma valores
en Z+. La función λ es llamada aditiva si para cualquier sucesión exacta en C,

0 → M
′ → M → M

′′ → 0,

se tiene
λ(M) = λ(M

′
) + λ(M

′′
).

Como ejemplo de funciones aditivas tenemos:
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1. Si denotamos por Mlf (D) la categoŕıa de D-módulos de longitud finita, λ :=
longitud es una función aditiva.

2. Si denotamos por Mdf (K) la categoŕıa de K-espacios vectoriales de dimensión finita,
λ := dimK es una función aditiva.

3. Si denotamos por Mrf (D) la categoŕıa de D-módulos libres de rango finito, λ :=
rango es una función aditiva.

Sea λ una función aditiva en la categoŕıa de los D0-módulos finitamente generados
Mfg(D0). Consideremos M un D-módulo finitamente generado y FM una filtración de
M . La serie de Poincaré de M con respecto a λ, se define como

P (M, t) =
∞∑

n=−∞
λ(FnM)tn ∈ Z((t)).

El siguiente teorema describe la forma en que puede ser expresada P (M, t).

Teorema 1.9 (Hilbert-Serre). P (M, t) es una función racional en t de la forma

f(t)∏s
i=1(1 − tki)

,

donde f(t) ∈ Z[t].

Demostración. [Atiyah-Macdonald] página 117.

Denotamos por d el orden del polo de P (M, t) en t = 1.

Teorema 1.10. Si cada ki = 1 (en el teorema anterior), entonces para n suficiente-
mente grande, λ(FnM) es un polinomio en n de grado d− 1. El término principal de éste
polinomio está dado por (

∑
ak)n

d−1/(d − 1)!, donde ak son los coeficientes de f(t).

Demostración. [Atiyah-Macdonald] página 117.

El polinomio λ(FnM), para n ∈ Z suficientemente grande, es llamado el polinomio de
Hilbert de M con respecto a λ.

Sea M un D-módulo no nulo finitamente generado con dos buenas filtraciones FM y
F

′
M , por 1.8 sabemos que existe k ∈ Z+ tal que

FnM ⊂ F
′
n+kM ⊂ Fn+2kM,

para toda n ∈ Z. Esto implica que los polinomios de Hilbert λ(FnM) y λ(F
′
nM), para

n suficientemente grande, tienen los mismos términos principales. Denotamos el grado
común de estos polinomios por dλ(M) y lo llamamos la dimensión de M con respec-
to a λ (dλ-dimensión). Por 1.10, el coeficiente ĺıder de estos polinomios tiene la forma
eλ(M)/dλ(M)!, donde eλ(M) ∈ N. Llamamos a eλ(M) la multiplicidad de M con respec-
to a λ (eλ-multiplicidad).

Ahora veremos como se comporta dλ y eλ con respecto a una sucesión exacta corta.

5



Lema 1.11. Sea
0 → M

′ f→ M
g→ M

′′ → 0

una sucesión exacta de D-módulos. Si FM es una buena filtración en M , entonces ésta
induce buenas filtraciones para M

′
y M

′′
.

Demostración. Definamos FM
′
= (f−1(f(M

′
) ∩ FnM); n ∈ Z) y FM

′′
= (g(FnM); n ∈

Z), las cuales resultan ser de D-módulos. Como Kerg = Imf , entonces Kerg ∩ FnM =
Imf ∩ FnM , para todo n ∈ Z. Entonces la sucesión

0 → FnM
′ f∗−→ FnM

g∗−→ FnM
′′ → 0

es exacta, para toda n ∈ Z. Lo cual implica que la sucesión

0 → GrnM
′ Grf∗−→ GrnM

Grg∗−→ GrnM
′′ → 0

es exacta, para toda n ∈ Z. Por lo tanto la sucesión

0 → GrM
′ Grf−→ GrM

Grg−→ GrM
′′ → 0

es exacta. Si la filtración FM es buena, entonces GrM es un GrD-módulo finitamente
generado y como consecuencia GrM

′
y GrM

′′
también son finitamente generados. Por 1.3

FM
′
y FM

′′
son buenas filtraciones.

Proposición 1.12. Sea
0 → M

′ → M → M
′′ → 0

una sucesión exacta de D-módulos finitamente generados. Entonces

1. dλ(M) = máx{dλ(M
′
), dλ(M

′′
)};

2. Si dλ(M) = dλ(M
′
) = dλ(M

′′
), entonces eλ(M) = eλ(M

′
) + eλ(M

′′
).

Demostración. Como M es finitamente generado, entonces M tiene una buena filtración
FM , por lo discutido en el lema anterior FM induce buenas filtraciones FM

′
, FM

′′
en

M
′
y M

′′
respectivamente. Como λ es una función aditiva,

λ(GrnM) = λ(GrnM
′
) + λ(GrnM

′′
), n ∈ Z.

Por inducción en n, se deduce

λ(FnM) = λ(FnM
′
) + λ(FnM

′′
), n ∈ Z.

Para n suficientemente grande, la igualdad anterior resulta ser una igualdad de polinomios,
de donde se deduce (1) y (2).

Consideremos φ un automorfismo de D tal que φ(D0) = D0. A partir de φ, podemos

definir un funtor φ̂ de M(D) en si misma que manda cada D-módulo M al D-módulo φ̂(M)
que es isomorfo a M como grupo abeliano y la acción de D está dada por (T,m) �→ φ(T )m,

T ∈ D, m ∈ M . Claramente φ̂ es una auto equivalencia en M(D) que preserva D-módulos
finitamente generados.
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Proposición 1.13. Sea M un D-módulo finitamente generado. Entonces

dλ(φ̂(M)) = dλ(M).

Demostración. Sean T1, T2, . . . , Ts ∈ D1 tales que sus clases en Gr1D generan a GrD como
D0-álgebra. Entonces existe d ∈ N tal que φ(Ti) ∈ Dd para 1 ≤ i ≤ s. Como T1, T2, . . . , Ts

y 1 generan D1 como D0-módulo, tenemos φ(D1) ⊂ Dd. Sea FM una buena filtración de

M . Definimos una filtración Fφ̂(M) por

Fpφ̂(M) = FdpM, p ∈ Z.

Claramente, Fφ̂(M) es una filtración creciente de φ̂(M) por D0-submódulos finitamente
generados. Además,

D1 · Fmφ̂(M) = φ(D1) · FdmM ⊂ Dd · FdmM ⊂ Fd(m+1)M = Fm+1φ̂(M),

para m ∈ Z. Por inducción, tenemos

Dn · Fmφ̂(M) = D1 · Dn−1 · Fmφ̂(M) ⊂ D1 · Fm+n−1φ̂(M) ⊂ Fn+mφ̂(M),

para toda n,m ∈ Z. Por lo tanto Fφ̂(M) es una filtración de D-módulos. Por 1.5, existe

una buena filtración F
′
φ̂(M) que es más fina que esta filtración, es decir, existe k ∈ Z+

tal que
F

′
nφ̂(M) ⊂ Fn+kφ̂(M) = Fd(n+k)M, n ∈ Z.

Aśı,
λ(F

′
nφ̂(M)) ≤ λ(Fd(n+k)M), n ∈ Z.

Para n ∈ Z suficientemente grande, λ(Fd(n+k)M) es igual a un polinomio en n con término
principal igual a

eλ(M)ddλ(M)

dλ(M)!
ndλ(M).

Como λ(F
′
nφ̂(M)) está dado por un polinomio de grado dλ(φ̂(M)), para n ∈ Z suficiente-

mente grande. Por lo tanto dλ(φ̂(M)) ≤ dλ(M). Aplicando el mismo razonamiento para

φ−1, tenemos dλ(M) = dλ(φ̂
−1(φ̂(M))) ≤ dλ(M), de donde se sigue el teorema.

Ahora analizaremos la dλ-dimensión y la eλ-multiplicidad del anillo de polinomios y
recordaremos su relación con la dimensión de Krull.

Sea A = K[X1, . . . , Xn] con K un campo algebraicamente cerrado. Podemos filtrar A
a través del grado, es decir, Am = {∑α aαXα| |α| ≤ m}. Entonces GrA = K[X1, . . . , Xn].
Aśı, A satisface las propiedades F1,. . . ,F7. Como A0 = K, podemos considerar la función
aditiva λ dada por dimK . Para cualquier p ∈ Z+, tenemos

dimK(Ap) =

(
n + p

n

)
=

pn

n!
+ términos de grado menor,

esto nos dice, dλ(A) = n y eλ(A) = 1. Además para M un A-módulo finitamente generado
tenemos la sucesión exacta

0 → K → Ap → M → 0,

por 1.12, d(M) ≤ n.
Recordemos un poco los conceptos de dimensión que conocemos.
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1. Para X un espacio topológico, se define la dimensión de X, que se denota por dim X;
como el supremo de todos los enteros r tales que existe una cadena Z0 ⊂ Z1 ⊂ · · · ⊂
Zr de cerrados irreducibles distintos de X.

2. Para R un anillo. El supremo de todos los r, tomado sobre todas las cadenas decre-
cientes p0 ⊃ p1 ⊃ · · · ⊃ pr de ideales primos de R, es llamado la dimensión de Krull
de R, y se denota por KdimR. De los teoremas de álgebra conmutativa sabemos
que para R un anillo conmutativo con unidad, X = Spec(R) el espectro de R, es un
espacio topológico que satisface dim(Spec(R)) = Kdim(R).

3. Para un ideal primo p de R, el supremo de todas las longitudes, tomado sobre
todas las cadenas de ideales primos estrictamente decrecientes que comienzan en p,
p = p0 ⊃ p1 ⊃ p2 ⊃ · · · ⊃ pr, es llamada la altura de p, lo denotamos por ht(p).
Si R es noetheriano, se puede probar que ht(p) < ∞. De manera informal ht(p)
correspondeŕıa con la dimensión de Krull de p, la cual coincide con la dimensión de
la variedad asociada a p (pensando que R=A, el anillo de polinomios).

Teniendo en cuenta que la dimensión como variedad y como ideal coinciden, es na-
tural preguntarnos cómo se relacionan estas dimensiones con la λ-dimensión, para M
un A-módulo finitamente generado. Un resultado sorprendente 1.17 que posteriormente
enunciaremos, nos muestra que estas tres dimensiones coinciden. Antes de enunciar otro
resultado ajustemos la notación.

Sea x ∈ Kn y denotemos por mx el ideal maximal en K[X1, . . . , Xn] de todos los
polinomios que se anulan en x. Luego, Ax es un anillo local n-dimensional con ideal
maximal nx = (mx)x que consiste de todas las funciones racionales K-valuadas en Kn

regulares en x. Sea M un A-módulo, su localización Mx en x es un Ax-módulo. Definimos
el soporte de M en Kn por supp(M) = {x ∈ Kn|Mx �= 0}, y definimos el aniquilador
de M en A por Ann(M) = {x ∈ A|xm = 0, para toda m ∈ M}. De aqúı en adelante
denotaremos la λ-dimensión y la λ-multiplicidad de un módulo M simplemente por d(M)
y e(M) respectivamente.

Lema 1.14. Sea
0 → M

′ → M → M
′′ → 0

una sucesión exacta de A-módulos. Entonces supp(M) = supp(M
′
) ∪ supp(M

′′
).

Demostración. Como la localización es exacta, tenemos que

0 → M
′
x → Mx → M

′′
x → 0

es una sucesión exacta de Ax-módulos. Luego, Mx = {0} si y sólo si M
′
x = {0} y M

′′
x =

{0}. Por lo tanto se cumple la igualdad.

Para I un ideal en K[X1, . . . , Xn], denotamos por V(I) al conjunto {x ∈ Kn| f(x) =
0, para toda f ∈ I}.
Proposición 1.15. Sea M un A-módulo finitamente generado e I su aniquilador en A.
entonces supp(M) = V(I).
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Demostración. Por inducción en el número de generadores de M . Si M tiene sólo un
generador, M es de la forma A/I. Entonces Mx = (A/I)x = Ax/Ix. Sea x ∈ V(I), entonces
I ⊂ mx y Ix ⊂ nx. Entonces Ix �= Ax, de donde (A/I)x �= 0 y con esto x ∈ supp(M).
Inversamente, si x /∈ V(I), existe f ∈ I tal que f(x) �= 0, es decir f /∈ mx. Aśı, f(g+I) = 0
para todo g ∈ A. Entonces (A/I)x = 0 y x /∈ supp(A/I). Por lo tanto supp(A/I) = V(I).

Ahora supongamos que m1, m2 . . . , mp es un conjunto de generadores de M . Denota-
mos por M

′
el A-submódulo generado por m1, m2, . . . , mp−1, y consideremos la sucesión

exacta
0 → M

′ → M → M
′′ → 0.

Por 1.14, supp(M) = supp(M
′
) ∪ supp(M

′′
). Por la hipótesis de inducción supp(M) =

V(I
′
)∪V(I

′′
), donde I

′
, I

′′
son los aniquiladores de M

′
, M

′′
respectivamente. Denotamos

por I el aniquilador de M . Entonces I
′ ·I ′′ ⊂ I ⊂ r(I

′ ∩I
′′
). Esto implica que V(I

′ ∩I
′′
) ⊂

V(I) ⊂ V(I
′ · I ′′

) ⊂ V(I
′
) ∪ V(I

′′
) = V(I

′ ∩ I
′′
), es decir supp(M) = V(I).

El siguiente resultado es indispensable para la prueba de los teoremas del final de esta
sección, debemos tener cuidado con las implicaciones de este lema, pues pareciera que se
concluye que todo módulo finitamente generado tiene una serie de composición, pero no
es aśı, la filtración que se obtiene no satisface que los cocientes consecutivos sean simples.

Lema 1.16. Sea R un anillo noetheriano conmutativo y N un R-módulo finitamente
generado. Entonces existe una filtración 0 = N0 ⊂ N1 ⊂ · · · ⊂ Ns−1 ⊂ Ns = N de N
dado por R-submódulos que satisfacen Ni/Ni−1

∼= R/Ii, 0 ≤ i ≤ s, donde cada Ii es un
ideal primo de R.

Demostración. Para y ∈ N , denotamos el anulador de y por Ann(y) = {r ∈ R| ry = 0}, el
cual es un ideal de R. Sea Δ la familia de todos los ideales Ann(y), y ∈ N no cero. Como
R es un anillo noetheriano, Δ tiene elementos maximales. Sea J un elemento maximal de
Δ, probaremos que J es también un ideal primo. Sea y ∈ N tal que J = Ann(y). Luego,
ab ∈ J , significa que aby = 0. Supongamos que b /∈ J , es decir by �= 0. Aśı, J ⊂ Ann(by)
y a ∈ Ann(by). Por la maximalidad de J , a ∈ J = Ann(by). Entonces J es primo. Por
lo tanto, existe x ∈ N tal que Jk = Ann(x) es un ideal primo. Si llamamos N1 = Rx, el
R-submódulo de N generado por x, entonces

N1
∼= R/Jk.

Ahora denotamos por Γ la familia de todos los R-submódulos de N que tienen filtración
0 = M0 ⊂ M1 ⊂ · · · ⊂ Mk−1 = M , con Mi/Mi−1

∼= R/Ji, para algún ideal primo Ji de
R. Como N es finitamente generado, N es noetheriano. Entonces Γ tiene un elemento
maximal T . Supongamos T �= N y consideremos la sucesión exacta

0 → T → N → T
′ → 0.

T
′

es un R-módulo no nulo finitamente generado, entonces existe M
′′

un R-submódulo
de T

′
que satisface M

′′
= R/Jk. Por el teorema de la correspondencia, existe M

′
un

R-submódulo de N tal que
T ≤ M

′ ≤ N.

Además M
′
/T = M

′′
= R/Jk, lo cual contradice la maximalidad de T . Por lo tanto

T = N . Esto prueba la existencia de una filtración con la propiedad señalada.
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La localización Ax de A en x ∈ Kn es un anillo local noetheriano. Su ideal maxi-
mal nx es el ideal generado por los polinomios Xi − xi, 1 ≤ i ≤ n. Las clases de estos
polinomios generan a nx/n

2
x como K-espacio vectorial. Para cualquier A-módulo M fini-

tamente generado, su localización Mx es un Ax-módulo finitamente generado, entonces
podemos considerar su dimensión d(Mx). Para V una variedad algebraica en Kn y x ∈ V ,
denotamos por dimx V la dimensión local de V en x.

Teorema 1.17. Sea M un A-módulo finitamente generado, entonces:

1. d(M) = dim supp(M).

2. d(Mx) = dimx supp(M), para x ∈ supp(M).

Demostración. Por 1.16 existe una filtración 0 = M0 ⊂ M1 ⊂ · · · ⊂ Ms = M de M , con
Mi/Mi−1

∼= R/Ii. Las pruebas de (1),(2) las haremos de forma simultanea, por inducción
en la longitud de la filtración.

Supongamos que M ∼= A/I, con I ideal primo. Si A/I es un K-espacio vectorial
de dimensión finita. Entonces A/I es un dominio entero sobre K, es decir A/I es una
extensión algebraica de K. Como K es algebraicamente cerrado A/I ∼= K y por tanto
I es un ideal maximal. Por el teorema de los ceros de Hilbert, supp(M) = V(I) es un
punto x ∈ Kn, es decir, dim supp(M) = 0. Por otro lado, como Mx es un espacio lineal
de dimensión uno, d(Mx) = 0. Aśı, el teorema se cumple en este caso. Supongamos que
I no es un ideal maximal de A. Sea I1 ideal primo de A diferente de I, tal que I1 ⊃ I.
Consideremos f ∈ I1, f /∈ I. Aśı I ⊂ I + (f) ⊂ I1 y I �= I + (f). Por lo tanto, A/I1

es un cociente de A/(I + (f)), y A/(I + (f)) es un cociente de A/I. Observemos que
A/(I + (f)) ∼= M/fM . Consideremos el endomorfismo de M dado por m �→ fm, m ∈ M .
Si g + I está en el kernel de este morfismo, 0 = f(g + I) = fg + I, es decir fg ∈ I. Como
f /∈ I e I es ideal primo, g ∈ I, g + I = 0. Por lo tanto el morfismo es inyectivo. Aśı,
tenemos la sucesión exacta de A-módulos

0 → M
f→ M → M/fM → 0.

Entonces d(M/fM) ≤ d(M). Si d(M/fM) = d(M), entonces e(M) = e(M)+ e(M/fM),
de donde e(M/fM) = 0. Esto es posible sólo si d(M/fM) = 0, lo cual implica d(M) = 0.
Esto contradice el hecho de que M no es de K-dimensión finita. Por lo tanto d(M/fM) <
d(M). Como A/I1 es un cociente de M/fM , se cumple d(A/I1) < d(A/I). Sea x ∈ V(I1),
como la localización es exacta,

0 → Mx
f→ Mx → Mx/fMx → 0

es una sucesión exacta de Ax-módulos. Entonces d(Mx/fMx) ≤ d(Mx). Si d(Mx/fMx) =
d(Mx), tenemos e(Mx) = e(Mx)+e(Mx/fMx), de donde e(Mx/fMx) = 0. Esto es posible
sólo si d(Mx/fMx) = 0, en este caso tenemos mx(Mx/fMx) = Mx/fMx. Por el lema
de Nakayama Mx/fMx = 0. Entonces la multiplicación por f es sobreyectiva en Mx,
es decir fMx = Mx. Como f ∈ mx, por el lema de Nakayama, Mx = 0. Lo cual es una
contradicción. Por lo tanto d(Mx/fMx) < d(Mx). Aśı obtenemos d((A/I1)x) < d((A/I)x).
Consideremos

{x} = E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ En−1 ⊂ En = Kn,
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una cadena maximal de subconjuntos cerrados irreducibles de Kn, entonces

I(E0) = mx ⊃ I(E1) ⊃ · · · ⊃ I(En−1) ⊃ I(En) = {0}

es una cadena maximal de ideales primos en A. Entonces tenemos la sucesión de desigual-
dades estrictas

0 ≤ d(A/I(E0)) < d(A/I(E1)) < · · · < d(A/I(En)) = d(A) = n

y
0 ≤ d((A/I(E0))x) < d((A/I(E1))x) < · · · < d((A/I(En))x) = d(Ax) = n

Por lo tanto,

d((A/I(Ej))x) = d(A/I(Ej)) = j = dim Ej, 0 ≤ j ≤ n.

Sabemos que cualquier subconjunto cerrado irreducible E de Kn, puede ser parte de
una cadena maximal. Aśı, tenemos d((A/I(E))x) = d(A/I(E)) = dim E, x ∈ E. Esto
implica d((A/I)x) = d(A/I) = dim(V(I)), para todo ideal primo I de A y x ∈ V(I).

Supongamos que M tiene una filtración como la de 1.16 de longitud n. Sea M
′ �= 0

un submódulo de M que está en la filtración, entonces

0 → M
′ → M → M

′′ → 0

es una sucesión exacta de A-módulos. Aśı, M
′
, M

′′
tienen filtraciones de longitud estric-

tamente menor que n. Por la hipótesis de inducción M
′
, M

′′
satisfacen (1) y (2). Luego,

d(M) = máx{d(M
′
), d(M

′′
)} = máx{dim supp(M

′
), dim supp(M

′′
)}

= dim(supp(M
′
) ∪ supp(M

′′
)) = dim supp(M).

Para x ∈ supp(M), como la localización es exacta,

0 → M
′
x → Mx → M

′′
x → 0.

Entonces

d(Mx) = máx{d(M
′
x), d(M

′′
x )} = máx{dimx supp(M

′
), dimx supp(M

′′
)}

= dimx(supp(M
′
) ∪ supp(M

′′
)) = dimx supp(M).

Un resultado inmediato de este teorema es el siguiente.

Corolario 1.18. Sea M un A-módulo finitamente generado, entonces

d(M) = sup
x∈supp(M)

d(Mx).
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Demostración. Por inducción en la longitud de la filtración dada por 1.16. Si M = A/I,
para I ideal primo de A, por lo discutido en la prueba de 1.17, d(M) = d(Mx), x ∈
supp(M). Si M tiene una filtración de longitud n, sea M

′ �= 0 un A-submódulo de M que
forma parte de la filtración. Consideremos la sucesión exacta

0 → M
′ → M → M

′′ → 0.

Por hipótesis de inducción, d(M
′
) = supx∈supp(M ′ ) d(M

′
x) y d(M

′′
) = supx∈supp(M ′′ ) d(M

′′
x ).

Entonces

d(M) = máx{d(M
′
), d(M

′′
)} = máx{ sup

x∈supp(M ′ )
d(M

′
x), sup

x∈supp(M ′′ )
d(M

′′
x )}

= sup
x∈supp(M)

d(Mx).

Observemos que la dimensión de Krull para un anillo simple D es trivial, sin embargo,
si a D le asociamos una buena filtración FD que cumpla F1,. . . ,F7, y podemos definir
una función aditiva λ en la categoŕıa Mfg(D0). Entonces podemos hablar de d(D) y e(D).
Por la forma en que se define GrD, tenemos

0 → Fp−1D → FpD → GrpD → 0.

es exacta para todo p ∈ Z. Como λ es aditiva, entonces

λ(FpD) = λ(GrpD) + λ(Fp−1D).

Por inducción en p, obtenemos

λ(FpD) =
∑
l≤p

λ(GrlD).

Por otro lado, FGrD = (FpGrD =
∑

l≤p GrlD; p ∈ Z) es una filtración en GrD que
cumple F1, . . . ,F7. Luego,

0 → Fp−1GrD → FpGrD → GrpD → 0

es una sucesión exacta para todo p ∈ Z. Entonces

λ(FpGrD) = λ(GrpD) + λ(Fp−1GrD).

Nuevamente por inducción en p obtenemos

λ(FpGrD) =
∑
l≤p

λ(GrlD).

De esta forma λ(FpD) = λ(FpGrD), para todo p ∈ Z. Por lo tanto

d(D) = d(GrD) y e(D) = e(GrD).(2a)
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En el caso D = An(K), la n álgebra de Weyl sobre un campo K de caracteŕıstica cero.
Tenemos: el grado induce una filtración FAn(K) = (FpAn(K) = {a ∈ An(K)| ∂(a) ≤
p}; p ∈ Z) que satisface F1, . . . ,F7, F0An(K) = K, λ := dimK es una función aditi-
va en Mfg(F0An(K)) y GrAn(K) es el anillo de polinomios en 2n-variables. Por (2a)
d(An(K)) = d(GrAn(K)) = 2n y e(An(K)) = e(GrAn(K)) = 1.

Con el mismo razonamiento con el que obtuvimos (2a) se puede probar que para
M un D-módulo finitamente generado se cumple d(M) = d(GrM) y e(M) = e(GrM).
Entonces la dimensión y multiplicidad de los An(K)-módulos están en correspondencia
con la dimensión y multiplicidad de los GrAn(K)-módulos asociados.

Como nos podemos dar cuenta, en el álgebra de Weyl, a pesar de que la dimensión de
Krull es trivial, pues An(K) es una álgebra simple, podemos obtener bastante información
a partir de la dλ-dimensión. En [Krause-Lenagan] la dλ-dimensión se corresponde con la
dimensión de Gelfand-Kirillov.

13



2. Álgebra Homológica Sobre el Anillo de Polinomios

Los esfuerzos de esta sección están concentrados en probar el teorema 2.10, el cual
establece la forma en que se relacionan la dimensión d(M) (dλ-dimensión) y los fun-
tores derivados Extj

A(−, A). Comenzamos con una serie de resultados que nos establecen
criterios para encontrar cotas para la dimensión homológica de anillos noetherianos. La
prueba de estos resultados la omitimos, pues se puede deducir de los teoremas expuestos
en la sección 9 del libro [Rotman]. Posteriormente analizamos el isomorfismo dado entre
Extj

A(A/mx, A) y A/mx, éste isomorfismo acompañado de una serie de argumentos de
álgebra conmutativa nos da una prueba del teorema 2.9, el cual es una versión local del
teorema 2.10

Teorema 2.1. Sea R un anillo noetheriano y n ∈ Z+, entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. hd(R) ≤ n (hd = dimensión homológica).

2. Para cualesquiera dos R-módulos M , N finitamente generados, Extn+1
R (M, N) = 0.

Teorema 2.2. Sea K un campo, entonces hd(K[x1, . . . , xn]) = n

Teorema 2.3. Sea R un anillo noetheriano con hd(R) < ∞ y n ∈ Z+, entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. hd(R) ≤ n.

2. Extj
R(M, R) = 0, para j > n y cualquier R-módulo izquierdo M finitamente gene-

rado.

Teorema 2.4. Sea R un anillo noetheriano izquierdo con hd(R) < ∞ y M un R-módulo
izquierdo finitamente generado. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. M = 0.

2. Extj
R(M, R) = 0, para toda j ∈ Z+.

Proposición 2.5. Sea M un A-módulo finitamente generado (recordemos que A denota
al anillo de polinomios en n variables), entonces

1. Extj
A(M, A), 0 ≤ j ≤ n, son A-módulos finitamente generados.

2. supp(M) =
⋃n

j=0 supp(Extj
A(M, A)).

Demostración. 1. Es clara.

2. Sea P◦ una resolución proyectiva de M . Llamemos I al aniquilador de M . Para
cada f ∈ I, el morfismo m �→ fm, induce el morfismo nulo en cada Extj

A(M, A).
Entonces I está contenido en el aniquilador de Extj

A(M, A), 0 ≤ j ≤ n. Entonces⋃n
j=1 supp(Extj

A(M, A)) ⊂ supp(M). Sea x ∈ Kn tal que x /∈ supp(Extj
A(M, A)),

para j = 1, . . . , n. Entonces Extj
A(M, A)x = Extj

Ax
(Mx, Ax)=0, para j = 1, . . . , n.

Esto quiere decir que Mx = 0, por lo tanto x /∈ supp(M).
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Para M un A-módulo finitamente generado, definimos

j(M) = mı́n{j ∈ Z+|Extj
A(M, A) �= 0},

y para x ∈ supp(M)

j(Mx) = mı́n{j ∈ Z+|Extj
Ax

(Mx, Ax) �= 0}
= mı́n{j ∈ Z+|Extj

A(M, A)x �= 0}
Lema 2.6. Sea x ∈ Kn, Mp = A/(X1 − x1, . . . , Xp − xp), entonces

1. Extj
A(Mp, A) = 0, para j �= p.

2. Extp
A(Mp, A) ∼= Mp.

Demostración. Por inducción en p. Como A = M0, la afirmación es cierta para p = 0.
Supongamos que se cumple el lema para p − 1 ≥ 0. Entonces tenemos

0 → Mp−1
Xp−xp−→ Mp−1 → Mp → 0.

Por la sucesión exacta de Ext◦A(−, A), tenemos

0 → Extp−1
A (Mp, A) → Extp−1

A (Mp−1, A)
Xp−xp−→ Extp−1

A (Mp−1, A) → Extp
A(Mp, A) → 0

Por la hipótesis de inducción, Extp−1
A (Mp−1, A) ∼= Mp−1. Como la sucesión es exac-

ta, Extp−1
A (Mp, A) ∼= Ker(Xp − xp) y Extp

A(Mp, A) ∼= Coker(Xp − xp). Por lo tanto
Extp−1

A (Mp, A) = 0 y Extp
A(Mp, A) ∼= Mp.

Corolario 2.7. Sea x ∈ Kn, entonces

1. Extj
A(A/mx, A) = 0, para 0 ≤ j < n.

2. Extn
A(A/mx, A) ∼= A/mx.

Teorema 2.8. Para x ∈ Kn, tenemos

hd(K[X1, . . . , Xn]x) = n.

Demostración. Sabemos que hd(K[X1, . . . , Xn]) = n. Como la localización es exacta,
tenemos que hd(K[X1, . . . , Xn]x) ≤ n. Por 2.7,

Extn
Ax

(Ax/nx, Ax) = Extn
Ax

(Ax/(mx)x, Ax) = Extn
Ax

((A/mx)x, Ax)

= Extn
A(A/mx, A)x

∼= (A/mx)x = Ax/(mx)x

= Ax/nx �= 0.

Por lo tanto hd(K[X1, . . . , Xn]x) = n.

Teorema 2.9. Sea M un A-módulo finitamente generado y x ∈ supp(M), entonces

1. Extj
A(M, A)x = 0, para j < n − d(Mx).
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2. d(Extj
A(M, A)x) ≤ n − j, para todo 0 ≤ j ≤ n.

3. Ext
n−d(Mx)
A (M, A)x �= 0 y d(Ext

n−d(Mx)
A (M, A)x) = d(Mx). En particular

d(Mx) + j(Mx) = n.

Demostración. La demostración de (1) y (2) están muy relacionadas. El método a seguir es
inducción sobre d(M) y utilizaremos propiedades de la sucesión exacta larga Ext◦A(−, A),
aśı como la versión localizada de esta sucesión.

Supongamos que d(M) = 0. Entonces M es un espacio vectorial de dimensión finita
sobre K. Si dimK M = 1, por 2.7 tenemos que (1), (2) es cierto para M . Supongamos
que (1), (2) se cumplen para M , si dimK(M) ≤ p − 1. Luego, M tiene un A-submódulo
M

′
de dimensión uno, que está dado por algún ideal maximal que contenga al Ann(M).

Entonces 0 → M
′ → M → M

′′ → 0. Por hipótesis de inducción (1), (2) se cumplen para
M

′
, M

′′
. De la sucesión larga de Ext◦A(−, A),

· · · → Extj
A(M

′′
, A) → Extj

A(M, A) → Extj
A(M

′
, A) → · · · ,

localizando

· · · → Extj
Ax

(M
′′
x , Ax) → Extj

Ax
(Mx, Ax) → Extj

Ax
(M

′
x, Ax) → · · · .

Aśı, (1), (2) se cumple para M . Esto prueba el caso d(M) = 0.
Ahora probaremos el paso inductivo. Supongamos que (1), (2) es cierto para todo

A-módulo N con d(N) < p y p > 0. Sea M un A-módulo finitamente generado con
d(M) = p. Por 1.16, M tiene una filtración 0 = M0 ⊂ M1 ⊂ · · · ⊂ Ms = M , tal que
Mi/Mi−1

∼= A/Ji, para Ji, i = 1, . . . , s ideales primos de A. Además V(Ji) ⊂ supp(M),
i = 1, . . . , s. De esto se sigue d(A/Ji) ≤ p y tenemos la sucesión exacta

0 → Mi−1 → Mi → A/Ji → 0,

para i = 1, . . . , s. Supongamos que (1),(2) son ciertos para A/I, con I ideal primo y
d(V(I)) = p, por la hipótesis de inducción y por inducción en i, (1),(2) son ciertos para
M .

Esto reduce a probar el paso inductivo para M de la forma A/I. Sea x ∈ V(I). V(I)
es irreducible y de dimensión p. Por lo analizado en 1.17, dimx V(I) = p = d(Mx). Como
dimV(I) > 0, mx �= I. Luego f induce el morfismo en M , dado por m �→ fm. Por lo
analizado en la prueba de 1.17, este morfismo resulta ser inyectivo. Aśı,

0 → M
f→ M → M/fM → 0(3a)

es una sucesión exacta. Entonces d(M/fM) ≤ d(M). Si d(M/fM) = d(M), esto implica
e(M/fM) = 0, d(M/fM) = d(M) = 0, lo cual es una contradicción. Por lo tanto
d(M/fM) < d(M) = p. Por hipótesis de inducción M/fM satisface (1) y (2).

1. De la sucesión larga de Ext◦A(−, A), aplicada a (3a), tenemos

· · · → Extj
A(M/fM,A) → Extj

A(M, A)
f→ Extj

A(M, A) → Extj+1
A (M/fM,A) → · · · .
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Como la localización es exacta,

· · · → Extj
A(M/fM,A)x → Extj

A(M, A)x
f→ Extj

A(M, A)x →
→ Extj+1

A (M/fM,A)x → · · · .

(1) se cumple para M/fM , entonces Extj
A(M/fM,A)x = 0, para j < n−p+1. Para

j < n − p, f induce un automorfismo en Extj
A(M, A). Dado que f ∈ mx, tenemos

nxExtj
A(M, A)x = Extj

A(M, A)x. Por el lema de Nakayama Extj
A(M, A)x = 0.

2. Si j = n, Extn+1
A (M/fM,A) = 0, pues hd(A) = hd(Ax) = n. Entonces el morfismo

Extn
A(M, A)

f→ Extn
A(M, A) es sobreyectivo, de donde Extn

A(M, A)x
f→ Extn

A(M, A)x

es también sobreyectivo. Como f ∈ mx, nxExtn
A(M, A)x = Extn

A(M, A)x. Por el lema
de Nakayama Extn

A(M, A)x = 0. Por lo tanto (2) es cierto en este caso.

Sea j < n. Por hipótesis de inducción,

d(Extj
A(M/fM,A)x) ≤ n − j y d(Extj+1

A (M/fM,A)x) ≤ n − j − 1.

Para facilitar la notación, llamemos H = Extj
A(M, A), T = Kerf , CT = Cokerf y

I = Imf . Entonces

0 → T → H
f→ H → CT → 0,

la correspondiente versión local queda

0 → Tx → Hx
f→ Hx → CTx → 0.

Como (2) es cierto para M/fM , tenemos d(Tx) ≤ n − j y d(CTx) ≤ n − j − 1.
Llamemos Ix = Imfx. Entonces

Ix ∩ nl
xHx ⊃ f(nl−1

x Hx) = nl−1
x Ix, nx = (mx)x, l ∈ Z+.

De aqúı, dimK(Ix/Ix ∩ nl−1
x ) ≤ dimK(Ix/n

l
x ∩ Ix), l ∈ Z+.

Consideremos la sucesión exacta

0 → Ix → Hx → CTx → 0,

que induce la sucesión exacta

0 → Ix/(Ix ∩ nl
xHx) → Hx/n

l
xHx → CTx/n

l
xCTx → 0, l ∈ Z+.

Entonces

dimK(Hx/n
l
xHx) = dimK(CTx/n

l
xCTx) + dimK(Ix/(Ix ∩ nl

xNx))

≤ dimK(CTx/n
l
xCTx) + dimK(Ix/n

l−1
x Nx),

para toda l ∈ Z+. De manera similar,

0 → Tx → Hx → Ix → 0,

17



induce
0 → Tx/(Tx ∩ nl

xHx) → Hx/n
l
xHx → Ix/n

l
xIx → 0.

Aśı,
dimK(Hx/n

l
xHx) = dimK(Ix/n

l
xIx) + dimK(Tx/(Tx ∩ nl

x)).

Relacionando las formulas obtenemos,

dimK(Hx/n
l
xHx) − dimK(Hx/n

l−1
x Hx) ≤ dimK(CTx/n

l
xCTx)

− dimK(Tx/Tx ∩ nl−1
x Hx),

para l ∈ N. El lado izquierdo de esta desigualdad nos describe un polinomio de
grado mayor o igual a cero, mientras que el lado derecho describe un polinomio de
grado menor o igual a n − j. Entonces la d(Tx) = n − j y su coeficiente princi-

pal es −e(Tx)
qn−j

(n−j)!
, el cual toma valores negativos para l ∈ Z+. Lo cual es una

contradicción. Entonces d(Tx) ≤ n − j − 1, es decir, el polinomio descrito por
dimK(Hx/n

l
xHx)− dimK(Hx/n

l−1
x Hx) tiene grado menor o igual a n− j − 1. Por lo

tanto d(Hx) ≤ n − j.

3. Por (2), d(Ext
n−d(Mx)
A (M, A)x) ≤ d(Mx). Si suponemos que d(Ext

n−d(Mx)
A (M, A)x) <

d(Mx). Para j < n − d(Mx), por (1), 0 = d(Ext
n−d(Mx)
A (M, A)x) < d(Mx). Para

j > n − d(Mx), por (2), d(Ext
n−d(Mx)
A (M, A)x) < d(Mx) lo cual contradice a 2.5 y

1.17.

Teorema 2.10. Sea M un A-módulo finitamente generado, entonces

1. Extj
A(M, A) = 0, para j < n − d(M).

2. d(Extj
A(M, A)) ≤ n − j, para todo 0 ≤ j ≤ n.

3. d(Ext
n−d(M)
A (M, A)) = d(M).

Además, si M �= 0, entonces Ext
n−d(M)
A (M, A) �= 0, es decir

d(M) + j(M) = n.

Demostración. Se sigue de 1.17 y 2.9.

Si recordamos un poco el final de la sección anterior, dijimos que la n-álgebra de Weyl
An(K) tiene una filtración (dada por el grado) que cumple que GrAn(K) es el anillo de
polinomios en 2n-variables. Si M es un An(K)-módulo finitamente generado, entonces
GrM es un GrAn(K)-módulo finitamente generado. El teorema anterior garantiza que
los respectivos GrAn(K)-módulos Extj

GrAn(K)(GrM, GrAn(K)) satisfacen (1),(2),(3). Las

preguntas son: ¿qué sucede con los An(K)-módulos Extj
An(K)(M, An(K))?, ¿cuáles son las

propiedades que se conservan?. La respuesta es que existe un teorema 4.5 análogo a 2.10,
que muestra que se cumplen propiedades similares para Extj

An(K)(M, An(K)). La prueba
de este teorema requiere de más teoŕıa, por ello en la siguiente sección introduciremos el
concepto de sucesión espectral y desarrollaremos herramientas que nos ayudaran a probar
dicho teorema.
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3. Álgebra Homológica Sobre Anillos Filtrados

Comenzamos esta sección estableciendo una filtración FHomD(M, N) de HomD(M, N)
para la cual deducimos las propiedades de ser exhaustiva y hausdorff a partir de ciertas
condiciones en las filtraciones FM y FN . También establecemos un criterio para saber
cuándo el mapeo canónico GrHomD(M, N) → HomGrD(GrM, GrN) es un isomorfismo.
Este criterio nos conduce a la prueba de un interesante teorema el cual afirma que los D-
módulos proyectivos son libres, siempre y cuando GrD sea isomorfo al anillo de polinomios.
Posteriormente nos concentraremos en estudiar la correspondencia que existe entre com-
plejos de GrD-módulos graduados y complejos de D-módulos filtrados, estableceremos las
condiciones para decir cuando un complejo filtrado es exacto a partir del complejo gra-
duado asociado. Este resultado lo aplicamos directamente para obtener una desigualdad
entre las dimensiones homológicas de D y GrD, hd(D) ≤ hd(GrD). Después equiparemos
a HomD(M, D) con una buena filtración, dando pie al análisis de los funtores derivados
Extj

D(−, D), y Extj
GrD(−, GrD). Al final, construiremos una sucesión espectral E que nos

mostrara la relación que existe entre los módulos de cohomoloǵıa Extj
GrD(GrM, GrD) y

GrExtj
D(M, D).

Sea D un anillo con una filtración creciente (Dq : q ∈ Z), donde los Dq son subgrupos
abelianos que satisfacen las propiedades F1,. . . ,F7. Sean M , N dos D-módulos izquierdos
con filtraciones FM y FN respectivamente. Con estas condiciones podemos definir una
filtración creciente FHomD(M, N) de HomD(M, N) dada por los subgrupos abelianos

FpHomD(M, N) = {φ ∈ HomD(M, N)|φ(FqM) ⊂ Fq+pN, q ∈ Z},

para todo p ∈ Z. En los siguientes resultados veremos bajo que condiciones esta filtración
es exhaustiva y hausdorff.

Lema 3.1. Supongamos:

1. M es un D-módulo finitamente generado con filtración FM exhaustiva.

2. El D-módulo N con la propiedad FqN = 0, para algún q ∈ Z.

Entonces existe p ∈ Z tal que FpHomD(M, D) = 0.

Demostración. Sean m1, m2, . . . , mr los generadores de M . Como FM es exhaustiva, exis-
ten FliM , 1 ≤ i ≤ r, tales que mi ∈ FliM . Sea m = máx{li : 1 ≤ i ≤ r}, entonces FmM
genera M como D-módulo. Por otra parte, para cualquier φ ∈ Fq−mHomD(M, N) tenemos
φ(FmM) ⊂ FqN = 0, es decir φ = 0. Aśı, p = q−m satisface que FpHomD(M, N) = 0.

Lema 3.2. Supongamos:

1. M un D-módulo finitamente generado con una buena filtración FM .

2. N un D-módulo con FN una filtración exhaustiva.

Entonces la filtración FHomD(M, N) de HomD(M, N) es exhaustiva.
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Demostración. Consideremos φ ∈ HomD(M, N). Como FM es una buena filtración, existe
m ∈ Z tal que Ft+mM = Dt · FmM , para todo t ∈ Z+. Además, se cumple que FmM
es un D0-módulo finitamente generado. Entonces φ(FmM) es un D0-submódulo de N
finitamente generado. Sea k ∈ Z tal que φ(FmM) ⊂ FkN . Esto implica que para t ≥ m,

φ(FtM) = φ(Dt−m · FmM) = Dt−m · φ(FmM) ⊂ Dt−m · FkN ⊂ Ft−m+kN.

Como FM en particular es hausdorff, existe q ∈ Z tal que FqM = 0. Para q ≤ t ≤ m,
tenemos

φ(FtM) ⊂ φ(FmM) ⊂ Fk ⊂ Ft+k−qN.

En cualquier caso φ(FtM) ⊂ Ft+k−qN , es decir φ ∈ Fk−qHomD(M, N). Como φ es arbi-
traria, concluimos que la filtración es exhaustiva.

Resulta natural preguntarse sobre la estructura de GrHomD(M, N). Sea φ un ho-
momorfismo en FpHomD(M, N), es decir φ(FtM) ⊂ Ft+pN , para todo t ∈ Z. Entonces
φ induce un morfismo de GrD-módulos graduados φp : GrM → GrN de grado p. Se
cumple φp = 0 si y sólo si φ ∈ Fp−1HomD(M, N), por lo que el mapeo aditivo dado
por la regla φ �→ φp resulta ser un morfismo inyectivo de GrpHomD(M, N) en el sub-
grupo de HomGrD(GrM, GrN) que consiste de los homomorfismos graduados de grado
p. Esto define un encaje de GrHomD(M, N) en HomGrD(GrM, GrN). Ahora analice-
mos algunas propiedades funtoriales de la filtración que hemos definido. Sea N un D-
módulo filtrado y consideremos M , M

′
dos D-módulos equipados con filtraciones FM ,

FM
′

respectivamente. Sea f : M → M
′

un morfismo compatible con la filtración, es
decir f(FtM) ⊂ FtM

′
, t ∈ Z. Entonces la regla φ �→ φ ◦ f nos define un morfis-

mo de HomD(M
′
, N) en HomD(M, N), el cual resulta compatible con la filtración de

HomD(M, N) y HomD(M
′
, N), pues para φ ∈ FpHomD(M

′
, N), tenemos

(φ ◦ f)(FtM) ⊆ φ(FtM
′
) ⊆ Ft+pN, t ∈ Z;

es decir, φ ◦ f ∈ FpHomD(M, N). Además, el diagrama

GrHomD(M
′
, N)

��

�� HomGrD(GrM
′
, GrN)

��
GrHomD(M, N) �� HomGrD(GrM, GrN)

es conmutativo.
El siguiente paso es encontrar las condiciones para las cuales el mapeo canónico de

GrHomD(M, N) en HomGrD(GrM, GrN) es sobreyectivo, para ello un resultado previo.

Lema 3.3. Sea M un D-módulo finitamente generado con buena filtración FM , tal que
GrM es un GrD-módulo libre con base e1, . . . , es, formada por elementos homogéneos de
grado r1, . . . , rs respectivamente. Sean m1, . . . , ms elementos de M tales que mi = ei, para
1 ≤ i ≤ s. Entonces M es un D-módulo libre con base m1, . . . , ms. Además, tenemos

FpM =
s⊕

i=1

Dp−ri
mi, p ∈ Z.
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Demostración. Primero probaremos, por inducción en p, que FpM ⊂ ∑s
i=1 Dp−ri

mi. Como
FpM = 0, para p ∈ Z suficientemente negativo, tenemos el pie de inducción. Supongamos
que la afirmación es cierta para p− 1. Consideremos v ∈ FpM , entonces v̄ ∈ GrpM y v̄ =∑s

i=1 d̄iei con di ∈ Dp−ri
, de esto se sigue que v−∑s

i=1 dimi ∈ Fp−1M ⊂ ∑s
i=1 Dp−1−ri

mi.
Por consiguiente v ∈ ∑s

i=1 Dp−ri
mi. La contención obtenida realmente es una igualdad,

pues para cada i los elementos Dp−ri
mi tienen grado p. Por lo tanto FpM =

∑s
i=1 Dp−ri

mi.
Como la filtración de M en particular es exhaustiva, tenemos que m1, . . . , ms generan M .

Ahora mostraremos que m1, . . . , ms son generadores libres. Sea
∑

dimi = 0, di ∈ Dpi
,

di /∈ Dpi−1 una relación no trivial. Consideremos p = máx1≤i≤s(pi + ri). Entonces
∑

d̄iei,
donde la suma se toma sobre los ı́ndices i que satisfacen pi +ri = p. Esto implica que para
tales i, d̄i = 0, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, (mi, 1 ≤ i ≤ s) es un sistema de
generadores libres de M .

Aśı, concluimos que M es un D-módulo libre y que FpM =
⊕s

i=1 Dp−ri
mi, para

p ∈ Z.

Una aplicación inmediata pero a la vez sorprendente del lema anterior es el siguiente
resultado.

Teorema 3.4. Si GrD es el anillo de polinomios, entonces los D-módulos proyectivos
finitamente generados son libres.

Demostración. Sea P un D-módulo proyectivo finitamente generado, por definición P es
sumando de un D-módulo libre de rango finito, digamos Dp = P ⊕P

′
. D tiene una buena

filtración FD, si definimos FDp = (FqD
p = FqD ⊕ · · · ⊕ FqD; q ∈ Z), tenemos que FDp

es una buena filtración para Dp. Como la sucesión

0 → P
′ i−→ Dp π−→ P → 0(4a)

es exacta, FP
′

= (i−1(i(P
′
) ∩ FqD

p); q ∈ Z) y FP = (π(FqD
p); q ∈ Z) son buenas

filtraciones para P
′

y P respectivamente. Como Kerπ = Imi, entonces Kerπ ∩ FqD
p =

Imi ∩ FqD
p, para toda q ∈ Z. Entonces la sucesión

0 → FqP
′ i∗−→ FqD

p π∗−→ FqP → 0

es exacta, para toda q ∈ Z. Lo cual implica que la sucesión

0 → GrqP
′ Gri∗−→ GrqD

p Grπ∗−→ GrqP → 0

es exacta, para toda q ∈ Z. Por lo tanto la sucesión

0 → GrP
′ Gri−→ GrDp Grπ−→ GrP → 0

es exacta. Como (4a) se escinde, es decir, existe δ : P → Dp tal que π ◦ δ = 1P , en este
caso se cumple Grπ ◦ Grδ = 1GrP , por lo tanto GrDp = GrP ⊕ GrP

′
.

Luego, GrDp ∼= (GrD)p, entonces GrP es sumando de un GrD-módulo libre, es decir
GrP es proyectivo. Como GrD es el anillo de polinomios, el teorema de Quillen-Suslin
(página 149 de [Rotman]), afirma que todo módulo proyectivo finitamente generado sobre
el anillo de polinomios es libre. Entonces GrP es un GrD-módulo libre, por el lema 3.3 P
es un D-módulo libre.
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Ahora retomemos el estudio del morfismo GrHomD(M, N) → HomGrD(GrM, GrN).
A todo GrD-módulo libre que tenga una base de elementos homogéneos lo llamaremos
GrD-módulo libre homogéneo.

Lema 3.5. Sea M un D-módulo finitamente generado con FM una buena filtración, tal
que GrM es un GrD-módulo libre graduado. Entonces el mapeo canónico definido antes
GrHomD(M, N) → HomGrD(GrM, GrN) es un isomorfismo.

Demostración. Como GrM es un GrD-módulo libre graduado, éste tiene una base e1,
e2 . . . , es de generadores libres homogéneos de grado r1, . . . , rs respectivamente. Entonces

HomGrD(GrM, GrN) = HomGrD(
s⊕

i=1

GrDei, GrN) =
s⊕

i=1

HomGrD(GrDei, GrN).

Luego, el mapeo HomGrD(GrDei, GrN) → GrN dado por T �→ T (ei) es un isomorfismo
lineal, el cual mapea los homomorfismos de grado p − ri en los elementos homogéneos de
grado p, para p ∈ Z. De esto deducimos que HomGrD(GrDei, GrN) es una suma directa
de espacios que constan de homomorfismos graduados de grado p, para todo p ∈ Z. Lo
mismo es cierto para HomGrD(GrM, GrN).

Ahora mostraremos que el mapeo es sobreyectivo. Sea ϕ ∈ HomGrD(GrM, GrN) un
morfismo graduado de grado q. Se cumple ϕ(ei) ∈ Grri+qN , 1 ≤ i ≤ s. Sean wi ∈ Fri+qN ,
tales que ϕ(ei) = wi. Llamamos φ ∈ HomD(M, N) al morfismo definido por φ(mi) = wi,
para 1 ≤ i ≤ s. Por 3.3,

φ(FpM) ⊂
s∑

i=1

Dp−ri
wi ⊂ Fp+qN, p ∈ Z,

es decir φ ∈ FqHomD(M, N). De esta forma tenemos φq = ϕ. Por lo tanto, el mapeo
canónico es un isomorfismo.

Ya que sabemos cuales son las condiciones necesarias para que el morfismo canónico
GrHomD(M, N) → HomGrD(GrM, GrN) sea un isomorfismo, nos concentraremos en en-
tender un poco mejor la relación que existe entre los D-módulos filtrados y los GrD-módu-
los graduados, para ello, veremos de qué manera las sucesiones de GrD-módulos gradu-
ados se corresponden con sucesiones de D-módulos filtrados. Antes de ver esta relación
analicemos los siguientes lemas.

Lema 3.6. Sea M un D-módulo filtrado, L un GrD-módulo libre graduado y f : L →
GrM un morfismo de GrD-módulos. Entonces existe un D-módulo libre filtrado P , un
morfismo g : P → M de D-módulos filtrados y un isomorfismo j : GrP → GrL de
GrD-módulos graduados, tal que el diagrama

GrP

j

��

Grg �� GrM

L
f �� GrM

conmuta.
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Demostración. Observemos que L no necesariamente es finitamente generado. Sea (li :
i ∈ I) una base de L que consta de elementos homogéneos de grado ri, i ∈ I. Sea P el D-
módulo libre con base (pi : i ∈ I), y definimos su filtración por FqP =

∑
i∈I Dq−ri

pi, q ∈ Z.
Sea (mi : i ∈ I) una familia de elementos de M que cumple que mi ∈ Fri

M y mi = f(li),
i ∈ I. Llamamos g al único morfismo que satisface g : P → M y g(pi) = mi, i ∈ I.
Entonces g es un morfismo de D-módulos filtrados que tiene la propiedad

g(FpP ) =
∑
i∈I

Dq−ri
g(pi) ⊂ FqM,

para todo q ∈ Z. Luego, GrP =
∑

i∈I GrDp̄i y GrP =
∑

i∈I Grn−ri
Dp̄i. Esto implica que el

morfismo j : GrP → L definido por j(p̄i) = li, i ∈ I, es un isomorfismo de GrD-módulos.
También se cumple,

(Grg)(p̄i) = mi = f(li) = (f ◦ j)(p̄i),

de donde Grg = f ◦ j.

El siguiente resultado es indispensable para establecer la correspondencia entre suce-
siones de GrD-módulos graduados y sucesiones de D-módulos filtrados, además nos dice
cuando un complejo de D-módulos filtrados es exacto.

Lema 3.7. Sea
N

′ f→ N
g→ N

′′

una sucesión en la categoŕıa de D-módulos filtrados con g ◦ f = 0. Supongamos que la
filtración de N es exhaustiva y FqN = 0, para q ∈ Z suficientemente negativa. Si la
sucesión

GrN
′ Grf−→ GrN

Grg−→ GrN
′′

de GrD-módulos es exacta, la sucesión original también es exacta.

Demostración. Por hipótesis, tenemos g ◦ f = 0, es decir Imf ⊂ Kerg. Entonces

Imf ∩ FpN ⊂ Kerg ∩ FpN, p ∈ Z.

Probaremos por inducción en p que la contención anterior realmente es una igualdad.
Como FpN = 0, para p ≤ q y q suficientemente negativo, tenemos que la afirmación es
cierta para todo p menor a q. Supongamos que la afirmción se cumple para p − 1. Sea
x ∈ Kerg ∩ FpN . Como la sucesión de GrD-módulos es exacta, existe y ∈ FpN

′
tal que

Grf(ȳ) = x̄. Entonces f(y) − x ∈ Fp−1M . Además g(f(y) − x) = g(f(y)) − g(x) = 0, de
donde f(y)−x ∈ Kerg. Por hipótesis de inducción x−f(y) ∈ Imf , entonces existe z ∈ N

′

tal que x − f(y) = f(z), x = f(y − z). Por lo tanto x ∈ Imf .

Lema 3.8. Sea M un D-módulo finitamente generado con una buena filtración FM .
Sea L◦ una resolución izquierda de GrM en la categoŕıa de GrD-módulos graduados que
consta de GrD-módulos libres de rango finito. Entonces existe una resolución izquierda
P◦ de M en la categoŕıa de D-módulos filtrados tal que:

1. Los D-módulos Pn, n ∈ Z+ son libres.
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2. El complejo GrP◦ es isomorfo a L◦.

Demostración. La prueba la desarrollaremos por inducción en la longitud de L◦. El lema
3.6 nos da la base de inducción, ya que podemos construir un D-módulo filtrado libre P0

y un morfismo de D-módulos filtrados d0 : P0 → M , tal que el diagrama

GrP0

��

Grd0 �� GrM

L �� GrM

conmuta. Por 1.3 la filtración FP0 es una buena filtración, y por 3.3 P0 es un D-módulo
libre de rango finito. Además Grd0 es sobreyectiva, por 3.3 d0 también lo es. Supongamos
que podemos construir D-módulos P0, P1, . . . , Pk−1 y morfismos d0, d1, . . . , dk−1, tales que

Pk−1
dk−1−→ Pk−2

dk−2−→ · · · d2−→ P1
d1−→ P0

d0−→ M → 0

es una sucesión exacta de D-módulos de rango finito, que además satisface

GrPk−1

∼=
��

Grdk−1�� GrPk−2

∼=
��

Grdk−2 ���� · · · Grd1 �� GrP0
Grd0 ��

∼=
��

GrM

Lk
�� Lk−1

�� Lk−2
�� · · · �� L0

�� GrM.

Ahora construiremos un módulo Pk y un morfismo dk : Pk → Pk−1, tal que GrPk

y Grdk completen la esquina superior izquierda del diagrama anterior. La forma en la
que obtendremos el módulo y el morfismo va a ser por medio del lema 3.6, solamente
necesitamos reunir las hipótesis.

Sea T el kernel de dk−1 equipado con la filtración inducida. Entonces GrT está iden-
tificado con un submódulo de GrPk−1

∼= Lk−1. Además, con esta identificación GrT ⊂
KerGrdk−1. Para poder aplicar 3.6 sólo nos resta probar que la contención anterior es
realmente una igualdad. Sea t ∈ KerGrdk−1, y x ∈ FpPk−1 tal que x̄ = t. Entonces
(Grdk−1)(x̄) = 0 y dk−1(x) ∈ Fp−1Pk−2. Sea S el conjunto de todas las s ∈ Z, s ≤ p − 1,
tal que existe x ∈ FpPk−1 con la propiedad de que x̄ = t, dk−1(x) ∈ FsPk−2. Sea q ∈ S
y consideremos x

′
que satisface x̄

′
= t, dk−1(x

′
) ∈ FqPk−2. Sea y = dk−1(x

′
), como

x̄
′

= t ∈ KerGrdk−1, entonces dk−1(x
′
) realmente se encuentra en Fq−1Pk−2. Luego,

dk−2(y) = (dk−2 ◦ dk−1)(x
′
) = 0, es decir, ȳ ∈ KerGrdk−2 = ImGrdk−1. Aśı, podemos

encontrar z ∈ Fq−1Pk−1 tal que ȳ = Grdk−1(z̄), es decir y− dk−1(z) ∈ Fq−1Pk−2. Ahora, si
llamamos x

′′
= x

′ − z, tenemos x̄
′′

= x̄
′
= t. Además,

dk−1(x
′′
) = dk−1(x

′
) − dk−1(z) = y − dk−1(z) ∈ Fq−1Pk−2.

Lo cual quiere decir que q−1 ∈ S. Por lo tanto S = {q ∈ Z| q ≤ p−1}. Como FqPk−2 = 0
para q suficientemente negativo, concluimos que existe x ∈ FpPk−1 con la propiedad de
que x̄ = t y dk−1(x) = 0, es decir t ∈ GrT .

Como GrPk−1 es isomorfo a Lk−1, entonces GrT ∼= KerGrdk−1 se corresponde con la
imagen de Lk en Lk−1. Por 3.6 podemos construir Pk y dk : Pk → Pk−1 tales que:
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1. Pk es un D-módulo libre filtrado.

2. dk es un morfismo de D-módulos filtrados.

3. Imdk ⊂ T .

4. El diagrama

GrPk

∼=
��

Grdk �� GrPk−1

∼=
��

Lk
�� GrLk−1

es conmutativo.

Luego, 3.7 implica que Imdk = Kerdk−1 y la sucesión

Pk
dk−→ Pk−1

dk−1−→ · · · d2−→ P1
d1−→ P0

d0−→ M → 0

es exacta.

Sea M un D-módulo finitamente generado con buena filtración FM . Entonces GrM
es un GrD-módulo finitamente generado. Como GrM se descompone en una suma direc-
ta, podemos encontrar generadores homogéneos e1, . . . , es de GrM con grados r1, . . . , rs

respectivamente. Sea L0 el GrD-módulo libre graduado con base l1, . . . , ls que consiste
de elementos homogéneos de grado r1, . . . , rs. Llamemos f al morfismo sobreyectivo f :
L0 → GrM de GrD-módulos dado por la regla li �→ ei, 1 ≤ i ≤ s. Como GrD es un anillo
noetheriano y L0 es finitamente generado, Kerf es un GrD-módulo finitamente generado.
Por inducción podemos construir una resolución libre

· · · → Ln → · · · → L1 → L0 → GrM → 0,

donde cada Li es de rango finito. Por 3.8, existe una resolución en la categoŕıa de D-
módulos filtrados

· · · → Pn → · · · → P1 → P0 → M → 0,

donde cada Pi es un D-módulo libre filtrado. Además

· · · �� GrPn

∼=
��

�� · · · �� GrP1
��

∼=
��

GrP0
��

∼=
��

GrM

· · · �� Ln
�� · · · �� L1

�� L0
�� GrM.

Como cada GrPi resulta ser un GrD-módulo finitamente generado, entonces FPi es
una buena filtración para Pi.

Sea N un D-módulo finitamente generado con buena filtración FN . Consideremos el
complejo T ◦ = HomD(P◦, N), entonces

Hj(T ◦) = Extj
D(M, N), j ∈ Z+.
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Por 3.1 y 3.2 T j, j ∈ Z+ tiene una filtración exhaustiva y hausdorff. Por las propiedades
homológicas de la filtración, ésta resulta ser compatible con la diferencial del complejo T ◦.
Luego, el complejo GrT ◦ = GrHomD(P◦, N) por 3.5 es isomorfo a HomGrD(GrP◦, GrN), el
que a su vez es isomorfo a HomGrD(L◦, GrN). Por lo tanto, para cada j ∈ Z+, Hj(GrT ◦) =
Extj

GrD(GrM, GrN).
Antes de que pasemos a analizar la relación que guardan los grupos de cohomoloǵıa

de los complejos T ◦ y GrT ◦, probaremos el siguiente resultado el cual establece una cota
para la dimensión homológica de D.

Teorema 3.9. hd(D) ≤ hd(GrD).

Demostración. Supongamos hd(GrD) = n. Sean M , N dos D-módulos finitamente gene-
rados con FM , FN buenas filtraciones. Por la discusión anterior, Extj

D(M, N) = Hj(T ◦)
y ExtGrD(GrM, GrN) = Hj(GrT ◦). Entonces Hj(GrT ◦) = 0, para j > n. Aśı, la sucesión

GrT 1 → · · · → GrT j → GrT j+1 → GrT j+2 → · · · ,

es exacta para j > n. Por 3.7, la sucesión

T 1 → · · · → T j → T j+1 → T j+2 → · · · ,

es exacta para j > n, es decir Extj
D(M, N) = 0 para j > n. Por lo tanto hd(D) ≤

hd(GrD).

Consideremos N = D equipado con la filtración natural. Podemos darle estructura
de D-módulo derecho a HomD(M, D), (φt)(m) = φ(m)t, para todo φ ∈ HomD(M, D),
t ∈ D, m ∈ M . Aśı, HomD(−, D) resulta ser un funtor contravariante de la categoŕıa de
los D-módulos izquierdos en la categoŕıa de los D-módulos derechos. Si M es un D-módulo
izquierdo finitamente generado, lo podemos cubrir por Dp → M → 0. Aplicando el funtor
HomD(−, D), 0 → HomD(M, D) → HomD(Dp, D) resulta ser exacta izquierda. Luego,
HomD(Dp, D) ∼= Dp como D-módulos derechos. De donde se deduce que HomD(M, D)
es finitamente generado como D-módulo derecho. Sea FM una filtración de M . Entonces
para φ ∈ FpHomD(M, D) y t ∈ Dq, tenemos

(φt)(FmM) = φ(FmM)t ⊂ Dm+pt ⊂ Dm+p+q,

es decir φt ∈ Fp+qHomD(M, D). Por lo tanto, FHomD(M, D) es una filtración de D-
módulos.

Lema 3.10. Sea M un D-módulo izquierdo finitamente generado con buena filtración
FM . Entonces la filtración FHomD(M, D) de HomD(M, D) es buena.

Demostración. Por 3.1 y 3.2 sabemos que FHomD(M, D) es exhaustiva y hausdorff. M es
un D-módulo finitamente generado, entonces GrM es un GrD-módulo finitamente gene-
rado. Como GrD es noetheriano, todo GrD-submódulo de GrM es finitamente generado,
en particular GrHomD(M, D) es finitamente generado. Por 1.3 concluimos FHomD(M, D)
es una buena filtración.
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Sea M un D-módulo izquierdo finitamente generado, consideremos P◦ una resolución
proyectiva de M . Por el lema anterior, el complejo T ◦ = HomD(P◦, D) consta de D-
módulos derechos finitamente generados. Los D-módulos de cohomoloǵıa del complejo T ◦

están dados por Hj(T ◦) = Extj
D(M, D), j ∈ Z+. La filtración inducida de HomD(Pj, D)

en Hj(T ◦), j ∈ Z+, es una buena filtración, entonces GrHj(T ◦) = GrExtj
D(M, D) es un

GrD-módulo finitamente generado. Por otro lado, tenemos el complejo graduado asociado
GrT ◦ que tiene módulos de cohomoloǵıa Hj(GrT ◦) = Extj

GrD(GrM, GrD), j ∈ Z+. Re-
sulta natural preguntarse que relación existe entre Extj

GrD(GrM, GrD) y GrExtj
D(M, D).

La respuesta es un poco complicada, lo que tenemos es que Hj(GrT ◦) se relaciona con
GrHj(T ◦) por medio de una sucesión espectral.

Ahora pasamos a analizar de forma muy superficial las sucesiones espectrales. En
sentido abstracto, según [Weibel], en una categoŕıa abeliana A una sucesión espectral E
que comienza en Ea consta de los siguientes elementos:

SE1. Una familia de objetos {Epq
r } de A, para p, q, r ∈ Z, con r ≥ a.

SE2. Funciones diferenciales dpq
r : Epq

r → Ep−r,q+r+1
r , que satisfacen dr ◦ dr = 0.

SE3. Epq
r+1

∼= Ker(dpq
r )/Im(dp+r,q−r−1

r ).

Como la definición resulta un poco complicada vale la pena analizar como [Hatcher]
interpreta las sucesiones espectrales.

Uno puede pensar que una sucesión espectral es un libro cuyas páginas se encuen-
tran indexadas por el sub́ındice r y los supeŕındices p, q en cada página nos definen una
ret́ıcula. En el lugar (p, q) de la página r se encuentra el objeto Epq

r . Las diferenciales
dpq

r : Epq
r → Ep−r,q+r+1

r , son morfismos en la página r que van del objeto que se encuentra
en la posición (p, q) al objeto que se encuentra en la posición (p−r, q+r+1), se desplazan
r-lugares a la izquierda y (r + 1)-lugares arriba. La propiedad SE3, nos dice que la hoja
r + 1 está determinada por la homoloǵıa de la hoja r. Una representación gráfica de esto
lo podemos ver en la figura 1.

Entendido lo que es una sucesión espectral, pasaremos a definir la sucesión espectral
que nos va relacionar los GrD-módulos Hj(GrT ◦) y GrHj(T ◦).

Sea T ◦ un complejo filtrado que consta de D-módulos T j, j ∈ Z+ finitamente generados
y diferencial d compatible con la filtración de cada T j, es decir d(FpT

j) ⊂ FpT
j+1. Como

es costumbre en álgebra homológica, los ciclos en T j se definen como Zj(T ◦) = {x ∈
T j| d(x) = 0} y las fronteras en T j se definen por Bj(T ◦) = {y ∈ T j| y = d(x), x ∈ T j−1}.
Ahora pasamos a definir una serie de conjuntos que serán como los ciclos y las fronteras
relativas del complejo T ◦.

Zpq
r = {x ∈ FpT

p+q| d(x) ∈ Fp−rT
p+q+1}

y
Bpq

r = {y ∈ FpT
p+q| y = d(x), x ∈ Fp+rT

p+q−1} = d(Zp+r,q−r−1
r ).

Claramente

FpT
p+q = Zpq

0 ⊃ Zpq
1 ⊃ Zpq

2 ⊃ · · · ⊃ Zpq
r ⊃ · · · ⊃ Zpq

∞ = Zp+q(T ◦) ∩ FpT
p+q,
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d(Zpq
r ) ∩ Fp−r−1T

p+q+1 = Bp−r,q+r+1
r ∩ Fp−r−1T

p+q+1

= {y ∈ Fp−rT
p+q+1| d(x) = y, x ∈ FpT

p+q} ∩ Fp−r−1T
p+q+1

= {y ∈ Fp−r−1T
p+q+1| d(x) = y, x ∈ FpT

p+q}
= d(Zpq

r+1).

Aśı, tenemos

Bp−r,q+r+1
r + Fp−r−1T

p+q+1 =
Bp−r,q+r+1

r

Bp−r,q+r+1
r ∩ Fp−r−1T p+q+1

=
d(Zpq

r )

d(Zpq
r ) ∩ Fp−r−1T p+q+1

=
d(Zpq

r )

d(Zpq
r+1)

,

de manera similar

Bp−r,q+r+1
r−1 + Fp−r−1T

p+q+1 =
d(Zp−1,q+1

r−1 )

d(Zp−1,q+1
r )

.

Entonces

Bp−r,q+r+1
r + Fp−r−1T

p+q+1

Bp−r,q+r+1
r−1 + Fp−r−1T p+q+1

=
d(Zpq

r )/d(Zpq
r+1)

d(Zp−1,q+1
r−1 )/d(Zp−1,q+1

r )
∼= d(Zpq

r )

d(Zpq
r+1) + d(Zp−1,q+1

r−1 )
.

Por otro lado,

Zpq
r ∩ Fp−1T

p+q = {x ∈ FpT
p+q| d(x) ∈ Fp−rT

p+q+1} ∩ Fp−1T
p+q

= {x ∈ Fp−1T
p+q| d(x) ∈ Fp−rT

p+q+1}
= Zp−1,q+1

r−1 .

Aśı, tenemos

Zpq
r + Fp−1T

p+q =
Zpq

r

Zpq
r ∩ Fp−1T p+q

=
Zpq

r

Zp−1,q+1
r−1

,

de manera similar

Zpq
r+1 + Fp−1T

p+q =
Zpq

r+1

Zp−1,q+1
r

.

Entonces
Zpq

r + Fp−1T
p+q

Zpq
r+1 + Fp−1T p+q

=
Zpq

r /Zp−1,q+1
r−1

Zpq
r+1/Z

p−1,q+1
r

∼= Zpq
r

Zpq
r+1 + Zp−1,q+1

r−1

.

La diferencial

d : Zpq
r −→ d(Zpq

r )

d(Zpq
r+1) + d(Zp−1,q+1

r−1 )

tiene kernel Zpq
r+1 + Zp−1,q+1

r−1 . Por lo tanto

Zpq
r + Fp−1T

p+q

Zpq
r+1 + Fp−1T p+q

∼= Bp−r,q+r+1
r + Fp−r−1T

p+q+1

Bp−r,q+r+1
r−1 + Fp−r−1T p+q+1

.
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Si en el lema anterior reemplazamos p por p + r y q por q − r − 1, tenemos

Zp+r,q−r−1
r + Fp+r−1T

p+q−1

Zp+r,q−r−1
r+1 + Fp+r−1T p+q−1

∼= Bpq
r + Fp−1T

p+q

Bpq
r−1 + Fp−1T p+q

.(7a)

Ahora analicemos el kernel de dpq
r ,

dpq
r : Epq

r −→ Ep−r,q+r+1
r .

Simplificando un poco las expresiones de Epq
r y Ep−r,q+r+1

r , tenemos

Epq
r =

Zpq
r + Fp−1T

p+q

Bpq
r−1 + Fp−1T p+q

=
Zpq

r

Bpq
r−1 + Fp−1T p+q ∩ Zpq

r
=

Zpq
r

Bpq
r−1 + Zp−1,q+1

r−1

,

de forma similar

Ep−r,q+r+1
r =

Zp−r,q+r+1
r

Bp−r,q+r+1
r−1 + Zp−r−1,q+r+2

r−1

.

Entonces

dpq
r :

Zpq
r

d(Zp+r−1,q−r
r−1 ) + Zp−1,q+1

r−1

−→ Zp−r,q+r+1
r

d(Zp−1,q+1
r−1 ) + Zp−r−1,q+r+2

r−1

,

de esta forma

Kerdpq
r =

(dpq
r )−1(d(Zp−1,q+1

r−1 ) + Zp−r−1,q+r+2
r−1 )

d(Zp+r−1,q−r
r−1 ) + Zp−1,q+1

r−1

=
{x ∈ Zpq

r | d(z) ∈ (d(Zp−1,q+1
r−1 + Zp−r−1,q+r+2

r−1 ))}
d(Zp+r−1,q−r

r−1 ) + Zp−1,q+1
r−1

=
Zpq

r+1 + Zp−1,q+1
r−1

d(Zp+r−1,q−r
r−1 ) + Zp−1,q+1

r−1

=
Zpq

r+1 + Zpq
r ∩ Fp−1K

p+q

d(Zp+r−1,q+r
r−1 ) + Zpq

r ∩ Fp−1T p+q

∼= Zpq
r+1 + Fp−1T

p+q

Bpq
r−1 + Fp−1T p+q

.

Por lo tanto

Kerdpq
r =

Zpq
r+1 + Fp−1T

p+q

Bpq
r−1 + Fp−1T p+q

.

Ahora analicemos la imagen de dp+r,q−r−1
r : Ep+r,q−r−1

r −→ Epq
r . Utilizaremos un ar-

gumento muy propio de las categoŕıas abelianas, a la función dp+r,q−r−1
r la factorizaremos

por i◦π, donde π es sobre y i es mono. Sabemos que Bj(T ◦) ⊂ Zj(T ◦), para toda j ∈ Z+,
entonces Bp+r,q−r−1

r−1 ⊂ Zp+r,q−r−1
r+1 y Bpq

r ⊂ Zpq
r . Definimos

π :
Zp+r,q−r−1

r + Fp+r−1T
p+q−1

Bp+r,q−r−1
r−1 + Fp+r−1T p+q−1

−→ Zp+r,q−r−1
r + Fp+r−1T

p+q−1

Zp+r,q−r−1
r+1 + Fp+r−1T p+q−1

como la proyección natural, y definimos

i :
Bpq

r + Fp−1T
p+q

Bpq
r−1 + Fp−1T p+q

−→ Zpq
r + Fp−1T

p+q

Bpq
r−1 + Fp−1T p+q
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la inclusión. Si llamamos γ al isomorfismo dado en (7a), tenemos que dp+r,q−r−1
r = i◦γ ◦π.

Por lo tanto

Imdp+r,q−r−1
r

∼= Bpq
r + Fp−1T

p+q

Bpq
r−1 + Fp−1T p+q

.

La homoloǵıa en Epq
r está dada por

Kerdpq
r

Imdp+r,q−r−1
r

=
(Zpq

r+1 + Fp−1T
p+q)/(Bpq

r−1 + Fp−1T
p+q)

(Bpq
r + Fp−1T p+q)/(Bpq

r−1 + Fp−1T p+q)
∼= Epq

r+1(8a)

Por (5a), (6a) y (8a) concluimos que la sucesión E asociada al complejo filtrado T ◦ es real-
mente una sucesión espectral, para nuestros intereses consideraremos E1 como el primer
término de E. Analicemos un poco éste término,

Epq
1 =

Zpq
1 + Fp−1T

p+q

Bpq
0 + Fp−1T p+q

∼= {x̄ ∈ GrpT
p+q| d(x) ∈ Fp−1T

p+q+1}
{ȳ ∈ GrpT p+q| y = d(x), x ∈ FpT p+q−1}

=
KerGrpdp+q

ImGrpdp+q−1

= Hp+q(GrpT
◦).

Entonces ⊕p+q=jE
pq
1 = Hj(GrT ◦), es decir en E1 está contenida la cohomoloǵıa del com-

plejo graduado GrT ◦.
Supongamos que la filtración FT j de cada T j, j ∈ Z+ es una buena filtación, entonces

el complejo GrT ◦ consta únicamente de GrD-módulos finitamente generados. Luego,
⊕p+q=jE

pq
r son GrD-módulos y las funciones dr : ⊕p+q=jE

pq
r → ⊕p+q=j+1E

pq
r son mor-

fismos de GrD-módulos. Por inducción en r, se puede probar que ⊕p+q=jE
pq
r , j ∈ Z+ son

GrD-módulos finitamente generados. La filtración FT j induce una filtración FHj(T ◦)
dada por FpH

j(T ◦) = Zj(T ◦) ∩ FpT
j/Bj(T ◦) ∩ FpT

j, p ∈ Z. Entonces

Epq
∞ = FpH

j(T ◦)/Fp−1H
j(T ◦),(9a)

aśı ⊕p+q=jE
pq
∞ es el GrD-módulo asociado al D-módulo filtrado Hj(T ◦). Como ⊕p+q=jE

pq
∞

es un GrD-módulo finitamente generado, entonces la filtración FHj(T ◦) es una buena
filtración.

Como nos podemos dar cuenta, el término E∞ de E contiene los GrD-módulos aso-
ciados a los D-módulos filtrados Hj(T ◦), j ∈ Z+.

CONVERGENCIA.

1. Decimos que una sucesión espectral {Epq
r } en A converge débilmente a una familia

de objetos H∗ = {Hj} de A, si para cada Hj existe una filtración

· · · ⊂ Fp−1H
j ⊂ FpH

j ⊂ Fp+1H
j ⊂ · · · ⊂ Hj,

tal que Epq
∞ ∼= FpH

p+q/Fp−1H
p+q, para todo p, q.

2. Decimos que una sucesión espectral {Epq
r } se aproxima a H∗ = {Hj}, si ésta con-

verge débilmente H∗ y además Hj =
⋃

p FpH
j,

⋂
p FpH

j = 0, para cada j.
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3. Decimos que la sucesión espectral {Epq
r } converge a H∗ = {Hj}, si ésta se aproxima

a H∗ y además Hj = lim←−(Hj/FpH
j), para cada j.

Como la filtración FHj(T ◦) es buena y además se cumple (9a), entonces la sucesión es-
pectral E asociada al complejo T ◦ se aproxima a H∗ = {Hj(T ◦), j ∈ Z+}. Para el sistema
dirigido {Hj/FpH

j, πh
l }, donde l ≤ h, πh

l : Hj(T ◦)/FlH
j(T ◦) → Hj(T ◦)/FhH

j(T ◦) es
la función proyección, se cumple lim←−{Hj(T ◦)/FpH

j(T ◦), πh
l } =

⊕
p Hj(T ◦)/FpH

j(T ◦).
Consideremos el morfismo

Φ : Hj(T ◦) →
⊕

p

Hj(T ◦)/FpH
j(T ◦),

definido por Φ = (. . . , φp−1, φp, φp+1, . . .), donde φp : Hj(T ◦) → Hj(T ◦)/FpH
j(T ◦) es la

proyección canónica. Claramente Φ es un epimorfismo, luego el KerΦ =
⋂

p FpH
j(T ◦) = 0,

pues FHj(T ◦) es una buena filtración. De esta forma hemos probado que Hj(T ◦) =
lim←−{Hj(T ◦)/FpH

j(T ◦), πh
l }, para cada j ∈ Z+. Por lo tanto la sucesión espectral E con-

verge a H∗ = {Hj(T ◦), j ∈ Z+}.
Si existe r0 ≥ a, tal que para toda r > r0 se cumple Epq

r
∼= Epq

r+1, entonces decimos que
Epq

∞ es el valor estable de Epq
r . El siguiente lema nos ayudara a probar que en la sucesión

espectral E, para cada pareja (p, q) ∈ Z
2, con p + q ∈ Z+, Epq

∞ es el valor estable de Epq
r .

Lema 3.12. Sean M , N dos D-módulos con buenas filtraciones FM , FN y f : M → N
un morfismo de D-módulos filtrados. Definimos

Zp
r = {x ∈ FpM | f(x) ∈ Fp−rN}

y
Bp

r = {x ∈ FpN |x = f(y), y ∈ Fp+rM}.
Entonces existe r0 tal que para toda r ≥ r0, se tiene

Zp
r + Fp−1M = (Kerf ∩ FpM) + Fp−1M,

para todo p ∈ Z, y
Bp

r = Imf ∩ FpN,

para todo p ∈ Z.

Demostración. El D-submódulo Imf de N tiene dos buenas filtraciones FN ∩ Imf y
f(FM). Por 1.8, existe k ∈ Z+ tal que

FpN ∩ Imf ⊂ f(Fp+kN), p ∈ Z.

Si r ≥ k,
Bp

r = FpN ∩ f(Fp+rM) ⊃ FpN ∩ Imf ⊃ FpN ∩ f(Fp+rM),

es decir Bp
r = FpN ∩ Imf . Además, si consideramos r ≥ k + 1, tenemos

Fp−rN ∩ Imf ⊂ f(Fp+k−rM) ⊂ f(Fp−1M), p ∈ Z.
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Sea x ∈ Zp
r, de acuerdo a las contenciones anteriores,

f(x) ∈ Fp−rN ∩ Imf ⊂ f(Fp−1M).

Entonces existe y ∈ Fp−1M tal que f(x) = f(y). Luego, x + Fp−1M = x − y + Fp−1M y
x − y ∈ Kerf ∩ FpM . Aśı,

Zp
r + Fp−1M ⊂ (Kerf ∩ FpM) + Fp−1M.

La contención inversa se sigue de la definición de Zp
r, por lo tanto se tiene la igualdad.

Aplicando este lema a las fronteras y ciclos relativos asociados al complejo T ◦, tenemos:
para cada p, q ∈ Z podemos encontrar r0(p + q) tal que, para r ≥ r0 se cumple

Zpq
r + Fp−1T

p+q = Zp+q(T ◦) ∩ FpT
p+q + Fp−1T

p+q

y
Bpq

r−1 + Fp−1T
p+q = Bp+q(T ◦) ∩ FpT

p+q + Fp−1T
p+q.

Entonces

Epq
r = (Zp+q(T ◦) ∩ FpT

p+q + Fp−1T
p+q)/(Bp+q(T ◦) ∩ FpT

p+q + Fp−1T
p+q)

= FpH
p+q(T ◦)/Fp−1H

p+q(T ◦),

para toda r ≥ r0. Por lo tanto Epq
∞ es el valor estable de Epq

r .
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4. Módulos Sobre el Anillo de Operadores Diferen-

ciales

En esta sección estudiaremos algunas propiedades que tienen los módulos sobre el
anillo de operadores diferenciales D(n). Comenzamos estableciendo una cota superior
y otra inferior para la dimensión de los D(n)-módulos finitamente generados, para es-
to equiparemos al anillo D(n) con la filtración de Bernstein. Despues veremos cómo se
relaciona la dimensión de los D(n)-módulos finitamente generados y los funtores deriva-
dos Extj

D(n)(−, D(n)), relación que comprende la construcción y análisis de una suce-
sión espectral. Posteriormente nos concentraremos en analizar una familia muy impor-
tante de D(n)-módulos conocidos como módulos holonómicos. Estableceremos criterios
para saber cuando un D(n)-módulo es holonómico en términos de los funtores deriva-
dos Extj

D(n)(−, D(n)). También construiremos un mecanismo que nos permita obtener

más D(n)-módulos holonómicos a partir de los ya conocidos, y explicaremos un poco
la importancia que tienen los D(n)-módulos holonómicos desde el punto de vista de las
ecuaciones diferenciales.

Como el objetivo es estudiar D(n)-módulos, tenemos que señalar que la categoŕıa de
D(n)-módulos derechos es equivalente a la categoŕıa de D(n)-módulos izquierdos. Esta
equivalencia la obtenemos del isomorfismo que existe entre D(n) y D(n)op, el cual está da-
do por Φ : D(n)op → D(n), Xi �→ Xi, δi �→ −δi. Es por esta razón que consideramos de
forma indistinta D(n)-módulos derechos o izquierdos y especificamos el lado sobre el cual
actúa D(n) sólo cuando la omisión de esto cause ambigüedad en los resultados. Denotamos
por M(D(n)) la categoŕıa de todos los D(n)-módulos y por Mfg(D(n)) la subcategoŕıa
plena de M(D(n)) que consta de todos los D(n)-módulos finitamente generados.

El anillo D(n) lo equiparemos con la filtración de Bernstein, la cual está dada por la
sucesión Dq(n) = {∑α,β aαβXαδβ| |α + β| ≤ q}, q ∈ Z. Por lo analizado en la introducción
(Dq(n); q ∈ Z) satisface F1, . . . ,F7; es decir, es una buena filtración para D(n), donde
D0(n) = K y GrD(n) es el anillo de polinomios en 2n-variables. Definimos la dimensión
de un módulo M ∈ Mfg(D(n)) usando la función aditiva λ = dimK , la dimensión d(M)
y la correspondiente multiplicidad e(M) las llamaremos dimensión y multiplicidad de
Bernstein del módulo M . El siguiente resultado nos establece cotas para la dimensión
d(M) de todo módulo no nulo M ∈ Mfg(D(n)).

Teorema 4.1. Sea M �= 0 un D(n)-módulo finitamente generado, entonces n ≤ d(M) ≤
2n.

Demostración. Como M es finitamente generado, lo podemos cubrir por

Dq(n)
π→ M → 0,

q es igual al número de generadores de M . Entonces d(M) ≤ d(D(n)). Como d(D(n)) =
d(GrD(n)) = 2n, de donde d(M) ≤ 2n.

Por 1.5 M tiene una buena filtración FM y podemos suponer F0M �= 0, FpM = 0, para
p < 0. Luego, para p ∈ Z consideremos el mapeo lineal Dp(n) → HomK(FpM, F2pM) que
manda cada T ∈ Dp(n) al morfismo m �→ Tm. Probaremos que para cada p este mapeo
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es inyectivo. Para p ≤ 0 es inmediato. Supongamos que es cierto para (p − 1) > 0 y
consideremos T ∈ Dp(n) que satisface Tm = 0, para todo m ∈ FpM . Sea v ∈ Fp−1M ,
entonces xiv ∈ FpM y δiv ∈ FpM , 1 ≤ i ≤ n. Observemos

[xi, T ]v = xiTv − Txiv = 0

y
[δi, T ]v = δiTv − Tδiv = 0.

Pero [xi, T ], [δi, T ] ∈ Dp−1(n). Por la hipótesis de inducción, [xi, T ] = 0 y [δi, T ] = 0, para
1 ≤ i ≤ n. Entonces T está en el centro de D(n). Como el centro de D(n) es K, el campo,
concluimos T = 0. Ahora, si consideramos las dimensiones,

dimK(Dp(n)) ≤ dimK(HomK(FpM, F2pM)) = dimK(FpM) · dimK(F2pM), p ∈ Z.

Luego, para p ∈ Z suficientemente grande, el lado izquierdo de la desigualdad se comporta
como un polinomio en p de grado 2n. Mientras que el lado derecho se comporta como un
polinomio en p de grado 2d(M). Esto sólo puede suceder si d(M) ≥ n.

El teorema anterior nos garantiza que todo D(n)-módulo no nulo M satisface d(M) ≥
n, esta desigualdad se le conoce como la desigualdad de Bernstein.

Definición 4.2. Decimos que un D(n)-módulo finitamente generado M es holonómico,
si M = 0 o d(M) = n.

Existen D(n)-módulos holonómicos distintos de cero. Por ejemplo, el anillo de poli-
nomios K[X1, . . . , Xn] con la acción (T, f) = T (f), T ∈ D(n), f ∈ K[X1, . . . , Xn], es
un D(n)-módulo finitamente generado. La filtración dada por el grado es una buena fil-
tración. Además, d(K[X1, . . . , Xn]) = n. Por lo tanto K[X1, . . . , Xn] es un D(n)-módulo
holonómico.

Si φ es un automorfismo de D(n), entonces podemos definir un endofuntor φ̂ en
M(D(n)), que manda a cada D(n)-módulo M al D(n)-módulo Mφ, el cual es isomor-
fo a M como grupo abeliano, pero la acción de D(n) está dada por (T, m) = φ(T )m, T ∈
D(n), m ∈ M . Por la proposición 1.13 d(M) = d(φ̂(M)). Entonces si M holonómico,
φ̂(M) también es holonómico.

Lema 4.3. Sea M un D(n)-módulo izquierdo, no necesariamente finitamente generado. Si
M tiene una filtración FM exhaustiva y hausdorff tal que dimK(FtM) ≤ c1t

n+c2(t+1)n−1,
para t ∈ Z y c1, c2 ∈ Z+. Entonces d(M) ≤ n y e(M) ≤ n!c1.

Demostración. Sea M0 un D(n)-submódulo de M finitamente generado, por 1.4 existe
ΓM0 una buena filtración para M0. Luego (FtM0 = FtM ∩ M0; t ∈ Z) es una filtración
exhaustiva y hausdorff para M0. Por 1.7 existe q ∈ Z+ tal que ΓtM0 ⊂ Ft+qM0, para todo
t ∈ Z. Entonces dimK(ΓtM0) ≤ dimK(Ft+qM0) ≤ c1(t + q)n + c2(t + q + 1)n−1 ≤ c1t

n +
c3(t + 1)n−1, donde c3 es un entero positivo suficientemente grande. Entonces d(M0) ≤ n
y e(M0) ≤ n!c1. Aśı, todo D(n)-submódulo finitamente generado de M es holonómico y
tiene multiplicidad menor o igual a n!c1. Sea γ : 0 ⊂ M1 ⊂ M2 ⊂ M3 ⊂ · · · una cadena
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estrictamente creciente de D(n)-submódulos de M finitamente generados. Para l ≥ 1, la
sucesión

0 → Ml → Ml+1 → Ml+1/Ml → 0

es exacta. Como d(Ml+1) = d(Ml) + d(Ml+1/Ml), por 1.12 e(Ml) < e(Ml+1) ≤ n!c1. En-
tonces, 0 < e(M1) < e(M2) < e(M3) < · · · es una sucesión estrictamente creciente de
enteros positivos que se encuentra acotada por n!c1, además t ≤ e(Mt) ≤ n!c1. Aśı, γ es
una cadena que se encuentra acotada, digamos que por M

′
(un D(n)-submódulo finita-

mente generado de M), y tiene longitud a lo más n!c1. Sea a ∈ M , consideremos el D(n)-
submódulo M

′′
= M

′
+ D(n)a. Entonces tenemos que M

′ ⊂ M
′′
, pero esta contención

no puede ser propia, pues contradiŕıa el hecho de que M
′

acota a γ. En consecuencia
M

′′
= M

′
, es decir a ∈ M

′
. Por lo tanto d(M) ≤ n y e(M) ≤ n!c1.

Sea P ∈ K[X1, . . . , Xn] un polinomio no nulo, consideremos el anillo de fracciones
{TP−1|T ∈ K[X1, . . . , Xn], l ∈ Z+} que se obtiene al localizar sobre el conjunto multi-
plicativo {P l| l ∈ Z+}, denotémoslo por K[X, P−1]. Definimos la acción de los operadores
δi, Xi, i = 1, . . . , n en K[X, P−1] de la siguiente forma:

1. δi · TP−l = ∂(TP−l)
∂xi

= ( ∂T
∂xi

)P−l − (lT ∂P
∂xi

)P−l−1 ∈ K[X, P−1].

2. Xi · TP−l = (xiT )P−l ∈ K[X, P−1].

Aśı, K[X, P−1] tiene estructura de D(n)-módulo. Notemos que no es obvio que K[X, P−1]
es un D(n)-módulo finitamente generado.

Teorema 4.4. Sea P ∈ K[X1, . . . , Xn] un polinomio no nulo de grado m. Entonces
K[X, P−1] es un D(n)-módulo holonómico.

Demostración. Construiremos una filtración que cumpla las hipótesis del lema 4.3. Sea
FK[X,P−1] la filtración dada por FlK[X, P−1] = {TP−l| deg(T ) ≤ l(m + 1)}, l ∈ Z.
Por la forma en que está definida la acción de D(n) en K[X, P−1], para i = 1, . . . , n y
TP−l ∈ FlK[X, P−1], tenemos

δi · (TP−l) =
∂

∂xi

(TP−l) = (
∂T

∂xi

P − lT
∂P

∂xi

)P−l−1 =: Q1P
−l−1

y
Xi · (TP−l) = (XiT )P−l = (XiTP )P−l−1 =: Q2P

−l−1,

donde deg(Q1) ≤ l(m + 1) + m − 1 ≤ (l + 1)(m + 1) y deg(Q2) ≤ l(m + 1) + m + 1 =
(l +1)(m+1). Entonces δi · (TP−l), Xi · (TP−l) ∈ Fl+1[X, P−1], para i = 1, . . . , n. De esta
forma D1(n) · FlK[X, P−1] ⊂ Fl+1K[X, P−1]. Por inducción en t, Dt(n) · FlK[X, P−1] ⊂
Ft+lK[X, P−1], para toda t ∈ Z. Por lo tanto FK[X, P−1] es una filtración de D(n)-
módulos.

Observemos que FlK[X, P−1] = 0, para todo l ≤ 0, lo cual implica que FK[X, P−1]
es hausdorff.

Sea TP−l ∈ K[X, P−1] un elemento cualquiera con deg(T ) = s y l ≥ 0, entonces
deg(TP s) = s + ms ≤ (l + s)(m + 1), de donde TP−l = (TP s)P−(l+s) ∈ Fl+sK[X, P−1].
Por lo tanto

⋃
l∈Z

FlK[X, P−1] = K[X,P−1], es decir FK[X, P−1] es exhaustiva.
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Por la forma en que se definió FlK[X, P−1], dimK FlK[X, P−1] es igual a la dimensión
del K-espacio vectorial generado por todos los polinomios en n-variables de grado menor o
igual a l(m+1). Entonces dimK(FlK[X, P−1]) ≤ (m+1)nln/n!+c2(l+1)n−1, para l ∈ Z+

y c2 un entero positivo suficientemente grande. Aśı, FK[X, P−1] cumple las hipótesis del
lema 4.3. Por lo tanto K[X, P−1] es un D(n)-módulo holonómico.

De acuerdo con [Björk] la colección de todos los D(n)-módulos no nulos es llamada
la clase de Bernstein, la denotamos por B(D(n)). Los D(n)-módulos holonómicos de
multiplicidad 1 son llamados D(n)-módulos holonómicos irreducibles. En general, diremos
que un D(n)-módulo es irreducible si éste es simple.

Ahora estudiaremos algunas propiedades homológicas de D(n). Por 3.9 sabemos que
hd(D(n)) ≤ hd(GrD(n)). Como el anillo graduado asociado a D(n) con respecto a la
filtración de Bernstein es K[X1, . . . , Xn, ξ1, . . . , ξn], por 2.2 concluimos hd(D(n)) ≤ 2n.

Si hablamos de propiedades homológicas, no podemos olvidarnos de los funtores deriva-
dos Extj

D(n)(−, D(n)), aśı que estudiaremos un poco la relación que existe entre la di-
menśıon de Bernstein y esta familia de funtores.

Sea M un D(n)-módulo no nulo finitamente generado, por 2.4 sabemos que existe
j ∈ Z+ tal que Extj

D(n)(M, D(n)) �= 0. Definimos

j(M) = mı́n{j ∈ Z+|Extj
D(n)(M, D(n)) �= 0}.

El siguiente resultado relaciona la dimensión de Bernstein con los funtores derivados
Extj

D(n)(−, D(n)).

Teorema 4.5. Sea M un D(n)-módulo izquierdo finitamente generado. Entonces

1. Extj
D(n)(M, D(n)) = 0, para j < 2n − d(M).

2. d(Extj
D(n)(M, D(n))) ≤ 2n − j, para todo 0 ≤ j ≤ 2n.

3. d(Ext
2n−d(M)
D(n) (M, D(n))) = d(M).

En particular, si M �= 0, Ext
2n−d(M)
D(n) (M, D(n)) �= 0, es decir

d(M) + j(M) = 2n.

Demostración. Sea FM una buena filtración para M . Sea P◦ una resolución proyecti-
va de M que consta de D(n)-módulos Pi, i ∈ Z+ finitamente generados. Cada Pi lo
equipamos con una buena filtración FPi que sea compatible con la diferencial de P◦.
Sea T ◦ = HomD(n)(P◦, D(n)). Entonces T ◦ es un complejo de D(n)-módulos filtrados,
por 3.10 la filtración de cada T j es una buena filtración. Definimos la sucesión espectral
E asociada al complejo filtrado T ◦ de la misma forma que en la Sección 3. El término
E1 está dado por Epq

1 = GrpExtp+q
GrD(n)(GrM, GrD(n)), y el término E∞ está dado por

Epq
∞ = GrpExtp+q

D(n)(M, D(n)).

1. Como GrD(n) = K[X1, . . . , Xn, ξ1, . . . , ξn], por 2.10(1) sabemos que los módulos
Extj

GrD(n)(GrM, GrD(n)) = 0, para j < 2n − d(GrM) = 2n − d(M). Entonces

Epq
1 = 0, Epq

∞ = 0, para p+ q < 2n+d(M). Por lo tanto Extp+q
D(n)(M, D(n)) = 0, para

p + q < 2n − d(M).
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2. Como ⊕p+q=jE
pq
r son GrD(n)-módulos finitamente generados y ⊕p+q=jE

p+q
r+1 es el

cociente de un submódulo de ⊕p+q=jE
pq
r . Por 1.11 d(⊕p+q=jE

pq
r+1) ≤ d(⊕p+q=jE

pq
r ),

r ∈ N, j ∈ Z. Entonces

d(Extj
GrD(n)(GrM, GrD(n))) = d(⊕p+q=jE

pq
1 ) ≥ d(⊕p+q=jE

pq
∞)

= d(GrExtj
D(n)(M, D(n)))

= d(Extj
D(n)(M, D(n))),

para todo j ∈ Z+. Por 2.10(2) d(Extj
GrD(n)(GrM, GrD(n))) ≤ 2n − j, para 0 ≤ j ≤

2n. Por lo tanto d(Extj
D(n)(M, D(n))) ≤ 2n − j, para 0 ≤ j ≤ 2n.

3. La diferencial dr : ⊕p+q=jE
pq
r → ⊕p+q=j+1E

pq
r es un morfismo de GrD(n)-módulos,

para todo j ∈ Z. Si j = 2n− d(M), por lo analizado en (1), ⊕p+q=j+1E
pq
r = 0, para

r ∈ N. En consecuencia dr : ⊕p+q=j−1E
pq
r → ⊕p+q=jE

pq
r es la función cero. Entonces

Epq
r+1 ⊂ Epq

r , para todo p + q = j, r ∈ N. Por otro lado, tenemos d(⊕p+q=j+1E
pq
r ) ≤

2n − j − 1. Por 2.10(3),

d(⊕p+q=jE
pq
1 ) = d(Extj

GrD(n)(GrM, GrD(n))) = d(GrM) = d(M) = 2n − j.

Por inducción en r, d(⊕p+q=jE
pq
r ) = 2n−j, para r ∈ N. Aśı, d(Extj

D(n)(M, D(n))) =

2n − j = d(M).

Si M �= 0, entonces d(Ext
2n−d(M)
D(n) (M, D(n))) = d(M) �= 0. Por lo analizado en (1),

Extj
D(n)(M, D(n)) = 0, para j < 2n − d(M). Entonces j(M) = 2n − d(M).

Observemos que el teorema anterior es válido para cualquier K-álgebra B y cualquier
buena filtración FB, cuya álgebra graduada asociada sea el álgebra de polinomios. Ahora
analizaremos una serie de implicaciones que marcan la importancia de este teorema.

Corolario 4.6. Sea M un D(n)-módulo finitamente generado. Entonces

1. Extj
D(n)(M, D(n)) = 0, para j > n.

2. Extn
D(n)(M, D(n)) es holonómico.

Demostración. 1. Por 4.5(2), d(Extj
D(n)(M, D(n))) ≤ 2n − j, para j > n, es decir

d(Extj
D(n)(M, D(n))) < n. Pero todo D(n)-módulo no nulo tiene dimensión mayor

o igual a n. Por lo tanto Extj
D(n)(M, D(n)) = 0, para j > n.

2. Por 4.5(2), d(Extn
D(n)(M, D(n))) ≤ 2n − n = n, es decir Extn

D(n)(M, D(n)) es
holonómico.

Corolario 4.7. Sea M un D(n)-módulo izquierdo finitamente generado. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:
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1. M es holonómico.

2. Extj
D(n)(M, D(n)) = 0, para j �= n.

Demostración. Supongamos (1). Por 4.5(1) Extj
D(n)(M, D(n)) = 0, para j < n y por 4.6

Extj
D(n)(M, D(n)) = 0, para j > n. Por lo tanto (2).

Supongamos (2). Entonces d(Extj
D(n)(M, D(n))) = 0, para j �= n. Por 4.5 (2), tenemos

d(Extn
D(n)(M, D(n))) ≤ n. Aśı, d(M) = d(Ext

2n−d(M)
D(n) (M, D(n))) ≤ n. Por lo tanto (1).

Teorema 4.8. hd(D(n))=n.

Demostración. Por 4.5(2) sabemos Extj
D(n)(M, D(n)) = 0, para j > n, M ∈ Mfg(D(n)).

Aplicando 2.3, obtenemos hd(D(n)) ≤ n. Por 4.7, existen M ′s ∈ Mfg(D(n)) tales que
Extn

D(n)(M, D(n)) �= 0. Por lo tanto hd(D(n)) = n.

Teorema 4.9. Sea F : Mfg(D(n)) → Mfg(D(n)) una equivalencia de categoŕıas aditi-
vas. Entonces d(M) = d(F(M)).

Demostración. Si F es una equivalencia de categoŕıas, M �= 0 es equivalente F(M) �= 0.
Por lo tanto, podemos considerar j(M) y j(F(M)) y por 4.5 es suficiente mostrar j(M) =
j(F(M)).

Observemos que los objetos proyectivos en Mfg(D(n)) son exactamente los D(n)-
módulos proyectivos finitamente generados. Aśı, para M ∈ Mfg(D(n))

j(M) = mı́n{j ∈ Z+|Extj
D(n)(M, D(n)) �= 0}

= mı́n{j ∈ Z+|Extj
D(n)(M, F ) �= 0, F libre de rango finito}

= mı́n{j ∈ Z+|Extj
D(n)(M, P ) �= 0, P proyectivo finitamente generado}

Sea P◦ una resolución proyectiva de M que consta de D(n)-módulos proyectivos finita-
mente generados. Como F preserva objetos proyectivos en Mfg(D(n)), entonces F(P◦) es
una resolución izquierda de F(M), que consta de D(n)-módulos proyectivos finitamente
generados. Esto implica que para cualquier D(n)-módulo N ,

Extj
D(n)(F(M),F(N)) = Hj(HomD(n)(F(P◦),F(N)))

∼= Hj(HomD(n)(P◦, N)) = Extj
D(n)(M, N),

para todo j ∈ Z+. En particular,

j(M) = mı́n{j ∈ Z+|Extj
D(n)(M, P ) �= 0, P proyectivo finitamente generado}

= mı́n{j ∈ Z+|Extj
D(n)(F(M),F(P )) �= 0, P proyectivo finitamente generado}

≥ mı́n{j ∈ Z+|Extj
D(n)(F(M), Q) �= 0, Q proyectivo finitamente generado.}

= j(F(M))

De manera análoga j(M) ≤ j(F(M)).
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Como nos podemos dar cuenta, el teorema 4.5 según los resultados 4.6, 4.7, 4.9 se puede
aplicar para encontrar más D(n)-módulos holonómicos a partir de los ya dados o, para
caracterizar estos módulos. Ahora, ¿para qué estudiar módulos holonómicos?, ¿por qué son
importantes los módulos holonómicos?. El principal interés por estudiar los D(n)-módulos
holonómicos viene de las ecuaciones diferenciales, pues se tiene una correspondencia entre
los D(n)-módulos y los sistemas de ecuaciones diferenciales. Analicemos un poco esta
relación.

Sea P un operador en D(n), éste puede ser representado de la forma
∑

α gαδα, donde
α ∈ Z

n
+, gα ∈ K[X1, . . . , Xn] y δα = δα1

1 · · · δαn
n . Este operador diferencial induce una

ecuación
P (f) =

∑

α

gαδα(f) = 0,

donde f puede ser un polinomio o, en el caso K = R, una función de clase C∞ en
las variables X1, . . . , Xn. De manera general, P1, . . . , Pm ∈ D(n) induce un sistema de
ecuaciones diferenciales

P1(f) = P2(f) = · · · = Pm(f) = 0.(10a)

A este sistema le podemos asociar el D(n)-módulo D(n)/
∑m

i=1 D(n)Pi y lo llamaremos
el D(n)-módulo asociado al sistema (10a). En el lenguaje de las Ecuaciones Diferenciales
en Derivadas Parciales (EDP), los sistemas de ecuaciones cuyo D(n)-módulo asociado
es holonómico reciben el nombre de sistemas maximales sobredeterminados. Los D(n)-
módulos holonómicos están relacionados con el problema de estabilidad del sistema, ver
la sección 19 de [Coutinho]. Otra sorprendente aplicación que tienen los D(n)-módulos
holonómicos a las ecuaciones diferenciales es que, éstos pueden ser usados para encontrar
ecuaciones diferenciales que sean satisfechas por cierto tipo de funciones. Los D(n)-módu-
los holonómicos tambén son usados para determinar si una identidad dada es cierta, ver
la sección 20 de [Coutinho].

Es por este tipo de aplicaciones que el interés por entender los D(n)-módulos holonómi-
cos desde el punto de vista de las ecuaciones diferenciales es muy grande.

Otra motivación que se tiene para estudiar los D(n)-módulos holonómicos es porque,
como ya se dijo antes, los D(n)-módulos holonómicos de multiplicidad 1 son irreducibles.
Aśı, la ilusión del Álgebra es encontrar todos los D(n)-módulos irreducibles y de esta forma
tratar de encontrar las representaciones del Anillo de Operadores Diferenciales D(n). Vale
la pena mencionar en este apartado que existen ejemplos de D(n)-módulos que no son
holonómicos pero que son irreducibles, el primer ejemplo se debe a J. T. Stafford en 1985.
En el art́ıculo [Stafford] se prueba que para n ≥ 2 y λ1, . . . , λn ∈ C algebraicamente
independientes sobre Q, el operador

S = δ1 + (
n∑

i=2

λiX1Xiδi − Xi) +
n∑

i=2

(Xi − δi),(11a)

genera un ideal izquierdo máximo en D(n). Entonces M = D(n)/D(n)S es un D(n)-
módulo irreducible que tiene dimensión 2n−1. Una prueba detallada de estas afirmaciones
también la podemos revisar en [Krause-Lenagan] corolario 8.6 y teorema 8.7. Posterior-
mente en 1988, J. Bernstein y V. Lunts encontraron una forma de construir D(n)-módulos
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irreducibles no holonómicos basados en argumentos geométricos [Bernstein-Lunts]. Con
estos ejemplos queda claro que la tarea de encontrar todos los D(n)-módulos irreducibles
es muy complicada y hasta la fecha sigue siendo un tema abierto.

Retomando el estudio de los D(n)-módulos holonómicos tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.10. Se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. Todo módulo holonómico es de longitud finita.

2. Submódulos, cocientes y extensiones de módulos holonómicos son holonómicos.

Demostración. 1. Sea M un D(n)-módulo holonómico diferente de cero. Por definición
d(M) = n y e(n) ∈ N. Como M es finitamente generado y D(n) es un anillo
noetheriano, existe un D(n)-submódulo maximal M

′
diferente de M . Aśı,

0 → M
′ → M → M/M

′ → 0.

Por (2), M
′
y M/M

′
son holonómicos. Además, M/M

′
es simple. Si M

′ �= 0, por
1.12 tenemos que e(M

′
) < e(M). Por inducción en e(M), M tiene longitud finita.

2. En una sucesión exacta
0 → M

′ → M → M
′′ → 0,

se cumple que d(M) = máx{d(M
′
), d(M

′′
)}. Supongamos que M es holonómico,

d(M
′
) ≤ d(M) = n

d(M
′′
) ≤ d(M) = n.

Por lo tanto d(M
′
) ≤ n, d(M

′′
) ≤ n, es decir, submódulo y cociente de holonómico

es holonómico. Si suponemos M
′

y M
′′

holonómicos, entonces d(M) ≤ n, por lo
tanto M es holonómico.

Observemos que (1), en el teorema anterior, implica que los D(n)-módulos holonómicos
tienen serie de composición de longitud finita (a lo más la multiplicidad del módulo), es
decir, los D(n)-módulos holonómicos son artinianos y noetherianos.

Sea M un R-módulo, para R un anillo cualquiera. Un elemento m ∈ M se dice que es
de torsión si Ann(m) �= {0}, decimos que M es de torsión si Ann(m) �= {0}, para todo
m ∈ M . Observemos que el anillo de polinomios K[X1, . . . , Xn] es un D(n)-módulo de
torsión. De forma más general tenemos que todo D(n)-módulo holonómico es de torsión.
Otro resultado que se conoce, es que todo D(n)-módulo holonómico es ćıclico, es decir,
está generado por un solo elemento. Una prueba de estos resultados se puede ver en la
sección 10 de [Coutinho].

Denotamos por Mlf (D(n)), Hol(D(n)) las subcategoŕıas plenas de Mfg(D(n)) que
consisten de D(n)-módulos de longitud finita y D(n)-módulos holonómicos, respecti-
vamente. El teorema 4.10 nos muestra que Hol(D(n)) es una subcategoŕıa plena de
Mlf (D(n)). Ya que por medio del operador S expresado en (11a) se pueden construir
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D(n)-módulos irreducibles que no son holonómicos, para n ≥ 2 la categoŕıa Hol(D(n)) es
estrictamente más pequeña que Mfg(D(n)).

Por 4.7 y la sucesión exacta larga de Ext◦D(n)(−, D(n)), tenemos que el funtor con-

travariante M → M∗ = Extn
D(n)(M, D(n)) de HolL(D(n)) en HolR(D(n)) es exacto. De-

notamos por el mismo śımbolo al funtor análogo que va de HolR(D(n)) en HolL(D(n)).
La composición de estos dos funtores M → M∗∗ es un funtor exacto covariante sobre
HolL(D(n)).

Teorema 4.11. El funtor M → M∗∗ es isomorfo al funtor identidad en HolL(D(n)).

Demostración. Sea P un D(n)-módulo proyectivo finitamente generado, entonces Dq(n) ∼=
P ⊕ P

′
. Observemos

Dq(n) ∼= HomD(n)(D
q(n), D(n)) ∼= HomD(n)(P ⊕ P

′
, D(n))

∼= HomD(n)(P, D(n)) ⊕ HomD(n)(P
′
, D(n)).

Aśı, HomD(n)(P, D(n)) es un D(n)-módulo proyectivo finitamente generado.
Para cualquier D(n)-módulo izquierdo N , tenemos el morfismo natural

ΨN : N → HomD(n)(HomD(n)(N, D(n)), D(n)),

definido por ΨN(m)φ = φ(m), para φ ∈ HomD(n)(N, D(n)), m ∈ N . ΨF resulta ser un
isomorfismo para F un D(n)-módulo libre de rango finito. Usando nuevamente el hecho
de que proyectivo es sumando de libre, para P proyectivo finitamente generado, tenemos

ΨP : P → HomD(n)(HomD(n)(P, D(n)), D(n)) es un isomorfismo.

Sea M un D(n)-módulo finitamente generado. Por 4.8 existe una resolución proyectiva
izquierda P◦ de M que tiene longitud n. Esta se ve de la forma

0 → Pn
dn−→ Pn−1

dn−1−→ · · · d2−→ P1
d1−→ P0

d0−→ M → 0.

Aplicando el funtor contravariante HomD(n)(−, D(n)), tenemos

HomD(n)(P0, D(n))
d∗1−→ · · · d∗n−→ HomD(n)(Pn, D(n))

π→ M∗ → 0,(12a)

donde M∗ = HomD(n)(Pn, D(n))/d∗
n(HomD(n)(Pn−1, D(n))) = Extn

D(n)(M, D(n)). Por 4.7

sabemos que Extj
D(n)(M, D(n)) = 0, j �= n. Entonces (12a) es una sucesión exacta de

D(n)-módulos proyectivos derechos, por tanto una resolución proyectiva de M∗. Denota-
mos por L◦ = HomD(n)(HomD(n)(P◦, D(n)), D(n)). Aplicando nuevamente el argumento,
vemos que el complejo L◦ es una resolución proyectiva izquierda de M∗∗. Luego Ψ induce
un isomorfismo entre L◦ y P◦. Por lo tanto M ∼= M∗∗.
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5. Variedad Caracteŕıstica

Esta sección la dedicaremos al estudio de las propiedades geométricas que se le pueden
asociar a D(n) a partir de GrD(n), para ello consideraremos a D(n) con una filtración
dada por el grado del operador diferencial, la cual nos permite visualizar de forma na-
tural la estructura de K[X1, . . . , Xn]-módulo que tiene todo D(n)-módulo. Luego a to-
do D(n)-módulo M le podemos asociar un ideal I que es el aniquilador de GrM en
K[X1, . . . , Xn, ξ1, . . . , ξn], para el cual su radical J(M) queda invariante de la filtración
de M . Aśı la variedad asociada a J(M) en K2n la llamaremos variedad caracteŕıstica de
M . Posteriormente analizaremos algunas de las propiedades de esta variedad, entre las
que destaca la dimensión, pues resulta que la dimensión de la variedad caracteŕıstica de
M coincide con d(M).

Recordemos que todo elemento a ∈ D(n) tiene una expresión canónica de la forma
a =

∑
α,β aαβXα1

1 · · ·Xαn
n δβ1

1 · · · δβn
n , α, β ∈ Z

n
+, aαβ ∈ K. Entonces podemos pensar a

los elementos de D(n) como polinomios en δ1, . . . , δn, con coeficientes en el anillo de poli-
nomios K[X1, . . . , Xn]. De esta forma, si M es un D(n)-módulo, entonces M también es un
K[X1, . . . , Xn]-módulo. Sabemos que a todo K[X1, . . . , Xn]-módulo M , le podemos asociar
una variedad af́ın V(Ann(M)), donde Ann(M) denota el anulador de M en K[X1, . . . , Xn].

Pensando en lo anterior, a D(n) lo equiparemos con una filtración ΓD(n) que nos
permita entender un poco mejor la relación módulo-variedad. Sea p ∈ Z, definimos

ΓpD(n) = {
∑

α,β

aαβXα1
1 · · ·Xαn

n δβ1

1 · · · δβn
n | |β| ≤ p},

y denotamos por ΓD(n) = (ΓpD(n); p ∈ Z). Observemos que esta filtración satisface:

Γ1. ΓpD(n) = {0}, para p < 0.

Γ2.
⋃

p∈Z
ΓpD(n) = D(n).

Γ3. 1 ∈ Γ0D(n) = K[X1, . . . , Xn].

Γ4. ΓpD(n) · ΓqD(n) ⊂ Γp+qD(n), para cualesquiera p, q ∈ Z.

Γ5. [ΓpD(n), ΓqD(n)] = ΓpD(n) ·ΓqD(n)−ΓqD(n) ·ΓpD(n) ⊂ Γp+q−1D(n), para cuales-
quiera p, q ∈ Z.

Γ6. GrD(n) = K[X1, . . . , Xn, ξ1, . . . , ξn] es un anillo noetheriano.

Γ7. Gr1D(n) =
∑n

i=1 K[X1, . . . , Xn]ξi, genera a K[X1, . . . , Xn, ξ1, . . . , ξn] como una
K[X1, . . . , Xn]-álgebra.

Por Γ1, . . . ,Γ7, concluimos que ΓD(n) es una buena filtración para D(n).

Proposición 5.1. Sea M un D(n)-módulo finitamente generado. Entonces M tiene es-
tructura de K[X1, . . . , Xn]-módulo y supp(M) es una subvariedad cerrada de Kn.
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Demostración. Sea FM una buena filtración de M compatible con ΓD(n). Recordemos
que supp(M) = {x ∈ Kn |Mx �= 0}. El localizar es exacto, de esta forma (GrM)x =
(⊕p∈ZFpM/Fp−1M)x

∼= ⊕p∈Z(FpM)x/(Fp−1M)x. Como FM es una buena filtración de
M , Mx = 0 es equivalente a (FpM)x = 0, para todo p ∈ Z. Aśı, Mx = 0 es equivalente a
(GrM)x = 0.

Sea Ip el anulador del K[X1, . . . , Xn]-módulo GrpM , p ∈ Z. Cada FpM es un Γ0D(n) =
K[X1, . . . , Xn]-módulo finitamente generado, entonces GrpM es un K[X1, . . . , Xn]-módu-
lo finitamente generado. Por 1.15, supp(GrpM) = V(Ip). Esto implica que supp(M) =⋃

p∈Z
V(Ip). Sean m1, . . . , ms generadores homogéneos de GrM como GrD(n)-módulo.

Sea I el aniquilador de m1, . . . , ms en K[X1, . . . , Xn], entonces I ⊂ Ann(M). Llamemos
S = {pi ∈ Z|mi ∈ Grpi

M}. De esta forma
⋂

p∈S Ip = I ⊂ Iq, para todo q ∈ Z. Aśı obte-
nemos,

⋃
p∈S V(Ip) = V(I) ⊃ V(Iq), para todo q ∈ Z. Por lo tanto supp(M) = V(I).

Sea D un anillo con una buena filtración FD. Sea M un D-módulo finitamente gen-
erado y FM una buena filtración para M . Entonces GrM es un GrD-módulo finitamente
generado. Sea I el aniquilador de GrM en GrD. Ahora veamos que I es un ideal graduado.
Consideremos f ∈ I, esta f la podemos expresar de la forma f =

∑r
i=1 fi, con fi ∈ Grpi

D.
Sea m =

∑s
j=1 mj ∈ GrM , con mj ∈ Grpj

M . Si multiplicamos f y m, tenemos

0 = fm = (
r∑

i=1

fi)(
s∑

j=1

mj) =
r∑

i=1

s∑

j=1

fimj.

Esto implica que fimj = 0, para 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ s. Aśı, fim = 0, para 1 ≤ i ≤ r,
es decir fi ∈ M , para 1 ≤ i ≤ r. Por lo tanto I es un ideal graduado, además GrI =
(I ∩GrpD; p ∈ Z) es una graduación de I. De igual forma r(I), el radical de I, es un ideal
graduado. Debemos notar que en general, I depende de la buena filtración de M . Para
eliminar esta dependencia, tenemos el siguiente resultado.

Lema 5.2. Sea M un D-módulo finitamente generado y FM, F
′
M dos buenas filtraciones

de M . Sean I, I
′

los aniquiladores de GrM , Gr
′
M en GrD respectivamente. Entonces

r(I) = r(I
′
).

Demostración. Sea T ∈ r(I) ∩ GrpD. Entonces existe s ∈ Z+, tal que T s ∈ I. Si consi-
deramos Y ∈ FpD, tal que su clase Y + Fp−1D = T , tenemos Y sFqM ⊂ Fq+spM . Como
T s ∈ I y Ann(GrM) = I, se cumple Y sFqM ⊂ Fq+sp−1M . Por inducción en m, tenemos

Y msFqM ⊂ Fq+msp−mM,

para todo m ∈ N, q ∈ Z. Por otro lado, FM y F
′
M son equivalentes. Entonces existe

l ∈ Z+ tal que F
′
qM ⊂ Fq+lM ⊂ F

′
q+2lM , para todo q ∈ Z. Aśı,

Y msF
′
qM ⊂ Y msFq+lM ⊂ Fq+l+msp−mM ⊂ F

′
q+2l+msp−mM,

para todo q ∈ Z, m ∈ N. Si consideramos m > 2l, tenemos que

Y msF
′
qM ⊂ F

′
q+2l+msp−mM ⊂ F

′
q+msp−1M,

para toda q ∈ Z, m ∈ N. Esto implica que Tms ∈ I
′
, es decir T ∈ r(I

′
). Por lo tanto

r(I) ⊂ r(I
′
). La contención inversa se obtiene intercambiando los papeles de I y I

′
.

Aśı concluimos que r(I) = r(I
′
).
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Entonces el radical del aniquilador de GrM es independiente de la elección de una
buena filtración en M . A este ideal que queda invariante de la filtración lo llamamos ideal
caracteŕıstico de M y lo denotamos por J(M).

Como GrD(n) = K[X1, . . . , Xn, ξ1, . . . , ξn], entonces J(M) es un ideal en el anillo de
polinomios. Aśı, podemos definir un conjunto algebraico cerrado

Ch(M) = V(J(M)) ⊂ K2n,

que llamaremos la variedad caracteŕıstica de M . Los siguientes resultados nos hablan un
poco sobre las propiedades de Ch(M).

Lema 5.3. La variedad caracteŕıstica Ch(M) de un D(n)-módulo finitamente generado M
cumple con la siguiente propiedad; si (x, ξ) ∈ Ch(M), para x, ξ ∈ Kn, entonces (x, λξ) ∈
Ch(M), para todo λ ∈ Kn.

Demostración. Recordemos que I = Ann(GrM), el aniquilador de GrM en GrD(n) es
un ideal graduado, con graduación GrI = (I ∩ GrpD(n); p ∈ Z). Como la filtración que
estamos considerando sobre D(n) es el grado como operador diferencial (grado sobre δi,
i = 1, . . . , n). Entonces I es un ideal homogéneo en las últimas n-variables. Como el radical
de un ideal homogéneo es homogéneo, tenemos que r(I) = J(M) es un ideal homogéneo
en las últimas n-variables. Por lo tanto, si (x, ξ) ∈ Ch(M), entonces (x, λξ) ∈ Ch(M),
para toda λ ∈ K.

Ahora veamos de qué manera se comporta Ch en una sucesión exacta corta.

Proposición 5.4. Sea
0 → M

′ → M → M
′′ → 0

una sucesión exacta corta de D(n)-módulos finitamente generados. Entonces

Ch(M) = Ch(M
′
) ∪ Ch(M

′′
).

Demostración. Sea FM una buena filtración de M . Entonces FM induce buenas filtra-
ciones FM

′
, FM

′′
en M

′
, M

′′
respectivamente. Además, la sucesión

0 → GrM
′ → GrM → GrM

′′ → 0,

es una sucesión exacta corta de GrD(n)-módulos finitamente generados. Luego,

Ann(GrM
′
) · Ann(GrM

′′
) ⊂ Ann(GrM) ⊂ Ann(GrM

′
) ∩ Ann(GrM

′′
).

Como el radical satisface la propiedad r(I · J) = r(I ∩ J) = r(I) ∩ r(J), entonces

J(M
′
) ∩ J(M

′′
) ⊂ J(M) ⊂ J(M

′
) ∩ J(M

′′
).

Por lo tanto Ch(M) = Ch(M
′
) ∪ Ch(M

′′
).

Es de natural interés saber que dimensión tiene la variedad caracteŕıstica, para ello el
siguiente resultado.
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Teorema 5.5. Sea M un D(n)-módulo finitamente generado. Entonces

dim Ch(M) = d(M).

Demostración. Por la parte (1) del teorema 1.17 sabemos que

dimV(Ann(GrM)) = d(GrM).

Al final de la sección 1 probamos que d(GrM) = d(M). Por lo tanto

dim Ch(M) = d(M).

Por la desigualdad de Bernstein y el teorema anterior, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.6. Si M es un D(n)-módulo finitamente generado. Entonces Ch(M) ≥ n

Sea π : K2n → Kn la función proyección dada por π(x, ξ) = x, para cualesquiera
x, ξ ∈ Kn.

Proposición 5.7. Sea M un D(n)-módulo finitamente generado. Entonces supp(M) =
π(Ch(M)). Estamos pensando supp(M) en Kn, es decir supp(M) = {x ∈ Kn|Mx �= 0}.
Demostración. Como M es finitamente generado, entonces M tiene una buena filtración
FM , de tal forma que GrM es un GrD-módulo finitamente generado. Sean m1, . . . , ms un
conjunto de generadores homogéneos de GrM . Como en la prueba de 5.1, el aniquilador
I de m1, . . . , ms en K[X1, . . . , Xn], cumple que supp(M) = V(I). Por otro lado, si J
es el aniquilador de m1, . . . , ms en K[X1, . . . , Xn, ξ1, . . . , ξn], éste es un ideal homogéneo
en ξ1, . . . , ξn, que además satisface I = K[X1, . . . , Xn] ∩ J , V(J) = Ch(M). Entonces es
equivalente tener x ∈ V(I) a tener (x, 0) ∈ V(J), lo cual se cumple porque J es un ideal
homogéneo en las últimas n-variables. Por lo tanto π(Ch(M)) = supp(M).

Consideremos M un D(n)-módulo finitamente generado. Definimos el soporte singular
de M como

supp sing(M) = {x ∈ Kn| (x, ξ) ∈ Ch(M), para algún ξ �= 0}

Es claro que supp sing(M) ⊂ supp(M).
Una variedad U es completa siempre que la proyección U × V → V sea una función

cerrada, para V otra variedad cualquiera. Estamos considerando la topoloǵıa de Zariski
en U × V . Las variedades proyectivas resultan ser completas. Esta afirmación nos será de
utilidad en la siguiente proposición.

Proposición 5.8. Sea M un D(n)-módulo finitamente generado. Entonces supp sing(M)
es una subvariedad cerrada de supp(M).
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Demostración. Sea p : Kn − {0} → P
n−1(K) la proyección natural. Entonces

1 × p : Kn × (Kn − {0}) → Kn × P
n−1(K)

proyecta Ch(M)−(Kn−{0}) sobre la subvariedad cerrada que corresponde al ideal J(M)
en Kn × P

n−1(K), es decir, Im(1 × p) = V(J(M)) en Kn × P
n−1(K). La proyección de

V(J(M)) ⊂ Kn×P
n−1(K) al primer factor es justamente el supp sing(M). Como P

n(K) es
una variedad completa, esto implica que la proyección Kn×P

n−1(K) → Kn es una función
cerrada. Aśı tenemos que supp sing(M) es una subvariedad cerrada de supp(M).

En el caso en el que M sea un D(n)-módulo holonómico se puede decir un poco más.

Corolario 5.9. Sea M un D(n)-módulo holonómico. Entonces dim supp sing(M) ≤ n−1.

Demostración. Para M = 0, el resultado es trivial. Supongamos que M �= 0 holonómico.
Por 5.5 J(M) define una variedad de dimensión n en K2n. Como J(M) es homogéneo en
las últimas n-variables, entonces J(M) en Kn×P

n−1(K) define una variedad de dimensión
a lo más n − 1. Aśı, la proyección de V(J(M)) ⊂ Kn × P

n−1(K) en Kn es una variedad
de dimensión a lo más n − 1.
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[Nǎstǎsescu-Van Oystaeyen] C. Nǎstǎsescu, F. Van Oystaeyen, Graded and Filtered Rings
and Modules. Lectures Notes in Mathematics 758, Springer-Verlang. 1979.

48



[Rotman] Joseph J. Rotman, An Introduction to Homological Algebra. Academic Press.
San Diego, California, 1979.

[Rowen] Louis Halle Rowen, Graduate Algebras: Commutative View. Graduate Studies
in Matematics Vol. 73, American Mathematical Society. 2006.

[Stafford] J. T. Stafford, Non-holonomic Modules Over Weyl Algebras and Enveloping
Algebras. Inventiones Mathematicae, 79, 619-638.

[Tesis] J. Mondragón S., Tesis Para Obtener el T́ıtulo de Lic. en Matemáticas, Álgebras
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