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A mi madre, con gratitud y carifio

A mis hermanas, con regocijo



“ ¢Es mejor no saber las cosas malas? ¢A queé intereses sirve laignorancia? Si |os humanos
tenemos, digamos, propension hereditaria a la xenofobia, ¢no es e Unico antidoto €l
conocimiento de nosotros mismos? Si queremos creer que las estrellas salen y se ponen
para nosotros, que somos la razén de que exista un universo, ¢nos sirve mal la ciencia si
desinfla nuestras pretensiones? Para mi, es mejor captar € universo como es que persistir
en la engafiosa ilusién, por mas gratificante y aseguradora que sea. ¢Qué actitud es mejor
para nuestra supervivencia a largo plazo? Y s nuestra ingenua autoconfianza resulta un
poco socavada en € proceso, ¢es una gran pérdida? ¢No es méas bien causa de regocijo
como experiencia de maduracion y de formacion de caracter?

Carl Sagan: El mundo y sus demonios
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Capitulo 1

Introduccion

El presente trabajo de tesis estd enfocado a ayudar a resolver un problema en la ensenanza y
aprendizaje del Cdlculo. Acotaré el problema hacia la materia de Célculo Diferencial e Integral I
(a la cual, en adelante me referiré como Calculo I) impartida a los alumnos de primer ingreso de la
Facultad de Ciencias. Esto con el fin de evaluar el impacto del trabajo en los alumnos que apenas
comienzan su formaciéon matematica formal de nivel superior.

Los cursos de Calculo Diferencial e Integral son parte fundamental del plan de estudios de las
carreras de Actuaria, Ciencias de la Computacién, Fisica y Matemdticas. La materia de Calculo I
es el inicio de cuatro cursos de Calculo que son parte de la formacién profesional de los alumnos
durante los primeros dos afios de la licenciatura. De ahi la importancia de que sea bien ensenado
por los profesores y bien aprendido por los alumnos.

Los conceptos del Célculo son complicados y el alumno se enfrenta a diversas dificultades en su
aprendizaje. Entre las dificultades més comunes podemos citar la falta de las siguientes habilidades
en el estudiante: el manejo aritmético, el manejo simbdlico, el desarrollo de un pensamiento 1égico,
la comprensién del idioma inglés, entre otras. Esta tltima la menciono ya que al no poder consultar
la mayor parte de la bibliografia que estd en inglés, los alumnos se encuentran limitados en sus
fuentes de aprendizaje.

El objetivo de la materia de Célculo I es, como su nombre lo indica, que el alumno aprenda
a calcular. Para ello es importante que el alumno desarrolle destrezas matemdticas, es decir, un
buen manejo de la aritmética del Calculo asi como también un buen manejo de cémo entender
un problema, cémo resolver un problema, cémo saber qué herramientas usar para ello y dénde
buscarlas, asi como saber interpretar la solucién a ese problema. Sin embargo, la mayoria de los
alumnos de primer ingreso no conocen cudl es el pensamiento formal que se debe seguir para resolver
problemas. No saben estructurar su pensamiento para desarrollar una resolucién en forma légica
ni tienen la destreza aritmética ni la capacidad de indagacién para ello. Lo anterior ocasiona que
carezcan de una visiéon completa de los problemas del Calculo cuando se enfrentan a ellos.

Mi tesis es que si se ensenian temas introductorios al curso de Célculo I a los alumnos de primer
ingreso, entonces podrén abordar el Célculo con mayor comprensién y destreza. Teniendo un mejor
entendimiento de lo que es el Célculo y por ende un mejor desempeno en el curso. Esto es, que el



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

alumno va a aprender a leer matemaéticas (definiciones, axiomas, tablas de propiedades, simbolos), va
a aprender a escribir matematicas con palabras que ya conoce y simbolos (de la l6gica matemética),
va a aprender a pensar de forma légica y lo mds importante va a aprender a demostrar.

La consigna para poder probar la teoria citada fue elaborar un material didédctico y conseguir
un grupo de alumnos para aquellos fines. Para abordar el primer punto, elaboré conjuntamente
con el profr. Agustin Ontiveros un cuaderno de notas de clase que es el cuerpo principal de esta
tesis. Y para el segundo, trabajé como ayudante del mismo profesor quien impartié el Curso de
Célculo Diferencial e Integral I. El tiempo en el que trabajamos en este proyecto fue durante el
semestre 2009-1. El curso tuvo una duracién normal de 16 semanas que corrieron del 11 de agosto
al 28 de noviembre con un perfodo de exdmenes finales del 1 al 11 de diciembre del afio 2008.
Nuestro equipo de trabajo estuvo ademds conformado por Martha Reyes (primera ayudante) y
Lilia Guadalupe Sénchez Terédn (tercera ayudante).

La mecénica del trabajo en clase durante las tres primeras semanas del curso fue la siguiente:
El profesor Agustin ensené los temas introductorios al curso de Célculo I. Martha Reyes Martinez
y una servidora terminamos de cubrir los temas y resolvimos las dudas sobre ellos. Lilia Sdnchez
calificé las tareas e impartié un tema sobre Ecuaciones Diferenciales. A continuacién resumo los
capitulos de esta tesis.

En el Capitulo 1 se d4 una introduccién al lenguaje simbdlico y 1égico que se va a utilizar a lo
largo del curso. También se presentan problemas de varias ramas de las matemaéticas que sirvieron
para ensefiar a los alumnos métodos de resolucién. En el Capitulo 2 se presenta una introduccién a
la teoria de conjuntos y las funciones. Finalmente en el Capitulo 3, presentamos una introduccién
a los numeros reales y naturales. En este tltimo abordamos los conceptos de supremo e infimo que
son unos de los conceptos bédsicos del Célculo 1.

En principio, esta tesis estd dirigida a alumnos y profesores del curso de Célculo Diferencial
e Integral I. Esto para incluirlo como material del temario y de este modo hacer mas eficiente el
rendimiento académico de los alumnos de primer ingreso.



Capitulo 2

Breve introduccion al Calculo

2.1. El Lenguaje de las Matematicas

En la vida cotidiana, para interactuar con sus semejantes, el ser humano necesita dominar un
lenguaje comiin. Asi mismo, para comprender los elementos del Célculo y usarlos como instrumentos,
el estudiante debe conocer y dominar el lenguaje de las mateméticas. Dicho lenguaje estd compuesto
en sus bases por la Légica Matemaética. En este capitulo, estudiaremos los puntos més importantes
de la légica. Asi como sus aplicaciones a la resolucién de problemas.

En matemadticas, cuando se desea probar un argumento se utiliza el sistema de la Légica. La
Logica Matematica se aplica para decidir cuando una situacién sigue de otra o es una consecuencia
logica (valga la redundancia) de una o més situaciones. Veamos las definiciones siguientes:

Definicién. Proposicion:
Oracién que declara una situacion o estado de cosas particular que puede ser calificada como
verdadera o falsa (pero no ambas). Se denota por letras como p, g, , etc.

Ejemplo: (Estas proposiciones también son llamadas oraciones primitivas)
. Esté lloviendo.

. m es par.

. Existe un entero k tal que n = 4k + 2.

. Si 2 divide a 3, entonces 10 es primo.

. Si 2 divide a n, entonces n? + 1 es primo.

. Para todo entero n, n? —n es par.

. Para todo entero n > 0, n? + n + 41 es primo.

. Existe un entero n tal que n? + n + 41 no es primo.

© 00 I O Ut = W NN =

. Para todo nimero z, 2% > 0.

10. No existen enteros positivos x,y, z,n con n > 2 tales que z" = z™ + y™.

3
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Definicién. Simbolos Légicos:

Son representaciones gréficas que se utilizan para hacer operaciones entre proposiciones. También
llamados conectivos 16gicos. Los méds importantes se representan en la tabla siguiente por jerarquia
de operaciones:

”

equivalencia | <= | “(es) equivalente (a)”, “si y s6lo si”
implicacién | = “implica”, “si...entonces...”
conjuncién A “y”
disyuncién Y “0”, “...6...6 ambos”, “y/o”
negacion ~ “no”
Definicién.

En la siguiente tabla se muestran las definiciones mas significativas de proposiciones obtenidas
a partir de las proposiciones p y q.

’ Significado \ Proposicién
condicional o implicacién de p y ¢ p=q
disyuncién de p y q pVq
conjuncién de p y ¢ pPAq
negacién de p ~D
bicondicional o condicional doblede py q | p < ¢
conversa o reciproca de p = ¢ q=7p
negativa de p = q ~Dp=rq
contrapositiva de p = ¢ ~q=~p

El uso de los paréntesis

En el lenguaje de las matemadticas, los paréntesis forman parte de la notaciéon cuando se utilizan
sfmbolos 16gicos. Los paréntesis son utilizados con un cardcter asociativo, es decir de aislamiento
del significado de lo que llevan dentro. Esto para darle un significado temporal a cada simbolo y de
esta manera lograr comunicar las proposiciones de forma que no haya malos entendidos.

Utilizar paréntesis es recomendable para tener claridad en la escritura, sin embargo esto puede
omitirse si se sigue la jerarquia de operaciones de los simbolos l6gicos en la interpretacién de las
proposiciones.

La jerarquia de operaciones tiene, por tanto, una funcién asociativa. De separar por partes a las
proposiciones para su aplicacion.

Ejemplo:

Al leer la proposicién ~ p V g debe entenderse (~ p) V ¢y no ~ (pV q). La razén de lo anterior
es que la disyuncién (V) tiene una mayor jerarquia que la negacién (~) por lo tanto la negacién no
se aplica a toda la proposicién p V q. Unicamente se aplica a p.

Nota:
Es recomendable usar los paréntesis hasta que se esté bien familiarizado con la jer-
arquia de operaciones. Por ejemplo, preferir escribir (~ p)Vga ~pVgq.
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Ejemplo: Usando la notacién de paréntesis decir qué se debe entender de las siguientes proposi-
ciones. Justificar.

a)pVg=r

b)p=qrqg=rp

c)p=q=r

Solucién:

a) Se debe entender (p V q) = r y no pV (¢ = r). Esto debido a que = tiene una mayor jerarqufa
que V.

b) Se debe entender p = ¢ A (¢ = p) y por esto se entiende (p = ¢q) A (¢ = p). Esto debido a
que = tiene una mayor jerarquia que A.

c) Se debe entender (p = ¢) A (¢ = 7). Esto es porque = divide temporalmente los significados.
Primero se tiene que p = ¢ y luego se tiene que ¢ = r.

Nota:

La proposicién p = ¢ se lee de las formas siguientes:

p implica ¢

q se sigue de p

q es consecuencia de p

g es una condicién necesaria para p

p es una condicién suficiente para ¢

p es la hipétesis o antecedente y ¢ es la tesis o consecuente

Ejemplo: Sean p, g y r tres proposiciones (primitivas). Mediante operaciones con los
conectivos 16gicos podemos obtener nuevas proposiciones (compuestas), veamos:

p=q significa que siempre que p sea verdadera, entonces se sigue que g debe ser
verdadera.

pEq significa que p y ¢ son verdaderas o que p y ¢ son falsas.

PAQq significa que p es verdadero y que q es verdadero.

pVyq es verdadero cuando al menos uno es verdadero ¢ cuando p y g son verdaderos.

~Dp significa la negacién de p. ~ p es verdadero < p es falso.

(pVr)=q significa que si p 6 r es verdadero entonces ¢ es verdadero.

Ejemplo: Sean p, ¢ y r las oraciones primitivas siguientes:
p : Pedro realiza una caminata.
q : Hay luna llena.

r : Estd lloviendo.

Las siguientes oraciones compuestas pueden traducirse de la siguiente manera:

i) (gA ~ 1) = p : si hay luna llena y no estd lloviendo, entonces Pedro realiza una
caminata.

ii) ¢ = (~r =~ p) : si hay luna llena entonces, si no esta lloviendo Pedro realiza una
camina.

iii) ~ (p< (rVq)) : no es el caso de que Pedro realice una caminata si,y solamente sf,
estd lloviendo o hay luna llena.
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Definicién.
Existen otros simbolos l6gicos que presentamos en la tabla siguiente:

’ Simbolo \ Significado

|

v

para todo, para cada, para cualquier

existe, hay, para algin

tal que

E
|
!

unico, factorial, contradiccién

equivalente

Nota: En la tabla anterior, los significados adjudicados al simbolo V son equivalentes.
Lo mismo sucede con los significados del simbolo 3. Sin embargo, los tres significados
del simbolo ! son diferentes.

Ejemplo:
a) (Va € A)( b € B)(f (a) =b) se traduce como:

Para todo elemento de A existe un tinico elemento de B que es el resultado de aplicar
la funcién f a dicho elemento de A.

bynl=1x2x3x4x---xn es la definicién de n factorial.

Ejemplo: Proposiciones con el cuantificador existencial.

Ol

Existe z tal que 22 =1 obien Jaz|2?=1
Existe z tal que |z| >0 obien Jz||z|>0
Existe = tal que |[tf] = =1 obien Jz||z|=-1
Existe x tal que |z| =z obien Jz||z|==x
Existe x tal que |¢| = —x obien Jz||z|=—2x

Ejemplo: Proposiciones con el cuantificador universal.

Gl L

Para todo z, 22 =1 o bien
Para todo z, |z| > 0 o bien
Para todo z, |z| = —1 o bien
Para todo z, |z| = = o bien
Para todo z, |z| = —z o bien

Vo a2=1
Va,|z] >0
Vo, |z =-1
Va,|lz| =
Vo, |t =—x

Ejemplo: Proposiciones con ambos cuantificadores.

1.
2.

Para toda z existe y tal que z +y =0 o bien (Vz)(Jy) (z+y=0)
Existe x tal que para today, c+y =0 o bien (Jz)(Vy)(x+y=0)
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Tablas de verdad

Dada una seleccién previa de proposiciones simples y compuestas, una tabla de verdad es un
arreglo rectangular en donde se representan los valores de verdad correspondientes a dichas proposi-
ciones. Estos valores pueden ser de dos tipos: falso (representado comunmente por una F) o ver-
dadero (representado comunmente por una V).

A continuacién veremos las tablas de verdad de algunas operaciones bésicas en Légica Mateméti-
ca.

B La negacién de una proposicién

p | ~P
F|V
Vi F
B Principio de la doble negacién:
p|~p|~(~p)
V| F \%
F| V F
B La conjuncién de dos proposiciones :
pla|pAhg
Viv V
VIF F
F |V F
F|F F
Noétese que p A g =q A p.
Ejemplo: 2 < vV2y v2<3: F
B La disyuncién de dos proposiciones :
PlqglpPVyg
ViV \%
V| F 1%
F|V \%
F|F F

Noétese que pV g=gqV p.

Ejemplo: 2 <26 vV2<3:V
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B Las Leyes de De Morgan:

~(pANqg)=~pV~gq, ~(pVqg =~pA~gq

K

plag|l~p|~q|prhqg|~(Aqg | ~pV~q | (pVg |~{Vyg |~pA~q
VIVIF | F % F F i% F F
VIF| F |V F i% Vv i% F F
F|lV]|V | F F i% Vv i% F F
FIF|V |V F % i% F % %
~(pA~q)=~pVq, p=q=~qg=rp
plag|~p|~q|pAN~q|~(PA~q) | ~pVq|p=q|~q=>~p
VIVIF | F F vV % i% %

VIF| F | F Vv F F F F
FIVIV [V F % % % %
FIF|V |V F vV Vv Vv i%

B La implicacién:

SIESIRSESIES
| <| | <=
<<= <4

Ejemplo: Diga cuédles son las proposiciones que componen a la oracién “Si llueve entonces
Marifa trae su paraguas” y determine cudndo es falsa p = q.

Solucién:
p : llueve.
q : Marfa trae su paraguas.

La proposicién p = ¢ es falsa cuando no sucede que: si llueve Marfa trae su paraguas.
Es decir, podria pasar que llueva pero Marfa no traiga su paraguas. En este caso, una
cosa no implicaria a la otra y la proposicién seria falsa.

Ejemplo: Diga cudles son las proposiciones que componen a la oracién “Si me saco la
loterfa le compro un coche a mi hermana” y determine cudndo es falsa p = q.

Solucién:
P : me saco la loterfa.
q : compro un coche a mi hermana.

La proposicién p = ¢ es falsa cuando no sucede que: si me saco la loteria le compro un
coche a mi hermana. Es decir, podria pasar que me saque la loteria pero no le compre
un coche a mi hermana. En este caso yo habrfa mentido y la proposicién serfa falsa.
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B La doble implicacién:

P14 |PpP=yg
V9V 14
VI|IF F
FlV F
F | F |4

Nota:

La proposicién p < g se lee de las formas siguientes:
p si, y sélo si, g

p es condicién necesaria y suficiente para q

p se cumple cuando ¢ se cumple y solo entonces

p es equivalente a ¢

Ejemplo: Identifique las proposiciones simples de las cuales estd formada 2% — 3z +2 = 0 &
(x =1) V (x = 2). Interprete la proposicién de acuerdo al significado de la doble implicacién.

Solucién:

p:x?—-3x+2=0,¢q:2=1,r:2=2

p se cumple o tiene solucién cuando ¢ y r se cumplen y solo entonces. En otras palabras, las
tinicas soluciones del polinomio cuadrético 22> — 3z +2=0sonz =1y z = 2.

Definicién. Tautologia:
Una tautologia es una combinacién de proposiciones que siempre es verdadera.

Ejemplo:

a) Soy amiga de Pedro o no soy amiga de Pedro (pV ~ p).

b) Si manejo muy rdpido entonces manejo muy répido (p = p).
¢) No es cierto que no es cierto que estoy enojada (~ (~ q)) < gq.

d) Si como, se me quita el hambre o me da més.

Definicién. Contradiccién:
Una contradiccién es una combinacién de proposiciones que siempre es falsa. Ademads su negacién
es una tautologfa.

Ejemplo:
a) Soy mexicana pero no soy mexicana (pA ~ p).
b) Te odio y te quiero.

¢) Estd vivo pero estd muerto.
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Definicién. Proposiciones equivalentes:
Dos proposiciones son equivalentes cuando se obtiene una tautologia como resultado de poner
el conectivo légico < entre ellas.

B La equivalencia:

Dos proposiciones equivalentes se denotan por p = q.
Pl q|pP=q|q=p | p=qNqg=D
V9V % 1% %4
VI|F F 1% F
F |V \%4 F F
F | F \% \% 1%
La tabla de verdad de p < q es la misma que lade p=qAqg=p:
p q |p=q|Pp=q|q=p | p=9Nqg=DP
VIV 1% \%4 \%4 \%4
VI|F F F 14 F
Fl|v F %4 F F
F | F \% 1% \%4 %4
B Algunas Tautologias importantes:
pVge~[(~p)A(~q)
plal~p|~q|~pA~q|~[(~pA(~qg] |pVa]| (Ve e~(~p A(~dq)
ViV | F F F 1% \%4 1%
F|V |V F F \% 1% \%
VIF| F \%4 F 1% \%4 1%
F|F |V %4 1% F F \%
Ley del Tercero excluido: pV ~ p
P | ~p|pV~D
V| F \%4
F| V %
(p=4q) & (~qg=~p)
pla|l~p|~q|p=q|~q=~p| (pP=q9=(~vqg=~D)
ViV | F F \% \%4 1%
F|\V |V F \% \% \%
VIF| F v F F %4
F|F |V \% \% \% \%
(~a=~p)= =9 | =9 S (~g5~p)
\% \%
\%4 \%4
\% %
|4 |4
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Nota: La proposicién ~ g =~ p es llamada la contrapositiva de p = gq.

Ahora, veamos con mas detalle la tabla de verdad siguiente. En ella examinamos la proposicién
compuesta “Mary W. Shelley es la autora de ‘Frankenstein’, y si 5+ 4 # 9, entonces El curso de
Célculo I es obligatorio para matemadticos”. En notacién simbdlica se escribe: ¢ A (—r = p), donde
p,q y r representan las oraciones primitivas siguientes:

p : El curso de Caélculo I es obligatorio para matemaéticos.
q : Mary W. Shelley es la autora de “Frankenstein”.
r:5+4=9.

La tltima columna contiene los valores del resultado buscado. Para obtenerlo utilizamos el hecho
de que la conjuncién de proposiciones es verdadera si, y solo si, ambas son verdaderas. Obsérvese
que las cuatro primeras columnas representan proposiciones simples (para la cuarta columna, la
negacién de una proposicién es una proposicién simple), mientras que las dos tltimas columnas son
de proposiciones compuestas.

qA(~7T=Dp)

SRS ASIRSIESIES|ES LS| S
<|<| ==l <<= ==
< <=l == <=
| < | < <[] |

2
<<<<<w<wﬁ

=

I B! Real it Reatles s

En la tabla de verdad siguiente examinaremos las proposiciones compuestas (que también hemos
llamado férmulas) pV (g A7)y (pV q) Ar. Veremos que sus valores no siempre son iguales.

plag|r | gAr|pV(gAT) | pVg | (pVae Ar
F|F|F| F F F F
FIF|V] F F F F
F|I|VI|F| F F i% F
FlVv]v] Vv i% i% %
VIF|F| F i% i% F
VIF V] F i% i% i%
VIVIF]| F i% i% F
VIV V] Vv i% i% i%

Veamos tres proposiciones relacionadas con “p implica ¢”:

a) q=p (reciproca de p = q)
b) pA~gq (negacion de p = q)
c) ~q=~p (contrapositiva de p = q)
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Ejemplo: Exprese la reciproca, la negativa y la contrapositiva de:

a) Cada vez que el teléfono suena, voy a contestarlo (Si el teléfono suena, entonces voy
a contestarlo).

b) Es necesario que comas espinacas para que estés sano (Si comes espinacas, entonces
estards sano).

Solucién:

a)

-Reciproca: Si corro a contestar el teléfono, entonces el teléfono suena.
-Negacion: El teléfono suena y no corro a contestarlo.

-Contrapositiva: Si no coro a contestar el teléfono, entonces el teléfono no suena.
b)

-Reciproca: Si estds sano, entonces comes espinacas.

-Negacion: Comes espinacas y no estds sano.

-Contrapositiva: Si no estds sano, entonces no comes espinacas.

Ejemplo: Sean p v ¢ las proposiciones “n es un entero tal que n? es par” y “n es par”
respectivamente. Exprese la proposicién reciproca, la negativa y la contrapositiva de “si
p, entonces q”.

Solucién:

~p: nesun entero tal que n? es impar.
~ q: mn esimpar.
p=-q: Sin esun entero tal que n? es par, entonces n es par.
g=p: Sin es par, entonces n? es par.
~p=~q: Sin esun entero tal que n? no es par, entonces n es impar.

~q=~p: Sinesun enteroimpar, entonces n? es impar.

Ejemplo: Sean p : el cuadrilditero ABCD es un paralelogramo con un dngulo recto y
Q : el cuadrildtero ABCD es un rectangulo, dos proposiciones. Exprese la proposicién
reciproca, negativa y la contrapositiva de: si p, entonces q.

Solucién:
~ p : el cuadrildtero ABC D es un paralelogramo con todos sus dangulos diferentes a 90°.
~ q : el cuadrildtero ABC D no es rectangulo.

p = q : Si el cuadrildtero ABC'D es un paralelogramo con un dngulo recto, entonces el
cuadrildtero ABCD es un rectdngulo.

q = p: Si el cuadrildatero ABCD es un rectdngulo, entonces el cuadrilitero ABCD es
un paralelogramo con un dngulo recto.

~ p =~ q: Si el cuadrildtero ABC'D no es un paralelogramo con un dngulo recto, el
cuadrildtero ABC'D no es un rectdangulo.

~ q =~ p : Si el cuadrildtero ABCD no es un rectangulo, entonces el cuadrildtero
ABCD no es un paralelogramo con un dngulo recto.
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Ejemplo: Demuéstrese que las siguientes relaciones son verdaderas:

a)p=>qe~qg=>rp
b)p=qe&~pVg
c)~(p=q) & pr~q

Solucién: Observemos las siguientes tablas de verdad. Bastard ver que las columnas de
los valores correspondientes a cada lado de la doble implicacién son idénticas.

plqg|~p|~q|p=q|~p=q |~qg=>~p | ~pVqg|pA~q
ViV | F F 1% F %4 %4 F
VIF| F |V F % F F %
FIV]V [[F % F % v F
F|F|V [V v F v v F

P=qeo~qg=~p | Pp=qe~ =D

~(p=>q & pr~q

<< <|<

< <[<|=

NIRRT

Ejemplo: Demuestre que la relacion ~ (p A q) <~ pA ~ ¢ es verdadera.

Solucién: Veamos las siguientes tablas de verdad.

pla|~p|~q|~{@Ag | ~pV~q|~(pAg=~pV~q|~pV~qg=>~(pVq)
VIV F | F F F v v
VIF| F |V v 1% v v
FIVIV [F 1% v v v
FIF|V |V 1% 1% v v

(~(pAg) =~pV~q)

(~pV~q)=~((Aq)

A
%
v
%
v

El Método Formal

Las Matemdticas son todo un universo lleno de mundos simbdlicos en constante construccion.
El propésito permanente de las Matemdticas es la generacién de conocimiento verdadero. Para
ello, las Matemdticas se apoyan en una facultad del pensamiento humano: la deduccién. El trabajo
sistemdtico de la consrtuccién de conocimiento es una labor que se hace de manera rigurosa apoyada
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en varias herramientas légicas. El método que utiliza la Matemadtica para estos fines se llama
“Método Formal”. Para entender qué es el método formal veamos las siguientes definiciones.

Definicién. Definicion:
Una definicién es una explicacion clara y exacta del significado de una palabra o concepto.

Definicién. Reglas de inferencia:
Una regla de inferencia es un criterio que nos permite deducir si un elemento compuesto de
nuestro lenguaje es a su vez consecuencia de otros elementos del lenguaje.

Definicién. Enunciado:
Un enunciado es una exposiciéon o formulacién del lenguaje. En el caso de las matemadticas, los
enunciados se clasifican en definiciones, proposiciones, axiomas, teoremas, lemas y corolarios.

Definicién. Axioma:
Es una proposicién cuyo significado se acepta como verdadero por un convenio o acuerdo ex-
plicito.

Ejemplo: Axiomas de la Geometria Euclidiana

1) Por cualesquiera dos puntos es posible trazar una recta que contenga a ambos.
2) Todo segmento de recta se puede prolongar indefinidamente.

3) Dados cualquier punto y cualquier distancia, es posible construir un circulo.
4) Todos los dngulos rectos son iguales.

5) Si dos lineas rectas son cortadas por una tercera y los déngulos internos que forma con
ellas (de un mismo lado) suman menos que dos rectos, entonces las rectas (las dos rectas
primeras) se cortardn en algiin punto si las prolongamos de ese lado indefinidamente.

Ejemplo: Ver los axiomas para la suma y el producto de R en la seccién “R y su estructura
Algebrdica de Campo” del capitulo “Nimeros”.

Definicién. Teorema:
Es una proposicién cuya veracidad o falsedad se puede demostrar mediante un proceso légico,
apoyandose para ello en un conjunto de axiomas aceptados previamente.

Ejemplo: Teorema de Pitdgoras

“En todo tridngulo rectdngulo, la suma de los cuadrados de los catetos es igual al
cuadrado de la hipotenusa”

Definicién. Lema:
Teorema que se usa muy frecuentemente para demostrar la validez de otros teoremas.

Definiciéon. Corolario:
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Teorema cuya validez ya no es necesario demostrar porque es resultado de la validez de otro
teorema.

Definicién. Teoria:

Llamamos teorfa a un conjunto de reglas y leyes organizadas sistemdticamente que sirven de
base a una ciencia y explican cierto orden de hechos. En Matemadticas, la teorfa estd compuesta por
los enunciados.

Un sistema de conocimientos deductivo tiene un inicio, es decir, se apoya en proposiciones,
axiomas o postulados. Estos, junto con las llamadas reglas de inferencia constituyen un método. El
Método Formal es un procedimiento racional y deductivo que consta de las definiciones anteriores
y sirve para:

—

Crear teorias consistentes para explicar fenémenos.

Ordenar y sistematizar el conocimiento adquirido.

Es una forma de aprender.

Incorporar nuevos resultados a los ya conocidos.

Hacer analisis de lo obtenido y establecer limites de este método.
Fomentar otros métodos y analizarlos.

w N

[

(=) [N
NSNS NN

Formas de Demostracion

Debido a que el Método Formal consta de Teoremas, para trabajar en Matemadticas es de suma
importancia saber cémo demostrar una proposicién. Por ello, estudiaremos tres formas bésicas de
proceder: directa, por contrapositiva y por contradiccién.

a) Demostracién directa: Suponga que p es verdadera y demuestre que ¢ es verdadera.

1) Escribir claramente lo que se quiere demostrar (Por demostrar 6 p.d. q)
2) Suponer que se cumple p.

3) Mediante pasos légicos llegar a que se cumple g.
b) Demostracién por contrapositiva: Suponga que q es falsa y pruebe que p es falsa.

1) Escribir claramente lo que se quiere demostrar (Por demostrar 6 p.d. ~ p)
2) Suponer que se cumple ~ g.
3) Mediante pasos 16gicos llegar a la demostracion de que ~ g =~ p.

4) Concluir ¢ (ya que son equivalentes p = q y ~ g =~ p).

¢) Demostracién por contradiccién: Suponga que p es verdadera y que ¢ es falsa. Demuestre
entonces que esto conduce a una contradiccion.

Nota: Una cuarta forma de demostracién se estudiard en la seccién de Tépicos de
Algebra. La llamamos: demostracién por Induccién Matematica y se aplica cuando la
proposicién a demostrar tiene que ver con los nimeros naturales.

Para saber méds sobre las formas de demostracién se recomienda al lector llevar
un curso del Légica Matemdtica o estudiar las referencias de Légica que vienen en la
bibliograffa.
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Sabemos como probar la veracidad de la proposicién p = ¢. Si lo que se busca es la veracidad de
q entoces lo que se debe tener es la veracidad de p y la veracidad de p = ¢. Esto se llama “modus
ponens”.

Para probar una doble implicacién p < ¢q. Se supone p verdadera y se prueba que ¢ es verdadera
y viceversa.

Ejemplo: Demuestre que:

1) Siz =2, entonces 2 —4=0 (z=2=2?—-4=0).

2)Siz? —4=0, entonces z =2 (2?2 —4=0,= 2 =2).
3)Siz=26x=—-2entonces 2> —4=0 [(z=26x=-2)= 2> —4=0]
4)Siz? —4=0,entonces r=26r=-2 (22 -4=0,=22=261=—2)

6) 2] <le-1<az<1

)
)
)
5)x =26 x=—2si,ysolosi,z? —4 =0 (m:26x2—2<:>x2—4:0)
)
7)

>0, lap— Ll <ee —e<a,—-L<esL—-e<a,<L+e

1) Se demuestra de forma directa (p = q), siendop: 2 =2y q: 2% —4=0.

r=2 = z’°=4 elevando al cuadrado la igualdad
= 22—-4=4—-4 restando 4 a la igualdad
= 22-4=0 existencia del inverso aditivo
2) La proposicién es falsa ya que si = —2 se cumple 22 = 4 = 0 y eso no implica que
T=2
3)x=2=22-4=0 se demostré en el inciso 1.
Si = —2 se demuestra anslogamente que 2% —4 = 0
4) Se demuestra directamente siendo p: 22 —4 =0y q:2%2 =2 Va? = -2,

P2—4=0=>22=4=2x=Vi=z =142

5) La implicacién = se demostré en el inciso 3. La implicacién < se demostré en 4).

Nota: Se acostumbra llamar a las implicaciones = y < “la ida” y “el regreso”
respectivamente.

6) La expresion |z| < 1 quiere decir que, en la recta real, la distancia que hay de = al 0
es menor que una unidad. Esto implica que = € (—=1,1) i.e. =1 <z < L.

Si —1 < x < 1 entonces la distancia que hay de = al 0 es menor que 1. Por lo tanto
|z < 1.
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7) La expresion |a, — L| < € quiere decir que cualquier punto a,, (que es un punto de
una sucesion) se encuentra a una distancia menor que € del punto L. Eso implica que
—e < ap — L < ey por consiguiente L —¢ < a, < L+e.

Si —e < ap, — L < € y sumamos L a la desigualdad. L — ¢ < a, < L 4+ € entonces
an € (L —¢€,L+¢) lo cual quiere decir que los puntos a,, distan de L en menos que ¢,
ie. |a, — L] <e.

Nota: La expresion |z| se lee: valor absoluto de z. La definicién del valor absoluto de
un nimero estd dada en la seccién "R y su estructura algebriica de Campo"del capitulo
"Ntimeros".

Ejemplo: Demuéstrese la falsedad de la proposicién: si |z| > 0 entonces x > 0

Solucién: —5 es tal que |—5| > 0 (por definicién de valor absoluto). Sin embargo —5 % 0.
Por lo tanto, la proposicién es falsa.

Ejemplo: Demuéstrese la veracidad o falsedad de las proposiciones siguientes.
a)2>7=1>3

b)2<7=1<3

cgr=3=1<2

d)z=3=1>2

Solucién:

a) Se demuestra por contradiccién siendo p : 2 < 7Ty ~ g : 1 £ 3 y suponiendo que
pA ~ q con lo que se llega a una contradiccién.

2>7=12>6,como 6 >3 porlo que 1> 3. La proposicién es verdadera.

b) Sea 2 < 7 y supongamos que 1 £ 3. Veamos los casos siguientes:
Caso1:1=32=6&4=12,entonces 2<7=2+12<7+4= 14 < 11!
-Caso 2: Si1>3=3>9entonces 2 <7=11 < 10!

Por lo tanto 1 < 3. La proposicién es verdadera.

¢) Probaremos por contradiccién (como en el inciso anterior) suponiendo que z = 3y
que no sucede que 1 < 2.

-Casol. Seaz=3y1=2.Como3=1+2,si1=2=3=1+1=2!
-Cas02. Seaz =3y 1 > 2. Como 2 < 3 entonces 4 < 4!
Por lo tanto, la proposicién es verdadera.

d) La proposicién puede ser verdadera o falsa. Se deja al lector su demostracion.

17



18 CAPITULO 2. BREVE INTRODUCCION AL CALCULO

Con el ejemplo anterior hemos visto que una proposicién falsa puede implicar cualquier cosa.
Asimismo, una proposicién verdadera puede implicar cualquier cosa.

Ejemplo: Probar lo siguiente.
HDn>2=n*+n>4
2)n>2<¢n?+n>4
In>2=xn>+n>16

Solucién:
HDn>2=n’>4=n>+n>4+2=6>4.
2)Sin=2 n2+n>4yni2

3)Sin =3, n>2peron?+n<16.

Ejemplo: Demuéstrese que si x € &, entonces = es un leén ojiverde. (Ver la definicién
de @ en el capitulo “Conjuntos, Funciones y Légica”).

Solucién: Como = € @ es falso, x puede ser cualquier cosa y la proposicién es verdadera.
La solucién se puede ver directamente en la tabla de verdad de La implicacién:

pl1q |pP=4q
Viv Vv
VIF|F
FlVvIVv
F|\F |V

En este caso, la proposicién p : x € & es falsa. Su valor corresponde a cualquiera de las
dos tltimas filas de la tabla de verdad. Luego, no importando el valor de la proposicién
q :"x es un leén ojiverde", la implicacién p = ¢ es verdadera para cualquier valor de g.

Ejemplo: Demuéstrese que para a > 0 si a < € para todo € > 0, entonces a = 0.

Solucién: Si a > 0 cuando a juega el papel de € tenemos a < € = a 0 sea a < a lo cual
es un absurdo. Por lo tanto a = 0.

Nota: La conclusién del ejemplo anterior se obtiene revisando los axiomas de orden
de R. Estos axiomas estdn en la seccién 4.1 del capitulo 4.
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2

Ejemplo: Demuéstrese que si 7° es irracional entonces 7 es irracional.

Solucién: (Por contrapositiva) Sea p :"m?

que ~ ¢ =~ p: T es racional = 72

es irracionalz ¢ :"m es irracional", probaremos
es racional.

Ejemplo: Demuéstrese lo siguiente.
1) Si 4 =5 entonces 2 < 5
2) Si4 =5 entonces 5 =6

3) Si | — p| < min (17 ﬁ) , entonces |2? — p?| < ¢
Solucién:
1) Demostracién directa: Como 2 < 4 y 4 = 5, tenemos 2 < 5.

También podemos resolverlo directamente de la tabla de verdad de La implicacién. En
este caso, ubicamos las proposiciones p: 4 =5y g : 2 < 5 en sus valores respectivos y
vemos que,independientemente de esto, la proposicién p = ¢ tendréd un valor verdadero.

p q pP=4q
4 v v
v F F
(A=5)F | 2<5)V |V
(A=5)F | F %

2)5=4+4+1y como 4 =5, entonces 5=4+1=>5+1=6. Por otro lado vemos en la
tabla de verdad que la implicacién de dos proposiciones falsas es verdadera.

p q pP=4q
% % %
% F F
F % %
A=5F | (b=06F |V

3) |2* = p?| = |z —pl|z +p| < |z —p| (|2 + [p]) . Como |z —p| < 1y [z| - [p| < |z —p|
se tiene |z| < |p| + 1. Entonces |2? — p?| < |z — p| (1 + 2|p|) . También como |z — p| <
a7 se tendrd |22 — p2| <lz—pl(1+2]p|) < T 2lp|+1)=¢

Ejemplo: Sea AXY Z un tri;ingulo rect&ingulo con su dngulo recto en Z. Demuéstrese
que si el tridngulo tiene drea A = Z-, entonces es isésceles.

Solucién: (Fig.2.1)

a) Tomando como base z y como altura y tenemos Area (AXY Z) = F/. Luego, por
hipdtesis % =% & 2% = 2zy. Por pitdgoras 22 = 22 + y2. Luego 22 + y? = 22y &
(z —y)> =0« z =y. Por lo tanto el trigngulo AXY Z es is6sceles.

19
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Figura 2.1: Tridngulo AXY Z

Figura 2.2: Distancia entre dos puntos

2.2. Tépicos de Geometria Analitica

Dados dos puntos P (z1,1) y Q (2, y2) en el plano Cartesiano. La distancia entre ellos es PQ =

\/ (22 — x1)2 + (y2 — y1)2. La demostraciéon de lo anterior es sencilla. La haremos a continuacién
aplicando el teorema de Pitdgoras.

Sin pérdida de generalidad supongamos que P (z1,y1) y @ (x2,y2) estdn en el primer cuadrante
(Fig. 2.2) y que 21 < 2, y1 < y2. Siendo R (z2,¥1), notamos que se forma el tridngulo recténgulo
APQR. Luego, la distancia que hay de P a @ es la magnitud de su hipotenusa que denotamos

como PQ.Y aplicando teorema de Pitdgoras tenemos PQ = \/(322 — a:l)z + (y2 — y1)2.

Ejemplo: Calcular las coordenadas del punto @ el cual es el simétrico de (a,b) con
respecto a y = .
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Figura 2.3: Coordenadas del punto @

Solucién: Sea @ = (xo,yo), por hipétesis tenemos que @ se encuentra sobre la recta
que pasa por (a,b) y es ortogonal a la recta y = x. Usando la forma punto pendiente
Q<€ {(z,y) eR?|y=—az+(a+b)}. Ademds Q y (a,b) son equidistantes al cero.
Luego, por la férmula de distancia entre dos puntos tenemos \/xg +y2 =VaZ2+ b2 =
224 (—zo+a—+b)? =a2+b% & 22— 20 (20 + 2b) +2ab = 0 & 22—z (a+ b) +ab=0

& (zg—a)(zg—b) =0
Donde las soluciones son: ) 29 =a = yo=b; i) xo=b=yo =a

Para tener una mayor idea visual, supongamos sin pérdida de generalidad que (a, b) estd
en el primer cuadrante del plano Cartesiano (Fig. 2.3).

Ejemplo: Demostrar que las diagonales de un rombo se cortan perpendicularmente. Un
rombo es un cuadrildtero de lados iguales.

Solucién: Sean u,v € R? dos vectores no colineales tal que |u| = [v]. Por la regla del
paralelogramo podemos construir el rombo de lado || y tenemos que w47 y ¥ — @ son
las diagonales de éste. Luego, aplicando el producto punto:

(W+0)- (0—u)=(@+0)- - (W+0) - u=u-7+0" — (W -70-u) =0

Concluimos que ambas diagonales se cortan perpendicularmente.

Ejemplo: Encontrar la ecuacién del lugar geométrico de los puntos (z,y) cuyo producto
de distancias 1 y 79 a los puntos (—1,0) y (1,0) es 1.

21
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Solucién: Tenemos que las coordenadas rectangulares de los focos son, z = a, y = 0
y € = —a, y = 0 (en este caso a = 1). Las distancias de cualqmer punto (m y) a los

focos (—a,0) y (a,0) son 71 = \/(z —a)®> +12 y 7“2 \/ (@ + a)® + y? respectivamente.

Ademis el producto ri7, tiene el valor constante a?. Luego, mediante un cédlculo sencillo
que consiste en sustituir los valores de r; y r3 en la ecuacién ri7o = a? obtenemos la
ecuacién (z? +y2)2 — 2a* (22 — y?) = 0. Introduciendo coordenadas polares (ver la
seccién de coordenadas polares) tenemos que r* — 2a2r? (c052 6 — sin’ 0) = 0. Como
cos 20 = cos? 6 — sin? @ y dividiendo la igualdad entre 72 obtenemos 72 = 2a? cos 26 la
ecuacion de la Lemniscata. (Fig. 2.4)

y 05T

0257T

-1 -05 05 1

0257

-057

Figura 2.4: Lemniscata

Ejemplo: El circulo 2% 4+ y? = 2a® y la pardbola y = ‘%2 se cortan en el punto P. Cuando
varfa el punto P este describe una curva. Hallar la ecuacién de tal curva.

2
., ., . .y 22 .
Solucién: La ecuacién rectangular de la interseccién es 2+ ( = ) = 2a? De ahi que 2+

2
2 . .
‘% 2a% & z* 4+ a%z? = 2a*, completando cuadrados: (x2 + %) = 24*, introduciendo

2 4 2
coordenadas polares: (1"2 cos? 0 + %) =2 & r2cos? + % = 2a?. De ahf obtenemos
2 _ _a?
= osZar
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Ejemplo: Considerando la figura 2.5, muéstrese que las medianas de un tridngulo con-
curren. Asi como las alturas y las mediatrices. Ademds muéstrese que los 3 puntos de
concurrencia estan alineados.

(b.c)

Figura 2.5:

Solucién: Se revisan las definiciones y se deja la demostracién al lector.

Denominense medianas de un tridngulo a las tres rectas que unen los vértices con los
puntos medios de los lados opuestos. Llamese altura a la longitud de la perpendicular
bajada a la base desde el vértice opuesto. Llamese mediatriz a cada recta perpendicular
que pasa por el punto medio de cada lado del tridngulo.

2.3. Funciones y sus Graficas

Las funciones son sumamente importantes en el Cédlculo. Hablamos de funciones cuando una
cantidad depende de otra o varia con ella. Podemos representarlas graficamente en el plano Carte-
siano. De esta manera se ve con mayor claridad el comportamiento de las variables. Por ejemplo
podemos graficar la presién en funcién de la temperatura de un objeto o la velocidad de un corredor
en funcion del tiempo.

Las funciones basicas del Célculo que estudiaremos son las funciones lineales, polinomiales, las
del tipo f (x) = 2%, funciones raciconales, algebraicas, trigonométricas, exponenciales, logarftmicas

y trascendentes.

Funciones Lineales

Son aquellas cuya gréfica es una recta. Para graficarlas, recordemos la férmula y = mx +b donde
m es la pendiente y b la ordenada al origen de la recta.

Ejemplo: Graficar la funcion lineal y = = — 2. (Fig. 2.6)
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Figura 2.6: Gréfica de la funcién y = x — 2.

Funciones Lineales Definidas por intervalos

Como su nombre lo indica, estas funciones toman sus dominios de intervalos diferentes y a cada
intervalo le corresponde una funcién diferente. Hay algunas que son discontinuas.

Ejemplo: Una funcién muy popular en el Célculo es la funcién Valor Absoluto y = ||
z six>0

. . Veamos su gréfica en la
—zrsix <0

que estd definida de la forma siguiente: |z| = {

figura2.3.

||
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Gréfica de la funcién Valor Absoluto y = |z|.

Elemplo: Otra funcién definida por intervalos es la funcién Maximo Entero, que repre-
senta al mayor entero menor o igual que x. También es conocida como la "funcién piso".
Se define de la forma siguiente (La grafica se representa en la figura 2.3).

0sio<z<1
fl@)=¢ 1sil<z<2 ={nsin<z<n+1< dondencZ
2si2<x<3

Ed

25
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Funcién Médximo entero.

Ejemplo: La funcién minimo entero, representa al menor entero mayor o igual que x.

También es conocida como la "funcién techo". Ver su grafica en la figura 2.3.

1si0<x<1
f)=4 2sil<z<2 ={nsin—-1<z<ndondenécZ
3si2<x<3

[]
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-4

Funciones Polinomiales

Son los polinomios de grado n (n € Z*) con coeficientes

Funcién Minimo Entero

en R. Se escriben P (z)

27

apx™ +

Ap_12" "1 4+ - 4 asx? + a17 + ag. A los polinomios de grado 2 los conocemos comunmente como
funciones cuadraticas (Fig. 2.3) y a los polinomios de grado 3 como funciones cubicas (Fig. 2.3).

y:x2+x

y=a3—x+2

Gréfica de la funcién y = 22 + .
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IS e

5

Griéfica de la funcién y = 2% — z + 2.

Funciones Racionales
Surgen del cociente de dos polinomios: f (z) =

P(z)
Q(x)"

Ejemplo: En la figura 2.3 podemos apreciar la grafica del cociente de las funciones
Pa)=2*-22+2yQ(z) = 2% - 2.

z47$2+2
2 —2
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., 4.2
Grifica de la funcién £52

Funciones de la forma f (z) = * donde a es una constante

B Cuando a € Z* tenemos un subconjunto de las funciones lineales y polinomiales.

Ejemplo: Graficar f (z) = 2™ paran =1,2,3,4,5

-5

Gréfica de la funcién z™
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Griéfica de la funcién z2

Grafica de la funcién z3
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@

Grafica de la funcién z

4

’ L 5
Gréfica de la funcién z°

31

De las figuras 8 a 12 vemos que, a excepcién de cuando n = 1, la gréfica de 2™ cuando n es par
es similar a la de la pardbola y cuando n es impar, a la de la funcién cibica.
B Cuando a = % n € Z*, la funcién f (z) = z® representa la raiz n-ésima de z.

Ejemplo: Graficar f (z) = vz y /=.
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Gréfica de la funcién /.

25 5
X
Gréfica de la funcién z.
B Cuando a = —1, f(x) = 27! representa la funcién reciproca de z. Es una hipérbola cuyas

asintotas son los ejes coordenados.
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Ejemplo: Graficar y = %

8 |

-5 0

Gréfica de la funcién y = %

Funciones Algebriicas

Son aquellas construidas mediante operaciones algebraicas de +, —, X, =, Na aplicadas a poli-
nomios.

Ejemplo: Veamos las gréficas de f () = zv/z + 3, g(z) = V22 — 25, h(z) = z3 (x — 2)2 .

zvx + 3
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V2 —25

Gréfica de la funcién zv/z + 3

Gréfica de la funcién vz2 — 25.
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Gréfica de la funcién z3 (z — 2)°

Funciones Trigonométricas

Para explicar las funciones trigonométricas utilizaremos la siguiente equivalencia entre radianes
y dngulos que serd explicada en la secciéon "Tépicos de trigonometria": 2wrad = 360°.

Para un dngulo agudo 6 las 6 funciones trigonométricas se definen como las razones entre las
magnitudes de los lados de un tridngulo rectdngulo como sigue:

sinff = csc = h

co

cosf = % sech =
ca

tanf = <2 cotf = &

ca

[ns=]

Tridngulo rectdngulo

En la figura 2.3, h, ca y co representan a la hipotenusa, cateto adyacente y cateto opuesto
respectivamente del tridngulo rectédngulo.

En general dado un dangulo central € definido por un punto P (x,y) en el circulo unitario (donde
0 < 6 < 2m) las funciones trigonométricas son:
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sinf =y csch =
cos@ =x secl =
tanG:% cotd =

@ |8 =2 |8

ey

El circulo unitario

Notese que las funciones secf, csc y cotf son funciones reciprocas de sinf, cosf y tan@
respectivamente. Ademads, sin, cosf, secy csc son funciones periédicas de periodo 27. Mientras
que tan 6 y cot # son periédicas de periodo w. Veamos la siguiente definicién.

Definicién. Funcién Periddica:

Una funcién es llamada periédica de periodo T si f (z) = f(x +T) Vz € R.

sin x

1

Gréfica de la funcién sinx

CoS T
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tanx

CoS T

50T

25

cotx

tanx

37
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-50

Yy =secx

Y = CSCx

cotzx

2T

Gréfica de la sec .




2.4. TOPICOS DE GEOMETRIA

Gréfica de la cscx

2.4. Tépicos de Geometria

Nota: El Principio de Induccién Matemaética estd explicado en la seccién “Tépicos
de Algebra”.

Ejemplo: Muestre por induccién matemética que la suma de los éngulos internos de un
poligono convexo de n lados es (n — 1)7.

Solucién: (vedmosla en los tres puntos siguientes)

3
1)Sin=3> a; =2
i=1

k
2) Supongamos que si n = k, Zai =(k-Dm
i=1
3) Counsideremos un poligono de k + 1 lados. Reescribiendo el nimero de lados como:

(k — 1) lados +2 lados, vemos que hay que sumar los dngulos internos de un poligono
k+1

de (k — 1) lados mds los dngulos internos de un tridngulo. Por lo tanto tenemosz o =
i=1
(k—2)m + 27 = k.

Ejemplo: Calcular la suma de los éngulos externos de un poligono convexo de n lados.

Solucién:consideremos la figura siguiente
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Ya que la suma de un dngulo interno con el dngulo exterior (adyacente a él) es m,

n n
entonces, a1 + By = m, a0 + By = 7, ..., an + B, = 7, ie se tiene: E o; + E B, =nm

i=1 =1
n

n
pero como Z B; = (n — 1)7 (demostracién anterior) se tendrd Z o =T
i=1

= i=1

Teorema de Pitagoras

En todo tridngulo rectdngulo el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados
de los catetos.

Demostracion

Considere el tridngulo rectdngulo

b

Con tal tridangulo constriyase el cuadrado siguiente:

b a 1] a

| 1] a 4]

Ast: 4 (92) + ¢ = 2(ab) 4 a® + b? es decir, ¢® = a® + b>.QED

v

Ejemplo: Construir la tangente a un circulo en un punto dado.

Solucién: Se une el punto dado P con el centro C' del circulo y se traza la perpendicular
T a PC que pasa por P.(Fig. 2.4)
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Tangente a un circulo

Para P sobre T distinto de P se tiene: PP’ > 0y (PC)? + (PP')? = (CP’)? por
Pitdgoras, por lo que (PC)? < (CP')? y entonces PC < CP'.

Ejemplo: Problema del incendio (Principio de Fermat)

En la figura 2.4, la recta L representa un rio, el punto ) una casa que estd incendidndose
y el punto P el dueno de la casa. Encontrar sobre L el punto R tal que PR + RQ sea
minimo.

[ ] P g

Principio de Fermat

Solucién: Se construye @  como el simétrico de @ con respecto a L. Se traza PQ’ y se
considera la interseccién R con L. R es el punto buscado. (Fig. 2.4)

41
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Simétrico de @ con respecto a L

Sea R’ cualquier otro punto sobre L, mostremos que PR + RQ < PR + R,Q. Ya que
RQ=RQ;RQ=RQ; PQ <PR +RQ@ setiene PR+ RQ = PR+ RQ = PQ <
PR +RQ =PR +RQ. (Fig. 2.4)

R sobre L

Ejemplo: Eratéstenes y la circunferencia terrestre

Eratostenes (284 -192 A. C.), director de la biblioteca de Alejandria, estimé la circun-
ferencia de la tierra basdndose en la observacién de que en la ciudad de Syene un cierto
dfa del ano y a una cierta hora un poste no producia ninguna sombra. En ese mismo dfa
y a la misma hora en la ciudad de Alejandria un poste semejante producia una sombra
cuyo tamano podia medir. Con las longitudes de la sombra y del poste pudo estimar el
dngulo a (Fig. 2.4):
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[n}
poste
sombra
Sombra proyectada por el poste
. . . - . ., _ 360°
El dngulo a result6 ser la quinquagésima parte de la vuelta total: a = “z-. Pero el

dngulo « es también igual al angulo entre SO y AO donde S indica la posicién sobre la
Tierra de Syene, A la posicién sobre la Tierra de Alejandria 'y O el centro de la Tierra
(Fig. 2.4):

Siene y Alejandria

Esto se sigue de considerar la Figura 2.4:
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Rayos paralelos desde el Sol

Donde R; y R5 son rayos paralelos desde el sol. De esta manera siendo « la quinquagési-
ma parte de la vuelta completa, la distancia entre Alejandria y Syene es la quinquagésima
parte de la circunferencia terrestre ya que ambas ciudades se encuentran sobre el mismo
meridiano.

La distancia entre Alejandria y Syene le era conocida a Eratdstenes: las caravanas la
recorrian en 50 dias y sabfa que por dfa recorrfan 100 estadios (1 estadio = 600 pies).
Con estos datos estimé la circunferencia terrestre en algo muy cercano a los 60,000 kms.

Ejemplo: Férmula de Herén

Demuestre que el drea A de un tridgngulo con lados a,b y ¢ puede calcularse con A =
V/s(s—a) (s —b)(s — c) donde s = 2FbEe,

Solucién: (Fig. 2.4)

Como h = bsinf, A = w, entonces:

A2 b2 sin? 9

4
2 2
b4c (1 —cos?6)
_ b2 c? b2c? 2

=2 — 7 cos* 0

La ley de los cosenos nos da a? = b + ¢ — 2bccos § de donde W = bccosf y asi
(b2+cz—a2)2

1 = b%c? cos? 6. Sustituyendo tenemos:

A2 _ ﬁ B (b2+027a2)

4 16
o 4b%c? — [b4+2b2 c2+c472a2 (b2+62)+a4]

1
2b2c2—b4—c4+2a2b26+2a2c2—a4
16
— [(b+o)+a][(b+c)—a][(atc—b)][a—c+b]
- 16
_ atbtc | atbtc—2a  at+btc—2b  atbitc—2c
- 2 2 2 2




2.5. LAS CONICAS Y EL TRAZADO DE SUS TANGENTES 45

Por lo tanto: A = /s (s —a) (s — b)(s — ¢).QED

Tridngulo AABC

Ejemplo: Demuestre que, en general, el drea de cualquier cuadrildtero ciclico C' con lados
a,b,cy d puede calcularse con A = /(s —a) (s —b)(s — ¢) (s — d) donde s = “+btetd,

Solucién: Se deja la demostracion al lector.

2.5. Las Cénicas y el trazado de sus tangentes

Las secciones cénicas son una familia de curvas planas muy importantes en el Célculo. Estas
curvas son el circunferencia, la elipse, la pardbola y la hipérbola. Su nombre se debe a que son el
resultado de intersecar un cono circular recto con planos.

Definicién. Circunferencia:

Una circunferencia es el lugar geométrico de todos los puntos que equidistan de un punto fijo
llamado centro. Para trazar una circunferencia basta conocer su centro y su radio. (Fig. 2.7)

Distancia (CP) =r

Definicién. Eipse:
Es el lugar geométrico & de los puntos que equidistan de dos puntos fijos £ y F» llamados focos.
(Fig.2.8 )

Distancia (PF;)+distancia (PFy)=constante

Definicién. Pardbola:
Es el lugar geométrico P de los puntos que equidistan a un punto fijo F' (llamado foco) y a una
recta D llamada directriz. (Fig. 2.9)

Distancia (PF) = Distancia (PD)
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Circunferencia

Figura 2.7: Circunferencia

Figura 2.8: Elipse

La directriz D es perpendicular a la recta que contiene al foco F' y que divide en dos partes
simétricas a la pardbola. Esta iltima es llamada el eje e de la parabola. El vértice V' de la pardbola
es un punto que se encuentra sobre e y a la mitad de la distancia entre F' 'y D.

Definicién. Hipérbola:
Es el lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a dos puntos fijos ,llamados

focos, es una constante positiva. (Fig. 2.10)

Distancia (PFy) —distancia (PF»)=constante

A continuacién veremos el trazado de las tangentes a las cénicas.
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Figura 2.9: Parabola

Tangente a un circulo

Sea € una circunferencia. Sea T' un punto en ella. Localizamos el centro de la circunferencia y
tomamos tres puntos A, B y D sobre €:

1) Trazar la recta AB.

2) Trazar la recta BD.

3) Trazar las perpendiculares l; y lo en los puntos medios de AB y BD, respetivamente. El
centro C de € serd: C =1; Ny (Fig. 2.5)

z

i

C=0LnNly
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Figura 2.10: Hipérbola

Nota: Veamos cémo trazar la perpendicular en el punto medio de un segmento de
recta con regla y compés. Sea AB un segmento de recta. Trazar una circunferencia con
centro en B y radio AB. Hacer lo mismo con centro en A. La recta que pasa por la
interseccién de esas circunferencias es perpendicular a AB. Mds aun, su interseccién con
AB es el punto medio del segmento AB.

Luego, trazamos la recta I3 perpendicular a CT y que pase por 1. (Fig. 2.5)

=

I5L.CT

Afirmacion: I3 es tangente a € en el punto 7.
Demostracién
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Figura 2.11: Segmento PT

Sea S €13 35 # T entonces C, S y T son los vértices de un triangulo rectangulo donde C'S es
la hipotenusa.
Luego, sabemos que en cualquier tridngulo la hipotenusa es mayor a cualquiera de los catetos

y como CT es el radio de €, entonces S ¢ € -1 es el unico punto en donde I3 interseca a € i.e.
Isne€={T}.

Tangente a una Pardbola (Método Griego)

Para trazar la recta tangente a una pardbola P, seguimos los tres pasos siguientes:

1) Sea T cualquier punto sobre B por el cual queremos trazar la tangente. Trazar el segmento
PT tal que PT L ey P € e. (Fig. 2.11)

2) Trazar la circunferencia € con centro en V y radio VP. (Fig. 2.5)

Circunferencia de radio VP

3) Sea e N € ={P,Q}Trazar la recta que pasa por  y T. Llamémosla I7. (Fig. 2.5)
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Recta I;

Afirmacién (Fig. 2.5)
La recta Il es tangente a la pardbola en el punto 7.
Demostracién (por contradiccién)
Sea S € Ir tal que S # T. Trazar los segmentos perpendiculares a D desde T y S tal que
BT | AS, BT LDy B,Ac D.
Sea C'= {eN D} entonces:
CV = VF (por definicién de la pardbola)
QV = VP (construccién de C)
De donde CV + VP = CP = QF = QV + VF y como BT = CP por construccién, entonces
QF = BT. Luego TF = BT ,pues T € 3.
Eso implica que QFTB es un rombo por lo que BF L QT y se bisecan mutuamente ... SF =
SB>SAyS¢PB.QED

l; es tangente a ‘P en T’
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Tangente a una Elipse

Construyamos la recta tangente a una elipse £ en un punto 7.

Sea T € £y Fy y Fy sus focos. Trazar la bisectriz del angulo £ FiTF,. Trazar la recta Ip
perpendicular a la bisectriz que pase por T. (Fig. 2.5)

Tangente a e en T'

Afirmacién (Fig. 2.5)
7 es la recta tangente a la elipse £ en el punto T.
Demostracién (por contradiccion)

Sea S € I tal que S # T. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que F5 es el foco més cercano
a T. Trazar la circunferencia € con centro en Ty radio TF,. Trazar la recta I; que pasa por Ty
Fi. Sea E tal que E = €nl; y E ¢ £. Tenemos que AETF, es un tridngulo isosceles cuyo dngulo
AETF;5 es bisecado por la recta ST ya que ST es perpendicular a la bisectriz del dngulo exterior
AFTF,. De ahi que SE = SF, y Fi\T+TF, = ;T +TE = [, E. Ademés en el trisngulo ASF| E
se tiene F1E < 1S + SE = F1.S + SF;. De lo anterior 1T +TF, < F1S +SF, -.S ¢ £. QED
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Demostracion de la construccion de la tangente

2.6. Topicos de Teoria de Conjuntos y Combinatoria

Principio de Induccién Matemaética

Imaginemos que tenemos una fila infinita y ordenada de fichas de dominé. Cada una colocada
sobre una de sus caras de drea menor y conservando el mismo espacio entre ficha y ficha. Las fichas
estardn dispuestas de tal manera que, si empujamos una de las fichas hacia la ficha que estd a su
derecha, la primera caerd sobre la que le sigue (a la derecha). Esta ultima caerd ,a su vez, sobre la
que le sigue y asf sucesivamente.

Para explicar el principio de induccién matemadtica, primero necesitamos conocer el principio
del buen orden.Supongamos que queremos expresar a los Z* usando los stmbolos > y >. Entonces
tendriamos:

Zt={z€Z|z>0t={x€Z|xz>1}

Sin embargo, esto no es posible con QT 6 R*. El éxito con ZT se deriva de que posee la siguiente
propiedad:

El Principio del Buen Orden
Todo subconjunto no vacio de Z* contiene un primer elemento (también se dice que Ztestd
bien ordenado.

El principio del buen orden es la base de una técnica de demostracién conocida como “Induccién
Matemadtica”. Esta técnica nos ayuda a demostrar afirmaciones en las que se involucren enteros
positivos y se vislumbre un comportamiento general.
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Teorema Principio de Induccién Matematica o Principio de Induccién Finita

Sea P (n) una propiedad o un conjunto de propiedades que involucra una o més ocurrencias de
la variable n, la cual representa a n entero positivo, entonces:

a) Si P (1) se cumple y

b) Cada vez que P (k) se cumple (para un valor arbitrario de k € Z%), entonces P (k + 1) se
cumple.

La condicién del inciso a) es conocida como la base de la induccion. La condicién P (k) es
conocida como la hipdtesis de induccion y la condiciéon del inciso b) es el paso inductivo.

Demostracién

Sea P (n) una propiedad que satisface las condiciones a) y b) ysea F' = {t € ZT | P (t) es falsa}.
Queremos probar que F' = &.

Supongamos que F' # @&. Luego, por el principio del buen orden, F' tiene un primer elemento
s. Como P (1) es verdadera, se sigue que s # 1, entonces s > 1 y consecuentemente s — 1 € Z% y
s—1¢ F asi que P(s— 1) se cumple.

De la condicién b) se sigue que P ((s — 1) + 1) = P (s) es verdadera, contradiciendo que s € F.
La contradiccién vino de suponer que F' # @ . F = @. QED

n(n+1)

Ejemplo: Demuestre por induccién matemdtica que 1 +2+ ... +n = —5—.

Solucién:
1) Base de la induccién:

Sinzlentonces1+2+...+n:1:w.

2) Hipétesis de induccién (hip. de ind.):
1424 ... +n =200

3) Paso inductivo:

Sil+2+...+n:wentonces1+2+...+n+(n+1):w.

4) Demostracion:
1424 +n+n+1) =2 4 (01 1) por hip. de ind.
n(n+1)+2(n+1)

2
(n+1)[n+2]

2
_ (n+1)[(n+1)+1
= il opp

Ejemplo: Demuestre por induccién matemédtica que % + 2% + ...+ 2% =1- 2%
Solucién:
1) Base de la induccién:
Co 1, 1 11 _ 1
Sln—lentonces§+2f2+...+2fn—§—17§.
2) Hipdtesis de induccion:
1, 1 1 1
gte ot =l-5
3) Paso inductivo:

Sil+ 4.+ 5 =1— 5k entonces 3 + 55 + ... + 55 + gy = 1 — 57
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4) Demostracion:
%4_2%4____4_2%4_2”% :1_21%7;- 2n1+1 por hip. de ind.
= 1 + on+1
=1— 5t QED

1
Ejemplo: Demuestre por induccién matematica 1+ 22 +3%2 + ... +n? = w
Solucién:

1) Base de la induccién:

3 1
Sin=1entonces 1 +22+32+...+n2=1= 1(23)(2) = 1(1+23)(1+1).

2) Hipdtesis de induccion:

n\n 1 n
142243 4 .2 = 2ord)nt))

3) Paso inductivo:

n\n 1 n
Si14+224+32+...+n2= w entonces

n n 1 n
142248+ 40?4 (n+1)° = Dl Dbl pey.

4) Demostracién:

n\n 1 n
14224324 .. +n2+ (n+1)° :w_i_(n—i—lf por hip. de ind.
1
2

n(n+3)(n+1)+3(n+1)?

3
(n2+%n) (n+l)+3(n2+2n+1)

3,9,2, 13 3
n"+3n "+ n+3
3

Por otro lado:
(nAD[(n+D)+3][(n+1)+1]  [(n4+1)* 43 (n+1)](n+2)
3 = 3
(n2+2n+1)(n+2)+%(n2+3n+2)
3

3,92, 13
n"+sn "+ 5 n+3
SRS s /A QED

Principios del Conteo

La regla de la suma

Si una primera tarea puede realizarse de m formas, una segunda tarea puede realizarse de
n formas y ambas tareas no pueden realizarse simultdéneamente, entonces las actividades pueden
realizarse de cualquiera de m + n formas.

Ejemplo: Una biblioteca cuanta con 40 libros de Calculo y 50 libros de Algebra. Por la
regla de la suma, un estudiante puede seleccionar de entre 90 libros para aprender més
de una u otra materia.
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La regla del producto

También llamada principio de eleccién. Establece que si un procedimiento se puede desarrollar
en una primera y segunda etapas y si hay m posibles resultados para la primera etapa y para
cada uno de éstos hay n posibles resultados en la segunda etapa entonces el procedimiento puede
realizarse de mn formas en el orden establecido.

Ejemplo: Una fdbrica que manufactura placas de automdévil para el Distrito Federal
tiene las siguientes opciones (las placas contienen 3 digitos seguidos de 3 letras):

a) Si se permiten repeticiones tanto de nimeros como de letras, pueden fabricarse 10 -
10-10-27-27-27 = 19,683,000 placas.

b) Si ningin nidmero ni letra pueden repetirse entonces se puede fabricar 10-9 - 8- 27 -
26 - 25 = 12,636,000 placas.

¢) En el primer caso pueden fabricarse 5-5-5-5-5-5 = 15,625 placas que sélo contengan
digitos pares y vocales.

Permutaciones

Definicién. Permutaciones:
Dicese de los arreglos lineales (ordenados) de elementos distintos en donde se aplica la regla del
producto.

Ejemplo: En una clase de 12 estudiantes se escojerd a 6 de ellos para tomarles una
fotografia. ;Cudntos arreglos lineales son posibles?

solucién: Consideremos las 6 posiciones y el nimero posible de estudiantes que pueden
ser elegidos para llenar cada posicién.
2 . 11 - 10 - 9 - 8 - 7

posicién 1 posicién 2 posicién 3 posicién 4 posicién 5 posicién 6

Cualquiera de los 12 estudiantes puede ocupar la primera posicién en la fila. Como un
mismo estudiante no puede ocupar mds de un lugar a la vez en la fila entonces no puede
haber repeticiones. Asi que para la segunda posicién podemos elegir de los 11 restantes
y asf sucesivamente. Por lo tanto, existen 12-11-10-9 -8 -7 arreglos posibles.

En general, si tenemos n objetos distintos, denotados a1, as, as, ...,a, y r es un entero, tal que
1 < r < n, entonces por la regla del producto, el nimero de permutaciones de tamafo r de n objetos
(P (n,r)) es:
n—r)!
nn=1)(n=-2)..(n—r+1) =pnn-1)(n-2)..(n—r+1)] &=
n—r)(n—r—1)..,3-2-1
— (=1 (n—2)..(n—r+1)] (Ewiﬁwfli. 3,2,1)

)

— n!
- (n—nr)!
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Ejemplo: El nimero de permutaciones de las letras de la palabra centro es 6!. Si sélo se

usan 4 de las letras, entonces P (6,4) = (62!4)! = 360.

Ejemplo: El nimero de permutaciones de las letras en la palabra facultad es %! = 20160.
Esto es debido a que contamos con 6 letras distintas. Si pudiéramos distinguir las letras
a, tendriamos 8 simbolos distintos: f,a1,c,u,l,t, as,d. En este caso, por cada arreglo en
donde las letras a son distinguibles corresponde un par de permutaciones con distintas
letras a. Por lo tanto:

#permutaciones de fajcultasd = 2 (#arreglos de las letras de facultad) .

En general, si tenemos n objetos tal que n = ny + ny + n3 + ... + n, y cada n; es de un tipo
diferente entonces existen ; arreglos lineales de los n objetos.

7741!7742!77:,;3!"'774
Ejemplo: ;Cudntos arreglos hay en la palabra ciencias?

Solucién: Existen % = 10080.
Combinaciones

Ejemplo: ;De cudntas formas distintas se pueden elegir o combinar r objetos de un
conjunto de n (donde 0 < r < n)?

Solucién: Esto corresponde a 7! permutaciones de tamanio r de n objetos. Entonces
tenemos que:

rIC (n,r) =P (n,r) < C(n,r) =200 — 0l _qonde 0<r<n

r! rl(n—r)!

Nota: C (n,1) = (:) quiere decir: combinaciones de n objetos tomados de r en 7.

Ejemplo: ;De cudntas formas puedo llenar mi charola de pan con cinco piezas de pan
de dulce si en la panaderia venden 11 tipos de este pan?

Solucién: De C (11,5) = () = gy = 462

Teorema del Binomio
Sean a y b variables y m € Z*, entonces:
(a+b)" = 35 (™)amkbk

Demostracién
Al expandir el producto (a + b)™ tenemos:
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(a+b)™ = (a+b) (a+Db) (a+b) -+ (a+b)

1T factor  29° factor  3° factor m° factor

El coeficiente de a*b™~*, donde 0 < k < m, es el niimero de formas distintas en que podemos
seleccionar k letras a (y consecuentemente m —k letras b) de los m factores que tenemos. El nimero
total de estas selecciones de tamaiio k de una coleccién de tamano m es C' (m,k) = (7). De ahi se
sigue que

(a+0)™ =5 (T)am bk, QED.
k=0

A continuacién exhibiremos otra demostracién del Teorema de Binomio. Esta prueba estd hecha
con inducciéon matemdtica, pero antes veamos que se cumple el siguiente resultado:

Afirmacién

() + G = (")

Demostracién
Sabemos que (Z) = (n_"ik'),k, Por lo tanto:

n n n! n!
)+ G = o IGE=T)! + @z TE]
J— n
= = k+1)'(k 0 T kR

n!
= R —G=T T eREG=T!
nlk+n!(n—k+1)

kD) (n—R)(h-D)Tk
O W (kn—k41)
= D (=R =Dk
_ nl(n+1)
= k)&
_ (n+1)
R CES Tl

= (") QED

Demostracién del Teorema del Binomio (Por induccién matemadtica)
1) Base de la induccién:

1
Sim =1 entonces (a+b)" =a+b= 3 (})al=*" = (})a+ (})b.

k=0
2) Hipétesis de induccién:

(a+b)" = f: ("yam kb,

3) Paso inductivo:

m ) m—+1

Si(a+b)" = (7)a™ *b* entonces (a + byt = > (m,jl)amﬂ_kbk.
k=0 k=0

4) Demostracion:
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m+1 m
kzo (m;l)am-i—l—k:bk — am+1 + kz:l (m;rl)am-&-l—kbk- + bm+1

— gt o i [(T;?) I (k-il1)} amH1—kpk 4 pm+l
h—
m
— m+1+ m m+1fkbk_’_ m m+17kbk+bm+1
a : (¥)a kZ=:1 (+21)a

m+1
aerlfkbk_;r_ Z (kﬂjl)am+lfkbk

=
I
=)

=
Il
=)
— — — —~

+1-kpk s m —(k—1)pk
a™ b* + kzl (") a™ b

|
NE

amTRTLpE 4 5 () am iyt donde i =k — 1
1=0j=k—1

m o
a™ kab® + 3 (T?)am”blb
i=0

=a Z (m)am—kbk +b i (T) am—ibi
=k

1=04=k—1

I
NilngE

i
SO

ymH QED

Ejemplo: Diga cuél es el coeficiente de a®b? en la expansion de (2a — 3b)7
Solucién: Por el Teorema del Binomio y siendo x = 2a y y = —3b tenemos que el

coeficiente buscado es (g) (2)° (=3)°.

2.7. Tépicos de Algebra

Teorema

Un polinomio p(z) = ag + a1 + ... + a,a™ real de grado n tiene una raiz £ si, y sélo si,
p(x) = (z —¢&)q(z) donde ¢ (x) es un polinomio de grado (n —1).

Demostracién

< (se demuestra el regreso)

Sip(z) = (x—&)q(z) entonces p(&) = (0)q(§) = 0 implica que £ es una raiz. Si £ es raiz
entonces:
p(€) =ap+ a1+ ...+ a§"
y asi:
p(z) =p(@)—p)

= (a0 + a1z + ... + apz™) — (a0 + a1 + ... + anf")
= (a0 — ap) + a1 (& — &) + a3 (22 = &) + ... + 4 (2" — ")

Pero ¥ — &% = (z — ¢) (xk’l +ak 24 a4 fk_l) es valido para todo z y k > 1 es

decir:
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aF — " =(z - &) qu-1 ()

para gj—» poliniomio de grado k — 1. Entonces p (z) = (x — &) (@1 () + ... + qr—2 (2)).
La demostracién de = (la ida ) se deja al lector.

Teorema (de las raices racionales)
Sea r = % un racional en su minima expresion, raiz de la ecuacién con coeficientes enteros
an®"™ 4+ ap 12" 1+ ...+ ayzt +ag = 0 entonces p | ag y q | an.

Demostracion
Por ser r = g raiz tenemos:

n n—1
p
On—0 +an-1 qnfl

+...+a1§+a020

Entonces:
anp" + an—1p" g+ .+ apg” "t 4 apg” =0

y por lo tanto:

apq" = —anp" —ap_1p" g — ... —ar1pg" !
=p[-anp" " —ap1p" g — . — a1
y asi p | apg™ pero entonces p | ay.
Anslogamente:
anp" = —ap_1p" g — . —a1pg" ! — apq”
=q[—an_1p" — ... —a1pg" % — apq" Y

de donde ¢ | a,p" y asi q | a,. QED

Ejemplo: Demuestre que /2 es irracional.

Solucién: Supéngase que 2 = ™ con m y n enteros sin factores comunes. Entonces

2= ZL—; y asf 2n? = m?2. Por lo tanto al ser m? par, m también debers ser par, m = 2m/.
Pero entonces 2n% = m2 = 4 (m')?, n? = 2(m’)?, lo que nos indica que n? es par y
por lo tanto que n es par. Esto contradice la hipétesis de que m y n no tienen factores

comunes.
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Ejemplo: Demuestre que v/3 es irracional.

Solucién: (por contradiccion)

Supongamos que /3 = 23 con a,b € Z* y sin factores comunes. Entonces 3 = g—z y
3¢% = p? ahora p? = 3¢? implica que p es miiltiplo de 3 ya que:

p=3k+r re{0,1,2}
p? = (3k + r)2 =9k% +6kr+1r2=3 (3k2 + 2kr) + 72
Si p? es multiplo de 3 entonces r = 0.

Si p = 3k entonces 3¢% = p? = 9k? y asi ¢> = 3k? por lo que también ¢ es muiltiplo de 3
y esto constituye junto con lo anterior una contradiccién.

Ejemplo:\/3 4 /2 es irracional.

Solucién:

2 =V3+V2 e 22 =3+2 < (2-3)° =2 < ' — 622+ 7 = 0. Pero
x* — 622 + 7 = 0 tiene como candidato a soluciones racionales +1, 7.

Caso a,, =1 : Las raices de f son enteras o irracionales. Sea a € Z,a > 0. Si a no tiene
una rafz entera n-ésima entonces {/a es irracional: considerar z™ — a = 0.

Ejemplo: demostrar que /10 y v/15 son irracionales (Generalizar para la demostracién
de que v/2 es irracional para vk donde k no es un cuadrado perfecto).

Solucién:

2
Supongamos que V10 = % con p,q € Z* y sin divisores comunes. Ahora 10 = ’q’—z =

10¢? = p? = p? es muiltiplo de 10 = p es miiltiplo de 10 ya que p = 10k + 7, r €
{0,1,...,9}. Luego p? = (10k 4+ r)* = 100k2 + 20kr + r2 = 10 (10k2 + 2kr) + r2. Si
p? es miiltiplo de 10 entonces r = 0. Si p = 10k entonces 10¢> = p? = 100k? y asi
¢*> = 10k2. Por lo que también ¢ es muiltiplo de 10 y esto constituye junto con lo anterior
una contradiccién.

Supongamos que /15 = g con p,q € Z* y sin divisores comunes. Ahora 15 = %z &
15¢®> = p? = p? es miiltiplo de 15 = p es miiltiplo de 15 ya que p = 15k + 1, r €
{0,1,...,14} . Luego p*> = (15k +7)* = 225k + 30kr + r2 = 15 (15k2 + 2kr) + 2. Si
p? es miiltiplo de 15 entonces r = 0. Si p = 15k entonces 15¢°> = p? = 100k? y asi
g% = 15k2. Por lo que también g es multiplo de 15 y esto constituye junto con lo anterior

una contradiccion.
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Ejemplo: demostrar si n € N, \/n es un entero o un irracional.

Solucién: Si n € Njtal que n = 1 entonces V1 = 1 € Z. Luego, sin > 2 = n =
piips? - pin donde p; es primo y s; € ZT (Teo. Fundamental de la Aritmética). Si
s; = 2 Vi, v/n = p1p2 - pn que pertenece a los enteros. El resto de la demostracién de
deja al lector.

Notacién Z

La notacién sigma es una simbologia que se utiliza para denotar sumas finitas e infinitas en las
que, en cada sumando interviene un indice contador.

1— n+1
Ejemplo: demostrar que para x # 1, Zk OJ: =55

Solucién: s =14+z+z2+ .4z sas=zx+22+.. 42" & —zs+s=1—-z"" &

1_In+1

§= 1—x

Ejemplo: expresar en notacién y :
a) 1 — 2z + 322 — 423 + 52*
b) apx* + a12® + asz? + azw + a*
c) a® — a*b + a®b? — a?b® + ab* — b°
d) a® — a*b + a®b? + a?b® + ab* + b°
e) [ (1) Azy + f(23)Dzs + ... + [ (27) Day

Solucién:

5
a) 1 — 2z + 322 — 423 + 5t = 3 (—1)FH! kak?

b) apz? + a12® + a2 + azxr +a* = Y apatF

5
c) a® — a*b + a’b® — a?b® + ab* — 0> = 3 a® kP (—1)]€+2
d) a® — a*b + a3b? + a?b® + ab* + b° = Y a® bk

¢) f(@%) Ay + f (@5)D2s + oo+ [ (22) Aay = 30 f (aF) Day

5
Ejemplo: Calcularz =

5
: 1 _ 1 1 1 1 _ 43
MZf—j T o T35 =6
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4
Ejemplo: Calcular Y ¢
- k=1

4 3 3 3 1_(1)* L
Solwion: &= 3 ()" = T 3@ -3 x (1) -1 () - ¥

Cambio de indices de notacién
n—j

n
E ar = E Ok+j
k=j k=j—j=0

Dominar el cambio de indices de notacién le serd muy ttil al estudiante al enfrentarse a problemas
de induccién matemdtica o de series; temas que se abordan en el curso de Calculo Diferencial e

Integral 1.

Ejemplo: Calcular (%) (%)2 cuando n = 30 y cuando n — oo.
I i=1

Solucién:
3 () (5" = B % (1 2ok ) = 3 [ 2l e etl] = g 22

- n n
=1 7

30
Cuando n = 30; Z: (%) ( )2 = gggg Cuando n — o0; Z ( ) (%)2 = %

=1

Il
—

w

Ejemplo: Decir si las expresiones siguientes son iguales y por qué.

Solucién:

a) Si, ya que: Zz_1+2+3+ +ny Z 14+)=04+0)+0+D)+1+2)+ -+
(1+n—1)_1+2+3+

2-1
b) No, ya que: sea n =2 = Zi:1+2:37é2:1+1:1+1+2i.

i=1 i=1

2 2
c)No,yaquersean =2= Y (j2—j) =0+1-144-2=2+#0=1-1= Y (j2—j).
§=0 §=0
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Definicién.
Para una coleccién de n medidas x1, o, ..., z,, se define:
P 3 (zi—7)?
Z = =— como el promedio y s = |/ =——— como la desviacién tipica o estandar.

n n
Ejemplo: Demostrar que 3. (7, —Z) =0y que 3. (7, —%)° = > ;2 —
- i=1 i=1

= i=1

AN ¢ 7T = Z1 z2 Ly .
Solucién: Tenemos que T = 71 + 72 + ... + 7= luego:

(1 —Z)+ (2 —Z)+ ... + (x, — T)

sloi— (B +24 o) 44, - (B 4224 4 2o

n
=z +w2+ ..+ Ty 0T —nT2 — . —ni
=0

(z; — )

ol

@
Il
—

n n

|

@
Il
—
<
Il
—

n n
(v; — T) 2222z + Y. 7
i=1 i=1

x?2 — 2nT? + nT?

I
-
SNINGE
A
<o
[\v)

Il
8
\
3
3|

h
Il
_

Il
Nob
8
=N
|
(\
it
8
N—
[V

.
Il
_

Los resultados que se han usado a lo largo de los ejercicios, son los siguientes. Se deja al lector
verificar su veracidad. Utilice la induccién matemaética.

1+243+...+n="00

124224324+ . +nP=¢n(n+1)(2n+1)
2

B B B 3 n(n+1)

P4+22 434+ . +n’ = (T>

1+34+5+..+(2n—1) =n?

2.8. Tépicos de Trigonometria

Definicién. Angulo:
Lldmese dngulo a la abertura de dos rectas que se encuentran.

Definicién. Angulo Central:
Es aquel que estd dentro de una circunferencia y su vértice estd en el centro de la curva.
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Definicién. Radidn:
Un radidn es la medida del déngulo central de una circunferencia subtendido por un arco de
longitud igual al radio de dicha curva.

La medicién de dngulos en grados se emplea en campos como topografia, navegacién y diseno
de equipo mecédnico. En aplicaciones cientificas que requieren del Calculo, se acostumbra usar la
medida en radianes (rad) . Para definir un dngulo cuya medida en radianes sea 1, considérese una
Clrcunferenma de radio r. Si 6 es el dngulo central que se muestra en la Figura 2.8, se dice que el

arco AP subtlende a 0, o que 0 estd subtendido por AP o que el dngulo 0 determina al arco AP Si

la longitud de AP es igual al radio r de la circunferencia, entonces 6 tiene la medida de un radidn.

Construccion de un radidn

Consideremos entonces que en una circunferencia, un dngulo 6 se considera como la razén entre
el arco s al cual subyace y el radio 7 de la circunferencia: § = 2

También tenemos que 7r es la longitud de la mitad del perimetro de un circulo de radio r.

Prop051c10n El perfmetro ¢ de un circulo de radio r es ¢ = 2w ya que por lo anterior tenemos:
=T =c=27r
Por lo tanto 27 R = 360°; R = 360°%.

2w

3 \mh

1° = 2L R (R = radianes) .

Ejemplo: (Ley de los senos) demuestre que en todo tridngulo se cumple: z0— = Siﬁ 5
C

sin 7y

Solucién: Tomando en cuenta la altura h del tridngulo (Fig. 2.8) tenemos:|
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b
B
A,
Tridngulo AABC
sina = %; h = %
sin 8 = %; h =asinf
Entonces bsina = asin 8 y asf - = Sigﬁ. (Fig. 2.8)

Demostracién de la Ley de los Senos

1=

siny'= sin (7 —y) =siny = 2

sina=%; =asiny = csina
(&

Entonces =% = —<—. Por lo tanto =% = -2 = ¢
sSin @ s 7y S @ SlnB s 7y

Ejemplo: (Ley de los cosenos) Para cualquier trisngulo se cample ¢ = a?+b* —2ab cos .

Solucién: Consideremos la Figura 2.8.

65
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X a-c
C b

Va

a

[ ]

Tridngulo AABC

b+x

Sy asf © = 2acosf — b. Entonces (2acosf —b)b = (a+c)(a—c), 6

Tenemos que cosf =
bien

2abcosf —b?2 =a® — 2, = a® + b — 2abcosé.

Para este resultado, se consideré la propiedad siguiente: AP - PB = CP - PD Lo cual se cumple
en vista de que los tridngulos APD y C'PB son semejantes. (Fig. 2.8)

Demostracién de la Ley de los Cosenos



Capitulo 3

Conjuntos, Funciones y Légica

El concepto de conjunto

De acuerdo a la idea intuitiva enunciada por Georg Cantor (1845-1918), un conjunto S es
cualquier coleccién de objetos definidos y distinguibles por nuestra intuicién o intelecto de mo-
do que lo concebimos como un todo. Los objetos son llamados elementos o miembros de S.

La nocién de pertenencia es una relacion entre objetos y conjuntos. Para ello se utiliza el simbolo
€.

Ejemplo: © € A significa “x es elemento del conjunto A” mientras que = ¢ A significa
“x no es elemento del conjunto A”.

Si bien la definicién de conjunto es bastante general hay que tomar ciertas precauciones al definir
un conjunto como muestra la siguiente paradoja:

Ejemplo: Paradoja de Russell (Bertrand Russell 1872-1969)

Sea S el conjunto de todos los conjuntos. Sea R el conjunto cuyos elementos son todos
aquellos conjuntos que no son elementos de si mismos, es decir: R = {z € S :~ (z € x)}.
Muestre que el conjunto R lleva a una contradiccion.

Solucién: El conjunto R en no vacio ya que, por ejemplo, R ¢ R (R no es un niimero).
Ahora bien: si R € R entonces R ¢ Ry tambiénsi R ¢ R entonces R € R : contradiccién.

Definicién. Conjunto Universo:
Se acostumbra llamar asf al lugar en donde estdn todos los conjuntos posibles. Generalmente se
denota por la letra U. El conjunto Universo es, en s{ mismo, un conjunto.

Definicién. Conjunto Complemento:
Sea A un conjunto, decimos que el conjunto complemento de A, denotado por A€ es:

A®={z €U tal que x ¢ A}

67
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Figura 3.1: Complemento del conjunto A

Definicién. Conjunto Vacio:
Llamamos conjunto vacio a aquel que no tiene elementos y lo denotamos por &.

Diagramas de Venn

Las relaciones entre conjuntos se logran ilustrar de manera sencilla e instructiva mediante los
diagramas de Venn. En ellos se representan conjuntos con un drea plana y cerrada, por lo general
delimitada por un circulo.

Operaciones con conjuntos

Para A y B conjuntos, se define lo siguiente:

Definicién. Unién de Conjuntos:

AUB={zeUtalquex € A6z < B}

Es decir, los elementos x del conjunto Universo que pertenecen a A o bien, pertenecen a B.

Existen varios casos de unién de conjuntos que pueden ser representados por diagramas de Venn:

Definicién. Interseccién de Conjuntos:

ANB={zeUtalquex € Ay x € B}

Es decir, los elementos z del conjunto Universo que pertenecen a A y al mismo tiempo pertenecen
a B.

Nota: Los elementos de cualquier conjunto son, a su vez, elementos del conjunto
Universo. Debido a ello, al definir a un conjunto cualquiera se puede especificar o no
que los elementos = pertenecen al conjuto Universo.



Figura 3.2: AU B cuando A y B no tienen elementos en comun.

Figura 3.3: AU B cuando A y B tienen elementos en comun.

69
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Figura 3.4: AU B cuando A contiene a B.

Ejemplo: Es equivalente escribir ANB = {x € U tal que = € A y x € B} que escribir
ANB={xtalquez € Ay x € B}

Al igual que en el caso de la unién de conjuntos, la interseccién de conjuntos puede ser representa

por diagramas de Venn:
De las definiciones anteriores podemos ver claramente que: AUA = A, ANA= A, AUB = BUA

y ANB=DBnNA.

Ejemplo: Sean A y B conjuntos entonces,
a) ACB=AUB=B
b)AcCB=AnNnB=A

a)x € AUB=x€ A6z € BSix e A entonces, como A C B, x € B.Por lo tanto
AUB C BComo z € B = x € AU B, tenemos B C AU B. Juntado lo anterior
AUuB=B.

b)re ANB=x2z€ Ayx € BEsdecirz € A. Asi ANB C A. Seaz € A, como A C B,
x € By por lo tanto A C AN B. Juntando lo anterior tenemos A N B = A.

Definicién.
Para § = {E, : « € A} una familia indicada de conjuntos se define

a) la unién de los E, como: |J E, ={z:z € E, para algin o € A}
acA



Figura 3.5: AN B cuando A y B tienen elementos en comiin

Figura 3.6: AN B cuando B estéd contenido en A
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Figura 3.7: E — F cuando E y F tienen elementos en comun.

b) la interseccidén de los E, como: (| E, ={z:z € E, para todo o € A}
acA

Definicién. Diferencia de Conjuntos:
Para F y F conjuntos se define la diferencia: E — F ={z:x € Eyxz ¢ F}

Definicién. Diferencia Simétrica de Conjuntos:
EANF=(E-F)U(F-E)=(EUF)—(ENF)

Para hacer més clara la definicién anterior, la explicaremos en un diagrama de Venn:

Ejemplo: muestre que A — (A— B)=ANDB

Solucién: A— (A—B)=AN(A-B)"=AN(ANB°)° =AN(A°UB) = (AN A°)U
(ANB)=ANB

Ejemplo: Muestre que (EUF) — (ENF)=(E—-F)U(F —-E)
Solucién:
(EUF)—(ENF) (EUF)N(ENF)*

(FEUF)N(E°UF*)
=[(EUF)NEU[(EUF)NF]
[

(

= (E

(ENES)U(FNE)|U[(ENF°) U (FNF)]
FﬂEC) (ENF°)
F)U(F - E)



Figura 3.8: (E — F)U (F — E) cuando E y F tienen elementos en comun.

Figura 3.9: FU F cuando E y F tienen elementos en comun.
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Figura 3.10: ENF

Figura 3.11: (FUF)— (ENF)



(0]

Leyes de DeMorgan
Sea X un conjunto. Sea § = {E,, : @ € A} una familia de subconjuntos X. Entonces se cumplen:
(&3

o (UE) =0

a€A acA
v (ne) - U e
a€cA acA
Demostracién
a)xe(U Ea> sz¢ |JE,er¢E,, acAsceEl, acAesze () ES
acA acA acA

b)xe(ﬂ Ea> srd¢ (VEaeré¢EypaacAsreE pa.acAsxe | ES
acA acA a€cA
QED

Definicién. Conjunto Potencia:
Para A un conjunto, P (A) denota el conjunto de los subconjuntos de A, y se llama “el conjunto
potencia de A”.

Ejemplo: Encuentre P (A) para

a) A={1,2}
b) A=92
Solucién:

a) Para A = {1,2}, P(A4) ={o,{1,2},{1},{2}}
b) Para A =@, P (A) = {2}

Ejemplo: Encuentre P (P (P (2)))
Solucién: P (@) = {2}; P(P(2)) =P ({2}) ={2,{a}};
P(P(P(2))=P{2.{2}}) ={2.{2.{g}} . {o}.{{a}}}

Ejemplo: Verifique que A C B = P (A) C P (B)
Solucién: © € P (A) <« C A. Si A C B entonces x C By asi z € P (B)

Ejemplo: Verifique que para n € N, P" (&) C P"~1 (2).
Solucién: Se deja al lector.
Ejemplo: Muestre que el nimero de elementos de P™(@) (n € N) es 2771,

Solucién: Se deja al lector.
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Ejemplo: Existe una biyeccién entre P (X) y el conjunto de funciones f : X — {0,1}.
Utilizando este hecho contar los subconjuntos de {1,2,...,n}.

Solucién: Por hipétesis tenemos que P (X) y el conjunto de funciones f : X — {0,1}
tienen el mismo nimero de elementos. Por lo tanto bastara con contar los elementos del
conjunto f : X — {0,1}. Mediante la funcién f, a cada elemento de z le es asociado un
valor, ya sea el cero ¢ el uno. Y siendo n elementos en el conjunto X, tenemos que 2"
es el nimero de elementos de P (X).

Ejercicios: Sean X y Y conjuntos. Muestre que:
N X=0Y=XAY

2) XA (YAZ)=(XAY)LAZ

N XNYAZ)=(XNY)A(XNZ)
4) XAX =g

5) gAX =X

Solucién

NX=0=Y=gAY =(@UY)-(@NY) =Y U@ =Y. Se deja al lector demostrar

=XAY =X =0.

2) Resolveremos el lado izquierdo de XA (YAZ) = (XAY)AZ :
XA(YAZ) = XUYAZ)]|-[XNn(Y AZ)
={XU[YUZ)— (Y N2} —-{Xn[YuZ)—(YNnZ)]}
={Xul[YuzZ)nY nZ)} —{Xn[YuZ)nY N2z}

=[(XUuYUZ)N(XUuYeuZz9)—-[XnYUuz)n(Ycuz9)]
=[(XuYUZ2)N(XUuYeuZz9)—-{[(XnYHu(Xn2Z)|n((YeuZz)}
=[(XUuYUZ)N(XUuYUuUZ9)—{[(XnY)Nn(YUuZ)U[(XNnZ)n(YcuUZ)|}
=[(XuYUZ)N(XUuYeuZ9)|—-[YNXNZ)yUu(XnNnzZnye)
=[(XUYUZ)N(XUuYeuzo)n[(YNXnzyu(Xnznye)©
=(XUYuZ) n(Xuvyeuz)n(Yeuxcuz)n(XeUuzeuy)

Y resolviendo el lado derecho:
(XAY)ANZ =[(XAY)UZ]-[(XAY)NZ]

={[(XUY)—=(XnY)UZ} —{[(XUY)—(XnNnY)|nZ}
={{(XuY)Nn(XnY)JuZ} - {[(XuY)n(XnNnY)]nZ}
={[(XUuY)n(XuY9)|uZ} - {[(XUuY)n(XUuY)|nZ}
={[(XUY)UZIN[(XUY)UZ]} - [(XUY)NZN(X°UY*)

= [(XUYUZ)N(XUY“UZ)—{[(XNZ)U(YNZ)n(XUY®)}
—[(XUYUZ)N(XUY UZ)—{(XNZ)Nn(XUY)U[(YNZ)n(XUY)]}
=[(XUYUZ)N(X°UY°UZ)|-[(XNZNY?)U(Y NZNXO)]
=[(XUuYuUZ)n(XeuyYeuz)n[(XnNnzny9)u(YnznXxe)

=(XUuYuZ)n(XcuYuzZ)n(XcuzeuyY)n(YcuzeuX)
Por lo tanto queda demostrado XA (YAZ) = (XAY ) AZ.
3)Resolvemos el lado izquierdo de X N (YAZ) = (X NY)A(XNZ):
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Yuz)—(YnZ)
(YUuzZ)n(YnZz)
(YUZ)n(YeuU Z9)]
{(y uZ)NYUIY UZ)N 27}
—{XN[YUZ) Y UX N[y uZ)nz))
={XN[¥NY)uZnY)u{Xn[YnzZ)u(ZnZ)]}
=(XnNZNnY)u(XnYnze
Ahora, resolvemos el lado derecho de X N (YAZ) = (X NY)A(XNZ):
(XNY)A(XNZ) =[(XNnY)Uu(XnNn2D]-[(XNY)N(XNZ)
=[(XNY)UuXnNn2)N[XNY)Nn(XNZ)°
=[(XNY)UXN2)N[(XNY)U(XNZ)]
=[(XNY)U(XNnZ)Nn[XUYeU Z]
={[(XNY)U(XNnZ)]nX°}
U{[{(XNnYYUXnZ2)nY L U{[(XNY)U(XNZ)|nZ}
=(XNZNY)u(XnYnze
Por lo tanto queda demostrado X N (YAZ) = (X NY)A(XNZ).
HXAX =(X-X)U(X-X)=(XNX)U(XNX)=0UQB =0
5) @AX = X. El resultado se tiene por 1)

I
SRR
DD DD

Relaciones
Definicién. Producto Cartesiano:
Dados dos conjuntos A y B, definimos el producto cartesiano de A y B como el conjunto de

todas las parejas ordenadas que tienen el primer elemento en A y el segundo en B. Se denota
AxB={(a,b):ac Ay be B}.

Definicién. Relacién:
Una relacion de elementos de un conjunto A con elementos de un conjunto B es un subconjunto
del producto cartesiano A x B

Definicion. Relacién Binaria:

Sea X un conjunto. Una relacién binaria en X es cualquier subconjunto R C X x X. Para
(a,b) € R se escribe aRb.

Algunas propiedades posibles de una relacién binaria R en un conjunto X son:
1) reflexividad: ~ Va € X (aRa)

2) simetria: Va,b € X (aRb= bRa)
3) transitividad:  Va,b,c € X (aRb,bRc = aRc)
4) antisimetria:  Va,b € X (aRb,bRa = a =)
5) totalidad: Va,b € X (aRb 6 bRa)
6) irreflexividad: Va € X (~ (aRa))
7) asimetria: Va,b € X (aRb =~ (bRa))

Definicién. Orden Parcial:

Sea X un conjunto no vacio. Un orden parcial es una relacién < subconjunto de X x X tal que
para cualesquiera x,y, z € X se cumple:
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1) z=<z (reflexividad)
2) z<y, y<xz =z=y (antisimetria)
3) z<y,y<z =>x <2z (transitividad)

El orden parcial se llama total si ademds se cumple:
4) zyeX=>x<ydy<xz (tricotomia)

Definicién.
Sea (X, <) un conjunto con un orden parcial, tenemos:

1) Dos conjuntos parcialmente ordenados X y Y se llaman isomorfos si existe una biyeccién
f: X —>Y tal que 1 < a9 si, y solosi, f(z1) < f (z2) para x1,29 € X.

Nota: La definicién de funcién biyectiva se encuentra en la seccién 3.1 sobre Fun-
ciones.

2) Un subconjunto de (X, <) que tiene orden total se llama cadena.

3) Sea A C X. Un elemento x € X se llama cota superior de Asia <z, a € A.

4) Una cota superior y de A se llama el supremo de A si y < x para toda cota superior x
de A. Se denota por sup A.

5) Un elemento a € X se llama cota inferior de A si a < a, a € A.

6) Una cota inferior S de A se llama el infimo de A si < 8 para toda cota inferior « de
A. Se denota por inf A.

Ejemplo: Sea E un conjunto. Muestre que el conjunto P (E) es un conjunto parcialmente orde-
nado con la inclusién: A R B< A C B.

Solucién:

1) AcA (reflexiva)
2) ACByBCA=A=DB (antisiméirica)
3) AcB,BCcC=AcCC (transitiva)

Ejemplo: Sea N ={1,2,3,...}. Entonces aRb < a | b es un orden parcial en N.
Solucién:

1) aRa < ala

albybla=a=b

3albblc=alc

Definicién. Relacién de Equivalencia:

Sea X un conjunto no vacio. Una relacién R en X se llama relacién de equivalencia si:
a) aRa,ae€ A (reflexividad)
b) aRb= bRa (simetria)
c) aRb,bRc= aRc (transitividad)
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Ejemplo: En Z — {0} se define (a,b) R (¢,d) < ad = be. Entonces R es una relacion de
equivalencia en Z.

a) (a,b) R(a,b) < ab=ba
b) (a,b) R(c,d) < ad = bc = (c,d) R (a,b)
¢) ad =be,cf = de = adf = bef;bef = bde = af = be

Definicién. Funcién:

Dados dos conjuntos A y B, llamados dominio y contradominio respectivamente, una funcién f
de A en B es una relgla de correspondencia que asigna a cada elemento de A un y sélo un elemento
de B. Se escribe f : A — B donde el dnico elemento de B que f le asocia a A se denota por f (a).
Dos funciones son iguales si cuentan con el mismo dominio, codominio y regla de correspondencia.

3.1. Funciones

Definicién.

Una funcién f: A — B se llama inyectiva cuando se cumple: f (a) = f (b) = a =b. f se llama
suprayectiva cuando para cada b € B existe a € A con f (a) = f (b). f se llama biyectiva si f es
inyectiva y suprayectiva.

Sea f : A — B una funcién biyectiva. Entonces la funcién ¢ : B — A definida por ¢ (b) = a
se llama la funcién inversa de f y se denota f~! (a es el tnico elemento de A tal que f (a) = b).
La funcién f~! es también biyectiva.

Sea A un conjunto. La funcién f : A — A definida por f (a) = a, a € A, se llama la funcién
identidad en A y se denota 4.

Sean f: A— By g: B — C dos funciones. Se define la funcién h : A — C haciendo:
Para a € A,h(a) = g(f (b)). La funcién h se llama la composicién de f con g y se denota
gof.

Ejemplo: Sean A = {a1,as,a3},B = {NA,S,B,MB},C = {n,T}.Sean f y g las funciones
siguientes:

a; — NA gA : ?
f(A)=¢ a2 — 8 9B)=9¢ 5 o T
as — NA MB — T
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Constriyase la funcién g o f.

Solucién: A es el dominio de la funcién g o f. En la tabla siguiente vemos el orden de
asignacién que da la funcién g o f a cada valor de este dominio.

f g
a +— NA +— n
a +— S — T
a3 +— NA +— n

Ejemplo: Sean R LR y R % R las funciones f (z) = 2z — 3, g () = 22. Constriyanse
las funciones go fy fog.

Solucién:
RER, (gof)(x) =g 9
RER, (fog)(x) =f(g(x) =f(22)=222—3

Ejemplo: Muéstrese que la composicién de funciones inyectivas es inyectiva.

Solucién: Sean A % B y B % C funciones inyectivas. Sean a,b € A. Supéngase
g(f(a)) =g (f (b)). Entonces la inyectividad de g nos da f (a) = f (b) y la inyectividad
de f nos da a = b.

Ejemplo: Sea f : A — B una funcién biyectiva. Entonces f~lof =14y fof !t =1Ig.

?ol?c)ién: flof(e)=f1(f(x) =2 =1Ia(x); fof'(x)=f(f"(x) ==

Definicién. Funcién Invertible:
Una funcién f : A — B se llama invertible si existe g: A — Btalque go f =14y fog=1Ip.

Ejemplo: Muestre que si f : A — B es invertible entonces f es biyectiva.

Solucién: f es inyectiva: Sean a,b € A tales que f(a) = f(b). Entonces ¢ (f (a)) =
g(f (b)) y asi como go f =14, se tendrd a = b. f es suprayectiva: Sea b € B. Consider-
emos g (b) € A. Como f (g (b)) = fog(b) =1Ip(b) =0, se tiene la suprayectividad. .-, f
es biyectiva.

Ejemplo: Muestre que si f es biyectiva entonces f : A — B es invertible.

Solucién: Sea b € B. Consideremos a € A tal que f (a) = b. Definimos ¢g : B — A por
g (h) = a. Entonces (go f)(a) = g(f(a)) = g(b) = a, es decir go f = I4. Luego Sea
beBgb)=ay f(gb)=f(a)=b=1Ig(b)ie fog=1Ig.
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Ejemplo: Sean f: A — By g: B — A funciones tales que go f = I 4. Pruébese entonces
que:

1) f es inyectiva
2) g es suprayectiva

Solucién:

1) Sean z,y € A con f (z) = f (y) . Entonces como g (f (z)) =g (f (y)) vy go f =1Ia, se
tendrd z = y.

2) Sea y € A. Considérese x = f(y) € B. Entonces g(z) = g(f (y)) = (go f)(y) =
I, (y) =y y asi g es suprayectiva.

Teorema (Axioma de Seleccién)
Sea f: X — Y una funcién. Entonces f es inyectiva si, y sélo si, existe g : Y — X funcién tal
que go f =1Ix.

Demostracién

Supongamos que existe g : Y — X tal que gof = Ix. Sean z,y € X con f (z) = f (y) . Entonces
9(f @) = 9(f () = Ix (x) = Iy (y) = = y. .. f es inyectiva,

Supongamos ahora que, f: X — Y sea inyectiva. Sea y € Y. Entonces y € f(X) 6y ¢ f(X).
Sea g:Y — X tal que g(y) = {* SZDS;J{((}?):y donde zy € X # &. Ahora: g (f (z)) ==z, z € X.
QED

Teorema

Sea f : X — Y una funcién. Entonces f es suprayectiva si, y solo si, existe una funcién g : ¥ — X
tal que fog=1Iy.

Demostracién

Supongamos que existe una funcién g : Y — X tal que fog = Iy. Sea y € Y. Consideremos
g (y) € X. Como f (g (y)) = Iy (y) =y, se tendréd que f es suprayectiva.

Supongamos que f : X — Y sea una funcién suprayectiva. Definamos g : ¥ — X para y €
Y, como f~'({y}) # @, dejemos x € f~!({y}) (Axioma de seleccién) y definamos g (y) = =.
Claramente fog=Iy. QED

Teorema

Sea A s B % ¢ dos funciones entre los conjuntos A, B y C. Demostrar:

a) go f es inyectiva = f es inyectiva

b) g o f es suprayectiva = g es suprayectiva

Demostracién

a) Sean z,y € A con f (z) = f (y). Entonces g (f (z)) = g (f (y)). Es decir go f (z) =go f (y).
Por ser g o f inyectiva se tiene que z = y. Asi f es inyectiva.

b) Sea y € C. Existe z € A tal que go f (z) = y. Es decir g (f (z)) = y, lo que significa que g es
suprayectiva. QED
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3.2. Cardinalidad

Definicién.conjuntos equivalentes Dos conjuntos A y B se llaman equivalentes (Notacion:
A ~ B) si existe una funcién biyectiva f entre Ay B.

Teorema

Sean A, B y C conjuntos. Entonces se cumple:
1) A~A (reflexividad)
2) A~B=DB~A (simetria)

3) A~B,B~C=A~C (transitividad)

Demostracién

1) Sea f = I4 entonces f : A — A es inyectiva ya que si a,b € A entonces I4 (a) = I4(b) =
a = b. También es suprayectiva: Vb€ A Ja € A >f(a) =b, asaber a =b pues 14 (b) = b. Por lo
tanto f es biyectiva.

2) Por hipdétesis tenemos que 3 f : A — B blyectlva Sea g(m) =f1t(z)talqueg: B— A
entonces g es inyectiva ya que si a,b € B entonces f~! (a) = (b = (fof=Y(a) = (fof 1 (b) =
a = b. Ademds g es suprayectiva: Vc € A db e B > f L(b) = ¢ a saber b = f(c) pues
=

3

(¢)) = c. Por lo tanto g es biyectiva.

) Por hipétesis tenemos que f: A — By g: B — C son funciones biyectivas. Luego h = go f
A — C es inyectiva ya que si a,b € A entonces (go f) (a) = (go f) (b) = g(f (a)) = g(f (b)) =
)=f((b)=a="b. Luegoseace C Fbe B sg(b)=cyademdsJac Asf(a)=0>. Asigo f
es también suprayectiva y por lo tanto biyectiva. QED

B
f(a

Definicién.
Sean A y B conjuntos se dird que A = B cuando existe f : A — B inyectiva. En este caso
también se dice que |A| < |B|.

Teorema

Sean A, B y C conjuntos. Entonces se cumple:
HNAZSA

2)AXB,B3C=AZ3C

3) AZByBZXA=AZB

Demostracién

1) Sea f: A — A tal que f = I4. Entonces f es inyectiva ya que sea a,b € A, 14 (a) = 14 (b) =
a=b.

2) Por hipd6tesis existen funciones inyectivas f y g talque f: A —- By g: B— C.Seah=go f
entonces h es inyectiva ya que sean a,b € A, h(a) = h(b) = (go f)(a) =(go f) (b)) = g(f (a)) =
g(f (b)) = fla)=f(b)=a=03)

3) Esta afirmacion es el Teorema de Shroder-Bernstein. No se incluye su demostracion.
QED

Definicion.
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Un subconjunto de N de la forma {1,2,...,n} se llama un segmento de N y se dice que n es el
nimero de elementos del segmento.

Un conjunto equivalente a un segmento de N se llama conjunto finito. Un conjunto que no es
finito se llama infinito.

Un conjunto A equivalente a N se llama numerable.

Teorema

Todo conjunto infinito contiene un subconjunto numerable.

Demostracién

Sea A un conjunto infinito tal que A # @. Tomemos a1 € A y consideremos A—{a1} = Ay, Ay #
& ya que de lo contrario A serfa finito. Ahora tomamos as € A — {a1} = As. Asi sucesivamente, se
obtiene un conjunto {ai, as, ..., ay, ...} numerable y contenido en A.

Teorema

La unién numerable de conjuntos numerables es numerable. (solo si los conjuntos son ajenos)
Demostracién

Sea (Ay),-; una sucesién de conjuntos numerables:

Ay ={ai1, 012, a13, ...}

Ay = {021,6122,@237 }

Az = {aszi1,a32,a33, ...}

o0
Entonces |J A, = {a11,a12,a21,a31,a22,a13, ...} es numerable. QED
n=1

Ejemplo: Para A = {1,2}, construir una funcién ¢ : A — P (A).
Solucién: P (A) ={@,{1,2},{1},{2}}.

Una posible funcién ¢ podria ser: ¢ : 131)1;}
Otra posible funcién podria ser: ¥ : 21_?{?}

Observamos: ¢ (1) = {1,2}, ¢(2) =2, 1€ ¢(1), 2¢ ¢(2). y V(1) = o, ¥ (2) =
{1},1¢9(1),2¢ U (2). Ademds By ={ac A:a¢ d(a)} ={2},Ba={acA:a¢ ¥ (a)} =

{1,2} y las funciones ¢ y ¥ son inyectivas.

Teorema

Sea A un conjunto. Entonces existe una funcién inyectiva de A en P (A) que no es suprayectiva.
En simbolos: A SP(A), AZP(A).

Demostracién

Si A = &, el resultado es claro. Si A # &, entonces sea f : A — P (A) definida por f (z) = {z}.
Esta funcién es inyectiva y no es suprayectiva porque Vo € A, f (z) # &. QED

Teorema (Cantor)
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Sea A un conjunto. Entonces ninguna funcién de A en P (A) es suprayectiva.
Demostracién
Sea ¢ : A — P (A) una funcién. Sea B={a € A|a ¢ ¢ (a)}. Mostraremos que B # ¢ (a) Va €
A. Si B = ¢ (ap) para algin ag € A entonces como ag € B 6 ag ¢ B se tendria:
ap € B=¢(ag) = ao ¢ ¢ (ap) = B = ag ¢ B (contradiccion)
ap ¢ B = ¢ (ap) = ap ¢ ¢ (ag) = ap € B (contradiccién) QED

A continuacién mostramos una breve notacién sobre cardinalidad.
a) card (A) = |A]

b) 4, P (4) = {0, 1} = 214

c) N, card( ) =g ;P (N), card (P (N)) = 2% =1

d) R, card(R) =7 ;P (R), card (P (N)) =27 = 22

) A= B < card (A) = card (B) < |A| = | B]

) card (4) = 1Al [{0,1}"] = [{o, 1} = 2% —

g)1<2<3< - <Ry< 2 <227 <

)

Ejercicios: probar que
1)AAnBCc(ArC)U(BAC)
2 1 (0 Ea) = 077 (B

a€cA acA

500 (U Ea) = U £ )

acA a€cA

Y FU(E-F) = fU(E) - [ (F)
5>f(u Ea): U f(E)

a€cA acA
Solucién:

1) Se deja al lector.

2) N Ey = {z|z€ ENa€ A}; f_1<ﬂ Ea>—{f z) |z € E,Va € A} =
a€cA a€cA

N ' (Ea)

acA

3) U Ea:{x|x€Eap.a.a€A};f_1(U Ea):{f_l(:c)|x€Eap.a.aeA}:
a€cA acA

U f(Ea)

acA

NE-F={x|lzeENx¢Fy={x|zeENF}; fF1(E-F)=f1(x)

5) U Ea = {z|x€E, pa. ac A}, f(U Ea> ={f(z)|z€E,pa acA} =

acA a€cA

U f(Ea)

acA
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Ejemplo: Sea f : E — F. Demostrar que f (f_1 (B)) = B, VB C F < f es suprayectiva.
También que f~! (f(A)) = A, VA C E & f es inyectiva.

Solucién: Sea b € B, entonces b € F. Como f es sobre (suprayectiva), 3z € E |
f@)=b=2=Ff10 =b=f(z) = f(f’1 (b)) = b€ f(f’1 (B)) Luego, sea
ye f(f71B), y=rf(f1(), be Bcomo fessobre, Iz € E | f(z) =y =
FUT®) =y =1"0)=f(y)=f(b) = y=0>, entonces y € B.

Ejemplo: Sea f : E — F. Demostrar que f~! (f (A)) = A, VA C E < f es inyectiva.

Solucién: Se deja al lector.

Ejemplo: Sea f: A — B, E,F C A Demostrar que i) f(EUF) = f(E)U f(F)y que

i) fF(ENF) C f(E)Nf(F)
Solucién: i) f(EUF)={f(z)eB|lxz€e EUF}={f(z)eB|lz€eEdxzecF}
={f@)eBlzecEU{f(x)eBlzecF}=f(E)US(F)

ii)seay € f(ENF)={f(x)eB|lzeENF}={f(zx)eB|lz€EyzeF}=yc
FE)Nf(F)

Ejemplo: Dada una funcién f : A — B demostrar que

a) f(X=Y) D f(X)-f(Y); X,y CA

b) finyectiva = f(X -Y)=f(X)—f(Y); X, Y CA

Solucién:

a)Seabe f(X)—f(Y)=be{f(x)eB|lzecX}Ab¢{f(z)eB|xzeY}
=sbe{f(x)eB|lzeXNz¢Y}
>be{f(x)eBlzeX-Y}=be f(X-Y)
b) Sabemos quesi f : A — Bentonces f (X —Y) D f(X)—f(Y).Seabe f(X -Y) =
be{fa)eBlaeX-Y}=be{f(a) eBlac XANa¢Y}. Como f es inyectiva,
entonces b € f(X)— f(Y).

Sucesiones de Conjuntos

Dada una sucesién de conjuntos (4,,),, describamos el conjunto A cuyos elementos pertencen
a “casi todos” los conjuntos de la sucesion, es decir, a todos los conjuntos con la excepcién posible
de un niimero finito de ellos. Identifiquemos, también, al conjunto A cuyos elementos pertenecen a
una infinidad de conjuntos de la sucesién.

Definicién.
A se llama el limite inferior de (A,) y también se denota A = lim A,, = lim infA,.
n—o0o n—oo
A se llama el limite superior de (4,,) y también se denota A = lim A4, = lim supA,,.
n—oo

n—oo
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Claramente A C A. Si A = A se usa también la notacién lim A4, = lim 4, = lim A4,, y en

n—oo n—oo n—oo

este caso A se llama el conjunto limite de la sucesién.

Teorema
-0 (Aa)ya-a(0a)
n=1 n=1 \k=n
Demostraciéon

oo
x € A<=z €A, para “casi todo” n < Intalque x € Ay parak>n<zx e Y <ﬂ Ak>
n=1

A <= 1z € A, para una infinidad de ns < V n, x € Ay para alguna k > n < z €
A

).QED

Al

Sea (A,) n € N una sucesién de conjuntos. Podemos construir, a partir de esta sucesién otra
sucesion (4,,) n € N creciente de conjuntos de la siguiente manera:

An: nAk, neN
k=n

€
J

o0
Tenemos entonces 4; C A, C A; C ...y ademds | 4, = U ( N Ak> =A=I1im infA,.
n=1 k=n
También podemos construir otra sucesién decreciente de Conjuntos de la siguiente manera:
(oo}

n:UAka neN
k=n

Tenemos entonces A; D Ay D A3 D ... También () 4, = ﬂ ( U Ak> =A=1lim supA,.

n=1 n=1

Ejemplo: Determinar lim A, y lfim A,, para la sucesién (A,);2, donde A1 D Ay D
- n—oo n—oo

A3 D ...

Solucién: Como lim 4, = ( N Ak) , se tiene en este caso (| Ar = () Ak, por lo

n— 00 n=1 \k=n k=n k=1

que lim A, = ﬂ Ay,

n— oo =1
PR o0 PR
Como lim A, = ﬂ ( U Ak> , se tiene en este caso |J Ar = A, por lo que lim A, =
n—00 k=n

ken, n—oo
oo

N Ay
n=1

n=1

Ejemplo: Demuéstrese que (lim sup A,,)° = lim {nf A¢

Solucién: como lim sup 4,, = ( U Ak> se tiene que (Ifm sup 4,,)° = [ N < U Ak>] =
k=n 1

= n=

U ([’j Ak) — (m Ac) —1fm nf A°
n=1 \k=n
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Ejemplo: Dé una sucesién de conjuntos (A,),-, donde A # A.

Solucién: Sea B # @&. Considérese la sucesién B, @, B,d, ... Entonces A= @ y A = B.

Teorema - -
Dada una sucesién de conjuntos (Ay)™ , se puede expresar |J Ay como |J By con los conjuntos
k=1 k=1
By, ajenos dos a dos y con B, C A (1 <k <00).

Demostracion
E—1

Sea By = Ay, Bo = As— Ay, By =A3— (A1 UAs),...,By = Ay — O A;. Entonces claramente
i=1

1=

oo o0
By, C A, porloque |J B C | Ax.
k=1 k=1
o0
Sea ahora x € |J Aj. Entonces z € Ay, para alguna k. Sea ng el minimo entero natural con
k=1

ng—1 o]

x € Ay, Entoncesz € A,y — U Ai=Bp, C UBx. 2€B,NBy, (n<m)=>x€ A, v¢
i=1 k=1
Ay, ooy An—1, €A, x¢ Ay, An_1,An, ..., A1 contradiccion (x € A, © ¢ A,). QED

Ejemplo: Obtener A y A para la sucesién de conjuntos en R definida por A; = [0,1], A3 =
[0,3], A5 =1[0,2],...y A2 =1[0,2], Ay =[0,4], Ag =[0,6],...
Solucién:

A ={reR|zeA,pa necN}={0}

A ={z eR|xz e A, para una infinidad de n € N} = [0, c0)



Capitulo 4

Numeros

4.1. R y su estructura algebraica de Campo

Se dice que los nimeros reales son un campo ya que con respecto a las operaciones de + y - se
satisfacen para cualesquiera z,y € R los axiomas siguientes:

Axiomas para la suma

(7) Para toda z,y € R, (conmutatividad)
rt+y=y+<x
(14)  Para toda z,y,z € R, (asociatividad)

4+ y+z)=(x+y +=

(791) Existe un nimero 0 talque para toda x € R,  (ezistencia del 0)
z+0==x

(iv)  Para cada z € R existe un nimero w € R (ezistencia del inverso aditivo)
denotado — z tal que z +w =10

Axiomas para el producto

(7) Para toda z,y € R, (conmutatividad)
xT - y = y -
(14) Paratoda z,y,z € R, (asociatividad)

- (y-2)=(xy- =z
(741) Existe un nimero 1 #0 tal que 1-x =  (existencia del 1)
(iv)  Para cada z # 0 existe un nimero v € R (existencia del reciproco)
denotadov =z ' tal que z-v =1 Notacion: v=x"", yz~ ' =4
(v)  Paratoda z,y,z € R, (distributividad)
- (y+2)=zy+uzz

3

Ademss de los anteriores, los axiomas siguientes son validos en R. Con ésto decimos que R es
un campo ordenado.

Existe un orden o relacién < tal que:

89
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(1)  Para cualesquiera z,y,z, (transitividad)
<Ly, y<z=>zx<z
(it)  Para cualesquiera z,y,z, (reflexividad)
<y, y<z)oy==z
(7i7) Para cualesquiera x,y (tricotomia)
obienz<ydy<z
(iv)  Para cualesquiera x,y,z, (sumar un mismo nimero a la desigualdad)
rLly=>c+2<y+z
(v) 0<z, 0<y=0<uay (producto de dos nimeros positivos)
La afirmacion siguiente, se deja demostrar al lector: Sean L y U subconjuntos no-vacios de R
con R =L UU y tales que para cada |l € L y cada u € U, se tiene [ < u. Entonces o bien L tiene
un elemento méximo o bien U tiene un elemento minimo.

El principio de continuidad

Definicién.Sea S C R

Un mimero b es una cota superior de S si para todo = € S se cumple = < b.

Un ndimero b es supremo de S (se denota sup S) si (i) Ve € S « < by (i7) Si existe u € R tal
que z < u Vx € S, entonces b < u. Se denota sup (S) o sup S.

Un nimero ¢ es una cota inferior de S si para todo z € S se cumple ¢ < .

Un nimero ¢ es infimo de S (se denota inf S) si (i) Vx € S ¢ <z y (i) Si existe v € R tal que
v <z Vx €S, entonces v < c. Se denota inf (S) o inf S.

Si S C R no estd acotado superiormente o es vacio, decimos que no tiene supremo.Andlogamente,
si S C R no estd acotado inferiormente o es vacio, decimos que no tiene infimo.

Ejemplos: Para los siguientes conjuntos Determinar el sup (A) e inf (A).
a) A={zeR|z*-9>0}
b)A:{l—%\neN}
c) A=Nu{0}
Soluciones:
a) 22 —9>0& 22 >9% |z >34 2 >3 62 < —3. Por lo tanto no tiene {nf ni sup.
b)

— -1 1 —1) 1
A _{1—M,1—§,1—<T71—1,...

-1 +41-4 141 ..
“hp1lis s s d 1 5 6 =

2939475762 787"
Por lo tanto, inf A =1, sup A = 2.

¢) inf A =0, no tiene sup

Ejemplo: Sea b una cota superior de A.Pruébese que b = sup (4) si, y solo si, para todo
e>0existeac Atal quea >b—e¢.

Solucién: Sea b = sup A y € > 0. Supongamos que Va € Ab>a+e< b—¢e > a. Por
lo tanto b — € serfa una cota superior menor que b!. Reciprocamente, supongamos que b
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satisface la condicién dada. Sea d una cota superior de A y supongamos que b > d. Sea
e=b—d=d=b—c,luegod=b—c>aVae A=b>a+c¢!

Ejemplo: Sean A y B subconjuntos de R tales que A C B y tales que ambos sean
acotados superiromente. Pruébese que sup A < sup B.

Solucién: Sea a € A = a € B por hipétesis. Luego, a < sup B por definicién de supremo.
Asimismo a < sup A < sup B.

Ejemplo: Sea A = {2,4,6,...}. Determinar sup A e inf A.
Solucién: sup A no existe. nf A =2y 2 € A.

Ejemplo: Suponga que se tienen A y B subconjuntos no-vacios de R. Ambos acotados
superiormente y tales que A C B. Demuestre que, entonces, sup A < sup B.

Solucién: Sea o« = sup A y 8 = sup B. Como [ es cota superior de By A C B, 5 es
también cota superior de A. Como « es el supremo de A, a < 5.

Ejemplo: Sean A y B subconjuntos acotados de R. Muestre que AU B es acotado y que
sup (AU B) = méx {sup A,sup B}.

Solucién:

a) AU B es acotado: Sea ¢ € R tal que a < ¢, para todo a € R. Sea d € R tal que b < d,
para todo b € B. Consideremos e = max {c,d}. Six € AU B, entonces ©t € A 6 z € B.
SizeA z<c<e SizeB, v<d<e. Asieescota superior de AU B.

b) Sea o = sup(AUB), f = méx{sup A,sup B}, v = sup A y § = sup B. Tenemos
que o > z, Vo € AU B. Entonces a > x V& € A y por lo tanto a > sup A. También
«a > y para todo y € By asi a > sup B. Por lo tanto a > f3.

Por otra parte 8 > sup Ay 8 > sup B. Por lo tanto 8 >aVa€e Ay >bVbe B. Es
decir 8 > x Vo € AU B y por lo tanto 8 > sup (AU B) = «. Entonces o = 3.

Ejemplo: Sean A y B subconjuntos de R acotados superiormente. Definiendo A + B =
{a+b|a€ A,be B}, pruébese que sup (A + B) = sup A + sup B.

Solucién: Se deja al lector.
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Ejemplo: Demuestre que existe un tnico real positivo x tal que z2 = 2
Solucién: Sea S = {x ER|0<zya?< 2} Entonces S # & ya que 0,1 € S.

S esta acotado superiormente, por ejemplo, por 2, pues s < 2 Vs € S ya que si 2 < sg
para algiin sp € S =4 < s2 =350 ¢ S.

Sea b = sup S, veamos que b> = 2 descartando los casos siguientes:
a) b? <2

Seaentoncesn0€N|2b + < ng. Como (b+nlo) =2+ 22 + <62+2—b+f:

0 no

l
b2 + % <t (2—b%) = 2, se tendrfa b+ % € S, lo que es una contradiccién ya

queb<b+%yb:sup5.

b) b > 2
T6 eN| L < Y2 Ent b L) o2y g "W yag g
6mese 1y - < 2=, Entonces ) = Tz = =

2. Estoimplicasgbf%VSGS,i.e.,SGS:>82<2< (bfnil) :>s<bf— Asi

que b — % es cota superior de S, lo cual contradice que b es la més chica de las cotas

superiores.
Teorema

. . . 1

Sean a > 0 y n € N. Entonces existe un tnico = > 0 tal que 2™ = a. (Notacién: z = {/a = an).
Demostracién
a) Existencia: Sea S = {z € R|z >0y 2" <a}. Como ty = 7 cumple con 0 < ?p < 1y

consecuentemente con t{ < ty < a, tenemos que ty € S'y asi S # @.
S estd acotado superiormente por a + 1 ya que de lo contrario si ¢ > a + 1 para algin ¢ € S se
tendria t" > ¢ >ayasit ¢ S.
Sea x = supS. Demostremos que 2™ = a, descartando z" < a y z" > a. Supongamos
n

2" < a. Seahcon 0 < h<lyhc< % Entonces (z + h)" 2() ankpE < gy

R+ ()7 4 ok ()] =2 4 R0 +2)" — o) <o+ (a=a") o,
Asiz+h €8 con z + h > x, contradiciendo la definicién de z. Supongamos x™ > a. Sea k con

O0<k<lyk< W Veamos que esto conduce a que z — k < x es cota superior de S lo cual
contradice que z es la méds chica de las cotas superiores.
Sea t > x — k. Entonces ¢" > (z—k)" = 2™ — (})a" 'k + (5)2z"2%* — ... (-1)" (D)k" =

2" —k[(1+z)" — 2" > 2" — (2" —a) = a. Asi t ¢ S. Entonces t < x — k, para toda t €S, es decir
x — k es cota superior de S. Entonces, finalmente, ™ = a.

b) Unicidad: 0 < 1 < 23 = 0< 2} < z§ = a < a. QED
Corolario {/ab = /a/b. Ya que (C/&%) = ab, se tiene que Vab= {/a/b.
Proposicién (Principio Arquimediano)

Para xg € R, existe n € N tal que zg < n.
Demostracién (A)
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Sea A={keN|k<xz}.Si A= entonces cualquier entero positivo demuestra el principio.
Si A # @, entonces A siendo un conjunto acotado superiormente tiene supremo a,sup A = a. Como
a — 1 < a, podemos decir que existe k € A con a — 1 < k. Pero entonces a < k+1yasik+1¢ A
es decir k 4+ 1 > zg. Definimos n =k + 1. QED

Demostracion (B)

Supongamos, por el contrrio, que existe xg € R tal que n < x( para todo n € N. Sea entonces u
el supremo de N. Existe n € Ntal que u — 1 <n y asi u <n+ 1. Como n+ 1 € N, u no serfa cota
superior de N lo cual es una contradicciéon. QFED

Proposicién

Sean y > 0, z > 0. Entonces existe n € N tal que z < ny.

Demostracién

Considerando = = ; > 0, tomemos n € N tal que 5 < n. Entonces z < ny. QED

Proposicién

Sea y > 0. Entonces existe n € N tal que 0 < % <.

Demostracién

Considerando =z = % > 0, tomemos n € N tal que i < n. Entonces % <y.QED

Proposicién

Sean y > 0. Entonces existe n € Ntal quen —1 <y < n.

Demostracién

El subconjunto A = {m € N |y < m} es no vacio por proposicién anterior. Considérese a n
el elemento minimo de A. Entonces y < n y como n — 1 no pertenece a A también se tendra
n—1<y<n. QED

Teorema

Sea F # @, E C R. Entonces s = supE < i) x < s, x € E, i) Ve > 0,3 = € F tal que
xr>Ss—e.

Demostracién

Sea s =sup E y € > 0. Supongamos que Va € £ s > x+¢e < s—¢e > x. Por lo tanto s — ¢ serfa
una cota superior menor que s!. Reciprocamente, supongamos que s satisface la condicién dada. Sea
d una cota superior de E y supongamos que s >d. Seae=s—d=d=s—¢,luegod=s—c >z
Ve E=s>x+¢el QED

Teorema

Todo conjunto no vacio F' de reales acotado inferiormente tiene un infimo en R.

Demostracién

Sea F' tal conjunto. Sea E el conjunto de las cotas inferiores de F. E # & ya que por definicién
JzeR |z <yVyeF. Entonces z € E # &. Consecuentemente, cada y € F es una cota superior
para E. Sea s = sup . Se afirma que s = inf F:

i) s es cota inferior de F. De lo contrario, existe y € F' | y < s y y no es cota superior de
E=3zcE|y<ua!

1) a < s Va cota inferior de F'ie. z < sVzx € E. QED

Valor absoluto. Ecuaciones e inecuaciones.
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Definicién.Valor Absoluto:
Sea x un numero real. Se define el valor absoluto de x como el nimero |z| determinado como
sigue:
z, st x>0
|x| = 0, si =0
—x, si z<0

Asi por ejemplo |—%| = %, |6] = 6, |0] = 0. En la proposicién siguiente se expresan algunas
propiedades del valor absoluto cuya demostracién es directa de la definicién y se deja al lector.

Teorema (No se incluye su demostracion)
1) |z| > 0 para cualquier x € R. |z| =0 < z = 0.
2) |z| = |—z| para x € R.

3) |zy| = |z||y|, para z,y € R.

4) |z| = max {z, —x} = Va?

) —lz| <z <|z|, z€R.

) Paray >0, [z|<ye —y<az<y
)Paray >0, |z|>yez>ydr < —y
) Para z #0, |1| = ﬁ
)

(
(
(
(
(5
(6
(7
(8
(

9 Paray#o,‘g ol

Teorema Se cumplen las siguientes relaciones (No se incluye su demostracion):
a) |z —y| > |z| — |y

b) [a"] = |z["
c) |z —yl=ly—z|
d) |1y - @p| = |1] [w2] - - |20

e) |xr +xo+ -+ x| <xy| + |z + - - |20

Teorema (Desigualdad del Tridngulo)

Para z,y € R se cumple |z + y| < |z| + |y|.

Demostracién

caso 1)

Supongamos > 0,y <0, x4y > 0, entonces |z +y| =z+y<z+y—y=x = |z| < |z|+]y|.

caso 2)

Supongamos z > 0, y <0, z +y <0, entonces [+ y|=—-2z—-y< —z—y+a=—y=|y <
2l + Jyl.

caso 3)

Supongamos z,y > 0 = x + y > 0, entonces es andlogo al caso 1)

caso 4)

Supongamos = < 0, y < 0=z + y < 0, entonces es andlogo al caso 2) QED

Corolario

Para x,y € R se cumple |z £ y| < |z| + |y
Demostracién

[z —yl =z + (=y)| < 2]+ |-yl = x|+ |y| QED
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Ejemplo: Verifiquese que ||z| — |y|| < |z —y].
Solucién: Como |x| = |z —y +y| < |z —y| + |y|, tenemos |z| — |y| < |z —y].

Como |y| = |y —x+ 2| < |y — x| + |z|, tenemos |y| — [z = — (|z] — |y]) < |y —z| =
|z — y|. Entonces |[z| — |y|| < [z —y|

Definicioén.

Para 2 € Rzt = méx {z,0}, 2~ = mdx {—xz,0} (parte positiva, negativa)
Para z,y € R,  Vy = max{z,y}, £ Ay = min{z,y} (mayor y menor)
Para z € R, |z| = { _2’7wa<00
Para x € R, Lz = el mayor entero menor o igual a x. (piso de z)
Para z € R, "2 = el menor entero mayor o igual a z. (techo de z)
Para z,y, z € R, moda{z, y,z} =AN{zVy, yVz zVz}.

(valor absoluto de x)

Para z1,x2,...,2, € R, \/ T; = mix{xy,To,..., T}y /\ x; =min{zy,x,...,Tn}.
i=1 i=1

Teorema (No se incluye su demostracion)
a)zt >0, z€R

oo
o —

r=z7 -2, zcR

|z| =2t + 2~

|z| = méx{x —z}
(le—yl+z+y)
—lz—yl+z+y)
(zVy)=z+y
—(zVy)

— (@ +2)V (y+2)
)=(cx)V(cy) ©c>0
b} = atttla=t]

A TCRICN:S
&
>
<
I
+m\>~‘\7"—‘
/-\

H
—
n
&
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2
a+b—|a—b|
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Ejemplo: Se deja al lector resolver |z| = 1,|z| < 1,|z| > 1, |z| = -1, || < —1,|z| > -1

Ejemplo: Demuéstrese lo siguiente. (Ver la definicién de valor absoluto en el apartado
“Funciones Lineales Definidas por intervalos” de la secciéon “Funciones y sus gréficas”
del capitulo “Breve introduccién al Calculo”).

Hz>0=|z|>0
-1 <l=]z+1<3
N0<|z| <1 =22 < |z
Solucién:

1) x > 0 = |z| = z. Entonces |z| > 0.
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z—-1<le-l<z-1l<lel<z+1<3=-3<z+1<3s|z+1]<3.
3)a)caso 0 <z <1
0<z<1=2%<z. Comoz=|z|, tenemos x* < |z|.

b) caso —1 <z <0

—1<2<0= —z> 2% Como |z| = —2, tenemos 22 < |z|.

Ejemplo: Resolver la ecuacién |z — 2| + |z + 1| =3

—(z+1) si z<-1 —(z—-2) si <2
r+1 st x>1 r—2 st x>2

busquemos primeramente soluciones dentro del semieje {x | < —1}. Si hubiera aqui

una solucién x se tendria:

Solucién: Como |z + 1| = { vz —z =

lz—=2|+|z+1l=—(z—-2)—(z+1)=3
y asi —2x =2 6 = —1 lo cual no es posible pues x < —1. Asi en {z | z < —1} no hay
soluciones.

Localizamos ahora soluciones en el intervalo [—1,2) = {z | =1 <z < 2}. Como para

x € [-1,2) se tiene |z — 2|+ |z +1]| = —(z—2) — (z+1) = 3, toda = € [-1,2) es
solucién.
Finalmente si en {z | x > 2} hubiera una solucién z entonces |z — 2| + |z + 1| = & —

24x+1=2zx—1=3, de donde z = 2. Como = = 2 es solucién, ésta es la tinica en
{z|z>2}.

Resumiendo, el conjunto solucién buscado es {z | —1 <z < 2}.

Ejemplo: Resolver la inecuacién 1 < |z] < 2.

Solucién: Se trata de determinar todas las x € R cuyo valor absoluto |z| satisface

1<z <2.

Busquemos primeramente soluciones s6lo dentro del semieje positivo, es decir, solo den-
tro de las z tales que x > 0. Una solucién x aqui, debe entonces necesariamente satisfacer
1 < |z| = z < 2. Es decir, dentro del semieje positivo solo puede haber soluciones en el
intervalo (1,2), y como claramente cualquier x € (1,2) satisface la desigualdad original
podemos afirmar que de todas las x > 0 solo las del intervalo (1,2) son soluciones.

Busquemos ahora soluciones dentro del semieje negativo, es decir, dentro de las = tales
que z < 0. Una solucién z aqui, debe necesariamente satisfacer 1 < |z| = —z < 2
es decir —1 > = > —2. Eso nos muestra que, dentro del semieje negativo, solo puede
haber soluciones en el intervalo (—2,—1). Pero como cualquier z € (—2,—1) es solu-
cion (z € (-2,-1)= -2<zx<—-1=2>-2x>1=2>|z| >1) tenemos que dentro
del semieje negativo las {unicas soluciones que hay son las = que pertenecen al intervalo
abierto (—2, —1).

Finalmente como z = 0 no es solucién, la respuesta final es que el conjunto solucién es
(=2,-1) U (1,2) .Graficamente (Fig.4.1):
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Solucién de 1 < |z] < 2

Ejemplo: Resolver la ecuacién |z — 1|+ |z + 1] =1

Solucién: Busquemos primeramente soluciones en el semieje {« | z > 1}. Si hubiera una
solucién x aqui, se tendrfa [z — 1| + [z + 1| =2 — 1+ x+ 1 =1 por lo que = = 3. Asi
que en el mencionado semieje no puede haber soluciones.

Busquemos ahora soluciones en el intervalo {z | —1 < z < 1} . Si hubiera una solucién
x aqui, se tendria |x — 1|+ |z + 1| = —2z+1+2+1=1 de donde 2 = 1 lo cual es falso.
Asi en (—1,1) tampoco hay soluciones.

Finalmente, si en el semieje {z | x < —1} hubiera una solucién x, se tendria |x — 1| +
lt+1]=—-24+1—2—-1=1, de donde z = —% lo cual no es posible pues z < —1. Lo
anterior muestra que el conjunto solucién de la ecuacién dada es el conjunto vacio.

Ejemplo: Resolver la inecuacién |z — 1] < |z + 1.
Solucién:
Vemos que x = 1 es solucién. También tenemos que x = —1 no es solucién.

Sea A ={x>1}.Sixz € Ay x es solucién entonces la desigualdad es x — 1 < x4+ 1
cuyas soluciones son toda = > 1.

Sea xz con —1 < x < 1. Entonces si « es solucién se tiene —(x — 1) <z +1 <z > 0. Es
decir en (—1,1) los tinicos candidatos a solucién son (0,1).

Sea z con x < —1 y z solucién entonces: z—1 < =2, z+1 < 0 por lo que —z+1 < —z—1
lo cual no es posible. Asi que no hay solucién en (—oo, —1).

Ejemplo: Resolver la inecuacién ‘3212;' < 4.
Solucién: ‘3212; <4 —4< 321—2; <4.Sea A={x>-2}.Siz € Ay z es solucién

entonces —4 (2+ ) <3 -2z <4(2+x). Asi:rZ—lQ—l yxZ—g. Entonces z > —%:>

T > —12—1 yT> —% & —4 < 321—2“? < 4. Anélogamente x < —% es conjunto solucién.
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Ejemplo: Resolver la inecuacién |:c2 — 3| < 1.

Solucién:

|22 -3| <1 & -1<a?-3<1
s2<z? <4
SV2<|z <2
sze(-2,-v2)U(v2,2)

Ejemplo: Resolver la inecuacién |22 — 9| > 2.

Solucién: 22 —9>26 22 -9 < —2

?-9>222>1le |z >Viler> VIl 6 < —/11
P -9< 2e22<Te )< VTie Vi<z<VT
T € (foo,f\/ﬁ)u(f\ﬁ,\ﬁ)u(\/ﬁ,oo)

Ejemplo: Resolver la inecuacién | 2=

2“5‘ < 3.

Solucién:

x

2x—5 2x—5
_6‘<3<:>—3<m—_6<3...¢

Sea A ={z|z>6}.Six € Ay x es solucién de # entonces —3 (xz —6) < 2z —5 <
3(x—6)& —3r+18<2r—-5y2rx-5<3(z-6)cr>2 yz>13.

Es decir, en A los dnicos candidatos a solucién son las x con z > 13. Pero x > 13 =
>2Zyr>13e -3< 22D 3

Sea B={z|z<6}. -3< 22 <3& -3(z—6)>22-5>3(@-6)<z<2
y © < 13. Es decir es B los unicos candidatos a solcuién son las = son x < 25—3 Pero

1< o< ar<Byr<6=-3<22 3

Asf el conjunto solucién de la desigualdad es (—oo, 22) U (13, 00).

Ejemplo:

a) 2z 47 >3

b) |t =1+ |z +1]=0

c) e —1ljlz+2|=3
d)jJz+1ljlz+2=—(z+1)(z—2)

Solucién:
a) 2047 >3204+7<-363<2r+7To < -56-2<uz.
Por lo tanto, el conjunto solucién es (—oo, —5) U (=2, 00).

b) |z -1+ |z+1] =0
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Caso 1) r—1>0ez>1ler+1>2>0=|z—1|+|z+]ll=c—-14+z+1=2z
Luego 2z = 0 < z = 0!. No hay solucién en este caso.
Caso 2) r—1<0ez<lesr+l<?2

Subcaso 1) z+4+1>0&z> —1.
Entonces [z — 1|+ |z+1]=0=>1-z4+z+1=0=2=0.
No hay solucién en este caso.

Subcaso 2) z+1<0&z<—1.
Entonces [z — 1|+ |z+1]=0=>1—-2z—2—-1=0=2=0.
No hay solucién en este caso.

) lz—1] |z+2/=3
Caso )z —1>0<2x>14 2+2>3>0. Eso implica:

a—1] [z+2] =(@—1)(z+2)
=22 +2x—2—2

=22 +z-2
=3
=224+2-5=0
Y las soluciones son x1 = —3, x5 = 2.
Caso 2) r—1<0er<lert+2<3

Subcaso 1) x+2 >0« x> —2. Por lo tanto = € (—2,1)
Subcaso 2) z4+2<0&x< -2

Por lo tanto la solucién es: (—oo, —2) U (—2,1) U {2, —3}
d)jJz+1ljlz+2=—(z+1)(z—2)

Casol) z+1>0=z+2>z+1>0.
Entonces (z+ 1) (z +2)=—(z+1)(z —2) =22 +32+2= -2’ +2+2=2x(z+1)=0.
Y las soluciones son z1 = 0, x5 = —1.

Caso2) z+1l<0ez<-—1
Subcaso 1) z+1l<0ez<-1lyz+2>0% 2> -2 Solucién: z € (—2,—1).
Subcaso 2) r+1<0ezs<-1lyz+2<0< 2z < -2 Solucién: z € (—o0, —2).

Por lo tanto, la solucién es: (—oo0, —2) U (-2, —1) U {—1,0} .

Ejemplo: Dibujar la gréafica de |z + y| = 1.

Solucién: Sea (x,y) con |z + y| = 1. Entonces z+y =16 z+y = —1. Entoncesy = 1—x
6y = —1+z. Reciprocamentesiy=1—x6y=—-1+zsetienex+y=16x+y=—1
por lo que |z + y| = 1.(Fig. 4.1)

r+y=1
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4

Gréfica de |z +y| = 1.

Ejemplo: Dibujar la grifica de |z| — |y| = 0.

Solucién: |y| = |z].

Sea (x,y) con z > 0, y > 0y tal que |y| = |z|. Entonces x = y. Reciprocamente si
x>0, y>0yx=y se tiene |z| = |y|.

Sea (z,y) con x <0, y > 0y |z| = |y|. Entonces de |x| = |y| se sigue —z = y. (Fig. 4.1)
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- 543RTL

5

Gréfica de |z] — |y =0

Ejemplo: Graficar y = |z| + |z — z|.

Solucién: (Fig. 4.1)

Paraz > 2, [z —2|=2—-2, [z|=zxyasiy=a+2—2=2x—2.

Paraz >0, 2 <2, |z| =z, [z —2|=—-z+2yasiy=z—z+2=2.

Paraz <0, |z|=—2, [z —2|=—(z—2)=—z+2yasiy=—c—2+2=—-20+2.

T
5
[ o
'
—
—
[ B

Ml

14

Gréfica de y = |z| + |z — 2]
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Ejemplo: Graficar |z| — |y| <1, |y| < 1.
Solucién A: (Fig. 4.1)

Caso 1) Para el primer cuadrante: x > 0 = |z| = 2; y > 0 = |y| = y y la desigualdad
se resuelve como sigue z —y <l x—1<y.

Caso 2) Para el segundo cuadrante: z < 0 = |z| = —z; y > 0 = |y| = y y la desigualdad
se resueve como sigue —xr —y <1l —zr—1<y.

Caso 3) Para el tercer cuadrante: © < 0 = |z| = —z; y < 0 = |y| = —y y tenemos
—z—(—y)<ley<l+a

Caso 4) Para el cuarto cuadrante: © > 0 = |z| = z; y < 0 = |y| = —y y tenemos
r—(-y<ley<l-—ua.

Gréfica de |z] — |y| < 1

Solucién B: (Fig. 4.1)
1) Para el primer y segundo cuadrantes: y > 0 = |y| = y y tenemos y < 1.

2) Para el tercer y cuarto cuadrantes: y <0 = |y| = —y y tenemos —y <1<y > —1.
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iy
|
1

[FT)

Gréfica de |y| <1

Teorema Sean a, b, c € R. Entonces:
1)0<a<e, paratodoe >0=a=0.
)a=b< |a—Db| <e para todo e > 0.
)a20©a2—%,parat0don€N.
)a<b+e, para todoe > 0= a <b.
) a < ¢ para todo ¢ > b=-a <b.
)]a—bl <e=1|b| —e<la|] < |b]+e.
)

e

)

(
(2
(3
(4
(5
(6
(M]a=bl<e=a<|b+e.

Demostracién Se demostraran los incisos 1, 2, 6, y 7. Los demads se dejan al lector.

(1) Sia > 0, tomando € = a, se tendré a < a lo cual es falso. Por lo tanto a = 0.

(2) Sia=b, entonces l[a—b| =0 < g, sie > 0. Por (1),si |a—b| < e paratodoe >0, [a—bl =0
y asi a = b.

(6) Como |la| — |b]] < |a —b| < € se tendrd |a| — |b] < e y |b] — |a| < € de donde la doble
desigualdad.

(7) Como |a| —b] < |a—b] < ey a<]al se tendrd a < e+ |b]. QED

4.2. El conjunto N de los niimeros naturales

Teorema (Fundamental de la Aritmética)

Todo natural n (n > 2) puede escribirse de manera dinica como un producto de potencias posi-
tivas de primos: n = p7'ps? - - - pin.

Demostracién (Por inducién matemédtica)

Sea P (n) la proposicién: El natural n se puede expresar como producto de nimeros primos.

Claramente P (2) es verdadera. Supongamos P (1),P (2),..., P (k) verdadera y demostremos
P (k+1) verdadera (k € Nk #1). Si k+ 1 es primo, P (k4 1) es verdadera. Si k + 1 no es primo
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entonces k + 1 = st donde s y t son mayores que 1y s,t € N. Claramente s,t < k+ 1y asi s,t < k.
Por hipétesis de induccién s y t pueden expresarse como producto de primos y por lo tanto también
st = k + 1. Entonces la proposicién P (n) es verdadera para todo n € N. QED

Teorema (Euclides)

Hay una infinidad de nimeros primos

Demostracién

Supéngase que hay solo un ndmero finito de primos p1,po,...,p,. Entonces el nimero N =

pip2 -

-pp~+1, al ser mayor que todo p; (1 < ¢ < n) no es primo. Por lo tanto existe p = p; (1 < j <n)

primo divisor de N. Es decir p; | pip2---pn + 1. Como también p; | pips---pn se tendrd que
P | (p1p2---pn+1) — (p1p2---pn) = 1, lo cual es una contradiccién. QED

Ejemplo: Proposiciones que dependen de n (n € N)
1) %—l—ﬁ—&”“—&-ﬁ:l—%.Paranapartirde?

2) n3 + 2n = 3n? n = 0,n = 1,n = 2 pero para ningin otro n. Recordemos
(n(n—1)(n—2)=n*—-3n?+2n).
3)(n=1)(n—2)(n—3)---(n—>500) =0 n=1,2,...,500 y no para otro valor de

n.
hn=n+38 no es valida ni para 0 ni para otron € N, n > 0.
5) 142+ +n="00pneN.

6) 12 +22 + ... +n? —% (n+1)(2n+1), n €N,

7) 13+ 23 4+ (”‘"“) , neN.

Teorema (Desigualdad de Bernoulli)

Si z > —1, entonces (1+ )" > 1+ nz, n € N.

Demostracién

Para n = 1, la desigualdad es clara. Supéngamosla vélida para n = k y consideremos el caso
n =k + 1. Entonces:

(1+2)" > 1+ksycomo 1+z > 0setendrd (1+2)' > (14 ka) (1 +2) = 1+z+ko+ka? =
1+ (k+)z+k2>1+(k+1)z. QED

Ejemplo: Demostrar por induccién matemética que 1 +2+---4+n = w, n € N.

. 1,2
Solucién: Paran =1, 1= =~

Supongamos que se cumple 1+ 2+ --- + k = @ y verifiquemos que se cumple
14244 k4 (k+ 1) = EHEL),

1424+ k+(k+1) =20 4 (e p 1) = (k+1) (5 +1) = (k+1) (2£2).
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Ejemplo: Demostrar por induccién matemética quesi y, > 0 (k= 1,2,...,n) satisfacen
Y1y2 -+ yn = 1, entonces y1 +yo + -+ +yn 2> 0.

Solucién: Para n = 1 se cumple. Supongammos valido el resultado para n = k y
demostremos la validéz para n = k+1. Sean y1, Y2, . - ., Yk, Yr+1 tales que y1ya - - - YpYpr1 =
1. Por demostrar y; +y2 + -+ + yr + yr+1 > k+ 1.

Notemos que si todos los niimeros son menores que 1 entonces el producto es menor que
1 y si todos los niimeros son mayores que 1, entonces el producto es mayor que 1.

Podemos suponer y;, < 1y yi41 > 1. Entonces para los k-nimeros y1, 42, - - -, Yk—1, Y Yk+1
vale y1 + Y2 + - 4 Yk—1 + YkYrt1 = k entonces (y1+y2 + o+ Yk—1 + YrYkt1) +
Yk + Ykt1) = k+ (Ye + yes1) + (1 - 1)

ity +o Ayt Yy > B+ D4y + Y — 1 —yyprr = B+ 1)+ (1 — Ypgr) —
(1_yk+1)
=k+D)+ 0 —yprr) (e —1) 2 k+1

Ejemplo: Demostrar por induccién matemética que |sin (nz) | < n|sin(z)|n €N, x €
R.

Solucién: Sin =1, |sin(z)| < |sin(z)]|. Sin =k, |sin(kz)| < k|sin (z)].

Luego, |sin (k + 1) (z) | = | sin (kz + x) | < |sin (kz) cos () |4+ cos (kz) sin (z) | < k| sin (z) || cos (x) |+
|sin (z) || cos (kz) | < k|sin (z) | + | sin (z) |

= (k+1)|sin(z)|.

Ejemplo: Demostrar por induccién matemaética.

a)a; >0 (i>1), (I1+a) --(14+an)>14a1+as+--a,
b)0<a; <1 (i>1), (1—-a1)--1—ap)>1—ay—az—---—ay
Demostracién:

a) (14+a1) > (14 a1). Supongamos ahora que (14+a1)(1+az2)---(14+ax) >1+a1 +
as+---ag para k € N. Entonces (1 +a1) (1 +az) - (14+ag) (1 +aks1) > (14+a1+az+
ag) (1+ agqr) =

=1+app1 +ar (I +ager) Fag(I+aper) +---+ap (14 apsr)

= l+4+agy1+ar+aragp1+as+agapp1+- - +ap+agap1 > 1+a1+as+- - +ap+agyr.
El inciso b se demuestra de manera andloga.

Ejemplo: Sean x1, xo, . . . , &, niimeros positivos o cero. Entonces {/z1xs -, < W%
n
Tk — \ 4 Tk —
T (k=1,2,...,n) son tales que kl:[l e =

1, por el ejemplo anterior se tendra: %c12~~:z:n + Wzlfci---zn RS Vﬁ > n de
donde la desigualdad buscada.

Solucién: Como los nimeros
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Ejemplo: Demostrar que n! < ("TH)n , n € N, utilizando la desigualdad entre el prome-
dio geométrico y aritmético (desigualdad GA).

Solucién: Considerando los nimeros 1,2,3,...,n, la desigualdad GA nos permite es-
i 1.9, 1424-4n _ n(n+l) 1 _ ntl | n+1\"
cribir: V1:-2---n < - == — = “5=. Entonces n! < ( o ) .

Ejemplo: Demostrar por induccién matemética cos (a) cos (2a) cos (22a) - - - cos (2"a) =
sin(2"+1a

Solucién:
a) Caso n = 0: sin (2a) = 2sin («) cos (o) .
b) Supéngase la férmula vélida para n = k y consideremos el cason =k + 1 :

sin(2k+1a) %sin(2-2k+la) - sin(2k+2a)

cos (a) cos (2a) - - - cos (2%a) cos (25T a) = j cos (2Fa) = 2571 @) = T FTema)-

2k+1 sin(a

Ejemplo: Demuestre por induccién matemética que 2" —1 = (z — 1) (z" + 2" ' +---z+1), n €
N.

Solucién: n =1: 22—~1 = (z — 1) (z + 1) . Supongamos la proposicién vélida paran = k :
("1 —1)=(z—1)(a"+ 21+ +2+1). Entonces (2*2 —1) =z (zF — 1) +
z—l=z[z—-1)("+2" 1+ +z+1)]+(@=x-1)

=@-1D[z@+a*" T+ +r+1)]+@-1)=(@-1) [s" +aF+.. + 22+ +1].

Ejemplo: Demuestre por induccién matemédtica que

a"t = =(a—0b) (@ +a" o+ +ab"t+ "), neN.
Solucién: n=1:a? —b* = (a—b) (a+ ).

Supongamos n = k : a*™! — ¥ = (a — b) (a® + a* "o+ - 4 bF).

Entonces:
ak+2 _ bk+2 =a ak-‘rl _ bk+1) + abk+1 _ bk+2
=a((a—0b) (" +a" b+ d" 2>+ +0F)] + VL (a—b)
= (a—0b) (a"T 4+ a*b+ aF 1% + - + abF + bFTT)
Teorema

n
Para a y b niimeros complejos y n € N se cumple a™ — b" = (a — b) Y a® kpF~1
k=1
Demostracién
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(a—b) > anFpr-t
k=1

Il
kol
s

an—(k—l)bk—l _ zn: a—Fkpk
k=1
n

(k i) = n—ipi _ n—kpk
S atht — > a™ b
=0 k=1

Mi I |‘\

— anfibi _ Z anfibi
=0 i=1
n—1 o n—1 o
=a" + Z a it — Z an iyt — pn
i=1 i=1
=a"—b" QED

Ejemplo: Muestre por induccién matematica los siguientes.

a)n<2" neN

b) kilk(k—l—l):%n(n—i—l)(n—i-%, neN
c) Iﬁ:lk:%n(nﬁ—l), neN

d) kﬁjllcQ:%n(n—i—l)@n—i-l)7 neN

d) ém: [in(n+1)]?, neN

Solu;i(')n:

a) Sean =1, 1 < 2! = 2. Supongamos que se cumple la desigualdad para n € N. Y

demostremos que se cumple para n+1: Como n < 2™ entonces n+1 < 2"+1 < 2" 42 =
2n+1-

b) Sean = 1 entonces ikj(k’—l—l):1(1+1):1(2):2:%(2)(3):%n(n+1)(n+2).
k=1

Supongamos vélida la ecuacién para n € N. Demostremos que se cumple para n + 1:

S RG41) = S EG 1)+ (1) (n+2)

k=1 k=1
=inn+1)(n+2)+n+1)(n+2)
=(Mn+1)(n+2)(in+1)
f%(n+1)(n+2)(n+3)

c) Sean =1entonces > k=k=1=1(2)=1n(n+1). Supongamos que la férmula

k=1
n+1 n
es valida para n € N. Demostremos que se cumple paran+1: Y k= > k+(n+1) =
k=1 k=1

sn(n+1)+(n+1)=(n+1)(zn+1)=3(n+1)(n+2).

n
d) Sea n =1 entonces Y k? =12 =1 = £ (1)(2)(3). Supongamos que la férmula es
k=1
vélida para n € N. Demostremos que se cumple para n + 1:
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n+1
k‘2

+

(n+ 1)2

\g!
i
I

M=

k=1

el
Il
—

2+ 1) + (n+1)°
2n+1)+n?+2n+1

'S
+ +
=

)
n)

1l Il
Yo S
3
®\®+
N~

OO =D O N = = [ =

n+2)2(n+1)+1]

n
e) Sean =1 entonces > k¥ =13=1=[1 (2)]2 . Supongamos que la férmula es valida
k=1
para n € N. Demostremos que se cumple para n + 1:

n+1 n 3
SE =Y kE+Mn+1)
k=1 k=1

n4—|—4n3—|—4n2—|—2n3—|—8n2—|—8n+n2—|—4n—|—4]
n?+2n+1) (n? 4 4n +4)
Ln+1)° (n+2)?
=[5 (n+ 1) (n+2)]’
Ejemplo: Demostrar que |a + b|> < |a| + [b], a,b € R.

Solucién: Puesto que: |a + b2 = (a4 b)> = a2 + 2ab + b2 = |a|® + 2ab + b2 < |a|? +
2lal|b] + b2 = (|a| + |b])?, se tiene: |a + b < |a| + |b.

Ejemplo: Demostrar, usando induccién matemadtica, que |a1 + as + -+ - + a,| < |a1| +
sl + -+ lanl.
Solucién: Sea n =1, |a; + az + - -+ + an| = |a1| < |ai1|. Supongamos vilida la férmula
para n y demostremos que es valida para n + 1:
a1 +az ++ + ap +an1? = (a1 a2+ o+ an +angr)’
= [(a1 +az + - + an) + ant1]’
= (a1 4+ an)" + 2@+ an) o1 054
< (Jaal + -+ lan)* + 2 (Jar| + -+ + [an]) |ansa] + [ania|?
< (laa] + -+ + lan| + |ant1])?
Soartaz o Fan + anga| < lar] + lag| + -+ an| + lanta]-
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Ejemplo: Muestre que para cualesquiera as,as,b1, by € R se cumple: (a1b1 + a2b2)2 <
(at + a3) (b +03) -

Solucién: (al + CLQ) (b2 + b2) (a1b1 + a2b2) = alb —Hl%bQ 2a1b1asby = (a1b2 — a2b1)2
0.

Teorema (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)

Sean x1,...,%n; Y1,---,Yn dos colecciones de n nimeros reales cada una. Entonces:
n 3 /0 3
o= (22) (20)
i=1 i=1
Demostracién

§_Q<Zx )2

I
™M=
M:

() ()2 (S )

77%:17{:1 n n
B i;jfl (x?yf —l—x 0 - 2 2 TilitiYi
n n
= Z Z (mzzyjz 2x3Yj2Yi + T 27
zzl ]ZI
= Z Z (xlyj xjy2)2
i=1j=1
>0 QED

Teorema (Desigualdad de Cauchy)
Sean x1,...,%n; Y1,--.,Yn dos colecciones de n niimeros reales cada una. Entonces:

n n % n %
S | < (z w) (Zy?)
=1 =1 =1

Demostracion

(yi — )\mi)z . Entonces f () =

-

Se puede suponer algin z; diferente de cero. Sea f(\) =

=1

AN —2BA+C,donde A= Y22, B= Y zy; y C= > y? Como f(A\) >0y A > 0 se tendrs
i=1 i=1

i=1 = =
4B? — 4AC <0, es decir B2 < AC y por lo tanto |B| < Az(C2 que es la desigualdad de Cauchy.
QED

Ejemplo: (Desigualdad del Tridangulo)

1 1
n 2 n 2
Sean x1,...,Tn,Y1,---, Y, DUmeros reales. Entonces [Z (z; + yi)ﬂ < <Z x?) +

i=1
1
n 9 2
(Z yi)
i=1

Solucién:
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M=
I
M:
@m
[\3
igE
8
‘S
M
<@
=N

(z; +y)°

@
Il
-
.
Il
-
-
Il
—

(desigualdad de Cauchy)

IA
M=
K
=N
_|_
N
A~
M=~
K
=0
~_
|
A~
NE!
<
=N
~_
N]
+
NSE
<
dl V]

«
I
—

Il
T
8 8
<o <o
N——

Nl Nl
_|_
(—\
5
N———
[N

Tomando rafz cuadrada se obtiene la desigualdad triangular.

Ejemplo: Verifique, utilizando la desigualdad de Cauchy, que si z1, ..., x, son n nimeros

n n
positivos, entonces n? < (Z :cl) <Z T1>

i=1 i=1

Solucién: Consideremos las colecciones /x1, /T2, ..., /Tn, \/%T, \/%, ceey ; . Entonces
n

n 2 n n
por la desigualdad de Cauchy: (Z \/:r»l\/lg?> < [Z (\/E)Q} {Z (

i=1 ! = =
tanto n? < <§: :z:1> <i xll) .

i=1

2
\/137 ]yporlo

Teorema (No se incluye su demostracién)

Para z,y € R y n € N se cumplen:

a) [a" —y"| < nM" "tz —y|, M = max {|a], |b]}.
b) |ow —yw| < |z —y|w, v,y 0.

Teorema

Paran e Ny zy,...,z, ERconl+2; >0 (i=1,...,n)y tales que todos los z; tienen el
mismo signo, entonces (1 4+z1) (1 +ax2) - (14+ax,) > 1+ (14 +2p)

Demostracién

Seat=1= (14+2x1) > 1+ (z1). Supongamos vdlida la férmula para i = n. Demostrar que es
vdlida para ¢ = n + 1:

(Tha)(Lda) - (Lha,) > 1+ (2 + -+ )

= (1+a1) (T4+x2) - (T4+2,) L+ 2ps1) 2 [L+ (21 4+ +20)] (1 + 2p41)
Z(1"'337%%1)'1'(731“_'"'i'xn)(l'i'xn-ﬁ-l)
=l4+z1+---+x, + Tpi1 +T1Tpg1 + o+ TpTpa
>14 (1 4+ +an +2py1) QED

Ejemplo: Sean z,y dos nimeros positivos. Entonces /zy < %

Solucién: Sabemos que cualquier tridngulo inscrito en una circunferencia cuya base sea
igual al didmetro de ésta, es un tridngulo rectdngulo.
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Tridngulo rectdngulo inscrito

a) De la Fig. 4.2, sea ¢ el punto medio del segmento con longitud = + y. Entonces
B =22+ d% d=d®+y? = d}+d3 = (x+y)°. También (22 +d?) + (*+y?) =
22 + 22y + y2. De donde se obtiene d = \/TY que, por construccién, estd acotada por el
radio de la circunferencia. Esta demostraciéon da una manera de construir, por ejemplo,
segmentos de longitud v/2, V7, etc.

b) Como (v/z — \/37)2 =z —2,/Ty +y > 0, tenemos: :%—y > \/Zy.
¢) Se deduce de la figura que tana = %; tan 8 = 5; tan (a4 3) = 3. Eso implica
4 = ¥ de ahif que zy = d?,1

z
1+z°

Ejemplo: Para z,y, z > 0 tales que = < y + z verifique que 1-&-% < ﬁ +
solucién:
x(1+y)(14+2) =z+zy+zz+zyz

< (y+2) + (zy + 22 + 2y2)

< (y+azy+az+ayz+z)+ (yz +ayz + 2y)
Yy+axy+yz+axyz+z+xz+ 2y +ryz
(y+zy)(1+2)+ (z+22) (1 +y)
=y(l4+z2)A1+2)+2z(1+2z)(1+y)

Al dividir por (1 4+ z) (1 +y) (1 + 2) se obtiene la desigualdad.

Teorema
Sean x1,Ta,  * ,Tn; Y1,Y2s -, Yn; 21522, -, 2n tres colecciones de n nimeros reales entonces:

V@ =2+ @ =2 <@ =00+ 4 = 4y 01— 2" 4 20)?
Demostraciéon
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Se consideran las colecciones x1 — 1, T2 —

Y2,---3Yn

Teorema (Desigualdad de Cauchy)

Sean 1, s, - -

Demostraciéon

iYi

y Loy Y1,Y2, .- -

CAPITULO

4. NUMEROS

— 2, v se aplica la desigualdad del triangulo.

, Yn dos colecciones de n nimeros reales cada una entonces:

, 3 /n , 3
) (5)
1=

Ejemplo:El conjunto de los impares N; = {1,3,5,.
.} son equivalentes.

{2,4,6,..

..} v el conjunto de los pares Ny =

Solucién: Sea f : Ny — Ny definido como f (m) = m + 1 entonces f es una biyeccioén.
Se deja al lector demostrar que efectivamente lo es.

Ejemplo: El conjunto N es equivalente a Ns.

Solucién: Sea g : N — Ny definida como ¢ (n) = 2n. Entonces f es una biyeccién.

n 2 n n
En vista de: (E xi?Ji) = (Z xf) (Z yf) - > (myy — gr:,yi)2 vy ooy (wyy —xye)” >
i=1 i=1 i=1 1<i<j<n 1<i<j<n
0 se tiene <Z :1722> <Z y?) y por lo tanto | zy:| < <Z mf) <Z y? QED
= i=1 i=1 i=1 i=1
Restimen
Desigualdad de las medidas la1|+]az|+-+|an] 1
. IV P Tz|al-~-an|n
aritmética y geométrica
Desigualdad de 1, 9 9y 1
.. > e
Cauchy-Schwartz (al + a2 ) (b + 05 + bn) > arby + + a,by,
T T
Desigualdad de (lar P +--- + |an|p)P (|o1|7 4+ - 4 [bu]9) 7 > arby 4 - - - anby
6 1
Holder (p >1, 5 _|_ 1) 1
Desigualdad 9 5 N 5 I
Triangular (al +- ) (bl +oF bn) > [(al +01)" + (an + bn)
T T
P, P\ P, P\
Desigualdad de (Jaal? 4+ fan?)? + (oof + -+ [bu?)”
Minkowski > [|a1+b1‘p+"'+|an+bn|p]p
(p=1)
Numerabilidad
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Ejemplo: El conjunto Z es equivalente al conjunto N.
Solucién: Sea h : Z — N definida como

h(m) = 2m st m >0
Tl 2m+1 st m<O0

entonces h es una biyeccion.

Ejemplo:Muestre que los subconjuntos finitos de N constituyen un conjunto numerable.

Solucién: Dendétese con P (N) a la clase de los subconjuntos finitos de N y dendtese
con P, (N) a la clase de los subconjutnos de N de cardinalidad n, n € N. Ya que
NxNx---xN = N" es numerable y P, (N) C N" se sigue que P,, (N) loes y como F (N) =

o0
U P, (N), éste también lo serd el ser unién numerable de conjuntos numerables. Sin
n=1

eglbargo a P (N) no es numerable al ser equivalente a R.

Proposicién

El intervalo [0, 1] no es numerable.

Demostracién (Cantor)

Supongamos que [0, 1] fuera numerable. Entonces tendriamos una lista de [0, 1] = {z1, z2,...}.
Sea I} C [0,1] tal que x1 ¢ I . Sea Iy C I; tal que x5 ¢ I5. Continuando de esta manera tenemos
una sucesion (I,,) de intervalos anidados que por el teorema de los intervalos anidados cumple con

oo o0
N I, # &. Sea x € () I,. Entonces n # x,, para todo n y como z € [0,1], la lista {z,za,...}

n=1 n=1

no contiene a todo punto de [0,1]. = € [0,1]. z € [0,1]. = # x,, para todo n : x € L,Vn, x, ¢ I,.
QED

Corolario R no es numerable.
Demostracién
Si R fuera numerable entonces [0, 1] seria numerable. QED

Proposicién Q7 es numerable. Q es numerable.

Demostracién

Sabemos que Qt = {% |a,beN } de esta manera, podemos enlistar los elementos de Q1 comen-
zando con el 1 y siguiendo el 6rden de las flechas:

1 1 1 1 1

T 32 3 1 5
/ / /

2 2 2 2 2

1 2 3 4 5

1/ /

3 3 3 3 3

1 2 3 4 5
/

4

1

De esta forma es claro que
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Q+ = {17%7273717%3%3%33747"'}'
Simétricamente,
- _ 1 1 1 _2 _3
Q - {_17_57_2a _37_1a_§7_Z7_§a_§a_47"'}'
Por lo tanto Q = Qt U Q™ es numerable.

Ejemplo: Dé una biyeccién entre [a,b] y [c,d] .
Solucién: (Fig. 4.3)

yfc:g:;(:c a) @y:chg*g(x a)
y—d=25(z-b) ey=d+=(z-1b)

Biyeccioén entre [a,b] y [c,d].
Ejemplo: Dé una biyeccién entre (—g, g) v R.

Solucién: Tomemos la funcién y = tanz en el intervalo (—%, %) . (Fig. 4.3)

¥

(1T/2) ['rrl."E_:
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Biyeccién entre (—g %) vy R.

Ejemplo: Dar una biyeccién entre (0,1] y (0,1) . De esta forma ilustramos que los inter-
valos (0,1] y (0,1) son equivalentes aunque distintos.

o] o0
Solucién: Dado que (0, 1] = U1 (505 3o7] ¥ (0,1) = U1 [+, 57=7) podemos realizar la
n= n=
biyeccién por subintervalos de la forma siguiente: (1,1] — [3,1) ; (5, 3] — (5, 3] etc.
Ast, la funcién que buscamos se construye como:

3

1
s—x, s<zxz<l1
S SN
A DAE.
5T §<TSg

3 1 1
5 — Ty 5w < T < gEeT

4.4. R como campo ordenado

Finalizamos las notas del curso con una breve mencién del conjunto R y sus propiedades. Tra-
bajaremos con este conjunto a lo largo de todo el curso de Célculo I.

Podemos preguntarnos qué tantos nimeros conocemos o mas bien, qué tantos tipos de niimeros
conocemos. Por ejemplo, sabemos que hay nimeros negativos y positivos. A los nimeros con los
que aprendimos a contar les llamamos nimeros naturales (N). Si agregamos al conjunto anterior
los nimeros “naturales negativos” y el cero, tendremos el conjunto de los nimeros enteros (Z). A
los niimeros que son el resultado de una divisién de mimeros enteros (cuyo divisor nunca es cero)
los llamamos nimeros racionales (Q). A aquellos cuya parte decimal es infinita y no periédica los
llamamos nimeros irracionales. Por ejemplo, veamos la siguiente lista:

1, —108, ¥, 20 7=31416.., V2

En este caso, 1 es un nimero tanto natural como entero. E1 —108 es un nimero entero. El %
es un numero racional ya que es el cociente de dos nimeros enteros. También se puede ver que el
resultado de la divisién entre 10 y 9 resulta ser 1.1 donde la cifra decimal es periédica e infinita.
Esto quiere decir, que después del punto decimal se repite el 1 infinitas veces. Lo mismo sucede con
1—70 cuyo resultado es 1.42857 donde la parte decimal estd conformada por el periodo 42857 que se
repite infinitas veces. En cambio, el nimero 7 no poseé un periodo que se repita infinitas veces.
Para representarlo completo no podriamos utilizar la misma notacién que usamos con los niimeros
racionales. En cambio, jamas terminariamos de escribir todas sus cifras. También \/2 corre con esta
suerte.

Todos estos tipos de nimeros conforman a los nimeros reales (R). La descripcion simbdlica de
los conjuntos que forman es la siguiente:
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{1,2,3,4,...}
{i,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4, ...}
{¢ 50€Z, beN}
={zszeR, z¢Q}

Numeros Naturales N
Nimeros Enteros Z
Ntumeros Racionales Q
Numeros Irracionales [

Ademss, se cumplen las siguientes contenciones: R C Q € Z C N. Podemos ver también la
relacion entre los conjuntos en el siguiente diagrama:

Construccién de R

Consideremos a los numeros de la forma siguiente: A.ajasas ..., donde A es un entero y a; €
{0,1,2,...,9}Vi € N. De estos nmimeros tomemos a los que cumplen con Vn € N a; # 9 para
todos los indices ¢ > n (i.e. los que no tienen colas de nueves). Hemos construido al conjunto de los
nimeros reales (R).

Construccién de R™

Consideremos a los nimeros de la forma siguiente: A.ajasas..., donde A es un entero no
negativo y a; € {0,1,2,...,9}Vi € N. De estos nimeros tomemos a los que cumplen con Vn €
N a; # 9 para todos los indices ¢ > n (i.e. los que no tienen colas de nueves). Ademds quitemos al
0,000. . .Hemos construido al conjunto de los ntimeros reales positivos R*.

Los niimeros del conjunto R forman un campo

Sean =,y € Rt =z +y, vy € RT.

Para cada = € R solo una de las siguientes tres condiciones se cumple:

a)x =0

b) x € R

c) —z R

En caso de que —z € R, z se llama niimero negativo. También z < y <= y —x € RT.

Teorema (No se incluye su demostracion)

aA)r<y, zeERT=z+2z<y+2

b)z<y, 2€ERT =2 <yz

c)rx<y, —zeRT=xz>yz

drz<y<z=z<z

e) 0 <z <y= 2?2 <22

f) {zo,z1,..., 2} CRT = 2o+ -+ 2, € RT (induccién matemdtica)



Capitulo 5

Analisis

La inscripcioén al curso de Célculo Diferencial e Integral I fue de 109 alumnos en total. De los
cuales 60 fueron de primer ingreso y el resto consté de recursadores y alumnos que se inscribieron
en la modalidad de “extraordinario largo”.

Evaluacién de los recursos

Lograr el aprendizaje en un alumno depende de varios factores. Algunos de ellos son: interaccion
con el medio ambiente, acceso a recursos bibliograficos y acceso a recursos de orientacién (en dudas
especificas sobre la materia). Es por ello que durante este proyecto se evaluaron los siguientes
factores de aprendizaje:

Recursos fisicos: salén de clases, pupitres, pizarrén.

Recursos bibliograficos: libros de la bibliografia que se encuentran en la biblioteca.

El salén que nos fue asignado fue el 008 del edificio Tlahuizcalpan, un salén muy amplio con
cabida para 98 personas aproximadamente. El salén 008 presenté inconvenientes para la imparticién
de la clase por lo siguiente: el techo estd situado como a 6 metros del piso, cosa que hace que la voz
del profesor no se escuche bien hasta los lugares de atrds; las ventanas se encuentran situadas al nivel
del techo, estaban cerradas y para abrirlas se necesitaba una escalera. Como no nos organizamos
para lo anterior, las ventanas permanecieron cerradas y esto ocasionaba que el aire dentro del salén
se viciara. También hacen falta desniveles en el piso (como en los salones del edificio O) para que
los alumnos puedan ver el pizarrén sin estorbarse unos a otros.

Antes de abordar la forma de evaluacién debo mencionar que el principal objetivo de esta tesis
fue compilar un material diddctico para la ensenanza de los temas introductorios del curso de Célculo
I. No pretende ser un estudio estadistico del aprendizaje en un salén de clases. La estructura del
curso de Cdlculo Diferencial e Integral I consistié en:

= Objetivo

e A la par de los objetivos lineados por el Departamento de Matemdticas (que son: que
el alumno obtenga conocimientos sélidos en Célculo), nos enfocamos en los siguientes
puntos:

117
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e Que desarrollen habilidades matemadticas y de pensamiento 1égico.

e Que sean capaces de abordar un problema mediante la formalizacién y el método progresivo-
regresivo.

e Que obtengan los conocimientos necesarios para cursar la materia de Célculo Diferencial
e Integral II.

= Temario

e Curso de temas introductorios al curso de Célculo I
e Sucesiones y Series Numéricas

e Limites de Funciones y Continuidad

e Funciones Reales de variable Real

e La Derivada

e Aplicaciones de la Derivada
= Criterios de evaluacion

e Para evaluar el cumplimiento de los objetivos del curso se aplicaron:
e Cuatro exdmenes parciales escritos

e Cinco tareas
(Que se promediarén y constituirdn una sola calificacion de tareas).

e Un examen final escrito

(Se promediardn 5 calificaciones: una de cada examen parcial y la calificacién unica de
tareas). Quedardn exentos del examen final escrito quienes tengan un promedio final
entre 9 y 10.

= Bibliografia

e Apostol, T. Calculus. (Vol. 1.). México: Reverté S. A., 2001.
e Arismendi, Hugo et al. Cdlculo, Primer Curso. Addison Wesley Iberoamericana.
e Banch, S.. Cadlculo Diferencial e Integral. México: UTEHA, 1961.

e Courant, R., John, F. Introduccion al Calculo y al Andlisis. México: Editorial Limusa,
1974.

o Kuratowski, K. Introduccion al Cdlculo. México: Limusa-Wiley, 1970.
e Lang. S. Cadlculo I. México: Grupo editorial Iberoamericana, 1989.

e Finney, R., Thomas, G. Cdlculo en una variable. (9* Edicién). México: Addison Wesley,
1998.

e Spivak, Michael. Célculo Infinitesimal. México: Reverté, S. A., 1988.
e Stein, Sherman K. Cdlculo con Geometria Analitica. México: Mc. Graw Hill, 1984.

e Stewart. Calculus, single variable.
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La estructura del Curso de Temas introductorios al curso de Célculo I consistié en lo siguiente:

= Objetivo

e Que el alumno desarrolle:

o Interés por el Célculo.

[¢]

Habilidades en el manejo aritmético de un problema matemadtico.

[e]

Habilidades en manejo simbdlico de un problema matematico.

[¢]

Habilidades de pensamiento 16gico y capacidad de abstracién.

o

Su capacidad de indagacion.

s Temario

e Breve introduccion al calculo

o El lenguaje de las matematicas
o Tépicos de geometria analitica
o Funciones y sus gréficas
o Tépicos de geometria
o Trazado de las Coénicas
o Tépicos de dlgebra
o Tépicos de trigonometria
e Conjuntos, Funciones y Légica

o Funciones

o Cardinalidad
e Numeros

o R y su estructura algebrdica de campo
o El conjunto N de los Nimeros Naturales
o Numerabilidad

o R como campo ordenado

Cabe mencionar que este temario se cubrié durante el primer capitulo del Curso de Calculo I
hasta el tema de Conjuntos, Funciones y Ldgica. El capitulo referente a Nuimeros se abarcé después
de haber abordado el tema de Series y Sucesiones Numéricas de Célculo 1.

Para evaluar el impacto del curso de Temas introductorios al curso de Célculo I, tomé una

muestra de 10 alumnos de primer ingreso (grupo selecto) a quienes monitoreé a lo largo del semestre
observando los siguientes:

= Criterios de evaluacion:
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Asistencia al 80 % de las clases.

Participacién en clase.

Cuatro exdmenes parciales escritos (mismos del curso de Calculo I).

e Un examen final escrito (mismo del curso de Calculo I).

A continuacién muestro la lista de los alumnos que formaron parte del grupo selecto:

Nombre del Alumno Carrera Escuela de procedencia
Martinez Meza Luis Alberto Actuaria ENP, Plantel no. 9

Loépez Pacheco Moisés Abraham  Fisica CBTIS 2, Oaxaca

Arenas Rojas Samara Fisica Preparatoria Ricardo Flores Magoén, Xalapa, Ver.
Vera Bernal Elizabeth Fisica Bachilleres 2, Jiutepec, Morelos
Medina Mendoza Ilce Anahi Actuaria CCH Oriente

Vega Acevedo Jorge Enrique Matemdticas ENP, Plantel no. 8

Bolanos Zumaya Daniel Giovani ~ Actuarfa ENP, Plantel no. 8

Rivas Gonzélez Juan Carlos Fisica CCH Sur

Alvarado Lépez Pamela Fisica CCH Sur

Rodriguez Garcia Wendy Noemi Actuaria CCH Naucalpan

Todos estos alumnos tuvieron el 80 % de asistencia salvo Juan Carlos quien desert6 a mitad del
curso por iniciar una actividad laboral. En su participacién la mayorfa se mostraba retraido excepto
Samara, Jorge e Ilce quienes mostraban un interés especial por aprender.

A continuacién presento el analisis de resultados de los cuatro exdmenes parciales presentados
por el grupo selecto. Cabe mencionar que a todos los alumnos inscritos les proporcionamos guias de
estudio para los tres primeros exdmenes parciales. La mecdnica de la ayudantia que dimos Martha
Reyes y yo fue resolver sus dudas sobre las tareas y las guias. La redaccién de los exdmenes aplicados
se encuentra en el apéndice.

Anélisis general del primer examen parcial

El 70 % de ellos aprobé. El promedio de calificaciones fue de 5.2 (donde 10 es la maxima califi-
cacién). E1 90 % hizo los casos completos para la demostracion de proposiciones mediante tabla de
verdad y acerté. La mayoria comprendié y demostré bien el Teorema de Pitdgoras salvo detalles
de memorizacién en su enunciacién (tres de ellos no mencionaron que el teorema se cumple para
todo tridngulo rectdngulo). Solamente hubo un caso en el que una alumna mezclé conceptos de
trigonometria en la enunciacién del teorema. La mayorfa mostré una buena comprensién de cémo
abordar la pregunta 3). Sin embargo, el 60 % tuvo problemas en la demostracién debido a que no
probaron alguna de las siguientes: la ida, el regreso, alguna de las contenciones o no ubicaron cudl
era la hipdtesis y qué era lo que habia que demostrar.

El 80 % mostré una buen entendimiento del significado de los cuantificadores légicos en los
enunciados de la pregunta 4). Sélo hubo un caso en que una alumna asocié al simbolo 3 la unicidad.

El 70 % abordd los tres pasos bdsicos de la demostracién por induccién matematica. Sin embargo
un 40 % de ellos tuvieron dificultades en el manejo algebrdico de la demostracién y no pudieron
concluirla. Solo un alumno tuvo problemas en el manejo de la aritmética para dar las ecuaciones
de la recta. En general todos resolvieron muy bien el problema 6).
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Un 20 % tuvo una exelente memorizacién y comprensién de las definiciones de la pregunta 7). El
resto presenté problemas por alguna de las siguientes razones: confundir el concepto de funcién con
el de funcién inyectiva; no comprender bien el concepto de funcién suprayectiva; tratar de manera
equivalente los conceptos de nimero real, elemento, intervalo y conjunto asi como el axioma del
supremo (infimo) y la definicién de supremo (infimo).

Anélisis general del segundo examen parcial

La mayoria tuvo una buena comprensiéon y memorizacion de la definiciéon de limite de una
sucesién. Sin embargo, al usarla para demostrar los limites de la primera pregunta, algunos tuvieron
dificultades en el manejo de las propiedades del valor absoluto y de las desigualdades.

La mitad de ellos enuncié y demostré bien el Teorema de la Compresién. Al resto, le falté
formalidad en la enunciacién y la exhibicién de conclusiones de la demostracién. La mayoria tuvo
una buena comprensién de la negacién de una proposicién. Aunque, cabe mencionar que para negar
la igualdad (del inciso b) de la pregunta 3) no utilizaron los simbolos de la tricotomia (<, >) sino
#+.

En este examen comienzan a mostrar un buen entendimiento del desgloce de las partes de una
demostracién, en particular del orden a seguir en la demostracién de una doble implicacién. Todos
utilizaron la técnica de la demostracién directa.

Con respecto a las definiciones algunos tuvieron confusién entre los conceptos de una sucesién
convergente y divergente. Finalmente sélo dos alumnas enunciaron y discutieron correctamente la
paradoja de Aquiles y la tortuga.

Analisis general del tercer examen parcial

El 40 % del grupo selecto dié correctamente los significados formales de limite. Un 20 % solo tuvo
la siguiente confusién: asocié la positividad de la ¢ del primer inciso a todos los demds nimeros
reales involucrados en los otros incisos. El resto del grupo no comprendié bien.

El 90 % del grupo demostré sin dificultad, directamente de la definicién el limite de la pregunta
2. E180 % del grupo comprendié y enuncié bien los teoremas del Valor Intermedio, del Acotamiento
y de los Valores Extremos. Algunos mostraron confusién en el cdlculo de la composicién de funciones
con limite. El motivo fue que no tomaron en cuenta las gréficas de éstas.

Anélisis general del cuarto examen parcial

La mitad de los alumnos tuvieron problemas de indole algebraica con el cédlculo del polinomio
de Taylor. La mayoria calculé bien las derivadas de la pregunta 2). E1 80 % aplicé correctamente el
método de Newton para la pregunta 3). La mayoria tuvo problemas de precisién en la enunciaciéon
de los teoremas de la pregunta 4). Atn presentaron confusién sobre la relacién entre continuidad y
derivabilidad. La mayorfa resolvié bien los tltimos dos problemas.

Anélisis general del examen final

El 50% de ellos aprobé. El promedio fue de 5.9. La calificacién més baja fue de 0.4 y la mds
alta de 9.8. La mitad de ellos mostré una buena comprensién de los axiomas de supremo e infimo
y di6 definiciones acertadas de la pregunta 2). El resto tuvo confusiones sobre las definiciones y
los axiomas. El 40 % demostré que la suma de dos suceciones acotadas es acotada. El 30 % hizo
las demostraciones directas del limite y enuncié y demostré el Teorema de la Compresién parra
sucesiones y funciones. La mayorifa calculé bien la tercera derivada de la pregunta 6) salvo por
errores de dlgebra. Solo el 30% enuncié con presicién los teoremas del extremo interior y de los
valores extremos.




Capitulo 6

Conclusiones

Como conclusién de este trabajo notamos que, efectivamente, el curso de Temas introductorios
al curso de Célculo I fue una gran ayuda para quienes lo aprovecharon. La mitad de los alumnos
(me referiré en adelante a los alumnos del grupo selecto) aprobé la materia y, en general, mostré
una buena comprension de los temas claves del Curso de Célculo 1.

Con respecto a la resolucién de problemas, la mayoria de los alumnos comprendié y aplicé la
técnica “divide y vencerds”. Dicha técnica fue ensefiada por el profesor y consiste en visualizar
un problema parte por parte antes de intentar resolverlo. Luego buscar soluciones a cada parte y
finalmente llegar a una solucién total del problema.

Con respecto al aprendizaje de escritura y asociacién de simbolos, concluimos de los resultados
del segundo examen parcial lo siguiente: La mayorfa tuvo una buena comprensiéon y memorizacién
de la definicién de limite de una sucesién gracias a que, en clase, el profesor la escribia de esta
manera:

(Ve>0)3NeN)(n>N=la, — L| <e¢)

De esta forma se enfatizaban los simbolos de la 16gica matemética que se estudié al principio del
curso. Asf mismo se separaba la proposicién con paréntesis como una técnica de asociacién. Debido
a que la definicién es larga, esta técnica fue muy buena para que los alumos recordaran la definicién
completa.

En el tercer examen parcial, también les ayudo esta técnica para la sintédxis de los significados
formales de limite, sin embargo, como los conceptos eran mds complicados y variados, al 40 % no
les ayudé semdnticamente.

En general, el grupo no contaba con conocimientos sélidos de temas introductorios al Calculo.
Sin embargo, quienes aprovecharon el material introductorio que dimos en clase, crearon su propia
base para esta materia. El curso de Temas introductorios que se aborda en este trabajo de Apoyo a
la Docencia sirvié a los alumnos para tener un primer acercamiento con el Célculo, familiarizarlos
con la simbologia y con el uso de la l6gica matematica como herramienta para ordenar las ideas
y resolver problemas. De igual manera fue de mucha utilidad para comenzar a introducirlos en
un lenguaje formal con el que habran de trabajar a lo largo de toda su carrera en la Facultad de
Ciencias.
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Como tltimo punto de las conclusiones trataré sobre el tema de el aprovechamiento del material
de la Biblioteca de la Facultad de Ciencias: Amoxcalli. Esto es importante ya que es uno de los
factores de aprendizaje.

El libro principal en el que se basé el curso de Célculo Diferencial e Integral I fue el Stewart.
De este libro existen titulos en la biblioteca editados en Inglés. Sin embargo, la mayoria de los
alumnos del grupo selecto no lo consultaban por la dificultad que tienen con el idioma. Esto es una
gran desventaja para los alumnos ya que gran parte del material cientifico esta escrito en el idioma
inglés y muchas de las nuevas publicaciones se adquieren en este idioma.

Naturalmente, dentro de un curso de Célculo para alumnos de primer ingreso no podemos incluir
un curso del idioma inglés. Asi que recomendé a los alumnos que consideraran (quienes tuvieran
problemas para entenderlo) aprender el idioma a la brevedad inscribiéndose en el Centro de Lenguas
extranjeras de la UNAM.



Apéndice

ler Examen parcial
Semestre 2009-1  06/09/08
Profesor: Agustin Ontiveros Pineda
Materia: Célculo Diferencial e Integral 1

1.Demostrar que las proposiciones son verdaderas:

PA(QVR)= (PAQ)V(PAR)

PV(QAR)< (PVQ)AN(PVR)

2.Enuncie y dé una demostracién del teorema de Pitdgoras.

3.Sean A, B, C subconjuntos de un conjunto. Demostrar:

a) ACB< AUB=BRB

b)ACB& ANnB=A

4.; Cudles de las siguientes proposiciones son V o F?

a) (3z) Fy) (2 +y — 2y =0)

b) (3z) (Vy) (#? +y — 2y = 0)

5.Demostrar por induccién:

(Vn) [12+22 4+ .. +n? ={n(n+1)(2n+1)]

6.Encuentre la ecuacién de los lados de un tridngulo con vértices P(1,0), Q(3,4), R(-1,6).

a) Defina los conceptos de: Funcién, Funcién inyectiva, Suprayectiva y Biyectiva.

" b) Enuncie el axioma del Supremo y del Infimo.

2do Examen Parcial
Semestre 2009-1  04/10/08

Profesor: Agustin Ontiveros Pineda
Materia: Célculo Diferencial e Integral 1

1.Enuncie la definicién de limite y usdndola demuestre que:

‘. 4n—9 4
a lim =z
) n— 00 bn+1 5

b lim 27t4 —
) n*)OOSnz—ll

2.Enuncie y demuestre el teorema de la compresién para sucesiones.
3.Escriba las negaciones de las siguientes proposiciones:

a) Para toda n € N,n? — n es un niimero par.

b) Existe r € (—o0,00) tal que 71 = 3r + 2.

c) Para toda i € {1,2,3,...,10} 2¢ > 0,0005.
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4.Sean a y b nimeros no-negativos, no ambos cero y diferentes entre si. Demuestre entonces que:
a) 245 €[0,1]

b) ;45 =0&a=0

) p=1eb=0

5.Dar la definicién de:

a) Sucesion acotada inferiormente.

b) Sucesién acotada superiormente.

¢) Sucesién convergente.

d) Sucesién creciente.

e) Sucesion decreciente.

f) Sucesién mondétona.

g) Sucesién divergente.

6.Enuncie y discuta la paradoja de Aquiles y la tortuga.

3er Examen Parcial
Semestre 2009-1 31/10/08

Profesor: Agustin Ontiveros Pineda
Materia: Célculo Diferencial e Integral 1

1.Dé los significados formales de:
a) lim f(z)=1L

2.Demuestre directamente de la definiciéon que lim (ax + b) = axg + b.
xr—xo

3.Enuncie los teoremas del valor intermedio, del acotamiento y de los valores extremos.

Teorema del valor intermedio: Sea f : [a,b] — R una funcién continua y sea N cualquier valor
entre f (a) y f(b) entonces existe ¢ € [a,b] tal que f(c) = N.

Teorema del acotamiento: Sea f : [a,b] — R una funcién continua entonces existe M > 0, M € R
tal que |f (z)] < M para toda x € [a,b].

Teorema de los valores extremos:

Sea f : [a,b] — R una funcién continua entonces,

Existe z,, € [a,b] tal que f(z,) < f(z) para toda z € [a,b] y existe zpr € [a,D] tal que
f(xn) > f (z) para toda x € [a,b].

4.Sean f y g las funciones definidas por:

0, z=0 0 r=0
fo= L a1 gw={ Y ]
9 w401 1+z|, x#0
Caleule f(9(0)), f (limg (2)) v 1im f (g (2)).
5.Supéngase que lim f(z) =3y que lim g (z) = 2. Calcule:
T—x0 T—x0

a) lim /37 (2) + 8 (2)

Zo

b) lim v/f(2)g(z) +10
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c) lim f*(z) /g (2)

T—T0
6., Es la funcién f (x) = |9c2 — 1’ continua en —1 y 17

4to Examen Parcial
Semestre 2009-1 28/11/08

Profesor: Agustin Ontiveros Pineda
Materia: Célculo Diferencial e Integral 1
1.Calcule el polinomio de Taylor de f (z) = 7+ x — 322 + 52 con n = 2 alrededor de a = 1.
2.0btenga la derivada de:
a) y = (22 —5)* (822 — 5) -
b) y =a%In (1 —2?).

3.Calcule aproximadamente la V100 mediante el método de Newton.
4.Enuncie los teoremas de Fermat, Rolle, Lagrange y Cauchy.
5.Enuncie y demuestre la relacién entre continuidad y derivabilidad.

6 Si una bola de nieve se licia de tal manera que su drea superficial disminuye con una tasa de

C’ITL
min *

7.Grafique la funcién f (z) = zv/22? + 1 describiendo intervalos de crecimiento y decrecimiento
asf como los puntos extremos y de inflexién.

. {Con qué velocidad disminuye el didmetro en el momento en que mide 10cm?

Examen Final
Semestre 2009-1  08/12/08

Profesor: Agustin Ontiveros Pineda
Materia: Calculo Diferencial e Integral I
1.Exprese el axioma del supremo y del infimo.
2.Exprese significado de (dar la definicién de):
a) f es una funcién inyectiva.
b) f es una funcién suprayectiva.
c¢) f es una funcién par.
d) f es una funcién impar.
e) f es una funcién estrictamente creciente.
f) f es una funcién acotada.
Sea xp € R. Exprese el significado de:
a) f es continua en z.
b) f derivable en aco

)
¢) lim f( )=L (L €R).
w%wo
d) lim f(x)= cc.
$—>3','0
3. Demuestre, que si las sucesiones (a,) y (by) son acotadas, entonces la sucesién (a, + by,) es
también acotada.

4.Demuestre que la sucesién (a,) es creciente y acotada, donde a,, = 2=2

n+2°

5.Demuestre directamente de la definicién, que h’m7 908%3 =2.
T—

6.Calcule y para y = H—i

7.Enuncie y demuestre el teorema de la compresion para sucesiones y funciones.
8.Enuncie los teoremas del extremo interior y de los valores extremos.
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